Die Statik des
ebenen Tragwerkes

Von

Martin Griining

ord. Professor an der Technischen Hochschule
zu Hannover

Mit 434 Textabbildungen

Berlin

Verlag von Julius Springer
1925



ISBN-13: 978-3-642-89783-2  e-ISBN-13: 978-3-642-91640-3
DOI: 10.1007/978-3-642-91640-3

Alle Rechte, insbesondere das der [Ubersetzung
in fremde Sprachen, vorbehalten.
Copyright 1925 by Julius Springer in Berlin.

Softcover reprint of the hardcover 1st edition 1925



Yorwort.

Das vornehmste Ziel des Studiums der Statik erblicke ich in der
wissenschaftlichen Erkenntnis und der Beherrschung der Theorie, die
zur selbstéindigen Behandlung des Einzelfalles, auch des ungewohnlichen,
befihigt. In Verfolgung dieses Zieles stelle ich in meinen Vortragen
an der Hochschule den folgerichtigen Aufbau der statischen Gesetze
und die Methode in den Vordergrund. Die gebriuchlichen Bauarten
der Tragwerke behandle ich als Beispiele, ohne sie in allen Einzelheiten
zu erschépfen. Daneben wiahle ich hierzu auch Systeme ohne prak-
tische Bedeutung, sofern ihre Eigenart einen besonderen Lehrwert fiir
die Anwendung der Methode begriindet. Aus der Betonung der Methode
entspringt die Zusammenfassung des Fachwerkes und des Stabwerkes
zum elastischen Tragwerk, die ich stets bis zu dem Punkte durchfiihre,
in dem die Verschiedenheit der inneren Gliederung die Trennung un-
vermeidlich macht.

Zur Begriindung und Entwicklung der Theorie benutze ich in be-
absichtigter Beschrinkung allein das Prinzip der virtuellen Ver-
riickungen. Dazu bestimmt mich in erster Linie die mehr und mehr
vertiefte Erkenntnis, dal in der Statik diesem Gesetz an Tragweite,
Einfachheit und Ubersichtlichkeit sowohl in der theoretischen Ent-
wicklung wie in der Anwendung kein anderes gleichkommt. Daneben
sprechen pidagogische Erwigungen mit. Die Zeit, die dem Studium
der Statik auf der Hochschule gewidmet werden kann, zwingt zur
Begrenzung des Stoffes, wenn wissenschaftliche Vertiefung und ge-
niigende Beherrschung der Theorie erreicht werden soll. Der Analysis
und der Rechnung gebe ich im allgemeinen den Vorzug vor den graphi-
schen Verfahren. In nicht seltenen Féllen gewinnt dadurch die Be-
weisfithrung an Klarheit und Einfachheit. Auch fithrt nach meiner
Erfahrung in statischen Untersuchungen die Rechnung héufig schneller
zum Ziele und ist leichter zu priifen als die Zeichnung. Das trifft fiir
den Krifteplan Cremonas namentlich in den Fallen einfacher Belastung
oder regelmifliiger Gliederung zu.

Das vorliegende Buch ist im Laufe mehrerer Jahre aus meiner Lehr-
tatigkeit an der Hochschule erwachsen. Auf die Behandlung des Stoffes
sind daher die dargelegten Anschauungen von bestimmendem Einfluf3
gewesen. In der Einteilung folgt das Buch den durch den Aufbau der
Theorie gewiesenen Bahnen. Die ersten Teile enthalten, abgesehen von
manchen Begriindungen und Einzelheiten, natiirlich nichts Neues. Die
beiden letzten Teile bringen einige eigene Untersuchungen statisch un-
bestimmter Systeme hoheren Grades. Dabei wird der Methode der
Differenzengleichungen eine ausfiihrlichere Behandlung eingerdumt.



Iv Vorwort.

Den Wert dieses Verfahrens erblicke ich vorwiegend in der vermittelten
Erkenntnis der gesetzmiBigen Zusammenhinge, welche den Verlauf
der Krafte und Forminderungen beherrschen. Dagegen tritt die prak-
tische Bedeutung zuriick, da die meisten der dem Verfahren zugéng-
lichen Falle durch Auflosung linearer Gleichungen in beschrankter Zahl
mit nicht gréBerem Aufwand an Rechnung behandelt werden konnen,
wenn man sich mit Niherungslésungen begniigt.

Bei der Ausfithrung von Rechnungen und der Herstellung der Ab-
bildungen hat mir der Assistent meines Lehrstuhles, Herr Dr. Ing. Kohl,
wertvolle Hilfe geleistet. Hierfiir spreche ich jhm meinen Dank aus.
Zu besonderem Danke bin ich dem Verleger, Herrn Dr. Ing. h. ¢. Julius
Springer in Berlin fiir die Ubernahme des Verlages und die auf die
Herstellung des Buches verwendete Miihe verpflichtet.

Hannover, im August 1925.
M. Griining.
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I. Allgemeine Theorie.

a) Einleitung.

1. Definition des Tragwerks.

Bestimmte Punkte in der Ebene gegen feste Punkte derselben so
weit unverschieblich festzulegen, als die Elastizitat des Materiales ge-
stattet, ist in geometrischer und statischer Hinsicht der Zweck des
ebenen Tragwerks. Diese Punkte seien die Knotenpunktel!) des Trag-
werks genannt. Zwei Bauarten, wesentlich verschieden in den Eigen-
schaften und dem Aufbau ihrer Teile, dienen diesem Zweck: das Fach-
werk und das Stabwerk.

Das Fachwerk erfiillt ihn durch Stibe, die nur einer Anderung
ihrer Lange Widerstand leisten und nur die zur Knicksicherheit erforder-
liche Steifigkeit besitzen. Diese Stibe, die ,einfache Stibe‘ genannt
werden sollen, verbinden die Knotenpunkte, in denen sie durch Gelenke
aneinander angeschlossen sind. Sie vermégen nur Krifte aufzunehmen,
deren Kraftlinie in ihre Achse fallt. Damit Beanspruchungen anderer
Richtung und Lage ausgeschlossen sind, muB angenommen werden,
daB die Gelenke ohne Reibung arbeiten.

Das Stabwerk bedient sich ausschlieflich oder vorwiegend des Stabes,
der seiner wichtigsten Eigenschaft wegen ,,biegungsfester Stab‘‘ genannt
wird. Er ist widerstandsfahig gegen Dehnung, Schiebung, Biegung und
Drehung und vermag daher Krifte beliebiger Richtung und Lage auf-
zunehmen. Die Stidbe sind in den Knotenpunkten zu zweien oder
mehreren unter beliebigem Winkel in ihren Endquerschnitten so ver-
bunden, daf ihre in einem Knotenpunkt vereinigten Querschnitte sich
gegeneinander weder verschieben noch verdrehen kénnen. Eine der-
artige Verbindung je zweier Stabe sei ,steife Ecke genannt. Die
steife Ecke und zwei Stibe legen daher drei Knotenpunkte gegen-
einander fest. Um = Stibe in einem Knotenpunkt so zu vereinigen,
daBl eine gegen jede Forménderung widerstandsfihige Verbindung
zwischen % 4 1 Punkten entsteht, sind » — 1 steife Ecken notwendig,
deren jede als Verbindung der beiden in einem Umfahrungssinne auf-
einanderfolgenden Stibe anzusehen ist. Neben den steifen Ecken
konnen auch Gelenke zur Verbindung der biegungsfesten Stibe dienen.
Neben den biegungsfesten Stiiben kommen auch einfache Stibe in einem
Stabwerk vor. Infolge ihrer wesentlichen Eigenschaft miissen sie an
beiden Enden durch Gelenke angeschlossen sein.

1) Der iibliche Begriff des Knotenpunktes wird hicr erweitert.
Griining, Statik. 1



2 ) Einleiturig.

Zur Festlegung des Tragwerks gegen feste Punkte seiner Ebene
dient die Stiitze und die Einspannung. Unter der Stiitze wird eine
Konstruktion verstanden, die dem gestiitzten Knotenpunkt — Stiitz-
punkt oder Auflagerpunkt — in einer bestimmten Richtung eine Ver-
schiebung bestimmter Grofle vorschreibt, in der zu jener rechtwinkligen
Richtung aber jede Verschiebung gestattet. Die Groéfie der vorgeschrie-
benen Verschiebung ist meist gleich Null, sie mul aber in die all-
gemeinen Untersuchungen von Null verschieden eingefiithrt werden,
damit der EinfluB einer tatsichlich eintretenden Verschiebung fest-
gestellt werden kann. Ein Stiitzpunkt kann zwei Stiitzen aufweisen,
dann ist ihm eine Verschiebung bestimmter Grofie und Richtung —
meist die Verschiebung Null — vorgeschrieben.

Unter der Einspannung wird eine Konstruktion verstanden, welche
dem Querschnitt bzw. der Achse eines biegungsfesten Stabes in einem
Punkte eine Drehung bestimmter GroéBe.und Richtung vorschreibt.
Meist ist der vorgeschriebene Drehungswinkel gleich Null, die Stabachse
oder der Querschnitt wird dann fest eingespannt genannt. Im iibrigen
muB in die Untersuchungen aus dem obengenannten Grunde ein von
Null verschiedener Drehungswinkel eingefiihrt werden. Eine Einspan-
nung ist immer mit einer Stiitze, meist mit zwei Stiitzen in einem
Knotenpunkt vereinigt.

Die das Tragwerk bildenden Bauteile sollen seine Glieder genannt
werden. Die Glieder des Fachwerks sind also: einfache Stéabe und
Stiitzen, die des Stabwerks: biegungsfeste Stibe, steife Ecken, ein-
fache Stabe, Stiitzen und Einspannungen. Stibe und steife Ecken
werden als innere Glieder von den duBeren Gliedern, Stiitzen und Ein-
spannungen, unterschieden.

An einem Fachwerk konnen die Lasten nur in den Knotenpunkten
angreifen, da der einfache Stab Lasten nicht aufzunehmen vermag,
deren Kraftlinie gegen seine Achse geneigt ist. An einem Stabwerk
kénnen die Lasten in beliebigen Punkten der biegungsfesten Stabe
angreifen.

Ein Tragwerk besitzt innere Stabilitat, wenn seine Knotenpunkte
ihre gegenseitige Lage nur bei gleichzeitiger Anderung der Abmessungen
einzelner oder aller inneren Glieder dndern konnen. Ein solches Trag-
werk der Ebene wird starre Scheibe genannt, wenn die Abmessungen
der Glieder sich nicht &ndern oder die Anderung bei der vorliegenden
Untersuchung vernachlassigt werden kann. Ein ebenes Tragwerk besitzt
aubBere oder vollkommene Stabilitit, wenn seine Knotenpunkte ihre
Lage gegen feste Punkte der Ebene nur bei gleichzeitiger Anderung
der Abmessungen einzelner oder aller inneren Glieder, oder bei Ver-
schiebungen der Stiitzpunkte dndern kénnen.

2. Stabilititshedingungen.

Zwecks eindeutiger Angabe der Verschiebungen der Knotenpunkte
werde das Tragwerk auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen.
Ist die Lage des Knotenpunktes ¢ durch seine Koordinaten =z;, y; be-



Stabilitdtsbedingungen. 3

zeichnet, so geben die Anderungen der Koordinaten Az;, Ay; die totale
Verschiebung des Punktes durch ihre Projektionen auf die X- und
Y-Achse an. Ax;, dy; werden deshalb ,,Verschiebungskomponenten
genannt. Von den inneren Gliedern kénnen die Stibe, die einfachen und
die biegungsfesten, eine Anderung ihrer Linge s;;, um 4s;;, die steifen
Ecken eine Anderung ihres Winkels um 4, erfahren. Die steife Ecke r
verbindet die Knotenpunkte ¢, r, k& durch die beiden biegungsfesten
Stabe 74 und 7k, und ¥, ist der Winkel zwischen den Geraden r:
und rk. Jede Forminderung der biegungsfesten Stibe driickt sich
also in einer Anderung des Winkels %, aus. Von den #uBeren Gliedern
kann jede Stiitze r eine Verschiebung des Stiitzpunktes in Richtung
der Stiitze um ¢, bedingen und jede Ein-
spannung r eine Drehung der eingespannten
Stabachse bzw. des eingespannten Quer-
schnittes um ¢,. Die Drehung sei als
Strecke durch die Lange des Bogens auf
dem Kreis vom Radius = der Lingen-
einheit angegeben.

Nach der Definition der Stabilitit
miissen die Verschiebungskomponenten als

Funktionen der 4s, 44, ¢ darstellbar sein, Abb. 1.

die bestimmte Werte annehmen, wenn den

Ads, A9, ¢ bestimmte Werte beigelegt werden, insonderheit den Wert
Null, wenn alle 4s, 49, ¢ =0 sind. Die Grundlage bilden folgende
Gleichungen. Nach Abb. 1 ist

sip = (@ — )2 + (g — %)%,
(s + A sip)? = [ — ) + (A2 — dw) P+ [y — y3) + Dy — Ay) P
Die erste Gleichung wird von der zweiten abgezogen:
- Asyp + A%, =2 (@, — ;) (Ao, — Axy) + (Aay — Ax;)?
+ 2(yr — ) (Ayp — dy) + (Ayp — Ayi)2.
Die Langeninderungen As;; sind stets so kleine GroBen, daB sie
gegen s;; vernachlissigt werden diirfen. Das darf daher, abgesehen
von Ausnahmefillen, auch von 4x, 4y vorausgesetzt werden. Mithin
kénnen die zweiten Potenzen gestrichen werden. Weiter wird
(2p — @;) = 85z » COS Xy, Yr — Yi = Sy c0s By
eingefithrt. So ergibt sich
ASip= (A.’I,'k——Awi) COSO&ik-}-(Ayk—A’yi) GOSBtk. (l)
Die Winkel «;;, f;; sind die Stellungswinkel der Richtung % gegen
die positive X- und Y-Achse. Die Winkel &;;, fz;, als Stellungswinkel

der Richtung k¢ miissen daher von «;;, f;x um =z verschieden sein,

und es ist
Ty — g Yi — Yn
COS Opy = — , cos B = Y%i— Y
Sik Sik

COS Ky = — COS Ky, cos fy; = — cos B .
1*



4 Einleitung.

In der steifen Ecke r, welche die Knotenpunkte ¢, r, k verbindet,
ist nach Abb. 2 die Drehung der Geraden rk

Ao — gAxL: Az, cosﬁ,k —(dy, — Ay,) COS &,
rk — Sk i

und der Geraden 71

(da; — Ax,)cos fr; — (Ay; — Ay,) cos oy

Srg

A Kpy = —
Der Winkel 9 sei definiert durch

9, = Xpi — Kok

also ist
A9 = (Ao, — Axc,) ¢08 B — (AYr — AY,) COS X,y -
B ’ Srk (2)
_ (dow; — Aa,) eosBr;s — (Ay: — Ayy) c0s . ]
Sri

Fir jeden Stiitzpunkt r,
dem in bestimmter, durch die
Stellungswinkel ¢, ¥ ange-
gebener Richtung die Ver-
schiebung ¢, vorgeschrieben
ist, besteht die Gleichung

cr=A4x,- 08§+ Ay, cosd. (3)

Jede Einspannung fiihrt zu

einer linearen Gleichung in

den Verschiebungskomponen-

ten des eingespannten Punk-

tes r und des Endpunktes k

*x des eingespannten Stabes.

Abb. 2. Neben dem der Stabachse

im Punkt r vorgeschriebenen

Drehungswinkel ¢, ist der Winkel Az einzufithren, um den sich die

Gerade rk gegen die Stabachse in 7 dreht. Werden beide Winkel in
Richtung des Winkels «,; positiv gezéhlt, dann ist

(Ao, — Ax,) €08 Bz — (AYr — AY,) €08 Ky
S,k )

(4)

Cr+ At =—

Jedes Glied stellt somit eine Stabilitatsbedingung, die in den Ver-
schiebungskomponenten linear ist, sofern fir 4s, 49, ¢ die Voraus-
setzung sehr kleiner Grofenordnung zutrifft. Da jedem Knotenpunkt
zwei Verschiebungskomponenten zugehoren, erfordert die vollkommene
Stabilitat, dall die-Zahl der Glieder gleich der doppelten Zahl

der Knotenpunkte ist.
Um die Frage der inneren Stabilitéit zu untersuchen, miissen die

Stiitzbedingungen ausgeschieden werden. Man gelangt nun am ein-
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fachsten zu Gleichungen, die fiir die gegenseitigen Verschiebungen der
Knotenpunkte gelten, wenn man das Tragwerk auf ein Koordinaten-
system bezieht, dessen Lage in der Ebene veréinderlich und mit dem
Tragwerk fest verbunden ist. Der Ursprung kann immer in einen
beliebigen Punkt, z.B. a, gelegt, und die X-Achse durch einen
zweiten beliebigen Punkt, z. B. b, hindurchgefiihrt werden. Das Ko-
ordinatensystem folgt jeder Verschiebung der Punkte ¢ und 6. Nun
gelten die Gleichungen (1) und (2) unabhingig von der Lage des Ur-
sprunges und der Richtung der Koordinatenachsen fiir jedes recht-
winklige Koordinatensystem. Also stellt jedes innere Glied eine lineare
Bedingung fiir die innere Stabilitit. In dem gewihlten Koordinaten-
system ist iiber dx, =0, Ay, =0, Ay, = 0 verfiigt, die Zahl der
unbestimmten Verschiebungskomponenten vermindert sich um drei.
Also erfordert die innere Stabilitat, daf die Zahlderinneren Glieder
gleich der doppelten Zahl der Knotenpunkte vermindert
um 3 ist.

Ein Tragwerk innerer Stabilitit bedarf danach dreier Stiitzen, um
vollkommene Stabilitdt zu erlangen. Die Bedingung der vollkommenen
Stabilitdit macht zwischen inneren und &uBeren Gliedern keinen Unter-
schied, es kann also im allgemeinen ein inneres Glied durch ein dulleres
ersetzt werden. Ein Tragwerk, dem #» Glieder zur inneren Stabilitat
fehlen, erlangt vollkommene Stabilitit durch n -+ 3 duBere Glieder.
Besitzt ein Tragwerk jedoch mehr als 2 £ — 3 innere Glieder, so stellen
diese nur 2 k£ — 3 Stabilitatsbedingungen. Denn ein Satz von 2k — 3+ =
Gleichungen fiir 2 £ — 3 Unbekannte enthilt nur 2 & — 3 voneinander
unabhéngige Gleichungen. Die gegebenen Groflen As, 49 sind nicht
mehr willkiirlich, sondern durch » Gleichungen untereinander ver-
bunden. Daraus folgt, dal die Zahl der aufleren Glieder bei vollkom-
mener Stabilitdt nicht kleiner als 3 sein darf.

Ein Tragwerk, welches gerade die zur Stabilitit erforderliche Zahl
von Gliedern besitzt, soll ,,einfach stabil“ genannt werden. Ist die
Zahl der Glieder groBer, so kénnen im allgemeinen mehrere einfach
stabile Gebilde aus den vorhandenen Gliedern zusammengesetzt werden.
Die Glieder sind als notwendige und tiberzahlige zu unterscheiden, wenn
man eine bestimmte einfach stabile Anordnung auswihlt. Tragwerke
dieser Art sollen ,,mehrfach stabil“ genannt werden.

Es bezeichne im Fachwerk

k die Zahl der Knotenpunkte,

o, 13} I3 Stabe,
a ) 2 %) Stﬁtzen,
dann ist

r4+a=2%k, az 3
die Bedingung vollkommener Stabilitit,
r=2kK—3

die Bedingung innerer Stabilitit.
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Es bezeichne im Stabwerk

k die Zahl der Knotenpunkte,
T, 5 s » biegungsfesten Stabe,

To 5 5 einfachen Stébe,

e 5, 5 » steifen Ecken,

@& 5 s 5 Stiitzen,

@ s, s 5 Binspannungen,
dann ist

rm+retet+at+a=2k, a+a,23
die Bedingung vollkommener Stabilitit,
M+ reot+e=2k—3

die Bedingung innerer Stabilitat.

Damit die Stabilititsbedingungen bei ausreichender Zahl die Ver-
schiebungskomponenten eindeutig bestimmen, letztere insonderheit
zu Null werden, wenn alle As, 4%, ¢ = 0 .sind, ist noch erforderlich,
daB die Gleichungen voneinander unabhingig sind. Ein notwendiges
und ausreichendes Kennzeichen hierfiir ergibt der Wert der Deter-
minante D aus den Beiwerten der Verschiebungskomponenten, der = 0
sein muB. In Fillen, in denen D = 0 ist, ist trotz ausreichender Zahl
der Glieder Stabilitit nicht vorhanden. Es kann jedoch nur auf sehr
kleine Verschieblichkeit geschlossen werden, da die Giiltigkeit der
Gleichungen (1) und (2) an die Voraussetzung sehr kleiner Verschiebungs-
komponenten gebunden ist. Tragwerke dieser Art sind fir Bauwerke
nicht geeignet und kommen daher fiir die statische Untersuchung nicht
in Betracht. Die Feststellung des Ausnahmefalles wird meist nicht
durch Berechnung der Determinante D, sondern durch die in Nr. 45
dargestellte kinematische Untersuchung durchgefithrt. Im folgenden
kann und soll immer vorausgesetzt werden, daB der Ausnahmefall
D = 0 nicht vorliegt. Dariiber hinaus miissen auch die Fille aus-
geschieden werden, in denen D einen so kleinen Wert annimmt, daB3
die Az, Ay trotz kleiner GroBen As, 4%, ¢ in die GréBenordnung
der Abmessungen des Tragwerks eintreten. Da auch in diesen Fillen
die Gleichungen (1) und (2) ungiiltig werden, ist eine schérfere Stabilitiits-
untersuchung notwendig. Das Kennzeichen dieser Fille liefert wieder
das Verfahren in Nr. 45, wenn auch naturgemif eine scharfe Grenze
nicht gezogen werden kann.

3. Die Aufgabe der Statik.

Das Tragwerk ist Angriffen von aullen auf die Standsicherheit seiner
Knotenpunkte ausgesetzt. Die wichtigste Ursache derselben sind Lasten,
daneben Anderungen der Temperatur und Nachgeben des Baugrundes,
welcher die Stiitzpunkte trigt. Jedes Glied erfiillt seine Aufgabe, die
Stabilitit des Tragwerks zu erhalten, durch den Widerstand, den es
der Formanderung entgegenstellt. Nun lehrt die Erfahrung, daf mit
jedem Widerstand eines elastischen Korpers eine Forménderung ver-
bunden ist und daB die Grofie des auftretenden Widerstandes von der be-
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reits eingetretenen Forménderung abhingig ist. Mithin kann ein Trag-
werk in der Lage seiner Knotenpunkte, die durch die urspriinglichen
Abmessungen der Glieder bedingt ist, dem Angriff der dufleren Ein-
wirkungen keinen Widerstand entgegenstellen. Vielmehr miissen die
Glieder zuvor ihre Abmessungen dndern, und zwar solange, bis die ein-
getretene Forménderung die Groe des Widerstandes bedingt, welche die
Verschiebung der Knotenpunkte zum Stillstand bringt. Der Widerstand
jedes Gliedes wird als Kraft aufgefaBt. Demgemi8 ist der Stillstand
der Verschiebung an den Eintritt des Gleichgewichts zwischen den an-
greifenden und widerstehenden Kriften in jedem Knotenpunkt ge-
bunden.

Die Lage der Knotenpunkte, in der alle Glieder ihre urspriinglichen
Abmessungen haben, wird ,,spannungslose Anfangslage” genannt, die
Lage, in der die Glieder die gekennzeichnete Anderung ihrer Abmessun-
gen erfahren haben, heifit die ,,Gleichgewichtslage®.

Die Statik der Tragwerke stellt danach zwei zusammenhingende
Aufgaben:

1. ist die GréBe des als Kraft aufgefaiten Widerstandes jedes Gliedes
zu berechnen, der dem Angriff der 4uBeren Einwirkungen in der Gleich-
gewichtslage entgegensteht: ,,Gleichgewichtsaufgabe‘*;

2. ist die GroBle der Verschiebungen der Knotenpunkte aus der
spannungslosen Anfangslage in die Gleichgewichtslage zu berechnen:
»Forminderungsaufgabe‘“.

Beide Aufgaben sind so miteinander verkniipft, daB, wenn die eine
vollstindig gelost ist, die andere als gelost angesehen werden kann.
Die Formanderungsaufgabe des Stabwerks ist allerdings durch Angabe
der Verschiebungskomponenten seiner Knotenpunkte im allgemeinen
noch nicht vollstindig gelést. Dazu gehort noch die Angabe der Winkel,
um welche sich die Stabachsen in den Knotenpunkten drehen. Die Be-
rechnung dieser Winkel stellt jedoch eine Aufgabe, die den oben gekenn-
zeichneten untergeordnet ist. Sie darf immer als gelost angesehen
werden, wenn jene gelost sind, und die Lésung der Hauptaufgabe kann
immer ohne Losung der Nebenaufgabe durchgefiihrt werden. Deshalb
wird die Aufgabe zweckmé&Big, wie oben geschehen, auf die notwendigen
Stiicke beschrinkt.

b) Das Prinzip der virtuellen Verriickungen.

Die Statik der Tragwerke soll auf dem von Lagrange!) in die
Mechanik eingefiihrten Prinzip der virtuellen Verriickungen gegriindet
werden, einmal, weil dies Prinzip zu einem geschlossenen und einheit-
lichen Aufbau der Theorie fiihrt, des anderen, weil es in seinen Folge-
rungen die einfachste und iibersichtlichste Erfassung aller Falle ermog-
licht. Die Herleitung des Prinzips soll fiir rdumliche Systeme gegeben
werden, indem es fiir den als materiellen Punkt aufgefaiten Knoten-
punkt eines Fachwerks oder das Volumenelement eines zusammen-

}) Lagrange: Mécanique analytique 1788,
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hingenden Korpers als Erfahrungstatsache hingenommen oder, wenn
man will, als Definition des Gleichgewichts aufgestellt wird: Die
Arbeit der Kriafte, die auf einen materiellen Punkt wirken
und untereinander im Gleichgewicht sind, verschwindet bei
jeder virtuellen Verriickung. Eine virtuelle Verriickung ist jede
mit den Bedingungen des Systems vertrigliche, im iibrigen willkiirliche,
sehr kleine Verriickung. Da in folgendem der vollkommen freie Massen-
punkt betrachtet wird, ist jede Verriickung méglich und jede willkiir-
liche und sehr kleine Verriickung eine virtuelle.

4. Das Fachwerk.

Das raumliche Fachwerk wird in seine Knotenpunkte zerlegt, indem
alle Stabe durchschnitten und alle Stiitzen beseitigt werden. Die Masse
der Stibe denkt man sich in den Knotenpunkten vereinigt. Die Wirkung
jedes Stabes ist ein Widerstand gegen eine Anderung des Abstandes
seiner Knotenpunkte. Die Wirkung jeder Stiitze ist ein Widerstand
gegen die Verschiebung des gestiitzten Punktes. Diese Widerstande
sind als Krafte aufzufassen, welche auf die Knotenpunkte wirken.
Der Widerstand der Stiitze als eine Kraft, deren Kraftlinie in die
Stitzlinie fallt, deren Richtung jedoch nicht von vornherein gegeben,
sondern von den das Tragwerk belastenden Kraften abhingig ist. Sie
ist jeweils der Verschiebungsrichtung entgegengesetzt, welche die Lasten
bei Fortfall der Stiitze erzeugen wiirden. Die Stiitzkraft ist daher in
einer der beiden Richtungen ihrer Kraftlinie positiv in die Rechnung
einzufithren. Die gegebene Strecke ¢, um welche sich der Stiitzpunkt
verschiebt, sei in derselben Richtung positiv bezeichnet. Die das Trag-
werk belastenden Krifte und die Stitzkrafte werden duBere Krafte
genannt und @, bezeichnet, wobei der Index m den Angriffspunkt der
Kraft angibt. Die Lasten sollen P, , die Stiitzkrafte allgemein C, be-
zeichnet werden.

Der Widerstand jedes Stabes ist zwei Kriaften gleicher Grofle aber
entgegengesetzter Richtung gleich zu setzen, die in den Knotenpunkten
des Stabes angreifen. Ihre Kraftlinie ist infolge der wesentlichen Eigen-
schaft des Stabes die Stabachse. Die Richtung der Krafte ist zunachst
unbekannt. Als positive Richtung wird im allgemeinen die Richtung
des vom Stabe ausgetibten Widerstandes gegen eine Dehnung eingefiihrt.
Die beiden positiven Krafte wirken also auf die Knotenpunkte im Sinne
einer Annsherung, die negativen Krafte im Sinne einer Entfernung.
Man nennt den Widerstand des Stabes seine Spannkraft und versteht
darunter streng genommen die bezeichneten Doppelkréfte. Die positive
Spannkraft ist eine Zugkraft, die negative eine Druckkraft. Die Be-
zeichnung der Spannkraft ist S;;, wobei die Indizes die Knotenpunkte
angeben, oder §;, wenn die Stibe gezihlt werden. Die Spannkrifte in
den Staben, den inneren Gliedern des Fachwerks, werden ,,innere
Krifte” genannt.

Durch die beschriebene Zerlegung des Fachwerks ist erreicht, daB
k materielle Punkte, deren jeder durch eine Anzahl von Kraften be-
lastet ist und sich im Raume frei bewegen kann, den Gegenstand der
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Untersuchung bilden. Sind die Krafte nach Grofie und Richtung ge-
funden, welche alle Punkte im Gleichgewicht halten, so sind auch die
Stiitzkrafte und Spannkrafte bestimmt.

Die virtuelle Verriickung jedes Knotenpunktes sei durch ihre Kom-
ponenten nach den Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems
bezeichnet. Diese Angabe umfafit alle mdoglichen Verriickungen, wenn
die drei Komponenten voneinander unabhingige willkiirliche Strecken
sind. Sie werden einem bestimmten Punkte zugeordnet, indem sie als
Anderungen der Koordinaten des Punktes eingefithrt werden. Zur
Unterscheidung von wirklichen Verriickungen sollen die virtuellen
durch Uberstreichung gekennzeichnet werden. Danach sind Az, 4y, ,
Az, die Komponenten einer wirklichen, 4%,, 4y,, 4z, die Kom-
ponenten einer virtuellen Verriickung des Punktes m. Ferner bezeichne
¢, n, 9 die Stellungswinkel der Richtung der in m angreifenden duBleren
Kraft Q,, und &z, Burs Yme die Stellungswinkel der Richtung der
in m angreifenden Spannkraft §,,;. Fir diese gilt also wieder

K = T+ Qg » ﬂﬂlk:a+/§kma }’mk:n+'}’km-
SchlieBlich sei §,, die Projektion der durch die Komponenten A4z,
Ay, Az, gegebenen wirklichen Verriickung auf die Kraftlinie @,,, also

Oy = Adxy - cosl + Ay, - cosy + Az, - cosP (5)

und 0,, dieselbe Projektion der virtuellen Verriickung Az,,, 4y,, 4%,

Om =A%y -cosl + Ay, -cosny + Az, - cos . (6)
Die Arbeit der Kraft @,, bei einer virtuellen Verriickung ist demnach
Q.. * 0,,. Die Arbeit der Krifte S,,;, die im Knotenpunkte m angreifen,
wird als algebraische Summe der Produkte aus den Kraftkomponenten
nach den Koordinatenachsen und den Komponenten der virtuellen Ver-
riickung aufgestellt. Mithin ergibt das Prinzip der virtuellen Ver-
riickungen fir jeden Knotenpunkt m die Gleichung

Qm ’ Sm + A‘%m Esmk *COS &y + 4 gm ES7iz'k * COS /5mk (7)
+ AEmZ]:Smk coS Yy =10.

Diese Gleichungen werden addiert. Jede Spannkraft tritt in zwei
Gleichungen auf, da sie in zwei Knotenpunkten wirkt. Ordnet man
die Glieder nach Spannkréften, so ergibt sich fiir jede
+ Smk (A im COS Ky + 4 gm co8 /S'mL + 4 Em COS Vg + 4 il» COS &y

+ 4 ?L * CO8 /gkm +4 2+ €OS }’L‘m) =
— Sprl(d a2 —A2y) cos g+ (A Yr —AYm) €08 i + (Azp— Azy) COS Y]
Nach Gleichung (1) ist der Faktor von S,,; gleich der Anderung des
Abstandes der Punkte £ und m, die bei den virtuellen Verriickungen
Axy, Ayp, Az, A%y, AYy, Az, eintritt. Da dieser Abstand durch s,,;
bezeichnet ist, ist
4 ‘gmk = (‘J ZIr: — A 'im) COS & + (A _?Jk — 4 ym) Cos8 ﬂmk }

(A% — A7) COS P (8)
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zu setzen und es darf 4s,,; als virtuelle Lingendnderung des Stabes m k
bezeichnet werden. Durch Addition der % Gleichungen (7) ergibt sich

also Z;lem 5m - ZZ Smk A ‘émk =0.

21 erstreckt sich iiber alle duBeren Krifte, die Lasten und Stiitzkrafte,
2>, iiber alle Spannkrifte. Werden die Stéibe geziihlt und bezeichnet
die Zahl des Stabes, so ist die Gleichung einfacher in der Form

zu schreiben. Die erste Summe ist die Arbeit aller duBeren Krifte,
die zweite Summe der absolute Wert der Arbeit der inneren Krifte
bei einer virtuellen Verriickung. Da die Richtung der beiden positiven
Krifte S,; der positiven Anderung des Abstandes A5, entgegen-
gesetzt ist, so ist ihre Arbeit — S,,;- 45, und —-ZIE Spr AdSims
die Arbeit aller inneren Krafte. Danach sagt die Gleichung (9) aus:
Besteht in allen Knotenpunkten eines Fachwerks Gleich-
gewicht zwischen den &4ulleren und inneren Kriften, so ver-
schwindet die algebraische Summe der Arbeit der 4uBeren
und inneren Kréafte bei jeder virtuellen Verriickung.

Zu beachten ist, daf in Gleichung (7) die Verriickungen vollstindig
unabhéngig von den Kraften sind, ferner die Krifte ihre GroBe und
Richtung wahrend der Verriickung nicht &ndern. Das gilt daher auch
fiir Gleichung (9). Letztere besteht streng genommen nur fiir % freie
Punkte, die ihre Abstinde um A s andern. Sie kann aber ohne weiteres
auf ein zusammenhéngendes elastisches Fachwerk ausgedehnt werden,
dessen virtuelle Verriickungen an die Bedingung gebunden sind, daB
zwischen den Verriickungskomponenten der Knotenpunkte und den
Anderungen der Stablingen die » Gleichungen (8) bestehen. Da die
innere Kraft eines Stabes der Widerstand gegen die Dehnung ist, ist
ihre Arbeit —S - 4s, also der Wert der Arbeit der AuBeren und inneren
Krifte bei einer virtuellen Verriickung >'@,, 0, —> S; 4§, und nach
Gleichung (9) gleich Null.

Die Gleichung (9) ist zuerst von L. D. Poisson?) aufgestellt und
erweitert fiir Punktsysteme, deren Verbindung untereinander durch
allgemeine Gleichungen zwischen den Koordinaten gegeben ist.

5. Der zusammenhéingende Korper

werde in Raumelemente dx - dy - dz durch ebene Schnitte parallel zu
den drei Ebenen des Koordinatensystems zerlegt. Die gegenseitige
Wirkung der Raumelemente ist durch Doppelkrifte zu ersetzen, die in
gleicher Grofe aber entgegengesetzter Richtung auf die beiden Flichen
wirken, in denen zwei benachbarte Elemente sich beriihren. Diese
Krafte seien durch ihre Komponenten nach der X, ¥, Z-Achse angegeben.
Auf die sechs Seiten des Raumelementes im Punkte z, y, 2z wirken die

1) Poisson, L. D.: Traité de mécanique, 2. éd., S, 666, Paris 1833.



Der zusammenhingende Korper. 11
in folgender Tafel durch ihre auf die Flicheneinheit bezogenen Werte
(Spannung) angegebenen Krifte. Die erste Zeile der Tabelle enthalt
alle Krafte parallel zur

*+Z 3
X-Achse, die zweite alle T —Al-g
Krifte parallel zur !
Y-Achse, die dritte alle @*—%dx“"‘-ﬁz
Krifte parallel zur —=
Z-Achse, die erste Spalte & & l ”
die Krifte in der Seite . L * 5
dy - dz rechtwinklig zur ZZ +z
X-Achse, die zweite 8y L z 5 Sy «
die Krafte in der Seite | q e sz ' T
dx - dz rechtwinklig zur Y B I
Y-Achse, die dritte die o o 6 | e ¥ o
Krifte in der Seite _ |L i "1*
dx - dy rechtwinklig zur & l l . Y7
Z-Achse. o,, 0,, 6, Wer- gy *y v
den Normalspannungen, Abb. 3.

Ty, Ty, T, Schubspan-

nungen genannt. Die Abb. 3a, b, ¢ zeigen die Projektionen des Raum-
elementes auf die Ebenen des Koordinatensystems mit den positiven
Richtungen der auf das Element wirkenden Krifte.

L L 1
X-Achse Y-Achse Z-Achse
dy-dz dzx-dz dx-dy
Richtung X . . . o, T, 7,
. 1
Richtung ¥ . . . z, G, ‘ 7,
Richtung Z . . . 7, T, : o,

Im Falle des Gleichgewichts konnen alle Spannungen in zwei unend-
lich nahe liegenden Punkten nur um unendlich kleine GroBen vonein-
ander verschieden sein. Demnach miissen die Spannungen die Eigen-
schaft stetiger Funktionen der Koordinaten haben, auch wenn es im
Einzelfalle nicht moglich ist, diese Funktionen aufzustellen. Bildet
man nun die Differenz der Krifte, die auf die Seiten des Elements im
Punkte x + dz, y +dy, 2+ dz wirken, und der Krafte, die in den
Seiten im Punkte «, y,z wirken, so erhilt man die auf das Raum-
element wirkenden Krifte, die als &duBere Kréfte anzusehen sind.
Nachstehende Tabelle gibt die Krifte an:

i
X-Achse Y-Achse Z-Achse
) dy-dz dz - dz x-dy
! do oz ot
Richt (... . . d; Y.odz
ichtung X e da 7y dy Ep d
. Jt do, ot
Richt Y ... 2 Y. d; =z
ichtung r dx 3y dy ER dz
. . Ot L Ot do,
Richtung Z . .. || 2. 2= z,
8 i dw dw ‘ dy dy 0z dz
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Das Raumelement erfahre eine virtuelle Verriickung, die durch ihre
Komponenten %, v, w nach der X, Y, Z-Achse bezeichnet sei, so ist
nach dem Prinzip der virtuellen Verriickungen. die Bedingung des
Gleichgewichts aller das Element belastenden Krafte

K%Ow_{_@rz_*_ary) +<07,'Z dry é‘a‘rz>z‘+
x z

+<a’1’+a“+aﬁ%) }dx-dy-dz:().

Da diese Gleichung fiir jedes Element des Korpers gilt, ergibt sich durch
Addition aller Gleichungen fiir den ganzen Korper

T P | o
do,

ét, 01, T
_i_(;a__xm_]_ +0 ) }dx dy CZZ—O.J

Die virtuellen Verriickungen werden der Bedingung unterworfen,
dafl w, v, w drei stetige Funktionen der Koordinaten sind, die von-
einander unabhéngig und im iibrigen vollkommen willkiirlich sind.
Dann entsteht durch partielle Integration, wenn die Funktionen ¢, 7,
%, v, w in den Koordinaten der Oberflache durch den Index 0 gekenn-
zeichnet werden:

00, dr, _ dr, _) _ _ _
f(ax u—}—a . +%wu)dx:azo‘uo—}—rzo-voJf—ryo-wo

s ou ov Jw
—L/ ("xf‘ +’za7+’fa’;)dx’

dx
ét, -  Co, -  O1, _ _ _ _
— U+ =Vt = w | dY =T, Uy + Oy Vg + Tz W,
J\oy 0y oy

—f(rza = y?”Jma Jay.

"(0t, -  Ot, _  Oo, _ _ _ _
va—z-u—i— P e ‘W | dz =Ty, Uy + Ty Uy + Oy " Wy
bl o w
__j<'[y - cv +6279%>d2'
/(Uxo"Z‘o+7zo'770+Ty0'17)0)d?/'dz+//(ﬁo'ao+0y0'50+7x0‘wo)di'dz

+'/]‘Ty0 U, + Tpg Vg + Gy wy) Az d?/_//[

oﬁ
g Dl i

cy Cx dz dx )

Gleichung (10) geht iiber in

u 0 dw
a T y6y+oz B

dx-dy-dz=0.

(11)
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Die drei ersten Integrale sind Flachenintegrale und erstrecken sich
iiber die ganze Oberfliche des Korpers.

Auf die in die Oberfliche fallenden Elemente wirken die aulleren
Krifte, die durch ihre Komponenten p,,, Py 9.0 positiv von innen
nach auBlen gerichtet als Funktionen der Koordinaten der Oberfliche
gegeben seien. Jedes dieser Elemente ist ein Prisma, von dem fiinf
Seiten in das Innere fallen und parallel zu den Koordinatenebenen
sind, wiahrend die sechste in die Oberflache fallende Seite im allgemeinen
gegen die Koordinatenachsen geneigt ist. Ihre FlachengroBe ist das
Element der Oberflache d f, ihre Neigung sei durch die Stellungswinkel
der von innen nach auflen gerichteten Normalen zur Oberflache «, £, y
bezeichnet. Da die Spannungen ¢ und 7 nur in den in das Innere fallen-
den Seiten auftreten und diese Seiten von verschiedener Gréfe sind,
heben sich die auf parallele Seiten wirkenden ¢ und 7 nicht gegen-
einander auf, und die Differentiale do, dr sind gegen die ¢ und 7 zu
vernachlassigen. Der Unterschied der Flichengrifle je zweier paralleler
Seiten und die Flache der fiinften Seite sind immer dfcosa, df cosf,
dfcosy. Mithin wirken auf jedes Volumenelement der Oberfliche
folgende Krifte:

(Prg — Ogg " COS KX — T,,CO8 5 — 7,0c089) df
in Richtung der X-Achse,

(Pyo — Tzo " COS X — Gy COS B — T, COSY) df
in Richtung der Y-Achse,

(Prg — Tyo  COS & — T4 COS8 ff — G, c08y) df

in Richtung der Z-Achse.
Die Bedingung des Gleichgewichts fiir das Oberflachenelement ist

somit . - _
[(Pro — OpoCOSK — T,4C08 f — 7,0 COS ) Uy

4 (Pyo — Tz COS K — 6,4 COS B — T4 COS Y) U,
+ (P29 — Tyo COS & — T €08 ff — 6,9 C08y) wWyldf = 0.
Durch Integration iiber die Oberfliche und Trennung der Glieder nach
den &dulleren Kraften und inneren Spannungen ergibt sich
f(pxo Sty + Pyo Vg + Pagt W) Af
:f(oZO Uy + Tog Uy + Tyo - We) d f COS
—{—f(rzo Uy + Oyg Ty + Tug - W,) df cos B
+f(ry0 “Ug + Tpo Vg + Gpg W) dfcOs Y.

Wird df-cosx =dy-dz, df-cosf=dx-dz, df-cosy=dx-dy
eingefiithrt, so ist die rechte Seite identisch mit den drei ersten Inte-
gralen der Gleichung (11). Die partiellen Differentialquotienten von %,
v,  w geben die auf die Lingeneinheit bezogenen Verschiebungen der
Elemente in den Punkten z+dz,y,z—o.y +dy,z—x,y,z+dz

(12)
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gegen das Element im Punkte z, y, 2 in-den Richtungen an, die aus
nachstehender Tabelle ersichtlich sind:

z+dx, Y,z z, Yy +ay, z z, Y, z+dz

- on o o

Richtung X . . . e Ty T

. ov o0v ov

Richtung ¥ . . . e Ty ER

~ L2 .

Richtung Z . . . iﬂ ()Tui °w

dx dy oz

du Odv Jdw

7%’ Ty Oz haben: die Bedeutung von Dehnungen in Richtung der

X, Y, Z-Achse, die tibrigen Differentialquotienten die Bedeutung einer
Schiebung. Mithin ist jedes Glied in dem Differential

a a—
dx + oydx - dz——dy—{— o,dx- dy(gfdé

o, dy- dz6 7y

Ox

Jdu dv
—{~rz(dgc-olz6 dy-+dy- d77\ dx)+tJ(clx dyaﬁdz—!—cltj dz dyc)

v ow )
* Ndedy——dz+dredz——d
x +r<x yaztz+ Izayy
L4z TATY 2
&dx| G Gr | Ep-dr

der absolute Wert der Arbeit einer der 6
Krafte, die zwischen den genannten
Elementen in den Beriihrungsflichen
auftreten, bei der virtuellen Verriickung

i Abb. 4. ~u,v, w. Da die Richtung der Krifte
der Richtung der Wege entgegengesetzt
ist — siehe Abb.4, welche die Elemente auseinandergezogen dar-
stellt —, ist die Arbeit negativ. Mit den Bezeichnungen
du v - ow .
_g,x_sx, ay_ey, 0z_£z’
o~ o= ~ = N = ~ = o (13)
ou, 0v_o o om Ow_o o v dw_
oy " ex TP an PN PN

st _ R _ _ _ _
”jff(ow'8z+oy'€y+ Uz'gz+Ta:'}’z“*“'[y')’y+rz'7/z)dx'dy'dz

die Arbeit der Spannungen, d.h. der inneren Krifte des Korpers.
Wird noch Gleichung (12) in (11) eingefiihrt, so ergibt sich die Gleichung
des Prinzips der virtuellen Verriickungen fiir den zusammenhingenden
Korper — da-dy-dz=dv —

J@zo-To + Pyo- Bo + D20 - W) Af %w
—f(Gw-§w+ Oy -Ey+ 0. &t To Vet Ty Tyt 1. -7)dv=0
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Die Gleichung sagt aus: Besteht zwischen den auf die Ober-
flache wirkenden d4ufleren Kraften und den inneren Kraften
injedem Punkte des Kérpers Gleichgewicht, so verschwindet
die algebraische Summe der Arbeit der 4uleren und inneren
Krafte bei jeder virtuellen Verriickung.

In der fir das Volumenelement aufgestellten Glelehung sind die
Verriickungen u, v, w von den Kriften und untereinander unabhéngig,
und die Kréfte indern bei der Verriickung weder ihre Grofe noch
Richtung. Das gilt daher auch fiir die Gleichung (14). Diese besteht
zundchst fiir die Summe aller Elemente bei einer virtuellen Verriickung,
die den Zusammenhang der Elemente nicht wahren mufl. Sie kann
jedoch sofort auf den zusammenhé‘ingenden elastischen Korper aus-
gedehnt werden, wenn jedes Element einer virtuellen Form#nderung
&y &y &, Vus Vy, 7. unterworfen wird. Das fiigt die Bedingung hinzu,
daB auch diese Grofien stetige Funktionen der Koordinaten sind. Unter-
einander unabhingig sind sie nicht, da sie partielle Ableitungen von
drei stetigen Funktionen sind. Die vorstehende Ableitung der Glei-
chung (14) findet sich bei Lamé?) und G. Kirchhoff?), ist jedoch
vermutlich &lter.

6. Willkiirlicher Gléichgewichtszustand, bestimmte Verriickungen
als virtuelle.

Die Gleichung (9) ist eine allgemeine und umfassende Aussage iiber
den Gleichgewichtszustand — d. h. die im Gleichgewicht befindlichen
auferen und inneren Krafte — des Fachwerks, die Gleichung (14) eine
solche iiber den Gleichgewichtszustand des zusammenhéingenden Kor-
pers. Beide Gleichungen binden das Gleichgewicht an den Wert einer
von den auftretenden Kraften geleisteten Arbeit. Da nun die Arbeit
einer Kraft das Produkt aus Kraft und Weg ist, so stellen die Glei-
chungen eine Bedingung auf, die sowohl von den Kriften wie von deren
Wegen erfiillt werden kann. Man kann also die Frage nach den Kriften
stellen, die bei einem gegebenen System virtueller Verriickungen die
Gleichungen erfiillen. Man kann aber auch die Frage nach den virtuellen
Verriickungen stellen, die bei einem gegebenen Gleichgewichtszustand
die Gleichungen erfiillen. Diese Frage ist offenbar von erheblichem
Belang, wenn es moglich ist, aus virtuellen Verriickungen auf die wirk-
lichen zu schlieBen, und das trifft sowohl fiir das Fachwerk wie den
zusammenhingenden Korper zu. ‘

Die virtuellen Verriickungen sind sehr kleine GréBen und sind beim
Fachwerk an die r Bedingungen (8) gebunden. Diese Gleichungen
stimmen aber mit den Gleichungen (1) iiberein, die beliebige Lingen-
anderungen 4s von sehr kleiner Gréfle mit den Verschiebungskompo-
nenten verkniipfen. Die virtuellen Verriickungen der Punkte des

1) Lamé, G.: Lécons sur la théorie mathématique de 1élasticité des corps
solides. Pams 1852.

2) Kirchhotf, G.: Uber das Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich
diinnen Stabes. Journ. f. Mathematik 1858, S. 291 und Vorlesungen iiber mathe-
matische Physik. Bd.I Mechanik, 11 Vorl., Leipzig 1876.
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zusammenhingenden Korpers miissen stetige Funktionen der Koordi-
naten sein und ihre partiellen Ableitungen nach X, Y, Z beschreiben
durch die Gleichungen (13) die virtuelle Forménderung der Volumen-
elemente. Das sind aber dieselben Gleichungen, die zwischen der wirk-
lichen Forméinderung der Volumenelemente und den Verriickungen
ihrer Punkte bestehen, solange die diese beschreibenden GréBen sehr
klein sind. Mithin beantwortet die Gleichung (9) die Frage nach dem
Zusammenhang zwischen bestimmten Lé&ngenéanderungen 4s und Ver-
schiebungskomponenten 4 x - 4 y eines Fachwerks und die Gleichung (14)
die Frage nach dem Zusammenhang zwischen bestimmten Dehnungen
&y, &, & und Schiebungen y,., y,, 7. der Volumenelemente sowie den
Verrtickungskomponenten u,, v,, w, eines zusammenhéngenden Koérpers
dadurch, daf beide fiir einen bekannten Gleichgewichtszustand auf-
gestellt werden. Da die Gleichungen fir jeden denkbaren Gleich-
gewichtszustand erfiillt sein miissen, hat man in der Auswahl der
Gleichgewichtszustdnde dieselbe Freiheit wie in der Auswahl der
virtuellen Verriickungen, wenn nach den Kriften eines Gleichgewichts-
zustandes gefragt wird. Es liegt nahe, den zum fraglichen Zweck ge-
dachten Gleichgewichtszustand einen ,,virtuellen® zu nennen. Seine
Krifte werden durch Uberstreichung gekennzeichnet, und die Glei-
chungen haben die Form

S On On—>84s=0. (15)
f(ﬁwO'"O""l_?yO'v0+ijz0'w0)df_f(3w'sm+3y'£y+3z‘5z1 (16)
+-iw'7m+?y‘7y+7—z'}’z)dv=0. J

Den bezeichneten allgemeinen Ubergang hat zuerst O. Mohr?) voll-
zogen, nachdem schon vor ihm J. Cl. Maxwell?) den Wert geleisteter
Arbeit zur Berechnung elastischer Verschiebungen benutzt hat. Mohr
behandelt den elastischen Korper als eine Gruppe unendlich vieler
Massenpunkte, die durch unendlich viele Stibe verbunden sind und
iibertragt vermoge dieser Auffassung ohne weiteres die fiir das Fach-
werk gefundenen Sitze. Die Gleichung (16) ist unter Annahme &uflerer
Einzelkrafte von Miller-Breslau?®) aufgestellt.

Obwohl die Richtigkeit der vorstehenden SchluBlfolgerung -eines
weiteren Beweises nicht bedarf, sollen die Gleichungen (15) und (16)
doch noch ausfiihrlich als Aussagen tber die Forménderung abgeleitet
werden. Im Hinblick auf die vielfache Anwendung, die gerade diese
Gleichungen finden, erscheint das zweckmifBig, und es ergeben sich
iiberdies dabei wichtige Tatsachen, die auf andere Weise weniger klar
zu erkennen sind.

1) Mohr, O.: Beitrag zur Theorie der Bogenfachwerktriger. Zeitschr. d. Arch.-
u. Ing.-Vereins zu Hannover 1874, S. 223. — Ders.: Beitrag zur Theorie des Fach-
werks. Ebenda 1874, S. 509 und 1875, S. 17. — Ders.: Beitrag zur Theorie des
Fachwerks. Zivilingenieur 1885, S. 289.

2) Maxwell, J.CL: On the calculation of the equlhbnum and stiffness of frames.
Phﬂosophmal Magazme 1864, S. 294.

%) Miiller-Breslau, H.: Bedmgungsclelchungen fiir statisch unbestimmte
Kérper. Wochenbl. f. Arch. u. Ing. Bd. 6, S. 373.” 1884.
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7. Fortsetzung. Das Fachwerk.
Die Verschiebungskomponenten eines rdumlichen Fachwerks sind
durch die Gleichungen
a) Asyp= (day — Ax;) cosoy + (Ayp — Ay;) cosfyr, + (Azp — Az) cosytk
und
b) ¢ = Az, cosl + Ay, cosn + Az cos?

unabhiingig von der Ursache der Liéngeninderungen As und Stiitzen-
verschiebungen c, eindeutig bestimmt, wenn die Zahl der Unbekannten
3k gleich der Zahl der Gleichungen ist; d.h. 3%k =7r -4 a. Das
gilt natiirlich auch fiir den Fall 3 £ << r 4 a unter der Voraussetzung,
daB die Gleichungen miteinander vertriglich sind. Jede Gleichung a)
wird mit einem unbestimmten Beiwert u,;, jede Gleichung b) mit einem
solchen — v, multipliziert. Sodann werden alle Gleichungen addiert.

21 Wir s A _227’7 cCp = Zlﬂik[(A @, — Ax;) cos oy, 1
+ (dyr — Ay;) cos fig + (A7 — Az;) cos yii]
— 2, (Axcosl + Ay, cosn + Az, cos ). J
21 erstreckt sich iiber alle Stabe, 22 iiber alle Stiitzen. Die Glieder der
rechten Seite werden nach Knotenpunkten geordnet, wobei
Az cosogy = — Adagcosay;, Aygcospfiy=—Ayycosfy;,
Az - cos by = — Az cos yg
gesetzt wird, dann ergibt sich fiir jeden nicht gestiitzten Knotenpunkt
— [Aa; D g cos g 4 Ay DF pig cos By -+ Az Db gy - cosyi]
Die 2% umfassen alle im Knotenpunkt ¢ vereinigten Stéabe. Fiir jeden
gestiitzten Knotenpunkt ergibt sich

- [A Ty (Z;{;;L‘rkcosark + ZVrCOSC) =+ Ayr (Elurk COSﬂ,k + Z”r COS??)
+ AZT(Z,—LZ/"LTL COS Yrg +ZVI' COs rﬁ)] .

Nun lassen sich die unbestimmten Beiwerte u und » mit Hilfe
folgender Gleichungen durch andere unbestimmte GroBen ausdriicken,

die P bezeichnet seien:
E#ik - cos oy + Piy =0,
Z“,uik - cos i + Piy =0,
E#ik' cosy;; + Py, =0,
Zz‘lurk-cosocrk—k ZWCOSC:O,
Z’;/‘Hc' cos B+ Zv, cosy =0,
Z;f/l,,.k - oS8y, + Zv, cos?=0.

Die Zahl dieser Gleichungen ist 3 k. Da r + a Beiwerte Z und » vor-
handen sind und » 4 @ =3 k ist, ist diese Bestimmung immer még-

lich. Pu, PW, P,z konnen als Komponenten einer im Punkte ¢ an-
greifenden Last P; willkiirlicher GroBe und Richtung aufgefaBt werden.

(17)

(18)

Griining, Statik. 2
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Dann sind nach vorstehenden Gleichungen die u;; als Spannkrifte in
den Stiben und die Beiwerte v, als Stiitzkrifte zu deuten, die mit den

Lasten P; im Gleichgewicht stehen. Werden die entsprechenden Be-
zeichnungen S;; = u;;, C, = v, eingefiihrt, so lautet Gleichung (17)

Zlg;k'ASik~Zar'C=Z(Axi'-Z_Jix"i“Ayi'—Piy_i‘AziPiz)-

Bezeichnet J; die Projektion der totalen, durch ihre Komponenten
Aax;, Ay;, Az; gegebenen Verriickung des Punktes ¢ auf die Kraft-

linie P;, dann ist
P;+ &= Aw; Py + Ay« Py + A2 Py,

und man erhélt mit veranderten Indizes die Gleichung (15) in der Form

. Zinﬁmém —{—Z;(/T,«C —Z?cgkllsk = 01).

Zu beachten ist, dafi die g und » durch die Gleichungen (18) nur
dann eindeutig bestimmt sind, wenn 3k =r 4 aist. Istr +a =3k 4+ n,
so daBl das Fachwerk » Glieder mehr enthilt als die Stabilitit erfordert,
so kénnen n Beiwerte u, v willkiirlich gewshlt werden, sofern nur 3 k&
fiir alle Werte P erfiillbare Gleichungen bestehen bleiben, und kénnen
also auch gleich Null gesetzt werden. Das bedeutet, daB n Glieder aus
der Untersuchung ausgeschlossen werden kénnen, was einleuchtet, da
die Forménderung des Fachwerks durch die notwendigen Glieder
eindeutig bestimmt ist. Die so bestimmten Krifte u und » bilden
‘einen Gleichgewichtszustand in einem einfach stabilen Tragwerk.

8. Fortsetzung. Der zusammenhingende Korper.

Wenn die Abmessungen eines Parallelepipedon so klein sind, daf}
seine Seiten bei jeder Forméinderung als Ebenen, seine Kanten als
Gerade angesehen werden koénnen, ist die Forménderung durch Angabe
von sechs Stiicken eindeutig beschrieben, némlich durch die Lingen-
anderungen der drei zueinander rechtwinkligen Kanten und die Ande-
rung der drei von den Kanten eingeschlossenen Winkel. Die Formande-
rung des Volumenelements, dessen Kanten die Lingen dz, dy, dz
haben, ist also bestimmt, wenn die Dehnungen ¢,, ¢,, ¢, der Kanten
und die Winkeldnderungen oder Schiebungen y,, 7,, y, der Winkel
zwischen den Kanten dy, dz — dx, dz — dx, dy gegeben sind. Die
Dehnungen und Schiebungen werden deshalb die Verzerrungskompo-
nenten des Elements genannt. Soll nun die Forminderung die Be-
dingung erfiillen, daf der Zusammenhang des Elements mit den benach-
barten Elementen in den Punkten x +dz,y,z — z,9 +dy,z —
%,y,2+ dz in den gemeinsamen Seiten bestehen bleibt, so miissen die
Verzerrungskomponenten partielle Ableitungen von drei stetigen Funk-
tionen der Koordinaten u, v, w sein, welche die mit der Form#nderung
verbundene Verschiebung der Punkte durch ihre Komponenten nach

1) Miiller-Breslau, H.: Die graphische Statik der Baukonstruktionen,
Bd. II, Abt. 1, 8. 9. Leipzig 1892.
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der X, Y, Z-Achse angeben. Aus einer einfachen geometrischen Uber-
legung folgen die Gleichungen

cu b 0w ) e, — Jw

oz’ Vo =Gy U ET 19)
dw Ov dw OCu du Ov

d) Vx—*a—y‘l‘g, e) ?’y’_—“é‘i‘l—a‘;, f)y’:@"I_%'

a) & =

Danach dirfen ¢, &, &, ¥, 7y, 7. keine willkiirlichen Funktionen
sein, sondern miissen die partiellen Differentialgleichungen erfiillen, die
man durch Elimination von %, v, w aus den Gleichungen (19) erhilt.

Es folgt o, By b 2, 880
WS 8) o T gaage D) T Tamey
&y, Bu | B
aws ) ey T dwoyp T antay’
mithin Bte, ite, 0y,
o2 ' da2 dady
Ferner é2e, B u
" ® 990z dz0yoz
0%y, Bw 3w
aus d) 622 O0aPdy  Oardz
0%y, 0w 0By
BUS ©) ardy oRdy ' Owiyoz
aus f) 72 = O ot
cxdz Odxdydz datlz
mithin:

0%e,  C (5’ y. Oy, © yw)
dydz Odx\cz ' dy ozl

In derselben Weise ergeben sich vier weitere Differentialgleichungen,
so daf} die Verzerrungskomponenten folgende sechs Gleichungen erfiillen
miissen: ‘

o2 o2 H2
iy | e O
¢ dyr Caxly’
628"’ ,6283 = azyy,,_
0z ' ¢da® Jdx 0z’
0%, | O%g, Gy,
oy = 022 Cydz’ (20)
59 5 /9 5 - <
9 P& _ 0 (oyz +?yy c/yx)
f)y@z dx\dz (7:1/ Oz
o2 5 (6 2
9.t _ O ( Ve y O m)
dxdz Oy\dx Ccz oy/’
) Yy
ng N - .
o’s,  C (o Yy , CVs © 7z>
dxdy Cz\dy Cx Oz

2%
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Man nennt diese Gleichungen die Vertraglichkeitshedingungen, weil
sie die Bedingungen angeben, unter denen die durch ¢, ¢,, &, ¥, ¥y, 72
beschriebene Form#nderung der Volumenelemente mit der Forménderung
des zusammenhingenden Korpers vertraglich ist.

Um die Gleichung (16) abzuleiten, wird von den Gleichungen (19)
ausgegangen und vorausgesetzt, dal die Gleichungen (20) erfiillt werden,
weil sonst die Gleichungen (19) einander widersprechen. Jede der Glei-
chungen wird mit einem unbestimmten, als stetige Funktion der Koordi-
naten darstellbaren Beiwert multipliziert, der &,, 0,, 0., 7., 7y, 7, be-
zeichnet sei. Sodann werden die Gleichungen addiert:

'5x+Sy'6y+Sz'az‘i‘7x"zx+7y'%y—|‘}’z‘;z=
ou_ dv_  Ow_ dw ou du  Cv\_
= :c+a oy + A“' +(~ + ) x+( =+ = )‘L'y—l (,\‘ —{—»—;——-)12_
Yy c ox

\ 0y 02z dy oz

Durch Multiplikation mit dem Volumenelement dv = dx - dy - dz und
Integration iiber den Korper ergibt sich

](aw'az+Ey'3y+32'5z+%z')’x‘{‘%y'}’y_{";z'yz)dv:

5 9
_Jf/(c?u_x bl ?z—{—%%%y)dxdydz
¢
0 dv_ 0v.-
Gz S o

+f//(cw_ e ,—}—O;I{Ez)dx-dy-dz.
C/ oz

Durch partielle Integration der rechten Seite ergibt sich

f(az'ez+Ey'8y+6z'sz+;x7’x+%y'yy"l"—iz}’z)dv:

2/[100 (020 COS & + T, COS 5 + T, COSY)
+ 05 (T2 COS & + Gy COS B + T, COS Y)
+ Wy (Tyo COS & + Ty CO8 B + 5,5 cos )] df

95, , 0%, a;y> (@;z o3, m,>
_f[u(ax T oy " Gz T ow Ty oy + 0z

R
+ w<6f” + 5=y a—")] dv

dx  dy = Oz

2D

Die o, - 7, werden der Bedingung
(oyox_]_ztz_i_@r,,)_}_v(irz oay+drz>+ (gﬁ,+crz+ﬁoz> 0 (22)
x y €z Ox cz

unterworfen, fiir Werte u, v, w, die voneinander unabhéngig sind.
Dadurch werden die o, ... 7, als Spannungen gekennzeichnet, die an
jedem Volumenelement untereinander im Gleichgewicht sind. Ferner
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werden 2,q, Pyos Pso als Funktionen der Koordinaten der Oberfléche

eingefiihrt und mit 6, . .. 7;, durch folgende Gleichungen verbunden:
Pro = Ogg COS & + T, COS f + T,y CO8 Y,
Pyo = Tz0 COS & + Oyg cO8 B + 7,9 COS Y, A (23)
Doy = Ty COS & + T, COS B + 0,5 COS . I

Die Pyq, Pyo> Pzo konnen als Komponenten einer auf die Oberflache
in beliebiger Kraftlinie und in der Richtung von innen nach auBen
wirkenden Kraft p,, bezogen auf die Flicheneinheit, aufgefalt werden.
Dadurch sind die o, ... 7, weiter als Spannungen gekennzeichnet, die
an allen in die Oberfliche fallenden Elementen mit den p, im Gleich-
gewicht stehen.

Durch Einfithrung der Gleichungen (22) und (23) geht Gleichung (21)
unmittelbar in die Gleichung (16) iiber. Gleichung (22) zerfallt in drei
partielle Differentialgleichungen fiir sechs Funktionen. Diese sind somit
nicht eindeutig bestimmt, vielmehr sind unendlich viele Funktionen
moglich, die natiirlich die Gleichungen (23) erfiillen miissen, weiteren
Bedingungen jedoch nicht unterliegen. Das entspricht der Tatsache,
dal der zusammenhidngende Korper als ein unendlich vielfach stabiles
System anzusehen ist.

9. Der ebene hiegungsfeste Stab. Das ebene Stabwerk.

Der biegungsfeste Stab ist ein Sonderfall des zusammenhangenden
Korpers, der dadurch gekennzeichnet ist, daB zwei Dimensionen sehr
klein im Verh#ltnis zur dritten sind. In die Dimension endlicher Ab-
messung fillt die Stabachse. Die zu dieser rechtwinkligen Ebenen
schneiden die Oberfliche des Stabes, den Stabmantel in geschlossenen
Kurven, die den Stabquerschnitt umgrenzen. Die Abmessungen des
Querschnittes sind sehr klein im Vergleich zu denen der Stabachse.
Der Schwerpunkt jedes Querschnittes fallt in die Stabachse, diese kann
daher auch als die Kurve der Schwerpunkte bezeichnet werden. Jeder
Punkt der Stabachse sei durch s, die Linge der Kurve von einem
bestimmten Punkt aus gemessen, bezeichnet. Die Hauptachsen jedes
Querschnittes seien als Y- und Z-Achse gewéahlt. Die Stabachse &ndert
im allgemeinen von Punkt zu Punkt ijhre Richtung, die des ebenen
Stabes jedoch nur in seiner Ebene. Demgemafl sind auch die Ebenen
der Querschnitte in zwei unendlich nahe liegenden Punkten gegenein-
einander unter demselben Winkel geneigt, um den die Richtungen der
Stabachse in denselben Punkten voneinander abweichen. Bezeichnet ¢
den Neigungswinkel der Stabachse gegen eine bestimmte Gerade der
Ebene, so ist d¢ die Abweichung der Stabrichtung und der Neigungs-
winkel der Querschnitte in den Punkten s und s 4 ds. Unter dem
Stabelement sei der Stabteil verstanden, der von den Querschnitten
ins und s + ds abgegrenzt wird. Im allgemeinen wird der biegungs-
feste Stab als gerader Stab behandelt, d. h. als ein Stab, dessen Ele-
mente Zylinder von der Héhe ds sind. Ist die Stabachse gekriimmt,
so wird er also als eine Folge von Elementen behandelt, die nur in der
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Stabachse lings der Normalen zur Stabebene zusammenhingen. Diese
Auffassung ist zuldssig, solange die Kriimmung grofl im Verhéltnis zu
den Abmessungen der Querschnitte ist.

Die Balkentheorie B. de St. Venants setzt der sebr kleinen Ab-
messungen der Querschnitte wegen die Spannungen gleich Null, die
rechtwinklig zur Stabachse in den zu dieser parallelen Ebenen wirken,
oy=0, 6,=0, 7,=0. Das ist streng genommen nur dann richtig,
wenn der Stabmantel ein Zylinder ist, also alle Querschnitte kongruent
sind, da die Normalspannungen am Rande bei unbelastetem Mantel
in die Mantelfliche fallen miissen. Der Ansatz ¢, =10,0,=0,7, =0
wird jedoch auch benutzt, wenn diese Voraussetzung nicht erfiillt ist.
Wie weit er als hinreichend genaue Naherungslésung dann angesehen
werden darf, muBl nach der Neigung der Schnittlinien des Stabmantels
mit der Ebenenschar durch die Stabachse gegen diese beurteilt werden.
Inden hiufigen Fallen einer unstetigen Anderung der im iibrigen kongruen-
ten Querschnitte trifft der Ansatz in unmittelbarer Nihe der Unstetig-
keitspunkte natiirlich nicht zu, wohl aber in hinreichendem Abstand.

Der Ansatz St. Venants ergibt nach Gleichung (14) fiir die Arbeit
der inneren Krafte des Stabelementes bei einer virtuellen Verriickung:

dA; = —dsf(osis 1,y 7)dF,
wenn dF das Element des Querschnitts bezeichnet. Als virtuelle Ver-

riickungen kommen hier nur solche in Betracht, die sich in der Ebene
des Stabes vollziehen, und sie diirfen in jedem Stabelement durch die

Langenénderung des Elementes der Stabachse — dds —, die Drehung
der eben bleibenden Querschnitte — Ad@ — und die Schiebung der-

selben —dp — gegeneinander ausgedriickt werden. Bezeichnet ¢ den
Neigungswinkel der Y-Achse gegen die Stabebene — Abb. 5a —,
dann ist

Es:%+4gg(y-00sw+zsm1/;), N
; d psiny _ d P cosy (24)
L T A P

In Abb. 3, Seite 11 sind die Spannungen als duflere Krafte dargestellt,
die auf das Volumenelement wirken. Danach haben die in dem Stab-
element wirkenden inneren Krifte ¢, und 7 = 7,cosy -+ 7, siny die
in Abb.5b dargestellte Rich-
st tung. Die im Querschnitt s
¢ dargestellten Krafte decken
sich mit den Kriften, die
4 |\gas als duBere Kréfte an dem
Zo?f Stabteil links des Elements
anzubringen sind, die im
Querschnitt s-+ds darge-
stellten Krafte decken sich

~Jdj— mit den XKriften, die als
Abb. 5. duBere Krifte am Stabteil
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rechts des Elements anzubringen sind, wenn man den Stab durch
einen Querschnitt in zwei Teile trennt. Die 4-¢, +4 ds sind demnach
durch die negative ¢-Richtung, yy und + d p durch die negative 7, und
7-Richtung bestimmt, und - 4 dqo ist die Anderung des Winkels d g,
bei der er sich nach der Seite + ¥ offnet. Es soll im allgemeinen s von
links nach rechts gezéahlt und 4 ¥ rechtsweisend in der Richtung s
gewihlt werden. Dann ist + 4 d s eine Verschiebung des Querschnittes s
gegen den Querschnitt s + ds in der Richtung —s, + Ad @ eine rechts-
laufende Drehung des Querschnittes s gegen den Querschnitt s 4-ds,
und -+ d p eine Verschiebung des Querschnittes s gegen den Querschnitt
in s + ds in der Richtung — (¥ cosy + Z siny).

Vorstehende Ansétze fiir die virtuellen Verriickungen geniigen den
Glelchungen (20) bei willkiirlichen Werten Ads, A do, dp. Fihrt
man sie ein, so ergibt sich

dAizh[Ac—ZsfadF—}— A&_(pcoswfo-y-dﬁ’—[« A?d‘rpsinzpfo'z ar
+dpsiny [v,-dF +dp-cosy [1,- dF].

Handelt es sich um eine wirkliche elastische Form#nderung, so ist
der Ansatz (24) zu eng begrenzt. Denn wenn die Y-Achse nicht in
die Kraftebene fallt, besteht die Forménderung des Stabelementes im
allgemeinen nicht in einer gegenseitigen Drehung der Querschnitte um
die zur Kraftebene rechtwinklige Schwerachse. Die Dehnung & mufl
durch den allgemeineren Ansatz

Ads Ade Ady
&= —|——~(y cosy + z- smzp)—l—ij(z cos y — ysin )

ausgedriickt werden. In diesem bezeichnet, wenn die Querschnitte bei
der Forménderung eben bleiben, Ad@ den Winkel der gegenseitigen
Drehung um die zur Kraftebene rechtwinklige Schwerachse und Ad y
den Winkel der gegenseitigen Drehung um die Schwerachse in der
Kraftebene. Der Ansatz stellt jedoch nur ¢, als lineare Funktion der
Koordinaten y und z dar und ist nicht an die Voraussetzung eben
bleibender Querschnitte gebunden. Ad@ und Ady sind demgemif
als konstante Winkel aufzufassen, auf deren geometrische Deutung ver-
zichtet werden kann (vgl. hierzu Nr. 35 und 47). Aus vorstehendem
Ansatz ergibt sich

d4;=—[dds[c-dF + Add¢-cosy [6-y-dF + Adgsiny [G-z-dF
—i—AdxfE(z- cosw—ysinw)dF—l—dpsinwf@-dF
+dp-cosy [7,-dF].
Fiir die Schwerachse in der Kraftebene besteht die Gleichgewichts-
bedingung

_fB(z-cosw—ysinw)dF:O.

Mithin verschwindet 4d, in der Arbeit des Stabelementes. Man erhilt

d4;= —[Adsf&-dF—]—Adqa-coswf&-y-d[f’—{—.Adq:-sinwf&-zdﬁ’
—|—dposinw[?y-dF—l—dp-cosw_/”?s-dF].
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Hierin ist dp als ein mittlerer Wert aufzufassen, dessen Berechnung
in Nr. 47 gezeigt ist.

Die dufleren Krifte des biegungsfesten Stabes werden im allgemeinen
als Einzelkrifte aufgefaBt, d. h. als Krafte endlicher Grofle, die in einem
Punkte der Stabachse angreifen. Wirkt eine solche Kraft auf die Ober-
fliche des zusammenhingenden Korpers, so werden die Spannungen
im Angriffspunkt unendlich gro und nehmen mit dem reziproken Wert
des Abstandes von diesem ab. Die Funktionen, welche die Spannungen
angeben, haben in dem Angriffspunkt eine Singularitdt. Nach einem
von B. de St. Venant aufgestellten Prinzip ist jedoch die elastische
Wirkung der Einzelkraft, d.h. die von ihr erzeugte Verzerrung der
Volumenelemente identisch mit der elastischen Wirkung einer statisch
gleichwertigen Flachenkraft in allen Punkten, deren Abstand vom
Angriffspunkt gleich oder gréBer als der Halbmesser der Fliche ist,
iiber welche sich die fragliche Flichenkraft erstreckt. Danach kann
die dullere Arbeit der Einzelkraft gleich der einer Flachenkraft gesetzt
werden, die sich iiber eine beliebig kleine Fliche erstreckt und deren
Mittelkraft der Einzelkraft nach Lage, Grofe und Richtung gleich
ist. Fir die Flachenkrifte gelten die Gleichungen (14) und (16) genau.
Fiihrt man in diese an Stelle der Arbeit der Oberflichenkrifte die Arbeit
der suBeren Einzelkrifte >’ Q,, 0, bzw. ZQm d,, ein, ohne den durch die
Einzelkraft in nichster Nihe des Angriffspunktes bedingten Spannungs-
verlauf zu beriicksichtigen, so kann der etwa begangene Fehler nur
verschwindend klein sein, wenn die Abmessungen des Korpers endlich
sind. Am biegungsfesten Stab treten Einzelkrifte der strengen De-
finition tiberhaupt nicht auf, sondern es sind praktisch nur Flachenkrifte
moglich, die sich auf eine im Verhiltnis zur Stablinge kleine Mantel-
fliche verteilen. Daher kann die Arbeit der duBeren Krifte stets mit
dem oben genannten Wert eingefiihrt werden, in dem d, bzw. &, die
Verschiebung des Punktes m der Stabachse in der Richtung @,, be-
zeichnet. Die Gleichung des Prinzips der virtuellen Verriickungen
fir den einzelnen biegungsfesten Stab lautet daher

> 0 +OfsclAi=0, (25)

oder s
2 by +[dd;=0.
0

In ersterer sind die Ads, Ad¢, dp zu iberstreichen, in der letzteren
die o,, 7,, 7.

Das ebene Stabwerk wird in Knotenpunkte und einzelne Stébe zer-
legt, indem durch jeden Stab je zwei Schnitte unmittelbar neben seinen
Endpunkten gefithrt werden. Die in den Schnittflichen wirkenden
Spannungen werden an beiden Schnittufern als dullere Krafte — p,,,
Pyos Pzo — gleicher Grofle, aber entgegengesetzter Richtung angebracht.
Die Knotenpunkte, in denen biegungsfeste Stabe vorhanden sind, kénnen
jedoch nicht wie beim Fachwerk als geometrische Punkte aufgefaf3t
werden, sondern sie sind ebene Scheiben von sehr kleinen Abmessungen.
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Denn die Abmessungen der Schnittflichen sind, obwohl sie gemafl der
oben dargelegten Auffassung des Stabes als sehr klein anzusehen sind,
doch von Null verschieden, so daB3 die in ihren Punkten wirkenden
Spannungen nicht durch den geometrischen Knotenpunkt hindurch-
gehen. Infolge der Kleinheit der Abmessungen der Querschnitte darf
der Knotenpunkt jedoch als starre Scheibe aufgefaBt werden, so daB
das Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir jeden die Gleichgewichts-

bedingung Qm ‘_)m +f(Pz0 Uy + Pyo* Vo + Pz W) =0
ergibt, in welcher das Integral sich iiber alle Schnittflichen erstreckt.
Fiir jeden biegungsfesten Stab besteht die Gleichung

. _ _ _ _ s
2 Q[ Bao o + Pua ¥+ pro- W) df + A =0,
in welcher das erste Integral sich iiber die beiden Schnittflichen des

Stabes erstreckt. Samtliche Gleichungen werden nun addiert, die

duBeren Krifte zu ELQM O zusammengefalt und die beiden Integrale,
die fiir jede Schnittfliche bestehen, zu einem Integral vereinigt, indem
beachtet wird, daB die Richtung von g, Pyo, P:0 in beiden die ent-
gegengesetzte ist. So erhéalt man

D@ b+ D [ (P20 Wy — W) + Dy By — B) + Pag (1o — w1 d

s
. + 2 1 of d4;=0.
Zg erstreckt sich iiber alle Schnittflachen, Zl iiber alle biegungsfesten

Stibe. Die virtuellen Verriickungen werden schlieBlich den Bedingungen

unterworfen: _ — - - — —
o=y, DVo=70o, Wo=Wp, (26)

d.h. der Zusammenhang des Stabwerks soll in allen Schnittflichen

bestehen bleiben oder die Ufer jedes Schnittes sollen gleiche Verschie-
bungen und gleiche Drehungen erfahren. Dann wird Zz =0 und es

ergibt sich ~ s
Z;an' dm‘i_ZlO/dAi:O-

Enthalt das Tragwerk einfache Stibe, so ist die Bedingung (26) fiir die
virtuellen Verriickungen die, daB die Stablingeninderung As durch
Gleichung (8) mit den Verschiebungskomponenten der Gelenkpunkte
verkniipft ist. Die Arbeit der inneren Krifte —> S A5 tritt zu >

hinzu. Mithin hat die Gleichung des Prinzips der virtuellen Verriickungen
im allgemeinen Falle des aus biegungsfesten und einfachen Stidben be-
stehenden Stabwerks die beiden Formen

Z;an-Sm—Zfs[Acisfa-dF—i—AcZzp cosy[o-y-dF+Adgsing [o-z-dF
+ Jpo. siny [1,-dF + dpcosy [1,-dF] —D'8-45=0,

Qe 6ﬁz—Zj§[Adsf6dF+ Adgpeosy[c-y-dF + Adgsiny [6-zd F
+ dpo- siny [7,- dF +dp-cosy [T, dF] — D' S4s=0,
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wobei die virtuellen und die wirklichen Verriickungen die durch die
Gleichungen (26) ausgedriickten Bedingungen erfiillen miissen. Da

Ads, Aa—lzp, dp voneinander unabhingig sind und ZQm S, die Y-
und Z-Koordinate der Querschnitte nicht enthilt, so kann
fo-dF:Ns, eosqpfo-de+sin’zpfo-z-dF=M8,
siny [1,dF + cosy [,d F =V,

gesetzt werden, wenn N,, M,, V, Funktionen der Koordinaten der
Punkte der Stabachse sind. Mit dieser Einfithrung erbilt man

27 Q- O —Zst-AcTs_Zst.Ag(p W
’, ’ L @)
—Dfvi-ap ->'S45=0,
(1]
DOm0 =2 [ Ny-Ads = [ IT,-Adg
0 0 1
. L (28)Y)
"'Zfﬁ'dl)-ZSAS:O.
0 .

¢) Analytische Formulierung und Losung der Aufgabe.

10. Die Gleichgewichtshedingungen des Knotenpunktes und der
starren Scheibe.

Fiir jeden Knotenpunkt des ebenen Fachwerks gilt die Gleichung

(me + Z{”Smk Ccos o‘mk) A:—im + (me + Z;"Smk Cosﬂmk) A gm = O >
die aus (7) folgt, wenn 0,, durch (6) ausgedriickt und

Qm:v = Qm cos C ) szj = Qm cosn
gesetzt wird. Da alle 4z, 4%, voneinander unabhingig sind, zerfallt
die Gleichung in zwei selbstindige Gleichungen:

Qmw+ESmk'OOS“mk = O) }

me + Z;"Smk' €08 B =0,
welche die Gleichgewichtsbedingungen des Knotenpunktes des ebenen
Fachwerks genannt werden. Sie gelten fiir jede beliebige Richtung der
Koordinatenachsen und miissen nicht notwendig auf zwei zueinander
rechtwinklige Achsen bezogen werden. Fiir das Gleichgewicht der
suBleren und inneren Krifte in einem Knotenpunkt ist daher not-
wendige und ausreichende Bedingung: Summe der Komponenten

(29)

1) Miiller-Breslau, H.: Neuere Methoden der Festigkeitslehre, S. 243.
Leipzig 1913.
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aller Kriafte nach zwei voneinander verschiedenen Rich-
tungen gleich Null. Es ist ohne weiteres ersichtlich, dal dieselbe
Bedingung fiir ein reines Gelenk in einem Stabwerk besteht, indem die
Kraft, die von jedem biegungsfesten Stab ausgeiibt wird, als eine nach
GroBe und Richtung unbekannte Kraft, durch die Grofle ihrer. Kompo-
nenten nach zwei verschiedenen Richtungen ausgedriickt wird.

Zu den Beziehungen zwischen den &duBleren Kréften an einem Trag-
werk innerer Stabilitit (starre Scheibe) fithrt die Gleichung

ZQm'gm—ZS-AEZ()

und ebenso die aus (14) durch Streichung der Z-Koordinate folgende
2 Q- O — [f(os8 + 05 + 7. ) dw-dy =0, |

wenn die virtuellen Verriickungen eingefithrt werden, die ohne innere
Forménderung moglich sind also 45 =0 bzw. §, =0, g =0, 7, =0
bedingen. Fiir die virtuellen Verriickungen der Knotenpunkte bestehen
danach die Gleichungen

0 = (dx, — Ax;) cos &5, + (A yr — Ays) cos iy, (30)

und fiir die virtuellen Verriickungen der Punkte einer zusammen-
hingenden starren Scheibe die partiellen Differentialgleichungen

Ou v ou  0v
oo, 00, 24—, (30a)
cx dy dy dx

Beide werden durch die Funktionen
Az, bzw. U, =a-+c-y,,
Ay, ., v.=b—c-u,
erfilllt, in welchen a, b, ¢ willkiirliche Konstante sind. Um das zu

zeigen, seien die Funktionen in (30) eingefithrt. Im ersten Glied fallt
dabei a, im zweiten b ohne weiteres aus, und die rechte Seite lautet
¢ (Y — Yi) co8 &3, — ¢ (2 — @;) €08 By -

Sie wird fir jeden Wert ¢ zu Null, da

COS X1 _ Xy — X;

cos fix  Yu — Y
ist. Man erkennt, da} die rechte Seite von (30) nur dann verschwindet,
wenn Az von x, 4y von y und beide von allen hoheren Potenzen un-
abhingig sind. Die Erfiillung der Gleichungen (30a) durch die angegebenen
Funktionen ist ohne weiteres ersichtlich, ebenso die Vollstandigkeit der
Losung. Da die Funktionen drei willkiirliche Konstante enthalten, be-
stehen drei voneinander unabhéngige virtuelle Verriickungen der starren
Scheibe. Die Konstanten a und b miissen sehr kleine Strecken, ¢ die

Tangente eines sehr kleinen Winkels sein, fiir den auch der Winkel
selbst eingefiihrt werden kann. KEs werde nun gesetzt: ‘

a=—c-Y, b=c-uxy,
dann kennzeichnet

Az, = c(y, — ¥) » Ay, = —c(x, — xz)
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eine sehr kleine Drehung der Scheibe um Punkt k. Drei verschiedene
Verriickungen erhalt man, indem man drei verschiedene Punkte & —
1, 2, 3 — wahlt. Bildet man aus 1 und 2: '

1“‘2) Ai:r:_c(yl—yz)a A:’}rzc(xl_:%)
und aus 1 und 3:

1-3) A&r:_c(:’/l_?/s), Agr:.c(xl_ms)a
so ist 1—2 eine Drehung um den unendlich fernen Punkt der Ge-
raden 1—2, und 1—3 eine Drehung um den unendlich fernen Punkt
der Geraden 1—3. Beide sind nur dann verschieden, wenn die Punkte
1, 2, 3 nicht auf einer Geraden liegen. Die drei bestehenden, von-
einander unabhéngigen Verriickungen lassen sich also durch je eine

Drehung um drei beliebige Punkte darstellen, die nicht auf einer Ge-
raden liegen. Durch Einfithrung der Ansitze in

ZQma;z_: ZQma;A;;m + Zme -4 ?-_/m =0
(4 [Zsz (Ym — ?/L) - Zme (T — )] = O.

Die linke Seite der ersten Gleichung ist die Arbeit der AduBeren
Krifte bei einer Drehung um Punkt & um den Winkel ¢, die linke Seite
der zweiten das Moment der duBeren Krifte in bezug auf Punkt k.
Daher ist notwendige und ausreichende Bedingung fiir das Gleich-
gewicht der duBeren Krifte an der starren Scheibe: Moment der
Krafte in bezug auf drei nicht auf einer Geraden liegende
Punkte gleich Null

Die drei Gleichungen, welche diese Bedingungen ausdriicken, sollen
kurz die Gleichungen >'M = 0 genannt werden und durch das Zei-
chen (k) soll die Gleichung >'M = 0 in bezug auf Punkt & bezeichnet
werden. Zwei der drei Punkte kénnen auch im unendlich fernen Punkt
zweier beliebiger Geraden gewahlt werden. Die beiden Momenten-
gleichungen gehen dann in die Aussage iiber: Summe der Kompo-
nenten aller Kréfte nach zwei verschiedenen Richtungen
gleich Null. Der dritte Punkt darf jedoch nicht im unendlichen
liegen, da drei unendlich ferne Punkte einer Geraden angehéren.

ergibt sich

oder

11. Die Unbekannten und die Grundgleichungen.

In der zweifachen Aufgabe der Statik, die in Nr. 3 bezeichnet ist,
treten folgende gegebene Gréfen auf:

1. die Lasten P, die beim Fachwerk nur in den Knotenpunkten,
beim Stabwerk in jedem Punkt der Achse der biegungsfesten Stiabe
angreifen konnen;

2. die Anderungen der Temperatur in den inneren Gliedern, die in
der Anzahl der Grade — ¢ — angegeben sind;

3. die Verschiebungen der Stiitzen bzw. Drehungen der Einspan-
nungen, die in Strecken ¢ und im allgemeinen positiv in der Richtung
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der positiven Stiitzkraft oder des positiven Einspannungsmomentes an-
gegeben sind.

Die Gleichgewichtsaufgabe des Fachwerks enthilt als Unbekannte
die Stiitzkrifte C der Stiitzen und die Spannkrifte § der Stibe. Ihre
Anzahl ist in jedem Falle r 4 a. Fiir jeden Knotenpunkt bestehen in
den Gleichungen (29) zwei Gleichgewichtsbedingungen, welche von den
Unbekannten erfiillt werden miissen. In der Forménderungsaufgabe
des Fachwerks sind die Verschiebungskomponenten Az, Ay aller
Knotenpunkte die Unbekannten. Die Langenénderungen der Stiabe 4s
sind nach dem Hookeschen Gesetz lineare Funktionen der Spannkrafte

Sr
Asp= 8- 0z, Q"ZE“;—’,C’

worin K den Elastizitditsmodul des Materials bezeichnet. Ferner tritt
durch eine Anderung'der Stabtemperatur um ¢° eine Lingeninderung
Adsy=c¢-1 s ein, worin & die auf die Lingeneinheit bezogene
Langendnderung bezeichnet, die durch eine Temperaturinderung um
1° Celsius entsteht. Danach ist zu setzen

A8 = Sp- 0+ & tr- S (32)

und in die Gleichung (1) einzufithren. Diese wird dadurch zu einer

Elastizitdtsbedingung, denn man bezeichnet der gleichartigen Wirkung

wegen auch ¢ -1 s, als elastische Langenéinderung. Zu den Elastizi-

titsgleichungen der Stébe treten die Gleichungen (3), welche Auflager-

bedingungen genannt werden sollen. Beide Gruppen bestimmen die

Unbekannten Az, Ay. Die Anzahl der Gleichungen ist r + a.
Danach sind in beiden Aufgaben vorhanden:

B. o Stiitzkrifte C,
7 Spannkrifte S,

A. 2 k Gleichgewichtsbedingungen,
r Blastizititsbedingungen
der Stibe,
a Auflagerbedingungen , 2 k Verschiebungskompo-

nenten Adx, Ay

2k + r + a Gleichungen. a + r + 2 k Unbekannte?).

Die Zahl der Gleichungen ist ebenso groB wie die Zahl der Un-
bekannten. Die Gleichungen enthalten die Unbekannten und gegebenen
Groflen nur in der ersten Potenz. Sie bestimmen daher deren Werte
eindeutig, sofern sie voneinander unabhingig sind. Die Aufgabe ist
immer bestimmt und jmmer 15sbar.

Zu einer eindeutigen Bezeichnung der statischen GrioBen des Stab-
werks gelangt man auf folgendem Wege: Das Stabwerk wird wie in
Nr. (9) durch Schnitte in Knotenpunkte und einzelne Stibe zerlegt. In
den Schnittflichen werden die Spannungen als #uBere Krifte auf beide
Ufer in gleicher GroBle aber entgegengesetzter Richtung wirkend an-

) Miller-Breslau, H.: Die graphische Statik Bd. II, Abt.1, S.5.
Stuttgart 1907.
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gebracht. In den Schnitten durch einen biegungsfesten Stab sind dies
die Krafte
1. Ns:fadF, 2. Vszsintpfrde+ coswfrzdF
und das Moment i . ,
3. My=cosy[o-y-dF +siny[o-z-dF,

in den Schnitten durch einen einfachen Stab die Spannkrifte 8. An
jedem biegungsfesten Stab treten daher sechs unbekannte statische
GréBen auf, je drei in den beiden Schnittflaichen durch die Endpunkte.
In jedem einfachen Stab ist eine Unbekannte vorhanden, da die Spann-
krafte in den beiden Endschnitten gleiche Grofle und Kraftlinie haben.
An unbekannten &duBeren Kriften treten die Stiitzkrifte C und Ein-
spannungsmomente £, auf. Jeder Knotenpunkt, in dem steife Ecken
vorhanden sind, jeder Auflagerpunkt mit einer Einspannung und jeder
biegungsfeste Stab bildet eine starre Scheibe, an der duBlere Krafte
angreifen. Das Gleichgewicht der Krifte an jeder Scheibe ist also an
die drei Bedingungen > M = 0 gekniipft. Fiir die in dem Tragwerk
vorhandenen reinen Gelenke gelten je zwei Gleichungen (29).

Ist nun %, die Zahl der Knotenpunkte mit einer steifen Ecke oder
einer Einspannung, k, die Zahl der reinen Gelenke, r, die Zahl der
biegungsfesten Stdbe, so bestehen 3k, + 2 k, + 3 r; Gleichgewichts-
bedingungen. Die Zahl der Unbekannten in den biegungsfesten Stiben
67, vermindert sich, wenn ein Stab in einem Endpunkt durch ein
Gelenk mit den iibrigen Gliedern verbunden ist, da in diesem Falle
ein Moment nicht auftreten kann. Es soll deshalb die Zahl der Un-
bekannten in den biegungsfesten Stiben durch 47, 4 ¢ bezeichnet
werden, so daf3 ¢ die Zahl der Momente ist, die in den Schnitten durch
die Stabenden wirken. Die Zahl aller unbekannten statischen Groéfien
ist somit 47, 4+ ¢ + 73 + a; + a,. Damit die Unbekannten durch die
Gleichgewichtsbedingungen bestimmt sind, muf}

Bk + 2k 3y =4r g+t a, +a,
oder
by +2ky =1+ q+ry,+a;+ ay (33)

sein. In jedem Knotenpunkt der Art £, ist die Zahl der in ihm ver-
bundenen biegungsfesten Stéabe und also auch der Momente in den
Schnittflichen um 1 groBer als die Zahl der steifen Ecken. Daraus folgt

by +e=gq.
Besitzt das Tragwerk einfache Stabilitit, so ist
2(ky +ky) =1, +ry+e+a;+a,.
Die Addition beider Gleichungen liefert die Gleichung (33). Mithin
besteht in einem Tragwerk einfacher Stabilitit Gleichheit zwischen der

Zahl der Gleichgewichtsbedingungen und der Zahl der unbekannten
statischen Grofen.

Die Zahl der unbekannten statischen Groéfien kann jedoch dadurch
verringert werden, dafl die Gleichgewichtsbhedingungen, die nur eine
beschréinkte Anzahl derselben enthalten, fiir sich aufgelést werden. In
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erster Linie sind das die drei Gleichungen >’ M = 0 fiir jeden biegungs-
festen Stab, welche hiochstens sechs Unbekannte enthalten. Es geniigt,
diese Gleichungen fiir den geraden Stab aufzustellen, da der gekriimmte
oder geknickte Stab stets in eine Anzahl gerader Stabe durch Ein-
schaltung von Knotenpunkten mit steifen Ecken unterteilt werden
kann. Uberdies lassen

sich die Gleichungen Ta. L 0
fir den nicht geraden C’Va. 2 2" /VD

Stab mit geringfiigigen ;
Anderungen in dersel- Ma. s 1%

ben Weise aufstellen : Abb. 6.

wie fiir den geraden

Stab. Die beiden Endpunkte des Stabes seien ¢ und b, seine Léange
sei s bezeichnet. Dann lauten mit den aus Abb. (6) ersichtlichen Be-
zeichnungen die Gleichungen

®) My— My+V,-s—2Q-b=0,
@ M,—My+Vy-s+2Q-a=0,
(o) Ny—3@—Ny=0,

aus denen V,, V,, N, zu eliminieren sind.

M,— M, Qb
17a______ = b+HQ 3 ]
s s
. M,—M, 2>Q-a (34)
b— - >
s s
Ny=— N,—-3¢. J

Die Krifte im Querschnitt durch einen beliebigen Punkt » der Stab-
achse, dessen Abstand von @ v von b v" sei, sind nun aus den Gleichungen
ZM = 0 entweder fiir den Stabteil av oder vb zu berechnen. Fiir
ersteren lauten sie:

) My— M+ Voo —3Q0—a)=0,

(a) IMaMMv_Vv'U'*‘ZQ/'a:O, (34&)

() Ny —2Q"—N,=0.
Die D' umfassen alle Krifte @ am Stabteil av. Wird noch V, durch
die erste Gleichung (34) eliminiert, so lassen sich N,, V,, M, durch
N,, M,, M, und die duBeren Krifte ausdriicken. Mithin sind die
drei statischen GréBen in allen Querschnitten einschlieBlich des Quer-
schnittes b bekannt, wenn N,, M,, M, bekannt sind, und es diirfen
N,, M,, M, als die unbekannten statischen Gréfen des biegungs-
festen Stabes angesehen werden.

Von den drei Gleichgewichtsbedingungen fiir jeden Knotenpunkt
der Art %k, kénnen zwei in Form der Gleichungen (29), die dritte als
Gleichung > M =0 bezogen auf den geometrischen Knotenpunkt auf-
gestellt werden. Aus jeder der letzteren laBt sich aber in einfacher
Weise je ein Moment eliminieren, wenn als neue Unbekannte die Momente
M, eingefithrt werden, die den steifen Ecken zuzuordnen sind.
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Sind in einem Knotenpunkt die in einer Umfahrungsrichtung ge-
zahlten biegungsfesten Stibe 1 . . . # durch die steifen Ecken1...n — 1
verbunden, und die Momente in den Schnittflichen der Stibe M, ... M,
bezeichnet, so werden die M, definiert durch

Mar: Mer_ Me_.r—l 7 (35)

also:
Ma1:Me1: Man:—lwe,n~1

n
und erfilllen die Gleichung ETMM =0 fir willkirliche Werte
T

M, ...M,, . Greift in einem solchen Knotenpunkt ein aubBeres,
M bezeichnetes Moment an, so sind die M, durch

1
Mur: Mer - Me,rf1 - ;;EIR

n
zu definieren und erfiillen die Gleichung Z;MM + M =0 wiederum

T

fiir willkiirliche Werte M, ... M, ,-,. Unter dem Moment M,, ist
danach das Moment der Spannungen in dem Querschnitt zu verstehen,
in dem die Stabe # + 1 und 7 zu der steifen Ecke r verbunden sind.
Dies Moment wirkt auf beide Stibe in gleicher GroBe aber entgegen-
gesetzter Richtung. Sémtliche Momente M,, M; lassen sich daher
durch die Momente M, der steifen Ecken und die Momente E, der
Einspannungen ausdriicken. Dadurch sind zugleich die % Gleichungen
> M =0 fir die Knotenpunkte erfiillt. Als unbekannte statische
GroBe des biegungsfesten Stabes verbleibt somit nur eine, nimlich N,,
wenn jeder steifen Ecke das unbekannte Moment M, beigelegt wird.
Verfahrt man so, dann entspricht auch im Stabwerk jedem Glied eine
statische GroBe und die Zahl der Gleichgewichtsbedingungen ist 2 k,
da 37, + k Gleichgewichtsbedingungen zur Elimination von Un-
bekannten benutzt sind.

Die Formianderungsaufgabe beruht auf den Gleichungen (1), (2),
(3), (4). In (1) und (2) sind die elastischen Langenanderungen 4s und
Winkelanderungen A4 einzufiihren, die Funktionen der inneren Krafte
und der Temperaturinderungen sind. Diese Funktionen sind linear in
den statischen GroBen, ihre Konstanten bediirfen jedoch besonderer
Berechnung, die in Nr.47 und 49 gegeben wird. Die Grundlage bilden
die empirisch gefundenen Beziehungen zwischen den Spannungs- und
Verzerrungskomponenten:

1 1 1
Vo= e Tv=g o Ve =gt
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die isotrope Struktur des Korpers voraussetzen. Die Konstante G wird

Gleitmodul genannt, sie ist mit £ durch G = _mE verbunden.

2(m—+1)
m ist die in die Elastizititstheorie durch Poisson eingefithrte und
nach ihm benannte Konstante, die theoretisch =4 zu setzen ist. Spitere
Versuche haben gezeigt, daB sie nicht fiir alle Materialien denselben
Wert hat.

Werden 4s und 49 als elastische Formanderungen eingefiihrt, so
entsteht aus der Gleichung (1) die Elastizititsbedingung des Stabes,
aus (2) die Elastizitidtsbedingung der steifen Ecke. Die Gleichungen (3)
und (4) stellen die Auflagerbedingungen. Die Unbekannten der Form-
dnderungsaufgabe sind die Verschiebungskomponenten, ihre Anzahl
betrigt also 2 k.

Nach dem Gesagten sind fiir das ebene Stabwerk in beiden Auf-
gaben vorhanden:

A. B.
2 k Gleichgewichtsbedingungen, | @, Stiitzkrifte C,
r,+ 7, Elastizitdtsbedingungen a, Einspannungsmomente £,
- der Stibe, 7, Normalkrifte N,,

B e . 7, Spannkrifte S,
¢ ﬁfz{gﬁsﬁe%lélkg;lngen e Momente der steifen Ecken M,,
Auflagerbedi T 2 k Verschiebungskomponenten
ay+a, agerbedingungen Az, Ay

2k+-r, +ry+e+a, +a,Gleichungen. | a,+a,-+r +r,+e-+2k Unbekannte.

Die Zahl der Gleichungen ist ebenso groB wie die Zahl der Un-
bekannten. Die Gleichungen enthalten die Unbekannten und gegebenen
GroBen nur in der ersten Potenz. Sie bestimmen daher deren Werte
eindeutig, sofern sie voneinander unabhingig sind. Die Aufgabe ist
immer bestimmt und immer losbar.

12. Statisch bestimmte und statisch unbestimmte Tragwerke.

Besitzt ein Tragwerk einfache Stabilitit, so ist fir das Fachwerk
nach Nr.2 7+ e = 2k und fiir das Stabwerk r, + r, + ¢ 4+ @, + a, = 2%.
Die Zahl der unbekannten statischen GréBen ist aber r + a im Fach-
werk, 7, + 7, + ¢ + @; + a, im Stabwerk, und die Zahl der Gleich-
gewichtsbedingungen 2 k. Da nun die Gleichgewichtsbedingungen an
Unbekannten nur die statischen GrofBen enthalten und an gegebenen
Groflen nur die Lasten P, so folgt

1. da8 die Gleichgewichtsbedingungen allein die statischen Grofien
eindeutig bestimmen, sofern sie 2 k£ voneinander unabhingige Glei-
chungen sind; ~

2. daB die statischen Grofen von den Lasten allein abhéngig, von
Temperaturinderungen und Stiitzenverschiebungen unabhingig sind.
Sind alle Lasten P = Q, so haben auch alle statischen Gréen den Wert
Null.

Griining, Statik. 3
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Notwendiges und ausreichendes Kennzeichen der Unabhingigkeit
der Gleichungen ist wiederum der Wert der Determinante aus den Bei-
werten der Unbekannten, der von Null verschieden sein muB. Es
gilt hierfiir das in Nr. 2 Gesagte, so da in allen folgenden Unter-
suchungen vorausgesetzt werden darf, dafl die Determinante hin-
reichend grofl ist. Tragwerke der bezeichneten Art werden statisch
bestimmt genannt. Ein Tragwerk einfacher Stabilitdt ist immer
statisch bestimmt. Nach Losung der Gleichgewichtsaufgabe enthalt
die Forminderungsaufgabe 2 & Unbekannte und ist bestimmt durch
r 4+ a bzw. r; + 7, + e + a; + a, Gleichungen, so daB die Unbekann-
ten eindeutig bestimmt sind. Die As, 49, ¢ sind voneinander un-
abhéngig, jede dieser GroBen kann z. B. durch Temperatureinfliisse
eine Anderung erfahren, ohne die anderen Glieder in ihren Ab-
messungen zu beeinflussen.

Besitzt ein Tragwerk n -4 1fache Stabilitit, so ist fiir das Fachwerk
7+ a =2k -+ n und fir das Stabwerk r, +r,+ e+ a;, +a, =2k + n.
Die Zahl der unbekannten statischen GréBen iibersteigt die Zahl der
Gleichgewichtsbedingungen um #». Die statischen Grofen sind also
durch die Gleichgewichtsbedingungen nicht bestimmt, vielmehr kann
n GroBen, die mit gewissen Einschrinkungen beliebig auswéhlbar sind,
jeder willkiirliche Wert beigelegt werden, ohne die Erfiilllung der Gleich-
gewichtsbedingungen unméglich zu machen. Eine Verbindung aller
vorhandenen statischen GroBlen, welche die Gleichgewichtsbedingungen
erfiillt, soll ein Gleichgewichtszustand genannt werden, wobei zu-
gelassen ist, daf} einzelne der unbekannten statischen GroBen den Wert
Null haben. Im Tragwerk n 4 1facher Stabilitdt sind danach % - oc viele
Gleichgewichtszustinde bei bestimmten Lasten' P moglich. Sind alle
Lasten P = 0, so haben die unbekannten statischen Gréfen gleichwohl
nicht unbedingt den Wert Null. Vielmehr kénnen auch in diesem Falle
n GroBen jeden willkiirlichen Wert annehmen, withrend die Erfiillung der
Gleichgewichtsbedingungen durch die 2%k verbleibenden statischen
GroBen erzwungen wird. Es sind also n voneinander unabhingige
Gleichgewichtszustinde moglich, ohne daB Lasten auftreten. Ein
Gleichgewichtszustand, der ohne Lasten besteht, soll ein Selbst-
spannungszustand genannt werden. Die n bestehenden, vonein-
ander unabhéngigen Selbstspannungszustéinde sind am einfachsten dar-
zustellen, indem nmal nacheinander n statische GroBen so bestimmt
werden, daB einer der Wert 4-1 — Krafteinheit oder Momenteneinheit, —,
den 7 — 1 anderen der Wert Null beigelegt wird.

Tragwerke der beschriebenen Art werden statisch unbestimmt
genannt, weil die statischen Gleichungen die Gleichgewichtsaufgabe
unbestimmt lassen. Ein Tragwerk n - 1facher Stabilitidt ist nfach sta-
tisch unbestimmt.

Ist die Gleichgewichtsaufgabe des Tragwerks = - 1{facher Stabilitat
nfach unbestimmt, so ist seine Forménderungsaufgabe nfach iiber-
bestimmt. Denn den 2k Verschiebungskomponenten stehen in den
Elastizitatsbedingungen der inneren Glieder und den Auflagerbedin-
gungen 2k -+ n lineare Gleichungen gegeniiber.
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Geht man von den Gleichungen (1), (2), (3), (4) aus und eliminiert
aus ihnen die A4z, Ay, so bleiben n Gleichungen iibrig, welche nur die
As, 49, ¢ in der ersten Potenz enthalten. Sie driicken rein geometrische
Bedingungen aus, an welche die 4s, 49, ¢ gebunden sind, damit ein
bestimmter Wert jeder Verschiebungskomponente alle 2% 4 n Glei-
chungen erfiillt. Die Form#énderung des Tragwerks von n -4 1facher Sta-
bilitat ist also nicht frei in dem Sinne, dafl jedes Glied seine Abmes-
sungen beliebig #ndern kann, ohne dadurch Anderungen der Abmes-
sungen der anderen Glieder zu bedingen, sondern sie unterliegt n Be-
schrinkungen, die durch lineare Gleichungen angegeben sind. Da diese
aus 2k -+ n gleichfalls linearen Gleichungen durch Elimination der
2 k Unbekannten gewonnen sind, bestehen nur n bestimmte Gleichungen
zwischen den Ads, 49, ¢. Daraus folgt, daB auf jedem Wege, der zu n
notwendigen Gleichungen zwischen den genannten GréBen fiihrt, immer
nur Gleichungen gefunden werden koénnen, die mit jenen identisch sind,
auch wenn sie eine andere Form haben.

Da nun jede Forminderung des Tragwerks den n bezeichneten Be-
dingungen unterliegt, gilt das auch fiir die elastische durch die statischen
GroBen und etwaige Temperaturinderungen verursachte. Also er-
geben sich, wenn alle 4s, 49, ¢ durch die statischen GroSen und die
Temperaturinderungen ausgedriickt werden, sofort » lineare Gleichun-
gen, welche von den unbekannten statischen GroBen erfiillt werden
miissen. Sie treten zu den 2 k& Gleichgewichtsbedingungen hinzu und
erhohen deren Zahl auf 2% -+ n, so daB nunmehr Gleichheit zwischen
der Zahl der Gleichungen und der Zahl der unbekannten statischen
GroBen besteht. Da alle Gleichungen linear sind, sind alle statischen
GroBen eindeutig durch sie bestimmt. Es gibt nur einen bestimmten
Wert jeder statischen Gréfe, der alle Gleichungen erfiillt. In einem Trag-
werk n -+ 1facher Stabilitit bestehen somit » - oo viele mogliche Gleich-
gewichtszustinde, aber nur einer derselben erfilllt die » Elastizitats-
bedingungen, durch welche die Forminderung beschrinkt ist, nur ein
Gleichgewichtszustand ist gleichzeitig geometrisch moglich. Da die
Elastizititsbedingungen als gegebene Gréflen Temperaturinderungen
und Stiitzenverschiebungen enthalten, sind die statischen Grofen eines
Tragwerks mehrfacher Stabilitait auch von diesen abhingig.

Nach Losung der Gleichgewichtsaufgabe ist die Formé#nderungs-
aufgabe stets zu losen, indem die ermittelten statischen GroSen neben
den gegebenen Temperaturinderungen und Stiitzenverschiebungen in die
Elastizitats- und Auflagergleichungen eingefithrt werden. Von diesen wer-
den jedoch nur 2k benotigt, da die Aufgabe nur 2% Unbekannte enthalt.
Es kann also eine Auswahl aus den vorhandenen Gleichungen getroffen
werden, deren Willkiirlichkeit nur durch die Notwendigkeit beschrankt
ist, daB die Gleichungen voneinander unabhingig sind. Diese Bedingung
wird erfiillt, wenn die Glieder, deren Elastizitatsbedingungen gewihlt
sind, ein einfach stabiles System bilden. Da die richtige Losung der Gleich-
gewichtsaufgabe die geometrische Moglichkeit des ermittelten Gleich-
gewichtszustandes voraussetzt, miissen alle in dem vorliegenden Trag-
werk moglichen einfach stabilen Systeme zu demselben Ergebnis fiihren.

3%
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13. Das Superpositionsgesetz.

Aus der Tatéaehe daB alle Gleichgewichtsbedingungen, Elastizitéts-
und Auﬂagerbedmgungen lineare Gleichungen sind, folgt daB ihre Auf-
losung jede statische Grofe Z in der Form!1)

Z=2Z-P,+2Z,Py+ ---+2Z,- P, l

+Zity, +Zybyt -+ oty [ (37)
2o+ By + e+ e,
und jede Forméanderung d, in der Form
O = 67111‘P1+ 61722'])2"]‘ <+ O P,

+ Oyt + S aly o+ Onln (38)

4 micy + Onacy o 4 Omate
ergibt. Darin bezeichnet jeder Beiwert Z, den Wert Z, der durch die
Lasteinheit P, (kurz P, = 1 genannt) erzeugt wird, jeder Wert Z/
den Wert Z, der durch die Temperaturdnderung ¢, = 1° erzeugt wird,
und Z; den Wert Z, der durch die Stiitzenverschiebung ¢, = 1 (Lingen-
einheit) entsteht. Ebenso sind die Beiwerte 0,,,, 6p,r, O, die Werte 0,,,
die durch P, =1, t,=1° ¢, =1 entstehen. Das durch die Glei-
chungen (37) und (38) ausgedriickte Gesetz wird das Superpositions-
gesetz genannt. Die wichtigste Folge des Gesetzes ist die Tatsache,
daB der Einflul} gegebener Ursachen auf eine statische Gréfe oder eine
ForménderungsgroBe ermittelt werden kann, indem der Einflull jeder
einzelnen  Ursache getrennt verfolgt und dieser dabei die Grofle der
Einheit beigelegt wird. Da das Gesetz aus der Linearitit aller Glei-
chungen folgt, ist seine Giiltigkeit an die Voraussetzung gebunden, auf
der die Linearitat beruht, namlich die Voraussetzung so kleiner GréBen-

ordnung der elastischen Forménderungen, daB sie gegeniiber den Ab-
messungen des Tragwerks vernachléssigt werden koénnen.

14. Allgemeine Losung. Die Gleichgewichtsaufgabe

a) des statisch bestimmten Tragwerkes.

Die Gleichungen (9) und (27) fassen gem#fB ihrer Ableitung alle
einzelnen Gleichgewichtsbedingungen zusammen, die fiir das Gleich-
gewicht der Krifte an einem Fachwerk oder Stabwerk bestehen. Sie
enthalten daher alle Aussagen, die iiber den Gleichgewichtszustand
eines Tragwerks gemacht werden konnen. Diese allgemeine und um-
fassende Bedeutung beruht auf der Willkiirlichkeit der virtuellen Ver-
riickungen. Werden nun besondere Aussagen iiber den Gleichgewichts-
zustand gesucht, die nur einzelne oder eine der statischen Grofen
betreffen, so ist dazu nur eine besondere Verfiigung iiber die virtuellen
Verriickungen notwendig.

Zwischen den virtuellen Verriickungen 4z, 4y und den virtuellen
Langendnderungen 4s des Fachwerks bestehen r Gleichungen (1).

1) Vgl. Fubnote 1, S. 29.
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Mithin sind von den GroBen eines Systems virtueller Verriickungen,
deren Anzahl 2 k& +- r betriagt, 2 & willkiirlich und die iibrigen » durch
die Gleichungen (1) bestimmt, so da die Zabl der voneinander un-
abhéngigen Systeme 2 % betrigt. Man kann diese Systeme angeben
indem man setzt:

amal nacheinander: ein ¢, =1, alle anderen ¢ =0, alle 4s=0,
sodann

rmal nacheinander: ein A4s, = 1, alle anderen Ads=0, alle ¢ =0.
Da r 4+ a = 2k ist, sind durch jede dieser Verfiigungen die willkiir-
lichen Grofen bestimmt, so daB die abhéngigen, néamlich die unbe-
kannten 4z, 4y bzw. die J,, aus den Gleichungen (1) berechnet werden
kénnen. Trennt man in Gleichung (9) die Lasten P,, von den Stiitz-
kraften C, so erhélt man aus den bezeichneten Systemen virtueller Ver-
rickungen o Gleichungen

S Ppby+Cr-1=0 (39)
und 7 Gleichungen :

D Py —8,-1=0. (40)
Das sind a -+ r Gleichungen, deren jede nur eine unbekannte Kraft
enthalt. Die Gleichungen geben also den durch die gegebenen Lasten P
bedingten Wert jeder unbekannten statischen Grofe unmittelbar an.

Um denselben Gebrauch von Gleichung (27) fiirein Stabwerk zu machen,
soll sie zundchst umgeformt werden. Wie aus Nr. 9 erhellt, ist die Be-

dingung,an welche die 4ds, Ad ¢, dp, 4s gebundensind, ameinfachsten
so zu fassen: der Zusammenhang der Stabelemente untereinander so-
wie der Stébe mit den Knotenpunkten mufl gewahrt bleiben. Im iibrigen
sind sie vollkommen willkiirlich. Infolgedessen kann fiir eine beliebige

Anzahlvon Elementen der biegungsfesten Stéibe Ads = A5, Adp =4 (}7,, ,
dp=A4p gesetzt werden und fiir alle anderen Elemente Ads =
Ade =0, dp=0. Damit geht die Gleichung (27) in

S Quon — 2 N, A5, DMy Ap, =2V -Ap—>845=0 (41)
und unter Beschrinkung auf die Elemente, in denen die unbekannten
N, und M, wirken, in

S QO — 2 Nod5, — X M, A9, —SV-Adp—3845=0  (42)
itber. Die zweite und vierte Summe umfaBt alle biegungsfesten Stibe, die

dritte alle steifen Ecken, die fiinfte alle einfachen Stabe. Zu jedem System
virtueller Verriickungen gehéren 2% GroBen Az, Ay; r, GroBen As,;

7y Grofien 45; e GroBen 49. Die Bedingung des Zusammenhanges
der Stabelemente und aller Stéabe in den Knotenpunkten stellt
' r, + 7, Gleichungen (1)
e Gleichungen (2).

Mithin sind wie beim Fachwerk 2 & GroBen willkiirlich und die tibrigen
7y -+ 75 4+ e durch die bezeichneten Gleichungen bestimmt, so dal 2 &
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voneinander unabhingige Systeme virtueller Verriickungen bestehen.
Diese werden wie oben gewahlt, indem

a, + a; mal nacheinander:
ein ¢, =1, alle anderen ¢, =0, alle 4s,, 4%, 45=0,
7, + 73 + e mal nacheinander: )
eine der GroBen A3s,, A9, A5 =1, alle anderen und alle ¢, = 0

gesetzt werden. Da a; + @, + 7, + 7, + ¢ = 2 k ist, sind durch jede
dieser Verfiigungen die willkiirlichen GroBfen bestimmt. Nach Be-
rechnung der abhingigen Grofen liefern die bezeichneten Systeme
virtueller Verriickungen die Gleichungen

Z-Pmsm’}'.ar‘]-:() (43)
und -
NP0y — Z,-1 =0, (44)

in welcher Z, eine der inneren statischen Gré8en N,, M,, S bezeichnet.
Die Zahl dieser Gleichungen ist a, + a, + r; + r, + ¢. Sie geben also
den durch die Lasten P bedingten Wert jeder unbekannten statischen
GroBe unmittelbar an. Aus der Gleichung (41) kann man natiirlich auf
dieselbe Weise das Moment M, in jedem beliebigen Punkte der Achse
eines biegungsfesten Stabes berechnen. Da diese Momente aber, wie
in Nr. 11 gezeigt, als bekannt anzusehen sind, wenn alle M, gefunden
sind, bedeutet das nur einen Ersatz der Formeln, welche die Momente M,
‘durch M, ausdriicken.

b) des statisch unbestimmten Tragwerkes.

In diesen ist die Anzahl aller Gréfen eines Systems virtueller Ver-
riickungen ebenfalls 2 k£ 4 r bzw. 2 k + 7, + 7, + e und die Anzahl der
zwischen ihnen bestehenden Gleichungen r bzw. r; -+ r, + e. Mithin bleibt
die Zahl der willkiirlichen GréBen und der voneinander unabhingigen
Systeme unverandert 2 k. Da jedoch die Zahl der unbekannten statischen
GroBen 2 k 4 n ist, so gehoren die Wege von » derselben nicht zu den
willkiirlichen, sondern zu den abhingigen Grofilen der virtuellen Ver-
riickungssysteme und haben daher im allgemeinen einen von Null ver-
schiedenen Wert. Die willkiirlichen Griofen konnen wie im Falle des
statisch bestimmten Tragwerks gewdhlt und die 2% bestehenden
voneinander unabhingigen Systeme virtueller Verriickungen eindeutig
bestimmt werden, wenn dem Verfahren ein beliebiges Tragwerk ein-
facher Stabilitdt zugrunde gelegt wird, welches aus den Gliedern des
vorliegenden Tragwerks gebildet werden kann. Die 4s, ¢ bzw. Ads,,

44, ¢ der n tiberzahligen Glieder haben dann in jedem System andere
bestimmte Werte, die durch #, ...#, bezeichnet seien. Bezeichnen
ferner Y, ... Y, die statischen Grofen der iiberzéhligen Glieder, dann
folgen aus den Gleichungen (9) bzw. (42) 2k Gleichungen der Form

2P+ C Lt Y+ 0¥+ - 9,7, =0 (45)

oder R
ZPmém——Z,-l—l—nlYl—l—nzyz—{—‘--—{—17nYn:0. (46)
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Sie lassen die Stiitzkrifte C, sowohl wie die inneren statischen Gréfien Z
unbestimmt und gestatten nur, diese als Funktionen der unbestimmten
GroBen Y, ... Y, zu entwickeln. Das entspricht der in Nr. 12 gezeigten
Tatsache, dal n - oo viele Gleichgewichtszustéinde moglich sind. Ebenda
ist gezeigt, daB n Selbstspannungszustinde moglich sind, die man am
einfachsten angeben kann, indem man nmal nacheinander Y, =-4-1,
alle anderen Y = 0 setzt. Alle iibrigen statischen GroBen jedes Selbst-
spannungszustandes ergeben sich sofort aus den Gleichungen (45)
und (46). Fiir jeden Selbstspannungszustand ist nach dem Prinzip der
virtuellen Verriickungen die Arbeit der duBleren und inneren Krifte
bei einer virtuellen Verriickung gleich Null. Da nun die Kréfte und
Momente jedes Selbstspannungszustandes bekannt sind, und die Arbeit
der duBeren Krifte sich auf die Arbeit bekannter Stiitzkrifte beschrinkt,
so wird durch den Wert der virtuellen Arbeit die Frage nach dem Zu-
sammenhang zwischen gegebenen Stiitzenverschiebungen und allen mog-
lichen Forménderungen der inneren Glieder beantwortet. Da weiter
jeder Selbstspannungszustand eine andere Antwort gibt, erhalt man so
n lineare Bedingungen zwischen den bezeichneten Grofien. Nach den
Ausfithrungen in Nr. 12 driicken sie die » Beschrinkungen aus, denen
die Forménderung des nfach statisch unbestimmten Tragwerks unter-
liegt.

Es bezeichne €' die Stiitzkrifte, S’ die Spannkrafte, N, M,, V,
die Normalkrifte, Momente und Querkrifte im Element v der biegungs-
festen Stibe eines Selbstspannungszustandes. Dann lautet die Gleichung
des Prinzips der virtuellen Verriickungen fir das Fachwerk nach

Gleichung (15) S0 eS8 A5=0 (A7)
und fiirr das Stabwerk nach Gleichung (28)

>C'-c —ZfAds-N;—Zﬂtdw-M;,—Zﬁzp-V4= 0. (48)
0 0 0

Werden nun die 4s, 4d¢, dds, dp durch die inneren Krifte und
etwaige Temperaturinderungen ausgedriickt, so ergeben sich n lineare
Gleichungen, welche gleichzeitig mit den 2 k& Gleichgewichtsbedingungen
von den unbekannten statischen Grofen erfiillt werden miissen. Vor-
stehende Anwendung des Prinzips der virtuellen Verriickungen fiir
einen Selbstspannungszustand des Fachwerkes ist von O. Mohr!?)
angegeben.

15. Fortsetzung. Die Forminderungsaufgabe.

Die Gleichungen (15) und (28) fassen alle Elastizitits- und Auflager-
bedingungen zusammen und enthalten daher alle Aussagen, die iiber
die Formanderung eines Tragwerks gemacht werden koénnen. Thre all-
gemeine und umfassende Bedeutung beruht auf der Willkiirlichkeit
des Gleichgewichtszustandes, fiir den sie gelten. Werden besondere

1) Vgl. FuBinote 1, S. 16.
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Aussagen iiber die Forminderung gesucht, die nur eine oder ein-
zelne ForminderungsgroBen betreffen, so ist nur eine besondere Ver-
fiigung iiber den Gleichgewichtszustand notwendig. Wahlt man die
Lasten so, daB ihre Arbeit gleich der Summe der Produkte aus der
Krafteinheit und den gesuchten Verschiebungen ist, gleichz—‘ml « O
dann gibt der negative Wert der Arbeit der inneren Krifte, vermindert
um die Arbeit der Stiitzkrafte, den Wert der gesuchten Verschiebungen

an: _
Dnlby,=—A4;— D C-c. (49)
A;= —Zg - Ads fiir das Fachwerk,

$ _ s — s _
Aiz—Z[jAds-Nv —i—/Ad(,v-Mv —l—/dp Vu} fir das Stabwerk.
0 0 0

Handelt es sich nur um die Verschiebung eines Punktes m in bestimmter
Richtung, so ist als Belastung die Lasteinheit in Punkt m in Richtung
der gesuchten Verschiebung zu wahlen, sodann sind die Stiitzkrafte
und inneren statischen GrofBen zu ermitteln, die durch P, = 1 ent-
stehen. Handelt es sich um eine Verbindung von Forménderungs-
groBen, z. B. &+, + pf*06,+yd,, so ist die Belastung ent-
sprechend zusammenzusetzen, namlich in m ist P, = «, in n P, = f§,
in r P, =y in Richtung der Verschiebungen 4,,, 6,, d, anzubringen,
sodann der durch diese Krifte erzeugte Gleichgewichtszustand zu be-
stimmen. In jedem Falle ergibt die Berechnung der Arbeitswerte

—A; —2>'Cc den Wert der gesuchten Form#nderung.

Die Anwendung auf statisch bestimmte Tragwerke bedarf keiner
weiteren Erorterung, da die Berechnung des Gleichgewichtszustandes
nach Festlegung der jeweils geeigneten Belastung stets durchfiihrbar ist.
Auf nicht stabile Systeme, deren Forminderung eindeutig festgelegt ist,
ist das Verfahren gleichfalls anwendbar, da die Gleichungen (15) und (28)
nur Gleichgewicht in allen Knotenpunkten und an allen biegungsfesten
Staben, nicht aber die Stabilitit zur notwendigen Voraussetzung haben.
Diese Voraussetzung 148t sich infolge der Willkiirlichkeit des Gleich-

gewichtszustandes durch geeignete Wahl der Lasten P immer erfiillen
und, wenn die Forménderung eindeutig bestimmt ist, stets so erfiillen,

daB in der Arbeit > P,,d,, nur gesuchte und gegebene Grofen 9, ent-
halten sind.

Bei Anwendung des Verfahrens auf ein statisch unbestimmtes Trag-
werk ist zu beachten, daB nach Nr. 7 und 8 in dem angenommenen
Gleichgewichtszustand n Grofen willkiirlich bleiben und insonderheit
gleich Null gesetzt werden diirfen. Das bedeutet, dall der Gleichgewichts-
zustand eines statisch bestimmten Systems gew#hlt werden darf. Da
weiter die Auswahl der n willkiirlichen Gréfien ebenfalls willkiirlich ist, so
darf jedes statisch bestimmte System verwendet werden, welches aus den
Gliedern des vorliegenden, statisch unbestimmten Tragwerks gebildet
werden kann. Dieser Schluf aus der Willkiirlichkeit des Gleichgewichts-
zustandes wird bestitigt und selbstverstindlich durch die in Nr. 12,
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S. 35 gezeigte Tatsache, dafl die Forménderung eines Tragwerks mehr-
facher Stabilitdt durch die jedes Tragwerks einfacher Stabilitat festgelegt
ist, welches aus den Gliedern des ersteren gebildet werden kann. Fiir die
Anwendung des Verfahrens auf mehrfach statisch unbestimmte Trag-
werke ergibt sich daher die einfache Regel: Nach Wahl der jeweils
zweckentsprechenden Lasten ist der Belastung das statisch
bestimmte System aus den Gliedern des vorliegenden Trag-
werkszuunterwerfen, fiir welchessich die Arbeitderinneren
Krifte am einfachsten berechnen l1a8t.

Das Ergebnis der vorstehenden Absétze ist: Das Prinzip der virtuellen
Verriickungen 16st die Gleichgewichtsaufgabe durch geeignete Wahl der
virtuellen Verriickungen, und zwar vollstéindig fiir statisch bestimmte
Tragwerke, unvollstindig fiir statisch unbestimmte. Zur Durchfithrung
der Losung ist die Berechnung der abhéingigen GroBen in den ver-
wendeten Systemen virtueller Verriickungen notwendig, d.i. eine rein geo-
metrische Aufgabe, deren Behandlung in Teil 2, Abschnitt e) gezeigt wird.
Die Unbestimmtheit der Gleichgewichtsaufgabe der statisch unbe-
stimmten Tragwerke behebt das Prinzip durch seine Anwendung auf
die moglichen Selbstspannungszustéinde und die wirklichen Forménde-
rungen. SchlieBlich 16st das Prinzip jede Forménderungsaufgabe durch
geeignete Wahl des willkiirlichen Gleichgewichtszustandes. Zur Durch-
fihrung der Losung ist die Berechnung der Stiitzkréfte und inneren
Krafte eines statisch bestimmten Systems notwendig, die durch die
gewihlte Belastung erzeugt werden. Letzten Endes wird danach die
Gleichgewichtsaufgabe auf eine geometrische Aufgabe, die Formande-
rungsaufgabe auf eine statische Aufgabe zuriickgefiihrt.

d) Die Forminderungsarbeit.

16. Definition. Satz Clapeyrons.

Geht ein Tragwerk aus der spannungslosen Anfangslage in die
Gleichgewichtslage iiber, so leisten die inneren Krifte Arbeit. Der
Wert derselben ist jedoch negativ. Denn wenn der Widerstand gegen
die Forménderung als innere Kraft aufgefaBt wird, mufl die Kraft-
richtung der Richtung der Forminderung entgegengesetzt sein. Es
soll der absolute Wert der bezeichneten Arbeit berechnet werden.

Die urspriingliche Lange eines einfachen Stabes s gehe ohne Ande-
rung seiner Temperatur in s 4 As iiber, gleichzeitig wichst seine
Spannkraft von Null auf S. Zwischen der Liéngeninderung und der
Spannkraft besteht in jedem Zeitpunkt des Vorganges die Abhingig-
keit, die durch das Hookesche Gesetz gegeben ist:

4 Sy = Sy - 92,
wenn 4 s, und S, variable Zwischenwerte zwischen Null und den End-
werten bezeichnen. Durch Differentiation nach u ergibt sich .

dds,=dS, 0.
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Nimmt nun 4s, um dds, zu, so ist der absolute Wert der dabei
geleisteten Arbeit (Sy+2d8)dAsy=Sy-dds,,

da die unendlich kleine GréBe zweiter Ordnung vernachlissigt werden
darf. Fir die Arbeit des ganzen Vorganges ergibt smh daher

—A; f S dds,,
ds A
2
—Aiz—1—./Asu-dAsu:‘i
ey
oder in der Spannkraft ausgedriickt
—A;=138%-0
Der absolute Wert der Arbeit der inneren Krifte des Fachwerks ist
danach 1 As?
=y 2y

oder (50)

Das Volumenelement des zusammenhéngenden isotropen Korpers
andere bei gleichbleibender Temperatur seine Kantenlingen um ¢,d,
g dy, & dz, seine Winkel um y,, y,, y.. Gleichzeitig entstehen
Spannungen o6,, 6y, 6,, T, T,, 7, die mit den Verzerrungskompo-
nenten durch die Gleichungen (36) verbunden sind. Bezeichnen nun
Exus Eyus Ezus Vous Vyus Vzu dle veranderlichen Zwischenwerte zwischen
Null und den Endwerten, so ist der absolute Wert des Differentiales
der Arbeit des Elementes

*d(dAz): (Ua;u * d{"xu _!_ Oy * dfyu + Czu ® d‘?zu + Tzu® d?’zu
F gy + udy)de-dy-dz.
Aus den Gleichungen (36) ergibt sich

Ogy = ;:L_*_ET (&uu + fou + Ff/_u ;__SZ_M_> s
Oyy = mfl (Eyu + fou b;;ﬁ; ezu) ;
o o ME (8 i E_:r;a_is_) &b
ZU m + 1 zZU m — 2 ) >
mE mE m E
Txu:mﬁy:cu: Tyu:ﬂﬂl_) Yyus Tzu:myzu‘

Diese Gleichungen werden in d(d 4;) eingefiihrt:
mE
—d (dA-t) = Wi [sxu * d‘?:vu + Eyu * dsyu + E2u " E2u

1
+ m (Szu + Eyu + ezu) d (‘Sa;u + Eyu + ezu)

1
-+ > (chu . d)’xu -+ Yyu* d7yu + )’zud‘yzu)} dx 'dydz
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Die rechte Seite ist das vollstindige Differential der Funktion der
Verzerrungskomponenten

(Ezu -+ Eyu -+ tE‘zu)g
m— 2

m'E 2 2 2
o G qu) = m &t Eu + &u+
1 2 9 2
+ 5 (w7t m)] ;
welche das elastische Potential genannt wird. Fiihrt man sie ein, so ist
- d(dAz) =d @ (&gu- qu) -dax- dy-dz
—dd4; =@&g...y)dx-dy-dz
und somit die Arbeit des ganzen Korpers ,
—Ai=[p(,...7.) - dv, dv=dx -dy-dz. (52)

Als Funktion der Spannungskomponenten erhdlt man das elastische
Potential durch Einfiihrung der Gleichungen (36)

1 > 2 .
w(%--.fz):Q—E 0.}‘*“03‘*“03—‘7,;(0@'Gz‘!‘Uz'Ga:'f‘Gy'Uy)}

1 2 2 2
+2fg(ta+rg+r;)-

Die gefundenen Werte sollen mit der Arbeit der dufleren Krifte ver-
glichen werden, welche die betrachtete Form#inderung erzeugen. Ihr
Wert ist >'Q,,0,, wenn die #uBeren Krifte ¢ wihrend der ganzen
Forménderung mit konstanten Werten wirken. Fiir diese Arbeit gibt
das Prinzip der virtuellen Verriickungen einen Wert in den inneren
Kraften. Fithrt man namlich virtuelle Verriickungen ein, die gleich den
wirklichen Verriickungen sind, so ist fiir das Fachwerk

ZQm(Sm =ZS -As
0,0, =52,
und fiir den Kérper 2 Qndn =2/8%0

ZQmam:f(aa:'sz‘{‘0y3y+Uz'ez+7x'7w+7y'7’y+rz}'z)dv~
Werden die Spannungen durch die Gleichungen (51) ausgedriickt, so
ergibt sich

& ZQm'amzzqu(Ex~--Tz)d’0-
Der Vergleich mit den Werten 4; zeigt, daB3
ZQm ° 6m = - :?’AL (53)

und die algebraische Summe der Arbeiten der dufleren und inneren

Krfte _
: ZQmam_’_Ai:%ZQmam

ist. Daraus folgt, daB das Tragwerk sich in der Gleichgewichtslage
nicht in Ruhe befindet. Seine Massenpunkte haben vielmehr Geschwin-
digkeit erlangt und bewegen sich iiber die Gleichgewichtslage hinaus.
Wenn auf ein System in der spannungslosen Anfangslage Lasten auf-
gebracht werden, welche von Anfang an endliche, gleichbleibende Grée

und mit 4s=8-p
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haben, schwingt das System um die Gleichgewichtslage und kommt in
dieser erst durch die allmihlich eintretende Dampfung der Schwin-
gungen zur Ruhe. Die Voraussetzung der Statik, daB die Massenpunkte
in der Gleichgewichtslage die Geschwindigkeit Null — exakt ausgedriickt
v == constans — haben, zwingt daher zu der Annahme, dafl die Lasten
von Null aus bis zu ihren Endwerten zunehmend aufgebracht werden.

s
Die Arbeit der duBeren Krifte ist dann > / @, - 46,, und wenn die Zu-
0

nahme der Lasten sich so vollzieht, da jede Lage zwischen der span-
nungslosen Anfangslage und der durch die Endwerte ¢ bedingten
Gleichgewichtslage ebenfalls eine Gleichgewichtslage ist, dann ist

8
ZfQu'dau'}‘Az:O,
0

also

d
Z.I Q“dd“ = %Z Qm dm- (54:)
0

Der Satz, den diese Gleichung ausdriickt, wird nach Clapeyron be-
nannt — vgl. Fuinote 1, S. 15.

8 .
Die Arbeit >’ f @, * dJ, , welche die duBeren Krafte leisten, wihrend
0

sie die Form eines elastischen Tragwerks bei gleichbleibender Tem-
peratur dndern, wird die Form#énderungsarbeit genannt. Sie sei 4 be-
zeichnet.

Der Begriff ist zuweilen auch auf nicht isotherme Deformation aus-
gedehnt, die Definition ist dann aber nicht prizis zu fassen, und des-
halb ist die Beschrankung auf die isotherme Deformation vorzuziehen?).
Der Wert der Forménderungsarbeit kann in den duBleren Kriaften durch

1
A = 72—2 Q . d, .
in den inneren Kriften eines Fachwerks durch
1
A= ? 2 82 *0,

in den inneren Kraften eines isotropen Korpers durch
A= [ (0e...7.)dv,

schliefilich in den L&ngenanderungen der Stabe eines Fachwerks durch
1
A —_ 2—9 Z A 32 .

oder in den Verzerrungskomponenten isotroper Korper durch

A=fq>(em...yz)(lv
ausgedriickt werden.

1) Vgl. hierzu das Referat des Verfassers fiir die Enzyklopadie der mathe-
matischen Wissenschaften Bd. IV, 29a, S. 449 ff.



Die Sitze Castiglianos. 45

17. Die Sitze Castiglianos.

In Nr. 13 ist gezeigt, daB alle ,, als lineare Funktionen der @,
entwickelt werden kénnen, die zu Null werden, wenn alle @,, = 0 sind.
Mithin kénnen auch alle @,, als lineare Funktionen der J, dargestellt
werden, die zu Null werden, wenn alle d,, = 0 sind. Daraus folgt, daB
man 4 als homogene quadratische Funktion sowohl der d,, wie der Q,,
ausdriicken kann. Nach dem Eulerschen Satze iiber homogene Funk-
tionen ist, wenn 4 als Funktion der J,, gefaBt ist:

1 dA4
,A. B —2'— Zm 5m )
und wenn A als Funktion der @, gefaBt ist:

1 o4
A=§Z@Qm-

Stellt man diesen Gleichungen
4= % Z Qm (Sm

gegeniiber, so folgt aus der gegenseitigen Unabhingigkeit der ver-
schiedenen ¢,, sowie der verschiedenen @,

04
o= On (65)
und
oA
50 = On- (56)

Die beiden Satze, welche den Inhalt dieser Gleichungen ausdriicken,
sind von A. Castigliano?!) aufgestellt und werden die Séatze Castiglianos
von den Differentialquotienten der Forménderungsarbeit genannt.

Ein dritter Satz iiber die Forminderungsarbeit, der zuerst von
Menabrea?), spater von Castigliano zur Berechnung der Spann-
krafte mehrfach statisch unbestimmter Fachwerke benutzt worden ist,
lautet in Castiglianos3) Fassung: Sucht man das Minimum der
Funktion 1 >'8?%: g, welche die Forménderungsarbeit eines gegliederten
Systems ausdriickt, indem man die 3 t — 6 Gleichungen zwischen den
Spannungen aller Stibe des Systems in Rechnung zieht, so erhilt man
fir die Spannungen jene Werte, welche in dem System nach der De-
formation herrschen. Voraussetzung ist, dal} die Temperatur sich nicht
andert und keine Stiitzenverschiebungen eintreten. Zum Beweise des
Satzes zeigt Castigliano?), dall die Aufgabe, die Spannkrifte zu be-
stimmen, welche die Funktion § >'S2-p unter Erfiillung aller Gleich-

1) Castigliano, A.: Nuova teoria intorno dell’equilibrio dei sistemi elastici.
Torino, Atti della Academia delle scienze 1875, und Théorie de P’quilibre des
systémes éastiques. Turin 1879, deutsch von E. Hauffe. Wien 1886

2y Menabrea, F.: Nouveau principe sur la distribution des tensions dans
les systémes éastiques. Compt. rend. de 1’Acad. des Sc. Bd. 46, S. 1056.
Paris 1858.

3) Castigliano, A.: Thése pour obtenir le dipléme d’Ingenieur. Turin 1873.
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gewichtsbedingungen der Knotenpunkte zu einem Minimum machen,
zu der Gleichung

Sir- 0= (day — Adx;) cos oy, + (Ayp — Ay;) cos fig 4 (A 2z — A z;) cos iy

fir jede Spannkraft fithrt. Diese Gleichungen werden in die Gleich-
gewichtsbedingungen eingefithrt und aus diesen die Az, Ay, 4z be-
rechnet, durch die nunmehr die Spannkrifte bestimmt sind. Die Aufgabe
ist also identisch mit der Berechnung der Spannkrifte aus den Elastizitats-
bedingungen der Stibe und den Gleichgewichtsbedingungen der Knoten-
punkte. Ein anderer Beweis ergibt sich auf folgendem Wege. Die
partielle Ableitung der Funktion § > S8%¢ nach einer beliebigen Spann-
kraft, die S, genannt sei, ist, da die S durch die Gleichgewichtsbedin-
gungen miteinander verkniipft sind,

0 08
(Y82 ) = O
s asa(zZ d=280zg
d
Um 79 2 berechnen, differenziiert man alle Gleichgewichtsbedingun-
a

gen (3 k fiir das rumliche, 2 k fiir das ebene Fachwerk) nach §,. Dabei
fallen alle duBeren Krifte P aus. Die so entstehenden Gleichungen
sind 8 k bzw. 2 k& Gleichgewichtsbedingungen des Tragwerks fiir Spann-
0
krafte, die den 93,5—' verhiltnisgleich sind. Wenn auch im allgemeinen
a
— sofern das Fachwerk mehr als einfach statisch unbestimmt ist —

0
die a—s— durch diese Gleichungen nicht eindeutig bestimmt sind, so
a

bilden sie doch in jedem Falle einen Gleichgewichtszustand ohne Lasten,
d. h. einen Selbstspannungszustand. Das Prinzip der virtuellen Ver-
riickungen schreibt der Arbeit jedes Selbstspannungszustandes bei einer
virtuellen Verriickung ohne Stiitzenverschiebungen den Wert Null vor.
Die Lingeninderungen der Stibe 4s = § - o kennzeichnen eine solche
Verriickung, mithin verschwindet die rechte Seite vorstehender Gleichung,

und es ergibt sich 0
—— .1. 2 . =

Da dieselbe SchluBfolgerung fiir die Spannkraft jedes Stabes gilt, ist
der Beweis erbracht. In derselben Weise ist er fiir den zusammen-
hiangenden isotropen Koérper zu fithren. Die Funktion, welche die
Formanderungsarbeit, eines statisch unbestimmten elastischen Systems
in den Spannungen ausdriickt, nimmt bei gleichbleibender Temperatur
und unverschieblichen Stiitzen mit den Werten des geometrisch mog-
lichen Gleichgewichtszustandes einen kleineren Wert an als mit den
Werten irgendeines der anderen moglichen Gleichgewichtszustande.

Soll der Satz zur Berechnung eines statisch unbestimmten Trag-
werks dienen, so kommt indessen nicht die Tatsache des Minimums
zur Verwendung, sondern deren analytisches Kennzeichen, némlich die
Gleichung 08

N9 . 08
28055 =0,
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indem n Werte S, ausgewihlt und als voneinander unabhingig be-
handelt werden. Dann sind diese Gleichungen nichts anderes als die
in Nr.15 angegebenen Gleichungen des Prinzips der virtuellen Ver-
riickungen fir die n méglichen Selbstspannungszustinde. Die Be-
nutzung des Castiglianoschen Satzes fithrt also genau zu der dort
angegebenen Berechnung. Das gilt ebenso fiir die Anwendung der
Gleichung (56) zur Berechnung von Formanderungen. Die Satze
Castiglianos sind deshalb in den folgenden Kapiteln nicht verwendet
worden.

Aus einer Anwendung der Forménderungsarbeit erhilt man folgendes

Kriterium der Stabilitat. Jede virtuelle Verriickung d,,, jede virtuelle
Langeninderung As und jede virtuelle Verzerrungskomponente ¢,
kann als Variation der gleichartigen elastischen Grofe aufgefafit werden.
Da die elastischen Verriickungen und Forménderungen eines Trag-
werkes die geometrischen Bedingungen erfiillen, erhilt man ein System
virtueller Verriickungen durch Variation der elastischen nach ein und
demselben willkiirlichen Parameter. Mithin kann die Gleichung des
Prinzips der virtuellen Verrtickungen in der Form

a(ZQm 6m“‘A) =0 (57)

aufgestellt werden. Durch
UZZQHL' 6m'—A

sei die Summe der Arbeit der 4uBeren und inneren Krifte, ausgedriickt
in den Koordinaten der spannungslosen Anfangslage und der Gleich-
gewichtslage, bezeichnet. Werden nun die Koordinaten der Gleich-
gewichtslage in U variiert, dann bestimmt

oU =0

den Wert U,, welcher in der Gleichgewichtslage eintritt. Er ist ent-
weder ein Maximum oder ein Minimum. U, ist mit dem Wert U fiir
irgendeine andere Lage, welche das Tragwerk einnehmen kann, durch
die Werte der lebendigen Kraft 7T, und 7 beider Lagen verkniipft.
Nach dem Satz von der lebendigen Kraft ist

T—T,=U~—U,. (58)

Da T und T, stets positiv sind, kann T beliebig grol3 werden, wenn
U> U, ist. Ist jedoch U, > U, so kann 7' nie 7, iibersteigen und
erreicht den grofiten Wert 7, mit U = U, in der Gleichgewichtslage.
Befindet sich das Tragwerk in der Gleichgewichtslage in Ruhe, so ist
T, = 0 und die Gleichung (58) wird im Falle U, > U nur durch U=U,,
T = 0 erfiilllt. Erfahrt das Tragwerk in der Gleichgewichtslage einen
Impuls, durch den es die lebendige Kraft 7, erhilt, so verschiebt es
sich, wenn U, > U ist, bis zu einer Lage, in der 7' = 0 wird. Da in
dieser Gleichgewicht mnicht besteht, strebt das Tragwerk nach der
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Gleichgewichtslage zuriick, in der 7' den gréBten moglichen Wert T
annimmt. Daraus folgt
U, = Maximum . (69)

ist die Bedingung fiir die Sicherheit des Gleichgewichts. Ist U, ein
Minimum, so ist das Gleichgewicht unsicher.

Ein scharfer Nachweis fiir die Stabilitidt eines elastischen Tragwerkes
ist aus der Bedingung (59) herzuleiten. Dabei miissen in U die inneren
Krifte durch die Koordinaten der Gleichgewichtslage ausgedriickt
werden. In der Statik des Tragwerkes ist der Nachweis aus der Be-
dingung (59) nur in seltenen Fillen einmal erforderlich. Eine labile
Gleichgewichtslage des elastischen Tragwerkes ist nur in nichster Nihe
der Lage moglich, in der auch das starre Tragwerk labil ist. Diese
Lage ist nach Nr. 2 durch D = 0 gekennzeichnet und kann durch das
in Nr.45 dargestellte Verfahren ermittelt werden. Die getroffene
Voraussetzung, daB D hinreichend grof3 ist, schlieBt daher Bauarten
aus, die infolge der Elastizitat labil sein konnten. In demselben Sinne
wirken im allgemeinen die praktischen Erfordernisse der Konstruktion.

Gleichung (57) ist zuerst von Kirchhoff?!) fiir den zusammen-
héingenden Korper aufgestellt. Die Bedingung (59) hat L. Dirichlet?)
fiir starre Systeme gegeben. Die Erweiterung auf elastische Systeme
folgt ohne weiteres aus der Anwendung, die Kirchhoff?) von der
Forméanderungsarbeit macht.

II. Das Gleichgewicht der statisch bestimmten
| Tragwerke.

Die Gleichgewichtsaufgabe der statisch bestimmten Tragwerke wird
fiir die gebrduchlichen Bauarten im wesentlichen durch Anwendung
der drei Gleichungen > M =0 gelost. Neben diesen werden zuweilen
einzelne Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte herangezogen,
die im iibrigen ja auch als Sonderfall der ersteren aufgefaflt werden
konnen. Von dem Prinzip der virtuellen Verriickungen wird zunichst
nur die Anwendung gemacht werden, den Geltungsbereich der Gleichungen
D'M =0 zu umgrenzen, d. h. die Krifte zu bestimmen, die jeweils in
die Gleichungen einzufiihren sind. Die Bedeutung des Prinzips fiir die
vorliegende Aufgabe liegt darin, daf} es in statischen Fragen durch meist
einfache geometrische Uberlegungen eine sichere Entscheidung herbei-
fiihrt.

1) Kirchhoff, G.: Vorlesungen iiber mathematische Physik Bd. I, Mechanik,
11. Vorl. Leipzig 1876.

2) Ebenda, 4. Vorl, § 2 und 11. Vorl, § 5. Vgl auch Enzyklopiddie der
mathematischen Wissenschaften Bd. IV, 29a, S.448.

3) Lejeune-Dirichlet, G.: Uber die Stabilitit des Gleichgewichts.
Journal fiir Mathematik Bd. 32, S. 85. 1846.



Starre Scheibe. 49

Die Krifte des Gleichgewichtszustandes werden den Gleichungen
>'M = 0 dadurch zugénglich gemacht, daB das Tragwerk durch Schnitte
in Teile zerlegt wird, an denen alle angreifenden Krifte als #uBere
Krifte behandelt werden diirfen und die genannten Gleichungen erfiillen
miissen. An erster Stelle sind danach die unbekannten duBeren Krifte,
das sind die Stiitzkrifte, zu bestimmen. Sodann folgen unter Zerlegung
des Tragwerks in einzelne Scheiben die inneren Krifte, die in den Ver-
bindungen zwischen den Scheiben auftreten, und schlieBlich unter
Teilung der Scheiben die inneren Krifte in diesen.

Haufig ist eine Vereinfachung der Form der Gleichungen > M = 0
oder der Rechnung durch Ersatz einer Kraftgruppe durch eine andere
Kraftgruppe zu erzielen, die jener statisch gleichwertig ist. Statisch
gleichwertig sind zwei Kraftgruppen, wenn die Summen der Momente
aus den Kraften beider Gruppen um jeden Punkt der Ebene einander
gleich sind. Nach Nr. 10 des Teiles I ist die hierfiir notwendige und
ausreichende Bedingung die, daB die Krifte der a und b bezeichneten

Gruppen drei Gleichungen
Su.=3u,

um drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte erfiillen.

Die wichtigsten Sonderfélle statischer Gleichwertigkeit bilden 1. eine
Kraftgruppe und ihre Mittelkraft, 2. eine Einzelkraft und ihre Seiten-
krifte. Unter der Mittelkraft einer Kraftgruppe ist die Einzelkraft zu
verstehen, deren Moment um drei nicht auf einer Geraden liegende
Punkte gleich der Summe der Momente der Krafte der Gruppe um
dieselben Punkte ist. Dieselbe Gleichheit der Momente kennzeichnet
die 3 Seitenkrifte. Die Bestimmung ist jedoch erst dann eindeutig,
wenn noch sechs Bedingungen hinzutreten. Man benutzt die Seiten-
krifte einer Einzelkraft nach drei gegebenen Kraftlinien, die sich nicht
in einem Punkte schneiden, eine derselben kann die unendlich ferne
Gerade sein, oder nach zwei gegebenen Kraftlinien, deren Schnittpunkt
auf der Kraftlinie der Einzelkraft liegt.

Die graphische Zusammensetzung einer Kraftgruppe zu ihrer Mittel-
kraft mit Hilfe des Seilpolygons, die Zerlegung einer Einzelkraft nach
drei gegebenen Kraftlinien durch das Verfahren Culmanns, schlieB-
lich die Zerlegung einer Einzelkraft in einem Punkte ihrer Kraftlinie
nach zwei gegebenen Kraftlinien durch das Krafteck wird als bekannt
vorausgesetzt.

a) Die aulleren Krafte.
18. Starre Scheibe.

Zur vollkommenen Stabilitit sind drei Stiitzen oder zwei Stiitzen
und eine Einspannung erforderlich. Nach der Zahl der Stiitzpunkte
sind folgende Anordnungen zu unterscheiden:

a) Drei Stiitzpunkte a, b, ¢, in denen die Stiitzkrafte 4, B, C an-
greifen (Abb. 7). Die Gleichungen > M =0 werden auf die Schnitt-

Grining, Statik. 4
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punkte 1, 2, 3 der Kraftlinien B und C, 4 und C, 4 und B bezogen.
Die Abtséinde der Lasten P,, von den Punkten 1, 2, 3 seien {1, {mo,
Cus, positivrechts der Kraft-
richtung bezeichnet. Aus

1) DPp-lyy+4:r,=0,
(@) X Pp-lpy— Brry=0,
(3) 2 Pu-lusg+ Cory=0
folgt

1
A4 =~—2Pm'zm1,
1

1
B:—*—r—zpm'cmz, (1)
2

1
Abb. 7. Oz*r—szpm'é‘ms-

Wenn die Schnittpunkte I, 2, 3 in einem Punkte zusammen-
fallen, ist Gleichgewicht im allgemeinen nicht méglich, sondern nur
sofern auch die Mittelkraft der Lasten durch denselben Punkt hin-
durchgeht. Zur stabilen Stiitzung der Scheibe ist also erforderlich,
daB die Kraftlinien der Stiitzkrifte sich nicht in einem Punkte
schneiden.

Schneiden sich die Kraftlinien der Stiitzkrifte und die Mittelkraft
der Lasten in einem Punkte, dann ist die Stiitzung statisch unbestimmt,
‘denn es bestehen fiir diesen Punkt nur die beiden Gleichgewichts-
bedingungen (29), S. 26.

b) Zwei Stiitzpunkte @, & (Abb.8). In @ sind zwei Stiitzen vor-
handen, deren Krifte 4 und C bezeichnet seien. Ein solcher Punkt
wird ,,fester Stl'itzpunkt“ oder ,festes Auflager genannt. Die Stiitz-
krafte bestimmen eine Mittelkraft nach GréBe und Richtung Da diese
Mittelkraft auch durch ihre Seitenkrifte nach zwei beliebigen Rich-
tungen bestimmt ist, kénnen die
Kraftlinien der beiden Stiitzkréifte
eines festen Stiitzpunktes willkiir-
lich gewihlt werden. Die Kraft-
linie von C sei die Gerade ab, und
die Kraftlinie von 4 rechtwinklig
zu ¢ b. Dann folgt

|
aus (b) A:—TZPm'Cm bs

aus (a) B= +J ZPm'é_ma7

Isinex

17154 a

aus (3) +ﬂ—&‘ -Pm ° Cmg )



Starre Scheibe. 51

Sind alle Lasten P und ebenso die Stiitzkraft B lotrecht, dann ergibt
sich mit den aus Abb. 9 ersichtlichen Bezeichnungen

aus (b) A:%—ZP-I), p
a o
1« p— 5
aus (a) B———TZP-a, = z 5
C=0. Abb. 9.

Die starre Scheibe, die in ihren in wagerechter Richtung &uBersten
Punkten gestiitzt ist, in einem derselben durch eine lotrechte Stiitze,
und nur durch lotrechte Lasten beansprucht wird, wird ,einfacher
- Balken* genannt. Der wagerechte Abstand ! der beiden Stiitzpunkte -
heiBlt die Stiitzweite. Die beiden von Null verschiedenen Stiitzkrifte
seien A, und B, bezeichnet. Danach ist

A4y=23Pb,
@)

Bo=—;—2P'a.

¢) Ein Stiitzpunkt a. Da in einem Punkte nur zwei Stiitzen mog-
lich sind, muB die dritte Stabilititsbedingung durch eine Einspannung
gestellt werden. Die Kraftlinien der beiden Stiitzkrifte 4 und C konnen,
wie unter b) begriindet, willkiirlich gewéhlt werden. Meist ist es zweck-
miBig, sie lotrecht und wagerecht anzunehmen. Das Einspannungs-
moment E sei nach Abb. 10 linksdrehend positiv eingefiihrt. Dann

folgt aus
(a’) EzZPm'Cma

Ferner aus >'M = 0 fiir die unendlich fernen Punkte der wagerechten
und lotrechten — Gleichungen, die in folgendem durch (w.) und (v~)
bezeichnet werden sollen —

A:ZPmy; 0=2me;

wenn die positive Y-Achse
in die Richtung —4, und
die positive X-Achse in die
Richtung —C fallt.
Bildet die starre Scheibe
einen Teil eines Tragwerks, Abb. 10.
in dem sie mit anderen
starren Scheiben oder auch einzelnen Stiben durch Gelenke
verbunden ist, so kann man die Gelenkdriicke als duBere Krifte an
der starren Scheibe auffassen, und es folgen einfache Beziehungen
zwischen den &ulleren Kraften aus den Gleichungen D' M = 0, wenn
alle duBeren Krifte nur in drei oder zwei Punkten der starren Scheibe

4%
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angreifen, Im ersten Falle (Abb. 11) seien die Punkte @, b, ¢ und die
Mittelkraft aller in @ angreifenden Krifte R,, die Mittelkraft aller
in b angreifenden Krifte R,, die
Mittelkraft aller in ¢ angreifenden
Krifte R, bezeichnet. Fiir den
Schnittpunkt je zweier Kraftlinien
wird die Gleichung > M = 0 nur
erfiillt, wenn auch die dritte Kraft-
linie durch diesen hindurchgeht.
/. Daraus folgt, daB3 die Kraftlinien
R,, Ry, R, sich in einem Punkte
schneiden miissen. Weiter folgt

aus (@) Rp:R,=sinp :siny,

aus (b) R,:R,=sinx:siny,

\ or . aus (¢} Ry:R,=sinp :sincx.
Fa (o 2\ fo Mithin ist
\__/‘ R,:Ry:R,=sina :sinf :siny. (3)
Abb. 12. Anstatt der Punkte a, b, ¢ kann

zur Ableitung dieser Beziehung
jeder beliebige Punkt der Kraftlinien R,, R,, R, gewahlt werden.
Im zweiten Falle (Abb. 12) seien die Punkte-a, b und die Mittel-
krafte der in o und b angreifenden Krifte R,, Rb bezeichnet. Dann
folgt aus (a) und ebenso aus (b), daBl die Kraftlinien R, und R, in
die Gerade a b fallen, ferner aus (c) fiir einen beliebigen Punkt ¢, der
nicht auf der Geraden a b liegt, B, = R;.

19. Tragwerke ohne innere Stabilitit. Der Scheibenzug.

Das einfachste Tragwerk der bezeichneten Art besteht aus p Scheiben,
die aufeinander folgend durch p — 1 Gelenke verbunden sind. Es soll
Scheibenzug genannt werden. Die Scheiben seien von I bis p, die
Gelenke von 1 bis p — 1 gezéhlt. Jedes Gelenk 7 fithrt durch Hinzu-
fiigung eines einfachen Stabes zwischen den Scheiben 7 und r 4 1 zu
einer stabilen Verbindung derselben. Mithin fehlen dem Scheibenzug
p — 1 Glieder zur inneren Stabilitit und zur &uBeren Stabilitét sind

o=3+p—1=p42

Stiitzen erforderlich. Um die Gleichungen fiir die Stiitzkrafte zu finden,
geht man von den virtuellen Verriickungen aus, die ohne innere Form-
anderungen moglich und voneinander unabhanglg sind. Diese sind
1. drei virtuelle Verriickungen ohne Anderung der gegenseitigen Lage
aller Scheiben, bei denen also der Scheibenzug wie eine starre Scheibe
zu behandeln ist; 2. eine Drehung der Scheiben 1 bis r um das Gelenk r
ohne Anderung der gegenseitigen Lage derselben, und Ruhe der Scheiben
r 4 1 bis p; 3. eine Drehung der Scheiben 7 4 1 bis p um das Gelenk 7
ohne Anderung der gegenseitigen Lage derselben, und Ruhe dér Scheiben
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1 bis r. FErfolgen die Verriickungen 2 und 3 um denselben Winkel,
so sind sie jedoch identisch mit den Verriickungen 1, so dafl von den
fiinf bezeichneten virtuellen Verriickungen nur vier voneinander un-
abhéngig sind.

Um jedes Gelenk sind die Verriickungen 2 und 3 mdoglich, je eine
derselben ist von den Verriickungen I unabhéngig. Mithin bestehen
neben den drei Verriickungen I noch p — 1 unabhéngige Verriickungen 2
oder 3, also im ganzen 3 + p — 1 = p +4 2. Die drei Verriickungen I
kénnen jedoch auch durch drei Verriickungen 2 oder 3 ersetzt werden.
Eine Verbindung aller moglichen unabhangigen Verriickungen muf} also
um jedes Gelenk eine Verriickung 2 oder 3 enthalten und kann im
iibrigen durch willkiirliche Auswahl von drei weiteren Verriickungen
aus den Verriickungen I, 2, 3 gebildet werden, sofern die Gelenke,
welche Drehpole zweier Verriickungen sind, und die Pole der gewihlten
Verriickungen I nicht auf einer Geraden liegen.

Aus den drei virtuellen Verriickungen ohne Anderung der gegen-
seitigen Lage der Scheiben folgen wie in Nr. 10 drei Gleichungen >’ M =0
bezogen auf drei beliebige, nicht auf einer Geraden liegende Punkte,
die alle an dem Scheibenzug angreifenden Krifte umfassen. Fiir die
Gesamtheit aller 4uBeren Krifte gelten also die drei Gleich-
gewichtsbedingungen der starren Scheibe.

Die Drehung der Scheiben I bis r um das Gelenk 7, wihrend die
Scheiben r + 1 bis p ruhen, ergibt fiir alle Punkte m der Scheiben I bis r

A&y = ¢(Ym—Yr) A:ym:_’c(xm_xr): 4)
und fiir alle Punkte der Scheiben » 4+ 1 bis p 4z, =0, 4y, =0.
Die Drehung der Scheiben r + 1 bis p um r, wiahrend die Scheiben I
bis r ruhen, ergibt den ersten Ansatz fiir alle Punkte der Scheiben
r + 1 bis p und den zweiten Ansatz fiir alle Punkte der Scheiben 1
bis r. Werden die Ansitze in die Gleichung

Z Qm < Oy = 0
eingefiihrt, so entsteht die Gleichung
Zsz' (ym'—yr) _Zme(xm _"Ur) :O, (5)

deren Summen entweder alle Krifte an den Scheiben I bis 7, oder alle
Krifte an den Scheiben r + 1 bis p umfassen. Die linke Seite ist das
Moment aller Krifte, die an den Scheiben I bis 7, oder an den Scheiben
r 4+ 1 bis p angreifen, in bezug auf den Punkt r. Die Gleichung
sagt daher aus, dal das Moment aller Kréfte, die auf einer
Seite des Gelenkesr andem Scheibenzug angreifen, in bezug
auf r verschwindet. Die Kraftlinie der Mittelkraft aller duBleren
Krifte auf einer Seite jedes Gelenkes mufl daher durch das Gelenk
hindurchgehen. Diese Gleichungen sollen in folgendem durch die
Zeichen (r;) und (r,) bezeichnet werden, je nachdem sie die Krafte
links oder rechts des Gelenkes umfassen. Fiir den Scheibenzug bestehen
p + 2 voneinander unabhingige Momentengleichungen. Da die An-
zahl der Stiitzkrafte ebenso grof} ist, bestimmen diese Gleichungen die
Stiitzkrifte eindeutig. Die Auswahl der p + 2 unabhingigen Glei-
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chungen aus den vorhandenen ist so zu treffen, dafl sich die Rechnung
moglichst einfach gestaltet. In erster Linie wahlt man die Gleichungen,
welche nur eine unbekannte Stiitzkraft enthalten.

Beispiele: a) Tragwerk aus zwei Scheiben mit zwei Stiitz-
punkten. Dreigelenkbogen (Abb. 13). Aus p =2 folgt a =4 .
Die Kraftlinien der Stiitzkriifte 4 und B werden lotrecht gewéhlt, die
Kraftlinien von C und D in der Geraden a b. Durch diese Wahl wird
erreicht, daB die Gleichungen (a) und (b) nur je eine Stiitzkraft ent-
halten. Die Lasten sind durch den Index I bzw. Il den gleichnamigen

5,

Ao

o™~

Abb. 13.

Scheiben zugeordnet, wenn die Lasten P; von den Lasten P unter-
schieden werden miissen. Die Abstdnde der Kraftlinien der Lasten von
den jeweiligen Bezugspunkten der Momente [,, £, {, werden positiv
rechts von der Kraftrichtung eingefiithrt. Aus

(a) +2P'é—a""B'l:O,
() +SP-G+A-1=0

folgt . )
A:_TZP':b’ B:TZP‘Q
aus (g) > Pr-ly+A-1,—C-f-cosa=0,
(9,) ZPII'Cg’“B'lb‘l—D'f'COS(x:O
folgt ;
— 2 3PG+ 3P,
0= f-cosa
b - .
%ZP'Ca—ZPII'é_g
D=- f+cosa

An Stelle einer der Gleichungen (g;), (9,) kann auch die Gleichung (vs)
benutzt werden. Wenn nicht alle Lasten lotrecht sind, ist sie jedoch
weniger einfach.
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Sind alle Lasten lotrecht, so ergibt sich mit der Bezeichnung {, = a,
Gy=—b
1
A = —_ Z P M b = A() .
l
) (6)
B = T 2 P-a= BO )

Ao'la_ZLPI(la”‘a)

¢ = ,

. f-coso
D By ly— > Py (ly—b)
f-cosx ’

aus (¢) Ao-ly— 2 Pr(la—a) — Byly + X Pu(ly—b) =0,

Um -den Zahler der Formeln fir ¢ und D in einfacher Weise zu
deuten, sei ein einfacher Balken von der Stiitzweite ! benutzt, der
durch die Lasten P in den durch @ und b bestimmten Punkten belastet
ist. Das Moment der auBeren Krifte, die links des durch [,, I, be-
stimmten Punktes g stehen, in bezug auf g ist

Mog:‘Ao‘la_ZPI‘(la_“) (7
und das Moment der duBeren Krifte, die rechts von ¢ stehen
Myy= By-ly— > Py (l,—b),

0=p= Mo
f-cosx

also ist

H =C"cosxx = D-cosax bezeichne die Horizontalkomponente der
Krifte ¢ und D. Diese ist identisch mit der Horizontalkomponente
der Mittelkrifte von 4
und C einerseits und B
und D andererseits,
welche die Kampfer-
driicke in ¢ und b ge-
nannt werden. Dann ist

H=——-. (8)

Lasten, die rechts
von b stehen, gehort ein
negativer Wert b zu.
Sie erzeugen also einen
negativen Wert 4. Lasten, die links von a stehen, gehort ein negativer
Wert o zu. Sie erzeugen also einen negativen Wert B. Daraus folgt
weiter, daB beide Belastungen negative Werte M,, und H erzeugen.

b) Bogenférmiges Tragwerk aus drei Scheiben mit drei
Stitzpunkten (Abb. 14). Aus p=3 folgt a =5. Von den Stiitz-
punkten miissen zwei je zwei Stiitzen, der dritte eine Stiitze erhalten.
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In b sei eine lotrechte Stiitze angeordnet, in a und ¢ je ein festes Auf-
lager. Die Kraftlinien von 4, B, D sind lotrecht, die von C und E
fallen in die Gerade ac, die unter dem Winkel & gegen die Wage-
rechte geneigt ist.

Die Gleichungen

(@) +>P-l, —B-,—-D-1=0,

(0 +3PL, 4Bl A-1=0,

@) A-l,+22P-{ —C-ficosa =0,

(t) Doly —> Pyl —E-fycosx =0
werden nach 4, D, C, E aufgelost.

1
D= _ZZP-ca—B-%E,

1 !
A=—I3PL— B2,

loso 4 .
*;‘ZP'Q‘G'—ZPI'Q] L.1 (9)
¢ =— _p. 2 .
fcosa l-fcosa’
Iy
TbZP'Ca"‘ZPHI'Cf L1
= _ 1th
facosa I.fycose

Zur Berechnung von B wird der Schnittpunkt d der Geraden ag
und c¢f bestimmt, und die Gleichung (d) aufgestellt. Wenn alle Lasten
nur an Scheibe I angreifen, folgt aus (g;), daB die Mittelkraft von 4
und C in die Gerade a g fillt, also die Summe der Momente aus 4 und C
in bezug auf Punkt d = 0 ist. Ebenso folgt aus (f,), daf} die Summe
der Momente aus D und E in bezug auf Punkt d = 0 ist. Mithin folgt aus

(d) ZPH'Cd—!—B'_d:O,
1.
B:—ZZPII'ZCZ.

Der Wert B, der durch eine an Scheibe /1/ angreifende Last erzeugt
wird, ist gleich dem Wert, den die beiden der Lastrichtung parallelen
Seitenkrifte der Last in den Punkten f und ¢ erzeugen. Die Stiitz-
krifte sind durch die drei Gleichungen >’ M = 0 und die Gleichungen
(91), (f;) eindeutig bestimmt. Die beiden letzten enthalten die Lasten Py
tiiberhaupt nicht. In den drei ersten aber ist das Moment der Mittel-
kraft Py gleich der Summe der Momente der Seitenkrifte in f und c.
Mithin werden durch Einfithrung der Seitenkréafte von Pjy; an Stelle
Py;; die fiinf Gleichungen nicht verindert.

Durch f und ¢ werden die Parallelen zur Lastrichtung gezogen und
aus d die Rechtwinklige zur Lastrichtung. Dann ist die Seitenkraft

’

von P, in f = Pm% . Die Seitenkraft in ¢ hat auf B keinen Einfluf.
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Aus ’
(d) Pm%"?d_,“Bllld:O
folgt .
g By =— Pp -1
nl

Ebenso ist der Wert B zu berechnen, der durch eine Last P; an
Scheibe I erzeugt wird. Den Wert B, der durch alle Lasten Py,
Py, Py erzeugt wird, erhialt man schlieflich nach dem Superpositions-
gesetz durch Addition Bj + Bj; -+ By Aus der Gleichung (d) ist
ersichtlich, daBl das Gleichgewicht nur méglich ist, wenn die Kraft-
linie B nicht durch d hindurchgeht. Im anderen Falle besitzt das
Tragwerk unendlich kleine Beweglichkeit.

Sind alle Lasten lotrecht, so folgt aus (v.) C = E und daraus weiter
eine Gleichung zur Berechnung von B. Einfacher ist jedoch auch in
diesem Falle die Ermittlung von B aus (d). Ist dies geschehen, so lassen
sich die vier anderen Stiitzkrafte durch statische GroBen des einfachen
Balkens deuten. Fafit man nadmlich B als Last auf, deren Richtung
der Richtung der Lasten entgegengesetzt ist, so ist nach den Glei-

h
chungen (9) A=A, D=0, 4 (10)

gleich den Stiitzdriicken des einfachen Balkens von der Stiitzweite 1.
Ferner folgt aus (9)
HchosoczE-coszxz%g:Mm"f (11)
h fa
Wenn die Kraftlinie B von der Lotrechten abweicht, ist die Berech-
nung der Stiitzkréfte mit Hilfe derselben Gleichungen durchzufiihren.
Es dndern sich nur die
Gleichungen (), (c), (4).
Das  bogenformige
Tragwerk aus  vier
Scheiben (Abb. 15) be-
darf sechs Stiitzen.
Jeder der drei Punkte
@, b, ¢ erhalt zwei
Stiitzen. Je eine Stiitz-
kraft jedes Punktes 4,
B, C wird lotrecht an-
genommen. Als Kraft-
linie von D und E wird die Gerade a b, als Kraftlinie von G die Ge-
rade ¢ f gewdhlt. Dann ergibt sich aus

]' .l
(f») CZT(ZPIH'Q—I—ZPIV‘C}),

1

(90 G = }‘;_0-0?/‘} ZPIV ‘:g

Ferner folgt aus (f,), dall die Mittelkraft aller duBeren Krafte rechts
von f durch f hindurchgeht. Der Wert der Mittelkraft sei durch ihre
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Seitenkrifte nach der Lotrechten F’ und nach der Geraden ¢ f F'' an-
gegeben. F' und F” sind, da die Lage der Kraft bekannt ist, aus der
Bedingung zu bestimmen, daf das Moment der Mittelkraft in bezug auf
zwei beliebige Punkte gleich der Summe der Momente der &ufleren
Krifte rechts von f um dieselben Punkte ist. Wiahlt man Punkt ¢
und ¢, so ergibt sich

’ v 1 -y “ <

F :_T(ZPIU'%‘I‘ZPIV'Q):
" 1 , -

F =+m(F'lm+2Pm°Cg),

wenn die positive Kraft ' der lotrechten Lastrichtung und die positive
Kraft F'' der positiven Stiitzkraft G gleichgerichtet ist. Dafl in der
zweiten Gleichung alle duBleren Krifte der Scheibe IV verschwinden,
folgt daraus, daB nach Gleichung (g,) die Mittelkraft dieser Krafte durch
g hindurchgeht. Nunmehr konnen A4, B, D, E aus den Gleichungen
(@), (B), (&), (¢,) berechnet werden, indem die Momente aller dufleren
Krifte rechts von f durch die Momente ihrer Seitenkrifte F’ und F"
ersetzt werden. Diese Gleichungen stimmen dann iiberein mit den
entsprechenden Gleichungen eines aus den Scheiben I und II gebildeten
Dreigelenkbogens, der durch die Lasten P;, P;; und die Krifte F’
und F”’ belastet ist. Die fiir F' und F” gefundenen Werte stimmen
iiberein mit den Werten der Stiitzkrifte in f eines Dreigelenkbogens
aus den Scheiben 711 und IV, der in f und ¢ je eine feste Stiitze hat.
Die Richtungen F’ und F"' aber sind den Richtungen der bezeichneten
Stiitzkriafte entgegengesetzt. Mithin kénnen auch die dulleren Krafte
an den Scheiben 777 und IV aus den fiir den Dreigelenkbogen geltenden
Gleichungen berechnet werden, die Werte der in f gefundenen Stiitz-
krafte sind dann in der den Stiitzkriaften entgegengesetzten Richtung
als Lasten Pj; zu behandeln.

20. Fortsetzung. Gelenktriger auf lotrechten Stiitzen (Abb. 16).

Aus p = 4 folgt a = 6. Eine der Stiitzen mull gegen die Lotrechte
geneigt sein und wird am einfachsten wagerecht angenommen. An lot-
rechten Stiitzen sind demnach fiinf erforderlich, ihre Stiitzkrifte seien
4, B, C, D, E bezeichnet. Sie kénnen auf die Scheiben in den durch
Abb. 16 & und b dargestellten Anordnungen verteilt sein. Die wage-
rechte Stiitze kann in einem beliebigen Punkte der Scheiben angreifen,
meist ist sie mit einer der lotrechten Stiitzen in einem Punkte vereinigt.
Das Tragwerk besitzt dann ein festes Auflager, Punkt a in Abb. 16 a
und b, und vier auf wagerechter Bahn verschiebliche Auflager. Zur
Berechnung der Stiitzkrafte werden die Lasten zweckm#Big in ihre
lotrechten und wagerechten Seitenkrifte zerlegt und die durch beide
erzeugten Werte getrennt ermittelt. Zuerst soll der Einflul lotrechter
Lasten untersucht werden.
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a & Bleas= b+ C Trare—b—> Dhcaslcp -
A d—A—d A= A=
4 gl
Abb. 16b.

Anordnung a:
9) A-lL+B-dj—XP(d+b)=0,
() AQ + )+ B +1;)— VP Hdy b+ L) — D Py b=0,
(f)— () (A4 +B-=2P)ly—2Py-b=0.
Aus (f;) folgt, daB die Mittelkraft aller Krafte links von f durch f geht,

ihre GroBe ist —A — B +>' Py +>' Py und ergibt sich aus der
dritten Gleichung

< Y 1 ~y
“A—B+ZP1+ZP11=E;ZP11‘“~
Aus (h,-) E'ZIVEZPIV'QZO

ergibt sich B = ]17 > Pryea, (12)
v

ferner folgt, daf} die Mittelkraft aller Krafte rechts von h durch & geht
und den Wert

1 &
—E+>Py=,-2Py-b
lIV

hat. Nach diesen Ergebnissen enthilt (¢) nur noch die Stiitzkraft D,
und (d) nur die Stiitzkraft C, wenn das Moment der Krafte links von f
und das Moment der Krafte rechts von % durch das ihrer Mittelkrifte
ausgedriickt wird. Danach lauten

Y l :' d Y
(c) "‘D'lnl—‘cggzpu'“'I“ZPHI‘“'F/—ILIT_{:—IHZPIV'():O’

v

(dy +C-4 lm+du M P, a—— -b -+ ’” vPIV b=0,
1 — I, I P Ly

und ergeben

1 y) d d
O— ( Py b 4 LT % + dpz SPyea 111 Z Pr-b
’1111 ZII (13)

d l “+ d
IIZ PII III IIr Z'PIV . b) .

ll v

(ZPIII a4

j'III
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A und B kénnen durch Auflésung von (g;) und (f;) berechnet werden.
Einfacher wird aus (g,) der Schlufi gezogen, daf} die Mittelkraft aller

Krafte rechts von ¢ durch g geht, ferner der Wert derselben aus (g,)— (f,)
zZu

“O_D"E+ZPI[+ZPIII+ZPIV:Z;ZPI['Z)
berechnet. SchlieBlich werden die Gleichungen (e) und (b) aufgestellt,
indem das Moment aller Krifte rechts von g durch das Moment ihrer

Mittelkraft ersetzt wird. So ergibt sich
, o l

(a) —B'/‘I_I_ZPI.“-*_Z_LZPII.I):O’
11

. d
) A-/I,—ZPI-b+—IZPH-b:O,

1 —
A= 2(5P b——’S’P,, )
. (14)
T(ZP{ CL+ ZPII b)
Aus (ve) folgt F—o0.

Die vorstehende Rechnung zeigt, dafi die Stiitzkrafte an den Scheiben
I und III berechnet werden kt')nnen indem man beide Scheiben aus

dem Scheibenzug loslost, in g durch Z P;-b,in fdurch S’PH a,
%

in A& durch Z—— D' Pry - b belastet und jede Scheibe den Gleichgewichts-

bedingungen Z]PI = 0 unterwirft. Die genannten Lasten in g und f
erhalt man durch Zerlegung der Lasten Pj; in die Seitenkréfte, deren
Kraftlinien durch g und f hindurchgehen. Die Last in % erhélt man
durch Zerlegung der Lasten P;y in die Seitenkrifte, deren Kraftlinien
durch %2 und e hindurchgehen. Sie sind demnach die Gelenkdriicke,
die in g, f, » durch die Lasten Pj; bzw. P;p erzeugt werden.

Anordnung b. Die Stiitzkrifte 4, B, C erhdlt man nacheinander
aus folgenden Gleichungen:

(g) A5, —2>P;-b=0,
A=Z1~ZP1-Z). - (15)
I

Aus (g;) folgt, daB die Mittelkraft aller Kréfte links des Gelenkes g
durch g geht, der Wert derselben ist

ol 1 Y
'—A—{—ZPI:EZPI'CL,

mithin lautet .
(f) Bl — lIIIZ,PI a_ZPII b=0,

!
- (ZP116+ xsp,. ) , (16)
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Die Mittelkraft aller Krifte links vom Gelenk f geht durch f, ihr
Wert ist

1 [ d; <
‘—A—B"*“ZPI‘}_ZPII:E(ZPH'G'—“Z’IZZ,PI'a):
mithin lautet .
(hy) 0'/1111'“2'1)111'5—‘{'11(21)11 a— IZPI'“)ZO

0-.11 [ZP,,, b+l"1(ZPH a— IZPI-aH. 1

Die Mittelkraft aller Krafte links des Gelenkes A geht durch h;
ihr Wert ist

—A—B—C+2>2 P+ Pu+2> P
1 [a dl[(’w dr < )]
ISPy —" (P a— 1P, .4)|.
g |2 P 0 gy \& P g 2 F

Abb. 17.

Die Gleichung (e) enthidlt nunmehr nur die Stiitzkraft D und die
Gleichung (d) nur die Stiitzkraft E, so. daB deren Werte unmittelbar
aus einer Gleichung zu berechnen sind. F = 0 ergibt sich ebenso wie
fiir die Anordnung a.

- Die Berechnung der Stiitzkréfte, die durch wagerechte Lasten erzeugt
werden, sei an Abb. 17 gezeigt. ‘Bei lotrechter Lastrichtung ist die
Hohenlage der Gelenke ohne Belang, nicht aber bei wagerechter. Des-
halb sind in Abb. 17 die Gelenke g und f um die Strecken g bzw. f
iiber der Wagerechten durch den Stiitzpunkt a der wagerechten Stiitz-
kraft angenommen. Der Abstand einer Last von dieser Wagerechten
sei durch #, positiv rechts der Lastrichtung, bezeichnet. Die positive
Lastrichtung sei der Richtung F gleichgerichtet. Dann ist

F=->pr
(9) D @up+dg+ 1) 4 Cldy + ) — 2 Pu(np —g)
~Z:PIH(’?—‘Q)Z()»
(f) D +-dp)+C-dy— D Prr-(n—f=0,
— () D+l —22Pun—g) — > Pu(f—g)=0.
(Aus (g,) folgt, daB die Mittelkraft aller Krifte rechts von g durch g

geht. Ihre wagerechte Komponente ist gleich > Py + > Pryp, ihre
lotrechte Komponente

1 —
‘(O‘*'D):_E[ZPHW_Q)+ZPIIIU—9)]
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mithin lautet

(@ —B-lg+>Proy+( ?Pu + > Py
“*”[L,PH(?—!])'FZPIHJ“—!] =0,
(5) 'A'/11+ZPI'(77+b)—-b'zp+(2P11+anl)!]
— PPl — )+ 3 Pm(f =91 =0
A+ Prn+ ZPH~|~ZP1H) (9 — )
——[Pu(n—g)+Zme—g)]—0

oder

Die Gleichungen ergeben 4 und B unmittelbar. ¢ und D kénnen aus

(g,) und (f,) berechnet werden. Einfacher fiihrt die Gleichung (r) zum

Ziele, wenn man die Mittelkraft aller Krifte links des Gelenkes f benutzt.

Diese hat die wagerechte Komponente F + > Py + > Py = — > Py

und die lotrechte Komponente —(A4 + B) == C 4 D, deren Wert aus
— (f,) folgt. Demnach lautet

(") ¥(C —D)iy — > Prr(f—7)+ 2> Pz — 1)
—(C+D)(dy+ $dm) =0
oder 10— D)l + X P — /)
_@1+~1§_}£E[2p L 3 — )] =
I nm—g) +2> P (f. N1=0,

woraus sich ¢ — D unmittelbar ergibt.

¢) Ein Tragwerk, in dem zwei Scheiben 7 und r + 1 nicht durch ein
Gelenk, sondern durch einen einfachen Stab verbunden sind, ist hinsicht-
lich der Stabilitdt dem Scheibenzug von p + 1 Scheiben und p Gelenken

Abb. 18.

gleich. Denn der Stab zwischen den Scheiben r und 7 + 1 kann als
unbelastete Scheibe aufgefallt werden. Mithin ist ¢ = p 4 3 die er-
forderliche Zahl der Stiitzen. Das in Abb. 18 dargestellte Tragwerk von
zwei durch einen Stab verbundenen Scheiben erfordert also fiinf Stiitzen.
Es seien ¢ und b als feste Auflager mit je zwei Stiitzen ausgebildet,
¢ habe eine lotrechte Stiitze. 4 und D ergeben sich aus (g;) und (f;).
Bildet man .

My

(90 + 1) — (@],
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so erhdlt man eine Gleichung, die identisch ist mit der Gleichung (),
bezogen auf den Schnittpunkt der wagerechten Kraftlinie D mit der
Geraden ¢ f. Mithin ergibt sich aus (k)

1 4 Y '
A= (ZP-b-3P),

wenn P’ die lotrechte, P’ die wagerechte Seitenkraft der Last P be-
zeichnet. Dieses Ergebnis kann auch aus folgender Erwigung ge-
schlossen werden. Die Mittelkraft aller Lasten rechts von ¢ muB in
die Gerade g f fallen. Schneidet man den Stab durch, so treten an
Scheibe I A, D und diese Mittelkraft als duflere Kriafte auf, so daf
die Gleichungen >'M = 0 um die Schnittpunkte dieser Krifte aufgestellt
werden konnen.

Zur Berechnung von B und C dienen die Gleichungen (¢’) und (b),
indem von der Tatsache Gebrauch gemacht wird, dafl die Mittelkraft
aller Kréfte links von f in die Gerade g f fallt und ihre lotrechte Seiten-
kraft gleich D' P; — A ist. SchlieBlich ergibt sich E aus (v.).

21. Der Scheibenzug mit einzelnen Stiben.

An einen Scheibenzug von p Scheiben seien k; Knotenpunkte durch
r, einfache Stdbe angeschlossen (Abb. 19). Die Berechnung der Stiitz-
krifte ist im allgemeinen nur mdglich, indem gleichzeitig die Spann-
krafte in den einfachen Staben ermittelt werden. Zwischen der An-
zahl der Stiitzen ¢ und
p, ky, r; besteht fol-
gende Beziehung.

Bezeichnet £ die An-
zahl der Knotenpunkte
einer starren Scheibe,
so ist die Zahl aller
Stabe des Fachwerks

22: k—3p+r.
Dle Summe erstreckt sich iiber alle Scheiben. Die Zahl der Knoten-
punkte der starren Scheiben ist Z;,k —p+1,dain 21‘ k jedes Gelenk
zweimal gezihlt ist, und die Zahl aller Knotenpunkte des Fachwerks
ﬁk—p+1+h.
Die Stabilitatsbedingung lautet also
2$k~3p+r1—l—a:2 i’k—p—}—l-{—kl

Abb. 19.

woraus folgt a=p+2+2k —r.

Die Unbekannten, die gleichzeitig zu bestimmen sind, sind die »
Spannkrifte in den angegliederten Stdben und die a Stiitzkrafte. Neben
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den drei Gleichgewichtsbedingungen fiir die Gesamtheit aller duBeren
Krifte ergibt sich wiederum fiir jedes Gelenk eine Gleichung dadurch,

daf die Gleichung > @, 6, = 0 fiir alle moglichen voneinander ver-
schiedenen Systeme virtueller Verriickungen, die durch gegenseitige Lagen-
anderung der einzelnen starren Scheiben entstehen, angeschrieben wird.
Diese Gleichungen unterscheiden sich von den analogen des Scheiben-
zuges nur dadurch, daf sie nicht ohne weiteres als Momentengleichungen
aufgestellt werden konnen. Denn die virtuelle Verriickung der an-
gegliederten Knotenpunkte entspricht im allgemeinen nicht einer Drehung
um das fragliche Gelenk, sondern um einen anderen Pol, der kinematisch
ermittelt werden muf. )

AuBerdem bestehen 2k, Gleichgewichtsbedingungen fiir die %, an-
gegliederten Knotenpunkte. Die Zahl der Gleichungen ist im ganzen
34+p—1+2k =9p-+ 2+ 2k, also ebenso groB3, wie die Zahl der
Unbekannten r, + a.

Die Rechnung wird im allgemeinen zweckmiBig in folgender Weise
durchgefithrt. In den Knotenpunkten k; greifen stets mehr als 2k,
unbekannte Spannkrifte und Stiitzkrifte an. Durch Auflosung der
Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte werden 2 &k, Unbekannte
als Funktionen der ibrigen Unbekannten, die in den Gleichgewichts-
bedingungen vorkommen, dargestellt. Danach verbleiben. noch
a + r, — 2k, Unbekannte. Sie konnen, da mnach der Stabilitits-
bedingung r, +a — 2k = p 4 2 ist, aus den drei Gleichgewichts-
bedingungen fiir die Gesamtheit aller Krifte und den p — 1 Gleichungen
fur die Gelenke berechnet werden.:

Bei diesem Rechnungsgang koénnen nun die Gleichungen fiir die
Gelenke mit Hilfe eines einfachen Kunstgriffes als Momentengleichungen
aufgestellt werden. Legt man namlich durch die angegliederten Stébe
Schnitte in solcher Zahl und in der Art, daB in jedem Gelenk das Trag-
werk in zwei Teile zerlegt wird, und ersetzt die Spannkrifte der durch-
schnittenen Stibe durch zwei duBere Krifte, welche auf beide Ufer
jedes Schnittes in entgegengesetzter Richtung wirken, dann kann man
den virtuellen Verriickungen, die durch Drehung eines Teiles des Trag-
werks um ein Gelenk entstehen, die Bedingung vorschreiben, daf sich
die gegenseitige Lage aller Glieder in jedem der beiden Teile nicht
dndere. Dann ist die virtuelle Verriickung aller Punkte durch die An-
satze 4 dargestellt, womit die obenstehende Gleichung die Form einer
Momentengleichung um das Gelenk annimmt.

Zur Berechnung der verbliebenen Unbekannten stehen also drei
Gleichungen >'M =0, welche die Gesamtheit aller duBeren Krafte
umfassen, sowie 2 p — 2 Momentengleichungen um die Gelenke, welche
nur die Krifte auf einer Seite des Gelenkes umfassen, zur Verfiigung.
Aus diesen Gleichungen werden die benétigten und voneinander unab-
hingigen p + 2 nach den in Nr. 19 gegebenen Richtlinien ausgewihlt.

Beispiele. a) Kette mit Versteifungsbalken aus zwei Scheiben
(Abb. 20). Die starren Scheiben I und I sind durch das Gelenk g
untereinander und durch sieben lotrechte Stibe mit den Knoten-
punkten 2 bis 8§ verbunden. Als angeschlossene Knotenpunkte k&,
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kann man entweder die Knotenpunkte I bis 9 oder 2 bis § behandeln.
Im ersten Falle ist #; = 15, im zweiten ; = 13. Danach ist erforderlich

a=4-+2-9—15=17

oder a=4+42.7-13=5.
Im ersten Falle erhalten die Knotenpunkte I und 9 je zwei Stiitzen,
ebenso Punkt @ der Scheibe I, dagegen Punkt b der Scheibe II eine
f
-

/rll

Stiitze. Damit ist die erforderliche Zahl von sieben Stiitzen erreicht,
Im zweiten Falle erhalten die Knotenpunkte 2 und 8 je eine Stiitze,
ebenso Punkt b, dagegen Punkt a zwei Stiitzen. Die Zahl aller Stiitzen
betrigt somit fiinf. Beide Auffassungen fithren zu derselben Gliede-
rung, wenn man im zweiten Falle die Punkte 1 und 9 als feste Punkte
betrachtet und die Stiitzung der Punkte 2 und 8 durch die Stabe 1 2
bzw. 8 9 bewirkt.

Es werden in den Lotrechten durch @, b, g, welche die Kette in
a’, b, g’ treffen, Schnitte durch die Kette gelegt. Die Spannkraft K,
im Kettenstab 1 2 wird in die lotrechte Seitenkraft Kj und in die
Seitenkraft Kj, deren Kraftlinie in die Gerade o’ b’ fallt, zerlegt. Ebenso
wird die Spannkraft K, im Kettenstab 8 9 in die lotrechte Seiten-
kraft K; und in die Seitenkraft K, zerlegt, deren Kraftlinie in die
Gerade o’ b" fallt. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Knoten-
punkte 2 bis § enthalten 15 unbekannte Spannkrifte. Da ihre Anzahl
gleich 14 ist, so ergibt die Auflésung jede Spannkraft als Funk-
tion einer derselben. Fir den Knotenpunkt
n (n = 2 bis 8) ist nach Abb. 21

K,-cosp, =K,  -cosp, ,=H,

Zy=Kysing, — Ky q-singp,,, (18)
Zn = H(tg Pn — tg(}’)n+1) s
H=K;cosep;,= K,cosp,. (19)

Griining, Statik. 5
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Die wagerechte Seitenkraft H der Spannkrifte in den Kettenstiben
ist konstant und wird als Unbekannte in die Rechnung eingefiihrt.
Wegen K;cosg; = Kjcosx und K,cosg, = K,coscx ist auch

Kjcosox = Kjcoso = H .

Als Unbekannte verbleiben die Stiitzkrifte 4, B, C und H. Zur Be-
rechnung derselben stehen drei Gleichungen > M = 0 und eine Glei-
chung (g;) oder (g,) zur Verfiigung.

Fiir lotrechte Lasten gilt

®) (A+EK)I—3P-b=0,
@ (B+E)I—3P-a=0,

A+ B/ =L>P.v=4,,
!

1 (20)
B+K”='l—ZP'a/=Bo,

(9) (A + Kl — 2 Pr(ls—a) — Ki(f + e)cosox + Ky cosgs e =0

und infolge Kjcosx = K cosp; = H:
Aﬂ'la'“zpl(lu_‘a)_H'f:O:

1

f

Das im Zahler stehende Moment ist dem Moment der d&uBeren Kriafte
des einfachen Balkens von der Stiitzweite [ in bezug auf Punkt g gleich-
wertig. Es sei M,, bezeichnet:

ﬂlog:AO'la"—ZPI(lu—a/):
Mo,

H=—[4y-1,— > P;(l, — a)].

H= . 21
7 (21)
Aue Kl _sinlpi—a) _sinlpi— )
K sin (-ji — Wz) s
2
folgt .
y H sin(g—oa)
K = coss cosgr H(tg g — tgo)
ebenso
K| =H(tgp, + tg«)

und damit schlieBlich

B=B,— H(tgp, + tg“)

Aus (vs) folgt wegen K, = K, C = 0.
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Fiir wagerechte Lasten im Abstand # von der Wagerechten durch a gilt
® A+EK)N+2P-p=0,
(@@ B+K)NI—2>P-n=0,

(voo) O:—ZP,
9) A+E)+2ZP-h—2Pi(h—n)—H-f=0,
17 1 < o
H=7[~7“ZP-77+ZP1717+2PH-h .

In ¢g wirke auf die Scheibe I ein linksdrehendes Moment G und auf
Scheibe II ein rechtsdrehendes Moment G als Belastung. Sind die
Scheiben biegungsfeste Stabe, dann greifen die Momente an den End-
querschnitten unmittelbar an. Sind die Scheiben jedoch Fachwerke,
dann sind die Momente zwei Kriftepaare, deren Einzelkrafte in g und
dem benachbarten Knotenpunkt jeder Scheibe angreifen. Aus
®) (A+E)—G+6=0, |
(@ (B+EK)I+G—G=0,
A+ K/'=0, B+ K/=0,

() C=0,

folgt

schlieBlich aus

(g) A+K)l,—G—H-f=0
H=_§
und damit
e el
A=7@w~@w, B=7@%+@M.
i P Z , >
| a— if 2 d .
C a 7 U 4 7 o
Y] x P
{
|
|
I

b) Stabbogen mit Versteifungsbalken aus zwei Scheiben (Abb. 22).
Die Berechnung ist in derselben Weise wie im Falle @) durchzufiihren.
Aus p=2, k=8, r,=15 folgt a =442-8—-15=5. Die
Knotenpunkte 7 und & erhalten je eine Stiitze in einem Stab, der sie

5%
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mit einem festen Punkt verbindet. Die Spannkréifte der Stiitzstdbe
seien K; und K, bezeichnet und als Druckkrifte positiv eingefiihrt.
Punkt o der Scheibe I wird durch zwei Stiitzen zu einem festen Auf-
lager, Punkt b der Scheibe II durch eine lotrechte Stiitze zu einem in
der Wagerechten verschieblichen Auflager gestaltet. Die Lotrechten
durch o und b schneiden die Kraftlinien K; und K, in o’ und &', die
Lotrechte durch g den Stabbogen in g’. In a’, b’, g’ werden Schnitte
durch die Stidbe des Stabbogens gefithrt. Die Krafte K; und K, werden
in ¢’ und b’ in die lotrechten Seitenkrifte K;, K, und die Seitenkrafte
K, K/, deren Kraftlinien in die Gerade a’ b’ fallen, zerlegt. Aus den
Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte I bis § ergibt sich:

K;cosq = Kycosp, = K,cosp, = H, (23)
K,cosa = K.cosox = H ,
Z, = H(tg(Pn — g Pnt1) > (24)

wenn auch- Z, eine Druckkraft bezeichnet. Die Berechnung soll fiir
lotrechte Lasten durchgefiihrt werden.

() (A+K)I—-3P-b=0,
@ (B+EK)I—SP-a=0,

(ve) C=0,
" 1
(A+Kn=72Pw=Aml
{ (25)
(B+K)=73Pa=B, |

(g0 A+K)l,—> Pyl,—a)— K/cosx(f+e) + K;cospz-e =0,
Ao'la—ZPl(la—a)_H'f:O,

H=%MM—ZE%—M,
M,
H= g, 26
- (26)
A=A, Higp—tga). | o

B= B,— H (tgp, +tga). |

Danach ergeben sich fiir 4,, B,, H dieselben Werte wie im Falle des
Dreigelenkbogens — vgl. Nr. 19 a.

22. Fortsetzung. a) Kette mit Versteifungsbalken aus vier Scheiben
(Abb. 23).
Aus p=4, k =17, r, = 31 folgt
a=6-4+2-17—-31=9.

Die Knotenpunkte 1 und 17 erhalten je eine Stiitze durch einen im
Widerlager gelenkig verankerten Kettenstab. Die Spannkrafte derselben
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seien K; und K,. Die Knotenpunkte § und 13 sowie die Punkte a, b,
¢, d der Scheiben erhalten je eine lotrechte Stiitze. AuBerdem ist eine
wagerechte Stiitze in einem beliebigen Punkte der Scheiben erforder-
lich, gewahlt ist Punkt 6. Damit ist die erforderliche Zahl von neun
Stiitzen erreicht. Da die Stibe, welche die Scheiben mit den Knoten-
punkten der Kette verbinden, lotrecht sind, folgt aus den Gleich-
gewichtsbedingungen der Knotenpunkte I bis 17

Kycos@, =K, (;-co8¢p,.,=H, (28)

Zip = H (tg @n — tg @ntq) - (29)

Aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir die Knotenpunkte 5 und 13
ergibt sich

i Vi=H(tgy+tg3), (30)

V,= H(tg 7rt+tg dr) . (31)

Die Lotrechten durch a, d und die Gelenke e, ¢, f schneiden die Kette
ina,d,e, g, f. In diesen Punkten werden Schnitte durch die Kette

a 1 :
2 VA e 7 zrm P |
A = L 1e 7 A -
T T e “xT i
Abb. 23 und 24.

gelegt und die Spannkrifte der durchschnittenen Stédbe als &duBlere
Krifte an beiden Schnittufern oder in den beiden Knotenpunkten
jedes Stabes angebracht.

Die Kraft K; wird in Punkt o’ in die lotrechte Seitenkraft K;" und
die Seitenkraft K; zerlegt, deren Kraftlinie in die Gerade a’e’ fillt,
ebenso in Punkt d’ K, in die lotrechte Seitenkraft K, und in K;, deren
Kraftlinie in die Gerade d'f’ fallt.

Kjcoso; = K, cosx, = H .
Um die Gleichungen (¢;) und (f,) aufzustellen, wird die im Knoten-
punkt 3 angreifende Kettenkraft K, in Punkt e’ in die lotrechte Seiten-
kraft und die Seitenkraft Kj zerlegt, welche in die Gerade a’e’ fallt,
ebenso die Kettenkraft K,, in Punkt f in die lotrechte Seitenkraft
und die Seitenkraft Kj;, welche in die Gerade d'f’ fallt. Da nun
K,=K, und Ki;=K.
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ist, so verschwindet das Moment der Krifte K; und K; in bezug auf e
und das Moment der Krifte Kj; und K/ in bezug auf f. Mithin lauten
() A+EK)l —22P; -b=0,
(f) D+EK)lyy—22Prp-a=0.
Um (c¢) und (b) aufzustellen, wird Kj in b’, dem Schnittpunkte der
Geraden a’e’ mit der Lotrechten durch b, nach der Lotrechten und
der Geraden b’c’; ebenso K in ¢, dem Schnittpunkte der Geraden d'f’
mit der Lotrechten durch ¢, nach der Lotrechten und der Geraden b'c’
zerlegt. Die Seitenkraft von K7 in der Richtung ¢'d’ ist K — oos% _ —H -
COSX  COSO
coS&, H
COSX  COS&
Mithin verschwindet die Summe der Momente beider Seitenkrifte. In
die Lotrechte fallen die Seitenkrifte
Vi = Kj-coso,(—tgo + tga) = H(—tgo; +tga),
Vy =K, -cosa,(tgx, —tga) = H(tga, —tga).

und die Seitenkraft von K; nach der Richtung b'c’ ist K; —

Diese werden mit V; und V, zu V} und V] zusammengesetzt:
Vi=V,— H(—tgo; +tga) = H(tgy,+ tgd, + tgo; — tgx),
Vo=V, —H(tga, —tga) = H(tgy, + tgd, — tgo, + tga).

Nunmehr lauten

© A+KN)UG+di+0)+(B+V)l—(D+ KY) (dr + by)

—DPib+d+1)—2P b+ Prya+dy) =0,

) D+EK)Gy+dg+)+OC+V)l—(A+K/)(dr+ 1)

D' Pyla+dy+10)—DP-a+>P(b+d) =

Die Lasten P umfassen Pj; und Py, Nach Gleichung (e) ist

d l
(A4 + KY) (i + dr +1) 2P1b+d,+l N

} (32)

— A+ K +dp) +2Pr(b+dp) = ZPI
nach Gleichung (f,) ist

. d
— (D + E}) (g + ly) + D Pry(a +dy) = 2

2 Piyeb,

. _ d [
(D + K}) (gy+ dyg + 1) — S Pry(a+dyg + ) = — LT Sp oy,

liy
damit folgt aus (¢) und (b)

(B+Vpl—L NP .a—->P. b+d”

(O+V;)l—‘-l£LﬂZPW b—>P. atd ZP, a=0.

Diese Gleichungen fithren zu -einer elnfachen Deutung der Stiitz-
krifte. Wird der Scheibenzug der drei Scheiben der Abb. 24 mit den

ZPIV b=0,



Fortsetzung. Kette mit Versteifungsbalken aus vier Scheiben. 71

Gelenken e und f durch die Lasten P;, P, P;y belastet, so entstehen
nach Nr. 20 die Stutzkrifte

1 1 S p
‘41=~ZP1'b, 1_‘__4 IV a,
I liy
Bl:l[dl—i_lZPl-a—i—ZP-b—@?Pw-bJ,
l Il liv =
Olz%‘[Eil[+lzplv'b+ZP'G—%ZPI'G/}.
1
Mithin ist
A+ K/ = 4, D+K”=Du} (33)
B+ V] =By, C+ V, =0,

d.h. A+ Ky,B+ V;,C+ V., D+ K sind gleich den Stiitzdriicken
des Gelenktrigers, der aus den Scheiben I, II, III, IV durch Besei-
tigung des Gelenkes g entsteht. Zur Berechnung von H wird die Glei-
chung (g;) aufgestellt. Wird K in &', wie oben angegeben, in zwei Seiten-
krifte zerlegt, so ist die Summe der Momente der Seitenkraft, welche
in die Gerade b'c¢’ fillt, und der Kettenkraft K,

H
o (f + g) cosx + —0‘8?)1;9 cos@o=—H-f,
mithin lautet
(90 A+ KNG+ U)+ B+ V) —dp) — 2> Pr(b+ 1)
—_ZPH(ZII"—‘ZI—“) —H-{=0:
i

l
durch Subtraktion der Gleichung ~1~7 (¢;) ergibt sich daraus
1

l
Bl(lll—dl)_ZPII(ZII_dI—a) HZPI a—H-f=0,

H=HBl(lm-d,)—ZPHaH—dI-— o3P, al.

Das Moment der aufleren Krifte, welche auf den Gelenktriger der
Abb. 24 wirken, in bezug auf Punkt g ist

— {
Mlg:Bl(lII_dI)_ZPII(ZII—'dl—'a) lePI
T
also ist H= ]'felg )

Liegt das Gelenk e in der Lotrechten durch b und das Gelenk f in der
Lotrechten durch ¢, so ist mit d; =0, dj;y =0

l l «
:TZPI.G/EI_VTZP.b’
1

(34)

1 < 1.
Ci=—2Pw-b+->P-a,
- ]

A l
By (lg — dp) — III> HZP b
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und l
Mlg:%ZP'b"ZPII(ZII_“):MOg:

d.h. gleich dem Moment der #uBeren Kriifte des einfachen Balkens
von der Stiitzweite ! um Punkt g. H ist demnach nur von P abhingig,
von P; und Py unabhingig.

b) Kette oder Stabbogen mit Versteifungsbalken aus vier Scheiben,
deren duBerste Stabe an den Balken angeschlossen sind (Abb. 25 u. 26).
Aus p =4, k) = 20, r; = 41 folgt

a=6+2-20—41 =5,

In den Punkten a, b, ¢, d wird je eine lotrechte Stiitze angeordnet,
auflerdem in einem beliebigen Punkte — gewihlt ist b — eine wage-

Abb. 26.

rechte Stiitze. Die Lotrechten durch die Gelenke e, g, f schneiden die
Kette bzw. den Stabbogen in ¢/, ¢’, f'. In diesen Punkten werden
Schnitte durch die Stabe gefiihrt, und die Spannkrifte derselben als
dullere Krifte in den Knotenpunkten angebracht. Aus den Gleich-
gewichtsbedingungen der Knotenpunkte folgt

Ky-cosp, =Ky, -cose,, =H. (35)
Es lauten

() A-li—Pp-b+H-h—0,

() D-lyy—> Pry-a+H-h=0,

(€© Ali+di+0)+B-l—D(y+dy) — > Pr(b+d, 1)
—2Pb+>Prlatdy) =0,

() D(llv+d11+l)—f-C'Z—A(ll+d1)—ZPIV(a+d11+l)
3 Pa+SP(b+d)—0.
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A und D werden in (c) und (b) aus Gleichung (¢;) und (f,) eingefiihrt

-t g -t 2R e
d”ZP,V b=0,
CRR LR TS
+—ZPI-a=O.
Hierin ist hbzhelgtﬁ, b= 1, by + di

oy

Werden wiederum die Auflagerdriicke des Gelenktrigers mit den Ge-
lenken e und f nach Abb. 24 eingefiihrt, so ergibt sich

A+H"L—A1, I)+H-Z,Z=D1.
ll lI‘V
hy — e . he
B—p(eley o) _p,, (36)
7 i
C+H(h———”"h”—1‘£ = C;.
l Ly

H ist aus (g;) zu berechnen

(90 Alr+bp) +Bly—dp) — D Pr(b+ly) — 2 Pry(ly — dr — a)
+H-g=0.

A wird aus Gleichung (e;) eingefiihrt
h l -
{B H( h—te ) ! )} (U —dp) = 2 Pr-a— 3 Py (i — dp — a)
1

_Hihblllll dII_’_hclIIZ_dI_g =0.

Hierin ist ' p ; p
by he o —g = o+ fu=1,

also ergibt sich

1 U1 < H
H=7[B1(lu—dl) _‘Z{I!ZPI'a_ZPII(ZH—dI“'a)“

oder

My,

7
Liegen die Gelenke e und f in den Lotrechten durch b und ¢, so ist
M,, = M,,. Die Lasten P; und P;y haben dann also keinen Ein-

fluB auf H, vielmehr ist H von den Lasten P der mittleren Offnung
allein abhangig.

H =

(37)
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¢) Bogen aus vier Scheiben und einem Zugstab (Abb.27 u. 28).
Der Zugstab ist in @ an I und in d an IV angeschlossen. Aus p = 4,
k=0, r =1 folgt

Z £ L a=6—-1=35.

P*j —— Die Punktea, b, ¢, d er-

b g A =, halten je eine lotrechte

NN B R z Stiitze, ein beliebiger

A~ et \¢ O Punkt — gewihlt ist b

A Cleasied — auBlerdem eine wage-

a—>—b—1p R y L rechte Stiitze. Fiir das

, ) -7 PR T Tragwerk der Abb. 27
T o “r o brid

gilt, wenn Z die wage-
Abb. 27. rechte Seitenkraft des
Zugstabes ist,

(el) A'ZI+B'dI_ZP1 b+dl)—Z'€:0,
(g0 AUG+D+Bd+1)—2Pr(b+dr+1)
—>2Pb—Z-g=0,
(@) — (&) (A+B—2P)l—23P-b+Z(e—g) =0,
(9:) D'lzv+0'd11‘zplv(a+d11)—*Z'9=07
(&) D+ +Cdy+1)—2>2Prwa+dy+1)
—>P-a—Z-e=0,
() —(9) (D+C—=2Pp)l—22P-a—Ze—g)=0.

Die Laststellung P; zwischen b und e wird durch einen negativen
Wert b, die Laststellung P;p zwischen ¢ und ¢ durch einen negativen
Wert a bezeichnet.

®) A-dp—C(dr+1+dy) —D(dr+1+1Iw)—DPr-b
+2>P@a+d)+ 2P+ 1+dy+a) =0,
®) + () A-24—(C+D—23Pp)d—>Pr-b+d-2P—Z-e=0;

hierzu wird dTI[(e,) — (g,)] addiert

A-lI-Z[(e—g)%—{—e}—ZPI-b+dTIZP-b=O.

Diese Gleichung wird von }1 [(g;) — (e1)] abgezogen

l

B-7~1+Z[(e——g) —{—el—TIZP-b—ZPI-az().

(¢ Al+l+dy)+Bdi+1+dy) —D-Ayy—2> Prb+dr+1+dn)
— 2P +dy)+ 2> Prw-a=0,
(©—(g) A+B—2P)dy—Dly—dy 2P+ Pry-a+Z-g=0;
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hiervon wird (ilu [(g:) — ()] abgezogen

dll

d
——DZIV—Z[(Q_!])'?— ] ZP a+2Py-a=0,

dazu wird ’1—’[3 [(e,) — (g,)] addiert

l l
OAIV"“Z[(Q—g)%— ]-—ﬂZP ca— ZPIV'b:O-

Die Stiitzdriicke des Gelenktragers, der aus den Scheiben I bis IV
durch Wegfall des Gelenkes f entsteht, sind:

A1:<2P1 b«—MZP b)i
\ }LI
:(ZPI -a—l— b)‘—l‘
A’
1
IVSN )_
(ZPIV b+ P.a }'IV
< d 1
D1:<ZP1V-0&—WI~I a)z;
Mit diesen Werten ergibt sich
» 17 d ]
A—ZTI_ (e-—y)—-l-£+e = Ay,
17 ir T
B+Z—}-;' (e—g)—l—+6 —Bl,
1T ZIV i (38)
C—Z')';; (e—g 'l——'{/_—Cu
- Ay
D+Z—— (e—g)—— —g|=Dy.
Arvl l J

Z ergibt sich aus
(f) A(Zl+l{l)+B(dl+lll)“zpl(b+dl+l11)
—ZPH(ZH—“G)“Zﬁ:O,
(f)—(e) (A+B—2P)ly— > Puly—a)—Z(f;—e =0;

l
hiervon wird %I [(g) — (e))] abgezogen

l l
MNP Py —a) 2]~ T+~ 0] =0,

da fl_eZ’_H_ br _

l gl_f,

d l
un IIZP b*ZPII lII"—'a’ le,
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dem Moment der duBleren Krifte des oben bezeichneten Gelenktrigers
in bezug auf Punkt f, so ergibt sich
M,
Z=—=. (39)
r
Das Moment M, ist im vorliegenden Falle identisch mit M,;, dem
Moment der duBeren Krifte des einfachen Balkens von der Stiitz-
weite I, der durch die Lasten P belastet ist; in bezug auf Punkt f. Die
Lasten P; und P;y sind daher auf Z ohne Einfluf.
Fiir das Tragwerk der Abb. 28 gilt

(@) Ali—SPb+Z-c=0,
(9) D-ly—>Pw-a+Z-g=0,
() Al+di+0)+Bl—D (d11+llv)—ZP1(b—f—d1+l)
—SP.b 4> Pr(atdi) =0,
®) Adi+1) —C -1 —D(p+dy+1)—22P(b+d)
+2P'a+ZP1V(a+dII+Z):O-

2 ‘ a

T 3 '/ 4
A e cHG Ve
i a- & 0 (e | ¥/
ey gl

In (¢) und (b) werden 4 und D aus den beiden ersten Gleichungen

eingefiihrt 7 p
B-1— ’+ SPrra—>P-b+ "ZPIV b

—c. l——~ZP, a+3P- —|-l—+d"Z'P,V b,

ﬁz{e_g_Fe d11+l}_0
‘ b7y
it ARl
b Iy
ird dy+1 d l
i e—9+6”l—li_“—hgf'nzhh—hc+67,
1 v 7
dr dir +1 l
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Fiihrt man die Stiitzdriicke des Gelenktrégers ohne das Gelenk f ein,
so ergibt sich

A+zli=A1,

pon(lagley £)on,

l lr
(40)
C+Z(hb_-hc ~-L)=c,
/ lry
D 4 Z—— =D.
lrv
Z folgt aus
() AQr+ 1)+ By —dy) —2 Pr(b+ )
_ZPII(ZII_"dI—a)_"Z'flzo'
A wird aus (¢;) eingefithrt
Ut <~ S 41
B(lII_dI)“ﬂ\PI G—ZPH I — dl“a)—é( S H_’_fl)
schliellich wird B, eingefiihrt
l hl
By (g — dy) — lil DPrea—2> Py(ly—di—a)
I+1 hy — h, ’
—z{ i*—f!+f1 ( = +li)<lu— dl)j=o
1
Nun ist
l l hy —h, e
o +hHh— ( L + —> (lir—dr)
I ] I
hy,
=7 (irr — dyp) + (lzz dp)+Hh=1F,
und
l Rl Y
B, (4 — dp) — ZLIIZ,PI'@ — 2Pyl —di—a) = My,
also ergibt sich
M,
= Ll (41
7 )

Die Stiitzdriicke der Tragwerke a, b, ¢ konnen auf die Stiitzdriicke
des Gelenktriigers, der aus den Schelben I bis IV durch Beseitigung
des Gelenkes zwischen I7 und III gebildet wird, zuriickgefithrt werden,
ferner der Horizontalzug der Kette bzw. des Zugstabes und der
Horizontaldruck des Stabbogens auf das Moment der #uBeren Krifte
des Gelenktrigers, bezogen auf den Punkt des beseitigten Gelenkes.
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b) Normalkrifte, Querkriafte und Momente der duleren
Krifte.

23. Begriff der Normalkraft, der Querkraft, des Momentes,

Nach Ermittlung der Stiitzkrifte wird das Tragwerk in einzelne
Scheiben innerer Stabilitit zerlegt, welche entweder Fachwerkscheiben
oder biegungsfeste Stabe sind. Die Wirkung der zu diesem Zweck
durchschnittenen Gelenke, steifen Ecken und einfachen Stibe wird
durch &uBere Kriafte bzw. Momente ersetzt. Diese bilden an jeder
einzelnen Scheibe mit den etwa vorhandenen Stiitzkréften und Lasten
ein System &duBerer Krifte, welche die drei Gleichungen >'M =0 er-
filllen. Wird nun durch eine Scheibe eine Gerade gelegt, welche die
Scheibe nur in einem Schnitt trifft, und im Falle des Fachwerks zwischen
zwei benachbarte Knotenpunkte, im Falle des biegungsfesten Stabes
in die Normale zur Stabachse fallt, so teilt diese Gerade die dulleren
Krifte in zwei Gruppen, und zur Berechnung der inneren Krafte in
dem von der Geraden getroffenen Querschnitt bedarf es der Bestimmung
der Mittelkraft einer der beiden Gruppen der &dulleren Krifte nach
GroBe, Richtung und Lage. Die GroBle und Richtung wird im Falle
des biegungsfesten Stabes durch die Seitenkrafte der Mittelkraft nach
der Tangente und Normalen zur Stabachse in dem von der Geraden
getroffenen Punkte angegeben, die Lage durch das Moment der Mittel-
kraft um diesen Punkt. Im Falle des Fachwerks geniigt es, das Moment
der Mittelkraft um die beiden Knotenpunkte anzugeben, zwischen denen
die Gerade liegt. Zuweilen wird jedoch auch die Seitenkraft nach dieser
Geraden benutzt. Die Seitenkraft der Mittelkraft nach der Tangente
wird Normalkraft, die Seitenkraft nach der Normalen wird Querkraft
genannt. Das Moment der Mittelkraft um den Punkt der Stabachse
oder die Knotenpunkte wird kurz das angreifende Moment der duBeren
Krafte genannt.

Nach Ermittlung der Stiitzkrafte sind demnach die Normalkrafte,
Querkrafte und Momente fiir alle Punkte der Achsen der biegungs-
festen Stibe und die Momente fiir alle Knotenpunkte der Fachwerk-
scheiben zu bestimmen. Obwohl diese Grofien auch von unbekannten
inneren Kraften und Momenten abhéngig sind, namlich den Kraften
in den durchschnittenen Gelenken und einfachen Staben, sowie den
Momenten in durchschnittenen steifen Ecken, kénnen sie in den meisten
Fallen aus den Stiitzkriften und Lasten des Tragwerks unmittelbar be-
rechnet werden, da jene inneren Krifte ohne weitere Rechnung durch
Stiitzkrafte und Lasten zu ersetzen sind.

Fir den Scheibenzug folgt aus den Gleichungen (r;) und (r,), daB
die Kraftlinie der Mittelkraft jeder der beiden durch das Gelenk r ge-
trennten Gruppen der dulleren Krifte durch r geht. Aus den Gleichungen
>'M =0 fiir die Gesamtheit der duBeren Krifte folgt, daB die Mittel-
krafte gleiche Grofle, aber entgegengesetzte Richtung haben. Mithin
ist der Gelenkdruck in r, der auf die Scheibe r + 1 wirkt, gleich der
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Mittelkraft der duBeren Krafte an den Scheiben 1 bis 7, und der Gelenk-
druck, der auf Scheibe r wirkt, gleich der Mittelkraft der &uleren
Kriafte an den Scheiben 7 4 1 bis p. Da das fiir jedes Gelenk gilt, so
folgt: Die Normalkraft und Querkraft im Punkte v eines Scheiben-
zuges ist gleichwertig der gleichgerichteten Seitenkraft, das an-
greifende Moment in v ist gleichwertig dem Moment der Mittelkraft
aller auBeren Krifte, die am Tragwerk links oder rechts von v an-
greifen.

In einem Tragwerk der in Nr. 21 gekennzeichneten Bauart (Abb. 19)
greifen an jeder Scheibe des Scheibenzuges auller den Gelenkdriicken
die Spannkrafte der Stiabe an, durch welche die Knotenpunkte %, an
die Scheibe angeschlossen sind. Sie seien Z bezeichnet und werden
durch die Gerade in » in die Gruppen Z; und Z, zerlegt. Z’ bezeichne
die an den Knotenpunkten %, angreifenden Spannkréfte derselben Stabe.
In den Geraden durch r — 1, v, r seien die getroffenen Stibe durch-
schnitten und ihre 8,_y, S,, S, bezeichneten Spannkrifte als duflere
Krafte in den Knotenpunkten jedes Stabes angebracht. Die beiden
Kriafte links und rechts jedes Schnittes seien durch die Zeiger ! und r
unterschieden. SchlieBlich sei G, der auf Scheibe r und G, der auf
Scheibe r + 1 wirkende Gelenkdruck im Gelenk r. Die duBleren Krifte
des Tragwerks, die nicht unmittelbar an der Scheibe r angreifen, seien
durch die Gerade in » in die Gruppen ; und @,, erstere durch die
Gerade in 7 — 1 in Q; und @7, letztere durch die Gerade in r in @, und
@r geteilt. Dann folgt aus den bestehenden Gleichgewichtsbedingungen,
daf folgende Gruppen von Kriften unter sich die drei Gleichungen
>'M = 0 erfiillen.

’ 4 ! 4
1. Gr—»ly Qly Sr—l,l: 2. Sr—l,rz Svl? Zla )
’ oo
3. Svr: Zr: Ty Pris 4. G;: Q;—: Srr-

Nach 2. und 3. konnen die Krifte Z, durch die statisch gleichwertige
Gruppe S,_1,,, Sp;, @ und die Krifte Z, durch die statisch gleich-
wertige Gruppe S,,, @/, S,; ersetzt werden. Nach 1. und 2. und nach
3. und 4. konnen aber die Krafte G,_;, Z; durch die statisch gleich-
wertige Gruppe @;, S,; und die Krafte G,, Z, durch die statisch gleich-
wertige Gruppe @,, S,, ersetzt werden. Daraus folgt: Die Normal-
kraft und Querkraft im Punkte » des Scheibenzuges ist gleichwertig
der gleichgerichteten Seitenkraft, das Moment in v ist gleichwertig
dem Moment der Mittelkraft einer der beiden durch die Gerade in v
getrennten Kraftgruppen, welche aus den aduBeren Kriften des Trag-
werks und den als duBere Krifte angebrachten Spannkraften in den
von der Geraden getroffenen Stédben bestehen.

Fiir einige besondere Bauarten muf} die Ermittlung der oben bezeich-
neten inneren Krifte der Berechnung der Normalkrifte, Querkrifte
und Momente vorausgehen.

Um die Richtung der Normal- und Querkrifte und die Drehungs-
richtung der Momente eindeutig zu bezeichnen, ist jedem biegungs-
festen Stabe ein Augenpunkt zuzuordnen, von dem aus der Teil links
jedes Querschnittes von dem rechts liegenden zu unterscheiden ist.
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Die Richtung der Stabachse wird rechtsweisend positiv gewidhlt. Die
suleren Krifte links jedes Querschnittes seien ¢;, die rechts jedes Quer-
schnittes @, bezeichnet.
Krifte @, wird linksweisend, die Querkraft in der Blickrichtung, das
Moment rechtsdrehend (um den Bezugspunkt) positiv festgesetzt. Die
Normalkraft aus der Mittelkraft der Krifte @, wird rechtsweisend, die
Querkraft der Blickrichtung entgegengesetzt, das Moment linksdrehend
positiv festgesetzt. Die Normalkraft und die Querkraft als Seiten-
krafte der Mittelkraft der Krifte @; oder @, erhdlt man als Summe der
gleichgerichteten Seitenkrifte aller Krifte ¢, oder @, , das Moment als
Summe der Momente aller Krifte @; oder @), in bezug auf den jeweils

(e

Augenpunkt

s y\%

P

2

Abb. 29.

+L

Die Normalkraft aus der Mittelkraft der

betrachteten Punkt der Stabachse. Dieselbe
Festsetzung gilt im Falle der Fachwerk-
scheibe fiir die Momente um die Knoten-
punkte und fiir die Querkraft.

Wird das Tragwerk auf ein Koordinaten-
system bezogen, dessen positive X-Achse
rechtsweisend, dessen positive Y-Achse
in der Richtung +X linksweisend ist
(Abb. 29), und bezeichnet ¢ den Neigungs-
winkel der positiven Richtung der Stabachse

gegen die positive X-Achse, 2,,, ¥, die Koordinaten des Angriffspunktes
der Kraft, x, y die des Bezugspunktes, so ist

die Normalkraft

die Querkraft

Nl=—ZszCOS‘P—ZszSiD<P= (42)
Nr = +ZQ7:¢COS¢ +Z erSimP ’
VzZ—ZszSiHCP—FszCOS(P,} 43)
V,= +2Qrzsm97 - erCOS(P s

das Moment

M, = Zsz (Ym — ¥) “‘ZQly(xm_‘x),
MTZ_Zer(ym_y) +Zer(wm_x)

} (44)

Die drei Gleichgewichtsbedingungen >'M =0 bedingen

NZ—N,-:O,

Vl_Vr:(): Mz~M,=0.

24, Der einfache Balken (Abb. 30).

Die Stiitzpunkte @ und b liegen auf einer Wagerechten. Da alle
Lasten lotrecht sind und die wagerechte Stiitzkraft gleich Null ist,

sind alle Normalkrafte gleich Null,
Bt und die Querkrifte und Momente

0 haben fiir alle Punkte jeder Lotrech-

ten dieselben Werte. Es sind dem-

nach nur die Querkrifte und Mo-
mente fiir alle Punkte der Wage-
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rechten a b zu berechnen. Mit den aus Abb. 30 ersichtlichen Bezeich-
nungen ergibt sich fiir Punkt v
V:A'—ZPZ=—B+ZPT:
M=A-x -2 Pz —a), : (45)
M=B-#—> P,('—b).
Die Lasten P, erzeugen
1
Bl = "l— ZPZ -a
also /
x
= "l— ZPZ -
Die Lasten P, erzeugen
1
Ar = 7 Z P.-b,

also

- % S'P,-b;
mithin entsteht nach dem Superpositionsgesetz durch alle Lasten P
4
=2 3P -at+TIP-b. (46)

Die Momente der lotrechten #duBeren Krifte am einfachen Balken
sollen M, bezeichnet werden.

Der Balken sei im Endquerschnitt ¢ durch ein rechtsdrehendes
Moment M,, im Endquerschnitt &6 durch ein hnksdrehendes Moment M,
belastet. Dann folgt aus (a) und (b)

— MMy, B= (M, My,

demnach M—M,t Aeze M,+ B,

M=Ma9—§-+Mb%. (47)

Eine iibersichtliche Darstellung des Verlaufes der Momente erhalt
man in der Linie % = M/Krafteinheit oder # = M/Léngeneinheit,
deren Abszissenachse die Balkenachse ist. In jedem Punkte der Stab-
achse ist die zugehoérige Ordinate in einem Léngen- oder Kraftmafstab
aufzutragen. Die so gezeichnete Linie wird Momentenlinie oder Mo-
mentenpolygon, die von ihr und der Abszissenachse eingeschlossene
Flaiche Momentenfliche genannt. Die Momentenlinie des einfachen
Balkens fiir eine Belastung durch lotrechte Lasten ist das zu den duleren
Kraften mit der Polweite 1 (Krafteinheit oder Langeneinheit) gezeichnete
Seileck. Die Momentenlinie fiir die Belastung durch die Momente M,
und M, in den Endquerschnitten ist nach Gleichung (47) eine Gerade
mit den Ordinaten M,/1 in @ und M,/1 in 6. Durch lotrechte Einzel-

Griining, Statik. 6
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lasten und negative Momente M,, M, entstehen nach dem Super-
positionsgesetz die Momente

M=M,— M

4

x
aT »
deren Fliche durch Abzug des Trapezes mit den Ordinaten M,, M,
von der M,-Fliche zu bilden ist (Abb. 31).

Zwischen den Momenten und Querkriften bestehen folgende Be-

ziehungen (Abb. 32). Da die Querkraft gleich der Mittelkraft aller

M
sufleren Krifte Q; ist, so hat ¥, vom Punkte n den Abstand e, = ~VJ—‘.

n
‘Sofern nun zwischen den Punkten n — 1 und n, deren Abstand gleich 4,
ist, keine Lasten angreifen, kann auch M, _; durch V, bestimmt werden,
niamlich

Mfﬂ le % f l/; Yb Mn-l = Vn (en - ln) B

‘[ TB also ist
i
1

J

X
—MbTy

|
'/{'«4 <7 My= My 1+ Vain,
M, — M,

o A

i

|

|

}

i

|

|
W€

Y — 7= Ve (48)
o Ferner ist
Abb. 31 #
Vogr=Va— P, (49)
1 nt1 — M, M, — M,
also M, 41 n_ M, 1=—Pn- (50)
Tt P

Diese Beziehungen fithren zu einer einfachen Berechnung der Mo-
mente, wenn die Angriffspunkte der Lasten in gleichem Abstand 1 auf-
einander folgen. Es seim -4 =1,

lgw lel l/;w dann ist nach Gleichung (45)
] ! m—1
'{Vn eﬂv"'—'/ln‘*ij(—/?—,wr*}‘ Vn + B = ;;Pr = bn P
Abb. 32.

m-1
171+B:2P,=b1.
1
Nun ist %&:A:V“
also folgt

) ﬂ—fl—kB:bl———al,

M. M
72+ZB=TI+B+ Vot B=a,+b,=a,,
M= )B4 B=a b =a
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und schlieBlich M

7ﬁ+mB:am_1+bm=am.
Da aber M,, = 0 ist, so ergibt sich

B=

m

und M, n
L =a,— —ay-
A " om ™

Man berechnet die Werte b in der Reihenfolge b,, =0, b,_, = P, _4,
byoos="bp_; + Pp_o usw. bis b, d.h. durch Addition der Lasten
mit P, ; beginnend und nach

links bis P; fortschreitend. Sodann lﬂ N

. . y 4y
berechnet man die Werte a in der RPN PR AP P
Reihenfolge a;, ay ... @, durch 7|7 7~ A
Addition der Werte b mit b; be- Abb. 33.

ginnend und nach rechts bis b,, fort-

schreitend. Der letzte der Werte a, durch m geteilt, ergibt B, dessen
nfacher Wert von a, abzuziehen ist, um J—lﬁ’i zu erhalten. Nach-
stehendes Beispiel (Abb. 33), in dem m = 6 ist, erliutert das Verfahren.

=N br | ar | Muw:d
|
1 ) 14 | 2441438 | 38 | 15 | 38— 15—23
2 | 10 | 14410=24  38+24=62 | 30 | 62— 30 = 32
3 4 |10+ 4=14 | 62+14=76 | 45 | 76— 45 = 31
4| 6 | 44+ 6=10 | 76+10=86 | 60 | 86— 60 = 26
5 ’; £ 0t e- 4| mrao0 ) | 01510
6 0 0] 9+ 0=90 | 90 | 90—90= 0

Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung fiir den hiufig vor-
kommenden Fall einer zur Balkenmitte symmetrischen Belastung, da
dann die Querkraft in der Mitte sofort angegeben werden kann. Wenn m
eine gerade Zahl ist, ist V,, =% P, , wenn m eine ungerade Zahl ist,

2
Vie1=0. Im ersten Falle ist

2 m

1m=-1)
4= DrP,,
1
n-1 tim-1)
Va=A—DrP,=DrP,.
1 n

6*
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Weiter ist M,
7=
M M, _
»»»»»» n__ n—1 __}_ Vn
A A

Die Addition der Lasten von der Mitte nach links bis zum Auflager
fortschreitend liefert die Werte der Querkraft, die Addition der V
von V; nach rechts bis zur Mitte fortschreitend liefert die durch 1
geteilten Werte der Momente.

EinfluBlinien.
Der Balken sei nur durch eine Last von der Gré8e der Krafteinheit,
P =1, belastet, die rechts des Punktes » steht und vom rechten Auf-
lager den Abstand b hat. Dann ist

= P.
‘“‘“—’r ! > Lo die Querkraft in Punkt v
A SEP— 5 Vo=1-5,
/_ wenn b .
G, i Ny = ist.
M; l
1\1 — M= Z,'l Wandert nun die Last P=1 vom
.+7W rechten Auflager bis v, so durchlauft
ia,’ ¢ b alle Werte von 0 bis 2". Der zu jeder

Abb. 34.

G, X
M—;
e Ty
5 i L] ?vi’HU = i
+‘7 2,
i [

Abb. 34a.

Laststellung b gehorende Wert 1, werde
von einer Wagerechten von der Lange {
aus in dem durch b bestimmten Punkte
als Ordinate in einem ZahlenmaBstab
aufgetragen (Abb. 34), dann bestimmen
die Endpunkte der Ordinaten eine Gy
bezeichnete Gerade, da #; linear in b ist.

Auf der Lotrechten durch a schneidet
@, die Strecke a a’ ab, welche in dem zur Auftragung der Ordinaten
gewihlten MaBstab infolge b = I den Wert 1 hat.
Eine Last P = 1 links des Punktes v, deren Abstand vom linken
Auflager a ist, erzeugt
y,=1'=9

l

"1=+1'77a:

wenn a

Wandert die Last P =1 vom linken Auflager bis v, so durchlauft a
alle Werte von 0 bis . Wird nun 7, von der oben bezeichneten Wage-
rechten in derselben Weise aufgetragen wie #;,, und zwar nach der ent-
gegengesetzten Seite, da das Vorzeichen negativ ist, so bestimmen die
Endpunkte der Ordinaten #, eine Gerade G,. G, schneidet auf der
Lotrechten durch b die Strecke b b’ ab, welche infolge @ = I den Wert
—1 hat. G, und Gy sind Parallele im Abstand 1. Wird aa’' =1,
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bbb’ = —1 in einem beliebigen MaBstab aufgetragen, so ist G, durch
die Punkte ¢ und &', Gy durch die Punkte b und o’ festgelegt. G, und G,
geben durch ihre Ordinaten den Wert der Querkraft an, den die Last-
einheit in der durch die Abszisse bezeichneten Stellung erzeugt, und
zwar @, fiir die Strecke a bis v, Gy fiir die Strecke v bis . Die erste
wird negative Beitragsstrecke, die zweite positive Beitragsstrecke, ent-
sprechend dem Vorzeichen der Querkraft, genannt. Der Linienzug a,
¥y, Up, b wird EinfluBllinie fiir die Querkraft im Punkte » genannt,
die Wagerechte heiit Nullinie und die Fliche zwischen der Einfluf3-
linie und der Nullinie EinfluBfliche. Der Schnittpunkt der Null-
linie mit der EinfluBlinie wird Nullpunkt oder Belastungsscheide ge-
nannt, da er die positive Beitragsstrecke von der negativen-scheidet.
Die Nullinie kann offensichtlich jede beliebige Neigung gegen die Wage-
rechte haben, wenn die Projektion ihrer Lange auf die Wagerechte
gleich [ ist, es ist jedoch meist zweckméafig, eine wagerechte Nullinie
zu wahlen. .

Die in Vorstehendem fiir die Querkraft erlauterte Darstellung kann
fir jede statische GroBle durchgefithrt werden. Man berechnet die
Werte einer statischen GroBe Z, welche durch die Lasteinheit P =1
in allen moglichen Laststellungen bei unverdnderter Lastrichtung erzeugt
werden, und bestimmt durch diese Werte eine Linie, deren Abszissen
in der zur Lastrichtung rechtwinkligen Geraden durch die Laststellung
angegeben werden. So erhdlt man die EinfluBllinie fiir die statische
GroBe Z. Positive und negative Werte sind auf entgegengesetzten Seiten
der Nullinie aufzutragen. Der Ubersichtlichkeit der Darstellung zuliebe
sollen positive Werte auf der Seite der Nullinie, nach welcher die posi-
tive Lastrichtung weist, bei lotrechten Lasten also nach unten, negative
Werte nach oben aufgetragen werden. Die EinfluBlinie stellt danach
durch ihre Ordinate den Wert der statischen GroBe Z, der durch die
Lasteinheit erzeugt wird, als Funktion der Laststellung dar. Be-
zeichnet #,, die Ordinate der EinfluBlinie im Punkte n, so erzeugt die
Last P, in demselben Punkte den Wert

Z=P n* Mn>
und durch mehrere Lasten entsteht
Z=2 P. 1. (51)

Die EinfluBlinie 148t sofort die Laststellung erkennen, in welcher
ein Maximum oder Minimum der statischen Grofle entsteht. Volle Be-
lastung der positiven Beitragsstrecken bei unbelasteten negativen
erzeugt max Z, volle Belastung der negativen Beitragsstrecken bei un-
belasteten positiven erzeugt minZ. Haben die Lasten verschiedene
GroBe, so sind dabei die groften Lasten in die Punkte der absolut
groBten Ordinaten % zu stellen.

Im allgemeinen liegt der Fall mittelbarer Belastung vor. Die Last-
einheit, die iiber einem Lastknoten steht, erzeugt denselben Wert wie
‘die unmittelbar wirkende in derselben Stellung. Mithin sind die Ordi-
naten der EinfluBlinie fiir mittelbare und unmittelbare Belastung in
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den Lastknoten identisch. Die Lasteinheit, die zwischen zwei Last-
knoten » — 1 und v steht, ist durch die ihr parallelen Seitenkriafte in
v — 1 und v zu ersetzen, da sie meist durch Zwischentriger von der
Art des einfachen Balkens auf die Lastknoten iibertragen wird. Nach

Abb. 35 ist also 1% ' ¢
P=7 Pv—lzl'—jj: Pv:1°7.
5 i
A Sind nun #,_; und 7%, die Ordinaten der Einfluf}-
Fo-1 %  linie in ¥ — 1 und v, so ergibt sich fiir die Ordinate
] T in der durch £, {’ bezeichneten Stellung der Wert
NI ¢, 8
Abb. 35. M=To-1r 7

Da # in £, {’ linear ist, folgt, dafl die Einflufllinie fiir mittelbare Be-
lastung zwischen zwei benachbarten Lastknoten eine Gerade ist. Da-
nach wird die EinfluBlinie fiir mittelbare Belastung gewonnen, indem
die Werte berechnet und als Ordinaten aufgetragen werden, welche
die in den Lastknoten stehende Lasteinheit erzeugt, und die End-
punkte der benachbarten Ordinaten durch Gerade verbunden werden.

Abb. 34 stellt die EinfluBlinie der Querkraft ¥V fiir unmittelbare
Belastung dar. Sind im Falle mittelbarer Belastung » — 1 und v zwei
benachbarte Lastknoten (Abb. 34 a), so gilt G, von a bis v — 1, G} von v
bis b und die Gerade (v — 1),, v, fiir die Strecke zwischen den Knoten
v — 1 und ». Die Querkraft zwischen beiden Lastknoten ist konstant.

Um die EinfluBlinie fiir das Moment im Punkte » des einfachen
Balkens zu finden, werden die Werte des' Momentes berechnet, welche

die Lasteinheit rechts und links von
7 o stehend erzeugt. Aus der Last-

stellung rechts entsteht nach Abb.36

m=1.2.4,

¥ {

aus der Laststellung links entsteht

Abb. 36.

o a 4
b_lhi M=1. 7 X .
Der erste Wert ist linear in b, der zweite linear in @, mithin ist die
Einflufilinie rechts von v eine Gerade G, links von » eine Gerade @, .
Da der Laststellung in » b = 2’ und a = x entspricht, haben G, und G,

’

in v dieselbe Ordinate @_l:v_ Die Geraden @, und G4 schneiden sich

auf der Lotrechten durch v». @, schneidet auf der Lotrechten durch a
die Strecke aa’ =z, G, auf der Lotrechten durch b die Strecke
b b" =z’ ab. Die EinfluBfliiche fiir das Moment im Punkte v ist dem-
nach ein Dreieck, dessen Spitze lotrecht unter » liegt, dessen Seiten
durch @ a’ = z und b b’ = ' festgelegt sind. Zwei dieser Stiicke geniigen
zur Zeichnung der EinfluBlinie. Liegt der Punkt v zwischen zwei Last-
knoten, so ist die Spitze des Dreiecks durch die Gerade abzuschneiden,
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welche die Endpunkte der Ordinaten in den beiden Lastknoten links
und rechts von v verbindet. ‘

Zur Ermittlung der groBiten Querkrafte und Momente, die durch
einen Zug von REinzellasten erzeugt werden, kann man die EinflufB}-
linien verwenden. Schneller zum Ziele fithrt jedoch die Zeichnung
eines Seilecks. Handelt es sich um die groBiten Werte der Momente,
so wird das Seileck zunichst ohne SchluBllinie gezeichnet. Die un-
giinstigste Laststellung, d. h. die Stellung, in welcher der grofite Wert
entsteht, wird durch Verschieben des Balkens unter den Lasten und
Vergleich der in den moglichen Stellungen entstehenden Werte gefunden.
Die grofiten Werte der Querkrifte erhilt man in der Ordinate des sog.
A-Polygons, eines Seilecks, welches mit der Polweite I zu den Lasten
gezeichnet wird. Dabei sind die Lasten von b nach links in der Reihen-
folge fortlaufend zu stellen, in der sie von » nach rechts auf dem
Balken stehen. Die Ordinate in v gibt A = V. fiir die bezeichnete
Laststellung an. ’

Die durch die Lastenziige der Reichsbahn entstehenden Werte
Vinax und M., sind den Tabellen zu entnehmen, welche fiir die Stiitz-
weiten von 10 bis 160 m aufgestellt sind?).

25. Der biegungsfeste Stabzug Z%”//V,w
ist ein Tragwerk aus p biegungsfesten
Staben, ‘die in ihren Endquerschnitten
durch p — 1 steife Ecken untereinander
verbunden sind. Die Stabachsen bilden
entweder eine einzige, in den Knoten-
punkten geknickte Linie (Abb. 38 und 41) Abb. 37a.
oder sie verzweigen sich in einzelnen
Knotenpunkten in zwei oder mehrere
Aste (Abb. 44 und 46). Man zerlegt den
Stabzug in die einzelnen Stabe, indem man
Schnitte durch die Stabenden unmittelbar
neben den Knotenpunkten fiihrt und die
inneren Kréafte in den Schnittflichen als
auBere Krifte N, V, M anbringt, welche
einerseits auf die Stibe, andererseits auf
die Knotenpunkte wirken. Letztere seien
N', V', M’ bezeichnet, um sie in folgen-
dem von den gleich grofien, aber entgegen-  Anp

gesetzt gerichteten N, V, M zu unter- d
scheiden. Abb. 37a stellt die an Stab n Rrvrt
anzubringenden, Abb.37b die auf den Abb. 37b.

Knotenpunkt n wirkenden Kréfte und
Momente dar. Der Knotenpunkt muB als Scheibe aufgefalit werden.
Daher bestehen drei Gleichgewichtsbedingungen, deren eine, die

1) Vorschriften fiir Eisenbauwerke. 1925.
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Gleichung (n), bedingt, dall die beiden auftretenden Momente gleiche
GroBe haben. Die beiden anderen lauten

(¥o0) N;‘L+1,l ©COSQpyq + V;’L-(-l,l - sin ¢, — Ny, cos @,
- V;wSin‘pn—*‘ Pna: =0,
(Weo) Ny, SIN @ gy — Vats,1s COS@niq — Nopy e singy
+ Vh,-cose,+ Py =0.
Nuii, Visrss My werden zu ibrer Mittelkraft Rj,,; und ebenso
N,., Vi., M, zu ihrer Mittelkraft R;, zusammengesetzt. Am
Knotenpunkt n greifen die Krifte P,, R;,;;, Ry, an. Ihre Kraft-
linien miissen sich also in einem Punkte n’ schneiden. Die Lage des-
selben auf der Kraftlinie P,, bestimmt durch die Strecke e = nn’,
ergibt sich aus
d M, = e[Npyq,0-8in (G — @usr) + Vg 008 (G — @uyd)]
oder
]l[n =e [N;H‘ - sin (Cn - (pn) -+ V;Lr + COS (Cn — ‘pn)] .
Der Faktor von e in der ersten Gleichung ist die Seitenkraft der Kraft
Ry 1, nach der Rechtwinkligen zur Kraft P,, der Faktor von e in der
zweiten Gleichung die Seitenkraft der Kraft R;, nach derselben Rich-
tung. Infolge des Gleichgewichts am Knotenpunkte sind beide Seiten-
krafte gleich groB.

In derselben Weise seien Nj;, V5, M, _; zu ihrer Mittelkraft Ry,
und Ny, _ss Vaivy, My_q1 zu Ry, vereinigt; Ry;, R,y und P,_
schneiden sich in dem Punkte n — 1’ und erfiillen die beiden Gleich-
gewichtsbedingungen (woo), (Vo)

Am Stab n muB3 Gleichgewicht zwischen den Kraften R,;, R,, und
den Lasten bestehen, die etwa zwischen den Knotenpunkten n — 1
und 7 angreifen. Mithin schneiden sich nach Nr. 18 die Krifte R,,,
R,, und die Mittelkraft der Lasten in einem Punkte und erfiillen die
Gleichung (3). Sind keine Lasten vorhanden, so ist R,; = R,,, und
ihre Kraftlinie die Gerade n — 1’ n'.

Damit gelangt man zu folgendem SchluB: Ist R,_;, nach GroBe,
Richtung und Lage bekannt, so ist durch die Gleichgewichtsbedingungen
des Knotenpunktes n — 1 R,; und danach durch die Gleichgewichts-
bedingungen des Stabes n R,, bestimmt. Dieser Schlufl lafit sich
fortsetzen und umkehren. Danach konnen fiir einen Stabzug der ersten
Art alle Krifte R nacheinander ermittelt werden, sobald die duleren
Krifte in einem der beiden Endpunkte gefunden sind. An einem ver-
zweigten Stabzug kénnen die Krifte R fiir jeden Ast ermittelt werden,
indem in den Endpunkten begonnen wird, wenn alle duBleren Krifte
bekannt sind. In den Knotenpunkten der Verzweigungsstellen erhalt
man dann ebenso viele Krifte R’, als Aste vorhanden sind, welche die
drei Gleichungen >'M = 0 erfiillen.

Die Bedeutung der Krifte R,; und R,, erhellt aus folgender Uber-
legung. Die Kraft Ry, ist im Gleichgewicht mit allen duBeren Kriften
an dem Teil des Stabzuges links des Stabes n, zu dem auch der Knoten-
punkt n — 1 mit der Last P,_; zu rechnen ist. Mithin ist R,; die

(52)
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Mittelkraft der genannten duBleren Krafte. Ebenso folgt, dafi R,, die
Mittelkraft aller duBeren Krifte an dem Teil des Stabzuges rechts des
Stabes 7 ist, zu dem auch der Knotenpunkt » mit der Last P, zu rechnen
ist. Fiir den Punkt » der Stabachse zwischen den Knotenpunkten » — 1
und 7 treten nach Nr.23 zu R,; die Lasten P,; hinzu, die zwischen
n — 1 und v angreifen, und zu R,, die Lasten P,,, die zwischen v
und n angreifen. Mithin ist R,; die Mittelkraft aller duBeren Krifte
links von » und R,, die Mittelkraft aller duBleren Krifte rechts von ».
Da R,, = R,, ist, kénnen die Indizes I und r fortgelassen werden.
Die Kraftlinien aller Kréfte R bilden ein Polygon, dessen Eckpunkte
auf den Kraftlinien der dulBleren Krifte liegen. Der Bedeutung der
Krifte wegen wird es Mittelkraftpolygon genannt.

Die Rechtwinklige zur Stabachse in » schneidet die Kraftlinie R,
in o', und es sei u, = v v’ positiv rechts der Kraftrichtung R,. Wird
nun R, in die Seitenkrifte N, und ¥, zerlegt, so zeigt sich, daB

Mv:Nv'nv

ist. Auf jeder Strecke der Stabachse, auf welcher R sich nicht dndert,
andern sich nur die Momente, und zwar linear. Sind also die Momente
in zwei Punkten der Strecke gefunden, so sind sie in allen Punkten
bekannt.

Durch den dargestellten Rechnungsgang werden alle Krifte B nach-
einander schrittweise ermittelt. Da R, die Mittelkraft aller duBeren.
Krafte liks oder rechts von v ist, konnen ihre Seitenkrifte auch un-
mittelbar nach den Formeln (42), (43), (44) durch die duBeren Krafte
ausgedriickt werden.

sz—‘Zle'COS(pn _ZQly'Sin(pna
Mv = _ZQM (yv - ym) +ZQZ1} (39'7, - xm) s
V= —Zle - sin on T+ Qly * COS @y,

Nv=+ZQrmCOS(pn +Z.ersm(pn:
M,= +ZQrm (¥ — ym) "‘Zer(xv'_ L)
Vv=+ZQrz'Sin(pn -"Zry'COS%L-

Zm, Ym sind die Koordinaten der Angriffspunkte der suBeren Krifte.
Die Formeln koénnen auch aus Gleichung (41), Seite 37 durch ge-
eignete Wahl der virtuellen Verriickungen abgeleitet werden. Ein-
facher ist die Querkraft durch die Differenz zweier Momente nach
Gleichung (34), Seite 31 auszudriicken. Ist a ein Punkt links, b ein
Punkt rechts von v, ferner 4 gleich der Strecke a b, und #ndert sich R
zwischen o und b nicht, so ist

oder

V;i,i = -)l(lllb -_— .Z"Ia,) . (53)

Meist wahlt man hierbei die v zunéchst liegenden Knotenpunkte bzw.
Angriffspunkte der duBeren Kréfte. Fiir den Ast eines verzweigten
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Stabzuges benutzt man am einfachsten die Ansitze aus Q; oder @,
je nachdem der freie Endpunkt des Astes links oder rechts von v liegt.

Stabzug der Abb.38. Der Augenpunkt sei fiir alle Stabe im
Innern des Stabzuges gewihlt. Die Lasten seien in die lotrechten
Seitenkriafte P, und wagerechten Seitenkrifte P, zerlegt, die im
Gegensatz zu den @,, @, in Rich-
tung der negativen Y- bzw. X-Achse
positiv eingefiihrt werden. Die Stiitz-
krafte sind

1 Wl wl
A:'T(Z-Py‘b‘*‘sz'ym);

1
BZT(ZPy‘a“ZPx'?/m):
C =

> P,.
Die Normalkraft in einem beliebigen Punkte v der Stabachse ist
N, =—Asing, — C-cos @, + > Py, sing, +> Py, cos g,
oder N,= B-sing, — > P,,sing, —> P,,-cosg,.
Das Moment in » ist
My,=4.-2—C-y—3Py(@—a)+2 Py — Yn)

M,,———B-x/—ZPTy(x,— b) —ZPrx(?/_ym)-

Nach diesen Formeln werden die Momente in den Knotenpunkten
1, 2, 3 und in 4, dem Angriffspunkt der Last P,, berechnet. Damit
sind sie auch in allen Zwischenpunkten bestimmt. Zur iibersichtlichen
Darstellung wird die Momentenlinie fiir jeden Stab gezeichnet (Abb. 39).

Es wird in Punkt I die Strecke I 1’ = ?% rechtwinklig zu Stab 1

oder

und die Strecke 1 1" = % rechtwinklig zu Stab 2 aufgetragen, ebenso
22 = Zlf_z rechtwinklig zu Stab 2, und 22" = MT2 rechtwinklig zu
Stab 3, 33" = % rechtwinklig zu Stab 3 und 33" = % recht-
winklig zu Stab 4, schliefilich 4 4’ = % rechtwinklig zu Stab 2. Die

Geraden ¢ 1' — 1" 4" — 4’2" — 2" 3' — 3" b bilden die Momentenlinie.
: Die Querkraft fiir alle Punkte des
Stabes 2 links von 4 ist

1
V = T (M4 — Ml) 5
fiir alle Punkte rechts von 4

1
V=7(M2_M4)'
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Um das Mittelkraftpolygon zu zeichnen, wird die Mittelkraft >'P der
Lasten P,, P,, P,, P, bestimmt. Im Kréfteplan (Abb.40b) wird
a; 1, =P, 114, =Py, 42, = P,, 2, b, = P; gemacht. Aus einem
beliebigen Pol P werden
die Polstrahlen Pa,, P1,,
P4,, P2,, Pb, gezogen,
und parallel zu den Pol-
strahlen wird das Seil-
eck 1", 47, 2", 3" in die
Kraftlinien der Lasten
(Abb. 40a) eingezeichnet.
Die Parallele zu Pa,
durch 1" und die Parallele
zu P b, durch 3" bestim-
men den Punkt P’ und
damit die Lage der Mittel-
kraft >'P. Die Grofe und
Richtung der Mittelkraft
ist durch die Strecke a, b,
des Krafteplanes gegeben.
Nunmehr wird gezogen:
Pb|ab,ba,a 0|ba,
b,0]|6'b. Dannist0a, =K,
der Mittelkraft von A4
und C, b,0=DB. 1’ er-
gibt sich auf der Kraft-
linie P, durch & a,
sodann wird gezogen
4|01, 42104,

23002, dann ist Abb. 40 b. \
3b||0b,. Esist K= Ry,
01, =Ry, 04,=—R,,, 02,=R;, 0b =R, also 4

al 42" 3 b das Mittelkraftpolygon. Sind 4, B, C durch.  Abb. 40a.

Rechnung bestimmt, so kann 0 gefunden werden, indem 4

und C zu K zusammengesetzt und a, 0|| K, b, 0 || B gezogen werden.

Das Mittelkraftpolygon ist weiter wie oben angegeben zu zeichnen.
Einen Sonderfall, der zur Bauart der Rahmen gehort, zeigt Abb. 41.

Der linke Pfosten, Stab I, sei durch eine wagerechte Last W belastet.

h

—A:B:W% — - 4

C=—W. wl
. Aus Q, ergibt sich | 4 Ls
My=—C-hy=W-h ¢ la fo

aus @, _ZT‘“Z“—_’

M,=0, M,=B-l=W-h. Abb. 41.
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Die Abb. 42 zeigt die Momentenflichen. In Abb. 43 sind die Mo-
mentenflichen fiir eine Belastung des rechten Pfostens, Stab 3, dar-

e gestellt. Es ist
WWWWM,E - 7 2 zz’i A:—B=Whl—e,
=’ A w o= W
5 b M, =—C-h=—Wh,
o Abb. 42. Abb. 43. My=—W-e.

In dem verzweigten Stabzug der Abb.44 sind vier steife Ecken
vorhanden, némlich je eine in den Knotenpunkten 7 und 3 und zwei
im Knotenpunkt 2. Ferner sind fiinf Stibe und drei Stiitzen sowie
sechs Knotenpunkte vorhanden. Da 2:6 =5 + 4 4 3 ist, ist das
Tragwerk stabil und statisch bestimmt.

Die Stiitzpunkte ¢ und b haben je eine lotrechte, der Stiitzpunkt ¢
eine wagerechte Stiitze. Fiir lotrechte Lasten ist ¢ = 0 und das Trag-
werk unterscheidet sich nicht von dem oben behandelten. Durch die

in der Abbildung dargestellte wagerechte Last entsteht
—A4d=+4+B=P % ,

C= P.

Der Augenpunkt fiir die Stabe 1, 2, 3, b liege im Innern, fiir Stab ¢
links desselben. Im Knotenpunkt 2 miissen die Endpunkte der Stibe
2, 3, ¢ unterschieden werden, sie seien 21, 2r, 2 u bezeichnet. Fiir
den Ast a, 1,2 ergibt sich aus @ hy-e

Mi=+4+A-e =—P 7

l h
M, = A.§:_P_2L,

fiir die Aste 2, 3, b und ¢ ergibt

\& sich aus @,
¥ h, -
1.’1;' M3 = B-e :+P 1le:
2]
l h
M,, = BTZ— = P2—1,

Myy,=—C-hy=—P-Fh.
Die Gleichgewichtsbedingung (2) fiir Knotenpunkt 2 lautet
le - Mzr“ Mzu: 0,

da M,, und M,, links, M,; rechts drehen. Sie wird durch die be-
rechneten Werte der Momente erfiillt. Abb. 45 zeigt die Momenten-
flichen. Das Mittelkraftpolygon besteht ebenso wie der Stabzug selbst
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aus drei Asten a, 1’,2' fir a,1,2; 5,2 fir b,3,2 und ¢, 2 fir c, 2.
Punkt 1’ ist der Schnittpunkt von 4 und P, Punkt 2’ der Schnitt-
punkt von B und C.

Das Tragwerk der Abb. 46 weist im Knotenpunkt 2 eine Verzwei-
gung in vier Aste auf. Stab 4 sei in seinem Endpunkt durch die wage-
rechte Last P belastet. Die Augenpunkte seien wie im vorhergehenden
Falle gewahlt, Stab 4 und ¢ haben denselben Augenpunkt.

_Ad—ip—phTth +k, ”"ﬂ

C= P.
Aus @; folgt

M, =A4A-e =__pgi1i1@£, 2
My, =A4-1 =—Pﬁ+l_kz)j,
Myg=P-hy. y ‘

Aus @, folgt - é I3

M, = B-e :+P@_‘tl%’ 7P//z,+ﬁz):‘ﬁ-/z,f

M, = Bl = P(’ll_Jrl’iz)ﬁ,

My, =—C-hy=—P-h,. al é?
Die  Gleichgewichtsbedingung (2) A[* g
lautet . i

Myr+ Myo — Myr — My =0, Abb. 46.

sie wird durch die berechneten Werte erfiillt. Der Schnittpunkt 2’ der
vier Krifte R fir den Knotenpunkt 2 liegt im Unendlichen.

6. Gelenktriiger.

Die einzelnen Scheiben eines Gelenktrigers, dessen Stiitzkrifte be-
rechnet sind, sind bei Ermittlung der Querkrifte und Momente ent-
weder als einfache Balken oder als Kragtriger zu behandeln. Der Krag-
triager ist ein Balken,

dessen Stiitzpunkte  [# ;4 a # 7 Y ks
nicht in seinen End- £ PERGEY - P i _40
punkten liegen. Der ¢ %™ * P DR P ‘
Teil des Trigers zwi- T A, 47 b

schen dem Endpunkt

und dem néchstgelegenen Stiitzpunkt wird Kragarm genannt.
Die Aufgabe, die Querkrifte und Momente eines Gelenktrigers

beliebiger Gliederung zu bestimmen, ist danach durch Angabe der

bezeichneten statischen Grofen fiir den einfachen Balken und das Trag-
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werk der Abb. 47 erschépft, dessen Scheibe II ein Kragtriger von der
Stiitzweite I mit zwei Kragarmen ist. Die Balken I und I/I kommen
dabei deshalb in Betracht, weil ihre Belastung durch die Gelenkdriicke
in g, und g, auf den Kragtrager wirkt. Nach Nr.20 erzeugen die Lasten
P; den Gelenkdruck

1 .
Gl:l— ZPI'(Z
1

und die Lasten P,

1
1 ZPIII'b
11

Beide Gelenkdriicke sind als Lasten aufzufassen, welche den Kragtriger
in g, und g, belasten.

Die Lasten, welche auf dem Kragtrager zwischen den Stiitzpunkten a
und b stehen, seien P, die auf dem linken Kragarm P’, die auf dem
rechten Kragarm P’ bezeichnet. Pj; bezeichne alle Lasten auf dem
Kragtriager, wenn die Unterscheidung der Laststellung nicht nétig ist.
Die Abstande der Lasten von den Stitzpunkten seien @ und b, @ negativ
links vom Stiitzpunkt @, b negativ rechts vom Stiitzpunkt 5. Der
Punkt v der Geraden a b sei durch seine Absténde z, ' von den Stiitz-
punkten @ und b bestimmt, wobei den Punkten links von a ein nega-
tiver Wert x, den Punkten rechts von b ein negativer Wert «’ zugehort.
Die Querkrafte und Momente sind auf dem linken Kragarm

Vo=—1XPr-a—3P,

l P

M,= —deﬂZPI a+2>'Pjla—a),

auf dem rechten Kragarm
1
= +T“ZP111 b+ 2P,
111
Ayt

M, =
° iy

D Prr-b+ 2> P (b—7),

a — « und b — 2’ sind negativ, da die absoluten Werte a > » und b > a”
sind. Uber den Stiitzpunkten entstehen die Stiitzenmomente

M,= —-‘fl NPra+>P -a

(54)
d al 74
HZPIII b +\P

Innerhalb der Stiitzweite ! entstehen durch die Lasten P

1 R O
Vv:*Z‘ZP'b_ZPl:VOuy

M, =

=Z3P-b+ T 3Pa= M.
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Den Einflu der Lasten P; und P’ driickt man am einfachsten
durch M, aus. G, und allen P’ sind V, und M, statisch gleichwertig.
Da die Kraftlinie von V, durch a geht, hat V, auf B keinen EinfluB,
und es ist

1

a

B=gte A R A

|
der durch alle Lasten 2 G ! ;

P, und P’ erzeugte et ¢ {
Stitzdruck. Mithin |, W\\ |
ist G 0 |

V,=—B= ! M i,ﬁ‘ I W 7, ,

A A LDt N

, 2 Abb. 48. 4

i
!

In derselben Weise ist der Einflul der Lasten Pj;; und P’ durch M,
auszudriicken. Aus

M,=B-x'=--M,.

A:%m

fol 1
olgt y,

u
+
R
I
=

M:Aw:%M%
Mithin erzeugt volle Belastung

Vv = I/rov - —;— (J’[a _Mb) ’
/ (55)
Mv":MOv"l" xT'Ma"' %Mb'

Voo und My, sind nach Nr.24 die Querkraft und das Moment des
einfachen Balkens. :

Die Momentenflache jedes Kragarms wird zweckmifBig mit Hilfe
eines Seilecks dargestellt, welches mit der Polweite H zu den Lasten P;
und P’ einerseits und den Lasten P,;; und P’ andererseits gezeichnet
ist. Abb. 48 zeigt das Seileck fir den linken Kragarm. In diesem
wird die SchluBlinie ¢'g{ eingetragen und im zugehérigen Krafteck
Of| ¢ g gezogen. Trennt der Punkt % im Krafteck die Lasten P,

und P, so ist f & =LZPI- @ = @,;. Mithin ist der absolute Wert.
b
der Ordinate #, des Seilecks, bezogen auf die Gerade ¢’ g/,

Ny = 1 [dl - ?{-ZPI -a—>Pj(a — x)
H I -
und
M,=—H.u,
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Fir die Stiitzweite a b werde My, durch ein Seileck zu den Lasten P
mit der Polweite H dargestellt, also

My,=H- How
dann ist nach Gleichung (55)

4

Mv:H[WOv_ (i;“%—l--l{ﬂb)} .

Die beiden letzten Glieder sind gleich der Ordinate eines Trapezes im
Punkte v, dessen Ordinate in @ =1,, in b =1, ist. Damit ergibt
sich die in Abb. 49

2 12 1B 1B R
, a l P Vel ° & dargestellte Momen-
# iﬁ tenflache.

f' Das Moment im
2 A ey S Punkte v jedes Krag-
2 7 armes kann auf das

3 . .
“ 00 7, Moment eines ein-
0 & i fachen Balkens zu-
2 | wm Mﬂm ) ml riickgefithrt werden.
% In Abb.48 ist ¢’ 2’
die SchluBlinie eines

Abb. 49.

4 in ¢ und v gestiitzten,

durch P; und P; be-
lasteten Balkens. Alsoist H -1, gleich dem Moment der dulleren Kréfte im
Punkte g des einfachen Balkens von der Stiitzweite I; + d; + x, welches
M, , bezeichnet sei. Nun ist

i+di+=
Ny =1y ZI———,
also folgt
Mvz_H.nvz_Mog.ZIJr%{ﬂ
und mit x =0
I +d
M, =—M,, Il, I

Der Balken von der Stiitzweite I; + d; + x heiBt stellvertretender
Balken. Seine Stiitzweite &ndert sich demnach mit dem Ort des ge-
suchten Momentes.

Zur Ermittlung der EinfluBlinien wird der EinfluB einer Einzellast
P, = 1 untersucht. Im Punkte v des linken Kragarmes entsteht durch
eine Last rechts von v V, =0, M, = 0. Aus P; = 1 entsteht

Vv:—la

M,=1(a —2),
ferner aus P, =1 @

Vy=—1—
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‘Danach bestehen die EinfluBlinien fiir ¥V und M aus zwei Geraden,
die sich lotrecht unter g; schneiden und in ¢ einen Nullpunkt haben.
Die Ordinate der EinfluBlinie V, hat zwischen ¢, und » den Wert —1
(Abb. 50). Die EinfluBlinie M, hat in » einen zweiten Nullpunkt.
Die Gerade fiir die Strecke g, v hat in ¢ die Ordinate —(I; 4 d; + 2),
da a = —(l; +d;) zu setzen ist. Die EinfluBlinie ist demnach ein
Dreieck, dessen Spitze unter g, liegt, dessen Seite ¢’v durch die lotrecht
nach oben aufgetragene Strecke c¢c¢' =1, + d; + « bestimmt ist

pe—a— - @

[P
e T
ety gL dy lg——>
e e T
! ,ldlf.z\l'/—ll

N

AWWWW Ul
Abb. 50. 1, It
7

[ T
:

Lt dpr >
)

(Abb. 51). Zu diesem Ergebnis fiithrt auch die oben nachgewiesene
Tatsache, daB M, dem Moment M,, des stellvertretenden Balkens
proportional ist.

Im Punkte v zwischen den Stiitzen entsteht durch Py, =1

b b

szl-T, M,,:l-—l—-x

und durch P;; =1
a a |,
Vg:-—l'_l, Mvzl—l—-x.

Danach ist die EinfluBlinie ¥V, und M, rechts von v die Gerade G,
deren Nullpunkt in b liegt, und links von » die Gerade G,, deren Null-
punkt in @ Hegt. In allen Punkten zwischen @ und b decken sich G,

Griining, Statik. 7
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und @, mit den entsprechenden Geraden der REinfluBllinien fiir die
Querkraft und das Moment des einfachen Balkens von der Stiitzweite I.
Aus P; =1 entsteht

V,=—B=1

a-dl . (I/'dl'.%'/
1.1 ° My = — 1.1

Die EinfluBlinie ist eine Gerade, deren Nullpunkt in ¢ liegt. deren
Ordinate in g, infolge @ = I; denselben Wert hat wie die Ordinate der
Geraden G,. Ebenso ergibt sich fiir die Strecke III eine Gerade, deren
Nullpunkt in d liegt und deren Ordinate in g, denselben Wert hat wie
die Gerade G, .

Danach sind die Einflufllinien in folgender Weise zu zeichnen.
V, in Abb.52. Es ist aa’ =+1, bb" = —1 aufzutragen. Sodann
sind die Geraden a’ b bis g5, b’ a bis ¢{, g5 d, g ¢ und im Falle mittel-
barer Belastung v — 1’, v, im Falle unmittelbarer Belastung die Lot-
rechte v’ v' zu ziehen. M, in Abb.53. Es ist a o’ = 4z, bd' = + o'
aufzutragen. Sodann sind die Geraden o' b bis g3, b’ a bis g7, g5d, g{ ¢
zu ziehen. Die Geraden a’ b und b’ @ schneiden sich auf der Lotrechten
durch ».

Auf dem Kragarm treten nur negative Momente auf. Die groBiten
absoluten Werte M, entstehen durch volle Belastung der Strecke
zwischen dem Gelenk und v sowie des im Gelenk gestiitzten Balkens.
Dabei sind die schwersten Lasten iiber das Gelenk zu stellen. Die
Werte My, sind durch Auswertung der EinfluBlinien oder ein Seileck
zu ermitteln. Handelt es sich um Lastenziige, fiir welche die Momente
des einfachen Balkens in Tabellen gegeben sind, so gelangt man am
schnellsten mit Hilfe des stellvertretenden Balkens zum Ziele.

Zwischen den Stiitzen o und b treten positive und negative Mo-
mente auf. Die Werte M, entstehen durch volle Belastung der
Strecke @ b und unbelastete Strecken ca, bd. Die Werte sind also
ebenso zu berechnen wie im Falle des einfachen Balkens. Die Werte
My entstehen durch volle Belastung der Strecken ca, bd bei un-
belasteter Strecke a b, sie sind also aus den kleinsten Stiitzenmomenten
zu ermitteln.

27. Dreigelenkbogen und die verwandten Bauarten,

Stabbogen oder Kette, die durch einen Scheibenzug von zwei Scheiben
versteift sind, weisen in den Formeln fiir die Querkrafte und Momente
keinen Unterschied auf. Eine Verschiedenheit besteht lediglich in der
Bedeutung der Horizontalkraft H, welche im Falle des Bogens eine
Druckkraft, ,,Horizontalschub®, im Falle der Kette eine Zugkraft,
»Horizontalzug*, ist. Nach Nr. 19 und 21 ist infolge lotrechter Lasten

Aonm, B:B(), H:—;"Moy.

Beim Stabbogen und der Kette setzen sich 4, und B, aus zwei Kriften

Zasammen AO _ A + Ki,’ BQ — B + K;/
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Zwecks Aufstellung der Formeln fiir das Moment und die Querkraft
im Punkte » links des Gelenkes g wird K; in der Kraftlinie bis zu dem
Punkte v’ verschoben, in dem die Lotrechte durch » die Kraftlinie
schneidet und in die lotrechte und die wagerechte Seitenkraft zerlegt.
Mithin ist fiir den Dreigelenkbogen, da K; = H -seca ist,

MDIAo'x—ZPl(x—H/)—H':I/.
Nun ist
Ay -2 — 2Pi(x — a) = My,,

dem Moment der duBeren Krifte am einfachen Balken von der Stiitz-
weite [, also folgt

M,=Moy,— H-y. - (56)

Fiir die normal zur Bogenachse gerichtete Querkraft des Dreigelenk-
bogens ergibt sich (in Abb. 13 ist & negativ)

7 H .
Vy= (49— > P)) cosqp, — cosa sin (g, — &)

AO —ZPI = VOU)
Vo-secq, = Voo — H(lgg, — tgx). (57)

und mit

Fir die Punkte v rechts des Gelenkes gelten dieselben Formeln, wie
ohne weiteres ersichtlich ist, wenn man ¥ und M aus den Kriften @,
ansetzt.

An dem Versteifungsbalken des Stabbogens und der Kette (Abb. 20
und 22) greifen die Stiitzkrifte 4, B, die Lasten P und die Spann-
krafte Z in den lotrechten Stiitz- bzw. Hangestiben an. Nach Nr. 23
sind die zur Gruppe @; gehorenden Spannkriafte Z;, durch K; und K,,,
die zur Gruppe @, gehorenden durch K, und K,, zu ersetzen, wenn K,
die Kettenkraft in dem Stab bezeichnet, der von der Lotrechten durch v
in v" getroffen wird. K; wird nach Nr. 21 zerlegt in K] und K;', ferner K;
in Punkt ' und K,; in Punkt ¢ in die wagerechten und lotrechten

Seitenkrafte. Dann liefern K; und K, zu M, die Beitrige
K/ -x—H-y
Ky — H(tgp, — tg&),

und zu V,-secf

wenn die Achse des Versteifungsbalkens gegen die Wagerechte unter
dem Winkel § geneigt ist. Mithin ergeben sich fiir beide Bauarten

M,= (4 +K2')x—ZPl~(x—a) —H.y,
Vy-secf= A+ Kf— > P,— H(tgp, — tgoa),

also wiederum die Gleichungen (56) und (57).
Die EinfluBlfliche fiir das Moment ist als Differenz der EinfluB-
flache des Momentes des einfachen Balkens und der mit y multiplizierten

H-Flache darzustellen. Die H-Fliche wird infolge H = —fl- M,, aus der
EinfluBflache fiir das Moment des einfachen Balkens im Punkte g durch

T*
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Teilung durch f gewonnen. Man erhilt die y - H-Fliche in dem Drei-
eck, dessen Spitze auf der Lotrechten durch g liegt, dessen Seite G,

auf der Lotrechten durch o die Strecke I, - Y und dessen Seite G, auf

der Lotrechten durch b die Strecke I, - 7

Y

abschneidet. Damit ergibt

sich folgende Zeichnung der M,-Linie, wenn » ein Knotenpunkt ist

(Abb. 54). Es wird ¢ ¢’ = + 2 nach unten, b b’ = —1I, - fg aufgetragen

und die Gerade a’ b’ gezogen. Sodann werden die Schnittpunkte o', g’
der Geraden mit den Lotrechten durch » und g bestimmt und a ',

b
7
s
s be
1
3 i g % Abb. 54
.z‘l ] i 3"
/
a’ !
Y
|oo , }%Kty%-tgaf
a h
& Abb. 55.
7
a .
|
I ’
15
al_- » Abb. 56
7{

a

g’ b gezogen. Das Dreieck
av' b ist die M,,-Flache
mit der schrigen Null-
linie @ b’, das Dreieck a g b’
die H - y-Flache mit der-
selben Nullinie. Die Drei-
ecke a v’ » und ng b’ sind
also die Differenz beider
Flichen, ersteres mit posi-
tiver, letzteres mit nega-
tiver Ordinate. Das Drei-
eck ng’'b hat in allen
Punkten dieselbe Ordi-
nate wie ngb’. Mithin
ist der Linienzug a, ',
n, g, b die gesuchte Ein-
flufflinie mit der wage-
rechten Nullinie a b.

Die V,-Fliche bzw. die
V, - sec g,-Fliche ist als
Differenz der V,,-Fliche

und , der H (tgg, — tg&)-Fliche darzustellen. Es ist in Abb. 55

aa’ = +1 nach unten, bb' = — % (tg p, — tg ) aufgetragen und die

Gerade a’ b’ sowie a b’ | a’b’ zu ziehen. Sodann sind die Punkte
v—1" auf der Lotrechten durch »—1I1, o auf der Lotrechten durch
v, g auf der Lotrechten durch ¢ zu bestimmen und die Geraden
v—1'v", ¢’ b zu ziehen. Dann ist a, v—1', ' &’ die V,,-Fliche mit
der schrigen Nullinie a b’, ferner a, g, b’ die H (tg¢@, — tgox)-Fliche
mit derselben Nullinie. Da die Ordinaten der Dreiecke g g’ b und g g’ b’
in allen Punkten gleich sind, sind die Dreiecke a v—1' n;; n, v'n und
n g’ b die Differenz der V,,- und H (tg @, — tgo«)-Flachen. Das Drei-
eck 7, v’ n hat positive, die beiden anderen Dreiecke haben negative
Ordinaten. Der Linienzug a, v—1', v, ¢’, b ist also die V,-Linie
mit der wagerechten Nullinie @ . Die Abb. 56 zeigt die V,-Linie fiir
den Fall, dafl der Schnittpunkt » der Geraden &’ b und a b rechts
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von g liegt. Die Ordinate g g’ ist dann positiv und die EinfluBlinie hat
nur eine negative Beitragsstrecke a n; und eine positive », b.
Liegt v rechts des Gelenkes g, so ist zur Zeichnung der M,-Linie

¥
/

l
ist b0’ =—1, a0 =— 7” (tgg, — tg) entsprechend dem positiven

bb' =+, aa’ = —1,~ aufzutragen. Zur Zeichnung der V,-Linie

Wert nach unten aufzutragen. Im iibrigen ist nach den obigen An-
gaben zu zeichnen.

28. Kette und Stabbogen mit Versteifungsbalken aus vier Scheiben.

Fir jeden Punkt v des Versteifungsbalkens (Abb. 23) besteht die
Gruppe @; aus den Stiitzkraften und Lasten sowie den Spannkréiften Z,
in den lotrechten Stiitz- bzw. Hangestaben, die links von » liegen. Nach
Nr. 23 sind die Krafte Z; zu ersetzen durch K;und K,;, wenn » zwischen a
und b liegt, und durch K;, K,;, V;, wenn v zwischen b und c liegt.
Zur Aufstellung der Formeln wird K; in K; und Kj zerlegt. Weiter
wird, wenn v zwischen ¢ und b liegt, K; in Punkt »" in die lotrechte
und wagerechte Seitenkraft zerlegt. Liegt » zwischen b und ¢, so
wird K] in Punkt &' in die Seitenkriafte nach der Lotrechten und der
Geraden b’ ¢’ zerlegt, schlieBllich letztere in Punkt ¢" in die lotrechte
und wagerechte Seitenkraft. K,; wird in jedem Falle in Punkt »",
dem Schnittpunkt der Kraftlinie und der Lotrechten durch v» in die
lotrechte und wagerechte Seitenkraft zerlegt. Mithin ergibt sich mit
den in Nr. 22 eingefiihrten Bezeichnungen fiir Punkte der Scheibe I

M, = Ayx — X P —a)— H-y,
Vv:Al*‘ZPIZ‘—H(tg(pv“tg‘x):
fir Punkte des Kragarmes
My=A,( +dr+2) — 2 Pr(b+dp+2)+ 2 Pifa—2) — H-y,
Vo==A4;, — > P — > P — H (tgp, — tg&)
(bierin sind z, ¢ — z, ¥, & und ¢, negativ),
fiir Punkte der mittleren Offnung zwischen @ und b
M,= A, (;+d;+a)+Byax— D Prb+di+x) — D Pryx—a)—H-y,
va:Al +B1—“ZPIHZPIIZ—'H(tg‘Pv_tg“)-
In diese Formeln werden die Momente M,, und Querkrifte Vy, der
duBeren Krifte an dem Gelenktriger der Abb. 24 eingefiihrt. Dann
lauten die Formeln unabhingig von der Lage des Punktes v
My=My,— H-y, (58)
Vo="V1, — H(tgp, — tgx). (59)
Sie gelten auch fiir alle Punkte der Scheiben III und IV, da sie aus

den Kriften @, in derselben Weise abgeleitet werden kénnen, wie oben
aus den @;.
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Die Momente und Querkréfte der in den Abb. 25 und 26 dargestellten
Bauarten, in welchen der erste Ketten- bzw. Bogenstab an Scheibe I,
der letzte an Scheibe IV angeschlossen ist, werden ebenfalls durch die
Gleichungen (58) und (59) angegeben. Ist die Achse des Versteifungs-
balkens gegen die Wagerechte unter vy, geneigt, so gilt (59) fiir den
Wert V,:secy,. Jedoch ist y die Summe der Ordinate der Kette
bezogen auf den Linienzug a b’ ¢’ d und der Ordinate des bogenférmigen
Versteifungsbalkens bezogen auf den Linienzug a b, ¢, d. Man erhilt
die Formeln auf dem oben eingeschlagenen Wege, wenn man die Ketten-
krafte nach Nr. 22 zerlegt und die dort angegebenen Werte 4,, B,

Iy e lx H
e lp——led, > ! :‘—dr’:j‘;‘lﬁ’*‘:
1 1 1 '
e’ H
Abb. 57. am :.g . id
€ 0 : v :
/ 7 L
5 ! & i '
g’ ' i
Abb. 58. gt - G i
iz s o 7
o - o ;
ayLF ‘ e l
tth e c f '
‘ Ty : LB
Abb. 59. , )lﬁwe 7 v A
(4 H ' 1 !
a ie' | gT E i
1 1 1
| I b | C | |7
Abb. 60. ar= tz , i ; P! @
| 1 (/4 i 1] 1
| ! | : |
! Los ' , !
| ! ) 1 o }f/ ,
| ! U- ! |
Abb 6l 2~ = a
¢ ! 2
g

C,, D, einfithrt. Ein Unterschied besteht in der Normalkraft. Diese
verschwindet fiir die ersten Bauarten in allen Punkten. Fiir die

‘ten i
zwelten 1st N, = H - cosp,. (60)

Das positive Vorzeichen gilt fiir den Stabbogen, das negative fiir die
Kette. Der Horizontalschub des Bogens bzw. der Horizontalzug der
Kette wird durch den Versteifungsbalken aufgenommen.

1
Die EinfluBlinie fiir H erhalt man nach H = — M,, aus der M,
Linie. Es ist (Abb. 57) f

1 ) 1
7(l11 —dj), cc’ =+ 7(1111 — dp)
aufzutragen und &' ¢ bis /', ¢’ b bis ¢/, ¢’ a, ' d zu ziehen. Der Linien-
zug ae bg cf d ist die H-Linie. '

Die EinfluBiflichen fiir M, und V, sind als Differenzen der M,,-
bzw. V,,-Flachen und der entsprechend ihrem Faktor verzerrten

bb = +
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H-Flachen darzustellen. M, in Punkt » der Scheibe I, Abb. 58. Es

ist
—~ 5 (t — )

aufzutragen und zu ziehen b’ ¢ bis f', ¢’ b bis e’, a’ ¢’ iiber v', v' a, [’ d.
Dann ist ae’bg’ cf d die —H - y-Flache, av’ ¢’ die auf die Nullinie a e’
bezogene M, ,-Flache. Da letztere ebenso wie die H - y-Linie zwischen a
und e positive Ordinaten hat, sind sie zu addieren. Der Linienzug
av'ebg cf dist die M,-Linie mit der wagerechten Nullinie a d .

V, in Punkt v der Scheibe I, Abb. 59. Ist die GréBe des Winkels
@, < &, so ist (tge, — tg &) positiv, da beide Winkel negativ sind.
Dann ist

ad =+zw, bb':—%{“(ln—dl), e’ =

bt = — (tgp, — tg(x);—(l” —d), o’ =—(tgp, — tg “)’}—(lm"dn),
aa =-+1 aufzutragen und zu ziehen b’c bis f,c¢' b bis e, e a’
iiber o', ae’|a e iber v—1', v-1'v, fd. aebgcfd
ist die —H(tge, — tgx)-Linie, av—1"v ¢ die V,-Linie, also
av—1"vebg cf d die V,-Linie bezogen auf die wagerechte Null-
linie ad. Ist ¢, > &, dann sind die Strecken b b’ und ¢ ¢’ positiv, im
tbrigen andert sich die Zeichnung nicht.

M, in Punkt v zwischen » und ¢, Abb.60. Es ist

bV =—+a, o= —%(lm —dy)

aufzutragen und zu ziehen b'c¢’ iiber v und ¢, v' b bis €', ¢’ ¢ bis
{ea, f'd. Auf der Strecke bc¢ ist b+ ¢’ die auf bc¢’ bezogene
M,-Fliche, bgc' die auf bc’ bezogene —H - y-Fliche, also bv' ng’ ¢
die M,-Fliche mit der wagerechten Nullinie 4 ¢. Da nun die M,-Linie
und H - y-Linie geradlinig durch b und ¢ verlaufen, gilt das auch fiir
die M,-Linie. Somit ist ae' bv' ng’ cf d die auf die wagerechte Null-
linie a d bezogene M,-Linie.

V, in Punkt v zwischen b und g, Abb.61. Es ist

1
f

aufzutragen und zu ziehen &' ¢’ iiber v’ ¢’, b ¢’ || b’ ¢’ iiber v—1' und
bis e', g’ ¢ bis f', ae’, f'd. Auf der Strecke bc ist b v—1' v’ ¢’ die auf
b ¢’ bezogene V,-Linie, bgc’ die auf bc¢’ bezogene —H (tg g, — tg«)-
Linie, also bv—1"v"¢' ¢ die V,-Fliche mit der wagerechten Null-
linie b ¢. Fir die Seitenstrecken gilt die fiir die M,-Linie gezogene
SchlufBifolgerung. Also ist a e’ bv—1" v' g’ ¢ f' d die auf die wagerechte
Nullinie @ d bezogene V,-Linie. Die Ordinate in ¢ kann negativ sein,
entscheidend ist der absolute Wert ‘
(tg9, — tg) 7 (s — dr).

bt = +1, e’ =—(tg @, — tg &) — (Il — dpp)

Die Ordinate in f ist dann positiv.
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29. Bogen aus vier Scheiben mit Zugstab.

Symmetrische Bauart nach Abb. 62.
Linke Seitenéffnung

M,= A-x—ZP”(x—a)-——Z-y,
v, (A—2Pp)cosp — Z-sing,

I

N,=—(4—2P))singp — Zcose,

Abb. 62. 4
A

Abb. 64.

a

Abb. 65.

f/

y ist die nach oben positive Ordinate der Bogenachée bezogen auf die
Wagerechte @ d, ¢ der nach oben positive Neigungswinkel der Stab-
achse gegen die Wagerechte. Nach Nr. 22 ist.

A=4, +z-2,
Ar

B=B, —Zi,

M,=A,x —ZP”(w—a)—{—Z(%-z—y),

Vo=(4; — 2> Pp)cosep + Z(ze— cosp — sinap),
1

N,=—(4,— > Pp))singp — Z(% sin g -+ cos cp\)
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Kragarm. In der Formel fiir M, tritt B(z — 4;), in den beiden
anderen Bcosg bzw. —Bsing hinzu. Fiihrt man wieder 4, und B,
ein, so ergibt sich

M,= A+ B(x—k)—2Pyx—a)+Ze—1y).

Vo= (4,+ B, — 2> Py)cosp —Zsing.

N, =—(4,+ B, —2> Pp))singp — Zcosg

Strecke e f.

M,= A(;+2) +Bd+a)—DP(h+x—a)—D2P(x—a)—Z-y,
Vo= (A+B—2>P—> P)cosg — Zsing,
N,=—(A+B—2>P;— > P)sing —Zcos¢p

M,= A UG+2)+B @ +2)—2P(h+z—a)
—2Pix—a)—Z(y—e),

Vo= (4;,+ B, —2 P;—2> P)cosep — Zsing,

Ny=—(4,+ B, —2>P;—>'P)sinp —Zcos .

Man benutzt die Momente und Querkrifte des Gelenktriagers aus
drei wagerechten Balken auf den Stiitzen @, b, ¢, d und mit den Ge-
lenken e; f. Sie seien M,, und V,, bezeichnet. Es wird ef bis &
und ¢, ab’, dc¢' gezogen, die Ordinate der Bogenachse in bezug auf

den Linienzug a b’ ¢’ d wird 5, positiv nach oben, und der Neigungs-
winkel der Geraden gegen die Wagerechte o bezeichnet. In der linken

Seitenoffnung ist .
—77=(7;x—y),

auf dem Kragarm —np=e—y,

zwischen e und f n=y—e.

Dann nehmen die Formeln die fiir alle Lagen von v gemeinsame
Form an M,= My —2Z-,
Veseep = Vie+ Z(lgax —tgg), (81)
N,cosecp = — V1, — Z(tgx + cotgp) .

Fiir die Bauart der Abb. 63 erhilt man dieselben Formeln, wenn
man die Momente und Querkrifte des Gelenktrigers benutzt, dessen
Gelenke ¢ und f in den Seitenéffnungen liegen. Der Linienzug a b’ ¢’ d
ist durch die Geraden ae und df bestimmt, der Winkel &« wird in der
linken Seitentéffnung negativ. Sind in Bauart (62) I und IV, in (63)
II und III Fachwerkscheiben, so gilt die erste Formel (61) fiir M, in
jedem Knotenpunkt, dessen Ordinate in bezug auf die bezeichneten
Linienziige # ist, ferner ¥, mit ¢ = 0 fiir die lotrechte Querkraft.

Die EinfluBlinie fiir Z ist in beiden Fiallen wesentlich verschieden.
Fiir die Bauart der Abb. 62 ist M,, = M,,, dem Moment des einfachen
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Balkens von der Stiitzweite [. Die EinfluBflache erfaflt also nur die
Strecke e f und ist ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seiten auf den
Lotrechten durch e und f durch die Strecken 2if bestimmt sind. Fiir
die Bauart der Abb. 63 ist die Z-Fliche auf der Strecke b ¢ ebenfalls
ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seiten unter b und ¢ durch die
Strecken 27 bestimmt sind. Sie erfaft jedoch auch die Seitenoffnungen
durch je ein Dreieck, dessen Spitze unter dem Gelenk liegt. Die Seiten-
offnungen bilden daher negative Beitragsstrecken.

Abb. 63.

Abb. 66.

Abb. 67.

Abb. 68.

Bauart der Abb.62. M, in der Seitensffnung, Abb.64. Es ist
’ ’ - l L
ad =+, /= — =~ (positiv)

aufzutragen und o' b iiber v’ bis €', ¢’ f' iiber g', av’, g’ f zu ziehen.
av' be' f ist die M,,-Flache, ¢’ ¢’ f die — - Z-Flache, die positiv ist,
da % negativ ist. Mithin ist av' be' g’ f die auf die wagerechte Null-
linie a f bezogene M,-Linie.

M, im Stiitzpunkt, Abb.65. Hs ist

-1
ee' = —dj, ff= —17; 7 (positiv)

aufzutragen und e’ /' iiber ¢', be', ¢’ f zu ziehen. be’ f ist die negative
M, ,-Flache, ¢' ¢’ f die positive —Z - #,-Fliache, also be’' g’ f die M,-
Linie bezogen auf die wagerechte Nullinie b f.
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Bauart nach Abb. 63. M, in der Seitendffnung, Abb. 66. Es ist

aa =42z c’——n—Z
— s ¢ = Zf

aufzutragen und ¢’ b iiber g’ bis e, a’ ¢’ iiber v', v'a, g'c bis f', f'd zu
ziehen. av' e’ bg cf d ist die auf die wagerechte Nullinie bezogene
M ,-Linie.

M, in der Mittel6ffnung, Abb. 67. Es ist

bb =+=x, cc’:,——?z—.—

aufzutragen und &' ¢’ iiber " und ¢’, v’ b bis ¢’, g’ c bis f', ¢’ a, f'd zu
ziehen. ae’ bv' g ¢ f d ist die auf die wagerechte Nullinie a d bezogene
M,-Linie. .

M, im Stiitzpunkt, Abb. 68. 1, ist negativ, also die —Z - 5-Fliche
positiv. Es ist 7o L
aa =—(+dp), CC,:—“‘27
entsprechend seinem Vorzeichen positiv aufzutragen und ¢’ b iber g’
bis e, ae’ bis b, b a’ iiber €', g' ¢ bis [’, ae’, € b, f' d zu ziehen.
ae bg cf d ist die auf die wagerechte Nullinie bezogene M,-Linie.

30. Mehrfach zusammenhingende Scheiben

bilden in einem Tragwerk mehrere geschlossene Scheibenziige, die sich
in einzelnen Scheiben iiberdecken. Das bedingt, da die einzelne Scheibe
im allgemeinen durch mehr als zwei Gelenke mit anderen Scheiben
verbunden ist. Die Stabilitit der Tragwerke dieser Art kann nach den
Regeln der Nr. 2 untersucht werden, indem jede Scheibe in ihre Glieder
zerlegt wird. Ebenso kann die statische Untersuchung auf den Gleich-
gewichtsbedingungen der Knotenpunkte aufgebaut werden. Man ge-
langt jedoch einfacher zum Ziele, wenn man von der Eigenart der
Gliederung Gebrauch macht, indem man die Stabilititsbedingungen
der Scheiben aufstellt und der statischen Untersuchung als erstes Ziel
die Ermittlung der Driicke in allen Gelenken stellt. Analytisch bedeutet
dieser Rechnungsweg nichts anderes als die Elimination der eliminier-
baren Unbekannten aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir die Knoten-
punkte jeder Scheibe.

Bei der Stabilititsuntersuchung wird von der in Nr.2 gezeigten
Tatsache Gebrauch gemacht, daB die Stabilitit der starren Scheibe
drei Bedingungen erfordert. Das Tragwerk weise p starre Scheiben
auf, unter denen auch einzelne einfache Stdbe sein diirfen. Die Zahl
der Gelenke sei g, die Zahl der Stiitzen und Einspannungen a. Unter
einem Gelenk sei die gelenkige Verbindung von nur zwei Scheiben ver-
standen, so daB eine gelenkige Verbindung von #» Scheiben in einem
Punkte n — 1 Gelenke darstellt. Dann stellt jedes Gelenk zwei Stabili-
tatsbedingungen. Mithin ist

3p=2g-+a
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die Stabilitatsbeziehung zwischen der Zahl der Scheiben und der an
Gelenken und &duBeren Gliedern erforderlichen Zahl.

Durch jedes Gelenk werde ein Schnitt gefiihrt und der Gelenkdruck
durch zwei gleiche entgegengesetzt gerichtete Krifte ersetzt, die auf
die beiden im Gelenk zusammenhéngenden Scheiben wirken. Da die
Grofle und Richtung des Gelenkdruckes unbekannt sind, sind seine
Seitenkrifte nach zwei beliebigen Richtungen einzufiihren. Die Zahl
der unbekannten Seitenkrifte der Gelenkdriicke und der unbekannten
Stiitzkréfte und Einspannungsmomente ist daher 2g 4 a. Fiir jede
Scheibe bestehen drei Gleichgewichtsbedingungen >'M = 0. Mithin

; L /’é"
W D, 2 IG‘ %
Abb. 69. P Ry

Ae Abb. 71.

sind die Unbekannten durch die Gleichgewichtsbedingungen eindeutig
bestimmt, sofern unendlich kleine Beweglichkeit nicht vorliegt, was
vorausgesetzt werden darf. :

Der beschriebene Weg fiihrt immer zum Ziele. Er lifit sich jedoch
meist dadurch vereinfachen, daf} bei Berechnung einzelner Unbekannten
eine Anzahl von Scheiben im Zusammenhang belassen werden diirfen,
was analytisch wieder eine Elimination von eliminierbaren Unbekannten
aus einer Gruppe von Gleichungen bedeutet. Das Verfahren sei an
einigen Beispielen erldutert:

a) Stockwerkrahmen (Abb. 69). Das Tragwerk enthilt 6 Scheiben,
6 Gelenke, 4 Stiitzen, 2 Einspannungen. Die Bedingung

3:6=2-6+4442
ist also erfiillt. Die Priifung nach der in Nr. 2 gegebenen Regel ergibt:
k=12 (6 Eckpunkte, 6 Gelenke), r =12, ¢ =6 (je 2 in 3 und 4,
je 1in 1 und 2), @ = 6, also ist

2:-12=12+61+6
erfiillt. o

Der obere Riegel sei in Punkt » durch die lotrechte Last P belastet.
Der Gelenkdruck in b werde nach den Geraden b 7 und b ¢, der Gelenk-
druck in ¢ nach ¢ 2 und ¢ b, der Gelenkdruck in e nach ¢3 und e f, der
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Gelenkdruck in f nach f4 und f e zerlegt. Abb. 70 zeigt die auf I, IT,
Abb. 71 die auf 111, IV wirkenden Gelenkdriicke. Von den Gleichungen
DM =0 fiir I, II ergibt

b
(¢) A,-sina= P, (b) B,-sinf = P—,
: Zc lb
von den Gleichungen >'M = 0 fir I, II, III, IV
) Ac-sinsz—l!i, (e) Bf-siné———Pli.
Fir I besteht ! ’
(@ —Hy-h-cose+ 4p-l,-sinoo — P-a=0,
fiir I besteht
(@) —H,~h-cose+ B,-l,-sinff =0,
1/ 1 ) b-1,
‘e =P _|let —qal. . = P—=.
Hy-cose Ph(clc a H,-cose i,

Nunmehr kénnen aus den Gleichungen (d) fiir 711 und IV H, und H;
berechnet werden. Einfacher kommt man zum Ziele, wenn man den
Gelenkdruck in d nach der Geraden 34 und der zu ihr Rechtwinkligen
zerlegt. Die Seitenkraft nach der Rechtwinkligen sei G bezeichnet,
Abb. 71 zeigt die auf IV wirkende Kraft. Um H; zu eliminieren, werde
der Schnittpunkt O der Kraftlinie H, und der Geraden 34 benutzt.
Fiar IV besteht

(0) Byr-sind — B,-r-sinf + H,-hy-cose — G, +7r)=0,
G:

s [(Bysind — B,sinf) r + H,cose - k).

Handelt es sich um Berechnung der Momente, so kann auf die noch
unbekannten Gelenkdriicke verzichtet werden. Zur Orientierung der
Momente sei der Augenpunkt fiir jeden Stock im Innern dessclben
gewahlt und jeder Riegel dem unteren Stock zugerechnet. Es entstehen
folgende Momente

inl: M, =—Hy-s sin(x — ¢,

in2: M, =—H,-s.-sin(f+¢),

. (G —a)ly+a) L +a I, —a
: =Pt 1] — A

inv: M L+ 4 W1l1+Z2+M2Z1+12

in 30: M,, = + Hpysp-sin (x — &),
in 3r: My, =G -1,
in 3u: M, = Ms, + Ms,,
indo: My,=+H, -s;-sin(f +¢&),
indl: My, =—@QG-1,
in 4u: My, = My, + My,
Mit M;, ist auch M, mit M, M, bekannt.
My=— My 5, My=—My--"

Se Sf
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Denn da auf den Strecken 35 und 4 6 keine duBlere Kraft angreift,
andert sich der Wert der Momente linear und ist in .den Gelenken e
und f gleich Null. Die Momentenlinie lauft geradlinig durch den Null-
punkt in e bzw. f. Sollen die Stiitzdriicke berechnet werden, so ist noch

H,-s'm(y—e) = _SLMSu;

Hf’SiIl((S +€) = _SLM‘iu
f

auszurechnen. Die Mittelkraft aus A, und H, ist der Stiitzdruck in 5,
die Mittelkraft aus B, und H; der Stiitzdruck in 6.

Wesentlich einfacher gestaltet sich die Rechnung bei regelmifiger
Form des Rahmens. In Abb. 72 bilden die Achsen beider Pfosten eine
Gerade, und die Pfostengelenke jedes Stockes liegen auf einer Wage-
rechten. Die Stabilititsbedingung ist durch 8 Scheiben, 9 Gelenke,
4 Stiitzen, 2 Einspannungen erfiillt. Die Gelenkdriicke in b, e, h seien
durch ihre Seitenkréfte nach der Pfostenachse 4,, 4,, A; und nach
der Wagerechten H,, H,, H, angegeben, die Gelenkdriicke in ¢, f, ¢
ebenso durch die in die Pfostenachse fallenden Seitenkrafte B, B,, B,
und die wagerechten Seitenkrifte D, D,, D;. Die Gelenkdriicke in
den Riegelgelenken seien in die wagerechten und lotrechten Seiten-
krafte G, G,, G, zerlegt. Infolge der lotrechten Last P ergibt sich wie

oben aus b
. (c) fiir I, II:  A,sina = P-1

A
(f) fiir I1T, IV: 4,sing = P%—,
2
b
(z) fiir V, VI:  A,sino = PTs’
3
(b) fiir I, II: B, sinf = P%,
1
(e) fiir ITI, IV: B,sinf = P‘;_?,
2
(h) fiir V, VI: Bysinf = P%;
3
aus (@) firI: H,= P%(a—-dl%),'
10 1
4 al

aus (@) fir II: D,= P+ %
aus (we) fir IIl: G, = 4+ (4, — 4,) -sinx,
que p(Bh)

aus (We) flir Vi Gy= (4, — 4,) +sincx,

_ by bs)
Gy = P(—Z;_E :
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Nunmehr konnen alle Momente berechnet werden. Es entsteht

inl: M, =—H1-hlo=—P< —dl%l),
1
in 2. M, =—Dl-klo=—P‘;ld;,
1
ab b a a
inv: M, = PT+M17+M27:PI—1(d1_a)’
1
. k],'l . h‘lu
in 30: My,=—M,—, ind4o0: My, =— M,-—,
hio hio
a \k a, b
— P —d _1_) 1u — 1 3,71u
M;, =+ (a d L) iy, M,, —|—Pl1 dlhl,,
in 3r: M;, = G,-d,, in4l: M,;,=—G,-d;,
b b
= (2", my =— P %)a,
L, L/ L, L
in 3u: My, = M;,+ M, - in 4u: M,,= M+ My,
hyu
in 50: M50=——M3u@, in 60: Msgz—Mdujﬁ,
Rso hyo
in5r: M;,= Gy-ds, in 6l: My =—G;-d3,
b, b b, b
= P -%)a, ay=— (%4,
I, I I, I
in bu: My, =+ M,, + M;,, in 6u: Mg, = Mg,+ Mg,;.
h
in7: M, =—M5u-ﬁ:°ﬂ, in 8: My =— Mg, 2",
hgo h3o

Abb. 73 zeigt die Momentenflichen. Wagerechte Last P in Hohe des
Riegels 1

4ysina = — b, Blsinﬂ:—{—Pkﬁ’,
I A
Aﬂind:—P@, stinﬁ:-{—Phl_!l—@,
2 2
L hy+ hy + Pg, e hy + hy + Rs,
Azsinx =—P I, s B,sinff =+ P—— ﬂl3 30
H1=—Pﬁ, D1=+Pil,
A A
a =P<h1—{—hﬂ_h1,,)
2 l2 ll )
G =P<h1+h2+h30__h1+hzo>
3 A L, /-
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Nun konnen die Momente wie oben berechnet werden. Es sollen noch
H,, H,, D,, D, berechnet werden. Es ist

M3u = M3o + M3r s

M;, = —P—dihlu + P(m_‘! — @’) dy,
I I, I
hierin wird eingefiihrt
=1 . I, —1 . -1
hl"'hzo—hzoi;’_—ll: hlo—k20l2_l1, hlu hzol"z____ll-

|
I
"ﬁ_/?_’;;z }

X Ay
N E, &
_L_iwg,lmi

Abb. 72. Abb. 73.

Liegen die Gelenke a, d, g auf einer Geraden, die durch den Schnitt-
punkt der Pfostenachsen geht, so ist

l
dy=d, 7,

hoordy [(L—1 L—1\l 1—1

= P 20 1[(2 A ).L__I__l]

Mow=P43 3, 77, A A
hyo+ d

M,,— ple
Ly
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Aus Hy-hy, = —M;,
folgt d
g Hy=-P,
2
M5u = M50+M57a

M5u=_Pﬂh“Jr_P(hl+k2+h30_h1+hzo>d3’

[ I,
mit l I, I,—1
! Py = hyo Iil— by + by + hgo = by ——
by’ ly— U’
I,—1 l
h1+h20_‘h30l_l d3:d1#
11

ergibt sich
M,, Ph A [(ls—l_lz—l)_ly_ln——lz]
l

I,— Iy Iy L, I, 1’
My, = PM ,
3
aus H; hyy=—Ms,
folgt _ dy
H,=—-P I
Nun ist 4, (h +h20)

b

E dy -sino
Ay (bt by + By0)

d,-sinac

[

113

mithin gehen die Mittelkrifte aus 4, und H,, sowie aus 4; und H,,
das sind die Gelenkdriicke in e und % ebenso wie der Gelenkdruck in b
durch den Punkt a. Daraus folgt weiter, dafl auch die Gelenkdriicke

in ¢, f, ¢ durch a gehen. Mithin ist

di-sinf
D,=B, *—"_|
2 2(hy+ o)’
di-sinf
D, = B, !
BTyt byt by
D, _Pd ,
lz
d/
D3=Pl ,

was auch aus den Werten der Momente M,,, Mg, zu berechnen ist.
Unter der Voraussetzung, daB die Riegelgelenke auf einer Geraden
liegen, die sich mit den Achsen der Pfosten in einem Punkte schneidet,
ermoglicht das Ergebnis eine schnelle Berechnung aller Gelenkdriicke

Griining, Statik. 8
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und Momente infolge wagerechter Lasten, die in Hohe der Riegel an-
greifen, bei beliebiger Zahl der Stockwerke.

b) Der Pfostenbalken der Abb. 74 zeigt eine dem behandelten Stock-
werkrahmen verwandte Gliederung. Damit das Tragwerk stabil ist,
muf} einer der Pfosten — gewéhlt ist der mittlere — ohne Gelenk aus-

gebildet sein. Der Balken ist symmetrisch zur Achse des mittleren

Pfostens. Die Gelenke in den Pfosten liegen auf einer Geraden, die

sich mit den Achsen der Gurtungen in einem Punkte schneidet. Durch

p =17, g =24, a = 3 wird die Stabilitatsbedingung
3:17=2-24+3

erfiilllt. Der Balken sei durch eine lotrechte Einzellast P, die im Ab-
stand 7+ A(r << 4) vom rechten Auflager angreift, belastet.
8 —r

g

Man benutzt das FErgebnis der vorhergehenden Untersuchung, nach
dem die Driicke in den Gurtungsgelenken jedes Feldes, die links der
Mitte durch 4 entstehen, sich im Gelenk iiber 4 schneiden. Rechts
der Mitte sind die aus B und P entstehenden Driicke zu trennen,
erstere schneiden sich im Gelenk iiber B, letztere im Pfostengelenk

Orn

—] T o Iﬁzv ﬂj "

A:P%, B=P

§ |
1
i et 7]
A .
) - |
L
} z: | g, &y —>i
(<—Cn-7 > 1<— > N | 2 I M
—— e ﬂ v T—»“
. ¢/./,L U /7/17 /L/V
Abb. 75. Abb. 76,

tiber dem Angriffspunkt der Last. Danach koénnen folgende Werte der
Gelenkdriicke ohne weiteres hingeschrieben werden (Abb. 75)

n=1,1I, III, IV
l

L
Nno=_Ah-nseCfxa Nnu=+AT:a
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inV Iy Iy —r-l) ly
Ny,= <BE_P iy secoo = —A theczx
Nyo=+ (B - PP 4l
7?.]7 hV V
n>8—r
N,,=—B-2seca,
0 hn
——l—Bﬁ
nu hn’
n=1I,II, III, IV
70 Mo
—t —_— H —_— - —_—
Dﬂ +A hn 2 n +A hn 3
n=1"V
0 plr B "y
= — P~ Hy=-+B-> — P~
DV +BhV kV, 14 + hV kV
n>8—r
7o Mo
= H,=+B-">.
D, +Bhn n =+ h,

Die Momente im Knotenpunkt 4 der Gurtung sind im Obergurt (Abb. 76)
links vom Pfosten

Ml: (D—NSH’I“) ery

1
= A;zt (no + Ly tg o) egy,
v

. o
Mz—A( hIV> erv»

rechts vom Pfosten
M, = (Dy — Nyysinx) ey,

M, = Bh (1]0+lytgoc)eV—P——[nr+(l —rl)tgaley,

Ny
== fe)er—r(i )
im Untergurt

links vom Pfosten

M,=Hpy-ep=A4 r erv;
v
rechts vom Pfosten
_ 770 Nr
M,-—HVCV——-( hV PhV>
8*
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Dabei liegt der Augenpunkt fiir beide Gurtungen unter dem Balken.
Der Augenpunkt fiir den Pfosten 4 sei im Rahmen IV gewihlt, dann
entsteht am Kopfende (ey = e;p, hy = Ryy)

Ma:Ml—Mr:

Ma=(A——B+P)( *%)6117"{' Pn—oh;’nr'elv,

am Ful}
Mu= _Ml+ Mrs

My=—(A— B+ P) 2% ¢y + PIO " Trg
hry Ry

Die Normalkrifte wirken, da —Np,cosx = + Ny, und —N;p, - cos &
= + N;p, ist, auf den Pfosten mit dem Moment

Ny —Np)hiy = Ay —ly) = —24 - eqy,
da M, — M, = (4 — B+ P)ey=2A4 - ¢p ist, wird die Gleichung
My— M, + (Nyy — Nyp)hiyp =0
erfiillt. ‘In M, und M, werden die Werte 4 und B eingefiihrt
r Mo No — Nr
m g )+
4 by + by 177
‘Die Gerade durch die Pfostengelenke teilt die Hohe des Pfostens 4
in 7, und #%;, dann ist
4
774=770+(’77—7Io)7, Ny =hy — 1,4,

r » 4
M,= Pﬁ; {hzv — o — (1, — No) —r—_] e,

774; cery
= F .7,
MO hl

7 Ny No— Nr
M =—P[———————]e ,
“ 4 hyy by 177

Ma* v
M,=—P - r

Abb. 77 zeigt die Momentenflichen fiir den Pfosten 4 und die Gur-
tungen IV—V. Der Nullpunkt im Pfosten liegt bei jeder Laststellung
im Schnittpunkt der Geraden durch die Pfostengelenke mit der Achse
des Pfostens 4. Die EinfluBlinien fiir M,, M, sowie M;, M, beider
Gurtungen sind nach den aufgestellten Formeln leicht zu zeichnen.

¢) Der doppelte Hallenrahmen der Abb. 78 besteht aus den Schei-
ben I bis VII, die durch die Gelenke 1 bis § und auBerdem durch die
wagerechte Parallelfiihrung in 9 untereinander verbunden sind. Er ist
in b und ¢ lotrecht, in a lotrecht und wagerecht gestiitzt. Die wage-
rechte Parallelfithrung in 9 ist einem lotrechten Stab gleichwertig, der
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durch je ein Gelenk an VI und VII angeschlossen ist. Demnach ist
p =8, g =10, a = 4 zu setzen. Die Stabilitatsbedingung
3-8=2.1044

wird also erfiillt. Hatte die Parallelfiihrung lotrechte Richtung, etwa
in einem wagerechten Stab zwischen VI und VII, so besifle das Trag-
werk unendlich kleine Beweglichkeit. Die Gelenkdriicke seien durch

Abb. 77. Abb. 78.

ihre lotrechten Seitenkrifte @; und die wagerechten Seitenkrifte G,
angegeben. Die positiven Richtungen sind fiir die einzelnen Scheiben
aus der Abbildung ersichtlich.

1. Wagerechte Belastung der Scheibe V durch die Kraft W. Da II
und III unbelastet sind, ist

G=0G=0;=G;=0,
Gi=6y, &=,
Der Schliissel der Losung ist Gy, dessen Wert aus (4) fiir Scheibe VI
und aus (8) fiir Scheibe VII zu berechnen ist.
4) Gy-d — Gil, + Gie=0,
(8) Gy-d+ Gily, —Gfe=0,
—@ ) (Gt Gl — (G ) e=0.
DM =0 fiir IV ergibt

aus (Woo) G, =0,
77 4 a a
aus (c;) GY = i = Of’
aus (Voo) G =—GY
und fir ¥V
aus (W) G: =B,
, ,a h a k
aus (bl) G{( :G7-}7+W‘}?=B-}?+W—h2.

aus (ve) Gi=—G{+W.



118 Normalkrifte, Querkrifte und Momente der duBeren Krafte.
Die Ergebnisse werden in — (4) 4+ (8) eingefiihrt
a hy
(B+ 0) <l2—ze> —_ er—O,
hye
hly—ae’
Fir die Gesamtheit der aulleren Krifte gilt
(Vo) D=W,
(woo) Y| + B + C=0 )

B+C0=W

(@) (B—C)l+ W(hy—hy) =0,
1 (kg — Ry eh, )
B_—§W< I hl,—ael’
Yk — Ry eh, )
o= (Tt )

e
4= _Whoh-—*lz —
schlieBlich ergibt sich

l
aus (9) fir VI: G =—G fi;;J + g?‘; ,
o= 6,

aus (9) fir VII: ng—Géd_gl2 +G§’%,
Gi= 7.

Damit sind alle Gelenkdriicke ermittelt, so daf3 die Momente in allen
Punkten der Stabachsen berechnet werden kénnen.

Lotrechte Last P an Scheibe II1.
x x
adl G. — P
ll ) 5 ll ’
Fi ilt x
ur Voelt B—G;—P; -0,

1

Go=P

(ve) G7+G§=0,
() h—Gia—Plb—o0,

1

die Gleichungen fiir IV bleiben unverindert. Die Ergebnisse fiir
G7 G7 Gy G werden wieder in —(4) +(8) eingefiihrt und ergeben eine
Gleichung, die nur B 4 C als Unbekannte enthalt. Fiir die Gesamtheit
der Krifte gelten D0

A+BLC—P=0,
(B—OVl—P(l—b—2)=0.

woraus die Stiitzkrifte zu berechnen sind.
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¢) Die inneren Krifte des Fachwerks.

31. Erklarungen.

Ist ein Tragwerk in seine einzelnen Scheiben zerlegt, und die Be-
rechnung der Querkréfte und Momente fiir jede Scheibe durchgefiihrt,
dann handelt es sich nur noch um die Ermittlung der Spannkréfte
eines Fachwerks innerer Stabilitit. Es darf also in folgendem voraus-
gesetzt werden, dall das Fachwerk 2 &k — 3 Stidbe hat, deren Spann-
krafte 2 k& Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte erfiillen.

Den geschlossenen Stabzug, welcher den Rand des Fachwerks bildet,
nennt man die Gurtungen, seine Stibe die Gurtungsstibe. Bei aus-
schlieflich oder vorwiegend paralleler Richtung der &dulleren Krafte
unterscheidet man nach der Lage zur Lastrichtung zwischen Ober-
gurtung und Untergurtung. FErstere ist der Lastrichtung, letztere der
Stiitzrichtung zugekehrt. Die Stébe, welche das Fachwerk durchsetzen,
werden Wand- oder Fiillungsstibe genannt. Nach ihrer Neigung gegen
die Lastrichtung unterscheidet man Lotrechte oder Pfosten, welche in
die Lastrichtung fallen, und Diagonale oder Schrigstibe. Unter .den
Schrigstaben sind linkssteigende und rechtssteigende zu trennen. Die
linkssteigenden fithren vom Knotenpunkt der Untergurtung zu einem
Knotenpunkt der Obergurtung, welcher links der Parallelen zur Last-
richtung durch den Untergurtknoten liegt. Die Knotenpunkte, in denen
die Lasten angreifen — meist gehoren sie nur einer Gurtung an —, werden
die Lastknoten genannt. Parallele zur Lastrichtung durch zwei benach-
barte Lastknoten gezogen, umgrenzen ein Feld des Fachwerks. Der recht-
winklige Abstand der Parallelen heif3t die Feldweite, sie soll 4 bezeichnet
und ebenso wie das Feld nach dem rechten Lastknoten benannt werden.

Im Hinblick auf die Anordnung der Stibe in einem Fachwerk ist
die Bauweise einfachster Art vor allen anderen ausgezeichnet. Sie baut
das Fachwerk an einen aus einem Dreieck bestehenden Kern an, indem
sie jeden weiteren Knotenpunkt durch je zwei Stabe anschlieft. In
der einzelnen Fachwerkscheibe ist diese Bauart immer vorhanden.
Das niachstliegende und fiir die Konstruktion geeignetste ist es, das
Gesetz des zweistibigen Anschlusses so durchzufiihren, daB sich ein
Dreieck an das andere reiht. Ein Fachwerk dieser Art soll Dreieck-
fachwerk genannt werden. Es ist vor anderen Fachwerken dadurch
ausgezeichnet, dafl man bis auf wenige Ausnahmen quer durch jeden
Stab eine Gerade ziehen kann, welche nur zwei andere Stabe trifft.
Werden die von der Geraden getroffenen Stabe durchschnitten, so
trifft der Schnitt drei unbekannte Spannkrifte und zerlegt das Fach-
werk in zwei Scheiben innerer Stabilitat. Mit Riicksicht auf den Unter-
schied in der Berechnungsweise der Spannkrifte mufi das Dreieck-
fachwerk von allen anderen Fachwerkscheiben einfachster Bauart
unterschieden werden. Durch die letzteren ist ein Schnitt, der nur
drei Stabe trifft, im allgemeinen nicht moglich, sie sollen deshalb kurz
als mehrstibige — mehr als drei Stidbe in einem Schnitt aufweisende —
von den dreistibigen Fachwerken unterschieden werden.
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Sind die Krifte, die an einer Fachwerkscheibe einfachster Bauart
angreifen und fir diese als dulBlere Krafte anzusehen sind, berechnet,
so laBt sich folgender Rechnungsgang zur Bestimmung der Spann-
krifte sowohl beim Dreiecksfachwerk wie bei dem mehrstabigen Fach-
werk immer durchfithren. Stets ist ein Knotenpunkt vorhanden, der
nur zwei Stibe verbindet. Alle weiteren Knotenpunkte kénnen in einer
Reihenfolge durchfahren werden, die in jedem hinzutretenden Knoten-
punkt nur zwei neue Stabe hinzufiigt. Da nun fiir jeden Knotenpunkt
zwei Gleichgewichtsbedingungen bestehen, erhdlt man in den in der-
selben Reihenfolge aufgestellten Gleichgewichtsbedingungen einen Satz
von 2k Gleichungen, in dem das erste Paar zwei unbekannte Spann-
krafte enthilt und jedes folgende Paar nur zwei unbekannte Spann-
krafte hinzufiigt. Die vollstindige Aufldsung der Gleichungen ist also
durch Fortschreiten von Paar zu Paar méglich. Da die Zahl der Glei-
chungen die Zahl der Unbekannten um drei iibersteigt, trifft man am
SchluB des Loésungsganges auf drei liberbestimmte Unbekannte bzw.
drei Gleichungen zwischen bekannten Spannkréaften und erhilt in diesen
eine Priifung fiir die Richtigkeit der Rechnung. Die beschriebene Be-
rechnungsweise wird in der Ebene meist graphisch durch Zeichnung
eines Cremonaschen Krifteplanes durchgefiihrt: Sie ist jedoch nur
anwendbar, wenn die duBleren Kréfte nach Lage, Richtung und Groéfle
unverdnderlich sind, und kommt deshalb im allgemeinen nur als Hilfs-
rechnung in Betracht. In vielen Fallen wird die Zeichnung eines Krifte-
planes zweckmé#Biger auch dann durch ein analytisches Verfahren er-
setzt, wenn die genannten Voraussetzungen vorliegen.

32. Die Spannkriifte des Dreieckfachwerkes.

Die Berechnung jeder Spannkraft liBt sich unabhingig von den
Werten aller anderen Spannkrifte durchfiihren. Wenn man die dulleren
Krifte als Verinderliche ansieht, die nur an die drei Bedingungs-
gleichungen >'M = 0 gebunden sind, so kann man jede Spannkraft
als lineare Funktion der #uBeren Krifte unmittelbar darstellen. Man
fithrt einen drei Stdbe treffenden Schnitt und ersetzt deren positive
Spannkréfte — Zugkrifte — durch je zwei #uBere Krifte gleicher
GroBe und Kraftlinie aber entgegengesetzter Richtung, die gleichfalls
Spannkrifte genannt werden mégen, in den beiden Knotenpunkten
jedes Stabes. An jeder der beiden Scheiben, die durch den Schnitt
entstehen, miissen die Spannkrifte mit den angreifenden #ufBeren
Kriften im Gleichgewicht stehen. Die Werte der Spannkrifte sind
also durch die drei Gleichungen >'M = 0 fiir die eine oder die andere
Scheibe eindeutig bestimmt. Um Gleichungen mit je einer Unbekannten
zu erhalten, stellt man die Momente um die Schnittpunkte der Kraft-
linien der Spannkrifte auf. Jedem Stab ist also der Schnittpunkt der
beiden anderen Stéabe zuzuordnen, er soll Bezugspunkt des Stabes
genannt werden.

Der Bezugspunkt des Obergurtstabes ist der gegenuberhegende
Knotenpunkt der Untergurtung, der Bezugspunkt des Untergurtstabes.



Die Spannkrifte des Dreieckfachwerkes. 121

ist der gegeniiberliegende Knotenpunkt der Obergurtung. Die Spann-
krafte in den Gurtungsstiben O und U seien, wo Unterscheidung not-
wendig ist, durch einen Zeiger nach ihrem Bezugspunkt benannt. Der
Bezugspunkt des Fiillungsstabes ist der Schnittpunkt der Gurtungs-
stibe. Die Zeigerbezeichnung des Fiillungsstabes soll seinem rechten
Knotenpunkt entlehnt werden.

Abb. 79a zeigt einen Schnitt, der einen linkssteigenden, Abb. 79b
einen Schnitt, der einen rechtssteigenden Schrigstab trifft; Abb. 79¢

Abb. 79d.

und d zeigen Schnitte, die eine Lotrechte bei links- bzw. rechtssteigender
Anordnung der Schrigstibe treffen. Es bezeichne M, das in Nr.23
gekennzeichnete Moment der #ufleren Krifte um v, wobei es dahin-
gestellt bleiben kann, ob M, aus den Kriften @, oder @, errechnet ist.
Dann lauten fiir die vier dargestellten Anordnungen

(m) My+0p-rn=0,

n M, —-U,-r,=0,
fir Anordnung a

(d) Md+Dm'rd:0:
fiir Anordnung b

d My —D-rg=0,
fiir Anordnung ¢

(U) Mv_Lm'rv:O:
fir Anordnung d

v) M, +Lp-r,=0.

Diese Gleichungen haben fiir die linke und die rechte Scheibe dieselbe
Form und in jedem Glied dieselben Werte, da die Drehungsrichtungen
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der Momente M und der Momente aus den Spannkriften an beiden
Scheiben einander entgegengesetzt sind. Somit ergeben sich allgemein
die Formeln

M
= — -)T N
62
=+
fiir den linkssteigenden Schriagstab
po_ ¥
”
fiir den rechtssteigenden M
D=+ "—,
r
fir die Lotrechte bei linkssteigendem Schrigstab
LM
,

und bei rechtssteigendem Schrigstab

M
L=—".
r

Die Zeiger sind hier entbehrlich, wenn daran festgehalten wird, daff M
das Moment um den Bezugspunkt des Stabes und r der Abstand des
Stabes vom Bezugspunkt ist.

Die gezeigte Berechnungsweise ist zuerst von A. Ritter angewendet
worden, sie wird deshalb Rittersches Verfahren genannt.

Fiir die Zahlenrechnung ist es h#ufig giinstiger, in den Formeln
fir O und U den rechtwinkligen Abstand r durch den in der Lotrechten
durch den Bezugspunkt gemessenen A — vgl. die Abbildung — zu er-
setzen, weil r im Netz des Fachwerks meist erst konstruiert werden
. Mit hm * Cos ﬂm =Tm und kr cCOSY, =T,
erhalt man

0O = —%[- sec 3,
(63)

M
U= +-ITsec v,

dabei ist sec f = secy = - zu rechnen, wozu die Stablangen o und %

0
;L H
aus dem Fachwerknetz abgegriffen werden diirfen, wihrend 4 meist
bekannt und iiberdies konstant ist.

Die abgeleiteten Formeln fiir die Spannkrifte D und L werden fiir
die Anwendung durch ungiinstige Lage des Bezugspunktes héufig un-
geeignet. Dieser Nachteil wird vermieden, wenn man einen weniger
einfachen Bau der Formeln in Kauf nimmt.
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Linkssteigender Schriagstab Abb. 79a. O und D werden in Punkt 7
in die lotrechten und wagerechten Seitenkréfte zerlegt, dann folgt aus

(ry) M, + (Oycosfy + Dy, cospp) b, =0

mit 0y, c08 By = — %
-
M, M,
B .t . 64
Dm < h7n hr sec (pﬂl ( )

Ebenso folgt aus
(my) My, — (U,cosy, + Dycos@y) by =10
it U,-cosy,:—{—j—}:{l

M M

D — (P L

" ( P, h,

Rechtssteigender Schriagstab Abb. 79b. O, und D, werden in 7 in
die lotrechten und wagerechten Seitenkriifte zerlegt. Aus

(71) Jwrl + (Om Ccos ﬂm + Dr COS (Pr) hr = ()
folgt wieder die Formel (64) und aus
(m) M, — (U, cos 7, + Dy cos @y) hy = 0

die Formel (65).

. In jeder dieser Formeln liegen die Pole der beiden vorkommenden
Momente auf ein und derselben Gurtung. Sind die &ufBleren Krifte
lotrecht, dann ist

Mr,:Mr und MWL‘:MWl>

so daB die Momente fiir die Knotenpunkte der Diagonalen benutzt
werden diirfen. Die fiir beide Arten der Schragstibe giiltige Formel
wird zweckméBig in der Form

(Jl[u M,

) 560 G - (65)

I, I,

) see @ (66)

geschrieben, wenn % den Knotenpunkt des Schriagstabes in der Unter-
gurtung und o den Knotenpunkt des Schrigstabes in der Obergurtung
bezeichnet. Diese Form ist auch bei nicht lotrechter Lastrichtung
zweckmiBig, doch ist dabei zu beachten, dafl % und o die Punkte ein und
derselben Gurtung sein miissen, die in den Lotrechten durch den Unter-
gurt- und Obergurtknoten des Schrigstabes liegen. Die Formel ist fiir
die Zahlenrechnung sehr geeignet.
Lotrechte bei linkssteigendem Schragstab Abb. 79¢. Aus

(woo) V+ Lm + Om Sinﬂm — Ur sin Vr = 0

folgt M M
Lm =—V + = tg/s)m + - a4 tg Vr-
/. h,
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Im Falle lotrechter duBerer Krifte kann infolge M, = M, auch ein-
facher

-y Mm
Lyp=—-—V+ T (tgﬁm + t2Ym) (67)

geschrieben werden. Dabei ist zu beachten, daB § nach oben, y nach
unten positiv ist.
Lotrechte bei rechtssteigendem Schrigstab, Abb. 79d. Aus

(W) V— Ly~ Opsinp,, — U,siny, =0

folgt M M
Ly=V— (J tg/\‘}m + _rtg%‘)
hy, h,

oder bei lotrechten auBeren Kriften
M.,
Lpn=V-— T (tgBm + tgys) - (68)

Bei Anwendung dieser Formeln mufBl beriicksichtigt werden, da@
der schrige Schnitt durch das Fachwerk zwei Felder trifft. Je nachdem
der Lastknoten m der linken oder rechten Scheibe zugewiesen wird,
ist die Querkraft V, ., oder V,, einzufiihren. Die Frage hangt also
davon ab, in welcher Gurtung die Lasten angreifen. Greifen sie in den
Knotenpunkten der Untergurtung an, so ist bei linkssteigendem Schréig-
‘stab V,,.{, bei rechtssteigendem ¥, einzufiihren.

Im Falle paralleler Gurtungen (Paralleltriger) gestalten sich die
Formeln fiir die Wandstibe besonders einfach. Aus

D=, — M)t
ergibt sich mit M, — M,=-+V1
D =4V cosecop. (69)

Das positive Vorzeichen gilt fiir linkssteigende Schrigstabe, weil o links
von w liegt. Die Formeln (67), (68) gehen in

L=F7V (70)
iiber.

Ein zweites Verfahren zur Ermittlung der Spannkrifte in dem
Dreiecksfachwerk 1ost die Gleichgewichtsaufgabe fiir eine der beiden
durch den Schnitt gebildeten Scheiben dadurch, dafl es die bekannten
duBeren Krifte durch zwei ihnen statisch gleichwertige Krifte ersetzt,
deren Kraftlinien durch zwei von den drei Schnittpunkten der gesuchten
Krifte gehen. Alle Krifte werden so in zwei Punkten vereinigt. Um
die auBeren Kriafte durch zwei statisch gleichwertige zu ersetzen, ver-
bindet man eine beliebigen Punkt auf der Kraftlinie der Mittelkraft —
Punkt @ in Abb.80 — mit den Punkten o und % und zerlegt durch
das Krafteck (Abb.80a) die Mittelkraft R in R,lao und R,lau.
Weiter wird zerlegt R, nach O und D durch o' ¢'||O und ¢’ d' || D, so-
wie R, nach U und D durch b'a’||U und @' d'||D. Esist D, =d'c’
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die Mittelkraft aus R, und O, D, = &’ d' die Mittelkraft aus U und
R,, mithin wird die Gleichgewichtsbedingung
D+D,—D,=0
D=D,—D,=co
erfiillt. Die Richtung der Kraft D ist aus dem Umfahrungssmne des
geschlossenen Kraftecks &' o’ ¢’ @’ zu erkennen.

Die Aufgabe, B durch zwei Seitenkréifte zu ersetzen, die durch o
und u gehen, 146t viele Losungen zu. Eine Vereinfachung der Zeich-

nung wird erreicht, wenn R im Schnittpunkt eines der beiden Gurt-
stibe, z. B. U mit der Kraftlinie R in a;, nach a,0 und a;, u zerlegt

durch

Abb. 80. Abb. 80a.

wird. Im Krafteck wird a’'b'|| U, o'a’| oa,, ferner o'¢’||O, ¢'a'{| D
gezogen. Man erhalt auf einfachere Weise wieder das geschlossene Kraft-
eck b' 0’ ¢’ a’. Das dargestellte Sonderverfahren, gekennzeichnet durch
Wahl des Punktes a auf der Kraftlinie von U oder O, wird Culmann-
sches Verfahren genannt. Da es einfacher ist als das allgemeine, wird
es immer gewihlt, wenn sich die Zeichnung giinstig gestaltet. Zuweilen
liegen jedoch die Schnittpunkte von R mit den Gurtstiben so entfernt,
dafl der Winkel o a,u fiir die Zeichnung des Kraftecks zu klein wird.
In solchen Fallen wird durch das allgemeine Verfahren eine giinstigere
Lage von a ermoglicht.

Schlieflich kann auch der unendlich ferne Punkt der Kraftlinie B
fir die Zerlegung in R, und R, gewdhlt werden. Diese Wahl ist bei
lotrechter Kraftrichtung vorteilhaft, weil dann R, und R, ebenfalls
lotrecht sind und ihre Werte durch Momente auszudriicken sind. Ist
die Projektion der Strecke ow auf die Wagerechte gleich 1, so muf}

Ro A= M,,
R,-l=—M,
ein, also
Mu . .
R,= + L R gleichgerichtet,
B, = — %, R entgegengesetzt
M
gerichtet. Um das Krafteck zu zeichnen (Abb. 81a), wird B, = —f in
o'a und B, = —=" in b o’ auf einer Lotrechten aufgetragen und

i
a'd |0, o d| D, b ||U gezogen. Dann ist o' a’d'c' b’ o' das ge-
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schlossene Krafteck, also a'd’ = —0, d' ¢’ =+D, ¢'b' =+ U. Das
Krafteck wird zweckmiBig in das Fachwerknetz eingezeichnet, indem
o’ @’ vom Knotenpunkt « aus aufgetragen wird. o’ ¢’ d’ fillt dann in
die Achse der Diagonale. In Abb.81b ist das Krafteck zur Ermittlung
von D, dargestellt. In diesem ist R, R gleichgerichtet und R, ent-
gegengesetzt. Das Ver-
fahren heifit das Zim-
mermannsche Ver-
fahren.

Die an zweiter
Stelle dargestellten
Verfahren sind dem
Ritterschen Verfahren
nicht gleichwertig.
Wenigstens verdient

Abb. 81. Abb. 81a. Abb. 81b.  letzteres zur Ermitt-

lung der Spannkrifte

in den Gurtungen stets den Vorzug. Bei Berechnung der Spannkrifte
in den Wandstédben sind sie jedoch nicht unzweckmiBig.

Ein drittes Verfahren schlieft aus den Werten der Spannkrifte fiir
gewisse einfache Belastungsfille und gilt fiir den Fachwerkbalken
mit lotrechten &duBeren Kraften, sowie die Teile anderer Tragwerke,
tiir die der stellvertretende Balken eingefiihrt werden kann. Es beleuchtet
‘besonders den Einflul wandernder Lasten und eignet sich deshalb fiir
die Darstellung der:Einfluflinien.

Ist der Balken links des Stabfeldes unbelastet, so wirkt an der
linken Scheibe nur der Stiitzdruck A ; dessen Wert durch A, bezeichnet
sei. Jede Spannkraft im Stabfeld ist also proportional 4,. Kennt man
den Wert 8’ der Spannkraft S, der entsteht, wenn der Stiitzdruck A
den Wert 1 hat, dann hat man die Spannkraft, welche die Lasten
rechts des Stabfeldes erzeugen, in

S=4,.5.

Ist der Balken rechts des Stabfeldes unbelastet, so wirkt an der
rechten Scheibe nur der Stiitzdruck B, dessen Wert durch B; be-
zeichnet sei. Jede Spannkraft im Stabfelde ist proportional B;.
Kennt man den Wert S’ der Spannkraft S, der entsteht, wenn B
den Wert 1 hat, dann hat man die Spannkraft, welche die Lasten
links des Stabfeldes erzeugen, in

S=B,.8".

Die Spannkraft infolge von Lasten, die beiderseits des Lastfeldes
stehen, kann danach durch

S=A4,.-84+ B:- 8 (71)

ausgedriickt werden.

Die Werte 8’ werden die Spannkrifte infolge 4 = 1, die Werte 8"’
die Spannkrifte infolge B = 1 genannt. Sie kénnen aus den Formeln
(63) bis (70) ohne weiteres abgeleitet werden. Bezeichnet x den wage-
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rechten Abstand des Bezugspunktes eines Gurtungsstabes von der Kraft-
linie 4 und z’ den wagerechten Abstand von der Kraftlinie B, ferner
z,, x,, dieselben Abstinde des Untergurtknotens, z,, x, die des Ober-.
gurtknotens eines Schrigstabes, dann ist

/

z x

0’:——— ”:——-
hsecﬂ,» 0 7 secf,

;" w_ %
U——i—hsecy, U——l——k secy,

Ly Lo

r=f . 7
7 T sec @, A T sec @,

bei linkssteigendem Schrég- a

stab ¢
L'=—1+4 2 (tgf+1g7) !
= —1+ - (tgf+1tg7). : L7
h 3 7
77 x’ | :
L'= 1+ (tgf+tgy), | i N
h | ! APy
|
bei rechtssteigendem Schrég- i i i E
stab ; i ! I
, x N b 77
U= 1-7(ef+tgn. 7 TR
b= 2
1 1 x " " I ’ 7
=—l—gted+ten. Abb. 82.

Die Formel (71) ist besonders geeignet fiir die Berechnung der grofiten
und kleinsten Werte in den Wandstiben. Deshalb sollen noch zwei
vorwiegend graphische Verfahren zur Bestimmung der Werte D', D",
L', L” gezeigt werden, die in dem meist vorliegenden Falle konstanter
Feldweite einfach durchzufiihren sind.

a) Das Verfahren Zimmermanns (Abb. 82). Man trigt im Fach-
werknetz in einem ZahlenmafBstab die Strecken nb =n — 1, na =n,
nec=mn -+ 1 auf und zieht daf||0,, be|| U, 1, ¢g|| Upsr. Dann ist

| tde=Dy,  —gf=Dh.
. o ni (n—1)2
Zur Ermittlung von Dj, wird nach 8. 125 R, = T und B, = -
ni (n+ 1)Z

benétigt, zur Ermittlung von D,,; B, =— R,=+—+——.

i’ yi
Daraus erhellt die Richtigkeit des Verfahrens. Uber dem 7' bezeich-
neten Knotenpunkt ist die Zeichnung zur Ermittlung der Werte D"
‘eingetragen. Es ist n’a =2/, n'b=n"—1, »'¢c=n" 4+ 1 aufzu-
tragen und ea g|| Oy, bf| Un_y, ¢d|| Up,y zu ziehen, dann ist

| +1g=Djyoy, —de=Dj.
Liegen Lotrechte und linkssteigende Schrigstibe vor (Abb. 82a) und
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greifen die Lasten in den Untergurtknoten an, so wird D}, in d e wie
vor gefunden und das K_rafteck adef fir den Obergurtknoten » — 1
gezeichnet. Es ist —ef= L;_;. Bei rechtssteigenden Schragstiben

ist L aus D) in derselben Weise zu bestimmen.

) Man berechnet die wagerechten Seitenkrifte
der Spannkrafte einer Gurtung aus den Formeln
‘ U'cosy:%, 0'cosﬂ=——;~;

Abb. 82 a. in denen z bei konstanter Feldweite ein Vielfaches
von 1 ist und tragt die Werte auf einer Wagerechten
von einem Punkte O aus nach einer Seite auf. In Abb. 83 ist
— 1 y)
0,,=(7’L ) , 0 +1//_7;b , 0,n+2’/=(n+l)l

n hn+1

Sodann werden durch O Parallele

zu den Stében der fraglichen
Gurtung gezogen und mit den
\ Lrtr Lotrechten durch die Punkte
n',m 41", n4+ 2" usw. zum
Schnitt gebracht. In der Ab-

bildung ist
o e 0% Uss Ot T,
0 0,7},—}—2”“(],,4.],

also sind die Strecken

o0
X

On =Up_,,
O,n+1=U;,
O,n+2 =Upyt.
Nunmehr lassen sich die Kraftecke fiir die Knotenpunkte der frag-
lichen Gurtung zeichnen. In der Abbildung ist
w, r—V|D,, r—1, n+ V] Ly, n+1,7|[ Dy, ¥, n+2"{| Ly, .
Das Krafteck fiir den Knotenpunkt n der Untergurtung ist

O, n+1,r—1,7,0, fir den Knotenpunkt n+1: O, n +2', ¢,
n 41, 0, also ist

D;;=+T—1’,n', L,n:—n_E_l’)r_l,,
we1=+7,n+1, Lyii=—n+2,7r.

Das Verfahren ist bequem und als Ersatz eines vollstandigen Cre-
monaschen Kréfteplanes besonders fiir ein Bogenfachwerk geeignet,
dessen Gurtungsstibe meist gegeneinander schwach geneigt sind. Hier
wird es auch in dem wichtigen Falle mit Vorteil verwendet, in dem es
sich um die Spannkrifte infolge einer wagerechten Stiitzkraft von
der GroBe 1 — Belastungsfall H = 4-1 — handelt.




Die Anwendung. 129

33. Die Anwendung

der in Nr. 32 dargestellten Verfahren auf die wichtigsten Fille ist noch
durch einige besondere Bemerkungen zu erlautern.

a) Der Fachwerkbalken auf lotrechten Stiitzen. Als Beispiel ist
das in Abb. 84 dargestellte Strebenfachwerk gewihlt. Die Lotrechten
gehoren nicht zu den notwendigen Staben des Fachwerks, sondern
dienen nur zur Unterteilung der Felder. Die Lasten greifen also in den
Knotenpunkten beider Gurtungen an. Nach Nr. 24 sind die Momente

RS VANANZN

]
7T Y
b

!

i

! N

|

| G ﬁ;
(/]

avw. w5 TR
-
bb. 86. % 3!

um alle Knotenpunkte positiv. Mithin folgt aus den Formeln (63),
daB alle Stabe der Obergurtung durch negative (Druck), alle Stibe der
Untergurtung durch positive Spannkrifte (Zug) beansprucht werden.
Es sind die grofiten Momente aus der Verkehrslast (Nutzlast) fiir alle
Knotenpunkte entweder durch ein Seilpolygon oder mit Hilfe von Ta-
bellen zu berechnen und aus den Werten M,,, die Grenzwerte

Mmax ax
7 = seey. (72)

Der Berechnung der Krifte in den Schrigstiben wird die Formel
D=A,D + B, D"
zugrunde gelegt. Ist Symmetrie des Netzes zur lotrechten Mittelachse

vorhanden, so geniigt es, die linke Trigerhilfte zu behandeln. Fiir
den linkssteigenden Schragstab D, , ist

m

min O = — secf3, max U = +

, _Cn+nz ”ng

n+1l = Pt h, S€CPr+1

" _((m—n—l)l_(m—n)ft)sec

n+1 Boyes h, Pt

Griining, Statik. 9
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tiir den rechtssteigenden Schragstab D, ist

, (n—lLl nl)
Dn#< o, 7 sec @y, ,

s (m—n—+1)2 (m—n)l)
Dy = ( bl — i Sec ¢y, .

Da die Schnittpunkte der Stiabe U, mit O,_; und U, mit O, links
der Senkrechten durch a liegen, ist

D;l+l>0; D;:+1<OJ D;1<O: D;l’>0'

Mithin erzeugen die Lasten rechts des Stabfeldes Spannkréifte des ent-
gegengesetzten Vorzeichens, wie die Lasten links des Stabfeldes. Durch
erstere entsteht die positive Spannkraft D,,;, die negative Spann-
kraft D,, durch letztere die negative Spannkraft D,.,, die positive
Spannkraft D,. Die Grenzwerte erhilt man also aus

max D, { =max 4, D41,
min Dn+1 = maxB; . Dx+1 s
min D, = max4A, D),

max D, =maxB;-D,.

(73)

Die Werte max 4,, max B, sind aus dem A-Polygon oder mit Hilfe
von Tabellen zu berechnen. Dabei ist das Stabfeld selbst unbelastet
angenommen. Stehen Lasten im Stabfeld n, die erste im Abstand
vom Knoten n — 1 und 2z’ vom Knoten n, m = I/, so erzeugt die
Verschiebung des Lastenzuges iiber die sogenannte Grundstellung (erste
Last im rechten bzw. linken Feldknoten) eine Zunahme der Stiitz-
driicke um

AA,:%ZP-m’ bzw. ABZ:%ZP-.%.
Die Z umfassen alle Lasten. Aus den Lasten im Stabfeld erhilt man in
I Z’ fi oder P, = Z:;f

(" und x bezeichnen hierin die Stellung jeder Last) die Knotenlasten
in » —1 und n. Ferner werden in
d d

DIII — —, DIV—
:F hn :I: }Lﬂ -1

die Seitenkrifte der Lasteinheit in den Knotenpunkten n —1 bzw. n
nach der Richtung des Schrigstabes berechnet, die sich bei Zerlegung
der Lasteinheit nach der Richtung des Schrigstabes und des mit ihm
im Knotenpunkt verbundenen Gurtungsstabes ergeben. Das obere
Vorzeichen gilt fiir den linkssteigenden, das untere fiir den rechts-
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steigenden Schrigstab. Die absoluten Werte der Spannkrifte nehmen
durch Uberschreitung der Grundstellung zu, wenn die absoluten Summen
AA,-D > P, _, D",
AB,-D"> P,. D"
sind. Die Grenzwerte erhidlt man dann in
maxl D { (4, +44,)D + P, _,. DI
min | (B, + AB) D" + P, - DIV,
Wird das 4 Polygon benutzt, so konnen 4, + A4, bzw. B,+ 4 B,
demselben unmittelbar entnommen werden. In den meisten Féllen

rechnet man genau genug mit den Grundstellungen.
Die Darstellung der Einflufilinien ergibt sich am einfachsten aus

der Formel S=4,-8 + BS".
Die Lasteinheit rechts des Lastfeldes im wagerechten Abstand b vom
rechten Stiitzpunkt erzeugt mit 4, = 1~b~, B, =0

S=8 1

{
die Lasteinheit links des Lastfeldes im wagerechten Abstand a vom

linken Auflager erzeugt mit 4, =0, B, =1 gl
a
S=1-8".
l

Danach besteht die EinfluBlinie beiderseits des Lastfeldes aus den
Geraden G, und G4,. @, ist durch o in @, §” in b, G}, durch o in b,
8’ in a festgelegt. Fiir einen Gurtungsstab ist

=47, =42
r T
@, und @, haben fiir den Untergurt positive, fiir den Obergurt negative
Ordinaten und schneiden sich auf der Lotrechten durch den Bezugspunkt.
Abb. 85 zeigt die EinfluBlinie fiir den linkssteigenden Schrigstab D,,
es ist aa’ = D} positiv, b b’ = Dy negativ aufgetragen, a’ b iiber 2’,
ab’ iber 1’ und 1’ 2’ gezogen. Abb. 86 zeigt die EinfluBlinie fiir den
rechtssteigenden Schrigstab D,. Es ist @ a’ = D; negativ, b b’ = Df
positiv aufgetragen und wie vor konstruiert. Der Schnittpunkt d der
Gurtungsstibe, die von dem Schnitt durch D getroffen werden, habe
von der Lotrechten durch ¢ den wagerechten Abstand x, von der Lot-
rechten durch b den Abstand 2'; dann folgt aus

S

AL
D//_ _x—_’ 'D’/-‘—— x,.
—F

%
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Die Geraden @, und G, der EinfluBlinien schneiden sich auf der
Lotrechten durch d.

Die Spannkrifte, welche durch unveridnderliche Lasten, die Eigen-
lasten, erzeugt werden, erhdlt man aus den Formeln (63) und (66) auf
folgendem Wege. Die Werte %ﬁ sind nach dem auf Seite 83 an-

gegebenen Verfahren zu berechnen und die Quotienten ~—

A-hy,

Die Multiplikation derselben mit den Léngen der Gurtstibe o, und u,
Oﬂ un

A L
ist. Zwecks Berechnung der Spannkréifte in den Schrigstiben werden
die Differenzen

zu bilden.

= secf, und

liefert sofort die Spannkrafte O und U, da sec

My My
Tty Ahny

gebildet, in denen n nur die Knotenpunkte der Untergurtung bezeichnet.
Die Multiplikation der Differenzen mit der zugehérigen Stablinge d

Mn Mn+1

rhn lhﬂ+1

und

gibt infolge iﬁ = sec ¢, die Spannkrifte D. Die Rechnung ist zweck-

mibig in Form der nachstehenden Tabelle durchzufiihren. Sie bean-
sprucht weniger Zeit als die Zeichnung eines Cremonaschen Krifte-
- planes und 1aBt sich auch leichter priifen.

» { Bo|va | 2 (M Mo o, B, | 22 Manr |y an= s
L | P T, v, l‘—wil - l%ul u»—-f% ( Ydy=D,
3 | p, VS‘%@+V,, ZM—}‘E! +;£hzu3 ]]‘2 % ( dg=D,
slefva e S s | - | O D,

b) Der Kragtriger Abb. 87. Die Grenzwerte der Spannkrifte in
den Gurtungen sind verhéltnisgleich den Grenzwerten der Momente
um die Knotenpunkte. Nach Nr. 26 entstehen daher minO und max U
in den Stéaben der Mittel6ffnung durch ungiinstigste Belastung derselben
bei unbelasteten Seitenoffnungen und sind als Spannkrifte des ein-
fachen Balkens auf den Stiitzen in ¢ und b zu berechnen. In den Gur-
tungsstiben der Kragarme treten negative O und positive U nicht auf.
Die Spannkrifte maxO und min U entstehen in allen Gurtungsstiben-
mit min M durch ungiinstigste Belastung der Seitentffnungen (schwerste
Lasten iiber den Gelenken) bei unbelasteter Mittel6ffnung. Es sind also
fir ein und dieselbe Belastung die Werte min M um alle Knoten-
punkte zu berechnen entweder mit Hilfe des Seilpolygons oder, wenn
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Tabellen vorhanden sind, aus diesen mit Hilfe des stellvertretenden
Balkens, und weiter die Werte

max - O = —min—%secﬂ, min U= +min%[secy . (79)

Die Spannkrafte in den Fiillungsstaben der Mitteloffnung sind nach
der Lage des Schnittpunktes der beiden Gurtungsstibe, die von dem
Schnitt durch den Fiillungsstab getroffen werden, zu trennen.

Abb.87. &

Abb. 88.
Abb. 89.

Abb.90.

Abb.91.

a) Der Schnittpunkt liegt links von @ oder rechts von 6. In der
Formel D= Ar D,+ Bl D”

werden die Lasten P der Mitteléffnung von den Lasten der Seiten-
offnungen getrennt, und letztere durch die Stiitzenmomente M, und M,
beriicksichtigt. Dann ist

1

1
A, = (SP, b+ My) = Ao, + - M,

1
B, = - (sz'a+Ma)=Boz+7Ma,

~m =

also 1
D=Ao.r-D'+Boz-D"+7(Mb-D'+ M,-D").

Nun ist fir den linkssteigenden Schrigstab der linken Tragerhilfte
D'>0, D" <0, wie aus
x &
Dl — =, Dl/ _
+,"d . Tq
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hervorgeht, wenn x und «’ die absoluten Werte der Abstéinde des Be-
zugspunktes von den Lotrechten durch @ und & sind, also entstehen,
da M, und M, negativ sind,
DII
max D = max 4y, D’ 4 min M, 7
§ 04 (75)
min D = max By; - D"+ min M, - -
Fiir die Lotrechten folgt ebenso aus
’” ]' ’ "
L=4yL + By, L"+ 7 (MyL'+ M, L"),
da L'<<0, L">0ist
min I = max4y, - L' 4+ min M, - =
I (76)
max L = max By, - L4 min M, T
b) Der Schnittpunkt liegt zwischen @ und b rechts des Stabfeldes.
Es ist ’
4 x 4 €T
D=+—>0, D'=+4—->0,
Td Ta
, L'<o, L” <o0.
Mithin entstehen
max D = max 4y, - D’ 4+ max By,; - D", }
(77)

min D = % (min M, - D” 4+ min M, - D’).
min I, = max 4y, L' 4+ max By;- L”,

(78)
max I = -;— (min M, - L” 4+ min M, - L) .

Die Werte min M,, min M, sind bereits ermittelt, es ist also nur noch
max 4y, und max B,,, das sind die Stiitzdriicke des einfachen Balkens,
zu berechnen.

Durch die Pfosten iiber dem Auflager ist ein drei Stabe treffender
Schnitt nicht moglich. Die L, bezeichnete Spannkraft ist aus den
Gleichgewichtsbedingungen des Knotenpunktes a zu berechnen

A+ Ly+ > Usiny =0
.t Wl a N Y
m ZU-siny:-l;Li}__tgy
0

M,

ergibt sich
& Ly=—A4— Too Dtgy. (79)

Der Wert min L, ist aus der EinfluBlinie zu gewinnen, die unten ab-
geleitet wird. Das gleiche gilt fiir die Spannkrifte in den Wandstiben
des Kragarmes. Angenidhert und fiir viele Fille genau genug kénnen
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die Spannkrifte in den Schrigstiben aus den zur Ermittlung der
Gurtkrafte benutzten Momenten um die Knotenpunkte des Krag-
armes berechnet werden
D— (minMu minM,,)
=\"% — i secq,

wobei man jedoch nicht immer den groBtmoglichen Wert erhilt, weil
die Laststellung, fiir die min M berechnet ist, nicht gleichzeitig max D
bedingt.

Die EinfluBlinien fiir die Stibe der Mitteloffnung gewinnt man am
einfachsten aus der Formel

8§=4,-8+ BS".
Die Lasteinhbeit rechts des Stabfeldes im Abstand & von der Senk-
rechten durch den Stiitzpunkt b erzeugt

4,=1-2 B,=0.

Die Laststellung auf dem rechten Kragarm wird durch ein negatives b
bezeichnet. Die Lasteinheit links des Stabfeldes im Abstand a von
der Senkrechten durch den Stiitzpunkt a erzeugt

A4,=0, Blzlgi—.

Die Laststellung auf dem linken Kragarm wird durch ein negatives a
bezeichnet. Die Einflufllinie besteht daher beiderseits des Stabfeldes
aus den Geraden G, und G4, . G, ist durch o in a, 8 in b, G4 durch o
in b, 8 in a festgelegt. Durch die Ordinaten in den Gelenken und die
Nullpunkte in ¢ und d sind alle zur Zeichnung erforderlichen Stiicke
gegeben.

Abb. 88 zeigt die EinfluBilinie fiir die Spannkraft D,. Der Schnitt-
punkt ¢ von U; und O, liegt zwischen ¢ und b. Es ist aa’ = D,
b b = D" aufzutragen und o’ b iiber 2’ bis g5, b’ a iiber I’ bis ¢, cg{,
1'2', g;d zu ziehen. Da D’/D” = x[x’ ist, schneiden sich o' b und &' a
auf der Lotrechten durch e.

Fiir 0, des Kragarmes folgt aus

M
Olz—h—lsec/ﬁ’
1

folgende Zeichnung. Es wird nach Abb. 89

d—42
11'=(d — ) (1+ )Sf‘lg
\ I hy
aufgetragen, und 1’ ¢ iiber g7, g;1 gezogen. Das Dreieck ¢ g;1 ist die

0,-Linie.
D,-Linie (Abb. 90). Sind die Gurtungsstibe O,, U, so stark gegen-
einander geneigt, dafl ihr Schnittpunkt e leicht und sicher bestimmt

. e
werden kann, so wird aa’ = — und ae = ¢ aufgetragen, sodann ea’

Tq
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iiber g; und 2’, cg], 2’ 1 gezogen. cg;2' 1 ist die D-Linie. Liegt der
Schnittpunkt e zu weit entfernt, so sind die Ordinaten in 2 und g zu
berechnen, nimlich

d, e— 31

’72=,Tl: M ="2, _ 97

aus - hy —hy
e—2l_lh1__h2 folgt e 3/1_1 h —h
und h
Ng = ’72(2 - h_:> .
Nach Auftragung von 7, und #, ist wie vor zu konstruieren.
L,-Linie (Abb. 91). Esist aa’ = —1 aufzutragen, a’b bis g{ und g3,

cg!, dg5 zu ziehen. Dann ist cg/ bgsd die —A-Linie. Sodann
d . .

ist g7 g{ = W D'tgy aufzutragen und cg{a’ zu ziehen. cgyf ist
0

die —%Z tg y-Fliche bezogen auf die schrige Nullinie ¢ f. Mithin

0
ist ¢g;a’, bg,d die Ly-Linie.
Die Spannkrifte aus Eigenlast sind dhnlich zu berechnen wie die
des Fachwerkbalkens auf zwei Stiitzen. Die V- und J—I-Werte fiir den
Kragarm erhilt man durch zwei Additionsreihen
Vo=—G— Py, Vi=4V,—P,, Vo=+V,— Py,
M, M, M, M, M 1
T - V2 ) /{ + Vl 3 Z.

Fir die Mitteloffnung sind in den Querkraften des einfachen Balkens
auch die des symmetrischen Kragtr'agers gefunden. Sodann ist
M, _ M, M,
7~—V1+7, T +V1 usw.
Fiir die Vertikalen ist die Formel

+V,.

M,

hn
fir den vorliegenden Zweck in
M,
Ln =—V,— m *Un

umzuformen und v, = A(tgpf, + tgy,) aus der Zeichnung abzugreifen.

¢) Dreigelenkbogen und verwandte Bauarten. Handelt es sich
nur um einzelne Belastungsfille mit unveréinderlichen Lasten wie
bei Hallenbindern, dann sind die Momente der duBleren Krafte fiir alle
Knotenpunkte in der Form

M=M,—H-y

zu berechnen und daraus die Spannkrafte nach den Formeln (63) bis (66).
Die zweckmaBigste Formel fiir die Spannkrifte in den Lotrechten héngt
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von der Linienfiihrung der oberen Gurtung ab. Verlduft diese in jeder
Scheibe des Bogens geradlinig (Abb. 92), so erhélt man eine geeignete
Formel fiir L, aus (v + 1) der Untergurtung. Das Moment der duferen
Kriafte an der Scheibe links des schrigen Schnittes durch L, ist
M,,, — P,2, da der Lastknoten v der Obergurtung durch den Schnitt
abgetrennt wird. Mithin folgt aus

(v+1) M,,+1~—P1+L-l—{—O-h,,H.cosﬂ:O,
L, =_(M"+1 ””“ +P,. (80)
hv+1

J [}Zlb’

Diese Formel ist auch bei geknickter Linienfiihrung der oberen Gurtung
geeignet, doch ist dann h,,, durch h,, ; + 1-tgS zu ersetzen. Fiir I,
ergibt sich aus den Gleichgewichtsbedingungen des Untergurtknotens I

M,
L, = +h—1(tg71‘tg72)’

S {‘L 2?/11— Yo
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In der Formel fiir die Spannkrifte der Schrigstabe

(M, Mu_l) dy
m“ﬁf‘miz

werden beide Momente am besten auf die Knotenpunkte der unteren
Gurtung bezogen.

Die Spannkrifte aus verinderlichen lotrechten Lasten werden bei
allen Tragwerken der bezeichneten Bauart am zweckmiBigsten durch
Auswertung der EinfluBlinien gewonnen. Zur Darstellung der Einfluf3-
linien gelangt man aus der fiir die Spannkrifte aller Stibe geltenden
Formel M 1
S=:t7=ﬂ:7(M0?H'y)’

in welcher M, das Moment der dufleren Krifte des einfachen Balkens
um den Bezugspunkt des Stabes und ¥ sein lotrechter Abstand von der
in Nr. 27 bezeichneten Geraden a b bzw. a’ b’ ist. In diese Formel wird

M 77
;t79=A07-S’—I—BM~S

und

eingefiihrt.
S=A4y,8+ByS"—H-8,.

Die beiden ersten Glieder sowie S, lassen sich als Spannkrifte des
behandelten Stabes in einem Fachwerkbalken auf zwei Stiitzen deuten,
der aus den beiden Scheiben des vorgelegten Tragwerks dadurch ent-
steht, daB das Gelenk durch einén Stab beseitigt wird, und zwar ist
So= Ao, 8 4+ By, 8" die durch die lotrechten &uBeren Krifte
und S, die durch die Krafte H = —1, die als Lasten eingefiihrt werden,
erzeugte Spannkraft. Die Werte §’, 8", S, lassen sich also nach den
in Nr.32 an dritter Stelle dargestellten Verfahren in jedem Falle leicht
ermitteln. Die Lasteinheit rechts des Stabfeldes erzeugt, wenn 7, die
Ordinate der H-Linie bezeichnet

b
S= S’T_na'suz
die Last links des Stabfeldes
S:S”-‘l‘——na.s,,.
Die EinfluBfliche jeder Spannkraft erhslt man danach als Differenz
der EinfluBfliche der Spannkraft des bezeichneten einfachen Fach-
werkbalkens, die durch die Geraden @&, und @, bestimmt ist, und der

H - §,-Flache.
0,-Flache (Abb.93). Es wird aa’ = 0,, entsprechend dem nega-

. , . I .
tiven Wert O, negativ, bb'= — 27 0, entsprechend dem negativen O,,
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positiv aufgetragen und a’b’ iiber v’ und ¢’, a v, g'b gezogen. Es ist
av' b die auf die schrige Nullinie a b’ bezogene O,,-Fliche und a g &’
die auf dieselbe Nullinie bezogene —H - O,,-Fliche. Mithinistav' ng’ b
die auf die wagerechte Nullinie @ b bezogene O,-Linie.

D,-Linie (Abb.94). Es ist aa’ = D, positiv, bb = — !

2‘? * Dy
negativ und &' b” = D/ entsprechend seinem Vorzeichen, im vorliegen-
den Falle also positiv aufzutragen und a' b’ iiber v’ ¢', @ b’ tiber v — 1’,
v — 1"v', ¢’ b zu ziehen. Es ist av — 1" v’ b’ die D,,-Flache mit der
schrigen Nullinie a b’,a g b’ dis —H - D,,-Flache mit derselben Null-
linie. Also ist av — 1’9" ng' b die auf die wagerechte Nullinie a b
bezogene D,-Linie. 1

L,-Linie (Abb.95). Es ist aa’ = L) negativ, bb' = ~37

positiv, &' b” = L] entsprechend seinem Vorzeichen positiv aufzu-
tragen und a’ b’ iber 4’ und ¢’, a b’ iber 3’, 3’ 4, g’ b zu ziehen. Es
ist @ 3’4’ b’ die Ly,-Fliche mit der schrigen Nullinie ab’, a g b’ die
—H - L;,-Flache mit derselben Nullinie. Also ist @ 3’4’ ¢’ b die auf
die wagerechte Nullinie ¢ b bezogene IL,-Linie.

: Lia

34. Das mehrstibige Fachwerk.

Schnitte durch ein mehrstibiges Fachwerk, die mehr als drei Stéabe
treffen, teilen es in zwei Scheiben, deren mindestens eine der inneren
Stabilitit ermangelt. Jedem iiber die erforderlichen drei im Schnitt
vorhandenen Stab entspricht ein fehlendes Glied in einer der beiden
Scheiben, und jedes fehlende Glied bedingt eine Bewegungsmoglichkeit,
fir welche die Gleichung des Prinzips der virtuellen Verriickungen

2 QO =

besteht, wenn man die Spannkrifte der durchschnittenen Stibe als
gullere Krafte behandelt. Das nachstliegende Verfahren zur Ermitt-
lung der Spannkrifte in den durchschnittenen Stiben wire danach
durch Aufstellung der bezeichneten Gleichungen die drei Gleichungen

M =0 zu erginzen. Dieser an sich Zweckmaﬁlgste Weg wird in
Abschnitt e) beschritten werden. Hier soll eine zweite Lisung gezeigt
werden, die in der Heranziehung von einzelnen Gleichgewichtsbedin-
gungen der Knotenpunkte besteht, allerdings meist mit dem Nach-
teil verbunden ist, dal weitere Unbekannte zu den vom Schnitt ge-
troffenen hinzutreten und dadurch die Zahl der gleichzeitig aufzu-
I6senden Gleichungen grofer wird. Allgemeingiiltige Formeln lassen
sich nicht aufstellen. Der einzuschlagende Weg muf} deshalb an den
wichtigsten Beispielen erlautert werden. Erhebliche Bedeutung haben
diese Fachwerke nicht, da Griinde der Konstruktion meist gegen ihre
Wahl sprechen.

a) Das K-Fachwerk (Abb. 96). In jedem Feld sind zwei Schriagstibe
vorhanden, deren Neigungswinkel ¢, gegen die Wagerechte gleich gro§
sei. Aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir den Knotenpunkt n, — 1
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ergibt sich sofort die Abhingigkeit zwischen den Spannkriften der
Schrigstibe jedes Feldes

(Dno +Dnu) COS @y, = 0, D,,= —Dpu

0,

775 Oy To

W Ly, m

’ -1 KeAnNo
o),énu.

7 Una't Uy
A—>!

3
v

™
>

Abb. 96.

Bei lotrechter Richtung der duBeren Kréfte, die vorausgesetzt werden
darf, folgt weiter -aus

(v0) 0, - cosf, + (Dni1,0 + Dn+1,u) cos@y,; +U,=0,
(nl) 0,.005/3,, (hn — ’21‘hn+1) —U,- %hn+1 + M, =0,
0O,= —%-secﬂn,
) (81)
M,
Uy = +—7Z’
(Woo) Vn+1 + (Dps1,0 _'Dn+1,u) sing, 1+ Opsinf, =0
ergibt mit M,.,—M,
Vap1 = —
h, h
{l = (f + tgﬂn) =2 1-Jg‘}’7n+1 s
M, M,
D”+1:’,‘= —Dn+1,o= ( T +1 _— l_) see(p,,+, (82)
n41 (7%

und schlieflich die zweite Gleichgewichtsbedingung fiir den Knoten-
punkt %, und die fiir den Knotenpunkt » der Untergurtung

Lyo — Ly + (Dn+1,o - n+1,u) singp,, =0,
Lnu’l_DnSin‘Pn— Pn=0’

(M, M,._l)

L= — (2~ 22) e gn + P, (5)
_ M, M,,)

Lno = Linu + 2. (h/"+1 h/n tgq)n'l'] . . (84)

Die Formeln zeigen denselben Bau wie die entsprechenden des
Dreieckfachwerks. Die Grenzwerte sind nach dem in Nr. 33a angegebe-
nen Verfahren zu ermitteln.



Das mehrstiabige Fachwerk. 141

b) Das zweiteilige Fachwerk (Abb.97 und 98). Jeder Schrigstab,

mit Ausnahme der beiden #uBersten oder mittelsten, kreuzt eine Lot-
72" Qpgt=1' Om

/3 e

m-, R —
She ZH 2
3 1

? 7 2z -3 M-z My T

~ Abb. 97.

rechte, ohne mit ihr verbunden zu sein. In dem Fachwerk der Abb. 97
trifft der lotrechte Schnitt durch das mittelste Feld m nur drei Stébe.

Aus (m) folgt
0,, = —].Lll‘ sec B 3 (85)
/.
aus (m — 1) My 1+ Dy 25y -1+ COS @y Om by _1-cosffy =0,
m Mm—l ]lm—l
= (o — =1 ) sl g6 g, 6
D (hm h/m—l Fm—1 86C Prm 5 (8)

aus (m — 17) M, 1+ Op by — 2m_1) co8 i — Up* 21 = 0,

Mm Mm M -1 hm -1
Um=——(_——-_—m—)—. 87
N I hw—1/ @ ®7)
Eine -Beziechung zwischen den Spann- -5’ 7y’ U
kriften in zwei aufeinanderfolgenden Schrag- = On-1 On
staben erhilt man aus den Gleichgewichts-
bedingungen des Untergurtknotens n (Abb.97 a) \
DnCOS‘Pn+ Uy~ Ups1=0, &z &7
('n—l/) Mnfl_])n CcoS @y (hn—l —'Zn—l) 0’?\ 4
—Uphyp-1=0,

(n) M, —Dpy1c08@n1(hn—2) Rz Up-y 17 Up T Upyy

— Ugpgt hn:O, Abb. 97a.
Mn Mn—l (hn'—zn) (hn—l_znfl )
- — . i s —1)=0,
hn hn—l Dn+1 COSQ@p 41 h’n +Dn COs @y h”_l

_ Mn Mn_1>hn_1 hn_zn hm—l (88)
Dn CoOS P, = (E— h'n_l —zn——l'—Dn.{.l COS Ppt1 hn o

Nach dieser Formel sind alle Spannkrifte in den Schragstdben von D,
bis D, zu berechnen. Fiir die Gurtungsstibe folgt nun aus

(n) My, + Ophycosfy+ DyyrCoS@y y-2, =0.

M, #n
On = - ( h/n + Dn+1 cCOSPn41 h_n) secBn (89)

Fn—1

und aus (n — 1)
M, Pp_1—2n_1
T = -1 —_
U, T 1?,. cOS P, -

(90)
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Schlieflich findet man

D= Ugseco,,

L, = — D,sing, + P,.
In dem Fachwerk der Abb. 98 lassen sich O; und D, ohne weiteres aus
>'M = 0 berechnen. Die Krifte in den folgenden Diagonalen bis D,

<
=
S

) T

Abb. 98.

ergeben sich dann aus der Formel (88). Der Schnitt durch das mittlere
Feld trifft nunmehr nur die drei unbekannten Spannkrafte D,,  ;,0,,, U,,.

¢) Der Paralleltrager der Abb. 99 ist in allen Knotenpunkten durch
je 2 Stibe an das Dreieck IX XI XI' angeschlossen. Ob die Schriagstabe

Abb. 99.

in den Schnittpunkten sich kreuzen oder verbunden sind, ist fiir die
Werte der Spannkrafte ohne Belang. Aus

(I) M+ Dycosqp-h=0,

(I’ M;— Dycosp-h=0
folgt
— D, =D,= %1 secq .

Um zu einer Beziehung zwischen D, und D, ; zu gelangen, wird
der Schnitt ¢ —¢ in Abb. 100 gefithrt und (n) aufgestellt

h h .
~(Dycosp + 0n—2)-2" + (Dnys-cos@ + Opyo) 5 Dysing -4

¢ ¢ + Dpyg-sing-1=0.

Onsz
Bei lotrechtem Schnitt durch das Feld
n — 1 lautet

(n—1) My g+ (Dy-cosp +0, . 5)h=0,

bei lotrechtem Schnitt durch das Feld
n 4 2 lautet

(n+1) Mys1+(Dpyscosp40,.9) =0,

Abb. 100.

mithin ergibt sich
Myypq1— M, 4

Dn+3'Sill(p=Dnsin(p+ 5

(o1)
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Aus den Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte #» — 1 und
n + 1 der Obergurtung folgt
Dp=— Dy, Dn+2=_'Dn+3-
Nach diesen Formeln ist nun zu berechnen
M,— M
D;sing = Dy sing + —57—,
D 4= D 5
— M,

D7 singp = D,sing + %5.:27“__ ,

Dg=-—D, wusw. bis Dy;.

Fiir die Lotrechte im Stiitzpunkt b ergibt (X) analog der oben benutzten
Gleichung (n) M

schlieflich ist Dyysing = —L.

Fiir die Spannkrifte in den Gurtungen erhalt man die Formeln

0. =—MI':/_1 — Dpy1-co8¢,

oder ) 0., = _%  Duye-e0sg. (92)
U,= J'I;;_l — D, 4o cos9,

oder U, — _];% Dy cosg. (93)

Werden in diesen Formeln alle Spannkrifte D durch die Momente
ersetzt, so ergeben sich Gleichungen, aus denen die EinfluBlinien ab-
geleitet werden koénnen. Einfacher erhilt man die EinfluBlinien jedoch
ebenso wie fiir die meisten mehrstibigen Fachwerke mit Hilfe der in
Abschnitt e) dargestellten Kinematik (Seite 182).

d) Die inneren Krifte des Stabwerks.

35. Die Spannungen im geraden Stab.

Nach Berechnung der Normalkrifte, Querkrifte und Momente fiir
alle Punkte der Stabachsen eines Stabwerkes handelt es sich bei Be-
rechnung der inneren Krifte nur um die Spannungen im Quer-
schnitt des geraden Stabes. Als gerader Stab wird auch ein gekriimmter
Stab behandelt, dessen Kriimmungsradius grofl im Verhaltnis zu den
Abmessungen des Querschnittes ist. Es wird angenommen, daf die
Voraussetzungen der Balkentheorie B. de St. Venants?) (vgl. Teil. I,

1) Saint-Venant, B. de: La flexion des prismes. Journal de mathemati-
ques S. 89. Liouville 1856.
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Nr.9) erfiillt, und nur drei Spannungskomponenten von Null ver-
schieden sind, ndmlich die Normalspannung parallel zur Stabachse und

Abb. 101.

die Schubspannungen, welche um
die Hauptachsen des Querschnittes
drehen. Nach Abb. 101 ist die Schub-
spannung 7, parallel zur Y-Achse,
7, parallel zur Z-Achse. Die Y-Achse
ist gegen die Ebene des Tragwerks
unter iy geneigt.

Im Punkte » der Stabachse wird
in der Normalebene ein Schnitt
durch den Stab gefithrt, und die
positiven Spannungen werden als
aullere Kriafte auf beiden Schnitt-
ufern in entgegengesetzter Richtung

angebracht. Fiir die Kréfte am linken wie am rechten Stabteil bestehen

die drei Gleichungen > M = 0.
(V)

(weo)

N, —-fﬂzdF =0,
(v) M,,—fo,(ycosw/) +zsiny)dF =0,
V., ——f(rysiny) + r,cosp)dF =0.

(94)
(95)
(96)

Die Bedingung, dafl die Mittelkraft der Spannungen in die Ebene der
- aulleren Krifte fallt, fiigt noch 3 Gleichungen hinzu, von denen zu-
nicht die beiden folgenden ndétig sind.

foz(ysinw —~zcosy)dF =0,
/(Ty cosy — T, 8iny)dF =0,

(97)
(98)

Die Unbestimmtheit der Gleichungen (94), (95), (97) ist von Ber-
noulli durch die Annahme behoben worden, daf3 die das Stabelement
begrenzenden Querschnitte bei der Verzerrung eben bleiben, so daB
die Dehnung ¢, als lineare Funktion der Xoordinaten ¥, z angesetzt

werden kann

Dieser gewohnlich als Annahme

g=a-+by+cz.

(99)

eingefiihrte Ansatz ist, wenn nur

Einzellasten auftreten, eine notwendige Eigenschaft des Verzerrungszu-
standes, der die Voraussetzungen ¢, =0, 7, = 0, 6, = 0 erfiillt?).
Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Volumenelement — vgl. die

Tafel auf Seite 11 — lauten

do, Ot
oz T 3y
or,
Era 0,
Daraus folgt zunichst
97: _
dx ’

dt,
T =0
dt,
Tx 0
a?’y
2l=0, (100)

1) Winkler, E.: Die Lehre von der Elastizitit und Festigkeit, S. 237.

Prag 1867.
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und da y, = 0 ist, lauten die drei Vertraglichkeitsbedingungen, Teil I,

Gleichungen (20)

Oe, Oy O, ‘923220 Py | P&
0yt Oa? : 0z2 ' Ox? ’ 022 Oy?

Infolge &, = &, ergibt sich aus den beiden ersten Gleichungen

0.

02 52
(o 0% &,

T o
und mit ¢, = &, = —b; &, aus der dritten
02e, O2¢,
oy Toa ="
also folgt 81% _ 9—2—% e
092 ’ 022
und schlieBlich -
o%ey
dx?

Aus der vierten Vertriglichkeitsbedingung
2e, 0 (6 y, 0 yy)

2 dy-0z Ox
folgt nach den Gleichungen (100)

o%e,

0z 0y

dy-0z
Mithin ist ¢, in jedem Querschnitt‘ eine lineare Funktion von y, z, und
die Beiwerte a, b, ¢ in Gleichung (99) diirfen  nur in der ersten Potenz

enthalten. Daraus folgt jedoch nicht, dafl die Querschnitte bei der Ver-
zerrung eben bleiben.

1
Mit ¢, = 7% erhilt man den Ansatz

g=a,+by+cz
und aus (94), (95), (97) die Gleichungen
Ny=ua,[dF + b, [ydF + ¢, [2dF,
M,= alf(ycostp + zsiny)dF,
+b1f(y200s1,u+y-zsinzp)dF,
—i—clf(zycosy)—l—zzsiny}) ar,
0= a.lf(ysintp —zcosy)dF,
+ blf(yzsiny; —yzcosy)dF,
’ +clf(y-zsiny)—z'zcosy))dF.
Da Y und Z Hauptachsen sind, ist
fde:O, fzdF:O, fy-zdF:O;

Griining, Statik. 10
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ferner werden die Fliche F :f dF, die Tragheitsmomente J, == f y2dF
und J, = f 2dF eingefiihrt
N,=a,-F,
M,=bcosypJ, + ¢ sinyp-J,,
0=b;siny-J, — ¢ cosyJ,.
Daraus folgt

N,
ay = 7{; N
p, — Mo cosy
1 Jz »
M, -siny
¢, = _24
und .
6m=%+Mv;:Swy+Mv;:w~z. (101)

Zwischen den Angriffspunkten zweier benachbarter Einzellasten ist
N, = const. und M, geradlinig mit der Stabachse verinderlich
dM,

P V, = const.

o2
Damit ist auch =2 = 0 in allen Punkten zwischen zwei Einzellasten
erfiillt. dat
Die Punkte gleicher Normalspannungen erfiillen die Gleichung
__cosy - siny
0= 7 y+ 7, z,
welche eine Schar von Parallelen darstellt. Durch den Schwerpunkt
geht die Gerade

__cosy siny
0= 7. ¥+ 7, 2,
€.\ 2
=—2(3) tew, (102)
Yy
J/Ty L
wenn 7, = 7 7y =] 7 die Tragheitsradien des Querschnitts sind.
In allen Punkten dieser Geraden herrscht die Spannung
N,
0y = T .
Ihr parallel ist die neutrale Achse, deren Gleichung durch C = — —ojwi

bestimmt ist.

Die aus dem Moment entstehenden Spannungen sind in jedem
Punkte des Querschnittes proportional seinem Abstande » von der
zur neutralen Achse parallelen Schwerachse.
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Mit der Verinderlichen v lautet die Formel (101)

_N N, ' - 103
G—T—{—szv-cosy)‘/l—{—( \tg Y, (103)

welche maxo und mino durch Einfiihrung des groBten positiven bzw.
negativen Wertes v angibt.
Mit @ = 0 geht die Formel (103) in

N, M,

0= 104
| FToY (104)
iiber. Aus dieser erhilt man
maxo = - M,
=7 W
mine = =7 — M,
- F W,
JZ JZ
1= - > W2 = . ’
maxy min y

W, und W, sind die Widerstandsmomente des Querschnittes. Ist der
Querschnitt symmetrisch zur Z-Achse, so ist maxy = miny und
W, = W, = W. Fiir die Durchfithrung der Rechnung, namentlich fiir
die Ermittlung der durch wandernde Lasten entstehenden Grenzwerte
der Spannungen ist es zuweilen zweckmiBig, die duBeren Krifte in
einem Glied zusammenzufassen. Dazu gelangt man durch

NN, J._ N
F Jzy Fy J, y
Auf der positiven Y-Achse ist der Kernpunkt 2 durch den Kernhalb-
2
messer k, = —r{l:;—y, auf der negativen Y-Achse der Kernpunkt I durch

den Kernhalbmesser &, =

max g
maxo = axy(N k, + M),
mine = mlny (Nyky — M,)
oder maxoc = Mﬂl mina— %
W1 s - W2 L
worin M, =N,k + M,, Myy= —N, -k, + M,

die Momente der &duBleren Krifte um die Kernpunkte 1 und 2 des
Querschnittes in » sind. Danach sind die EinfluBflichen fiir maxg
und minoe den EinfluBflichen fiir die genannten Kernmomente ver-
haltnisgleich.

10*
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Fiir die Schubspannungen folgt aus den Gleichungen (96) und (98)
f‘rzdF = V,cosy,
/rde = V,siny.

Dadurch sind 7, und 7, nicht bestimmt. Es besteht jedoch infolge

do, (cosw simp)
gz o\, VTR

die Gleichgewichtsbedingung

dr, Ot (cosw siny )
%"*—; _Vv Jz .7/+ Jy Z),

oz

sowie die fiinfte und sechste der Vertriglichkeitsbedingungen. Durch
diese Gleichungen und die Randbedingung, daf} die Mittelkraft aus z,
und 7, am Rande des Querschnittes in die Tangente an den Rand
fallt, sind 7, und 7, eindeutig bestimmt, sofern die angenommene Grund-
lage (0, = 0, =1, =0) mit den jeweils vorliegenden besonderen Be-
dingungen vertraglich ist. Die Aufgabe ist jedoch nur fiir wenige Quer-
schnittsformen gelost. In der Statik begniigt man sich mit Nahe-
tungslosungen, die in vielen Fillen hinreichende Genauigkeit besitzen.
a) Rechteckiger Querschnitt, Linge des Rechtecks — Hohe ge-
nannt — parallel zur Ebene des Tragwerkes, Abb. 102. Fiir z =435
fordert die Randbedingung 7, = 0. Wenn b geniigend klein ist, darf
fiir alle Punkte 7, = 0 gesetzt werden, so daB nur die Schubspannung z,
auftritt, die daher durch 7z ohne Index bezeichnet werden kann.

Aus N u
! 6, = 2
= y

s 2]% FoJ

Z 2 **z folgt ' ot aax 174
; P P o
- 14

+y I 2
Abb. 102. ! sy tC

h
Die Randbedingung fiir y = :}:E ist 7 = 0. Sie liefert

14
= —_ }L2
0=0¢ 8J, ’
mithin
o V (112 2)
Dieser Wert erfiillt die Gleichgewichtsbedingung
f dF =7,

e =)=
sy \g? =) =7
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da %2 F = 3 J, ist. Die Schubspannung 7 verteilt sich iiber die Hohe
nach einer Parabel, der grofite Wert in der Z-Achse ist

3V

2 F°

Die Losung erfiillt die Vertraglichkeitsbedingungen nicht und ist daher
nicht genau. Die Gleichung (105) gibt aber den mittleren Wert der
Schubspannungen lings der Parallelen zur Z-Achse richtig an und
liefert daher eine desto genauere Annsherung an die tatsichlich auf-
tretende Spannung, je kleiner b ist.

b) Querschnitt, symmetrisch zur Y-Achse von verinderlicher Breite
b=2f(y), Abb. 103. Das Stabelement von der Dicke dx wird durch
die Ebene -y in zwei Stiicke geteilt. Fiir das auf der positiven Y-Achse
liegende Stuck besteht die Gleichgewichtsbedingung

+ b

dxf'tz dz—!—2/ozf )dy—2f<oz+g% )f(y)dy:O.

__2[,

Um zur mittleren Spannung 7 in der Ebene des Querschnittes lings
der Parallelen zur Z-Achse zu gelangen, wird von dem betrachteten
Stiick des Stabelementes durch die Ebene y 4 dy ein Prisma abge-
schnitten, dessen Linge gleich 2 f(y) und dessen Querschnitt dx - dy ist.
Das Moment der Krifte, welche auf die Seiten des Prismas wirken, um
seine Achse mul} verschwinden

maxt =

J_’L
20 f@)dy- LU [r.de e =0,
-2
2 <& Z_y
+% . fy*d!/
27-/(y) /,-d,z. % fone Qe
b T r+dy
T2 Abb. 103.
Man findet aus vorstehenden Gleichungen
)
v fly) = [a 1) —/yf ) dy
T-f(y) = — 8, (106)

wenn

h
=0/y-f(y)-dy

das statische Moment des durch die Z-Achse abgetrennten Teiles des
Querschnittes und

S, =[y-f(y)-dy
0
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das statische Moment des Querschnittes, der zwischen der Z-Achse
und der Geraden + y liegt, in bezug auf die Schwerachse ist. Dies Er-
gebnis erfiillt zwar die Gleichgewichtsbedingung fiir das Volumenelement

do,  Ot, 0,

dx = dy Jz =0

0
nicht, daa—gléngs der Z-Achse im allgemeinen von Null verschieden
ist, wohl aber die Bedingung, die man durch Integration dieser Gleich-

gewichtsbedingung lings der Z-Achse erhilt

b b

+? +§-

160, o, 6/1,,) B /d Oy ot _
Z(@;*‘ay*‘az‘k- T deH 23 1)+ — T | =0.
- iy

Fiir die Randwerte t,,, 7,, gilt die Randbedingung
4w
dy ’

also ist
o1 o[z fy)]
zbayf(y)+7y1“’y2:2 a]:;y)

Tyr— Typ =27

‘und weiter

.
d[z-f(y)] /5% |4
4 = — _ - .
2 3y 8xdz 2Jzy fy).
b

Aus Gleichung (106) ergibt sich

P 058, v
[z /)] V ey ()

0y L9y
womit der Beweis erbracht ist. Die Anwendung der Formel auf den
Doppel-T-Querschnitt ergibt fiir den Steg von der Dicke ¢ den sehr
genauen Wert

V(S 1 2)
=—\— = 1
T T\7 5 Y (107)
und in der Mitte des Querschnittes
maxt— o S0
ax T = e

Im Ubergang aus dem Steg in den Flansch von der Breite b fallt ¢

S, S,
infolge des Unterschiedes zwischen 70 und - unvermittelt ab. Das

b
gilt jedoch nur fiir den mittleren Wert, wihrend langs der Parallelen
zur Y-Achse, die in den Steg fallen, ein stetiger Abfall von dem im
Steg auftretenden Wert bis auf Null am Rande stattfindet. Die Aus-
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strahlung von 7 aus dem Steg in den Flansch wird durch die Aus-
rundung der Hohlkehlen zwischen Steg und Flansch stark beeinfluf3t.
Fehlt die Rundung, so ist ein Sprung der Schubspannung léings der
inneren Wand des Flansches vom Wert des Steges auf Null unver-
meidlich. Im Flansch ist die Schubspannung 7, von Null wesent-

lich verschieden. Da lings der positiven Y-Achse bei positivem V

do ot .. 0Oz . C, . N
?f+5j<0 ist, ist —a—zy>0. Da ferner in z = 0 7, =0 ist, ist fir

b ‘ b
0<z<—[—§: 7,>0 und fiir 0>z>——2~: 7, < 0.

Die Richtung 7, weist vom Steg nach den beiden lotrechten Réndern
des Flansches. Genauere Formeln fiir 7, und 7, im Flansch sind nicht
bekannt; ihre Kenntnis hat im iibrigen keine praktische Bedeutung.
Fir den unsymmetrischen Querschnitt des J-Eisens fithrt der An-
satz ¢, =a 4 b-y nur dann zu einer Losung, wenn die Kraftebene
gegen die X, Y-Ebene um eine Strecke z, parallel verschoben ist. Sind
die Normalspannungen o, auf Parallelen zur Z-Achse gleich grof, so
bedingt das Gleichgewicht am Volumenelement bei positiver Quer-
kraft im gedriickten Flansch eine nach dem Steg zu, im gezogenen
Flansch eine vom Steg ab gerichtete Schubspannung 7, . Die Spannung 7,
kann im Flansch nur klein sein, da sie an den Réandern desselben ver-
schwinden mufl. Wird sie vernachlissigt und aus demselben Grunde
7, im Steg, so ergibt sich das rechtsdrehende Moment um den Schwer-

punkt LA Lh -
2 [, y-dF tefvt-dh=2J +e-V —=="

LRt -in

wenn ¢, die Stirke des Flansches, ¢ die des Steges und e V—MQ
den Abstand der Stegmitte von der ¥-Achse bezeichnet. ol
Mithin hat die lotrechte Mittelkraft V der Schubspannungen '
von der Y-Achse den Abstand

>
Z:?

2.J
e =e-+ —V‘l . Abb. 104.

Aus g =a + by ergibt sich demnach nur dann eine Losung, wenn
2y = e, ist. Ist 2z, <<e,, so mull der Wert J; abnehmen. J;, muf} ver-
schwinden, wenn z,=e ist, und muf fiir z, << e negativ werden. Wenn
die Kraftebene in die X, Y-Ebene fallt, miissen also die Spannungen
7, in den Flanschen die in Abb. 104 angegebenen Richtungen haben.
Das ist nur moglich, wenn die Normalspannungen o, auf Parallelen
zur Z-Achse nicht gleich groB sind. Im allgemeinen Falle mull also
der Ansatz fiir ¢, und demnach auch fir o, erweitert werden zu

op=a+b-y+c-y-z

oder, wenn eine Normalkraft nicht auftritt und das angreifende
Moment linear von x abhéngig ist,

op=b-x-y+c¢-x-y-z.
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Dieser Ansatz ist mit der Voraussetzung o, = 6, =7, = 0 nicht ver-
traglich, weil die vierte Vertriglichkeitsbedingung nicht erfiillt wird.
Die Erfilllung kénnte durch 7, = f(x) erreicht werden, doch wiirden
die fiir 7, bestehenden Randbedingungen unerfiillbar bleiben, wenn
7, von y und z unabhingig ist. Der oben stehende Ansatz kann daher
nur eine Naherungslosung ergeben. Berechnet man die durch ihn
bedingte Spannung 7, im Flansch aus

do, Ot

oz T o, =0
und den Randbedingungen, indem man 7, im Flansch vernachlissigt,
so erhélt man in sza,-y-dF,

2J,=(y—¢e)V

zwei Gleichungen, aus denen b, und ¢, fir jede Lage der Kraftebene
zu bestimmen sind. Um ein genaues Ergebnis zu erhalten, miite die
Annahme e als Abstand der Stegmitte von der Y-Achse durch eine
genauere Bestimmung ersetzt werden, die den Umstand beriicksichtigt,
daB 7, in den Teilen der Flansche, di¢ dem Steg naheliegen, nicht
vollig vernachliassigbar ist. Es darf vermutet werden, dafl e nur vom
Querschnitt abhéngig, von der Belastung unabhéngig ist. Dann kénnte
der Wert e durch Versuche und Auswertung mit Hilfe der angegebenen
Rechnung bestimmt werden.

Der Nachweis, daBl die Annahme ¢ = a + b - y fiir den J-Querschnitt
keine richtige Losung ergibt, ist von Bach?) durch Versuche erbracht.
Zwei Versuchsergebnisse zeigen, dafl die Verteilung der Normal-
spannungen im Flansch dem Geradliniengesetz naher kommt, wenn
die Kraftebene aus der X, Y-Ebene in den Steg verschoben wird.
Das stimmt mit dem oben gezogenen Schlusse iiberein, nachdem in
der Lage z, der Kraftebene die gleichmiaBige Spannungsverteilung er-
reicht wird. Vor Bach hat schon Sonntag?) auf anderem Wege
als dem hier eingeschlagenen gefunden, daf} die absoluten Werte der
Normalspannungen am Steg erheblich gréBer sein miissen als am
Rande der Flansche.

¢) Winkelquerschnitt, Abb. 105. Man zerlegt V in die Seitenkrifte
nach den Richtungen der Winkelschenkel und weist jede Seitenkraft
dem gleichgerichteten Schenkel nach dem paraboli-
schen Verteilungsgesetz zu.

Durch die aufgestellten Formeln sind die Span-
nungen des geraden Stabes auf die angreifenden

*y Momente, die Normal- und Querkrafte zuriickgefiihrt.

Abb. 105 Nachdem die Berechnung der Momente, Normal- und

' Querkrafte fiir alle Punkte der Stabachsen eines Trag-
werkes in Abschnitt b allgemein und im besonderen fiir verschiedene Bau-
arten gezeigt ist, eriibrigt es sich, hier auf die Einzelfalle nochmals einzu-

1) Bach, C.: Versuche iiber die tatsiachliche Widerstandsfahigkeit von
Tragern mit C-féormigem Querschnitt. Z. V. d.I. 1910, S. 382.
%) Sonntag: Biegung, Schub, Scherung. 1909,
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gehen. Die Bemerkungen in Nr. 33 sind sinngemaf} zu beriicksichtigen.
Zuweilen besteht jedoch ein grundsitzlicher Unterschied in der Be-
rechnung der inneren Krifte des Stabwerkes und des Fachwerkes,
namlich der, daB beim Stabwerk gewisse, durch die Form und den
Flacheninhalt des Stabquerschnittes bedingte Grofen bekannt sein
miissen, um die Grenzwerte der auftretenden Spannungen zu berechnen.
Diese Notwendigkeit entspricht der Tatsache, dafi Formel (104) ¥ und

W= Iz enthalt.
maxy

36. Normalspannungen bei nicht geradlinigem Formiinderungsgesetz.

Die Beziehung zwischen der Dehnung und Spannung sei durch
eine Funktion der Form

&g = [ (05) — C[f(0y) + [(0,)]

gegeben. Dann folgt aus o, = 0, 0, = 0 wieder

g=6=—C¢
und in Verbindung mit 7, = 0 wie oben weiter aus den Vertriglich-
keitsbedingungen
e, g, 0%y 02¢,

PRl ol P AT AL

Demnach ist anzusetzen
ge=a+by+cz,

worin a, b, ¢ lineare Funktionen von z sind. Der Beweis ist an die oben
getroffene und wohl stets zuldssige Voraussetzung gebunden, daBl die
durch o, erzeugten Lings- und Querdehnungen einander proportional
sind. Im iibrigen kann jedes beliebige Forménderungsgesetz und auch
Aolotropie, soweit sie mit jener Bedingung vertriglich ist, bestehen.
Das Geradliniengesetz gilt danach fiir die Dehnungen in der Richtung
der Stabachse bei jedem Forminderungsgesetz, welches Verhéltnis-
gleichheit zwischen den durch die Normalspannungen o, erzeugten
Langs- und Querdehnungen bedingt, wenn sich die angreifenden Mo-
mente geradlinig von Punkt zu Punkt &ndern.

Es wird nun
Op = &g+ 0L+ W
eingefiihrt. Hierin ist
o
o=
€

der Quotient aus Spannung und Dehnung fiir einen beliebig gewihlten
Spannungswert ¢,

eine aus dem Form#anderungsgesetz als Funktion der Spannung oder
Dehnung zu berechnende veranderliche Zahl. Ist das Form#nderungs-
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gesetz durch die Spannungs-Dehnungslinie gegeben, deren Ordinate die
Spannung o, deren Abszisse die Dehnung ¢ ist, Abb. 106, so zieht man

#4400

R
?

2600 kg/cm?
2950
\3200
‘\3240

Q 3300

& %0
1

7%

L !
N N
~ B

77%0—
72060~

1 ]
N N N &
© ~ A )

5 %ol
73%:

12%
20%:
70%01~

Abb. 106.

“die Gerade durch o, und den Anfangspunkt. Sie schneidet auf der

Ordinate in & die Strecke b = ooi ab, also hat man
&0
w = —b“
als Quotient zweier Strecken.
Die Untersuchung sei auf die Fille beschrinkt, in denen die Y-Achse
in der Ebene des Tragwerks liegt. In die Gleichgewichtsbedingungen

N,—[cdF =0,
My;—[o-y-dF =0,
c=ua-wla+by),
o=w(a; + by -y)
N,=a,[w-dF + b [y-w-dF,
M,;= alj‘w-y-dF +<blfw-y2dF.
Man bildet einen verzerrten Querschnitt, indem man jedes Flichen-
element mit dem zugehorigen Wert w multipliziert, berechnet die Lage
der Schwerachse und den Flicheninhalt F; des verzerrten Querschnitts,

erstere durch ihren Abstand von der Schwerachse des unverzerrten
Querschnittes F,— /w .dF,

e:/w-y'dF‘
F;

wird

eingefiihrt.
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y' ist auf die Schwerachse des unverzerrten, y auf die Schwerachse des
verzerrten Querschnitts zu beziehen. Mithin ist / wy-dF =0.
Schliefllich berechnet man

Jyi= [w-y?-dF.
Damit erhilt man
_ M, —Ny,-e My
o Jzi o Jzi ’

wenn beachtet wird, daB M, das Moment um den Schnittpunkt des
Querschnittes mit der Stabachse, und / o+'y-dF das Moment der
Spannungen um die Schwerachse des verzerrten Querschnittes bezeich-
net. Die Normalspannung in jedem Punkte des Querschnittes ist

’Nv Mvi )
T T YY)

Die Rechnung kann nur auf dem Wege der Anniherung durch-
gefithrt werden, da w von dem Ergebnis abhéngig ist. Man geht von
einer ersten, mehr oder weniger willkiirlichen Annahme aus und fithrt
die Rechnung auf dieser Grundlage durch. Liegt das Ergebnis der
Annahme hinreichend nahe, so fiithrt fortschreitende Annaherung zum
Ziele. Andernfalls muB aus mehreren angenommenen Werten eine
Kurve berechnet werden, deren Schnittpunkt mit der Spannungs-
dehnungslinie die Losung ergibt.

Da die Z-Achse normal zur Ebene des Tragwerks vorausgesetzt
ist, ist w auf Parallelen zur Z-Achse mit ¢ konstant. Die Verzerrung
des Querschnittes ist daher durch Multiplikation der Breite ¢ mit w
durchzufiihren. Der Rechnungsgang soll an einem fiir zwei Belastungen
durchgerechneten Beispiel erlsutert werden. Der Einfachheit halber
ist ein rechteckiger Querschnitt » = 36 cm, b = 1 cm gewahlt. Das
Forméinderungsgesetz ist in Abb. 106 durch die Spannungsdehnungs-
linie eines Flufistahles dargestellt:

Erste Belastung: N = 0, M = 864000 kg - cm.
Bei geradlinigem Forméanderungsgesetz wiirde sich
864 000

maxo = ;{;721(? - == +-4000 kg/cm?

=)=

by

ay =

6=w (108)

ergeben. Man wihlt 6, = max o, so dall w in den duBersten Punkten
des Querschnittes gleich 1 und max o aus

M R
max g = ——+-~

J.. 2

zu berechnen ist. Nun wird eine erste Annahme fiir o, getroffen, welche
< 4000 kg/em? ist, ¢, = 3300 kg/cm?, und die Gerade 0o, in der

Abb. 106 gezogen. Sodann wird % in eine Anzahl gleicher Teile — hier
zehn — geteilt und jedem Teilungspunkt der Punkt der Abszissen-



156 ) Die inneren Krifte des Stabwerks.

oz 3300 | oo 8250 | op= 3245 2Chsezugeordnet, Welcl}er die"St.recke
‘ o0&, verhaltnisgleich teilt. Fiir jeden
0 1,81 1,46 1,385 . . o

4 1,81 1,46 1,385 Teilungspunkt ist w = Zund dar-

5 1,76 1,46 1,385 . . .
6 1,60 1,45 1,385  aus - w zu berechnen. Die Teilungs-
7 1,38 1,39 1,350  punkte sind von der Mitte nach dem
g i’%(l) %%115 }’?2?) Rande zu gezihlt. Als zweite An-
10 1,00 1,00 1,00 nahme ist o, = 3250, als dritte

o, = 3245 gewahlt. Nebenstehend
sind die verzerrten Breiten des Querschnittes zusammengestellt. Der
Querschnitt F; ist in der Mitte ein Rechteck und verjiingt sich
in der Breite nach beiden Réndern zu bis auf 1 cm. Es ergibt sich

1. J; = 5150, 2.J,=4861, 3. J,= 4673,

Omax :i%g_;@ =1:3021, 2:3200, 3:3320.

Der Schnittpunkt der oy,,x- Linie und der Spannungsdehnungslinie liegt
danach zwischen 3250 und 3245 kg/em?.

Zweite Belastung: N = 122400 kg, M = 216000 kg/cm.

Bei geradliniger Spannungsverteilung ergibt sich

122400 | 216000

e 2
maxo 36 216 4400 kg/em? ,
122400 216000
1 — — 2
min o =— 216 — 2400 kg/cm?.

h h
Es bezeichne g, die Spannung am Rande +— und ¢, am Rande — 5
Als erste Annahme ist 2

1. o, = 4400, ¢, = 2400 und o, = o, gewahlt. Daraus ergibt sich
w,=1, w,=64, F,;=713, J;,=8166, e=—545,
M; = 216000 + 5,45 -122400, M;= 883500,

122400 883500

O = 73 3166 23,45 = 4123,
122400 883500
op = 6,4( 773 8166 12,55) = 1430,

2. 0,=4130, 0, = 1430, o0,=0, gewahlt ergibt
w,=1, w,=525, F,=1788, J,=8135, e=—5,36,
M; = 216000 + 5,36 - 122400 = 873000, o, = 4055, o, = 1050,
3. 0,=4050, o0, =1050, o,=o0, gewdhlt ergibt
w,=1, wy = 5,0, F,=80,6, J; = 8120, e=—2>5,5,
M; = 216000 4+ 5,5-122400 = 889200, o¢,=4091, o, =750,
4. o, =4090, o, =750, 0, = 0, gewahlt ergibt
we=1, w, = 5,1, F,=81,6, J;= 8160, e=—5,55,
M; = 216000 - 5.55 - 122400 = 895320, o, — 4080, o, = 690.
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Damit ist geniigende Ubereinstimmung der errechneten Werte mit den
zwecks Bestimmung der Zahl w aus der Spannungsdehnungslinie an-

genommenen erreicht. Abb. 107 zeigt den verzerrten

Querschnitt, wobei & im MaBstab 1:4, ¢£in 1:1 |

]

aufgetragen ist. Y

N

37. Die Spannungen im krummen Stab.

Da nur ebene Tragwerke behandelt werden,
darf vorausgesetzt werden, dafl die Ebene der
Kriimmung in die Ebene des Tragwerkes fallt.
Die Y-Achse liege in derselben Ebene. Dann darf
o,=0, 7, =0 angenommen werden, aber 0,0 .
Das Geradliniengesetz fiir die Dehnungen ¢, gilt
nicht!). Trotzdem wird in der Statik vorausgesetzt,
dafBl die Liangendnderung Ads geradlinig verlauft.
Die Berechtigung hierzu wird der Erfahrung ent-
nommen, daB das Gesetz fiir die in der Statik zu
behandelnden Kriimmungshalbmesser hinreichend
genaue KErgebnisse liefert. Es bezeichne nach

Abb. 107.

Abb. 108 ds die Liange des Stabelementes in der Stabachse, deren
Kriimmungshalbmesser 7 ist, ds, die Linge des Stabelementes im Ab-
stand y von der Stabachse. 7 wird positiv als Ordinate auf der 4 ¥-Achse
bezeichnet, so daB ds, ein Bogenelement des Kreises vom Halbmesser

r — y ist. Wie begriindet, wird
Addsy,=a+b-y

gesetzt. Dann ist wegen ds, = ds’—
r

&s

ds, (r—y)ds’
g:gs.E__“Eir, +lﬂy
dsr—y ds r—y
ozalrzz—l—bl-y-r—-_r:y.
Aus den Gleichgewichtsbedingungen
N,=[odF, Ml,=fo-y-dF

ergibt sich ,

N,,:aI/r:de—{—bl/yr_de,

r 7
M, = ——dF b[z
1 alfyr_yd + b, i,

dF.

1) Die genaue Losung fiir den Ringsektor von rechteckigem Querschnitt ist

von Foéppl: Drang und Zwang, 1920, S. 292 ff. angegeben.
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r 1 1/ r
_ p = |y dF 4 — |2 7
,/r de /dF+ r./y ar + po Y ; ydﬁ,

und da [y-dF =0 ist,

Es ist

/ 4 dF:F+—1§Z,
r

r—y
wenn Z = / y? ’_dF bezeichnet.
r—y
Ferner ist
. . e
——— = F4— |y dF
/yr—de /yd +r/yr~g/

oor 1
——dF==27.
/ Yy Y d r
Mithin lauten die Gleichungen
1
N,=a, (F+ %Z) +b,—Z,
r r

M,,:aI%Z+b1Z.

. : T o1
Zieht man die zweite Gleichung nach Multiplikation mit — von der
ersten ab, so erhilt man r

1
Ny——M,=qa,F,
r

aus der zweiten folgt nun

p M Ny, M,
1" Z F.r "F.r*

Die fiir @, und b; gefundenen Werte werden in ¢ eingefiithrt und die N,
enthaltenden Glieder zusammengefa(t.

_ N, r { 1 (1 1)}
el I N T ARAV R
oder :
. 1 M, r-y 1
a_F<Z\/v——r—M,,)+7r_y . (109)
Die neutrale Achse ist mit N =0 und ¢ = 0 durch die Gleichung
0:_}}{1{._{_%’_”{,

Fer  Zr—y

1) Winkler, E.: Die Lehre von der Elastizitit und Festigkeit, S. 271.
Prag 1867.
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bestimmt. Bezeichnet e ihren Abstand von der Schwerachse, so ergibt

sich B 7y
e—Z—{—F-rz'

Es seien die Ordinaten y, auf die neutrale Achse bezogen

y=1y,+e, r=r,+e,
dann erhilt man

N, JlI,,(r)2 Yo+ 1o
=2y Mo (TN Yo To 110
0=+ Z \rs) ro—u3’ (110)
wofiir man auch 1 ]
Yo
=— (N, + M, ____) 111
(Wt s A

schreiben kann.

Um das Integral Z genau zu berechnen, muB Reihenentwicklung
angewendet werden. Wenn im Nenner des dritten Gliedes y, gegen r ver-
nachlassigt wird, ergibt sich

]_ .
Z=J+ 5 [y-dF.

Meist kann genau genug Z = J gesetzt werden. Fiihrt man dann noch

die GroBe &* = % ein, welche mit Z = J in 72 des Trigheitshalbmessers

iibergeht, so ergibt sich o

k2 2
e = (4 ) .
k2 /':2 = a ‘d
r+ 2 . 8 0

' g

Den mittleren Wert ¢, lings der Parallelen Abb. 109.

zur Z-Achse +y erhdlt man aus der Gleich-

gewichtsbedingung fiir das in Abb. 109 dargestellte Element, welches
aus dem Stabelement durch die Kreiszylinderflichen in -y wund
+ y + dy herausgeschnitten ist!). b=/(y) bezeichnet die Breite des
Querschnittes, die Krifte o, d F' in den Seiten des Elementes, welche
in die Querschnitte s und s ds fallen, ergeben eine Mittelkraft

in Richtung des Radius von der GroBe o,b-dy- @ In der bezeich-

neten Kreiszylinderfliche + y wirkt die Kraft o, b (r —y) CL . Mithin

besteht die Gleichgewichtsbedingung
dloy-b-(r— :_q_)]

dy
y O (r — y) = —fozb dy+C.

+Gx'b:0,

1) Lorenz, H.: Technische Elastizititslehre, S. 228. 1913.
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Am Rande y = h; mufl o, = 0 sein, daraus folgt
0="oub-dy,
oy-b-(r—y)#jll;xb-dy.
v

N, ist auf o, ohne Einflu}; also ergibt sich
ho
M, (7 \2
bl — 9 =7 (Z) fy %

0y-b(r—y)= ( ) fyo b- dy+——fy2bcly , (113)

wenn im Nenner des zweiten Integrales y, gegen 7, vernachlassigt wird.
Zahlenbeispiel : Breitflanschiger I Querschnitt Nr. 30.

r=100 cm, N=0, M=—1600000 kg/em.

Es ist  F=152, J=25201.
21“
7 = 25201 + 480 = 25680 . 2= 'i;ig?: 169
169
= —166,
100 + 1,7
an der inneren Kante entsteht
1600000 [ 100 \213,34 - 98,34
. . ’ il — 2
M 05 = =75 5630 (98,34) 85 994 kg/om?,

an der dulleren Kante entsteht
- 1 600 000 ( 100 )2 1@66 - 98,34
ax 0g= 98,34 115

[ — = 2
95 680 + 915 kg/em?,
min o, entsteht im Steg in der Nahe des Ubga_rganges zum inneren
Flansch. Es sei der Wert in der Stelle des Uberganges berechnet.

Es ist b

ho
) 1/ 1 B — Ly
/yobdy+ —/y%bdy: b, -t (ho— —t1> (1 + _0_321) ,
r 2 7o
Yo Yo

b, =30, t, =198, b =1,25 (Stegstarke),
—=30.1,98-12,35(1 + 0,12) = 822,
1600000 [ 100 \ 822
— == — 4 g 2 .
% 25 680 (98,34> 1,25 - 87 86 kgfem

oy, hat in allen Punkten des Querschnittes dasselbe Vorzeichen, und
zwar das Vorzeichen der Spannung o,, die an der inneren Kante auf-
tritt. Das Beispiel zeigt, dall o, nicht ohne weiteres vernachlassigt
werden darf.
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e¢) Losung durch das Prinzip der virtuellen Verriickungen.
Kinematisches Verfahren.

38. Die zwangliufige kinematische Kette.

Die in Nr. 14 dargestellte Ableitung einer Aussage tiber den Wert
einer statischen GroBe des statisch bestimmten Tragwerkes aus der
Gleichung des Prinzips der virtuellen Verriickungen erfordert

1. die zweckdienliche Bestimmung der 2 k willkiirlichen Grofen;

2. die Ermittlung der danach ebenfalls bestimmten, abhingigen
Groflen des jeweils bestehenden Systems virtueller Verriickungen.
Zweckdienlich ist die Bestimmung: Weg der gesuchten, Z, bezeichneten
statischen GroBe Aa = 1, Weg aller anderen unbekannten statischen
Grofen gleich Null. Das so gekennzeichnete System virtueller Ver-
riickungen soll, um es kurz zu bezeichnen, System da = 1 genannt
werden. Die Gleichung des Prinzips der virtuellen Verriickungen ergibt

Za 1= P, Op, (114)
wenn Z, eine innere, oder
Zol == Py Opn, (115)

wenn Z, eine #uflere statische Grofle ist. Falls es sich um eine innere
statische GroBe handelt, gestaltet sich die Losung des zweiten Teiles
der Aufgabe zuweilen durch eine Anderung der Auflagerbedingungen
einfacher, indem einzelnen Knotenpunkten in geeignet gewéahlter Rich-
tung die Verschiebung Null vorgeschrieben und in ebenso vielen Stiitz-
punkten die Verschiebung ¢ < 0 in Kauf genommen wird. Die letzteren
gehéren dann zu den abhingigen Grofien des Systems virtueller Ver-
riickungen, und es ergibt sich die Gleichung

Zio 1= Pndn+>C-¢C. (116)

Die Gleichung gibt den Wert Z, an, wenn die Stiitzkrafte C' bereits
gefunden sind.

Die stetsdurchfiithrbare Lésung des wesentlichen zweitenTeiles der Auf-
gabe beruht auf den Gesetzen der Bewegung zwanglaufiger Getriebe.
Um die Bedingungen des Systems da = 1 zu verwirklichen, braucht
man nur das Glied ¢ des Tragwerks zu beseitigen. Fiir die 2% Ver-
schiebungskomponenten der Knotenpunkte des Tragwerks bestehen
dann 2k — 1 Stabilititsbedingungen. Man kann sie also einer will-
kiirlichen Bedingung unterwerfen. Wird hierfiir die Bedingung da =1
gewihlt, so bestehen fir die abhingigen GroBen des Systems Ada =1,
namlich die Unbekannten 4z, 4y der Knotenpunkte, genau dieselben
Gleichungen wie fiir die 4z, 4y des Gebildes, welches durch Beseitigung
des Gliedes a entstanden ist. Daraus folgt: Man findet die abhéngigen
GroBen des Systems 4@ =1 in den Verschiebungskomponenten des
bezeichneten Gebildes.

Griining, Statik. 11
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Die virtuellen Verriickungen sind gem&fl der Begriffshestimmung
sehr kleine GroBen, Aa ist gleich der sehr kleinen Einheit. Demnach
muf3 auch die Bewegung des bezeichneten Gebildes auf sehr Kkleine
Verschiebungen beschrinkt werden. Fiir die Rechnung ist es jedoch
zweckmiBiger, fir die Zeichnung notwendig, mit endlichen Groflen zu
arbeiten. Zu diesem Zweck werden die Verriickungen mit ein und
derselben sehr groBen Zahl multipliziert bzw. in einem sehr grofen
MaBstab aufgetragen. Oder aber die Verriickungen werden durch ein
und dieselbe sehr kleine Grofle geteilt. Wahlt man hierfiir das Differen-
tial der Zeit, so erhilt man an Stelle der sehr kleinen Verriickung die
endliche Geschwindigkeit einer Verrtickung von sehr kleiner Zeitdauer.
Beide Wege fiithren zu endlichen Gréflen, die man beliebig als Ver-
riickungen oder Geschwindigkeiten deuten und bezeichnen kann.

Die Stiitze eines Tragwerkes und den einfachen Stab kann man
beseitigen. Die Einspannung und die steife Ecke kann man durch ein
Gelenk ausschalten. Jedem biegungsfesten Stab kann man eine Be-
wegungsfreiheit durch eine Parallelfiihrung zwischen zwei benachbarten
Querschnitten geben, deren Bahn entweder parallel oder normal zur
Stabachse ist. In jedem Falle verliert das Tragwerk durch einen der
bezeichneten Eingriffe eine Stabilitdtsbedingung und es entsteht das
Gebilde, welches zwangldufige, kinematische Kette genannt
wird. Die wesentlichen Eigenschaften der zwanglaufigen kinematischen
Kette erhellen aus den Gleichungen, denen die Verriickungen der
Knotenpunkte unterliegen. Diese sind fiir jeden Stab

0= (Aday, — Ax;) cosoegy + (Ay, — Ay;) cos P,
fir jede steife Ecke
_ (Aday — Ax,) cos frp — (Ayp — Ay,) cos oy

0

Srk
(dx; — dx,) cos By — (dy; — Ay,) cos &,

Sri

fir jede Stiitze
0=Adux,-cosl + Ay, -cosy.
fir jede Einspannung

o _ (Ao — A2) 003 — Ay — Ay,) c03 2,

Srk
Die Zahl dieser Gleichungen ist 2k — 1. Die zwangliufige Kette

besitzt eine Bewegungsfreiheit, iiber die willkiirlich verfiigt werden
kann. Um zu einem allgemeinen Schlufl zu gelangen, soll die Verfiigung

Ada=w=f(dz, Ay)

getroffen werden, in.welcher w eine unabhingige Verinderliche und
f(dx, dy) diejenige lineare Funktion ist, welche in der Stabilitits-
bedingung des Gliedes a die Adx, 4y verbindet. f(dx, Ay) hat also
die Form der rechten Seite einer der vier vorstehenden Gleichungen.
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Fiir die 2% unbekannten Az, Ay bestehen nunmehr 2% lineare
Gleichungen, die nur ein absolutes Glied enthalten, namlich w.  Mit-
hin ergibt die Auflosung der Gleichungen jede Unbekannte in der Form

dy;=o;-w, Az = piw,
in welcher «; und B: Konstante sind. Daraus folgt weiter

O = (G -cO8L + P+ cOSH) W
und schliefllich

5/'—y-i =% const
Az, p; ’
dys =% const
dy, o, ’
A x: )

T bi = const .
dz, B,

Der Quotient jz’ bezeichnet die Bahn des Punktes ¢. Die Bewegung
jedes Knotenpunktes erfolgt demnach in vorgeschriebener Bahn, welche
von w unabhiingig ist. Die Strecke der Verriickung oder deren Ge-
schwindigkeit ist proportional w.

Bildet man zwei beliebige lineare Funktionender Ax, dy, f; (dx, 4y)
und f,(4x, 4y) ohne absolute Glieder, so ist

Hh{dz, dy)

——** = const.

fo (A, Ay)

Das Verhaltnis der Strecken zweier beliebiger Bewegungsgrollen zu-
einander ist konstant. Ist die Strecke irgendeiner Bewegungsgrofle fest-
gelegt, so sind damit die Strecken aller GréBen bestimmt. Daraus folgt,
daB man die Bedingung w = f(dx, 4y) auch durch irgendeine andere
ersetzen kann, wodurch w zu einer abhéngigen Gré8e wird. Die Strecken
der Verriickungen, welche durch w = 1 bedingt sind, kénnen daher
auf zwei Wegen gefunden werden. Entweder man setzt w=1=f(4x, 4y)
und erhilt so die gesuchten Verriickungen unmittelbar, oder man trifft
ither irgendeine BewegungsgroBe eine bestimmte Verfiigung und er-
mittelt die dadurch bedingten Strecken Az’, Ay’ ... w’. Dann sind
Ay

-

. ‘ Az
die w = 1 zugehoérenden Strecken —i,c—,
w w

Als Hilfsmittel der Untersuchung werden zuweilen kinematische
Ketten von 2k — 2 Gliedern benutzt, die zwei Bewegungsfreiheiten
besitzen. Deshalb soll auch die Bewegung dieser Gebilde untersucht
werden. Man fiigt zu den 2k — 2 Stabilititsbedingungen zwei will-
kiirliche Bedingungen

wd:fl(Ax:Ay)’ wbzfz(Ax! A?/),
11*
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die in Az, Ay linear sind, hinzu, und erhélt durch Auflosung der
Gleichungen die Unbekannten in der Form

Ay;= 0gi W+ Kpi+ W

Ay = Bai* we + Poi wp.
Setzt man w, = 0, so wird die Kette zur zwanglaufigen, sie sei Kette b
genannt. Der Neigungswinkel ¢, der Bahn gegen die X-Achse folgt aus

Xpi
tg oo = B’
?

Setzt man w;, = 0, so entsteht die zwanglaufige Kette a. Der Neigungs-
winkel der Bahn ¢, ist gegeben durch
Xai
bgpe="5"
Wird einmal w,, sodann w, eliminiert, so ergibt sich
Ayiﬂai - Axi‘xai = 01 * Wy,

Ay,,lﬂ[n—- Axi“’biz Cz-wa

oder
Ayl__2£ﬂ}__7~_ AQ},,/ —*;”2-0_6'—1“__;: Oi’l,Ub,
leai—{—ﬁai V“ai+/3ai
Py Yot O,

Ay e — AT o=
Vo3s + B Vos + Brs
Die linke Seite beider Gleichungen ist die Projektion der totalen Ver-
riickung auf die Gerade, deren Neigungswinkel ¢ gegen die X-Achse

tg Yo = — /;i‘i‘i = — cotg @u,

ai

tgyy = — Poi _ cotg @
Kgi

ist. Die Projektion der totalen Verriickung jedes Punktes auf die
Normale zur Bahn der Kette ¢ ist von w, unabhingig und proportio-
nal w, die Projektion auf die Normale zur Bahn der Kette b ist von w,
unabhéngig und proportional w,. Mithin ist die Verriickung jedes
Punktes gleich der Diagonale aus den Verriickungen der Ketten a und b
unabhingig davon, in welchem Verhéaltnis w, zu w, steht. Das be-
deutet, dal jede Bewegung einer Kette von zwei Bewegungsfreiheiten
als resultierende Bewegung der beiden zwangliufigen Ketten dar-
gestellt werden kann, die dadurch entstehen, daB jeweils eine Be-
wegungsfreiheit aufgehoben wird.

Die Kinematik der zwanglaufigen Kette ist zuerst von Miiller-
Breslau?!) zur Ermittlung der unbekannten duBeren und inneren Krafte

1) Mﬁll—er-Breslau, H.: Beitrag zur Theorie des ebenen Fachwerks. Schweiz.
Bauzeitung Bd. 9, S. 121 und Bd. 10, 8. 129. 1887. Ferner: Die graphische Statik
der Baukonstruktionen Bd. 1, S.201. Leipzig 1887; vgl. auch 4. Auflage 1905,
S. 4711f.
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des Fachwerks verwendet und methodisch ausgebaut worden, nachdem
schon Foppll) ihre Bignung zur Spannkraftermittlung erkannt hatte.
Unmittelbar nach Miiller-Breslau sind R. Land?) und O. Mohrs?)
mit dhnlichen Verfahren hervorgetreten.

39. Darstellung der Verriickungen der zwanglidufigen kinematisehen
Kette durch den Polplan.

Die kinematische Kette kann immer als ein Gebilde zusammen-
hingender starrer Scheiben behandelt werden, da man bei Unter-
suchung der Bewegungsvorginge auch den einfachen Stab als Scheibe
ansehen kann. Zur Beschreibung der Verriickungen der zwangldufigen
kinematischen Kette ist die Angabe der Verriickung jeder Scheibe
der Kette notwendig und ausreichend. Die sehr kleinen Bewegungen
einer starren Scheibe werden nach Nr. 10 durch die Anséitze

dzi=a-+c-yi,
Ay;=b—c-x;
fiir die Verriickungskomponenten aller Punkte der Scheibe umfaft.
Da beide Gleichungen linear sind, gibt es nur einen, o bezeichneten
Punkt, fir den 4z = Ay = 0 wird. Seine Koordinaten sind
a b

_ — Xr, =— —
Yo o’ 0 c

a und b werden durch z, und y, ausgedriickt

do;= (g —Yo)e,
Ayi:_ (xi—— wo)c.
Die totale Verriickung des Punktes 7 ist

b= VA + Ayi= oy — 9ol + (& — ) =c-7i.

Die Verriickung jedes Punktes ¢ der Scheibe ist rechtwinklig zu dem
Strahl gerichtet, der den Punkt ¢ mit o verbindet, die Grofie der Ver-
riickung ist proportional der Lange des Polstrahles r;. ¢ ist ein sehr
kleiner Winkel, der in folgendem durch w -bezeichnet werden soll.
Danach ist jede sehr kleine Bewegung einer starren Scheibe eine Drehung
um einen bestimmten Punkt um einen sehr kleinen Winkel. Der Punkt
wird der augenblickliche Drehpol genannt, w der Winkel der Drehung
oder auch die Winkelgeschwindigkeit. Durch Angabe der Lage
des Drehpoles und des Winkels der Drehung ist die sehr
kleine Bewegung der starren Scheibe eindeutig beschrieben.
Kennt man die Bahnen zweier Punkte einer starren Scheibe,
so hat man in dem Schnittpunkt der Recht winkligen zu

1) F6ppl, A.: Theorie des Fachwerks. Leipzig 1880.

%) Land, R.: Kinematische Theorie der statisch bestimmten Trager. Zeitschr.
d. osterr. Ing.- u. Arch.-Vereins Bd. 40, S. 11 u. 162. 1888.

3) Mohr, O.: Uber Geschwindigkeitsplane und Beschleunigungsplane. Zivil-
ingenieur Bd. 33, S. 631. 1887.
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den Bahnen dieser Punkte den augenblicklichen Drehpol
Kennt man auBerdem die GréB8e der Verriickung eines der
beiden Punkte, so kennt man auch w. Da alle Punkte einer
zwanglaufigen kinematischen Kette sich nur in bestimmten Bahnen
bewegen, besteht fiir jede Scheibe einer zwanglaufigen kinematischen
Kette ein bestimmter augenblicklicher Drehpol. Da der Quotient aus
den Verriickungen zweier beliebiger Punkte konstant ist, ist auch der
Quotient aus den

! Z e 7 ! Drehwinkeln zweier
a) } ol < 7z )“'z beliebigen Scheiben

‘Z \ 2 / konstant.
Es seien zwei be-
liebige Scheiben I

und II einer zwang-

laufigen  kinemati-

D4 - schen Kette betrach-

Abb. 110. tet,derenPole (1),(11)

‘ und Drehwinkel w;

und wy; bekannt sind. Beide Scheiben sollen den geometrischen Punkt; ¢

gemeinsam enthalten, ohne in ihm zusammenzuhidngen. Dann ist die

Verriickung des Punktes ¢ der Scheibe I, Abb. 110, ausgedriickt in den
Koordinaten eines rechtwinkligen Systems beliebiger Lage,

' N ” !

Ax; = o (y; — y1)» Ay; = — oy (% — %)
und die des Punktes ¢ der Scheibe II

Agi= o (yi—yn),  Ayi=— oy (@ — ).

Es wird die Lage des Punktes gesucht, in dem Adz; = Az}, Ay, = Ay
ist. Aus ,

A?/i= Ayi____xi_ Tr_ %y

Ax;  Ax; Yi— Y1 Yi — Y

folgt zunéchst, dall ¢ auf der Geraden (I) (II) liegt. Die Abstinde des
Punktes ¢ von (I) und (II) werden 7; und r;; bezeichnet und unter
Benutzung des Neigungswinkels ¢ der Geraden (I) (II) gegen die
X-Achse durch

Yi— Y1 Yi — Y1

= s 7 =

sing ’ sin @
definiert. Dann folgt aus

Ty~ =177 Wypy

Yra— Yr
nN—rtn=—_———"=1t,
sin @

wry
ry = l s
Wy — Wr
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ry ist > 1, d.h. Punkt ¢ liegt rechts von (II), wenn wy; > w; ist;
ist w; > wyr, so ist r; negativ, Punkt 3 liegt links von (I). Damit

Punkt ¢ zwischen (I) und (I7) fallt, muf ‘; T negativ sein. Ist w;; = w;,

so ist ¢+ der unendlich ferne Punkt der Geraden (I) (II). Das Ergeb-

nis ist: Fiir zwei beliebige Scheiben einer zwangliufigen kinematischen
Kette besteht immer ein geometrischer Punkt, in dem die Verriickungen
beider gleich groB und gleichgerichtet sind, und die relative Verriickung
der Scheiben gegeneinander verschwindet. Die Scheiben kénnen in dem
Punkt also auch durch ein Gelenk verbunden sein. Der Punkt wird
Nebenpol der Scheiben genannt. Die beiden Pole zweier Scheiben
und ihr Nebenpol liegen auf einer Geraden. Der Nebenpol
bestimmt durch seine Abstdnde von den Hauptpolen das
Verhaltnis der Drehwinkel zueinander.

Um die relative Bewegung der Scheibe II gegen I zu beschreiben,
zerlegt man die Verriickung eines beliebigen Punktes v der Scheibe I1
v v’ in die Komponente v v”” L Strahl (I) » und die Komponente v’ v’
L Strahl (I II) v, Abb. 110. Es ist

v =7, 0y,

v’ =7,- __sinf v =1, wpp —.S—m“—* ;
Tsin(x + B) +p’ sin(x -+ f)
mit ' . .
7y siny r, Sind
7'1—7‘11:S~1H;°’ E:m’
wird . .
sin § "o, sin y ]
v’ =7y U)Hsm(oé+ﬁ) v’V = (ry — r11) wIISE(&?/T)’
Tirc Wi =1r10g, (ry — r11) g = 11 (@ — 1),
sin § siny
(ot Tsin(a+p) ¥
und schlieBlich
v =1 -0, V'V =1y (w0 — o) .

Die Gleichungen besagen: Die Bewegung der Scheibe II kann aus
zwei Bewegungen zusammengesetzt werden, einer Drehung um Pol I
um den Winkel w; und einer Drehung um den Nebenpol (I II) um
den Winkel w;; — w;. Die erste Drehung stimmt {iberein mit der
Drehung der Scheibe I um ihren Pol, Scheibe I und II bewegen sich
wie eine starre Scheibe. Die relative Bewegung der Scheibe II gegen [
wird durch die Drehung um den Nebenpol (I I1} um den Winkel w;; — wy
vollzogen.

Es seien drei Scheiben einer zwangliufigen kinematischen Kette I,
11, III betrachtet, deren Nebenpole (I II), (I I11), (II III) sind. Die
Bewegung der Scheibe I kann aus einer Drehung um Pol II] um den
Winkel wj;; und einer Drehung um den Nebenpol (I III) zusammen-
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gesetzt werden, ebenso die Bewegung der Scheibe 1] aus einer Drehung
um den Pol I7] um den Winkel wy;; und einer Drehung um den Neben-
pol (II III). Wahrend des ersten Teiles der Bewegung drehen sich die
drei Scheiben um Pol III um denselben Winkel wj;;, bewegen sich
also wie eine starre Scheibe. Dieser Teil der gesamten Bewegung kommt
tiir die Beschreibung der relativen Bewegung der Scheibe I gegen I]
nicht in Betracht. Die relative Bewegung ist dieselbe, die eintritt,
wenn wyr = 0 ist und Scheibe I sich nur um Pol (I I1I), Scheibe IT
sich nur um Pol (I II1I) dreht. Fiir die relative Bewegung haben also
die Nebenpole (I I1I) und (I I1I) die Bedeutung von Polen. Daraus
folgt : Die drei Nebenpole (I 11},
(L III),(II III) liegen auf einer
Geraden.

Von den Nebenpolen von
vier Scheiben I, II, III, IV,
Abb. 111, liegen (I I1), (II I11),
(L I1I) auf einer Geraden (I IV)
(IV I1II) (I I11I) auf einer zwei-
ten Geraden. Mithin ist (I I11)
der Schnittpunkt der Geraden
durch die Nebenpole (I II),
(I I1I) und (L IV), (IV III).
Ebenso folgt, dal (II IV)
der Schnittpunkt der Geraden

Abb. 111 (11 IIT), (III1V) und (IT I),
(L IV) ist.

Aus den vorstehenden Untersuchungen erhellt: In einer zwang-
laufigen kinematischen Kette besitzt jede Scheibe einen ganz bestimmten
Pol und je zwei Scheiben einen ganz bestimmten Nebenpol. Die Ab-
stainde des Nebenpoles von den beiden Polen bestimmen das Ver-
haltnis der Drehwinkel beider Scheiben zueinander. Kennt man alle
Pole und Nebenpole, so kennt man alle Quotienten aus den Dreh-
winkeln je zweier Scheiben. Die Bewegung aller Scheiben ist also bis
auf eine willkiirliche GroBe eindeutig beschrieben. Die zusammen-
hangende Darstellung der Pole und Nebenpole aller Scheiben einer
zwanglédufigen kinematischen Kette in der Zeichnung der Kette wird
der Polplan genannt.

Die kinematische Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten kann einzelne
Scheiben enthalten, die nur eine Bewegungsfreiheit haben. Fiir diese
Scheiben besteht ein bestimmter Pol. Die Bewegung jeder Scheibe mit
zwei Bewegungsfreiheiten ist auch eine Drehung um einen Pol. Derselbe
liegt aber nicht in einem bestimmten Punkt. Es ist gezeigt worden,
daf die Bewegung der Kette mit zwei Freiheiten aus den zwanglaufigen
Bewegungen der beiden Ketten zusammengesetzt werden kann, die
durch Vernichtung .jeweils einer Freiheit entstehen. Wird w, ver-
nichtet, so hat jede Scheibe der Kette a einen bestimmten Pol P,,
wird w, vernichtet, so hat jede Scheibe der Kette b einen bestimmten
Pol P,. Der Pol einer aus w, und w, in irgendeinem Verhiltnis zu-

(L)
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sammengesetzten Bewegung liegt demnach auf der Geraden P, P;.
Denn da die Richtung der Bewegung in allen Punkten dieser Geraden
bei der Drehung um P, sowohl wie bei der Drehung um P, recht-
winklig zu P, P, ist, kann durch die Zusammensetzung nur eine recht-
winklig zu P,P, gerich-
tete Bewegung entstehen.
Daraus folgt, daBl fiir jede
Scheibe einer Kette mit
zwei Bewegungsfreiheiten
eine bestimmte Gerade be-
steht, auf welcher der Pol
wandert, wenn das Ver-

haltnis Ya sich andert. Fiir

wy

die Lage der Geraden gel-
ten folgende Satze:

Bestehen in einer Kette
mit zwei Bewegungsfrei-
heiten drei  Dbestimmte Abb. 112.
Nebenpole zwischen drei
Scheiben I, II, III, so schneiden sich die Geraden g;, grr, 9z
auf denen die Pole der Scheiben liegen, in einem Punkt.

Bestehen zwei bestimmte Pole fiir zwei Scheiben (I), (II) und zwei
Gerade g7 7, grrmr fir die Nebenpole der Scheiben I und II gegen
eine dritte, so geht die Gerade g;;;, auf welcher der Pol III liegt,
durch den Schnlttpunkt von g und drr 111+

In Abb. 112sind (I II), (I I11), (II III) die Nebenpole der Scheiben;
wihlt man einen beliebigen Punkt (I) auf g; , so ist (II)" auf g;; durch
(I) (I II) bestimmt.
(III)’ ist nunmehr
durch (I) (I I1I) und
(I (II I1I) bestimmt
und in ihm ein Punkt
der Geraden g;;;. Wan-
dert (I)) mnach O, dem
Schnittpunkt von g;
und g7, so fallen auch
(II) und (III) in den-
selben Punkt. Mithin
schneiden g7, grr, 9
gich in O.

In Abb. 113 sind
(I, (II) die Pole der Abb. 113.
Scheiben I, II, (I II)
ihr Nebenpol, der in einem bestimmten Punkte liegt, da (I) und (1)
bestimmte Punkte sind. g¢; 777, g7z sind die Geraden der Nebenpole
(I III), (II I1I). Wird ein beliebiger Nebenpol (I I1I)’ angenommen,
dann ist (II IIIY durch (I 111V, (I II) auf g7 77 bestimmt und weiter
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(II1y Qurch (I) (I III) wund (II) (II III)’. Pol (IIIY liegt auf gz.
Wandert (I III) nach O, dann fallen (I I1I), (II IIIy, (III) in O
zusammen. Mithin geht g;;; durch den Schnittpunkt von gy 7;; und gz7 115-

40. Die Konstruktion des Polplanes. Beispiele.

Die Konstruktion des Polplanes beruht auf den oben bewiesenen
Satzen, die nochmals im Zusammenhang aufgefithrt werden sollen.

a) Der Pol einer Scheibe liegt auf der Geraden, die durch irgend-
einen Punkt der Scheibe rechtwinklig zur Bahn des Punktes gezogen
wird.

b) Die Pole (I), (II) und der Nebenpol (I II) liegen auf einer
Geraden.

¢) Die Nebenpole (I II), (I I1I), (II III) liegen auf einer Geraden.

d) Der Nebenpol (I III) ist der Schnittpunkt der Geraden (I II)
(II III) und (I IV) IV I1I).

Um den Polplan zu zeichnen, fithrt man den Bau von allen Stiitz-
punkten aus gleichzeitig auf. Jeder feste Stiitzpunkt ist der Pol der
in ihm gestiitzten Scheibe. Jeder in einer Geraden gefithrte Stiitz-
punkt bestimmt durch die Rechtwinklige zur Bahn eine Gerade fiir
den Pol der gestiitzten Scheibe. Weiter fiigt man Scheibe an Scheibe,
indem man in jedem Gelenk einen Nebenpol findet, der gemeinsam
it dein Pol der vorhergehenden Scheibe die Gerade bestimmt, auf
welcher der Pol der hinzutretenden Scheibe liegt. Diesen Aufbau kann
man so lange fortfithren, als jedem Zuge desselben durch die in ihm
eingebauten Scheiben nicht mehr als zwei Bewegungsfreiheiten gestattet
werden. Denn so lange ist jeder Zug eine Kette mit zwei Bewegungs-
freiheiten, in der fiir jede Scheibe eine bestimmte Gerade ihres Poles
besteht. Sodann miissen die Ziige zusammengeschlossen werden, was
immer moglich ist. In einfacheren Fillen greifen sie ohne weiteres
ineinander iiber, indem zwei Ziige eine Scheibe von je einem festen
’ Pol aus durch feste Nebenpole ge-
meinschaftlich erfassen. Folgende
Beispiele der bezeichneten Art dienen
zur Erlduterung.

Abb. 114. Abb. 115.

Scheibe  in Abb. 114 hat in @, Scheibe II] in b ein festes Auflager.
Scheibe I1 ist mit I durch das Gelenk ¢ mit III durch das Gelenk d
verbunden. Pol (I) liegt in @, Pol (III) in b, Nebenpol (I II) in ¢,
Nebenpol (I I1I) in d. Man zieht @ ¢ und b d und findet im Schnitt-
punkt f den Pol (/I). Pol (II) der Abb. 115 liegt auf der Kraftlinie B.
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Man zieht die Gerade @ ¢ und findet in deren Schunittpunkt f mit der
Kraftlinie B den Pol (II). In dem Tragwerk der Abb. 116 ist Scheibe 17
mit I und III durch je zwei Stibe verbunden. Hier werden zunichst
die Nebenpole (I IT) und (II III) nach Satz d) in den Schnittpunkten
der Stidbe gefunden, sodann ergibt sich (II) in f wie oben. Die behan-
delten kinematischen Ketten erschopfen die beim Balken mit einem
festen und einem beweglichen Auf-
lager und beim Dreigelenkbogen vor-
kommenden wichtigen Falle.

Den Pol einer nicht gestiitzten
Scheibe kann man nur bestimmen,
wenn man ihre Nebenpole gegen
zwei andere Scheiben und deren Pole
kennt. In weniger einfachen Fallen
als den oben behandelten steckt a<
des ofteren der Schliissel der Losung in der Auffindung der Nebenpole
mit Hilfe des Satzes c). Abb. 117 zeigt die kinematische Kette, die aus
dem durch zwei Scheiben versteiften Stabbogen durch Beseitigung eines
Untergurtstabes gebildet ist. Die rechte Halfte bildet eine starre
Scheibe, ihr Pol ist der Stiitzpunkt b. Das Gelenk g ist der Neben-
pol (IV V), also liegt (IV) auf der Geraden g b. Die linke Halfte zer-
fallt in acht Scheiben. Der Pol (I) liegt in @. Der Nebenpol (I I11)
ist der Schnittpunkt der
Stibe 7 und 2, das ist der  [—__ )
unendlich ferne Punkt der I
Lotrechten. Mithin liegt
(III) auf der Lotrechten
durch @. Der Nebenpol
(LI III) ist der Schnitt-
punkt der Stibe 2 und 3,
das ist der unendlich ferne
Punkt der Lotrechten. Dar- &«
aus und aus der Lage des Poles (III) auf der Lotrechten durch a folgt,
daB auch (II) auf dieser Lotrechten liegt. Andererseits liegt (II) auf der
Geraden @ 4, da ¢ der Nebenpol (I I]) ist. Also liegt (II) in «. Nunmehr
mul} der Nebenpol (II IV) gefunden werden. Dieser muB auf der Ge-
raden c¢d liegen. Eine zweite Gerade findet man iiber Scheibe I1I. Der
Nebenpol (I V I1I) liegt in e, der Nebenpol (11 II)ist der unendlich ferne
Punkt der Lotrechten, also ist die Lotrechte durch e die Gerade (I V III)
(III II), nach Satz ¢) muf} auf dieser auch (IV II) liegen. Ihr Schnitt-
punkt mit ¢ d ist also der Nebenpol (IV II). Nunmehr findet man (IV)
durch die Gerade (II) (II IV) und die Gerade (V) (V IV)in f, sowie (I1I)
als Schnittpunkt der Geraden fe und der Lotrechten durch . Die
Zeichnung ist danach sehr einfach. Man zieht die Lotrechte durch e
bis zum Schnitt mit ¢d in (IIIV), sodann a (I IV) und bg bis f
und schlieBlich fe bis zur Lotrechten durch a.

Die zwangldufige kinematische Kette der Abb. 118 entsteht aus
dem versteiften Stabbogen durch Entfernung eines Schriigstabes. Der

)

Abb. 116.

2
7
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Stabbogen unterscheidet sich von dem der Abb. 117 in der Verbindung
des Gelenkes g mit dem Stabbogen. Das Gelenk ist durch einen lot-
rechten Stab abgestiitzt. Zur Stabilitiat ist eine wagerechte Stiitze in
einem Punkte des Versteifungsbalkens notwendig, sie befindet sich in
Punkt k. Pol (VIII)liegtin b, Pol (IX) in h. Die Nebenpole (VII IX)
und (VI IX) im unendlich fernen Punkt der Lotrechten. Daraus folgt
zundchst, dafl (VII) in b liegt, und daraus weiter, da (V1) auf (VI VII)
(VII) hegen mufl, dafl auch (VI)in b hegt Auf der Geraden b f mul
demnach (V) liegen.
Wie oben erkennt
man, daf (I) und
(II) in a liegen.
Ferner erbalt man
infolge der wage-
rechten  Untergur-
tung sofort (III)
ad in k. Denn (11 IV)
4 Abb. 118. ist der Schnittpunkt

der Stabe 3 und 4,
also der unendlich ferne Punkt der Wagerechten. (IV) liegt auf der
Geraden kg, da g der Nebenpol (IV IX) ist. Also mufl die Gerade
(I1I 1V) (IV)in die Wagerechte durch g fallen. Die Lage des Poles (I V)
 selbst 143t sich daraus noch nicht bestimmen. Zuvor muf3 der Neben-
pol (V II) tber (V IV), (IV III) und (III II) gefunden werden. Es
ist (V IV) der unendlich ferne Punkt der Lotrechten, (IV III) der
unendlich ferne Punkt der Wagerechten, also liegt (/11 V) auf der
unendlich fernen Geraden. Da nun (I I1I) der unendlich ferne Punkt
der Lotrechten ist, so liegt auch (/I V) auf der unendlich fernen Lot-
rechten. Andererseits liegt (I V) auf ¢ d, also ist der unendlich ferne
Punkt der Geraden ¢ d der Nebenpol (I V), und die Gerade (II V) (I1)
ist die Parallele zu ¢ d durch ¢. Ihr Schnittpunkt m mit b f bestimmt (V).
Die Lotrechte durch (V) ergibt schlieBlich (I V) auf der Geraden hg .
Zur Zeichnung des Polplanes sind zu ziehen: bf, am||cd, m (IV)
lotrecht. Die Zeichnung des Polplanes wird wesentlich schw1er1ger
wenn die Stiitzstdbe nicht lotrecht sind, wahrend es belanglos ist, ob 3
und 4 einander parallel oder wagerecht sind.

Es seien noch zwei Ketten behandelt, die aus dem in Abb. 119 dar-
gestellten bogenférmigen Tragwerk durch Einschaltung eines Gelenks
und einer Parallelfiithrung entstehen. Abb. 119. In » des biegungsfesten
Stabes I ist ein Gelenk eingeschaltet. Pol (II) liegt in b, die Pole (Ia),
(I1I), (IV) auf den Lotrechten durch a, ¢, d, Pol (V) ist der Schnitt-
punkt der Lotrechten durch @ und d, also der unendlich ferne Punkt.
Die Nebenpole (1 I11I) in f, (IIIIV)in g, (II Ib) in e, (Ia Ib) in v,
(VIa)ina, (VIV)in d sind vorhanden. Daraus folgt: Die Gerade & f
und die Lotrechte durch ¢ bestimmen (I17), die Gerade (I1I) g und die
Lotrechte durch d bestimmen (I V). Von (Ib) 1aBt sich nur eine Gerade,
namlich be, angeben. Zunichst mufl nun der Nebenpol (/I Ia) ermittelt
werden. Dazu braucht man die Nebenpole (V I1I) und (V II). Man
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findet (V III) auf gd und der Lotrechten durch ¢, als der Geraden
(LII) (V),in ¢, sodann (V II) auf der Geraden ¢’ f und der Lotrechten
durch b, als der Geraden (II) (V),in b’ und schliellich (I1 Ia) durch b’ a,
der Geraden (II V) (V Ia), und e v, der Geraden (II Ib) (IbIa), in k.

(1)
o)
8/
F y/4
|4
Abb. 119..

Daraus folgt (Ia) durch b% auf der Lotrechten durch @, und (I5) durch
({av) und be. Pol (Ib) liegt stets rechts von e, wenn der Stab I nach
unten konkav gekriimmt ist.

Abb. 120. In v ist eine Parallelfiihrung der Querschnitte eingelegt.
Pol (IIa) liegt in b. Nebenpol (IIa I) in e, da Pol (I) auf der Lot-
rechten durch a liegt, ist er durch b e sofort bestimmt. (V) ist wieder

Abb. 120.

der unendlich ferne Punkt der Lotrechten, ferner liegen (/1I) und (IV)
auf den Lotrechten durch ¢ bzw. d. Der Nebenpol (IIb I1I) liegt in f,
(IIIIV)in g, (VI) in a, (VIV) in d. Der Nebenpol (IIa 11b) ist,
da wjr, = wyrp ist, der unendlich ferne Punkt der Tangente an die
Stabachse in v. Es muB nun (Ila III) ermittelt werden. In ¢’ wird
wie oben (V III) gefunden, und aus denselben Griinden durch @ e und
die Lotrechte durch & in &' (V IIa). Daraus folgt, daf (IIa III) auf
b’ ¢’ Hegt. Die Parallele zur Tangente v durch f, also die Gerade (I1b I1I)
(IIb Ila) ist die zweite Gerade und bestimmt (I1a III) in h. Weiter
ergibt bk auf der Lotrechten durch ¢ Pol (I1I), (III)f und die Par-
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allele zur Tangente » durch b, als die Gerade (Ila)(IIallb) den
Pol (I1b). '

Weniger einfach ist die Zeichnung des Polplanes, wenn drei kine-
matische Ketten von je zwei Bewegungsfreiheiten zu schlieBen sind.
Die dabei vorkommenden Fille sind durch die Abb. 112 und 113 ge-
kennzeichnet. Die Scheiben I, II, III in Abb. 112 sind die letzten
Glieder der Ketten. Fiir jede besteht mithin eine Gerade, die sich im
allgemeinen nicht in einem Punkte schneiden. Das seien gy, 911, 9711 -
Den Schluf bewirken die drei Nebenpole (I II), (I II1I), (II III),
von denen zwei Gelenke oder je zwei die Scheiben verbindende Stabe
sind, der dritte aber nur durch einen Stab bestimmt sein kann.
Die Kette I hat 2k — 2, Kette II 2k, — 2, Kette III 2k,
— 2 Glieder. Verbindet man I -+ II durch ein Gelenk, so hat die
so entstandene Kette k, + k, — 1 Knotenpunkte, da das Gelenk
sowohl in &, wie in k, enthalten ist. Die Zahl ihrer Glieder ist
2 (ky + ky) — 4, also hat sie 2 (k + &y — 1) — 2 Glieder, d. h. zwei
Bewegungsfreiheiten. Verbindet man die drei Ketten durch zwei Ge-
lenke und einen Stab, so ist die Zahl der Knotenpunkte & = k; + %,
+ %k; — 2 die Zahl der Glieder 2 (k; + &, + &) — 6 + 1, also ist
2k — 1 die Zahl der Glieder der durch die Verbindung entstandenen
Kette. Die Kette ist eine zwanglaufige. Wird in einer der Ketten I,
I1, IIT ein Glied vernachlassigt, z. B. in III, dann gehoren die Schei-
ben I, IT, 111 einer Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten an. Wie oben
gezeigt, besteht also fiir jede Scheibe eine Gerade ¢;, g7, 9117, und
g1, 911 » g7 schneiden sich in einem Punkte. Man findet g;;7, indem
man ([)" willkiirlich auf g; annimmt, (II)" durch (1)’ (I 1I) auf g;; und
schlieBlich (III)" durch (I)' (I II1) und (II)' (II III) bestimmt. Durch
(LII)" und O ist gy festgelegt. Der Schnittpunkt von gy und gjgr ist
Pol (II1), aus dem nun ([I) durch (II1I) (Il I1I) auf g;; und (I) durch
(III) (I III) oder (II) (I II) auf g, zu finden sind.

Im zweiten Falle, Abb. 113, sind I und I/ Ketten mit je einer Be-
wegungsfreiheit, 117 ist eine Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten. Der
SchluBl wird durch zwei Scheiben bzw. Stibe bewirkt, die I und II7
sowie II und III verbinden und je eine Gerade fiir die Nebenpole be-
dingen. Das seien gyp; und g¢77 ;77. Ferner besteht die Gerade gjy; fiir
Pol (III). Man vernachlissigt wieder eine Stabilitatsbedingung, und
damit eine der Geraden, z. B. ¢gf7777. Dann folgt aus den Bedingungen
der Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten das Bestehen der Geraden
911 111, die durch eine willkiirliche Annahme, z. B. (I1I)’, zu bestimmen
ist. Der Schnittpunkt von grr ;77 und g7z 777 bestimmt den Nebenpol
(LI III) und weiter (I III) und (III).

Der zweite Fall liegt bei der zwangliufigen Kette der Abb. 120 vor,
wenn die Lager @ und d oder eins derselben auf schriger Bahn gefiihrt
werden. In Abb. 121 liegt (IIl@) in b, (I) im Schnittpunkt der Nor-
malen zur Bahn in @ und der Geraden (I1a) (I IIa), (V) im Schnitt-
punkt der Normalen zu den Bahnen in a und d. (IIa V) ergibt sich
als Schnittpunkt der Geraden (IIa) (V) und (V I) (I IIa). Pol (III)
liegt auf der Lotrechten durch ¢ — Gerade gy;; —, Nebenpol (111 I1a)
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auf der Parallelen zur Tangente v durch f — Gerade gr7, ;;7 —, und
(III1 V) auf (VIV)(IVIII) — Gerade girrv. Die letztgenannte
Gerade sei zunichst vernachlissigt und ([I1I)’ beliebig auf gr;; an-
genommen. Nun wird gezogen (I1I) (IIa) iiber (IIa I11)" auf g;14 111
(IIa V) (IIa III) und (V) (II1I) bis (III VY, dann ist (111 V) O die

Abb. 121.

Gerade grrry, ibhr Schnittpunkt mit [V III) (IV V) bestimmt
Nebenpol (111 V), ferner (111 V) (V) Pol (I11I) auf g7y und (I11) (I1a)
oder auch (I11 V) (Ila V) auf gz54 177 den Nebenpol (I1a 111). Weitere
Anwendungen finden sich in den Beispielen in Nr. 44.

41. Der Geschwindigkeitsplan.

Nach Zeichnung des Polplanes kann jede Verriickung 6, durch
den Polabstand und den Drehwinkel ausgedriickt werden. Alle Dreh-
winkel sind vermittels der Abstinde der Nebenpole von den zugehdrigen
Hauptpolen durch einen willkiirlichen Winkel auszudriicken. Das
gleiche gilt in jedem Falle fiir A4a@. Mithin enthalten die Gleichungen
(114), (115) (116) den willkiirlichen Winkel in jedem Glied und kénnen
durch denselben geteilt werden. Dadurch entstehen Gleichungen, die als
Faktoren der Krifte nur Strecken des Polplanes enthalten. Die Zuriick-
fiilhrung der Drehwinkel auf eine willkiirliche Gréfe durch Rechnung
kann jedoch ziemlich umstédndlich werden. Einfacher und deshalb
zweckméafBiger ist meist die graphische Ermittlung der Verriickungen
bzw. Geschwindigkeiten. Da die Gréfe der Verriickungen aller Punkte
einer starren Scheibe dem Polabstand der Punkte verhiltnisgleich ist,
so liegt es nahe, sie durch eine dem Polabstand verhiltnisgleiche Strecke
darzustellen. Werden die Verriickungen der Punkte k, m, n, o der
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Scheibe I in Abb. 122 als Strecken k k', mm’, nn’, 00’ auf den Pol-
strahlen von k, m, n, o aus aufgetragen, dann bilden die Punkte %,
m', n', o' usw. eine Figur, welche der Figur der Punkte £, m, n, o 4hn-
lich ist und #hnlich liegt in bezug auf den Drehpol als Ahnlichkeitspol.
Sie wird die Figur F’ oder Geschwindigkeitsplan genannt. Die Strecken
EE, mm', nn', 00" schlieBen mit den wirklichen Richtungen der Ver-
riickungen einen rechten Winkel ein und werden deshalb die senkrechten
Verriickungen oder Geschwindigkeiten genannt. Um die Richtung der
wirklichen Verriickung durch die senkrechte Verriickung eindeutig zu

Abb. 122.

bezeichnen, sei festgesetzt, daBl die Richtung der letzteren von den
Punkten m ...n ausgeht und durch Drehung der wirklichen Ver-
riickung um 90° nach rechts entstanden ist.

Sind in der beschriebenen Weise auch die Verriickungen ailer Punkte
der Scheiben I und III dargestellt, so gehért zu jeder Scheibe eine
Gruppe von Punkten, welche eine ihrem Stabgebilde ahnliche und in
bezug auf ihren Pol dhnlich liegende Figur bilden. Da das Gelenk o
gemeinschaftlicher Punkt der Scheiben I und I ist, wird die Ver-
riickung der Scheibe II im Punkte o durch dieselbe Strecke o o’ dar-
gestellt, welche die Verriickung des Punktes o der Scheibe I angibt.
Die Figuren F' der Scheiben I und II gehen also durch ein und den-
selben Punkt o’. Dieselbe Beziehung besteht aber zwischen den Schei-
ben I und III im Gelenkpunkt . Somit folgt, dafl die Punkte %',
m’ ...u einen zusammenhidngenden Linienzug beschreiben, dessen
Seiten den entsprechenden Stdben parallel sind.

Die gleiche Beziehung, die fiir ein Gelenk zwischen zwei Scheiben
besteht, gilt fiir den gegenseitigen Pol zweier Scheiben. Denn der gegen-
seitige Pol kann als gemeinschaftlicher Punkt beider Scheiben an-
gesehen werden, so daf in ihm die Verriickungen nach GréBe und
Richtung gleich sind. In Abb. 122 ist (I III) der gegenseitige Pol
der Scheibe I und III, ihm entspricht fiir Scheibe I auf dem Pol-
strahl (I) — ([ III) die Verrickung (I III) — (I III)’, und aus
Punkt (I I1I)" folgt der Linienzug (I III) — ¢ — s" —t' — ' parallel
(LIII)—r—s—t—u.
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Sind die Scheiben I und II durch zwei Stibe ¢ —f und d — e ver-
bunden, Abb. 123, so ist deren Schnittpunkt (I II) der gegenseitige Pol.
Fiir Scheibe I sei der Linienzug o' —b'—c¢ —d'||[a —b—c—d und
o' — (I II)||a — (I II) als Figur F’ gezeichnet, dann folgt in (I II)'—f'
(| (LII)—foder (I1I)—¢' || (III)—e, sodann f'—g' — &' || f— g — husw.
die Figur F’ fiir Scheibe II.

Das beschriebene Verfahren kann offenbar auf alle Scheiben einer
zwanglaufigen kinematischen Kette ausgedehnt werden. Da die Ver-
riickungen einer zwanglaufigen kinematischen Kette proportional einer

a’

Abb. 123.

willkiirlich -wéahlbaren GroBe sind, bildet die Figur F’ einen zusammen-
hingenden Linienzug, dessen Seiten den entsprechenden Stiben der
Kette parallel sind, und dessen Ecken auf den Polstrahlen der Knoten-
punkte liegen. Jeder Scheibe der Kette entspricht in der Figur F’
eine dhnliche und in bezug auf den augenblicklichen Pol dhnlich liegende
Figur. Ist der Polplan géfunden, so kann die Figur F’ fiir die ganze
Kette durch Ziehen paralleler Linien gezeichnet werden, nachdem einer
ihrer Punkte willkiirlich gewahlt ist.

In solchen Fiallen des Fachwerks, in denen die durch Beseitigung
eines Stabes entstandene Kette im wesentlichen aus einzelnen Stiben
besteht und eine groBe Zahl von Scheiben auf-
weist, kann es zweckmiBig sein, den Geschwin- ¢
digkeitsplan ohne Ermittlung des Polplanes zu
zeichnen. Das ist, wenn das Fachwerk nach dem
Gesetz des zweistibigen Anschlusses gebildet ist, o ,
durch wiederholte Anwendung des folgenden Ver- ) 6
fahrens bis zu einem gewissen Punkt durchfiihrbar. Abb. 124.

Punkt c ist an die Punkte ¢ und b angeschlossen,

Abb. 124, die senkrechten Geschwindigkeiten a a’ und b b’ sind gegeben.
Durch a’ wird die Parallele zu a ¢, durch &' die Parallele zu b ¢ gezogen,
der Schnittpunkt ¢’ bestimmt c¢’. Dabei liegt im allgemeinen die Not-
wendigkeit vor, von zwei nicht gestiitzten Knotenpunkten auszugehen
und denselben willkiirliche Verriickungen beizulegen. Wenn moglich,
werden diese so gewahlt, dal3 sie die eine oder andere Auflagerbedingung

[

Griining, Statik. 12
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erfilllen. Die unvermeidliche Folge ist jedoch, daB der Geschwindig-
keitsplan einen Teil der Auflagerbedingungen nicht erfiillt. Man kann
die Kette, indem man sie als starr behandelt, einer zweiten Be-
wegung unterwerfen, durch welche die Auflagerbedingungen wieder
hergestellt werden, und die Verriickungen beider Bewegungen zu einer
resultierenden zusammensetzen. Dies Verfahren ist jedoch umstind-
lich, und es ist meist vorzuziehen, Verschiebungen der Stiitzpunkte in

, i d's Kauf zu nehmen. Die Kette

AL weist immer in dem Felde
U des beseitigten Stabes ein
Gelenkviereck auf. Von

IS 4 X seinen Knotenpunkten wer-
g Y= den zwei durch einen Stab
Abb. 125. verbundene, @ und b in

Abb. 125, unverschieblich
angenommen. Diese Annahme entspricht drei.Verfiigungen iiber die Ver-
schiebungskomponenten und bedingt, daB drei Stiitzenverschiebungen
die Eigenschaft abhéngiger GroBen erhalten. Natiirlich schlieBt das
nicht aus, dafl die eine oder andere derselben verschwindet. Nun ver-
fiigt man iiber die freie Geschwindigkeit, indem man ¢’ oder d’ wahlt.
Da a der Pol des Stabes ac und b der Pol des Stabes b d ist, muB} ¢’
auf ac, d’ auf bd liegen. Die Parallele zu ¢ d durch den gewahlten
Punkt — etwa ¢’ — bestimmt d’. e ist an b und c¢ angeschlossen, es
ist zu ziehen c’e’|[ce, be'||be. Punkt e’ liegt also auf dem Schrig-

- stab be. fist an e und d angeschlossen, es ist zu ziehen f'e’||f e und
fd'l|fd. Weiter ist zu ziehen g'e’|/ge, g'd'|gd — h'g'| kg,
Kfilhf — i'g'|lig, i'f||if — ¥i'||ki, ¥h'||kh. Der Teil der
Kette, der rechts von a b liegt, ist eine starre Scheibe. Durch die Ver-
tigung aa’ = 0, bb = 0 ist die Auflagerbedingung in 1 erfiillt. Da-

' gegen ergibt sich fir
den Stiitzpunkt ¢ die
von o verschiedene
senkrechte Geschwin-
digkeit ¢ ¢'.

In Ketten, deren
Bildung das Gesetz
des zweistabigen An-
schlusses nicht be-
folgt, stoB3t man beim
Zeichnen des Ge-
schwindigkeitsplanes
auf einen Knoten-
Abb. 126. punkt, in dem eine

zweite Bewegungs-
freiheit hinzutritt. Dann muB man die folgenden Knotenpunkte als solche
einer Kette von zwei Bewegungsfreiheiten behandeln und die senkrechten

Geschwindigkeiten aus denen von zwei zwanglaufigen Ketten zusammen-

setzen. In Abb. 126 sind @, ¢ Punkte einer zwangliufigen Kette, zu
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deren Bewegungsfreiheit in dem Gelenkviereck a, b, ¢, d eine zweite
hinzutritt. Man wahlt ' willkiirlich auf der Parallelen zu @ b durch o'
und zeichnet den Plan weiter bis zu dem Punkte, in dem die zweite
Bewegungsfreiheit durch eine hinzutretende Stabilititsbedingung auf-
gehoben wird. Das sei Punkt 7, fiir den sich 7" ergibt. Dann zeichnet
man einen zweiten Plan, in dem man @ ¢’ = ¢ ¢’ = 0 annimmt, und b 5'"’
willktirlich auf @ b wahlt. Derselbe ergibt r#””’. Durch 7/ wird die
Parallele zu r "’ gezogen, auf ihr wandert der Punkt ¢, wenn & auf
der Parallelen zu a¢ b durch ¢’ wandert. Aus der in r hinzutretenden
Stabilitatsbedingung erhilt man eine zweite Gerade fiir den Punkt 7', Ist
z. P. Punkt 7 durch einen Stab an den Punkt m angeschlossen, dessen
senkrechte Geschwindigkeit m m' ist, so ist die Parallele zu m 7 durch m’
diese Gerade. Ist r ein in gegebener Bahn gefiihrter Stiitzpunkt, so
ist die Normale zur Bahn die fragliche Gerade. Ihr Schnittpunkt mit
der Parallelen zu 77"’ durch 7"’ bestimmt 7', von dem aus nun riick-
warts bis b’ der Plan zu zeichnen ist. Der Verschiebungsplan der aus
der Annahme @ @' = 0, ¢ ¢’ = 0 entstanden ist, verwirklicht die Voraus-
setzung: erste Bewegungsfreiheit gleich Null. Mithin gibt r ¢ die
Richtung an, in der sich 7" bewegt, wenn die Bewegungsfreiheit in b
sich &ndert, die erste Bewegungsfreiheit dagegen konstant bleibt.

42. Die Bestimmung der virtuellen Verriickungen aus dem
Geschwindigkeitsplan.

Der Geschwindigkeitsplan wird, abgesehen von gelegentlichen Hilfs-
rechnungen, vor allem in den Fillen verwendet, in denen die Lasten
verschiedene Richtung haben. Zur Angabe der Arbeit der duBeren
Krifte, die bei einer virtuellen Verriickung geleistet wird, miissen die
Wege der Lasten P,,—d,— und der Stiitzkrifte C,—¢, — bestimmt
werden. Da der Weg einer Kraft die Projektion der
Verriickung ihres Angriffspunktes auf die Kraftlinie
ist, so ist nach Abb. 127

O =mm” cos g,

=mm cosg,

T = €m s Abb. 127.

das ist gleich dem Abstand des Punktes m’ von der Kraftlinie der
Kraft P,. Ebenso ergibt sich ¢, = ¢,, dem Abstand des Punktes 7’
von der Kraftlinie der Stiitzkraft C,. Die Arbeiten P, e, und C, e,
kénnen positiv und negativ sein. Sie sind positiv, wenn ¢ zwischen

—g und +% liegt. In diesem Falle dreht die Kraft P, um den

Punkt ' in rechtsldufiger Richtung. Man hat somit in der relativen
Lage des Punktes der Figur F’, der dem Angriffspunkt einer Kraft
zugehort, zur Kraft ein einfaches Kennzeichen fiir das Vorzeichen der
Arbeit der fraglichen Kraft. Die Arbeit ist positiv, wenn die Drehung

12%
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rechtslaufig gerichtet ist. Es besteht hierin Ubereinstimmung mit dem
Vorzeichen eines Momentes der Kraft am linken Stabteil.
a) Spannkraft S, im Stabe r. Zur Angabe der Arbeit der Spann-
kraft im Stab r ist A5, zu bestimmen. As, setzt sich aus den Ver-
riickungen der Knotenpunkte & und ¢ des Stabes r zusammen.
3 + Abb.128. Es ist

& ;/ ' Ads, = kk’ cosyy + ¢ cosy;,
k II A8, = kK cosyy -+ i4 cosy;,
%<___d_>: A é‘r = d >
i das ist gleich dem rechtwinkligen Abstand der Parallelen zum
|
|
|

Stab r durch die Punkte £" und ¢". Die Verriickung jedes
Punktes liefert einen positiven Beitrag, wenn vy zwischen

_ —% und —i—g— liegt. In diesem Falle liegt der Punkt %'
N

rechts der Stabrichtung ¢ — k£, und der Punkt ¢’ rechts der
W i Stabrichtung k — 7. Das Vorzeichen der Lingeninderung s,
Abb. 128 ist also positiv, wenn in der Richtung ¢ — % gesehen die
"7 Strecke ¢k’ bzw. in der Richtung £ —+¢ gesehen die
Strecke k' — 2" rechtsweisend ist.
Man erhilt die Formel

$, =P +30. 2. (117)

Wenn moglich, ist der Malistab des Geschwindigkeitsplanes so zu
wahlen, daBl d = 1 wird.
b) Stiitzkraft C,

C, = —ZPm%. (118)

Der Geschwindigkeitsplan kann immer in einem solchen Mafstab ge-
zeichnet werden, dafl e, = 1 ist.

¢) Normalkraft im “Punkte v eines biegungsfesten Stabes. As, ist
die gegenseitige Verschiebung der Ufer des durch v gelegten Schnittes in
Richtung der Tangente. Hier greift dieselbe Bestimmung Platz wie im
Falle des einfachen Fachwerkstabes, und es ergibt sich dieselbe Formel.

d) Moment im Punkte v eines biegungsfesten Stabes. A ¢, ist der
Winkel der gegenseitigen Drehung der Ufer des durch v gelegten
Schnittes, der positiv ist, wenn sich das linke Ufer gegen das rechte
nach rechts dreht. Ist m die Scheibe links und n die Scheibe rechts
von v, so ist danach APy = oy — 0.
Die senkrechte Geschwindigkeit im Punkte v sei vv' = d bezeichnet
und in der Richtung v (m) aufgetragen, so ist mit den aus Abb. 129
ersichtlichen Bezeichnungen

d="7y Op=ry0,,

Tn = Tm

Ap,=d

Tm Ty
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Wenn v zwischen (m) und (n) liegt, ist w, und 7, negativ. Man erhilt
die Formel P Pn

€ €,

Meist kann der MaBstab
d =1 gewdhlt werden. Abb. 130
zeigt als Beispiel einen Drei-
gelenkbogen. Es ist zu ziehen
av und bg bis zum Schnitt
inf. Auf av ist v»' =1 im
ZahlenmaBstab aufzutragen und
v’ ¢'|jvg zu ziehen. Last in n.
Es ist o' " || v zu ziehen und der rechtwinklige Abstand des Punktes n’
von der Kraftlinie P, zu bestimmen, e, ist positiv. Last in m. Es ist

) 0 m v Ly

v

[

7. =

i
Abb. 129.

g'm’||gm zu ziehen und e, zu bestimmen. e, ist negativ:
B{v = 'zl T2 (Pn c ey — Pmem) ’ (120)
Tt 7e
wenn 7, die absolute . f
Grofle bezeichnet.
e) Querkraft in Punkt

v eines biegungsfesten
Stabes. Ap ist die in
der Richtung + V posi-
tive, gegenseitige Ver-
schiebung der Ufer des
durch v gelegten Schnit-
tes. Da Punkt v der
Scheibe m ein anderer
ist als Punkt v der
Scheibe 7, weist der Ge-
schwindigkeitsplan zwei
Punkte v" auf. Die For-
mel fiir V sei an dem
Beispiel der Abb. 131
entwickelt. Es ist bg und
a f parallel Tangente v
gezogen, vv; in der Rich-
tung av aufgetragen,
und o[ v, =1 parallel
Tangente vgezogen,dann
ist 4p=-+1. Ferner
ist vg[lvg, g'm'[gm
gezogen und e, be-
stimmt. e, ist positiv.

V=SPnen. (120)

Der Geschwindigkeitsplan hat fiir die Ermittlung der gréBten und
kleinsten Werte einer statischen GroBe bei verinderlicher Lastrichtung

Abb. 130.

Abb. 131.
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eine dhnliche Bedeutung wie die Einflufilinie. Er macht nicht nur die
ungiinstigste Stellung, sondern auch die ungiinstigste Richtung der Last
sofort kenntlich.

Besonders zweckmBig ist die Benutzung des Geschwindigkeitsplanes
zur Zeichnung von Einflullinien fiir mehrstibige Fachwerke. Die Ordi-
nate der EinfluBlinie #, im Punkte » eines Fachwerkbalkens auf zwei
lotrechten Stiitzen ist nach Gleichung (116)

1
nn=E(en+A'ea+B'eb)'

Die Stiitzdriicke werden durch die Abstinde des Punktes n von den
Stitzen x, und x; ausgedriickt

nn=-(17(en+eag—cf+eb£ . | (121)
Infolge der lotrechten Lastrichtung ist e, der wagerechte Abstand des
Punktes n’ von n, e, der wagerechte Abstand des Punktes o’ vom
Stiitzpunkt ¢, und die-
selbe Bedeutung hat e,
in bezug auf den Stiitz-
punkt b. Mithin ist
7y verhéltnisgleich der
algebraischen Summe
von e, und der Ordinate
des Trapezes, dessen
Ordinaten in den Stiitz-
punkten e, und e, sind.
Abb. 132 zeigt das in
Nr. 34 analytisch be-
handelte Fachwerk 1).
Es soll . die EinfluB-
linie des Schragstabes D,
gezeichnet werden. Der
Stab wird entfernt. Die Punkte & und o werden festgehalten,
dem Punkte 3 wird die senkrechte Geschwindigkeit 33’ beige-
legt, so daB 3 mit I zusammenfallt. Weiter wird gezogen:
3'2]|32 bis zum Schnitt mit 02, 2'4'||24 bis zur Geraden 14,
4545, 35356 — 3636, 46|46 — 67167, 57|57
— 58|58, 6868 —8989, 79|79 — 710"||710, 810
810 — 10'a' ||10a, 9'a'||9a. e, €5, €;, €, sind negativ, da P,
linkslaufend um %’ dreht, e, = 0, e, ist positiv, da A rechtslaufend
um @' dreht. Um eine wagerechte Nullinie zu erhalten, wird in a
@ a'= e, nach unten aufgetragen und a’b gezogen, ferner werden e,, e;,
e,, €, von a’ b aus nach oben aufgetragen und die Endpunkte ver-
bunden. Der rechtwinklige Abstand des Punktes 2 von b2 ist d, und
zwar positiv, da 2’ rechts der Richtung b2 liegt.

1) Miiller-Breslau: Die graphische Statik Bd. 1, 4. Aufl., S.5011f. behandelt
dasselbe Fachwerk mit parallelen Gurtungen und eine groBe Zahl anderer Bauarten.

Abb. 132.
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43. Darstellung der EinfluBlinie aus dem Polplan.

Die EinfluBlinie ist an sich nur ein Hilfsmittel zur dbersichtlichen
Darstellung der durch irgendein Berechnungsverfahren gefundenen
Werte einer statischen GréBe. Zwischen der EinfluBlinie und dem Pol-
plan der zwangliufigen kinematischen Kette bestehen jedoch Be-
ziehungen, welche die EinfluBlinie zu einem Mittel der Berechnung
statischer Grofen machen. Denn aus diesen Beziehungen entspringt
die Moglichkeit, die EinfluBlinie zu zeichnen, sobald ihre Ordinate in
einem Punkte gefunden ist oder nachtriglich bestimmt werden kann.
Aus der Formel fiir
die statische Grofie Z,

Zo—+3p,
Ada
erhdlt man mit da =1

~die Ordinate der Ein-
fluBlinie im Punkte m:

Nm=o1-0p, . 7 4
6m ist die Projektion Abb. 133.
der Verschiebung des
Punktes m des Tragwerkes auf die Lastrichtung, die dadurch entsteht,
dafl dem Glied o eine den Weg Ada =1 bedingende Forméinderung
beigelegt wird, wihrend alle anderen Glieder starr bleiben. Man kann
danach die EinfluBlinie als Verschiebungslinie des die Lastknoten ver-
bindenden Stabzuges deuten, welche durch die Forménderung da =1
verursacht ist. '

Die Kraftlinie der Last an der starren Scheibe » habe vom Pol (n)
den rechtwinkligen Abstand w,, Abb. 133, dann ist

6,,,2 =Wy 2 Xy .

Geht die Kraftlinie durch den Pol, so verschwindet 6 mit z = 0.
Daraus folgt: Zu jeder starren Scheibe der zwangldufigen kinematischen
Kette gehort eine Gerade der Einfluflinie. Der Nullpunkt der Geraden
liegt auf der Parallelen zur Lastrichtung durch den Pol der Scheibe.
Der Abstand des Nebenpoles (n o) vom Pol (n) sei rechtwinklig zur
Lastrichtung gemessen no und vom Pol (0) on, beide Strecken seien
in derselben Richtung positiv, dann ist im Punkte m der Scheibe n

_ o,
Omn= Wy, * MO + —=
no
und im Punkte m der Scheibe o
. _ o
()mo =W 0N —,
on

da w, no=w,-on ist, folgt

Omo MO o
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Fallen beide Punkte im Nebenpol (n0) zusammen, so wird die rechte
Seite gleich 1. Aus den Gleichungen folgt: Die Gerade g, der Einflu3-
linie, welche der Scheibe # zugehért, und die Gerade g,, welche der
Scheibe o zugehort, schneiden sich auf der Parallelen zur Lastrichtung
durch den Nebenpol der Scheiben. Da die Giiltigkeit der Gleichung
unabhiingig davon ist, ob die Scheiben in einem Gelenk zusammen-
hingen oder nicht, ob sie nebeneinander liegen oder durch andere
Scheiben getrennt sind, so schneiden sich zwei beliebige Gerade der
Einflufllinie auf der Parallelen zur Lastrichtung durch den Nebenpol
der den Geraden entsprechenden Scheiben. Die Nullpunkte der
EinfluBlinie liegen auf Parallelen zur Lastrichtung durch
die Pole, die Knickpunkte liegen auf den Parallelen zur
Lastrichtung durch die Nebenpole benachbarter Scheiben.
Diese Tatsache geniigt, um die EinfluBllinie nach willkiirlicher Wahl
einer Ordinate zu zeichnen, sobald alle Pole und die Nebenpole benach-
barter Scheiben konstruiert sind. Liegt einer der Pole oder Nebenpole
fir die Zeichnung ungeeignet, so wird er durch einen anderen Neben-
pol ersetzt.

Danach eriibrigt nur noch die Bestimmung einer beliebigen Ordi-
nate, die auch durch Angabe der Strecke der Ordinate zwischen zwei
Geraden der EinfluBllinie erreicht wird. Meist ist die letztgenannte Be-
stimmung am einfachsten durchzufiihren.

Handelt es sich um die EinfluBlinie einer Stiitzkraft, so ist die
Ordinate ohne weiteres gegeben, wenn der Stiitzpunkt einer Scheibe
angehort, tiber welche die Lasten wandern. Man zerlegt die Lasteinheit
im Stiitzpunkt in die Seitenkrafte nach der Richtung der Stiitze und
der Geraden, die den Stiitzpunkt mit dem Pol verbindet. Die Seiten-
kraft nach der Stitzrichtung ist die Ordinate im Stitzpunkt. Wird
die Scheibe, in welcher der Stiitzpunkt liegt, nicht belastet, so zeichnet
man die Figur #” fiir den Teil der Kette, der den Stiitzpunkt und die
néchste belastete Scheibe umfafBt, und ermittelt den Wert der Stiitz-
kraft infolge der Lasteinheit in einem geeigneten Punkt mit Hilfe der
Gleichung (115).

Die Strecke der Ordinate der EinfluBlinie fiir eine innere statische
Grofle zwischen zwei Geraden g, und g, 148t sich in einfacher Weise
deuten und berechnen, wenn die Scheiben n und o durch das beseitigte
Glied so verbunden sind, daB sie im Tragwerk einer starren Scheibe
angehoren. Es bezeichne, Abb. 134,

77;1, =Nn— No>» 77(,) =Moo — YNn-

In derselben Kraftlinie sei Scheibe n durch die Last -1, Scheibe o
durch die Last — 1 belastet, dann entsteht '

1eny =10, —n,).

Dabei sind beide Scheiben beliebig grofl anzunehmen, um diese Belastung
in jedem Punkte moglich zu machen. Infolge der Voraussetzung, daf
beide Scheiben im Tragwerk einer Scheibe angehoren, erzeugt die Be-
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lastung keine Stiitzkrafte. Mithin ist eine Anderung der Stiitzung der
Art, daB die Stiitzkrafte nur an o angreifen, und als duflere Kraft auf n
nur die Last - 1 wirkt, ohne EinfluB auf den Wert der statischen Gré8e.
Die auf o wirkende Last —1 kann als Mittelkraft der Stiitzkrifte au;fgefaﬁt
werden, welche durch die
an n angrelfende Last 41
entstehen, ohne daB es
noétig ist, eine nidhere Be- r
stimmung iiber diese Stiitz- ~
krafte zu treffen. Man er-
kennt, daBl 1-#; der Wert
der statischen Grofie ist,
den eine Belastung der
Scheibe n durch die Last-
einheit  erzeugt, wenn
Scheibe o stabil gestiitzt
wird, und 1%, der Wert
ist, den eine Belastung der

(g
) »

70

(o))

Scheibe o durch die Last- 7
einheit  erzeugt, wenn
Scheibe n stabil gestiitzt
wird. Es bezeichne z’ den
Abstand der Ordinate 7, Abb. 134.

vom Schnittpunkt der Ge-

raden g, und g, — positiv

rechts desselben —, ferner 1-z, den Wert der statischen Gréfe,
den die bezeichnete Belastung der Scheibe n im Punkte x' =41
erzeugt, dann entsteht der Wert 7, = +1 in dem Punkte, wel-

1

cher vom Schnittpunkt g,, g, den Abstand =z, =— hat. Diesen
0

Wert benutzt man zweckmafBig zur Bestimmung der Ordinate, indem

man aus dem Wert I in z, auf den Wert 73, im Nullpunkt der Ge-
raden g,, oder auf den Wert — #,,, im hllllpunkt der Geraden g, schlieBt.

Es ist 5o =1 %:i und — 75, =1 7; Daraus ergibt sich folgende
Zeichnung. Man macht die Strecke (no)a = x,, aa’ =1 und zieht
(n o) a’ bis zur Parallelen zur Lastrichtung durch (o), dann ist (0) 0" =1y,
Oder man trigt a ¢’ = —1 auf und zieht (n o) a’ bis zur Parallelen
zur Lastrichtung durch (»), dann ist (n) »’ = #,,. Die Zeichnung der
Abb. 134 setzt voraus, daB x, negativ ist.

Der Wert z, ist nach der gegebenen Deutung der Ordinate #; in
jedem Falle leicht aus der Gleichung: Moment der Krafte an Scheibe n.
um (n o) = 0, zu berechnen.

a) Z ist eine Spannkraft, deren Abstand von (n o) durch d, und
zwar rechts der an Scheibe n angreifenden Kraftrichtung positiv, be-
zeichnet ist. ’

, z 1
"7n:—7‘l“a 2y = — — z, = —d.

d »
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b) Z ist das Moment im Punkte (n o), was voraussetzt, dafi die
Scheiben in (n 0) zusammenhingen

np =+, 2, =41, z, = -+ 1 (Lingeneinheit).
¢) Z ist die unter dem Winkel ——275 — @ gegen die Lastrichtung ge-

mneigte Querkraft zwischen den Scheiben 7 und o. Dann liegt (no)
im unendlichen und die Geraden ¢, und ¢, sind Parallele im Ab-
stand 1 - cosecop.

Im Falle der Abb. 134 ist Z die Spannkraft in dem rechts steigenden
Schragstab. Man kann dann auch die Scheiben p und o benutzen, und
die Ordinaten — #;, im Nullpunkt (o) oder — #;, im Nullpunkt p be-

stimmen, indem man von (po) aus 2, =-4— =-+d, dem Abstand
der Kraft Z vom Nebenpol (p o) auftrigt. %

Zuweilen wird ein graphisches Verfahren zur Bestlmmung der OI’dl-
mnaten in den Nullpunkten, z. B. 75, und 7, benutzt. #,, ist der
Wert der Spannkraft Z, welcher bei stabiler Stiitzung der Scheibe o
durch die in Punkt (o) auf Scheibe n wirkende Last I erzeugt wird. Man
zerlegt die Lasteinheit nach der Richtung der Kraft Z und in die durch
(n 0) gehende Seitenkraft nach dem Culmannschen Verfahren. Dazu
bringt man die Kraftlinie Z mit der Lastlinie durch (o) zum Schnitt
und verbindet den Schnittpunkt mit (n o). Das Verfahren ist aber
im allgemeinen weniger einfach als das oben dargestellte.

" Das Vorzeichen der Ordinate ist durch die angestellten Uberlegungen
eindeutig bestimmt, wenn man die Bedeutung der Ordinaten #; und #;
beachtet. Es ist jedoch im allgemeinen zweckmiBig, das Verfahren
nur zur Bestimmung des absoluten Wertes der Ordinaten zu benutzen
und die Frage des Vorzeichens vorher nach folgendem, stets giiltigem
und einfachem Kennzeichen zu entscheiden. Man wihlt einen Nebenpol,
der zwischen seinen Polen liegt. Im Falle der Abb. 134 trifft das fiir (= p)
und (p o) zu, nicht aber fiir (» 0). Sodann ist zu untersuchen, ob der
Randwinkel zwischen den im Nebenpol vereinigten Scheiben auf der
Seite des Scheibenzuges, nach der die positive Lastrichtung weist —
also bei lotrechten Lasten der untere Randwinkel — infolge einer

positiven Anderung Ad, Ap, AP zunimmt oder abnimmt. Im Falle
der Zunahme ist die Ordinate positiv, im Falle der Abnahme negativ.

Die Richtigkeit des Kennzeichens erhellt daraus, dafl im Falle der
Zunahme der Nebenpol sich gegen die Gerade durch die Pole in der
(5m 6m
Ay (p Ap
positiv ist. Im Falle der Abb. 134 erzeugt + Ad eine Zunahme des
unteren Randwinkels in (» p) und eine Abnahme des unteren Rand-
winkels in (p 0). Mithin ist die Ordinate in (n p) positiv, in (p o) negativ.
Das Kennzeichen trifft natiirlich fiir jeden Nebenpol zu, der zwischen
seinen Hauptpolen liegt. Jedoch ist die Frage der Zu- oder Abnahme des
Randwinkels meist nur fiir die Nebenpole der Scheiben einfach zu ent-
scheiden, die mit dem beseitigten Glied unmittelbar zusammenhgngen.

Richtung der Last verschiebt, also 0,, und damit auch —61'_5
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44. Beispiele.

a) Dreigelenkbogen. Spannkraft in einem Stab der Unter-
gurtung, Abb.135. (I) und (III) liegen in den Auflagergelenken,
(IT III) im Scheitelgelenk. (II) ergibt sich als Schnittpunkt von
(I) (I II) und (III)(III II). Der positive Wert 4s bedingt eine Zu-
nahme des unteren Randwinkels zwischen I und II, mithin ist die
Ordinate in (I II) positiv. Im Abstand r von (I II) ist die Ordinate 7.
aufgetragen, die Gerade durch den Nullpunkt unter (I /) und den
Endpunkt der Ordinate ergibt 75, sodann’ ist 5, Ny bis (II III),
(I IT1I) Ny, (III) Ny zu ziehen. Um 7, und 75 nach Culmann zu
bestimmen, ist der Untergurtstab mit den Lotrechten durch () und (I1)

zum Schnitt gebracht, sodann sind die Schnittpunkte mit (I II) ver-
bunden. Die Zerlegung der Krafteinheit zeigt die Nebenfigur.

Spannkraft im Schrigstab, Abb.136. (I III) wird im Schnittpunkt
der Gurtungsstibe gefunden, sodann (I11) im Schnittpunkt von (I) (I I11)
und (IV) (III IV), schlieBlich (II) im Schnittpunkt von (I) (I II)
und (III) (II III). (II1III) liegt zwischen (II) und (III), (I II)
zwischen (I) und (II). Aus + 4§ folgt eine Zunahme des Rand-
winkels II III, eine Abnahme des Randwinkels I II, mithin ist die
Ordinate in (II III) positiv, in (I II) negativ. Zur Bestimmung von 7’
in Nj ist der rechtwinklige Abstand r von (I III) gewahlt. Die Kon-
struktion erhellt ohne weiteres aus der Abbildung. Durch den End-
punkt 17 und Ny ist grr7, damit die Knickpunkte unter (/11 I'V) und
unter (II I1I), ferner auf der Lotrechten durch (I III) ein Punkt fiirg;
bestimmt. Durch den letzteren und N; ist nun g; festgelegt, und da-
mit ein zweiter Punkt fiir g,;. Um 7; und #j nach Culmann zu
bestimmen, ist der Stab D mit den Lotrechten durch (I) und (III)
zum Schnitt gebracht, sodann sind die Schnittpunkte mit (I I11) ver-
bunden. Die Nebenfigur zeigt die Zerlegung der Kraft 1.

b) Gelenktriger (Gerbertriger). Abb. 137 zeigt den Polplan
und die EinfluBlinie fiir einen Obergurtstab. (III) wird auf der Lot-
rechten durch den wagerechten Stiitzpunkt und (II) (II I1I) gefunden,
ferner (I) durch (II) (I II) und (IV) durch (III) (II1IV) auf den
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Lotrechten durch die Stiitzpunkte. Durch --45 entsteht eine Ab-
nahme des Randwinkels zwischen I und III. Mithin ist die Ordinate
in (II III) negativ. Im dbrigen ist die Konstruktion der EinfluBlinie

aus der Abbildung ersichtlich.

Abb. 137.

Abb. 138 zeigt den Polplan und die EinfluBlinie fiir einen Schrig-
stab. (II IV) liegt im Schnittpunkt der Gurtungsstibe. (II) (II IV)
ergibt (IV) auf der Lotrechten durch den Stiitzpunkt. (I) und (V)
werden wie oben gefunden, (III) durch (II) (II III) und (IV) (III IV).
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(II III) und (III IV) liegen zwischen ihren Polen. Durch + 4% ent-
steht eine Zunahme des Randwinkels I II] und eine Abnahme des
Randwinkels II7IV. Mithin ist die Ordinate in (II III) positiv, in
(III IV) negativ. Im iibrigen ist die Konstruktion der EinfluBlinie aus
der Abbildung ersichtlich.

Abb. 139 zeigt ebenfalls den Polplan und die EinfluBllinie eines
Schrigstabes. (I IV) liegt hier zwischen (II) und (I V). Daraus ergibt
sich, daB (III IV) nicht zwischen seinen Polen liegt. Dagegen liegt
(II III) zwischen (II) und (III). Durch -+4s entsteht eine Zunahme
des Randwinkels I7 III und des Randwinkels 77 IV. Die Ordinaten
in (II1V) und (II I1I) sind daher positiv. Daraus folgt, dafl die Ordi-
nate auch in (III IV) positiv ist. ,

¢) Fachwerk der Abb. 140. Vier Fachwerkscheiben durch die
Gelenke (I IV), (VI VII), (VII X) verbunden, sind auf zwei feste

Stittzpunkte durch je zwei Stibe II, III und VIII, IX, auBerdem
in den Enden auf zwei wagerecht gefiihrte Stiitzpunkte gestiitzt. Die
Abbildung zeigt den Polplan und die EinfluBllinie fiir einen Schrigstab
der mittleren Offnung. Die Pole (II), (III), (VIII), (IX) liegen in den
festen Stiitzpunkten. Pol (I) wird durch (II) (II I) auf der Lotrechten
durch den beweglichen Stiitzpunkt gefunden, ebenso (X) durch (IX)
({IX X) und die Lotrechte zur Bahn des Lagers. Weiter ergibt sich (IV)
durch (III)(II1IV) und (I) (L IV), (VII) durch (VIII)(VIII VII)
und (X) (X VII). Nebenpol (IV VI) ist der Schnittpunkt der Gurt-
stiabe im Felde des Schrigstabes, schlieflich findet man (VI) durch
(IV)IV VI) und (VIIy(VII VI) sowie (V) durch (IV)({IV V) und
(VI)(V VI). Beide Nebenpole (IV V) und (V VI) liegen zwischen
ihren Polen. Durch -+4s wird der Randwinkel V VI vergroBert, da-
gegen der Randwinkel IV V verkleinert. Mithin ist die Ordinate in
(V VI) positiv, in (IV V) negativ. Die Ordinate zwischen g;p und gy;
hat den Wert 1 im Abstand r von (IV VI). Daraus folgt die in der
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Abbildung durchgefiihrte Bestimmung der Ordinate von g¢p; in Ny
und der Ordinate von g;y in Nyy.

Abb. 141 stellt Polplan und EinfluBlinie fiir die lotrechte Seiten-
kraft des Stiitzdruckes in einem der festen Stiitzpunkte dar. Die zwang-
laufige Kette wird durch Verwandlung des festen in einen lotrecht
gefiihrten Stiitzpunkt gebildet. Die Pole (VI), (VII), (V), (VIII) sind
dieselben wie im ersten Falle. Fiir die Scheiben I, II, IV sind die Lot-
rechte durch den linken Stiitzpunkt, die Geraden g, und g, in (V) (V IV),
sowie die Nebenpole (I II), (I IV), (II IV), die auf einer Geraden liegen,
bekannt. Wird die lotrechte Stiitze an der Scheibe I vernachlassigt,
so bilden I, II, IV eine Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten, es muf

also fiir Scheibe I eine Gerade g, bestehen, die durch den Schnitt-
punkt S von ¢, und g, geht. Ein zweiter Punkt derselben ergibt sich
aus der Annahme (I1,) auf g, oder (IV,) auf g,, die durch die Gerade
(I1,) (IV,) (II IV) voneinander abhingig sind, die Geraden (II;) (II I}
und (IV,) IV I) in (I;). Der Schnittpunkt g, mit der Lotrechten
durch den Stiitzpunkt ergibt (I), weiter (I) (I IV) Pol (IV) auf g, und
(I) (I II) Pol (II) auf g,. (IV), (II), (II IV} liegen auf einer Geraden.
Die Lasten wandern iiber die Scheiben I, IV, VI, VIII. Die Ordinate
im Knickpunkt (I IV) wird durch die Figur F’ gefunden. Im wage-
rechten Abstand I von (I III) wird auf g, der erste Punkt gewahlt,
durch diesen die Parallele zu (II I1I) (I II) bis (I) (I II) und weiter
die Parallele zu (I II) (I IV) bis (I) (I IV) gezogen. Der wagerechte
Abstand % ist positiv, da die Last in (I IV) rechtslaufend dreht. -Die
wagerechte Strecke I ist negativ, da die lotrechte Seitenkraft der Stiitz-
kraft linkslaufend dreht. Nach Gleichung (115) ist daher die Ordi-
nate +7. Ny, Nyp bestimmen gy, g;p, letztere lotrecht unter (IV V)
einen Punkt von gyp. Durch Ny, die Lotrechte durch (V VIII) und
Ny ist die EinfluBlinie nun vollstindig bestimmt.

d) Fachwerk der Abb. 142. Drei Scheiben I, IV, VII sind durch
die Gelenke (I IV), (IV VII) verbunden, in (I) in einem festen Stiitz-
punkt, durch die Stabe II, III und V, VI in je einem auf wagerechter
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Bahn gefithrten Stiitzpunkt gestiitzt. SchlieBlich greift im #uBersten
Punkt der Scheibe VII eine schrage Stiitzkraft an. jAus p = 3, k, = 2,
rp=4folgta=3+242-2—4=25. Das Tragwerk ist stabil. Die
Abbildung zeigt den Polplan und die EinfluBlinie der schrigen Stiitz-
kraft. Pol (II) ergibt sich auf der Lotrechten durch den Stiitzpunkt.
aus (I) (I II), weiter (IV) aus (II) (II1IV) und (I) (I IV), (VI) aus
(IV)(IV VI) auf der Lotrechten durch den Stiitzpunkt, schlieBlich.
(VII) aus (IV)(IV VII) und (VI)(VI VII). Zur Bestimmung der
Ordinate ist die Last I im Abstand r vom Pol (VII) nach der Rich-

tung der Stiitzkraft und der Geraden durch (VII) zerlegt. Der Wert.
der Seitenkraft nach der Richtung der Stiutzkraft folgt aus der Mo-

1.
mentengleichung um (VII) zu —{—71 = +1. Damit ergibt sich die

dargestellte Zeichnung der EinfluBlinie.

Abb. 143 zeigt den Polplan und die EinfluBilinie der Spannkraft in
einem Schrigstab der mittleren Scheibe. Pol (I) (II) (IV) ist wie vor
bestimmt. Da (IV VI) der unendlich ferne Punkt der Wagerechten
ist, besteht fiir Scheibe VI die Gerade (I V) (IV VI), ferner fiir VII g,,
fir IX ¢g,. Sodann sind die festen Nebenpole (VI VII), (VI IX),
(VII IX) bekannt. Wird (IV) (IV VI) vernachlassigt, so besteht in der:
Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten, welche VI, VII, IX bilden, eine
dritte Gerade, nimlich g,. Sie geht durch den Schnittpunkt S von
g, und gy. Ein zweiter Punkt wird aus der Annahme (VII,) auf g,
durch (VII,) (VIIIX) bis (IX;) auf gy, sowie (IX,)(VIIX) und
(VII,) (VI VII) in (VI;) gefunden. Der Schnittpunkt von g, und
V)V VI) bestimmt (VI). Weiter findet man (V) aus (V) IV V)
und (VI) (VI V) sowie (IX) durch (VI) (VI IX) auf go. In der Abb.
ist noch (VII) aufgesucht, dessen doppelte Bestimmung eine Kontrolle
ermoglicht. Die Nebenpole (IV V) und (V VI) liegen zwischen ihren
Polen. Durch + 45 entsteht eine Abnahme des Randwinkels IV V
und eine Zunahme des Randwinkels ¥ VI, mithin ist die Ordinate-
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in (IV V) negativ, in (V VI) positiv. Die Bestimmung der Ordinaten
in Nyp und Nyy, sowie die Zeichnung der EinfluBllinie ist ohne weiteres

Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten, fiir welche die Geraden g, in
{I) (I II), g, und g4, sowie die Nebenpole (II III), (II V), (111 V) auf
einer Geraden und (V VI), (V VIII), (VI VIII) auf einer zweiten
Geraden bekannt sind. Es sind g; und gy zu bestimmen. Fiir g, ist
in S;, dem Schnittpunkt von g, und g5, ein Punkt bekannt. Ein zweiter
wird aus der Annahme (III,) auf g, durch (III,) (11 II) bis (II,)
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auf g,, sowie (III)) ({II V) und (II,) ({I V) in (V,) gefunden. Der
Schnittpunkt S, von g; und g, ist ein Punkt fiir g;. Um den zweiten
zu finden, wird (V,) (V VI) bis (V1) auf gg (Vy) (V VIII) und (V1)
(VI VIII) bis (VIII,) gezogen. gy durch S, und (VIII,) gezogen be-
stimmt Pol (VIII) auf der Kraftlinie der schrigen Stiitzkraft. Nun
ergibt (VIII) (VIII V) Pol (V) auf g, und (V) (I V} Pol (II) auf g,.
Pol (I11) und (VI) kénnen zur Priifung der Zeichnung benutzt werden.

Abb. 145 zeigt den Polplan und die EinfluBllinie fiir die Spannkraft
eines Wandstabes der linken Scheibe. (I II) ist der unendlich ferne

Punkt der Wagerechten. Pol (I1I) mufl auf der Wagerechten durch (I)
liegen. Da diese durch (111 IV) geht, fallt sie mit (I1I) (III IV) zu-
sammen und bestimmt (I V) auf der Lotrechten durch den Stiitzpunkt.
In (IV) IV VI) ist nunmehr eine Gerade fiir (VI) gefunden. Fir VII
und IX sind jedoch nur g, und g, sowie die Nebenpole (VI VII),
(VI IX), (VII IX) auf einer Geraden vorhanden. Es muf3 daher unter
Vernachlassigung von (IV) (IV VI) g, bestimmt werden. Das geschieht
durch den Schnittpunkt S von g, und g, und das Dreieck (VII,) (I1X,)
(VI;). Der Schnittpunkt von g, und (IV) (IV VI) ist Pol (VI). So-
dann ergibt (VI)(III VI) Pol ([II) und (VI)(VIIX) Pol (IX).
(III), (I1I IX), (IX) liegen auf einer Geraden. Die Nebenpole (II III)
und (I II) legen zwischen ihren Polen. Durch + As entsteht eine
Zunahme des Randwinkels II III und eine Abnahme des Rand-
winkels I 7I. Mithin ist die Ordinate in (I III) positiv, in (I II)
negativ. Wird II] stabil gestiitzt und I durch die Lasteinheit belastet,
indem die Stiitze (I) unbeachtet bleibt, dann ist der absolute Wert
der Spannkraft 1. Danach ergibt sich die dargestellte Zeichnung der
EinfluBllinie. g;x ist aus dem Schnittpunkt mit g,,, auf der Lotrechten
durch (J/II IX) gezogen, da die Ordinate von gy; in (VIIX) zu
klein ist.

Griining, Statik. 13
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e) Fachwerk der Abb. 146. Die Gliederung ist aus der Abbildung
ersichtlich, in welcher der Polplan und die EinfluBlinie fiir die Spann-
kraft eines Obergurtstabes des Bogens dargestellt ist. Die Scheiben

Abb. 146.

sind durch groBle, die Pole durch kleine Buchstaben bezeichnet. b und a
durch b (b a) sind gegeben. Da die Nebenpole (b f), (fg), (gh), (hd)
auf der Wagerechten liegen, ist auch (bd) ein Punkt derselben. Ihr
Schnittpunkt mit (b ¢) (¢ d) bestimmt (bd). Nun ergibt sich d auf der
Lotrechten durch den Stiitz-

punkt durch b (b d), weiter

e durch d (d e) auf der Lot-

rechten durch den Stiitz-

punkt der Scheibe £, sowie

cdurch d (d¢) und b (be).

Da die Lasten tiber ¥',G, H

wandern, sind noch deren

Pole bestimmt worden, ob-

wohl sie zur Zeichnung

der Einflufilinie schliellich

Abb. 146a. nicht notig sind. Um f

zu finden, muf} (¢ f) durch

(bf) (bc) und die Lotrechte in (fg) bestimmt werden. Nun ergibt
b®f) und c(cf) Pol f. Pol h erhdlt man aus d (d k) und der Lot-
rechten durch ¢, da (c#) der unendlich ferne Punkt der Lotrechten
ist. Da das auch fiir (g ¢) gilt, liegt auch g auf derselben Lotrechten.
Da g anderseits durch % (g #) bestimmt ist, fallen g und % in einen
Punkt. Nebenpol (b f) liegt zwischen b und f. Durch 4 As entsteht
eine Abnahme des Randwinkels BF, also ist die Ordinate in (b f) negativ.
Abb. 147 zeigt Polplan und EinfluBllinie fir einen Schréigstab.

(b e) ist der Schnittpunkt der Gurtstibe C und D, der unter Umsténden
ausgerechnet werden muB. (i e) ist der unendlich ferne Punkt der Lot-
rechten, mithin liegt (b4) auf der Lotrechten durch (be), anderseits
auf (b k) (h4). Aus denselben Griinden liegt (b k) auf der Lotrechten
durch (be), anderseits auf (b¢) (¢ k). Daraus folgt, daBl (b4) und (b k)
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in einen Punkt fallen. Nun erhalt man (b f) aus (b ) (% f) und (b e) (e f).
Da im vorliegenden Falle (b %) bis (kf) auf einer Wagerechten liegen,
konnte der SchluBf kiirzer gezogen werden. Aus einem spiter hervor-

tretenden Grunde muBte jedoch (b k) bestimmt werden. Deshalb ist
der Weg eingeschlagen worden, der gewihlt werden muB, wenn die
bezeichneten Nebenpole nicht auf einer Wagerechten liegen. Durch
b (b f) wird nun f auf der Lotrechten durch den Stiitzpunkt und weiter ¢

Abb. 147 a.

wie oben gefunden. e kann durch b (be) und f (fe) gefunden werden.
Der Schnitt beider Geraden ist jedoch so spitz, dafl besser zunichst &
durch b (b k) und f (f k) bestimmt wird. Nun erhalt man e auf der Lot-
rechten durch k. Mit %k fallt ¢ zusammen, da ¢ auf der Lotrechten
durch e und auf b (b 1) liegt. % ergibt sich aus ¢ (¢ &) und b (b k). Neben-
pol (b %) liegt zwischen b und h. Durch + 4's entsteht eine Abnahme

13*



196 Losung durch das Prinzip der virtuellen Verriickungen.

des Randwinkels BH, also ist die Ordinate in (b &) negativ. Die Zeich-
nung der EinfluBlinie, die Bestimmung der Ordinate von g, in N, ist
aus der Abbildung ersichtlich.

f) Versteifte Kette iiber drei Offnungen. Die Kette ist an die
Endpunkte des Versteifungsbalkens angeschlossen. Abb. 148 zeigt den
Polplan und die EinfluBllinie fiir das Moment in einem Punkte des Ver-
steifungsbalkens der mittleren Offnung. Pol b liegt im festen Stiitz-
punkt. Pol a ist ist auf der Rechtwinkligen zur Bahn des Stiitzpunktes

durch b (ab) bestimmt. Der Nebenpol der Kettenstibe, die iiber
Scheibe B liegen, das sind die Stdbe F bis @ gegen B, ist der unendlich
ferne Punkt der Lotrechten. Mithin liegt der Pol dieser Stabe auf der
Lotrechten durch &. Auf dieser ist f durch a (af) bestimmt. Der Neben-
pol des auf F folgenden Stabes gegen F ist der Knotenpunkt der Kette
zwischen beiden Staben. Die Gerade durch diesen und Pol f bestimmt
den Pol. Daraus folgt, daB

der Pol des an F anstoBenden

Kettenstabes mit Pol f zu-

sammenfallt. Der SchluB ist

von Stab zu Stab bis G fort-

zusetzen, mithin liegt Pol g¢

in f. Auf den Stiitzen der

Scheiben D und E 1aBt sich

nur eine Kette mit zwei Be-

wegungsfreiheiten aufbauen, fiir

Abb. 148a. welche die Geraden g; und g,

vorhanden sind. Es wird e’ will-

kiirlich angenommen, d’ durch ¢’ (d e) auf g,, und I’ sowie &’ durch e’ (e 1)
auf g, bestimmt. Da der unendlich ferne Punkt aller iiber Scheibe D
liegenden Kettenstibe der Nebenpol der Stiabe gegen die Scheibe ist,
liegt der Pol aller dieser Kettenstdbe auf g,. Aus %' (km) und d' (dm)
folgt nun m’, der Pol des lotrechten Stabes iiber dem Gelenk. Die Lot-
rechte durch m’ ist die Gerade g,,, da sie durch den Schnittpunkt von g,
und g, gehen muB. Fiir Scheibe C' besteht g, in b (b ¢). Die Neben-
pole (¢cm), (m ), (c1), letzterer als der unendlich ferne Punkt der Lot-
rechten, liegen auf einer Geraden. Aus den Geraden g,, und g, 148t sich also
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auch eine Gerade g; fiir Pol 7 finden. Ein Punkt derselben ist der Schnitt-
punkt S von g,, und g.. Ein zweiter Punkt ist der Schnittpunkt der Ge-
raden m’ (¢ m) mit der Lotrechten durch (b¢). Denn aus m’ folgt ¢
durch m’ (¢ mj auf ¢, im Nebenpol (b ¢), weiter i durch m’ (m ¢) und die
Lotrechte durch (b¢) als Gerade ¢’ (c¢). Damit ist g; gefunden. Ihr
Schnittpunkt mit g (g #) bestimmt den Pol 7. Denn der Nebernpol (g ¢)
fallt mit (g ») zusammen, wie folgende Uberlegung zeigt. Der Nebenpol
der Kettenstiabe H bis J gegen Scheibe C ist der unendlich ferne Punkt
der Lotrechten, mithin liegt der Nebenpol dieser Kettenstibe gegen
Scheibe B auf der Lotrechten durch (b ¢)..Da der Nebenpol (g b) der

unendlich ferne Punkt der Lotrechten ist, liegt der Nebenpol der Ketten-
stibe H bis J gegen G auf der Lotrechten durch (bc). Andererseits
liegt auf Stab H der Nebenpol des an H anstoBenden Kettenstabes
gegen (I, also ist (g &) als Schnittpunkt der Lotrechten durch (b ¢) und
des Kettenstabes H der Nebenpol des Stabes gegen @. Diese SchluB-
folgerung ist von Stab zu Stab bis J fortzusetzen. Die Lotrechte durch ¢
und g, bestimmen ¢. Aus ¢ (¢ d) folgt d und aus d (d e) schlieBlich e.

Die Ordinate der EinfluBlinie zwischen
den Geraden der Scheiben B und C ergibt
sich aus folgender Uberlegung. Wird
Scheibe ¢ stabil gestiitzt und Scheibe b
durch die Last 7 im Abstand der Léngen-
einheit belastet, so ist 1-1 der absolute
Wert des Momentes. Also ist die Ordinate
der EinfluBlinie in diesem Punkte gleich
der Langeneinheit, und die Ordinate im
Nullpunkt N, gleich z, dem Abstand des Abb. 149 a.
Querschnittes, in dem das Moment ge-
sucht wird, vom Stiitzpunkt. Der Nebenpol (b ¢) liegt zwischen seinen
Hauptpolen. Aus 4+ A ergibt sich eine Zunahme des Randwinkels.
Mithin ist die Ordinate in (b ¢) positiv.

Abb. 149 zeigt den Polplan und die EinfluBlinie fiir das Moment
in einem” Punkte des linken Kragarmes des Versteifungstrigers. Aus ¢
ist d und e, weiter durch e (e?) Pol I und ebenda Pol &£ — in der Ab-
bildung irrtiimlich (%) bezeichnet. — sofort zu finden. DaB letzterer
in der Spitze der Pendelstiitze liegt, ist Zufall. Da (& c¢) der unendlich
ferne Punkt der Lotrechten ist, folgt, daB (kd) auf der Lotrechten
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durch (¢ d) und weiter, daB3 auch (k k) auf derselben Lotrechten liegt.
Das gilt fiir alle Kettenstdbe von J bis H. Durch die oben gezogene
SchluBfolgerung erkennt man demnach, daB (k k) im Kettenpunkt lot-
recht iiber (cd) liegt. Die Lotrechte durch ¢ und die Gerade % (k k)
bestimmen %. h(hm) und ¢ (¢ m) ergeben m. (ga) liegt auf der Lot-
rechten durch (¢ ) und auf Stab #. Mithin fallt der Nebenpol (g @) in

den Knotenpunkt der Kette lotrecht iiber (¢ ). Nun findet man (a m)
durch (m g) (g @) und (m b) (b @), sodann a durch m (m a) und schlieBlich
b durch a (a b) und c (c b).

' Die Ordinate der EinfluBlinie ist durch die oben angestellte Uber-
legung zu ermitteln. Aus dieser folgt, dafl der absolute Wert im Ab-
stand der Langeneinheit vom Querschnitt gleich 1 und im Nullpunkt X,

gleich dem Abstand
des Querschnittes
vom Stiitzpunkt ist.
Der Nebenpol (abd)
liegt zwischen seinen
Polen. Durch +4d¢
entsteht eine Ab-
nahme des Rand-
winkels 4 B, also ist
die Ordinate in (abd)
negativ.
Abb.150 zeigt den
Abb. 150 a. Polplan und die Ein-
fluBilinje fir die lot-
rechte Querkraft in einem Punkte des Versteifungstragers der mittleren
Offnung. Die Pole b, a, f, g, d’, ¢/, I' und die Gerade g, werden wie
im ersten Falle gefunden. g, ist rechtwinklig zur Parallelfiihrung der
Ufer des Schnittes gerichtet, also die Wagerechte durch b. Ihr Schnitt-
punkt 8 mit g, bestimmt einen Punkt der Geraden g;; fiir die Pole
7 und k. Der zweite ist der unendlich ferne Punkt der Geraden »’(k n).
Denn da der Nebenpol (b ¢) der unendlich ferne Punkt der Wagerechten
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ist, so ergibt sich aus der Annahme ' der Pol ¢’ als Schnittpunkt
der Wagerechten 7’ (¢ n) durch n’ und der Wagerechten durch b
im Unendlichen. Da ferner (c k) auf der Lotrechten liegt, liegt %’
auf der Lotrechten durch ¢’ ebenfalls im Unendlichen. Daraus folgt
schlieBlich, daB die Parallele durch S zu #'(kn) die Gerade g; fir
Pol k ist. Die zweite Gerade ist die Parallele durch g zu dem Ketten-
stab H, der iiber dem Schnitt durch den Versteifungstriger liegt.
Denn der Nebenpol (g 7) liegt auf der Lotrechten durch den Nebenpol
(b ¢), welcher, wie gezeigt, der unendlich ferne Punkt der Wagerechten
ist, und andererseits auf dem Stab H. Mithin ist (¢ ¢) der unendlich
ferne Punkt dieses Stabes. Diese Schlufifolgerung gilt fiir alle Ketten-
stdbe iiber Scheibe C einschlieflich des Stabes K. Mithin liegt % auf
der bezeichneten Parallelen durch g, ihr Schnitt mit g, bestimmt seine
Lage. Damit sind auch die Pole ¢, d, e gefunden.

Die Nebenpole (a b) und (¢ d) liegen zwischen ibren Polen. Einem
+ Ap entspricht eine Zunahme des Randwinkels 4 B und eine Ab-
nahme des Randwinkels ' D, mithin ist die Ordinate in (a b) positiv,
in (¢ d) negativ. Als absoluter Wert zwischen den Geraden g, und g,
wird durch dieselbe Uberlegung wie oben 1 erkannt.

45. Kinematische Kennzeichen der Stabilitit.

In Nr. 2 ist darauf hingewiesen worden, dal} die Stabilitatsbedingung:
»Anzahl der Glieder gleich doppelter Anzahl der Knotenpunkte nicht
unter allen Bedingungen die Stabilitat eines Tragwerkes gewahrleistet,
weil die von den Gliedern gestellten Stabilitatsbedingungen nicht not-
wendig ebenso viele voneinander unabhingige Gleichungen sind. Der
Ausnahmefall liegt vor, wenn die Determinante aus den Beiwerten der
Verschiebungskomponenten in den Stabilitdtsbedingungen verschwindet.
Stellt man die Gleichgewichtsbedingungen fiir ein solches Tragwerk auf,
so verschwindet auch die Determinante aus den Beiwerten der un-
bekannten statischen GroBen. Ein einfacheres Kennzeichen als der
Wert der bezeichneten Determinante bietet jedoch die Kinematik durch
den Pol- oder Geschwindigkeitsplan.

Aus dem vorliegenden Tragwerk sei eine zwanglaufige kinematische
Kette durch Beseitigung einer Stiitze gebildet und der Polplan ge-
zeichnet. Der Stiitzpunkt » der beseitigten Stiitze gehore der Scheibe n
an, und die Kette sei K, genannt. Da die Lage des Poles (n) von der
Lage und Bahn des Stiitzpunktes » unabhingig ist, so liegt (n) im all-
gemeinen nicht auf der N, bezeichneten Normalen zur Bahn und die
Drehung der Scheibe um (n) ist mit der Auflagerbedingung der Stiitze r
nicht vertriiglich. Indessen kann (n) auch ein Punkt der Normalen N,
sein. Ist das der Fall, so fallt die zwangldufige Verschiebung des Punk-
tes r gerade in die Bahn, die ihm durch die beseitigte Stiitze vor-
geschrieben ist. Die Drehung der Scheibe » um Pol (n) und damit die
Bewegung der zwangliufigen Kette kann also ohne Beseitigung der
Stiitze r erfolgen. Die Drehung bleibt auf einen sehr kleinen Winkel
beschriankt, da der Pol (n) durch die Drehung sofort aus der Normalen
N, verschoben wird. Das gilt daher auch fiir die Bewegung der zwang-
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liufigen kinematischen Kette. Das vorliegende Tragwerk besitzt un-
endlich kleine Beweglichkeit. Enthilt die zwanglaufige kinematische
Kette ruhende Scheiben, dann besitzt nur ein Teil des Tragwerks un-
endlich kleine Beweglichkeit.

Wird auBer der Stiitze r ein zweites p bezeichnetes Glied beseitigt,
welches nicht einer etwa ruhenden Scheibe angehort, so besteht in der
Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten fiir die Scheibe n eine Gerade g,,
auf welcher ihre Pole liegen. Liegt nun der Pol (z) der Kette K, auf
N,, so schneidet g, die Normale N, entweder im Pol (n) oder fallt mit &V,
zusammen. Im ersten Falle liegt der Pol (n) der zwanglaufigen Kette K,,,
die durch Beseitigung des Gliedes p entsteht, einerseits auf N,, anderer-
seits auf g,. Mithin fallt er mit dem Pol (n) der Kette K, zusammen.
Da nun die Nebenpole der Scheibe 7 gegen andere Scheiben in beiden
Ketten dieselben sind, folgt, dafl alle gleichnamigen Pole der Ketten X,
und K, sich decken. Fallen g, und N, in eine Gerade, dann besitzt
die zwangliufige Kette K, zwei Bewegungsfreiheiten, d. h. unendlich
viele Polpline. Einer derselben ist der Polplan der Kette K,, weil er
der Stabilititsbedingung des Gliedes r gentigt. Aus diesen Beziehungen
folgt: Fir ein Tragwerk von unendlich kleiner Beweglichkeit besteht
ein und nur ein Polplan, der mit den Stabilititsbedingungen aller Glieder
vertriglich ist. Ferner: Kann fiir ein Tragwerk oder Teile desselben
ein Polplan gezeichnet werden, ohne daf} ein Glied beseitigt wird, so
besitzt das Tragwerk unendlich kleine Beweglichkeit. Dabei ist unter.
dem Polplan natiirlich ein solcher zu verstehen, der den Satzen tiber
die gegenseitige Lage der Pole von drei Scheiben in keinem Teile des
Tragwerks widerspricht.

Besteht fiir ein Tragwerk ein Polplan, so kann auch ein Geschwin-
digkeitsplan gezeichnet werden. Derselbe hat, da kein Glied beseitigt
ist, folgende Eigenschaften. Jedem Stab des Tragwerks und jeder
Geraden, die zwei Punkte einer starren Scheibe desselben verbindet,
gehort eine parallele Gerade des Geschwindigkeitsplanes zu. Der Ge-
schwindigkeitsplan ist jedoch der Figur des Tragwerks nicht &hnlich,
da mindestens zwei Ahnlichkeitspole fiir verschiedene Teile des Trag-
werks vorhanden sind. Daraus folgt: Ergibt die Zeichnung des Ge-
schwindigkeitsplanes eine Figur F’, welche der Figur des Tragwerks
nicht ahnlich ist, deren Gerade jedoch den entsprechenden Geraden
des Tragwerks ohne Ausnahme parallel sind, so besitzt das Tragwerk
unendlich kleine Beweglichkeit. Der Geschwindigkeitsplan wird zur
Pritfung der Stabilitdt nattirlich nur in den Fallen angewendet, in denen
er nach den in Nr. 41 gemachten Angaben zweckmiBiger ist als der
Polplan. In allen anderen Fallen fiihrt der Polplan einfacher zum Ziele.

Beispiele:

a) Die Abb. 151 zeigt das in Nr. 19 behandelte Tragwerk aus drei
Scheiben mit den festen Stiitzpunkten ¢ und ¢ und dem auf wage-
rechter Bahn verschieblichen Stiitzpunkt 6. Pol (I) und (III) sind
gegeben. Man erhalt (II) entweder aus (I) (I II) und (I1I) (III II)
oder aus (I) (I II) und N, oder aus (III) (II] II) und N,. Da die



Kinematische Kennzeichen der Stabilitat. 201

drei Schnittpunkte in einen Punkt fallen, kann der Polplan ohne Be-
seitigung eines Gliedes gezeichnet werden.

Wird zur Berechnung einer der fiinf Stitzkrifte, z. B. D die zwang-
laufige kinematische Kette durch Beseitigung der Stiitze gebildet, so
sind (I), (II), (III) die Pole
der Scheiben der Kette. Mit-
hin folgt aus

D= 2P 0n
e

mit e =0 D =o00. Wird die
Stiitze B beseitigt, so folgt aus

B 2 Pnon
e

mit ¢ = 0 B =oc. Fallen die
Schnittpunkte der Geraden Abb. 151.

(Iy (I I1Iy, (III) ({IIII), N,

zwar nicht in einen Punkt (Abb. 152), liegen aber einander so nahe,
daB e,, e,, e; sehr kleine Strecken sind, dann nehmen die Stiitzkrafte
sehr groBe Werte an, wenn die Last geniigenden Abstand vom Pol ihrer
Scheibe hat. Aus der in der Abbildung dargestellten Last ergeben sich

s

B=P%, R ——P®%  R=_P
€ €3 €

als sehr groBe Krifte, wenn e, e,, e; hinreichend klein sind. Wiare
das Tragwerk starr, so bestiinde trotzdem bei beliebig kleinen, von Null
verschiedenen Werten e
Stabilitat. Da jedoch alle
Tragwerke elastisch sind,
erfahren ihre Glieder Form-
dnderungen, deren Werte
den inneren Kraften pro-
portional sind. Im vor-
liegenden Falle -erfahren
die Léngen ad und ce
- durch die groBlen Krafte
R, und R, groBe Dehnun-
gen. Infolgedessen vollzieht
Scheibe II eine rechts-
laufende Drehung, bei wel-
cher die Strecken e ab- Abb. 152.
nehmen und die Stiitzkréafte
noch zunehmen, bis Gleichgewicht eintritt. Sind jedoch e,, e,, e; hin-
reichend klein, dann wird die Forménderung so groB3, daf schlieBlich die
Schnittpunkte 1, 2, 3in einen Punkt fallen. In dieser Lage kann, wie ge-
zeigt, Gleichgewicht nicht bestehen. Die Forménderung muf} also fort-
schreiten, wobei Punkt 1 auf die rechte Seite der Geraden N, tritt. Die
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Stiitzkrafte B, , B, R, andern damit ihr Vorzeichen. Bei der fortschreiten-
den Drehung der Scheibe 11 nehmen nun e,, e,, ¢; zu, so dal den aufein-
ander folgenden Lagen abnehmende Werte der Stiitzkrafte zugehoren. Das
Tragwerk strebt einer Gleichgewichtslage zu, in welcher die Gliederung
wesentlich verschieden ist von der Gliederung der spannungslosen An-
fangslage. Daraus folgt: Die Stabilitdt eines elastischen Tragwerkes
erfordert nicht nur von Null verschiedene Werte e, sondern dariiber
hinaus, daB} sie eine bestimmte Grenze nicht unterschreiten. Im Falle
eines Tragwerkes, welches dem kritischen Punkt unendlich kleiner
Beweglichkeit nahe kommt, ist demnach eine schérfere Stabilitéts-
untersuchung notwendig, welche die elastischen Forménderungen be-
riicksichtigt. Zur Erliuterung des Vorstehenden diene das in Abb. 153
dargestellte einfachste Beispiel der fraglichen Bauart. Punkt ¢ ist durch
zwei Stiabe, die gleich lang gewidhlt sind, an die festen Stiitzpunkte a
und b angeschlossen und durch
die lotrechte Last P belastet.
@, ist der Neigungswinkel der
Stidbe in der spannungslosen An-
fangslage, @ in der Gleichge-
wichtslage. Da der Moglichkeit
Abb. 153. endlicher Verschiebungen aus
der spannungslosen Anfangslage
Rechnung getragen werden muB, sind in die Gleichgewichtsbedingung
die Koordinaten der Gleichgewichtslage einzufiihren. Die Spannkrafte
in den Stdben sind demnach

P —
2sing

und die Langenénderungen

Asz_a-so P

sing’ ' T 2EF
Fiir die Gleichgewichtslage besteht die geometrische Beziehung

(sp + A 8) cosp = s+ cos g,

in diese wird As eingefiihrt und s, gehoben

(l a )cm = cos
sing/ ¥ = 08P
oder
sinp (1 27) g

. cosg

Soll Punkt ¢ in der Gleichgewichtslage iiber der Geraden a b liegen, so
muB 0 < @ < @, sein. Die linke Seite der Gleichung verschwindet fiir
@ =0 und ¢ = ¢, und ist positiv fiir alle Werte ¢ zwischen diesen
Grenzen. Sie muf} also zwischen denselben ein Maximum haben. Aus

0
%(sinqp-tgq;-cos%) =cosq)—%=0
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folgt, daBl das Maximum fiir

3
cosp = Vcos Po
besteht. Es hat den Wert

. e —
Y1 —eo g = 11 — Voot
Die abgeleitete Gleichung kann daher durch positive ¢ nur erfiillt

werden, wenn —_—
a< V(l — 7} cos? (po)

ist. Durch Gleichsetzung beider Seiten erhilt man die Stabilitats-
bedingung fiir das vorliegende elastische Tragwerk. Nach ¢, aufge-
16st lautet sie

cos gy = /(1 — Y2’

Ist ¢, kleiner als der gefundene Wert, so wird die Ausgangsgleichung
nur durch einen negativen Wert ¢ erfiillt. Das bedingt, daBl 1 — %S(;”
ebenfalls negativ, also der absolute Wert des Winkels ¢ > ¢, ist. Die
Spannkrifte S werden positiv. Der Punkt ¢ befindet sich in der Gleich-
gewichtslage unter der Geraden a b, und sein Abstand von ab ist
groBer als h, die Hohe des Punktes ¢ iiber ¢ b in der spannungslosen
Anfangslage.

Fiir die praktische Anwendung kommen Fille, die der Grenze der
unendlich kleinen Beweglichkeit nahe liegen, nicht in Betracht. Sie
sind deshalb schon in Nr. 2 ausgeschlossen worden. Das Kennzeichen
bietet der Polplan durch die GréBe der Strecke e, wobei ohne schérfere
Stabilitatsuntersuchung alle Fille auszuscheiden sind, in denen e nicht
mit Sicherheit als hinreichend grofl zu erkennen ist.

b) Das Tragwerk der Abb. 154 zeigt die Bauart, die in Nr. 44¢ unter-
sucht ist. Es besteht aus den biegungsfesten Staben I, II, III, IV

Abb. 154.

mit den Gelenken (I II), (II I1I), (III IV) und den einfachen Staben
V, VI, VII, VIII, die durch Gelenke an I, I1, I1I, IV angeschlossen
sind. In @ und d sind feste Stiitzpunkte, in b und ¢ wagerecht verschieb-
liche. Pol (I) und (IV) sind gegeben. Man findet (I VI) durch die
Geraden V und I1, sodann (VI) auf der Lotrechten in b durch () (I VI),
weiter (II) durch (I) (I II) und (VI) (VI II). Ebenso wird Pol (I1I)
bestimmt. Die Pole (II), (I1I) und (II II1I) liegen auf einer Geraden.
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Mithin kann der Polplan ohne Entfernung eines Gliedes gezeichnet
werden und das Tragwerk besitzt unendlich kleine Beweglichkeit.

Wird das Moment im Punkte v gesucht, und die kinematische Kette
durch Einschaltung eines Gelenkes in v gebildet, so liegen die Pole ({Ia)
und (/1b) der beiden Scheiben, in die II durch das Gelenk » zerfillt,
im Punkt (/7). Mithin ist nach S. 180

_ ry — 1
Adp=d2—1=0,
¢ Ty Ty
da r, = r, ist, also
lW=;P7nf)7'l=
A

Damit das elastische Tragwerk bei jeder Belastung stabil ist, muB das
Gelenk (11 III) von der Geraden (II) (III) einen hinreichend grofBien
Abstand haben. Liegt z. B. (II III) nur um eine kleine Strecke iiber
(II) (I11I), so bewegt sich das Gelenk unter lotrechten Lasten durch
die Gerade hindurch bis zu einem Punkte unterhalb derselben. IDa-
bei dndert die wagerechte Seitenkraft des Gelenkdruckes das Vor-
zeichen.

c) Abb. 155 zeigt den durch zwei Scheiben [ und II versteiften
Stabbogen. Das Gelenk zwischen den Scheiben ist durch die wage-
rechten Stibe IX und X ersetzt. Die Stiitzpunkte ¢ und b, ebenso die
Punkte o', b’ auf dem Stabbogen liegen auf Wagerechten. Pol (II),
(L1I), (VII) sind gegeben. Pol (I) liegt auf der Lotrechten durch a,
die Nebenpole (IV I), (V I), (VI II) sind die unendlich fernen Punkte
der Lotrechten. Mithin werden (I V) und weiter (V) in a’, ebenso (VI)
in & gefunden. Aus (V) (V VIII) und (VI) (VI VIII) ergibt sich nun
(VIII). Die Lotrechte durch (VIII) und (II) (I1 IX) bestimmen (IX),
aus (IX) (IX I) folgt (I) auf der Lotrechten durch ¢ in Punkt a¢. Da
(I IT) der unendlich ferne Punkt der Wagerechten ist. liegen (I), (I I1),
(1) auf einer Geraden. Der Polplan kann ohne Beseitigung eines Gliedes
gezeichnet werden. Das Tragwerk besitzt unendlich kleine Beweglich-
keit. Pol {X) ist durch (I) ( X), (II) (I X) und die Lotrechte durch

z k P
(1) cx < ¥l
S o <
n’ ’
7 7 oYy~
o i v (i
1/ o 4 I
(7}
(I v/ .
&I

(z
&

Abb. 155.

(IX) gegeben, welche sich in einem Punkte schneiden. Die Punkte ¢,
E,U,n', o/, p' bilden einen Teil der Figur F’, welche im Anschluf} an
diese’ Punkte vollstindig gezeichnet werden kann. Wird zwecks Be-
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rechnung der Spannkraft im Stabe X die kinematische Kette durch
Beseitigung des Stabes gebildet, so bleibt der Geschwindigkeitsplan

unverdndert. In -
) e
As

ist A's gleich dem rechtwinkligen Abstand der Parallelen zum Stab X
durch die Punkte i und k. Da 'k’ |4 k ist, ist 45 = 0, und es ergibt
sich § =o0, wenn J,, == 0 ist.

Das Superpositionsgesetz beruht darauf, daBl die Gleichgewichts-
bedingungen und Elastizitatsbedingungen alle Unbekannten in der
ersten Potenz enthalten. Da in einem Tragwerk unendlich kleiner Be-
weglichkeit, ebenso in einem solchen, welches dem Grenzfall nahe-
kommt, die Verschiebungskomponenten weder in den Gleichgewichts-
bedingungen noch in den Elastizitidtshedingungen vernachlissigt werden
diirfen, wird die genannte Voraussetzung nicht erfiillt. Das Super-
positionsgesetz ist demnach fiir diese Tragwerke nicht giiltig.

46. Verinderliche Gliederung.

Es muf} hier noch eine andere Art von Tragwerken erwiahnt werden,
fiir welche das Superpositionsgesetz seine Giiltigkeit ebenfalls verliert.
Zuweilen sind Glieder eines Tragwerkes so konstruiert, daf sie nur in
einer Richtung Widerstand zu leisten vermégen. Sie sind also unwirk-
sam, wenn die Lasten eine Verschiebung in der Richtung ihres Wider-
standes anstreben. Soll das Tragwerk unter solchen Lasten nicht labil
sein, so miissen andere Glieder vorhanden sein, welche in diesem Be-
lastungsfalle die Verschiebung verhindern. Es hingt also von der Be-
lastung ab, ob das eine oder das andere Glied wirksam ist. Mithin sind
die Gleichgewichtsbedingungen nicht nur in den Lasten, sondern auch
in den unbekannten statischen Grofen verschieden. Daraus ergibt sich
sofort die Ungiiltigkeit des Superpositionsgesetzes. Tragwerke dieser
Art nennt man Tragwerke von ver-
anderlicher Gliederung.

Ein einfaches Beispiel ist der Bo-
gen mit vier Gelenken, deren zwei
so konstruiert sind, daf sie Momente
einer Drehungsrichtung aufnehmen.
Je nach der Belastung wird ein Ge-
lenk ausgeschaltet. Das Tragwerk
ist also richtiger als Dreigelenkbogen
mit der Lage nach verinderlichem
Scheitelgelenk zu bezeichnen.

Abb. 156 zeigt einen solchen Abb. 156.

Bogen, in dem die Gelenke ¢ und d

zur Aufnahme negativer Momente befihigt sind. Zur Berechnung der
Momente M, und M, sei die zwangliufige kinematische Kette mit
beiden Gelenken ¢ und d durch #uBere Doppelmomente M, und M,
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in den Endquerschnitten beiderseits der Gelenke belastet. Dann gilt
die Gleichgewichtsbedingung

S Puby— M, Ap,— My A =0.

Nun ist _
Adp, = w; — oy

und '
Pq = W — Dppp -

A, und 4@, sind positiv, wenn sich der Winkel nach innen &ffnet.
Da

by by
W, =—w,;— und Wy =—0;—
1 g 111 g
ist, ergibt sich
_ a, + b _ a, +b
Adg,=—wy la L dps=+wy 2a 2.
1 2

wy sei linksdrehend, also negativ gew#hlt. Dann wird 4d¢, positiv,
Ap, negativ. Da nun beide Momente nur negative Werte haben
konnen, entscheidet das Vorzeichen der Arbeit > P, 0, dariiber,
welches Gelenk im jeweils vorliegenden Belastungsfalle wirksam ist.
Ist die Arbeit positiv, dann ergibt sich

Md _ Z P m gm
Ao,
ist die Arbeit negativ, dann ergibt sich
o, = ZPndn.
4 @,

Zur Berechnung der Arbeit wird die Figur F’ gezeichnet, indem ¢’ im
Punkt a gewihlt wird. Bei symmetrischer Bogenform und symme-
trischer Lage der Gelenke fallt dann d’ in den Punkt &. Fiir das Bogen-
stiick ¢ d ist die ahnliche Kurve ¢’e’d’ aus dem Ahnlichkeitspol (I11)
zu zeichnen. Man erhalt

me'gm :ZPm'em:
A();a:‘igi’l,,
1

Die Neigung der Last gegen den Polstrahl ihres Angriffspunktes
entscheidet das Vorzeichen ihrer Arbeit. Die Last P; leistet -- P, - ¢,
wenn ¢; den absoluten Wert bezeichnet, also

M,=— 1_—.Pe,, M;=0,
a1+b1 1*1 a
die Last P, leistet + P, -e,, also
b2
=2 _p.. =0.
Ma a2+b2 2 €y, ‘Z‘Ic 0
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Wirken beide Lasten gleichzeitig und ist P,-e, — P, e, > 0, so ent-
steht
b2
@ + by
Zwecks Berechnung des

Momentes in Punkt o
(Abb. 157) bringt man a v
mit bd in (II) und mit b ¢
in (II;) zum Schnitt und
zeichnet fiir den Fall des
Gelenkes in d die Figur F’
aus den Polen in a, (II), b,
fiir den Fall des Gelenkes in
¢ aus den Polen «, (II,),
b, indem »' in Punkt a ge-
withlt wird. Im ersten Falle
ergibt sich die Kurve o', d', Abb. 157.
im zweiten v’ ¢{ b. Fiir jeden
bestimmten Belastungsfall muB zuniichst entschieden werden, welches
Gelenk wirksam ist. Wirken z. B. die Lasten P; und P,, so ist das Ge-
lenk d wirksam. In der Figur F’ werden 2’ und 1’ aus (II) bestimmt.
Es ergibt sich

M;= (Pyeg — Pyeey), M,=0.

b
M”:_——_a—{—b (Pre; + Pye,) .

Tritt jedoch eine Last P, hinzu, deren Arbeit nach der Figur F' der

Abb. 156 P,0,> P, 6, + P,d,, dann wird das Gelenk ¢ wirksam und
es entsteht b
1

M,=—
+b

Ein Tragwerk gleicher Art ist in Abb. 158 dargestellt: Zwei neben-
einander liegende Bogen mit den festen Stiitzpunkten a, b, ¢ und den
Gelenken d, e, f, g. Die beiden letz- a e
ten sind so konstruiert, daf sie nega-
tive Momente aufnehmen kénnen. Je
nach der Belastung besteht das Trag-
werk aus den Dreigelenkbogen a, d, b
und g, e, ¢ oder aus den Dreigelenk- Abb. 158.
bogen a, d, f und b, e, c. Die Frage,
welches der beiden Gelenke f oder g im gegebenen Belastungsfalle wirk-
sam ist, ist mit Hilfe der Figur F’ fiir die zwangsldufige Kette zu ent-
scheiden, die durch die Gelenke d, e, f, g entsteht. Die Untersuchung
folgt im iibrigen den bei dem ersten Beispiel eingeschlagenen Wegen.

Zu den Tragwerken verinderlicher Gliederung muf} auch die Pendel-
stiitze eines Kabelkranes gerechnet werden, da ihre Neigung sich so-
wohl unter der Belastung des Kabels durch die Laufkatze wie unter
Winddruck so erheblich andert, daB die Verschiebungskomponenten in
den Gleichgewichtsbedingungen nicht vernachlissigt werden konnen.

(Pyegy + Pyeyy + Pyeyq).
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Abb. 159 zeigt die Anordnung des Kranes. Das Kabel ist links in einem
festen Punkt aufgehingt, rechts in der Spitze einer Pendelstiitze, die
durch das Gegengewicht G im Gleichgewicht erhalten wird. Das Gegen-
gewicht ist mit der Stiitze fest verbunden und dreht sich mit dieser

L um das Auflagergelenk in a. Aufler

' l
; r‘ﬁb——’b dem Gegengewicht ist das Eigen-
Ha5 g gewicht der Stiitze zu beriicksich-
H z tigen, in der Spitze b greift der

Horizontalzug H des Kabels und
Abb. 159. die lotrechte Seitenkraft des

Kabelzuges an. Letztere ist bei

unbelastetem Kabel gleich g-s,, wenn 2s, die Kabellinge und g
das Gewicht des Kabels fiir die Langeneinheit bezeichnet. Wirkt auf

das Kabel die Katzenlast P, so tritt P (1 —§b~l> hinzu, also P, wenn

die Katze in der Mitte steht. Der Wert H ergibt sich aus der Glei-
chung (@), da das Moment der dufleren Krifte um a in jeder Stellung
verschwinden mufl. Um die Gleichung aufzustellen, werden die immer
wirkenden lotrechten Lasten, das ist G, E und g s, zu ihrer Mittelkraft
vereinigt. Thre Grofe sei
V=G+E+gs,,

ihr Angriffspunkt ¢ (Abb. 159a). Meist sind neben dem Kabel, welches
die Katze tragt, noch Kabel zur Bedienung vorhanden, welche iiber Rollen
‘ in der Stiitze laufen und durch Spanngewichte in
gleichbleibender Spannung erhalten werden. In
diesem Falle treten die Spanngewichte zu V hinzu
und die in allen Lagen unveranderlichen Horizon-
talztige sind gleichfalls zu ihrer Mittelkraft zu
vereinigen. Da es sich hier nur um die grund-
satzliche Behandlung der Aufgabe handelt, ist
der Einfachheit zuliebe nur das in b gelenkig ge-
lagerte Tragkabel angenommen worden. Mit den
aus der Abbildung ersichtlichen Bezeichnungen
lautet, wenn b =1 ist,

Abb. 159 a.

P
(@) —H-7r-sing -+ Vrleos(q:—{—oc)—i—?r-cos¢:0.

Daraus ergibt sich
P
H=V %(cotgrpcoscx —sinx) + 5 cotg @ .

Andererseits ist H von g - s, ) und dem Durchhang des Kabels ab-

hingig. Wird das Kabel im Punkte x durchschnitten und ist s die Liange
des Bogens zwischen dem tiefsten Punkt (z = 0) und z, so ist die lot-
rechte Seitenkraft des Kabelzuges

dy )
H.d_‘m““g's+"fp>
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daraus erhilt man die Differentialgleichung der Kurve des Kabels
(Kettenlinie) i i —=
@y _ 48 (&Y,
de2 Tda™ ng + dx

et

mit den Konstanten ¢ und C. Die Differentiation nach x ergibt

Das Integral ist

dy y‘(x+a)
d’o‘c‘@ - H

a2y g (z + a)
325 @i H

Fithrt man die Differentialquotienten in die Differentialgleichung ein,
so erkennt man, daB sie erfilllt wird, da

ag@ta) o g@+a)
14 Gin T Cof i
ist. Die Konstante a ist, wenn P in z = 0 steht, durch die Bedingung
dy _ " . .
oy fir x = 0 bestimmt, das ist
' P
@ = Gin g—a s
P
%Ir Gin ;— o974
die Konstante C durch y =0 fir =0
—soi?? _ ¢
0 = Cof T ,

mithin lautet, wenn @ als Bezeichnung beibehalten wird, die Gleichung
y= 2 (s 2 _ )

fiir « = [ ist y gleich dem Durchha.ng f

Ist das Kabel unbelastet, so bestehen die beiden Gleichungen
H :'V% (cotg @ - cos & — sin o) ,
gl
gso=H @mE .

Griining, Statik. 14
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Sie enthalten als Unbekannte I, s,, ¢, H, von denen zwei gegeben
sein miissen. Sind ! und ¢ = ¢, gegeben, dann findet man aus der
ersten H, aus der zweiten s,, die Kabellinge, die erforderlich ist, damit
die Pendelstiitze unter der Neigung ¢, im Gleichgewicht ist. Ebenso-
gut koénnte s, und I gegeben sein, dann wire aus der zweiten H, sodann
aus der ersten ¢, zu berechnen.

Wird nun das Kabel in £ = 0 durch P belastet, dann bestehen bei
Vernachlissigung der Hebung der Pendelspitze, durch welche die Sym-
metrie der Kurve des Kabels gestort wird, die Gleichungen

P
H= V%(cotgtp-cosoc—sinoc) —i—?cotgqa,

— 1
g8+ %P = H@IHQ(L"%Z +a) 5

worin z die.wagerechte Verschiebung der Pendelspitze nach links

z = r (cos ¢, — cos @)

ist. Die drei Gleichungen enthalten die Unbekannten z, ¢, H. Aus
der zweiten und dritten folgt

2 H .1 1
€08 @ = COS g — - - l+a— r—g—%@mﬂr(gso—l—gP)].

Zur Auflosung nach H und ¢ wihlt man ¢ beliebig, berechnet H aus
der ersten Gleichung und erhilt in

%(cos%-—cosqo)—l—a
v=g= — + H

1
W Cin-= (g, + £ P)

H
die Ordinate einer Kurve, deren Schnittpunkt mit der Abszissenachse
(v = 0) die Losung ergibt.

Wirkt der Winddruck W in Hohe %, so folgt bei unbelastetem
Kabel aus (a)
h

r .
— VL (cotgp - —sina) + W,
H=7V p (cotg @ - cos in o) - Eng

ferner ist g(—12)
gs, = HGin ~in s

z = r(cos @y — cos @) .

Die Auflésung ist wie oben angegeben durchzufithren. Diese Rechnung
muB fiir jeden Belastungsfall angestellt werden. Eine Addition der
Einzelwerte ist nicht zulissig. Wird die Last der Katze in der Mitte
plétzlich abgesetzt, z. B. durch Entleerung eines Greifers, so tritt eine
unvermittelte Stérung des Gleichgewichtes ein. Die Pendelstiitze
schwingt um das Gelenk. Die in der dufBlersten Stellung auftretenden
Krifte sind nach den Gesetzen der Dynamik zu berechnen.
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I1I. Die Formiinderung des Tragwerkes.

a) Die Losung durch das Prinzip der virtuellen
Verriickungen.

47. Die Grundaufgaben.

Die Aufgabe, die Forménderung eines Tragwerkes zu bestimmen,
verlangt die Berechnung einer Verbindung der Verschiebungskomponen-
ten der Knotenpunkte aus der Form&nderung der inneren Glieder
oder aus der Lagendnderung der dulleren Glieder. Das gilt auch fiir
das Stabwerk, da jeder Punkt der Achse eines biegungsfesten Stabes
als Knotenpunkt behandelt und die Drehung des Elementes der Stab-
achse bzw. des Stabquerschnittes durch eine Verbindung der Ver-
schiebungskomponenten zweier Punkte in unendlich kleinem Abstand
ausgedriickt werden kann. Die gegebenen Gréfen der Aufgabe sind
demnach die Léngeninderungen As der einfachen Stibe, die Langen-
dnderungen A ds, die Winkelinderungen 4d @ und die Schiebungen dp
der Elemente der biegungsfesten Stibe oder die Verschiebungen ¢
der Stiitzpunkte bzw. die Drehungen der Einspannungen. Auch wenn
man die Forminderung innerer Glieder sucht, die durch eine gegebene
Verbindung von Verschiebungskomponenten bedingt ist, fithrt man
die Losung am zweckmaBigsten auf die bezeichnete Aufgabe zuriick,
indem man zunachst die linearen Beziehungen aufstellt, die zwischen
der Formanderung der inneren Glieder und der fraglichen Verbindung
von Verschiebungskomponenten bestehen.

Jede Forménderungsaufgabe ist eine der folgenden vier Grund-
aufgaben oder eine Verbindung derselben. Gesucht wird:

1. Die Verschiebung eines Punktes m in bestimmter Richtung, d.i. die
Projektion der totalen Verschiebung des Punktes auf eine gegebene Gerade.

2. Die gegenseitige Verschiebung zweier Punkte m und m,, d. i. die
Anderung des Abstandes der Punkte m und m, .

3. Die Drehung einer Geraden m, die durch zwei Punkte geht
oder mit dem Element der Achse eines biegungsfesten Stabes einen
bestimmten Winkel einschlief3t.

4. Die gegenseitige Drehung zweier Geraden m und m,, die in der
bezeichneten Weise festgelegt sind.

Die zweite Aufgabe konnte auch auf zwei Aufgaben der ersten Art,
die vierte auf zwei Aufgaben der dritten Art zuriickgefiihrt werden.
Da sie jedoch der ersten und dritten an Bedeutung mindestens nicht
nachstehen, und sich iberdies die Rechnung durch die Zusammen-
fassung in nicht seltenen Fillen vereinfacht, ist es zweckmafig, sie
als besondere Aufgaben zu behandeln. In der ersten und zweiten Auf-
gabe werden Léngenénderungen gesucht, fir die eine positive Richtung
festgesetzt werden muB. Die erste Aufgabe ist also durch Angabe
der Geraden und der Richtung, die als positive behandelt werden soll,
genau zu beschreiben. In der zweiten Aufgabe wird als positive Richtung
die positive Anderung des Punktabstandes gewahlt. In der dritten

14%
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und vierten Aufgabe werden Winkelinderungen gesucht, die durch
die Lénge des Kreisbogens vom Radius der Langeneinheit angegeben
werden sollen. Fiir die dritte Aufgabe ist die Bestimmung der positiven
Richtung der Drehung notwendig. In der vierten Aufgabe handelt es
sich um die Anderung des Winkels zwischen den Geraden m und m, .
Die positive Richtung wird durch die positive Anderung eines der beiden
von den Geraden eingeschlossenen Winkel bestimmt. Da jede der vier
Forménderungen durch eine Lénge angegeben wird, kann 4, als
allgemeine Bezeichnung gewahlt werden.

Nach den Darlegungen in Nr.15 verlangt die Losung der Form-
anderungsaufgabe die Bestimmung eines Gleichgewichtszustandes, dessen
Lasten bei jeder virtuellen Verriickung die durch das Produkt aus den ge-
suchten Verschiebungen und der Krafteinheit ausgedriickte Arbeit leisten.
Diese Forderung wird fiir die Grundaufgaben durch folgende Belastungen
erfiillt, die von Miiller- Breslau Belastungseinheiten genannt sind.

1. Belastungseinheit des Punktes. Punkt m wird durch
die Lasteinheit belastet, deren Richtung die positive Richtung der
Verschiebung ist. Die Arbeit der Last ist 1.4, .

2. Belastungseinheit des Punktpaares. Die Punkte m
und m; werden durch je eine Lasteinheit belastet. Die Last in m er-
hilt die Richtung m, m, die Last in m, die Richtung m m;. Sind nun
Om und oy, die Verschiebungen der Punkte m und m, in den Rich-
tungen m, m bzw. m m,, so ist die Arbeit der Lasten

1:6p,+1-0p;=1-dmm;=1-9,.

3. Belastungseinheit der Geraden. Die Gerade wird durch
ein Kriftepaar belastet, dessen Moment den Wert I hat, dessen Richtung
die positive Richtung der Drehung der Geraden ist. Die Kraftlinien

der Einzelkrafte schlieBen mit der Geraden den Winkel % ein. Thre

Angriffspunkte koénnen auf der Geraden beliebig gewihlt werden.
Sie seien 1 und 2, ferner ihre Verschiebungen in Richtung der Krafte d,
und J, bezeichnet (Abb. 160). Ist e der Abstand

Z
€ < der Punkte, so muB die GroBe jeder Kraft
4 e A 1  Krafteinheit - Langeneinheit
% & e e
Abb. 160.

sein, damit das Moment = 1 ist. Da 4,, den
Winkel der Drehung im Bogenmaf3 bezeichnet, und es sich um einen
sehr kleinen Winkel handelt, ist

) )

e'Tm=e‘thm=51+‘52,
also die Arbeit der Lasten

1 ) . Krafteinheit - Lingeneinheit - 3,
— (03 F+0)=1--", di ——— =T m
e (01+92) 1’ ! Langeneinheit

oder

1
- (0,+6)=1-6,, d.i. Krafteinheit - J,,.
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Da die Strecke e in der Arbeit der Lasten verschwindet, ist die Fest-
setzung der Angriffspunkte der Lasten im allgemeinen entbehrlich,
und es geniigt, die Belastung der Geraden durch die Momenteneinheit
einzufithren, deren Richtung mit der Richtung der Drehung tber-
einstimmt. Ist die Gerade durch das Element der Achse eines biegungs-
festen Stabes festgelegt, so wirkt die Belastung auf das Stabelement mit
dem Moment 1. Ist die Gerade durch 2 Punkte in endlichem Abstand
festgelegt, so wirkt die Belastung auf das Tragwerk durch ein Kréfte-
paar vom Moment I, dessen Einzelkrifte in den fraglichen Punkten
angreifen.

4. Belastungseinheit des Geradenpaares. Die Geraden m
und m, werden durch je eine Momenteneinheit belastet, deren Rich-
tungen einander entgegengesetzt sind und mit der Richtung der fest-
gesetzten positiven Winkeldnderung, des
Winkels « in Abb. 161, iibereinstimmen.
Bezeichnet dj, die Drehung der Geraden m
und 4;,; die Drehung der Geraden m,, beide
in Richtung der positiven Winkeldnderung
positiv, dann ist die Arbeit der Lasten

1.6, +1-6p,=1-0p. Abb. 161.

Nachdem die jeweils einzufiihrende Belastung festgesetzt ist, werden
die von ihr erzeugten Spannkréfte S, Momente M, Normalkrifte N,

Querkrifte V sowie die Stiitzkrifte C bzw. Einspannungsmomente E
berechnet. Ist das vorliegende Tragwerk statisch unbestimmt, so
diirfen die genannten statischen GroBen als solche eines beliebigen
statisch bestimmten Tragwerks berechnet werden, welches aus dem
statisch unbestimmten gebildet werden kann. Nunmebr ist der Wert
der Arbeit der inneren Krifte 4; aus

—A;=>'8-4s
—Ai=[M-Ade+[N-Adds+[V-dp
zu berechnen, da alle 4s, dd¢p, dds, dp gegeben sind, ebenso die
Arbeit der Stiitzkrifte und etwaigen Einspannungsmomente, die durch
L bezeichnet werden soll.

L=3Cc+ > Ee.
Man erhilt die gesuchte Forminderung in
1.6,=>8-4s L (1)
1-0p=fM-Addg + [N-Ads+[V-dp—L. 2)

Ist J,, eine Winkelinderung, so stimmt die Dimension der rechten
Seite in den ausgewerteten Gliedern scheinbar nicht mit der Dimension
der linken Seite (Kraft - Lénge) iiberein. Da die Belastungseinheit
die Dimension Krafteinheit - Lingeneinheit hat, fehlt eine Linge im

Zahler. Die rechte Seite muB also, damit M ein Moment, N, 17, S Krifte

oder

oder
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sind, mit der Langeneinheit aus der als Belastung wirkenden Momenten-
einheit multipliziert werden. Diese Lingeneinheit kann offenbar
beliebig gewahlt werden, wenn der Radius des Kreisbogens, auf dem
0p, den gesuchten Winkel bezeichnet, in derselben Einheit gemessen
wird. ,

Fiir die Losung der Grundaufgaben gilt demnach folgende Regel : Wird

1. dieVerschiebungeines Punktesingegebener Richtung;

2. die gegenseitige Verschiebung zweier Punkte;

3. die Drehung einer Geraden;

4. die gegenseitige Drehung zweier Geraden gesucht,
sosind dieinnerenund 4ubBeren Krafte zu berechnen, welche
durch die in der positiven Richtung der Verschiebung wir-
kende Belastungseinheit

1. des Punktes,

2. des Punktpaares,

3. der Geraden,

4. des Geradenpaares
erzeugt werden, im Falle eines statisch unbestimmten
Tragwerks unter Ausschaltung der iiberzdhligen Glieder.
In dem negativen Wert der Arbeit der inneren Krafte, ver-
mindert um die Arbeit der Stiitzkrafte, erhalt man die ge-
suchte GroBe.

Durch sinngeméfe Anwendung dieser Regel ist jede Formanderungs-
aufgabe am tiibersichtlichsten und mit dem geringsten Aufwand von
Rechnung zu lésen.

In den Gleichungen (1) und (2) sind die Formanderungen der inneren
Glieder durch ihre Ursachen, das sind 1. Lasten, 2. Anderungen der
Temperatur, auszudriicken, wahrend die gegebenen Verschiebungen
der Stiitzpunkte und die Drehungen der Einspannungen in den Arbeiten
L unmittelbar enthalten sind. Die Lingeninderung As eines ein-

fachen Stabes ist durch Gleichung (32) in Nr. 11

Ads=8-p+¢-t-s, Q=Eiﬁ (3)

als Funktion der Spannkraft S und der Temperaturinderung ¢ gegeben.
Die Ads und Adg des Stabelementes eines biegungsfesten Stabes er-
h&lt man aus den Gleichungen (36) in Nr. 11 und den Gleichgewichts-
bedingungen (vgl. Abb. 5)
stfade, Ms:fos(ycosw—{—zsinw)df’,
0 =fas (zcosy —ysiny)dF.
Da 0,=0, o0,=0 ist, ist

o
&= % +e-t.
In die Gleichgewiehtsbedingungen ist nach Nr.9

oy=¢; - B = E’[Ads )—!—@(zcosw ysiny)
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einzufithren, wenn & die durch die Belastung erzeugte Dehnung
bezeichnet. Da

f(ycoszp +zsiny)dF =0, /F(z cosy —ysiny)dF =0
ist, ergibt sich aus
8 N,=E- @de

N,
Ads—E.F-ds.

Ferner ist

M,=E - Aﬂf(ycosy) + zsiny)2d F +
+ K- A—f(y cosy + zsiny) (zcosy —ysiny)dF,

Ad
0= d—;p/(z cosy —ysiny) (ycosy +zsiny)dF +

ysiny)2dF
und mit den Bezeichnungen
[y@-dF=J,,  [2dF=J,
: 4ad .
ﬂEL = A—(ME (J, - cos?y + J, - sin? y) + _X (Jy —J,) siny - cosy

0= Ad(p(J J,)siny - cos y —{——d—(J sin?y + J, cos?y) .

Daraus folgt

M, ) ddg
—f(.]z-smzy.f—(—.y cos?yp) = as s dy,

, s . JZ.Jl/
°Jd¢—fJ ds, JO_stinzw‘—rJy-cosrzl/f

Uber die Temperaturinderungen soll vorausgesetzt werden, daB
sie geradlinig von ¢, im Punkte » = max-(ycosy +zsiny) bis i,
im Punkte » = min (y cosy + zsiny) verlaufen und in der Achse
(v=20) t =1, sei. Bezeichnet ferner & den Abstand der Tangenten
an die Randkurve des Querschnittes rechtwinklig zur Trigerebene,
und Ad¢=1¢ — ¢, so ist

4
dds;=c¢-t,-ds, Adqpt:s-h—t-ds.
Mithin erhilt man aus beiden Einfliissen
Ads———Es -ds+e-t,-ds, (4)
A
Adgp—= s 2t s, (5)

EJ
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Die Arbeit V-dp=4ds f (t, 9.+ 7, yy)d F driickt den Anteil der
Querkraft an der gesuchten Form#nderung aus. Die Berechnung aus
den Normalkréften und Momenten allein beschreibt eine Formanderung,
bei der die Querschnitte der biegungsfesten Stibe eben bleiben und
rechtwinklig zur gekriimmten Stabachse stehen. Eine Belastung,
welche diese Formiénderung erzeugt, ist praktisch nicht moglich. Um
sie zu verwirklichen, miite man die Querkrifte = 0 setzen und in jedem
Querschnitt eine Belastung durch 4duBere Krifte annehmen, die parallel
zur Stabachse gerichtet, nach dem Geradliniengesetz iiber die Fliache
des Querschnitts verteilt sind und das Moment V,-ds haben. Um
aus der beschriebenen Belastung zur wirklichen Belastung zu gelangen,
wire eine Belastung zu superponieren, die in jedem Querschnitt aus
Schubkriften mit der Mittelkraft V, und den beschriebenen Kriften
in entgegengesetzter Richtung mit dem Moment —V,-ds besteht.
Diese Belastung erzeugt in keinem Punkte Momente, also sind die
Dehnungen & = 0. Auf das Stabelement ds wirken im Querschnitt s
nur Schubspannungen mit der Mittelkraft V,, auf den Querschnitt
s +ds Schubspannungen mit der Mittelkraft — ¥, und die bezeichneten
auBeren Krifte parallel zur Stabachse mit dem Moment —7V,-ds.
Die Kréifte an dem Stabelement sind also im Gleichgewicht, und an
jedem Volumenelement desselben besteht Gleichgewicht, sofern die
Schubspannungen die Gleichgewichtsbedingungen erfiillen. Die Vo-
lumenelemente erfahren dabei nur Schiebungen y, und y,, die am
‘Rande des Querschnittes verschwinden und im allgemeinen im Schwer-
punkt Grofitwerte haben. Die Flachenelemente jedes Querschnittes
bleiben danach am Rande rechtwinklig zur Erzeugenden des Stab-
mantels und stellen sich in der Stabachse schief gegen diese. Die Quer-
schnitte wolben sich auf beiden Seiten der neutralen’ Achse in ent-
gegengesetzter Kriimmung. Mithin verschiebt sich der Schwerpunkt
des Querschnittes s--ds gegen die Normale zur Tangentialfliche
an den Querschnitt s im Schwerpunkt in Richtung der ¥-Achse um y,,d s
und in Richtung der Z-Achse um y,, - ds, wenn der Index , die Werte
der Schiebungen im Schwerpunkt bezeichnet, und

d .
d—g = Y50 COSY ~+ Py, « SINY

gibt fir jedes Stabelement die Richtungsinderung der Stabachse in
der Ebene des Tragwerks an, welche durch die Querkraft erzeugt wird.
Mit y,, und y,, ist dp von der Form des Querschnitts abhiingig. Wird
diese Abhéngigkeit durch den Beiwert x ausgedriickt, so ist

V .

zu setzen. Fiir den Kreisquerschnitt ist eine exakte Losung fiir die
Spannungen ¢, 7,, 7,, gegeben'). Bezeichnet V- x das Biegungsmoment

1) Love: Lehrbuch der Elastizitat, S. 380 ff.
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im Punkte x, fallt die Y-Achse in die Ebene der #uBeren Krifte, und
ist 27 der Durchmesser des Querschnittes, so ist

_ Vez-y
- >y,
— ZL 2 2 2y 2 _ 92 Z_hziz_.
w= Lty -y st
4 m -+ 2

Ty = .

J Y*g (m+1)
Die Gleichgewichtsbedingung

do Ot, Ot
IERETRELI
und die Randbedingung .- _‘7:_ tr,- ; 0
werden erfiillt. Auch kann man sich leicht iiberzeugen, daf die Vertriglich-
keitsbedingungen 0 (@ B %’ ) _ d%e, _
oy\dz Oy 0x-02 ’
0 (LW 6y2>_ e 2V
dz\0y dz) ~odx-0y mEJ
erfilllt werden. Im Schwerpunkt entsteht
| axT, = r2<1 m+2 )
WAL =T T\2 T 8m+1)
und mit J— F.r?
4
14 1 14
=—(1p——— |=
maxrt, If’( 0 2(m+1)> 73

wenn m — 4 gesetzt wird. Fiir den Kreisquerschnitt ist demnach
Fiir den am bh#ufigsten vorkommenden Querschnitt, der zur Y-
Achse symmetrisch ist und einen Steg in der Symmetrieachse

9

4
aufweist, kann 3, =0, 7,=17; (1 — h‘Z) gesetzt werden. Aus

'y

V=[r,-dF
ergibt sich nun mit 7, =y, G

14 4 2
a=”J@—ﬁJ”‘

14 4.J,

=12 P15 7%)
v

Ap=run-ds=g7 4

4.J, . 2
x=1-— TR fiir das Rechteck = 3"
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4

In die Gleichung (1) wird Gleichung (3), in die Gleichung (2) werden
(4), (5) und (6) eingefithrt. So erh&lt man

1-6, =zss +sz,§ts—i, (7)
’ M-M N-N vy
1.-d,= . Jod + Fds+ ——-———ds+ ]

(8)
+s(f’l1 — ds+f_N to ds) L. I

Die rechte Seite der Gleichungen gibt den negativen Wert der
Arbeit der inneren Krifte, vermindert um die Arbeit der Stutzkrafte
fiir jeden beliebigen Gleichgewichtszustand an. Die Gleichungen gelten
demnach in unverinderter Form nicht nur fiir eine der 4 Grundauf-
gaben, sondern auch dann, wenn es sich um eine beliebige Verbindung
von Verschiebungskomponenten handelt. Sie werden Arbeitsgleichungen

fiir die angenommene Belastung genannt.

Anmerkung. Zu etwas andern Zahlen fiir » gelangt man, wenn man die
Arbeit [7,:y,-dF integriert, indem man y,= % setzt und 7z sowie 7 durch
V und ¥V als Funktion der Koordinaten ausdriickt. Fiir das Rechteck von der
Héohe 7 und Breite ¢ erhidlt man somit

VR 2) - V(h“ 2) - _ vy

T——ﬁ(vz—“?/ : =57\ 4 ¥ f’z‘)z'dF—m,
also  x=3.

Zur Beleuchtung der Frage soll ein einfaches Beispiel mit den Gleichungen der
Elastizitatstheorie (I Gleichungen 19, 20) untersucht werden. Ein Balken recht-
eckigen Querschnittes (k, ) von der Stiitzweite 21 sei in der Mitte durch 2 P
belastet. ¢ sei so klein, daf} 7, vernachlassigt und die Aufgabe als ebene be-
handelt werden darf. Dann treten nur die Spannungen ¢, und 7, auf, und es
gelten die Glelchungen

9z, -0 A —0 e, €%y O
Cx oy ’ ox 0z dxz-0y’

Der Ursprung des Koordinatensystems wird in Balkenmitte angenommen,
die +X - Achse durch den rechten Stutzpunkt gefithrt (x= 41), die positive
Y-Achse ist nach unten gerichtet. Die Losung ist:

B P YT P

v:_—E_I.D_J{ifm—i—l —|—»—(l—-z)y +»~(l—?1)r-}—o¢ z+y.-
«, f3, y sind Konstante. Infolge u =0, v=0 fiir =0, y =0 verschwinden
B und y.

=t Ly, a=eB= gy,
I

2 2
R L S TR SR N
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Man iiberzeugt sich leicht, daB die oben angefiihrten Differentialgleichungen
erfiillt werden. Ist yy= —wv fiir x=+41, y=0, so ist v, die Durchbiegung
in Balkenmitte
. P [ h?m 41 1 3}
Uo———"{“m z——%——l—f-?l +(x'l.
Die Gleichung der elastischen Linie, bezogen auf die Wagerechte durch die
Stiitzpunkte lautet
. P[h2m+l 1( 1 )2]
6-—00—1{7—!]—4— po x—}—? l—~3—x x o-x.

Formt man 6 in J,, den durch die Momente erzeugten, und §,, den durch
die Querkrifte erzeugten Wert, so ist

PV PR WA W P

TEJLS 2 3 }
— a7 l% et (i=e)] 4 (i-2)
=gl (1) 41— 2).

Demnach ist §, von o abhingig. Die nichstliegende Bedingung zur Be-
stimmung von « ist infolge der Symmetrie: Querschnitt in Balkenmitte lot-

recht. Sie ist durch gu =0 fiir =0, y=0 ausgedriickt und ergibt &« =0.

dy
Mithin erh#lt man:
06, P m—}—lﬁ?_u P B2
9w EJ m & 2G-J 4
und mit J-= L F - k2
(")évﬁ_—fﬁ L.
ox Foy =3

Wird jedoch « aus der Bedingung g—?; =0 fir x=0, y=0 Dbestimmt, die

notwendig ist, wenn die beiden Zweige der elastischen Linie in dem Angriffs-
punkt der Last ohne Knick ineinander iibergehen sollen, so erhidlt man

P m-+15p? 84,
== %7 m 4 und 6:v_0’ x=00.

Man erkennt, dafl der Verzerrungszustand in nichster Nihe des Angriffspunktes
der Last von wesentlichem Einflu$ auf die Durchbiegung aus der Querkraft ist.
Da bei Ableitung der Arbeit {7,.y,-dF der Umstand vernachlissigt ist, daB
die Verzerrung in dem Angrifispunkt der Einzellast verschieden ist von der im
iibrigen bestehenden, folgt daraus, dafl die Auswertung des Integrales ein ge-
naues Ergebnis nicht haben kann. Der vernachlassigte Wert ist von derselben
GroBenordnung wie das Integral. Da beide klein sind im Verhaltnis zu dem
EinfluB der Momente und die oben ermittelten Zahlen » gr6 Bte Werte ergeben,
empfiehlt es sich, mit diesen zu rechnen.

48, Ausfiihrung der Rechnung im Falle des Fachwerkes. Beispiele.

Bei Austiihrung der Rechnung ist es zweckmidfBig, die nach dem
Superpositionsgesetz zulassige Trennung der verschiedenen Ursachen
vorzunehmen. Demnach sind die Forminderungen 1. infolge einer
gegebenen Belastung bei gleichbleibender Temperatur und unver-
schieblichen Stiitzen, 2. des unbelasteten und unverschieblich ge-
stiitzten Tragwerks infolge einer gegebenen Anderung der Temperatur,
3. des unbelasteten Tragwerks infolge gegebener Verschiebungen der
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Stiitzpunkte oder Drehungen der Einspannungen bei unverinderter
Temperatur getrennt zu berechnen.

Im Falle des Fachwerks wird die Rechnung am zweckmaBigsten in
Form einer Tabelle durchgefithrt. Die Summen in Gleichung (7) er-
strecken sich iiber alle Stibe des vorliegenden Fachwerks. In nicht
seltenen Fallen ist die Lingenadnderung einzelner Stidbe jedoch ohne
EinfluBl auf die gesuchte Formianderung. Diese Stabe scheiden durch
Verschwinden der Spannkraft S aus. Demnach ist im allgemeinen eine
Tabelle anzulegen, in der alle Stibe des Fachwerks aufgefiihrt werden.
Da die Beiwerte g sehr kleine Grofen sind, empfiehlt es sich, beide

E-F,
Krafteinheit
zieren, in welcher F, ein geeignet gewahlter Querschnitt ist. Enthilt
z. B. das Fachwerk eine groBere Zahl von Stében gleichen Querschnittes,
dann wahlt man fiir #, diesen Querschnitt. Andernfalls wird F, =
dem grofiten vorkommenden Querschnitt gesetzt. Man berechnet

Seiten der Gleichung mit der groBen Zahl zu multipli-

démnach E’-Fcém=Z§-S‘S'+E'FC(£Z§'t'S_L)’
s’—s@
~°F

und erhilt - F,-9,,, wofir die kiirzere Bezeichnung d;, eingefiihrt
wird, in der Krafteinheit X Léngeneinheit, in (Ear die Spannkrifte S
und Stablangen s eingefithrt sind, wenn § und C die Zahlenwerte der

Spann- und Stiitzkrifte aus der angenommenen Belastung bezeichnen.
Nebenstehend ist die

stab | & ‘ 5 s §.5.¢  zweckmiBige Form
= der Tabelle zur Be-
‘1) l rechnung des Ein-
. flusses einer Bela-

E.F,.6,=Y | §.8.¢ stung‘ angegeben,
Die Anwendung
" @ des Verfahrens sei an
e Beispielen erldutert.
iz; . a) Strebenfach-
g &  werk, Abb.162. Ge-
e T/{ J’”JL o 5 ﬁr sucht die lotrechte
T Verschiebung  des
Abb. 162. Punktes m infolge

gegebener lotrechter
Lasten. Angenommene Belastung: Belastungseinheit des Punktes m,

o~ O

d.i. lotrechte Last 7 in m. Sie erzeugt A=1-, B=1 fll, , also

in den Stdben links von m S =1---4,

~] >

in den Staben rechts von m S =1 % .87,
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wenn S und S” die in Nr. 32 Seite 126 gekennzeichneten Spannkréfte
aus 4 =1 bzw. B =1 sind
b F
6;,,:7218’-8'-8'—}——‘;—Z,S”-S-s', s’:sﬁ—f.r
Gesucht die Drehung der Lotrechten aa’ iiher dem linken Auflager
nach rechts. Angenommene Belastung: Belastungseinheit der Ge-

1.
raden aa’, d.1. wagerechte, linksweisende Kraft — in a und wagerechte

h
1 EZL_SU

rechtsweisende Kraft 1 in «. Sie erzeugt B —= T ]

h
4 ]' 74 /
(Sm = —Z—ZS -8.4.
b) Sichelbogen mit festem Auflager in @, wagerecht verschieblichem

Auflager in b, Abb.163. Gesucht die Verschiebung des Punktes b gegen
a, d.i. die Lingeninderung der Sehne ab infolge gegebener Lasten.

Abb. 163.

Angenommene Belastung: Belastungseinheit des Punktpaares ¢ und b,
d.i. Last 1 in @ in Richtung ba und Last 7 in b in Richtung ab. Sie

erzeugt A=B=0und Spannkrifte S, die S, bezeichnet werden sollen.
dab=0,=28,-8-5.
Fir die Spannkrifte S, gelten die Formeln
= —1Yun On — 1Yo Un
Ona - 1 hn 1’ Una 1 hn 7
D, und L, kénnen sodann nach dem in Nr. 32 angegebenen Verfahren

durch Kriftepline fir die Knotenpunkte einer Gurtung gewonnen
werden. Nicht unzweckmafBig sind auch die Formeln

_(Yun  Yun-1)n
D”““<hn h> 1

L = yﬂ Yon — Yon-1 _ @ Yun+1 — Yun
" ) b A :

Fiir dieselbe Verschiebung, erzeugt durch 2 Lasten H, deren eine in a
in der Richtung ba, die andere in b in der Richtung ab angreift, erhalt
man, da § =H - 8§, ist, S HYS2 - 5.
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Gesucht die gegenseitige Verschiebung der Punkte e und f infolge
einer Zunahme der Temperatur um ¢° in den Stiben der oberen Gur-
tung. Angenommene Belastung: Belastungseinheit des Punktpaares e,
f, d.i. Last 7 in e in Richtung fe und Last 7 in f in Richtung ef. Die
Spannkrifte S seien S, bezeichnet, ihre Werte ergeben sich aus den
Formeln fir S,, wenn die Ordinaten auf die Gerade ef bezogen
werden. Der erste Stab beider Gurtungen bleibt spannungslos.

34 (yun - e) 2?’,

(SmZStZSe'OZ-—T 7

Die Summe erstreckt sich nur {iber die Obergurtstibe vom zweiten bis
vorletzten.

c) Gesucht ist die gegenseitige Verschiebung der Punkte ¢ und f
des Sichelbogens mit festen Auflagern in ¢ und b infolge einer Zunahme
der Temperatur um t° in den Obergurtstiben. Angenommene Be-
lastung: Belastungseinheit des Punktpaares e, f, wirkend auf ein
statisch bestimmtes Fachwerk. Dasselbe kann durch Beseitigung des
Obergurtstabes in der Mitte gebildet werden, ebenso auch durch Be-
seitigung der wagerechten Stiitze in b. Letzteres soll gewihlt werden.

Dann ist S=S8 5
¢ Om=EF,2>8,-4ds.

Da die Temperaturinderung in dem vorliegenden statisch un-
‘bestimmten Fachwerk Spannkrifte erzeugt, die S; genannt werden
sollen, ist s
ds=¢t- St ==

s=c¢t-s4+8; iF
zu setzen. Daher ergibt sich
Op==eB-F,-1>,8,-04+>,8,-8;-5.
Die erste Summe erstreckt sich nur iiber die Stibe der Obergurtung
vom zweiten bis vorletzten. Die zweite Summe erstreckt sich iiber
alle Stibe, in denen S, oder §; nicht verschwindet. Also fallen in >,
die ersten und letzten Stibe beider Gurtungen aus.

Abb. 164.

d) Dreigelenkbogen, Abb. 164. Gesucht die Drehung der Geraden
durch die Punkte g, e der linken Scheibe gegen die Gerade durch die
Punkte g, e der rechten Scheibe infolge gegebener Lasten. Die positive
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Richtung sei die Anderung des unteren Winkels + 4« . Angenommene

1
Belastung: Belastungseinheit des Geradenpaares ge, d. i. Last 7 ine

und % in g, rechtwinklig zu Stab ge der l<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>