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Vorwort. 
Das vornehmste Ziel des Studiums der Statik erblicke ich in der 

wissenschaftlichen Erkenntnis und der Beherrschung der Theorie, die 
zur selbstandigen Behandlung des Einzelfalles, auch des ungewohnlichen, 
befahigt. In Verfolgung dieses Zieles stelle ich in meinen Vortragen 
an der Hochschule den folgerichtigen Aufbau der statischen Gesetze 
und die Methode in den Vordergrund. Die gebrauchlichen Bauarten 
der Tragwerke behandle ich als Beispiele, ohne sie in allen Einzelheiten 
zu erschopfen. Daneben wahle ich hierzu auch Systeme ohne prak
tische Bedeutung, sofern ihre Eigenart einen besonderen Lehrwert fUr 
die Anwendung der Methode begriindet. Aus der Betonung der Methode 
entspringt die Zusammenfassung des Fachwerkes und des Stabwerkes 
zum elastischen Tragwerk, die ich stets bis zu dem Punkte durchfii.hre, 
in dem die Verschiedenheit der inneren Gliederung die Trennung un
vermeidlich macht. 

Zur Begriindung und Entwicklung der Theorie benutze ich in be
absichtigter Beschrankung allein das Prinzip der virtu ellen Ver
riickungen. Dazu bestimmt mich in erster Linie die mehr und mehr 
vertiefte Erkenntnis, daB in der Statik diesem Gesetz an Tragweite, 
Einfachheit und Dbersichtlichkeit sowohl in der theoretischen Ent
wicklung wie in der Anwendung kein anderes gleichkommt. Daneben 
sprechen padagogische Erwagungen mit. Die Zeit, die dem Studium 
der Statik auf der Hochschule gewidmet werden kann, zwingt zur 
Begrenzung des Stoffes, wenn wissenschaftliche Vertiefung und ge
niigende Beherrschung der Theorie erreicht werden soll. Der. Analysis 
und der Rechnung gebe ich im allgemeinen den Vorzug vor den graphi
schen Verfahren. In nicht seltenen Fallen gewinnt dadurch die Be
weisfiihrung an Klarheit und Einfachheit. Auch fiihrt nach meiner 
Erfahrung in statischen Untersuchungen die Rechnung haufig schneller 
zum Ziele und ist leichter zu priifen als die Zeichnung. Das trifft fiir 
den Krafteplan Cremonas namentlich in den Fallen einfacher Belastung 
oder regelmaBiger Gliederung zu. 

Das vorliegende Buch ist im Laufe mehrerer Jahre aus meiner Lehr
tatigkeit an der Hochschule erwachsen. Auf die Behandlung des Stoffes 
sind daher die dargelegten Anschauungen von bestimmendem EinfluB 
gewesen. In der Einteilung folgt das Buch den durch den Aufbau der 
Theorie gewiesenen Bahnen. Die ersten Teile enthalten, abgesehen von 
manehen Begriindungen und Einzelheiten, natiirlich nichts Neues. Die 
beiden letzten Teile bringen einige eigene Untersuchungen statisch un
bestimmter Systeme hoheren Grades. Dabei wird der Methode der 
Differenzengleichungen eine ausfiihrlichere Behandlung eingeraumt. 



IV Vorwort. 

Den Wert dieses Verfahrens erblicke ich vorwiegend in der vermittelten 
Erkenntnis der gesetzmaBigen Zusammenhange, welche den Verlauf 
der Krafte und Formanderungen beherrschen. Dagegen tritt die prak
tische Bedeutung zuriick, da die meisten der dem Verfahren zugang
lichen Falle durch Auflosung linearer Gleichungen in beschrankter Zahl 
mit nicht groBerem Aufwand an Rechnung behandelt werden konnen, 
wenn man sich mit Naherungslosungen begniigt. 

Bei der Ausfiihrung von Rechnungen und der Herstellung der Ab
bildungen hat mir der Assistent meines Lehrstuhles, Herr Dr. lng. Kohl, 
wertvolle Hille geleistet. Hierfiir spreche ich ibm meinen Dank aus. 
Zu beso:p.derem Danke bin ich dem Verleger, Herrn Dr. lng. h. c. J uli us. 
Springer in Berlin ffir die Ubernahme des Verlages und die auf die 
Herstellung des Buches verwendete Miihe verpflichtet. 

Hannover, im August 1925. 
M. Griining. 
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I. Allgemeine Theorie. 

a) Einleitung. 

1. Definition des Tragwerks. 
Bestimmte Punkte in der Ebene gegen feste Punkte derselben so 

weit unverschieblich festzulegen, als die Elastizitat des Materiales ge
stattet, ist in geometrischer und statischer Hinsicht der Zweck des 
ebenen Tragwerks. Diese Punkte seien die Knotenpunkte1) des Trag
werks genannt. Zwei Bauarten, wesentlich verschieden in den Eigen
schaften und dem Aufbau ihrer Teile, dienen diesem Zweck: das Fach
werk und das Stabwerk. 

Das Fachwerk erfiiUt ihn durch Stabe, die nur einer Anderung 
ihrer Lange Widerstand leisten und nur die zur Knicksicherheit erforder
liche Steifigkeit besitzen. Diese Stabe, die "einfache Stabe" genannt 
werden soUen, verbinden die Knotenpunkte, in denen sie durch Gelenke 
aneinander angeschlossen sind. Sie vermogen nnr Krafte aufzunehmen, 
deren Kraftlinie in ihre Achse faUt. Damit Beanspruchungen anderer 
Richtung und Lage ausgeschlossen sind, muB angenommen werden, 
daB die Gelenke ohne Reibung arbeiten. 

Das Stabwerk bedient sich ausschlieBlich oder vorwiegend des Stabes, 
der seiner wichtigsten Eigenschaft wegen "biegungsfester Stab" genannt 
wird. Er ist widerstandsfahig gegen Dehnung, Schiebung, Biegung und 
Drehung und vermag daher Krafte beliebiger Richtung und Lage auf
zunehmen. Die Stabe sind in den Knotenpunkten zu zweien oder 
mehreren unter beliebigem Winkel in wen Endquerschnitten so ver
bunden, daB ihre in einem Knotenpunkt vereinigten Querschnitte_ sich 
gegeneinander weder verschieben noch verdrehen konnen. Eine der
artige Verbindung je zweier Stabe sei "steife Ecke" genannt. Die 
steife Ecke und zwei Stabe legen daher drei Knotenpunkte gegen
einander fest. Um n Stabe in einem Knotenpunkt so zu vereinigen, 
daB eine gegen jede Formanderung widerstandsfahige Verbindung 
zwischen n + 1 Punkten entsteht, sind n - 1 steife Ecken notwendig, 
deren jede als Verbindung der beiden in einem Umfahrungssinne auf
einanderfolgenden Stabe anzusehen ist. Neben den steifen Ecken 
konnen auch Gelenke zur Verbindung der biegungsfesten Stabe dienen. 
Neben den biegungsfesten Staben kommen auch einfache Stabe in einem 
Stabwerk vor. Infolge ihrer wesentlichen Eigenschaft miissen sie an 
beiden Enden durch Gelenke angeschlossen sein. 

~_ 1) Der iibliche Begriff des Knotenpunktes wird hier erweitert. 

G r ii n i n g , Statik. 1 



2 Einleitmig. 

Zur Festlegung des Tragwerks gegen feste Punkte seiner Ebene 
dient die Stiitze und die Einspannung. Unter der Stiitze wird eine 
Konstruktion verstanden, die dem gestiitzten Knotenpunkt - Stiitz
punkt oder Auflagerpunkt - in einer bestimmten Richtung eine Ver
schiebung bestimmter GroBe vorschreibt, in der zu jener rechtwinkligen 
Richtung aber jede Verschiebung gestattet. Die GroBe der vorgeschrie
benen Verschiebung ist meist gleich Null, sie muB aber in die all
gemeinen Untersuchungen von Null verschieden eingefiihrt werden, 
damit der EinfluB einer tatsachlich eintretenden Verschiebung fest
gestellt werden kann. Ein Stiitzpunkt kaml zwei Stiitzen aufweisen, 
dann ist ihm eine Verschiebung bestimmter GroBe und Richtung -
meist die Verschiebung Null - vorgeschrieben. 

Unter der Einspannung wird eine Konstruktion verstanden, welche 
dem Querschnitt bzw. der Achse eines biegungsfesten Stabes in einem 
Punkte eine Drehung bestimmter GroBe und Richtung vorschreibt. 
Meist ist der vorgeschriebene Drehungswinkel gleich Null, die Stabachse 
oder del' Querschnitt wird dann fest eingespannt genannt. 1m iibrigen 
muB in die Untersuchungen aus dem obengenannten Grunde ein von 
Null verschiedener Drehungswinkel eingefiihrt werden. Eine Einspan
nung ist immer mit einer Stiitze, meist mit zwei Stiitzen in einem 
Knotenpunkt vereinigt. 

Die das Tragwerk bildenden Bauteile sollen seine Glieder genannt 
werden. Die Glieder des Fachwerks sind also: einfache Stabe und 
Stiitzen, die des Stabwerks: biegungsfeste Stabe, steife Ecken, ein
fache Stabe, Stiitzen und Einspannungen. Stabe und steife Ecken 
werden als innere Glieder von den auBeren Gliedern, Stiltzen und Ein
spannungen, unterschieden. 

An einem Fachwerk konnen die Lasten nur in den Knotenpunkten 
angreifen, da der einfache Stab Lasten nicht aufzunehmen vermag, 
deren Kraftlinie gegen seine Achse geneigt ist. An einem Stabwerk 
konnen die Lasten in beliebigen Punkten der biegungsfesten Stabe 
angreifen. 

Ein Tragwerk besitzt innere Stabilitat, wenn seine Knotenpunkte 
ihre gegenseitige Lage nur bei gleichzeitiger Anderung der Abmessungen 
einzelner oder aller inneren Glieder andern konnen. Ein solches Trag
werk der Ebene wird starre Scheibe genamlt, wenn die Abmessungen 
der Glieder sich nicht andern oder die Anderung bei der vorliegenden 
Untersuchung vernachlassigt werden kann. Ein ebenes Tragwerk besitzt 
auBere oder vollkommene Stabilitat, wenn seine Knotenpunkte ihre 
Lage gegen feste Punkte der Ebene nur bei gleichzeitiger Anderung 
del' Abmessungen einzelner oder aller inneren Glieder, oder bei Ver
schiebungen der Stiitzpunkte andern konnen. 

2. StabilWitsbedingungen. 

Zwecks eindeutiger Angabe der Verschiebungen der Knotenpunkte 
werde das Tragwerk auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen. 
1st die Lage des Knotenpunktes i durch seine Koordinaten Xi, Yi be-



Stabilititsbedingungen. 

zeichnet, so geben die .A.nderungen der Koordinaten Ll Xi, Ll Yi die totale 
Verschiebung des Punktes durch ihre Projektionen auf die X- und 
Y-Achse an. Ll Xi, II Yi werden deshalb "Verschiebungskomponenten" 
genannt. Von den inneren Gliedern kannen die Stiibe, die einfachen und 
die biegungsfesten, eine Anderung ihrer Lange Sile um Ll Sile, die steifen 
Ecken eine .A.nderung ihres Winkels um Ll 1f, erfahren. Die steife Ecke r 
verbindet die Knotenpunkte i, r, k durch die beiden biegungsfesten 
Stabe ri und rk, und J}r ist der Winkel zwischen den Geraden ri 
und r k. Jede Formanderung der biegungsfesten Stabe driickt sich 
also in einer Anderung des Winkels 1ft aus. Von den auBeren Gliedern 
kann jede Stiitze r eine Verschiebung des Stiitzpunktes 111 Richtung 
del' Stiitze um Cr bedingen und jede Ein
spannung r eine Drehung del' eingespannten +9 

Stabachse bzw. des eingespannten Quer
schnittes um Cr. Die Drehung sei als 
Strecke durch die Lange des Bogens auf 
dem Kreis vom Radius = del' Langen
einheit angegeben. 

Nach del' Definition del' Stabilitat 
miissen die Verschiebungskomponenten als +.:c 

Funktionen del' Lls, Ll 1f, C darstellbar sein, Abb. 1. 
die bestimmte Werte annehmen, wer111 den 
Ll s, Ll if, C bestimmte Werte beigelegt werden; insonderheit den Wert 
Null, wenn aIle Lls, Ll if, c = 0 sind. Die Grundlage bilden folgende 
Gleichungen. Nach Abb. list 

s~k = (x" - Xi)2 + (Yk - Yi)2, 

(Sik + ,'lsi ,,)2 = [(x" - Xi) + (Ll Xk - Ll Xi)]2 + [(Yk - Yi) + (Ll Yk -/1 y,:)J2. 

Die erste Gleichung wird von del' zweiten abgezogen: 

2 Sik • II Sik + Llsh = 2 (Xk - Xi) (Ll Xk - Ll Xi) + (Ll X" - Ll Xi)2 

+ 2 (Yk - Yi) (Ll Yk - Ll Yi) + Cd Yk - Ll Yi)2. 

Die Langenanderungen LlSik sind stets so kleine GraBen, daB sie 
gegen Sik vernachlassigt werden diirfen. Das darf daher, abgesehen 
von AusnahmefaIlen, auch von Ll x, Ll Y vorausgesetzt werden. Mithin 
kannen die zweiten Potenzen gestrichen werden. Weiter wird 

eingefiihrt. So ergibt sich 

Ll 8ik = (Ll Xk - Ll Xi) cos <Xik + (,1 Yk - Ll Vi) COSfltk. (1) 

Die Winkel <Xik' fJik sind die Stellungswinkel del' Richtung i k gegen 
die positive X- und Y-Achse. Die Winkel <Xk;, fJki' als Stellungswinkel 
del' Richtung k i miissen daher von (Xik, fJiI' um n verschieden scin, 
und es ist 

Xi - Xk 
cos (Xki =--- , 

Silt 

cos (Xki = - cos <Xik' 

Yi - Yk cos Pki = --- , 
Silt 

cos fJki = - cos fJik. 
1* 



4 Einleitung. 

In der steifen Ecke 1", welche die Knotenpunkte i, 1", k verbindet, 
ist nach Abb.2 die Drehung der Geraden 1" k 

,I (LI X" - IJ xr) cos (Jr" - (LI y" - LI Yr) cos IXr" 
LJ IX'k = - ~ ~~-- ------ -- -- ~- ~~ ---- ~--- ~---

STk ~ 

und der Geraden 1" i 

LI IX,; = _ ~/j Xi --=-LI X-f) cos (Jri - (LI Yi - LI Yr) cos IX,i . 

Sri 

Der Winkel I} sei definiert durch 

also ist 

+9 

LI-it •. = (Lkck-Llxr)coS~"k- (AYk-AYr)CosrXrk ~ 1 
Srk 

(2) 
(AXi - Axr ) COS~ri - (AYi - A Yr.) COSXri 1 

Sri 

Fur jeden Stutzpunkt 1", 

dem in bestimmter, durch die 
Stellungswinkel t., {} ange
gebener Richtung die Ver
schiebung Cr vorgeschrieben 
ist, besteht die Gleichung 

Cr = Ax,.< cos;+AYrcos-it. (3) 

Jede Einspannung fiihrt zu 
einer linearen Gleichung in 
den Verschiebungskomponen
ten des eingespannten Punk-
tes 1" und des Endpunktes k 

'-______________ ~+~x des eingespannten Stabes. 

Abb.2. Neben dem der Stabachse 
im Punkt 1" vorgeschriebenen 

Drehungswinkel Cr ist der Winkel Ll7: einzufuhren, um den sich die 
Gerade 1" k gegen die Stabachse in 1" dreht. Werden beide Winkel in 
Richtung des Winkels IX'k positiv gezahlt, dalm ist 

(4) 

Jedes Glied stellt somit eine Stabilitatsbedingung, die in den Ver
schiebungskomponenten linear ist, sofern fur ils, LI IJ, C die Voraus
setzung sehr kleiner GroBenordnUl1g zutrifft. Da jedem Knotenpunkt 
zwei Verschiebungskomponenten zugehoren, erfordert die vollkommene 
Stabilitat, daB die Zahl der Glieder gleich der doppelten Zahl 
der Knotenpunkte ist. 

Um die Frage der inneren Stabilitat zu untersuchen, mussen die 
Stutzbedingungen ausgeschieden werden. Man gelangt nun am ein-
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fachsten zu Gleichungen, die fiir die gegenseitigen Verschiebungen der 
Knotenpunkte gelten, wenn man das Tragwerk auf ein Koordinaten
system bezieht, des sen Lage in der Ebene veranderlich und mit dem 
Tragwerk fest verbunden ist. Der Ursprung kann immer in einen 
beliebigen Punkt, z. B. a, gelegt, und die X-Achse durch einen 
zweiten beliebigen Punkt, z. B. b, hindurchgefUhrt werden. Das Ko
ordinatensystem folgt jeder Verschiebung der Punkte a und b. Nun 
gelten die Gleichungen (1) und (2) unabhangig von der Lage des Ur
sprunges und der Richtung der Koordinatenachsen fiir jedes recht
winklige Koordinatensystem. Also stellt jedes innere Glied eine line are 
Bedingung fiir die innere Stabilitat. In dem gewahlten Koordinaten
system ist iiber J Xa = 0, J Ya = 0, LJ Yb = 0 verfiigt, die Zahl der 
unbestimmten Verschiebungskomponenten vermindert sich urn drei. 
Also erfordert die innere Stabilitat, daB die Zahl der inneren Glieder 
gleich der doppelten Zahl der Knotenpunkte vermindert 
urn 3 ist. 

Ein Tragwerk innerer Stabilitat bedarf danach dreier Stiitzen, urn 
vollkommene Stabilitat zu erlangen. Die Bedingung der vollkommenen 
Stabilitat macht zwischen inneren und auBeren Gliedern keinen Unter
schied, es kann also im allgemeinen ein inneres Glied durch ein auBeres 
ersetzt werden. Ein Tragwerk, dem n Glieder zur inneren Stabilitat 
fehlen, erlangt volIkommene Stabilitat durch n + 3 auBere Glieder. 
Besitzt ein Tragwerk jedoch mehr als 2 k - 3 innere Glieder, so stellen 
diese nur 2 k - 3 Stabilitatsbedingungen. Denn ein Satz von 2 k - 3 + n 
Gleichungen fUr 2 k - 3 Unbekannte enthalt nur 2 k - 3 voneinander 
unabhangige Gleichungen. Die gegebenen GraBen J 8, J f} sind nicht 
mehr willkiirlich, sondern durch n Gleichungen untereinander ver
bunden. Daraus folgt, daB die Zahl der auBeren Glieder bei vollkom
mener Stabilitat nicht kleiner als 3 sein darf. 

Ein Tragwerk, welches gerade die zur Stabilitat erforderliche Zahl 
von Gliedern besitzt, soIl "einfach stabil" genannt werden. 1st die 
Zahl der Glieder groBer, so konnen im allgemeinen mehrere einfach 
stabile Gebilde aus den vorhandenen Gliedern zusammengesetzt werden. 
Die Glieder sind als notwendige und iiberzahlige zu unterscheiden, wenn 
man eine bestimmte einfach stabile Anordnung auswahlt. Tragwerke 
dieser Art sollen "mehrfach stabil" genannt werden. 

Es bezeichne im Fachwerk 

k die 'Zahl der Knotenpunkte, 
1" Stabe, 

a " " 
Stiitzen. 

dann ist 
'I" + (t = 2k, 

die Bedingung vollkommener Stabilitat, 

'J'=2k-3 

die Bedingung innerer StabiJitat. 
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Es bezeichne im Stabwerk 
k die Zahl der Knotenpunkte, 

r1 " " "biegungsfesten Stabe, 
r2 " " "einfachen Stabe, 
e" " "steifen Ecken, 
a" " "Stiitzen, 
~" " "Einspannungen, 

dann ist 
1'1 + 1"2 + e + a + a1 = 2 k, 

die Bedingung vollkommener Stabilitat, 

1'1 + 1'2 + e = 2 k - 3 

die Bedingung innerer Stabilitat. 

(t + ad1~ 3 

Damit die Stabilitatsbedingungen bei ausreichender Zahl die Ver
schiebungskomponenten eindeutig bestimmen, letztere insonderheit 
zu Null werden, wenn aile Lis, LI {}, c = 0 -sind, ist noch erforderlich, 
daB die Gleichungen voneinander lmabhangig sind. Ein notwendiges 
und ausreichendes Kennzeichen hierfiir ergibt der Wert der Deter
minante D aus den Beiwerten der Verschiebungskomponenten, der ~ 0 
sein muB. In Fallen, in denen D = 0 ist, ist trotz ausreichender Zahl 
der Glieder Stabilitat nicht vorhanden. Es kann jedoch nur auf sehr 
kleine Verschieblichkeit geschlossen werden, da die Giiltigkeit der 
Gleichungen (l) und (2) an die Voraussetzung sehr kleiner Verschiebungs
komponenten gebunden ist. Tragwerke dieser Art sind fiir Bauwerke 
nicht geeignet und kommen daher fiir die statische Untersuchung nicht 
in Betracht. Die Feststellung des Ausnahmefalles wird meist nicht 
durch Berechnung der Determinante D, sondern durch die in Nr. 45 
dargestellte kinematische Untersuchung durchgefiihrt. 1m folgenden 
kann und solI immer vorausgesetzt werden, daB der Ausnahmefall 
D = 0 nicht vorliegt. Dariiber hinaus miissen auch die Faile aus
geschieden werden, in denen D einen so kleinen Wert annimmt, daB 
die LI x, LI y trotz kleiner GroBen Lis, LI {}, c in die GroBenordnung 
der Abniessungen des Tragwerks eintreten. Da auch in diesen Fallen 
die Gleichungen (l) und (2) ungiiltig werden, ist eine scharfere Stabilitats
untersuchung notwendig. Das Kennzeichen dieser FaIle liefert wieder 
das Verfahren in Nr. 45, wenn auch naturgemaB eine scharfe Grenze 
nicht gezogen werden kann. 

3. Die Aufgabe der Statik. 
Das Tragwerk ist Angriffen von auBen auf die Standsicherheit seiner 

Knotenpunkte ausgesetzt. Die wichtigste Ursache derselben sind Lasten, 
daneben Anderungen der Temperatur und Nachgeben des Baugrundes, 
welcher die Stiitzpunkte tragt. Jedes Glied erfiillt seine Aufgabe, die 
Stabilitat des Tragwerks zu erhalten, durch den Widerstand, den es 
der Formanderung entgegenstellt. Nun lehrt die Erfahrung, daB mit 
jedem Widerstand eines elastischen Korpers eine Formanderung ver
bunden ist und daB di~ Gro6e des auftretenden Widerstandes von der be-
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reits eingetretenen Formanderung abhangig ist. Mithin kann ein Trag
werk in der Lage seiner Knotenpunkte, die durch die urspriinglichen 
Abmessungen der Glieder bedingt ist, dem Angriff der auBeren Ein
wirkungen keinen Widerstand entgegenstellen. Vielmehr miissen die 
Glieder zuvor ihre Abmessungen andern, und zwar solange, bis die ein
getretene Formanderung die GroBe des Widerstandes bedingt, welche die 
Verschiebung der Knotenpunkte zum Stillstand bringt. Der Widerstand 
jedes Gliedes wird als Kraft aufgefaBt. DemgemaB ist der Stillstand 
der Verschiebung an den Eintritt des Gleichgewichts zwischen den an
greifenden und widerstehendenKraften in jedem Knotenpunkt ge
bunden. 

Die Lage der Knotenpunkte, in der alle Glieder ihre urspriinglichen 
Abmessungen haben, wird "spannungslose Anfangslage" genannt, die 
Lage, in der die Glieder die gekennzeichnete Anderung ihrer Abmessun
gen erfahren haben, heiBt die "Gleichgewichtslage". 

Die Statik der Tragwerke stellt danach zwei zusammenhangende 
Aufgaben: 

1. ist die GroBe des als Kraft aufgefaBten Widerstandes jedes Gliedes 
zu berechnen, der dem Angriff der auBeren Einwirkungen in der Gleich
gewichtslage entgegensteht: "Gleichgewichtsaufgabe"; 

2. ist die GroBe der Verschiebungen der Knotenpunkte aus der 
spannungslosen Anfangslage in die Gleichgewichtslage zu berechnen: 
"Formanderungsaufgabe" . 

Beide Aufgaben sind so miteinander verkniipft, daB, wenn die eine 
vollstandig gelost ist, die andere als gelost angesehen werden kann. 
Die Formanderungsaufgabe des Stabwerks ist allerdings durch Angabe 
der Verschiebungskomponenten seiner Knotenpunkte im allgemeinen 
noch nicht vollstandig ge16st. Dazu gehort noch die Angabe der Winkel, 
um welche sich die Stabachsen in den Knotenpunkten drehen. Die Be
rechnung dieser Winkel stellt jedoch eine Aufgabe, die den oben gekenn
zeichneten untergeordnet ist. Sie darf immer als gelost angesehen 
werden, wenn jene gelost sind, und die LOSIDlg der Hauptaufgabe kann 
immer ohne Losung der Nebenaufgabe durchgefiihrt werden. Deshalb 
wird die Aufgabe zweckmaBig, wie oben geschehen, auf die notwendigen 
Stiicke beschrankt. 

b) Das Prinzip del' vil'tuellen Verriickungen. 

Die Statik der Tragwerke solI auf dem von Lagrange1 ) in die 
Mechanik eingefiihrten Prinzip der virtuell~n Verrnckungen gegriindet 
werden, einmal, weil dies Prinzip zu einem geschlossenen und einheit
lichen Aufbau der Theorie fiihrt, des anderen, weil es in seinen Folge
rungen die einfachste und ilbersichtlichste Erfassung aller FaIle ermog
licht. Die Herleitung des Prinzips solI fUr raumliche Systeme gegeben 
werden, indem es fUr den als materiellen Punkt aufgefaBten Knoten
punkt eines Fachwerks oder das V Cllumenelement eines zusammen-

1) Lagr!1Pge: Mpcanigue analytique 1788. 
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hangenden Karpel's als Erfahrungstatsaehe hingenommen odeI', wenn 
man will, als Definition des Gleiehgewiehts aufgestellt wird: Die 
Arbeit del' Kriifte, die auf einen materiellen Punkt wirken 
und untereinander im Gleichgewieht sind, versehwindet bei 
jeder virtuellen Verruekung. Eine virtuelle Verruekung ist jede 
mit den Bedingungen des Systems vertragliehe, im ubrigen willkurliehe, 
sehr kleine Verriiekung. Da in folgendem del' vollkommen freie Massen
punkt betraehtet wird, ist jede Verriiekung maglich und jede willkiir
liehe und sehr kleine Verriiekung eine virtuelle. 

4. Das Fachwerk. 
Das raumliche Faehwerk wird in seine Knotenpunkte zerlegt, indem 

aIle Stabe durehschnitten und aIle Stiitzen beseitigt werden. Die Masse 
del' Stabe denkt man sieh in den Knotenpunkten vereinigt. Die Wirkung 
jedes Stabes ist ein Widerstand gegen eine .Anderung des Abstandes 
seiner Knotenpunkte. Die Wirkung jeder Stiitze ist ein Widerstand 
gegen die Versehiebung des gestutzten Punktes. Diese Widerstande 
sind als Krafte aufzufassen, welehe auf die Knotenpunkte wirken. 
Del' Widerstand del' Stiitze als eine Kraft, deren Kraftlinie in die 
Stiitzlinie fallt, deren Riehtung jedoeh nieht von vornherein gegeben, 
sondern von den das Tragwerk belastenden Kraften abhangig ist. Sie 
ist jeweils del' Versehiebungsriehtung entgegengesetzt, welehe die Lasten 
bei Fortfall del' Stutze erzeugen wiirden. Die Stutzkraft ist daher in 
einer del' beiden Riehtungen ihrer Kraftlinie positiv in die Reehnung 
einzufiihren. Die gegebene Streeke c, urn welche sieh del' Stiitzpunkt 
versehiebt, sei in derselben Riehtung positiv bezeiehnet. Die das Trag
werk belastenden Krafte und die Stutzkrafte werden auBere Krafte 
genannt und Qm bezeiehnet, wobei del' Index m den Angriffspunkt del' 
Kraft angibt. Die Lasten sollen Pm, die Stiitzkrafte allgemein Cr be
zeiehnet werden. 

Del' Widerstand jedes Stabes ist zwei Kraften gleieher GroBe abel' 
entgegengesetzter Riehtung gleieh zu setzen, die in den Knotenpunkten 
des Stabes angreifen. Ihre Kraftlinie ist infolge del' wesentliehen Eigen
sehaft des Stabes die Stabachse. Die Richtung del' Krafte ist zunaehst 
unbekannt. AIs· positive Riehtung wird im allgemeinen die Riehtung 
des yom Stabe ausgeiIbten Widerstandes gegen eine Dehnung eingefiihrt. 
Die beiden positiven Krafte wirken also auf die Knotenpunkte im Sinne 
einer Annaherung, die negativen Krafte im Sinne einer Entfernung. 
Man nennt den Widerstand des Stabes seine Spannkraft und versteht 
darunter streng genommen die bezeiehneten Doppelkrafte. Die positive 
Spannkraft ist eine Zugkraft, die negative eine Druekkraft. Die Be
zeiehnung del' Spannkraft ist Sile, wobei 'die Indizes die Knotenpunkte 
angeben, odeI' Si, wenn die Stabe gezahlt werden. Die Spannkrafte in 
den Staben, den inneren Gliedern des Faehwerks, werden "innere 
Krafte" genannt. 

Dureh die besehriebene Zerlegung des Faehwerks ist erreieht, daB 
lc materielle Punkte, deren jeder dureh eine Anzahl von Kraften be
lastet isL und sieh im Raume frei bewegen kann, den Gegenstand del' 
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Untersuchung bilden. Sind die Krafte nach GroBe und Richtung ge
funden, welche aIle Punkte im Gleichgewicht halten, so sind auch die 
Stutzkrafte und Spannkrafte bestimmt. 

Die virtuelle Verriickung jedes Knotenpunktes sei durch ihre Kom
ponenten nach den Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
bezeichnet. Diese Angabe umfaBt alle moglichen Verruckungen, wenn 
die drei Komponenten voneinander unabhangige willkiirliche Strecken 
sind. Sie werden einem bestimmten Punkte zugeordnet, indem sie als 
Anderungen der Koordinaten des Punktes eingefiihrt werden. Zur 
Unterscheidung von wirklichen Verruckungen sollen die virtuellen 
durch Uberstreichung gekennzeichnet werden. Danach sind A X m, il Ym' 
il Zm die Komponenten einer wirklichen, il Xm, AVm, ilzm die Kom
ponenten einer virtuellen Verruckung des Punktes m. Ferner bezeichne 
?;, 1], {} die Stellungswinkel der Richtung der in m angreifenden auBeren 
Kraft Qm, und IXmk> 13mb Ymk die Stellungswinkel der Richtung der 
in m angreifenden Spannkraft Smk' Fur diese gilt also wieder 

IXml.: = n + {Xkm , f3mk = n + f3km , Ymk = n + Ykm' 

SchlieBlich sei c511l die Projektion der durch die Komponenten il X m , 

il Ym, il Zm gegebenen wirklichen Verruckung auf die Kraftlinie Qm, also 

c5m = il Xm • cos?; + il Y m . cos t} + il Zm . cos .(} ( 5) 

und om dieselbe Projektion der virtuellen Verruckung il Xm, il Ym, il Zm 

Jm=Axm·cos?;+ilYm·cos1J+Azm·cos{}. (6) 

Die Arbeit der Kraft Q", bei einer virtuellen Verruckung ist demnach 
Q", . c5m . Die Arbeit der Krafte S11lk, die im Knotenpunkte m angreifen, 
wird als algebraische Summe der Produkte aus den Kraftkomponenten 
nach den Koordinatenachsen und den Komponenten der virtuellen Ver
ruckung aufgestellt. Mithin ergibt das Prinzip der virtuellen Ver
ruckungen fUr jeden Knotenpunkt m die Gleichung 

Q11l' Jm + il x:, ~ Smk . cos IXmk + A Ym '2 Smk . cos Pmk} (7) 

+ il zm::f}Smk' cosYmk = O. 

Diese Gleichungen werden addiert. Jede Spannkraft tritt in zwei 
Gleichungen auf, da sie in zwei Knotenpunkten wirkt. Ordnet man 
die Glieder nach Spannkraiten, so ergibt sich fur jede 

+ Smk (il xm cos IXml.: + il Ym cos f3mk + A zm cos Ymk + ,11 Xk cos (Xkm 

+ il Yk • cos f3km + il Zk • cos Ykm) = 

- Smk[(il xk -il xm) cos {Xmk + (ilYk -ilYm)COSf3mk + (ilzk - ilzm) cosYm.J 

Nach Gleichung (1) ist der Faktor von Smk gleich der Anderung des 
Abstandes der Punkte k und m, die bei den virtuellen Verruckungen 
il Xk, il Yk, il Zk, il Xm, il Vm, il 2m eintritt. Da dieser Abstand durch 8mk 

bezeichnet ist, ist 

il 8mk = (J Xk - L1 x"') cos IXml.: + (,11 ~k - il %m) cos ~mk } (8) 
+ (il Zk - ;j Zm) cos Ymk 
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zu setzen und es dad Llsrnk als virtuelle Langenanderung des Stabes m k 
bezeichnet werden .. Durch Addition der k Gleichungen (7) ergibt sich 
also 

:£inQrn brn - 2: Srnk' Llsmk = 0 . 
1 2 

2:1 erstreckt sich iiber aile auBeren Krafte, die Lasten und Stiitzkrafte, 
2:2 iiber aIle Spannkrafte. Werden die Stabe gezahlt und bezeichnet k 
die Zahl des Stabes, so ist die Gleichung einfacher in der Form 

2m Q'm' if.,. - L}Sk' ASk = 0 (9) 

·zu schreiben. Die erste Summe ist die Arbeit aIler auBeren Krafte, 
die zweite Summe der absolute Wert der Arbeit del' inneren Krafte 
hei einer virtueIlen Verriickung. Da die Richtung del' beiden positiven 
Krafte 8 mk del' positiven Anderung des Abstandes A S11Ik entgegen
gesetzt ist, so ist ilue Arbeit - 8 mk . Lls",k und - Lj 8 mk . Llsmk 
die Arbeit aller inneren Krafte. Danach sagt die Gleichung (9) aus: 
Besteht in allen Knotenpunkten eines Fachwerks Gleich
gewicht zwischen den auBeren und inneren Kraften, so ver
schwindet die algebraische Summe del' Arbeit del' auBeren 
und inneren Krafte bei jeder virtuellen Verriickung. 

Zu beachten ist, daB in Gleichung (7) die Verriickungen vollstandig 
unabhangig von den Kraften sind, ferner die Krafte ihre GroBe und 
Richtung wahrend der Verriickung nicht andern. Das gilt daher auch 
fiir Gleichung (9). Letztere besteht streng genommen nur fiir k freie 
PUnkte, die ihre Abstande um LIs andern. Sie kann abel' ohne weiteres 
auf ein zusammenhangendes elastisches Fachwerk ausgedehnt werden, 
dessen virtuelle Verriickungen an die Bedingung gebunden sind, daB 
zwischen den Verriickungskomponenten del' Knotenpunkte und den 
Anderungen der Stablangen die r Gleichungen (8) bestehen. Da die 
innere Kraft eines Stabes der Widerst.and gegen die Dehnung ist, ist 
ihre Arbeit -8· LIs, also der Wert der Arbeit der auBeren und inneren 
Krafte bei einer virtu ellen Verriickung 2: Qm Jm -2: 8k LIs" und nach 
Gleichung (9) gleich Null. 

Die Gleichung (9) ist znerst von L. D. Poisson!) aufgestellt und 
erweitert fiir Punktsysteme, deren Verbindung untereinander durch 
allgemeine Gleichungen zwischen den Koordinaten gegeben ist. 

5. Del' zusammellhallgellde Kth'per 
werde in Raumelemente d x . d y . d z durch ebene Schnitte parallel zu 
den drei Ebenen des Koordinatensystems zerlegt. Die gegenseitige 
Wirkung del' Raumelemente ist durch Doppelkrafte zu ersetzen, die in 
gleicher GroBe abel' entgegengesetzter Richtung auf die beiden Flachen 
wirken, in denen zwei benachbarte Elemente sich beriihren.Diese 
Krafte seien durch ihreKomponenten nach del' X, Y,Z-Achse angegeben. 
Auf die sechs Seiten des Raumelementes im Punkte x, y, z wirken die 

1) Poisson, L. D.: Traite de lIl<:lcanique, 2. ed., S.666. Paris 1833. 
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in folgender Tafel durch ihre auf die FIacheneinheit bezogenen Werte 
(Spannung) angegebenen Krij,fte. Die erste Zelle der Tabelle enthiUt 
alle Krlj,fte parallel zur .,. z 
X-Achse, die zweite aIle 
Krafte parallel zur 
Y-Achse, die dritte aIle 
Krafte parallel zur 
Z-Achse, die erste Spalte 
die Krafte in der Seite b 
dy . dz rechtwinklig zur ~+:~----r---I--L.---------:x 
X-Achse, die zweite 
die Krafte in der Seite 
d x . d z rechtwinklig zur 
Y-Achse, die dritte die <'1" 

Krafte in der Seite 
d x . d y rechtwinklig zur 
Z-Achse. Ox, Oy, Oz wer
den Normalspannungen, 
Tx , Ty , Tz Schubspan

"'y 

Abb.3. 

nungen genannt. Die Abb. 3a, b, c zeigen die Projektionen des Raum
elementes auf die Ebenen des Koordinatensystems mit den positiven 
Richtungen der auf das Element wirkenden Krafte. 

1m Faile des Gleichgewichts konnen aile Spannungen in zwei unend
lich nahe liegenden Punkten nur urn unendlich kleine GroBen vonein
ander verschieden sein. Demnach miissen die Spannungen die Eigen
schaft stetiger Funktionen der Koordinaten haben, auch wenn es im 
Einzelfalle nicht moglich ist, diese Funktionen aufzusteilen. Bildet 
man nun die Differenz der Krafte, die auf die Seiten des Elements im 
Punkte x + dx, y + dy, z + dz wirken, und der Krafte, die in den 
Seiten im Punkte x, y, z wirken, so erhalt man die auf das Raum
element wirkenden Krafte, die als au13ere Krafte anzusehen sind. 
Nachstehende Tabelle gibt die Krafte an: 

-'- -'- -'-X-Achse Y-Achse Z-Achse 
dy· dz I dx· dz dx·ely 

==--.- -] 
Richtung X 

aa o T, d aT. d ---" . dx 
ox I oy - .y fiZ" z 

Richtung Y ~~.dx o au aTx d -·dy -- z ay oz 

Richtung Z aTy I 
8' C'x x 

o!.x . d If 
oy . 

~~'.dz 
az 
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Das Raumelement erfahre eine virtuelle Verruckung, die durch ihre 
Komponenten u, v, w nach der X, Y, Z-Achse .bezeichnet sei, so ist 
nach dem Prinzip der virtuellen Verruckungen die Bedingung des 
Gleichgewichts aller das Element belastenden Krafte 

Da diese Gleichung fUr jedes Element des Karpers gilt, ergibt sich durch 
Addition aller Gleichungen fUr den ganzen Karper 

fJ'f([(2ax OTz a Ty)' - (OTz oay aTx)~ 1 II -+--+- u + -.,-+-+ '0- v + "" ox oy oz ox oy oz 
_' (10) 

(0 Ty a Tx rJ az ) 1 f + -+-.. ,-+- w dx·dy·dz=O. ox cy oz 

Die virtuellen Verruckungen werden der Bedingung unterworfen, 
daB u, v, w drei stetige Funktionen der Koordinaten sind, die von
einander unabhangig und ill ubrigen vollkommen willkiirlich sind. 
Dann entsteht durch partielle Integration, wenn die Funktionen a, or, 
u, v, w in den Koordinaten der Oberflache durch den Index 0 gekenn
zeichnet werden: 

[(a Ox _ 2 Tz _ a Ty _ ') _ _ _ 
. ax ·u+ ax ·v+ ox' w dx=axo'1~o+Tzo'Vo+Tyo'Wo 

(( au ov ow) 
- ax~ +Tz-_-+Ty-~ dx, 

• ux ox ux 

Gl.eichung (10) geht liber in 

(11) 



Der zusammenhangende Korper. 

Die drei ersten Integrale sind Flachenintegrale und erstrecken sich 
iiber die ganze OberfHiche des Korpers. 

Auf die in die OberfH:iche fallenden Elemente wirken die auBeren 
Krafte, die durch ihre Komponenten P .. o, PYO' Pzo positiv von innen 
nach auBen gerichtet als Funktionen der Koordinaten der Oberflache 
gegeben seien. Jedes dieser Elemente ist ein Prisma, von dem fiinf 
Seiten in das Innere fallen und parallel zu den Koordinatenebenen 
sind, wahrend die sechste in die Oberflache fallende Seite im allgemeinen 
gegen die Koordinatenachsen geneigt ist. Ihre FlachengroBe ist das 
Element der Oberflache d f, ihre Neigung sei durch die Stellungswinkel 
der von innen nach auBen gerichteten Normalen zur Oberflache LX, fJ, y 
bezeichnet. Da die Spannungen a und • nur in den in das Innere fallen
den Seiten auftreten und diese Seiten von verschiedener GroBe sind, 
heben sich die auf parallele Seiten wirkenden a und T nicht gegen
einander auf, und die Differentiale do, d. sind gegen die a und • zu 
vernachlassigen. Der Unterschied der FlachengroBe je zweier paralleler 
Seiten und die Flache der fiinften Seite sind immer d f cos LX, d f cos fJ , 
d f cos y. Mithin wirken auf jedes Volumenelement der Oberflache 
folgende Krafte: 

(Pxo - axo ' cos LX - TzO cosfJ - TyO cosy) df 

III Richtung der X-Achse, 

(Pyo - .zo . cos LX - ayO cos fJ - .zo cos y) d f 
in Richtung der Y-Achse, 

(Pzo - TyO' cos LX - TxU cosfJ - a za cosy) dt 
in Richtung der Z-Achse. 

Die Bedingung des Gleichgewichts fiir das Oberflachenelement ist 
somit 

[(Pxo - axo cos LX - TzO cos fJ - .YO cos y) Uo 

+ (Pvo - TzO cos LX - ayO cos fJ - .zo cos y) Vo 

+ (Pzo - .YO cos LX - TxO cosfJ - azo cos)') wo] df = O. 

Durch Integration iiber die Oberflache und Trennung der Glieder nach 
den auBeren Kraften und inneren Spannungen ergibt sich 

f (Pxo . Uo + Pyo' Vo + Pzo . wo) d t 
= f (azo . Uo + TzO • Vo + TyO • wo) d f cos LX 

+ f (·zo· Uo + allo ' Vo + .zo· wo) df cosfJ 

+ f (TyO • Uo + TxO • Vo + azo . wo) d f cos y . 

(12) 

Wird d f . cos LX = d y . d z, d f . cos fJ = d x . d z , d f . cos y = d x . d y 
eingefiihrt, so ist die rechte Seite identisch mit den drei ersten Inte-' 
gralen der Gleichung (11). Die partiellen Differentialquotienten von U, 
v,' W geben die auf die Langeneinheit bezngenen Verschiebungen der 
Elemente in den Punkten x + dx, y, z - x, y + dy, z - x, y, z + dz 
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gegen das Element im Punkte x, y, Z in' den Richtungen an, die aus 
nachstehender Tabelle ersichtlich sind: 

x + dx, Y, Z x, Y + dy, Z x, y, z + dz 

Richtung X. 
ou ou ou 
ox oy oz 

Richtung Y. 
013 ov ov 
ox iJy iJz 

Richtung Z. 
Ow iJw ow 
iJx oy 6z 

OU ov ow 
;;--, -0-' T haben die Bedeutung von Dehnungen in Richtung der 
ox oy uz 
X, Y, Z-Achse, die ubrigen Differentialquotienten die Bedeutung einer 
Schiebung. Mithin ist jedes Glied in dem Differential 

ou ov ow 
oxdy· dz - dx + oydx . dz - dy + Oz dx' dy-~- dz ox dy oz 

+Tz dx·dz::;udy+dy.dz-;c;'1J.-dx +Ty dx.dy::;udz+dy.dz~wdx ( 0- ir) (a- .- ) 
uy 'ox uz C·X 

( ov . dW) 
+x +Tx dxdYazdz+dxdz7Fydy 

.x,y,z x+d.:r,y,z 

! tX 'F ! ~x ~x !lj'~ ! der absolute Wert der Arbeit einer der 6 
Krafte, die zwischen den genannten 
Elementen in den Beruhrungsflachen 
auftreten, bei der virtuellen Verruckung 
u, v, w. Da die Richtung der Krafte 
der Richtung der Wege entgegengesetzt 

Abb.4. 

ist - siehe 
steUt -, ist 

Abb. 4, welche die Elemente auseinandergezogen dar
die Arbeit negativ. Mit den Bezeichnnngen 

au ov ~-ow _ 
-.- == Ex, ex 

= Ey , 
Y 

dz = Ez , 

(13) 
o U a v _ () U f) W _ a v G W _ 

-8 Y + y;; = )'z> a z + a--;; = )'Y' a z + By = )'X 

ist "fJ - h (ax' Ex + Oy' By + az ' Ez + Tx' Yx + TY')ly + Tz' )lz) dx' dy· dz 

die Arbeit der Spannungen, d. h. der inneren Krafte des Karpers. 
Wird noch Glei0hung (12) in (11) eingefUhrt, so ergibt sich die Gleichung 
des Prinzips der virtuellen Verruckungen fUr den zusammenhangenden 
Karper - dx' dy· dz = dv -

{(Pxo' Yo + Pyo' Vo + Pzo' 'wo) dt } . 
J ( - :. - . - - - ) .7 0 (14) 

- (Jx of", + (Jy ofy + (Jz 0 fz + T", 0 "Ix + Ty 0 "Iy+ T z 0 "Iz u:V = 0 
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Die Gleichung sagt aus: Besteht zwischen den auf die Ober
flache wirkenden auBeren Kraften und den inneren Kraften 
in j edem Punkte des K6rpers Gleichgewicht, so verschwindet 
die algebraische Summe der Arbeit der auBeren und inneren 
Krane bei jeder virtuellen Verruckung. 

In der fiir das Volumenelement aufgestellten Gleichung sind die 
Verriickungen u, v, w von den Kraften und untereinander unabhangig, 
und die Krafte andern bei der Verriickung weder ihre GroBe noch 
Richtung. Das gilt daher auch fUr die Gleichung (14). Diese besteht 
zunachst fiir die Summe aller Elemente bei einer virtuellen Verriickung, 
die den Zusammenhang der Elemente nicht wahren muB. Sie kann 
jedoch sofort auf den zusammenhangenden elastischen Korper aus
gedehnt werden, wenn jedes Element einer virtuellen Formanderung 
E"" By, Ez> y"" yy, Yz unterworfen wird. Das fiigt die Bedingung hinzu, 
daB auch diese GroBen stetige Funktionen der Koordinaten sind. Unter
einander unabhangig sind sie nicht, cia sie partielle Ableitungen von 
drei stetigen Funktionen sind. Die vorstehende Ableitung der Glei
chung (14) findet sich bei LamP) und G. Kirchhoff2), ist jedoch 
vermutlich alter. 

6. Willkiirlicher Gleichgewichtszustand, bestimmte Yerriickungen 
als virtuelle. 

Die Gleichung (9) ist eine allgemeine und umfassende Aussage iiber 
den Gleichgewichtszustand - d. h. die im Gleichgewicht befindlichen 
auBeren und inneren Krafte - des Fachwerks, die Gleichung (14) eine 
solche iiber den Gleichgewichtszustand des zusammenhangenden Kor
pers. Beide Gleichungen binden das Gleichgewicht an den Wert einer 
von den auftretenden Kraften geleisteten Arbeit. Da nun die Arbeit 
einer Kraft das Produkt aus Kraft und Weg ist, so stellen die Glei
chungen eine Bedingung auf, die sowohl von den Kraften wie von deren 
Wegen erfiillt werden kann. Man kann also die Frage nach den Kraften 
stellen, die bei einem gegebenen System virtueller Verriickungen die 
Gleichungen erfiillen. Man kann aber auch die Frage nach den virtuellen 
Verriickungen stellen, die bei einem gegebenen Gleichgewichtszustand 
die Gleichungen erfiillen. Diese Frage ist offenbar von erheblichem 
Belang, wenn es moglich ist, aus virtuellen Verriickungen auf die wirk
lichen zu schlieBen, und das trifft sowohl fiir das Fachwerk wie den 
zusammenhangenden Korper zu. 

Die virtuellen Verriickungen sind sehr kleine GroBen und sind beim 
Fachwerk an die r Bedingungen (8) gebunden. Diese Gleichungen 
stimmen aber mit den Gleichungen (1) iiberein, die beliebige Langen
anderungen LIs von sehr kleiner GroBe mit den Verschiebungskompo
nenten verkniipfen. Die virtuellen Verriickungen der Punkte des 

1) Lame, G.: Le90ns sur la theorie mathematique de l'elasticite des corps 
solides. Paris 1852. 

2) Kirchhoff, G.: -abel' das Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich 
diinnen Stabes. Journ. f. Mathematik 1858, S.291 und Vorlesungen tiber mathe
matische Physik. Bd. I Mechanik, 11 Vorl., Leipzig 1876. 
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zusammenhangenden Korpers miissen stetige Funktionen der Koordi
naten sein und ihre partiellen Ableitungen nach X, Y, Z beschreiben 
durch die Gleichungen (13) die virtuelle Formanderung der Volumen
elemente. Das sind aber dieselben Gleichungen, die zwischen der wirk
lichen Formanderung der V olumenelemente und den Verriickungen 
ihrer Punkte bestehen, solange die diese beschreibenden GroBen sehr 
klein sind. Mithin beantwortet die Gleichung (9) die Frage nach dem 
Zusammenhang zwischen bestimmten Langenanderungen L1 8 und Ver
schiebungskomponenten L1 x . L1 y eines Fachwerks und die Gleichung (14) 
die Frage nach dem Zusammenhang zwischen bestimmten Dehnungen 
cx, cY ' Cz und Schiebungen y"" yy, Yz der Volumenelemente sowie den 
Verriickungskomponenten uo' vo' Wo eines zusammenhangenden Korpers 
dadurch, daB beide fUr einen bekannten Gleichgewichtszustand auf
gestellt werden. Da die Gleichungen fiir jeden denkbaren Gleich
gewichtszustand erfiillt sein miissen, hat man in der Auswahl der 
Gleichgewichtszustande dieselbe Freiheit wie in der Auswahl der 
virtuellen Verriickungen, wenn nach den Kraften eines Gleichgewichts
zustandes gefragt wird. Es liegt nahe, den zum fraglichen Zweck ge
dachten Gleichgewichtszustand einen "virtuellen" zu nennen. Seine 
Krafte werden durch Uberstreichung gekennzeichnet, und die Glei
chungen haben die Form 

(15) 

iCiixo' Uo + pyo' Vo + Pzo''Wo) df - J(6x 'l'x + 6y 'l'y + 6z ·l'z t 
(16) + Too' Yx + Ty ' Yy + ~. Yz) dv = o. f 

Den bezeichneten allgemeinen Ubergang hat zuerst O. Mohr l ) voll
zogen, nachdem schon vor ihm J. C1. Maxwe1l 2 ) den Wert geleisteter 
Arbeit zur Berechnung elastischer Verschiebungen benutzt hat. Mohr 
behandelt den elastischen Korper als eine Gruppe unendlich vieler 
Massenpunkte, die durch unendlich viele Stabe verbunden sind und 
iibertragt vermoge dieser Au£fassung ohne weiteres die fUr das Fach
werk gefundenen Satze. Die Gleichung (16) ist unter Annahme auBerer 
Einzelkrafte von M ii 11 e r - B res 1 a u 3) aufgestellt. 

Obwohl die Richtigkeit der vorstehenden SchluBfolgerung eines 
weiteren Beweises nicht bedarf, sollen die Gleichungen (15) und (16) 
doch noch ausfiihrlich als Aussagen iiber die Formanderung abgeleitet 
werden. 1m Hinblick auf die viel£ache Anwendung, die gerade diese 
Gleichungen finden, erscheint das zweckmaBig, und es ergeben sich 
iiberdies dabei wichtige Tatsachen, die auf andere Weise weniger klar 
zu erkennen sind. 

1) Mohr, 0.: Beitrag zurTheorie der Bogenfaehwerktrager. Zeitsehr. d. Arch.
u. lng.-Vereins zu Hannover 1874, S. 223. - Ders.: Beitrag zur Theorie des Faeh
werks. Ebenda 1874, S.509 und 1875, S. 17. - Ders.: Beitrag zur Theorie des 
Fachwerks. Zivilingenieur 1885, S. 289. 

2) Ma xwell,.T. C1.: On the calculation of the equilibrium and stiffness offrames. 
Philosophical Magazine 1864, S. 294. 

3) M tiller - B res 1 au, H.: Bedingungsgleichungen ftir statisch unbestimmte 
Karper. Wochenb1. f. Arch. u. lng. Bd. 6, S. 373. 1884. 
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7. Fortsetzung. Das Faehwerk. 
Die Verschiebungskomponenten eines raumlichen Fachwerks sind 

durch die Gleichungen 

a) LlSik = (LI Xk - LlXi) COSIXik + (Lly" - LlYi) COSfli" + (LIz" - LIz.) cosYi" 
und 

b) Cr = LI Xr cos ~ + LI Yr cos t} + LI Zr cos -& 
unabhangig von der Ursache der Langenanderungen LIs und Stiitzen
verschiebungen Cr eindeutig bestimmt, wenn die Zahl der Unbekannten 
3 k gleich der Zahl der Gleichungen ist; d. h. 3 k = r + a. Das 
gilt natiirlich auch fUr den Fall 3 k < r + a unter der Voraussetzung, 
daB die Gleichungen miteinander vertraglich sind. Jede Gleichung a) 
wird mit einem unbestimmten Beiwert fli'" jede Gleichung b) mit einem 
solchen - Y r multipliziert. Sodann werden aile Gleichungen addiert. 

1:1 fli'" Lls' k -1:2 Yr' Cr = 1:1 flik[(LI x" - LI Xi) cos IXi" 1 
+ (LI y" - LI Yi) cos fli" + (LI Zk - LI Z.) cos )Ii"] I (17) 
- 2:2 Yr (LI Xr cos ~ + LI Yr cos YJ + LI Zr cos {}) . 

J:1 erstreckt sich iiber aile Stabe, 1:2 iiber aile Stiitzen. Die Glieder der 
rechten Seite werden nach Knotenpunkten geordnet, wobei 

LI Xk • cos IXik = - LI Xk cos IXki' LI Yk cos fli" = - LI Yk cos flki , 

LI z" • cos exile = - LI z" cos Yki 

gesetzt wiid, dann ergibt sich fUr jeden nicht gestiitzten Knotenpunkt 

- [LI Xi 2.,k flik cos IXik + LI Yi 2: fl'ile cos flik + LI Zi ~ Pi" • cos )lik] . 

Die .1j umfassen aIle im Knotenpunkt i vereinigten Stabe. Fiir jeden 
gestiitzten Knotenpunkt ergibt sich 

- [LI X, C'2!:ll,,, cos IXr" + L: Y,cos,) + LI Yr (~flrkcosflrk + L: Yr COS17) 

+ LI Zr (;S flrk cos Yrk + L: Y r cos {}) ] . 

Nun lassen sich die unbestimmten Beiwerte ,n und Y mit Hilfe 
folge~der Gleichungen durch andere unbestimmte GroBen ausdriicken, 
die P bezeichnet seien: 

'2!: flik· COSIXik + Pix = 0, 

'2!: flik • cos flik + Piy = 0 , 

.1j flik • cos Yik + Piz = 0 , 

'2!: flrk • cos IXrk + L: Yr cos ~ = 0, 

'2!: flrk' COSflrk + 2: Yr cost} = 0, 

LJ Ilrk • COsYrk + L Y r cos{} = 0 . 

(18) 

Die Zahl dieser Gleichungen ist 3 k. Da r + a Beiwerte Ii und Y vor
handen sind und r + a > 3 kist, ist diese Bestimmung immer mag-
lich. Pi." P iy , Ijz konnen als Komponenten einer im Punkte i an
greifenden Last Pi willkiirlicher GroBe und Richtung aufgefaBt werden. 

G r ii Jl i Jl g, st~tik, 2 



18 Das Prinzip del' virtuellen Verriickungen. 

Daml sind nach vorstehenden Gleichungen die Itik als Spannkrafte in 
den Stab en und die Beiwerte 'l'r als Stiitzkrafte zu deuten, die mit den 
Lasten Pi im Gleichgewicht stehen. Werden die entsprechenden Be
zeichnungen S;,k = .Uik, er = 'l'r eingefiihrt, so lautet Gleichung (17) 

Ll Sik • LlSik - Ler . C = .:8 (LI Xi • Pix + LI Yi .Piy + LI Zi Pi.) . 

Bezeichnet <5i die Projektion der totalen, durch ihre Komponenten 
LI Xi, LI Yi, LI Zi gegebenen Verriickung des Punktes i auf die Kraft
linie Pi, dann ist 

Pi . 1\ = LI Xi Fix + LI Yi • Piy + LI Zi Piz 

und man erhalt mit veranderten Indizes die Gleichung (15) in der Form 

~Pn,<5m + L,iii,c - 2}SkLfsk = 0 1 ). 

Zu beachten ist, daB die /), und l' durch die Gleichungen (18) nur 
dann eindeutig bestimmt sind, wenn 3 k = r + a ist. 1st r + a = 3 k + n, 
so daB das Fachwerk n Glieder mehr enthalt als die Stabilitat erfordert, 
so konnen n Beiwerte IU, l' willkiirlich gewahlt werden, sofern nur 3 k 
fUr aIle Werte P erfiillbare Gleichungen bestehen bleiben, und konnen 
also auch gleich Null gesetzt werden. Das bedeutet, daB n Glieder aus 
der Untersuchung ausgeschlossen werden konnen, was einleuchtet, da 
die Formanderung des Fachwerks durch die notwendigen Glieder 
eindeutig bestimmt ist. Die so bestimmten Krafte It und l' bilden 
cinen Gleichgewichtszustand in einem einfach stabilen Tragwerk. 

8. Fortsetzung. Der zusammenhangende Korper. 
Wenn die Abmessungen eines Parallelepipedon so klein sind, daB 

seine Seiten bei jeder Formanderung als Ebenen, seine Kanten als 
Gerade angesehen werden konnen, ist die Formanderung durch Angabe 
von sechs Stiicken eindeutig beschrieben, namlich durch die Langen
anderungen der drei zueinander rechtwinkligen Kanten und die Ande
rung del' drei von den Kanten eingeschlossenen Winkel. Die Formande
rung des V olumenelements, dessen Kanten die Langen d x, d y, d Z 

haben, ist also bestimmt, wenn die Dehnungen Ex, lOy, Ez der Kanten 
und die Winkelanderungen oder Schiebungen IX' IY' IZ del' Winkel 
zwischen den Kanten dy, dz - dx, dz - dx, dy gegeben sind. Die 
Dehnungen und Schiebungen werden deshalb die Verzerrungskompo
nenten des Elements genannt. SolI nIDl die Formanderung die Be
dingung erfiillen, daB der Zusammenhang des Elements mit den benach
barten Elementen in den Punkten X + dx, y, Z - X, Y + dy, Z -

x, y, Z + d Z in den gemeinsamen Seiten bestehen bleibt, so miissen die 
Verzerrungskomponenten partielle Ableitungen von drei stetigen Funk
tionen del' Koordinaten u, v, w sein, welche die mit del' Formanderung 
verbundene Verschiebung der Punkte durch ihre Komponenten nach 

1) Miiller·Brcslau, H.: Die graphische Statik del' Baukonstruktionen, 
Bd. II, Abt. 1, S. 9. Leipzig 1892. 
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der X, Y, Z-Achse angeben. Aus einer einfachen geometrischen Uber
legung folgen die Gleichungen 

ou 
a) fx = 0 X ' 

OV 
b) fy = -~-, 

cy 
c) f. = az' . ow 1 

ow ov 
d) Yx=oy+az, 

ow ou 
e) yy=-'-+~, ox vz 

ou OV (19) 
f) y. = -~- + ~ . 

cy vx 

Danach . diirfen f x , fy, f. , Y x , y'y, y. keine willkiirlichen Funktionen 
sein, sondern miissen die partiellen Differentialgleichungen erfiillen, die 
man durch Elimination von u, v, w aus den Gleichungen (19) erhiUt. 
Es folgt 02 fx 03 U 02 fy 03 V 

aus a) oy2 tF;;oy2' aus b) ox2 ox20y' 

02 y. 03 U 03 v 
aus f) iJxoy = OXB y2 + ox2 oy' 

mithin 

Ferner 62 fx iJ3 U 
aus a) 

oyiJz = oxiJyoz' 
@ 

iJ2 Yx 03 W f)3 v 
aus d) 
~ ox2oy + ox2 0z 

, 

f)2 Yy (J3 W 03 U 
aus e) - +---&-x2y ox2 a y oxoyoz' 

02 Y. i)3 u + 
f)3 v 

aus f) f) x iJ z iJxoyiJz ox2 f)z 
, 

mithin: 
,02 fx 2 (2 y• ayy oYx') 
2 oy oz = ax GZ +Oy - ox . 

In derselben Weise ergeben sich vier weitere Differentialgleichungen, 
so daB die Verzerrul1gskomponel1ten folgel1de sechs Gleichul1gel1 erliillen 
miissen: . 

(20) 

2* 
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Man nennt diese Gleichungen die Vertraglichkeitsbedingungen, well 
sie die Bedingungen angeben, unter denen die durch ex, ell' e., )Ix, )ly, )lz 
beschriebene Formanderung der Volumenelemente mit der Formanderung 
des zusammenhangenden K6rpers vertraglich ist. 

Um die Gleichung (16) abzuleiten, wird von den Gleichungen (19) 
ausgegangen und vorausgesetzt, daB die Gleichungen (20) erfiillt werden, 
weil sonst die Gleichungen (19) einander widersprechen. Jede der Glei
chungen wird mit einem unbestimmten, als stetige Funktion der Koordi
naten darstellbaren Beiwert multipliziert, der Ox, Oy, az , -:ex, Ty, Tz be
zeichnet sei. Sodann werden die Gleichungen addiert: 

1:,,' ax + ey' Oy + e.· Oz + IX' ix + )ly' iy + )lz . i z = 

du_ ov_ dw_ (dW Cv)_ (ow dU)_ (au Cv)_ 
=-"-Ox+-Oy+-o-Oz+ -0.-+--;;- rx+ --;0;-+-" Ty+ --;0;-+-0- Tz· ox ay OZ ,oyez ox oz oy ex 

Durch Multiplikation mit dem Volumenelement dv = dx· dy' dz und 
Integration iiber den K6rperergibt sich 

/(OX· Ex + Oy' ey + Gz ' ez + TX')lx + 1:y . )'y + 1:z ' rz) dv = 

= ((((~Uax + ~u '1:z + d_U Ty ) dx dy dz III ex cry crz $ 

h~r(dW- dw - OW_) + -_,- Ty + -_- . Tx + -_- Oz d x . d y . d z . 
ex oyez 

Durch partielle Integration der rechten Seite ergibt sich 

feax' ex + all' ey + Oz' ez + 1:x)lx + 1:Y ')ly +rz),z) dv = 

= f[Uo (0"'0 cos IX + 1:z0 cos fJ + TyO cos)') 

+ Vo (1:z0 cos IX + avo cos fJ + TxO COS)') 

+ Wo (illo cos IX + 1:XO cos fJ + Ozo cos )I)] d f 

f[ (oox OTz I aTY) (OTZ day. OTz) 
- U - + -~- T -_,- + V -_- + -,,- + ----

ax ey ez dx ey dz 

( (21) 

( Oiy OTx oaz)] + W -,,- + - + --;:-- dv. J ex oy dz 

Die Ox . i z werden der Bedingung 

(0 ax a Tz d.iy) (d Tz c.Gy a TZ) (c.7:y d Tx a az) u-;- +--+-;::-- +v -0 + -_ +-" +w -_ +-0 +-, =0 (22) 
(! x f) Y 0 z e x (I y e z ( x (; Y (! Z 

unterworfen, fiir Werte u, v, w, die voneinander unabhangig sind. 
Dadurch werden die 0", ... Tz als Spannungen gekennzeichnet, die an 
jedem Volumenelement untereinander im Gleichgewicht sind. lferner 
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werden Pxo, PYO' Pzo als Funktionen der Koordinaten der Oberflache 
eingefiihrt und mit oxo ... Tzo durch folgende Gleichungen verbunden: 

~xo = ~xo cos <X + ~zo cos f3 + ~yo cosy, 1 
~yo = ~zocos<x + ~YOcosfJ + ~xocosy, f 
PZG = TyO cos <X + TxO cos fJ + a zo cos y. 

(23) 

Die Pxo, pyO' Pzo konnen als Komponenten einer auf die Oberflache 
in beli.ebiger Kraftlinie und in der Richtung von innen nach auBen 
wirkenden Kraft Po, bezogen auf die Flacheneinheit, aufgefaBt werden. 
Dadurch sind die ax ... Tz weiter als Spannungen gekennzeichnet, die 
an allen in die Oberflache fallenden Elementen mit den Po im Gleich
gewicht stehen. 

Durch Einfuhrung der Gleichungen (22) und (23) geht Gleichung (21) 
unmittelbar in die Gleichung (16) uber. Gleichung (22) zerfallt in drei 
partielle Differentialgleichungen fUr sechs Funktionen. Diese sind somit 
nicht eindeutig bestimmt, vielmehr sind unendlich viele Funktionen 
moglich, die naturlich die Gleichungen (23) erfullen mussen, weiteren 
Bedingungen jedoch nicht unterliegen. Das entspricht der Tatsache, 
daB der zusammenhangende Korper als ein unendlich vielfach stabiles 
System anzusehen ist. 

9. Del' ebene biegungsfeste Stab. Das ebene Stabwerk. 
Der biegungsfeste Stab ist ein Sonderfall des zusammenhangenden 

Korpers, der dadurch gekennzeichnet ist, daB zwei Dimensionen sehr 
klein im Verhaltnis zur dritten sind. In die Dimension endlicher Ab
messung fallt die Stabachse. Die zu dieser rechtwinkligen Ebenen 
schneiden die Oberflache des Stabes, den Stabmantel in geschlossenen 
Kurven, die den Stabquerschnitt umgrenzen. Die Abmessungen des 
Querschnittes sind sehr klein im Vergleich zu denen der Stabachse. 
Der Schwerpunkt jedes Querschnittes £alIt in die Stabachse, diese kann 
daher auch als die Kurve der Schwerpunkte bezeichnet werden. Jeder 
Punkt der Stabachse sei durch s, die Lange der Kurve von einem 
bestimmten Punkt aus gemessen, bezeichnet. Die Hauptachsen jedes 
Querschnittes seien als Y- und Z-Achse gewahlt. DieStabachse andert 
im allgemeinen von Punkt zu Punkt ihre Richtung, die des ebenen 
Stabes jedoch nur in seiner Ebene. DemgemaB sind auch die Ebenen 
der Querschnitte in zwei unendlich nahe liegenden Punkten gegenein
einander unter demselben Winkel geneigt, um den die Richtungen der 
Stabachse in denselben Punkten voneinander abweichen. Bezeichnet rp 
den Neigungswinkel der Stabachse gegen eine bestimmte Gerade der 
Ebene, so ist drp die Abweichung der Stabrichtung und der Neigungs
winkel der Querschnitte in den Punkten s und s + d s. Unter dem 
Stabelement sei der Stabteil verstanden, der von den Querschnitten 
in s und s + d s abgegrenzt wird. 1m allgemeinen wird der biegungs
feste Stab als gerader Stab behandelt, d. h. als ein Stab, dessen Ele
mente Zylinder von der Hohe ds sind. 1st die Stabachse gekrummt, 
so wird er also als eine Folge von Elementen behandelt, die nur in der 
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Stabachse langs del' Normalen zur Stabebene zusammenhangen. Diese 
Auffassung ist zulassig, solange die Krummung groB im Verhaltnis zu 
den Abmessungen del' Querschnitte ist. 

Die Balkentheorie B. de St. Ve nan ts setzt del' sehr kleinen Ab
l1lessungen del' Querschnitte wegen die Spannungen gleich Null, die 
rechtwinklig zur Stabachse' in den zu diesel' parallelen Ebenen wirken, 
Oy = 0, Oz = 0, 7:8 = O. Das ist streng genommen nul' dann richtig, 
wenn del' Stab mantel ein Zylinder ist, also aIle Querschnitte kongruent 
sind, da die Normalspannungen am Rande bei unbelastetem Mantel 
in die Mantelflache fallen mussen. Del' Ansatz Oy = 0, {jz = 0, T8 = 0 
wird jedoch auch benutzt, wenn diese Voraussetzung nicht erfullt ist. 
Wie weit er als hinreichend genaue NaherungslOsung dann angesehen 
,verden darf, muB nach del' Neigung del' Schnittlinien des Stabmantels 
mit del' Ebenenschar durch die Stabachse gegen diese beurteilt werden. 
In den haufigen Fallen einer unstetigen Anderung del' im ubrigen kongruen
ten Querschnitte trifft del' Ansatz in unmittelbarer Nahe del' Unstetig
keitspunkte naturlich nicht zu, wohl abel' in hinreichendem Abstand. 

Del' Ansatz St. Venants ergibt nach Gleichung (14) fUr die Arbeit 
del' inneren Krafte des Stabelementes bei einer virtuellen Verruckung: 

dAi = - ds /(08 fs + Ty ' Yv + Tz ' Yz) dF, 
wenn dF das Element des Querschnitts bezeichnet. Als virtuelle Ver
ruckungen kommen hier nur solche in Betracht, die sich in del' Ebene 
des Stabes vollziehen, und sie durfen in jedem Stabelement durch die 
Langenanderung des Elementes derStabachse - J ds -, die Drehung 
del' eben bleibenden Querschnitte - J d cp - und die Schiebung der
selben - d p - gegeneinander ausgedruckt werden. Bezeichnet '!jJ den 
Neigungswinkel del' Y-Achse gegen die Stabebene - Abb. 5a 
dann ist 

_ Jds Jdcp . ) 
c. = ~d + -d- (y. cos'!jJ + Z SlllljJ , 

S S 

_. dp sinlj' 
Yv = -d-s--' 

_ dp cOSljJ 
)'Z = ------ . 

ds 

(24) 

In Abb. 3, Seite 11 sind die Spannungen als auBere Krafte dargestellt, 
die auf das Volumenelement wirken. Danach haben die in dem Stab
element wirkenden inneren Krafte a. und T = Tz cos'!jJ + Ty sin '!jJ die 

s s+d.s 

Abb.5. 

s s+d.s 
in Abb. 5 b dargestellte Rich
tung. Die im Querschnitt s 
dargestellten Krafte decken 
sich mit den Kraften, die 
als auBere Krafte an dem 
StabteiI links des Elements 
anzubringen sind, die im 
Querschnitt s + ds darge
stellten Krafte decken sich 
mit den Kraften, die als 
auBere Krafte am StabteiI 
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rechts des Elements anzubringen sind, wenn man _den Stab durch 
einen Querschnitt in zwei Teile trennt. Die + s, + LI d 8 sind demnach 
durch die negative a-Richtung, + Jiy und + dp durch die negative 7:y und 
7:-Richtung bestimmt, und + LI dIP ist die Anderung des Winkels dIP, 
bei der er sich nach der Seite + Y offnet. Es soli im aligemeinen 8 von 
links nach rechts gezahlt und + Y rechtsweisend in der Richtung + 8 

gewahlt werden. Dann ist + LI d8 eine Verschiebung des Querschnittes 8 

gegen den Querschnitt 8 + d 8 in der Richtung -8, + // d IP eine rechts
laufende Drehung des Querschnittes 8 gegen den Querschnitt 8 + d 8, 

und + dp eine Verschiebung des Querschnittes 8 gegen den Querschnitt 
in 8 + d s in der Richtung - (Y COS'ljJ + Z sinlfJ). 

Vorstehende Ansatze fUr die virtuellen Verruckungen genugen den 
Gleichungen (20) bei willkurlichen Werten LI d 8, iJ dIP, d p. Fuhrt 
man sie ein, so ergibt sich 

d Ai = - [LI d 8 fad F + LI d cp cos 'IjJ fa· y . d F + LI d cp sinljl fa· z . d F 

+ d p sin 'IjJ f 7:y • d F + d p . cos 'IjJ f Tz • d F] . 

Handelt es sich um cine wirkliche elastische Formanderung, so ist 
der Ansatz (24) zu eng begrenzt. Denn wenn die Y-Achse nicht in 
die Kraftebene falIt, besteht die Formanderung des Stabelementes im 
aligemeinen nicht in einer gegenseitigen Drehung der Querschnitte um 
die zur Kraftebene rechtwinklige Schwerachse. Die Dehnung fs muE 
durch den allgemeineren Ansatz 

LIds Lldcp LldX. 
fs = -- + --- (y. coslfJ + z· sin ljJ) + ._-" (z· cOSlfJ - ysm 'IjJ) 

ds d8 d8 

ausgedruckt werden. In diesem bezeichnet, wenn die Querschnitte bei 
der Formanderung eben bleiben, LI d cp den Winkel der gegenseitigen 
Drehung um die zur Kraftebene rechtwinklige Schwerachse und LI d X 
den Winkel der gegenseitigen Drehung um die Schwerachse in der 
Kraftebene. Der Ansatz stellt jedoch nur fa als lineare Funktion der 
Koordinatcn y und z dar und ist nicht an die Voraussetzung eben 
bleibender Querschnitte gebunden. LI dIP und LI d X sind demgemaE 
als konstante Winkel aufzufassen, auf deren geometrische Deutung ver
zichtet werden kann (vgl. hierzu Nr. 35 und 47). Aus vorstehendem 
Ansatz ergibt sich 

d Ai = - [LI d 8 fa. dF + LI d ¢ . cOS'IjJ fa. y. dF + LI d qy sin 'IjJ fa. z • dF 
+ LI d X f a (z· COS'lp - ysinlfJ) d F + dp sin 'IjJ I 7:y ' dF 
+ d p . cOS'IjJ f 7:z • d F] . 

FUr die Schwerachse in der Kraftebene besteht die Gleichgewichts-
bedingung r -( . ) d F 0 . oz· cOS'IjJ - y sm ljJ =. 

Mithin verschwindet LI d r. in der Arbeit des Stabelementes. Man erhalt 

dAi = - [LI d8 fa. dF + LI dcp. COS1j1 j a· y. dF + LI dIP' sin lfJ fa. zdF 
+ d p • sin lfJ f 7: y • d F + d p . cos lfJ f7: z • d F] . 
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Hierin ist dp als ein mittlerer Wert aufzufassen, dessen Berechnung 
in Nr.47 gezeigt ist. 

Die auBeren Krafte des biegungsfesten Stabes werden im allgemeinen 
als Einzelkrafte aufgefaBt, d. h. als Krafte endlicher GroBe, die in einem 
Punkte der Stabachse angreifen. Wirkt eine solche Kraft auf die Ober
Wiche des zusammenhangenden Korpers, so werden die Spannungen 
im Angriffspunkt unendlich groB und nehmen mit dem reziproken Wert 
des Abstandes von diesem abo Die Funktionen, welche die Spannungen 
angeben, haben in dem Angriffspunkt eine Singularitat. Nach einem 
von B. de St. Venant aufgestellten Prinzip ist jedoch die elastische 
Wirkung der Einzelkraft, d. h. die von ihr erzeugte Verzerrung der 
Volumenelemente identisch mit der elastischen Wirkung einer statisch 
gleichwertigen Flachenkraft in allen Punkten, deren Abstand vom 
Angriffspunkt gleich oder groBer als der Halbmesser der Flache ist, 
iiber welche sich die fragliche Flachenkraft erstreckt. Danach kann 
die auBere Arbeit der Einzelkraft gleich der einer Flachenkraft gesetzt 
werden, die sich iiber eine beliebig kleine Flache erstreckt und deren 
Mittelkraft der Einzelkraft nach Lage, GroBe und Richtung gleich 
ist. Fiir die Flachenkrafte gelten die Gleichungen (14) und (16) genau. 
Fiihrt man in diese an Stelle der Arbeit der Oberflachenkrafte die Arbeit 
der auBeren Einzelkrafte L Qm 3m bzw. L Qm 15m ein, ohne den durch die 
Einzelkraft in nachster Nahe des Angriffspunktes bedingten Spannungs
verlauf zu beriicksichtigen, so kann der etwa begangene Fehler nur 
verschwindend klein sein, wenn die Abmessungen des Korpers endlich 
sind. Am biegungsfesten Stab treten Einzelkrafte der strengen De
finition iiberhaupt nicht auf, sondern es sind praktisch nur Flachenkrafte 
moglich, die sich auf eine im Verhaltnis zur Stablange kleine Mantel
flache verteilen. Daher kann die Arbeit der auBeren Krafte stets mit 
dem oben genannten Wert eingefiihrt werden, in dem 15m bzw. 15m die 
Verschiebung des Punktes m der Stabachse in der Richtung Qm be
zeichnet. Die Gleichung des Prinzips der virtuellen Verriickungen 
fUr den einzelnen biegungsfesten Stab lautet daher 

_ 8 

L: Qm 15m + J d Ai = 0, (25) 

oder 
o 

2'Qmbm + !dAi = O. 
o 

In ersterer sind die // d 8, /I d cp, d p zu iiberstreichen, in der letzteren 
die as, Ty , Tz • 

Das ebene Stabwerk wird in Knotenpunkte und einzehle Stabe zer
legt, indem durch jeden Stab je zwei Schnitte unmittelbar neben seinen 
Endpunkten gefUhrt werden. Die in den Schnittflachen wirkenden 
Spannungen werden an beiden Schnittufern als auBere Krafte - Pxo' 
PYO' Pzo - gleicher GroBe, aber entgegengesetzter Richtung angebracht. 
Die Knotenpunkte, in denen biegungsfeste Stabe vorhanden sind, konnen 
jedoch nicht wie beim Fachwerk als geometrische Punkte aufgefaBt 
werden, sondern sie sind ebene Scheiben von sehr kleinen Abmessungen. 
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Denn die Abmessungen der Schnittflachen sind, obwohl sie gemaB der 
oben dargelegten Auffassung des Stabes ala sehr klein anzusehen sind, 
doch von Null verschieden, so daB die in ihren Punkten wirkenden 
Spannungen nicht durch den geometrischen Knotimpunkt hindurch
gehen. Infolge der Kleinheit der Abmessungen der Querschnitte darf 
der Knotenpunkt jedoch als starre Scheibe aufgefaBt werden, so daB· 
das Prinzip der virtuellen Verriickungen fUr jeden die Gleichgewichts-· 

bedingung Qm bm + f (Pzo . Uo + P1/0 • Vo + Pzo . wo) d I = 0 
ergibt, in welcher das Integral sich iiber aIle SchnittfIachen erstreckt. 
Fiir jeden biegungsfesten Stab besteht die Gleichung 

2: Qm~m + f(pzo' Uo + PlIOVO + Pzo' wo) dl + /dA i · ·0, 
o 

in welcher das erste Integral sich iiber die beiden Schnittflachen des 
Stabes erstreckt. Samtliche Gleichungen werden nun addiert, die 
auBeren Krafte zu ~Qm cfm zusammengefaBt und die beiden Integrale, 
die fiir jede Schnittflache bestehen, zu einem Integral vereinigt, indem 
beachtet wird, daB die Richtung von Pzo, P1/0, Pzo in beiden die ent
gegengesetzte ist. So erhalt man 

~Qm J"m + 2:2 f[pzo (uo - ~o) + P1/0 (Vo - vo) + Pzo (wo - Wo)] d I 
8 

+ 2: fdAi=O. 
10 

L2 erstreckt sich iiber aIle Schnittflachen, L1 iiber aIle biegungsfesten 
Stabe. Die virtuellen Verriickungen werden schlieBlich den Bedingungen 
unterworfen: 

~=~, ~=~, ~=~, ~ 
d. h. der Zusammenhang des Stabwerks solI in allen Schnittflachen 
bestehen bleiben oder die Ufer jedes Schnittes sollen gleiche Verschie
bungen und gleiche Drehungen erfahren. Dann wird L = 0 und es 
ergibt sich 8 2 

~ Qm • ~m + 2:1 fdA. = o. 
o 

Enthalt das Tragwerk einfache Stabe, so ist die Bedingung (26) fiir die 
virtuellen Verriickungen die, daB die Stablangenanderung LIs durch 
Gleichung (8) mit den Verschiebungskomponenten der Gelenkpunkte 
verkniipft ist. Die Arbeit der inneren Krafte - L S LI 8 tritt zu Ll 
hinzu. Mithin hat die Gleichung des Prinzips der virtuellen Verriickungen 
im allgemeinen FaIle des aus biegungsfesten und einfachen Staben be
stehenden Stabwerks die beiden Formen 

8 

CQmoJm- 2:f [Lldsf a 0 dF+!Jdq;cosVJ f a o yo dF+Lldq;sinVJ fa ozodF 
o 

+ dp 0 sin VJ f T1/ 0 d F + dp cOSVJ f Tz ' dF] -2: SoLIs = 0, 
s 

lFQmo ~m -1:f [LldsfadF+ Lldq;cosVJ faoyo dF + Lldq;sin1jJ fa 0 zdF 
o 

+ dp 0 sinVJ fY1/O dF + dp 0 cOSVJ fTzdF] -2: BLls = 0, 
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wobei die virtuellen und die wirklichen Verruckungen die durch die 
Gleichungen (26) ausgedriickten Bedingungen erfuilen mussen. Da 
Ll d 8, Lld cp, d p voneinander unabhangig sind und ~ Qm bm die Y
und Z-Koordinate der Querschnitte nicht enthiilt, so kann 

! a· dF = N 8 , cos1p fa. ydF + sin1p! a· z· dF = M 8 , 

sin1p!tydF + cos1pj-rzdF= VB 

gesetzt werden, wenn N., lJII., VB Funktionen der Koordinaten der 
Punkte der Stabachse sind. Mit dieser Einfuhrung erhlHt man 

(27) 

s s 

CQm,om-"L]Ns·Ads-"L] M".Adp 
o 0 

s (28)1) 

-"L ]Vs·dp -"L 8As = O. 
o 

c) Analytische FormuIierung und IJosung der Aufgabe. 

10. Die GIeichgewichtsbedingungen des Knotenpunktes und der 
starren Scheibe. 

Fur jeden Knotenpunkt des ebenen Fachwerks gilt die Gleichung 

(Qmx + 'L!:Smk cos amk) Llxm + (Qmy + 'L!:Smk cos!3mk) Ll Ym = 0, 

die aus (7) folgt, wenn bm durch (6) ausgedruckt und 

Qmx = Qm cos, , Qmy = Qm cos ~l 

gesetzt wird. Da aile Ll Xm, Ll Ym voneinander unabhangig sind, zerfallt 
die Gleichung in zwei selbstandige Gleichungen: 

Qm", + :f!: Smk . cos (Xmk = 0, } 

Qmy + :f!:Smk' COS~1nk = 0, 
(29) 

welche die Gleichgewichtsbedingungen des Knotenpunktes des ebenen 
Fachwerks genannt werden. Sie gelten fUr jede beliebige Richtung der 
Koordinatenachsen und mussen nicht notwendig auf zwei zueinander 
rechtwinklige Achsen bezogen werden. Fur das Gleichgewicht der 
auBeren und il1l1eren Krafte in einem Knotenpunkt ist daher not
wendige und ausreichende Bedingung: Summe der Komponenten 

1) M ii 11 e r - B res I au, H.: Neuere Methoden der Festigkeitslehre, S. 243. 
Leipzig 1913. 
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aller Krafte nach zwei voneinander verschiedenen Rich
tungen gleich Null. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daB dieselbe 
Bedingung fiir ein reines Gelenk in einem Stabwerk besteht, indem die 
Kraft, die von jedem biegungsfesten Stab ausgeiibt wird, als eine nach 
GroBe und Richtung unbekannte Kraft, durch die GroBe ihrer Kompo
nenten nach zwei verschiedenen Richtungen ausgedriickt wird. 

Zu den Beziehungen zwischen den auBeren Kraften an einem Trag
werk innerer Stabilitat (starre Scheibe) fiihrt die Gleichung 

2: Qm . Jm - L: s . /18 = 0 

und ebenso die aus (14) durch Streichung der Z-Koordinate folgende 

L: Q",' b", - ji(oxEx + OyEy + Tz ' yz) d;'C· dy = 0, 
wenn die virtuellen Verriickungen eingefiihrt werden, die ohne innere 
Formanderung moglich sind also A 8 = 0 bzw. Ex = 0, Ey = 0, Yz = 0 
bedingen. Fiir die virtuellen Verriickungen der Knotenpunkte bestehen 
danach die Gleichungen 

0= (,1 Xk - A Xi) cos tXik + (A Yk - ,1 Yi) cos f3ik (30) 

und fiir die virtuellen Verriickungen der Punkte einer zusammen
hangenden starren Scheibe die partiellen Differentialgleichungen 

Beide werden durch 

ov 
-;c-- = 0, 
dy 

die Funktionen 

au ov 
--+-=0. oy ax 

,1 xr bzw. U, = a + C • Yr , 
A Yr vr = b - C • Xr 

(30 a) 

erfiillt, in welchen a, b, c willkiirliche Konstante sind. Urn das zu 
zeigen, seien die Funktionen in (30) eingefiihrt. 1m ersten Glied fallt 
dabei a, im zweiten b ohne weiteres aus, und die rechte Seite lautet 

c (Yk -- Yi) cos tXik - C (Xk - Xi) cos f3i1' . 

Sie wird fiir jeden Wert c zu Null, da 

cos lXik Xk - :ri 

cos f3ik Yk - Yi 

ist. Man erkemlt, daB die rechte Seite von (30) nur dann verschwindet, 
wenn A X von x, ,1 y von Y und beide von allen hoheren Potenzen un
abhiingig sind. Die Erfiillung der Gleichungen (30a) durch die angegebenen 
Funktionen ist ohne weiteres ersichtlich, ebenso die Vollstandigkeit der 
Losung. Da die Funktionen drei willkiirliche Konstante enthalten, be
stehen drei voneinander unabhangige virtuelle Verriickungen der starren 
Scheibe. Die Konstanten a und b miissen sehr kleine Strecken, c die 
Tangente eines sehr kleinen Winkels sein, fiir den auch der Winkel 
selbst eingefiihrt werden kann. Es werde nun gesetzt: 

a = - c . Yk , b = C • Xk , 

dann "kennzeichnet 

A xr = C (Yr - Yk) , A y, = - C (xr - Xk) 
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eine sehr kleine Drehung der Scheibe um Punkt k. Drei verschiedene 
Verriickungen erhalt man, indem man drei verschiedene Punkte k 
1, 2, 3 - wahlt. Bildet man aus 1 und 2: 

1-2) Lfx. = -C(YI - Y2)' 

und aus 1 und 3: 

1-3) LfX. = -C(YI - Y3)' LfYr. C(XI - x3), 

so ist 1-2 eine Drehung urn den unendlich fernen Punkt der Ge
raden 1-2, und 1-3 eine Drehung urn den unendlich fernen Punkt 
der Geraden 1-3. Beide sind nur dann verschieden, wenn die Punkte 
1, 2, 3 nicht auf einer Geraden liegen. Die drei bestehenden, von
einander unabhangigen Verriickungen lassen sich also durch je eine 
Drehung um drei beliebige Punkte darstellen, die nicht auf einer Ge~ 
raden liegen. Durch Einfiihrung der Ansatze in 

~Qm~;;: = ~Qm.,Lfxm + ~Qmy' Lf Ym = 0 
ergibt . sich 

oder 
~ Qm", (Ym - 'Yk) - ~ Qmy (oom - OOk) = O. (31) 

Die linke Seite der ersten Gleichung ist die Arbeit der auBeren 
Krafte bei einer Drehung um Punkt k urn den Winkel c, die linke Seite 
der zweiten das Moment der auBeren Krafte in bezug auf Punkt k . 
·Daher ist notwendige und ausreichende Bedingung ffir das Gleich
gewicht der auBeren Krafte an der starren Scheibe: Moment der 
Krafte in bezug auf drei nicht auf einer Geraden liegende 
Punkte gleich Null. 

Die drei Gleichungen, welche diese Bedingungen ausdriicken, sollen 
kurz die Gleichungen ~M = 0 genannt werden und durch das Zei_ 
chen (k) solI die Gleichung ~M = 0 in bezug auf Punkt k bezeichnet 
werden. Zwei der drei Punkte konnen auch im unendlich fernen Punkt 
zweier beliebiger Geraden gewahlt werden. Die beiden Momenten
gleichungen gehen dann in die Aussage iiber: Summe der Kompo
nenten aller Kriifte nach zwei verschiedenen Richtungen 
gleich Null. Der dritte Punkt darf jedoch nicht im unendlichen 
liegen, da drei unendlich ferne Punkte einer Geraden angehoren. 

11. Die Unbekannten und die Grundgleichungen. 
In dj:lr zweifachen Aufgabe der Statik, die in Nr. 3 bezeichnet ist, 

treten folgende gegebene GroBen auf: 
1. die Lasten P, die beim Fachwerk nur in den Knotenpunkten, 

beim Stabwerk in jedem Punkt der Achse der biegungsfesten Stabe 
angreifen konnen; 

2. die Anderungen der Temperatur in den inneren Gliedern, die in 
der Anzahl der Grade - t - angegeben sind; 

3. die Verschiebungen der Stiitzen bzw. Drehungen der Einspan
nungen, die in Strecken C und im allgemeinen positiv in der Richtung 
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del' positiven Stutzkraft odeI' des positiven Einspannungsmomentes an
gegeben sind. 

Die Gleichgewichtsaufgabe des Fachwerks enthalt als Unbekannte 
die Stutzkrafte C del' Stutzen und die Spaunkrafte S del' Stabe. Ihre 
Anzahl ist in jedem FaIle r + a. Fur jeden Knotenpunkt bestehen in 
den Gleichungen (29) zwei Gleichgewichtsbedingungen, welche von den 
Unbekannten erfiillt werden mussen. In del' Formanderungsaufgabe 
des Fachwerks sind die Verschiebungskomponenten A x, A y ailer 
Knotenpunkte die Unbekannten. Die Langenanderungen del' Stabe A 8 

sind nach dem H 0 0 k e schen Gesetz lineare Funktionen del' Spannkrafte 

worin Eden Elastizitatsmodul des Materials bezeichnet. Ferner tritt 
durch eine Anderung'der Stabtemperatur um to eine Langenanderung 
A 8" = e . t" . 8" ein, worin e die auf die Langeneinheit bezogene 
Langenanderung bezeichnet, die durch eine Temperaturanderung um 
1 ° Celsius entsteht. Danach ist zu setzen 

(32) 

und in die Gleichung (1) einzufuhren. Diese wird dadurch zu einer 
Elastizitatsbedingung, denn man bezeichnet del' gleichartigen Wirkung 
wegen auch e' t" . 8" als elastische Langenanderung. Zu den Elastizi
tatsgleichungen del' Stabe treten die Gleichungen (3), welche Auflager
bedingungen genannt werden sollen. Beide Gruppen bestimmen die 
Unbekannten A x, Ay. Die Anzahl del' Gleichungen ist r + a. 

Danach sind in beiden Aufgaben vorhanden: 

A. 2 k Gleichgewichtsbedingungen, 
r Elastizitatsbedingungen 

del' Stabe, 
a Auflagerbedingungen 

2 k + r + a Gleichungen. 

B. a Stutzkrafte C, 
r Spannkrafte S, 

2 k Verschiebungskompo
nenten A x, Ay 

------
a + r + 2 k Unbekannte 1). 

Die Zahl del' Gleichungen ist ebenso groB wie die ZahI del' Un
bekannten. Die Gleichungen enthalten die Unbekannten und gegebenen 
GroBen nur in del' ersten Potenz. Sie bestimmen daher deren Werte 
eindeutig, sofern sie voneinander unabhangig sind. Die Aufgabe ist 
immer bestimmt und immer lOsbar. 

Zu einer eindeutigen Bezeichnung del' statischen GroBen des Stab. 
werks gelangt man auf folgendem Wege: Das Stabwerk wird wie in 
Nr. (9) durch Schnitte in Knotenpunkte und einzelne Stabe zerlegt. In 
den Schnittflachen werden die Spannungen als auBere Krafte auf beide 
Ufer in gleicher GroBe abel' entgegengesetzter Richtung wirkend an-

1) M ti 11 e r - B res 1 au, H.: Die graphische Statik Bd. II, Aht. 1, S. 5. 
Stuttgart 1907. 
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gebracht. In den Schnitten durch einen biegungsfesten Stab sind dies 
die Krafte 

l.N8 =IadF, 2. Vs=sin1p!TydF+cos1pITzdF 
und das Moment 

3. Ms = COS1p! a· y. dF + sin 1p! a· z· dF, 

in den Schnitten durch einen einfachen Stab die Spannkrafte S. An 
jedem biegungsfesten Stab treten daher sechs unbekannte statische 
GraBen auf, je drei in den beiden Schnittflachen durch die Endpunkte. 
In jedem einfachen Stab ist eine Unbekannte vorhanden, da die Spann
krafte in den beiden Endschnitten gleiche GroBe und Kraftlinie habell. 
An unbekannten auBeren Kraften treten die Stiitzkrafte C und Ein
spannungsmomente Er auf. Jeder Knotenpunkt, in dem steife Ecken 
vorhanden sind, jeder Auflagerpunkt mit einer Einspannung und jeder 
biegungsfeste Stab bildet eine starre Scheibe, 'an del' auBere Krafte 
angreifen. Das Gleichgewicht del' Krafte an jeder Scheibe ist also an 
die drei Bedingungen L: M = 0 gekniipft. Fiir die in dem Tragwerk 
vorhandenen reinen Gelenke gelten je zwei Gleichungen (29). 

1st nun kl die Zahl del' Knotenpunkte mit einer steifen Ecke odeI' 
einer Einspannung, k2 die Zahl del' reinen Gelenke, r 1 die Zahl del' 
biegungsfesten Stabe, so bestehen 3 kl + 2 k2 + 3 r1 Gleichgewichts
bedingungen. Die Zahl del' Unbekannten in den biegungsfesten Stab en 

.6 r1 vermindert sich, wenn ein Stab in einem Endpunkt durch ein 
Gelenk mit den ubrigen Gliedern verbunden ist, da in diesem Falle 
ein Moment nicht auftreten kann. Es solI deshalb die Zahl del' Un
bekannten in den biegungsfesten Staben durch 4 r 1 + q bezeichnet 
werden, so daB q die Zahl del' Momente ist, die in den Schnitten durch 
die Stabenden wirken. Die Zahl aller unbekannten statischen GraBen 
ist somit 4 r1 + q + r2 + a1 + a2 • Damit die Unbekannten durch die 
Gleichgewichtsbedingungen bestimmt sind, muB 

. 3 kl + 2 k2 + 3 r 1 = 4 r 1 + q + r 2 + a 1 + a2 

odeI' 
(33) 

sein. In jedem Knotenpunkt del' Art kl ist die Zahl del' in ihm ver
bundenen biegungsfesten Stabe und also anch del' Momente in den 
Schnittflachen um I gr6Ber als die Zahl del' steifen Ecken. Darans folgt 

kl + e = q. 

Besitzt das Tragwerk einfache Stabilitat, so ist 

2 (k1 + k2 ) = r1 + r2 + e + a1 + a2 • 

Die Addition beider Gleichungen liefert die Gleichung (33). Mithin 
besteht in einem Tragwerk einfacher Stabilitat Gleichheit zwischen del' 
Zahl del' Gleichgewichtsbedingungen und del' Zahl del' unbekannten 
statischen GraBen. 

Die Zahl del' unbekannten statischen GraBen kann jedoch dadurch 
verringert werden, daB die Gleichgewichtsbedingungen, die nul' eine 
beschrankte Anzahl derselben enthalten, fur sich aufgelost werden. In 
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erster Linie sind das die drei Gleichungen 1: M = ° fUr jeden biegungs
festen Stab, welche hochstens sechs Unbekannte enthalten. Es genugt, 
diese Gleichungen fUr den geraden Stab aufzustellen, da der gekrummte 
oder geknickte Stab stets in eine Anzahl gerader Stabe durch Ein
schaltung von Knotenpunkten mit steifen Ecken unterteilt werden 
kann. Uberdies lassen 
sich die Gleichungen 
fur den nicht geraden 
Stab mit geringfugigen 
Anderungen in dersel
ben Weise aufstellen 
wie fur den geraden 

Abb.6. 

Stab. Die beiden Endpunkte des Stabes seien a und b, seine Lange 
sei 8 bezeichnet. Dann lauten mit den aus Abb. (6) ersichtlichen Be
zeichnungen die Gleichungen 

(b) .lVI a - M b + Va 0 8 - 1: Q' 0 b = 0 , 

(a) M a -Mb +Vbo8+1:Q'oa=O, 

(00) Na-1:Q"-Nb=O, 

aus denen Va, Vb, Nb ZU ellminieren sind. 

V __ M a -Mb +1:Q'b 
a- , 

8 8 

Ma - M b _ ~ Q'o a 
Vb = ---=---' .. 

8 8 

Nb = Na - 1:Q". I (34) 

Die Krafte im Querschnitt durch einen beliebigen Punkt v der Stab
achse, dessen Abstand von a v von b v' sei, sind nun aus den Gleichungen 
2M = ° entweder fUr den Stabteil av oder vb zu berechnen. Fur 
ersteren lauten sie: 

(v) Ma-J.Ylv + V a ov-1:Q'(v-a)=O, ) 

(a) Ma - Mv - Vv 0 v + 1: Q'o a = 0, (34a) 

(00) Na - 1:Q"-Nv=O. 

Die 1: umfassen aIle Krafte Q am Stabteil avo Wird noch Va durch 
die erste Gleichtmg (34) eliminiert, so lassen sich N v , Vv, Mv durch 
N a, M a, Mb und die auBeren Krafte ausdrucken. Mithin sind die 
drei statischen GroBen in allen Querschnitten einschlieBlich des Quer
schnittes b bekannt, wenn N a, M a, Mb bekannt sind, und es diirfen 
N a, M a, Mb als die unbekannten statischen GroBen des biegungs
festen Stabes angesehen werden. 

Von den drei Gleichgewichtsbedingungen fUr jeden Knotenpunkt 
der Art kl konnen zwei in Form der Gleichungen (29), die dritte als 
Gleichung L M = 0 bezogen auf den geometrischen Knotenpunkt auf
gestellt werden. Aus jeder der letzteren laBt sich aber in einfacher 
Weise je ein Moment eliminieren, wenn als neue Unbekannte die Momente 
Me eingefUhrt werden, die den steifen Ecken zuzuordnen sind. 
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Sind in einem Knotenpunkt die in einer Umfahrungsrichtung ge-
zahlten biegungsfesten Stabe 1 ... n durch die steifen Ecken 1 ... n - 1 
verbunden, und die Momente in den Schnittflachen der Stabe Ma 1 ... Man 
bezeichnet, so werden die Me definiert durch 

(35) 
also: 

n 

und erfiillen die Gleichung LMar = 0 fur willkurliche Werte 
1 

Mel' .. Me,n-l' Greift in einem solchen Knotenpunkt ein auBeres, 
m bezeichnetes Moment an, so sind die Me durch 

1 
.11Iar = Mer - Me,r-l - - m 

n 
n 

zu definieren und erfullen die Gleichung ~ Mar + We = 0 wiederum 
1 

fur willkiirliche Werle Mel'" Me,n-l' Unter dem Moment Mer ist 
danach das Moment der Spannungen in dem Querschnitt zu verstehen, 
in dem die Stabe r + 1 und r zu der steifen Ecke r verbunden sind. 
Dies Moment wirkt auf beide Stabe in gleicher GroBe aber entgegen
gesetzter Richtung. Samtliche Momente ilIa, Mb lassen sich daher 
durch die Momente Me der stenen Ecken und die Momente Er der 
Einspannungen ausdriicken. Dadurch sind zugleich die kl Gleichungen 
2: M = 0 £lir die Knotenpunkte erfiillt. Ais unbekannte statische 
GroBe des biegungsfesten Stabes verbleibt somit nur eine, namlich N a , 

wenn jeder steifen Ecke das unbekannte Moment 1I1e beigelegt wird. 
Verfahrt man so, dann entspricht auch im Stabwerk jedem Glied eine 
statische GroBe und die Zahl der Gleichgewichtsbedingungen ist 2 k, 
da 3 rl + kl Gleichgewichtsbedingungen zur Elimination von Un
bekannten benutzt sind. 

Die Formanderungsaufgabe beruht auf den Gleichungen (1), (2), 
(3), (4). In (1) und (2) sind die elastischen Langenanderungen LIs und 
Winkelanderungen LI {} einzufuhren, die Funktionen der inneren Krafte 
und der Temperaturanderungen sind. Diese Funktionen sind linear in 
den statischen GraBen, ihre Konstanten bedurfen jedoch besonderer 
Berechnung, die in Nr.47 und 49 gegeben wird. Die Grundlage bilden 
die empirisch gefundenen Beziehungen zwischen den Spannungs- und 
Verzerrungskomponenten: 

1 ( ay + az) 
8x = Iff ax - ----;;;;- + 8 • t , 

1 (' ax + az) . 
8y = Iff a y - -m + 8 • t, 

1 ( ax + a y) 8 =- a ---- +8·t 
z E Z m ' 

(36) 

1 1 1 
/'x = aT"" /'y = a Ty , l'z = aTz 
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die isotrope Struktur des Karpers voraussetzen. Die Konstante G wird 

Gleitmod ul genannt, sie ist mit E durch G = 2 (:! 1) verbunden. 

mist die in die Elastizitatstheorie durch Poisson eingefiihrte und 
nach ihm benannte Konstante, die theoretisch = 4 zu setzen ist. Spatere 
Versuche haben gezeigt, daB sie nicht fiir aile Materialien denselben 
Wert hat. 

Werden 11 8 und 11 f} als elastische Formanderungen eingefUhrt, so 
entsteht aus der Gleichling (1) die Elastizitatsbedingung des Stabes, 
aus (2) die Elastizitatsbedingung der steifen Ecke. Die Gleichungen (3) 
und (4) steilen die Anflagerbedingungen. Die Unbekannten der Form
anderungsanfgabe sind die Verschiebungskomponenten, ihre Anzahl 
betragt also 2 k . 

Nach dem Gesagten sind fUr das ebene Stabwerk in beiden Auf
gaben vorhanden: 

A. 
2 k Gleichgewichtsbedingungen, 

T1 +T2 Elastizitatsbedingungen 
der Stabe, 

e Elastizitatsbedingungen 
der steifen Ecken, 

a1 +a2 Auflagerbedingungen 

2k+T1 +T2+e+a1 +a2 Gleichungen. 

B. 
a1 Stiitzkrafte C, 
a2 Einspannungsmomente E, 
1\ N ormalkrafte N a' 

T 2 Spannkrafte S, 
e Momente der steifen Ecken Me, 

2 k Verschiebungskomponenten 
Llx,11y 

Die Zahl der GleiChungen ist ebenso groB wie die Zahl der Un
bekannten. Die Gleichungen enthalten die Unbekannten und gegebenen 
GraBen nur in der ersten Potenz. Sie bestimmen daher deren Werte 
eindeutig, sofern sie voneinander unabhangig sind. Die Aufgabe ist 
immer bestimmt und immer lOsbar. 

12. Statisch bestimmte und statisch unbestimmte Tragwerke. 
Besitzt ein Tragwerk einfache Stabilitat, so ist fiir das Fachwerk 

nach Nr. 2 T+a = 2kundfiir das Stabwerkr1 + r2 + e + a1 + a2 = 2k. 
Die Zahl der unbekannten statischen GraBen ist aber r + a im Fach
werk, T1 + T2 + e + a1 + a2 im Stabwerk, und die Zahl der Gleich
gewichtsbedingungen 2 k. Da nun die Gleichgewichtsbedingungen an 
Unbekannten nur die statischen GraBen enthalten und an gegebenen 
GraBen nur die Lasten P, so· folgt 

1. daB die Gleichgewichtsbedingungen ailein die statischen GraBen 
eindeutig bestimmen, sofern sie 2 k voneinander unabhangige Glei
chungen sind; 

2. daB die statischen GraBen von den Lasten allein abhangig, von 
Temperaturanderungen und Stiitzenverschiebungen unabhangig sind. 
Sind aile Lasten P = 0, so haben auch aile statischen GraBen den Wert 
Null. 

G r ii n i n g, Statik. 3 
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Notwendiges und ausreichendes Kennzeichen der Unabhangigkeit 
der Gleichungen ist wiederum der Wert der Determinante aus den Bei
werten der Unbekannten, der von Null verschieden sein muB. Es 
gilt hierfiir das in Nr. 2 Gesagte, so daB in allen folgenden Unter
suchungen vorausgesetzt werden darf, daB die Determinante hin
reichend groB ist. Tragwerke der bezeichneten Art werden statisch 
bestimmt genannt. Ein Tragwerk einfacher Stabilitat ist immer 
statisch bestimmt. Nach Losung der Gleichgewichtsaufgabe enthalt 
die Formanderungsaufgabe 2 k Unbekannte ilnd ist bestimmt durch 
r + a bzw. r1 + r2 + e + a1 + a2 Gleichungen, so daB die Unbekann
ten eindeutig bestimmt sind. Die LI 8, LI {}, c sind voneinander un
abhangig, jede dieser GroBen kann z. B. durch Temperatureinfliisse 
eine Anderung erfahren, ohne die anderen Glieder in ihren Ab
messungen zu beeinflussen. 

Besitzt ein Tragwerk n + 1 fache Stabilitat, so ist fiir das Fachwerk 
r + a = 2 k + n und fUr das Stabwerk r1 + r2 + e + a1 + a2 = 2 k + n. 
Die Zahl der unbekannten statischen GroBen iibersteigt die Zahl der 
Gleichgewichtsbedingungen um n. Die statischen GroBen sind also 
durch die Gleichgewichtsbedingungen nicht bestimmt, vielmehr kann 
n GroBen, die mit gewissen Einschrankungen beliebig auswahlbar sind, 
jeder willkiirliche Wert beigelegt werden, ohne die Erfiillung der Gleich
gewichtsbedingungen unmoglich zu machen. Eine Verbindung aller 
vorhandenen statischen GroBen, welche die Gleichgewichtsbedingungen 
erfiillt, soIl ein Gleichgewichtszustand genannt werden, wobei zu
gelassen ist, daB einzelne der unbekannten statischen GroBen den Wert 
Null haben. 1m Tragwerk n + 1 facher Stabilitat sind danach n . IX) viele 
Gleichgewichtszustande bei bestimmten Lasten P maglich. Sind aIle 
Lasten P = 0, so haben die unbekannten statischen GraBen gleichwohl 
nicht unbedingt den Wert Null. Vielmehr konnen auch in diesem FaIle 
n GroBen jeden willkiirlichen Wert annehmen, wahrend die Erfiillul1g der 
Gleichgewichtsbedingungen durch die 2 k verbleibenden statischen 
GraBen erzwungen wird. Es sind also n voneinander unabhangige 
Gleichgewichtszustande moglich, ohne daB Lasten auftreten. Ein 
Gleichgewichtszustand, der ohne Lasten besteht, solI ein Selbst
spannungszustand genannt werden. Die n bestehenden, vonein
ander unabhangigen Selbstspannungszustande sind am einfachsten dar
zustellen, indem n mal nacheinander n statische GroBen so bestimmt 
werden, daB einer der Wert ± 1 - Krafteinheit oder Momenteneinheit -, 
den n - 1 anderen del' Wert Null beigelegt wird. 

Tragwerke der beschriebenen Art werden statisch unbestimmt 
genannt, weil die statischen Gleichungen die Gleichgewichtsaufgabe 
unbestimmt lassen. Ein Tragwerk n + 1 facher Stabilitat ist nfach sta
tisch unbestimmt. 

1st die Gleichgewichtsaufgabe des Tragwerks n + 1 facher Stabilitat 
nfach unbestimmt, so ist seine Formanderungsaufgabe nfach iiber
bestimmt. Delll den 2 k Verschiebungskomponenten stehen in den 
Elastizitatsbedingungen der inneren Glieder und den Auflagerbedin
gungen 2 k + n line are Gleichungen gegeniiber. 
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Geht man von den Gleichungen (1), (2), (3), (4) aus und eliminiert 
aus ihnen die LI x, LJ y, so bleiben n Gleichungen iibrig, welche nur die 
LI 8, LI {}, cinder ersten Potenz enthalten. Sie driicken rein geometrische 
Bedingungen aus, an welche die LI 8, LI {}, c gebunden sind, damit ein 
bestimmter Wert jeder Verschiebungskomponente aIle 2k + n Glei
chungen erfiilIt. Die Formanderung des Tragwerks von n + 1 facher Sta
bilitat ist also nicht frei in dem Sinne, da13 jedes Glied seine Abmes
sungen beliebig andern kann, ohne dadurch Anderungen der Abmes
sungen der anderen Glieder zu bedingen, sondern sie unterliegt n Be
schrankungen, die durch lineare Gleichungen angegeben sind. Da diese 
aus 2 k + n gleichfalIs linearen Gleichungen durch Elimination der 
2 k Unbekannten gewonnen sind, bestehen nur n bestimmte Gleichungen 
zwischen den Ll8, LI {}, c. Daraus folgt, da13 auf jedem Wege, der zu n 
notwendigen Gleichungen zwischen den genannten GroBen fiihrt, immer 
nur Gleichungen gefunden werden konnen, die mit jenen identisch sind, 
auch wenn sie eine andere For~ haben. 

Da nun jede Formanderung des Tragwerks den n bezeichneten Be
dingungen unterliegt, gilt das auch fiir die elastische durch die statischen 
GroBen und etwaige Temperaturanderungen verursachte. Also er
geben sich, wenn aIle LI 8, LI {}, c durch die statischen GroBen und die 
Temperaturanderungen ausgedriickt werden, sofort n lineare Gleichun
gen, welche von den unbekannten statischen GroBen erfiillt werden 
miissen. Sie treten zu den 2 k Gleichgewichtsbedingungen hinzu und 
erhohen deren Zahl auf 2 k + n, so daB nunmehr Gleichheit zwischen 
der Zahl der Gleichungen und der Zahl der unbekannten statischen 
GroBen besteht. Da aIle Gleichungen linear sind, sind aIle statischen 
GroBen eindeutig durch sie bestimmt. Es gibt nur einen bestimmten 
Wert jeder statischen GroBe, der aIle Gleichungen erfiilIt. In einem Trag
werk n + 1 facher Stabilitat bestehen somit n . CXl viele mogliche Gleich
gewichtszustande, aber nur einer derselben erfiillt die n Elastizitats
bedingungen, durch welche die Formanderung beschrankt ist, nur ein 
Gleichgewichtszustand ist gleichzeitig geometrisch moglich. Da die 
Elastizitatsbedingungen als gegebene GroBen Temperaturanderungen 
und Stiitzenverschiebungen enthalten, sind die statischen GroBen eines 
Tragwerks mehrfacher Stabilitat auch von diesen abhangig. 

Nach Losung der Gleichgewichtsaufgabe ist die Formanderungs
aufgabe stets zu losen, indem die ermittelten statischen GroBen neben 
den gegebenen Temperaturanderungen und Stiitzenverschiebungen in die 
Elastizitats- und Auflagergleichungen eingefiihrt werden. Von diesen wer
den jedoch nur 2 k benotigt, da die Aufgabe nur 2 k Unbekannte enthalt. 
Es kann also eine Auswahl aus den vorhandenen Gleichungen getroffen 
werden, deren Willkiirlichkeit nur durch die Notwendigkeit beschrankt 
ist, daB die Gleichungen voneinander unabhangig sind. Diese Bedingung 
wird erfiilIt, wenn die Glieder, deren Elastizitatsbedingungen gewahlt 
sind, ein einfach stabiles System bilden. Da die richtige Losung der Gleich
gewichtsaufgabe die geometrische Moglichkeit des ermittelten Gleich
gewichtszustandes voraussetzt, miissen aIle in dem vorliegenden Trag
werk moglichen einfach stabilen Systeme zu demselben Ergebnis fiihren. 

3* 
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13. Das Superpositionsgesetz. 
Aus der Tatsache, daB aIle Gleichgewichtsbedingungen, Elastizitats

und Auflagerbedingungen lineare Gleichungen sind, folgt, daB ihre Auf
losung jede statische GroBe Z in der Form 1) 

Z ~ ~; t~ P I
: ~~~: : ::: : ~: : 2 [I 

+ Zr . C1 + Zr C2 + ... + Z;~ Cn 

und jede Formanderung Om in der Form 

Om=Oml,Pl+0"'2-P2+"'+Omn-Pn I 
+ 0~1 . tl + 0~2t2 + ... + o~ntn 
+ t5~ll c1 + t5~'2 C2 + ... + o;;'ntn 

(37) 

(38) 

ergibt. Darin bezeichnet jeder Beiwert Zr den Wert Z, der durch die 
Lasteinheit Pr (kurz P,. = 1 genannt) erzeugt wird, jeder Wert Z;. 
den Wert Z, der durch die Temperaturanderung tr = 1 0 erzeugt wird, 
und Z~ den Wert Z, der durch die Sttitzenverschiebung c,. = 1 (Langen
einheit) entsteht. Ebenso sind die Beiwerte 15m,., O~r> o;;,r die Werte Om, 
die durch Pr = 1, tr = 1 0 , Cr = 1 entstehen. Das durch die Glei
chungen (37) und (38) ausgedrtickteGesetz wird das Superpositions
gesetz genannt. Die wichtigste Folge des Gesetzes ist die Tatsache, 
daB der EinfluB gegebener Ursachen auf eine statische GroBe oder eine 
FormandenmgsgroBe ermittelt werden kann, indem der EinfluB jeder 
einzeInen Ursache getrennt verfolgt und dieser dabei die GroBe der 
Einheit beigelegt wird. Da das Gesetz aus der Linearitat aller Glei
chungen folgt, ist seine Gtiltigkeit an die Voraussetzung gebunden, auf 
der die Linearitat beruht, namlich die Voraussetzung so kleiner GroBen
ordnung der elastischen Formanderungen, daB sie gegentiber den Ab
messungen des Tragwerks vernachlassigt werden konnen. 

14. Allgemeine Losung·. Die Gleichgewichtsaufgabe 
a) des statisch bestimmten Tragwerkes. 

Die Gleichungen (9) und (27) fassen gemaB furer Ableitung aIle 
einzelnen Gleichgewichtsbedingungen zusammen, die ftir das Gleich
gewicht der Krafte an einem Fachwerk oder Stabwerk bestehen. Sie 
enthalten daher aIle Aussagen, die tiber den Gleichgewichtszustand 
eines Tragwerks gemacht werden konnen. Diese allgemeine und um
fassende Bedeutung beruht auf der Willktirlichkeit der virtuellen Ver
rtickungen. Werden nun besondere Aussagen tiber den Gleichgewichts
zustand gesucht, die nur einzeIne oder cine der statischen GroBen 
betreffen, so ist dazu nur cine besondere Verftigung tiber die virtuellen 
Verrtickungen notwendig. 

Zwischen den virtuellen Verrtickungen J x, J y und den virtuellen 
Langenanderungen J 8 des Fachwerks bestehen r Gleichungen (1). 

1) Vgl. FuJ3note 1, S. 29. 
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Mithin sind von den GroBen eines Systems virtueiler Verriickungen, 
deren Anzahl 2 k + r betragt, 2 k willkiirlich und die iibrigen r durch 
die Gleichungen (1) bestimmt, so daB die Zahl der voneinander un
abhangigen Systeme 2 k betragt. Man kann diese Systeme angeben, 
indem man setzt: 
a mal nacheinander: ein cr = 1, aile anderen c = 0, aile LIs = 0 , 
sodann 
r mal nacheinander: ein LIST = 1, aile anderen LI oS = 0, aile c = 0 . 

Da r + a = 2 kist, sind durch jede dieser Verfiigungen die willkiir
lichen GroBen bestimmt, so daB die abhangigen, namlich die unbe-
kannten LI X, LI Y bzw. die bm aus den Gleichungen (1) berechnet werden 
konnen. Trennt man in Gleichung (9) die Lasten Pm von den Stiitz
kraften 0, so erhalt man aus den bezeichneten Systemen virtueiler Ver
rUckungen a Gleichungen 

L' Pm bm + 0, . 1 = 0 (39) 
und r Gleichungen 

(40) 

Das sind a + r Gleichungen, deren jede nur eine unbekannte Kraft 
enthalt. Die Gleichungen geben also den durch die gegebenen Lasten P 
bedingten Wert jeder unbekannten statischen GroBe unmittelbar an. 

D m denselben Gebrauch von Gleichung (27) fiir ein Stabwerk zumachen, 
soil sie zuriachst umgeformt werden. Wie aus Nr.9 erheIlt, ist die Be-
dingung, an welche die LI d 8, LI d <p, d p, LIs gebundensind, ameinfachsten 
so zu fassen: der Zusammenhang der Stabelemente untereinander so
wie der Stabe mit den Knotenpunkten muB gewahrt bleiben. 1m iibrigen 
sind sie voilkommen willkiirlich. Infolgedessen kann fiir eine beliebige 
Anzahl von Elementen der biegungsfesten Stabe LI d 8 = LIs" LI d <p = LI <Pv , 
d P = LI P gesetzt werden und fiir aile anderen Elemente LI d 8 = 0, 
LI d <p = 0, d p = O. Damit geht die Gleichung (27) in 

L'Qmbm - LNsLls8 - L' Mv' LI <Pv -L'V. LIp - 2:8L1s = 0 (41) 

und unter Beschrankung auf die Elemente, in denen die unbekannten 
Na und Me wirken, in 

LQm b", -LNaLISa -L' 1J!JeLl8e - L' V· LI P -28 LIs = 0 (42) 

iiber. Die zweite und vierte Sum me umfaBt aIle biegungsfesten Stabe, die 
dritte aIle steifen Ecken, die fiinfte aIle einfachen Stabe. Zu jedem System 
virtueiler Verriickungen gehoren 21c GroBen LI x, LI y; r 1 GroBen LIsa; 
r2 GraBen LIs; e GroBen LI#. Die Bedingung des Zusammenhanges 
der Stabelemente und aIler Stabe in den Knotenpunkten stellt 

r1 + r2 Gleichungen (1) 
e Gleichungen (2). 

Mithin sind wie beim Fachwerk 2 k GroBen willkiirJich und die iibrigen 
r1 + r 2 + e durch die bezeichneten Gleichungen bestimmt, so daB 2 k 
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voneinander unabhangige Systeme virtueiler Verriickungen bestehen. 
Diese werden wie oben gewahlt, indem 

a1 + a2 mal nacheinander: 
ein cT = 1, aile anderen cT = 0, aile LIsa, LI {j, LI 8 = 0, 

r 1 + r 2 + e mal nacheinander: . 
eine der GroBen LI Sa, LI jj, LIs = 1, alle anderen und alle cr = 0 

gesetzt werden. Da a1 + a2 + r 1 + r2 + e = 2 kist, sind durch jede 
dieser Verfiigungen die willkiirlichen GroBen bestimmt. Nach Be
rechnung der abhangigen GroBen liefern die bezeichneten Systeme 
virtueller Verriickungen die Gleichungen 

und 
~Pmbm+Cr·l=O 

~Pm~m - Zr·1 =0, 

(43) 

(44) 

in welcher Zr eine der inneren statischen GroDen N a, lYle. S bezeichnet. 
Die Zahl dieser Gleichungen ist a1 + a2 + r1 + r2 + e. Sie geben also 
den durch die Lasten P bedingten Wert jeder unbekannten statischen 
GroDe unmittelbar an. Aus der Gleichung (41) kann man natiirlich auf 
dieselbe Weise das Moment 111v in jedem beliebigen Punkte der Achse 
eines biegungsfesten Stabes berechnen. Da diese Momente aber, wie 
in Nr. 11 gezeigt, als bekannt anzusehen sind, wenn aile 111e gefunden 
sind, bedeutet das nur einen Ersatz der Formeln, welche die Momente JJtIv 
. durch 111e ausdriicken. 

b) des statisch un bestimm ten Tragwerkes. 

In diesen ist die Anzahl ailer GroDen eines Systems virtueller Ver
riickungen ebenfalls 2 k + r bzw. 2 k + r1 + r2 + e und die Anzahl der 
zwischenihnen bestehenden Gleichungen r bzw. r1 + r2 + e. Mithin bleibt 
die Zahl der willkiirlichen GroBen und der voneinander unabhangigen 
Systeme unverandert 2 k. Da jedoch die Zahl der unbekannten statischen 
GroBen 2 k + n ist, so gehoren die Wege von n derselben nicht zu den 
willkiirlichen, sondern zu den abhangigen GroDen der virtueilen Ver
riickungssysteme und haben daher im allgemeinen einen von Null ver
schiedenen Wert. Die willkiirlichen GroDen konnen wie im Faile des 
statisch bestimmten Tragwerks gewahlt und die 2 k bestehenden 
voneinander unabhangigen Systeme virtueller Verriickul1gen eil1deutig 
bestimmt werden, wenn dem Verfahrel1 ein beliebiges Tragwerk ein
facher Stabilitat zugrunde gelegt wird, welches aus den Gliedern des 
vorliegenden Tmgwerks gebildet werden kann. Die LIs, c bzw. ilsa , 

LI#, c der n iiberzahligen Glieder haben dann in jedem System andere 
bestimmte Werte, die durch 1')1 ••• 1')n bezeichnet seien. Bezeichl1en 
ferner Y1 .•. Y n die statischen GroBen der iiberzahligen Glieder, dann 
folgen aus den Gleichungen (9) bzw. (42) 2 Ie Gleichungen der Form 

LPmb",+Cr·l+lhYl+1')2Y2+ ... +17nYn=O (45) 
oder 

(46) 
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Sie lassen die Stiitzkrafte Or sowohl wiedie inneren statischen GraBen Z 
unbestimmt und gestatten nur, diese als Funktionen der unbestimmten 
GraBen Y1 •.. Yn zu entwickeln. Das entspricht der in Nr. 12 gezeigten 
Tatsache, daB n . 00 viele Gleichgewichtszustande maglich sind. Ebenda 
ist gezeigt, daB n Selbstspannungszustande maglich sind, die man am 
einfachsten angeben kann, indem man n mal nacheinander Y" = ± 1, 
aIle anderen Y = 0 setzt. AIle iibrigen statischen GraBen jedes Selbst
spannungszustandes ergeben sich sofort aus den Gleichungen (45) 
und (46). Fiir jeden Selbstspannungszustand ist nach dem Prinzip der 
virtuellen Verriickungen die Arbeit der auBeren und inneren Krafte 
bei einer virtuellen Verriickung gleich Null. Da nun die Krafte und 
Momente jedes Selbstspannungszustandes bekanntsind, und die Arbeit 
der auBeren Krafte sich auf die Arbeit bekannter Stiitzkrafte beschrankt, 
so wird durch den Wert der virtueIlen Arbeit die Frage nach dem Zu
sammenhang zwischen gegebenen Stiitzenverschiebungen und allen mag
lichen Formanderungen der inneren Glieder beantwortet. Da weiter 
jeder Selbstspannungszustand eine andere Antwort gibt, erhalt man so 
n lineare Bedingungen zwischen den bezeichneten GraBen. N ach den 
Ausfiihrungen in Nr. 12 driicken sie die n Beschrankungen aus, denen 
die Formanderung des nfach statisch unbestimmten Tragwerks unter-
liegt. . 

Es bezeichne A' die Stiitzkrafte, S' die Spannkrafte, N~, M~, V~ 
die Normalkrafte, Momente und Querkrafte im Element v der biegungs
festen Stabe eines Selbstspannungszustandes. Dann lautet die Gleichung 
des Prinzips der virtuellen Verriickungen fiir das Fach werk nach 
Gleichung (15) 

1: 0' . c - 1: Sf . L1 s = 0 (47) 

und fiir das Stabwerk nach Gleichung (28) 

s s s 

1:0'. c - 1:jL1ds. N~ - 1:jL1dp. M~ - 1:jdp. V~ = O. (48) 
o 0 0 

Werden nun die LI 8, LI d cp, LI d 8, d p durch die inneren Krafte und 
etwaige Temperaturanderungen ausgedriickt, so ergeben sich n lineare 
Gleichungen, welche gleichzeitig mit den 2 k Gleichgewichtsbedingungen 
von den unbekannten statischen GraBen erfiiIlt werden miissen. Vor
stehende Anwendung des Prinzips der virtuellen Verriickungen fiir 
einen Selbstspannungszustand des Fachwerkes ist von O. M 0 h r 1) 
angegeben. 

15. Fortsetzung. Die Formanderungsaufgabe. 
Die Gleichungen (15) und (28) fassen aIle Elastizitats- und Auflager

bedingungen zusammen und enthalten daher aIle Aussagen, die iiber 
die Formanderung eines Tragwerks gemacht werden kannen. Ihre all
gemeine und umfassende Bedeutung beruht auf der Willkiirlichkeit 
des Gleichgewichtszustandes, fiir den sie gelten. Werden besondere 

1) Vgl. FuBnote 1, S. 16. 
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Aussagen iiber die Formanderung gesucht, die nur eine oder ein
zeIne FormanderungsgraBen betreffen, so ist nur eine besondere Ver
fiigung iiber den Gleichgewichtszustand notwendig. Wahlt man die 
Lasten so, daB ihre Arbeit gleich der Summe der Produkte aus der 
Krafteinheit und den gesuchten Verschiebungen ist, gleich e 1· 15"" 
dann gibt der negative Wertder Arbeit der innerenKrafte, vermindert 
um die Arbeit der Stiitzkrafte, den Wert der gesuchten Verschiebungen 
an: 

~1. bIll = -Ai - LC ·c. (49) 

Ai = -LS, LIs fiir das Fachwerk, 

Ai=-L[fL1d8.Nv+/Lld(p.Mv+/lPVv] fiir das Stabwerk. 
o 0 0 

Handelt es sich nur um die Verschiebung eines Punktes m in bestimmter 
Richtung, so ist als Belastung die Lasteinheit in Punkt m in Richtung 
der gesuchten Verschiebung zu wahlen, sodann sind die Stiitzkrafte 
und inneren statischen GraBen zu ermittehl, die durch P", = 1 ent
stehen. Handelt es sich um eine Verbindung von Formanderungs
graBen, z. B. eX • bm + fJ . bn + Y br , so ist _ die Belastung ent
sprechend zusammenzusetzen, namlich in mist P", = eX, in n P" = fJ, 
in r Y\ = y in Richtung der Verschiebungen bIll, bn , Jr anzubringen, 
sodann der durch diese Krafte erzeugte Gleichgewichtszustand zu be
stimmen. In jedem FaIle ergibt die Berechnung der Arbeitswerte 
- Ai - Lec den Wert der gesuchten Formanderung. 

Die Anwendung auf statisch bestimmte Tragwerke bedarf keiner 
weiteren Erarterung, da die Berechnung des Gleichgewichtszustandes 
nach Festlegung der jeweils geeigneten Belastung stets durchfiihrbar ist. 
Auf nicht stabile Systeme, deren Formanderung eindeutig festgelegt ist, 
ist das Verfahren gleichfalls anwendbar, da die Gleichungen (15) und (28) 
nur Gleichgewicht in allen Knotenpunkten und an allen biegungsfesten 
Staben, nicht aber die Stabilitat zur notwendigen Voraussetzung haben. 
Diese V oraussetzung laBt sich infolge der Willkiirlich~eit des Gleich-
gewichtszustandes durch geeignete "Vahl der Lasten P immer erfiillen 
und, wenn die Formanderung eindeutig bestimmt ist, stets so erfiillen, 
daB in der Arbeit L Pm bm nur gesuchte und gegebene GraBen bIll ent
halten sind. 

Bei Anwendung des Verfahrens auf ein statisch unbestimmtes Trag
werk ist zu beachten, daB nach Nr. 7 und 8 in dem angenommenen 
Gleichgewichtszustand n GraBen willkiirlich bleiben und insonderheit 
gleich Null gesetzt werden diirfen. Das bedeutet, daB der Gleichgewichts
zustand eines st&tisch bestimmten Systems gewahlt werden darf. Da 
weiter die Auswahl der n willkiirlichen GraBen ebenfalls willkiirlich ist, so 
darf jedes statisch bestimmte System verwendet werden, welches aus den 
Gliedern des vorliegenden, statisch unbestimmten Tragwerks gebildet 
werden kann. Dieser SchluB aus der Willkiirlichkeit des Gleichgewichts
zustandes wird bestatigt und selbstverstandlich durch die in Nr. 12, 
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S. 35 gezeigte Tatsache, daB die Formanderung eines Tragwerks mehr
facher Stabilitat durch die jedes Tragwerks einfacher Stabilitat festgelegt 
ist, welches aus den Gliedern des ersteren gebildet werden kann. Fur die 
Anwendung des Verfahrens auf mehrfach statisch unbestimmte Trag
werke ergibt sich daher die einfache Regel: N ach Wahl der j eweils 
zweckentsprechenden Lasten ist del' Belastung das statisch 
bestimmte System aus den Gliedern des vorliegenden Trag
werks zu unterwerfen, fur welches sich die Arbeit del' inneren 
Krafte am einfachsten berechnen laBt. 

DasErgebnis del' vorstehenden Absatze ist: Das Prinzip dervirtu·ellen 
Verriickungen lost die Gleichgewichtsaufgabe durch geeignete Wahl del' 
virtuellen Verriickungen, und zwar vollstandig fur statisch bestimmte 
Tragwerke, unvollstandig fUr statisch unbestimmte. Zur Durchfuhrung 
del' Losung ist die Berechnung del' abhangigen GroBen in den ver
wendeten Systemen virtueller Verruckungen notwendig, d. i. eine rein geo
metrische Aufgabe, deren Behandlung in Teil2, Abschnitt e) gezeigt wird. 
Die Unbestimmtheit der Gleichgewichtsaufgabe del' statisch unbe
stimmten Tragwerke behebt das Prinzip durch seine Anwendung auf 
die moglichen Selbstspannungszustande und die wirklichen Formande
rungen. SchlieBlich lost das Prinzip jede Formanderungsaufgabe durch 
geeignete Wahl des willkiirlichen Gleichgewichtszustandes. Zur Durch
fiihrung der Losung ist die Berechnung der Stutzkrafte und inneren 
Krafte eines statisch bestimmten Systems notwendig, die durch die 
gewahlte Belastung erzeugt werden. Letzten Endes wird danach die 
Gleichgewichtsaufgabe auf eine geometrische Aufgabe, die Formande
rungsaufgabe auf eine statische Aufgabe zuruckgefUhrt. 

d) Die Formandernngsarbeit. 

16. Definition. Satz Clapeyrons. 
Geht ein Tragwerk aus der spannungslosen Anfangslage in die 

Gleichgewichtslage uber, so leisten die inneren Krafte Arbeit. Der 
Wert derselben ist jedoch negativ. Denn wenn der Widerstand gegen 
die Formanderung als innere Kraft aufgefaBt wird, muB die Kraft
richtung der Richtlmg del' ]'ormanderung entgegengesetzt sein. Es 
soll der absolute Wert der bezeichneten Arbeit berechnet werden. 

Die ursprungliche Lange eines einfachen Stabes s gehe ohne Ande
rung seiner Temperatur in s + LIs uber, gleichzeitig wachst seine 
Spannkraft von Null auf S. Zwischen der Langenanderung und del' 
Spannkraft besteht in jedem Zeitpunkt des Vorganges die Abhangig
keit, die durch das Hookesche Gesetz gegeben ist: 

LI Su = Su • (! , 

wenn Llsu und Su variable Zwischenwerte zwischen Null und den End
werten bezeichnen. Durch Differentiation nach u ergibt sich . 

d LI Su = d Su . (! • 
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Nimmt nun lis" um d lis" zu, so ist der absolute Wert der dabei 
geleisteten Arbeit 8 d 8 ) d A 8 d A ( ,,+ i u LJ S" = ,,0 LJ Su , 

da die unendlich kleine GroBe zweiter Ordnung vernachHlssigt werden 
darf. Fur die Arbeit des ganzen Vorganges ergibt sich daher 

LIs 

- Ai = r 8u 0 d II Su , 

1J 
LIs 

1 J" lIs2 
- Ai = --: l1 s" 0 d II Su = 2 

eo e 
oder in der Spannkraft ausgedruckt 

-Ai = i82 
0 e. 

Der absolute Wert der Arbeit der inneren Krafte 
danach 1 II 2 

-A i =22:f l 
oder 

- Ai = ~ 2: 8 2 e . 

des Fachwerks ist 

(50) 

Das V olumenelement des zusammenhangenden isotropen Korpers 
andere bei gleichbleibender Temperatur seine Kantenlangen um Cx d x, 
cydy, czdz, seine Winkel um )'x, yy, yz. Gleichzeitig entstehen 
Spannungen ax, 0y, 0z, Tx , Ty, Tz, die mit den Verzerrungskompo
;nenten durch die Gleichungen (36)" verbunden sind. Bezeichnen nun 
Cxu , Eyu , Czu , Yxu, yy", Yzu die veranderlichen Zwischenwerte zwischen 
Null und den Endwerten, so ist der absolute Wert des Differentiales 
der Arbeit des Elementes 

- d (dAi) = (oxu 0 dfxu + Oyu 0 d Eyu + 0zu 0 d fzu + Txu 0 d Yxu 

+ Tyu 0 dyyu + Tzudyzu) dx 0 dy 0 dz. 
Aus den Gleichungen (36) ergibt sich 

a _ moE (15 + ~"",--+ Cyu+ czu) 
xu - m + 1 xu m - 2 ' 

_ mE ( fxu + EyU +Ezu ) 
Oyu - m + 1 cyu + --:;;;:;, _ 2 -- , 

_ mE ( Exu + cyu + czu ') 
°zu - ~+ 1 Czu + 2' m m-" " 

mE mE mE 
Txu = 2 (m + 1) Yx,,, Tyu = 2(;n + Ij yyu, Tzu = 2(m +-1) Yzu' 

Diese Gleichungen werden in d (dAi) eingefuhrt: 

- d (dAi) = mm:i [cxu 0 dfxu + cyu 0 dcyu + Cz u 0 Ezu 

1 + ---2 (cxu + Cyu + czu) d (Exu + Eyu + czu) 
m-

+ ~ (yxuod)'xu+yyuodyyu+YzudYzu)]dxodYdZ. 

(51) 
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Die rechte Seite ist das vollstandige Differential del' Funktion del' 
Verzerrungskomponenten 

_ mE [2 2 2 (e",u + eyu + ezu )2 
cP (e",u • Yzu) - 2 (m + 1) exu + eyu + ezu + m - 2 

+ ! (Y;u + Y~u + Y;u)] , 

welche das elastische Potential genannt wird. Fiihrt man sie ein, so ist 

- d (dAi) = dcp (exu ' Yzu) • dx· dy· dz 

- dAi = cp (e", ... yz) dx· dy. dz 

und somit die Arbeit des ganzen Karpel's 

-Ai=Icp(Ex ... yz)·dv, dv=dx·dy·dz. (52) 

Als Funktion del' Spannungskomponenten erhalt man das elastische 
Potential durch Einfiihrung del' Gleichungen (36) 

1 [9 9 9 2 ] 
1jJ (u", ... Tz) = 2E a:;, + ay + a; - m (Uy' Uz + Uz ' u'" + u y ' Uy) 

+ 1 (2 + 2 + 2) 27) 7:", 7:y 7:z • 

Die gefundenen Werte sollen mit der Arbeit der auBeren Krafte ver
glichen werden, welche die betrachtete Formallderung erzeugen. lhr 
Wert ist LQmo"" wenn die auBeren Krafte Q wahrend del' ganzen 
Formanderung mit konstanten Werten wirken. Fiir diese Arbeit gibt 
das Prinzip der virtuellen Verriickungen einen Wert in den inrieren 
Kraften. Fiihrt man namlich virtuelle Verriickungen ein, die gleich den 
wirklichen Verriickungen sind, so ist fUr das Fachwerk 

LQmOm =L8. L1s 
und mit L1 s = 8 . (! 

und fUr den Karper 

L Qm am = I (u", • e", + Uy Ey + Uz • Cz + T x • Y x + T Y • Y y + Tz r z) d v . 

Werden die Spannungen durch die Gleichungen (51) ausgedriickt, so 
ergibt sich L Qm' am = 2 I qJ (ex . .. Tz) dv . 

Del' Vergleich mit den Werten Ai zeigt, daB 

L Qm . am = - 2 Ai (53) 

und die algebraische Summe der Arbeiten del' auBeren und Inneren 
Krafte 

ist. Daraus folgt, daB das Tragwerk sich in der Gleichgewichtslage 
nicht in Ruhe befindet. Seine Massenpunkte haben vielmehr Geschwin
digkeit erlangt und bewegen sich iiber die Gleichgewichtslage hinaus. 
Wenn auf ein System in del' spannungslosen Anfangslage Lasten auf
gebracht werden, welche von Anfang an endliche, gleichbleibende GraBe 
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haben, schwingt das System urn die Gleichgewichtslage und kommt in 
dieser erst durch die allmahlich eintretende Dampfung der Schwin
gungen zur Ruhe. Die Voraussetzung der Statik, daB die Massenpunkte 
in der Gleichgewichtslage die Geschwindigkeit Null - exakt ausgedriickt 
v = constans - haben, zwingt daher zu der Annahme, daB die Lasten 
von Null aus bis zu ihren Endwerten zunehmend aufgebracht werden. 

<1 

Die Arbeit der auBeren Krafte ist dann 2: f Qu 0 dbu , und wenn die Zu-
o 

nahme der Lasten sich so vollzieht, daB jede Lage zwischen der span
nungslosen Anfangslage und der durch die Endwerte Q bedingten 
Gleichgewichtslage ebenfalls eine Gleichgewichtslage ist, dann ist 

<1 

2: f Qu 0 d~u + Ai = 0, 
o 

also if 1 
2:.fQu dou ="22: Q'mo'm o 

o 
(54) 

Der Satz, den diese Gleichung ausdriickt, wird nach Clapeyron be
nannt - vgl. FuBnote 1, S. 15 . 

.5 . 
Die Arbeit 2: f Qu· dbu , welche die auBeren Krafte leisten, wahrend 

o 
sie die Form eines elastischen Tragwerks bei gleichbleibender Tem
peratur andern, wird die Formanderungsarbeit genamlt. Sie sei A be
zeichnet. 

Der Begriff ist zuweilen auch auf nicht isotherme Deformation aus
gedehnt, die Definition ist dann aber nicht prazis zu fassen, und des
halb ist die Beschrankung auf die isotherme Deformation vorzuziehen 1). 
Del' Wert der Formanderungsarbeit kann in den auBeren Kraften durch 

1 
A = "22: Q . 0.,., 

in den inneren Kraften eines Fachwerks durch 

A=!..2: S2 .Q, 
2 

in den inneren Kraften eines isotropen Karpel'S durch 

A = .f 1p (ox 0 0 0 1;'z) dv, 
schlieBlich in den Langenanderungen der Stabe eines Fachwerks durch 

A = ~ '" LlS2 2 Q":'" , 

oder in den Verzerrungskomponenten isotroper Karpel' durch 

ausgedrUckt werden. 
A = .f P (fa:: 00' Yz) clv 

1) Vgl. hierzu das Referat des Verfassers fUr die Enzyklopadie der mathe
matischen Wissenschaften Ed. IV, 29 a, S. 449 ff. 
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17. Die Satze Ca~tiglianos. 
In Nr. 13 ist gezeigt, daB aIle 15m als lineare Funktionen der Qm 

entwickelt werden konnen, die zu Null werden, wenn aile Qm = 0 sind. 
Mitbin konnen auch aile Qm als lineare Funktionen der 15m dargestellt 
werden, die zu Null werden, wenn aIle 15m = 0 sind. Daraus folgt, daB 
man A als homogene quadratische Funktion sowohl der 15m wie der Q", 
ausdriicken kann. Nach dem E ulerschen Satze iiber homogene Funk· 
tionen ist, wenn A als Funktion der 15m gefaBt ist: 

1 '" oA A =? ..:::.. o)l 15m , 
.... Urn, 

und wenn A als Funktion der Qm gefaBt ist: 

1 ",aA 
A = 2 .::::.. aQm Qm· 

Stellt man diesen Gleichungen 

A = !1:Qmbm 

gegeniiber, so folgt aus der gegenseitigen Unabhangigkeit der ver· 
schiedenen Om SOWIe der verschiedenen Qm 

und 

iJLL 
-.::I-=Qm 
vd'm 

(55) 

(56) 

Die beiden Satze, welche den Inhalt dieser Gleichungen ausdriicken, 
sind von A. Castigliano1 ) aufgestellt und werden die Satze Castiglianos 
von den Differentialquotienten der Formanderungsarbeit genannt. 

Ein dritter Satz iiber die Formanderungsarbeit, der zuerst von 
Menabrea 2 ), spater von Castiglia no zur Berechnung der Spann. 
krafte mehrfach statisch unbestimmter Fachwerke benutzt worden ist, 
lautet in Castiglianos 3 ) Fassung: Sucht man das Minimum der 
Funktion ! 2: 8 2 • e, welche die Formanderungsarbeit eines gegliederten 
Systems ausdriickt, indem man die 3 k - 6 Gleichungen zwischen den 
Spannungen aller Stabe des Systems in Rechnung zieht, so erhalt man 
fUr die Spannungen jene Werte, welche in dem System nach der De· 
formation herrschen. Voraussetzung ist, daB die Temperatur sich nicht 
andert und keine Stiitzenverschiebungen eintreten. Zum Beweise des 
Satzes zeigt Castiglian0 3 ), daB die Aufgabe, die Spannkrafte zu be· 
stimmen, welche die Funktion ! 1: 8 2 • e unter ErfiiIlung aller Gleich· 

1) Castigliano, A.: Nuova teoria intorno dell'equilibrio dei sistemi elastici. 
Torino, Atti della Academia delle scienze 1875, und TMorie de 1'quilibre des 
systemes eastiques. Turin 1879, deutsch von E. Ha uffe. IV-ien 1886. 

2) Menabrea, F.: Nouveau principe sur la distribution des tensions dans 
les systemes eastiques. Compt. rend. de l' Acad. des Sc. Bd. 46, S. 1056. 
Paris 1858. 

3) Castiglia no , A.: These pour obtenir Ie diplome d'Ingenieur. Turin 1873. 
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gewichtsbedingungen der Knotenpunkte zu einem Minimum machen, 
zu der Gleichung 

Sik • f! = (Ll Xk - Ll Xi) cos (Xik + (Ll Yk - Ll Yi) cos fJik + (Ll Zk - Ll Zi) cos Yik 

fUr jede Spannkraft fiihrt. Diese Gleichungen werden in die Gleich
gewich ts bedingungen eingefUhrt und a us dies en die Ll x, LI y, .d Z be
rechnet, durch die nunmehr die Spannkrafte bestimmt sind. Die Aufgabe 
ist also identisch mit der Berechnung der Spannkrafte aus den Elastizitats
bedingungen der Stabe und den Gleichgewichtsbedingungen der Knoten
punkte. Ein anderer Beweis ergibt sich auf folgendem Wege. Die 
partielle Ableitung der Funktion i L: S2 f! nach einer beliebigen Spann
kraft, die Sa genannt sei, ist, da die S durch die Gleichgewichtsbedin
gungen miteinander verkniipft sind, 

o V V oS a S (i"",", S2 . f!) = ""'"' S . f! as . 
a a as 

Urn (J Sa zu berechnen, differenziiert man aIle Gleichgewichtsbedingun-

gen (3 k fUr das raumliche, 2 k fiir das ebene Fachwerk) nach Sa. Dabei 
fallen aIle auBeren Krafte P aus. Die so entstehenden Gleichungen 
sind 3 k bzw. 2 k Gleichgewichtsbedingungen des Tragwerks fUr Spann-

as 
krafte, die den 0 Sa verhaltnisgleich sind. Wenn auch im allgemeinen 

- sofern das Fachwerk mehr als einfach statisch unbestimmt ist -
as 

die 0 Sa durch diese Gleichungen nicht eindeutig bestimmt sind, so 

bilden sie doch in jedem FaIle einen Gleichgewichtszustand ohne Lasten, 
d. h. einen Selbstspannungszustand. Das Prinzip der virtuellen Ver
riickungen schreibt der Arbeit jedes Selbstspannungszustandes bei einer 
virtuelIen Verriickung ohne Stiitzenverschiebungen den Wert Null vor. 
Die Langenanderungen der Stabe Lls = S . 12 kennzeichnen eine solche 
Verriickung, mithin verschwindet die rechte Seite vorstehender Gleichung, 
und es ergibt sich (J 

as (iL:S2· 12)=0. 
a 

Da dieselbe SchluBfolgerung fiir die Spannkraft jedes Stabes gilt, ist 
der Beweis erbracht. In derselben Weise ist er fUr den zusammen
hangenden isotropen Karper zu fiihren. Die Funktion, welche die 
Formanderungsarbeit eines statisch unbestimmten elastischen Systems 
in den Spannungen ausdriickt, nimmt bei gleichbleibender Temperatur 
und unverschieblichen Stiitzen mit den Werten des geometrisch mag
lichen Gleichgewichtszustandes einen kleineren Wert an als mit den 
Werten irgendeines der anderen maglichen Gleichgewichtszustande. 

SolI der Satz zur Berechnung eines statisch unbestimmten Trag
werks dienen, so kommt indessen nicht die Tatsache des Minimums 
zur Verwendung, sondern deren analytisches Kennzeichen, namlich die 
Gleichung as 

">'S·o·-=O 
..... '" oSa ' 
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indem n Werte Sa ausgewahlt und als voneinander unabhangig be
handelt werden. Dann sind diese Gleichungen nichts anderes als die 
in Nr.15 angegebenen Gleichungen des Prinzips der virtuellen Ver
riickungen fiir die n moglichen Selbstspannungszustande. Die Be
nutzung des Castiglianoschen Satzes fiihrt also genau zu der dort 
angegebenen Berechnung. Das gilt ebenso fiir die Anwendung der 
Gleichung (56) zur Berechnung von Formanderungen. Die Satze 
Castiglia nos sind deshalb in den folgenden Kapiteln nicht verwendet 
worden. 

Aus einer Anwendung der Formanderungsarbeit erh~lt man folgendes 
Kriterium der Stabilitat. Jede virtuelle Verriickung 0"" jede virtuelle 
Langenanderung LIs und j ede virtuelle Verzerrungskomponente E, Y 
kann als Variation der gleichartigen elastischen GroBe aufgefaBt werden. 
Da die elastischen Verriickungen und Formanderungen eines Trag
werkes die geometrischen Bedingungen er£iillen, erhalt man ein System 
virtueller Verriickungen durch Variation der elastischen nach ein und 
demselben willkiirlichen Parameter. Mithin kann die Gleichung des 
Prinzips der virtuellen Verriickungen in der Form 

0(1: Q", • 0", - A) = 0 

aufgestellt werden. Durch 

U =1: Q", . am - A 

(57) 

sei die Summe der Arbeit der auBeren und inneren Krafte, ausgedriickt 
in den Koordinaten der spannungslosen Anfangslage und der Gleich
gewichtslage, bezeichnet. Werden nun die Koordinaten der Gleich
gewichtslage in U variiert, dann bestimmt 

den ~Wert Uo' welcher in der Gleichgewichtslage eintritt. Er ist ent
weder ein Maximum oder ein Minimum. Uo ist mit dem Wert U fiir 
irgendeine andere Lage, welche das Tragwerk einnehmen kann, durch 
die Werte der lebendigen Kraft To und T beider Lagen verkniipft. 
N ach dem Satz von der lebendigen Kraft ist 

T-To= U- Uo. (58) 

Da T und To stets positiv sind, kann T beliebig groB werden, wenn 
U> Uo ist. 1st jedoch Uo > u, so kann T nie To iibersteigen und 
erreicht den groBten Wert To mit U = Uo in der Gleichgewichtslage. 
Befindet sich das Tragwerk in der Gleichgewichtslage in Ruhe, so ist 
To = 0 und die Gleichung (58) wird im FaIle Uo > U nur durch U = Uo' 
T = 0 erfiillt. Erfahrt das Tragwerk in der Gleichgewichtslage einen 
1mpuls, durch den es die lebendige Kraft To erhalt, so verschiebt es 
sich, wenn Uo > U ist, bis zu einer Lage, in der T = 0 wird. Da in 
dieser Gleichgewicht nicht besteht, strebt das Tragwerk nach der 
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Gleichgewichtslage zuriick, in der T den groBten moglichen Wert To 
annimmt. Daraus folgt 

Uo=Maximum (59) 

ist die Bedingung fiir die Sicherheit des Gleichgewichts. 1st U 0 ein 
Minimum, so ist das Gleichgewicht unsicher. 

Ein scharfer Nachweis fiir die Stabilitat eines elastischen Tragwerkes 
ist aus der Bedingung (59) herzuleiten. Dabei miissen inU die inneren 
Krafte durch die Koordinaten der Gleichgewichtslage ausgedriickt 
werden. In der Statik des Tragwerkes ist der Nachweis aus der Be
dingung (59) nur in seltenen Fallen einmal erforderlich. Eine labile 
Gleichgewichtslage des elastischen Tragwerkes ist nur in nachster Nahe 
der Lage moglich, in der auch das starre Tragwerk labil ist. Diese 
Lage ist nach Nr. 2 durch D = 0 gekennzeichnet und kann durch das 
in N r. 45 dargestellte Verfahren ermittelt werden. Die getroffene 
V oraussetzung, daB D hinreichend groB ist, schlieBt daher Bauarten 
aus, die infolge der Elastizitat labil sein konnten. In demselben Sinne 
wirken im allgemeinen die praktischen Erfordernisse der Konstruktion. 

Gleichung (57) ist zuerst von KirchhofF) fiir den zusammen
hangenden Korper aufgestellt. Die Bedingung (59) hat L. Dirichlet 3 ) 

fiir starre Systeme gegeben. Die Erweiterung auf elastische Systeme 
folgt ohne weiteres aus der Anwendung, die Kirchhoff2) von der 
Formanderungsarbeit macht. 

II. Das Gleichgewicht der statisch bestimmten 
Tragwerke. 

Die Gleichgewichtsaufgabe der statisch bestimmten Tragwerke wird 
fiir die gebrauchlichen Bauarten im wesentlichen durch Anwendung 
der drei Gleichungen L: M = 0 gelost. Neben diesen werden zuweilel1 
einzelne Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte herangezogen, 
die im iibrigen ja auch als Sonderfall der ersteren aufgefaBt werden 
konnen. Von dem Prinzip der virtuellen Verriickungen wird zunachst 
nur die Anwendung gemacht werden, den Geltungsbereich der Gleichungen 
L: M = 0 zu umgrenzen, d. h. die Kr11fte zu bestimmen, die jeweils in 
die Gleichungen einzufiihren sind. Die Bedeutung des Prinzips fiir die 
vorliegende Aufgabe liegt darin, daB es in statischen Fragen durch meist 
einfache geometrische Uberlegungen eine sichere Entscheidung herbei
fiihrt. 

1) Kirchhoff, G.: Vorlesungen tiber mathematische Physik Ed. I, Mechanik, 
11. Vorl. Leipzig 1876. 

2) Ebenda, 4. Vorl., § 2 und 11. Vorl., § 5. Vgl. auch Enzyklopadie der 
mathematischen Wissenschaften Ed. IV, 29 a, S.448. 

3) L e j e u n e - D i ric hIe t, G.: tiber die Stabilitat des Gleichgewichts. 
Journal fiir Mathematik Ed. 32, S. 85. 1846. 



Starre Scheibe. 49 

Die Krafte des Gleichgewichtszustandes werden den Gleichungen 
1; M = 0 dadurch zuganglich gemacht, daB das Tragwerk durch Schnitte 
in Teile zerlegt wird, an denen aIle angreifenden Krafte als auBere 
Krafte behandelt werden diirfen und die genannten Gleichungen erfiillen 
miissen. An erster Stelle sind danach die unbekannten auBeren Krafte, 
das sind die Stiitzkrafte, zu bestimmen. Sodann folgen unter Zerlegung 
des Tragwerks in einzelne Scheiben die inneren Krafte, die in den Ver
bindungen zwischen den Scheiben auftreten, und schlieBlich unter 
Teilung der Scheiben die inneren Krafte in diesen. 

Haufig ist eine Vereinfachung der Form der Gleichungen 1;M = 0 
oder der Rechnung durch Ersatz einer Kraftgruppe durch eine andere 
Kraftgruppe zu erzielen, die jener statisch gleichwertig ist. Statisch 
gleichwertig sind zwei Kraftgruppen, wenn die Summen der Momente 
aus den Kraften beider Gruppen urn jeden Punkt der Ebene einander 
gleich sind. Nach Nr. 10 des Teiles I ist die hierfiir notwendige und 
ausreichende Bedingung' die, daB die Krafte der a und b bezeichneten 
Gruppen drei Gleichungen 

~Ma=~Mb 

urn drei nicht auf einer Geraden liegEmde Punkte erfiillen. 
Die wichtigsten Sonderfalle statischer Gleichwertigkeit bilden 1. eine 

Kraftgruppe und ihre Mittelkraft, 2. eine Einzelkraft und ihre Seiten
krafte. Unter der Mittelkraft einer Kraftgruppe ist die Einzelkraft zu 
verstehen, deren Moment um drei nicht auf einer Geraden liegende 
Punkte gleich der Summe der Momente der Krafte der Gruppe urn 
dieselben Punkte ist. Dieselbe Gleichheit der Momente kennzeichnet 
die 3 Seitenkrafte. Die Bestimmung ist jedoch erst dann eindeutig, 
wenn noch sechs Bedingungen hinzutreten. Man benutzt die Seiten
krafte einer Einzelkraft nach drei gegebenen Kraftlinien, die sich nicht 
in einem Punkte schneiden, eine derselben kann die unendlich ferne 
Gerade sein, oder nach zwei gegebenen Kraftlinien, deren Schnittpunkt 
auf der Kraftlinie der Einzelkraft liegt. 

Die graphische Zusammensetzung einer Kraftgruppe zu ihrer Mittel
kraft mit Hille des Seilpolygons, die Zerlegung einer Einzelkraft nach 
drei gegebenen Kraftlinien durch das Verfahren Culmanns, schlieB
lich die Zerlegung einer Einzelkraft in einem Punkte ihrer Kraftlinie 
nach zwei gegebenen Kraftlinien durch das Krafteck wird als bekannt 
vorausgesetzt. 

a) Die auBeren Krafte. 

18. Starre Scheibe. 
Zur vollkommenen Stabilitat sind drei Stiitzen oder zwei Stiitzen 

und eine Einspannung erforderlich. Nach der Zahl der Stiitzpunkte 
sind folgende Anordnungen zu unterscheiden: 

a) Drei Stiitzpunkte a, b, c, in denen die Stiitzkrafte A, B, 0 an
greifen (Abb. 7). Die Gleichungen ~ M = 0 werden auf die Schnitt· 

G r ii n in g, Statik. 4 
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punkte 1, 2, 3 der Kraftlinien B und C, A und C, A und B bezogen. 
Die Abtsande der Lasten Pm von den Punkten 1,2,3 seien Cml, Cm2, 

Abb.7. 

Cma , positivrechts der Kraft
richtung bezeichnet. Aus 

(1) 2'Pm·Cml +A.rl =O, 

(2) ~ Pm' Cm2 - B . r2 = O. 

(3) Z'Pm·Cm3 + C'r3=O 

folgt 
1 

A = --2'Pm 'Cml' r l 

1 
B=+-2'Pm'Cm2' (1) r2 

1 
C=--2'Pm'Cm3' 

ra 

Wenn die Schnittpunkte 1, 2, 3 in einem Punkte zusammen
fallen, ist Gleichgewicht im allgemeinen nicht moglich, sondern nur 
sofern auch die Mittelkraft der Lasten durch denselben Punkt hin
durchgeht. Zur stabilen Stiitzung der Scheibe ist also erforderlich, 
daB die Kraftlinien der Stiitzkrafte sich nicht in einem Punkte 
schneiden. 

Schneiden sich die Kraftlinien der Stiitzkrafte und die Mittelkraft 
der Lasten in einem Punkte, dann ist die Stiitzung statisch unhestimmt, 

. denn es bestehen fiir diesen Punkt nur die beiden Gleichgewichts
bedingungen (29), S. 26. 

b) Zwei Stiitzpunkte a, b (Abb.8). IIi a sind zwei Stiitzen vor
handen, deren Krafte A und C bezeichnet seien. Ein solcher Punkt 
wird "fester Stiitzpunkt" oder "festes Auflager" genannt. Die Stiitz
krafte bestimmen eine Mittelkraft nach GroBe und Richtung. Da diese 
Mittelkraft auch durch ihre Seitenkrafte nach zwei beliebigen Rich

3/~ 
;S~("J. 
J~ 

I 
I 

I 
I 

I 

tungen bestimmt ist, konnen die 
Kraftlinien der beiden Stiitzkrafte 
eines festen Stiitzpunktes willkiir
lich gewahlt werden. Die Kraft
linie von C sei die Gerade a b, und 
die Kraftlinie von A rechtwinklig 
zu a b, Dann folgt 

1 
aus (b) A = -T 2'Pm ·Cm b, 

1 
aus (a) B = +1-;--2'Pm, Cma , 

sIn IX 

aus (3) 
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Sind aIle Lasten P und ebenso die Stutzkraft B lotrecht, dann ergibt 
sich mit den aus Abb. 9 ersichtlichen Bezeichnungen 

aus (b) 
1 

A=- ..... P·b l ~ , 

aus (a) 11; B= - P·a 
l ' 

ar:.t ;q. 
AlB 

Abb.9. 
0=0. 

Die starre Scheibe, die in ihren in wagerechter Richtung auBersten 
Punkten gestutzt ist, in einem derselben durch eine lotrechte Stutze, 
und nur durch lotrechte Lasten beansprucht wird, wird "einfacher 
Balken" genannt. Der wagerechte Abstand l der beiden Stutzpunkte 
heiBt die Stutzweite. Die beiden von Null verschiedenen Stutzkrafte 
seien Ao und Bo bezeichnet. Danach ist 

1 '" ' Ao = T.:;..P.b, 

1 
BO=T~P.a. 

(2) 

c) Ein Stutzpunkt a. Da in einem Punkte nur zwei Stutzen mag
lich sind, muB die d:fitte Stabilitatsbedingung durch eine Einspannung 
gestellt werden. Die KraftIinien der beiden Stutzkrafte A und 0 kannen, 
wie unter b) begrundet, willkurlich gewahIt werden. Meist ist es zweck
maBig, sie lotrecht und wagerecht anzunehmen. Das Einspannungs
moment E sei nach Abb. 10 linksdrehend positiv eingefUhrt. Dann 
folgt aus 

(a) 

Ferner aus ~M = 0 fUr die unendlich fernen Punkte der wagerechten 
und lotrechten - Gleichungen, die in folgendem durch (woo) und (vee) 
bezeichnet werden sollen -

A=~Pmy, O=~Prnx' 

wenn die positive Y-Achse 
in die Richtung -A, und 
die positive X-Achse in die 
Richtung -0 falIt. 

Bildet die starre Scheibe 
einen Teil eines Tragwerks, Abb. 10. 
in dem sie mit anderen 
starren Scheiben oder auch einzelnen Staben durch Gelenke 
verbunden ist, so kann man die Gelenkdriicke als auBere Krafte an 
der starren Scheibe auffassen, und es folgen einfache Beziehungen 
zwischen ,den auBeren Kraften aus den Gleichungen ~ M = 0, wenn 
aIle auBeren Krafte nur in drei oder zwei Punkten der starren Scheibe 

4* 
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angreifen .. 1m ersten Falle (Abb. 11) seien die Punkte a, b, c und die 
Mittelkraft aller in a angreifenden Krafte Ra , die Mittelkraft aller 

b 

Abb. ll. 

Abb. 12. 

in b angreifenden Krafte R b , die 
Mittelkraft aller in c angreifenden 
Krafte Re bezeichnet. Fur den 
Schnittpunkt je zweier Kraftlinien 
wird die Gleichung l: M = 0 nur 
erfullt, wenn auch die dritte Kraft
linie durch diesen hindurchgeht. 
Daraus folgt, daB die Kraftlinien 
Ra, Rb, Re sich in einem Punkte 
schneiden mussen. Weiter folgt 

aus (a) 

(b) aus 

aus (c) 

Mithin ist 

Rb: Re = sinfJ : siny, 

Ra : Re = sin 1X : sin y , 

Rb: Ra = sinfJ: sin1X. 

Ra: Rb: Re = sin1X : sinfJ : siny. (3) 

Anstatt der Punkte a, b, c kann 
zur Ableitung dieser Beziehung 

jeder beliebige Punkt der Kraftlinien Ra, Rb, Re gewahlt werden. 
1m zweiten Falle (Abb. 12) seien die Punkte'a, b und die Mittel

krafte der in a und b angreifenden Krafte Ra , Rb bezeichnet. Dann 
folgt aus (a) und ebenso aus (b), daB die Kraftlinien R" und Rb in 
die Gerade a b fallen, femer aus (c) fur einen beliebigen Punkt c, der 
nicht auf der Geraden a b liegt, Ra = Rb. 

19. Tragwerke ohne innere Stabilitat. Der Scheibenzug. 
Das einfachste Tragwerk der bezeichneten Art besteht aus p Scheiben, 

die aufeinander folgend durch p - 1 Gelenke verbunden sind. Es soll 
Scheibenzug genannt werden. Die Scheiben seien von 1 bis p, die 
Gelenke von 1 bis p - 1 gezahlt. Jedes Gelenk r fuhrt durch Hinzu
fUgung eines einfachen Stabes zwischen den Scheiben r und r + 1 zu 
einer stabilen Verbindung derselben. Mithin fehlen dem Scheibenzug 
p - 1 Glieder zur inneren Stabilitat und zur auBeren Stabilitat sind 

a=3+p-l=p+2 

Stutz en erforderlich. Um die Gleichungen fUr die Stutzkrafte zu finden, 
geht man von den virtuellen Verruckungen aus, die ohne innere Form
anderungen moglich und voneinander unabhangig sind. Diese sind 
1. drei virtuelle Verruckungen ohne Anderung der gegenseitigen Lage 
aller Scheiben, bei denen also der Scheibenzug wie eine starre Scheibe 
zu behandeln ist; 2. eine Drehung der Scheiben 1 bis r um das Gelenk r 
ohne Anderung der gegenseitigen Lage derselben, und Ruhe der Scheiben 
r + 1 bis p; 3. eine Drehung der Scheib en r + 1 bis p um das Gelenk r 
ohne Anderung der gegenseitigen Lage derselben, und Ruhe der Scheiben 
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1 bis r. Erfolgen die Verruckungen 2 und 3 um denselben Winkel, 
so sind sie jedoch identisch mit den Verruckungen 1, so daB von den 
fUnf bezeichneten virtuellen Verruckungen nur vier voneinander un
abhlingig sind. 

Um jedes Gelenk sind die Verruckungen 2 und 3 mogIich, je eine 
derselben ist von den Verruckungen 1 unabhangig. Mithin bestehen 
neben den drei Verruckungen 1 noch p - 1 unabhangige Verruckungen 2 
oder 3, also im ganzen 3 + p - 1 = P + 2. Die drei Verruckungen 1 
konnen jedoch auch durch drei Verruckungen 2 oder 3 ersetzt werden. 
Eine Verbindung aller mogIichen unabhangigen Verriickungen muB also 
um jedes Gelenk eine Verruckung 2 oder 3 enthalten und kann im 
ubrigen durch willkurIiche Auswahl von drei weiteren Verruckungen 
aus den Verruckungen 1, 2, 3 gebildet werden, sofern die Gelenke, 
welche Drehpole zweier Verruckungen sind, und die Pole der gewahIten 
Verruckungen 1 nicht auf einer Geraden Iiegen. 

Aus den drei virtueIlen Verruckungen ohne Anderung der gegen
seitigen Lage der Scheiben folgen wie in Nr. 10 drei GIeichungen 1: M = 0 
bezogen auf drei beliebige, nicht auf einer Geraden liegende Punkte, 
die aIle an dem Scheibenzug angreifenden Krafte umfassen. Fur die 
Gesamtheit aller auBeren Krafte geIten also die drei Gleich
gewichtsbedingungen der starren Scheibe. 

Die Drehung der Scheiben 1 bis r um das Gelenk r, wahrend die 
Scheiben r + 1 bis p ruhen, ergiht fUr aIle Punkte m der Scheiben 1 bis r 

L1 xm = C (Ym - Yr) , L1 Ym = - C (xm - xr) , (4) 

und fUr aIle Punkte der Scheiben r + 1 bis p L1 xm = 0, LI Ym = 0 . 
Die Drehung der Scheiben r + 1 bis p um r, wahrend die Scheiben 1 
bis r ruhen, ergibt den ersten Ansatz fUr aIle Punkte der Scheib en 
r + 1 bis p und den zweiten Ansatz fUr aIle Punkte der Scheiben 1 
bis r. Werden die Ansatze in die GIeiohung 

~Qm· ~m =0 

eingefUhrt, so entsteht die GIeichung 

1:Qm",· (Ym - Yr) -1:Qmy (xm - ;cr) = 0, (5) 

deren Summen entweder aIle Krafte an den Scheiben 1 bis r, oder aIle 
Krafte an den Scheib en r + 1 bis p umfassen. Die Iinke Seite ist das 
Moment aller Krafte, die an den Scheiben 1 bis r, oder an den Scheib en 
r + 1 bis p angreifen, in bezug auf den Punkt r. Die Gleichung 
s agt daher aus, daB das Moment aller Krafte, die auf einer 
Seite des Gelenkes r an dem Scheibenzug angreifen, in bezug 
auf r verschwindet. Die Kraftlinie der Mittelkraft aller auBeren 
Krafte auf einer Seite jedes Gelenkes muB daher durch das Gelenk 
hindurchgehen. Diese GIeichungen sollen in folgendem durch die 
Zeichen (rl) und (rr) bezeichnet werden, je nachdem sie die Krafte 
links oder rechts des Gelenkes umfassen. Fur den Scheihenzug bestehen 
p + 2 voneinander unabhangige Momentengleichungen. Da die An
zahl der Stutzkrafte ebenso groB ist, bestimmen diese GIeichungen die 
Stii.tzkrafte eindeutig. Die Auswahl der p + 2 unabhlingigen GIei-
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chungen aus den vorhandenen ist so zu treffen, daB sich die Rechnung 
moglichst einfach gestaltet. In erster Linie wahlt man die Gleichungen, 
welche nur eine unbekannte Stiitzkraft enthalten. 

Beispiele: a) Tragwerk aus zwei Scheiben mit zwei Stiitz
punkten. Dreigelenkbogen (Abb.13). Aus p = 2 folgt a = 4. 
Die Kraftlinien der Stiitzkrafte A und B werden lotrecht gewahlt, die 
Kraftlinien von 0 und D in der Geraden a b. Durch diese Wahl wird 
erreicht, daB die Gleichungen (a) und (b) nur je eine Stiitzkraft ent
halten. Die Lasten sind durch den Index I bzw. II den gleichnamigen 

1 

I 
I", 
1 
I ... 
I 
I 

g 

~a:----~----~----- ---------~ 
I 

Aof~E~--------------,l--------------~ 
.Abb. 13. 

Scheiben zugeordnet, wenn die Lasten PI von den Lasten PII unter
schieden werden miissen. Die Abstande der Kraftlinien der Lasten von 
den jeweiligen Bezugspunkten der Momente 'a, 'b, 'g werden positiv 
rechts von der Kraftrichtung. eingefiihrt. Aus 

folgt 

aus 

folgt 

(a) + L P . 'a - B· l = 0, 
(b) + L p. 'b + A ·l = 0 

1 1 
A=-TLP'!;b, B=TLP"a 

L PI '!;g + A .la - O· t· cos IX = 0, 
L PJI'!;g - B .lb + D· t· cos IX = 0 

-~ LP'!;b+ LPI'!;g 
o = ------,;--t· cos IX 

~ 2: P'!;a - 2: Pu . 'g 
D= '---t· cos IX 

An Stelle einer der Gleichungen (gl), (g,) kann auch die'Gleichung (voo) 
benutzt werden. Wenn nicht aIle Lasten lotrecht sind, ist sie jedoch 
weniger einfach. ! 
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Sind aIle Lasten lotrecht, so ergibt sich mit der Bezeichnung Ca = a, 
Cb= -b 1 

A=T~P.b =Ao, 

B = .!.. ,-., P·a = Bo , 1 ~. 

0= Ao·la- ~P/(la-a) , 
. t· cos()(' 

D= Bo·lb- ~PU(lb-b) , 
t· cos()(' 

aus (g') Ao .la ~ LP/(la - a) - Bolb + J;PU(lb - b) = 0, 
folgt 0 = D. 

(6) 

Um ·den Zahler der Formeln fUr 0 und D in einfacher Weise zu 
deuten, sei ein einfacher Balken von der Stiitzweite l benutzt, der 
durch die Lasten P in den durch a und b bestimmten Punkten belastet 
ist. Das Moment der auBeren Krafte, die links des durch la, lb be
stimmten Punktes g stehen, in bezug auf gist 

MOg = Ao • la - J; PI· (la - a) (7) 

und das Moment der auBeren Krafte, die rechts von g stehen 

also ist 
MOg = Bo . lb - 2: Pu (lb - b) , 

O=D= Mou 
t· cos()(' 

H = 0 . cos ()(, = D . cos ()(, bezeichne die 
Krafte 0 und D. Diese ist identisch 
der Mittelkrafte von A 
und 0 einerseits und B 
und D andererseits, 
welche die Kampfer
driicke in a und b ge
nannt werden. Dann ist 

R = ~? (f. (8) ...;;....,~ 
Lasten, die rechts 

von b stehen, gehort ein 
negativer Wert b zu. 
Sie erzeugen also einen 
negativen Wert A. Lasten, die links von a stehen, gehort ein negativer 
Wert a zu. Sie erzeugen also einen negativen Wert B. Daraus folgt 
weiter, daB beide Belastungen negative Werte Mog und H erzeugen. 

b) Bogenformiges Tragwerk aus drei Scheiben mit drei 
Stiitzpunkten (Abb. 14). Aus p = 3 folgt a = 5. Von den Stiitz
punkten miissen zwei je zwei Stiitzen, der dritte eine Stiitze erhalten. 
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In b sei eine lotrechte Stiitze angeordnet, in a und c je ein festes Auf
lager. Die Kraftlinien von A, B, D sind lotrecht, die von C und E 
fallen in die Gerade a c, die unter dem Winkel ~ gegen die Wage
rechte geneigt ist. 

Die Gleichungen 

(a) 
(c) 

+ 2: P . 'a 
+ 2: p. '0 

-B· l1 - D ·l = 0 , 

+ B . l2 + A . 1 = 0 , 

(gz) A ·la + ~ Pl· 'g - C· /1 COS~ = 0, 

(IT) D. ·lb -1: Pm· 'f -E· /2 cos~ = 0 

werden nach A, D, C, E aufgelOst. 

1 ~-, l1 
D = T"::'" p. 'a - B· T' 

1 ,~ l. 
A = - T"::'" p. '0 - B -t ' 

-~~2: p. 'c -~ PI" 'g 
C=- _B_l~ 

l· /1 COS~ , 

E= 

(9) 

Zur Berechnung von B wird der Schnittpunkt d der Geraden a g 
und c / bestimmt, und die Gleichung (d) aufgestellt. Wenn aIle Lasten 
nur an Scheibe II angreifen, folgt aus (gl), daB die Mittelkraft von A 
und C in die Gerade a g falIt, also die Summe der Momente aus A und C 
in bezug auf Punkt d = 0 ist. Ebenso folgt aus (fT)' daB die Summe 
der Momente aus D und E in bezug auf Punkt d = 0 ist. Mithin folgt aus 

(d) ~ PlI . 'd + B· d = 0 , 

1 ,~ 
B = - ""] .::.., PlI . 'd. a 

Der Wert B, der durch eine an Scheibe III angreifende Last erzeugt 
wird, ist gleich dem Wert, den die beiden der Lastrichtung parallelen 
Seitenkrafte der Last in den Punkten fund c erzeugen. Die Stiitz
krafte sind durch die drei Gleichungen ~ M = 0 und die Gleichungen 
(gl), (II) eindeutig bestimmt. Die beiden letzten enthalten die Lasten Pm 
iiberhaupt nicht. In den drei ersten aber ist das Moment der Mittel
kraft PIll gleich der Summe der Momente der Seitenkrafte in fund c. 
Mithin werden durch Einfiihrung der Seitenkrafte von Pm an Stelle 
Pm die funf Gleichungen nicht verandert. 

Durch / und c werden die Parallelen zur Lastrichtung gezogen und 
aus d die Rechtwinklige zur Lastrichtung. Dann ist die Seitenkraft 

von Pm in / = Pm 1_. Die Seitenkraft in c hat auf B keinen EinfluB. 
rJ 
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Aus 
(d) 

folgt 

Ebenso ist der Wert B zu berechnen, der durch eine Last PI an 
Scheibe I erzeugt wird. Den Wert B, der durch alle Lasten PI, 
PIl , PIlI erzeugt wird, erhalt man schlieBlich nach dem Superpositions
gesetz durch Addition BI + Bll + BIll. Aus der Gleichung (d) ist 
ersichtlich, daB das Gleichgewicht nur moglich ist, wenn die Kraft
linie B nicht durch d hindurchgeht. 1m anderen Falle besitzt das 
Tragwerk unendlich kleine Beweglichkeit. 

Sind alle Lasten lotrecht, so folgt aus (voo) C = E und daraus weiter 
eine Gleichung zur Berechnung von B. Einfacher ist jedoch auch in 
diesem Falle die Ermittlung von B aus (d). 1st dies geschehen, so lassen 
sich die vier anderen Stiitzkrafte durch statische GroBen des einfachen 
Balkens deuten. FaBt man namlich B als Last auf, deren Richtung 
der Richtung der Lasten entgegengesetzt ist, so ist nach den Glei
chungen (9) 

A =Ao, D=Do (10) 

gleich den Stiitzdriicken des einfachen Balkens von der Stiitzweite l. 
Ferner folgt aus (9) 

H= CcoscX. =E.coscX. = MOl! = MOf 
11 12 

(11) 

Wenn die Kraftlinie B von der Lotrechten abweicht, ist die Berech
nung der Stiitzkrafte mit Hilfe derselben Gleichungen durchzufiihren. 
Es andern sich nur die 
Gleichungen (a), (e), (d). 

Das bogenformige 
Tragwerk aus vier 
Scheib en (Abb. 15) be
darf sechs Stiitzen. 
J eder der drei Punkte 
a, b, e erhalt zwei 
Stiitzen. Je eine Stiitz
kraft jedes Punktes A, 
B, C wird lotrecht an- Abb. 15. 
genommen. Ais Kraft-
linie von D und E wird die Gerade a b, als Kraftlinie von G die Ge
rade e I gewahlt. Dann ergibt sich aus 

(lr) 

(gr) 

Ferner folgt aus (fr), daB die Mittelkraft aller auBeren Krafte rechts 
von f durch I hindurchgeht. Der Wert der Mittelkraft seidurch ihre 
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Seitenkrafte nach der Lotrechten F' und nach der Geraden c t F" an· 
gegeben. F' und F" sind, da die Lage der Kraft bekannt ist, aus der 
Bedingung zu bestimmen, daB das Moment der Mittelkraft in bezug auf 
zwei beliebige Punkte gleich der Summe der Momente der auBeren 
Krafte rechts von t um dieselben Punkte ist. Wahlt man Punkt c 
und g, so ergibt sich 

F" 1 , ,-. = + t f3 (F . 1Ill + ..::.. PIlI . 'g) , 
g' cos 

wenn die positive Kraft F' der lotrechten Lastrichtung und die positive 
Kraft F" der positiven Stiitzkraft G gleichgerichtet ist. DaB in der 
zweiten Gleichung alle auBeren Krafte der Scheibe IV verschwinden, 
folgt daraus, daB nach Gleichung (gr) die Mittelkraft dieser Krafte durch 
g hindurchgeht. Nunmehr k6nnen A, B, D, E aus den Gleichungen 
(a), (b), (el), (er ) berechnet werden, indem die Momente aller auBeren 
Krafte rechts von t durch die Momente ihrer Seitenkrafte F' und F" 
ersetzt werden. Diese Gleichungen stimmen dann iiberein mit den 
entsprechenden Gleichungen eines aus den Scheiben I und II gebildeten 
Dreigelenkbogens, der durch die Lasten PI, Pn und die Krafte F' 
und F" belastet ist. Die fiir F' und F" gefundenen Werte stimmen 
iiberein mit den Werten der Stiitzkrafte in t eines Dreigelenkbogens 
aus den Scheiben III und IV, der in t und c je eine feste Stiitze hat. 
Die Richtungen F' und F" aber sind den Richtungen der bezeichneten 
Stiitzkrafte entgegengesetzt. Mithin k6nnen auch die auBeren Krafte 
an den Scheib en III und IV aus den fUr den Dreigelenkbogen geltellden 
Gleichungen berechnet werden, die Werte der in t gefundenen Stiitz· 
krafte sind dann in der den Stiitzkraften entgegengesetztell Richtung 
als Lasten Pn zu behandeln. 

20. Fortsetzung. Gelenktrager auf lotrechten Stiitzen (Abb. 16). 

Aus p = 4 folgt a = 6. Eine der Stiitzen muB gegell die Lotrechte 
geneigt sein und wird am einfachsten wagerecht angenommen. An lot· 
rechten Stiitzell sind demnach fiinf erforderlich, ihre Stiitzkrafte seien 
A, B, 0, D, E bezeichnet. Sie k6nnen auf die Scheiben in· den durch 
Abb. 16 a und b dargestellten Anordnungen verteilt sein. Die wage· 
rechte Stiitze kann in einem beliebigen Punkte der Scheiben angreifen, 
meist ist sie mit einer der lotrechten Stiitzen in einem Punkte vereinigt. 
Das Tragwerk besitzt dann ein festes Auflager, Punkt a in Abb. 16 a 
und b, und vier auf wagerechter Bahn verschiebliche Auflager. Zur 
Berechnung der Stiitzkrafte werden die Lasten zweckmaBig in ihre 
lotrechten und wagerechten Seitenkrafte zerlegt und die durch beide 
erzeugten Werte getrennt ermittelt. Zuerst solI der EinfluB lotrechter 
Lasten untersucht werden. 
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Anordnung a: 

(gl) Ao1I+BodI-2,PI(dI+b)=O, 

(/z) A (11 +ld+B(dI+lII)-2,PI(dI+b+lIJ)-"2:,PIIob=O, 

(f1)-(gZ) (A +B-2,PI)lII-2,PII ob=O. 

Aus (il) folgt, daB die Mittelkraft aller Krafte links von f durch f geht, 
ihre GroBe ist -A - B +2, PI +2, Pn und ergibt sich aus der 
dritten Gleichung 

.... --. ..... -, 1 ..... -, 
-A - B + '::"PI + L.Pn = 1- '::"Pll 0 a. 

n 
Aus (hr) Eo lIV - 2: PIV 0 a = 0 

ergibt sich E I ~I) . 
1=· ".2. . IV O a 

ln' 
(12) 

ferner folgt, daB die Mittelkraft aller Kratte rechts von h durch h geht 
und den Wert 

hat. Nach diesen Ergebnissen enthiUt (c) nur noch die Stiitzkraft D, 
und (d) nur die Stiitzkraft C, wenn das Moment der Krafte links von f 
und das Moment der Krafte rechts von h durch das ihrer Mittelkrafte 
ausgedriickt wird. Danach lauten 

1 dn )"' ..... ' }'Ill + dIU .... ' (c) -D 0 Am- -l ..... Pn 0 a + .::.. Pmo a + --l---'::" PIV 0 b = 0, 
I! IV 

C 1 AllI + dII ,--. P ~ P b ...L dIll .... --. P b (d) + 0 Am - 1 .::.. II 0 a - ~ mO, -l- 0.::.. IV 0 = 0, 
'II IV 

und ergeben 

1 ("" AlII + dll "" dlII "" ) C = - .::.. Pm 0 b + .::.. PII 0 a - -.::.. PIV 0 b , 
Am In lIV 

1 ( dI! ~ 1m + dm ~ ) D = - 2: PIll 0 a - - .::.. PI! 0 a + ----~ .PIV 0 b . 
AnI In lIV 

(13) 
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A und B Mnnen durch Auflosung von (gl) und (II) berechnet werden. 
Einfacher wird aus (gr) der SchluB gezogen, daB die Mittelkraft aller 
Krafte rechts von g durch g geht, femer der Wert derselben aus (gr)- (lr) 
zu 1 

- G - D - E + 1: PII + 1: Pm + 2: PIV = Z~ 1: PII • b 
II 

berechnet. SchlieBlich werden die Gleichungen (a) und (b) aufgestellt, 
indem das Moment aller Krafte rechts von g durch das Moment ihrer 
Mittelkraft ersetzt wird. So ergibt sich 

'v ZI '5' (a) - B . 1'1 + ~ PI' a + l~ kJ PII • b = 0 , 
II 

1 X" dI ..... ' A . "I - ..:.. PI' b + l ~ PIl • b = 0 , 
II 

(b) 

A = ; (L PI' b - :1 L: PIl' b), l 
I II 

1 ( ..... ~ ZI V ). B=-- ~PI·a+~~PII·b . 
}'I ZII 

(14) 

Aus (voo) folgt F=O. 

Die vorstehende Rechllullg zeigt, daB die Stiitzkrafte an den Scheiben 
I und III berechnet werden konnen, indem man beide Scheiben aus 

dem Scheibenzug loslost, in g durch L1: PII · b, in I durch Z~I1: PII . a, 

in h durch -Zl L P IV ' b belastet und jede Scheibe den Gleichgewichts-
IV 

bedingungen L M = 0 unterwirft. Die genannten Lasten in g und I 
erhalt man durch Zerlegung der Lasten PII in die Seitenkrafte, deren 
Kraftlinien durch g und I hindurchgehen. Die Last in h erhalt man 
durch Zerlegung der Lasten PIV in die Seitellkrafte, deren Kraftlinien 
durch h und e hindurchgehen. Sie sind demnach die Gelenkdriicke, 
die in g, I, h durch die Lasten PII bzw. PIV erzeugt werden. 

Anordnung b. Die Stiitzkrafte A, B, G erhalt man nacheinander 
aus folgenden Gleichungen: 

(gl) A· ZI - L PI' b = 0 , 
1 

A = z;1: PI" b. (15) 

Aus (gl) folgt, daB die Mittelkraft al1er Krafte links des Gelenkes g 
durch g geht, der Wert derselben ist 

VI ..... , 
-A+~PI=Z;~PI"a, 

mithin lautet 

(16) 
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Die Mittelkraft aller Krafte links vom Gelenk I geht dureh /, ihr 
Wert ist -

-A-B+~PI+~PIl 'A~I(~PIl.a- ::~PI.a), 
mithin lautet 

.... ' lIlI("", dI ""'p ) (hI) 0 . AIll - ",;:;.., PIlI . b - All ",;:;.., PIl · a - Y;"';:;'" I • a = 0 , 

1 ["'" lIlI ("'" dI ,.., P )1 o = AlII ",;:;.., PIlI . b + All ",;:;.., PIl . a - Y;"';:;'" I • a . (17) 

Die Mittelkraft aller Krafte links des Gelenkes h geht dureh h; 
ihr Wert ist 

-A -B- 0+ ~ PI+~PIl+ ~PIll 
1 ["" dIl (,' dI,-,p)] = - ",;:;.., PIll· a - - ",;:;.., PIl · a - -",;:;.., I· a . 

AlII All II 

A 

~---, -;----_f---,ljz..----~K 

Abb. 17. 

Die Gleiehung (e) enthalt nunmehr nur die Stiitzkraft D und die 
Gleiehung (d) nur die Stiitzkraft E, so daB deren Werte unmittelbar 
aus einer Gleiehung zu bereehnen sind. F = 0 ergibt sieh ebenso wie 
fiir die Anordnung a. 

Die Bereehnung der Stiitzkrafte, die dureh wagereehte Lasten erzeugt 
werden, sei an Abb. 17 gezeigt .. Bei lotreehter Lastriehtung ist die 
Hohenlage der Gelenke ohne Belang, nieht aber bei wagereehter. Des
halb sind in Abb.17 die Gelenke g und I um die Streeken g bzw. I 
iiber der Wagereehten dureh den Stiitzpunkt a der wagereehten Stiitz
kraft angenommen. Der Abstand einer Last von dieser Wagereehten 
sei dureh 1], positiv reehts der Lastriehtung, bezeiehnet. Die positive 
Lastriehtung sei der Riehtung F gleiehgeriehtet. Dann ist 

F=-~P 
(g.) D (AlII + dIl + lu) + O(dIl + lIl) - ~ PIl (1] - g) 

- ~PIll(1] - g) = 0, 
(I.) D(AIll + dII) + O· dIl - ~ PIll· (1] - I) = 0, 

g.) - (I,) (D + O)lII - ~PIl(1] - g) - ~PIll(1 - g) = O. 

(Aus (g.) folgt, daB die Mittelkraft aller Krafte reehts von g dureh g 
geht. Ihre wagereehte Komponente ist gleieh ~ PIl + ~ PIlI, ihre 
lotreehte Komponente 

- (0 + D) = - -ll L~'PIC<1] - g) + ~ PIll (I - g)], 
II 
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mithin lautet 

(a) -B· Al + L Pl· I} + (L Pll + 2:PIll)g 

- III [LPu('f} - g) + LPlll (f - g)] = 0, 
u 

(b) "A oAI + LPlo ('f} + b) - b °L P + (LPu + L PIll)(/ 

oder 

- dlI [Pu ('f} - g) + L PIll (f - g)] = 0 . 
u 

A 0 Al + L PI 0 'f} + (2; Pu +L Pm) (g - b) 

dl "', " - T [Pll ('f} - g) + ~ PIll (f - g)] = O. 
u " 

Die Gleichungen ergeben A und B unmittelbar. 0 und D konnen aus 
(g,) und (f,) berechnet werden. Einfacher fiihrt die Gleichung (r) zum 
Ziele, wenn man die Mittelkraft aller Krafte links des Gelenkes f benutzto 
Diese hat die wagerechte Komponente F + L PI + ~ Pu = - L PIll 
und die lotrechte Komponente -(A + B) = 0 + D, deren Wert aus 
(g,) - (fT) folgt. Demnach lautet 

(r) t (0 - D) AIll-L PIll (f - r) + L PIll ('f} - r) 
- (0 + D) (du + !Am) = 0 

oder !(q - D) Am + ~ Pm(IJ - f) 

dll + lAIll ""' . "'"' -- 1 [~Pll ('f} - g) + ~ Pm (f - g)] = 0, 
II " 

woraus sich C - D unmittelbar ergibt. 
c) Ein Tragwerk, in dem zwei Scheiben r und r + 1 nicht durch ein 

Gelenk, sondern durch einen einfachen Stab verbunden sind, ist hinsicht
lich der Stabilitat dem Scheibenzug von p + 1 Scheiben und p Gelenken 

D 

A tE----- ---_ 

Abb. 18. 

gleich. Denn der Stab zwischen den Scheiben r und r + 1 kann als 
unbelastete Scheibe aufgefaBt werden. Mithin ist a = p + 3 die er
forderliche Zahl der Stiitzen. Das in Abb. 18 dargestellte Tragwerk von 
zwei durch einen Stab verbundenen Scheiben erfordert also fiinf Stiitzen. 
Es seien a und b als feste Auflager mit je zwei Stiitzen ausgebildet, 
c habe eine lotrechte Stiitze. A und D ergeben sich aus (Ill) und (fl). 
Bildet man 

(Ill) + WI) - (Ill)] 'f}+g , 
'f}g 'f}f 
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so erhalt man eine Gleichung, die identisch ist mit der Gleichung (hz), 
bezogen auf den Schnittpunkt der wagerechten Kraftlinie D mit der 
Geraden g f. Mithin ergibt sich aus (hi) 

A = + (1; p'. b - 2: P~) , 
wenn p' die lotrechte, pIt die wagerechte Seitenkraft der Last P be
zeichnet. Dieses Ergebnis kann auch aus folgender Erwagung ge
schlossen werden. Die Mittelkraft aller Lasten rechts von g muB in 
die Gerade g f fallen. Schneidet man den Stab durch, so treten an 
Scheibe I A, D und diese Mittelkraft als auBere Krafte auf, so daB 
die Gleichungen;;E:M = 0 um die Schnittpunkte dieser Krafte aufgestellt 
werden konnen. 

Zur Berechnung von B und C dienen die Gleichungen (c') und (b), 
indem von der Tatsache Gebrauch gemacht wird, daB die Mittelkraft 
aller Krafte links von f in die Gerade g f fallt und ihre lotrechte Seiten
kraft gleich 2: P'r - A ist. SchlieBlich ergibt sich E aus (voo ). 

21. Del' Scheibenzug mit einzelnen Staben. 

An einen Scheibenzug von p Scheiben seien kl Knotenpunkte durch 
r1 einfache Stabe angeschlossen (Abb. 19). Die Berechnung der Stiitz
krafte ist im allgemeinen nur moglich, indem gleichzeitig die Spann
krafte ill den einfachen Staben ermittelt werden. Zwischen der An
zahl der Stiitzen a und 
p, kl' r 1 besteht fol- 1 2 
gende Beziehung. 

Bezeichnet k die An
zahl der Knotenpunkte 
einer starren Scheibe, 
so ist die Zahl aller 
Stabe des Fachwerks 

p 

22: k - 3 P + r 1 • 
1 

Abb. 19. 

Die Summe erstreckt sich iiber aIle Scheiben. Die Zahl der Knoten-
p p 

punkte der starren Scheiben ist 1; k - p + 1, da in 2: k jedes Gelenk 
1 1 

zweimal gezahlt ist, und die Zahl aller Knotenpunkte des Fachwerks 
p 

1;k - p + 1 + k1 · 
1 

Die Stabilitatsbedingung lautet also 

2 ~ k - 3 P + r1 + a = 2 [~k - p + 1 + k1] , 

woraus folgt a = p + 2 + 2 kl - r1 . 

Die Unbekannten, die gleichzeitig zu bestimmen sind, sind die r1 

Spannkrafte in den angegliederten Staben und die a Stiitzkrafte. Neben 
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den drei GIeichgewichtsbedingungen fiir die Gesamtheit aller auBeren 
Krafte ergibt sich wiederum fiir jedes Gelenk eine Gleichung dadurch, 
daB die GIeichung 2: Q.", • bm = 0 fur aHe moglichen voneinander ver
schiedenenSysteme virtueller Verruckungen, die durch gegenseitige Lagen
anderung del' einzelnen starren Scheiben entstehen, angeschrieben wird. 
Diese Gleichungen unterscheiden sich von den analogen des Scheiben
zuges nul' dadurch, daB sie nicht ohne weiteres als Momentengleichungen 
aufgestellt werden konnen. Denn die virtueHe Verruckung del' an
gegliederten Knotenpunkte entspricht im allgemeinen nicht einer Drehung 
urn das fragliche Gelenk, sondern urn einen anderen Pol, del' kinematisch 
ermittelt werden muB. 

AuBerdem bestehen 2 kl GIeichgewichtsbedingungen fur die kl an
gegliederten Knotenpunkte. Die Zahl del' GIeichungen ist im ganzen 
3 + p - 1 + 2 kl = P + 2 + 2 kl' also ebenso groB, wie die Zahl del' 
Unbekannten r1 + a. 

Die Rechnung wird im allgemeinen zweckmaBig in folgender Weise 
durchgefuhrt. In den Knotenpunkten kl greifen stets mehr als 2 kl 
unbekannte Spannkrafte und Stutzkrafte an. Durch Auflosung del' 
Gleichgewichtsbedingungen del' Knotenpunkte werden 2 kl Unbekannte 
als Funktionen del' ubrigen Unbekannten, die in den GIeichgewichts
bedingungen vorkommen, dargesteHt. Danach verbleiben noch 
a + r1 - 2 kl Unbekannte. Sie konnen, da nach del' Stabilitats
bedingung r1 + a - 2 kl = P + 2 ist, aus den drei GIeichgewichts
bedingungen fiir die Gesamtheit aller Krafte und den P - 1 GIeichungen 
fur die Gelenke berechnet werden, 

Bei diesem Rechnungsgang konnen nun die Gleichungen fur die 
Gelenke mit Hilfe eines einfachen Kunstgriffes als Momentengleichungen 
aufgestellt werden. Legt man namlich durch die angegliederten Stabe 
Schnitte in solcher Zahl und in del' Art, daB in jedem Gelenk das Trag
werk in zwei Teile zerlegt wird, und ersetzt die Spannkrafte del' durch
schnittenen Stabe durch zwei auBere Krafte, welche auf beide Ufer 
jedes Schnittes in entgegengesetzter Richtung wirken, dann kann man 
den virtuellen Verruckungen, die durch Drehung eines Teiles des Trag
werks urn ein Gelenk entstehen, die Bedingung vorschreiben, daB sich 
die gegenseitige Lage aller Glieder in jedem del' beiden Teile nicht 
andere. Dann ist die virtuelle Verruckung aller Punkte durch die An
satze 4 dargestellt, womit die obenstehende GIeichung die Form einer 
Momentengleichung urn das Gelenk annimmt. 

Zur Berechnung del' verbliebenen Unbekannten stehen also drei 
GIeichungen1; M = 0, welche die Gesamtheit aller auBeren Krafte 
umfassen, sowie 2 P - 2 Momentengleichungen urn die Gelenke, welche 
nur die Krafte auf einer Seite des Gelenkes umfassen, zur Verfugung. 
Aus diesen Gleichungen werden die benotigten und voneinander unab
hangigen p + 2 nach den in Nr. 19 gegebenen Richtlinien ausgewahlt. 

Beispiele. a) Kette mit Versteifungsbalken aus zwei Scheib en 
(Abb.20). Die starren Scheiben 1 und II sind durch das Gelenk g 
untereinander und durch sieben lotrechte Stabe mit den Knoten
punkten 2 bis 8 verbunden. Als angeschlossene Knotenpunkte kl 
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kann man entweder die Knotenpunkte 1 bis 9 oder 2 bis 8 behandeln. 
1m ersten FaIle ist r1 = 15, im zweiten r1 = 13. Danach ist erforderlich 

a = 4 + 2 . 9 - 15 = 7 
oder a = 4 + 2 . 7 - 13 = 5 . 

1m ersten FaIle erhalten die Knotenpunkte 1 und 9 je zwei Stutzen, 
ebenso Punkt a der Scheibe I, dagegen Punkt b der Scheibe II eine 

/(l /(," 
1 l 

a~-=-___ ~ , /( 
I ---,-- V /(," r 

I y----------r------ ~ 
I g>l 2 :;r:, ------f- I 
I f___ 7 I 

I 'h I 
I I 
I I 
I I 
I I 

b 
I 

~------a----~~~I~E~------_+-------b----------~~B 
~-----------la~----------~r-------~lb~------~, 
~------------------------l--------------------~~I 

Abb. 20. 

Stutze. Damit ist die erforderliche Zahl von sieben Stutz en erreicht. 
1m zweiten FaIle erhalten die Knotenpunkte 2 und 8 je eine Stutze, 
ebenso Punkt b, dagegen Punkt a zwei Stutzen. Die Zahl aller Stutzen 
betragt somit funf. Beide Auffassungen fUhren zu derselben Gliede
rung, wenn man im zweiten Falle die Punkte 1 und 9 als feste Punkte 
betrachtet und die Stutzung der Punkte 2 und 8 durch die Stabel 2 
bzw. 8 9 bewirkt. 

Es werden in den Lotrechten durch a, b, g, welche die Kette in 
a', b', g' treffen, Schnitte durch die Kette gelegt. Die Spannkraft Kl 
im Kettenstab 1 2 wird in .die lotrechte Seitenkraft Kl' und in die 
Seitenkraft K l, deren Kraftlinie in die Gerade a' b' faIlt, zerlegt. Ebenso 
wird die Spamlkraft K, im Kettenstab 8 9 in die lotrechte Seiten
kraft K;: und in die Seitenkraft K; zerlegt, deren Kraftlinie in die 
Gerade a' b' fallt. Die q.leichgewichtsbedingungen fUr die Knoten
punkte 2 bis 8 enthalten 15 unbekannte Spannkrafte. Da ihre Anzahl 
gleich 14 ist, so ergibt die Auf15sung jede Spannkraft als Funk
tion einer derselben. Flir den Knotenpunkt 
n (n = 2 bis 8) ist nach Abb. 21 

:: ~c;:~:q?~:~n:ols.~::~~+~, Jl 

Zn = H (tg q?n - tg q?n+1) , 

(18) 

H = Kl cos q?l = K, cosq?,. (19) 

G r ii n in g, Statik. 

Abb. 21. 

5 
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Die wagerechte Seitenkraft H der Spannkrafte in den Kettenstaben 
ist konstant und wird als Unbekannte in die Rechnung eingefiihrt. 
Wegen Kz cos CPz = Ki cos IX und Kr cos CPr = K; cos IX ist auch 

Kf cos IX = K~ c.os IX = H . 

Als Unbekannte verbleiben die Stutzkrafte A, B, C und H. Zur Be
rechnung derselben stehen drei Gleichungen 2: M = 0 und eine Glei
chung (gz) oder (gr) zur Verfugung. 

Fur lotrechte Lasten gilt 

(b) (A + Kl') l -2: P 0 b = 0 , 

(a) (B + K~) l - 2: po a = 0, 

A + Kt' = ~ L, po b = Ao , j 
B + I(;: = ~ 2: po a = Bo, 

(20) 

(gz) (A + KY) la - 2: PI (la - a) - Kf (f + e) cos IX + K5 COSf[J5 0 e = 0 

und infolge Kf cos IX = K5 COSCP5 = H: 

Ao ola - 2:PI(la - a) - Hot = 0, 

1 
H = T [Ao ola - 2: PI (la - a)]. 

Das im Zahler stehende Moment ist dem Moment der auBeren Krafte 
des einfachen Balkens von der Stutzweite l in bezug auf Punkt g gleich
wertig. Es sei Mug bezeichnet: 

MOY = Ao .la - 2: Pdl" - a) , 

H=Mou. 
f 

Aus 
Kf' sin (cpz - IX) sin (cpz - IX) 

Kz n ~ ~,- = ( 

. sin 2 - cpz) 
cos CPz 

folgt 
" H sin (cpz - IX) K z = -- ~-----~- = H(tgcpz- tgiX) , 

cos IX cos CPz 
ebenso 

K;: = H (tg CPr + tg IX) 

und damit schlieBlich 

A=Ao-H(tgcpz-tglX), } 

B = Eo - H (tgCPr + tg IX). 

Aus (Voo ) folgt \\regen K; = K; C = O. 

(21) 

(22) 
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Fur wagerechte Lasten im Abstand 1] von der Wagerechten durch a gilt 

(b) (A + K;') 1 + ~ P . 17 = 0 , 

(a) (B + K;:) 1 - 2:, p. 1] = 0, 

(v=) c=-~P, 
(gz) (A + K;') la + ~ p. It - ~ p[(1t - 1]) - H· f = 0, 

1 [ la .... ' ...... ......... ] H = T - T ..:.... p. 1] + ..:.... PI . 1] + ..:.... Pn . It . 

In g wirke auf die Scheibe I ein linksdrehendes Moment G und auf 
Scheibe II ein rechtsdrehendes Moment Gals Belastung. Sind die 
Scheib en biegungsfeste Stabe, dann greifen die Momente an den End
querschnitten unmittelbar an. Sind die Scheiben jedoch Fachwerke, 
dann sind die Momente zwei Kraftepaare, deren Einzelkrafte in g und 
dem benachbarten Knotenpunkt jeder Scheibe angreifen. Aus 

folgt 

schlieBlich aus 

und damit 

/(" 
l 

(b) (A + K;') 1 - G + G = 0 , 

(a) (B + K;~) 1 + G - G = 0, 

B+K~=O, 

(gz) (A + K;') la - G - H . f = 0 , 

H=_G 
f 

Abb. 22. 

b) Stabbogen mit Versteifungsbalken aus zwei Scheib en (Abb.22). 
Die Berechnung ist in derselben Weise wie im Fane a) durchzufuhren. 
Aus p=2, k1 =8, r1 =15 folgt a=4+2·8-15=5. Die 
Knotenpunkte 1 und 8 erhalten je eine Stutze in einem Stab, der sie 

5* 
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mit einem festen Punkt verbindet. Die Spannkrli.fte der Stiitzstabe 
seien Kl und Kr bezeichnet und als Druckkrafte positiv eingefiihrt. 
Punkt a der Scheibe I wird durch zwei Stiitzen zu einem festen Auf
lager, Punkt b der Scheibe II durch eine lotrechte Stiitze zu einem in 
der Wagerechten verschieblichen Auflager gestaltet. Die Lotrechten 
durch a und b schneiden die Kraftlinien Kl und Kr in a' und b', die 
Lotrechte dllI'ch g den Stabbogen in g'. In a', b', g' werden Schnitte 
durch die Stabe des Stabbogens gefiihrt. Die Krafte Kl und Kr werden 
in a' und b' in die lotrechten Seitenkrafte K;', K; und die Seitenkrafte 
K;, K;, deren Kraftlinien in die Gerade a' b' fallen, zerlegt. Aus den 
Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte 1 bis 8 ergibt sich: 

Kl cos CPl = Kn cos CPn = Kr cos qJr.= H, (23) 

K;cos~ = K~cos!X = H, 

wenn auch· Zn eine Druckkraft bezeichnet. 
·lotrechte Lasten durchgefiihrt werden. 

(b) (A + K;') l-~p. b = 0, 

(a) (B + K;:) l-~p. a = 0, 

(voo) C = 0, 

(A. + K~) =; 1:,P.b =Ao, 

(B + K:) = : 1:, p. a = B o , 

(24) 

Die Berechnung soli fiir 

(25) 

(gl) (A +Kn la -1:, P1(la - a) - K; cos !X (f + e) + Ks cosqJs' e = 0, 

Ao ·la - L:,Pdla - a) - H· t = 0, 

1 
H = 7 [Aola - 1:,P1 (la - a)], 

H= Mog, 
f 

A=Ao-H(tgqJl-tg!X), } 

B = Bo _. H (tgqJr + tg!X) . 

(26) 

(27) 

Danach ergeben sich fiir Ao' Bo' H dieselben Werte wie im FaIle des 
Dreigelenkbogens - vgl. Nr. 19 a. 

22. Fortsetzung. a) Kette mit Versteifungsbalken aus vier Scheiben 
(Abb. 23). 

Aus p = 4, kl = 17, r 1 = 31 folgt 

a = 6 + 2 . 17 - 31 = 9. 

Die Knotenpunkte 1 und 17 erhalten je eine Stiitze durch einen im 
Widerlager gelenkig verankerten Kettenstab. Die Spannkrafte derselben 
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seien Kl und K r • Die Knotenpunkte 5 und 13 sowie die Punkte a, b, 
c, d der Scheiben erhalten je eine lotrechte Stiitze. AuBerdem ist eine 
wagerechte Stiitze in einem beliebigen Punkte der Scheiben erforder
lich, gewahlt ist Punkt b. Damit ist die erforderliche Zahl von neun 
Stiitzen erreicht. Da die Stabe, welche die Scheiben mit den Knoten
punkten der Kette verbinden, lotrecht sind, folgt aus den Gleich
gewichtsbedingungen der Knotenpunkte 1 bis 17 

Kn cos 'fin = Kn+l . cos 'fin+l = H , 

Zn = H (tg 'fin - tg 'fin+!) . 

(28) 

(29) 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen fUr die Knotenpunkte 5 und 13 
ergibt sich 

Vz = H (tg Yz + tg c5z) , 
Vr = H (tgYr + tg c5r )· 

(30) 

(31) 

Die Lotrechten durch a, d und die Gelenke e, g, t schneiden die Kette 
in a', d', e', g', 1'. In diesen Punkten werden Schnitte durch die Kette 

+,;=~~Kr 

~~~~~~~~-L--~-L~~~~==~~~~~-;~~d ~ 

p 

g 
·T+~----------l--------~, 

Abb. 23 und 24. 

gelegt und die Spannkrafte der durchschnittenen Stabe als auBere 
Krafte an beiden Schnittufern oder in den beiden Knotenpunkten 
jedes Stabes angebracht. 

Die Kraft Kl wird in Punkt a' in die lotrechte Seitenkraft Ki' und 
die Seitenkraft K; zerlegt, deren Kraftlinie in die Gerade a' e' falit, 
ebenso in Punkt d' Kr in die lotrechte Seitenkraft K~ und in K;, deren 
Kraftlinie in die Gerade d'l' falit. 

K; cos IXI = K~ cos IX, = H . 
Um die Gleichungen (ez) und (I,) aufzustellen, wird die im Knoten
punkt 3 angreifende Kettenkraft K4 in Punkt e' in die lotrechte Seiten
kraft und die Seitenkraft K4zerlegt, welche in die Gerade a' e' fallt, 
ebenso die Kettenkraft K 15 in Punkt I' in die lotrechte Seitenkraft 
und die Seitenkraft K{5' welche in die Gerade d'l' faUt. Da nun 

K~ = Ki und Ki5 = K;' 
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ist, so verschwindet das Moment der Krafte K~ und Ki in bezug auf e 
und das Moment der Krafte Ki5 und K; in bezug auf f. Mithin lauten 

(el) (A+K/,)lI -L:,PI .b=O, 

(fT) (D + K~) lIV- ~PIV' a = O. 

Urn (c) und (b) aufzustellen, wird Ki in b', dem Schnittpunkte der 
Geraden a'e' mit der Lotrechten durch b, nach der Lotrechten und 
der Geraden b'c', ebenso X; in c', dem Schnittpunkte der Geraden d'l' 
mit der Lotrechten durch c, nach der Lotrechten und der Geraden b' c' 

zerlegt. Die Seitenkraft von Ki in der Richtung c'b' ist Kl COS1X-1 = _l! . 
COS1X- cos 1X-

und die Seitenkraft von X; nach der Richtung b'c' ist K; COS1X-T = ~ 
COS1X- cos 1X-

Mithin verschwindet die Summe der Momente beider Seitenkrafte. In 
die Lotrechte fallen die Seitenkrafte 

Vi' = K l · cos 1X-1 (- tg 1X-1 + tg 1X-) = H (- tg 1X-1 + tg 1X-) , 

V~ = K~ . cos 1X-r (tg 1X-r - tg 1X-) = H (tg 1X-T - tg 1X-) • 

Diese werden mit VI und Vr zu V; und V; zusammengesetzt: 

V~= VI-H(-tg1X-l+tg1X-) :H(tg')'l+tg~l+tg1X-l-tg1X-), } (32) 
V r - V T - H (tg 1X-T - tg 1X-) - H (tg ')' T + tg c5r - tg 1X-r + tg 1X-) • 

Nunmehr lauten 

(c) (A + Kl') (lI + dI + l) + (B + Vi) l - (D + K~) (dn + lIV) 
-L:,PI (b + dI + l) - ~p. b + "LPITT(a + dn) = 0, 

(b) (D + K~) (lIV + dn + l) + (0 + V~) l - (A + Kl') (dI + lI) 
- L:, PIV (a + dlI + l) - L:,p. a + L:,PI (b + d l ) = O. 

Die Lasten P umfassen Pn und Pm. Nach Gleichung (el) ist 

(A + K l') (lI + dI + l) - L:,PI(b + dI + l) = - d[ t l "LPI' a, 

- (A + Kl') (lI + dI ) +2: PI (b + dI ) ~ ~: ~ PI' a, 

nach Gleichung UT) ist 

- (D + K;:) (dlI + lIV) + ~PIV(a + dn) = dZll 2: PIV ' b, 
'IV 

(D + K;:) (lIV + dll + l) - L: PIV (a + dIl + l) = - (lI~l j-~ L;PIV • b, 
IV 

damit folgt aus (c) und (b) 

(B + VI) l - ~Il+ ~ )-' PI" a - 2: p. b + dl II L; PIV ' b = 0, 
I IV 

(0 TTl) l dIl + l...., ". dI V + Vr --~";;;;,,Plv·b-,,;;;;..p.a+-";;;;"PI·a=O. 
III II 

Diese Gleichungen fiihren zueiner einfachen Deutung der Stutz
krafte. Wird del' Scheibenzug der drei Scheibell der Abb.24 mit den 



Fortsetzung. Kette mit Versteifungsbalken aus vier Scheiben. 71 

Gelenken e und t durch die Lasten PI, P, PIV belastet, so entstehen 
nach Nr.20 die Stiitzkrafte 

1 1 
Al = -l ~ PI . b , Dl = ~l ~ PIV . a , 

I IV 

1 [dI + 1 "" ~ dII "" ] B1 =y -ZI-"::"'PI·a+.LP.b-lIV,::",PIV·b , 

1 [dII + 1 V ,.., dI "" ] a1 = - --..::... PIV ' b + .::.., p. a - - .::.., PI' a . 
1 lIV II 

Mithin ist 
A + KI' = AI, 
B+ Vi- = B 1 , 

D+ Kf=D1 ,} 

0+ Vr = 0 1 , 
(33) 

d. h. A + Ki', B + Vi, a + V;', D + K:; sind gleich den Stiitzdriicken 
des Gelenktragers, der aus den Scheib en 1, 11, 111, IV durch Besei
tigung des Gelenkes g entsteht. Zur Berechnung von H wird die Glei
chung (gz) aufgestellt. Wird Ki in b', wie oben angegeben, in zwei Seiten
krafte zerlegt, so ist die Summe der Momente der Seitenkraft, welche 
in die Gerade b' c' fallt, und der Kettenkraft KID 

H H 
- --- (f + g) cosex + ~~. g. cos<]7l0 =-H· t, 

cos ex cos <]710 
mithin lautet 

(gz) (A + K z') (lI + In) + (B + VI) (lII - dI ) - ~ PI (b + lII) 
--~ PII(lII - dI - a) - H· f = 0: 

durch Subtraktion der Gleichung ~. t III (ez) ergibt sich daraus 

B .... ' ) III ..,., -
I (lII - dI ) -.::.., PII (lII - dI - a - T; k..; PI' a - H • f = 0 ) 

1 [ ) .... .., III "" ] H = f Bl (lII - dI --.::.., PII (lII - dI - a) - Yz . .::.., PI . a . 

Das Moment der auBeren Krafte, welche auf den Gelenktrager 
Abb.24 wirken, in bezug auf Punkt gist 

"" III ~ MIg = Bl (In - dI ) - ..::... Pn (In - dI - a) - lI.L PI' a , 

also ist H _ MIg 
- j' . 

der 

(34) 

Liegt das Gelenk e in der Lotrechten durch b und das Gelenk fin der 
Lotrechten durch c, so ist mit dI = 0, dn = 0 

1 "" 1 .... --, Bz = z: .::.., PI' a + T .::.., P . b , 

1 ~' 1 ~' az = lIV'::'" P IV ' b + y.::.., p. a, 

B III ~ , ln~ 
1 (In - dI ) - - / PI' a = -- p. b 
- II ...... 1 
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und III~ ~ 
M 1g = T":"" p. b - ..:.... PII (III - a) = Mou' 

d. h. gleich dem Moment der auBeren Krafte des einfachen Balkens 
von der Stiitzweite I um Punkt (I. H ist demnach nur von P abhangig, 
von PI und PIV unabhangig. 

b) Kette oder Stabbogen mit Versteifungsbalken aus vier Scheiben, 
deren auBerste Stabe an den Balken angeschlossen sind (Abb. 25 u. 26). 
Aus p = 4, kl = 20, r1 = 41 folgt 

a = 6 + 2 . 20 - 41 = 5 . 

In den Punkten a, b, e, d wird je eine lotrechte Stiitze angeordnet, 
auBerdem in einem beliebigen Punkte gewahlt ist b - eine wage. 

5 

I 

'};" l./lI 

Abb. 25. 

Abb. 26. 

rechte Stiitze. Die Lotrechten durch die Gelenke e, (I, t schneiden die 
Kette bzw. den Stabbogen in e', (I', /'. In dies en Punkten werden 
Schnitte durch die Stabe gefiihrt, und die Spannkrafte derselben als 
auBere Krafte in den Knotenpunkten angebracht. Aus den Gleich. 
gewichtsbedingungen der Knotenpunkte folgt 

Es lauten 

( ell 
(IT) 
(e) 

(b) 

Kn' cosf{!n = K n+1 • cos f{!n+ 1 = H. 

A . II - L PI' b + H . he = 0 , 
D . IIV - L P IV • a + H . hi = 0 , 

(35) 

A (li + dI + I) + B . I - D (liV + du) - L PI (b + dI + l) 
- L P . b + L P IV (a + du) = 0, 

D (lIV + dll + I) + C·I - A (li + dI ) - L Plv(a + dll + I) 
--L p. a + LPI(b + dI ) = o. 
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A und D werden in (c) und (b) aus Gleichung (el) und (fr) eingefiihrt 

[B - H(hb - he + he)] l _ dI + l L, PI' a - ~ p. b 
l II II 

. dIl "" + -...:.., P IV ' b = 0, 
lIV 

[ C + H (hb - he _ hf)] l _ dIl -j- l ~ P IV . b - L, P . a 
. l lIV lIV 

Hierin ist 

dI "" + T; ...:.., PI' a = 0 . 

h - h lIV+ dIl 
e- f 

lIV 

Werden wiederum die Auflagerdriicke des Gelenktragers mit den Ge
lenken e und t nach Abb.24 eingefiihrt, so ergibt sich 

he h f 
A + H T; = .A1 , J) + H lTV = D1 , 

B _ H (hb -;: h" + ~;) = B1 , (36) 

C H (h b - he h f ). C + l -trv = l' 

H ist aus (gl) zu berechnen 

(gl) A (lI + In) + B (lIl - dI ) - 2: Pdb + In) - L, P II (lll - dI - a) 

+H.g=O. 

A wird aus Gleichung (ez) eingefiihrt 

[ (hb - he he)] III ".., ~ B - H ------ + --- (lIl - dI ) -- "':"'PI ' a - ..::;.PIl(lIl - dI - a) 
l II II 

_ H [h lIll - dIl + h III - dI _ ] = 0 
_b l e l g . 

Hierin ist 
/; lIll - dll I h ly - dr - - f + f - f 
Lb l Tel g - 0 U - , 

also ergibt sich 

oder 

1 [ III "'..., "" -J' H = f Bl (lll - dr) - T; ...:.., PI' a - ...:.., P II (lll - dr -.a) 

H _ lJ'I.1g 

- l . (37) 

Liegen die Gelenke e und f in den Lotrechten durch b und c, so ist 
MIg = MOg· Die Lasten PI und PIV haben dann also kein~n Ein
fluB auf H, vielmehr ist H von den Lasten P der mittleren Offnung 
allein abhangig. 
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c) Bogen aus vier Scheiben und einem Zugstab (Abb.27 u. 28). 
Der Zugstab ist in a an I und in d an IV angeschlossen. Aus p = 4, 

Abb. 27. 

kl = 0, r 1 = 1 folgt 

a=6-1=5. 

Die Punkte a, b, c, d er
halten je eine lotrechte 
Stiitze, ein beliebiger 

D Punkt - gewahlt ist b 
- auBerdem eine wage
rechte Stiitze. Fiir das 
Tragwerk der Abb. 27 
gilt, wenn Z die wage-
rechte Seitenkraft des 
Zugstabes ist, 

A .11 + B . dI - 2: PI (b + dI ) - Z . e = ° , 
A~+0+B~+0-2:~0+~+0 

-2: P . b - Z 'g=O, 

(A + B - L: PI) 1 - 2: P . b + Z (e - g) = ° , 
D ·lIV + O· dn - L PIV(a + du)- z· g = 0, 

(er) D (lIV + 1) + 0 (dlI + 1) - L PIV(a + dlI + 1) 
-2:P . a - Z . e =O, 

(er) - (g,.) (D + 0 - L PIV) 1-2: p. a - Z (e - g) = o. 
Die Laststellung PI zwischen b und e wird durch einen negativen 
Wert b, die Laststellung P IV zwischen c und g durch einen negativen 
Wert a bezeichnet. 

(b) A· }'l -- 0 (d[ + 1 + du) - D (dI + 1 + 111') - 2: PI . b 
+ 2 P (a + dl ) + 2:Plv(dl + 1 + dlI + Ct) = 0, 

(b) + (er) A· AI- (0 +D-LPIV)dI - 2:, PI . b +drLP-Z, e= 0; 

hierzu wird dt [(er) - (gr)] addiert 

A 1 [ dI]'~ dI ...... ' 
• A[ - Z (e - g) T + e -.:::.. Pl' b + T L.. p. b = 0. 

Diese Gleichung wird von }': [(g/) - (el)] abgezogen 

B· Al + Z [(e - g) ~- + e 1- l{ "L, P . b - 2: PI" a = ° . 
(c) A (11 + 1 + dn ) + B (dl + 1 + dn ) - D· AIV - 2: PI (b + dI + 1 + dIl) 

- 2:P(b + du) + "L,PIv ' a = 0, 

(c) - (gl) (A + B - 2:PI)du - D}'IV- dIl"L,P + 2:PIV' a + z· g = 0; 
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hiervon wird ~f [(gl) - (el)] abgezogen 

[ dn ] dIl '" ~' - DAIV- Z (e -g) T - g - T....:::... P . a + ....:::...PIV·a = 0, 

dazu wird A~V [(er) - (gr)] addiert 

[ lIV] lIV '" '" CAIV-Z (e-g)-l--g -,,-....:::...P.a-....:::...P[v·b=O. 

Die Stiitzdriicke des Gelenktragers, der aus den Scheiben I bis IV 
durch Wegfall des Gelenkes I entsteht, sind: 

Al = (2: PI . b - ~I 2: P . b) ~I ' 

Bl = (2: PI .a+-f2: p . b) ~I' 
( lIV ..... ) 1 

C1 = L:Plv·b+-Z-.z.,P'a AIV' 

( " dn ",) 1 Dl = ....:::... PIV · a - -C....:::... p. a AIV· 

Mit diesen Werten ergibt sich 

A - Z L [( e - g) ~I + e] = A1 , 

B + Z L [( e - g) l; + e] = B1 , 

1 [ Trv] C-Z- (e-g)--g = C1 , 
lIV l 

r; 1 [ du] D+Z- (e-g)--g =D1 • 
lIV l 

Z ergibt sich aus 

(fl) A (lI + Zn) + B (d[ + lIl) - 2: PI (b + dl + In) 

- L:Pn(lIl- a) - Z/l = 0, 

(38) 

(fl) - (el) (A + B - L: PI) In - 2: Pn (In - a) - Z (/1 - e) = 0; 

hiervon wird i~ [(gz) - (el)] abgezogen 

In ,,""" r l11 ] T"":::'" P . b - ....:::... PIl (In - a) - Z L (e - g) T + (/1 - e) = 0, 

da lIII III 11 - eT - g T = I , 

und l~I 2: P . b - 2:PIl(l11 - a) = M lf , 
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dem Moment der auBeren Krafte des oben bezeichneten Gelenktragers 
in bezug auf Punkt t, so ergibt sich 

Z = ~~f. (39) 

Das Moment Ml/ ist im vorliegenden Faile identisch mit M oJ , dem 
Moment der auBeren Krafte des einfachen Balkens von der Stutz
weite 1, der durch die Lasten P belastet ist; in bezug auf Punkt f. Die 
Lasten PI und PIV sind daher auf Z ohne EinfIuE. 

Fur das Tragwerk der Abb. 28 gilt 

(el) A1I-L,PIb+Z'e=O, 

(g,) D· 1IV - L, PIV ' a + Z . g = 0, 

(c) A (11 + dI + 1) + B1- D(dIl + 1IV) - 2:PI(b + dI + 1) 
- L,P' b + L, PIV(a + diI) = 0, 

(b) A (dI + 11) - C . 1 - D (lIV + dIl + 1) -1: PI (b + dI ) 
+ L, p. a + L, P1V(a + dIl + 1) = O. 

Abb. 28. 

In (c) und (b) werden A und D aus den beiden ersten Gleichungen 
eingefiihrt 

dI + 1 "" "" dn V B·1- ~-';;;"'PI·a-...::..p.b +-.;;;...PIv·b 
11 1IV 

[ dI + 1 dnl 
- Z e - g + e ~- - g--I = 0, 

11 1IV 

dI "" "" 1 + dll - C ·1- - .;;;...PI·a + ..:..,.P·a + -~-LPIV·b, 
4 4v 

_ Z [e _ g + e dI _ g dll +1] = 0 . 
11 1Iv 

hb = e dI + 1I he = g ~!l j--1Iv 
4 ' 4v 

Mit 

dI + 1 dll 1 
e - g + e ~- - g - = hb - he + e - , 

11 lIV 1I 

wird 

dI dll + 1 1 
e - g + e -1 - g -1-~ =;0 hb - he - g -l . 

I IV IV 
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Fiihrt man die Stiitzdriicke des Gelenktragers ohne das Gelenk I ein, 
so ergibt sich 

Z folgt aus 

D+Z.JL=Dl. 
lrv 

(II) A (lI + III) + B (lII - dl ) - ~ PI (b + III) 
- ~ PII(lII - dI - a) - Z· 11 = o. 

A wird aus (el) eingefiihrt 

(40) 

III "" ~ (' II + III . ) B(III - dI ) - Z; k."PI • a -..::;..PII(lII - dI - a) - Z e-II- + 11 0, 

schlieBlich wird Bl eingefiihrt 

III ~ ~'P Bl (lII - d1 ) - Z; ..::;..PI · a -..::;.. II(ln - dI - a) 

[ II + III (hb - he e) ] - Z e --- + 11 - -- + - (lII - dz) = 0 . 
~ 1 ~ 

Nun ist 

und 

Bl (III - dI ) - ~~I 2:, PI . a - ~PIl(lII - dI - a) = MIl' 

also ergibt sich 

Z=Mlf • 
f 

(41) 

Die Stiitzdriicke der Tragwerke a, b, c konnen auf die Stiitzdriicke 
des Gelenktragers, der aus den Scheiben I bis IV durch Beseitigung 
des Gelenkes zwischen II und III gebildet wird, zurUckgefiihrt werden, 
ferner der Horizontalzug der Kette bzw. des Zugstabes und der 
Horizontaldruck des Stabbogens auf das Moment der auBeren Krafte 
des Gelenktragers, bezogen auf den Punkt des beseitigten Gelenkes. 
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b) Normalkrafte, Querkrafte und Momente der auBeren 
Krafte. 

23. Begl'iff del' Nol'malkraft, del' Querkl'aft, des Momentes. 
Nach Ermittlung der Stutzkrafte wird das Tragwerk in einzelne 

Scheiben innerer Stabilitat zerlegt, welche entweder Fachwerkscheiben 
oder biegungsfeste Stabe sind. Die Wirkung der zu diesem Zweck 
durchschnittenen Gelenke, steifen Ecken und einfachen Stabe wird 
durch auBere Krafte bzw. Momente ersetzt. Diese bilden an jeder 
einzelnen Scheibe mit den etwa vorhandenen Stutzkraften und Lasten 
ein System auBerer Krafte, welche die drei Gleichungen .1:M = 0 er
fullen. Wird nun durch eine Scheibe eine Gerade gelegt, welche die 
Scheibe nur in einem Schnitt trifft, und im Fane des Fachwerks zwischen 
zwei benachbarte Knotenpunkte, im Fane des biegungsfesten Stabes 
in die Normale zur Stabachse falIt, so teilt diese Gerade die auBeren 
Krafte in zwei Gruppen, und zur Berechnung der inneren Krafte in 
dem von der Geraden getroffenen Querschnitt bedarf es der Bestimmung 
der Mittelkraft einer der beiden Gruppen der auBeren Krafte nach 
GroBe, Richtung und Lage. Die GroBe und Richtung wird im FaIle 
des biegungsfesten Stabes durch die Seitenkrafte der Mittelkraft nach 
der Tangente und Normalen zur Stabachse in dem von der Geraden 
getroffenen Punkte angegeben, die Lage durch das Moment der Mittel
kraft um diesen Punkt. 1m Fane des Fachwerks genugt es, das Moment 
der Mittelkraft um die beiden Knotenpunkte anzugeben, zwischen denen 
die Gerade liegt. Zuweilen wird jedoch auch die Seitenkraft nach dieser 
Geraden benutzt. Die Seitenkraft der Mittelkraft nach der Tangente 
wird N ormalkraft, die Seitenkraft nach der N ormalen wird Querkraft 
genannt. Das Moment der Mittelkraft um den Punkt der Stabachse 
oder die Knotenpunkte wird kurz das angreifende Moment der auBeren 
Krafte genannt. 

Nach Ermittlung der Stutzkrafte sind demnach die Normalkrafte, 
Querkrafte und Momente fur aIle Punkte der Achsen der biegungs
festen Stabe und die Momente filr aIle Knotenpunkte der Fachwerk
scheiben zu bestimmen. Obwohl diese GraBen auch von unbekamlten 
inneren Kraften und Momenten abhangig sind, namlich den Kraften 
in den durchschnittenen Gelenken und einfachen Staben, sowie den 
Momenten in durchschnittenen steifen Ecken, konnen sie in den meisten 
Fallen aus den Stutzkraften und Lasten des Tragwerks unmittelbar be
rechnet werden, da jene inneren Krafte ohne weitere Rechnung durch 
Stutzkrafte und Lasten zu ersetzen sind. 

Fur den Scheibenzug folgt aus den Gleichungen (rz) und (rr), daB 
die Kraftlinie der Mittelkraft jeder der beiden durch das Gelenk r ge
trennten Gruppen der auBeren Krafte durch r geht. Aus den Gleichungen 
.1:M = 0 fur die Gesamtheit der auBeren Krafte folgt, daB die Mittel
krafte gleiche GroBe, aber entgegengesetzte Richtung haben. Mithin 
ist der Gelenkdruck in r, der auf die Scheibe r + 1 wirkt, gleich der 
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Mittelkraft der auBeren Krafte an den Scheiben 1 bis r, und der Gelenk
druck, der auf Scheibe r wirkt, gleich der Mittelkraft der auBeren 
Krafte an den Scheiben r + 1 bis p. Da das fiir jedes Gelenk gilt, so 
folgt: Die Normalkraft und Querkraft im Punkte v eines Scheiben
zuges ist gleichwertig der gleichgerichteten Seitenkraft, das an
greifende Moment in v ist gleichwertig dem Moment der Mittelkraft 
alIer auBeren Krafte, die am Tragwerk links oder rcchts von v an
greifen. 

In einem Tragwerk der in Nr. 21 gekennzeichneten Bauart (Abb. 19) 
greifen an jeder Scheibe des Scheibenzuges auBer den Gelenkdriicken 
die Spannkrafte der Stabe an, durch welche die Knotenpunkte k1 an 
die Scheibe angeschlossen sind. Sie seien Z bezeichnet und werden 
durch die Gerade in v in die Gruppen Zl und Z, zerlegt. Z' bezeichne 
die an den Knotenpunkten k1 angreifenden Spannkrafte derselben Stabe. 
In den Geraden durch r - 1, v, r seien die getroffenen Stabe durch
schnitten und ihre S,_l, Sv, S, bezeichneten Spannkrafte als auBere 
Krafte in den Knotenpunkten jedes Stabes angebracht. Die beiden 
Krafte links und rechts jedes Schnittes seien durch die Zeiger lund r 
unterschieden. SchlieBlich sei G, der auf Scheibe r und G; der auf 
Scheibe r + 1 wirkende Gelenkdruck im Gelenk r. Die auBeren Krafte 
des Tragwerks, die nicht unmittelbar an der Scheibe r angreifen, seien 
durch die Gerade in v in die Gruppen Ql und Q" erstere durch die 
Gerade in r - 1 in Qi und Q;', letztere durch die Gerade in r in Q: und 
Q; geteilt. Dallll folgt aus den bestehenden Gleichgewichtsbedingungen, 
daB folgende Gruppen von Kraften unter sich die drei Gleichungen 
2M = 0 erfiilIen. 

1. G~-l' Qi, S'-l,l, 
3. Svr, Z~, Q~', Sri, 

2. S,-1,,, Svl, Zl, Qi', 
4. G~, Q;, S". 

Nach 2. und 3. k6nnen die Krafte ZI durch die statisch gleichwertige 
Gruppe S,_l,., Svlo Qt und die Krafte Z, durch die statisch gleich
wertige Gruppe Svn Q:, Sri ersetzt werden. Nach 1. und 2. und nach 
3. und 4. k6llllen a ber die Krafte G, _ 1, Z I d urch die sta tisch gleich
wertige Gruppe Qz, Svl und die Krafte Gn Z, durch die statisch gleich
wertige Gruppe Q" SV, ersetzt werden. Daraus folgt: Die Normal
kraft und Querkraft im Punkte v des Scheibenzuges ist gleichwertig 
der gleichgerichteten Seitenkraft, das Moment in v ist gleichwertig 
dem Moment der Mittelkraft einer der beiden durch die Gerade in v 
getrennten Kraftgruppen, welche aus den auBeren Kraften des Trag
werks und den als auBere Krafte angebrachten Spallllkraften in den 
von der Geraden getroffenen Staben bestehen. 

Fiir einige besondere Bauarten muB die Ermittlung der oben bezeich
neten inneren Krafte der Berechnung der Normalkrafte, Querkrafte 
und Momente vorausgehen. 

Um die Richtung der Normal- und Querkrafte und die Drehungs
richtung der Momente eindeutig zu bezeichnen, ist jedem biegungs
festen Stabe ein Augenpunkt zuzuordnen, von dem aus der Teil links 
jedes Querschnittes von dem rechts liegenden zu unterscheiden ist. 
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Die Richtung der Stabachse wird rechtsweisend positiv gewahlt. Die 
auBeren Krafte links jedes Querschnittes seien Ql, die rechts jedes Quer
schnittes Qr bezeichnetL Die Normalkraft aus der Mittelkraft der 
Krafte Ql wird linksweisend, die Querkraft in der Blickrichtung, das 
Moment rechtsdrehend (um den Bezugspunkt) positiv festgesetzt. Die 
Normalkraft aus der Mittelkraft der Krafte Qr wird rechtsweisend, die 
Querkraft der Blickrichtung entgegengesetzt, das Moment linksdrehend 
positiv festgesetzt. Die Normalkraft und die Querkraft als Seiten
krafte der Mittelkraft der Krafte Ql oder Qr erhalt man als Summe der 
gleichgerichteten Seitenkrafte aIler· Krafte Ql oder Qr, das Moment als 
Summe der Momente aller Krafte Ql oder QT in bezug auf den jeweils 

betrachteten Punkt der Stabachse. Dieselbe 
Festsetzung gilt im FaIle der Fachwerk
scheibe fiir die Momente um die Knoten
punkte und fiir die Querkraft. 

Wird das Tragwerk auf ein Koordinaten
system bezogen, dessen positive X-Achse 
rechtsweisend, dessen positive Y-Achse 

L----------:z7.,.x in der Richtung +X linksweisend ist 
(Abb. 29), und bezeichnet cp den Neigungs
winkel der positiven Richtung der Stabachse 

gegen die positive X-Achse, X m, Ym die Koordinaten des Angriffspunktes 
.der Kraft, x, Y die des Bezugspunktes, so ist 

Abb.29. 

die N ormalkraft 
Nl = - ~ Qlz coscp - ~ Qly sincp, } 

N r = +~ Qrzcoscp + ~ Qrysincp, 
die Querkraft 

das Moment 

VI = -~ Qlz s~n<p + Qly coscp, } 

Vr = + ~ Qrz smcp - Qry coscp , 

(42) 

(43) 

Ml = ~ Qlx (Ym - y) - ~ Qly (xm - x), } (44) 

Mr = - ~ Qrz (Ym - y) + ~ Qry (xm - x) . 

Die drei Gleichgewichtsbedingungen ~ M = 0 bedingen 

Nl - NT = 0, VI - Vr = 0, Ml - Mr = O. 

24. Der einfache Balken (Abb. 30). 

Die Stiitzpunkte a und b liegen auf einer Wagerechten. Da aIle 
Lasten lotrecht sind und die wagerechte Stiitzkraft gleich Null ist, 

sind aIle N ormalkrafte gleich Null, 

lI~n yx-a- ~b~ und die Querkrafte und Momente 
~-~~=~:::±=--==.::::::;=!!:.b=-vr±Pr>3-=~ haben fUr aIle Punkte jeder Lotrech-

Z",i" =z: 8 ten dieselben Werte. Es sind dem-
1------- nach nur die Querkrafte und Mo-

Abb. 30. mente fiir aIle Punkte der Wage-
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rechten a b zu berechnen. Mit den aus Abb. 30 ersichtlichen Bezeich
nungen ergibt sich fiir Punkt v 

V=A- LPI=-B+ LP"j 
M = A . x - L PI (x - a) , 

1vI = B· x' - L P,(x' - b) . 

Die Lasten PI erzeugen 

also 

Die Lasten P, erzeugen 

also 

(45) 

mithin entsteht nach dem Superpositionsgesetz durch alle Lasten P 

x' x 
M = T L p,. a + T L P r • b. (46) 

Die Momente der lotrechten auBeren Krafte am einfachen Balken 
sollen Mo bezeichnet werden. 

Der Balken sei im Endquerschnitt a durch ein rechtsdrehendes 
Moment ]VIa, im Endquerschnitt b durch ein linksdrehendes Moment Mb 
belastet. Dann folgt aus (a) und (b) 

I 
A =-T(Ma - M b), 

demnach 
M= Ma+A ·X= Mb+B.x', 

x' x 
M=MaT+MbTo (47) 

Eine ubersichtliche Darstellung des Verlaufes der Momente erhalt 
man in der Linie 1] = M IKrafteinheit oder 1] = ]vIILangeneinheit, 
deren Abszissenachse die Balkenachse ist. In jedem Punkte der Stab
achse ist die zugehorige Ordinate in einem Langen- oder KraftmaBstab 
aufzutragen. Die so gezeichnete Linie wird Momentenlinie oder Mo
mentenpolygon, die von ihr und der Abszissenachse eingeschlossene 
Flache Momentenflache genannt. Die Momentenlinie des einfachen 
Balkens fUr eine Belastung durch lotrechte Lasten ist das zu den auBeren 
Kraften mit der Polweite I (Krafteinheit oder Langeneinheit) gezeichnete 
Seileck. Die Momentenlinie fur die Belastung durch die Momente M a 

und Mb in den Endquerschnitten ist nach Gleichung (47) eine Gerade 
mit den Ordinaten Mall in a und Mb/l in b. Durch lotrechte Einzel-

G r ii n i n g, Statik. 6 
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lasten und negative Momente Ma, Mb entstehen nach dem Super
positionsgesetz die Momente 

x' x 
.M = Mo - Ma T - Mb T ' 

deren Flache durch Abzug des Trapezes mit den Ordinaten M a , Mb 
von der Mo-Flache zu bilden ist (Abb.31). 

Zwischen den Momenten und Querkraften bestehen folgende Be
ziehungen (Abb.32). Da die Querkraft gleich der Mittelkraft aller 

M 
auBeren Krafte Qz ist, so hat Vn vom Punkte n den Abstand en = -V-". 

n 
Sofern nun zwischen den Punkten n - 1 und n, deren A bstand gleich in 
ist, keine Lasten angreifen, kann auch M n- 1 durch Vn bestimmt werden, 

also 

Abb. ill. 

Mn+l - ltIn 
)'n+l 

"1 
I 

namlich 

M n - 1 = Vn (en - An), 

also ist 

I Mn-Mn_l 17 
..... "_2_-:0-7" ---;:--- = no 

Ps 
(48) 

Ferner ist 

V n +1 = Vn - P n , (49) 

Mn - ltIn _ 1 __ p. 
)'n - no (50) 

Diese Beziehungen fiihren zu einer einfachen Berechnung der Mo
mente, wenn die Angriffspunkte der Lasten in gleichem Abstand A auf

{Pn-' 

Abb. 32. 

Nun ist 

einander folgen. Es sei m . A = l, 
dann ist nach Gleichung (45) 

m-l 

Vn+B= L]Pr=bn , 
n 

m-l 

VI + B = L] P T = bI · 
I 

M1=A= VI 
}~ , 

also folgt 

MI 
T + B = bi = aI' 
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und schlieBlich Mm B b T+ m =am- I + m=am· 

Da aber Mn. = 0 ist, so ergibt sich 

und Mn n 
-=an--·am · A m 

Man berechnet die Werte b in der Reihenfolge b", = 0, bm -1 = P", -1, 

bm- 2 = bm- 1 + P m- 2 usw. bis bI , d. h. durch Addition der Lasten 
mit Pm - 1 beginnend und nach 
links bis PI fortschreitend. Sodann 
berechnet man die Werte a in der 

/1 
Reihenfolge a1 , a2 •• • a", durch 
Addition der Werte b mit bi be- Abb. 33. 
ginnend und nach rechts bis bmfort-
schreitend. Der letzte der Werte a, durch m geteilt, ergibt B, dessen 

nfacher Wert von an abzuziehen ist, um ~" zu erhalten. Nach

stehendes Beispiel (Abb. 33), in dem m = 6 ist, erlautert das Verfahren. 

'] p, b, a, ] n i mam I ]JIm: A 

1 ]1 14 24 + 14 = 38 38 15 
I 

38 - 15 = 23 
2 

I, 

10 14 + 10 = 24 38 + 24 = 62 30 62 - 30 = 32 
3 4 10+ 4 = 14 62 + 14 = 76 45 76 - 45 = 31 
4 6 4+ 6 = 10 76 + 10 = 86 60 86 - 60 = 26 
5 4 0+ 4= 4 86 + 4 = 90 75 90 - 75 = 15 
6 il 0 0 90 + 0=90 90 90-90= 0 

Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung fiir den haufig vor
kommenden Fall einer zur Balkenmitte symmetrischen Belastung, da 
dann die Querkraft in der Mitte sofort angegeben werden kann. Wenn m 
eine gerade Zahl ist, ist V'II = t Pm, wenn m eine ungerade Zahl ist. 

2 "2 
V m+1 = O. Im ersten Falle ist 

"'--1 
2 

A =.L}Pr + lP",-, 
1 2 

"'--1 
n-1 2 

V" = A - .L} Pr =.L}Pr + i P",-, 
1 n 2 

im zweiten Falle ist 
/;(m-l) 

A -.L}P., 
1 

6* 
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Weiter ist 

Die Addition del' Lasten von del' J\'Iitte nach links bis zum Auflager 
fortschreitend liefert die Werte del' Querkraft, die Addition del' V 
von VI nach rechts bis zur Mitte fortschreitend liefert die durch }, 
geteilten Werte del' Momente. 

Einfl uBlinien. 
Del' Balken sei nur durch eine Last von del' GroBe del' Krafteinheit, 

P = 1, belastet, die rechts des Punktes v steht und vom rechten Auf
lager den Abstand b hat. Dann ist 
die Querkraft in Punkt v 

wenn 
Vv = 1 . 17b, 

b 
1]b = T ist. 

Wandert nun die Last P = 1 vom 
rechten Auflager bis v, so durchlauft 
b aile Werte von 0 bis x'. Del' zu jeder 

Abb. 34. Laststellung b gehorende Wert rib werde 
von einer Wagerechten von del' Lange l 

1 aus in dem durch b bestimmten Punkte 
-1 

rr-::wJ.WJ.!.J.JJ.llLl~UP>'mT;&,TITTTTTT1T~~J als Ordinate in einem ZahlenmaBstab 
+1 aufgetragen (Abb. 34), dann bestimmen 
L die Endpunkte del' Ordinaten eine Gb 

Abb. 34 a. bezeichnete Gerade, da 1]b linear in b ist. 
Auf del' Lotrechten durch a schneidet 

Gb die Strecke a a' ab, welche in dem zur Auftragung del' Ordinaten 
gewahlten MaBstab infolge b = Z den Wert 1 hat. 

Eine Last P = 1 links des Punktes v, deren Abstand vom linken 
Auflager a ist, erzeugt 

Z-a 
Vv = 1 -Z- - 1 = + 1·1]a, 

wenn a 
17a =-T ist. 

Wandert die Last P = 1 vom linken Auflager bis v, so durchlauft a 
aIle Werte von 0 bis x. Wird nun 1Ja von del' oben bezeichneten Wage
rechten in derselben Weise aufgetragen wie 1]b, und zwar nach del' ent
gegengesetzten Seite, da das Vorzeichen negativ ist, so bestimmen die 
Endpunkte del' Ordinaten 1]a eine Gerade Ga. Ga schneidet auf del' 
Lotrechten durch b die Strecke b b' ab, welche infolge a = Z den Wert 
-1 hat. Ga und Gb sind Paralleleim Abstand 1. Wird a a' = 1, 
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b b' =-1 in einem beliebigen MaBstab aufgetragen, so ist Ga durch 
die Punkte a und b', Gb durch die Punkte b und a' festgelegt. Ga und Gb 

geben durch ihre Ordinaten den Wert der Querkraft an, den die Last
einheit in der durch die Abszisse bezeichneten Stellung erzeugt, und 
zwar G a fiir die Strecke a bis v, Gb fUr die Strecke v bis b. Die erste 
wird negative Beitragsstrecke, die zweite positive Beitragsstrecke, ent
sprechend dem V orzeichen der Querkraft, genannt. Der Linienzug a, 
Va, Vb, b wird EinfluBlinie fiir die Querkraft im Punkte v genannt, 
die Wagerechte heiBt Nullinie und die Flache zwischen der EinfluB
linie und der Nullinie Einfl uBflache. Der Schnittpunkt der Null
linie mit der EinfluBlinie wird N ullpunkt oder Belastungsscheide ge
nannt, da er die positive Beitragsstrecke von der negativen scheidet. 
Die Nullinie kann offensichtlich jede beliebige Neigung gegendie Wage
rechte haben, wenn die Projektion ihrer Lange auf die Wagerechte 
gleich list, es ist jedoch meist zweckmaBig, eine wagerechte Nullinie 
zu wahlen. 

Die in Vorstehendem fiir die Querkraft erlauterte Darstellung kann 
fiir jede statische GroBe durchgefiihrt werden. Man berechnet die 
Werte einer statischen GroBe Z, welche durch die Lasteinheit P = 1 
in allen moglichen Laststellungen bei unveranderter Lastrichtung erzeugt 
werden, und bestimmt durch diese Werte eine Linie, deren Abszissen 
in der zur Lastrichtung rechtwinkligen Geraden durch die Laststellung 
angegeben werden. So erhalt man die EinfluBlinie fiir die statische 
GroBe Z .. Positive und negative Werte f\ind auf entgegengesetzten Seiten 
der Nullinie aufzutragen. Der Ubersichtlichkeit der Darstellung zuliebe 
sollen positive Werte auf der Seite der Nullinie, nach welcher die posi
tive Lastrichtung weist, bei lotrechten Lasten also nach unten, negative 
Werte nach oben aufgetragen werden. Die EinfluBlinie stellt danach 
durch ihre Ordinate den Wert der statischen GroBe Z, der durch die 
Lasteinheit erzeugt wird, als Funktion der Laststellung dar. Be
zeichnet 17n die Ordinate der EinfluBlinie im Punkte n, so erzeugt die 
Last P n in demselben Punkte den Wert 

Z = P" '171" 

und durch mehrere Lasten entsteht 

Z = 2: P n ·1)n. (51) 

Die EinfluBlinie laBt sofort die Laststellung erkennen, in welcher 
ein Maximum oder Minimum der statischen GroBe entsteht. Volle Be
lastung der positiven Beitragsstrecken bei unbelasteten negativen 
erzeugt max Z, volle Belastung der negativen Beitragsstrecken bei un
belasteten positiven erzeugt minZ. Raben die Lasten verschiedene 
GroBe, so sind dabei die groBten Lasten in die Punkte der absolut 
groBten Ordinaten 1] zu stellen. 

1m allgemeinen liegt der Fall mittelbarer Belastung vor. Die Last
einheit, die iiber einem Lastknoten steht, erzeugt denselben Wert wie 
'die unmittelbar wirkende in derselben Stellung. Mithin sind die Ordi
naten der EinfluBlinie fUr mittelbare und unmittelbare Belastung in 
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den Lastknoten identisch. Die Lasteinheit, die zwischen zwei Last
knoten v-I und v steht, ist durch die ihr paraHelen Seitenkrafte in 
v-I und v zu ersetzen, da sie meist durch Zwischentrager von del' 
Art des einfachen Balkens auf die Lastknoten ubertragen wird. Nach 
Abb. 35 ist also '" 

P-7 P v - 1 =I· T , P v =I· T · 
D~S~D 
F~ Sind nun 'l'Jv-1 und 'fjv die Ordinaten del' EinfluB-

PO-I Po linie in v-I und v, so ergibt sich fur die Ordinate 
in del' durch " " bezeichneten SteHung del' Wert f[ t [I " , 1) == 1)v -1 • T + 1)v • T . Abb. 35. 

Da 17 in " " linear ist, folgt, daB die EinfluBlinie fUr mittelbare Be
lastung zwischen zwei benachbarten Lastknoten eine Gerade ist. Da
nach wird die EinfluBlinie fUr mittel bare Belastung gewonnen, indem 
die \Verte berechnet und als Ordinaten aufgetragen werden, welche 
die in den Lastknoten stehende Lasteinheit erzeugt, und die End
punkte del' benachbarten Ordinaten durch Gerade verbunden werden. 

Abb. 34 steIIt die EinfluBlinie del' Querkraft V fUr unmittelbal'e 
Belastung dar. Sind im FaHe mittelbarer Belastung v-I und v zwei 
benachbarte Lastknoten (Abb. 34a), so gilt Ga von a bis v-I, Gb von v 
bis b und die Gerade (v - l)a, Vb fur die Strecke zwischen den Knoten 
v-I und v. Die Quel'kraft zWischen beiden Lastknoten ist konstant. 

Um die EinfluBlinie fUr das Moment im Punkte v des einfachen 
Balkens zu finden, werden die Werte des' Momentes berechnet, welche 

b

1 

JJ' 

Abb. 36. J 

die Lasteinheit rechts und links von 
v stehend erzeugt. Aus del' Last
steHung rechts entsteht nach Abb, 36 

b 
M=I·-·x 

l ' 
aus del' Laststellung links entsteht 

M a, 
= l· l ·x. 

Del' erste Wert ist linear in b, del' zweite linear in a, mithin ist die 
EinfluBlinie rechts von v eine Gerade Gb , links von v eine Gerade Ga. 
Da del' Laststellung in v b = x' und a = x entspricht, haben Ga und Gb 

in v dieselbe Ordinate x'l x'. Die Geraden Ga und Gb schneiden sich 

auf del' Lotrechten durch V. Gb schneidet auf del' Lotrechten durch a 
die Strecke a a' = x, Ga auf del' Lotrechten durch b die Strecke 
b b' = x' abo Die EinfluBflache fUr das Moment im Punkte v ist dem
nach ein Dreieck, dessen Spitze lotrecht unter v liegt, dessen Seiten 
durch a a' = x und b b' = x' festgelegt sind. Zwei diesel' Stucke genugen 
zur Zeichnung del' EinfluBlinie. Liegt del' Punkt v zwischen zwei Last
knoten, so ist die Spitze des Dreiecks durch die Gerade abzuschneiden, 
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welche die Endpunkte der Ordinaten in den beiden Lastknoten links 
und rechts von v verbindet. 

Zur Ermittlung der groBten Querkrafte und Momente, die durch 
einen Zug von Einzellasten erzeugt werden, kann man die EinfluB
linien verwenden. Schneller zum Ziele fiihrt jedoch die Zeichnung 
eines Seilecks. Handelt es sich um die groBten Werte der Momente, 
so wird das Seileck zunachst ohne SchluBlinie gezeichnet. Die un
gunstigste Laststellung, d. h. die Stellung, in welcher der groBte Wert 
entsteht, wird durch Verschieben des Balkens unter den Lasten und 
Vergleich der in den moglichen Stellungen entstehenden Werte gefunden. 
Die groBten Werte der Querkrafte erhalt man in der Ordinate des sog. 
A-Polygons, eines Seilecks, welches mit der Polweite l zu den Lasten 
gezeichnet wird. Dabei sind die Lasten von b nach links in der Reihen
folge fortlaufend zu stellen, in der sie von v nach rechts auf dem 
Balken stehen. Die Ordinate in v gibt A = V max fUr die bezeichnete 
Laststellung an. 

Die durch die Lastenzuge der Reichsbahn entstehenden Werte 
V max und 211max sind den Tabellen zu entnehmen, welche fUr die Stutz
weiten von 10 bis 160 m aufgestellt sind 1). 

25. Der biegungsfeste Stabzug 

ist ein Tragwerk aus p biegungsfesten 
Staben, die in ihren Endquerschnitten 
durch p - 1 steife Ecken untereinander 
verbunden sind. Die Stabachsen bilden 
entweder eine einzige, in den Knoten
punkten geknickte Linie (Abb. 38 und 41) 
oder sie verzweigen sich in einzelnen 
Knotenpunkten in zwei oder mehrere 
Aste (Abb. 44 und 46). Man zerlegt den 
Stabzug in die einzelnen Stabe, indern man 
Schnitte durch die Stabenden unmittelbar 
neben den Knotenpunkten fUhrt und die 
inneren Krafte in den Schnittflachen als 
auBere Krafte N, V, M anbringt, welche 
einerseits auf die Stabe, andererseits auf 
die Knotenpunkte wirken. Letztere seien 
N I, VI, MI bezeichnet, urn sie in folgen
dem von den gleich groBen, aber entgegen
gesetzt gerichteten N, V, M zu unter
scheiden. Abb. 37 a stellt die an Stab n 
anzubringenden, Abb.37b die auf den 
Knotenpunkt n wirkenden Krafte und 

\11 
Abb.37a. 

+ 

Abb.37b. 

M6mente dar. Der Knotenpunkt rnuB als Scheibe aufgefaBt werden. 
Daher bestehen drei Gleichgewichtsbedingungen, deren eine, die 

1) Vorschriften flir Eisenbauwerke. 1925. 



88 Normalkrafte, Querkrafte und Momente der auBeren Krafte. 

Gleichung (n), bedingt, daB die beiden auftretenden Momente gleiche 
GroBe haben. Die beiden anderen lauten 

(Voo) N~+1,I· coslPn+1 + V~+l,l . sin 9)n+1 - N~r cos f[Jn 

- V~rsinf[Jn + P n« = 0, 
()N' .• V' N'· WOO n+1,1 SID IPn+1 - n+1,1· cos IPn+l - nr· SIn Tn 

(52) 

+ V~r·COsq:'n+Pny=O. 
N~+l,Z, V~+l,l' M~ werden zu ihrer Mittelkraft R~+l,l und ebenso 
N;", V;,,, M~ zu ihrer Mittelkraft R;,. zusammengesetzt. Am 
Knotenpunkt n greifen die Krafte Pn, R~+l,l' R~r an. Ihre Kraft
Iinien mussen sich also in einem Punkte n' schneiden. Die Lage des
selben auf der Kraftlinie P n , bestimmt durch die Strecke e = n n', 
ergibt sich aus 

M~ = e [N~+1,I· sin (en - <Pn+1) + V~+1,I· cos (en - tpn+1)] 
oder 

Mn = e [N~T· sin (en - tpn) + V;,,· cos (en - <Pn)]. 

Der Faktor von e in der ersten Gleichung ist die Seitenkraft der Kraft 
R;,+l,l nach der Rechtwinkligen zur Kraft P n, der Faktor von e in der 
zweiten Gleichung die Seitenkraft der Kraft R~r nach derselben Rich
tung. Infolge des Gleichgewichts am Knotenpunkte sind beide Seiten
krafte gleich groB. 

In derselben Weise seien N~l' V;'l, M~ -I zu ihrer Mittelkraft R~l 
und N~_l" V~-l" M~_l zu R~_j r vereinigt; R~l' R~-lr und P n- 1 

schneiden' sich in'dem Punkte n -' l' und erfiillen die beiden Gleich
gewichtsbedingungen (woo), (voo). 

Am Stab n muB Gleichgewicht zwischen den Kraften Rnl , Rnr und 
den Lasten bestehen, die etwa zwischen den Knotenpunkten n - 1 
und n angreifen. Mithin schneiden sich nach Nr. 18 die Krafte Rnl , 
Rnr und die Mittelkraft der Lasten in einem Punkte und erfullen die 
Gleichung (3). Sind keine Lasten vorhanden, so ist Rnl = R n" und 
ihre Kraftlinie die Gerade n - l' n'. 

Damit gelangt man zu folgendem SchluB: 1st Rn -1. r nach GroBe, 
Richtung und Lage bekannt, so ist durch die Gleichgewichtsbedingungen 
des Knotenpunktes n - 1 Rnl und danach durch die Gleichgewichts
bedingungen des Stabes n Rn , bestimmt. Dieser SchluB laBt sich 
fortsetzen und umkehren. Danach konnen fur einen Stabzug der ersten 
Art aIle Krafte R nacheinander ermittelt werden, sobald die auBeren 
Krafte in eineID der beiden Endpunkte gefunden sind. An einem ver
zweigten Stabzug konnen die Krafte R fur jeden Ast ermittelt werden, 
indem in den Endpunkten begonnen wird, wenll aIle auBeren Krafte 
bekannt sind. In den Knotenpunkten der Verzweigungsstellen erhalt 
man dann ebenso viele Krafte R' , als Aste vorhanden sind, welche die 
drei Gleichungen 2;M = 0 erfullen. 

Die Bedeutung der Krafte Rnl und Rnr erhellt aus folgender Uber
legung. Die Kraft R;,l ist im Gleichgewicht mit allen auBeren Kraften 
an dem Teil des Stabzuges links des Stabes n, zu dem auch der Knoten
punkt n - 1 mit der Last Pn - 1 zu rechnen ist. Mithin ist Rnl die 
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Mittelkraft der genannten auBeren Krafte. Ebenso folgt, daB Rnr die 
Mittelkraft aller auBeren Krafte an dem Teil des Stabzuges rechts des 
Stabes n ist, zu dem auch der Knotenpunkt n mit der Last P n zu rechnen 
ist. Fiir den Punkt v der Stabachse zwischen den Knotenpunkten n - 1 
und n treten nach Nr.23 zu Rnl die Lasten Pnl hinzu, die. zwischen 
n - 1 und v angreifen, und zu Rnr die Lasten Pnn die zwischen V' 

und n angreifen. Mithin ist Rvl die Mittelkraft aller auBeren Krafte 
links von v und Rvr die Mittelkraft aller auBeren Krafte rechts von v. 
Da R"l = Rvr ist, konnen die 1ndizes l und r fortgelassen werden. 
Die Kraftlinien aller Krafte R bilden ein Polygon, dessen Eckpunkte 
auf. den Kraftlinien der auBeren Krafte liegen. Der Bedeutung del' 
Krafte wegen wird es Mittelkraftpolygon genannt. 

Die Rechtwinklige zur Stabachse in v schneidet die Kraftlinie Rv. 
in v', und es sei rJv = v v' positiv rechts der Kraftrichtung Rv' Wird 
nun Rv in die Seitenkrafte N v und V" zerlegt, so zeigt sich, daB 

Mv = N v ' rJv 

ist. Auf jeder Strecke der Stabachse, auf welcher R sich nicht andert,. 
andern sich nur die Momente, und zwar linear. Sind also die Momente 
in zwei Punkten der Strecke gefunden, so sind sie in allen Punkten 
bekannt. 

Durch den dargestellten Rechnungsgang werden alle Krafte R nach
einander schrittweise ermittelt. Da Rv die Mittelkraft aller auBeren 
Krafte links oder rechts von v ist, konnen ihre Seitenkrafte auch un
mittelbar nach den Formeln (42), (43), (44) durch die auBeren Krafte 
ausgedruckt werden. 

oder 

N" = -~QIX' cosipn - ~QIIl' sinipn, 

Mv = -~Qlx(Yv - y",) + ~Qlll(Xv - xm), 

V = -~Qlx' sinipn + Qly' cosipn 

N v = + ~QrxCOSipn + ~Qrllsinipn' 
Mv = + ~Qrx(Yv - Ym) - ~Qry(xv- xm) 

Vv = + ~ Qrx' sinipn - ~ry • cos ipn' 

X m , Ym sind die Koordinaten der Angriffspunkte der auBeren Krafte. 
Die Formeln konnen auch aus Gleichung (41), Seite 37 durch ge
eignete Wahl der virtuellen Verruckungen abgeleitet werden. Ein
facher ist die Querkraft durch die Differenz zweier Momente nach 
Gleichung (34), Seite 31 auszudrucken. 1st a ein Punkt links, b ein 
Punkt rechts von v, ferner ). gleich der Strecke a b, und andert sich R 
zwischen a und b nicht, so ist 

(53) 

Meist wahlt man hierbei die v zunachst liegenden Knotenpunkte bzw. 
Angriffspunkte der auBeren Krafte. Fur den Ast eines verzweigten 
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Stabzuges benutzt man am einfachsten die Ansatze aus Ql oder Q" 
je nachdem der freie Endpunkt des Astes links oder rechts von v liegt. 

Stabzug der Abb.38. Der Augenpunkt sei fiir aIle Stabe im 
Innern des Stabzuges gewahlt. Die Lasten seien in die lotrechten 
Seitenkrafte Py und wagerechten Seitenkrafte Px zerlegt, die im 

Gegensatz zu den Qy, Qx in Rich-
-fy tung der negativenY- bzw. X-Achse 

.~~-----~-------~ 

------~l----------~ 

Abb. 38. 

+:c 

positiv eingefiihrt werden. Die Stiitz
krafte sind 

Die Normalkraft in einem beliebigen Punkte v der Stabachse ist 

N v = -A sin !PH - C· Cos!pn + L Ply sin!pn + L: Pix' cos !PH 
oder 

N v = B· sin!pn - L: Prysin!p" - L Prx ' cos!pn· 

Das Moment in v ist 

Mv = A . x - C . Y - L: Ply (x - a) + L: PI., (y - Ym) 
oder 

Mv = B· x' - 2' Pry (x' - b) - L: Pr.,(y - Ym)· 

Nach diesen Formeln werden die Momente in den Knotenpunkten 
1, 2, 3 und in 4, dem Angriffspunkt der Last P4 , berechnet. Damit 
sind sie auch in allen Zwischenpunkten bestimmt. Zur iibersichtlichen 
Darstellung wird die Momentenlinie fiir jeden Stab gezeichnet (Abb. 39). 

Es wird in Punkt 1 die' Strecke 11' = ~l rechtwinklig zu Stab 1 

und die Strecke 11" = ~l rechtwinklig zu Stab 2 aufgetragen, ebenso 

22' = ~2 rechtwinklig zu Stab 2, und 22" = ~2 rechtwinklig zu 

Stab 3, 33' = ~~ rechtwinklig zu Stab 3 und 33" = ~3 recht

winklig zu Stab 4, schlieBlich 44' = ~4 rechtwinklig zu Stab 2. Die 

Geraden a l' - 1" 4' - 4' 2' - 2" 3' - 3" b bilden die Momentenlinie. 

Abb. 39. 

Die Querkraft fiir aIle Punkte des 
Stabes 2 links von 4 ist 

1 
V= T(M4 - M l ); 

fiir aIle Punkte rechts von 4 
1 

V = T (M2 - M 4 ) • 
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Um das Mittelkraftpolygon zu zeichnen, wird die Mittelkraft ~P der 
Lasten PI' P 2 , Pa, P 4 bestimmt. 1m Krafteplan (Abb.40b) wird 
al l 1 = Pll 1141 = P 4 , 4121 = P 2 , 21 b1 = P 3 gemacht. Aus einem 
beliebigen Pol P werden 
die Polstrahlen Pal' P 1} , 
P 41 , P 21 , P b1 gezogen, 
und parallel zu den Pol
strahlen wird das Seil- l' 

eck 1", 4", 2", 3" in die 
Kraftlinien der Lasten 
(Abb. 40a) eingezeichnet. 
Die Parallele zu P a1 

durch 1" und die Parallele 
zu P b1 durch 3" bestim
men den Punkt P' und 
damit die Lage der Mittel
kraft ~P. Die GroBe und 
Richtung der Mittelkraft 
ist durch die Strecke a1 b1 

des Krafteplanes gegeben. 
N unmehr wird gezogen: 
P' b' II a1 b1 , b' a, a1 0 II b' a, 
bl Ollb'b.DannistOal =K, 
der Mittelkraft von A 
und 0, bl 0 = B. l' er
gibt sich auf der Kraft
linie PI durch b' a, 
sodann wird gezogen 
l' 4' II 0 11 , 4' 2' II 0 41 , 

2' 3' I 021 , dann ist 
3' b II 0 b1 • Es ist K = R1 , 

If' 

2' 

p 

Abb.40b. 

011 = R 2Z , 041 = -R2 " 0 21 = R 3 , 0 b1 = R 4 , also b' 

a l' 4' 2' 3' b das Mittelkraftpolygon. Sind A, B, 0 durch Abb. 40 a. 
Rechnung bestimmt, so kann 0 gefunden werden, indem A 
und 0 zu K zusammengesetzt und a1 0 II K, b1 0 II B gezogen werden. 
Das Mittelkraftpolygon ist weiter wie oben angegeben zu zeichnen. 

Einen Sonderfall, der zur Bauart der Rahmen gehort, zeigt Abb. 41. 
Der linke Pfosten, Stab 1, sei durch eine wagerechte Last W belastet. 

_A=B=W hl 
l 

O=-W . 

. Aus Qz ergibt sich 

M 3 =-O.h1 = W·h1 

w 

1 2 

b 

To 
: t---l--..... ' 

Abb. 41. 
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Die Abb.42 zeigt die Momentenflachen. In Abb.43 sind die Mo
mentenflachen fur eine Belastung des rechten Pfostens, Stab 3, dar-

1" gestellt. Es ist 

A==_B=W h - e , 
l 

C= W, 

b MI =-C·h=-Wh, 

t.l. Abb.42. M 2 =-W.e. 

In dem verzweigten Stabzug der Abb.44 sind vier steife Ecken 
vorhanden, namlich je eine in den Knotenpunkten 1 und 3 und zwei 
im Knotenpunkt 2. Ferner sind fUnf Stabe und drei Stutzen sowie 
sechs Knotenpunkte vorhanden. Da 2· 6 = 5 + 4 + 3 ist, ist das 
Tragwerk stabil und statisch bestimmt. 

Die Stutzpunkte a und b haben je eine lotrechte, der Stutzpunkt c 
eine wagerechte Stutze. Fiir lotrechte Lasten ist C = 0 und das Trag
werk unterscheidet sich nicht von dem oben behandelten. Durch die 
in der Abbildung dargestellte wagerechte Last entsteht 

A hI 
- =+B=PT , 

C= P. 

Der Augenpunkt fiir die Stabe 1, 2, 3, b liege im Innern, fur Stab c 
links desselben. 1m Knotenpunkt 2 mussen die Endpunkte der Stabe 
2, 3, c unterschieden werden, sie seien 2 l, 2 r, 2 u bezeichnet. Fur 
den Ast a, 1,2 ergibt sich aus Ql h 

l' e 
MI=+A.e =-P-l-, 

Abb.44. 

l hI 
A·-=-P-

2 2 ' 

fiir die liste 2, 3, b und c ergibt 
sich aus Qr 

M3 B· e 
hI' e 

=+P-l-, 

M2r = Bi 
2 

P hI 
2 ' 

M 2U = - C . hI = - P . hI' 

Die Gleichgewichtsbedingung (2) fiir Knotenpunkt 2 lautet 

M2l - J.112r - M 2U = 0, 

da M2T und M 2U links, M2l rechts drehen. Sie wird durch die be
rechneten Werte der Momente erfiillt. Abb.45 zeigt die Momenten
flachen. Das Mittelkraftpolygon besteht ebenso wie der Stabzug selbst 
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aus drei Asten a,I',2' fur a,I,2; b,2' fiir b,3,2 und c,2' fiir c,2. 
Punkt I' ist der Schnittpunkt von A und P, Punkt 2' der Schnitt
plinkt von B und C. 

Das Tragwerk der Abb. 46 weist im Knotenpunkt 2 eine Verzwei
gung in vier Aste auf. Stab 4 sei in seinem Endpunkt durch die wage
rechte Last P belastet. Die Augenpunkte seien wie im vorhergehenden 
Faile gewahlt, Stab 4 und c haben denselben Augenpunkt. 

_ A - B _ phi + h2 -+ - l' 

C= P. 

Aus Ql folgt 

Mi = A . e = _ P (hi + h2) e • 
l ' 

M - A l __ P (hi + h2) li 
21 - • i - l' 

M 20 = P.h2 • 

Aus Q, folgt 
= + P (hi + h2) e , M3 = B· e l 

M 2U = - C . hi = - p. hi' 

Die Gleichgewichtsbedingung (2) 
lautet 

M21 + M 20 - J.112' - 1I12u = 0, 

Abb.45. 

Abb. 46. 

sie wird durch die berechneten Werte erfullt. Der Schnittpunkt 2' der 
vier Krafte R fur den Knotenpunkt 2 liegt im Unendlichen. 

26. Gelenktrager. 

Die einzelnen Scheiben eines Gelenktragers, dessen Stutzkrafte be
rechnet sind, sind bei Ermittlung der Querkrafte und Momente ent
weder als einfache Balken oder als Kragtrager zu behandeln. Der Krag
trager ist ein Balken, 
dessen Stutzpunkte 
nicht in seinen End
punkten liegen. Der 
Teil des Tragers zwi
schen dem Endpunkt 
und dem nachstgelegenen Stutzpunkt wird Kragarm genannt. 

Die Aufgabe, die Querkrafte und Momente eines Gelenktragers 
beliebiger Gliederung zu bestimmen, ist danach durch Angabe der 
bezeichneten statischen GraBen fur den einfachen Balken und das Trag-
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werk der Abb. 47 ersch6pft, dessen Scheibe II ein Kragtrager von der 
Stiitzweite l mit zwei Kragarmen ist. Die Balken I und III kommen 
dabei deshalb in Betracht, well ihre Belastung durch die Gelenkdriicke 
in fit und g2 auf den Kragtrager wirkt. Nach Nr. 20 erzeugen die Lasten 
PI den Gelenkdruck 

G1 = ~ "L,PI'a 
II 

1 
G2 = -l -L,PIlI • b. 

III 

und die Lasten PIlI 

Beide Gelenkdriicke sind als Lasten aufzufassen, welche den Kragtrager 
in g1 und g2 belasten. 

Die Lasten, welche auf dem Kragtrager zwischen den Stiitzpunkten a 
und b stehen, seien P, die auf dem linken Kragarm P', die auf dem 
rechten Kragarm P" bezeichnet. PII bezeichne alle Lasten auf dem 
Kragtrager, wenn die Unterscheidung der Laststellung nicht n6tig ist. 
Die Abstande der Lasten von den Stiitzpunkten seien a und b, a negativ 
links vom Stiitzpunkt a, b negativ rechts vom Stiitzpunkt b. Der 
Punkt v der Geraden a b sei durch seine Abstande x, x' von den Stiitz
punkten a und b bestimmt, wobei den Punkten links von a ein nega
tiver Wert x, den Punkten rechts von b ein negativer Wert x' zugeh6rt. 
Die Querkrafte und Momente sind auf dem linken Kragarm 

V =-~~PI·a-~PI' 
v lI..... ...:;." 

dI + x~ , 
.111v = -~l;- ...:;.,PI · a + L,Pz(a - x), 

auf dem rechten Kragarm 

Vv = +-l~ L,PIlI ' b + L;P;', 
III 

Mv = - dIlZ + x'L,PIlI • b + "L,P~(b - x'), 
III 

a - x und b - x' sind negativ, da die absoluten Werte a > x und b > x' 
sind. Uber den Stiitzpunkten entstehen die Stiitzenmomente 

.Llfa = -{~- "L,PI · a + 2:,P'. a, ) (54) 

Mb = - ~Il 2:,Pm · b + L,P". b. 
. III 

Innerhalb der Stiitzweite l entstehen durch die Lasten P 

Vv = + "L,p. b - 2:, PI = Vov , 

, 
x ~ x .... ~ 

Mv = T ...:;.,p. b + T ...:;.,p. a = Mov . 
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Den EinfluB der Lasten PI und P' driickt man am einfachsten 
durch Ma aus. G1 und allen P' sind Va und Ma statisch gleichwertig. 
Da die Kraftlinie von Va durch a geht, hat Va auf B keinen EinfluB, 
und es ist 

1 
B=TMa, 

der durch alle Lasten 
PI und P' erzeugte 
Stiitzdruck. Mithin 
ist 

1 
Vv=-B=-TMa, 

Mv=B.x'= ~'Ma. 
In derselben Weise ist der EinfluB der Lasten PIlI und P" durch Mb
auszudriicken. Aus 

folgt 

. 1 
A=-Mb 

l 

Vv = +A 

x 
Mv = A ·X= TMbO 

Mithin erzeugt volle Belastung 
1 

Vv = Vov - T (.ilEa -Mb ), 

x' X 
Mv=Mov + yMa+ 7Mb. 

(55)· 

Vov und Mov sind nach Nr.24 die Querkraft und das Moment des 
einfachen Balkens. 

Die Momentenflache jedes Kragarms wird zweckmiiBig mit Hilfe 
eines Seilecks dargestellt, welches mit der Polweite H zu den Lasten PI 
und P' einerseits und den Lasten PIll und P" andererseits gezeichnet 
ist. Abb.48 zeigt das Seileck fUr den linken Kragarm. In diesem 
wird die SchluBlinie c' gf eingetragen und im zugehOrigen Krafteck 
Of II c' gf gezogen. Trennt der Punkt h im Krafteck die Lasten PI 

und P', so ist t h =f-LPI 0 a = G1 0 Mithin ist der absolute Wert. 
I 

der Ordinate 1]v des Seilecks, bezogen auf die Gerade c' gi, 

und 

1 [dI + X "P ~P' J 1]v = Ii --l--"::;" I 0 a -..::;,. I (a - x) 
I . 

Mv = -H· fJv 

Ma= -H 01la . 
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FUr die Stiitzweite a b werde Mov durch ein Seileck zu den Lasten P 
mit del' Polweite H dargestellt, also 

Mov = H "1Jov 

«ann ist nach Gleichung (55) 

1VIv = H [rlOv - (~' 1Ja + ; 11b)] . 

Die beiden letzten Glieder sind gleich del' Ordinate eines Trapezes im 
Punkte v, dessen Ordinate in a = 1Ja, in b = 1Jb ist. Damit ergibt 

, sich die in Abb. 49 
1 11 /jv~ Ii 

tl- 1; dargestellte Momen-

y-------::>hO 

Abb.49. 

tenflache. 
Das Moment im 

Punkte v jedes Krag
armes kann auf das 
Moment eines ein
fachen Balkens zu
riickgefiihrt werden. 
In Abb. 48 ist c' v' 
die SchluBlinie eines 
in c und v gestiitzten, 
durch PI und Pi be

lasteten Balkens. Also ist H .1Jg gleich dem Moment del' auBeren Krafte im 
Punkte g des einfachen Balkens von del' Stiitzweite 11 + dI + x, welches 
Mog bezeichnet sei. Nun ist 

und mit x = 0 

M - -M 1I+dI 
a - Og 11 • 

Del' Balken von del' Stiitzweite 11 + dI + x heiBt stellvertretender 
Balken. Seine Stiitzweite andert sich demnach mit dem Ort des ge
suchten Momentes. 

Zur Ermittlung del' EinfluBlinien wird del' EinfluB einer Einzellast 
Pm = 1 untersucht. 1m Punkte v des linken Kragarmes entsteht durch 
eine Last rechts von v Vv = 0, Mv = o. Aus Pi = 1 entsteht 

ferner aus PI = 1 

Vv = -1, 

Mv = l(a - x), 

a 
Vv = -1z;-' 

a 
Mv = -1 z; (dI + x) . 
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Danach bestehen die EinfluBlinien fiir V und M aus zwei Geraden, 
die sich lotrecht unter Yl schneiden und in c einen Nullpunkt haben. 
Die Ordinate der EinfluBlinie Vv hat zwischen Yl und v den Wert -1 
(Abb.50). Die EinfluBlinie Mv hat in v einen zweiten Nullpunkt. 
Die Gerade fiir die Strecke Yl v hat in c die Ordinate -(l] + d] + x), 
da a = -(l] + d]) zu setzen ist. Die EinfluBlinie ist demnach ein 
Dreieck, dessen Spitze unter Yl liegt, dessen Seite c'v durch die lotrecht 
nach oben aufgetragene Strecke c c' = l] + d] + x bestimmt ist 

Abb. 50. 

Abb. 51. 

Abb. 52. 

Abb. 53. 

~a.~ --: -tL 1- b d 
c', ,g, ',v fa.. 0_, v 9'z u.. 
'" i' '" I I ,.. 'f '} 
t-------lI~lI,t-..l' ,~. --l--+---+-, ~, dJ[ ~, llJI--"l 
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(Abb. 51). Zu diesem Ergebnis fiihrt auch die oben nachgewiesene 
Tatsache, daB Mv dem Moment Mog des stellvertretenden Balkens 
proportional ist. 

1m Punkte v zwischen den Stiitzen entsteht durch PIIr = 1 

und durch PIll = 1 

b 
Vv = 1· l' 

a 
V,,=-I·

l ' 

b 
Mv = I·-·x 

l 

Danach ist die EinfluBlinie Vv und Mv rechts von v die Gerade Gb , 

deren Nullpunkt in b liegt, und links von v die Gerade Ga , deren Null
punkt in a liegt. In allen Punkten zwischen a und b decken sich Ga 

G r ii n i n g, Statik. 7 
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und Gb mit den entsprechenden Geraden der EinfluBlinien fUr die 
,Querkraft und das Moment des einfachen Balkens von der Stutzweite l. 

Aus PI = 1 entsteht 
a·dI 

Vv =-B=1 4 , a· dI · x' 
M----

v - l.lI 

Die EinfluBlinie ist eine Gerade, deren Nullpunkt in c liegt. deren 
Ordinate in gl infolge a = II denselben Wert hat wie die Ordinate der 
Geraden Ga. Ebenso ergibt sich fur die Strecke III eine Gerade, deren 
Nullpunkt in d liegt und deren Ordinate in g2 denselben Wert hat wie 
die Gerade Gb • 

Danach sind die EinfluBlinien in folgender Weise zu zeichnen. 
Vv in Abb. 52. Es ist a a' = + 1, b b' = -1 aufzutragen. Sodann 
sind die Geraden a' b bis gf, b' a bis g;, g~ d, g~ c und im FaIle mittel
barer Belastung v - 1', v', im FaIle unmittelbarer Belastung die Lot
rechte v' v' zu ziehen. Mv in Abb. 53. Es ist a a' = + x, b b' = + x' 
aufzutragen. Sodann sind die Geraden a' b bis g2, b' a bis g~, gf d, g~ c 
zu ziehen. Die Geraden a' b und b' a schneidell sich auf der Lotrechten 
durch v. 

Auf dem Kragarm treten nur negative Momente auf. Die groBten 
absoluten Werte M min entstehen durch volle Belastung der Strecke 
zwischen dem Gelenk und v sowie des im Gelenk gestutzten Balkens. 
Dabei sind die schwersten Lasten uber das Gelenk zu stellen. Die 
Werte Mmin sind durch Auswertung der EinfluBlinien oder em Seileck 
zu ermitteln. Handelt es sich um Lastenzuge, fur welche die Momente 
des einfachen Balkens in Tabellen gegeben sind, so gelangt man am 
schneilsten mit Hilfe des stellvertretenden Balkens zum Ziele. 

Zwischen den Stutzen a und b treten positive und negative Mo
mente auf. Die Werte Mmax entstehen durch volle Belastung der 
Strecke a b und unbelastete Strecken c a, b d. Die Werte sind also 
ebenso zu berechnen wie im Faile des einfachen Balkens. Die Werte 
M"'in entstehen durch volle Belastung der Strecken c a, b d bei un
belasteter Strecke a b, sie sind also aus den kleinsten Stutzenmomenten 
zu ermitteln. 

27. Dreigelenkhogen und die verwandten Bauarten, 
Stabbogen oder Kette, die durch einen Scheibenzug von zwei Scheiben 
versteift sind, weisen in den Formeln fur die Querkrafte und Momente 
keinen Unterschied auf. Eine Verschiedenheit besteht lediglich in der 
Bedeutung der Horizontalkraft H, welche im Faile des Bogens eine 
Druckkraft, "Horizontalschub", im FaIle der Kette eine Zugkraft, 
"Horizontalzug", ist. Nach Nr. 19 und 21 ist infolge 10trechterLasten 

1 
A = Ao', B=Bo, H=/-Mog . 

Beim Stabbogen und der Kette setzen sich Ao und Bo aus zwei Kraften 
zusammen 

Ao=A+KI', Bo= B+ K~'. 
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Zwecks Aufstellung der Formeln fur das Moment und die Querkraft 
im Punkte v links des Gelenkes g wird Ki in der Kraftlinie bis zu dem 
Punkte v' verschoben, in dem die Lotrechte durch v die Kraftlinie 
schneidet und in die lotrechte und die wagerechte Seitenkraft zerlegt. 
Mithin ist fUr den Dreigelenkbogen, da K; = H . sec lX ist, 

JltIv = Ao' x - LPI (x - a) - H· y. 
Nun ist 

Ao' x - LPI(x - a) = M ov , 

dem Moment der auBeren Krafte am einfachen Balken von der Stutz· 
weite l, also folgt 

Mv = Mov - H· y. (56) 

Fiir die normal zur Bogenachse gerichtete Querkraft des Dreigelenk
bogens ergibt sich (in Abb. 13 ist (X negativ) 

und mit 

Vv = (Ao - 2: PI) cosqJv - ~ sin(qJv - IX) 
cos IX 

Ao - L PI = Vo v, 

Vv ' seccpv = VOv - H(tgcpv - tglX) • (57) 

Fur die Punkte v rechts des Gelenkes gel ten diesel ben Formeln, wie 
ohne wei teres ersichtlich ist, wenn man V und M aus den Kraften Qr 
ansetzt. 

An dem Versteifungsbalken des Stabbogens und der Kette (Abb. 20 
und 22) greifen die Stutzkrafte A, B, die Lasten P und die Spann
krafte Z in den lotrechten Stutz- bzw. Hangestaben an. Nach Nr. 23 
sind die zur Gruppe QI gehorenden Spannkrafte ZI durch KI und K vl , 
die zur Gruppe Qr gehorenden durch Kr und Kvr zu ersetzen, wenn Kv 
die Kettenkraft in dem Stab bezeichnet, der von der Lotrechten durch v 
in v" getroffen wird. Ki wird nach Nr. 21 zerlegt in K; und Kf', ferner Ki 
in Punkt v' und Kvl in Punkt v" in die wagerechten und lotrechten 
Seitenkrafte. Dann liefern Kl und Kv zu Mv die Beitrage 

Kif. x - H· y 
und zu Vv ' sec fJ 

Kl' - H(tgqJv - tglX) , 

wenn die Achse des Versteifungsbalkens gegen die Wagerechte unter 
dem Winkel fJ geneigt ist. Mithin ergeben sich fur beide Bauarten 

Mv = (A + Ki/) x - L Pi' (x - a) - H· y, 

Vv' secfJ = A + K1'-L P i - H(tgqJv - tglX), 

also wiederum die Gleichungen (56) und (57). 
Die EinfluBflache fur das Moment ist als Differenz der EinfluB

flache des Momentes des einfachen Balkens und der mit y multiplizierten 
1 

H-Flache darzustellen. Die H-Flache wird infolge H = T Mou aus der 

EinfluBflache fur das MomC'nt des einfachen Balkens im Punkte g durch 

7* 
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Teilung durch f gewonnen. Man erhalt die y' H-Flache in dem Drei
eck, dessen Spitze auf der Lotrechten durch g liegt, dessen Seite Gb 

auf der Lotrechten durch a die Strecke la' ~ und dessen Seite Ga auf 

der Lotrechten durch b die Strecke h' ~ abschneidet. Damit ergibt 

sich folgende Zeichnung der Mv-Linie, wenn v ein Knotenpunkt ist 

(Abb. 54). Es wird a a' = + x nach unten, b b' = -lb' -r aufgetragen 

und die Gerade a' b' gezogen. Sodann werden die Schnittpunkte v', g' 
der Geraden mit den Lotrechten durch v und g bestimmt und a v', 

b' g' b gezogen. Das Dreieck 
?' 1 a v' b' ist die Mov-Flache 

,,/ to} mit der schragen Null-
" linie a b', das Dreieck a g b' 

~"lTTTTTTmmTmmT1TTTTTT"",,"~lIj@-[[IIIm=-4:b Abb. 54. die H . y-Flache mit der-
: selben Nullinie. Die Drei-
I b't 

b' 

}~(tq9"v-tga) 
.:.-:a:rIlilill~",."."mrrrmmr~~j2!="""'--!lb Abb. 55. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

:b' 

ecke a v' n und n g b' sind 
also die Differenz beider 
Flachen, ersteres mit posi
tiver, letzteres mit nega
tiver Ordinate. Das Drei
eck n g' b hat in allen 
Punkten dieselbe Ordi
nate wie n g b'. Mithin 
ist der Linienzug a, v', 
n, g', b die gesuchte Ein
fluBlinie mit der wage-

r-JJ.lJ.W.ll.WJ.Wl!J.L~mnillItIl:EiIiiI!iiil:c:l=-'b Abb.56. rechten Nullinie a b. 
Die Vv-Flache bzw. die 

Vv . sec 9'lv-Flache ist als 
Differenz der Vov-Flache 

und ~ de<H (tg 9'lv - tg ,x)-Flache darzustellen. Es ist in Abb. 55 

a a' = + 1. nach unten, b b' = - f (tg rpv - tg <x) aufgetragen und die 

Gerade a' b' sowie a b" II a' b' zu ziehen. Sodann sind die Punkte 
v-l' auf der Lotrechten durch v-l, v' auf der Lotrechten durch 
v, g' auf der Lotrechten durch g zu bestimmen und die Geraden 
v-l' v", g' b zu ziehen. Dann ist a, v-l', v' b' die Vov-Flache mit 
der schragen Nullinie a b', ferner a, g, b' die H (tgrpv - tg,x)-Flache 
mit derselben Nullinie. Da die Ordinaten der Dreiecke g g' b und g g' b' 
in allen Punkten gleich sind, sind die Dreiecke a v-l' n1 ; n:t v' n und 
n g' b die Differenz der Vov- und H (tg rpo - tg <X )-Flachen. Das Drei
eck n1 v' n hat positive, die beiden anderen Dreiecke haben negative 
Ordinaten. Der Linienzug a, v-l', v', g', b ist also die Vv-Linie 
mit der wagerechten Nullinie a b. Die Abb. 56 zeigt die Vv-Linie fUr 
den Fall, daB der Schnittpunkt n der Geraden a' b' und a b rechts 
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von g liegt. Die Ordinate g g' ist dann positiv und die EinfluBlinie hat 
nur eine negative Beitragsstrecke anI und eine positive ni b. 

Liegt v rechts des Gelenkes g, so ist zurZeichnung der Mv-Linie 

b b' = + ;1:', a a' = -la r aufzutragen. Zur Zeichnung der Vv-Linie 

ist bb'=-l, aa'=- ~(tgrv-tgIX) entsprechend dem positiven 

Wert nach unten aufzutragen. 1m ubrigen ist nach den obigen An
gaben zu zeichnen. 

28. Kette und Stabbogen mit Versteifungsbalken aus vier Scheiben. 
Fur jeden Punkt v des Versteifungsbalkens (Abb. 23) besteht die 

Gruppe Qz aus den StutzkriHten und Lasten sowie den Spannkraften Zz 
in den lotrechten Stutz- bzw. Hangestaben, die links von v liegen. Nach 
Nr.23 sind die KrafteZlzuersetzendurch Kzund K vl , wenn v zwischen a 
und b liegt, und durch K l , K vl , VI, wenn v zwischen b und 0 liegt. 
Zur Aufstellung der Formeln wird Kl in Kl und Kl' zerlegt. Weiter 
wird, wenn v zwischen a und b liegt, Kl in Punkt v' in die lotrechte 
und wagerechte Seitenkraft zerlegt. Liegt v zwischen b und c, so 
wird Kl in Punkt b' in die Seitenkrafte nach der Lotrechten und der 
Geraden b' 0' zerlegt, schlieBlich letztere in Punkt v' in die lotrechte 
und wagerechte Seitenkraft. Kvl wird in jedem FaIle in Ptmkt v", 
dem Schnittpunkt der Kraftlinie und der Lotrechten durch v in die 
lotrechte und wagerechte Seitenkraft zerlegt. Mithin ergibt sich mit 
den in Nr.22 eingefUhrten Bezeichnungen fUr Punkte der Scheibe I 

Mv = Al X - L: PIl (x - a) - H . y, 

Vv = Al - L P Il - H(tg(p" - tgiX), 

fiir Punktc des Kragarmes 

Mv = A] (lI + dI + a;) - L PI (b + dI + :r) + 2: Pf (a - x) - H . y, 

Vv = Al - 2: Pr - L Pi - H (tglfv - tgiX) 

(hierin sind x, a - x, y, IX und Ifv negativ), 

fUr Punkte der mittleren Offnung zwischen a und b 

Mv = Al (lI+ dr + x) + B} x - L Pr(b +dr+a;) - L PIIZ(x-a) - H· y, 

VV=AI +BI - LPr - LPIII-H(tglfv-tg lX ). 

In diese Formeln werden die Momente M IV und Querkrafte V IV der 
auBeren Krafte an dem Gelenktrager der Abb.24 eingefUhrt. Dann 
lauten die Formeln unabhangig von der Lage des Punktes v 

l1I.v =11I.1v -H.y, (58) 

Vv = JT1v - B(tgpv - tgcx). (59) 

Sie gelten auchfiir aIle Punkte der Scheib en III und IV, da sie aus 
den Kraften Q, in derselben Weise abgeleitet werden konnen, wie oben 
aus den Qz. 
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Die Momente und Querkrafte der in den Abb. 25 und 26 dargestellten 
Bauarten, in welchen der erste Ketten- bzw. Bogenstab an Scheibe I, 
der letzte an Scheibe IV angeschlossen ist, werden ebenfalls durch die 
Gleichungen (58) und (59) angegeben. 1st die Achse des Versteifungs
balkens gegen die Wagerechte unter 'ljJv geneigt, so gilt (59) fUr den 
Wert Vv ' sec 'ljJv' Jedoch ist y die Summe der Ordinate der Kette 
bezogen auf den Linienzug a b' e' d und der Ordinate des bogenformigen 
Versteifungsbalkens bezogen auf den Linienzug a bl el d. Man erhalt 
die Formeln auf dem oben eingeschlagenen Wege, wenn man die Ketten
krafte nach Nr.22 zerlegt und die dort angegebenen Werte AI' Bp 

• lr------->~---lJ1£--~>, 

~lI__+d~ ~dr+_lJV~ 
I :e': 1 IT' : 

Abb. 57. a: ' :cL 

Abb. 58. 

Abb. 

Abb. 60. 
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C1 , DI einfUhrt. Ein Unterschied besteht in der 
verschwindet fUr die ersten Bauarten in allen 

N ormalkraft. Diese 
Punkten, Fur die 

zweiten ist 
Nv=±H·cos'IjJv' (60) 

Das positive Vorzeichen gilt fur den Stab bogen, das negative fur die 
Kette. Der Horizontalschub des Bogens bzw. der Horizontalzug der 
Kette wird durch den Versteifungsbalken aufgenommen. 

Die EinfluBlinie fUr H erhalt man nach 
Linie. Es ist (Abb. 57) 

1 
H = T Ml,q aus der M Iy-

bb'= + ~ (lll - dl ), ee' = + ~ (lm - dll ) 

aufzutragen und b' e bis /" e' b bis e', e' a, /,d zu ziehen. Der Linien
zug a e' b g' e /' d ist die H-Linie. 

Die EinfluBflachen fur Mv und Vv sind als Differenzen der MI v
bzw. VI v-Flachen und der entsprechend ihrem Faktor verzerrten 
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H·FHichen darzustellen. J.1fv in Punkt v der Scheibe I, Abb. 58. Es 
~ y, y 

aa' = +x, bb' = --(lIl - dj ), ee = --(lIIl- du) 
t t 

aufzutragen und zu ziehen b' e bis 1', e' b bis e', a' e' iiber v', v' a, I' d. 
Dann ist a e' b g' e I'd die -H· y.FHiche, a v' e' die auf die Nullinie a e' 
bezogene J.1f1 v·Flache. Da letztere ebenso wie die H· y.Linie zwischen a 
und e positive Ordinaten hat, sind sie zu addieren. Der Linienzug 
a v' e' b g' e I'd ist die J.1fv·Linie lnit der wagerechten Nullinie ad. 

Vv in Punkt v der Scheibe I, Abb. 59. 1st die GroBe des Winkels 
(Pv < tX, so ist (tgtpv - tgtX) positiv, da beide Winkel negativ sind. 
Dann ist 

I 1 
bb = - (tgtpv - tgtX)j(ln - d j ) , 

a a' = + 1 aufzutragen und zu ziehen b 'e bis 1', e' b bis e', e' a' 
iiber v', a e" II a' e' iiber v-i', v-I'v', I'd. a e' b g' e I'd 
ist die -H(tgtpv - tgtX)·Linie, a v-l' v' e' die VI· Linie, also 
a v-l' v' e' b g' e I'd die Vv·Linie bezogen auf die wagerechte Null. 
linie ad. 1st tpv > tX, dann sind die Strecken b b' und e e' positiv, im 
iibrigen andert sich die Zeichnung nicht. 

J.1fv in Punkt v zwischen b und e, Abb. 60. Es ist 

bb'=+x, 

aufzutragen und zu ziehen b' e'iiber v' und g', v' b bis e', g' e bis 
1', e' a, I' d. Auf der Strecke b e ist b v' e' die auf b e' bezogene 
J.1f1·Flache, b 9 e' die auf be' bezogene -H· y.Flache, also b v' n g' e 
die J.1ft,·Flache mit der wagerechten Nullinie be. Da nun die J.1f1·Linie 
und H· y.Linie geradlinig durch b und e verlaufen, gilt das auch fiir 
die J.1fv·Linie. Somit ist a e' b v' n g' e I'd die auf die wagerechte Null· 
linie ad bezogene J.1fv·Linie. 

Vv in Punkt v zwischen b und g, Abb. 61. Es ist 

bb' = + 1, elf = - (tgtpv - tgtX) ~ (tIll - dd 

aufzutragen und zu ziehen b' e' iiber v' g', b e" II b' e' iiber v-I' und 
bis e', g' e bis 1', a e', I'd. Auf der Strecke be ist b v-l' v' e' die auf 
b e' bezogene VI·Linie, b 9 e' die auf b e' bezogene - H (tg tpv - tg tX). 
Linie, also b v-I' v' g' e die Vv·Flache mit der wagerechten Null· 
linie be. Fiir die Seitenstrecken gilt die fiir die J.1fv·Linie gezogene 
SchluBfolgerung. Also ist a e' b v-l' v' g' e I' d die auf die wagerechte 
Nullinie ad bezogene Vv·Linie. Die Ordinate in 9 kann negativ sein, 
entscheidend ist der absolute Wert 

1 
(tgtpv - tgtX) T (lIll - dn )· 

Die Ordinate in t ist dann positiv. 
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29. Bogen aus vier Scheiben mit Zugstab. 
Symmetrische Bauart nach Abb. 62. 
Linke Seitenoffnung 

Mv = A . x - ~ PIl (x - a) - z· y, 

Vv = (A - ~ P ll ) cosrp - Z· sinrp, 

N v = - (A - ~PII) sinrp - Z cosrp, 

J[ .Ill 

~a.~b-~' e '!I i : 'P~' --1'"---- -------
I I k 1 l 

Abb. 62. at: . ~~- I , t~ 
A i E--+b : 
l-<-X~'18 r-x....,.,..~----'-_X' I 

Abb.64. 
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10: 1 lr \ ~) : "'"" r " 
" " : 1 I, : 
I I ( Ie' : 
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a: 

Abb. 65. 
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y ist die nach oben positive Ordinate der Bogenachse bezogen auf die 
Wagerechte ad, rp der nach oben positive Neigungswinkel der Stab· 
achse gegen die Wagerechte. Nach Nr.22 ffit 

-Z~ 
AI ' 

- ~ PIl (x - a) + Z (;/ . X - y) , 

Vv = (AI - ~Pll) cosrp + Z(;l cosrp - sinrp), 
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Kragarm. In der Formel fiir Mv tritt B(x - AI), in den beiden 
anderen Bcosrp bzw. -Bsinrp hinzu. Fiihrt man wieder Al und Bl 
ein, so ergibt sich 

Mv = Al X + BI (x - AI) - L Pn (x - a) + Z (e - y) . 

Vv = (AI + BI - LPn> cosrp - Zsinrp, 

N v = - (AI + BI - LPIl) sinrp - Z cosrp 

Strecke e t. 
Mv = A (lI+X) + B(dI+x) - LPI(lI+X- a) - LPI(x-a) -Z.y, 

Vv = (A + B - L PI - L PI) cos 9-- - Z sin rp , 

N v = - (A + B - LPI - LPI)sinrp - Zcosrp 

oder 

Mv = AI(lI + x) + BI(dI + x) - LPI(lI + X - a) 
- L PI (x - a) - Z (y - e) , 

Vv = (AI + BI - ~PI - LPI) cosrp - Zsinrp, 

Nv=-(A1 +BI-LPz-LPI)sinrp-Zcosrp. 

Man benutzt die Momente und Querkrafte des Gelenktragers aus 
drei wagerechten Balken auf den Stutzen a, b, c, d und mit den Ge
lenken e; t. Sie seien MlV und V1v bezeichnet. Es wird e t bis b' 
und c', a b', d c' gezogen, die Ordinate der Bogenachse in bezug auf 
den Linienzug a b' c' d wird 17, positiv nach oben, und der Neigungs
winkel der Geraden gegen die Wagerechte rx bezeichnet. In der linken 

Seitenoffnung ist _ 1] = (! __ x _ y) , 
)'1 

auf dem Kragarm 

zwischen e und t 
-1]=e-y, 

I] = Y - e. 

Dann nehmen die Formeln die fiir aIle Lagen von v gemeinsame 
Form an 

Mv = Ml v - Z· 1/ , I 
Vv sec p = Vlv + Z (tgrx - tgp) , 

N v cosecp = - Vlv - Z(tgrx + cotgp). 

(61) 

Fiir die Bauart der Abb. 63 erhaIt man dieselben Formeln, wenn 
man die Momente und Querkrafte des Gelenktragers benutzt, dessen 
Gelenke e und t in den Seitenoffnungen liegen. Der Linienzug a b' c' d 
ist durch die Geraden a e und d t bestimmt, der Winkel rx wird in der 
linken Seitenoffnung negativ. Sind in Bauart (62) I und IV, in (63) 
II und III Fachwerkscheiben, so gilt die erste Formel (61) fur Mv in 
jedem Knotenpunkt, dessen Ordinate in bezug auf die bezeichneten 
Linienzuge 'YJ ist, ferner Vv mit rp = 0 fur die lotrechte Querkraft. 

Die EinfluBlinie fur Z ist in beiden Fallen wesentlich verschieden. 
Fur die Bauart der Abb. 62 ist MIg = M og , dem Moment des einfachen 
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Balkens von der Sttitzweite l. Die EinfluBfHiche erfaBt also nur die 
Strecke e fund ist ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seiten auf den 

Lotrechten durch e und f durch die Strecken 2l f bestimmt sind. Ftir 

die Bauart der Abb. 63 ist die Z-Flache auf der Strecke be ebenfalls 
ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seiten unter b und c durch die 

Strecken ; f bestimmt sind. Sie erfaBt jedoch auch die Seitenoffnungen 

durch je ein Dreieck, dessen Spitze unter dem Gelenk liegt. Die Seiten
offnungen bilden daher negative Beitragsstrecken. 

~ __ =-__ '-~ __ ,F~~I~_~ff ____ ~ ______ E __ ~~ __ rr~~~~~~ 
Abb.63. A 0 

Abb.67. 

c' 

Bauart der Abb. 62. Mv in der Seitenoffnung, Abb. 64. Es ist 

aa'= +x, 
, 1} • l .. 

f f = - -2j (posltlV) 

aufzutragen und a' b tiber v' bis e', e' f' tiber g', a v', g' f zu ziehen. 
a v' be' fist die M1v-Flache, e' g' f die -1] . Z-Flache, die positiv ist, 
da 1} negativ ist, Mithin ist a v' be' g' f die auf die wagerechte Null
linie a f bezogene Mv-Linie. 

Mb im Sttitzpunkt, Abb.65. Es ist 

, 1}b • l , . 
e e' = - dI , f f = - 2T (pOSltlV) 

aufzutragen und e' f' tiber g', be', g' f zu ziehen. be' fist die negative 
M1b-Flache, e' g' f die positive -Z ·1]b-Flache, also be' g' f die M b-

Linie bezogen auf die wagerechte Nullinie b f. 
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Bauart nach Abb. 63. Mv in der Seiten6ffnung, Abb. 66. Es ist 

aa' = +x, c c' =_:Ii 
2/ 

aufzutragen und c' b fiber g' bis e', a' e' fiber v', v' a, g' c bis 1', I'd zu 
ziehen. a v' e' b g' c I'd ist die auf die wagerechte Nullinie bezogene 
Mv-Linie. 

Mv in der Mittel6ffnung, Abb. 67. Es ist 

, 17 " 1 
b b' = + x, c c ==; - 2f -

aufzutragen und b' c' fiber 1;' und g', v' b bis e', g' c bis 1', e' a, I' d zu 
ziehen. a e' b v' g' c I'd ist die auf die wagerechte Nullinie ad bezogene 
Mv-Linie. 

Mb im Stiitzpunkt, Abb. 68. 'ib ist {legativ, also die -Z " 17-Flache 
positiv. Es ist 1 , lib 

a a' = - (lI + dI ), c c = ---
2/ 

entsprechend seinem Vorzeichen positiv aufzutragen und c' b fiber g' 
bis e", a e" bis b", b" a' fiber e', g' c bis 1', a e', e' b, I' d zu ziehen. 
a e' b g' c I'd ist die auf die wagerechte Nullinie bezogene Mb-Linie. 

30. Mehrfach zusammenhangende Scheiben 

bilden in einem Tragwerk mehrere geschlossene Scheibenzfige, die sich 
in einzelnen Scheiben fiberdecken. Das bedingt, daB die einzelne Scheibe 
im allgemeinen durch mehr als zwei Gelenke mit anderen Scheib en 
verbunden ist. Die Stabilitat der Tragwerke dieser Art kann nach den 
Regeln der Nr. 2 untersucht werden, indem jede Scheibe in ihre Glieder 
zerlegt wird. Ebenso kann die statische Untersuchung auf den Gleich
gewichtsbedingungen der Knotenpunkte aufgebaut werden. Man ge
langt jedoch einfacher zum Ziele, wenn man von der Eigenart der 
Gliederung Gebrauch macht, indem man die Stabilitatsbedingungen 
der Scheiben aufstellt und der statischen Untersuchung als erstes Ziel 
die Ermittlung der Drficke in allen Gelenken stellt. Analytisch bedeutet 
dieser Rechnungsweg nichts anderes als die Elimination der eliminier
baren Unbekannten aus den Gleichgewichtsbedingungen fUr die Knoten
punkte jeder Scheibe. 

Bei der Stabilitatsuntersuchung wird von der in Nr. 2 gezeigten 
Tatsache Gebrauch gemacht, daB die Stabilitat der starren Scheibe 
drei Bedingungen erfordert. Das Tragwerk weise p starre Scheib en 
auf, unter denen auch einzelne einfache Stabe sein dfirfen. Die Zahl 
der Gelenke sei g, die Zahl der Stfitzen und Einspannungen a. Unter 
einem Gelenk sei die gelenkige Verbindung von nur zwei Scheiben ver
standen, so daB eine gelenkige Verbindung von n Scheiben in einem 
Punkte n - 1 Gelenke darstellt. Dann stellt jedes Gelenk zwei Stabili
tatsbedingungen. Mithin ist 

3p=2g+a 
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die Stabilitatsbeziehung zwischen der Zahl der Scheib en und der an 
Gelenken und auBeren Gliedern erforderlichen Zahl. 

Durch jedes Gelenk werde ein Schnitt gefiihrt und der Gelenkdruck 
durch zwei gleiche entgegengesetzt gerichtete Krafte ersetzt, die auf 
die beiden im Gelenk zusammenhangenden Scheiben wirken. Da die 
GroBe und Richtung des Gelenkdruckes unbekannt sind, sind seine 
Seitenkrafte nach zwei beliebigen Richtungen einzufiihren. Die Zahl 
der unbekannten Seitenkrafte der Gelenkdriicke und der unbekannten 
Stiitzkrafte und Einspannungsmomente ist daher 2 fJ + a. Fiir jede 
Scheibe bestehen drei Gleichgewichtsbedingungen 1:M = O. Mithin 

Pl~ l Abb.70. 

I I?(' _------- f{, / ' 1 I I' <l1 ~z~/\ ~---f 
,>" a: t--a--., k;f ~ _---- s I ~-L-~L~-l-b=!o-= ----- H b_------- 8, 

l .. _1 0--~ ;, i U\ c ho 
, =-r---!--------~t- n- 'lib d 

?:,"O ~b !II" c~ J ':\ 

j, k-Z-3---1-l 6 lq--"""'-- X 7'-------1. 

r- 3 .Iff I IV 'I 't-----------:::===-=-:::.c::-= 0 

}J, i a i _--.------~ l" -L----+----~~~---~i-= -\- 8, 
:---:=== --7~ //6 c 

e ',--_3 -r-=-z; ~ ~, 
1.;~ -~-f__=_:=j-~--~~-~~~~~~~ :~\ H-

i i. le _1 

Abb.69. 

Abb. 7l. 

sind die Unbekannten durch die Gleichgewichtsbedingungen eindeutig 
bestimmt, sofern unendlich kleine Beweglichkeit nicht vorliegt, was 
vora usgesetzt werden darf. 

Der beschriebene Weg fiihrt immer zum Ziele. Er laBt sich jedoch 
meist dadurch vereinfachen, daB bei Berechnung einzelner Unbekannten 
eine Anzahl von Scheib en im Zusammenhang belassen werden diirfen, 
was analytisch wieder eine Elimination von eliminierbaren Unbekannten 
aus einer Gruppe von Gleichungen bedeutet. Das Verfahren sei an 
einigen Beispielen erlautert: 

a) Stockwerkrahmen (Abb.69). Das Tragwerk enthalt 6 Scheiben, 
6 Gelenke, 4 Stiitzen, 2 Einspannungen. Die Bedingung 

3·6=2'6+4+2 

ist also erfiillt. Die Priifung nach der in Nr. 2 gegebenen Regel ergibt: 
k = 12 (6 Eckpunkte, 6 Gelenke), r = 12, e = 6 (je 2 in 3 und 4, 
je 1 in 1 und 2), a = 6, also ist 

erfiillt. 
2 . 12 = 12 + 6 + 6 

Der obere Riegel sei in Punkt v durch die lotrechte Last P belastet. 
Der Gelenkdruck in b werde nach den Geraden b 1 und be, der Gelenk
druck in c nach c 2 und c b, der Gelenkdruck in e nach e 3 und e f, der 
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Gelenkdruck in f nach f 4 und f e zerlegt. Abb. 70 zeigt die auf I, II, 
Abb. 71 die auf III, IV wirkenden Gelenkdriicke. Von den Gleichungen 
2,;M = 0 fill I, II ergibt 

. c . b 
(c) A b • sm IX = P lo ' (b) Be' smfJ = PI;,' 

von den Gleichungen 2,;M = 0 fUr I, II, III, IV 

(f) Ae . sin y = pf, (e) Bf · sin b = pf· 
Fiir I besteht 'f e 

(a) - Hb . h ' cos E + Ab ' 11, sin IX - p. a = 0, 
fUr II besteht 

(a) -He·k,cosE+Be·12 ·sinfJ=0, 

1 (11 ) b .12 Hb·eoss=Ph clo-a . He,coSE=P h . 1b · 

Nunmehr konnen aus den Gleichungen (d) fUr III und IV He und Hf 
berechnet werden. Einfacher kommt man zum Ziele, wenn man den 
Gelenkdruck in d nach der Geraden 34 und der zu ihr Rechtwinkligen 
zerlegt. Die Seitenkraft nach der Rechtwinkligen sei G bezeichnet, 
Abb.71 zeigt die auf IV wirkende Kraft. Urn Hf zu eliminieren, werde 
der Schnittpunkt 0 der Kraftlinie Hf und der Geraden 34 benutzt. 
Fiir IV besteht 

(0) Brr. sino - Be' r· sinfJ + He·ko • COSE - G(14 + r) = 0, 
1 

G = -1-- [(Bfsin b - Be sinfJ) r + He cos E . ho]· 
4+ r 

Handelt es sich urn Berechnung der Momente, so kann auf die noch 
unbekannten Gelenkdriicke verzichtet werden. Zur Orientierung der 
Momente sei der Augenpunkt fUr jeden Stock im Innern dessdben 
gewahlt und jeder Riegel dem unteren Stock zugerechnet. Es entstehen 
folgende Momente 

inl: M1 =-Hb'Sb'sin(IX-E), 
in 2: M2 = -He·se,sin(fJ+s), 

in v: M - P (11 - a) (12 + a) + M 12 t£1, + M 11 - ~ 
- 11 + 12 1 11 + 12 2 11 + 12 ' 

in 30: Mao = +Hbsb· sin (IX - s), 
in 3r: M 3r = G .13 , 

in 3u: M3u = M30 + MaT> 
in 40: M 40 = +He' s~, sin (fJ + s), 
in 41: M41 = - G ' 14" 

in 4u: M4u = M'l0 + M 41 , 
Mit M3U ist auch M 5 , mit M4u Ms bekannt. 
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Denn da auf den Strecken 35 und 46 keine auBere Kraft angreift, 
andert sich der Wert der Momente linear und ist in den Gelenken e 
und t gleich Null. Die Momentenlinie lauft geradlinig durch den Null
punkt in e bzw. t. Sollen die Stutzdrucke berechnet werden, so ist noch 

He' sin(y - s) = -~M3U' 
8e 

Hf" sin (<5 + s) = -~M4U 
8f 

auszurechnen. Die Mittelkraft aus Ae und He ist der Stutzdruck in 5, 
die Mittelkraft aus Bf und Hf der Stutzdruck in 6. 

Wesentlich einfacher gestaltet sich die Rechnung bei regelmaBiger 
Form des Rahmens. In Abb. 72 bilden die Achsen beider Pfosten eine 
Gerade, und die Pfostengelenke jedes Stockes liegen auf einer Wage
rechten. Die Stabilitatsbedingung ist durch 8 Scheiben, 9 Gelenke, 
4 Stutzen, 2 Einspannungen erfullt. Die Gelenkdrucke in b, e, h seien 
durch ihre Seitenkrafte nach der Pfostenachse Ai' A 2 , A3 und nach 
der Wagerechten Hi' H 2 , H3 angegeben, die Gelenkdrucke in c, t, i 
ebenso durch die in die Pfostenachse fallenden Seitenkrafte B 1 , B 2 , B3 
und die wagerechten Seitenkrafte D1 , D 2 , D 3 • Die Gelenkdrucke in 
den Riegelgelenken seien in die wagerechten und lotrechten Seiten
krafte G1 , G2 , G3 zerlegt. Infolge der lotrechten Last P ergibt sich wie 
oben aus b 

(c) fur I, II: Ai sin ex = P t, 
1 

aus 

b 
(f) fur III, IV: A2 sin ex = P f, 

2 

(i) fur V, VI: A3 sinex = P ~3 , 

3 

(b) fur I, II: Bl sin fJ = P ~1 , 
1 

(e) fur III, IV: B2 sinfJ = P ~2 , 

2 

(h) fur V, VI: B 3 sinfJ = P ~3; 
3 

1 ( a1 ) , (a) fur 1: Hi = P h
10 

a - d1 1; , 
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Nunmehr konnen aIle Momente berechnet werden. Es entsteht 

in 1 : Ml = -HI· h10 = -P (a - d1 ~:), 

in 2: M2 = - Dl . h10 = - P ~l. d~ , 
1 

in v: Mv 
ab b a ~ 

PT + MIT + M2T = P T (dl - a), 

. M 3r = 

in 3u: M3U= 

in 5r: Msr = 

in 5u: Msu=+M50+Msr, 

h3U 
in 7: M7 = - Msu . h ' 

30 

Abb.73 zeigt die Momentenflachen. 
Riegels 1 

A . phl0 
1 SIn IX = - -l- , 

1 

A . phI + h20 
2 smIX =- l ' 

2 

A . _ phI + h2 + h30 
3 smIX -- l ' 

d1 H1 =-P
l ' 1 

3 

1 

. M M h1u 
In 40: 40=- 2h' 

10 

a1 ,h1U ' 

M 40 = + PTdl h-· 
1 10 

in 41: M41 = -G2 • dL 

(b1 b2 ), 
M4l =-P T-T d2 , 

1 2· 

in4u:M4u = M 40 +M41 , 

h2u 
in 60: Mso=-M4Uh' 

20 

in 61: Msl =-G3·d~, 

(b2 b3 ), 
MSI = - P T; -1; da, 

in 6u: Msu= Mso+Msl . 

h3U 
in 8: Ms =-Msuh , 

30 

Wagerechte Last P in Rohe des 

. h10 
B1 sm/3=+P-l ' 

1 
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Nun konnen die Momente wie oben berechnet werden. Es sollen noch 
H 2 , H a, D 2 , Da berechnet werden. Es ist 

M3u = M30 + M 3r , 

M =-Pl}~h +p(hI+h20_hIO)d 
3u l lu l l 2' 

I 2 I 

hierin wird eingefiihrt 

l2 -l 
hI + h20 = h20 -l --l ' 

2- ] 

p+~--~,------~~ 

jk,-'''T----lj -------'l~ 

Abb. 72. Abb. 73. 

Liegen die Gelenke a, d, g auf einer Geraden, die durch den Schnitt
punkt der Pfostenachsen geht, so ist 

l] 
d2=d1l , 



Aus 

folgt 

mit 

aus 

folgt 

Nun ist 
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H 2 • h20 ~ -Mau 

d1 H2 =-P y , 
2 

M5u = MS 0 + M 5r , 

M = _p d1 h + P (hI + h2 + hao _ hI + h20) d 
5u l 2u l la, 

2 a 2 

A2 (hI + h20) 

H2 d1 • sin IX ' 

Aa (hI + h2 + hao) 
Ha = d1 • sin IX 

la -l 
hI + h2 + hao = hso -l --l-, a- II 

d - d III 
a-I l 
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mithin gehen die Mittelkrafte aus A2 und H 2 , sowie aus Aa und H a, 
das sind die Gelenkdriicke in e und h ebenso wie der Gelenkdruck in b 
durch den Punkt a. Daraus folgt weiter, daB auch die Gelenkdriicke 
in c, t, i durch a gehen. Mithin ist 

d1 . sinp 
D2 = B2 (hI +h20)' 

D - B _!-~. sinp 
a - a (hI + h2 + haol ' 

d' 
D 2 =PT, 

2 

d; 
Da=P Z ' 

a 

was auch aus den Werten der Momente M4", Msu zu berechnen ist. 
Unter der Voraussetzung, daB die Riegelgelenke auf einer Geraden 
liegen, die sich mit den Achsen der Pfosten in einem Punkte schneidet, 
ermoglicht das Ergebnis eine schnelle Berechnung aller Gelenkdriicke 

G riini n g, Statik. 8 
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und Momente infolge wagerechter Lasten, die in Rohe der Riegel an
greifen, bei beliebiger Zahl der Stockwerke. 

b) Der Pfostenbalken der Abb. 74 zeigt eine dem behandelten Stock
werkrahmen verwandte Gliederung. Damit das Tragwerk stabil ist, 
muB einer der Pfosten - gewahlt ist der mittlere - ohne Gelenk aus-

~drr- lh' I 
I 1 i i "-T I 1 i I ¥ I I 

, I I I r--~4-- 1 1 I 

-~--~ -~-t-~ _-1 __ --f--- 1 
0 1 >---}-- __ 1._ __ r-

wi h¥ 
, 

. I' ][1 JJlI V' W' W, V1Il1 I 1 I I • 
I I I 

0 

0 1 2 .,. I ,,, I D 6 7 ~ ~dr~ey.~ Pl;E-----r./l.~ 
IE 1 8A.=l 
I lv ~IE lv' Z3'1 IE 

Abb. 74. 

gebildet sein. Der Balken ist symmetrisch zur Achse des mittleren 
Pfostens. Die Gelenke in den Pfosten liegen auf einer Geraden, die 
sich mit den Achsen der Gurtungen in einem Punkte schneidet. Durch 
p = 17, g = 24, a = 3 wird die Stabilitatsbedingung 

3·17 = 2·24 + 3 

erftillt. Del: Balken sei durch eine lotrechte Einzellast P, die im Ab. 
stand r . A (r < 4) vom rechten Auflager angreift, belastet. 

A= P~ B- p8-r 
8' - 8· 

Man benutzt das Ergebnis der vorhergehenden Untersuchung, nach 
dem die Driicke in den Gurtungsgelenken jedes Feldes, die links der 
Mitte durch A entstehen, sich im Gelenk tiber A schneiden. Rechts 
der Mitte sind die aus B und P entstehenden Driicke zu trennen, 
erstere schneiden sich im Gelenk tiber B, letztere im Pfostengelenk 

Dn. 

1 
Nn.o Mr. NVO Dff 

1 
1 

71/" 1 
1 n-' J 1 hn. I 
I 

I 1 
1 
I 
I 71rr. 
!--ell- 1 Nvl{. 

Nnll. 
l~ 

If/!. 

Abb. 75. Abb. 76. 

iiber dem Angriffspunkt der Last. Danach konnen folgende Werte der 
Gelenkdriicke ohne weiteres hingeschriehen werden (Abb.75\ 

n = I, II, III, IV 

N In 
no = - A - sec IX , 

hn 
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n>8-r 
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( lv l'v - r . A) lv N vo = - B- - P~-- sec <X = -A-sec<x, 
hv hv hv 

( lv lv - d) lv 
N Vu = + B hv - P-----,;;;- = +A hv' 

l~ 
N no = -B hn sec <X , 

l' 
Nnu=+B h:' 

n = I, II, III, IV 

D 1]0 
n=+Ah , 

n 

n= V 

Dv = +B 1]'0 _ p_1]~ , 
hv hv 

Hv = +B!l2. - p!l!... 
hv hv' 

n>8-r 

Hn=+B~O . 
n 
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Die Momente im Knotenpunkt 4 der Gurtung sind im Obergurt (Abb. 76) 
links vom Pfosten 

M z = (D - Nsin<x) elV, 

M z = A -hL (1]0 + lIVtg<x) elV, 
IV 

( 1]0) M z = A 1 - hrv elV, 

rechts vom Pfosten 

Mr= (Dv-Nvosin<x)ev, 

M,. = B :v (1)0 + lv tg <X) ev - P~-;[17~+ (lv - rA) tg <X] ev, 

Mr = B (1 -, i:) ev - P (1 - i~) ev 

im Untergurt 
links vom Pfosten 

170 
.111z = H IV ' elV = A -h elY, 

IV 
rechts vom Pfosten 

Mr = H v ev = (B ~: - P i~) ev· 

8* 
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Dabei liegt der Augenpunkt fiir beide Gurtungen unter dem Balken. 
Der Augenpunkt fiir den Pfosten 4 sei im Rahmen IV gewahlt, dann 
entsteht am Kopfende (ev = elY, hv = hlV) 

Mo= M l - M" 

Mo = (A - B + P) (1 - ~::) elY + P'YJ°hIV'YJ, • elV, 

am FuB 
Mu= -Ml + M r, 

Mu = - (A - B + P) h'YJo elY + P 'YJ°h l)T eiV. 
IV IV 

Die Normalkrafte wirken, da -NvoCOSIX = +Nvu und -Nlvo · cos IX 
= + N lvu ist, auf den Pfosten mit dem Moment 

(NlV - Nv)hlV = A (lIV -lv) = -2A· eIV, 

da Mo - Mu = (A - B + P) elV = 2A . elV ist, wird die Gleichung 

Mo - Mu + (NlV - Nv)hlV = 0 

erfiillt. -In Mo und Mu werden die Werte A und B eingefiihrt 

Mo = P [: (1 - h:~) + 'YJ°hIV
1)r] eIV· 

Die Gerade durch die Pfostengelenke teilt die H6he des Pfostens 4 
in 'YJ4 und 1)~, dann ist 

4 
174 = 1)0 + ('YJr - 'YJo) - , 'YJ~ = hIV - 'YJ4 , 

r 

Mo = P 4~IV [hlV - 1)0 - (1), - 'YJo) !] elY, 

M = P !7J . elY • r 
o 4hlv ' 

M _ P [r 1)0 1)0 - 1),] u- - ------ elY, 
4 hlV hlV 

M __ P 1)4· elV • 
u- 4hlV r. 

Abb.77 zeigt die Momentenflachen fiir den Pfosten 4 und die Gur
tungen IV-V. Der Nullpunkt im Pfosten liegt bei jeder Laststellung 
im Schnittpunkt der Geraden durch die Pfostengelenke mit der Achse 
des Pfostens 4. Die EinfluBlinien fiir M o, Mu sowie Ml> M, beider 
Gurtungen sind nach den aufgestellten Formeln leicht zu zeichnen. 

c) Der doppelte Hallenrahmen der Abb. 78 besteht aus den Schei
ben I bis VII, die durch die Gelenke 1 bis 8 und auBerdem durch die 
wagerechte Parallelfiihrung in 9 untereinander verbunden sind. Er ist 
in b und c lotrecht, in a lotrecht und wagerecht gestiitzt. Die wage
rechte Parallelfiihrung in 9 ist einem lotrechten Stab gleichwertig, der 



Mehrfach zusammenhangende Scheiben. 117 

durch je ein Gelenk an VI und VII angeschlossen ist. Demnach ist 
p = 8, g = 10, a = 4 zu setzen. Die Stabilitatsbedingung 

3·8=2·10+4 

wird also erfiillt. Ratte die Parallelfiihrung lotrechte Richtung, etwa 
in einem wagerechten Stab zwischen VI und VII, so besaBe das Trag
werk unendlich kleine Beweglichkeit. Die Gelenkdriicke seien durch 

iT 
I 7l'f 

, ------H 
t--oJY eY---i 
I I 711'1 
I I 
I I 

Abb. 77. Abb. 78. 

ihre lotrechten Seitenkrafte G~ und die wagerechten Seitenkrafte G~ 
angegeben. Die positiven Richtungen sind fiir die einzelnen Scheiben 
aus der Abbildung ersichtlich. 

1. Wagerechte Belastung der Scheibe V durch die Kraft W. Da II 
und III unbelastet sind, ist 

G~ = G;= G;= G~= 0, 

Gr= G~, G[;= G~, 

Der Schliissel der Losung ist G9 , dessen Wert aus (4) fUr Scheibe VI 
und aus (8) fUr Scheibe VII zu berechnen ist. 

(4) G9 • d - G;l2 + G~e = 0, 

(8) G9·d+G7l2-G~e=0, 

- (4) + (8) (G~ + G;)l2 - (G~ + G7) e = O. 

1:M = 0 fUr IV ergibt 

aus (woo) G~ =0, 

aus (cI ) G"- G'.!!..- - 0 a 
3- 3h- h' 

aus (voo) G~= -G~ 

und fiir V 
aus (Woo) G~ =B, 

aus (bl ) G" = G~.!!..- Who = B.!!..- Who 
7 'h+ h h+ h' 

aus (voo) G~=-G~+W. 
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Die Ergebnisse werden in - (4) + (8) eingefiihrt 

( a) . ho 
(B + 0) l2 - he - W he = ° , 
B+O=W hoe 

hl2 - ae 

FUr die Gesamtheit der auBeren Krafte gilt 

(voo) D = W, 

(woo) A + B + 0 = ° , 
(a) (B - 0) l + W (ho - hI) = 0, 

B = _~W(ho - hl _ __ e~), 
2 l hl2 -ae 

o = ~W(ho - ~ + __ 0~) 
2 l hl2 -ae' 

e 
A=-WhOh~l--

2 -ae 
schlieBlich ergibt sich 

aus (9) fiir VI: G' = - G' d + l2 + G" ~ .. 
4 3 d 3d' 

G',{= G~, 

aus (9) fiir VII: G'=_G~d+l2 +G"~ 
8 'd 7 d ' 

G;{= Gq. 

Damit sind aIle Gelenkdriicke ermittelt, so daB die Momente in allen 
Punkten der Stabachsen berechnet werden konnen. 

Lotrechte Last P an Scheibe III. 

Fur V gilt 

G5=P~ , 
, 

, X 
B-G7 - P-=O, 

II 

G7'+G6'=O, 

(b1 ) G7' h - G7 a - p.!!-.- b = ° , 
II 

die Gleichungen fur IV bleiben unverandert. Die Ergebnisse fiir 
G7 Gq Gi Gr werden wieder in -(4) +(8) eingefuhrt und ergeben eine 
Gleichung, die nur B + 0 als Unbekannte enthalt. Fur die Gesamtheit 
der Krafte gelten 

D=O, 
A+B+O-P=O, 
(B - O)l- P(l- b - x) = 0, 

woraus die Stutzkrii.fte zu berechnen sind. 
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1st ein Tragwerk in seine einzelnen Scheiben zerlegt, und die Be
rechnung der Querkrafte und Momente fiir jede Scheibe durchgefiihrt, 
dann handelt es sich nur noch um die Ermittlung der Spannkrafte 
eines Fachwerks innerer Stabilitat. Es darf also in folgendem voraus
gesetzt werden, daB das Fachwerk 2 k - 3 Stabe hat, deren Spann
krafte 2 k Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte erfiillen. 

Den geschlossenen Stabzug, welcher den Rand des Fachwerks bUdet, 
nennt man die Gurtungen, seine Stabe die Gurtungsstabe. Bei aus
schlieBlich oder vorwiegend paralleler Richtung der auBeren Krafte 
unterscheidet man nach der Lage zur Lastrichtung zwischen Ober
gurtung und Untergurtung. Erstere ist der Lastrichtung, letztere der 
Stiitzrichtung zugekehrt. Die Stabe, welche das Fachwerk durchsetzen, 
werden Wand- oder Fiillungsstabe genannt. Nach ihrer Neigung gegen 
die Lastrichtung unterscheidet man Lotrechte oder Pfosten, welche in 
die Lastrichtung fallen, und Diagonale oder Schragstabe. Unterden 
Schragstaben sind linkssteigende und rechtssteigende zu trennen. Die 
linkssteigenden fiihren vom Knotenpunkt der Untergurtung zu einem 
Knotenpunkt der Obergurtung, welcher links der Parallelen zur Last
richtung durch den Untergurtknoten liegt. Die Knotenpunkte, in denen 
die Lasten angreifen - meist gehoren sie nur einer Gurtung an -, werden 
die Lastknoten genannt. Parallele zur Lastrichtung durch zwei benach
barte Lastlmoten gezogen, umgrenzen ein Feld des Fachwerks. Der recht
winklige Abstand der Parallelen heiBt die Feldweite, sie solI A bezeichnet 
und ebenso wie das Feld nach dem rechten Lastknoten benannt werden. 

1m Hinblick auf die Anordnung der Stabe in einem Fachwerk ist 
die Bauweise einfachster Art vor allen anderen ausgezeichnet. Sie baut 
das Fachwerk an einen aus einem Dreieck bestehenden Kern an, indem 
sie jeden weiteren Knotenpunkt durch je zwei Stabe anschlieBt. In 
der einzelnen Fachwerkscheibe ist diese Bauart immer vorhanden. 
Das nachstliegende und fiir die Konstruktion geeignetste ist es, das 
Gesetz des zweistabigen Anschlusses so durchzufiihren, daB sich ein 
Dreieck an das andere reiht. Ein Fachwerk dieser Art solI Dreieck
fachwerk genannt werden. Es ist vor anderen Fachwerken dadurch 
ausgezeichnet, daB man bis auf wcnige Ausnahmen quer durch jeden 
Stab eine Gerade ziehen kann, welche nur zwei andere Stabe trifft. 
Werden die von der Geraden getroffenen Stabe durchschnitten, so 
trifft del' Schnitt drei unbekannte Spannkrafte und zerlegt das Fach
werk in zwei Scheib en innerer Stabilitat. Mit Riicksicht auf den Unter
schied in der Berechnungsweise der Spannkrafte muB das Dreieck
fachwerk von allen anderen Fachwerkscheiben einfachster Bauart 
unterschieden werden. Durch die letzteren ist ein Schnitt, der nur 
drei Stabe trifft, im allgemeinen nicht moglich, sie sollen deshalb kurz 
als mehrstabige - mehr als drei Stabe in einem Schnitt aufweisende -
von den dreistabigenFachwerkenunterschieden werden. 
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Sind die Krafte, die an einer Faohwerksoheibe einfaohster Bauart 
angreifen und fiir diese als auBere Krafte anzusehen sind,bereohnet, 
so laBt sioh folgender Reohnungsgang zur Bestimmung der Spann
krafte sowohl beim Dreieoksfaohwerk wie bei dem mehrstabigen Faoh
werk immer durohfUhren. Stets ist ein Knotenpunkt vorhanden, der 
nur zwei Stabe verbindet. Alle weiteren Knotenpunkte konnen in einer 
Reihenfolge durohfahren werden, die in jedem hinzutretenden Knoten
punkt nur zwei neue Stabe hinzufiigt. Da nun fUr jeden Knotenpunkt 
zwei Gleiohgewiohtsbedingungen bestehen, erhalt man in den in der
selben Reihenfolge aufgestellten Gleiohgewiohtsbedingungen einen Satz 
von 2 k Gleiohungen, in dem das erste Paar zwei unbekannte Spann
krafte enthalt und jedes folgende Paar nur zwei unbekannte Spann
krafte hinzufiigt. Die vollstandige AuflOsung der Gleiohungen ist also 
duroh Fortsohreiten von Paar zu Paar moglioh. Da die Zahl der Glei
ohungen die Zahl der Unbekannten um drei iibersteigt, trifft man am 
SohluB des Losungsganges auf drei iiberbestimmte Unbekannte bzw. 
drei Gleiohungen zwisohen bekannten Spannkraften und erhalt in diesen 
eine Priifung fUr die Riohtigkeit der Reohnung. Die besohriebene Be
reohnungsweise wird in der Ebene meist graphisoh duroh Zeiohnung 
eines Cremonasohen Krafteplanes durohgefiihrt; Sie ist jedooh nur 
anwendbar, wenn die auBeren Krafte naoh Lage, Riohtung und GroBe 
unveranderlioh sind, und kommt deshalb im allgemeinen nur als Hilfs
reohnung in Betraoht. In vielen Fallen wird die Zeiohnung eines Krafte
planes zweokmaBiger auoh dann duroh ein analytisohes Verfahren er
setzt, wenn die genannten Voraussetzungen vorliegen. 

32. Die Spannkriifte des Dreieckfachwerkes. 

Die Bereohnung jeder Spannkraft laBt sich unabhangig von den 
Werten allet anderen Spannkrafte durchfiihren. "Venn man die auBeren 
Krafte als Veranderliche ansieht, die nur an die drei Bedingungs
gleiohungen 2M = 0 gebunden sind, so kann man jede Spannkraft 
als line are Funktion der auBeren Krafte unmittelbar darstellen. Man 
fUhrt einen drei Stabe treffenden Schnitt und ersetzt deren positive 
Spannkrafte - Zugkrafte - durch je zwei auBere Krafte gleicher 
GroBe und Kraftlinie aber entgegengesetzter Richtung, die gleichfalls 
Spannkrafte genannt werden mogen, in den beiden Knotenpunkten 
jedes Stabes. An jeder der beiden Scheiben, die durch den Schnitt 
entstehen, miissen die Spannkrafte mit den angreifenden auBeren 
Kraften im Gleichgewicht stehen. Die Werte der Spannkrafte sind 
also durch die drei Gleichungen 2M = 0 fUr die eine oder dIe andere 
Scheibe eindeutig bestimmt. Um Gleichungen mit je einer Unbekannten 
zu erhalten, stellt man die Momente um die Schnittpunkte der Kraft
linien der Spannkrafte auf. Jedem Stab ist also der Schnittpunkt der 
beiden anderen Stabe zuzuordnen, er soll Bezugspunkt des Stabes 
genannt werden. 

Der Bezugspunkt des Obergurtstabes ist der gegeniiberliegende 
Knotenpunkt der Untergurtung, der Bezugspunkt des Untergurtstabes 
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ist der gegeniiberliegende Knotenpunkt der Obergurtung. Die Spann
krafte in den Gurtungsstaben 0 und U seien, wo Unterscheidung not
wendig ist, durch einen Zeiger nach ihrem Bezugspunkt benannt. Der 
Bezugspunkt des Fiillungsstabes ist der Schnittpunkt der Gurtungs
stabe. Die Zeigerbezeichnung des Fiillungsstabes soll seinem rechten 
Knotenpunkt entlehnt werden. 

Abb. 79a zeigt einen Schnitt, der einen linkssteigenden, Abb.79b 
einen Schnitt, der einen rechtssteigenden Schragstab trifft; Abb.79c 

Abb. 79 a. Abb.79b. 

Abb. 79c. Abb.79d. 

und d zeigen Schnitte, die eine Lotrechte bei links- bzw. rechtssteigender 
Anordnung der Schragstabe treffen. Es bezeichne Mv das in Nr. 23 
gekennzeichnete Moment der auBeren Krafte um v, wobei es dahin
gestellt bleiben kann, ob Mv aus den Kraften Qz oder Qr errechnet ist. 
Dann lauten fiir die vier dargestellten Anordnungen 

(m) Mm + Om· rm = 0 , 

(r) Mr - Ur . rr = 0, 
fur Anordnung a 

(d) Md+Dmora=O, 
fur Anordnung b 

(d) Ma -Dr ord =0, 
fur Anordnung c 

(v) M v - Lm 0 r v = 0 , 
fur Anordnung d 

(v) Mv + Lm 0 rv = O. 

Diese Gleichungen haben fur die linke und die rechte Scheibe dieselbe 
Form und in jedem Glied dieselben Werte, da die Drehungsrichtungen 
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der Momente M und der Momente aus den Spannkraften an beiden 
Scheiben einander entgegengesetzt sind. Somit ergeben sich allgemein 
die Formeln 

M 
0=-

l' ' 

]}I 
U=+-, r 

fiir den linkssteigenden Schragstab 

fiir den rechtssteigenden 

M 
D=---, 

r 

M 
D=+-, 

r 

fiir die Lotrechte bei linkssteigendem Schragstab 

M 
L=-

r 

und bei rechtssteigendem Schragstab 

M 
L=---. 

r 

(62) 

Die Zeiger sind hier entbehrlich, wenn daran festgehalten wird, daB M 
das Moment urn den Bezugspunkt des Stabes und r der Abstand des 
Stabes yom Bezugspunkt ist. 

Die gezeigte Berechnungsweise ist zuerst yon A. Ri tter angewendet 
worden, sie wird deshalb Rittersches Verfahren genannt. 

Fiir die Zahlenrechnung ist es haufig giinstiger, in den Formeln 
fiir 0 und U den rechtwinkligen Abstand r durch den in der Lotrechten 
durch den Bezugspunkt gemessenen h - vgl. die Abbildung - zu er
setzen, weil r im Netz des Fachwerks meist erst konstruiert werden 
muG. Mit 

erhalt man 

h",· cos (3", = r", und hr· cosYr = r,. 

11'I 
0= -""h sec/1, 

]}I 
U= +-secy, 

h 

(63) 

dabei)st sec f1 = ~ , sec)' = -i- zu rechnen, wozu die Stablangen 0 und u 

aus dem Fachwerknetz abgegriffen werden diirfen, wahrend }. meist 
bekannt -und iiberdies konstant ist. 

Die abgeleiteten Formeln fiir die Spannkrafte D und L werden fiir 
die Anwendung durch ungiinstige Lage des Bezugspunktes haufig un
geeignet. Dieser Nachteil wird vermieden, wenn man einen weniger 
einfachenBau der Formeln in Kauf nimmt. 
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Linkssteigender Schragstab Abb. 79a. 0 und D werden in Punkt r 
in die lotrechten und wagerechten Seitenkrafte zerlegt, dann folgt aus 

(rI ) M r, + (Om cos (3m + Dm cos Tn.) hr = 0 

mit 

Ebenso folgt aus 

(mI ) 

mit 

M m , - (Ur cos Yr + Dm cos qJm) hm = 0 

Mr 
U r • cos Yr = + h 

r 

(64) 

(65) 

Rechtssteigender Schragstab Abh. 79b. Om und Dr werden in r in 
die lotrechten und wagerechten Se;,tenkrafte zerlegt. Aus 

(rI ) Mr,+(Omcosf3m+ DrCOSf[Jr) h,. = 0 

folgt wieder die Formel (64) und aus 

(mI ) M m , - (Ur cos Yr + Dr cos qJr) hm = 0 

die Formel (65). 
, In jeder dieser Formeln Hegen die Pole der beiden vorkommenden 

Momente auf ein und derselben Gurtung. Sind die auBeren Krafte 
lotrecht, dann ist 

Mr,=M,. und 

so daB die Momente fur die Knotenpunkte der Diagonalen benutzt 
werden durfen. Die fur beide Arten der Schragstabe giiltige Formel 
wird zweckmaBig in der Form 

( JJIu jl'Io) 
D = -, - -,- seep 

'-'u "0 
(66) 

geschrieben, wenn u den Knotenpunkt des Schragstabes in der Unter. 
gurtung und 0 den Knotenpunkt des Schragstabes in der Obergurtung 
bezeichnet. Diese Form ist auch oei nicht lotrechter Lastrichtung 
zweckmaBig, doch ist dabei zu beachten, daB u und 0 die Punkte ein und 
derselben Gurtung sein mussen, die in den Lotrechten durch den Unter
gurt- und Obergurtknoten des Schragstabes liegen. Die Formel ist fur 
die Zahlenrechnung sehr geeignet. 

Lotrechte bei linkssteigendem Schragstab Abb. 79c. Aus 

(woo) V + Lm + Om sin(3m - Ur sin Yr = 0 
folgt 
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1m FaIle lotrechter auBerer Krafte kann infolge Mm = Mr auch ein
facher 

(67) 

geschrieben werden. Dabei ist zu beachten, daB P nach oben, Y nach 
unten positiv ist. 

Lotrechte bei rechtssteigendem Schragstab, Abb.79d. Aus 

v - Lm + Om sin Pm - UrsinYr = 0 
folgt 

oder bei lotrechten auBeren Kraften 

(68) 

Bei Anwendung dieser Formeln muB beriicksichtigt werden, daB 
der schrage Schnitt durch das Fachwerk zwei Felder trifft. Je nachdem 
der Lastknoten m der linken oder rechten Scheibe zugewiesen wird, 
ist die Querkraft V m+l oder V m einzufuhren. Die Frage hangt also 
davon ab, in welcher Gurtung die Lasten angreifen. Greifen sie in den 
Knotenpunkten der Untergurtung an, so ist bei linkssteigendem Schrag-

. stab V m+l' bei rechtssteigendem V m einzufuhren. 
1m FaIle paralleler Gurtungen (Paralleltrager) gestalten sich die 

Formeln fur die Wandstabe besonders einfach. Aus 

ergibt sich mit Mu - Mo = ± V 1 

D = + Vcosecp. (69) 

Das positive Vorzeichen gilt fur linkssteigende Schragstabe, weil 0 links 
von u liegt. Die Formeln (67), (68) gehen in 

L=+V (70) 
uber. 

Ein zweites Verfabren zur Ermittlung der Spannkrafte in dem 
Dreiecksfachwerk lost die Gleichgewichtsaufgabe fur eine der beiden 
durch den Schnitt gebildeten Scheiben dadurch, daB es die bekannten 
auBeren Krafte durch zwei ihnen statisch gleichwertige Krafte ersetzt, 
deren Kraftlinien durch zwei von den drei Schnittpunkten der gesuchten 
Krafte gehen. Alle Krafte werden so in zwei Punkten vereinigt. Um 
die auBeren Krafte durch zwei statisch gleichwertige zu ersetzen, ver
bindet man eine beliebigen Punkt auf der Kraftlinie der Mittelkraft -
Punkt a in Abb. 80 - mit den Punkten 0 und u und zerlegt durch 
das Krafteck (Abb.80a) die Mittelkraft R in Ro II a 0 und Ru II au. 
Weiter wird zerlegt Ro nach 0 und D durch 0' c' 110 und c' d' II D, so
wie Ru nach U und D durch b' a'il U und a' d' II D. Es ist Do = d' c' 



Die Spannkrafte des Dreieckfachwerkes. 125 

die Mittelkraft aus Ro und 0, Du = a' d' die Mittelkraft aus U und 
Ru , mithin wird die Gleichgewichtsbedingung 

D+Do-Du=O 
durch D = Du - Do = e'a' 

erfiillt. Die Richtung der Kraft D ist aus dem Umfahrungssinne des 
geschlossenen Kraftecks b' 0' e' a' zu erkennen. 

Die Aufgabe, R durch zwei Seitenkrafte zu ersetzen, die durch 0 

und u gehen, laBt viele Losungen zu. Eine Vereinfachung der Zeich
nung wird erreicht, wenn R im Schnittpunkt· eines der beiden Gurt
stabe, z. B. U mit der Kraftlinie R in ~, :Ilach a10 und a1 u zerlegt 

L_---:-~~?fO' 

Abb. 80. Abb. 80a. 

wird. 1m Krafteck wird a'b'll U, o'a'llo~, ferner o'e'IIO, e'a'I!D 
gezogen. Man erhalt auf einfachere Weise wieder das geschlossene Kraft
eck b' 0' e' a'. Das dargestellte Sonderverfahren, gekennzeichnet durch 
Wahl des Punktes a auf der Kraftlinie von U oder 0, wird Culmann
sches Verfahten genannt. Da es einfacher ist als das allgemeine, wird 
es immer gewahlt, wenn sich die Zeichnung gunstig gestaltet. Zuweilen 
liegen jedoch die Schnittpunkte von R mit den Gurtstaben so entfernt, 
daB der Winkel 0 a1 u fur die Zeichnung des Kraftecks zu klein wird. 
In solchen Fallen wird durch das allgemeine Verfahren eine gunstigere 
Lage von a ermoglicht. 

SchlieBlich kann auch der unendlich ferne Punkt der Kraftlinie R 
fur die Zerlegung in Ro und R" gewahlt werden. Diese Wahl ist bei 
lotrechter Kraftrichtung vorteilhaft, weil dann Ro und Ru ebenfalls 
lotrecht sind und ihre Werte durch Momente auszudrucken sind. 1st 
die Projektion der Strecke 0 u auf die Wagerechte gleich 1, so muB 

ein, also 

Ro·l= M", 

R".l= -Mo 

R gleichgerichtet, 

Mo 
R" = - T ' R entgegengesetzt 

gerichtet. Um das Krafteck zu zeichnen (Abb. 81 a), wird Ro = ~u in 

0' a' und Ru = - ~o in b' 0' auf einer Lotrechten aufgetragen und 
.,:g 

a' d'il 0, 0' d' II D, b' 0'!1 U gezogen. Dann ist 0' a' d' e' b' 0' das ge-
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schlossene Krafteck, also a' d' = -0, d' c' = + D, c' b' = + U. Das 
Krafteck wird zweckmaBig in das Fachwerknetz eingezeichnet, indem 
0' a' vom Knotenpunkt u aus aufgetragen wird. 0' c' d' fallt dann in 
die Achse der Diagonale. In Abb. 81 b ist das Krafteck zur Ermittlung 
von D2 dargestellt. In diesem ist Ru R gleichgerichtet und Ro ent-

Abb. 81. 

gegengesetzt. Das Ver-
Uz c' fahren heiBt das Zim-

0' 0' 

Abb. 81 a. Abb. 81 b. 

mermannsche 
fahren. 

Ver-

Die an zweiter 
Stelle dargestellten 
Verfahren sind dem 
Ritterschen Verfahren 
nicht gleichwertig. 
Wenigstens verdient 
letzteres zur Ermitt
lung der Spannkrafte 

in den Gurtungen stets den Vorzug. Bei Berechnung der Spannkrafte 
in den Wandstaben sind sie jedoch nicht unzweckmaBig. 

Ein drittes Verfahren schlieBt aus den Werten der Spannkrafte fur 
gewisse einfache Belastungsfalle und gilt fur den Fachwerkbalken 
mit lotrechten auBeren Kraften, sowie die Teile anderer Tragwerke, 
fur die der stellvertretende Balken eingefuhrt werden kann. Es beleuchtet 
besonders den EinfluB wandernder Lasten und eignet sich deshalb fur 
die Darstellung deriEinfluBlinien. 

1st der Balken 'links des Stabfeldes unbelastet, so wirkt an der 
linken Scheibe nur der Stutzdruck A, desscn Wert durch Ar bezeichnet 
sei. Jede Spannkraft im Stabfeld ist also proportional A r . Kennt man 
den Wert 8' der Spannkraft 8, der entsteht, wenn der Stutzdruck A 
den Wert 1 hat, dann hat man die Spannkraft, welchc die Lasten 
rechts des Stabfeldes erzeugen, in 

8 =A r ·8'. 

1st der Balken rechts des Stabfeldes unbelastet, so wirkt an der 
rechten Scheibe nur der Stutzdruck B, dessen Wert durch B/ be
zeichnet sei. Jede Spannkraft im Stabfelde ist proportional B/. 
Kennt man den Wert 8" der Spannkraft 8, der entsteht, wenn B 
den Wert 1 hat, dann hat man die Spannkraft, welche die Lasten 
links des Stabfeldes erzeugen, in 

8 = B/· 8". 

Die Spannkraft infolge von Lasten, die beiderseits des Lastfeldes 
stehen, kann danach durch 

8 = At" . 8 + Bl . 8" (71) 
ausgedruckt werden. 

Die Werte 8' werden die Spannkrafte infolge A = 1, die Werte 8" 
die Spannkrafte infolge B = 1 genannt. Sie k6nnen aus den Formeln 
(63) bis (70) ohne weiteres abgeleitet werden. Bezeichnet x den wage-
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rechten Abstand des Bezugspunktes eines Gurtungsstabes von der Kraft
linie A und x' den wagerechten Abstand von der Kraftlinie B, ferner 
Xu, x;, dieselben Abstande des Untergurtknotens, xo~ x~ die des Ober-
gurtknotens eines Schragstabes, dann ist 

x 
0'= --seep 

h ~ 

U' x = +"h secy , 

D' (Xu Xo) = hu ~- ho sec q; , 

bei linkssteigendem Schrag
stab 

L'=-1+ ~ (tgP+tgy), 

L"= 

bei rechtssteigendem Schrag
stab 

L'= 
X 

l-"h (tgp + tgy), 

, 
" X P L =-l--,;(tg +tgy). 

A 

" x' o = ---,;secp, 

U" x' = +--,;secy, 

d 

;---------..,n.,.;..~----~ 

Abb. 82. 

Die Formel (71) ist besonders geeignet fiir die Berechnung der groBten 
und kleinsten Werte in den Wandstaben. Deshalb sollen noch zwei 
vorwiegend graphische Verfahren zur Bestimmung der Werte D', D", 
L', L" gezeigt werden, die in dem meist vorliegenden FaIle konstanter 
Feldweite einfach durchzufiihren sind, 

a) Das Verfahren Zimmermanns (Abb. 82). Man tragt im Fach
werknetz in einem ZahlenmaBstab die Strecken n b = n - 1, n a = n, 
n c = n + 1 auf und zieht d at 110;., bell Un-I, C gil Un+1' Dann ist 

+de=D~, -gf=D~+1' 

Zur Ermittlung von D~ wird nach S. 125 Ro = ~"). und Ru = _ (n ~ 1)"), 

b ··t· t E' I D' R n"). R (n + 1)"), enG 19, zur rmltt ung von n+1 0 = -T' u = + "). . 

Daraus erhellt die Richtigkeit des Verfahrens. "Ober dem n' bezeich
neten Knotenpunkt ist die Zeichnung zur Ermittlung der Werte D" 
-eingetragen. Es ist n' a = n', n' b = n' - 1, n' c = n' + 1 aufzu
tragen und e a gil O~, b f II U~-I' cd II U~+I zu ziehen, dann ist 

+ f g = D~' -1 , - de = D~, . 
Liegen Lotrechte und linkssteigende Schragstabe vor (Abb.82a) und 

8 
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greifen die Lasten in den Untergurtknoten an, so wird D~ in, d e wie 
vor gefunden und das Krafteck ad e f fur den Obergurtknoten n - 1 
gezeichnet. Es ist -e f = L~ -1' Bei rechtssteigenden Schragstaben 

n-T ll.. 

ist L~ aus D~ in derselben Weise zu bestimmen. 
b) Man berechnet die wagerechten Seitenkrafte 

der Spannkrafte einer Gurtung aus den Formeln 

U' x cosy = h' 0" cos(3.= -~
h' 

Abb. 82 a. in denen x bei konstanter Feldweite ein Vielfaches 
von list und tragt die Werte auf einer Wagerechten 

von einem Punkte 0 aus nach einer Seite auf. In Abb. 83 ist 

r' 

O + 2/1 = (n + 1)A 
,n h' 

n+l 

Sodann werden durch 0 Parallele 
zu den Stab en der fraglichen 
Gurtung gezogen und mit den 
Lotrechten durch die Punkte 
nfl, n + I", n + 2" usw. zum 
Schnitt gebracht. In der Ab
bildung ist 

On' II Un -1 , 0, n + I' II Un, 

O,n + 2/111 Un +1 , 

also sind die Strecken 

On' = U~--l' 

O,n + I' = U~, 

O,n + 2' = U~+l' 

Nunmehr lassen sich die Kraftecke fUr die Knotenpunkte der frag
lichen Gurtung zeichnen. In der Abbildung ist 

, , 'I D I' I' 'I L ' , [I D ' 2' 'I L n, r-11 n' r- ,n+ I: n, n+1,r n+l, r, n+ I n+l' 

Das Krafteck fur den Knotenpunkt n der Untergurtung ist 
0, n + I', r - I', n', 0, fur den Knotenpunkt n + 1: 0, n + 2', r', 
n + I', 0, also ist 

D~ = + r -l',n', 

D~+1 = + r',n +1', 
L~ = - n +l',r -I', 

L~+1 = - n +2',r' . 

Das Verfahren ist bequem und als Ersatz eines vollstandigen ere
monaschen Krafteplanes besonders fiir ein Bogenfachwerk geeignet, 
dessen Gurtungsstabe meist gegeneinander schwach geneigt sind. Hier 
wird es auch in dem wichtigen Falle mit Vorteil verwendet, in dem es 
sich um die Spannkrafte infolge einer wagerechten Stutzkraft von 
der GroBe 1 - Belastungsfall H = ± 1 - handelt. 
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33. Die Anwendung 
der in Nr. 32 dargestellten Verfahren auf die wichtigsten Falle ist noch 
durch einige besondere Bemerkungen zu erlautern. 

a) Der Fachwerkbalken auf lotrechten Stiitzen. Als Beispiel· ist 
das in Abb. 84 dargestellte Strebenfachwerk gewahlt. Die Lotrechten 
gehoren nicht zu den notwendigen Stab en des Fachwerks, sondern 
dienen nur zur Unterteilung der Felder. Die Lasten greifen also in den 
Knotenpunkten beider Gurtungen an. Nach Nr.24 sind die Momente 

Abb. 84. 

Abb. 85. 

Abb. 86. 

t" 
J 

T/ 

b' 

2' 

urn alle Knotenpunkte positiv. Mithin folgt aus den Forrneln (63), 
daB alle Stabe der Obergurtung durch negative (Druck), alle Stabe der 
Untergurtung durch positive Spannkrafte (Zug) beansprucht werden. 
Es sind die groBten Momente aus der Verkehrslast (Nutzlast) fiir alle 
Knotenpunkte entweder durch ein Seilpolygon oder mit Hilfe von Ta
bellen zu berechnen und aus den Werten Mmax die Grenzwerte 

. 0 Mmax U Mmax 
mIll = - -,- sec {3 , max = + -.,- sec y • 

& It 
(72) 

Der Berechnung der Krafte in den Schragstaben wird die Formel 

D = ArD' + BzD" 

zugrunde gelegt. 1st Symmetrie des Netzes zur lotrechten Mittelachse 
vorhanden, so geniigt es, die linke Tragerhalfte zu behandeln. FUr 
den linkssteigenden Schragstab Dn+l ist 

D~+l = ((n + 1)2 _ nJ,.) seerpn+l, 
h ll +! hn 

" ((m - n - 1) 2 (m - np) 
Dn+l = ~---- - - sec rpn+ 1 , 

It,,+! It" 

G rUn in g, Statik. 9 
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fUr den rechtssteigenden Schriigstab D .. ist 

D" = ((m -= n + 1)-.3 _ (m - n) A) secT 
" h"-1 hn n' 

Da die Schnittpunkte del' Stiibe U .. mit On -1 und Un mit On+ 1 links 
del' Senkrechten durch a liegen, ist 

D;, < 0, D~>O. 

Mithin erzeugen die Lasten rechts des Stabfeldes Spannkrafte des ent
gegengesetzten Vorzeichens, wie die Lasten links des Stabfeldes. Durch 
erstere entsteht die positive Spannkraft Dn +1' die negative Spann
kraft D .. , durch letztere die negative Spannkraft Dn+l> die positive 
Spannkraft D". Die Grenzwerte erhiilt man also aus 

maxDn + 1 = maxAr • D;'+l') 
minDn+l = maxB, · D~+l' 
min Dn = max A. .. . D~, , 

max Dn = maxB1 • D~. 

(73) 

Die Werte max An max Bl sind aus dem A-Polygon oder mit Hilfe 
von Tabellen zu berechnen. Dabei ist das Stabfeld selbst unbelastet 
angenommen. Stehen Lasten im Stabfeld n, die erste im Abstand ;I; 

vom Knoten n - 1 und x' vom Knoten n, m = l/)., so erzeugt die 
Verschiebung des Lastenzuges uber die sogenannte Grundstellung (erste 
Last im rechten bzw. linken Feldknoten) eine Zunahme del' Stutz
drucke um 

AA =~ ~-'p. I 
LJ r l~ x bzw. LI Bl = + 2: P • x. 

Die L umfassen aHe Lasten. Aus den Lasten im Stabfeld erhalt man in 

oder 
, ~p.x Pn = ... _--

}, 

(x' und x bezeichnen hierin die SteHung jeder Last) die Knotenlasten 
in n -1 und n. Ferner werden in 

die Seitenkrafte del' Lasteinheit in den Knotenpunkten n -1 bzw. n 
nach del' Richtung des Schragstabes berechnet, die sich bei Zerlegung 
del' Lasteinheit nach del' Richtung des Schriigstabes und des mit ihm 
iill Knotenpunkt verbundenen Gurtungsstabes ergeben. Das obere 
Vorzeichen gilt fur den linkssteigenden, das untere fUr den rechts-
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steigenden Schragstab. Die absoluten Werte der Spannkriifte nehmen 
durch Dberschreitung der Grundstellung zu, wenn die absoluten Summen 

L1 AT • D' > P~ -1 • DIII , 
L1 Bl . D" > P~ • DIV 

sind. Die Grenzwerte erhalt man dann in 

max 1 D = {(AT + L1 AT) D' + P~ -1' DIII 
min J (Bl + L1 Bl) D" + P;, . DIV. 

Wird das A Polygon benutzt, so konnen AT + L1 AT bzw. Bl + L1 Bl 
demselben unmittelbar entnommen werden. In den meisten Fallen 
rechnet man genau genug mit den Grundstellungen. 

Die Darstellung der EinfluBlinien ergibt sich am einfachsten aus 
der Formel S = AT' S' + BIS". 

Die Lasteinheit rechts des Lastfeldes im wagerechten Abstand b vom 

rechten Sttitzpunkt erzeugt mit AT = 1 ~ , Bl = 0 

S=S'~ 
l 

die Lasteinheit links des Lastfeldes im wagerechten Abstand a vom 

linken Auflager erzeugt mit AT = 0, Bl = 1 ~ 

8 = 1 ~S". 
l 

Danach besteht die EinfluBlinie beiderseits des Lastfeldes aus den 
Geraden Ga und Gb • Ga ist durch 0 in a, S" in b, Go durch 0 in b, 
S' in a festgelegt. Ftir einen Gurtungsstab ist 

S"=±!~ . 
r 

Ga und Go haben fUr den Untergurt positive, fUr den Obergurt negative 
Ordinaten und schneiden sich auf der Lotrechten durch den Bezugspunkt. 

Abb. 85 zeigt die EinfluBlinie fUr den linkssteigenden Schragstab D 2 , 

es ist a a' = D~ positiv, b b' = D:; negativ aufgetragen, a' b tiber 2', 
a b' tiber l' und l' 2' gezogen. Abb. 86 zeigt die EinfluBlinie ftir den 
rechtssteigenden Schragstab D 3 • Es ist a a' = D~ negativ, b b' = D;; 
positiv aufgetragen und wie vor konstruiert. Der Schnittpunkt d der 
Gurtungsstabe, die von dem Schnitt durch D getroffen werden, habe 
von der Lotrechten durch a den wagerechten Abstand x, von der Lot
rechten durch b den Abstand x'; dann folgt aus 

(d) D' = ± ~) D' 

D"=+:~ D"=-;" 
rd 

9* 
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Die Geraden Ga und Gb der EinfluBlinien schneiden sich auf der 
Lotrechten durch d. 

Die Spannkrafte, welche durch unveranderliche Lasten, die Eigen
lasten, erzeugt werden, erhalt man aus den Formeln (63) und (66) auf 

folgendem Wege. Die Werte ~n sind nach dem auf Seite 83 an

gegebenen Verfahren zu berechnen und die Quotienten J..~~ zu bilden. 
n 

Die Multiplikation derselben mit den Langen der Gurtstabe On und Un 

liefert sofort die Spannkrafte 0 und U, da 0; = sec fJ" und ~~ = sec I'n 

ist. Zwecks Berechnung der Spannkrafte in den Schragstaben werden 
die Differenzen 

und M" Mn+l ----
J..hn J..hn +1 

gebildet, in denen n nur die Knotenpunkte der Untergurtung bezeichnet. 
Die Multiplikation der Differenzen mit der zugehorigen Stablange d 

gibt infolge ~ = sec Tn die Spannkrafte D. Die Rechnung ist zweck

maBig in Form der nachstehenden Tabelle durchzufiihren. Sie bean
sprucht weniger Zeit als die Zeichnung eines Cremonaschen Krafte-

. planes und laBt sich auch leichter priifen. 

n l 
I 1- M" I 

M" I M" I Mn I Mn Mn-, I P" Vn 1. I 
) h- -D'On=o" f/lu,,=un T--;:}'- ±(. .. )dn=D" 

I ·-n .tn ·n I.t" n 
__ I - -

PI 1'1 VI 
jUt Jrlt M1 

)dI =])\ 
Wit 

-I- -'!I1 ()-----

J.h\ J.ht 

2 P2 V2 
j111 V M2 Mo M2 Ml 

)d2=D2 ;:-+2 ).. h2 - J.h; . o~ I J.h2 - Th~ 

3 Pa Va .M2 V Ma Ma M2 Ma 
)da = Da ;:-+a ). ha + 2ha u. ).h2 - Ih; 

4 P4 V4 .lIa V M¢ M4 M4 Ma 
)d4 = D4 ;:-+4 ).. h4 

--'04 T.~ - J.h; J.h4 

b) Der Kragtrager Abb.87. Die Grenzwerte der Spannkrafte in 
den Gurtungen sind verhaltnisgleich den Grenzwerten der Momente 
urn die Knotenpunkte. Nach Nr. 26 entstehen daher minO und max U 
in den Stab en der Mitteloffnung durch ungiinstigste Belastung derselben 
bei unbelasteten Seiten6ffnungen und sind als Spannkrafte des ein
fachen Balkens auf den Sttitzen in a und b zu berechnen. In den Gur
tungsstaben der Kragarme treten negative 0 und positive U nicht auf. 
Die Spannkrafte max 0 und min U entstehen in allen Gurtungsstaben 
mit minM durch ungtinstigste Belastung der Seiten6ffnungen (schwerste 
Lasten tiber den Gelenken) bei unbelasteter MittelOffnung. Es sind also 
fUr ein und dieselbe Belastung die Werte min M urn aile Knoten
punkte zu berechnen entweder mit Hilfe des Seilpolygons oder, wenn 
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Tabellen vorhanden sind, aus diesen mit Hille des stellvertretenden 
Balkens, und weiter die Werte 

.M 
max· 0 = - mIll - see fJ , 

It 
. u . Jlf 

mIll = + mIll Ii: seey. (74) 

Die Spannkrafte in den Fiillungsstaben der Mitteloffnung sind nach 
der Lage des Schnittpunktes der beiden Gurtungsstabe, die von dem 
Schnitt durch den Fiillungsstab getroffen werden, zu trennen. 

Ab b. 87. c:;"-__ "4(!~K-

Abb.88. 

Abb.89. 

Abb.90. 

a) Der Schnittpunkt liegt links von a oder rechts von b. In der 
Formel 

werden die Lasten P der Mitteloffnung von den Lasten der Seiten
offnungen getrennt, und letztere durch die Stiitzenmomente Ma und Mb 
beriicksichtigt. Dann ist 

1 1 
A, = T (LPr·b + Mb) = Aor+TMb' 

1 1 
Bz = T (L Pz . a + Ma) = Bo z + T Ma, 

also 

D = A or · D' + Boz · D" + + (Mb· D' + Ma· D"). 

Nun ist fUr den linkssteigenden Schragstab der linken Tragerhalfte 
D' > 0, D" < 0, wie aus , 

D" = -~ 
. rq 
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hervorgeht, weilll x und x' die absoluten Werte der Abstande des Be
zugspunktes von den Lotrechten durch a und b sind, also entstehen, 

da Ma und Mb negativ sind, D" ) 

maxD = maxAor · D' + minMu • T' 

min D = maxBo l . D" + min J.lfb • ~'. 
Fur die Lotrechten folgt ebenso aus 

L = AorL' + BOIL" + + (MbL' + MaL"), 

da L' < 0, L" > ° ist 

L" ) 
minL = maxA or · L' + minMa·T' 

maxL = maxBOl • L" + minJJlb • ~' • 

(75) 

(76) 

b) Der Schnittpunkt liegt zwischen a und b rechts des Stabfeldes. 
Es ist 

D'= + x >0, 
rd 

L' <0, 

, 
x 

D"=+->O, 
rd 

L"<O. 
Mithin entstehen 

1 (77) 
maxD = maxAor · D' + maxBOl • D", ) 

min D = T (min lJ'Ia· D" + min M " . D') . 

1 (78) 
min L = maxAor · L' + maxBOl • L", ) 

maxL = T (min Ma· L" + minMb • L'). 

Die Werte minMa, minMb sind bereits ermittelt, es ist also nur noch 
maxAor und maxBor> das sind die Stutzdrucke des einfachen Balkens, 
zu berechnen. 

Durch die Pfosten uber dem Auflager ist ein drei Stabe treffender 
Schnitt nicht moglich. Die Lo bezeichnete Spannkraft ist aus den 
Gleichgewichtsbedingungen des Knotenpunktes a zu berechnen 

A + Lo + 2: U sin y = ° 
mit .... 'U. Ma ... -, 

L.. . smy = h; 2.. tgy 

ergibt sich 7JI 
Lo = -A - -'hoa L'tgy. (79) 

Der Wert minLo ist aus der EinfluBlinie zu gewinnen, die unten ab
geleitet wird. Das gleiche gilt fur die Spannkrafte in den Wandstaben 
des Kragarmes. Angenahert und fur viele FaIle genau genug konnen 
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die SpannkrliJte in den Schragstaben aus den zur Ermittlung der 
Gurtkrafte benutzten Momenten um die Knotenpunkte des Krag
armes berechnet werden 

D (minMu minMo) 
= --- - --- seclP, 

hu ho 

wobei man jedoch nicht immer den groBtmoglichen Wert erhalt, weil 
die Laststellung, fiir die min M berechnet ist, nicht gleichzeitig max D 
bedingt. 

Die EinfluBlinien fiir die Stabe der MittelOffnung gewinnt man am 
einfachsten aus der Formel 

S=Ar·S'+BIS". 

Die Lasteinheit rechts des Stabfeldes im Abstand b von der Senk
rechten durch den Stiitzpunkt b erzeugt 

b 
Ar = 1 . T ' Bl = 0 . 

Die Laststellung auf dem rechten Kragarm wird durch ein negatives b 
bezeichnet. Die Lasteinheit links des Stabfeldes im Abstand a von 
der Senkrechten durch den Stiitzpunkt a erzeugt 

Ar=O, 
a 

Bl=l-. 
1 

Die Laststellung auf dem linken Kragarm wird durch ein negatives a 
bezeichnet. Die EinfluBlinie besteht daher beiderseits des Stabfeldes 
aus den Geraden Ga und Gb • Ga ist durch 0 in a, S" in b, Gb durch 0 

in b, S' in a festgelegt. Durch die Ordinaten in den Gelenken und die 
Nullpunkte in c und d sind alle zur Zeichnung erforderlichen Stiicke 
gegeben. 

Abb. 88 zeigt die EinfluBlinie fiir die Spannkraft D2 • Der Schnitt
punkt evan U1 und O2 liegt zwischen a und b. Es ist a a' = D', 
b b' = D" aufzutragen und a' b iiber 2' bis g~, b' a iiber l' bis g;, c g;, 
l' 2', g2d zu ziehen. Da D'/D" = x/x' ist, schneiden sich a' b und b' a 
auf der Lotrechten durch e. 

Fiir 01 des Kragarmes folgt aus 

Ml 
01 = -T sec (3 

1 

folgende Zeichnung. Es wird nach Abb. 89 

11' = (d _ }.) (1 + d - }') sec~ 
, 11 hI 

aufgetragen, und l' c iiber g;, g; 1 gezogen. Das Dreieck c g;I ist die 
°1-Linie. 

D2-Linie (Abb. 90). Sind die Gurtungsstabe °2 , U1 so stark gegen
einander geneigt, daB ihr Schnittpunkt e leieht und sieher bestimmt 

werden kann, so wird a a' = -~ und a e = e aufgetragen, sodann e a' 
ret 
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iiber !ll und 2', C !ll, 2' 1 gezogen. C !l12' 1 ist die D-Linie. Liegt der 
Schnittpunkt e zu weit entfernt, so sind die Ordinaten in 2 und !I zu 
berechnen, namlich 

e - 3.1. 
rJg = rJz e - 2 A 

aus 

und 

foIgt e - 3 A = A 2 h2 - ~I 
hI - hz 

Nach Auftragung von 1}Z und 1}g ist wie vor zu konstruieren. 
Lo-Linie (Abb. 91). Es ist aa' = -1 aufzutragen, a' b bis!l? und !I~, 

C q!, d!l~ zu ziehen. Dann ist c q! b !I~ d die - A -Linie. Sodann 

ist q!!ll = : 2: tg Y aufzutragen und c!lf a' zu ziehen. C !ll' fist 
o 

M 
die -~2: tg y-Flache bezogen auf die schrage NuIlinie c f. Mithin 

o 
ist C!ll a', b!l2 d die Lo-Linie. 

Die Spannkrafte aus Eigenlast sind ahnlich zu berechnen wie die 

des FachwerkbaIkens auf zwei Stiitzen. Die V- und ~ -Werte fiir den 
Kragarm erhalt man durch zwei Additionsreihen 

VZ=-G-P3 , VI=+VZ-Pz , VO=+VI-PI , 

M2 · 1J!.1 __ Mz +V Ma MI 
T=Vz , 1 A. I'T=T+Vo' 

]!'iir die Mitteloffnung sind in den Querkraften des einfachen Balkens 
auch die des symmetrischen Kragtragers gefunden. Sodann ist 

M I _ V +Ma Mz_MI V 
A - I A' A - A + I usw. 

Fiir die Vertikalen ist die Formel 

Mn 
Ln = - Vn - h (tg(J" + tgYn) , 

" fUr den vorliegenden Zweck in 
Mn 

Ln = - Vn - ~ - V" 
n 

umzuformen und V" = A (tg(J" + tgy,,) aus der Zeichnung abzugreifen. 
c) Dreigelenkbogen und verwandte Bauarten. Handelt es sich 

nur um einzelne Belastungsfalle mit unveranderlichen Lasten wie 
bei Hallenbindern, dann sind die Momente der auBeren Krafte fUr aBe 
Knotenpunkte in der Form 

M=Mo-H-y 

zu berechnen und daraus die Spannkrafte nach den Formeln (63) bis (66). 
Die zweckmaBigste Formel fUr die Spannkrafte in den Lotrechten hangt 
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von der Linienfuhrung der oberen Gurtung abo Verlauft diese in jeder 
Scheibe des Bogens geradlinig (Abb.92), so erhalt man eine geeignete 
Formel fiir Lv aus (v + 1) der Untergurtung. Das Moment der auBeren 
Krafte an der Scheibe links des schragen Schnittes durch Lv ist 
Mv+1 - Pv A, da der Lastknoten v der Obergurtung durch den Schnitt 
abgetrennt wird. Mithin folgt aus 

(v + 1) 

Abb. 92. 
a 

MV+1 - Pv A + Lv· A + Ov· hV+l • cosf3 = 0, 

Lv = _(MV+1 _ Mv) hV+1 +Pv• 
hV+1 hv l 

~ I -, f 
1 1 ~ _____________ , _______ L_____ b 

r~:<-' ----~ ---~---1-------"-' 

O~ 

(80) 

j ,. 
A b b. 93. CI.'+-: ..mu.!W.:J.u=J.w.wIJJ.Ui.""lfIJ.w.w~'<IT11Tm"rrncmTT11TTmnTmnnTT11TTmnTrmm==-_r - -, 

-- E', 
I; ~fiJOa 
J b_hltf'Ova.. 

Abb. 94. !a~:----==~v~-~rnmmmmm~~~~mm~mffi~mm~~4'b 
I 

i, 

t 
aEL'==~~~~~::::~~ Abb. 95. a • 

J 

Diese Formel ist auch bei geknickter Linienfuhrung der oberen Gurtung 
geeignet, doch ist dann hV+1 durch hV+1 + A • tgf3 zu ersetzen. Fur L1 
ergibt sich aus den Gleichgewichtsbedingungen des Untergurtknotens 1 

M i , 

L1 = + T (tgY1 - tgY2) , 
1 
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In der Formel fUr die Spannkrafte der Schragstabe 

Dv = (Mv _ M V - 1 ) dv 
hv hV - 1 A 

werden beide Momente am besten auf die Knotenpunkte der unteren 
Gurtung bezogen. 

Die Spannkrafte aus veranderlichen lotrechten Lasten werden bei 
allen Tragwerken der bezeichneten Bauart am zweckmaBigsten durch 
Auswertung der EinfluBlinien gewonnen. Zur Darstellung der EinfluB
linien gelangt man aus der fiir die Spannkrafte aller Stabe geltenden 
Formel M 1 

S= ±-= ±-(Mo-H.y), 
r r ' 

in welcher Mu das Moment der auBeren Krafte des einfachen Balkens 
um den Bezugspunkt des Stabes und y sein lotrechter Abstand von der 
in Nr. 27 bezeichneten Geraden a b bzw. a' b' ist. In diese Formel wird 

und 

eingefUhrt. 

± M 0 = Aor • S' + Bo I • S" 
r 

y 
±l-=Sa 

r 

S = AorS' + BOlS"- H· Sa. 

Die beiden ersten Glieder sowie Sa lassen sich als Spannkrafte des 
behandelten Stabes in einem Fachwerkbalken auf zwei Stiitzen deuten, 
der aus den beiden Scheiben des vorgelegten Tragwerks dadurch ent
steht, daB das Gelenk durch einen Stab beseitigt wird, und zwar ist 
So = Aor . S' + Bo l • S" die durch die lotrechten auBeren Krafte 
und Sa die durch die Krafte H = -1, die als Lasten eingefiihrt werden, 
erzeugte Spannkraft. Die Werte S', S", Sa lassen sich also nach den 
in Nr.32 an dritter Stelle dargestellten Verfahren in jedem Falle leicht 
ermitteln. Die Lasteinheit rechts des Stabfeldes erzeugt, wenn TJa die 
Ordinate der H-Linie bezeichnet 

S ,b S 
= ST-'YJa' a, 

die Last links des Stabfeldes 

S (1" a S 
= 0 T -1}a' a' 

Die EinfluBflache jeder Spannkraft erhalt man dallach als Differellz 
der EinfluBflache der Spannkraft des bezeichlletell einfachell Fach
werkbalkells, die durch die Geraden Ga und Gb bestimmt ist, und der 
H . Sa-Flache. 

Ov-Flache (Abb.93). Es wird a a' = O~, entsprechelld dem nega-

tiven Wert O~ llegativ, b b' = - 2l t Ova entsprechend dem llegativen Ova 
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positiv aufgetragen und a' b' iiber v' und g', a v', g' b gezogen. Es ist 
a v' b' die auf die schrage Nullinie a b' bezogene Ovo-Flache und a g b' 
die auf dieselbe Nullinie bezogene -H· Ovo-Flache. Mithin ist a v' n g' b 
die auf die wagerechte Nullinie a b bezogene Ov-Linie. 

Dv-Linie (Abb.94). Es ista a' = D~ positiv, b b' = - 2l t . Dva 

negativ und b' b" = D~ entsprechend seinem Vorzeichen, im vorliegen
den Faile also positiv aufzutragen und a' b' iiber v' g', a b" iiber v - I', 
v - I' v', g' b zu ziehen. Es ist a v - I' v' b' die Dvo-Flache mit der 
schragen Nullinie a b', a g b' dis -H· Dva-Flache mit derselben Null
linie. Also ist a v - I' v' n g' b die auf die wagerechte Nullinie a b 
bezogene Dv-Linie. l 

L4-Linie (Abb.95). Es ist a a' = L4 negativ, b b' = -27· L4a 

positiv, b' b" = L'4 entsprechend seinem Vorzeichen positiv aufzu
tragen und a' b' iiber 4' und g', a b" iiber 3', 3' 4', g' b zu ziehen. Es 
ist a 3' 4' b' die L4o-Flache mit der schragen Nullinie a b', a g b' die 
-H· L4a-Flache mit derselben Nullinie. Also ist a 3' 4' g' b die auf 
die wagerechte Nullinie a b bezogene L4-Linie. 

34. Das mehrstabige Fachwerk. 

Schnitte durch ein mehrstabiges Fachwerk, die mehr als drei Stabe 
treffen, tellen es in zwei Scheiben, deren mindestens eine der inneren 
Stabilitat ermangelt. Jedem iiber die erforderlichen drei im Schnitt 
vorhandenen Stab entspricht ein fehlendes Glied in einer der beiden 
Scheiben, und jedes fehlende Glied bedingt eine Bewegungsmaglichkeit, 
fUr welche die Gleichung des Prinzips der virtuellen Verriickungen 

L'Qmbm=O 

besteht, wenn man die Spannkrafte der durchschnittenen Stabe als 
auBere Krafte behandelt. Das nachstliegende Verfahren zur Ermitt
lung der Spannkrafte in den durchschnittenen Staben ware danach 
durch Aufstellung der bezeichneten Gleichungen die drei Gleichungen 
2~M = 0 zu erganzen. Dieser an sich zweckmaBigste Weg wird in 
Abschnitt e) beschritten werden. Hier soIl eine zweite Lasung gezeigt 
werden, die in der Heranziehung von einzelnen Gleichgewichtsbedin
gungen der Knotenpunkte besteht, allerdings meist mit dem Nach
teil verbunden ist, daB weitere Unbekannte zu den yom Schnitt ge
troffenen hinzutreten nnd dadurch die Zahl der gleichzeitig aufzu
lOsenden Gleichungen graBer wird. Allgemeingiiltige Formeln lassen 
sich nicht aufstellen. Der einzuschlagende Weg mnB deshalb an den 
wichtigsten Beispielen erlantert werden. Erhebliche Bedeutung haben 
diese Fachwerke nicht, da Griinde der Konstruktion meist gegen ihre 
Wahl sprechen. 

a) Das K-Fachwerk (Abb. 96). In jedem Feld sind zwei Schragstabe 
vorhanden, deren Neigungswinkel f{Jn gegen die Wagerechte gleich groB 
sei. Aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir den Knotenpnnkt nJ - 1 
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ergibt sich sofort die Abhangigkeit zwischen den Spannkraften der 
Schragstabe jedes Feldes 

Q L I1L ~ n,-T "'lin <> 

I..-.;t---.:t----it~ 
Abb.96. 

Bei lotrechter Richtung der au6eren Krafte, die vorausgesetzt werden 
darf, folgt weiter· aus 

(voo) On' cosjJn + (Dn+1,o + Dn+1,u) cos!pn+1 + Un = 0, 

(nt ) O"cosjJn (hn - !hn+1) - Un' !hn+l + Mn = 0, 

On= - Mn. see{jn, 
h n 

Mn 
Un =+--, h n 

(Woo) Vn+1 + (Dn+1•o -Dn+l,u)sin!Pn+1 + OnsinjJn = 0 

ergibt mit V _ Mn+1 - Mn 
n+l- II. 

(81) 

(82) 

und schlie6lich die zweite Gleichgewichtsbedingung ffir den Knoten
punkt n1 und die fiir den Knotenpunkt n der Untergurtung 

Lno - Lnu + (Dn+1,o -Dn+1,u) sin!pn+1 = 0, 

Lnu + Dnsin!pn - Pn = 0, 

( Mn Mn-l) Lnu = - -h - -y,,-- tgcpn + P n , 
'n Ibn-l 

(83) 

(84) 

Die Formeln zeigen denselben Bau wie die entsprechenden des 
Dreieckfachwerks. Die Grenzwerte sind nach dem in Nr. 33a angegebe
nen Verfahren zu ermitteln. 
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b) Das zweiteilige Fachwerk (Abb.97 und 98). Jeder Schragstab, 
mit Ausnahme der beiden auBersten oder mittelsten, kreuzt eine Lot-

~ m- <:> _ 
00,0 

~ 
Abb. 97. 

rechte, ohne mit ihr verbunden zu sein. In dem Fachwerk der Abb. 97 
trifft der lotrechte Schnitt durch das mittelste Feld m nur drei Stabe. 
Aus (m) fo]gt 

M"" Om = --l secfj",,; 
"1n 

(85) 

aus (m -1) M"'-1 + D", 0 zm-l 0 cos rpm + O",h"'_1 0 cosfJm = 0, 

D (Mm M",,_l)hm_l (86) = __ - ______ 0 secp"" 0 

m h"" h m - 1 ~m-l ' 

aus (m - 1") M", -1 + 0", (h"'_1 - Zm-l) COSfJm - Um 0 Zm-l = 0, 

U Mm (Mm Mm-l) h m- 1 (87) 
m = h m - h m - h m- 1 ~""-1 0 

EineBeziehung zwischen den Spann
kraften in zwei aufeinanderfolgenden Schrag
staben erhalt man aus den Gleichgewichts
bedingungen des Untergurtknotens n (Ab b, 97 a) 

Dncosrp" + Un - Un+1 = 0, 
(n-l') M n - 1-Dn cos rp" (hn -I -Z,,-I) 

(n') 
-Un hn - 1=0, 

Mn -Dn+ICOSrpn+l(hn-zn) 

Mn M n- 1 (h,,-z,,) (h,,-t- Zn-l) h- -h---Dn+lOCOSrpn+I--h--+D"cosrpn --h -1 =0, 
n n-I n ,,-1 

( Mn Mn-l) h n- 1 hn-~1I h n- 1 Dnocosp,,= ----- ----Dn+1ocospn+l 0 __ • 

h n h n - 1 ~n-l h n ~n-l 

Nach dieser Formel sind aile Spannkrafte in den Schragstaben von D", 
bis D2 zu berechnen. Fur die Gurtungsstabe folgt nun aus 

(n) Mn + O"h" cosfJn + Dn+l COSrpn+l· Z" = 0. 

( Mn ~n) Q On = - h n + D n + 1 0 cos pn+l 0 h n secpn 

uud aus (n - I') 

TJ JtIn - 1 D h n - 1 - ~n-l 
'- n = --- - n cos pn -~:----

h .. -l h n - 1 

(89) 

(90) 

(88) 
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SchlieBlich findet man 
Dl = U 2 sec (jJ1 , 

Ln = - Dn sin Cfn + P n . 

In dem Fachwerk der Abb. 98 lassen sich 0 1 und D2 ohne weiteres aus 
;£M = 0 berechnen. Die Krafte in den folgenden Diagonalen bis Dm 

~ 
Abb. 98. 

ergeben sich dann aus der Formel (88). Der Schnitt durch das mittlere 
Feld trifft nunmehr nur die drei unbekannten Spannkrafte Dm+!, Om, U m. 

c) Der Paralleltrager der Abb. 99 ist in allen Knotenpunkten durch 
je 2 Stabe an das Dreieck IX XI XI' angeschlossen. Ob die Schragstabe 

in den Schnittpunkten sich kreuzen oder verbunden sind, ist fUr die 
Werte der Spannkrafte ohne Belang. Aus 

folgt. 

(1) M} + Dl cos rp • h = 0 , 
(1') Ml - D2 cos rp . h = 0 

M} 
- Dl = D 2 = h· secrp. 

Um zu einer Beziehung zwischen Dn und Dn+ 3 zu gelangen, wird 
der Schnitt t - t in Abb. 100 gefUhrt und (n) aufgestellt 

Abb.100. 

mithin ergibt sich 

+ D n + 3 • sinrp.}. = o. 
Bei lotrechtem Schnitt durch das Feld 
n - 1 lautet 

(n-l) Mn- 1 +(Dn·cosrp+On-2)h=O, 

bei lotrechtem Schnitt durch das Feld 
n + 2 lautet 

(n+ 1) Mn+ 1 + (Dn+ 3 cos rp+On+2) h = 0, 

D . D· + 1JIn +1 - ~ltIn_l 
n +:l . SID ljJ = n SID ljJ 2 ). (91) 
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Aus den Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte n - 1 und 
n + 1 der Obergurtung folgt 

D" = -D,,+I, D"+2 = -D,,+s. 

Nach diesen Formeln ist nun zu berechnen 

. D' Ms-Ml 
D 5 smq;= lsmq;+~-, 

D 4 =-D6 , 

D · D' M5 - M3 7sm q;= 4smq;+~-, 

Do = - D7 usw. bis Du . 

Fiir die Lotrechte im Stiitzpunkt b ergibt (X) analog der oben benutzten 
Gleichung (n) 

L M9 D . = - 2l + 10 sm q; , 

schlieBlich ist D12 sinq; = -L. 

Fiir die Spannkriifte in den Gurtungen erhalt man die Formeln 

oder 

oder 

O Mn-l D I n =--- - n+l' coscp, II, 

O Mn+l D 
n = ---- - n+2' coscp, 

h 

Un = M n - 1 - Dn+2' coscp, } II, 

U. Mn+l D 
n= --. -- n+l'COSCP' II 

(92) 

(93) 

Werden in diesen Formeln aIle Spannkriifte D durch die Momente 
ersetzt, so ergeben sich Gleichungen, aus denen die EinfluBlinien ab
geleitet werden konnen. Einfacher erhalt man die EinfluBlinien jedoch 
ebenso wie fiir die meisten mehrstabigen Fachwerke mit Hilfe der in 
Abschnitt e) dargesteIlten Kinematik (Seite 182). 

d) Die inneren Krafte des Stabwerks. 

35. Die Spannungen im geraden Stab. 
Nach Berechnung der Normalkrafte, Querkrafte und Momente fiir 

aIle Punkte der Stabachsen eines Stabwerkes handelt es sich bei Be
rechnung der inneren Krafte nur um die Spannungen im Quer
schnitt des geraden Stabes. Als gerader Stab wird auch ein gekriimmter 
Stab behandelt, dessen Kriimmungsradius groB im Verhaltnis zu den 
Abmessungen des Querschnittes ist. Es wird angenommen, daB die 
Voraussetzungen der Balkentheorie B. de St. Venants 1) (vgl. Teil. I, 

1) Saint-Venant, B. de: La flexion des prismes. Journal de mathemati
ques S. 89. Liouville 1856. 
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Nr.9) erfullt, und nur drei Spannungskomponenten von Null vet
schieden sind, namlich die Normalspannung parallel zur Stabachse und 

'Z 

Abb. 101. 

die Schubspannungen, welche um 
die Hauptachsen des Querschnittes 
drehen. Nach Abb.101 ist die Schub
spannung Tz parallel zur Y-Achse, 
Ty parallelzurZ-Achse. Die Y-Achse 
ist gegen die Ebene des Tragwerks 
unter 'IjJ geneigt. 

1m Punkte v der Stabachse wird 
in der Normalebene ein Schnitt 
durch den Stab gefUhrt, und die 
positiven Spannungen werden als 
auBere Krafte auf beiden Schnitt
ufern in entgegengesetzter Richtung 

angebracht. Fur die Krafte am linken wie am rechten Stabteil bestehen 
die drei Gleichungen 2M = 0. 

(voo) N v - IaxdF = ° , (94) 

(v) Mv-ja.,(ycos'ljJ+zsin'IjJ)dF=O, (95) 

(woo) Vv - j (Ty sin 'IjJ + Tz cos 'IjJ) dF = ° . (96) 

Die Bedingung, daB die Mittelkraft der Spannungen in die Ebene del' 
auBeren Krafte fallt, fUgt noch 3 Gleichungen hinzu, von denen zu
nacht die beiden folgenden notig sind. 

I a",(ysinV' - z cOS'IjJ) dF = 0, (97) 

j (Ty cOfnp - Tz Hin 11') dF = 0 . (H8) 

Die Unhestimmtheit der Gleiehungen (H4), (95), (97) ist von Ber
noulli durch die Annahme hehoben worden, daB die das Stabelement 
begrenzenden Querschnitte bei der Verzerrung eben bleiben, so daB 
die Dehnung ex als line are Funktion del' Koordinaten y, z angesetzt 

werden kann Ex = a + by + cz. (99) 

Diesel' gewohnlich als Annahme eingefUhrte Ansatz ist, wenn nur 
Einzellasten auftreten, eine notwendige Eigenschaft des Verzerrungszu
standes, del' die Voraussetzungen ay = 0, Tz = 0, ax = ° erfulltl). 

Die Gleichgewichtsbedingungen fUr das Volumenelement - vgl. die 
Tafel auf Seite 11 - lauten 

Darans folgt zunachHt 

a ax 0 T. a Ty 
ox+ay+aZ-=o, 

oy. 
-=0 
ox 

ihy 
--~ = 0. 
ox 

ayy 
-··=0 ax (100) 

1) Win k I e r, E.: Die Lehre von der Elastizitat und Festigkeit, S. 237. 
Prag 1867. 
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und da )I", = 0 ist, lauten die drei Vertraglichkeitsbedingungen, Tell I, 
Gleichungen (20) 

Infolge lOy = l:z ergibt sich aus den beiden ersten Gleichungen 

02 10 a2 E 
--"'-~"'=O. a y2 az2 . 

und mit fy = fz = - blE", aus der dritten 

also folgt 

und schlieBlich 

a2 1' 02f 

ay:+ az:=O 

02 10 

ax:=O. 

Aus der vierten Vertraglichkeitsbedingung 

2 ~ = ~ (a )I. + a )ly) 
ay. oz ax oz oy 

folgt nach den Gleichungen (lOO) 

02 10 
--"'-=0 oy.oz . 

Mithin ist 10", in jedem Querschnitt eine lineare Funktion von y, z, und 
die Beiwerte a, b, C in Gleichung (99) diirfen x nur in der ersten Potenz 
enthalten. Daraus folgt jedoch nicht, daB die Querschnitte bei der Ver
zerrung eben bleiben. 

1 
Mit 10", = EO", erhalt man den Ansatz 

0", = a l + bl y + CI Z 

und aus (94), (95), (97) die Gleichungen 

N v = alj dF + bd ydF + clj zdF, 

Mv = ad (yCOS1jJ + z sin 1jJ) dF , 

+ bl j (y2 cos 'P + y . z sin 1jJ) d F , 

+ clj(zYCOS1jJ + z2 sin1jJ) dF, 

o = all (y sin 1jJ - z cos 1jJ) dF , 

+ blj (y2 sin 1jJ - yz cos 'P) dF , 

+ Clj(y· zsin'P - Z2 cos 1jJ) dF. 

Da Y und Z Hauptachsen sind, ist 

jydF=O, jzdF=O, jy.zdF=O; 

G r ii n i n g. Statik. 10 
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ferner werden die Flache F = r dF, die Tragheitsmomente Jz = Jy2 dF 
und J y = J Z2 dF eingefiihrt " 

Daraus folgt 

und 

Nv=al·F, 

Mv = hI COS 1jJ Jz + CI sin 1p" J y , 

o = hI sin 'If " J z - CI cos 1jJ J y • 

Nv 
al=y' 

M v " sin 1jJ 
c1 =---

J y 

N v Mv cos l/' Mv sin l/' 
(J", = J/ + Jz Y + J y " z" (101 ) 

Zwischen den Angriffspunkten zweier benachbarter Einzellasten ist 
N v = const. und Mv geradlinig mit der Stabachse veranderlich 

dMv 
dx = Vv = const. 

. . a2 E," 
Dam1t 1st auch 7f2 = 0 in allen Punkten zwischen zwei Einzellasten 
erfiillt. x 

Die Punkte gleicher Normalspannungen erfiillen die Gleichung 

C _ cos 1jJ simp 
- J Y+ J Z, 

z y 

welche eine Schar von Parallelen darstellt. Durch den Schwerpunkt 
geht die Gerade o _ cos 'If sin 1jJ 

- J Y+ J Z, 
z y 

(iz) 2 
y=-Z iy tgl/', (102) 

wenn iz = Vi, iy = V ~ die Tragheitsradien des Querschnitts sind. 

In allen Punkten dieser Geraden herrscht die Spannung 

Nv 
oO=}i'· 

Ihr parallel ist die neutrale Achse, deren Gleichung durch C = - ;; 
bestimmt ist. v 

Die aus dem Moment entstehenden Spannungen sind in jedem 
Punkte des Querschnittes proportional seinem Abstande v von der 
zur neutralen Achse parallelen Schwerachse. 
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Mit der Veranderlichen v lautet die Formel (101) 

a = Npv + MJv v. cos'lp-V 1 + (~zr tg2 1p, 
, z \ Zy I 

(103) 

welche maxa und mina durch Einfuhrung des gr6Bten positiven bzw. 
llegativen Wertes v angibt. 

Mit 1p = 0 geht die Formel (103) in 

N v Mv ( ()=-+_.y 104) 
F Jz 

uber. Aus dieser erhalt man 

N v Mv 
maxa= p+ W~' 

. N v Mv 
InIna= -- --

P W2 

Jz W ---
I- maxy W=~ 

2 miny 

WI und W2 sind die Widerstandsmomente des Querschnittes. 1st der 
Querschnitt symmetrisch zur Z-Achse, so ist max y = min y und 
WI = W 2 = W. Fur die Durchfuhrung der Rechnung, namentlich fur 
die Ermittlung der durch wandernde Lasten entstehenden Grenzwerte 
der Spannungen ist es zuweilen zweckmaBig, die auBeren Krafte in 
emem Glied zusammenzufassen. Dazu gelangt man durch 

N v N v Jz N v i; 
-= -y .-- = _._- --.y. 
p Jz Py Jz Y 

Auf der positiven Y-Achse ist der Kernpunkt 2 durch den Kernhalb
·2 

messer k2 =--~,,--, auf der negativen Y-Achse der Kernpunkt 1 durch 
mmy i2 

den Kernhalbmesser ki = __ z - bestimmt. Man erhalt 
maxy 

oder 

worln 

maxy 
maxa = -J- (Nv • ki + Mv) , 

z 

. miny 
mIna = -J- (Nv k2 - Mv) 

z 

MVl 
maxa= WI' 

• MV2 mIna= ---
W 2 ' 

die Momente der auBeren Krafte um die Kernpunkte 1 und 2 des 
Querschnittes in v sind. Danach sind die EinfluBflachen fUr max a 
und min a den EinfluBflachen fUr die genannten Kernmomente ver
haltnisgleich. 

10* 
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Fur die Schubspannungen folgt aus den Gleichungen (96) und (98) 

/,rzdF = Vzcostp, 

J TydF = Vvsill'ljl. 

Dadurch sind Tz und Ty nicht bestimmt. Es besteht jedoch infolge 

a az _ V (cos"P sin"P) ax - v Jz Y + J y Z 

die Gleichgewichtsbedingung 

a Tz a Til _ _ v (cos tp sin"P ) 
By + az - v Jz Y + J" z , 

sowie die funfte und sechste der Vertraglichkeitsbedingungen. Durch 
diese Gleichungen und die Randbedingung, daB die Mittelkraft aus 7:" 
und Tz am Rande des Querschnittes in die Tangente an den Rand 
fallt, sind T" und Tz eindeutig bestimmt, sofern die angenommene Grund
lage (ay = az = Tz = 0) mit den jeweils vorliegenden besonderen Be
dingungen vertraglich ist. Die Aufgabe ist jedoch nur fur wenige Quer
schnittsformen gelost. . In der Statik begnugt man sich mit Nahe
rungslosungen, die in vielen Fallen hinreichende Genauigkeit besitzen. 

a) Rechteckiger Querschnitt, Lange des Rechtecks - Rohe ge
nannt :- parallel zur Ebene des Tragwerkes, Abb. lO2. FUr z = ± i b 
fordert die Randbedingung T" = O. Wenn b genugend klein ist, darf 
fur alle Punkte T" = 0 gesetzt werden, so daB nur die Schubspannung Tz 

auf tritt, die daher durch T ohne Index bezeichnet werden kann. 

-f 
r-~--~~ f 

+z 

f 
+l/ 

Abb. 102. 

Aus 

folgt OT a az V -=--=--y ay ax Jz . 

V 
T=-2Y y2 + O . 

z 

Die Randbedingung fur y = ± ~ ist T = O. 

-0 V h2 

Sie liefert 

0- - 8Jz ' 

mithin T = 2~z (~2 _y2). 
Dieser Wert erfullt die Gleichgewichtsbedingung 

JrdF =.v, 

V (h2 ) 2J~4F-Jz =V, 

(105) 
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da t h2 F = 3 J. ist. Die Schubspannung 1: verteilt sich iiber die Rohe 
nach einer Parabel, der groGte Wert in der Z-Achse ist 

3V 
max 1: =2 F' 

Die Losung erfiillt die Vertraglichkeitsbedingungen nicht und ist daher 
nicht genau. Die Gleichung (105) gibt aber den mittleren Wert der 
Schubspannungen langs der Parallelen zur Z-Achse richtig an und 
liefert daher eine desto genauere Annaherung an die tatsachlich auf
tretende Spannung, je kleiner b ist. 

b) Querschnitt, symmetrisch zur Y-Achse von veranderlicher Breite 
b = 2/(y), Abb. 103. Das Stabelement von der Dicke dx wird durch 
die Ebene +y in zwei Stiicke geteilt. Fiir das auf der positiven Y-Achse 
liegende Stiick besteht die Gleichgewichtsbedingung 

1 
+2 b h h 

dxf1:.· dz + 2 f a",/(y)dy - 2 f (0",+ ~~dX) /(y)dy = O. 
-~b Y Y 

2 

Um zur mittleren Spannung 1: in der Ebene des Querschnittes langs 
der Parallelen zur Z-Achse zu gelangen, wird von dem betrachteten 
Stiick des Stabelementes durch die Ebene y + dy ein Prisma abge
schnitten, dessen Lange gleich 2 f (y) und dessen Querschnitt dx . dy ist. 
Das Moment der Krafte, welche auf die Seiten des Prismas wirken, um 
seine Achse muG verschwinden 

2 

+~ 
2 

21:' /(y) = f1:.· dz. 
. b 

Man findet aus vorstehenden Gleichungen 

wenn 

h h 

( a a", V r 1:'/(y)=., Tx/(y)dy= J .. y./(y)dy 
y y 

V 
T ·f(y) = -(So - Sy) 

J", 
h 

So = f y. /(y). dy 
o 

(106) 

das statische Moment des durch die Z-Achse abgetrennten Teiles des 
Querschnittes und 

y 

Sy = f y. /(y). dy 
o 
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das statische Moment des Querschnittes, der zwischen der Z-Achse 
und der Geraden + y Jiegt, in bezug auf die Schwerachse ist. Dies Er
gebnis erfullt zwar die Gleichgewichtsbedingung fUr das Volumenelement 

oOa; ihz OTy 
ox+oy+az=O 

ih 
nicht, da d: langs der Z-Achse im allgemeinen von Null verschieden 

ist, wohl aber die Bedingung, die man durch Integration dieser Gleich
gewichtsbedingung langs der Z-Achse erhalt 

bib -
j '(dOa; dTz dTy ) Jaoa; CfT 
+~ +~ j 

_% a~+ oy +Tz dz= __ ~oxdZ+2Cyt(Y)+TY1-TY2 =0. 

Fur die Randwerte Ty1 , TY2 gilt die Randbedingung 

df(y) 
TY1 - TY2 = 2 T' ~ , 

also ist aT o[T·f(y)] 
2 iJ y f (y) + TY1 - TY2 = 2 --iJ-y-

b 
+-z und weiter 

2 a[T' f(y)] =_jiJOa; dz =-2 I..- y . f(y). 
iJ y iJ x Jz 

b 
2 

Aus Gleichung (106) ergibt sich 

iJ [T • f (y)] = _ ~ iJ Sy = __ y_ y . f (y) 
iJy Jz iJy Jz 

womit der Beweis erbracht ist. Die Anwendung der Formel auf den 
Doppel-T-Querschnitt ergibt fUr den Steg von der Dicke t den sehr 
genauen Wert 

T = J7 (So _ 2-Y2) 
J", t 2 

und in der Mitte des Querschnittes 

V So 
maXT=--. 

Jz t 

(107) 

1m Ubergang aus dem Steg in den Flansch von der Breite b fallt T 

infolge des Unterschiedes zwischen ~o und ~o unvermittelt abo Das 

gilt jedoch nur fur den mittleren Wert, wahrend langs der Parallelen 
zur Y-Achse, die in den Steg fallen, ein stetiger Abfall von dem im 
Steg auftretenden Wert bis auf Null am Rande stattfindet. Die Aus-
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strahlung von Taus dem Steg in den Flansch wird durch die Aus
rundung der Hohlkehlen zwischen Steg und Flansch stark beeinfluBt. 
Fehlt die Rundung, so ist ein Sprung der Schubspannung langs der 
inneren Wand des Flansches yom Wert des Steges auf Null unver
meidlich. 1m Flansch ist die Schubspannmig Ty von Null wesent
lich verschieden. Da langs der positiven Y-Achse bei positivem V 

a Ox a Tz • • a Ty 0 D f . 0 0 . t . t fu"r fiX + fiij < 0 1St, 1St Tz >. a erner In Z = Ty = IS, IS 

b b o < Z < + 2: Ty > 0 und fUr 0 > Z > -2: Ty < o. 

Die Richtung Ty weist yom Steg nach den beiden lotrechten Randern 
des Flansches. Genauere Formeln fUr Tz und Ty im Flansch sind nicht 
bekannt; ihre Kenntnis hat im ubrigen keine praktische Bedeutung. 

Fur den unsymmetrischen Querschnitt des J-Eisens fUhrt der An
satz ex = a + b· y nur dann zu einer L6sung, wenn die Kraftebene 
gegen die X, Y-Ebene urn eine Strecke Zo parallel verschoben ist. Sind 
die Normalspannungen Ox auf Parallelen zur Z-Achse gleich groB, so 
bedingt das Gleichgewicht am Volumenelement bei positiver Quer
kraft im gedruckten Flansch eine nach dem Steg zu, im gezogenen 
Flansch eine yom Steg ab gerichtete Schubspannung Ty • Die Spannung Tz 

kann im Flansch nur klein sein, da sie an den Randern desselben ver
schwinden muLl. Wird sie vernachlassigt und aus demselben Grunde 
Ty im Steg, so ergibt sich das rechtsdrehende Moment um den Schwer-
punkt ~h ~h 

2 ! Ty • y. dF + efT", • t . dh = 2 J I + e • V 
£ h - t, - Q h 

wenn t1 die Starke des Flansches, t die des Steges und e 
den Abstand der Stegmitte von der Y-Achse bezeichnet. 
Mithin hat die lotrechte Mittelkraft V der Schubspannungen 
von der Y-Achse den Abstand 

2J 
e1 =e+ VI. 

r 
I 
I 

vt Cz 

e' 

Abb. 104. 

Aus Fx = a + b· y ergibt sich demnach nur dann eine L6sung, wenn 
Zo = el ist. 1st Zo < el , so muLl der Wert J I abnehmen. J 1 muLl ver
schwinden, wenn Zo = e ist, und muLl fUr Zo < e neg'ativ werden. Wenn 
die Kraftebene in die X, Y-Ebene faUt, muss en also die Spannungen 
Ty in den Flanschen die in Abb. lO4 angegebenen Richtungen haben. 
Das ist nur m6glich, wenn die Normalspannungen Ox auf Parallelen 
zur Z-Achse nicht gleich groLl sind. 1m allgemeinen Falle muLl also 
der Ansatz fUr ex und demnach auch fiir Ox erweitert werden zu 

Ox = a + b • y + C • y . z 

olier, wenn eine Normalkraft nicht auftritt und das angreifende 
Moment linear von x abhangig ist, 

Ox = bi • X • Y + ci • X • Y . z . 
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Dieser Ansatz ist mit der Voraussetzung ay = az = Tx = 0 nicht ver
traglich, weil die vierte Vertraglichkeitsbedingung nicht erfiiIlt wird. 
Die Erfiillung konnte durch Tx = f (x) erreicht werden, doch wiirden 
die fiir Tx bestehenden Randbedingungen unerfiillbar bleiben, wenn 
Tx von y und z unabhangig ist. Der oben stehende Ansatz kann daher 
nur eine Naherungslosung ergeben. Berechnet man die durch ihn 
bedingte Spannung Ty im Flansch aus 

o a", OTy 

a;-+az=O 
und den Randbedingungen, indem man Tz im Flansch vernachlassigt, 
so erhalt man in M = ! ax _ y . dF, 

2 J 1 = (zo - e) V 

zwei Gleichungen, aus denen b1 und cJ fiir jede Lage der Kraftebene 
zu bestimmen sind. Urn ein genaues Ergebnis zu erhalten, miiBte die 
Annahme e als Abstand der Stegmitte von der Y -Achse durch eine 
genauere Bestimmung ersetzt werden, die den Umstand beriicksichtigt, 
daB Tz in den Teilen der Flansche, die dem Steg naheliegen, nicht 
vollig vernachlassigbar ist. Es darf vermutet werden, daB e nur yom 
Querschnitt abhangig, von der Belastung unabhangig ist. Dann konnte 
der Wert e durch Versuche und Auswertung mit Hilfe der angegebenen 
Rechnung bestimmt werden. 

Der Nachweis, daB die Annahme Ii = a + b· y fiir den J-Querschnitt 
keine richtige Losung ergibt, ist von B a c h 1) durch Versuche erbracht. 
Zwei Versuchsergebnisse zeigen, daB die Verteilung der Normal
spannungen im Flansch dem Geradliniengesetz naher kommt, wenn 
die Kraftebene aus der X, Y-Ebene in den Steg verschoben wird. 
Das stimmt mit dem oben gezogenen Schlusse iiberein, nachdem in 
der Lage Zo der Kraftebene die gleichmaJ3ige Spannungsverteilung er
reicht wird. Vor B a c h hat schon Son n tag 2) auf anderem Wege 
als dem hier eingeschlagenen gefunden, daB die absoluten Werte der 
N ormalspannungen am Steg erhe blich groBer sein miissen als am 
Rande der Flansche. 

c) Winkelquerschnitt, Abb. 105. Man zerlegt V in die Seitenkrafte 
nach den Richtungen der Winkelschenkel und weist jede Seitenkraft 

~z / I+Y~ 
Abb. 105. 

dem gleichgerichteten Schenkel nach dem paraboli
schen Verteilungsgesetz zu. 

Durch die aufgestellten Formeln sind die Span
nungen des geraden Stabes auf die angreifenden 
Momente, die Normal- und Querkrafte zuriickgefiihrt. 
Nachdem die Berechnung der Momente, Normal- und 
Querkrafte fiir aIle Punkte der Stabachsen eines Trag

werkes in Abschnitt b allgemein und im besonderen fiir verschiedene Bau
arten gezeigt ist, eriibrigt es sich, hier auf die Einzelfalle nochmals einzu-

J) B a c h, C.: Versuche tiber die tatsachliche Widerstandsfahigkeit von 
Tragern mit [-formigem Querschnitt. Z. V. d. 1. 1910, S. 382. 

2) Son n tag: Biegung, Schub, Scherung. 1909. 
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gehen. Die Bemerkungen in Nr. 33 sind sinngemaB zu beriicksichtigen. 
Zuweilen besteht jedoch ein grundsatzlicher Unterschied in der Be
rechnung der inneren Krafte des Stabwerkes und des Fachwerkes, 
namlich der, daB beim Stabwerk gewisse, durch die Form und den 
Flacheninhalt des Stabquerschnittes bedingte GroBen bekannt sein 
mussen, um die Grenzwerte der auftretenden Spannungen zu berechnen. 
Diese Notwendigkeit entspricht der Tatsache, daB Formel (104) Fund 

W = ~ enthalt. 
maxy 

36. Normalspannungen bei nicht geradlinigem Formanderungsgesetz. 

Die Beziehung zwischen der Dehnung und Spannung sei durch 
eine Funktion der Form 

F., = f (a.,) - C[f (a,,) -+ f (a.)] 

gegeben. Dann folgt aus a" = 0, a. = 0 wieder 

lOy = e. = -Cf., 

und in Verbindung mit T., = 0 wie oben weiter aus den Vertraglich
keitsbedingungen 

02 10., = iJ2 e., = 0 2 10., = ~ = 0 
ox2 oy2 OZ2 oy.oz . 

Demnach ist anzusetzen 
10., = a -+ by -+ CZ, 

worin a, b, c lineare Funktionen von x sind. Der Beweis ist an die oben 
getroffene und wohl stets zulassige Voraussetzung gebunden, daB die 
durch a., erzeugten Langs- und Querdehnungen einander proportional 
sind. 1m ubrigen kann jedes beliebige Formanderungsgesetz und auch 
Aolotropie, soweit sie mit jener Bedingung vertraglich ist, bestehen. 
Das Geradliniengesetz gilt danach fur die Dehnungen in der Richtung 
der Stabachse bei jedem Formanderungsgesetz, welches Verhaltnis
gleichheit zwischen den durch die Normalspannungen a., erzeugten 
Langs- und Querdehnungen bedingt, wenn sich die angreifenden Mo
mente geradlinig von Punkt zu Punkt andern. 

Es wird nun 

eingefuhrt. Hierin ist 

der Quotient aus Spannung und Dehnung fur einen beliebig gewahlten 
Spannungswert ao a 

W=--
10 

ao'~ 
o 

eine aus dem Formanderungsgesetz als Funktion der Spannung oder 
Dehnung zu berechnende veranderliche Zahl. 1st das Formanderungs-



154 Die inneren Krafte des Stabwerks. 

gesetz durch die Spannungs-Dehnungslinie gegeben, deren Ordinate die 
Spannung 0, deren Abszisse die Dehnung e ist, Abb. 106, so zieht man 

e%o 

Abb. 106 . 

. die Gerade d urch 0 0 und den Anfangspunkt. Sie schneidet auf der 

Ordinate in e die Strecke b = oo!.... ab, also hat man 
eo 

o 
w=-

b 
als Quotient zweier Strecken. 

Die Untersuchung sei auf die Faile beschrankt, in denen die Y-Achse 
in der Ebene des Tragwerks liegt. In die Gleichgewichtsbedingungen 

wird 

eingefiihrt. 

N,,- jodF= 0, 

Mvi - j 0 • y • dF = 0 , 

o=/X.w(a+by), 

0= w(al + bl • y) 

N" = ad w . dF + bIj y . W • dF , 

MVi= ~jw.y.dF +bdw. y2 dF. 

Man bildet einen verzeITten Querschnitt, indem man jedes Flachen
element mit dem zugehorigen Wert w multipliziert, berechnet die Lage 
der Schwerachse und den Flacheninhalt Fi des verzerrten Querschnitts, 
erstere durch ihren Abstand von der Schwerachse des unverzerrten 
Querschnittes Fi = jw.dF, 

jw.y'dF 
e= , 

Fi 
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y' ist auf die Sehweraehse des unverzerrton, y auf die Sehweraehse des 
verzerrten Quersehnitts zu beziehen. Mithin ist f w . y . dF = 0 . 
SehlieBlieh bereehnet man 

Damit erhli.lt man 
J zi = j W • y2 • dF . 

wenn beaehtet wird, daB Mv das Moment um den Sehnittpunkt des 
Quersehnittes mit der Stabaehse, und f 0 • y . dF das Moment der 
Spannungen um die Sehweraehse des verzerrten Quersehnittes bezeieh
net. Die Normalspannung in jt>dem Punkte des Quersehnittes ist 

(Nv Mv,) 
(J = W Fi + J"'i Y . (108) 

Die Reehnung kann nur auf dem Wege der Annaherung dureh
gefiihrt werden, da w von dem Ergebnis abhangig ist. Man geht von 
einer ersten, mehr oder weniger willkiirliehen Annahme aus und fiihrt 
die Reehnung auf dieser Grundlage dureh. Liegt das Ergebnis der 
Annahme hinreiehend nahe, so fiihrt fortsehreitende Annaherung zum 
Ziele. Andernfalls muB aus mehreren angenommenen Werten eine 
Kurve b.ereehnet werden, deren Sehnittpunkt mit der Spannungs
dehnungslinie die Losung ergibt. 

Da die Z-Aehse normal zur Ebene des Tragwerks vorausgesetzt 
ist, ist w auf Parallelen zur Z-Aehse mit 0 konstant. Die Verzerrung 
des Quersehnittes ist daher dureh Multiplikation der Breite t mit w 
durehzufiihren. Der Reehnungsgang solI an einem fUr zwei Belastungen 
durehgereehneten Beispiel erlautert werden. Der Einfaehheit halber 
ist ein reehteekiger Quersehnitt h = 36 em, b = 1 em gewahlt. Das 
Formanderungsgesetz ist in Abb. 106 dureh die Spannungsdehnungs
linie eines FluBstahles dargestellt: 

Erste Belastung: N = 0, M = 864000 kg . em. 

Bei geradlinigem Formanderungsgesetz wiirde sieh 

864000 
maxo = ±2~ = ±4000kg/em2 

ergeben. Man wahlt 00 = max 0, so daB w in den auBersten Punkten 
des Quersehnittes gleieh 1 und max 0 aus 

M h 
max'i= -.--

J zi 2 

zu berechnen ist. Nun wird eine erste Annahme fiir 0 0 getroffen, welehe 
< 4000 kg/em2 ist, 01 = 3300 kg/em2, und die Gerade 001 in der 

Abb. 106 gezogen. Sodann wird ~ in eine Anzahl gleieher Teile - hier 

zehn - geteilt und jedem Teilungspunkt der Punkt der Abszissen-
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o 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

Go = 3300 

1,81 
1,81 
1,76 
1,60 
1,38 
1,21 
1,10 
1,00 

Die inneren Krafte des Stabwerks. 

0"0 = 3250 

1,46 
1,46 
1,46 
1,45 
1,39 
1,245 
I,ll 
1,00 

Go = 3245 

1,385 
1,385 
1,385 
1,385 
1.350 
1;260 
1,140 
1,00 

achse zugeordnet, welcher die Strecke 
o eo verhaltnisgleich teilt. FUr jeden 

Teilungspunkt ist W = ~ und dar

aus t . W zu berechnen. Die Teilungs
punkte sind von der Mitte nach dem 
Rande zu gezahlt. Als zweite An
nahme ist 0 0 = 3250, als dritte 
0 0 = 3245 gewahlt. Nebenstehend 

sind die verzerrten Breiten des Querschnittes zusammengestellt. Der 
Querschnitt Fi ist in der Mitte ein Rechteck und verjungt sich 
in der Breite nach beiden Randern zu bis auf 1 cm. Es ergibt sich 

1. J i = 5150, 2. J i = 4861 , 3. J i = 4673, 
8640 ·18 

Omax = ± J. = 1: 3021, 2: 3200, 3: 3320 . 
• 

Der Schnittpunkt der omax-Linie und der Spannungsdehnungslinie liegt 
danach zwischen 3250 und 3245 kg/cm2 • 

Zweite Belastung: N = 122400 kg, M = 216000 kg/cm. 
Bei geradliniger Spannungsverteilung ergibt sich 

122400 216000 
max 0 = ----a6 + ~ = 4400 kg/em2 ! 

. 122400 216000 2 
mIll 0 = ----a6 -~ = 2400 kg/em . 

Es bezeichne Oa die Spannnng am Rande + ~ nnd 0b am Rande - ~ . 
Als erste Almahme ist 2 

1. Oa = 4400, 0b = 2400 und 00 = 0a gewahlt. Darans ergibt sieh 
wa=l, wb=6,4, F i =77,3, J i =8166, e=-5,45, 

Mi = 216000 + 5,45 ·122400, Mi = 883500, 

122400 883500 
Va = ----r73- + 8166 23,45 = 4123, , 

(122400 883500 ) 
°b = 6,4 77J3 - 8166 . 12,55 = 1430, 

2. Oa = 4130, 0b = 1430, 0 0 = Oa gewahlt ergibt 
Wa = 1, Wb = 5,25, Fi = 78,8, Jz = 8135, 
Mi = 216000 + 5,36·122400 = 873000, Oa = 4055, 

3. Oa = 4050, 0b = 1050, 0 0 = Oa gewahlt ergibt 
Wa = 1 , Wb = 5,0, Fi = 80,6, J i = 8120, 
Mi = 216000 + 5,5·122400 = 889200, 0a = 4091, 

4. Oa = 4090, 0b = 750, 0 0 = Oa gewahlt ergibt 

e =-5,36, 

0b = 1050, 

e = -5,5, 

0b = 750, 

Wa = 1, Wb = 5,1, Fi = 81,6, J i = 8160, e = - 5,55 , 
Mi = 216000 + 5.55·122400 = 895320, Oa = 4080, 0b = 690. 
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Damit ist genugende Ubereinstimmung der errechneten Werte mit den 
zwecks Bestimmung der Zahl w aus der Spannungsdehnungslinie an
genommenen erreicht. Abb. 107 zeigt den verzerrten 
Querschnitt, wobei h im MaBstab 1 : 4, t in 1: 1 
aufgetragen ist. 

37. Die Spannungen im krummen Stab. 
Da nur ebene Tragwerke behandelt werden, 

darf vorausgesetzt werden, daB die Ebene der 
Krummung in die Ebene des Tragwerkes falIt. 
Die Y-Achse liege in derselben Ebene. Dann darf 
Oz = 0, Tx = 0 angenommen werden, aber Oy § 0 . 
Das Geradliniengesetz fUr die Dehnungen Ex gilt 
l,1ichtl}. Trotzdem wird in der Statik vorausgesetzt, 
daB die Langenanderung L1 ds geradlinig verlauft. 
Die Berechtigung hierzu wird der Erfahrung ent
nom men, daB das Gesetz fUr die in der Statik zu 
behandelnden Krummungshalbmesser hinreichend Abb. 107. 
genaue Ergebnisse liefert. Es bezeichne nach 
Abb. 108 ds die Lange des Stabelementes in der Stabachse, deren 
Krummungshalbmesser r ist, dsy die Lange des Stabelementes im Ab
stand y von der Stabachse. r wird positiv als Ordinate auf der + Y-Achse 
bezeichnet, so daB d Sy ein Bogenelement des Kreises yom Halbmesser 
r - y ist. Wie begrundet, wird 

L1 d Sy = a + b • Y 
. r- y 

gesetzt. Dann 1st wegen dsy = ds ---"--, 
r 

L1dsy (a+b·y)r 
E --- - --- ----
s- dsy - (r-y)ds' 

aE r b· E r 
o=Es·E=- -- +--. y--, 

ds r-y ds r-y 

r r 
a = a1 -- + b1 • Y • --""" . 

r-y r-y 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen 

N v = f odF, M" = fa. y. dF 

N v = a1J'_r- dF + b1fy-r- dF , 
r-y r-y 

ergibt sich 

Abb. lOS. 

f r f r " Mv=a1 y--dF+b1 y2--dF. 
r-y r-y 

+y 

1) Die genaue Lasung fiir den Ringsektor von rechteckigem Querschnitt ist 
von Fa p pI: Drang und Zwang, 1920, S. 292 ff. angegeben. 
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Es ist 

f -,,"-dF =fdF + ~fY' dF + ~fy2_r-d.F" 
r - y r r2 r - y 

und da I y , dF = 0 ist, 

j' r 1 
-dF=F+-Z, 
r-y r2 

wenn Z =fY2 _r_ dF bezeichnet. 
r- y 

Ferner ist 

/ 'y __ r_ dF =j'YdF +~j'y2_r_ dF 
. r-y r r-y 

'r 1 jy-.. dF=-Z, 
, r-' y r 

Mithin lauten die Gleichungen 

N v = a l (F + :2 Z) + bi ~ Z , 
1 

Mv = al - Z + bi Z , 
r 

Zieht man die zweite Gleichung nach Multiplikation mit ~ von der 
ersten ab, so erhiilt man r 

1 
Nv--MV=aIF, 

r 

aus der zweiten folgt nun 

b Mv Nv Mv 
1 = Z - F. r + iF . r2 

Die fUr a l und bi gefundenen Werte werden in (J eingefiihrt und die N v 

enthaltenden Glieder zusammengefaJ3t, 

a=Nv+Mv __ r [_.~+y(_l +~)] 
F r-y F'r Fr2 Z 

(J = ~ (Nv _ ~ Mv)' + Mv .!....:.JI... 1) . 
F r Z r-y 

oder 

(l09) 

Die neutrale Achse ist mit N = 0 und (J = 0 durch die Gleichung 

Mv Mv ry 0=---+- -.-
F·r Z r-y 

1) Win k Ie r, E.: Die Lehre von der Elastizitat und Festigkeit, S, 27l. 
Prag 1867, 
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bestimmt. Bezeichnet e ihren Abstand von der Schwerachse, so ergibt 
sich 

Z·r e=----. 
Z +F· r2 

Es seien die Ordinaten Yo auf die neutrale Achse bezogen 

y= Yo+ e, r= ro + e, 
dann erhaIt man 

(llO) 

wofiir man auch 

1 ( Yo) 
(J = .J!' Xv + Mv ( ) e 1"0 - Yo 

(Ill) 

schreiben kann. 
Um das Integral Z genau zu berechnen, muB Reihenentwicklung 

angewendet werden. Wenn im Nenner des dritten GIiedes Yo gegen r ver
nachlassigt wird, ergibt sich 

1 
Z = J + t:2 f'lt· dF . 

Meist kann genau genug Z = J gesetzt werden. Fiihrt man dann noch 

die GroBe k2 = ; ein, welche mit Z = J in i2 des Tragheitshalbmessers 

iibergeht, so ergibt sich 

e= 
k 2 i 2 

k 2 '" i 2 • 
r+- r+-r r 

(1l2) 

Den mittleren Wert ay langs der Parallelen 
zur Z-Achse + y erhalt man aus der Gleich-

Abb. 109. 

gewichtsbedingung fiir das in Abb. 109 dargestellte Element, welches 
aus dem Stabelement durch die KreiszyIinderflachen in + y und 
+ y + dy herausgeschnitten istl). b = t (y) bezeichnet die Breite des 
Querschnittes, die Krafte a", d F in den Seiten des Elementes, welche 
in die Querschnitte 8 und s + d s fallen, ergeben eine Mittelkraft 

in Richtung des Radius von der GroBe a",b· dy· ds. In der bezeich

neten KreiszyIinderflache + y wirkt die Kraft ay • ;(r _ y) ds. Mithin 
besteht die Gleichgewichtsbedingung r 

d[ay• b· (r - y)] + . b _ 0 
a", - , 

dy 

ay • b (r - if) = - f a",b· dy + o. 

1) Lor e n z, H.: Technische Elastizitatslehre, S. 228. 1913. 
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Am Rande y = ho muB ay = 0 sein, daraus folgt 
y=ho 

C = faxb . dy, 
ho 

ay • b· (r - y) = jaxb. dy. 
y 

N v ist auf ay ohne EinfluB; also ergibt sieh 

Mv (r )2/hO ro (jy.b(r-y)=- - .yo--b·dy, 
Z ro ro-yo 

Yo 

(113) 

wenn im Nenner des zweiten Integrales Yo gegen r" vernaehlassigt wird. 
Zahlenbeispiel: Breitflansehiger I Quersehnitt Nr. 30. 

r= 100 em, N=O, M=-1600000 kg/em. 

Es ist F = 152, J = 25201. 

Z = 25201 + 480 = 21)680, k2 = 256~~ = 169 
152 ' 

169 
e = 100 + 1,7 = 1,66, 

an der inneren Kante entsteht 

min a = __ 1600 000 (!~?)2 13,34 . 98,3~ = _ 994 kg/em2 
x 25680 98,34 85 ' 

an der auBeren Kante entsteht 

_ ~60?000 (!~)2 !6,66 . 98,34 _ 9 h k / 2 
max ax - + 21) 680 98,34 115 - + 10 g em , 

min ay entsteht im Steg in der Nahe des Uberganges zum inneren 
Flanseh. Es sei der Wert in der Stelle des Uberganges bereehnet. 
Es ist 

j~O Ij~O (1)( h-.!' 
y bdy+- y6bdy=b·t h --t 1+-.2_~~1), 

o r 1 1 0 2 1 ro 
Yo Yo 

b1 = 30, t1 = 1,98, b = 1,25 (Stegstarke), 

= 30 . 1,98 . 12,35 (1 + 0,12) = 822 , 

1 600 000 ( 100)2 822 
ay = - 25680 98,34 1,25. 87 = - 486 kg/em2 . 

a y hat in allen Punkten des Quersehnittes dasselbe Vorzeiehen, und 
zwar das Vorzeiehen der Spannung ax, die an der inneren Kante auf
tritt. Das Beispiel zeigt, daB ay nieht ohne weiteres vernaehlassigt 
werden darf. 



Die zwangliimige kinematische Kette. 161 

e) Losung durch das Prinzip der virtuellen Verriickungen. 
Kinematisches Verfahren. 

38. Die zwanglaufige kinematische Kette. 
Die in Nr. 14 dargestellte Ableitung einer Aussage iiber den Wert 

einer statischen GroBe des statisch bestimmten Tragwerkes aus der 
Gleichung des Prinzips der virtuellen Verriickungen erfordert 

1. die zweckdienliche Bestimmung der 2 k willkiirlichen GroBen; 
2. die Ermittlung der danach ebenfalls bestimmten, abhangigen 

GroBen des jeweils bestehenden Systems virtueller Verriickungen. 
Zweckdienlich ist die Bestimmung: Weg der gesuchten, Za bezeichneten 
statischen GroBe L1 a = 1, Weg aller anderen unbekannten statischen 
GroBen gleich Null. Das so gekennzeichnete System virtueller Ver
riickungen solI, um es kurz zu bezeichnen, System LI a = 1 genannt 
werden. Die Gleichung des Prinzips der virtuellen Verriickungen ergibt 

Za' 1 = 1: Pm . ifm , 

wenn Z" eine innere, oder 

Za . 1 = - 1: Pm . tT.n , 

(114) 

(115) 

wenn Za eine auBere statische GroBe ist. Falls es sich um eine innere 
statische GroBe handelt, gestaltet sich die Losung des zweiten Teiles 
del' Aufgabe zuweilen durch eine Anderung der Auflagerbedingungen 
einfacher, indem einzelnen Knotenpunkten in geeignet gewahlter Rich
tung die Verschiebung Null vorgeschrieben und in ebenso vielen Stiitz
punkten die Verschiebung c S 0 in Kauf genommen wird. Die letzteren 
gehoren dann zu den abhangigen GroBen des Systems virtueller Ver
riickungen, und es ergibt sich die Gleichung 

(116) 

Die Gleichung gibt den Wert Za an, wenn die Stiitzkrafte C bereits 
gefunden sind. 

Die stetsdurchfiihrbare Losung des wesentlichenzweitcnTeiles der Auf
gabe beruht auf den Gesetzen der Bewegung zwanglaufiger Getriebe. 
Um die Bedingungen des Systems LI Ii = 1 zu verwirklichen, braucht 
man nur das Glied a des Tragwerks zu beseitigen. Fiir die 2 k Ver
schiebungskomponenten der Knotenpunkte des Tragwerks bestehen 
dann 2 k - 1 Stabilitatsbedingungcn. Man kann sie also einer will
kiirlichen Bedingung unterwerfen. Wird hierfiir die Bedingung LI a = 1 
gewahlt, so bestehen fiir die abhangigen GroBen des Systems /1 a = 1, 
namlich die Unbekannten LI x, L1 y del' Knotenpunkte, genau diesel ben 
Gleichungen wie fiir die LI x, LI y des Gebildes, welches durch Beseitigung 
des Gliedes a entstanden ist. Daraus folgt: Man findet die abhangigen 
GraBen des Systems L1 a = 1 in den Verschiebungskomponenten des 
bezeichneten Gebildes. 

G r ii n i n g, Statik. 11 
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Die virtuellen Verriickungen sind gemaB der Begriffsbestimmung 
sehr kleine GraBen, Ll a ist gleich der sehr kleinen Einheit. Demnach 
muB auch die Bewegung des bezeichneten Gebildes auf sehr kleine 
Verschiebungen beschrankt werden. Fiir die Rechnung ist es jedoch 
zweckmaBiger, fUr die Zeichnung notwendig, mit endlichen GraBen zu 
arbeiten. Zu diesem Zweck werden die Verriickungen mit ein und 
derselben sehr groBen Zahl multipliziert bzw. in einem sehr groBen 
MaBstab aufgetragen. Oder aber die Verriickungen werden durch ein 
und dieselbe sehr kleine GraBe geteilt. Wahlt man hierfiir das Differen
tial der Zeit, so erhalt man an Stelle der sehr kleinen Verriickung die 
endliche Geschwindigkeit einer Verriickung von sehr kleiner Zeitdauer. 
Beide Wege fiihren zu endlichen GraBen, die man beliebig als Ver
riickungen oder Geschwindigkeiten deuten und bezeichnen kann. 

Die Stiitze eines Tragwerkes und den einfachen Stab kann man 
beseitigen. Die Einspannung und die steife Ecke kann man durch ein 
Gelenk ausschalten. Jedem biegungsfesten Stab kann man eine Be
wegungsfreiheit durch eine Parallelfiihrung zwischen zwei benachbarten 
Querschnitten geben, deren Bahn entweder parallel oder normal zur 
Stabachse ist. In jedem Falle verliert das Tragwerk durch einen der 
bezeichneten Eingriffe eine Stabilitatsbedingung und es entsteht das 
Gebilde, welches zwanglaufige, kinematische Kette genannt 
wird. Die wesentlichen Eigenschaften der zwanglaufigen kinematischen 
Kette erhellen aus den Gleichungen, denen die Verriickungen der 
Knotenpunkte unterliegen. Diese sind fiir jeden Stab 

o = (Ll Xk - Ll Xi) cos rxik + (LI Yk - J Yi) cos f3ik , 

fiir jede steife Ecke 

o = (Ll Xk - Ll xr) cos f3rk - (Ll Yk - Ll Yr) cos ark 

8 r k 

(Ll Xi - Ll Xr) cos f3ri - (,1 Yi - ,1 Yr) cos rxTi 

fiir jede Stiitze 

o = Ll Xr • cos 1; + Ll Yr • cos r; . 

fiir jede Einspannung 

o = (Ll Xk- ,1 xT) cos f3rk - (,1 Yk - /1 Yr) cos rxrk . 

8 r k 

Die Zahl dieser Gleichungen ist 2 k - 1. Die zwanglaufige Kette 
besitzt eine Bewegungsfreiheit, iiber die willkiirlich verfiigt werden 
kann. Um zu einem allgemeinen SchluB zu gelangen, solI die Verfiigung 

,1 a = w = f (Ll X, ,1 Y) 

getroffen werden, in, welcher w eine unabhangige Veranderliche und 
f (Ll x, ,1 y) diejenige lineare Funktion ist, welche in der Stabilitats
bedingung des Gliedes a die ,1 X, ,1 Y verbindet. f (,1 x, Ll y) hat also 
die Form der rechten Seite einer der vier vorstehenden Gleichungen. 
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Fiir die 2 k unbekannten Ll x, Ll y bestehen nunmehr 2 k line are 
Gleichungen, die nur ein absolutes Glied enthalten, namlich w.· Mit
hin ergibt die AuflOsung der Gleichungen jede Unbekannte in der Form 

Lf y, = IX, • W , 

in welcher lXi und fli Konstante sind. Daraus folgt weiter 

~m = (IXm • cos C + flm • cos YJ) w 
und schlieBlich 

j Yi lXi 
- = -- = const, 
Ll Y. IX, 

Ll Xi fli 
-=-=const. 
LI X. fl. 

Der Quotient ~ Yi bezeichnet die Bahn des Punktes i. Die Bewegung 
LJ Xi 

jedes Knotenpunktes erfolgt demnach in vorgeschriebener Bahn, welche 
von w unabhangig ist. Die Strecke der Verriickung oder deren Ge
schwindigkeit ist proportional w. 

Bildet man zwei beliebige lineare Funktionen der Ll x, j y, 11 (LI x, Ll y) 
und 12 (Ll X, Ll y) ohne absolute Glieder, so ist 

11 (il x, LI y) 
12 (Ll X, Ll y) = const. 

Das Verhaltnis der Strecken zweier beliebiger BewegungsgroBen zu
einander ist konstant. 1st die Strecke irgendeiner BewegungsgroBe fest
gelegt, so sind damit die Strecken aller GroBen bestimmt. Daraus folgt, 
daB man die Bedingung w = I(LI x, Ll y) auch durch irgendeine andere 
ersetzen kann, wodurch w zu einer abhangigen GroBe wird. Die Strecken 
der Verriickungen, welche durch w = 1 bedingt sind, konnen daher 
auf zwei Wegengefunden werden. Entweder man setzt W= 1 = f(Llx, Lly) 
und erhalt so die gesuchten Verriickungen unmittelbar, oder man trifft 
iiber irgendeine BewegungsgroBe eine bestimmte Verfiigung und er
mittelt die dadurch bedingten Strecken LI x', Ll y' . . . w'. Dann sind 

. Ll x' Ll' 
die w = 1 zugehorenden Strecken -" ~ ... 

w w 
Als Hilfsmittel der Untersuchung werden zuweilen kinematische 

Ketten von 2 k - 2 Gliedern benutzt, die zwei Bewegungsfreiheiten 
besitzen. Deshalb soIl auch die Bewegung dieser Gebilde untersucht 
werden. Man fugt zu den 2 k - 2 Stabilitatsbedingungen zwei will
kiirliche Bedingungen 

ll* 
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die in LI x, LI Y linear sind, hinzu, und erhalt durch Aufli:isung der 
Gleichungen die Unbekannten in der Form 

LI Yi = O(,ai' Wa + O(,bi' Wb' 

LI Xi = {Jai • Wa + {Jbi • Wb' 

Setzt man Wa = 0, so wird die Kette zur zwanglaufigen, sie sei Kette b 
genannt. Der Neigungswinkel CPb der Bahn gegen die X-Achse folgt aus 

O(,bi 
tgCPb= -{J • 

bi 

Setzt man Wb = 0, so entsteht die zwanglaufige Kette a. Der Neigungs
winkel der Bahn CPa ist gegeben durch 

Wird einmal Wa , sodann Wb eliminiert, so ergibt sich 

LI Yi{Jai - LI Xi O(,ai = 0 1 • Wb , 

LI Yi{Jbi - LI XiO(,bi = O2 , Wa 

oder 
A (Jai A O(,ai 0' 

Ll y. - LJ X'. = 1 Wb 
t fO(,~i + {J!i t fi\C!i + {J~i ., 

A {Jbi A O(,ai 0' 
LJYi r- - LJXi = oWa' 

YO(,L+{J~i yi\CL+{J~i" 

Die linke Seite beider Gleichungen ist die Projektion der totalen Ver
riickung auf die Gerade, deren Neigungswinkel 11' gegen die X-Achse 

t {Jai t g lpa = - - = - co g CPa , 
O(,ai 

(Jb i 
tglpb = - - = - cotg CPb 

. O(,ai 

ist. Die Projektion der totalen Verruckung jedes Punktes auf die 
Normale zur Bahn der Kette a ist von Wa unabhangig und proportio
nal Wb, die Projektion auf die Normale zur Bahn der Kette b ist von Wb 

unabhangig und proportional Wa' Mithin ist die Verruckung jedes 
Punktes gleich der Diagonale aus den Verruckungen der Ketten a und b 
unabhangig davon, in welchem Verhaltnis Wa ZU Wb steht. Das be
deutet, daB jede Bewegung einer Kette von zwei Bewegungsfreiheiten 
als resultierende Bewegung der beiden zwanglaufigen Ketten dar
gestellt werden kann, die dadurch entstehen, daB jeweils eine Be
wegungsfreiheit aufgehoben wird. 

Die Kinematik der zwanglaufigen Kette ist zuerst von Muller
Bresla u l ) zur Ermittlung der unbekannten auBeren und inneren Krafte 

1) Miiller-Breslau, H.: Beitrag zurTheorie des ebenen Faehwerks. Sehweiz_ 
Bauzeitung Bd. 9, S. 121 und Bd. 10, S- 129_ 1887_ Ferner: Die graphisehe Statik 
der Baukonstruktionen Bd. 1, S.201. Leipzig 1887; vgl. aueh 4. Auflage 1905, 
S- 471ff. 



Darstellung der Verruckungen der zwanglaufigen kinematischen Kette. 165 

des Fachwerks verwendet und methodisch ausgebaut worden, nachdem 
schon FoppP) ihre Eignung zur Spannkraftermittlung erkannt hatte. 
Unmittelbar nach Miiller-Breslau sind R. Land2) und O. Mohr 3) 

mit ahnlichen Verfahren hervorgetreten. 

39. Darstellung der Verriickungen der zwangUiufigen kinematischen 
Kette durch den Polplan. 

Die kinematische Kette kann immer als ein Gebilde zusammen
hangender starrer Scheiben behandelt werden, da man bei Unter
suchung der Bewegungsvorgange auch den einfachen Stab als Scheibe 
ansehen kann. Zur Beschreibung der Verruckungen der zwanglaufigen 
kinematischen Kette ist die Angabe der Verriickung jeder Scheibe 
der Kette notwendig und ausreichend. Die sehr kleinen Bewegungen 
einer starren Scheibe werden nach Nr. 10 durch die Ansatze 

L1 Xi = a + C • Yi , 

L1 Yi = b - C • Xi 

fUr die Verruckungskomponenten aller Punkte der Scheibe umfaBt. 
Da beide Gleichungen linear sind, gibt es nur einen, 0 bezeichneten 
Punkt, fiir den L1 x = L1 Y = 0 wird. Seine Koordinaten sind 

a und b werden durch Xo und Yo ausgedriickt 

L1 Xi = (Yi - Yo) c , 

L1 Yi = - (Xi - Xo) c. 

Die totale Verruckung des Punktes i ist 

bi = VLl x~ + LI y~ = C V(Yi - YO)2 + (Xi --=-x~)2 = c· ri. 

Die Verruckung jedes Punktes i der Scheibe ist rechtwinklig zu dem 
Strahl gerichtet, der den Punkt i mit overbindet, die GroBe der Ver
riickung ist proportional der Lange des Poistrahies ri' c ist ein sehr 
kleiner Winkel, der in folgendem durch wbezeichnet werden solI. 
Danach ist jede sehr kleine Bewegung einer starren Scheibe eine Drehung 
um einen bestimmten Punkt um einen sehr kleinen Winkel. Der Punkt 
wird der augenblickliche Drehpol genannt, w der Winkel der Drehung 
oder auch die Winkelgeschwindigkeit. Durch Anga be der Lage 
des Dreh poles und des Winkels der Dreh ung ist die sehr 
kleine Bewegung der starren Scheibe eindeutig beschrieben. 
Kennt man die Bahnen zweier Punkte einer starren Scheibe, 
so hat man in dem Schnittpunkt der Recht winkligen zu 

1) Foppl, A.: Theorie des Fachwerks. Leipzig 1880. 
2) La nd, R.: Kinematische Theorie der statisch bestimmten Trager. Zeitschr. 

d. osterr. Ing.- u .. ~ch.-Vereins Bd.40, S. II u. 162. 1888. 
3) Mohr, 0.: Uber GeschwindigkeitspIane und Beschleunigungsplane. Zivil

ingenieur Bd. 33, S. 631. 1887. 
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den Bahnen dieser Punkte den augenblicklichen Drehpol. 
Kennt man auBerdem die GroBe der Verriickung eines der 
beiden Punkte, so kennt man auch w. Da aIle Punkte einer 
zwanglaufigen kinematischen Kette sich nur in bestimmten Bahnen 
bewegen, besteht fiir jede Scheibe einer zwanglaufigen kinematischen 
Kette ein bestimmter augenblicklicher Drehpol. Da der Quotient aus 
den Verriickungen zweier beliebiger Punkte konstant ist, ist auch der 

Quotient aus den 
Drehwinkeln zweier 
beliebigen Scheiben 
konstant. 

Es seien zwei be
liebige Scheiben I 
und II einer zwang
laufigen kinemati-

Abb. llO. 
. schen Kette betrach

tet,derenPole (I), (II) 
und Drehwinkel WI 

und WIl bekannt sind. Beide Scheiben sollen den geometrischen Punkt i 
gemeinsam enthalten, ohne in ihm zusammenzuhangen. Dann ist die 
Verriickung des Punktes i der Scheibe I, Abb. no, ausgedriickt in den 
Koordinaten eines rechtwinkligen Systems beliebiger Lage, 

und die des Punktes i der Scheibe II 

J xi = WIl (Yi - yu) , J yi = - WIl (Xi - Xn). 

Es wird die Lage des Punktes gesucht, in dem J Xi = J xi, J Yi = J Yi 
ist. Aus 

Jyi 
Yi- YI 

Xi - xn 

Yi - Yn 

folgt zunachst, daB i auf der Geraden (I) (II) liegt. Die Abstande des 
Punktes i von (I) lmd (II) werd.en rI und rn bezeichnet und unter 
Benutzung des Neigungswinkels ({J der Geraden(I) (II) gegen die 
X-Achse durch 

Yi - YI 
rI=~.~-, 

sm ({J 

definiert. Dann folgt aus 

Yi - Yll 
rn = . 

Slll({J 

Yn - YI 
rI - rn = --. --;-- = l , 

Slll({J 

Wn 
rI = l ---""---

Wn- WI 



Darstellung der Verriickungen der zwanglaufigen kinematischen Kette. 167 

r[ ist > l, d. h. Punkt i liegt rechts von (II), wenn WIl > WI ist; 
ist WI> WIl, so ist rl negativ, Punkt i liegt links von (I). Damit 

Puukt i zwischen (I) und (II) fiiJlt,muB '!'.!! negativ sein. 1st wIl = WI' 
WI . 

so ist i der unendlich ferne Punkt der Geraden (I) (II). Das Ergeb
nis ist: Fur zwei beliebige Scheiben einer zwanglaufigen kinematischen 
Kette besteht immer ein geometrischer Punkt, in dem die Verruckungen 
beider gleich groB und gleichgerichtet sind, und die relative Verruckung 
der Scheiben gegeneinander verschwindet. Die Scheiben konnen in dem 
Punkt also auch durch ein Gelenk verbunden sein. Der Punkt wird 
Nebenpol der Scheiben genannt. Die beiden Pole zweier Scheiben 
und ihr Nebenpol liegen auf einer Geraden. Der Nebenpol 
bestimmt durch seine Abstande von den Hauptpolen das 
Verhaltnis der Drehwinkel zueinander. 

Um die relative Bewegung der Scheibe II gegen I zu beschreiben, 
zerlegt man die Verruckung eines beliebigen Punktes v der Scheibe II 
v v' in die Komponente v v" ~ Strahl (I) v und die Komponente v" v' 
~ Strahl (I II) v, Abb. llO. Es ist 

mit 

wird 

, 
vv =rv·wIl, 

" sin (3 
vv = rv· WIl sin (IX + (3)' 

sin I' 
sin IX 

" sin (j 
vv = rIl· WIl sin (IX + (i) , 

sin (j 

" , sin IX 
v v = rv • WIl sin (IX + (3) , 

rv sin (j -- = -.---, 
rIl sm (3 

'" ( sin I' . v v = rI - rIl) wn .-"---~-, 
sm (IX + (J) 

rISin(IX + (3) = r1 , 

und schlieBlich 

(rI - rIl) WIl = rI (WIl - WI), 

sin I' 
rr-----=r, 

sin (IX + (J) 2 

Die Gleichungen besagen: Die Bewegung der Scheib"e II kann aus 
zwei Bewegungen zusammengesetzt werden, einer Drehung um Pol I 
um den Winkel WI und einer Drehung um den Nebenpol (I II) um 
den Winkel Wn - WI. Die erste Drehung stimmt uberein mit der 
Drehung der Scheibe I um ihren Pol, Scheibe I und II bewegen sich 
wie eine starre Scheibe" Die relative Bewegung der Scheibe II gegen I 
wird durch die Drehung um den Nebenpol (I II) um den Winkel WIl - WI 

vollzogen. 
Es seien drei Scheib en einer zwangHiufigen kinematischen Kette I, 

II, III betrachtet, deren Nebenpole (I II), (I III), (II III) sind. Die 
Bewegung der Scheibe I kann aus einer Drehung um Pol III um den 
Winkel WIll und einer Drehung um den Nebenpol (I III) zusammen-
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gesetzt werden, ebenso die Bewegung der Scheibe II aus einer Drehung 
um den Pol III um den Winkel WIll und einer Drehung um den Neben
pol (II III). Wahrend des ersten Teiles der Bewegung drehen sich die 
drei Scheib en um Pol III um denselben Winkel WIll, bewegen sich 
also wie eine starre Scheibe. Dieser Teil der gesamten Bewegung kommt 
fUr die Beschreibung der relativen Bewegung der Scheibe I gegen II 
nicht in Betracht. Die relative Bewegung ist dieselbe, die eintritt, 
wenn WIll = 0 ist und Scheibe I sich nur um Pol (I III), Scheibe II 
sich nur um Pol (II III) dreht. Fur die relative Bewegung haben also 
die Nebenpole (I III) und (II III) die Bedeutung von Polen. Daraus 

folgt: Die drei Nebenpole (I II), 
(I III), (II III) liegen auf einer 
Geraden. 

Von den Nebenpolen von 
vier Scheiben I, II, III, IV, 
Abb.lll, liegen (I II), (II III), 
(I II I) auf einer Geraden (I I V) 
(IV III) (I III) auf einer zwei
ten Geraden. Mithin ist (I III) 
der Schnittpunkt der Geraden 
durch die Nebenpole (I II), 
(II III) und (I IV), (IV III). 
Ebenso folgt, daB (II IV) 
der Schnittpunkt der Geraden 

Abb. Ill. (II III), (III IV) und (II I), 
(I IV) ist. 

Aus den vorstehenden Untersuchungen erheIlt: In einer zwang
laufigen kinematischen Kette besitzt jede Scheibe einen ganz bestimmten 
Pol und je zwei Scheiben einen ganz bestimmten Nebenpol. Die Ab
stande des Nebenpoles von den beiden Polen bestimmen das Ver
haltnis der Drehwinkel beider Scheiben zueinander. Kennt man aIle 
Pole und Nebenpole, so kennt man aIle Quotienten aus den Dreh
winkeln je zweier Scheiben. Die Bewegung aller Scheiben ist also bis 
auf eine willkurliche GroBe eindeutig beschrieben. Die zusammen
hangende Darstellung der Pole und Nebenpole aIler Scheib en einer 
zwanglaufigen kinematischen Kette in der Zeichnung der Kette wird 
der Polplan genannt. 

Die kinematische Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten kann einzelne 
Scheib en enthalten, die nur eine Bewegungsfreiheit haben. Fur diese 
Scheib en besteht ein bestimmter Pol. Die Bewegung jeder Scheibe mit 
zwei Bewegungsfreiheiten ist auch eine Drehung um einen Pol. Derselbe 
liegt aber nicht in einem bestimmten Punkt. Es ist gezeigt worden, 
daB die Bewegung der Ket,te mit zwei Freiheiten aus den zwanglaufigen 
Bewegungen der beiden Ketten zusammengesetzt werden kann, die 
durch Vernichtung. jeweils einer Freiheit entstehen. Wird Wb ver
nichtet, so hat jede Scheibe der Kette a einen bestimmten Pol P a , 

wird Wa vernichtet, so hat jede Scheibe der Kette b einen bestimmten 
Pol Pb• Der Pol einer aus Wa und Wb in irgendeinem Verhaltnis zu-
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sammengesetzten Bewegung liegt demnach auf der Geraden Pa P b• 

Denn da die Richtung der Bewegung in allen Punkten dieser Geraden 
bei der Drehung um Pa sowohl wie bei der Drehung um P b recht
winklig zu PaPb ist, kann durch die Zusammensetzung nur eine recht-
winklig zu P" Pb gerich- 0 
tete Bewegung entstehen. a 

Daraus folgt, daB fur jede 
Scheibe einer Kette mit 
zwei Bewegungsfreiheiten 
eine bestimmte Gerade be
steht, auf welcher der Pol 
wandert, wenn das Ver-

haltnis w" sich andert. Fur g; 
Wb 

die Lage der Geraden gel
ten folgende Satze: 

Bestehen in einer Kette 
mit zwei Bewegungsfrei
heiten drei bestimmte 
Nebenpole zwischen drei 

(IIll) 
fffIll) 

Abb. 112. 

Scheib en I, II, III, so schneiden sich die Geraden g[, gIl, gIll, 
auf denen die Pole der Scheiben liegen, in einem Punkt. 

Bestehen zwei bestimmte Pole fUr zwei Scheiben (I), (II) und zwei 
Gerade g[ III, gIlm fUr die Nebenpole der Scheiben I und II gegen 
eine dritte, so geht die Gerade gm, auf welcher der Pol III liegt, 
durch den Schnittpunkt von gI III und gIl Ill. 

In Abb. 112 sind (I II), (I III), (II III) die Nebenpole der Scheiben; 
wahlt man einen beliebigen Punkt (I)' auf gI, so ist (II)' auf gIl durch 
(I)' (I II) bestimmt. 
(III)' ist nunmehr 
durch (I)' (I III) und 
(II)' (II III) bestimmt 
und in ihm ein Punkt 
der Geraden gIll' Wan
dert (I)' nach 0, dem 
Schnittpunkt von iJI 
und gIl, so fallen auch .0. 
(II)' und (III)' in den
selben Punkt. Mithin 
schneiden g[, gIl, gIll 
sich in O. 

In Abb. 113 sind m 
(I), (II) die Pole der Abb. 113. 
Scheib en I, II, (I II) 
ihr Nebenpol, der in einem bestimmten Punkte liegt, da (I) und (II) 
bestimmte Punkte sind. iJI III, gIl III sind die Geraden der Nebenpole 
(I III), (II III). Wird ein beliebiger Nebenpol (I III)' angenommen, 
dann ist (II III)' durch (I II!)', (I II) auf gIl III bestimmt und weiter 
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(III)' durch (1) (1 III)' und (II) (II III)'. Pol (III)' liegt auf gIll' 
Wandert (1 III)' nach 0, dann fallen (1 III)" (II III)', (111)' in 0 
zusammen. Mithin geht gIll durch den Schnittpunkt von gl III und gIl III' 

40. Die Konstruktion des Polplanes. Beispiele. 
Die Konstruktion des Polplanes beruht auf den oben bewiesenen 

Satzen, die nochmals im Zusammenhang aufgefUhrt werden sollen. 
a) Der Pol einer Scheibe liegt auf der Geraden, die durch irgend

einen Punkt der Scheibe rechtwinklig zur Bahn des Punktes gezogen 
wird. 

b) Die Pole (I), (II) und der Nebenpol (1 II) liegen auf einer 
Geraden. 

c) Die Nebenpole (1 II), (I III), (II III) liegen auf einer Geraden. 
d) Der Nebenpol (I III) ist der Schnittpunkt der Geraden (1 II) 

(11 III) und (1 IV) (IV III). 
Um den Polplan zu zeichnen, fiihrt man den Bau von allen Stiitz

punkten aus gleichzeitig auf. Jeder feste Stiitzpunkt ist der Pol der 
in ihm gestiitzten Scheibe. Jeder in einer Geraden gefiihrte Stiitz
punkt bestimmt durch die Rechtwinklige zur Bahn eine Gerade fUr 
den Pol der gestiitzten Scheibe. Weiter fiigt man Scheibe an Scheibe, 
indem man in jedem Gelenk einen Nebenpol findet, der gemeinsam 
init demPol der vorhergehenden Scheibe die Gerade bestimmt, auf 
welcher der Pol der hinzutretenden Scheibe liegt. Diesen Aufbau kann 
man so lange fortfiihren, als jedem Zuge desselben durch die in ihm 
eingebauten Scheiben nicht mehr als zwei Bewegungsfreiheiten gestattet 
werden. Denn so lange ist jeder Zug eine Kette mit zwei Bewegungs
freiheiten, in der fiir jede Scheibe eine bestimmte Gerade ihres Poles 
besteht. Sodann miissen die Ziige zusammengeschlossen werden, was 
immer moglich ist. In einfacheren Fallen greifen sie ohne weiteres 
ineinander iiber, indem zwei Ziige eine Scheibe von je einem festen 

Abb. 114. 

o Pol aus durch feste Nebenpole ge
meinschaftlich erfassen. Folgende 
Beispiele der bezeichneten Art dienen 
zur Erlauterung. 

Scheibe 1 in Al>b. 114 hat in a, Scheibe III in b ein festes Auflager. 
Scheibe II ist mit 1 durch das Gelenk c mit III durch das Gelenk d 
verbunden. Pol (1) liegt in a, Pol (III) in b, Nebenpol (1 II) in c, 
Nebenpol (11 III) in d. Man zieht a c und b d und findet im Schnitt
punkt t den Pol (II). Pol (II) der Abb. 115 liegt auf der Kraftlinie B. 
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Man zieht die Gerade a c und findet in deren Schnittpunkt t mit der 
Kraftlinie B den Pol (II). In dem Tragwerk der Abb. 116 ist Scheibe II 
mit I und III durch je zwei Stabe verbunden. Hier werden zunachst 
die Nebenpole (I II) und (II III) nach Satz d) in den Schnittpunkten 
der Stabe gefunden, sodann ergibt sich (II) in t wie oben. Die behan
delten kinematischen Ketten erschopfen die beim Balken mit einem 
festen und einem beweglichen Auf
lager und beim Dreigelenkbogen vor
kommenden wichtigen Faile. 

Den Pol einer nicht gestiitzten 
Scheibe kann man nur bestimmen, 
wenn man ihre Nebenpole gegen 
zwei andere Scheiben und deren Pole 
kennt. In weniger einfachen Failen 
als den oben behandelten steckt a 

(]I) 

f 

Abb.116. 

des ofteren der Schliissel der Losung in der Auffindung der Nebenpole 
mit Hille des Satzes c). Abb. 117 zeigt die kinematische Kette, die aus 
dem durch zwei Scheiben versteiften Stabbogen durch Beseitigung eines 
Untergurtstabes gebildet ist. Die rechte Halfte bildet eine starre 
Scheibe, ihr Pol ist der Stiitzpunkt b. Das Gelenk gist der Neben
pol (IV V), also liegt (IV) auf der Geraden g b. Die linke Halfte zer
faUt in acht Scheiben. Der Pol (I) liegt in a. Der Nebenpol (I III) 
ist der Schnittpunkt der 
Stabe 1 und 2, das ist der 
unendlich ferne Punkt der 
Lotrechten. Mithin liegt 
(III) auf der Lotrechten 
durch a. Der Nebenpol 
(II III) ist der Schnitt
punkt der Sta be 2 und 3, 

(lJl} 

--------

das ist der unendlich ferne (I)(ff) 

Punkt der Lotrechten. Dar- tL 

17 b 

. Abb. 117. 

aus und aus der Lage des Poles (III) auf der Lotrechten durch a folgt, 
daB auch (II) auf diBser Lotrechten liegt. Andererseits liegt (II) auf der 
Geraden ai, da i derNebenpol (I II) ist. Also liegt (II) in a. Nunmehr 
muB der Nebenpol (II IV) gefunden werden. Dieser muB auf der Ge
raden cd liegen. Eine zweite Gerade findet man iiber Scheibe III. Der 
Nebenpol (IV III) liegt in e, der Nebenpol (III II) ist der unendlich ferne 
Punkt der Lotrechten, also ist die Lotrechte durch e die Gerade (IV III) 
(III II), nach Satz c) muB auf dieser auch (IV II) liegen. Ihr Schnitt
punkt mit c d ist also der Nebenpol (IV II). Nunmehr findet man (IV) 
durch die Gerade (II) (II IV) und die Gerade (V) (V IV) in t, sowie (III) 
als Schnittpunkt der Geraden t e und der Lotrechten durch a. Die 
Zeichnung ist danach sehr einfach. Man zieht die Lotrechte durch e 
bis zum Schnitt mit cd in (II IV), sodann a (II IV) und bg bis t 
und schlieBlich t e bis zur Lotrechten durch a. 

Die zwanglaufige kinematische Kette der Abb. 118 entsteht aus 
dem versteiften Stabbogen durch Entfernung eines Schragstabes. Der 

b 
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Stabbogen unterscheidet sich von dem der Abb. 117 in der Verbindung 
des Gelenkes g mit dem Stabbogen. Das Gelenk ist durch einen lot
rechten Stab abgestiitzt. Zur Stabilitat ist eine wagerechte Stiitze in 
einem Punkte des Versteifungsbalkens notwendig, sie befindet sich in 
Punkt h. Pol (VIII) liegt in b, Pol (IX) in h. Die Nebenpole (VII IX) 
und (VI IX) im unendlich fernen Punkt der Lotrechten. Daraus folgt 
zunachst, daB (VII) in b liegt, und daraus weiter, da (VI) auf (VI VII) 
(VII) liegen muB, daB auch (VI) in b liegt. Auf der Geraden b f muB 

demnach (V) liegen. 
Wie oben erkennt 

fUl) If f----"(--""""f---,,---¥'--"-'---4;l'---"''T-'f--''--'---'¥--'\<] kf.1X) man, daB (I) und 

1 

I 

(II) in a liegen. 
Ferner erhalt man 
infolge der wage-

b(Vl!l) rechten Untergur-
(Vll) tung sofort (III) 
(VI) in k. Denn (III IV) 

ist der Schnittpunkt 
der Stabe 3 und 4, 

also der unendlich ferne Punkt der Wagerechten. (IV) liegt auf der 

a. 
(I) 
(llJ 

Abb. U8. 

Geraden h g, da g der Nebenpol (IV IX) ist. Also muB die Gerade 
(III IV) (IV) in die Wagerechte durch g fallen. Die Lage des Poles (IV) 
selbst laBt sich daraus noch nicht bestimmen. Zuvor muB der Neben
pol (V II) iiber (V IV), (IV III) und (III II) gefunden werden. Es 
ist (V I V) der unendlich ferne Punkt der Lotrechten, (I V III) der 
unendlich ferne Punkt der Wagerechten, also liegt (III V) auf der 
unendlich fernen Geraden. Da nun (II III) der unendlich ferne Punkt 
der Lotrechten ist, so liegt auch (II V) auf der unendlich fernen Lot
rechten. Andererseits liegt (II V) auf cd, also ist der unendlich ferne 
Punkt der Geraden cd der Nebenpol (II V), und die Gerade (II V) (II) 
ist die Parallele zu c d durch a. Ihr Schnittpunkt m mit b f bestimmt (V). 
Die Lotrechte durch (V) ergibt schlieBlich (IV) auf der Geraden h g . 
Zur Zeichnung des. Polplanes sind zu ziehen: b f, am II cd, m (IV) 
lotrecht. Die Zeichnung des Polplanes wird wesentlich schwieriger, 
wenn die Stiitzstabe nicht lotrecht sind, wahrend es belanglos ist, ob 3 
und 4 einander parallel oder wagerecht sind. 

Es seien noch zwei Ketten behandelt, die aus dem in Abb. 119 dar
gestellten bogenformigen Tragwerk durch Einschaltung eines Gelenks 
und einer Parallelfiihrung entstehen. Abb. 119. In v des biegungsfesten 
Stabes list ein Gelenk eingeschaltet. Pol (II) liegt in b, die Pole (I a), 
(III), (IV) auf den Lotrechten durch a, c, d, Pol (V) ist der Schnitt
punkt der Lotrechten durch a und d, also der unendlich fernePunkt. 
Die Nebenpole (II III) in f, (III IV) in g, (II Ib) in e, (Ialb) in v, 
(V Ia) in a, (V IV) in d sind vorhanden. Daraus folgt: Die Gerade bf 
und die Lotrechte durch c bestimmen (III), die Gerade (III) g und die 
Lotrechte durch d bestimmen (IV). Von (Ib) laBt sich nur eine Gerade, 
namlich be, angeben. Zunachst muB nun der Nebenpol (II I a) ermittelt 
werden. Dazu braucht man die Nebenpole (V III) und (V II). Man. 
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findet (V III) auf g d und der Lotrechten durch c, ala der Geraden 
(III) (V), in c', sodann (V II) auf der Geraden c' t und der Lotrechten 
durch b, als der Geraden (II) (V), in b' und schlieBlich (II I a) durch b' a, 
der Geraden (II V) (V I a), und e v, der Geraden (II Ib) (I b I a), in h. 

(JIl) 

'llIll 

:r 
v 

Abb. 119. 

Daraus folgt (I a) durch bh auf der Lotrechten durch a, und (Ib) durch 
(la v) und be. Pol (Ib) liegt stets rechts von e, wenn der Stab I nach 
unten konkav gekrummt ist. 

Abb. 120. In v ist eine Parallelfuhrung der Querschnitte eingelegt. 
Pol (II a) liegt in b. Nebenpol (II a I) in e, da Pol (I) auf der Lot
rechten durch a liegt, ist er durch b e sofort bestimm1. (V) ist wieder 

(I) 

Abb. 120. 

der unendlich ferne Punkt der Lotrechten, ferner liegen (III) und (l V) 
auf den Lotrechten durch c bzw. d. Der Nebcnpol (lIb III) liegt in t, 
(III IV) in g, (VI) in a, (VIV) in d. Der Nebenpol (IIaIIb) ist, 
da WIIa = WIIb ist, der unendlich ferne Punkt der Tangente an die 
Stabachse in v. Es muB nun (II a III) ermittelt werden. In c' wird 
wie oben (V III) gefunden, und aus denselben Grunden durch a e und 
die Lotrechte durch b in b' (V II a). Daraus folgt, daB (II a III) auf 
b' c' liegt. Die Parallele zur Tangente v durch t, also die Gerade (II bIll) 
(II b II a) ist die zweite Gerade und bestimmt (II a III) in h. Weiter 
ergibt b h auf der Lotrechten durch c Pol (III), (III) t und die Par-
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allele zur Tangente v durch b, ais die Gerade (II a) (IIaIIb) den 
Pol (II b). 

Weniger einfach ist die Zeichnung des Polplanes, wenn drei kine
matische Ketten von je zwei Bewegungsfreiheiten zu schlieEen sind. 
Die dabei vorkommenden Falle sind durch die Abb. 112 und 113 ge
kennzeichnet. Die Scheiben I, II, III in Abb. 112 sind die letzten 
Glieder der Ketten.. Fur jede besteht mithin eine Gerade, die sich im 
allgemeinen nicht in einem Punkte schneiden. Das seien gI, gIl, gIll . 
Den SchluE bewirken die drei Nebenpole (I II), (I III), (II III), 
von denen zwei Gelenke oder je zwei die Scheiben verbindende Stabe 
sind, der dritte aber nur durch einen Stab bestimmt sein kann. 
Die Kette 1 hat 2 kl - 2, Kette II 2 k2 - 2, Kette III 2 k3 
- 2 Glieder. Verbindet man I + II durch ein Gelenk, so hat die 
so entstandene Kette kl + k2 - 1 Knotenpunkte, da das Gelenk 
sowohl in kl wie in k2 enthalten ist. Die Zahl ihrer Glieder ist 
2 (k1 + k2) - 4, also hat sie 2 (k1 + k2 - 1) - 2 Glieder, d. h. zwei 
Bewegungsfreiheiten. Verbindet man die drei Ketten durch zwei Ge
lenke und einen Stab, so ist die Zahl der Knotenpunkte k = kl + k2 
+ "k3 - 2 die Zahl der Glieder 2 (k1 + k2 + k1 ) - 6 + 1, also ist 
2 k - 1 die Zahl der Glieder der durch die Verbindung entstandenen 
Kette. Die Kette ist eine zwanglaufige. Wird in einer der Ketten I, 
II, III ein Glied vernachlassigt, z: B. in III, dann geh6ren die Schei
ben I, II, III einer Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten an. Wie oben 
gezeigt, besteht also fur jede Scheibe eine Gerade gI, gIl, gIll, und 
rlI, gIl, 'JIll schneiden sich in einem Punkte. Man findet gIll, indem 
man (I)' willkurlich auf gI annimmt, (II)' durch (I)' (I II) auf gIl und 
schlieBlich (III)' durch (1)' (1 III) und (II)' (II III) bestimmt. Durch 
(III)' und 0 ist gIll festgelegt. Der Schnittpunkt von gIll und g'nI ist 
Pol (III), aus dem nun (II) durch (III) (II III) auf gIl und (1) durch 
(III) (I III) oder (II) (I II) auf gI zu finden sind. 

1m zweiten FaIle, Abb. 113, sind I und II Ketten mit je einer Be
wegungsfreiheit, III ist eine Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten. Der 
SchluE wird durch zwei Scheiben bzw. Stabe bewirkt, die I und III 
sowie II und III verbinden und je eine Gerade fUr die Nebenpole be
dingen. Das seien gIIll und g'n III' Ferner besteht die Gerade gIll fur 
Pol (III). Man vernachlassigt wieder eine Stabilitatsbedingung, und 
damit eine der Geraden, z. B. g'n III. Dann folgt aus den Bedingungen 
der Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten das Bestehen der Geraden 
gIl III, die durch eine wiIlkurliche Annahme, z. B. (III)" zu bestimmen 
ist. Der Schnittpmlkt von gIl III und g'n III bestimmt den Nebenpol 
(II III) und weiter (I III) und (III). 

Der zweite Fallliegt bei der zwanglaufigen Kette der Abb. 120 vor, 
wenn die Lager a und d oder eins derselben auf schrager Bahn gefuhrt 
werden. In Abb. 121 liegt (II a) in b, (I) im Schnittpunkt der Nor
malen zur Bahn in a und der Geraden (II a) (I II a), (V) im Schnitt
punkt der N ormalen zu den Bahnen in a und d. (I I a V) ergi bt sich 
als Schnittpunkt der Geraden (II a) (V) und (V I) (I II a). Pol (III) 
liegt auf der Lotrechten durch c - Gerade gIll -, Nebenpol (III II a) 
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auf der Parallelen zur Tangente v durch f - Gerade gIla III -, und 
(Ill V) auf (V IV) (IV III) - Gerade g'Ill V· Die letztgenannte 
Gerade sei zunachst vernachlassigt und (III)' beliebig auf gIll an
genommen. Nun wird gezogen (III)' (IIa) tiber (II a III)' auf gIla III 

(Ila V) (IIaIII), und (V) (III)' bis (Ill V)', dann ist (Ill V)'O die 

(1T) 

Abb. 121. 

Gerade gIll v, ihr Schnittpunkt mit (IV Ill). (IV V) bestimmt 
Nebenpol (III V), ferner (Ill V) (V) Pol (III) auf gIll und (III) (II a) 
oder auch (Ill V) (Ila V) auf gIla III den Nebenpol (II a III). Weitere 
Anwendungen finden sich in den Beispielen in Nr.44. 

41. Der Geschwindigkeitsplan. 

Nach Zeichnung des Polplanes kann jede Verrtickung 0", durch 
den Polabstand und den Drehwinkel ausgedrtickt werden. Aile Dreh
winkel sind vermittels der Abstande der Nebenpole von den zugehorigen 
Hauptpolen durch einen willkiirlichen Winkel auszudriicken. Das 
gleiche gilt in jedem FaIle fiir Ll a. Mithin enthalten die Gleichungen 
(114), (115) (116) den willkiirlichen Winkel in jedem Glied und konnen 
durch denselben geteilt werden. Dadurch entstehen Gleichungen, die als 
Faktoren der Krafte nur Strecken des Polplanes enthalten. Die Zuriick
fiihrung der Drehwinkel auf eine willkiirliche GroBe durch Rechnung 
kann jedoch ziemlich umstandlich werden. Einfacher und deshalb 
zweckmaBiger ist meist die graphische Ermittlung der Verriickungen 
bzw. Geschwindigkeiten. Da die GroBe der Verriickungen aller Punkte 
einer starren Scheibe dem Polabstand der Punkte verhaltnisgleich ist, 
so liegt es nahe, sie durch eine dem Polabstand verhaltnisgleiche Strecke 
darzustellen. Werden die Verriickungen der Punkte k, m, n, 0 der 
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Scheibe I in Abb. 122 als Strecken k k', m m', n n', 00' auf den Pol
strahlen von k, m, n, 0 aus aufgetragen, dann bilden die Punkte k', 
m', n', 0' usw. eine Figur, welche der Figur der Punkte k, m, n, 0 ahn
lich ist und ahnlich liegt in bezug auf den Drehpol als Ahnlichkeitspol. 
Sie wird die Figur F' oder Geschwindigkeitsplan genannt. Die Strecken 
k le', m m', n n', 0 0' schlieBen mit den wirklichen Richtungen der Ver
ruckungen einen rechten Winkel ein und werden deshalb die senkrechten 
Verruckungen oder Geschwindigkeiten genannt. Um die Richtung der 
wirklichen Verruckung durch die senkrechte Verruckung eindeutig zu 

k. 

UJJI) 

(ff) 

Abb. 122. 

bezeichnen, sei festgesetzt, daB die Richtung der letzteren von den 
Punkten m ... n ausgeht und durch Drehung der wirklichen Ver
ruckung um 90° nach rechts entstanden ist. 

Sind in del' beschriebenen Weise auch die Verruckungen aller Punkte 
der Scheib en IIund III dargestellt, so gehort zu jeder Scheibe eine 
Gruppe von Punkten, welche eine ihrem Stabgebilde ahnliche und in 
bezug auf ihren Pol ahnlich liegende Figur bilden. Da das Gelenk 0 

gemeinschaftlicher Punkt del' Scheiben I und II ist, wird die Ver
ruckung der Scheibe II im Punkte 0 durch dieselbe Strecke 00' 'dar
gestellt, welche die Verruckung des Punktes 0 del' Scheibe I angibt. 
Die Figuren F' der Scheiben I und II gehen also durch ein und den
selben Punkt 0'. Dieselbe Beziehung besteht aber zwischen den Schei
ben II und III im Gelenkpunkt r. Somit folgt, daB die Punkte le', 
m' ... u' einen zusammenhangenden Linienzug beschreiben, dessen 
Seiten den entsprechenden Stab en parallel sind. 

Die gleiche Beziehung, die fiir ein Gelenk zwischen zwei Scheib en 
besteht, gilt fur den gegenseitigen Pol zweier Scheiben. Denn del' gegen
seitige Pol kann als gemeinschaftlicher Punkt beider Scheiben an
gesehen werden, so daB in ihm die Verruckungen nach GroBe und 
Richtung gleich sind. In Abb. 122 ist (I III) del' gegenseitige Pol 
del' Scheibe I und III, ihm entspricht fur Scheibe I auf dem Pol
strahl (I) - (I III) die Verruckung (I III) -.(1 III)', und aus 
Punkt (I III)' folgt der Linienzug (I III)' - r' - 8' - t' - u' parallel 
(I III) - r - 8 - t - u. 
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Sind die Scheiben I und II durch zwei Stabe c - / und d - e ver
bunden, Abb. 123, so ist deren Schnittpunkt (I II) der gegenseitige Pol. 
Fiir Scheibe I sei der Linienzug a' - b' - c' - d' II a - b - c - d und 
a' - (I II)' II a - (I II) als Figur F' gezeichnet, dann folgt in (I II)' - f' 
II (111)-/ oder (111)'- e' I! (I II) -e, sodann f' - g'- h' II/ - g- h usw. 
die Figur F' fiir Scheibe II. 

Das beschriebene Verfahren kann offenbar auf aile Scheiben einer 
zwanglaufigen kinematischen Kette ausgedehnt werden. Da die Ver
riickungen einer zwanglaufigen kinematischen Kette proportional einer 

a.' 

b' 
Abb. 123. 

willkiirlichwahlbaren GroBe sind, bildet die Figur F' einen zusammen
hangenden Linienzug, des sen Seiten den entsprechenden Staben der 
Kette parallel sind, und dessen Ecken auf den Polstrahlen der Knoten
punkte liegen. Jeder Scheibe der Kette entspricht in der Figur F' 
eine ahnliche und in bezug auf den augenblicklichen Pol ahnlich liegende 
Figur. 1st der Polplan gefunden, so kann die Figur F' fiir die ganze 
Kette durch Ziehen paralleler Linien gezeichnet werden, nachdcm einer 
ihrer Punkte willkiirlich gewahlt ist. 

In solchen Fallen des Fachwerks, in denen die durch Beseitigung 
eines Stabes entstandene Kette im wesentlichen aus einzelnen Stab en 
besteht und eine groBe Zahl von Scheiben auf
weist, kann es zweckmaBig sein, den Geschwin
digkeitsplan ohne Ermittlung des Polplanes zu 
zeichnen. Das ist, wenn das Fachwerk nach dem 
Gesetz des zweistabigen Anschlusses gebildet ist, 
durch wiederholte Anwendung des folgenden Ver
fahrens bis zu einem gewissen Punkt durchfiihrbar. 

Punkt c ist an die Punkte a und b angeschlossen, 

a~5 
b 

Abb. 124. 

Abb. 124, die senkrechten Geschwindigkeiten a a' und b b' sind gegeben. 
Durch a' wird die Parallele zu a c, durch b' die Parallele zu be gezogen, 
der Schnittpunkt c' bestimmt c c'. Dabei liegt im allgemeinen die Not
wendigkeit vor, von zwei nicht gestiitzten Knotenpunkten auszugehen 
und denselben willkiirliche Verriickungen beizulegen. Wenn moglich, 
werden diese so gewahlt, daB sie die eine oder andere Auflagerbedingung 

G r ii n i n g, Statik. 12 
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erfiillen. Die unvermeidliche Folge ist jedoch, daB der Geschwindig
keitsplan einen Teil der Auflagerbedingungen nicht erfiillt. Man kann 
die Kette, indem man sie als starr behandelt, einer zweiten Be
wegung unterwerfen, durch welche die Auflagerbedingungen wieder 
hergestellt werden, und die Verriickungen beider Bewegungen zu einer 
resultierenden zusammensetzen. Dies Verfahren ist jedoch umstand
lich, und es ist meist vorzuziehen, Verschiebungen der Sttitzpunkte in 

~
d d' Kauf zu nehmen. DieKette 

. ~ weist immer in dem Felde 
lr Jr' des beseitigten Stabes ein 

. Gelenkviereck auf. Von . r: l 
l, _ seinen Knotenpunkten wer-

g C c'tL den zwei durch einen Stab 
Abb. 125. verbundene, a und b in 

Abb. 125, unverschieblich 
angenommen. Diese Annahme entspricht dreiVerftigungen iiber die Ver
schiebungskomponenten und bedingt, daB drei Stiitzenverschiebungen 
die Eigenschaft abhangiger GroBen erhalten. Natiirlich schlieBt das 
nicht aus, daB die eine oder andere derselben verschwindet. Nun ver
ftigt man tiber die freie Geschwindigkeit, indem man c' oder d' wahlt. 
Da a der Pol des Stabes a c und b der Pol des Stabes b d ist, muB c' 
auf a c, d' auf b d liegen. Die Parallele zu cd durch den gewahlten 
Punkt - etwa c' - bestimmt d'. e ist an b und c angeschlossen, es 
ist zu ziehen c' e' II c e, be' II b e. Punkt e' liegt also auf dem Schrag-

. stab be. / ist an e und d angeschlossen, es ist zu ziehen I' e' II/ e und 
I'd'il/d. Weiter ist zu ziehen g'e'llge, g'd'IIgd - h'g'llhg, 
h'l'llh/ - i'g'llig, i'l'lli/ - k'i'llki, k'h'llkh. Der Teil der 
Kette, der rechts von a b liegt, ist eine starre Scheibe. Durch die Ver
fiigung a a' = 0, b b' = 0 ist die Auflagerbedingung in l erfiillt. Da-

gegen ergibt sich fiir 
den Stiitzpunkt i die 
von 0 verschiedene 
senkrechte Geschwin
digkeit i i'. 

In Ketten, deren 
Bildung das Gesetz 
des zweistabigen An
schlusses nicht be
folgt, stoBt man beim 
Zeichnen des Ge
schwindigkeitsplanes 
auf einen Knoten
punkt, in dem eine 
zweite Bewegungs-

frelheit hinzutritt. Dann muB man die folgenden Knotenpunkte als solche 
einer Kette von zwei Bewegungsfreiheiten behandeln und die senkrechten 
Geschwindigkeiten aus denen von zwei zwanglaufigen Ketten zusammen
setzen. In Abb. 126 sind a, c Punkte einer zwanglaufigen Kette, zu 
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deren Bewegungsfreiheit in dem Gelenkviereck a, b, c, d eine zweite 
hinzutritt. Man wahlt b" willkiirlich auf der Parallelen zu a b durch a' 
und zeichnet den Plan weiter bis zu dem Punkte, in dem die zweite 
Bewegungsfreiheit durch eine hinzutretende Stabilitatsbedingung auf
gehoben wird. Das sei Punkt r, fiir den sich r r" ergibt. Dann zeichnet 
man einen zweiten Plan, in dem man a a' = c c' = 0 annimmt, und b b'" 
willkiirlich auf a b wahlt. Derselbe ergibt r r"'. Durch r" wird die 
Parallele zu r r"' gezogen, auf ihr wandert der Punkt r", wenn b" auf 
der Parallelen zu a b durch a' wandert. Aus der in r hinzutretenden 
Stabilitatsbedingung erhalt man eine zweite Gerade fiir den Punkt r'. 1st 
z. P. Punkt r durch einen Stab an den Punkt m angeschlossen, dessen 
senkrechte Geschwindigkeit m m' ist, so ist die Parallele zu m r durch m' 
diese Gerade. 1st rein in gegebener· Bahn gefiihrter Stiitzpunkt, so 
ist die Normale zur Bahn die fragliche Gerade. Ihr Schnittpunkt mit 
der Parallelen zu r r"' durch r" bestimmt r', von dem aus nun riick
warts bis b' der Plan zu zeichnen ist. Der Verschiebungsplan der aus: 
der Annahme a a' =;= 0, C c' = 0 entstanden ist, verwirklicht die Voraus
setzung: erste Bewegungsfreiheit gleich Null. Mithin gibt r r"' die 
Richtung an, in der sich r" bewegt, wenn die Bewegungsfreiheit in b 
sich andert, die erste Bewegungsfreiheit dagegen konstant bleibt. 

42. Die Bestimmung der virtuellen Verriickungen aus dem 
Geschwindigkeitsplan. 

Der Geschwindigkeitsplan wird, abgesehen von gelegentlichen Hilfs
rechnungen, vor allem in den Fallen verwendet, in denen die Lasten 
verschiedene Richtung haben. Zur Angabe der Arbeit der auBeren 
Krafte, die bei einer virtuellen Verriickung geleistet wird, miissen die 
Wege der Lasten Pm-bm- und der Stiitzkrafte Or-cr- bestimmt 
werden. Da der Weg einer Kraft die Projektion der 
Verriickung ihres Angriffspunktes auf die Kraftlinie 
ist, so ist nach Abb. 127 

:i""" 1/ 
U m = mm coscp, 

= mm' coscp, 

Om = em, 

m' 

Pm. 
\'!f----'b: 
\ 11t 

\ VJ \. 
.--'71 ---" em- \:-- ,,~ 

\ 

.Abb. 127. 

das ist gleich dem Abstand des Punktes m' von der Kraftlinie der 
Kraft Pm. Ebenso ergibt sich cr = er, dem Abstand des Punktes r' 
von der Kraftlinie der Stiitzkraft 0,. Die Arbeiten Pm' em und 0, . er 

konnen positiv und negativ sein. Sie sind positiv, wenn cp zwischen 

-; und +; liegt. In diesem FaIle dreht die Kraft Pm um den 

Punkt m' in rechtslaufiger Richtung. Man hat somit in der relativen 
Lage des Punktes der Figur F', der dem Angriffspunkt einer Kraft· 
zugehort, zur ,Kraft ein einfac~es Kennzeichen fiir das V orzeichen der 
Arbeitder fraglichen Kraft. Die Arbeit ist positiv, wenn die Drehung 

12* 
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rechtslaufig gerichtet ist. Es besteht hierin Ubereinstimmung mit dem 
Vorzeichen eines Momentes der Kraft am linken Stabteil. 

a) Spannkra.ft ST im Stabe 1'. Zur Angabe der Arbeit der Spann
kraft im Stab l' ist LIs, zu bestimmen. Llsr setzt sich aus den Ver

riickungen der Knotenpunkte k und ides Stabes r zusammen. 

V'11 
1 
1 
1 

I 
1 
1 
1 
~ 

I Abb. 128. Es ist 

LI 8, = k k" cos 'Pk + i i" cos 1jJi , 

LIsT = k k' COS1jJk + ii' cOS'/fJi, 

,dsr=d, 

das ist gleich dem rechtwinkligen Abstand der Para.Ilelen zum 
Stab l' durch die Punkte k' und i'. Die Verriickung jedes 
Punktes liefert einen positiven Beitrag, wenn '1/) zwischen 

1, 1fi 

- i und + i liegt. In diesem FaIle liegt der Punkt k' 

rechts der Stabrichtung i - k, und der Punkt i' rechts der 
Stabrichtung k - i. Das Vorzeichen der Langenanderung Llsr 

ist also positiv, wenn in der Richtung i - k gesehen die 
Strecke i' k' bzw. in der Richtung k - i gesehen die 

Abb. 128. 

Strecke k' - i' rechtsweisend ist. 
Man erhalt die Formel 

S ..... 'p e-m ~C e.,. 
r=~ 'md+~ rd· (117) 

Wenn moglich, ist der Ma13stab des Geschwindigkeitsplanes so zu 
wahlen, da13 d = 1 wird. 

b) Stiitzkraft Cr 
~' em C,. = - ...... P m -. (118) e,. 

Der Geschwindigkeitsplan kann immer in einem solchen Ma13stab gc
zeichnet werden, da13 e, = 1 ist. 

c) Normalkraft im 'Punkte v cines biegungsfesten Stabes. Llsv ist 
die gegenseitige Verschiebung der Ufer des durch v gelegten Schnittes in 
Richtung der Tangente. Rier greift dieselbe Bestimmung Platz wie im 
FaIle des einfachcn Fachwerkstabes, und es ergibt sich dieselbe Forme!' 

d) Moment im Punkte v eines biegungsfesten Stabes. LI r{Jv ist del' 
Winkel del' gegenseitigen Drehung der Ufer des durch v gelegten 
Schnittes, der positiv ist, wenn sich das linke Ufer gegen das l'echte 
nach rechts dreht. 1st m die Scheibe links und n die Scheibe l'echts 
von v, so ist danach 

Die senkrechte Geschwindigkeit im Punkte v sei v v' = d bezeichnet 
und in der Richtung v (m) aufgetl'agen, so ist mit den aus Abb. 129 
ersichtlichen Bezeichnungen 

d = rm • Wm = r n Wn , 

A - drn -1'm 
L1. f(Jv = --.- . 

r 1lt • rn 
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Wenn v zwischen (m) und (n) liegt, ist ron und rn negativ. Man erhalt 

die Formel '}".".' 'l"n ( C'lU c.-) 
Mv = - LPm"""T + LO .. d . 

'1".". - 'JOn ({J 
(119) 

Meist kann der MaBstab rm) +w tn} V' d 
d = 1 gewahltwerden. Abb.130 1-1 ~------+I---1<:[ :--,==--_'_-;u 
zeigt als Beispiel einen Drei- i : 
gelenkbogen. Es ist zu ziehen I : 

a v und b g bis zum Schnitt : : U O 

in f. Auf a v ist v v' = 1 im : I<O---"lt.~ 
~1~~------"nL-------~~~[ 

ZahlenmaBstab aufzutragen und 
v' g' Ii vg zu ziehen. Last in n. Abb. 129. 

Es ist v' n' II v n zu ziehen und der rechtwinklige Abstand des Punktes n ' 
von der Kraftlinie Pn zu bestimmen, en ist positiv. Last in m. Es ist 
g' m' II g m zu ziehen und em zu bestimmen. em ist negativ: 

rl . r 2 
Mv= ----(Pn·en - Pm em) , 

r 1 + r 2 

wenn r2 die absolute 
GroBe bezeichnet. 

e) QuerkraftinPunkt 
v eines biegungsfesten 
Stabes. Ll p ist die in 
der Richtung + V posi
tive, gegenseitige Ver
schiebung der Ufer des 
durch v gelegten Schnit
tes. Da Punkt v der 
Scheibe m ein anderer 
ist als Punkt v der 
Scheibe n, weist der Ge
schwindigkeitsplan zwei 
Punkte v' auf. Die For
mel fur V sei an dem 
Beispiel der Abb .. 131 
entwickelt. Es ist b g und 
a f parallel Tangente v 
gezogen, v v~ in der Rich
tung a v aufgetragen, 
und v{ v~ = 1 parallel 
Tangente v gezogen,dann 
ist Ll p = + 1 . Ferner 
ist vf g' II v g, g' m' II g m 
gezogen und em be
stimmt. em ist positiv. 

Y = 1: P.". em' (120) 0-

Abb. 130. 

Abb. 13]. 

(120) 

Der Geschwindigkeitsplan hat fUr die Ermittlung der groBten und 
kleinsten Werte einer statischen GroBe bei veranderlicher Lastrichtung 

b 
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eine ahnliche Bedeutung wie die EinfluBlinie. Er macht nicht nur die 
ungunstigste Stellung, sondern auch die ungfrnstigste Richtung der Last 
sofort kenntlich. 

Besonders zweckmaBig ist die Benutzung des Geschwindigkeitsplanes 
zur Zeichnung von EinfluBlinien fUr mehrstabige Fachwerke. Die Ordi
nate der EinfluBlinie 1Jn im Punkte n eines Fachwerkbalkens auf zwei 
lotrechten Stutzen ist nach Gleichung (116) 

1 
1}n = d (en + A . ea + B . eb) . 

Die Stutzdrucke werden durch die Abstande des Punktes n von den 
Stutzen Xn und x~ ausgedruckt 

1 ( x;' X) 
'YIn = d en + ea T + eb T . (121) 

Infolge der lotrechten Lastrichtung ist en der wagerechte Abstand des 
Punktes n' von n, ea der wagerechte Abstand des Punktes a' vom 

Sttitzpunkt a, uild die
selbe Bedeutung hat eb 
in bezug auf den Stutz
punkt b. Mithin ist 
1],. verhaltnisgleich der 
algebraischen Summe 
von en und der Ordinate 
des Trapezes, dessen 
Ordinaten in den Stutz
punkten ea und eb sind. 
Abb. 132 zeigt das in 
Nr.34 analytisch be
handelte Fachwerk 1). 
Es solI die EinfluB
linie des Schragstabes D1 
gezeichnet werden. Der 

I 
I 
I 
I 

91 
I I 

"I I I I [ } I: : :: 15:1 
~e~[1 1[1 
I I a:. [ r-e7--H-< [ 
I I I I [I 
I r<--eg~ I 'It" 
I I I : 5 
I I [ I 

[ I 
I [ 
I [ 

132. 

Stab wird entfernt. Die Punkte b und 0 werden festgehalten, 
dem Punkte 3 wird die senkrechte Geschwindigkeit 3 3' beige
legt, so daB 3' mit 1 zusammenfallt. Weiter wird gezogen: 
3' 2' 1132 bis zum Schnitt mit 02, 2' 4' 112 4 bis zur Geraden 14, 
4'5'1145, 3'5'1135 - 3'6'1136, 4'6'!146 - 6'7'1167, 5'7'1157 
- 5' 8' 115 8, 6' 8' 1168 - 8'9' 118 9, 7' 9' 117 9 - 7' 10' 117 10, 8' 10' II 
810 - 10' a' !ll0 a, 9' a' 119 a. e3, eo, e7, eg sind negativ, da P n 
linkslaufend um n' dreht, eb = 0, ea ist positiv, da A rechtslaufend 
um a' dreht. Um eine wagerechte Nullinie zu erhalten, wird in a 
a a' = ea nach unten aufgetragen und a' b gezogen, ferner werden ea, e5 , 

e7 , eg von a' b aus nach oben aufgetragen und die Endpunkte ver
bunden. Der rechtwinklige Abstand des Punktes 2' von b2 ist d, und 
zwar positiv, da 2' rechts der Richtung b 2 liegt. 

1) Miiller-Breslau: Die graphischeStatik Bd.l, 4. Aufl.. S.50lff. behandelt 
dasselbe Fachwerk mit parallelen Gurtungen und eine groBe Zahl anderer Bauarten. 
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43. Darstellung der EinfluJUinie aus dem Polplan. 

Die EinfluBlinie ist an sich nur ein Hilfsmittel zur iibersichtlichen 
Darsteilung der durch irgendein Berechnungsverfahren gefundenen 
Werte einer statischen GroBe. Zwischen der EinfluBIinie und dem Pol
plan der zwanglaufigen kinematischen Kette bestehen jedoch Be
ziehungen, welche die EinfluBIinie zu einem Mittel der Berechnung 
statischer GroBen machen. Denn aus diesen Beziehungen entspringt 
die Moglichkeit, die EinfluBlinie zu zeichnen, sobald ihre Ordinate in 
einem Punkte gefunden ist oder nachtraglich bestimmt werden kann. 
Aus der Formel fUr 
die statische GroBe Za 

~ 
Za=±LPm L11 

erhalt man mit J a = 1 
. die Ordinate der Ein
fluBlinie im Punkte m: 

rJm = ± 1 'Om , 

Jm ist die Projektion 
der Verschiebung des 

h lW --,,~-----'--~ 
: 

Abb. 133. 

Punktes m des Tragwerkes auf die Lastrichtung, die dadurch entsteht, 
daB dem Glied a eine den Weg J a = 1 bedingende Formanderung 
beigelegt wird, wahrend aile anderen Glieder starr bleiben. Man kalID 
danach die EinfluBlinie als Verschiebungslinie des die Lastknoten ver
bindenden Stabzuges deuten, welche durch die Formanderung J a = 1 
verursacht ist. 

Die Kraftlinie der Last an der starren Scheibe n habe yom Pol (n) 
den rechtwinkligen Abstand Xn , Abb. 133, dann ist 

Om = wn ' xn • 

Geht die Kraftlinie durch den Pol, so verschwindet J mit x = 0 . 
Daraus folgt: Zu jeder starren Scheibe der zwanglaufigen kinematischen 
Kette gehort eine Gerade der EinfluBlinie. Der Nuilpunkt der Geraden 
liegt auf der Parailelen zur Lastrichtung durch den Pol der Scheibe. 
Der Abstand des Nebenpoles (n 0) yom Pol (n) sei rechtwinklig zur 
Lastrichtung gemessen no und yom Pol (0) on, beide Strecken seien 
m derselben Richtung positiv, dann ist im Punkte m der Scheibe n 

"i - Xn 
Umn=wn'no,~ 

no 
und im Punkte m der Scheibe 0 

"i - Xo 
Urn 0 = Wo • 0 n -=- , 

on 
da W n ' no = Wo' on ist, folgt 

~n Xn on 
--=-.-
-;5rno no Xo 
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Fallen beide Punkte im Nebenpol (no) zusammen, so wird die rechte 
Seite gleich 1. Aus den Gleichungen folgt: Die Gerade gn del' EinfluB
linie, welche del' Scheibe n zugehort, und die Gerade go, welche del' 
Scheibe 0 zugehort, schneiden sich auf del' Parallelen zur Lastrichtung 
durch den Nebenpol del' Scheiben. Da die Giiltigkeit del' Gleichung 
unabhangig davon ist, ob die Scheib en in einem Gelenk zusammen
hangen odeI' nicht, ob sie nebeneinander liegen odeI' durch andere 
Scheiben getrennt sind, so schneiden sich zwei beliebige Gerade del' 
EinfluBlinie auf del' Parallelen zur Lastrichtung durch den Nebenpol 
del' den Geraden entsprechenden Scheiben. Die Nullpunkte del' 
EinfluBlinie liegen auf Parallelen zur Lastrichtung durch 
die Pole, die Knickpunkte liegen auf den Parallelen zur 
Lastrichtung durch die Nebenpole benachbarter Scheiben. 
Diese Tatsache geniigt, um die EinfluBlinie nach willkiirlicher Wahl 
einer Ordinate zu zeichnen, sob aId aIle Pole und die Nebenpole benach
barter Scheiben koniltruiert sind. Liegt einer del' Pole odeI' Nebenpole 
fUr die Zeichnung ungeeignet, so wird er durch einen anderen Neben
pol ersetzt. 

Danach eriibrigt nur noch die Bestimmung einer beliebigen Ordi
nate, die auch durch Angabe del' Strecke del' Ordinate zwischen zwei 
Geraden del' EinfluBlinie erreicht wird. Meist ist die letztgenannte Be
stimmung am einfachsten durchzufiihren. 

Handelt es sich um die EinfluBlinie einer Stiitzkraft, so ist die 
Ordinate ohne weiteres gegeben, wenn del' Stiitzpunkt einer Scheibe 
angehort, iiber welche die Lasten wandern. Man zerlegt die Lasteinheit 
im Stiitzpunkt in die Seitenkrafte nach del' Richtung del' Stiitze und 
del' Geraden, die den Stiitzpunkt mit dem Pol verbindet. Die Seiten
kraft nach del' Stiitzrichtung ist die Ordinate im Stiitzpunkt. Wird 
die Scheibe, in welcher del' Stiitzpunkt liegt, nicht belastet, so zeichnet 
man die Figur F' fUr den Teil del' Kette, del' den Stiitzpunkt und die 
nachste belastete Scheibe umfaBt, und ermittelt den Wert del' Stiitz
kraft infolge del' Lasteinheit in einem geeigneten Punkt mit Hilfe del' 
Gleichung (115). 

Die Strecke del' Ordinate del' EinfluBlinie fiir eine innere statische 
GroBe zwischen zwei Geraden gn und go laBt sich in einfacher Weise 
deuten und berechnen, wenn die Scheiben n und 0 durch das beseitigte 
Glied so verbunden sind, daB sie im Tragwerk einer starren Scheibe 
angehoren. Es bezeichne, Abb. 134, 

'Yj;, = l7n - 170 , rJ~ = '10 - 17n· 

In derselben Kraftlinie sei Scheibe n durch die Last + 1, Scheibe 0 

durch die Last - 1 belastet, dann entsteht 

1 . 17~ = 1 (17n - 1]0) . 

Dabei sind beide Scheiben beliebig groB anzunehmen, um diese Belastung 
in jedem Punkte moglich Zu machen. Infolge del' Voraussetzung, daB 
beide Scheib en im Tragwerk einer Scheibe angehoren, erzeugt die Be-
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lastung keine Stiitzkrafte. Mithin ist eine Anderung del' Stiitzung del' 
Art, daB die Stiitzkrafte nur an 0 angreifen, und als auBere Kraft auf n 
nur die Last + 1 wirkt, ohne EinfluB auf den Wert del' statischen GroBe. 
Die auf 0 wirkende Last -1 kann als Mittelkraft del' Stiitzkrafte aufgefaBt 
werden, welche durch die ' 
an n angreifende Last + 1 // /: 
entstehen, ohne daB es ' 
notig ist, eine nahere Be- n 1 ",/ 0 + 
stimmung iiber diese Stiitz- rnk---"c------T---"7tt;;;--~~"'1 I 

krafte zu treffen. Man er- \.c-x'->-l 
kennt, daB 1·1);, del' Wert : 
del' statischen GroBe ist, 7t--1 
den eine Belastung del' i 
Scheibe n durch die Last
einheit erzeugt , Welm 

Scheibe 0 stabil gestiitzt 
wird, und 1 f)~ del' Wert 
ist, den eine Belastung del' 
Scheibe 0 durch die Last- (Il) 

einheit erzeugt , wenn 
Scheibe n stabil gestiitzt 
wird. Es bezeichne x' den 
Abstand del' Ordinate 1);, Abb. 134. 
vom Schnittpunkt del' Ge-
raden gn und go - positiv 
rechts desselben -, ferner 1· Zo den Wert del' statischen GroBe, 
den die bezeichnete Belastung del' Scheibe n im Punkte x' = + 1 
erzeugt, dann entsteht del' Wert J);, = + 1 in dem Punkte, wel-

cher vom Schnittpunkt gn, go den Abstand Xo = ~ hat. Diesen 
Zo 

Wert benutzt man zweckmaBig zur Bestimmung del' Ordinate, indem 
man aus dem Wert 1 in Xo auf den Wert i);!O im Nullpunkt del' Ge
raden go, odeI' auf den Wert -1)~n im Nullpunkt del' Geraden gn schlieBt. 

Es ist 1)~o = 1 ~~ und - 1)~n = 1 ~. Daraus ergibt sich folgende 
Xo Xo 

Zeichnung. Man macht die Strecke (n 0) a = xo, a a' = 1 und zieht 
(n 0) a' bis zur Parallelen zur Lastrichtung durch (0), dann ist (0) 0' = J7~o. 
OdeI' man tragt a a" = -1 auf und zieht (n 0) a" bis zur Parallelen 
zur Lastrichtung durch (n), dann ist (n) n' = J7~n. Die Zeichnung del' 
Abb. 134 setzt voraus, daB Xo negativ ist. 

Del' Wert Zo ist nach del' gegebenen Deutung del' Ordinate J7~ in 
jedem Falle leicht aus del' Gleichung: Moment del' Krafte an Scheibe n 
um (n 0) = 0, zu berechnen. 

a) Z ist eine Spannkraft, deren Abstand von (n 0) durch d, und 
zwar rechts del' an Scheibe n angreifenden Kraftrichtung positiv, be-
zeichnet ist. , , x 

'In =-d' 
1 

Xo = -d. Zo = -d' 
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b) Z ist das Moment im Punkte (n 0), was voraussetzt, daB die 
Scheiben in (n 0) zusammenhangen 

'fJ~ = + x', Zo = + 1, Xo = + 1 (Langeneinheit). 

c) Z ist die unter dem Winkel ; - f{! gegen die Lastricht1lllg ge

neigte Querkraft zwischen den Scheiben n und o. Dann liegt (no) 
im 1lllendlichen 1llld die Geraden fin und flo sind Parallele im Ab
.stand 1 . cosec f{! • 

1m FaIle der Abb. 134 ist Z die Spannkraft in dem rechts steigenden 
Schragstab. Man kann dann auch die Scheiben p und 0 benutzen, und 
·die Ordinaten -1)~0 im ~uIlpunkt (0) oder - 'fJ~p im Nullpunkt p be-

stimmen, indem man von (p 0) aus Xo = ±!.. = d, dem Abstand 
der Kraft Z yom Nebenpol (p 0) auftragt. Zo 

Zuweilen wird ein graphisches Verfahren zur Bestimmung der Ordi
naten in den Nullpunkten, z. B. 1);,0 und 1)~n benutzt. 1);,0 ist der 
Wert der Spannkraft Z, welcher bei stabiler Stiitzung der Scheibe 0 

durch die in Pullkt (0) auf Scheibe n wirkende Last 1 erzeugt wird. Man 
zerlegt die Lasteinheit nach der Richtung der Kraft Z und in die durch 
{n 0) gehende Seitenkraft nach dem Culmannschen Verfahren. Dazu 
bringt man die Kraftlinie Z mit der Lastlinie durch (0) zum Schnitt 
und verbindet den Schnittpunkt mit (n 0). Das Verfahren ist aber 
im allgemeinen weniger einfach als das oben dargestellte. 

Das Vorzeichen der Ordinate ist durch die angestellten Uberlegungen 
.eindeutig bestimmt, wenn man die Bedeutung der Ordinaten 1);, und 'fJ~ 
beachtet. Es ist jedoch im allgemeinen zweckmaBig, das Verfahren 
nur zur Bestimmung des absoluten Wertes der Ordinaten zu benutzen 
und die Frage des V orzeichens vorher nach folgendem, stets giiltigem 
und einfachem Kennzeichen zu entscheiden. Man wahlt einen Nebenpol, 
der zwischen seinen Polen liegt. 1m FaIle der Abb. 134 trifft das fUr (n p) 
und (p 0) zu, nicht aber fiir (n 0). Sodann ist zu untersuchen, ob der 
Randwinkel zwischen den im Nebenpol vereinigten Scheib en auf der 
Seite des Scheibenzuges, nach der die positive Lastrichtung weist -
also bei lotrechten Lasten der untere Randwinkel - infolge einer 
positiven Anderung LId, LI (jj, LI P zunimmt oder abnimmt. 1m FaIle 
der Zunahme ist die Ordinate positiv, im FaIle der Abnahme negativ. 

Die Richtigkeit des Kennzeichens erhellt daraus, daB im FaIle der 
Zunahme der Nebenpol sich gegen die Gerade durch die Pole in der 

R · ht d L h' b ls S d d' h b", bm bm lC ung er ast versc Ie t, a 0 U", un amIt auc ----:::;, -, -
LId LI(jJ Jp 

positiv ist. 1m FaIle der Abb. 134 erzeugt + LI d eine Zunahme des 
unteren Randwinkels in (n p) und eine Abnahme des unteren Rand· 
winkels in (p 0). Mithin ist die Ordinate in (n p) positiv, in (p 0) negativ. 
Das Kennzeichen trifft natiirlich fUr jeden Nebenpol zu, der zwischen 
seinen Hauptpolen liegt. Jedoch ist die Frage der Zu- oder Abnahme des 
Randwinkels meist nur fiir die Nebenpole der Scheiben einfach zu ent
scheiden, die mit dem beseitigten Glied unmittelbar zusammenhangen. 
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44. Beispiele. 
a) Dreigelerikbogen. Spannkraft in einem Stab der Unter

gurtung, Abb.135. (I) und (III) liegen in den Auflagergelenken, 
(II III) im Scheitelgelenk. (II) ergibt sich als Schnittpunkt von 
(I) (I II) und (III) (III II). Der positive Wert L1s bedingt eine Zu
nahme des unteren Randwinkels zwischen I und II, mithin ist die 
Ordinate in (I II) positiv. 1m Abstand r von (I II) ist die Ordinate 1 . 
.aufgetragen, die Gerade durch den Nullpunkt unter (I II) und den 
Endpunkt der Ordinate ergibt 17~, sodann ist fJ~ NIl bis (II III), 
(II III) NIII , (I II) N[ zu ziehen. Um 17~ und fJ~ nach Culmann zu 
bestimmen, ist der Untergurtstab mit den Lotrechten durch (I) und (II) 

bb. 135. bb. 136. 
L ..... • 

zum Schnitt gebracht, sodann sind die Schnittpunkte mit (I II) ver
bunden. Die Zerlegung der Krafteinheit zeigt die Nebenfigur. 

Spannkraft im Schragstab, Abb.136. (I III) wird im Schnittpunkt 
der Gurtungsstabe gefunden, sodann (III) im Schnittpunkt von (I) (I III) 
und (IV) (III IV), schlieBlich (II) im Schnittpunkt von (I) (I II) 
und (III) (II III). (II III) liegt zwischen (II) und (III), (III) 
zwischen (I) und (II). Aus + L18 folgt eine Zunahme des Rand
winkels II III, eine Abnahme des Randwinkels III, mithin ist die 
Ordinate in (II III) positiv, in (I II) negativ. Zur Bestimmung von 1]' 
in NI ist der rechtwinklige Abstand r von (I II I) gewahlt. Die Kon
struktion erhellt ohne weiteres aus der Abbildung. Durch den End
punkt fJd und NUl ist {IIl[, damit die Knickpunkte unter (III IV) und 
unter (II III), ferner auf der Lotrechten durch (I III) ein Punkt fur {II 

bestimmt. Durch den letzteren und N[ ist nun {II festgelegt, und da
mit ein zweiter Punkt fur {III' Um fJd und fJd nach Culmann zu 
bestimmen, ist der Stab D mit den Lotrechten durch (I) und (III) 
zum Schnitt gebracht, sodann sind die Schnittpunkte mit (I III) ver
bunden. Die Nebenfigur zeigt die Zerlegung der Kraft 1. 

b) Gelenktrager (Gerbertrager). Abb.137 zeigt den Polplan 
und die EinfluBlinie fUr einen Obergurtstab. (III) wird auf der Lot
rechten durch den wagerechten Stutzpunkt und (II) (II III) gefunden, 
ferner (I) durch (II) (I II) und (IV) durch (III) (III IV) auf den 
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Lotrechten durch die Stiitzpunkte. Durch + LI 8 entsteht eine Ab
nahme des Randwinkels zwischen II und III. Mithin ist die Ordinate 
in (II III) negativ. 1m iibrigen ist die Konstruktion der EinfluBlinie 
aus der Abbildung ersichtlich. 
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Abb. 138 zeigt den Polplan und die EinfluBlinie fiir einen Schrag

stab. (II IV) liegt im Schnittpunkt der Gurtungsstabe. (II) (II IV) 
ergibt (I V) auf der Lotrechten durch den Stiitzpunkt. (I) und (V) 
werden wie oben gefunden, (III) durch (II) (II III) und (IV) (III IV). 
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(II III) und (III IV) liegen zwischen ihren Polen. Durch +Lls ent
steht eine Zunahme des Randwinkels II III und eine Abnahme des 
Randwinkels III IV. Mithin ist die Ordinate in (II III) positiv, in 
(III IV) negativ. 1m iibrigen ist die Konstruktion der EinfluBlinie aus 
der Abbildung ersichtlich. 

Abb. 139 zeigt ebenfalls den Polplan und die EinfluB1inie eines 
Schragstabes. (II IV) liegt hier zwischen (II) und (IV). Daraus ergibt 
sich, daB (III I V) nicht zwischen seinen Polen liegt. Dagegen liegt 
(II III) zwischen (II) und (III) . Durch +Lls entsteht eine Zunahme 
des Randwinkels II III und des Randwinkels II IV. Die Ordinaten 
in (II IV) und (II III) sind daher positiv. Daraus folgt, daB die Ordi
nate auch in (III IV) positiv ist. 

c) Fachwerk der Abb.140. Vier Fachwerkscheiben durch die 
Gelenke (I IV), (VI VII), (VII X) verbunden, sind auf zwei feste 
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Stiitzpunkte durch je zwei Stabe II, III und VIII, IX, auBerdem 
in den Enden auf zwei wagerecht gefiihrte Stiitzpunkte gestiitzt. Die 
Abbildung zeigt den Polplan und die EinfluBlinie fiir einen Schragstab 
der mittleren Offnung. Die Pole (II), (III), (VIII), (IX) liegen in den 
festen Stiitzpunkten. Pol (I) wird durch (II) (II I) auf der Lotrechten 
durch den beweglichen Stiitzpunkt gefunden, ebenso (X) durch (IX) 
(IX X) und die Lotrechte zur Bahn des Lagers. Weiter ergibt sich (IV) 
durch (III) (III IV) und (I) (I IV), (VII) durch (VIII) (VIII VII) 
und (X) (X VII). Nebenpol (IV VI) ist der Schnittpunkt der Gurt
stabe im Felde des Schragstabes, schlieBlich findet man (VI) durch 
(IV) (IV VI) und (VII) (VII VI) sowie (V) durch (IV) (IV V) und 
(VI) (V VI). Beide Nebenpole (IV V) und (V VI) liegen zwischen 
ihren Polen. Durch + LIs wird der Randwinkel V VI vergr6Bert, da
gegen der Randwinkel IV V verkleinert. Mithin ist die Ordinate in 
(V VI) positiv, in (IV V) negativ. Die Ordinate zwischen gIV und gVI 

hat den Wert 1 im Abstand r von (IV VI). Daraus folgt die in der 
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Abbildung durchgefiihrte Bestimmung der Ordinate von gVI in N 1V 

und der Ordinate von gIV in N VI • 

Abb. 141 steIlt Polplan und EinfluBlinie fiir die lotrechte Seiten
kraft des Stiitzdruckes in einem der festen Stiitzpunkte dar. Die zwang
laufige Kette wird durch Verwandlung des festen in einen lotrecht 
gefiihrten Stiitzpunkt gebildet. Die Pole (VI), (VII), (V), (VIII) sind 
dieselben wie im ersten FaIle. Fiir die Scheiben I, II, IV sind die Lot
rechte durchdenlinken Stiitzpunkt, die Geraden g2 und g4 in (V) (V IV), 
sowie die Nebenpole (I II), (I IV), (II IV), die auf einer Geraden liegen, 
bekannt. Wird die lotrechte Stiitze an der Scheibe I vernachlassigt, 
so bilden I, II, IV eine Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten, es muB 

, , , , , , , , , , , , 
" I , . , , .. 

also fiir Scheibe I eine Gerade gl bestehen, die durch den Schnitt
punkt S von g2 und g4 geht. Ein zweiter Punkt derselben ergibt sich 
aus der Annahme (Ill) auf g2 oder (IV]) auf g4' die durch die Gerade 
(Ill) (IV]) (II IV) voneinander abhangig sind, die Geraden (III) (II I) 
und (IVl ) (IV I) in (11)' Der Schnittpunkt gl mit der Lotrechten 
durch den Stiitzpunkt ergibt (I), weiter (I) (I IV) Pol (IV) auf g4 und 
(I) (I II) Pol (II) auf g2' (IV), (II), (II IV) liegen auf einer Geraden. 
Die Lasten wandern iiber die Scheiben I, IV, VI, VIII. Die Ordinate 
im Knickpunkt (I IV) wird durch die Figur F' gefunden. 1m wage
rechten Abstand 1 von (II III) wird auf g2 der erste Punkt gewahlt, 
durch diesen die Parallele zu (II III) (I II) bis (1) (I II) und weiter 
die Parallele zu (I II) (I IV) bis (I) (I IV) gezogen. Der wagerechte 
Abstand rJ ist positiv, da die Last in (I IV) rechtslaufend dreht. ·Die 
wagerechte Strecke 1 ist negativ, da die lotrechte Seitenkraft der Stiitz
kraft linkslaufend dreht. Nach Gleichung (115) ist daher die Ordi
nate +rJ. N I , N IV bestimmen gI, gIV, letztere lotrecht unter (IV V) 
einen Punkt von gv. Durch N v , die Lotrechte durch (V VIII) und 
N VIII ist die EinfluBlinie nun vollstandig bestimmt. 

d) Fachwerk der Abb. 142. Drei Scheib en I, IV, VII sind durch 
die Gelenke (I IV), (IV VII) verbunden, in (I) in einem festen Stiitz
punkt, durch die Stabe II, III und V, VI in je einem auf wagerechter 



Beispiele. 191 

Bahn gefiihrten Stiitzpunkt gestiitzt. SchlieBlich greift im auBersten 
Punkt der Scheibe VII eine schrage Stiitzkraft an. fAus p = 3, kt = 2, 
r l = 4 folgt a = 3 + 2 + 2 . 2 - 4 = 5. Das Tragwerk ist stabil. Die 
Abbildung zeigt den Polplan und die EinfluBlinie der schragen Stiitz
kraft. Pol (II) ergibt sich auf der Lotrechten durch den Stiitzpunkt 
aus (I) (I II), weiter (IV) aus (II) (II IV) und (I) (I IV), (VI) aus 
(IV) (IV VI) auf der Lotrechten durch den Stiitzpunkt, schlieBlich 
(VII) aus (IV) (IV VII) und (VI) (VI VII). Zur Bestimmung der
Ordinate ist die Last 1 im Abstand r vom Pol (VII) nach der Rich-

bb. 142. 
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tung der Stiitzkraft und der Geraden durch (VII) zerlegt. Der Wert
der Seitenkraft nach der Richtung der Stiitzkraft folgt aus der Mo-

mentengleichung um (VII) zu + ~~ = + 1. Damit ergibt sich die 
r 

dargestellte Zeichnung der EinfluBlinie. 
Abb. 143 zeigt den Polplan und die EinfluBlinie der Spannkraft in 

einem Schragstab der mittleren Scheibe. Pol (I) (II) (IV) ist wie vor 
bestimmt. Da (IV VI) der unendlich ferne Punkt der Wagerechten 
ist, besteht fiir Scheibe VI die Gerade (IV) (IV VI), ferner fur VII g7'
fiir IX g9' Sodann sind die festen Nebenpole (VI VII), (VI IX), 
(VII IX) bekannt. Wird (IV) (IV VI) vernachlassigt, so besteht in der
Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten, welche VI, VII, IX bilden, eine 
dritte Ger~de, namlich g6' Sie geht durch den Schnittpunkt S von 
g7 und g9' Ein zweiter Punkt wird aus der Annahme (VII) auf g7 
durch (VIIl ) (VII IX) bis (IXl ) auf g9' sowie (IX!) (VI IX) und 
(VIId (VI VII) in (VI l ) gefunden. Der Schnittpunkt von go und 
(IV) (IV VI) bestimmt (VI), Weiter findet man (V) aus (IV) (IV V) 
und (VI) (VI V) sowie (IX) durch (VI) (VI IX) auf g9' In der Abb. 
ist noch (VII) aufgesucht, dessendoppelte Bestimmung eine Kontrolle 
ermoglicht. Die Nebenpole (IV V) und (V VI) liegen zwischen ihren 
Polen. Durch + L1s entsteht eine Abnahme des Randwinkels IV V 
und eine Zunahme des RandwinkelsV VI, mithin ist die Ordinate 
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in (IV V) negativ, in (V VI) positiv. Die Bestimmung der Ordinaten 
in N IV und N VI, sowie die Zeichnung der EinfluBlinie ist ohne weiteres 
Yl'rstiindlich. 

4' " 
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Abb. 143. 

bb. 144. 

bb. 144 z igt Polplan und EinfiuBJinic fiir di 
: : kraft eine nt rgurtstab d r link n h ibe. 01 (1) 

:: liegt fe . Fiir h ibe VIII b t ht in d r 1 'aftlini d r 
,,;: R hriig n tatzkraft ill rad. Wird Hi Y mach· 
V Iii igt, 0 bilden di ,ch ib n II, III, V, I, V III in 

Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten, fi.ir welche die Geraden g2 in 
{I) (I II), g3 und g6' sowie die Nebenpole (II III), (II V), (III V) auf 
einer Geraden und (V VI), (V VIII), (VI VIII) auf einer zweiten 
Geraden bekannt sind. Es sind g5 und gs zu bestimmen. Fur g5 ist 
in 81 , dem Schnittpunkt von g2 und g3' ein Punkt bekannt. Ein zweiter 
wird aus der Annahme (1111) auf g3 durch (1111 ) (III II) bis (III) 
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auf fl2' sowie (IIII) (III Y) und (III) (II V) in (VI) gefunden. Der 
Schnittpunkt 8 2 von fls und fl6 ist ein Punkt fUr fiB' Um den zweiten 
zu finden, wird (VI) (V VI) bis (VI)) auf fl6' (VI) (V VIII) und (VII) 
(VI VIII) bis (VIllI) gezogen. fiB durch 8 2 und (VIllI) gezogen be
stimmt Pol (VIII) auf der Kraftlinie der schragen Stiitzkraft. Nun 
ergibt (VIII) (VIII V) Pol (V) auf fls und (V) (II VI Pol (II) auf fl2' 

Pol (III) und (VI) konnen zur Priifung der Zeichnung benutzt werden. 
Abb. 145 zeigt den Polplan und die EinfluBlinie fiir die Spaunkraft 

eines Wandstabes de]: linken Scheibe. (I II) ist de:r unendlich ferne 
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Ahh. 145. 
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Punkt der Wagerechten. Pol (III) muB auf der Wagerechten durch (I) 
liegen. Da diese durch (III IV) geht, faUt sie mit (III) (III IV) zu
sammen und bestimmt (IV) auf der Lotrechten durch den Stiitzpunkt. 
In (I V) (I V VI) ist nunmehr eine Gerade fiir (VI) gefunden. Fiir VII 
und IX sind jedoch nur fl7 und fl9 sowie die Nebenpole (VI VII), 
(VI IX), (VII IX) auf einer Geraden vorhanden. Es muB daher unter 
Vernachlassigung von (IV) (IV VI) fl6 bestimmt werden. Das geschieht 
durch den Schnittpunkt 8 von fl7 und fl9 und das Dreieck (VII)) (IX)) 
(VII)' Der Schnittpunkt von g6 und (IV) (IV VI) ist Pol (VI). So
dann ergibt (VI) (III VI) Pol (III) und (VI) (VI IX) Pol (IX). 
(III), (III IX), (IX) liegen auf einer Geraden. Die Nebenpole (II III) 
und (I II) liegen zwischen ihren Polen. Durch + LIs entsteht eine 
Zunahme des Randwinkels II III und eine Abnahme des Rand
winkels I II. Mithin ist die Ordinate in (II III) positiv, in (I II) 
negativ. Wird III stabil gestiitzt und I durch die Lasteinheit belastet, 
indem die Stiitze (I) unbeachtet bleibt, dann ist der absolute Wert 
der Spannkraft 1. Danach ergibt sich die dargesteUte Zeichnung der 
EinfluBlinie. flIX ist aus dem Schnittpunkt mit filII auf der Lotrechten 
durch (III IX) gezogen, da die Ordinate von flVI in (VI IX) zu 
klein ist. 

G r ii n i n g, Statik. 13 
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e) Fachwerk der Abb. 146. Die Gliederung ist aus der Abbildung 
ersichtlich, in welcher der Pol plan und die EinfluBlinie fUr die Spann
kraft eines Obergurtstabes des Bogens dargestellt ist. Die Scheiben 
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Abb. 146, 

sind durch groBe, die Pole durch kleine Buchstaben bezeichnet. b und a 
durch b (b a) sind gegeben. Da die Nebenpole (b f), (f g), (g h), (h d) 
auf der Wagerechten liegen, ist auch (b d) ein Punkt derselben. Ihr 
Schnittpunkt mit (b c) (c d) bestimmt (b d). Nun ergibt sich d auf der 

(ef) LotrechtendurchdenStutz. 
t---- e punkt durch b (b d), weiter 
" ... ~--___ edurchd(de) auf der Lot. 

I , rechten durch den Stutz. 
punkt der Scheibe E, sowie 
c durch d (d c) und b (b c). 
Da die Lasten uber F , G, H 
wandern, sind noch deren 
Pole bestimmt worden, ob. 
wohl sie zur Zeichnung 
der EinfluBlinie schlieBlich 

Abb. 146 a. nicht n6tig sind. Urn t 
zu finden, muB (c f) durch 

(b f) (b c) und die Lotrechte in (f g) bestimmt werden. Nun ergibt 
b (b f) und c (c t) Pol t. Pol h erhalt man aus d (d h) und der Lot. 
rechten durch c, da (c h) del' unendlich ferne Punkt del' Lotrechten 
ist. Da das auch fUr (g c) gilt, liegt auch g auf derselben Lotrechtel1. 
Da g al1derseits durch h (g h) bestimmt ist, fallen g und h in einen 
Punkt. Nebenpol (b f) liegt zwischen b und f. Durch + J 8 entsteht 
eine Abnahme des Randwinkels BF, also ist die Ordinate in (b t) negativ. 

Abb. 147 zeigt Polplan und EinfluBlinie fur einen Schtagstab. 
(b e) ist del' Schnittpunkt del' Gurtstabe C und D, der unter Umstanden 
ausgerechnet werden muB. (i e) ist del' unendlich ferne Punkt der Lot· 
rechten, mithin liegt (b i) auf del' Lotrechten durch (b e), anderseits 
auf (b h) (h i). Aus del1selben Grunden liegt (b k) auf der Lotrechten 
durch (b e), anderseits auf (b i) (i k). Daraus folgt, daB (b i) und (b k) 
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in einen Punkt fallen. Nun erhalt man (b f) aus (b k) (k f) und (b e) (e f). 
Da im vorliegenden Fane (b h) bis (k f) auf einer Wagerechten liegen, 
konnte del' SchluB kiirzer gezogen werden. Aus einem spateI' hervor-
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Abb. 147. 
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tretenden Grunde muBte jedoch (b k) bestimmt werden. Deshalb ist 
del' Weg eingeschlagen worden, del' gewii,hlt werden muB, wenn die 
bezeichneten Nebenpole nicht auf einer Wagerechten liegen. Durch 
b (0 f) wird nun f auf del' Lotrechten durch den Stiitzpunkt und weiter g 

, 
----:-

Abb. 147 a. 

wie oben gefunden. e kann durch b (b e) und f (f e) gefunden werden. 
Del' Schnitt beider Geraden ist jedoch so spitz, daB bessel' zunachst k 
durch b (b k) und f (f k) bestimmt wird. Nun erhii,lt man e auf del' Lot
rechten durch k. Mit k tant i zusammen, da i auf del' Lotrechten 
durch e und auf b (b i) liegt. h ergibt sich aus i (i h) und b (b h). Neben
pol (b h) liegt zwischen b und h. Durch + ,18 entsteht eine Abnahme 

13* 
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des Randwinkels BH, also ist die Ordinate in (b h) negativ. Die Zeich
nung der EinfluBlinie, die Bestimmung der Ordinate von ge in N b ist 
aus der Abbildung ersichtlich. 

f) Versteifte Kette tiber drei Offnungen. Die Kette ist an die 
Endpunkte des Versteifungsbalkens angeschlossen. Abb. 148 zeigt den 
Polplan und die EinfluBlinie fiir das Moment in einem Punkte des Ver
steifungsbalkens der mittleren Offnung. Pol b liegt im festen Sttitz
punkt. Pol a ist ist auf der Rechtwinkligen zur Bahn des Sttitzpunktes 
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durch b (a b) bestimmt. Der Nebenpol der Kettenstabe, die tiber 
Scheibe B liegen, das sind die Stabe F bis G gegen B, ist der unendlich 
ferne Punkt der Lotrechten. Mithin liegt der Pol dieser Stabe auf der 
Lotrechten durch b. Auf dieser ist f durch a(af) bestimmt. Der Neben
pol des auf F folgenden Stabes gegen Fist der Knotenpunkt der Kette 
zwischen beiden Staben. Die Gerade durch diesen und Pol f bestimmt 

I den Pol. Daraus folgt, daB 
9~ der Pol des an F anstoBenden 

Abb. 148a. 

Kettenstabes mit Pol f zu
sammenfallt. Der SchluB ist 
von Stab zu Stab bis G fort
zusetzen, mithin liegt Pol g 
in f. Auf den Sttitzen der 
Scheib en D und E laBt sich 
nur eine Kette mit zwei Be
wegungsfreiheiten aufbauen, ftir 
welche die Geraden gd und ge 
vorhanden sind. Es wird e' will

kiirlich angenommen, d'durch e' (d e) auf gd, und l' sowiek' durch e' (e l) 
auf gd bestimmt. Da der unendlich ferne Punkt aller tiber Scheibe D 
liegenden Kettenstabe der Nebenpol der Stabe gegen die Scheibe ist, 
liegt der Pol aller dieser Kettenstabe auf gd' Ausk' (km) und d' (dm) 
folgt nun m', der Pol des lotrechten Stabes tiber dem Gelenk. Die Lot
rechte durch m' ist die Gerade gm, da sie durch den Schnittpunkt von gd 
und ge gehen muS. Ftir Scheibe C besteht gc in b (b c). Die Neben
pole (c m), (m i ), (c i), letzterer als der unendlich ferne Punkt der Lot
rechten, liegen auf einer Geraden. Aus den Geraden gm und gc laSt sich also 
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auch eine Gerade fli fUr Pol i finden. Ein Punkt derselben ist der Schnitt
punkt S von fI", und fie' Ein zweiter Punkt ist der Schnittpunkt der Ge
raden m' (i m) mit der Lotrechten durch (b c). Denn aus m' folgt c' 
durch m' (c m) auf fie im Nebenpol (b c), weiter i' durch m' (m i) und die 
Lotrechte durch (b c) als Gerade c' (c i). Damit ist fli gefunden. Ihr 
Schnittpunkt mit fI (fl h) bestimmt den Pol i. Denn der Nebertpol (fl i) 
falit mit (fl h) zusammen, wie folgende Uberlegung zeigt. Der Nebenpol 
der Kettenstabe H bis J gegen Scheibe C ist der unendlich ferne Punkt 
der Lotrechten, mithin liegt der Nebenpol dieser Kettenstabe gegen 
Scheibe B auf der Lotrechten durch (b c) . • Da der Nebenpol (fl b) der 
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\ Abb. 1 9. 

unendlich ferne Punkt der Lotrechten ist, liegt der Nebenpol der Ketten
stabe H bis J gegen G auf der Lotrechten durch (b c). Andererseits 
liegt auf Stab H der Nebenpol des an H anstoEenden Kettenstabes 
gegen G, also ist (fl h) als Schnittpunkt der Lotrechten durch (b c) und 
des Kettenstabes H der Nebenpol des Stabes gegen G. Diese SchluE
folgerung ist von Stab zu Stab bis J fortzusetzen. Die Lotrechte durch i 
und fie bestimmen c. Aus c (c d) folgt d und aus d (d e) schlieBlich e. 

Die Ordinate der EinfluBlinie zwischen 
den Geraden der Scheiben B und C ergibt 
sich aus folgender Uberlegung. Wird 
Scheibe c stabil gestiitzt und Scheibe b 
durch die Last 1 im Abstand der Langen
einheit belastet, so ist 1· 1 der absolute 
Wert des Momentes. Also ist die Ordinate 
der EinfluBlinie in diesem Punkte gleich _ -' 
der Langeneinheit, und die Ordinate im 
N ulipunkt Nb gleich x, dem Abstand des Abh. 149 a. 
Querschnittes, in dem das Moment ge-
sucht wird, vom Stiitzpunkt. Der Nebenpol (b c) liegt zwischen seinen 
Hauptpolen. Aus + L1 (jj ergibt sich eine Zunahme des Randwinkels. 
Mithin ist die Ordinate in (b c) positiv. 

Abb. 149 zeigt den Polplan und die EinfluBlinie fUr das Moment 
in einem'Punkte des linken Kragarmes des Versteifungstragers. Aus c 
ist d und e, weiter durch e (e l) Pol lund ebenda Pol k - in der Ab
bildung irrtiimlich (k l) bezeichnet - sofort zu finden. DaB letzterer 
in der Spitze der Pendelstiitze liegt, ist Zufall. Da (h c) der unendlich 
ferne Punkt der Lotrechten ist, folgt, daB (h d) auf der Lotrechten 
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durch (c d) und weiter, daB auch (h k) auf derselben Lotrechten liegt. 
Das gilt fUr alle Kettenstabe von J bis H. Durch die oben gezogepe 
SchluBfolgerung erkennt man demnach, daB (h k) im Kettenpunkt lot. 
recht uber (c d) liegt. Die Lotrechte durch c und die Gerade k (k h) 
bestimmen h. h(h m) und c (c m) ergeben m. (g a) liegt auf der Lot· 
rechten durch (a b) und auf Stab F. Mithin fallt der Nebenpol (g a) in 
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den Knotenpunkt der Kette lotrecht uber (a b). Nun findet man (a m) 
durch (m g) (g a) und (m b) (b a), sodann a durch m (m a) und schlieBlich 
b durch a (a b) und c (c b). 

Die Ordinate der EinfluIHinie ist durch die oben angestellte Uber
legung zu ermitteln. Aus dieser folgt, daB der absolute Wert im Ab
stand der Langeneinheit vom Querschnitt gleich 1 und im Nullpunkt No 

Ifn, 
I 
I 

Abb. 150 a. 

gleich dem Abstand 
des Querschnittes 
vom Stutzpunkt ist. 
Der Nebenpol (a b) 
liegt zwischen seinen 
Polen. Durch + LI !p 
entsteht eme Ab
nahme des Rand
winkels A B, also ist 
die Ordinate in (a b) 
negativ. 

Abb.150 zeigt den 
Polplan und die Ein
fluIHinie fur die lot-

rechte Querkraft in einem Punkte des Versteifungstragers der mittleren 
Offnung. Die Pole b, a, /, g, d', e', l' und die Gerade gn werden wie 
im ersten Fane gefunden. ge ist rechtwinklig zur Parallelfuhrung der 
Ufer des Schnittes gerichtet, also die Wagerechte durch b. rhr Schnitt
punkt S mit gn bestimmt einen Punkt der Geraden gi,k fur die Pole 
i und k. Der zweite ist der unendlich ferne Punkt der Geraden n' (k n). 
Denn da der Nebenpol (b c) der unendlich ferne Punkt der Wagerechten 
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ist, so ergibt sich aus del' Annahme n' del' Pol c' als Schnittpunkt 
del' Wagerechten n (c n) durch n' und del' Wagerechten durch b 
im Unendlichen. Da ferner (c k) auf del' Lotrechten liegt, liegt k' 
auf del' Lotrechten durch c' ebenfalls im Unendlichen. Daraus folgt 
schlieBlich, daB die Parallele durch S zu n'(k n) die Gerade flk fiir 
Pol kist. Die zweite Gerade ist die Parallele durch g zu dem Ketten
')tab H, del' iiber dem Schnitt durch den Versteifungstrager liegt. 
Denn del' Nebenpol (g i) liegt auf del' Lotrechten durch den Nebenpol 
(b c), welcher, wie gezeigt, del' unendlich ferne Punkt del' Wagerechten 
ist, und andererseits auf dem Stab H. Mithin ist (i g) del' unendlich 
ferne Punkt dieses Stabes. Diese SchluBfolgerung gilt fiir aIle Ketten
stabe iiber Scheibe C einschlieBlich des Stabes K. Mithin liegt k auf 
del' bezeichneten Parallelen durch g, ihr Schnitt mit glc bestimmt seine 
Lage. Damit sind auch die Pole c, d, e gefunden. 

Die Nebenpole (a b) und (c d) liegen zwischen ihren Polen. Einem 
+ LI P entspricht eine Zunahme des Randwinkels A B und eine Ab
nahme des Randwinkels CD, mithin ist die Ordinate in (a b) positiv, 
in (c d) negativ. Als absoluter Wert zwischen den Geraden gb und go 
wird durch dieselbe Uberlegung wie oben 1 erkannt. 

45. Kinematische Kennzeichen del' Stabilitat. 
In Nr. 2 ist darauf hingewiesen worden, daB die Stabilitatsbedingung: 

"Anzahl del' Glieder gleich doppelter Anzahl del' Knotenpunkte" nicht 
unter allen Bedingungen die Stabilitat eines Tragwerkes gewahrleistet, 
weil die von den Gliedern gestellten Stabilitatsbedingungen nicht not
wendig ebenso viele voneinander unabhangige Gleichungen sind. Del' 
Ausnahmefall liegt VOl', wenn die Determinante aus den Beiwerten del' 
Verschiebungskomponenten in den Stabilitatsbedingungen verschwindet. 
Stellt man die Gleichgewichtsbedingungen fiir ein solches Tragwerk auf, 
so verschwindet auch die Determinante aus den Beiwerten del' un
bekannten statischen GraBen. Ein einfacheres Kennzeichen als del' 
Wert del' bezeichneten Determinante bietet jedoch die Kinematik durch 
den Pol- odeI' Geschwindigkeitsplan. 

Aus dem vorliegenden Tragwerk sei eine zwanglaufige kinematische 
Kette durch Beseitigung einer Stiitze gebildet und del' Polplan ge
zeichnet. Del' Stiitzpunkt l' del' beseitigten Stiitze gehare del' Scheibe n 
an, und die Kette sei Kr genannt. Da die Lage des Poles (n) von del' 
Lage und Bahn des Stiitzpunktes r unabhangig ist, so liegt (n) im all
gemeinen nicht auf del' N r bezeichneten Normalen zur Bahn und die 
Drehung del' Scheibe um (n) ist mit del' Auflagerbedingung del' Stiitze r 
nicht vertl'aglich. Indessen kann (n) auch ein Punkt del' Normalen N r 
sein. Ist das del' Fall, so falIt die zwanglaufige Verschiebung des Punk
tes l' gerade in die Bahn, die ihm durch die beseitigte Stiitze vol'
geschl'ieben ist. Die Dl'ehung del' Scheibe n um Pol (n) und damit die 
Bewegung del' zwanglaufigen Kette kann also ohne Beseitigung del' 
Stiitze l' erfolgen. Die Drehung bleibt auf einen sehl' kleinen Winkel 
beschl'ankt, da del' Pol (n) durch die Dl'ehung sofort aus del' Normalen 
N r verschoben wird. Das gilt daher auch fUr die Bewegung del' zwang-
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laufigen kinematischen Kette. Das vorliegende Tragwerk besitzt un
endlich kleine Beweglichkeit. Enthalt die zwanglaufige kinematische 
Kette ruhende Scheiben, dann besitzt nur ein Teil des Tragwerks un
endlich kleine Beweglichkeit. 

Wird auBer der Stiitze r ein zweites p bezeichnetes Glied beseitigt, 
welches nicht einer etwa ruhenden Scheibe angeh6rt, so besteht in der 
Kette mit zwei Bewegungsfreiheiten fUr die Scheibe n eine Gerade g", 
auf welcher ihre Pole liegen. Liegt nun der Pol (n) der Kette K, auf 
N" so schneidet gn die Normale NT entweder im Pol (n) oder fallt mit NT 
zusammen. 1m ersten FaIle liegt der Pol (n) der zwanglaufigen Kette K p , 

die durch Beseitigung des Gliedes p entsteht, einerseits auf N" anderer
seits auf g". Mithin falit er mit dem Pol (n) der Kette KT zusammen. 
Da nun die Nebenpole der Scheibe n gegen andere Scheiben in beiden 
Ketten diesel ben sind, folgt, daB aIle gleichnamigen Pole der Ketten KT 
und Kl' sich decken. Fallen gn und N r in eine Gerade, dann besitzt 
die zwanglaufige Kette Kl' zwei Bewegungsfreiheiten, d. h. unendlich 
viele Polplane. Einer derselben ist der Polplan der Kette K T , weil er 
der Stabilitatsbedingung des Gliedes r geniigt. Aus diesen Beziehungen 
folgt: Fiir ein Tragwerk von unendlich kleiner Beweglichkeit besteht 
ein und nur ein Polplan, der mit den Stabilitatsbedingungen aller Glieder 
vertraglich ist. Ferner: Kann fUr ein Tragwerk oder Teile desselben 
ein Polplan gezeichnet werden, ohne daB ein Glied beseitigt wird, so 
besitzt das Tragwerk unendlich kleine Beweglichkeit. Dabei ist unter. 
dem Polplan natiirlich ein solcher zu verstehen, der den Satzen iiber 
die gegenseitige Lage der Pole von drei Scheib en in keinem Teile des 
Tragwerks widerspricht. 

Besteht fUr ein Tragwerk ein Polplan, so kallll auch ein Geschwin
digkeitsplan gezeichnet werden .. Derselbe hat, da kein Glied beseitigt 
ist, folgende Eigenschaften. Jedem Stab des Tragwerks und jeder 
Geraden, die 'lwei Punkte einer starren Scheibe desselben verbindet, 
geh6rt eine parallele Gerade des Geschwindigkeitsplanes zu. Der Ge
schwindigkeitsplan ist jedoch der Figur des Tragwerks nicht ahnIich, 
da mindestens zwei Ahnlichkeitspole fiir verschiedene Teile des Trag
werks vorhanden sind. Daraus folgt: Ergibt die Zeichnung des Ge
schwindigkeitsplanes eine Figur F', welche der Figur des Tragwerks 
nicht ahnlich ist, deren Gerade jedoch den entsprechenden Geraden 
des Tragwerks ohne Ausnahme parallel sind, so besitzt das Tragwerk 
unendlich kleine Beweglichkeit. Del' Geschwindigkeitsplan wird zur 
Priifung der Stabilitat natiirlich nur in den Fallen angewendet, in denen 
er nach den in Nr.41 gemachten Angaben zweckmaBiger ist als der 
Polplan. In allen anderen Fallen fUhrt der Polplan einfacher zum Ziele. 

Beispiele: 

a) Die Abb. 151 zeigt das in Nr. 19 behandelte Tragwerk aus drei 
Scheib en mit den festen Stiitzpunkten a und c und dem auf wage
rechter Bahn verschieblichen Stiitzpunkt b. Pol (I) und (III) sind 
gegeben. Man erhaIt (II) entweder aus (I) (I II) und (III) (III II) 
oder aus (I) (I II) und Nb odeI' aus (III) (III II) und N b . Da die 
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drei Schnittpunkte in einen Punkt fallen, kann der Polplan ohne Be
seitigung eines Gliedes gezeichnet werden. 

Wird zur Berechnung einer der fUnf Stiitzkrafte, z. B. D die zwang
laufige kinematische Kette durch Beseitigung der Stiitze gebildet, so 
sind (I), (II), (III) die Pole 
der Scheiben der Kette. Mit
hin folgt aus 

D=L, Pm·-;5m 
e 

mit e = 0 D = 00. Wird die 
Stiitze B beseitigt, so folgt aus 

B= ~Pm' -gm 
e 

mit e = 0 B = 00. Fallen die 

.ll 

Schnittpunkte der Geraden Abb. 151. 
(1) (I II), (III) (III II), Nb 
zwar nicht in einen Punkt (Abb. 152), liegen aber einander so nahe, 
daB e1 , e2 , e3 sehr kleine Strecken sind, dann nehmen die Stiitzkrafte 
sehr groBe Werte an, wenn die Last geniigenden Abstand vom Pol ihrer 
Scheibe hat. Aus der in der Abbildung dargestellten Last ergeben sich 

B = P !-2. , Ra = _ P a3 , Re = _ P a2 

~ ~ ~ 

als sehr groBe Krafte, wenn e1 , e2 , e3 hinreichend klein sind. Ware 
das Tragwerk starr, so bestiinde trotzdem bei beliebig kleinen, von Null 
verschiedenen Werten e 
Stabilitat. Da jedoch alle 
Tragwerke elastisch sind, 
erfahren ihre Glieder Fo~m
anderungen, deren Werte 
den inneren Kraften pro
portional sind. 1m vor
liegenden Falle erfahren 
die Langen a d und c e 
durch die groBen Krafte 
Ra und Re groBe Dehnun
gen. Infolgedessen vollzieht 
Scheibe II eine rechts
laufende Drehung, bei weI· 
cher die Strecken e ab
nehmen und die Stiitzkrafte 

Abb. 152. 

noch zunehmen, bis Gleichgewicht eintritt. Sind jedoch e1 , e2 , e3 hin· 
reichend klein, dann wird die Formanderung so groB, daB schlieBlich die 
Schnittpunkte 1, 2, 3 in einen Punkt fallen. In dieser Lage kann, wie ge
zeigt, Gleichgewicht nicht bestehen. Die Formanderung muB also fort
schreiten, wobei Punkt 1 auf die rechte Seite der Geraden Nb tritt. Die 
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Stiitzkrafte Ra, B, Re andern damit ihr Vorzeichen. Bei der fortschreiten
den Drehung der Scheibe II nehmen nun e1 , e2 , ea zu, so daB den aufein
ander folgenden Lagen abnehmende Werte der Stiitzkrafte zugehoren. Das 
Tragwerk strebt einer Gleichgewichtslage zu, in welcher die Gliederung 
wesentlich verschieden ist von der Gliederung der spannungslosen An
fangslage. Daraus folgt: Die Stabilitat eines elastischen Tragwerkes 
erfordert nicht nur von Null verschiedene Werte e, sondern dariiber 
hinaus, daB sie eine bestimmte Grenze nicht unterschreiten. 1m FaIle 
eines Tragwerkes, welches dem kritischen Punkt unendlich kleiner 
Beweglichkeit nahe kommt, ist demnach eine scharfere Stabilitats
untersuchung notwendig, welche die elastischen Formanderungen be
riicksichtigt. Zur Erlauterung des Vorstehenden diene das in Abb. 153 
dargestellte einfachste Beispiel der fraglichen Bauart. Punkt c ist durch 
zwei Stabe, die gleich lang gewahlt sind, an die festen Stiitzpunkte a 

p 
und b angeF!chlossen und durch 
die lotrechte Last P belastet. 
CPo ist der Neigungswinkel der 
Stabe in der spannungslosen An
fangslage, cP in der Gleichge-

~==-~JJ.~~...l.--L-___ --"=:OO~. wichtslage. Da der Moglichkeit 
Abb. 153. endlicher Verschiebungen aus 

der spannungslosen Anfangslage 
Rechnung getragen werden muB, sind in die Gleichgewichtsbedingung 
die Koordinaten der Gleichgewichtslage einzufiihren. Die Spannkrafte 
in den Staben sind demnach 

S=-~-
2sincp 

und die Langenanderungen 
a - So 

Lls=--.-, 
smcp 

Fiir die Gleichgewichtslage besteht die geometrische Beziehung 

(so + LIs) cos cP = So • cos CPo' 

in diese wird LIs eingefiihrt und 80 gehoben 

oder 

( 1 -~) coscp = cos CPo 
smcp 

sin cP (1 _ cos CPo) = a • 
. cos cP 

SoIl Punkt c in der Gleichgewichtslage iiber der Geraden a b liegen, so 
muB 0 < cp < CPo sein. Die linke Seite der Gleichung verschwindet fiir 
cp = 0 und cp = CPo und ist positiv fUr aIle Werte fI' zwischen diesen 
Grenzen. Sie muB also zwischen denselben ein Maximum haben. Aus 

a . cos CPo -s- (sm cp - tg cp • cos CPo) = cos cp - -~2~ = 0 
vcp cos cp 
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folgt, daB das Maximum fiir 

besteht. Es hat den Wert 

~/-
cos f[! = r cos f[!o 

-.'(1 - COS2 f[!)3 = V(I- V COS2 f[!ot 
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Die abgeleitete Gleichung kann daher durch positive f[! nur erfiiIlt 
werden, wenn 

ist. Durch Gleichsetzung beider Seiten erhalt man die Stabilitats
bedingung fiir das vorliegende elastische Tragwerk. Nach f[!o aufge
lost lautet sie 

cos f[!o = V(I- fa2t 
1st f[!o kleiner als der gefundene Wert, so wird die Ausgangsgleichung 

nur durch einen negativen Wert f[! erfiillt. Das bedingt, daB 1 _ cos fPo 
cosf[! 

ebenfal1s negativ, also der absolute Wert des Winkels f[! > f[!o ist. Die 
Spannkrafte S werden positiv. Der Punkt c befindet sich in der Gleich
gewichtslage unter der Geraden a b, und sein Abstand von a b ist 
groBer als h, die Rohe des Punktes c iiber a b in der spannungslosen 
Anfangslage. 

Fiir die praktische Anwendung kommen FaIle, die der Grenze der 
unendlich kleinen Beweglichkeit nahe liegen, nicht in Betracht. Sie 
sind deshalb schon in Nr. 2 ausgeschlossen worden. Das Kennzeichen 
bietet der Polplan durch die GroBe der Strecke e, wobei ohne scharfere 
Stabilitatsuntersuchung aIle FaIle auszuscheiden sind, in denen e nicht 
mit Sicherheit als hinreichend groB zu erkennen ist. 

b) Das Tragwerk der Abb. 154 zeigt die Bauart, die in Nr. 44c unter
sucht ist. Es besteht ~us den biegungsfesten Staben I, II, III, IV 

(VI) fW[) 

(]tl/l) 

JI 

Abb. 154. 

mit den Gelenken (I II), (II III), (III IV) und deneinfachen Staben 
V, VI, VII, VIII, die durch Gelenke an I, II, III, IV angeschlossen 
sind. In a und d sind feste Stiitzpunkte, in b und c wagerecht verschieb
liche. Pol (I) und (IV) sind gegeben. Man findet (I VI) durch die 
Geraden V und II, sodann (V I) auf der Lotrechten in b durch (I) (I VI), 
weiter (II) durch (I) (I II) und (VI) (VI II). Ebenso wird Pol (III) 
bestimmt. Die Pole (II), (III) und (II III) liegen auf einer Geraden. 
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Mithin kann der Polplan ohne Entfernung eines Gliedes gezeichnet 
werden und das Tragwerk besitzt unendlich kleine Beweglichkeit. 

Wird das Moment im Punkte v gesucht, und die kinematische Kette 
durch Einschaltung eines Gelenkes in v gebildet, so liegen die Pole (IIa) 
und (II b) der beiden Scheiben, in die II durch das Gelenk 1) zerfallt, 
im Punkt (II). Mithin ist nach S. 180 

da Tl = T2 ist, also 
Vp 15 

J.Vl = ~- -~- m = ex; . 
L1 (P 

Damit das elastische Tragwerk bei jeder Belastung stabil ist, mu13 das 
Gelenk (II III) von der Geraden (II) (III) einen hinreichend gro13en 
Abstand haben. Liegt z. B. (II III) nur um einc kleine Stre.cke tiber 
(II) (III), so bewegt sich das Gelenk unter lotrechten Lasten durch 
die Gerade hindurch bis zu einem Punkte unterhalb derselben. tDa
bei andert die wagerechte Seitenkraft des Gelenkdruckes das Vor
zeichen. 

c) Abb. 155 zeigt den durch zwei Scheiben I und II versteiften 
Stabbogen. Das Gelenk zwischen den Scheib en ist durch die wage
rechten Stabe IX und X ersetzt. Die Sttitzpunkte a und b, ebenso die 
Punkte a', b' auf dem Stabbogen liegen auf Wagerechten. Pol (II), 
(III), (VII) sind gegeben. Pol (I) liegt auf der Lotrechten durch a, 
die N ebenpole (I V I), (V I), (V I II) sind die unendlich fernen Punkte 
der Lotrechten. Mithin werden (IV) und weiter (V) in a', ebenso (VI) 
in b' gefunden. Aus (V) (V VIII) und (VI) (VI VIII) ergibt sich nun 
(VIII). Die Lotrechte durch (VIII) und (II) (II IX) bestimmen (IX), 
aus (IX) (IX I) folgt (I) auf der Lotrechten durch a in Punkt a. Da 
(I II) der unendlich ferne Punkt der Wagerechten ist. liegen (I), (I II), 
(II) auf einer Geraden. Der Polplan kann ohne Beseitigung eines Gliedes 
gezeichnet werden. Das Tragwerk besitzt unendlich kleine Beweglich
keit. Pol (X) ist durch (I) (I X), (II) (II Xl und die Lotrechte durch 

Abb. 155. 

(IX) gegeben, welche sich in einem Punkte schneiden. Die Punkte i', 
k', l', n', 0', p' bilden einen Teil der Figur F', welche im Anschlu13 an 
dieEe Punkte vollstandig gezeichnet werden kann. Wird zwecks Be-
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rechnung der Spannkraft im Stabe X die kinematische Kette durch 
Beseitigung des Stabes gebildet, so bleibt der Geschwindigkeitsplan 
unverandert. In 

ist !Is gleich dem rechtwinkligen Abstand der Parailelen zum Stab X 
durch die Punkte i' und k'. Da i' k' II i kist, ist LIs = 0, und es ergibt 

sich S = co, wenn ~! ~ ° ist. 
Das Superpositionsgesetz beruht darauf, daB die Gleichgewichts

bedingungen und Elastizitatsbedingungen aile Unbekannten in der 
ersten Potenz enthalten. Da in einem Tragwerk unendlich kleiner Be
weglichkeit, ebenso in einem solchen, welches dem Grenzfall nahe
kommt, die Verschiebungskomponenten weder in den Gleichgewichts
bedingungen noch in den Elastizitatsbedingungen vernachlassigt werden 
diirfen, wird die genannte Voraussetzung nicht erfiillt. Das Super
positionsgesetz ist demnach fUr diese Tragwerke nicht giiltig. 

46. Veriinderliche Gliederung. 

Es muB hier noch eine andere Art von Tragwerken erwahnt werden, 
fUr welche das Superpositionsgesetz seine Giiltigkeit ebenfalls verliert. 
Zuweilen sind Glieder eines Tragwerkes so konstruiert, daB sie nur in 
einer Richtung Widerstand zu leisten vermagen. Sie sind also unwirk
sam, wenD. die Lasten eine Verschiebung in der Richtung ihres Wider
standes anstreben. SolI das Tragwerk unter solchen Lasten nicht labil 
sein, so miissen andere Glieder vorhanden sein, welche in diesem Be
lastungsfalle die Verschiebung verhindern. Es hangt also von der Be
lastung ab, ob das eine oder das andere Glied wirksam ist. Mithin sind 
die Gleichgewichtsbedingungen nicht nur in den Lasten, sondern auch 
in den unbekannten statischen GraBen verschieden. Daraus ergibt sich 
sofort die Ungiiltigkeit des Superpositionsgesetzes. Tragwerke dieser 
Art nennt man Tragwerke von ver
anderlicher Gliederung. 

Ein einfaches Beispiel ist der Bo
gen mit vier Gelenken, deren zwei 
so konstruiert sind, daB l3ie Momente 
einer Drehungsrichtung aufnehmen. 
J e nach der Belastung wird ein Ge
lenk ausgeschaltet. Das Tragwerk 
ist also richtiger als Dreigelenkbogen 
mit der Lage nach veranderlichem 
Scheitelgelenk zu bezeichnen. 

Abb. 156 zeigt einen solchen 
Bogen, in dem die Gelenke c und d 

(ll) 

Abb. 156. 

zur Aufnahme negativer Momente befahigt sind. Zur Berechnung der 
Momente Me und Md sei die zwanglaufige kinematische Kette mit 
beiden Gelenken c und d durch auBere Doppelmomente Me und Md 
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in den Endquerschnitten beiderseits der Gelenke belastet. Dann gilt 
die Gleichgewichtsbedingung 

1: Pm J:,. - Mo • Ll CPc - Md • Ll CPa = 0 . 
Nun ist 

Llcpc = WI - wIl 
und 

Ll CPa = w ll - WIll . 

Ll CPo und Ll CPa sind positiv, wenn sich der Winkel nach innen offnet. 
Da 

und 

ist, ergibt sich 
A- al+bl 

LI CPc = - wll ---, 
a l 

Wll sei linksdrehend, also negativ gewahlt. Dann wird Ll CPo positiv, 
Ll CPa negativ. Da nun beide Momente nur negative Werte haben 
konnen, entscheidet das Vorzeichen der Arbeit 1: Pm;fm daruber, 
welches Gelenk im jeweils vorliegenden Belastungsfalle wirksam ist. 
1st die Arbeit positiv, dann ergibt sich 

M - 2;Pm bm 
d - LlCPa ' 

ist die Arbeit negativ, dann ergibt sich 

M _1:Pm bm 
0- Ll CPc . 

Zur Berechnung der Arbeit wird die Figur F' gezeichnet, indem c' im 
Punkt a gewahlt wird. Bei symmetrischer Bogenform und symme
trischer Lage der Gelenke fallt dann d' in den Punkt b. Fur das Bogen
stuck c d ist die ahnliche Kurve c' e' d' aus dem Ahnlichkeitspol (II) 
zu zeichnen. Man erhalt 

A- a2 +'b2 -
LI CPa = ---b- = -,d!{,c· 

2 

Die Neigung der Last gegen den Polstrahl ihres Angriffspunktes 
entscheidet das Vorzeichen ihrer Arbeit. Die Last Plleistet --Pl' el , 
wenn el den absoluten Wert bezeichnet, also 

M __ bl __ • P e 
c - a l + bl 1 l' 

Ma,=O, 

die Last P 2 leistet + P 2 • e2 , also 

b Ma = ___ 2_b- P 2 ' e2 , 

a2 + 2 
Mc=O. 
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W;irken beide Lasten gleiohzeitig und ist P 2 . e2 - PI . el > 0, SO ent
steht 

Zwecks Berechnung des 
Momentes in Punkt v 
(Abb. 157) bringt man a v 
mit b d in (II) und mit b c 
in (III) zum Schnitt und 
zeichnet fUr den Fall des 
Gelenkes in d die Figur F' 
aus den Polen in a, (II), b, 
fiir den Fall des Gelenkes in 
c aus den Polen a, (III), ex, 
b, indem v' in Punkt a ge
wahlt wird. 1m ersten Falle 
ergibt sich die Kurve v', d', 
im zweiten v' c{ b. Fiir jeden 

Mc=O. 

(]IJ 

b 

Abb. 157. 

bestimmten Belastungsfall muB zunachst entschieden werden, welches 
Gelenk wirksam ist. Wirken z. B. die Lasten PI und P2, so ist das Ge
lenk d wirksam. In der Figur F' werden 2' und l' aus (II) bestimmt. 
Es ergibt sich 

Tritt jedoch eine Last P 3 hinzu, deren Arbeit nach der Figur F' der 

Abb.156 P3(j~>PIJI + P2~' dann wird das Gelenk c wirksam und 
es entsteht b 

M" = - __ 1_ (PI en + P 2 e21 + P3 e31). 
a+b1 

Ein Tragwerk gleicher Art ist in Abb. 158 dargestellt: Zwei neben
einander liegende Bogen mit den festen Stiitzpunkten a" b, c und den 
Gelenken d, e, f, g. Die beiden letz- Ii e 
ten sind so konstruiert, daB sie nega
tive Momente aufnehmen konnen. Je 
nach der Belastung besteht das Trag
werk aus den Dreigelenkbogen a, d, b a. 
und g, e, coder aus den Dreigelenk
bogen a, d, fund b, e, c. Die Frage, 

Abb. 158. 

c 

welches der beiden Gelenke f oder g im gegebenen Belastungsfalle wirk
sam ist, ist mit Hilfe der Figur F' fiir die zwangslaufige Kette zu ent
scheiden, die durch die Gelenke d, e, f, g entsteht. Die Untersuchung 
folgt im iibrigen den bei dem ersten Beispiel eingeschlagenen Wegen. 

Zu den Tragwerken veranderlicher Gliederung muB auch die Pendel
stiitze eines Kabelkranes gerechnet werden, da ihre Neigung sich so
wohl unter der Belastung des Kabels durch die Laufkatze wie unter 
Winddruck so erheblich andert, daB die Verschiebungskomponenten in 
den Gleichgewichtsbedingungen nicht vernachlassigt werden konnen. 
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Abb. 159 zeigt die Anordnung des Kranes. Das Kabel ist links in einem 
festen Punkt aufgehangt, rechts in der Spitze einer Pendelstiitze, die 
durch das Gegengewicht G im Gleichgewicht erhalten wird. Das Gegen
gewicht ist mit der Stiitze fest verbunden und dreht sich mit dieser 
~ __ ~ urn dasAuflagergelenk in a. AuBer 

dem Gegengewicht ist das Eigen
gewicht der Stiitze zu beriicksich

I 
I 

i-x--;o/ 

Abb. 159. 

(J tigen, in der Spitze b greift der 
Horizontalzug H des Kabels und 
die lotrechte Seitenkraft des 
Kabelzuges an. Letztere ist bei 

unbelastetem Kabel gleich g. 80' wenn 2 80 die Kabeilange und g 
das Gewicht des Kabels fiir die Langeneinheit bezeichnet. Wirkt auf 

das Kabel die Katzenlast P, so tritt P (1 - :1) hinzu, also t P, wenn 

die Katze in der Mitte steht. Der Wert H ergibt sich aus der Glei
chung (a), da das Moment der auBeren Krafte urn a in jeder Steilung 
verschwinden muB. Urn die Gleichung aufzusteilen, werden die immer 
wirkenden lotrechten Lasten, das ist G, E und g So zu ihrer Mittelkraft 
vereinigt. Ihre GroBe sei 

V= G+E + gso' 

ihr Angriffspunkt c (Abb. 159 a). Meist sind neben dem Kabel, welches 
die Katze tragt, noch Kabel zur Bedienung vorhanden, welche iiber RoUen 

Abb. 159a. 

in der Stiitze laufen und durch Spanngewichte in 
gleichbleibender Spannung erhalten werden. In 
diesem Faile treten die Spanngewichte zu V hinzu 
und die in allen Lagen unveranderlichen Horizon
talziige sind gleichfalls zu ihrer Mittelkraft zu 
vereinigen. Da es sich hier nur urn die grund
satzliche Behandlung der Aufgabe handelt, ist 
der Einfachheit zuliebe nur das in b gelenkig ge
lagerte Tmgkabel angenommen worden. Mit den 
aus der Abbildung ersichtlichen Bezeichnungen 
lautet, wenn b = 1 ist, 

(a) - H ° rosin 'P + V r 1 cos ('P + IX) + ~ r ° cos 'P = 0 ° 

Damus ergibt sich 

H V 'l ( . P = ~- cotg 'P cos IX - sm IX) + " ° cotg'P . 
r ~ 

Andererseits ist H von g. so' fund dem Durchhang des Kabels ab

hangig. Wird das Kabel im Punkte x durchschnitten und ist s die Lange 
des Bogens zwischen dem tiefsten Punkt (x = 0) und x, so ist die lot
rechte Seitenkraft des Kabelzuges 

dy 
Hodx=gos+!P, 
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daraus erhiUt man die Differentialgleichung der Kurve des Kabels 
(Kettenlinie) 

d2y dB 1/' (d y)2 
H dx2 = g dx = g r 1 + dx . 

Das Integral ist 

y=~ (Q;oig(x;-a) -0) 
mit den Konstanten a und O. Die Differentiation nach x ergibt 

dy _~. g (x + a) 
dx - ~tn H ' 

d2y._JLQ; ,g(x+a) 
dx2 - H 01 H . 

Fiihrt man die Differentialquotienten in die Differentialgleichung ein, 
so erkennt man, daB sie erfiillt wird, da 

1 + (0in2 g(X;- a) = (Ioi2 g(X;- a) 

ist. Die Konstante a ist, wenn P in x = 0 steht, durch die Bedingung 
dy P 

fur x = 0 bestimmt, das ist 
dx 2H 

P (0' ga 
2H= mH , 

H ClY~' P a=-<?ttl;;)tn-
g 2H 

die Konstante 0 durch y = 0 fur x = 0 
ga . 

0= (Ioi H - 0, 

mithin lautet, wenn a als Bezeichnung beibehalten wird, die Gleichung 

y = H ((IOi g (x + a) _ ~oiga) 
g H H 

fur x = list y gleich dem Durchhang t 

t = : (Q;oi g(l.t a) - (IOiU;). 

1st das Kabel unbelastet, so bestehen die beiden Gleichungen 

Griining, Statik. 

. r . 
H = V ~ (cotg<p. cos a. - sin a.) , 

r 

14 
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Sie enthalten als Unbekannte l, so' ({J, H, von denen zwei gegeben 
sein miissen. Sind lund ({J = ({Jo gegeben, dann findet man aus der 
ersten H, aus der zweiten so' die Kabellange, die erforderlich ist, damit 
die Pendelstiitze unter der Neigung ({Jo im Gleichgewicht ist. Ebenso
gut konnte So und l gegeben sein, dann ware aus der zweiten H, sodann 
aus der ersten ({Jo zu berechnen. 

Wird nun das Kabel in x = 0 durch P belastet, dann bestehen bei 
Vernachlassigung der Itebung der Pendelspitze, durch welche die Sym
metrie der Kurve des Kabels gestort wird, die Gleichungen 

H = v!i (cotg ({J • cos ()(, - sin IX) + P cotg ({J , 
r 2 

+ 1p H~· g(l--~-z+a) 
gso ~ = ~m-~--, 

worin z die. wagerechte Verschiebung der Pendelspitze nach links 

z = r (cos ({Jo - cos ({J) 

ist. Die drei Gleichungen enthalten die Unbekannten z, ({J, H. Aus 
der zweiten und dritten folgt 

cos({J = cos({Jo - -~ [l + a - ~ 2lt@5in ~ (gso + ~ p)l. 
Zur Auflosung nach H und cp wahlt man ({J beliebig, berechnet H aus 
der ersten Gleichung und erhalt in 

r 
2 (cos({Jo - cos({J) -l- a 

v=g +H 
2Tr@5in ~ (gso + iP) 

die Ordinate einer Kurve, deren Schnittpunkt mit der Abszissenachse 
(v = 0) die Losung ergibt. 

Wirkt der Winddruck W in Hohe h, so folgt bei unbelastetem 
Kabel aus (a) 

H = V!i (cotg ({J • cos IX - sin IX) + W . ~--~- , 
r r·slll({J 

ferner ist 
H ~. g(l--~z) 

gso = \;;.1m H ' 

z = r(cos({Jo - cos({J). 

Die Auflosung ist wie oben angegeben durchzufiihren. Diese Rechnung 
muG fiir jeden BelastungsfaH angestellt werden. Eine Addition der 
Einzelwerte ist nicht zulassig. Wird die Last der Katze in der Mitte 
plotzlich abgesetzt, z. B. durch Entleerung eines Greifers, so tritt eine 
unvermittelte Storung des Gleichgewichtes ein. Die Pendelstiitze 
schwingt um das Gelenk. Die in der auGersten SteHung auftretenden 
Krafte sind nach den Gesetzen der Dynamik zu berechnen. 
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Die Aufgabe, die Formanderung eines Tragwerkes zu bestimmen, 
verlangt die Berechnung einer Verbindung del' Verschiebungskomponen
ten del' Knotenpunkte aus del' Formanderung del' inneren Glieder 
odeI' aus del' Lagenanderung del' auBeren Glieder. Das gilt auch fUr 
das Stabwerk, da jeder Punkt del' Achse eines biegungsfesten Stabes 
als Knotenpunkt behandelt und die Drehung des Elementes del' Stab
achse bzw. des Stabquerschnittes durch eine Verbindung del' Ver
schiebungskomponenten zweier Punkte in unendlich kleinem Abstand 
ausgedriickt werden kann. Die gegebenen GraBen del' Aufgabe sind 
demnach die Langenanderungen LIs del' einfachen Stabe, die Langen
anderungen LI ds, die Winkelanderungen LI dq; und die Schiebungen dp 
del' Elemente del' biegungsfesten Stabe odeI' die Verschiebungen c 
derStiitzpunkte bzw. die Drehungen del' Einspannungen. Auch wenn 
man die Formanderung innerer Glieder sucht, die durch eine gegebene 
Verbindung von Verschiebungskomponenten bedingt ist, fUhrt man 
die Lasung am zweckmaBigsten auf die bezeichnete Aufgabe zuriick, 
indem man zunachst die linearen Beziehungen aufstellt, die zwischen 
del' Formanderung del' inneren Glieder und del' fraglichen Verbindung 
von Verschiebungskomponenten bestehen. 

Jede Formanderungsaufgabe ist eine del' folgenden vier Grund
aufgaben odeI' eine Verbindung derselben. Gesucht wird: 

1. Die Verschiebung eines Punktes m in bestimmter Richtung, d. i. die 
Projektion del' totalen Verschiebung des Punktes auf eine gegebene Gerade. 

2. Die gegenseitige Verschiebung zweier Punkte m und m l , d. i. die 
Anderung des Abstandes del' Punkte m und m1 • 

3. Die Drehung einer Geraden m, die durch zwei Punkte geht 
odeI' mit dem Element del' Achse eines biegungsfesten Stabes einen 
bestimmten Winkel einschlieBt. 

4. Die gegenseitige Drehung zweier Geraden m und m l , die in del' 
bezeichneten Weise festgelegt sind. 

Die zweite Aufgabe kannte auch auf zwei Aufgaben del' ersten Art, 
die vierte auf zwei Aufgaben del' dritten Art zuriickgefUhrt werden. 
Da sie jedoch del' ersten und dritten an Bedeutung mindestens nicht 
nachstehen, und sich iiberdies die Rechnung durch die Zusammen
fassung in nicht seltenen Fallen vereinfacht, ist es zweckmaBig, sie 
als besondere Aufgaben zu behandeln. In del' ersten und zweiten Auf
gabe werden Langenanderungen gesucht, fUr die eine positive Richtung 
festgesetzt werden muB. Die erste Aufgabe ist also durch Angabe 
del' Geraden und del' Richtung, die als positive behandelt werden solI, 
genau zu beschreiben. In del' zweiten Aufgabe wird als positive Richtung 
die positive Anderung des Punktabstandes gewahlt. In del' dritten 

L4* 
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und vierten Aufgabe werden Winkelanderungen gesucht, die durch 
die Lange des Kreisbogens vom Radius der Langeneinheit angegeben 
werden sollen. FUr die dritte Aufgabe ist die Bestimmung der positiven 
Richtung der Drehung notwendig. In der vierten Aufgabe handelt es 
sich um die .Anderung des Winkels zwischen den Geraden m und m1 • 

Die positive Richtung wird durch die positive .Andenmg eines der beiden 
von den Geraden eingeschlossenen Winkel bestimmt. Da jede der vier 
Formanderungen durch eine Lange angegeben wird, kann Om als 
allgemeine Bezeichnung gewahlt werden. 

Nach den Darlegungen in Nr.15 verlangt die Losung der Form
anderungsaufgabe die Bestimmung eines Gleichgewichtszustandes, dessen 
Lasten bei jeder virtuellen Verruckung die durch das Produkt aus den ge
suchten Verschiebungen und der Krafteinheit ausgedruckte Arbeit leisten. 
Diese Forderung wird fur die Grundaufgaben durch folgende Belastungen 
erfullt, die von Muller-Breslau Belastungseinheiten genannt sind. 

1. Belastungseinheit des Punktes. Punkt m wird durch 
die Lasteinheit belastet, deren Richtung die positive Richtung der 
Verschiebung ist. Die Arbeit der Last ist 1· om . 

2. Belastungseinheit des Punktpaares. Die Punkte m 
und m 1 werden durch je eine Lasteinheit belastet. Die Last in m er
halt die Richtung m] m, die Last in m 1 die Richtung m mI' Sind nun 
O~ und 0;"1 die Verschiebungen der Punkte m und m1 in den Rich
tungen m I m bzw. m m I , so ist die Arbeit der Lasten 

1 . o;n + 1 . O~, 1 = 1 . A m m] = 1 . Om. 

3. Belastungseinheit der Geraden. Die Gerade wird durch 
ein Kraftepaar belastet, dessen Moment den Wert 1 hat, dessen Richtung 
die positive Richtung der Drehung der Geraden ist. Die Kraftlinien 

7l 
der Einzelkrafte schlieBen mit der Geraden den Winkel 2" ein. Ihre 

Angriffspunkte konnen auf der Geraden beliebig gewahlt werden. 
Sie seien 1 und 2, ferner ihre Verschiebungen in Richtung der Krafte 01 

t~ und O2 bezeichnet (Abb. 160). 1st e der Abstand 1<1 der Punkte, so muB die GroBe jeder Kraft 
---It,.------+::-! ... ~,..7--e~ 1 Krafteinheit . Langeneinheit 

e e 
Abb. 160. 

sein, damit das Moment = 1 ist. Da Om den 
Winkel der Drehung im BogenmaB bezeichnet, und es sich um einen 
sehr kleinen Winkel handelt, ist 

Om Om -" -" 
e . T = e . tgT = VI + V 2 , 

also die Arbeit der Lasten 

1 Om 
~ (01 + O2) = 1 . T ' 

oder 

Krafteinheit . Langeneinheit . Om 
d. i. 

Langeneinheit 
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Da die Strecke e in der Arbeit der Lasten verschwindet, ist die Fest
setzung der Angriffspunkte der Lasten im aIlgemeinen entbehrlich, 
und es geniigt, die Belastung der Geraden durch die Momenteneinheit 
einzufiihren, deren Richtung mit der Richtung der Drehung iiber
einstimmt. 1st die Gerade durch das Element der Achse eines biegungs
festen Stabes festgelegt, so wirkt die Belastung auf das Stab element mit 
dem Moment 1. 1st die Gerade durch 2 Punkte in endlichem Abstand 
festgelegt, so wirkt die Belastung auf das Tragwerk durch ein Krafte
paar vom Moment 1, dessen Einzelkrafte in den fraglichen Punkten 
angreifen. 

4. Belastungseinheit des Geradenpaares. Die Geraden m 
und m1 werden durch je eine Momenteneinheit belastet, deren Rich
tungen einander entgegengesetzt sind und mit der Richtung der fest
gesetzten positiven Winkelanderung, des 0;" 
Winkels 1X in Abb. 161, iibereinstimmen. 
Bezeichnet o:n, die Drehung der Geraden m 
und o~n die Drehung der Geraden m1 , beide 
in Richtung der positiven Winkelanderung 
positiv, dann ist die Arbeit der Lasten 

M=1 

Abb. 161. 

Nachdem die jeweils einzufiihrende Belastung festgesetzt ist, werden 
die von ilir erzeugten Spannkdfte S, Momente M, Normalkrafte N, 
Querkrafte V sowie die Stiitzkrafte (j bzw. Einspannungsmomente E 
berechnet. 1st das vorliegende Tragwerk statisch unbestimmt, so 
diirfen die genannten statischen GraBen als solche eines beliebigen 
statisch bestimmten Tragwerks berechnet werden, welches aus dem 
statisch unbestimmten gebildet werden kann. Nunmehr ist der Wert 
der Arbeit der inneren Krafte Ai aus 

- Ai = ,L S . LI s 
oder 

- Ai = f M . LI d f{J + f N . L1 d s + { V . d p 

zu bereqhnen, da aile LIs, LI df{J, LI ds, dp gegeben sind, ebenso die 
~beit der Stiitzkrafte und etwaigen Einspannungsmomente, die durch 
L bezeichnet werden soll. 

L=~Ce+ ,LEe. 
Man erhalt die gesuchte Formanderung in 

1.om=~ S· As-L (1) 

1· 0", = jM. Adp + jN. L1 ds + tV. dp -L. oder 
(2) 

1st Om eine Winkelanderung, so stimmt die Dimension der rechten 
Seite in den ausgewerteten Gliedern scheinbar nicht mit der Dimension 
der linken Seite (Kraft· Lange) iiberein. Da die Belastungseinheit 
die Dimension Krafteinheit· Langeneinheit hat, fehlt eine Lange im 
Zahler. Die rechte Seite muB also, damit M ein Moment, ii, 17, S Krafte 
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sind, mit der Langeneinheit aus der als Belastung wirkenden Momenten
einheit mnItipliziert werden. Diese Langeneinheit kann offenbar 
belie big gewahlt werden, wenn der Radius des Kreisbogens, auf dem 
15m den gesuchten Winkel bezeichnet, in derselben Einheit gemessen 
wird. 

Fur die Losung der Grundaufgaben gilt demnach folgende Regel: Wird 
1. die Verschiebung eines Punktes in gegebener Richtung; 
2. die gegenseitige Verschiebung zweier Punkte; 
3. die Dreh ung einer Geraden; 
4. die gegenseitige Drehung zweier Geraden gesucht, 

so sind die inneren und auBeren Krafte zu berechnen, welche 
durch die in der positiven Richtung der Verschiebung wir
kende Belastungseinheit 

1. des Punktes, 
2. des Punktpaares, 
3. der Geraden, 
4. des Geradenpaares 

erzeugt werden, im FaIle eines statisch unbestimmten 
Tragwerks unter Ausschaltung der uberzahligen Glieder. 
In dem negativen Wert der Arbeit der inneren Krafte, ver
mindert um die Arbeit der Stutzkrafte, erhalt man die ge
suchte GroBe. 

Durch sinngemaBe Anwendung dieser Regel ist jede Formanderungs
aufgabe am ubersichtlichsten und mit dem geringsten Aufwand von 
Rechnung zu 16sen. 

In den Gleichungen (1) und (2) sind die Formanderungen der inneren 
Glieder durch ihre Ursachen, das sind 1. Lasten, 2. Anderungen der 
Temperatur, auszudrucken, wahrend die gegebenen Verschiebungen 
der Stutzpunkte und die Drehungen der Einspannungen in den Arbeiten 
L unmittelbar enthaIten sind. Die Langenanderung As eines ell1-
fachen Stabes ist durch Gleichung (32) in Nr. 11 

As=S·g+c.t.s, 
s 

g=--
EF 

(3) 

als Funktion der Spannkraft S und der Temperaturanderung t ·gegeben. 
Die Ads und Ad r:p des Stabelementes eines biegungsfesten Stabes er
halt man aus den Gleichungen (36) in Nr. 11 und den Gleichgewichts
bedingungen (vgl. Abb. 5) 

Da Oy = 0, 0z = 0 ist, 

Ms = f Os (y cos 1jJ + Z sin1jJ) dF, 

0= f Os (z cos1jJ - y sin 1jJ) dF. 
ist 

Os 
cS=Ji + c·t. 

In die Gleichgewichtsbedingungen ist nach Nr.9 

[A d sAd r:p • A d X .] 
Os = c: . E = E ---;zs + ~ (yCOS1jJ + ZSll11jJ) + -ds" (z cos1jJ - YSill1jJ) 
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einzufiihren, wenn e~ die durch die Belastung erzeugte Dehnung 
bezeichnet. Da 

f (ycos'I.jJ + z sin'I.jJ) dF = 0, ! (z cos'I.jJ - ysin'I.jJ) dF = 0 

ist, ergibt sich aus A d 
N s = E. _LJ _s fdF, 

d? 
A N. 

LJds=JfJ--:-]ii.ds. 

Ferner ist 
LI drp . 

Ms=E· ----;[8 J (y cosy) + z simp)2 dF + 

+ E • Lld~X f (y cOS'I.jJ + zsin!p) (z cosy' - y sin!p) dF, 

0= LI :srp f (z cos'I.jJ - ysin'I.jJ) (y cos'I.jJ +z sin'I.jJ) dF + 

+ Lldd: f(ZCOSlp -ysin'I.jJ}2dF 

und mit den Bezeichnungen 

f y2. dF = J" 

lVI. LI d rp . LI d X . 
7fT = ~ (Jz' cos2yl + J y ' sm2 'I.jJ) + as (Jy - Jz) sm!p' cosy}, 

0= LI d rp (Jy _ J.) sin!p . cos 'I.jJ + Lldd X (Jz sin211' + J y cos2!p) . 
ds s 

Daraus folgt 
lVIs . 9 Lldrp 
j;- (Jz· sm"y) + J y ' cos2 1jJ) =. ds-' Jz' J y , 

L1drp=...!.~ds, J = Jz·Jy 
, E.Jo 0 Jzsin21p+JY'CoS2 1f-" 

tiber die Temperaturanderungen soll vorausgesetzt werden, dan 
sie geradlinig von t1 im Punkte v = max· (y cos 11' + z sin 1jJ) bis t2 
im Punkte v = min (y cos 1jJ + z simp) verlaufen und in der Achse 
(v = 0) t = to sei. Bezeichnet ferner h den Abstand der Tangenten 
an die Randkurve des Querschnittes rechtwinklig zur Tragerebene, 
und L1 t = t1 - t2, so ist 

Mithin erhalt man aus beiden Einfliissen 

A Ns d 
LJ d s = E . F • d s + f • to' s , (4) 

Ms LI t 
Lldrp= --. ds +10'-' ds. 

E· J o h 
(5) 
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Die Arbeit V.dp=dsf(i;z,),z+'iy·,),y)dF driickt den Anteil der 
Querkraft an der gesuchten Formanderung aus. Die Berechnung aus 
den Normalkraften und Momenten allein beschreibt eine Formanderung, 
bei der die Querschnitte der biegungsfesten Stabe eben bleiben und 
rechtwinklig zur gekrtimmten Stabachse stehen. Eine Belastung, 
welche diese Formanderung erzepgt, ist praktisch nicht moglich. Um 
sie zu verwirklichen, miiBte man die Querkrafte = 0 setzen und in jedem 
Querschnitt eine Belastung durch auBere Krafte annehmen, die parallel 
zur Stabachse gerichtet, nach dem Geradliniengesetz iiber die Flache 
des Querschnitts verteilt sind und das Moment VB' ds haben. Um 
aus der beschriebenen Belastung zur wirklichen Belastung zu gelangen, 
ware eine Belastung zu superponieren, die in jedem Querschnitt aus 
Schubkraften mit der Mittelkraft VB und den beschriebenen Kraften 
in entgegengesetzter Richtung mit dem Moment - VB' ds besteht. 
Diese Belastung erzeugt in keinem Punkte Momente, also sind die 
Dehnungen C8 = O. Auf das Stab element ds wirken im Querschnitt s 
nur Schubspannungen mit der Mittelkraft VB' auf den Querschnitt 
s + ds Schubspannungen mit der Mittelkraft - VB und die bezeichneten 
auBeren Krafte parallel zur Stabachse mit dem Moment - VB' ds. 
Die Krafte an dem Stabelement sind also im Gleichgewicht, und an 
jedem Volumenelement desselben besteht Gleichgewicht, sofern die 
Schubspannungen die Gleichgewichtsbedingungen erfiillen. Die Vo
lumenelemente erfahren dabei nur Schiebungen ')'Z und ')'y, die am 

. Rande des Querschnittes verschwinden und im allgemeinen im Schwer
punkt GroBtwerte haben. Die Flachenelemente jedes Querschnittes 
bleiben danach am Rande rechtwinklig zur Erzeugenden des Stab
mantels und stellen sich in der Stabachse schief gegen diese. Die Quer
schnitte wolben sich auf beiden Seiten der neutralen' Achse in ent
gegengesetzter Kriimmung. Mithin verschiebt sich der Schwerpunkt 
des Querschnittes s + ds gegen die Normale zur Tangentialflache 
an den Querschnitt s im Schwerpunkt in Richtung der Y-Achse um ')'zods 
und in Richtung der Z-Achse um ')'vo' ds, wenn der Index 0 die Werte 
der Schiebungen im Schwerpunkt bezeichnet, und 

dp . 
dB = rzo' cos'I.jJ + ryo' sm'1j' 

gibt fUr jedes Stabelement die Richtungsanderung der Stabachse in 
der Ebene des Tragwerks an, welche durch die Querkraft erzeugt wird. 
Mit rzo und ryO ist dp von der Form des Querschnitts abhangig. Wird 
diese Abhangigkeit durch den Beiwert x ausgedriickt, so ist 

V 
dp=--~-ds 

G·F·x 
(6) 

zu setzen. Fiir den Kreisquerschnitt ist eine exakte Losung fiir die 
Spannungen 0, Tz> Ty , gegebenl). Bezeichnet V· x das Biegungsmoment 

1) L 0 v e: Lehrbuch der Elastizitat, S. 380 ff. 
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im Punkte x, fallt die Y-Achse in die Ebene der auBeren Kratte, und 
ist 2 r der Durchmesser des Querschnittes, so ist 

V·x.y 
a= J 

V[1 m+2] 
7:. = J 2" (r2 - y2 - Z2) - (r2 - y2 - 3 Z2) 8 (m + 1) , 

V m+2 
7:y = - J . y. z· 4 (m + 1) . 

Die Gleichgewichtsbedingung 

~ + a Tz + a Ty' = 0 
ox oy az 

und die Randbedingung y z 
T '-+T ·-=0 z r y r 

werden erfiillt. Auch kann man sich leicht iiberzeugen, daB die Vertraglich. 

keitsbedingungen a (0 a I' ) a2 e +- ~--y -2--Y--O 
oy az oy - ox·oz - , 

a (ory orz) -2 02 ez _ 2V 
oz a:y-a; - ox.oy--mEJ 

erfiillt werden. 1m Schwerpunkt entsteht 

maXT = V r2(~_~+2 ) 
z J 2 8(m+l) 

und mit F. r2 
J=--

4 

V ( 1) V 
manz = F 1,5- 2 (m+l) =Ft' 

wenn m = 4 gesetzt wird. FUr den Kreisquerschnitt ist demnach 
~ =f· 

FUr den am haufigsten vorkommenden Querschnitt, der zur Y-
Achse symmetrisch ist und einen Steg in der Symmetrieachse 

. ( 4y2) aufwelSt, kann i'y = 0, 'Yz= 'Yzo 1 -¥ gesetzt werden. Aus 

V= f7:z ·dF 
ergibt sich nun mit T. = 'Yz' G 

V f( 4y2) G = 1''''0 1 - ¥ dF, 

~ = 1"0 'F(1 - ;.J~2)' 
V 

dp=rzo·ds=G F ds, .. ~ 
4Jz 

~ = I-F . h2 , 
2 

fiir das Rechteck = 3 . 
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In die Gleichung (1) wil'd Gleichung (3), in die Gleichung (2) werden 
(4), (5) und (6) eingefiihrt. So erhalt man 

1· 0", = L: S. S· Q + l' L: S· t· s -L, (7) 

f M .]J'1 fN.N f v·v 1 l·om = E.Jods + E.F(ls+ G.F." ds+ 

+l'(fJ.tl.~t.dS+fN.to.dS)-L. f (8) 

Die rechte Seite der Gleichungen gibt den negativen Wert der 
Arbeit der inneren Krafte, vermindert um die Arbeit der Stiitzkrafte 
fUr jeden beliebigen Gleichgewichtszustand an. Die Gleichungen gelten 
demnach in unveranderter Form nicht nur fiir eine der 4 Grundauf
gab en, sondern auch dann, wenn es sich um eine beliebige Verbindung 
von Verschiebungskomponenten handelt. Sie werden Arbeitsgleichungen 
fiir die angenommene Belastung genannt. 

Anmerkung·. Zu etwas andern Zahlen fur " gelangt man, wenn man die 

Arbeit f iz . )'z • dF integriert, indem man )'z = ~ setzt und , sowie i durch 

V und V als Funktion der Koordinaten ausdriickt. Fur das Rechteck von der 
Rahe h und Breite t erhiilt man somit 

V (h2 ) 
r=2J4- y2 • 

_ V (h2 .) ,= 2J 4: - y- , 

also " = ~. 
Zur Beleuchtung der Frage soll ein einfaches Beispiel mit den Gleichungen der 

Elastizitiitstheorie (I Gleichungen 19, 20) untersucht werden. Ein Balken recht· 
eckigen Querschnittes (h, t) von del' Stutzweite 2 l sei in del' Mitte durch 2 P 
belastet. t sei so klein, daB '. vernachlassigt und die Aufgabe als ebene be
handelt werden dad. Dann treten nul' die Spannungen Ox und Tz auf, und es 
gel ten die Gleichungen 

":J :J ",2 '2 a2 
~ + ~z _ 0 ~, = 0 ~~ + c -.!1! _ __ )'_z_ e x a y -, a x ' 0 y2 a x2 - a x . a y . 

Del' Ursprung des Koordinatensystems wird in Balkenmitte angenommen, 
die +X - Achse durch den rechten Stutzpunkt gefuhrt (x = +l), die positive 
Y·Achse ist nach unten gerichtet. Die Lasung ist: 

u = _P " (l- -?- x) x . y +_~rL (2 + ~) + 0; . y + (3, 
E·J 2 6E·J m 

P [h2 mil 1 l' 1 ') 1 
v=-E.J 4 ;;: x+ 2m (l-x)y2+_jf\l-T X x2 J-0;.x+r. 

0;, (3, )'. sind Konstante. 1nfolge 7t = 0, v = 0 fiir x = 0, y = 0 verschwinden 
f3 und r· 

eu P P 
ex = ax = E J (l- x) . y, Ox = Ex • E = J (l- x) . y, 

ov P Ox cuD v 
ey=-:o--= -E--J--(l-x)y, ey=---, Oy=O, ., =---L_ 

uy ··m m.E "(:y I ix' 

au P ( 1) P y 2 ( 1) ay= lEJ l--2- X x+ EJ 1+ 2m +0;, 

a v P [h2 m + 1 y2 ( 1 ') 1 ax = - EJ 4- ---:m- - 2m + 1- -2 x x - 0;, 

Iz = - :/r~ ~ 1 (~ _ y2) , Tz = G • )'z = - tJ ('~2 - y2) . 



Ausfiihrung der Rechnung im Falle des Fachwerkes. Beispiele.219 

Man iiberzeugt sich leicht, daB die oben angefiihrten Differentialgleichungen 
erfiillt werden. 1st vo = - v fUr x = + 1, Y = 0, so ist Vo die Durchbiegung 
in Balkenmitte 

P [h2 1n + 11 1 13] 1 Vo = + - - -- + - + ex . EJ 4 m 3 . 

Die GIeichung der elastischen Linie, bezogen auf die Wagerechte durch die 
Stiitzpunkte lautet 

. P [h2 1n + 1 I ( 1) 2] o = Vo - EJ 4 ------m- x +"2 1 - :3 x x - ex . x. 

Formt man 0 in Om' den durch die Momente erzeugten, und 0., den durch 
die Querkriifte erzeugten Wert, so ist 

o = ~ [-.!- Z3 - J_ (Z - ~ x)' x21 
m EJ 3 2 3 " 

Ov = IJ [ ~2 m ;J (Z - x)] + ex (Z - x) . 
Demnach ist 0. von ex abhangig. Die nachstliegende Bedingung zur Be

stimmung von ex ist infolge der Symmetrie: Querschnitt in Balkenmitte lot-

recht. Sie ist durch ~ u_ = 0 fiir x = 0, y = 0 ausgedriickt und ergibt ex = O. 
oy 

Mithin erhalt man: 
00. P 1n + 1 h2 P h2 

ox =-EJ-m4=-2G.J·4 

und mit J= -l2F . h2 

00. P 
ax -G.F·i' 

Wird jedoch ex aus der Bedingung ~ v = 0 fiir x = 0, y = 0 bestimmt, die 
ox 

notwendig ist, wenn die beiden Zweige der elastischen Linie in dem Angriffs
punkt der Last ohne Knick ineinander iibergehen sollen, so erhalt man 

P m + I h2 oOv 
ex = - E J 1n 4 und [)x = 0, % = 00. 

Man erkennt, daB der Verzerrungszustand in nachster Nahe des Angriffspunktes 
der Last von wesentlichem EinfluB auf die Durchbiegung aus der Querkraft ist. 
Da bei Ableitung der Arbeit f i z • j'z • dF der Umstand vernachlassigt ist, daB 
die Verzerrung in dem Angriffspunkt der Einzellast verschieden ist von der im 
iibrigen bestehenden, folgt daraus, daB die Auswertung des Integrales ein ge
naues Ergebnis nicht haben kann. Der vernachlassigte Wert ist von derselben 
GroBenordnung wie das Integral. Da beide klein sind im Verhaltnis zu dem 
EinfluB der Momente und die oben ermittelten Zahlen x groBte Werte ergeben, 
empfiehlt es sich, mit diesen zu rechnen. 

48. Ausfiihrung der Rechnung im FaIle des Fachwerkes. Beispiele. 
Bei Ausfiihrung der Rechnung ist es zweckmaBig, die nach dem 

Superpositionsgesetz zulassige Trennung der verschiedenen Ursachen 
vorzunehmen. Demnach sind die Formanderungen 1. infolge einer 
gegebenen Belastung bei gleichbleibender Temperatur und unver
schieblichen Stiitzen, 2. des unbelasteten und unverschieblich ge
stiitzten Tragwerks infolge einer gegebenen Anderung der Temperatur, 
3. des unbelasteten Tragwerks infolge gegebener Verschiebungen der 
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Stiitzpunkte oder Drehungen der Einspannungen bei unveranderter 
Temperatur getrennt zu berechnen. 

1m FaIle des Fachwerks wird die Rechnung am zweckmaBigsten in 
Form einer Tabelle durchgefiihrt. Die Summen in Gleichung (7) er
strecken sich iiber aUe Stabe des vorliegenden Fachwerks. In nicht 
seltenen Fallen ist die Langenanderung einzelner Stabe jedoch ohne 
EinfluB auf die gesuchte Formanderung. Diese Stabe scheiden durch 
Verschwinden der Spannkraft 8 aus. Demnach ist im allgemeinen eine 
Tabelle anzulegen, in der aIle Stabe des Fachwerks aufgefiihrt werden. 
Da die Beiwerte e sehr kleine GroBen sind, empfiehlt es sich, beide 

Seiten der Gleichung mit der groBen Zahl K ~'~. zu multipli-
ra tel elt 

zieren, in welcher Fe ein geeignet gewahlter Querschnitt ist. Enthalt 
Z. B. das Fachwerk eine groBere Zahl von Staben gleichen Querschnittes, 
dann wahlt man fiir Fe diesen Querschnitt. Andernfalls wird Fe = 
dem groBten vorkommenden Querschnitt gesetzt. Man berechnet 
demnach 

und erhalt E· Fe • 0111 , wofiir die kiirzere Bezeichnung 0;'" eingefiihrt 
wird, in der Krafteinheit X Langeneinheit, in der die Spannkrafte 8 
und Stablangen 8 eingefiihrt sind, wenn S und C die Zahlenwerte der 
Spann- und Stiitzkrafte aus der angenommenen Belastung bezeichnen. 

Stab s' 8 

1 
2 

8 8·8·s' 

Nebenstehend ist die 
zweckmaBige Form 
der Tabelle zur Be
rechnung des Ein
flusses einer Bela
stung angegeben. 

Die Anwendung 
des Verfahrens sei an 
Beispielen erHiutert. 

a) Strebenfach
werk, Abb. 162. Ge
sucht die lotrechte 

Abb. 162. 

Verschiebung des 
Punktes m infolge 
gegebener lotrechter 

Lasten. Angenommene Belastung: Belastungseinheit des Punktes m, 
- b - a 

d. i. lotrechte Last 1 in m. Sie erzeugt A = 1 T ' B = 1 T also 

in den Staben links von m S = 1 ~ ·8', 

in den Stab en rechts von m S = 1 ~ . 8" 
l ' 
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wenn S' und S" die in Nr. 32 Seite 126 gekennzeichneten Spannkrafte 
aus A = 1 bzw. B = 1 sind 

-~, b ...., S' S ' a ...., S" S ' 
U m = T ":;"'1 • • 8 + T ":;"'r • • 8 , 

Gesucht die Drehung der Lotrechten a a: tiber dem linken Auflager 
nach rechts. Angenommene Belastung: Belastungseinheit der Ge-

raden aa', d. i. wagerechte, linksweisende Kraft ~ in a und wagerechte 

rechtsweisende Kraft ~ in a'. Sie erzeugt B = -}, S = + . s" 

b:n = + 2: S" . S . s'. 

b) Sichelbogen mit festem Auflager in a, wagerecht verschieblichem 
Auflager in b, Abb.163. Gesucht die Verschiebung des Punktes b gegen 
a,d. i. die Langenanderung der Sehne a b infolge gegebener Lasten. 

e ---~~~Y~+~-r--------f 
_____________ tJ __ t____________ ~ 

a. b 0'"" 
Abb. 163. 

Angenommene Belastung: Belastungseinheit des Punktpaares a und b, 
d. i. Last 1 in a in Richtung ba und Last 1 in b in Richtung ab. Sie 

- - -
erzeugt A = B = 0 und Spannkrlifte S, die Sa bezeichnet werden solI en. 

LJ' a b = 0;" =2: Sa· S . 8'. 

FUr die Spannkrlifte Sa gelten die Formeln 

O = -1 Yun . 0" U 1 Yon Un 
na h".Ie ' na = -';;:. T . 

Da und La konnen sodann nach dem in Nr. 32 angegebenen Verfahren 
durch Krafteplane fUr die Knotenpunkte einer Gurtung gewonnen 
werden. Nicht unzweckmaf3ig sind auch die Formeln 

Dna = (Yun _ Yun-l) d", 
hn hn - 1 }, 

L _ Yun Yon - Yon-l _?!"'!. Yun+l - Yun 
na - hn }, hn 2 . 

Ftir dieselbe Verschiebung, erzeugt durch 2 Lasten H, deren eine in a 
in der Richtung b a 1 die andere in b in der Richtung a b angreift, erhalt 
man, da S = H . Sa ist, 
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Gesucht die gegenseitige Vel'schiebung del' Punkte e und t infolge 
einer Zunahme del' Temperatul' urn to in den Staben del' oberen Gur
tung. Angenommene Belastung: Belastungseinheit des Punktpaares e, 
t, d. i. Last 1 in e in Richtung t e und Last 1 in t in Richtung e t. Die 
Spannkriifte S seien Se bezeichnet, ihre Wel'te ergeben sich aus den 
Formeln fUr Sa, wenn die Ordinaten auf die Gerade e t bezogen 
werden. Del' erste Sta,b beider Gurtungen bleibt spamlUngslos. 

s. _ ...... S. __ et~(Yun - e) 0;, 
Um - e t.L. e 0 -, 1 h' 

I~ n 

Die Summe erstreckt sich nul' iiber die Obergurtstabe vom zweiten bis 
vorletzten. 

c) Gesucht ist die gegenseitige Verschiebung del' Punkte e und t 
des Sichelbogens mit fest en Auflagern in a und b infolge einel' Zunahme 
del' Temperatur um to in den Obergurtstaben. Angenommene Be
lastung: Belastungseinheit des Punktpaares e, t, wirkend auf ein 
statisch bestimmtes Fachwerk. Dasselbe kann durch Beseitigung des 
Obergurtstabes in del' Mitte gebildet werden, ebenso auch durch Be
seitigung del' wagerechten Stiitze in b. Letzteres solI gewahlt werden. 

Dann ist S = Se 

Da die Temperaturanderung in dem vorliegenden statisch un
bestimmten Fachwerk Spannkrafte erzeugt, die St genannt werden 
sollen, ist 

LIs = e t . s + St . ~ EF 
zu setzen. Daher ergibt sich 

b;" = eE· Fe' tLISe' 0 + L2Se' St' s'. 

Die erste Summe erstreckt sich nur iiber die Stabe del' Obergurtung 
vom zweiten bis vorletzten. Die zweite Summe erstreckt sich iiber 
aIle Stabe, in denen Se odeI' St nicht verschwindet. Also fallen in .2:2 
die ersten und letzten Stabe beider Gurtungen aus. 

~------l~~------?~+I~E-------Z~------~~ 

Abb. 164. 

d) Dreigelenkbogen, Abb.164. Gesucht die Drehung del' Geraden 
durch die Punkte g, e del' linken Scheibe gegen die Gerade durch die 
Punkte g, e del' rechten Scheibe infolge gegebener Lasten. Die positive 
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Richtung sei die Anderung des unteren Winkels + LllX. Angenommene 

Belastung: Belastungseinheit des Geradenpaares ge, d. i. Last ! in e 

und ~ in g, rechtwinklig zu Stab g e der linken Scheibe, rechtsdrehend 

gerichtet, Last ! in e und ~ in g rechtwinklig zu Stab g e der rechten 

Scheibe, linksdrehend gerichtet. Sie erzeugt A = ii = 0, if = ,I , und 
wenn Sa die Spannkrafte bezeichnet, die durch 
die Kra,fte H = - 1 entstehen, 

~ Jz., 

e'~ig 
~d' ):e d~ Nur in dem Untergurtstab 1 und den Diagonal-

staben 2 und 3 ist zu - ~ S noch die Spann- Abb. 164 a. , a 

kraft zu addieren, die durch die Kraft ~ in e entsteht. Sie sei Se be-

zeichnet. Mit den aus Abb. I64a ersichtlichen Bezeichnungen sind die 
Werte Se 

in Stab 1: 

in Stab 2: 

in Stab 3: 

Mithin ergibt sich 

15;" = - ~ 2:, Sa . S . 8' + L Se . S . 8' . 

Wird hierin fUr S die Summe der Spannkrafte gleicher Stabe beider 
Scheiben aus den gegebenen Lasten eingefUhrt, dann erstrecken sich 
die Summen nur liber die Stabe einer Scheibe. 

e) Gelenktrager auf 3 Stlitzen mit dem Gelenk in g, Abb . .l65. Ge
sucht die Drehung des Endfeldes des eingehangten Tragers gegen das 

Abb. 165. 

Endfeld des Kragtragers infolge gegebener Lasten. Die positive Rich
tung sei die positive .Anderung des unteren Winkels. Angenommene 
Belastung: Belastungseinheit des Geradenpaares g e, g d, d. s. die lot-
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recht nach oben gerichteten Lasten ~ in e und d und die lotrecht nach 
2 - I 

unten gerichtete Last + T in g. Sie erzeugt C = - Y; , 

aus (a) 

folgt 

C(ll+ d)-Bl=O 

jj = _~ + d. 
II . l 

Die Momente M verlaufen zwischen c und a geradlinig von 0 bis - (1 + ;), 
1 

nur in Punkt gist die Gerade unterbrochen. Die Momentenflache wird 
durch das Dreieck c, b, a', von dem das Dreieck e', g, d' abgezogen ist, 
Abb. 165a, dargestellt. Demnach sind die Spannkrafte 8 in folgender 
Weise zu berechnen. Das Fachwerk, dessen Obergurtung iiber g nicht 

_2 

~~) 1 I -(1+7:, 
c g a.' b 

Abb. 165a. 

unterbrochen ist, wird als einfacher, in c und b gestiitzter Balken be
handelt. In dem Teil ac entstehen durch C = I die Spannkriifte 8'. 
In dem Teil a b entstehen durch B = 1 die Spannkrafte 8". SchlieBlich 
sind die Spannkriifte in den beiden Feldern beiderseits g zu berechnen, 

die durch die Lasten ~ in g sowie -} in e und d entstehen. Diese 

Spannkriifte - es kommen nur die Stabe 1, 2, 3, 4 in Betracht - seien 
8'" bezeichnet. Dann sind die Spannkriifte in den Stab en 1, 2, 3, 4 

S = - -~ 8' + 8'" 
II ' 

in allen andern Stab en zwischen den Stiitzen a und c 

s = -~8" 
in allen Stab en zwischen den Stiitzen a und b 

S = - ~ll~ ~ ·8". 

Die Lotrechte iiber a kann beliebig dem Teil ac oder ab zugezahlt 
werden. Mithin ergibt sich 

0' = - -~ ~ 8' . 8 . 8' - j + d ~ 8" . 8 . 8' + ~ 8'" . 8 . 8' 
Tn l) .L.J II . l .L.J .L.J . 

c b e 

In Stab 1 ist } 8' = + 8 m , also kann der Stab in beiden Summen 
1 

gestrichen werden. 
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f) Die in den Knotenpunkten 1, 2, 3 zu einem Dreieck 
bundenen Stabe erfahren die Spannungen 01' °2 , °3 , Gesucht 
die Anderungen der Winkel des Dreiecks 
LI lX.1 , LI lX. 2 ' LI lX.3 , Abb. 166. Um LI lX.1 zu be
rechnen, werden die Stabe 2 und 3 durch 
die Belastungseinheit des Geradenpaares be
lastet, das sind die einander entgegengesetzt 

1 
gerichteten Krafte - in 3 und 1, rechtwinklig 

8 2 
zu Stab 2 und rechtsdrehend sowie die Krafte 

~ in 2 und 1, rechtwinklig zu Stab 2 gerichtet 
8 3 
und linksdrehend. Die angenommene Belastung 
erzeugt 

1 
8 1 =h' , 

Mithin ist 

1 
8 2 = - h cos lX.3 ' 

I 

~15~ 

Abb. 166. 

1 
E • LI lX.1 = h (°1 8 1 - 02 • 82 cos lX.3 - 03 • 83 cos lX. 2) • 

I 

und mit 
8 2 cos 0\:3 8 3 cos 0\:2 

h = cotg lX.3 , h = cotg LX2 • 
1 1 

E· LfLXl = «()l - ()2) cotg lX.3 + «()l - ()3) cotg lX.2, 1 

ver
sind 

E·LfLX2 = «()2 - ()t} cotgLX3 + «()2 - ()3) cotgLXl, }1) (9) 

E· Lf LX3 = «()3 - ()l) cotg LX2 + «()3 - ()2) cotg LXl' J 
g) SchlieBlich soIl noch die Anwendung des Verfahrens auf ein 

nicht stabiles Gebilde gezeigt werden, dessen Formanderung eindeutig 
bestimmt ist, und zur Ableitung einer haufiger benutzten Formel 
verwendet werden. 

Einfacher Stabzug oder auch schlechtweg Stabzug wird ein Gebilde 
aus p einfachen Staben genannt, die durch p - 1-Gelenke zu einer 
Kette verbunden sind. Die Stabe k6nnen auch Gerade von bestimmter 
Lange sein. Ein solcher Stabzug wird des 6fteren zur Darstellung von 
Formanderungen stabiler Tragwerke benutzt, nachdem die Langen
anderungen seiner Stabe und die Anderungen der Winkel zwischen 
den in einem Gelenk verbundenen Staben ermittelt sind. Erfahren die 
Langen bestimmte Anderungen Ll8 und die Winkel bestimmte Ande
rungen LI {}, so sind die gegenseitigen Verschiebungen aller Knoten-

1) Miiller-Breslau, H.: Graphische Statik II, 1, S. 87. 

G r ii n i n g, Statik. 15 
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punkte eindeutig festgelegt. Um irgendeine gegenseitige Verschiebung 
der Knotenpunkte aus den gegeben~m LIs und LI {} mit Hilfe des Prin
zips der virtuellen Verruckungen zu berechnen, ist nur notwendig, 

n 

"n Yn-1 Yn y,. 

~,o-___ L ___ L ___ 1 ______ ~ 
I~-~---------l----------~ 

Abb.167. 

einen Gleichgewichtszustand 
in den~ Knotenpunkten des 
Stabzuges herzustellen, des
sen Krafte die Arbeit 1· c5 
leisten. Da der Stabzug nieht 
stabil ist, folgt aus der 
Notwendigkeit des Gleieh
gewichts in allen Knoten

punkten allerdings eine gewisse Beschrankung in der Wahl der Lasten. 
Es solI die gegenseitige Verschiebung Lll der Punkte 0 und p eines 

Stabzuges aus den gegebenen Langenanderungen LIs aller Stabe und 
Winkelanderungen LI {} aller Winkel berechnet werden, Abb. 167. 
Angenommene Belastung: Last 1 in Punkt 0 in der Riehtung po, Last 1 

in Punkt pinder Richtung 0 p. Um 
einen Gleichgewiehtszustand herzu
stellen, werden in jedem Knotenpunkt 
Lasten hinzugefugt, die dureh fol

//0 gende Angabe fiir die Punkte n - 1, 
'~--,,-______ -'!..::c.. n, n + 1 bestimmt sind (Abb. 167 a). 

Abb.167a. Es seien Sn, sn+1 die Langen der 
Stabe n, und n + 1, CPn, CPn+1 die 

Neigungswinkel der Stabe gegen die Gerade op, Yn-l, Yn, Yn+1 die 
reehtwinkligen Abstande der Punkte n - 1, n, n + 1 von der 
Geraden 0 p . Reehtswinklig zum Stab n wird in n die Kraft· 

P" = ~ (y" - Yn-l) und in n - 1 dieselbe Kraft in der entgegengesetz-
s" 

ten Riehtung angebraeht. Die Kraftrichtungen werden so gewahlt, daB 
das Kraftepaar das linksdrehende Moment y" - Y,,-l ergibt. In der
selben Weise werden die Endpunkte jedes Stabes belastet. Dann ist das 
Moment der Krafte in den Knoten 0 bis r, um r 

7 

M, = 1· Y, - L:(Y" - Yn-d = 0, 
1 

da das auf Stab 1 wirkende Kraftepaar den Wert - (Yl - Yo) = - Yl 
hat. Ebenso ergibt sieh aus den Kraften in den Knoten p bis r um r 

- p 

M, = 1· Yr + ~(y" - Yn-l) = 0, 
7+1 

da die ~ mit Yr+l - Yr beginnt, und Yp - Yp-l = -Yp-l ist. Mithin 
fallt die Mittelkraft aus den Lasten links oder rechts jedes Stabes in 
den Stab. Da ferner die Gleichungen 2: M = 0 erfullt werden, besteht 
in jedem Knotenpunkt Gleiehgewieht. Die Spannkraft if.. im Stabe n 
kann aus den Kraften links oder reehts des Stabes berechnet werden. 
Setzt man Sn = der Summe der Seitenkrafte der Krafte in den Knoten-
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punkten 0 bis n - 1 nach der Stabrichtung, so heben sich die Krafte

paare 1 bis n - 1, und die in n -1 wirkendeKraft P = ~ (Yn - Yn-l) ist 
rechtwinklig zur Stabrichtung. Also ist 8n 

Sn = 1· cosC(Jn. 

Um die Arbeit der Krafte anzusetzen, wird jede Kraft der Krafte
paare in zwei Krafte zerlegt. In n wirkt aus dem Kraftepaar des 

1 1 
Stabes n: - Yn, aus dem Kraftepaar des Stabes n + 1: -- . Yn beide 

8 n 8n +l 

nach auBen gerichtet, Abb. 167 b. In n - 1 wirkt aus dem Krafte-

paar des Stabes n: ~ Yn und in n + 1 aus dem Kraftepaar des 
1 8n 

Stabes n + 1: -- . y, beide nach innen gerichtet. Diese vier Krafte 
8 n +l 

bilden die mit Yn multiplizierte Belastungseinheit des Geraden
daares n und n + 1, welches im Knotenpunkt n zusammenhangt. 
Seine positive Richtung 
ist die positive Auderung 
des auBeren Winkels, 
mithin leistet es, da #n 
der innere Winkel ist, 
die Arbeit - Yn . #n. 
In derselben Weise wer
den die Kraftepaare 2 
bis p - 1 zerlegt, die 
Kraftepaare 1 und p 

Yn+1 ~Yn+1 
Sn+1 Sn+2 

n+1 

Abb. 167b. 

konnen nicht zerlegt werden, da Yo = 0, Yp = 0 ist. Man erhalt 
2·2 (p - 2) + 2 ·2 = 4 (p - 1) Krafte, welche die mit Y multipli
zierten Belastungseinheiten der p - I-Geradenpaare bilden. Demnach 
lautet die Gleichung des Prinzips der virtuellen Verruckungen fiir die 
angenommene Belastung 

mit S = 1 . cos C(Jn ergibt sich die gesuchte gegenseitige Verschiebung 
p p-l 

1· L1l = LJ-L1sn · cosPn + "L}Yn· L11'tn . 
1 1 

(10) 1) 

49. Ausfiihrung der Rechnung im FaIle des Stabwerkes. Beispiele. 
Man multipliziert beide Seiten der Gleichung (8) mit der Zahl 

E·J 
Kr it inh' L': inh . 2' in der J c ein geeignet gewahltes Traga e mt· angene mt 
heitsmoment ist. Wenn auf einer langeren Strecke der biegungsfesten 

1) Miiller-Breslau, H.: Graphische Statik II, 1, S.92. 

15* 
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Stabe das Tragheitsmoment unveranderlich ist, wahlt man dieses, 
andernfalls im allgemeinen das groBte vorkommende. 

Man berechnet demnach 

E·J j-M J j- J j'- EJ ___ c.b = M-~ds+ N.N.-c-ds+ V.V. c ·.ds 
12 m 1 J F·P Q.F.".12 

E.s.JC(jM Llt d jN to d) EJc L +--1- h s+ 1 s _po , 
worin 1 die Langeneinheit ist. Man erhalt die linke Seite in der Kraft
einheit . Langeneinheit, in der die Krafte und Langen der rechten Seite 
eingefiihrt sind, wenn M, N, V, iJ Zahlenwerte bezeichnen. Dabei ist 
zu beachten, daB J, Fund die Stablangen in derselben Langeneinheit 
angegeben werden mussen. Urn die Integration durchfilhren zu konnen, 
mussen die Integrale in Teilintegrale zwischen solchen Grenzen zerlegt 
werden, innerhalb deren die Momente, Normalkrafte und Querkrafte 
als stetige Funktionen der Lange s dargestellt werden konnen. Der 
Anteil der QuerkrMte ist fast immer vernachlassigbar klein, jedenfalls 

- J·E 
genugt es stets, f V· VF-----.!'-Q ds als nachtrngliche Verbesserung . " . 
anzusetzen. In vielen Fallen ist auch der Anteil der Normalkrafte 
klein im Verhaltnis zu dem der Momente. Das wichtigste Glied ist 

- J . 
daher f M . M . JC. d so Sind nun die Achsen der einzelnen Stabe Gerade 

oder aus mehreren Geraden zusammengesetzt, so konnen immer solche 
Teilintegrale gebildet werden, in denen entweder Moder M geradlinig 
zwischen den Grenzwerten verlauft. Meist trifft das fUr M zu. Die 
Grenzen eines Teilintegrales mogen die Punkte a und b der Stabachse 
bezeichnen und l die Lange der Stabachse zwischen denselben. Das durch 
MA bezeichnete Moment verlaufe geradlinig zwischen den Werten 'YJa 

Abb.169. 

in a und 1Jb in b. Dann ist die MA-Flache ein Trapez, dessen Ordinate 
im Punkte x, x', Abb. 168, durch 

x' x 
MA = T ·17a + T ·17b 

gegeben ist. Das zweite Moment des Integrals sei MB bezeichnet. 
Dann ist 

b a b 

j Jc 1Jaj J c I I 'YJbjO J c 
MA·MB·Jds=T MBo J oX ·dx +T M B · J ·x·dx. 

a b a 
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'l'ragt man nun die verzerrte Momentenilache MB auf, deren Ordinate 

M B • ; ist, Abb. 169, so ist 

a 

fM Jc 'd' rr::.' B • J . X· X = eBb 

b 

das statische Moment der verzerrten Mn-Flache in bezug auf die 
Rechtwinklige zum Stab durch b, und 

b 

f M B' ; - X - d x = 6R a 
a 

das statische Moment der verzerrten Momentenflache in bezug auf die 
Rechtwinklige zum Stab durch a. Man erhalt 

b 

fM M Jc 't)a t'%' 't)b t'%' 
A' B- Jds=T·~Bb+T-~Ba. (11) 

a 

1st die verzerrte MB-Flache durch eine ge
brochene Linie begrenzt, so bestimmt man 
ihren Schwerpunkt S graphisch, er habe von 
a den Abstand Xo von b den Abstand x6, 
berechnet den Inhalt F~ der verzerrten 
Momentenilache und weiter 

~Ci?J" 
i-J3& >IE ~l------1 
1 E l -I 

Abb. 169a. 

1st die verzerrte MB-Flache ebenfalls geradJinig begrenzt, also im 
allgemeinen FaIle ein Trapez, so kann man die 6k ansetzen, indem man 
das Trapez durch eine Diagonale in zwei Dreiecke zerlegt. Die verzerrte 
Mn-Flache habe in a und b die Ordinaten !;a und !;b, Abb. 169a, dann 
ist 

1st 1}a = 1Jb = 1}, so ergibt sich 
b 

fMA.MB- ~dS='t)-F~, 
a 

da e'nb + 6 Ra = [·FB ist. 

(12) 

Die dargestellte Auswertung des Integrales ist in allen Fallen durch
fUhrbar. Die Formel kann man fUr die verschiedenen Falle geradlinig 

1 ill d M M d M J c • • kID uf ver a en er omente A un B' J welter entwlC e n. ara 

kal1l1 und solI hier jedoch verzichtet werden, da die Integralwerte nach 
der gegebenen Anweisung in jedem Falle ohne weiteres hingeschrieben 



230 Die Formanderung des Tragwerkes. 

werden konnen. Die Gleichung (11) solI die Auswertungsformel genannt 
werden. Es empfiehlt sich, die M und M-FHichen aufzutragen. Man 
erkennt dann sofort, welche Teilintegrale zu bilden sind, damit ihre 
Werte nach der Auswertungsformel hingeschrieben werden konnen. 

Beispiele: 
a) Balken auf zwei lotrechten Stiitzen von veranderlichem Trag

heitsmoment, belastet durch lotrechte Einzellasten, deren Momente 
berechnet sind. Gesucht die lotrechte Verschiebung des Punktes m 
nach unten. a und b sind die Abstande des Punktes von den gleich
namigen Stiitzpunkten. Angenommene Belastung: Belastungseinheit 

des Punktes m, d. i. lotrechte Last 1 in m . 
- b 

Sie erzeugt A = I· y' 
- a - a·b 
B = I· -, M in m = I· ~. 

l I 
Die M -Flache ist ein Dreieck, dessen 

a~' ~~~~~~~~~~ b 
b Spitze unter m die Rohe + ~l hat, 

/I --~-r~---b----~B 

~X~~~~,-----,X'L---~ 

~IE~--------r4i-l~--------~~~1 
I 
I 1m-

~ "JgJ ~ 

Abb. 171, Abb. 170 sei die ver-

, ~M-F/dcl7e 

1(~ 

zerrte M-Flache. Die M-Flache 
zeigt, daB die Teilintegrale ffir die 
Grenzen O<x<a und O<x' <b 
zu bilden sind. FUr das erste ist 
1)a = 0, ffir das zweite ist 1)b = O. 
Mithin ergibt sich nach der Aus
wertungsformel 

Abb. 170 bis 172. s, a • b~, a . b ~, 
Um = -Z. a . o,;;.)Ba + --z-:b o,;;.)Bb· 

Die verzerrte M-FHiche wird durch die Lotrechte in min zwei Flachen 
geteilt, der Flacheninhalt beider berechnet und ihr Schwerpunkt be
stimmt. Es sei 

a b 

J M . 'l d X = Fl , J M • 'l d X' = F~ . 
o 0 

Xl der Abstand des Schwerpunktes der Flache FI von a, x~ der Ab
stand des Schwerpunktes der Flache F~ von b. Dann ist 

.{', b F' a Til' , (13) 
Um = T 1 • Xl + T..(! 2 • X2· -

Gesucht wird die Drehung des Endquerschnittes iiber dem linken Auf
lager nach rechts, die identisch ist mit der Drehung der Tangente an 
die Stabachse im Stiitzpunkt a. Angenommene Belastung: Belastungs
einheit der Geraden, d. i. rechtsdrehendes Moment 1 im Querschnitt a . 

Sie erzeugt jj = ~ , mithin wird die M-Flache durch die Gerade be

grenzt, deren Ordinate = + 1 in a und = 0 in b ist, Abb. 172. Die 
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M-Flache zei~t, daB nur ein Integral zu bilden ist, fUr welches 
ist. Danach ergibt sich 

I 

,It'/!::.' 
Om = 7-:;;Bb-

231 

17b = ° 
(14) 

1st F' =.r M . ~ d X der 1nhalt der verzerrten M -Flache und x6 der 
o 

Abstand ihres Schwerpunktes vom Stiitzpunkt b, Abb.170, so ist 

~, 1 F' , 
U", = T -Xo· 

Drei beliebige Punkte der 
Stabachse, m - 1, m, 
m + 1, erfahren die lot
rechten Verschiebungen 
15m -1, 15m , 15m + 1, es seien 
M~_1' M~, M~+1 die 

mit ~c multiplizierten Mo

mente in den Punkten aus 
den gegebenen Lasten. 
Ferner sei vorausgesetzt, 
daB zwischen m - 1 und 
m + 1 nur in m eine Last 
wirkt, und die Werte M' 
von M~ -1 bis M~ sowie 

Abb. 173. 

von M;n bis M;n+1 geradlinig verlaufen, Abb. 173. Durch die Punkte 
m - 1 und m, ebenso durch m und m + 1 sei je eine Gerade ge
legt, die flm und flm+t genannt werden. Gesucht wird die Drehung 
der Geraden flm gegen die Gerade gm+1, positiv als Anderung des unteren 
Randwinkels. Angenommene Belastung: Belastungseinheit des Ge
radenpaares flm und gm+1' d. i. in m - 1 die nach oben gerichtete lot-

rechte Last -}-, in m die nach unten gerichteten lotrechten Lasten 

1 1 . 'm 1 di h b . h LiS' T + -A -, m m + e nac 0 en genc tete ast -1 - • Ie erzeugt 
m m+1 _/'m+1 

in m -1 und m + 1 M = 0, in m M = + 1. Die M-Flache ist danach 
ein Dreieck, von der Hohe + 1 in m und der Basis Am + Am+1' Abb.174. 
Aus der M-Flache ist ersichtlich, daB zwei Teilintegrale zu bilden sind. 
Das erste auf der Strecke Am, fill welches 1]a = 0, 1]b = + 1 ist, das 
zweite auf der Strecke Am+ 1, fill welchen 1]a = + 1, 1]b = ° ist. Mithin 
erhlilt man 

, 1 ~ 1 ~ 
T", = r I;;.Im,m-l + A--· ·1;;.1",+1,m+1· 

'" m+1 

(5""m-1 ist das statische Moment der Flache M' zwischen m - 1 und 
m in bezug auf die Lotrechte durch m - 1, (5",+1,m+1 das statische 
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Moment der Flache M' zwischen m und m + 1 in bezug auf die Lot
rechte durch m + 1. Da beide M' -Flachen Trapeze sind, werden sie 
in je zwei Dreiecke zerlegt. So ergibt sich 

, 1 (M' M' ) A;' 1 (2 M' . M' A~+l 
T", = r "'-1 + 2 '" -6 + A-- '" + "'+1)-6-

'" "'+1 
oder 

T~ = t [M~t-1· A", + 2 (M~· Am + M~. Am+1) + M~+l· Am+1]. 

Hierin ist M~ fUr das Feld m verschieden von M:n fUr das Feld m + 1 , 
wenn Jm von J m+1 verschieden ist. 

Sucht man folgende Verbindung der Verschiebungen 

Jm - 1 + Jm + Jm Jm+1 
- ---r,:- Am Am+1 - Am+1' 

so sind die Lasten -}- in m - 1, ,!- in m + 1, beide lotrecht nach oben 
m Am+1 

gerichtet, und ; +,!-- in m lotrechtnach untengerichtet anzunehmen. 
Am Am+1 

Diese Belastung ist dieselbe wie die zur Berechnung von r~ benutzte. 
Mithin ist 

, JI 1 J' (1 1) 5;' 1 Tm = - m-1· ~ + m ~ +-,- - Um+1-,- = 
Am Am Am+1 Am+1 

t [M;n-1 • Am + 2M:n (A", + 1m+1) + M:n+1· Am+1]. 

1st Am = A"'+l, so kann die Gleichung in der Form 

Om-l - 2 Om + Om+l _ ___ 1_ (M' 4M' M: ) 
1..2 - 6EJc m-l + m + m+l (15) 

geschrieben werden. Die Gleichung ist das Analogon zur Differential-
~ gleichung der Biegungs-

//~ 'f linie 
-- - -t d2 J M 

dx2 EJ 

1· 

-~~----,x'~-----

Ao~-----------l--------~~ 

und geht mit A = dx in 
diese tiber. Sie kann 
die Differenzengleich ung 
des Biegungspolygones 
genannt werden. Abb. 175. 

b) Bogen, fester Sttitzpunkt in a, wagerecht verschieblicher Sttitz
punkt in b, belastet durch lotrechte Einzellasten, Abb. 175. Gesucht 
wird die gegenseitige Verschiebung der Punkte a und b. Angenommene 
Belastung: Belastungseinheit des Punktpaares a und b, d. i. die Last 1 
in a in d~ Richtung b a und die Last 1 in b in der Richtung a b. Sie 
erzeugt A = B = 0 

N = 1· cosq;, M=1·y. 
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Die M-Flache ist demnach die Flache zwischen der Bogenachse und 
der Geraden a b. Die Lasten P erzeugen N = - (Ao - 2: PI) sin cP 
und die Momente Mo des einfachen Balkens. 

8 8 

A' ab = o:r, = - j(Ao -2: PI) ~ sincp. coscp· d8 + j Mo' y; ds. 
o 0 

Man ersetzt die stetig gekriimmte Stabachse durch ein Polygon, dessen 
Eckpunkte denselben wagerechten Abstand 2 voneinander haben, 
indem man 2 hinreichend klein wahlt. 1m allgemeinen kann die Wahl 
auch so getroffen werden, daB alle Angriffspunkte von Lasten Eck
punkte des Polygons sind. Beide Integrale ergeben dann ffir jede Seite 

des Polygones ein TeilintegraL Ferner kann ffir jede Seite ~c = i~ 
n 

als konstanter Mittelwert eingefUhrt werden. Jeder Teil des ersten 
Integrals hat dann den Wert 

(Ao - 2: PI) 2· i~ . sin CPn . 

Greift eine Last zwischen den Eckpunkten an, so muB (Ao -2: PI) 2 
noch in Teile zerlegt werden. Zur Auswertung des zweiten Integrals 
tragt man in jedem Punkte des 
Polygones den zugehorigen Wert 

i M~cvon der Polygonseite nach 

beiden Seiten als Ordinate auf, 
wie Abb. 176 veranschaulicht. 
Man zeichnet also die ver
zerrte Momentenflache fUr jede 
Polygonseite so, daB die Poly

.Abb. 176. 

gonseite die Mittelachse der Flache ist, und der Schwerpunkt der Flache 
s 

auf der Polygonseite liegt. Dann ist j M ~~ . y. d8 = dem statischen 
. 0 

Moment der verzerrten Momentenflache in bezug auf die Gerade a . b . 
1st F n der Inhalt der verzerrten Momentenflache der Seite n und Yn 
der Abstand ihres Schwerpunktes von a b, dann ergibt sich 

o:r, = -2: (Ao - 2: PI) 2· i;, sincpn + LF~. Yn· 

Gesucht die gegenseitige Verschiebung der Punkte a und b infolge 
einer Belastung durch die Kraft H in a in der Richtung b a und die 
Kraft H in b in der Richtung a b. Angenommene Belastung: die 
Belastungseinheit des Punktpaares a, b. Es ist 

N = H· coscp, M=H·y, 
s s 

5.1 (jJc jJc 9 ) Um = H F . cos2 cp • d 8 + J' y • . d 8 • 

o 0 
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1st die Bogenachse nicht durch eine integrierbare Funktion gegeben, 
J 

oder ; unregelmaBig veranderlich, z. B. stufenformig, so wahlt man 

wieder das Polygon, dessen Seiten die konstante Feldweite A haben. 
Der Wert des ersten Integrals ist fiir jede Seite A' i~· cost'pn. Urn das 

zweite zu berechnen, tragt man i- y; als Ordinate einer Momenten

flache von den Geraden desPolygones nach beidenSeiten auf und erhalt 
damit die Flache, deren 
statisches Moment in be
zug auf a b den Wert des 
Integrales angibt. Die 
Bogenachse sei eine Para
bel vom Pfeil f in i- l 
(Abb.I77) 

Abb. 177. Y = ~t . x· (l- x) 

und J folge der Beziehung J . cos rp = J c , wenn J c das Tragheitsmoment 

im Scheitel ist. Ferner sei hinreichend genau ~ = i2 zu setzen. Dann 
ist 

8 8 

c5;" = H (i2 f cosrp' dx + f y2. dx), 
o 0 

l l 

c5;" = H (if /" + (~i)'Ix2 (l- X)2dX) . 
11 1 + en (l- 2 X)2. ' 

o 0 

Die Integration ergibt 

5'.1 -H l('2 l (If rr::.' 4f 8 f2) 
U'" - • % 4 f ~t om T + 15 . 

Der Wert des ersten Gliedes ist im Verhaltnis zu dem des zweiten 
klein, so lange der Pfeil des Bogens nicht klein ist. Andererseits kommt 

der Wert 4lf . mt @Jin 4! der 1 sehr nahe, wenn 4! kleiner als etwa 

0,6 - 0,8 ist. ,Mithin kann immer genau genug 

o~ = H· 1 (:5 f2 + i2) (16) 

gesetzt werden. 
c) Portalrahmen, fester Stiitzpunkt in a, wagerecht verschieblicher 

Stiitzpunkt in b. Tragheitsmoment der Pfosten J o konstant, des Riegels 
abgestuft J 1 = J o' J 2 , J a • Der Riegel sei durch lotrechte Einzellasten 
belastet (Abb.178). Gesucht wird die gegenseitige Verschiebung der 
Punkte a und b. Angenommene Belastung: Belastungseinheit des 
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Punktpaares a und b, d. i. Last 1 in a in der Richtung b a, Last 1 in b 
in der Richtung a b . 

N = + 1 im Riegel, = 0 in den Pfosten, 

M = + 1· y, im Riegel ist y = h = const. Abb.179 zeigt die 
M-Flache. 

Die Lasten P erzeugen A = A o' B = Bo' M = Mo; N = -Ao im 
linken Pfosten N = - Bo im rechten Pfosten, N = ° imRiegel. FUr 
den Riegel wird die ver
zerrte Mo-Flache dargestellt 
(Jc = J 3), deren Ordinaten 
entsprechend der Abstufung 
der Tragheitsmomente in 1 
und 2 unstetig sind. Da N 
im Riegel, N in den Pfosten 
verschwindet, ist 

f - J 
N·Nds ;=0. 

Demnach ist 
l 

l5;"=hf Mo ;dX=h'Fo, (17) 

o 
wenn Fo den Inhalt der ver
zerrten Momentenflache be
zeichnet. 

Der Rahmen sei durch 
eine Kraft H in a in der Rich

A 

tung b a und eine Kraft H in 
binder Richtung a b belastet ~ 1 

(Abb.179). Gesucht wird die 
gegenseitige Verschiebung der 

. +y 

c 
i) 
~, 

(L 

pi 
I 

p p 

I 
I 

I +x 
I I 

r ~ 
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I 
pi 
I 
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I 
I 
I 

m~ 
~ 

IP 
I 
I 
I 

r 
L {L I 

:f I 
I 

B 

Abb. 178 und 179. 

Punkte a und b. Die Lasten H erzeugen N = H· N, M = H· M, 
mithin ist 

l5;" = H (f jj2; ds + f Xr2 'i dS). 

Die M-Flache ist der M-Flache proportional. Die Integrale werden 
in die Teile fUr die Pfosten und den Riegel zerlegt. Zur Berechnung 
des ersten Integrals fur den linken Pfosten nach der Auswertungs
formel ist rja=O, 1Jb=h, Und.rEBa als statisches Moment des Drei
ecks von der Hohe h und der Basis h in bezug auf die Wagerechte 
durch a anzusetzen. 
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wenn h' = h ~c bezeichnet. Denselben Wert hat das Integral fUr den 
o 

rechten Pfosten. In dem Integral des Riegels ist 'Y/a = 'Y/b = h, mithin 
ergibt sich 

1 

f M2 ~c dx = h (hll ~a + h .12 ~a + h1a) = h2 (l{ + 12 + la), 
o 0 1 2 

worin 

bezeichnen. 
1 

I, I J a 
1 = IJ ' 

1 

f -N2Jcd -I '2 + I '2 + I '2 F Y - 1 ~l 2 ~2 3 ~3 • 

o 

Man erhalt schlieBlich 

c5:n = Hh2 [~ h' + l~ + l~ + la + 11 (ir+ l2(ir + la(iYJ. (IS) 

Die Formel zeigt, daB der Anteil der Normalkrafte verschwindend klein 
ist, also die drei letzten Glieder im allgemeinen gestrichen werden 
k6nnen. 

Gesucht ist die wagerechte Verschiebung des Kopfpunktes des linken 
Pfostens nach rechts infolge der oben angegebenen lotrechten Lasten 
auf dem Riegel. Angenommene Belastung: Belastungseinheit des 
Punktes c, d. i. wagerechte, rechtsweisende Kraft 1 in c. Sie erzeugt 

- - h - h 
-A=+B=I T , H=+1 ina, N=+y' M=I'Y im 

- h 
linken Pfosten, N = - -1 ' 

I 
I 
I 
I 
I 
k--.x' 

M = 0 im rechten Pfosten, N = 0, 

M = + ~ x'im Riegel. Abb.lS0 

d 
zeigt die M-Flache. Das Inte
gral, welches die Arbeit der Mo
mente ausdrtickt, erstreckt sich 
nur tiber den Riegel. In der Aus
wertungsformel ist 1Ja = +h, 
'Y/b = 0, @)~b das statischeMoment 
der verzerrten Mo-Flache in be-

T zug auf die lotrechte durch den 
1;lv " rechten Endpunkt des Riegels. 

Abb. 180. Der Schwerpunkt der F5-Flache 
ist zu bestimmen, sein Abstand 

von der bezeichneten Lotrechten ist xb (Abb. 17S). Dann erhalt man 

c5:n = ~ [F5' x6 - (Ao - Bo) h ~J . 
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d) Dreigelenkrahmen, feste Stiitzpunkte a und b, Gelenk g in Mitte 
des Riegels. Auf den Riegel wirken lotrechte Einzellasten. Gesucht 
ist die gegenseitige Drehung der Endquerschnitte beiderseits des Ge
lenkes g, positiv als Anderung des unteren Winkels zwischen den Quer
schnitten, der von der Lotrechten durch g durchsetzt wird (Abb. 181). 

+y 

iiJ-Fliiche i I z 
h 

(L +x __ J 
A B 

Abb. 181. Abb.182. 

Das Vorzeichen der Momente sei durch einen Augenpunkt im Inneren 
festgelegt. Angenommene Belastung: Belastungseinheit des Geraden
paares, d. j. rechtsdrehendes Moment 1 am Querschnitt links, linksdrehen
des Moment 1 am Querschnitt rechts des Gelenkes. Sie erzeugt 

A = B = 0, H = ~, N = - ~ im Riegel, N = 0 in den Pfosten. 

M = - i in den Pfosten, M = -1 im RiegeL Abb.182 zeigt die 

M-Flache. 
Durch die Lasten entsteht im Riegel das Moment 

M=Mo-H.h. 
Da M 0 in x = 0 und x = l 
sowie M in g verschwindet, 
erhalt man die M-Flache aus 
der Mo-Flache, indem man 
durch Punkt g der Mo-Linie 
die Wagerechte zieht, wenn 
die Mo-Linie auf eine wage
rechte Nullinie bezogen ist. 
Damit sind auch die M-Fla
chen fUr die Pfosten gefunden, 
da in den FuJ3punkten M = 0 

M-Flache 

Abb. 183. 

und in den Kopfpunkten M = - H . h ist. Ferner ist N = - H im 
Riegel, N = - Ao im linken, N = - Bo im rechten Pfosten. Abb. 183 
zeigt die M-Flache. 

Nach der Auswertungsformel ergibt sich fUr den Riegel mit 
1Ja = 1Jb =-1 

1 

J if M ~c dx = - (Fo - Hhl) ~c = -F6 + Hhl', 
o r 
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fUr den linken Pfosten mit 'YJa = 0, 'YJb = - 1 
h 

fiiMJcdY=H~h2 .~h JC=H hh' 
J o h 2 3 J o 3 ' 

o 
und derselbe Wert fUr den rechten Pfosten, schlieBlich 

fN N J c ds = H .Z. i; 
Fr h' 

da das Integral fUr die Pfosten verschwindet. 

b;" = - F~ + H h [Z' + ~ h' + Z ( ~) l (19) 

M-nliche 

Abb. 184. 

Die Formel zeigt, daB der 
EinfluB der Normalkrafte ver
schwindend klein ist. 

Gesucht ist die wagerechte 
Verschiebung des Gelenkes !l nach 
rechts. Angenommene Belastung: 
Belastungseinheit des Punktes fJ, 
d. i. wagerechte rechtsweisende 
Last 1 in !l. Sie erzeugt 

- - h-
-A=B=IT , H=-! in a, 

- h h 
H = +! in b, N = + T im linken, N = - T im rechten Pfosten, 

N = +! im Riegel links von !l, N = -! im Riegel rechts von !l, 
- - - h 
M = + 1- y im linken, M = - ! ~ im rechten Pfosten, M = ! h - 1 T x 
im Riegel. Abb. 184 zeigt die M-Flache. 

Nach der Auswertungsformel ergibt sich, wenn der Schwerpunkt 
der Mo-Flache die Abstande Xo und x~ vom linken und rechten Pfosten 
hat, fUr den Riegel mit 'YJa = - 'YJb = i h 

l 

j. - J c ( h h) J c 
. MMydx= 2fFo·x'o-2fFo·xo Jr· 
o 

Der Anteil des Momentes - H . h wird zu 0, da fUr das Rechteck 
<tJBa = <tJBb, dagegen 'YJb = -'YJa ist. Aus demselben Grunde wird das 

Integral fUr jeden Pfosten = o. In f N N:; ds ist da~Teilintegral 
des Riegels = 0, da N = - H konstant ist, wahrend N in !l das 
Vorzeichen wechselt. Die Pfosten liefern 

A hh ·2 d 
-oT·~O un B h h·· + 0 T ~o, 
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e) Kette, vertieft durch zwei wagerechte Balken von konstantem 
Tragheitsmoment J, die durch das Gelenk gverbunden sind (Abb. 185). 
Linker Balken durch lotrechte Streckenlast p belastet. Gesucht die 
gegenseitige Drehung der Endquerschnitte beiderseits des Gelenkes, 
positiv als Anderung des von der Lotrechten durch g durchsetzten 
unteren Winkels. Angenommene Belastung: Belastungseinheit des 

B S 
~ M-Rache 

M-Flache 

Abb. 185, 185a und 185b. 

Geradenpaares, d. 1. das rechtsdrehende Moment 1 am Querschnitt 
links und das linksdrehencle Moment 1 am Querschnitt rechts von g. 
Sie erzeugt 

in den Balken 0, Bo=O, 

-- 1 
in den Kettenstaben Kn = + T sec fPn , 

in den Hangestaben 
1 

Zn = T (tg fPn - tg /fin+!) , 

im Pfeiler 
- 1 
S = - T (tg Y + tg c5), 

in der Riickhaltkette 
1 

R= Tsecy. 

Die Belastung erzeugt 

im BalkenI 

3 
Ao=SpZ, 

M = Ao x - ! P x2 - H 4zt x (l - x), 
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wenn die Kette eine Parabel yom Pfeil/in i 1 ist. 

M=PX (~l-x) 
4 2 ' 

in Balken II 

M B ' H 4 /, 1 ') = OX - 12 X ( - x , 

M= _px'(~l_xl) 
4 2 ' 

in den Kettenstaben Kn = H . seegJn, 

in den Hangestaben Zn = H (tggJn - tggJn+l) , 

in dem Pfeiler S = -H (tgy + tgo), 

in der Riiekhaltkette R = H see y . 

Da die Momente M antisymmetriseh, die Momente M symmetriseh 
zum Gelenk g verlaufen (vgl. Abb. 185 a und 185 b), ist 

fMM~~ =0. 
Mithin ergibt sieh 

E ·Feom ="J;S. S· s' 

als Summe der Arbeit der Spannkrafte S in der Kette, Riiekhaltkette, 
Hangestaben und Pfeilern. 

Die Temperatur nehme in der Kette, den Hangestaben, Stiitz
pfeilern und Riiekhaltketten um to zu, ebenso an der Oberkante des 
Versteifungsbalkens, wahrend sie an der Unterkante unverandert 
bleibt. Gesueht die gegenseitige Drehung der Endquersehnitte beider
seits des Gelenkes g. Es ist LI t = - to, also wenn h die Hohe des Balkens 
bezeiehnet 

( 21 -) am = e to 3 h + 2: S . 8 . 

Die Summe umfaBt aIle Kettenstabe, Hangestabe, Stiitzpfeiler und 
Riiekhaltketten. SehlieBlieh solI an dem vorliegenden Beispiel die 
Aufstellung der Arbeit L erlautert werden. Der Punkt c, in dem die 
linke Riiekhaltkette verankert ist, versehiebe sieh um o~ naeh oben 
o~ naeh reehts, der Stiitzpunkt e um o~ und der Stiitzpunkt a um 
o~ naeh unten. Die Auflagerkrafte infolge der angenommenen Be
lastung, deren positive Riehtungen in b, /, d bezeiehnet sind, sind 

- 1 
R=/see y , 
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mit der wagerechten Seitenkraft 
- 1 
Rcos)' = T' 

und der lotrechten Seitenkraft 
- 1 
R sin), = T tg )' , 

- 1 
S = T (tg)' + tg 0) , 

- 1 
A = Ao - H tg 0 = - - . tg 0 . 

f 
Die Richtungen der Krafte R cos)" R sin), und S sind denen der 

V erschie bungen entgegengesetzt, die Kraft A ist der V erschie bung 
gleichgerich tet. 

- 1 
L = - T [o~ tg)' + o~ + o~ (tg)' + tg 0) - o~ tg 0] , 

(\n= -L=; [(o~+o;)tg)'+O~/+(O;-O~)tgo). 

f) Auf den Quertragern einer Brticke, deren Haupttrager A und B be
zeichnet sind (Abb.186), ruhen zwei Langstrager a und b symmetrisch zur 
Mitte der Quertrager. tiber dem Quer-
trager m sind beide Langstrager durch 
ein Gelenk aufgelagert, auf beiden Seiten 
des Quertragers m laufen sie ohne Ge
lenke durch. Lotrechte Lasten stehen in 
allen Feldern auf den Langstragern. 
AuBerdem wirken die auBeten Momente 
-1)m tiber dem Quertrager m auf die 
Langstrager. Die tiber den Sttitzen 

I I I I 
b 

B 

Abb.186. 

m - 2, m - 1, m + 1, m + 2 in den Langstragern durch die Be
lastung erzeugten Momente M m- 2 , M m- 1 , M m+ 1 , Mm+2 seien bekannt, 
ebenso die Momente M o, die in jedem Felde in den Langstragern ent
stehen wtirden, wenn diese als einfache Balken von der Sttitzweite J. 
auf den Quertragern 
gelagert waren. Die 
Sttitzenmomente sind 

negativ und durch 
M m - 2 = -1)m-2, 

M m - 1 = -1)m-l usw. 
bezeichnet. Abb. 187 
zeigt die Momenten
flache der Langstrager. 
SchlieBlich seien die 

J I I +T 
~A-----;t--~A------7-I-E--;t--~ 

m-2 11t-1 m m+1 m+Z 

Momente9)(am_l,9)(am, Abb.187. 
9)(am+1 in den Knoten-
punkten des Haupttragers A, sowie die durch den Index b gekenn
zeichneten in den Knotenpunkten des Haupttragers B bekannt. Die 
Momente in den Quertragern seien 9)(~'-1' 9)(;" usw. bezeichnet. 

G r ii n i n g, Statik. 16 
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Gesucht wil'd die gegenseitige Drehung der Endquerschnitte des 
Langstragers a beiderseits des Gelenkes iiber m, positiv als Anderung 
des oberen von der Lotrechten durchsetzten Winkels. Angenommene 
Belastung: Belastungseinheit des Geradenpaares, d. i. linksdrehendes 
Moment 1 am Endquerschnitt des Tragers im Feldem, rechtsdrehendes 
Moment 1 am Endquerschnitt des Tragers im Felde m + 1. Da der 
Belastung ein statisch bestimmtes Tragwerk unterworfen werden darf, 
werden auch iiber den Quertragern m - 1 und m + 1 Gelenke im 
Langstrager a angenommen. Mithin sind die Stiitzkriifte der Quertrager, 

die auf den Langstrager wirken, 

- - 1 
R m- 1 = Rm+1 = +T' 
und die Momente 

Abb. 188. 

Abb. 188 zeigt die M-Flache des Langstragers a. In allen andern 
Feldern des Langstragers a und im Langstrager b ist M = 0. Auf die 
Quertrager wirken in den Punkten a 

1 
R m- 1 = Rm+l = +T' 

2 
R"'=-T· 

Mithin sind die Stiitzkriifte der Haupttrager A und B, die auf die Quer
trager in m - 1 und m + 1 wirken. 

A= 

in m 

1 b 
}, i' B= 

1 
}, 

a 

z ' 

"":1:<'----. ----~j~-I - 2b 
A=-T z' 

Abb. 189 und 190. 

Die Momente in den Endpunkten 
9)(' = 0, in den Punkten a 

-, 2ab 
9)(m = -D· 

Abb. 189 zeigt die 9)(-Flache fiir die Quertrager m - 1 und m + 1, 
Abb. 190 fUr den Quertrager m. Auf die Haupttrager wirken die Stiitz-
driicke .Ii und 13 als Lasten, d. h. auf A 

auf B 

- 1 b 
Pm - 1 = Pm + 1 = TT 

1 a 
Pm - 1 = Pm +! = -·--Z

), 

und 

und 

2 b 
Pm = -T-z ' 



Ausfiihrung der Rechnung im Faile des Stabwerkes. Beispiele. 243 

Die drei Lasten Pm-1, P"" Pm+1 sind untereinander im Gleich
gewicht, sie erzeugen also keine Auflagerdrticke und keine Momente im 
links von m - lund rechts von m + I, auch wenn die Haupttrager . 
nicht statisch bestimmt sind, sofern nur zwischen den Punkten m - I 
und m + I in den Haupttragern kein Gelenk liegt. Mithin entstehen 

- b 
imam - 1 = imam+1 = 0, imam = -IT' 

- a 
imbm = -IT' 

Abb. 191 und 192 zeigen die ima- und 9J1b-Flachen. Das Tragheits
moment der Haupttrager sei zwischen den Knoten m - lund m + I J o 
das der Quertrager J l' das der Langs
trager J. Es wird J a = J o gesetzt. 
Dann ist nach der Auswertungsformel 
fUr den Langstrager a im Felde m 
'f/a = 0, rJb = I, im Felde m + I17a = I, 
'7b = 0 und 

/
':'" Ja J o I C'"' 

• M MJds= J 'T(~m,"'-l+®m+1,m+d 

Fom und Fom+1 sei der Inhalt der 
Mo - Flachen in den Feldern m und 
m + I, sowie Xo der Abstand des 
Schwerpunktes der Fom-Flache von 

B~j 
Abb. 191 und 192. 

m - I und Xo der Abstand des Schwerpunktes der Fom+1~Flache von 
m + I. Dann lautet die rechte Seite 

J I [ ).,2).,2 ] -J. T Fom' Xo + Fom+1 • Xo - (2 'f/m + '7m-1) 6 - (2 'f/m + 17m+1) 6" . 
Ftir die Quertrager m - lund m + 1 ist 

rechts von a 
ab 

17a= TI' '7b = 0 . 

wenn (SA sich tiber die im'-Flache von A bis a und ®B tiber die We'
Flache von B bis a erstreckt. Die We' -Flache ist geradlinig zwischen 
den Punkten A, a, b, B begrenzt, die Momente in a seien im~, in b imb. 
und mit dem Index des Quertragers bezeichnet. FUr m - list 

J 0 f - I {b, a2 a [, _(a2 b - a 2 a + b) 
J 1. M.M.ds=T T WCam-1' 3 +T W'bm-1 3+2---3-' 

, b-aa+2b]}Jo + WC am -1 2 -- --3-. J 1 ' 

= 6a}, [W(~m-d2 b - a) + imbm - 1 7 bJ ~:, 
16* 
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ebenso ergibt sich fiir m + 1 

Jof- a ,Jo 
J

1 
MM· ds = 61 [IDr"m+ 1 (2 b - a) + IDlbm+.1 • b] J;' 

. 2ab 2a·b 
fur mist lmks von a 'Y/a = 0, 'Y/b = - -'-l ' rechts von a 'Y/a = - -;'-1- , 
'Y/b = 0, also wird /. . • . 

Jof- 2a ,Jo 
J

1 
M· M· ds = - 61 [IDr"m (2 b - a) + IDlbm • b] J

1 
•. 

Die Arbeit der inneren Krafte der drei Quertrager ist demnach 

- A i = 6al [(IDl~m-l - 2 IDl~m + IDl~m+1) (2 b - a) 

+ (IDl{,m-l - 2 IDlbm + IDlbm+l ) b] ~o • 
• 1 

b . 
Fur Haupttrager A ist im Feld m 'Y/a = 0, r]b = -1 T' 1m Feld 

b 
m + 1 'Y/a = - 1 T' 'Y/b = 0, demnach ergiht sich 

= -1 1 ~ 1 [(IDlam-l + 2 IDlam ) ~ + (2 IDlam + IDlam+1) ~] , 

bl 
= - 61 (IDlam - 1 + 4 IDlam + IDlam +1) , 

ehenso ergibt sich fur den Haupttrager B . 

Fiir die gesuchte Drehung erhalt man nun 

( Xo X~) J o 1 J o 
E Jobm = Fom' T + FOm+1' T J - 6 ('Y/m-l + 417m + 17m+1) J 

+ :1 [(IDr"m-l - 2 IDr"", + 2 IDl~m+1) (2 b - a) 

+ (IDlbm - 1 - 2 IDlbm + IDlbm +1) b] ~o 
1 

bl 
- 61 (IDlam - 1 + 4 IDlam + IDlam+1) 

al 
- 61 (IDlbm - 1 + 4 IDlbm + IDlbm+Il. 
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Sind die Haupttrager Fachwerktrager, 
z. B. von der in Abb. 193 dargestellten 
Gliederung, so ist deren Arbeit 

-Ai= 28.S ·s'. 

In A entstehen die Spannkrafte 

- b sec)' 
Oa= +-(-h-' 

m 

fj __ ~ secp 
a - Z h", . 

Aus den Lasten entsteht 

O mam 
a=-h secy , 

In 

mam f.I Ua = +--secv· 
h", 

, 
I 
I 
I ; 
"'E--A.: ') € 

Abb. 193. 

Die Formanderung der Fiillungsstabe sei vernachlassigt. Ferner werde 
J c = ! F h;" gesetzt. Dann ergibt sich 

LSS. s' = -(mam · b + mbm' a) 22Z (sec3 y + sec3 fi)· 

50. Die Satze von der Gegenseitigkeit der Formanderungen. 
Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Formanderung des elastischen 

Tragwerkes, welches bei unveranderter Temperatur eine Belastung er
fahrt, folgt aus der Form der Sum men bzw. Integrale, welche den 
Wert der Arbeit der inneren Krafte ausdriicken. Fiir ein Tragwerk, 
welches aus biegungsfesten und einfachen Stab en besteht, ist 

-Ai=fN . N . ds +{M. M ds + (·V. V_d~+2S.S_s_. 
EF. EJ. GF· x EF 

In jedem Glied stehen die Krafte N, V, S sowie die Momente M 
des angenommenen Gleichgewichtszustandes, welche die Arbeit leisten, 
parallel zu den gleichartigen GroBen N, V, S, M des Belastungs
zustandes, welcher die Formanderungen erzeugt. Der Wert der Arbeit 
wird demnach nicht verandert, wenn diese GroBen in jedem Glied ver
tauscht werden, so daB ein Wechsel zwischen dem die Arbeit leistenden 
und dem die Formanderung erzeugenden Gleichgewichtszustand ein
tritt. Kennzeichnet man zwei Gleichgewichtszustande durch die Zeiger a 
und b, so ist 

f· ds f·' ds f' T ds" s 
. Na·NbJjTF+ .. Ma·MbFJJ +. Va· T"GF.x+~Sa·SI)EF 

sowohl der Wert der Arbeit der inneren I{rafte des Zustandes a bei 
der durch den Zustand b erzeugten Formanderung, wie der Wert der 
Arbeit der inneren Krafte des Zustandes b bei der durch den Zustand a 
erzeugtenFormanderung. Daraus folgt, daB die Arbeitswerte der auBeren 
Krafte beider Zustande einander gleich sind. 

2 Qa • Vb = 2 Qb . Va, 
ferner, wenn die Stii tzen keine V erschie bungen erfahren: 

2 P a • Ob = 2:' P b • Ou. (20) 
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In diesel' Gleichung bezeichnet Ob die Wege del' Lasten Pa, die durch 
den Zustand b erzeugt werden und oa die Wege del' Lasten P b , die durch 
den Zustand a erzeugt werden. Die Gleichung 20 gilt auch dann, wenn 
die Lasten Stiitzenverschiebungen erzeugen, die den Stiitzkraften ver
haltnisgleich sind, da dann 2: Ca· Ob = L: Cb • Oa ist: Demnach besteht 
del' Satz: "Die Arbeit del' Lasten des Gleichgewichtszustan
des a auf den Wegen, die d urch den Gleichgewichtszustand b 
erzeugt werden, ist gleich del' Arbeit del' Lasten des Gleich
gewichtszustandes b auf den Wegen, die durch den Gleich
gewichtszustand a erzeugt werden." 

Del' Satz ist von Bet til) aufgestellt worden. Seine Gtiltigkeit ist 
an die oben genannten Voraussetzungen, unverschiebliche odeI' linear 
elastische Stiitzen und unveranderte Temperatur, auBerdem abel' an ge
radlinige Beziehungen zwischen den Spannungen und Verzerrungen ge
bunden, da die parallele Stellung del' gleichartigen statischen GroBen in 
del' Arbeit del' inneren Krafte nul' fUr ein geradliniges Formanderungs
gesetz besteht. 

Zu einem wichtigen Sonderfall des Satzes gelangt man, wenn man 
die Zustande a und b auf je eine Belastungseinheit beschrankt. Daml 
ist L:Pa • Ob das Produkt aus del' Krafteinheit und dem Weg del' Be
lastungseinheit a, del' durch die Belastungseinheit b erzeugt wird. Diesel' 
Weg sei (Jab bezeichnet. Ebenso ist L:Pb • Oct das Produkt aus del' Kraft
.einheit und dem Weg del' Belastungseinheit b, del' durch die Belastungs
einheit a erzeugt wird. Diesel' Weg sei Oba bezeichnet. So ergibt sich 

(21) 

Del' Weg del' Belastungseinheit a, del' d urch die Belastungs
einheit b erzeugt wird, ist gleich dem Weg del' Belastungs
einheit b, del' d urch die Belastungseinheit a erzeugt wird. 
DerSatz ist zuerst von MaxwelP) aufgestellt und wird meist nach mm 
benannt. Er gilt ftir jede Verbindung del' in Nr.47 angefUhrten vier 
Belastungseinheiten. Z. B. ist die gegenseitige Drehung des Geraden
paares a infolge del' Belastungseinheit des Punktes b gleich del' Ver
schiebung des Punktes b infolge del' Belastungseinheit des Geraden
paares a. Dartiber hinaus besteht del' Satz fUr jede andere Belastungs
einheit, die man in Erweiterung des Begriffes schaffen mag. Es soIl in 
folgendem die Bezeichnung 0 mit zwei Zeigern stets den Weg einer 
Belastungseinheit angeben, del' durch eine zweite Belastungseinheit ent
steht. Del' erste Zeiger solI den Ort des Weges, del' zweite dessen Ursache 
bezeichnen. 

Aus einer Anwendung des Satzes Maxwells erhalt man die Dar
stellung del' EinfluBlinie fUr eine Formanderung, die man als Weg einer 
Belastungseinheit auffassen kann. Es ist (Jma del' Weg des Punktes m 
in bestimmter Richtung, d. i. die Projektion del' totalen Verschiebung 
des Punktes m auf die Richtung, del' durch die Belastungseinheit a 

1) Betti, E.: n nuovo cimento Bd.7 u. 8. 1872. 
2) Ma xwell, I. 01.: On the calculation of the equilebrium and stiffues 

of frames. Philos. Magazin Bd. 27, s. 294. 1864. 
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entsteht. Es sei nml (jma fUr alle Punkte m, in denen Lasten derselben 
Richtung an einem Tragwerk angreifen konnen, bestimmt und als 
Ordinate auf der Parallelen zur Lastrichtung durch m von einer Null
linie aus aufgetragen. (ja sei der Weg der Belastungseinheit a, also z. B. 
die Verschiebung des PW1ktes a,<'-:", gegenseitige Verschiebung der 
Punkte a und aI' die Drehung der 'Qeraden a oder die gegenseitige 
Drehung der Geraden a und a1 • Dann erzeugt die Last 1 im PW1kte m, 
da 

ist, den Weg 
Oa = 1· (jma 

und die Lasten P in emer Anzahl der Punkte m den Weg 

(ja = L Pm' oma· 
Die Verschiebungen der Lastknoten in der Lastrichtung, 
die durch die Belastungseinheit erzeugt werden, sind die 
Ordinaten der Einfl uBlinie fur den Weg der Belastungs
einheit a. 

Offenbar kann diese Beziehung durch den Satz Bet tis erweitert 
werden. SolI die EinfluBlinie fUr die Verbindung verschiedener Wege 

IX . (ja + P • Ob + Y • Oc 

dargestellt werden, so belastet man das Tragwerk in a durch den 
IX-fachen Wert der Belastungseinheit, deren Weg Ou ist, ebenso in b durch 
den p-fachen Wert der Belastungseinheit, deren Weg Ob ist usw., und 
berechnet die durch die bezeichneten Belastungen erzeugten Ver
schiebU11gen am der Lastknoten m in der Lastrichtung. Dann ist nach 
dem Satze Bettis 

1 . IX - oam + 1 . P . (jbm + 1 . Y • (jcm = 1 . am, 
also der "Vert der gesuchten Verbindung von Wegen, der durch die 
Last 1 in m erzeugt wird 

IX • oa + p . (jb + Y • Oc = Om , 

d. h. Om ist die Ordinate der gesuchten EinfluBfuue. 

b) Die elastischen Gewichte. 

51. Der Begriff des elastischen Gewichtes. Die Satze von den 
elastischen Gewichten. 

Die Verschiebung des Knotenpunktes m eines Fachwerkes gegen eine 
Gerade durch die Knotenpunkte n und n 1 ist die Anderung des Ab
standes des Punktes m von dem Punkte n', in dem die Richtung der 
Verschiebung von der Geraden nn1 geschnitten wird. Die KnotenpW1kte 
m, n, n1 sollen einer innerlich stabilen, dreistabigen Fachwerkscheibe 
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angehoren (Abb. 194). Den Wert der Verschiebung, die durch eine in 
den Momenten der auBeren Krafte um die Knotenpunkte gegebene 

0: 
! 

Abb. 194. 

Be1astung erzeugt wird, erha1t 
man in dem Wert der Arbeit 
der inneren Krafte der Be-
1astungseinheit des Punkt
paares m und n'. Da n' kein 
Knotenpunkt des Fachwerks 
ist, ist die Last 1 in n' durch 
die ihr parallelen Seitenkrafte 
in den Knotenpunkten n und 
n 1 zu ersetzen. Es wird ein 
rech twinkliges Koordina ten
system eingefUhrt, des sen Ur

sprung in m liegt, dessen positive x-Achse der positiven Verschiebung 
gleichgerichtet ist und des sen positive Y-Achse, in der Richtung der 
positiven X-Achse gesehen, rechtsweisend gewiihlt wird. In 

- s 
1'0 =""'S·S·~ 

in ~ EF 

werden die Spannkriifte S und S durch die Momente Jl1 und Jl1 aus
gedruckt. Fur jeden Knotenpunkt i der Fachwerkscheibe zwischen m, 
n, n1 sind Jl1i = + 1· Yi und Jl1i gegeben. Mithin erhiilt man, wenn man 
jeden Stab seinem Bezugspunkt zuordnet und gleich bezeichnet, sowie 

fY 

l 
\ 

den Abstand ri des Bezugs
punktes vom Stab einfiihrt, 

Jl1. 
Si=±-', 

ri 

~ 1· Si 
1 • (5 =.L Jl1 .. - - Y (22) 

in '~E . Pi . r7 ,. 

Die Verschiebung des Punktes m 
Abb. 195. der Achse eines biegungsfesten 

Stabes in einem Stabwerk gegen 
eine Gerade, die im Punkte n durch ihren Neigungswinke1 gegen die 
Stabachse festgelegt ist (Abb. 195), erhiilt man, wenn der Teil mn 
des Tragwerks einen einfach zusammenhiingenden Stabzug bildet, 
unter Vernachlassigung der Normalkriifte in 

( 1· ds 
1 . 0 = J.vI .-- y. 

m.1 EJi ,. 
(23) 

Eine Gerade gm sei durch die Punkte mm1 des Fachwerkes bzw. im 
Punkte m der Achse des Stabwerkes durch den Neigungswinkel gegen 
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die Stabachse festgelegt. Die positive Richtung der gegenseitigen Dre
hung T", der Geraden fI;' und fin sei die positive Anderung des in 
Abb. 194 und 195 angegebenen Winkels iX. Man erhaIt die durch ge
gebene Momente Mi erzeugte Drehung T", als Arbeit der inneren Krafte 
der Belastungseinheit des Geradenpaares flm und fin. Da die Belastungs
einheit in allen Punkten ides Tragwerkstiickes mn das Moment 
Mi = + 1 erzeugt, ergibt sich 

- 1 
S.S=M i ", 

ri 

l'Tm =J:Mi E 1 ~8i 2' l 
. i· ri 

l'Tm=IMi~·.~' j 
(24) 

In wichtigen Fallen sind die auBeren Krafte so angeordnet, daB 
das Stiick m n des Tragwerkes frei von Lasten und Stiitzkraften ist. 
Die links von m angreifenden 
auBeren Krafte werden zu ihrer 
Mittelkraft Rl vereinigt, ebenso 
die rechts von n angreifenden zu 
ihrer Mittelkraft Rr • Da Gleich
gewicht zwischen den auBeren 
Kraften besteht, haben Rl und Rr 
dieselbe Kraftlinie und GroBe, 
aber Emtgegengesetzte Richtung. 
Es ist die Verschiebullg am fiir 
den Fall anzugeben, daB die 
Kraftlinie durch den Punkt m 
geht, ferner die Drehung Tm fiir 

Abb.196. 

den Fall, daB die Mittelkrafte je ein Kraftepaar von dem Moment 
+ M bilden. Um 0", zu bestimmen, wird durch m eine dritte Achse Z 
rechtwinklig zur Kraftrichtung Rl gelegt, deren positive Richtung in 
der positiven Kraftrichtung gesehen nach rechts weist, Abb. 196. 
DanIl ist 

1 . a = R "",~1 ~8i _ • y .. ~. ) 
'" .L.,; E . Fi . r2 . t "'t, 

1· am = RI~·.~· Yi' Zt· 

also 

(25) 

Fallt die Kraftrichtung in die Richtung der Verschiebung, so deckt 
sich die Z-Achse mit der Y-Achse. Es ist 
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Fiir die Drehung Tm aus der bezeichneten Belastung ergibt sich mit 

Mi = M = const., 

f l. ds 
1 . Tm = M E. J i • 

(26) 

Die Formeln (22) bis (26) enthalten gewisse GraBen, die von den wir
kenden Momenten sowie von der Lage und Richtung der Verschiebung 
unabhangig und allein durch die Abmessungen des Tragwerkes Ull 

Punkte i bestimmt sind. Sie werden in den Bezeichnungen 

1· ds 
dgi = E·J. , 

(27) 

zusammengefaBt und das elastische Gewicht des Stabes i bzw. des Stab
elementes i genannt. Ihre Dimension ist 1 : Lange, da die im Zahler 
stehende 1 die Krafteinheit ist. Man kann das elastische Gewicht als 
Kraft auffassen. Wird nun das elastische Gewicht des einfachen Stabes 
im Bezugspunkt des Stabes, das des Stabelementes im Punkte der 
Stabachse als Kraft rechtwinklig zur Ebene des Systemes angesetzt, 
so lassen sich die L: bzw. f in den aufgestellten Formeln als Mittel
kraft, statisches Moment oder Moment zweiter Ordnung der elastischen 
Gewichte deuten. Fur die Anwendung ist es zweckma13iger, die 
GraBen gi bzw. dgi als Flache aufzufassen und darzustellen. gi als 
den Flacheninhalt eines Kreises, dessen Mittelpunkt der Bezugspunkt 
des Stabes i ist, dgi als ein Rechteck, dessen eine Hauptachse mit 
cler Stabachse ini zusammenfallt und in dieser die Abmes-

1 
sung d s , rechtswinklig zu ihr beiderseits die A bmessungen 2 E J, , 
hat. Wegen der GraBenordnung des Nenners in gi bzw. dg i ist der 

1 
Durchmesser des Kreises und die Hahe j[J, des Rechtecks als sehr , 
klein im Verhaltnis zu s und den Koordinaten der Punkte i anzu-' 
sehen. Dann ist 

1 . Om = L: .i.tIi . fli ·Yi, t 
1 . Om = I ~lIi . cl (Ii • Hi J 

(28) 

das statische Moment der Mi-fachen Flachen, durch welche die elastischen 
Gewichte dargestellt sind, in bezug auf die X-Achse d. i, die Achse in 
Richtung der Verschiebung. Ferner ist 

1 . T'm = L: .:.lIi . Yi, } 

1· Tm = I J.1Ii • dYl 
(29) 
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del' gesamte FHicheninhalt del' Mi-fachen Flachen, durch welche die 
elastischen Gewichte dargestellt sind. Ferner. sind 

odeI' 

1 . Ont = R .2:, gi' Yi . Zi, } 
1 . Om = R f d Yi . 'Yi • Zi, 

1 . Ont = R 2:, gi . Y;, } 
1 . Ont = R ,2:, d gi . Y; 

(30) 

(31) 

die Produkte aus dem Wert del' Kraft und dem Momente zweiter Ordnung 
del' bezeichneten FHichen in bezug auf die Achsen, in welche die Ver
schiebung und die Kraft fallen. Deckt sich die Kraftrichtung mit del' 
Verschiebungsrichtung, so ist das Moment zweiter Ordnung das Trag
heitsmoment. SchlieBlich ist 

1·Tnt =M· G, (32) 

G = 2:,Yi bzw. G = Id(li 

das Produkt aus dem Wert des Momentes und dem gesamten Flachen
inhalt del' bezeichneten Flachen. Mit Hilfe del' elastischen Gewichte und 
del' Darstellung derselben durch Flachen sind dIe Drehung '1:m und die 
Verschiebung Om durch den Inhalt von Flachen, das statische Moment 
von Flachen odeI' ein Moment zweiter Ordnung von Flachen ausgedrtickt. 

Die Fl'age des Vorzeichen,"l ist durch die Wahl del' positiven Koordi
natenachsen sowie del' positiven Richtung del' Momente und Drehungen 
geklart. Ftir die Anwendung empfiehlt es sich, sich von del' getroffenen 
Festsetzung frei zu machen. Das wird durch ein einfaches Kenllzeichen 
ermoglicht, welches in jedem FaIle tiber das Vorzeichen des Anteiles 
jedes elastischen Gewichtes in den Summen entscheidet. AIle Produkte 

Mi' (Ii . Yi, Mi' d(li' Yi, Mi' (Ii, Mi' d(li sind aus Mi' Mi entstanden, 
also stets positiv, wenn das Moment del' auBeren Lasten und das Moment 
del' Belastungseinheit in derselben Richtung drehen. Die Richtung 
del' Belastungseinheit deckt sich mit del' positiven Richtung del' Ver
schiebung odeI' Drehung. Man kann beide als eine drehende Bewegung 
ansehen. Mithin hat del' Auteil jedes elastischen Gewichtes in allen 
Summen das positive Vorzeichen, wenn das Moment del' auBeren Krafte 
nnd die drehende Bewegung del' Formanderung um den Ort des elastischen 
Gewichtes dieselbe Richtung haben. 

Die gefundenen Ergebnisse lassen sich in folgenden Satzen aus
sprechen, welche die Satze tiber die elastischen Gewichte genannt werden 
sollen. 

Wirken auf ein elastisches Tragwerk auBere Krafte mit 
den Momenten JJ1i , so ist in jedem Teile mn des Tragwerkes, 
welcher entweder eine dreistabige Fachwerkscheibe odeI' 
einen einfach zusammenhangenden, biegungsfesten Stab
zug bildet: 

1. die Verschiebung des Punktes m gegen die Gerade (In 
gleich dem statischen Moment del' Mi-fachen elastischen 
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Gewichte des Teiles mn in bezug auf dieAchse in der Richtung 
der Verschiebung; 

2. die Dreh ung der Geradengm gegen die Gerade g" gleich 
der Summe der Mi-fachen elastischen Gewichte des Teiles mn; 

Greifendie auBerenKrafte an dem Teile mn desTragwerkes 
selbst nicht an, und ergeben die auf einer Seite desselben 
wirkenden Krafte: 

3. eine durch den Punkt m gehende Mittelkraft, so ist 
die Verschiebung des Punktesm gegen die Gerade g" gleich 
dem Prod ukt aus dem Wert der Mittelkraft und dem Moment 
zweiter Ordnung der elastischen Gewichte des Teiles mn in 
bezug auf die Achsen in der Richtung der Kraft und der 
Richtung derVerschiebung, d. i. dem Tragheitsmoment, wenn 
sich beide Richtungen dec-ken; 

4. ein Moment, so ist die Dreh ung der Geraden glll gegen g" 
das Produkt aus dem Werte des Momentes und der Summe 
der elastischen Gewichte des Teiles mn. 

Uber das V orzeichen entscheiden nach der 0 ben aufgestellten Regel 
die Richtung der Momente der auBeren Krafte und die Richtung der 
drehenden Bewegung. 

Beim Fachwerk ist die Anwendung der Satze iiber die elastischen 
Gewichte zur Berechnung einer Verschiebung oder Drehung dann zweck
maBig, wenn ein und dieselbe Formanderung fUr einige bestimmte 
.Belastungsfalle zu ermitteln ist. Die Rechnung muB in Form einer 
Tabelle durchgefiihrt werden. Die elastischen Gewichte gi bzw. die 
Momente gi' Yi sind dann nur einmal zu berechnen und fiir jeden 
einzelnen Belastungsfall mit dem Moment Mi desselben zu multiplizieren. 

Aus dem ersten Satze ergibt sich folgende Berechnung fiir 
1. die Durchbiegung, d. i. die Verschiebung (l". des Punktes m der 

Achse eines geraden oder schwach gekriimmten biegungsfesten Stabes 

Stab-J:=X-> m :-e--x'i Achse 
a,_a,-~b~b 

1<' : L ""b 

gegen die Gerade durch zwei 
auf beiden Seiten von m liegende 
Punkte a und b; 

2. die Drehung der Tangente 
an die Stabachse in a oder b 
gegen die Gerade a b . 

An die elastische Linie, d. i. 
die Kurve der Stabaehse in der 
Gleichgewiehtslage, wird in 
Punkt m die Tangente gezogen, 
Abb. 197. Sie bestimmt auf den 

bz Parallelen zur Verschiebungs-
Abb. 197. richtung durch a und b die 

Punkte at und bl . Nun ist aal 

die Verschiebung des Punktes a der Stabachse und b bi die Versehiebung 
des Punktes b der Stabachse gegen die Tangente in m, also folgt aus dem 
ersten Satze a b 

a at = IM . x . d g , b bi = I M . x' . d g . 
o 0 
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Da a b 
b1ll = T' b b1 + -( aa1 

ist, so ergibt sich 
c b a 

b",=-i-/ M.x'.dg+ ~J M.x.dg. (33) 

o 0 

Ferner werden, in a und b die Tangenten an die elastische Linie 
gezogen. Die Tangente in a bestimmt auf der Parallelen zur Verschie. 
bungsrichtung durch b den Punkt b2 , die Tangente in b auf der Par
allelen zur Verschiebungsrichtung durch a den Punkt a2 • Dann ist b b2 

die Verschiebung des Punktes b der Stabachse gegen die Tangente in a 
und aa2 die Verschiebung des Punktes a der Stabachse gegen die Tan
gente in b. Also nach Satz 1 

I 

bb2 = IM. x'· dg, 
o 

I 

a . a2 = IM . x . dg . 
o 

Da infolge der Kleinheit der Winkel Ta und Tb 

bb2 
Ta = -z- und 

ist, ergibt sich 
1 I 1 .. 1 . 

T" = T.i M· x'· dg, Tb = T j M· X· dg. (34) 
o 0 

Belastet man einen einfachen Balken von der Stiitzweite Z in jedem 
Element durch eine der Verschiebung gleichgerichtete Last vom Werte 
M· dg, so sind die Auflagerdriicke in a und b 

also 

I 
1 ~ 

A = T J ~7J1 • d g . x', 
o 

1 

B= ~/M.dg.x, 
o 

Ta = A , Tb = B . (35) 

Ferner ist das Moment im Punkte m des Balkens nach Formel46, S. 81 
b a 

J.V1", = -r JM. dg. x' + ~ J M ·dg. x . 
. 0 0 

Mithin ist 
0_ = M_. (36) 

Die Gleichungen (33) und (34) sind in Nr. 49 unter (13) und (14) un
mittelbar aus Arbeitsgleichungen abgeleitet worden. 

Die vorstehend angegebene Berechnung der Ordinate der elastischen 
Linie und der Tangentenwinkel hat O. Mohr1) aufgestellt und damit 

1) Mo hr, 0.: Beitrag zur Theorie der Holz- und Eisenkonstruktionen. 
Zeitschr. des Arch. u. Ing.-Vereins zu Hannover 1868. - Beitrag zur Theorie 
der elastischen Bogentrager, ebenda 1870. 
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den Begriff des elastischen Gewichtes geschaffen. Die weitere Ent
wicklung des Gedankens ist im wesentlichen von W. Ritter 1 ) durch
gefiihrt. 

52. Der elastische Schwerpunkt. 
In den Punkten m und n eines Tragwerkes werden starre Scheiben 

angeschlossen, im FaIle des Fachwerks durch je zwei Punkte mmp 
und nn1 , im FaIle des Stabwerkes durch je eine steife Ecke, Abb. 198. 

Das Stiick m n des Trag-
+71 werkes sei ein einfach zu

+5. __ ~ ________ ~ __ +-~ 

sammenhangenderStab
zug oder eine dreistabige 
Fachwerkscheibe und 
frei von Lasten und 
Stiitzkraften. Die gegen
seitige elastische Bewe
gung der Scheiben m 
und n infolge einer Be
lastung, welche die ge
nannte Bedingung er
fiiIlt, solI beschrieben 

Abb. 198. werden. Da dieelastische 
Bewegung eine sehr 

kleine Bewegung ist, wird die Aufgabe am einfachsten und iibersicht
lichsten durch Bestimmung des gegenseitigen Poles und des Winkels 
der Drehung gelost. 

Sind die elastischen Gewichte des Stiickes mn, wie in Nr.51 an
gegeben, durch Flachen dargestellt, so haben diese Flachen einen 
Schwerpunkt S. Fiir jede durch denselben gelegte Achse gilt die Glei
chung L gi . Ci = 0, wenn Ci den rechtwinkligen Abstand des Ortes 
des elastischen Gewichtes gi von der Achse bezeichnet. Fiir zwei beliebige 
zueinander rechtwinklige Achsen 1] und C haben die Tragheitsmomente 
L gi . 177, L gi .,~ und das Zentrifugalmoment L gi . 17i . Ci bestimmte 
Werte. Aus diesen lassen sich die Hauptachsen X, Y berechnen, 
fiir die L gi • Xi • Yi = 0 ist. SchlieBt die X-Achse mit der C-Achse 
den Winkel 1jJ ein, so ist 

Y = 17 cos 1JI - C sin 1jJ , 

X = C cos 1jJ + 17 sin 1jJ • 

Aus 'L-gi' Yi • Xi = 0 folgt mit den Bezeichnungen 

1) Ritter, W.: Anwendungen der graphi~chen Statik. Tell I. Zurich 1888. 
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Die Tragheitsmomente J x =~Yi' m und J y = ~Yi' X2 erhii.lt man 
aus 

da 

ist, folgt 

J x = Jt;. cos2,!/, + J'1' sin2,!/, - 2Zt;'1' sin,!/" cos,!/" 

J y = J'1' cos2,!/, + Jt;. sin2,!/, + 2Zt;'1' sin,!/" cos,!/" 

Jx+Jy = Jt; + J'1' 

Jx - J y = (Jt; - J'1) cos 2 '!/' - 2Zt;'1' sin2,!/" 

0= (h - J y ) sin 2 '!/' + 2 Zt;'1' cos2,!/, 

I 
J x - J y = (h - J'1) --2- = (Jt; - J'1) VI + tg22,!/, , 

. cos '!/' 

J x = !(h + J'1) +! (h - J'1) -VI + tg2 2"", 

J y = !(Jt; + J'1) - HJt; - J'1}JiI + tg2 2,!/,. 

Die links von m angreifenden auJ3eren Krafte werden zu ihrer Mittel
kraft R zusammengesetzt. Sodann wird die Parallele zur Kraftrichtung 
durch $ gezogen, sie schlieJ3t mit der X-Achse den Winkel fJ ein. Nun 
erhalt man die gegenseitige Verschiebung des Punktes S der Scheibe m· 
und des Punktes S der Scheibe n in der unterrp gegen die X-Achse 
geneigten Richtung mit . 

I . c5m = R~ Yi' {}de + ~i)' 
und da ~Yi' {)i = 0 ist 

I . c5m = R ~ Yi • {}i • ~i • 

Die GroJ3e der Verschiebung ist unabhangig von der Lage del' 
Kraft R und allein durch deren Richtung und GroJ3e bestimmt. Die 
Ansatze 

ergeben 

fj'i = Yi cos rp - Xi sin rp , 

~i = Yi cos fJ - Xi sin fJ 

I· c5m = R (Jx cosfJ cos rp + J y ' sinfJ sinrp). 

Demnach erhalt man c5m = 0 in der Richtung 

JxcosfJ 
tgg'o = --J-' R' 

y sIn I' 

max c5m in der durch ddc5; = 0 gefundenen Richtung 

JysinfJ . 
tgrpm = J R = -cotgrpo' 

x cos I' 

Die Richtung rpm wird durch folgende Konstruktion bestimmt: Urn 

S wird der Kreis I mit dem Radius 1-;' = .~. und der Kreis 2 mit dem 
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Radius i~ _ ~ geschlagen, Abb. 199, indem ein MaBstab Lange 

= Langeneinheit 2 gewahlt wird. Die Parallele zur Kraftrichtung 
schneidet den Kreis 1 in a, den 

+Y Kreis 2 in b. Durch a wird die 

1 

Abb. 199. 

Paraliele zur Y-Achse, durch b die 
Paraliele zur X-Achse gezogen, der 
Schnittpunkt beider ist c. Dann ist 

c e = b f = i~ . sin fJ , 
s e = i~ . cos fJ , 
c e i;, . sinfJ 
- = .. ) fJ = tg f{J", , 
se Z7c·COS 

sc = se· cosf{Jm + ce· sinf{J", , 

also wenn d die Strecke s c be
zeichnet 

d = (;,. cosfJ· COSf{Jm 

+ i~ . sinfJ . sin f{J", • 

d ist in dem zur Auftragung von i; und i; gewahlten MaBstab zu 
messen und hat die Dimension Lange 2. 

1 • om = R . G . d . (37) 

Mithin gibt sc = d die gegenseitige Verschiebung des Punktes S der 
Scheibe m und des Punktes S der Scheibe n noch Richtung und GroBe 
an. 1st fJ = 0, falit also R in die Richtung der X-Achse, so liegt c im 
·Schnittpunkt der X-Achse mit Kreis 1. Es ist d = (;, 

1 . 0", = R . G . i~ . 

n 
1st fJ = 2"' fallt also R in die Richtungder Y-Achse, so liegt c 1m 

Schnittpunkt der Y-Achse mit Kreis 2. Es ist d = i~ 

1 . om = R . G . i~ . 

Zwischen fJ = 0 und fJ = ; beschreibt c eine Ellipse, in dieser sind 

die Kraftrichtung und die RechtwinkIige zu d zugeordnete Durch
messer. 

Auf der RechtwinkIigen durch S zu d liegt der Pol. Sein Abstand 
von S ist gegeben, sobald der Winkel r der Drehung bekannt ist. Man 
-erhalt r aus 

Mi = + 1, Mi = R (e + ~i)' 
1 • r = R.2 Yi (e + ~i) 

und da .2Yi· ~i = 0 ist 

1·r=R·e·G. (38) 
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Bezeichnet nun r den Abstand deE Poles P von S und ist rechts der 
Richtung d positiv, so ist 

d 
r=-. 

e 

Aus den Gleichungen (37) und (38) ergibt sich: Geht R durch S, 
so ist e = 0, also T = 0, r = 00. Die gegenseitige Verschiebung der 
Scheiben ist eine reine Parallelverschiebung urn die Strecke 

(jm = R· G·d. 

Das gilt flir jede Richtung der Kraft R. 1st e = 00, R . e = M, so wird 
r = 0, (j", = O. Die gegenseitige Bewegung der Scheiben m und n ist 
eine Drehung urn S.· Der Winkel der Drehung ist 

T=M·G. 

Punkt S wird der elastische Schwerpunkt genannt. Seine wesentlichen 
Eigenschaften sind: Wirken auf das Tragwerk beiderseits des elastischen 
Stiickes m n zwei auBere Kl'aftgruppen, deren jede als Mittelkraft 
ein Moment hat, so drehen sich die Scheiben m und n gegeneinander urn 
den elastischen Schwerpunkt. Geht die Mittelkraft jeder Kraftgruppe 
durch den elastischen Schwerpunkt, so drehen sich die Scheiben m 
und n gegeneinander urn den unendlich fernen Punkt der Geraden, 
deren Richtung mit der Kraftrichtung im System der elastischen Ge
wichte ein zugeordnetes Achsenpaar bildet. 

Sind die Kreise 1 und 2 mit den Halbmessern i~ und i~ gezeichnet, 
so kann fiir jede beliebige Lage und Richtung der Mittelkraft R die 
Richtung und GroBe der gegenseitigen Ver
schiebung der Scheiben im Schwerpunkt 
und die Lage des Poles durch die an- +w 
gegebene Konstruktion bestimmt werden. 
Die gestellte Aufgabe ist damit ganz all
gemein ge16st. 

Wird ein rechtwinkliges, durch den ela- Abb. 200. 
stischen Schwerpunkt gehendes Achsen-
paar V, W beliebig gewahlt, so ist nach dem dritten Satz iiber die 
elastischen Gewichte die gegenseitige Verschiebung in der Richtung der 
V-Achse infolge einer Kraft R derselben Richtung 

(jv = R· G . i; . (39) 

Die der V-Achse zugeordnete Achse sei Z genannt und die zur Z-Achse 
rechtwinklige T-Achse. Dann ist nach Abb.200 

Zvz = 1: gi • Wi • ti = 0 , 

ti = Vi cos rp - Wi sin rp , 

also 

Gr un in g, Statik. 17 
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Die Verschiebung in Richtung der Z-Achse infolge einer der V-Achse 
gleichgerichteten Kraft ist = O. Die Verschiebung dz in Richtung 
der Z-Achse infolge einer derselben gleichgerichteten Kraft R ist nach 
dem Satz 3 

dz = R· G· i~, 

dz = R (cos2 cp L: Yi • v; + sin2 qJ L: Yi • w~ - 2 sin qJ • cos qJ L: Yi • Vi • Wi) , 

dz = R G (i~ . cos2 qJ - i~ sin2 cp) . (40) 

Die Verschiebung in Richtung der V-Achse infolge einer der Z-Achse 
gleichgerichteten Kraft ist = O. 

53. Das elastische Gewicht und der elastische Schwerpunkt des 
mehrfach zusammenhangenden Stabzuges. 

Der Begriff des elastischen Gewichtes HiBt sich auch fUr einen mehr
fach zusammenhangenden Stabzug aufstellen und durch die Konstruk
tion des elastischen Schwerpunktes zur Darstellung der gegenseitigen 
Verschiebungen verwenden. Das Verfahren gestaltet sich jedoch 

+!J 

t-X 

m 
Abb. 201.' 

ziemlich verwickelt und besitzt 
daher nur in wenigen Fallen 
einen V orzug vor der Rechnung 
durch wiederholte Aufstellung 
der Arbeitsgleichung. Die Dar
stellung solI auf die beiden ein

k fachsten Bauarten beschrankt 
werden: 

a) Zwei biegungsfeste Stab
zuge sind durch ein Gelenk g 

n und einen einfachen Stab c, d 
zu einem innerlich stabilen 
Tragwerk verbunden, Abb, 201. 

Es ist der Pol und der Winkel der gegenseitigen Drehung der Scheiben 
m und n zu bestimmen, wenn die auBeren Krafte links von m ein rechts
drehendes Kraftepaar vom Moment M ergeben. Die biegungsfesten 
Stabe werden in die Stucke I, d. i. c m und n d, und lId. i. c, g, d zerlegt. 
Durch g wird das Achsenkreuz C, 1] gelegt, dessen Achsen Hauptachsen 

d 

fiir das Stuck I I sind: f d g • C . J7 = O. Die X -Achse wird parallel c d 
c 

gewahlt, die Y-Achse durch g gelegt. Der Abstand Yo der X-Achse 
vom Stab cd soIl so bestimmt werden, daB die Achse durch den ge
suchten Pol geht. Dazu wird zilllachst die Verschiebung 15", eines Punktes 
der Scheibe m auf der X-Achse gegen denselben Punkt der Scheibe n 
gesucht. Aus M entstehen 

MIl = !L cos {J - r sin{J, 
r r 

1 
S=-, 

r 



Das Gewicht und der Schwerpunkt des zusammenhangenden Stabzuges. 259 

aus der angenommenen Belastung entsteht 

Mz=l.y, Mu=Yo(; cosf3-; Sinf3) , 

Mithin ergibt sich 

b", = M [f Y . d g + ;: cos2 f3 f 1]2 . d g + ;g sin2 f3 f C2 . d g + g (Yo + r)] , 
I II II 

wenn g = E;~ das elastische Gewicht des Stabes cd ist. Weiter wird by 

fur einen beliebigen Punkt Xo berechnet. Die angenommene Last 1 
in Xo sei mit dem Stab cd in e zum Schnitt gebracht, eg gezogen und 
eg = z gesetzt. Der durch die Krafte 1 erzeugte Gelenkdruck falit 
dann in die Gerade ego Mithin entsteht 

- z - Xo 
Mz=-I.(x-xo), Mu=-(1]sincp-Ccoscp), 8=1.-, 

r r 

by=M[ - j(X - xo) . dg + ;2 sincp·cosf3 j1]2. dg+ ;2 COSIPSinf3jC2.dg + g . Xu] . 
I II II 

Die Strecke g k der C -Achse sei Co, die Strecke g i der 1] -Achse sei 1] 0 

bezeichnet und 

sowie 

eingefiihrt. 

r 
cosf3 = 1]0' 

z sin ~ . cos f3 = !i = Xo - :l , 
r2 1]5 1]5 

z· coscp . f3 _ ek _ Xo + X2 
2 Sill-,.2-"2' 

r <,0 <'0 

b",=M[jY'dg+yo( J; + ~~)+g(Yo+r)], 
I 1]0 <'0 

by=M[-j(X-Xo).dg+(xO-X1 ) J; + (Xo+X2) ~; +g.Xo]. 
z 1]0 <'0 

Fiir das Stabstuck II sind zwei elastische Gewichte anzusetzen, 

.J; in Punkt i und ~; in Punkt k. Der Ort des elastischen Gewichtes g 
1]0 <'0 

des Stabes cd ist das Gelenk g. Fiir das Stabstuck I ist der Punkt 
der Stabachse der Ort des elastischen Gewichtes des Stabelementes. 
Dann ist b",gleich dem statischen Moment der elastischen Gewichte 
in bezug auf die X-Achse, by gleich dem statischen Moment der elastischen 
Gewichte in bezug auf die Paraliele zur Y-Achse im Abstand xo' Mit. 

17* 
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hin verschwinden b", und by, wenn Xo und Yo die Lage des Schwerpunktes 
der elastischen Gewichte bezeichnen. Die Momente M drehen die 
Scheiben m und n gegeneinander um den elastischen Schwerpunkt. 
Den Winkel der Drehung erhalt man aus der Arbeitsgleichung fUr die 

angenommene Belastung M = 1 

o=M[jdg+ :2 cOS2(3j1]2' dg+ :2 Sin2(3jC2'dg+g], 
I II II 

o=M·G, 

r J;; J1} 
G = dg + ~ + ?=2 + g. 

j 1]0"0 

Aus den angegebenen elastischen Gewichten sind nun die Haupt
achsen durch den Schwerpunkt zu bestimmen, dann konnen die gegen

seitigen Verschiebungen bei jeder Belastung wie 
im Falle des einfach zusammenhangenden Stabes 
ermittelt werden. 

(L Ein Beispiel, indem die Anwendung nicht unzweck-
maBig ist, ist der rechteckige Rahmen der Abb. 202. 
Vier biegungsfeste Stabe sind in jeder Ecke durch 
ein Gelenk g und einen einfachen Stab verbunden. In 

(L a. einem beliebigen Punkte eines Stabes ist ein Schnitt 
gefiihrt. Um die gegenseitige Bewegung der Schnitt
ufer sowie del' mit denselben verbundenell starren 

Abb. 202. Scheib en zu beschreiben, wird in jedem Punkte 

der Stabstiicke a a, b b, das elastische Gewicht ~~, und in jedem Eck

punkt das elastische Gewicht des eillfachen Stabes g = E ; an-. r2 
gesetzt. Fiir die Stabstiicke a g b jeder Ecke sind die Richtungen 
del' durch den Eckpunkt gehenden Hauptachsen zu bestimmen. Meist 
wird es mit den Abmessungen der Stablangen und Querschnitte vertrag
lich sein, diese parallel und rechtwinklig zu dem einfachen Stab der 

J . 
Ecke anzunehmen. Dann ist Co = 00, also ,~~ = 0 und auch das 

statische Moment des elastischen Gewichtes = O. Mithin sind in den 
Punkten c, den FuBpunkten der Lote aus den Ecken, die elastischen 

Gewichte Jot anzusetzen. Die angegebenen Gewichte bestimmen die 
r" 

Lage des Schwerpunktes und del' Hauptachsen sowie das elastische 
Gewicht G des ganzen Tragwerks. In dell Tragheitsmomenten J", und 

J y verschwindet der Anteil der Gewichte ~~ nicht, da das Quadrat 

des Abstandes des Ortes des elastischen Gewichtes von den Achsen 002 

ist. Der Beitrag ist J'7 (~ r bzw. J'7 (;2Y' wenn 82 und 82 die Strecken 

ga und gb der biegungsfesten Stabe sind. 
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b) Ein Stabzug m n sei zwischen den Punkten r und q in zwei biegungs
feste Stabe verzweigt, die in jedem Verzweigungspunkt durch steife 
Ecken untereinander verbunden sind, Abb.203. Um die gegenseitige 
Bewegung der in m und n angeschlossenen Scheiben bei irgend einer 
Belastung zu beschreiben, wird zunachst der Pol und der Winkel der 
Drehung gesucht, welche durch das links von m rechtsdrehende 
und rechts von n linksdrehende Moment M entsteht. Zu dies em 
Zweck wird das Stabstiick rs q in einem beliebigen Punkte s durch
schnitten und das Tragwerk in drei Teile zerlegt, die sich in dem 
Stab r II q iiberdecken. Tell I besteht aus den elastischen Staben m r, 
r II q , q n und den starren Scheiben r s und q s, Tell II aus dem elastischen 
Stab r II q und den starren Scheiben mrs und nqs, Teil III aus den 
elastischen Staben 8 r, r II q, q s und den starren Scheiben m r und n q. 
Sodann werden die elastischen Schwerpunkte I, II, III und in jedem die 
Hauptachsen bestimmt, sowie die Kreise mit den Radien i;, und i~ ge
schlagen, Abb.204. Durch M entsteht die Drehung 

T[ = M· G[ um Pol I 
TIl = M· GIl um Pol II. 

Punkt III der starren Scheibe r s 
verschiebt sich dabei gegen PunktIII 
der starren Scheibe q s im Teil II um m 

153 = M· GIl' e 

s 

r 
II 

Abb. 203. n 

rechtsweisend der Richtung II, III. Die gegenseitigen Verschiebungen 
sowie die gegenseitige Drehung der Schnittufer in s konnen nun durch 
zwei auf diese wirkende Krafte R aufgehoben werden. Dazu miissen 
diese Krafte in TeilIII eine Drehung der Schnittufer um Punkt II als Pol 
um den Winkel- TIl erzeugen, wobei im elastischen Schwerpunkt III die 
Verschiebung - 03 entsteht. Durch diese Bedingungen ist die Richtung, 
Lage und GroBe von R bestimmt. Die GeradeII, III wird mit Kreis 1 
in Punkt 1, mit Kreis 2 in Punkt 2 zum Schnitt gebracht, sodann wird 
1311 Ylll' 2311 XIII und III l' iiber 2' rechtwinklig zu III 3 gezogen. 
III l' ist die Richtung der Kraft R. Durch 1'3' II YIll und 2'3' II XIII 

findet man III 3' = da und den Wert der durch Kraft R entstehen-
'9 

den Verschiebung a = R . da • GIll' Aus tg 3' I II X III = ~~ tg l'III XIII> 
'9 ~" 

tgl' III XIII = ~; tgl III YIlIfolgt, daB <r- 3' IIll = ~ ist:~ Mithin ist da 
~11 ... 

der Verschiebung oa entgegengesetzt gerichtet. Aus 
R· da • GIll = M . GIl • e 

ergibt sich R = M GIl • ~ . 
G[ll da 

Der Abstand z der Kraft R von III folgt aus der Bedingung, daB R 
die Drehung -TIl um II erzeugt 

R . z . GIll = M . GIl • 

da 
Z=-. 

e 
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XlI!--

Abb. 204. 
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Die gleichzeitige Wirkung der Momente M und der Krafte R erzeugt 
eine Formanderung, bei welcher die Schnittufer in 8 sich gegeneinander 
weder verschieben noch drehen. Demnach stimmt sie mit der Form
anderung iiberein, die in dem in 8 zusammenhangenden Tragwerk durch 
die Momente Mallein entsteht. Um den gegenseitigen Pol der Scheib en 
m und n fiir diese Formanderung zu bestimmen, ist also nur notwendig, 
die Drehung um Pol I um den Winkel TI mit der durch die Krafte R 
erzeugten Drehung des Telles II zusammenzusetzen. Dabei kommt 
Tell II in Betracht, weil die Teilem r und n q durch die Krafte R keine 
Spannungen erleiden und als starre Scheiben die Drehung beschreiben, 
welche durch die Formanderung des Stabes r II q bedingt ist. Auf 
diese Formanderung aber ist die Formanderung der Stabtelle r 8 q 
ohne EinfluB. In Tell II entsteht durch Reine gegenseitige Drehung 
der Scheib en r m und q n um den Pol Pw die auf folgende Weise zu 
bestimmen ist. Durch II wird die Parallele zu R gezogen, mit den 
Kreisen 1 und 2 in 1 und 2 zum Schnitt gebracht und 3 durch 1 311 YIl 
sowie 2 3 II XII bestimmt. II 3 = d2 bestimmt die Richtung der Ver
schiebung. Auf der Rechtwinkligen zu II 3 durch II liegt mithin PII 

im Abstand 

wenn u der Abstand der Kraft R von Pol II ist. 
winkel ist 

Gl1 U 
TzI= -R·u·GI1 = -M--·

GIn Z 

Der Drehungs-

Der gesuchte Pol P liegt auf der Geraden I Pn , sein Abstand r von I 
ist durch -TfI 

r=c---
T1 +TII 

bestimmt. Der Winkel der Drehung ist 

( G}-I U) 
T=T1 +TfI=.Ll1G1 --G .-. 

nI Z 
Der Klammerwert ist also das elastische Gewicht G des Tragwerkes m n . 
Um die Hauptachsen zu bestimmen, werden die gegenseitigen Ver
schiebungen der Scheiben m und n ermittelt, die von zwei durch den 
Pol P gehenden Kraften Qa und Qb erzeugt werden. Die Richtung Qa 
wird willkiirlich gewahlt, die Richtung Qb rechtwinklig zu der aus Qa 
ermittelten Verschiebung Oa. Da P der Pol der Drehung infolge der 
Momente Mist, folgt aus dem Satze von der Gegenseitigkeit der Form
anderungen, daB die Krafte Qa und Qb keine gegenseitige Drehung der 
Scheiben m und n erzeugen. Die Pole P a und P b sind also unendlich 
ferne Punkte. Qa erzeugt in Tell I die Drehung TIa = Qa . 1)1 • G lllld 
die Verschiebung !l _ Q d G I 

ula- a· I· I· 

Pol PIa ist auf der Rechtwinkligen zu I .3 = d1 bestimmt durch 
d1 

W a =-,- . 
1)1 
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Ferner erzeugt Qa in Teil II die Drehung 

TIla = Qa ''/}Il' GIl 
und die Verschiebung 

bIla = Qad~. GIl 

Pol P Ila ist auf der Rechtwinkligen zu II 3' = d~ bestimmt durch 

d~ 
W 2=-· 

'/}lI 

Um denselben Pol P Ila drehen sich die Schnittufer in 8 infolge Qa' Dabei 
entsteht in III die gegenseitige Verschiebung 

(jIll a = Qa ''/}Il' GIl' ea, 

wenn ea die Strecke PIlaIII bezeichnet. Um die gegenseitige Bewegung 
der Schnittufer aufzuheben, sind zwei Krafte Ra notwendig, deren 
Richtung aus der Geraden PIlaIII bestimmt wird. Diese Gerade 
wird in 1" und 2" mit den Kreisen 1 und 2 zum Schnitt gebracht, 
]" 3" 1/ Y1Il' 2" 3" II X1Il' III 1111 rechtwinklig zu 1113" liber 2111 und 
1111 3111 I YIl1 , 2111 3111 11 XIII gezogen. III 1111 ist die Richtung von Ra. Aus 

ergibt sich 

und aus 

Ra' d3a . GIll = Q" . '1II' GIl' ea 

Ra' Za' GIll = Qa' JIll' GIl' 

d3n 
Za=-' 

ea 

Die Krafte Ra erzeugen in Teil II eine gegenseitige Drehung der Scheib en 
m und n, bei der die Punkte II die gegenseitige Verschiebung 

(j~Ia = Ra . d:j • GIl 

erfahren. Auf der Rechtwinkligen zu d:j liegt der Pol Pha der Drehung 
im Abstande 

d" 
v'=~. 

Ua 

Der Drehungswinkel ist -TIa, da aus Qa und Ra die Drehung Ta = 0 
entsteht. Mithin ist die Rechtwinklige zu PlaP~Ia die Richtung der 
gegenseitigen Verschiebung der Scheiben m und n, die durch Qa und Ra 
erzeugt wird, und ~ _ Q. G. 

U a - a '11' I a 

die GroBe derselben. Die Konstruktion laBt sich vereinfachen, wenn die 
Richtung Qaso gewahlt wird, das P Ila auf II III liegt. Dann ist Ra II R 
und p;Ja liegt auf II PlI . Die Kraftrichtung Qb wird rechtwinklig zur 
Richtung ba gewahlt. Sodann werden die Krafte Rb bestimmt, welche 
die durch Qb erzeugte Bewegung der Schnittufer in 8 aufheben, schlieB
lich wird die gegenseitige Verschiebung der Scheiben m und n aus Qb 



Das Gewicht und der Schwerpunkt des zusammenhangenden Stabzuges. 265 

und Rb ermittelt. Da Qb rechtwinklig zu ba ist, folgt aus dem Gesetz 
der Gegenseitigkeit, daB bb rechtwinklig zu Qa ist. Nun wird 

d - YJl o GC!! d _ !;I o G1 0 b 
a-- G ' b- G 

berechnet, und i;, i~ sowie die Lage der Hauptachsen aus folgenden 
GIeichungen gefunden. Es bezeichne f3 den Neigungswinkel der Kraft· 
richtung Qa, cp den Neigungswinkel der Verschiebungsrichtung da, 
y den Neigungswinkel der Kraft-
richtung Qb, X den Neigungswinkel +y 
der Verschiebungsrichtung db gegen rtb 
die X-Achse, Abb. 205. Dann ist 

da = i; 0 cosf3 0 coscp + i~ sinf3 0 sincp, 
db = i; 0 cos y 0 cos X + i~ sin y 0 sin X . 

Aus 
n 

Y=CP±2 
folgt 

cos Y = =f sin rp , 
cosX = =f sin f3, 

sin y = ± cos cp , 

sin X = ± cos f3 : 
db = i; sin f3 0 sin cp + i; cos f3 0 cos cp , 

+x 

Abb.205. 

da da und db groBte Werte sind, bestehen die Gleichungen 

o = - i; cos f3 sin cp + i; sin f3 0 cos cp , 

o = - ?;~ cos y sin X + i; sin y cos X , 

die identisch sind. Aus diesen GIeichungen folgt 

~~=i2+i2" cos (f3 _ cp) x y , 

d d '2"'2 
a 0 b = Zx oZy, 

i2 =.!:. da + db ± 1 / ~ da + db _ d • db 
x 2 cos (f3 - cp) r 4 cos (f3 _ cp) a , 

'2 _ I da + db "V I [ da + db ]2 
Zy - "2 COS (,8 - rp) =f "4 COS (fJ _ cp) - da 0 db . 

Werden urn P die Kreise mit den beiden Radien geschlagen und da, db 
nach GroBe und Richtung aufgetragen, so ergibt sich aus der Lage der 
Endpunkte der Strecken da, db zu den Schnittpunkten der Kraftlinien 
mit den Kreisen die Lage der Hauptachsen und die Zuordnung der 
beiden Tragheitsradien zu den Hauptachsen. 

Es ist ersichtlich, daB das dargestellte Verfahren auf drei- und mehr
fach zusammenhangende Stabzuge ausgedehnt werden kann. Es ist 
jedoch schon fur den zweifach zusammenhangenden Stabzug so ver
wickelt und uberdies ungenau, daB seine Anwendung im allgemeinen 
nicht empfehlenswert ist. 
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c) Die Biegungslinie. 

54. Die Biegungslinie des einfaehen Stabzuges. 
Die Projektionen der elastischen Verschiebungen der Knotenpunkte 

eines Tragwerkes auf eine bestimmte Richtung seien auf Parallelen 
durch die Knotenpunkte von einer beliebigen Geraden aus als gleich
gerichtete Strecken aufgetragen, und die Endpunkte der Strecken 
durch Gerade verbunden. Der so gezeichnete Geradenzug ist die Biegungs
linie des Tragwerkes fUr die bestimmte Richtung. Wird durch die Knoten
punkte des Tragwerkes ein einfacher Stabzug gelegt, dessen. Form
anderung der Formanderung des Tragwerkes folgt und durch sie bestimmt 
ist, so ist die beschriebene Biegungslinie auch die Biegungslinie des 
Stabzuges. Da nun durch beliebige Knotenpunkte eines Fachwerkes 

Abb. 206. 

und ebenso durch beliebige Knotenpunkte eines Stabwerkes stets ein 
Stabzug bestimmt werden kann, IaBt sich die Biegungslinie jedes Trag
werkes als Biegungslinie eines einfachen Stabzuges durch Zeichnung 
oder Berechnung der Ordinaten gewinnen, nachdem die Formanderung 
des Stabzuges ermittelt ist. Dabei ist es gleichgiiltig, ob die Biegungs
linie in allen Knotenpunkten oder nur in einer bestimmten Auswtt-hl 
derselben gesucht wird. Die Gerade, von der aus die Verschiebungen 
aufgetragen sind, wird die Nullinie genannt. Ihre Richtung ist beliebig, 
wird jedoch im allgemeinen rechtwinklig zur Richtung der Verschiebung 
gewahlt. Sie trennt die positive und negative Achse, welche der posi
tiven und negativen Verschiebung gleichgerichtet sind. 

Die Berechnung oder Zeichnung der Biegungslinie beruht auf der 
in folgendem dargestellten geometrischen Beziehung. Durch zwei 
nebeneinander liegende Knickpunkte der Biegungslinie, die 0,0 bezeich
net seien, wird eine Gerade gelegt, Abb.206. Die Knickpunkte seien 
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von den Punkten 0 aus nach beiden Seiten fortlaufend gezahlt. Ferner 
werden durch je zwei aufeinander folgende Knickpunkte 01, 12, usw. 
Gerade gezogen. Diese teilen die Ordinate 17r des Punktes r in bezug 
auf die Gerade 0 0 in r-Strecken c'. Es ist 

1]r =1:tf,.. 
1st nun Xn der Abstand des Punktes n vom Punkte 0, 1n der Abstand 
des Punktes n vom Punkte n - I, beide Strecken in der Rechtwinkligen 
zur Verschiebungsrichtung gemessen und Cn die Ordinate des Punktes n 
bezogen auf die Gerade durch die Punkte n - 2 und n - I, so ist 

also 

Werden die Verschiebungen, also 
die Ordinaten der Biegungslinie 
in bezug auf die Nullinie 
durch <5n bezeichnet, so ist jede 
Strecke Cn 

Cn=<5n-<5n_l-(<5n_l-<5n_2),An, 
ILn-l 

(41) 

~;tn, AMTi 
: n+7 
;, n n-'1r-----""'---
I 
I , 
I 

n-1 
+y 

Abb.207. 
C 

also An die Tangente einer Winkelanderung oder, sofern die Verschie-

bunge~ sehr klein sind, eine Winkelanderung. ~n kann nicht die Ande-
n 

rung des Winkels {} n -1 des Sta bzuges sein, da auch die Langenanderungen 
Llsn und Llsn- 1 der Geraden n und n - I des Stabzuges auf Cn von 

EinfluB sind. Es ist jedoch moglich, den Winkel, dessen Anderung ~n 
n 

ist, durch ein Hilfsmittel im Stabzug darzustellen. Von diesem Mittel 

soIl Gebrauch gemacht werden, urn die Berechnung der GroBe ~n als 
n 

einer Winkelanderung auf eine allgemeingiiltige Grundlage zu stellen. 
An den Knotenpunkt n des Stabzuges (Abb. 207) wird der Punkt n -I" 
auf der Parallelen zur Verschiebungsrichtung durch n - lund der 
Punkt n + I' auf der Parallelen durch n + I durch je einen starren, 
zur Verschiebungsrichtung rechtwinkligen Stab angeschlossen. SchlieB
lich wird n - I" mit n - I und n + I' mit n + I durch je einen starren 
Stab verbunden. Die Punkte n - I" und n + I' folgen dann jeder 
Formanderung des Stabzuges, ohne sie zu behindern. Der gestreckte 
Winkel, den die Stabe n, n - I" und n, n + I' auf der Seite des Stab
zuges, nach welcher die positive Verschiebung weist, miteinander 
einschlieBen, se; 'lfJn bezeichnet. Dann ist 

Cn+l 
1-- = -Ll'lfJn. 

n+l 
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Um das zu zeigen, seien die Knotenpunkte n + 1, n, n - 1 auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, dessen Ursprung in Punkt n 
liegt und des sen positive Y·Achse der positiven Richtung der Ver
schiebungen gleich ist. Beschreibt nun der Knotenpunkt n + 1 eine 
Verschiebung mit den Komponenten LI Yn+l, LI Xn+l, so beschreibt der 
Punkt n + l' eine solche mit den Komponenten 

Ebenso beschreibt der Punkt n - 1" eine Verschiebung 

LI Xn -1" = 0 , 

wenn die Verschiebung des Punktes n - 1 die Komponenten LI Yn -1, LI X n -l 

hat. Nun ist 

A LI 2n+l 
en +1 = LJYn+l + Yn-I-2-' 

n 

also ergibt sich 

LI I 

Denn ,Yn+l ist der Winkel, um den sich der Stab n, n + l' rechts-
An+l LI I 

laufend dreht, und ~n-l der Winkel, um den sich der Stab n, n - 1" 
n 

in der entgegengesetzten Richtung dreht. Die WinkeHinderungen J 1jJn 

werden in Gleichung (41) eingefUhrt 
,-1 , 

1/r = - ~ Ll1jJn' (X, - xn) oder - ~Ll1jJn' (X, - x n)· 
o 0 

Die Form der rechten Seite stimmt mit der des statischen Momentes 
von Kratten uberein, welche in den Knotenpunkten 0 bis r - 1 oder r 
des Stabzuges parallel zur Richtung der Verschiebung wirken, in bezug 
auf Knotenpunkt r. Diese Ubereinstimmung wird dazu benutzt, 
die Ordinate der Biegungslinie in bezug auf die Gerade 0 0 als statisches 
Moment gedachter Krafte zu berechnen, welche w·Gewichte genannt 
werden. Wird ihre positive Richtung gleich der positiven Verschiebungs
richtung gewahlt, und wie ublich das rechtsdrehende Moment aus 
Kratten links des Bezugspunktes und das linksdrehende Moment aus 
Kratten rechts des Bezugspunktes positiv angesetzt, so ist fUr beide 
.Aste der Biegungslinie, wenn 

gesetzt wird, 
(42) 

(43) 
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Aus der gefundenen Beziehung ergiht sich sofort eine solche gleicher 
Art fUr die Ordinate Yr der Biegungslinie in bezug auf eine Gerade i k 
durch zwei beliebige, nicht nebeneinander liegendePunkte i und k 
in allen Punkten, die zwischen i und k liegen. Nach Abb. 208 ist, da 
die 1] negativ sind. 

1;' 1; 
1]r = Yr + 1]i T + 1]k • T' 

Hierin wird 
i-I 

-1]i = L3 Wn (Xi - Xn) , 

o 
k-l 

-1]k = 23 w" (Xk - Xn), 
o 

r-l 

1]r = -23 Wn (Xr - Xn) 

o 
eingefiihrt. 

o 

Abb. 208. 

o 

t i-I 1; k-l r 

Yr = T 2J w" (Xi - X,,) + T .L} w" (Xk - Xn) - .L} Wn (Xr - X,,) • 

000 

Liegt r rechts der Punkte 0, so ist das erste Glied das Moment der w
Gewichte in den Punkten 0 bis i-I um Punkt r. eines einfachen 
Balkens von der Stutzweite l, das zweite und dritte Glied das Moment 
der w-Gewichte in den Punkten 0 bis k - 1 um Punkt r desselben 
Balkens. Liegt r links von 0, so ist das erste und dritte Glied das Moment 
der w-Gewichte in den Punkten 0 bis i-I sowie das zweite Glied das 
Moment der w-Gewichte in den Punkten 0 bis k - 1 um Punkt r. 
In beiden Fallen ist demnach Yr = dem Moment aller w-Gewichte 
in den Punkten zwischen i und k um Punkt r des einfachen Balkens 
von der Stiitzweite l. 

Demnach bestehen zwei Verfahren zur Berechnung der Ordinate 
der Biegungslinie aus angenommenen Kraften Wn = L1 '/.fJ,,: 

1. Die Ordinate Yjr in bezug auf eine Gerade durch zwei neben
einander liegende Punkte des Stabzuges erhalt man in dem statischen 
Moment der w-Gewichte 0 bis r - 1 um Punkt r. 

2. Die Ordinate Yr in bezug auf eine Gerade durch die beiderseits 
von r liegenden Punkte i und k erhalt man in dem statischen Moment 
der w-Gewichte aller Punkte zwischeni und k um Punkt r des einfachen 
Balkens, dessen Stiitzweite l gleich dem rechtwinklig zur Verschiebungs
richtung gemessenen Abstand der Punkte i und kist. Dabei ist die 
positive Kraft w" der positiven Verschiebung gleichgerichtet, und 
das V orzeichen der Momente unterliegt der allgemein getroffenen 
Festsetzung. 
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Bei konstantem A. erhalt man die Werte M am schnellsten durch 
zwei Additionsreihen. 1m FaIle 1 nach dem Muster der folgenden TabeIle: 

Punkt w" v" M,,:'\ 

0 Wo 0 0 
1 WI -Wo +VI 

2 Wz +VI-WI MI+VS 
J.. 

3 W3 +V2-W2 M2 V 
Y+3 

1m FaIle 2 liegt meist Symmetrie zur Mitte vor. Dann rechnet 
man zweckmaBig nach folgendem Muster: 

Puukt 

1 

2 

n-l 

n 

Wn Vn I Mn:y 

Die Punkte sind von i bzw. k = 0 bis.zur Mitte n gezahlt. Liegt 
die Mitte zwischen n und n + 1, so ist Vn = 0 zu setzen. Wenn die 
w-Gewichte unsymmetrisch zur Balkenmitte sind, ist nach dem in Nr. 24, 
S. 83 angegebenen Verfahren zu rechnen. 

Das dargestellte Verfahren kann in dem Moment der w-Gewichte 
urn Punkt r nur die relative Verschiebung des Punktes r gegen eine 

Abb.209. 

I 
I 

""I 
J 
I 

",I 

Gerade durch zwei andere 
Punkte des Stabzuges ergeben. 
Sind die Momente als Ordinaten 
von einer Geraden aus auf
getragen, so ist diese Gerade 
nicht die wirkliche Nullinie. Der 
Stabzug wird durch zwei ge
stiitzte Knotenpunkte gefiihrt. 
Die in diesen Punkten errech
neten Ordinaten geben die rela
tive Verschiebung der gestiitzten 

Punkte gegen eine Gerade durch zwei Punkte des Stabzuges an. Werden 
sie 'Y/a und 'Y/b bezeichnet und verschieben sich die Stiitzpunkte um gegebene 
Strecken ()a und t5b , so erfahrt die gewahlte Gerade in den Punkten a 
und b die absolute Verschiebung ()a - 'Y/a und ()b - 'Y/b' Demnach er
halt man die absolute Verschiebung des Punktes r durch Addition 
des errechneten Momentes um r und der Ordinate des Trapezes, dessen 
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Ordinaten in a und b ()a - 'Yja und ()b - 'Yjb sind. Mit den aus Abb. 209 
ersichtlichen Bezeichnungen ist 

x' x 
()r = Mrw + «()a - 'Yja) T + «()b - 'Yjb) T' (44) 

Dieser Ansatz gilt fiir aile Punktedes Stabzuges, wenn den Punkten 
links von a ein negatives x, den Punkten rechts von b ein negatives x' 
beigelegt wird. Zur DarsteIlung der Biegungslinie ist danach a ao = ()a, 
b bo = ()b aufzutragen, dann bestimmen die Punkte ao' bo die Null
linie. 

Sind die Stiitzpunkte die Endpunkte des Stabzuges, so liegen aile 
Punkte desselben zwischen a und b. Man berechnet y, als Moment 
der w-Gewichte um Punkt r des einfachen Balkens, dessen Stiitzweite 
gleich dem Abstand der Stiitzpunkte ist und erhalt 

()r = Yr = Mrw, 

wenn die Stiitzpunkte sich nicht verschieben, und 

wenn die Stiitzpunkte gegebene Verschiebungen ()a und ()b erfahren. 
1st einer der Stiitzpunkte, z. B. b, auf ebener Bahn verschleblich, welche 
mit derlotrechten Verschiebungsrichtung den Winkel p bildet, Abb. 210, 
so ist ()b von der Langenanderung LIZ des 
Abstandes der Punkte a, b abhangig 

()b = - LIZ • cotg P . 
~:E~-----~--~~~~~ 

Fiir den einfachen Balken auf zwei Stiitzen +J 
und jeden Bogentrager ohne Kragarm 
fiihrt der angegebene Weg am einfach
sten zum Ziele. 

Abb. 210. 

Kragt das vorliegende Tragwerk iiber die Stiitzpunkte a und b 
iiber, so sind zwei im wesentlichen gleichwertige Berechnungsverfahren 
m6glich. Entweder man wahlt eine Gerade durch zwei nebeneinander 
liegende Knotenpunkte 0, berechnet die Ordinaten 17r fUr jeden Ast 
der Biegungslinie als Moment der w-Gewichte in den Punkten 0 bis 
r - 1 und erhalt 

x' x 
()r = 'Yjr + «()a - 'Yja) l + «()b - 'Yjb) T' 

oder man wahlt die Gerade durch die Endpunkte i und k des Trag
werks, berechnet Yr als Moment aIler w-Gewichte um Punkt r des ein
fachen Balkens, dessen Stiitzweite gleich dem Abstand der Punkte i 
und kist, und erhalt 

x' x 
()r = Yr + «()a - Ya) T + «()b - Yb) l ' 

wenn l der Abstand der· Stiitzpunkte ist. 
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Die Biegungslinie eines Balkens auf vier Stutzen erhalt man am 
einfachsten, indem man das Tragwerk in drei einfache Balken teilt. 
Das gilt sowohl fUr den statisch bestimmten Gelenktrager, wie den 
statisch unbestimmten durchlaufenden Balken. In den etwa vorhan
denen Gelenken ist ein w-Gewicht, Wg = L1tpg, wie in allen andern 
Knotenpunkten anzusetzen, dagegen ist in den Knotenpunkten uber 
den Stutzen das w-Gewicht entbehrlich. Wird in allen Knotenpunkten 
ein w-Gewicht angesetzt, so kann die Ordinate der Biegungslinie auch 
als Moment der w-Gewichte fUr den einfachen Balken berechnet werden, 
dessen Stutzweite gleich dem Abstand der Endstutzen ist. Uber den 
mittleren Stutzen nimmt das Moment den Wert der gegebenen Stutzen
verschiebung an, sofern diese bei Berechnung des Wertes der w-Gewichte 
berucksichtigt ist. SolI im Faile des Gelenktragers das w-Gewicht 
in den Gelenken nicht benutzt werden, so muB zunachst die Biegungs
linie des Kragtragers ermittelt werden, wozu auch uber den StUtzen 
die w-Gewichte anzusetzen sind. Die in den Gelenken gestutzten Trager 
sind dann als einfache Balken zu behandeln, deren Stutzpunkt die 

Verschiebung erfahrt, die als 
Verschiebung des Endpunktes 
des Kragtragers gefunden ist. 

Der in Abb. 211 dargestellte 
Freitrager kann auf einen Bal

L---':"L~~~c:::..:"'-J."C--J----- 7' ken mit Kragarm zuruckgefUhrt 
C werden. Dazu werden die star

Abb.211. ren Stabe 1, 2, 3 hinzugefUgt, 
in aund c unverschiebliche 

Stutzen angenommen und die Ordinaten in r als Momente der w-Gewichte 
in den Knoten a bis r - 1 um r berechnet. 

Die Berechnung der Ordinate der Biegungslinie als Moment der 
w-Gewichte und die Bestimmung der Nullinie wird durch eine etwa 
vorliegende statische Unbestimmtheit nicht beruhrt. Wie jede Ver
schiebung eines statisch unbestimmten Tragwerks als solche eines 
einfach stabilen Tragwerks berechnet werden kann, so gilt das auch 
fUr die Biegungslinie. 

55. Del' Wert del' w-Gewichte. 
Durch das Hilfsmittel des Anschlusses starrer Stabe in jedem 

Knotenpunkt des Stabzuges ist jedes w-Gewicht als Anderung eines 
gestreckten Winkels dargestellt. Mithin findet man den Wert des 
w-Gewichtes in jedem Faile in der Winkelanderung L1tp. 

Der Stabzug, dessen Biegungslinie ermittelt werden solI, ist ein 
Teil eines Fachwerkes oder Stabwerkes. Die Winkelanderungen L1tp 
entstehen durch die elastische Formanderung dieses Gebildes. Sie 
werden mit Hilfe der Arbeitsgleichung berechnet. Um die GroBe 
L1tpn zu finden, werden die Geraden n, n -1" und n, n + l' mit der 
Belastungseinheit des Geradenpaares belastet, deren Richtung mit 
der positiven Winkelanderung LI VJn ubereinstimmt. In Abb. 212 ist 
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die positive Richtung der Verschiebungen durch einen Pfeil bezeichnet. 
Dadurch ist der untere der beiden Winkel, welche die Stabe n, n - I" 
und n, n + I' bilden, als Winkel ¥'n gekennzeichnet. Die Belastungs
einheit des Geradenpaares bilden drei in den Punkten n - I", n, n + I' 
angreifende Krafte, deren 
Kraftlinien rechtwinklig zu 
den beiden Stab en also 
parallel zur Verschiebungs
richtung sind. Die Kraft 
im Punkte n ist der posi
tiven Richtung der Ver
schiebung gleichgerichtet, 

1 1 
ihre GroBe ist T +~ 1- • 

_ An An+l 
Die Kratte in den Punkten 

tin 
n-'1" r------

I 

77;-'1 

Abb.212. 

n - I" und n + I' haben die entgegengesetzte Richtung und die GroBe 

';.1 bzw . .,!--. Wenn sich der Winkel ¥'n um L11j}n andert, leisten die 
'n An+l 
drei Kratte die Arbeit 1 . LI ¥'n. Sie erzeugen in dem Fachwerk oder 
Stabwerk innere Kratte, deren Arbeit bei der betrachteten Formande
rung Ai bezeichnet sei. Aus der Arbeitsgleichung folgt 

somit 
I.LI¥'n=-Ai , 

'Wn= -Ai' (45) 

Die Berechnung der inneren Arbeit Ai gestaltet sich fUr das Fach
werk und das Stabwerk verschieden. 

a) Fachwerk. Die eingeftihrte Belastungseinheit des Geraden-
paares erzeugt in den Staben des Fachwerks die Spannkratte S. Die 
elastischen Langenanderungen der Stabe seien LI s. Dann ist 

-Ai =2;S, LIs 
und damit folgt 

Wn =2:8,,18. (46) 

Die Summe erstreckt sich tiber aile Stabe, in denen Spaunkratte S 
entstehen. 1m allgemeinen sind das nur die Stabe um den Knoten
punkt n herum. Die Formel hat jedoch ganz allgemeine Gtiltigkeit. 
Sie gibt also auch den Wert des w-Gewichtes in dem Gelenk zwischen 
zwei Fachwerkscheiben an, z. B. dem Scheitelgelenk eines Dreigelenk
bogens. In dies em Faile erstreckt sich die Summe tiber aIle Stabe der 
Scheiben. Da die angeschlossenen Hilfsstabe starr angenommen sind, 
leisten die in ihnen entstehenden Spannkratte keine Arbeit. Da femer 
die Kraftlinien der Kratte in den Punkten n - I" und n + I' durch 
die Knotenpunkte n - 1 und n + 1 gehen, konnen auch diese Knoten
punkte als Angriffspunkte gewahlt werden. Mit 

Griining, statik. 

S· s 
L1s=-+c·t·s 

EF 
18 
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ergibt sieh 
WIt =1:8 (~ -; + c • t . 8) . 

Da die w-Gewiehte sehr kleine GroBen sind, empfiehlt sieh die 
Multiplikation mit einer groBen Zahl. Man wahlt zweekmaBig die Zahl 

Kr ~ . ~e . ,indem man einen geeigneten Quersehnitt konstanter GroBe 
a teinhelt 

Fe einfiihrt. Dadureh wird gleiehzeitig eine Vereinfaehung der Reehnung 
erreieht. Man erhalt 

E· Fe' WIt = w'n =1:8 (8. 8' ~e + c' E· t· 8' Fe) 

und damit aueh die Versehiebungen mit E· Fe vervielfaeht. 8 be
zeiehnet hierin einen Zahlenwert. 

Bei unregeImaBiger Gliederung des Faehwerkes werden die Spann-
krafte S am einfaehsten dureh Krafteplane ermittelt. Meist lassen 
sieh jedoeh die Spannkrafte S dureh geeignete FormeIn in gewissen 

Abb. 214. 

Abmessungen des Faehwerkes ausdrueken. Dann erhalt man aueh fur 
das w-Gewieht eine Formel, welehe die Durehfuhrung der Reehnung 
be quem gestaltet. Die Aufstellung soleher Formeln soll an den wieh
tigsten Bauarten erlautert werden. 

Der Stabzug besteht aus den Sehragstaben eines Strebenfaehwerks. 
Da seine Knotenpunkte abweehselnd der Ober- und Untergurtung 
angehoren, findet derselbe Weehsel in den w-Gewiehten statt. Zur 
Bereehnung des w-Gewiehtes in einem Knotenpunkt der Obergurtung 
ist die in Abb.213 dargestellte Belastung anzunehmen. Sie erzeugt 
nur in drei. Stab en Spannkrafte, namlieh 

U = seer" D = _ seecpn D _ see cP,,+ 1 
" hn ' n hn ' ,,+1 - ---h-n-' 

Mithin ergibt sieh 
1 

Wn = h (il Un' seer" - il dn seecpn - il dn + 1 • see CPn+1)' (47) 
n 
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Abb. 214 zeigt die Belastung, die zur Bereehnung des w-Gewiehtes 
in einem Knotenpunkt der Untergurtung anzunehmen ist. Sie erzeugt 

O __ see~ D_see~n D _see~n+1 
n - hn ' n - hn ' n+1 - hn 

und man erhalt 
1 

Wn = h ( - LI On sec fJ + LI dn sec <Pn + LI d"+l sec ~n+l) . (48) 
n 

Die Langenanderungen der Stabe LI 0, LI u, LI d sind von der Ursaehe 
abhangig, welehe die Formanderung erzeugt. Handelt es sieh um eine 
Belastung, so ist 

E F AllIn , 
• e' Ll Un = h- sec Yn' Un , 

n 

E . Fa' LI On = - ~n sec fJn' 0;" 
n 

E F ,j d (1I1n M n - 1 ) d' 
• a' Ll n = =F -h - -h-- sec ~n' '" 

. n n-1 

( JJt1n JJtln+1) 'd' d Fe 
E . Fa' dn+l = =Fh - -h-- sec ~'H1 . dli+~' 11+1 = n+1' Fd 

n n+1 

einzufiiliren. In den beiden letzten Formeln gilt das obere Vorzeiehen 
fUr das w-Gewieht der Obergurtung. Man erhiilt fiir dieses 

E·Fe·wn = ~2 [Mn,u;,See2)'n+(Mn-Mn_1' hhn )d~.see2~" 
n n-1 

+ (Mn - Mn+l h::)d;,+l see2 ¢"+l] 
und fUr das w-Gewieht der Untergurtung 

E· Fe' Wn = h~ [M". O~' see2 fJn + (Mn - M n- 1 h~~J d~see2 ~n 

+ (Mn - Mn+1 h~:J d;,+l see2 ~n+1 J . 
1st die Biegungslinie der Untergurtung eines Strebenfaehwerks zu 

bereehnen, so lauft der Stabzug dureh die Knotenpunkte der Unter
gurtung. In jedem derselben ist ein w-Gewieht anzusetzen. Abb.215 
zeigt die zur Bereehnung anzunehmende Belastung. Sie erzeugt 

o = _ seefJn 
n hn ' 

D = _ see~r 
r 2hr ' 

u _ seey, 
r- + 2h ' 

u _ sec (r+1 
'+1-+ 2h ' 

r r+1 

- . 1 1 ) 
D" = (hn - 2h, sec ~n' 

D r+1 = (; -2h1 )see~r+1' 
n r+l 

18* 
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Demnaeh ergibt sieh 
1 

Wn = 11: (- LI 0" • sec fJ" + LI dn • sec fPn + LI d,+, • sec fPr+1) , (49) 

" 1 + 2 h, (+ LI Ur ' sec Yr -LI dr sec fPr - LI d" • sec fP,,), 

1 + ~ (+ LI ur+1 • sec Yr+1 - LI dn+1 • sec fP"+l - Lld'+l • sec Tr+,) 
'+1 

Abb.215. 

Pfostenfaehwerk mit linkssteigenden Sehragstaben. Zur Bereehnung 
des w-Gewiehtes im Knotenpunkt der Untergurtung ist die in Abb. 216 
dargestellte Belastung anzunehmen. Sie erzeugt 

- sec fJ" 0,,=---, 
hn 

1 
Ln - 1 = -T' 

n 

U- - sec Yn n- _ sec fPn n- __ sec fPn+l 
n - + ,n - + ,n+1 - , hn hn hn 

- 1 
Ln = + h (tgfJn + tg fPn+l)' 

n 

Demnaeh ergibt sieh 

Wn = ;J -LI On' seefJn +LI Un' sec Yn + IJ dn• sec tpn - LI dn+1 • sec fPn+1 (50) 

- LI hn - 1 ~n + LI hn (tg fJn + tg fPn+1)] • 
An 

Die von den Pfosten abhangigen Glieder sind fast immer vernaeh
lassigbar klein, da die Quersehnitte der Pfosten aus Erfordernissen 
der Konstruktion wesentlieh graDer gewahlt werden, als die in ihnen 
auftretenden Spannkrafte verlangen. Handelt es sieh urn eine Be
lastung, so ist 

A M n , fJ E·FeLJon = -T--,on· see n, 
n 

EF A Mn , 
• LJUn = TunseeYl1 ' 

n 

E· Fe LI dn = (~: - ~:~11) d~seefPn, 
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einzufiihren. Man erhli.lt mit Vernach1.assigung. der Pfosten 

E· Fo· Wn = w~ = ~ [Mn(O~Sec2(3n + u~sec27'n) 
. n 
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+ (Mn-Mn- 1 h~:Jd~sec2CPn + (Mn- Mn+l h~:Jd~+1; seC2cpn+l]. 

In manchen Fallen ist· es zweckmaBig, die, w-Gewichte durch die 
GroBen auszudriicken, welche die Formanderung des Stabzuges kenn
zeichnen, ·namIich die Anderungen ,1 # der Winkel zwischen den Stab en 
und die Langenanderungen ,1 8 der ' 
Stabe. Man gewinnt diese Beziehung 
gleichfalls mit Hilfe der Arbeitsglei
chung, indem man die starren Stabe 
n, n - 1", und n, n + l' und ebenso 
die Stabe n, n-1 und n, n+ 1 
durch die Belastungseinheit des 
Geradenpaares belastet. Beide Ee
lastungseinheiten erhalten entgegen
gesetzten Drehungssinn, ihre Krafte 
stehen daher untereinander im 
Gleichgewicht. Abb. 217. Die Be
lastungseinheit des Geradenpaares 
n, n - 1" und n, n + l' besteht wie 

Abb.217. 

oben in drei Kraften, die in den Punkten n - 1", n und n + l' angreifen. 
Die Belastungseinheit des Geradenpaares n, n - 1 und n, n + 1 be-

l 
steht in einem Kraftepaar, dessen Krafte von der GroBe - in den 

8n 
Punkten n - 1 und n angreifen, und einem zweiten Kraftepaar, dessen 

Krafte von der GroBe _1_ in den Punkten n und n + 1 angreifen. 
8n +1 

Die Richtung beider Kraftepaare deckt sich mit der Richtung der 
gegenseitigen Drehungder Stabe n und n + 1 um - ,1:Dn. Die Belastung 

erzeugt im Stabe n die Spannkraft - tg(3n und im Stabe n + 1 die, 

Spannkraft + tg(3n+!. Mithin lautet .t'e Arbeitsgleichung fiir die 
. 8n+1 

beschriebene Belastung und den durch die GroBen ,1#n, ,18n • ,18n+! 

gekennzeichneten Formanderungszustand 

l A' .4 .0. ,18n (3 Ll8n+1 (3 
• LJ "I'n - 1 • LJ V'n = - -- tg n + -- tg n+ 1 

8n 8n +1 
und daraus folgt 

A A Q LfHn t ,1Sn+1t 
LJ'l/'n = Wn = LJ'V'n - -- g ~n + --- g ~n+l • 

Sn Sn+l 
(51) 

b) Stabwerk. Die eingefiihrte Belastungseinheit erzeugt in dem 
Stabwerk die Momente M und Normalkrafte N. Dann ist 

- Ai = f M ,1 d cP + f N ,1 d 8 
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oder, wenn 11d rp und 11 d 8 durch die Momente M und N ormalkrafte N 
ausgedruckt werden, durch welche sie entstehen. 

-j-M j-N W n = -Ai= M·--ds+ B·--ds 
EJ EF' 

(52) 

Die Integrale erstrecken sich uber aile Teile des Stabwerkes, in denen 
- -

Momente M und Normalkrafte N auftreten. Bilden die Knotenpunkte 
n - 1, n, n + 1 drei aufeinanderfolgende Punkte der Achse eines 
biegungsfesten Stabes, so ergreift die eingefUhrte Belastung nur das 
Stabstuck n - 1, n, n + 1. 1st jedoch der Knotenpunkt n ein Gelenk 
zwischen zwei Staben, dann ergreift die Belastung beide und unter 
Umstanden noch weitere Stabe des Stabwerkes. Die Formel laBt sich 
fur diesen Fail nicht weiter vereinfachen, es mussen aIle Werte M 
und N als Funktionen des Ortes aufgesteilt werden, urn die Integration 
d urchzufuhren. 

1m erstgenannten, bei weitem haufigsten FaIle fUhrt die Integration 
unter der Voraussetzung, daB die auBeren Krafte nur in den Knoten

Abb. 218. 

punkten . angreifen und 
das Tragheitsmoment 
fUr jeden Stab zwischen 
den Knotenpunkten un· 
veranderlich angenom
men werden kann, zu 
einer einfachen Formel 
fiir das w-Gewicht. Das 
Moment der auBeren 
Krafte in den Knoten
punkten sei M n- 1 , Mn, 
M n+ 1 , die Normalkrafte 

in den beiden Staben seien N n und N n+ 1 . Die angenommene Be
lastung erzeugt im Stab n (Abb. 218) 

- 1 x 
Mx =,. x· COSfln=-, 

An 8n 

in Stab n + 1 
- 1 . x 
Mx =-,- x· cosfln+l =--, 

An+1 8n+1 

Die M-Flache ist demnach fur jeden Stab ein Dreieck von der Rohe 1 
in Punkt n, der Rohe 0 in den Punkten n - 1 und .n + 1. Demnach 
ergibt die Auswertungsformel 

fM. M· J c • d8 =~(2 Mn +Mn- 1) 8;, J c +_1_ (2 Mn + Mn+1)5'+}~, 
J 8n 6 I n 8n+ 1 6 I n+ 1 

oder mit / J c / J c 
8n=8ny, 8n+1 =8n+1 y-' . 

n n+1 

fMM;d8= ~ [Mn-:i·8;,+2Mn(8;1+8~+1)+Mn+,·8;'+lJ· 
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Da ferner 

j- ~ ~ ~ 
NN F ° d8=-N"lTtgPn+Nn+l ° JotgPn+1 

n n+l 
ist, so erhalt man . (53) 

Eo J c ° 'tVn = 'tV;' = ! [Mn- 1 • 8;' + 2 Mn (8;' + 8;'+1) + 21£n+l 08;'+1] 

- N n i! ° tg /1n + Nn+1 ° i!+1 ° tg /1n+l , 

• ·2 J c ·9 J c • t 
WOfln ~n = F-' ~;'+1 =F- IS . 

n n+l . 

In vielen Fallen kann man die Knotenpunkte in gleichem Abstand A. 
J 

wahlen, J c P = 1 setzen, und den EinfluB der Normalkrafte ver
nCOS n 

nachlassigen, dann gilt die einfache Formel 

Eo J c ° 'tV .. .. ~ (1Jfn - 1 + 4Mn + JUn+d ° (54) 

Aus einer .Anderung der Temperatur urn to in der Stabachse t1 an 
dem unteren t2 am oberen Rande des Querschnittes, die geradlinig 
tiber to verlauft, ist mit 

tl - t2 L1 t 
L1 dcp = ~h-- d8=};d8, 

eLlt 
Wn = 2h (8n + 8n +1) - eto (tgP" - tgPn+1) ° 

Das elastische Gewicht eines biegungsfesten Stabes unterscheidet 
sich von dem w-Gewicht darin, daB es nur von den Abmessungen des 
Stabes abhangig ist, wahrend jenes durch die Abmessungen und die 
Ursachen der Formanderung bestimmt ist. In der Gleichung 

Yr=Mrw, 

fur die auf die Gerade i k bezogene Ordinate der Biegungslinie und in 
der von Mohr aufgestellten Gleichung (36) S. 253 

()m = 111m 

sind die w-Gewichte und die angenommene Belastung des Stabelementes 
Mod g GraBen gleicher Art. Die w-Gewichte sind Einzellasten, die 
Belastung M· d gist eine stetige Belastung. Zur Berechnung des 
Momentes Mm nach Mohr wird die stetige Belastung durch Einzel
lasten ersetzt, indem die Strecke a b = l in eine Anzahl gleicher Felder 

), 

von der Lange A. geteilt und jedem Feld die Last f M~ ~x zugewiesen 
o 

wird. Stellt man 'Yj = ~ oder auch 1]' = M ~c als Ordinate einer 

Kurve dar und teilt die 'Yj-Flache durch Lotrechte in den Feldpunkten, 
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so ist der Inhalt jedes Flachenteiles gleich der dem Feld zugewiesenen 
Einzellast. Der Angriffspunkt jeder Einzellast ist der Schwerpunkt 
der Flache. Nunmehr werden die Momente der Lasten fiir den einfachen 
Balken in den Angriffspunkten der Lasten berechnet. Zwischen diesen 
Punkten verlaufen die Momente geradlinig. In jedem Feldpunkt haben 
das statische Moment und die Querkraft der Einzellasten dieselben 
Werte wie das statische Moment und die Querkraft der stetigen Be
lastung 'Yj . 

Die in den Feldpunkten anzusetzenden w-Gewichte kann man aus 
der stetigen Belastung erhalten, wenn man diese als eine mittelbare, 
in den Feldpunkten ubertragene auffaBt. Denn zu jedem Wn liefern die 

), 

Felder n und n + 1 einen Beitrag, der durch das Integral ~ J'Yj' X' dx 
o 

angegeben ist. Das ist der Auflagerdruck der Belastung 17 der Felder n 
und n + 1 in Punkt n. Die Momente der mittelbaren Belastung haben 
in den Feldpunkten denselben Wert wie die Momente der unmittelbaren, 
wahrend die Querkrafte verschieden sind. Daraus folgt: Berechnet 
man die Ordinaten der Biegungslinie nach dem von Mohr angegebenen 
Verfahren, so erhalt man das der stetig gekrummten Biegungslinie in 
den Feldpunkten umschriebene Vieleck. Die Berechnung der Biegungs
linie aus dEll w-Gewichten ergibt das der stetigen Biegungslinie in 
den Feldpunkten einbeschriebene Vieleck. Beide Verfahren sind an sich 
anwendbar. Die Ermittlung aus den w-Gewichten verdient jedoch den 
Vorzug, da die Abstande der Lasten gleich groB gewahlt werden konnen, 
und die Laststellungen nicht erst als Schwerpunkte von Flachen be
rechnet werden mussen. 

O. Mohr!) hat zuerst die Biegungslinie als Momentenlinie gedachter 
Krafte aufgefaBt und die daraus entspringende Berechnung der Ordinate 
der Biegungslinie gezeigt. Die Berechnung der w-Gewichte aus der 
Arbeitsgleichung und die gebrauchlichen Formeln fur ihre Werte sind 
von Muller - Bresla u 2) gegeben. 

56. Anwendungen. 

a) Biegungslinie der Untergurtung des Sichelbogens von der in Ab b.163 
dargestellten Bauart mit 12 Feldern, erzeugt durch zwei wagerechte 
Lasten 1 in den Endpunkten a und b. Nach Nr. 50, S.247 ist diese 
Biegungslinie die EinfluBlinie fiir die gegenseitige Verschiebung der 
Punkte a und b infolge lotrechter Lasten. In den Knotenpunkten 1 bis 
11 wird je ein w-Gewicht angesetzt. Infolge der Symmetrie des Fach
werkes und der Belastung zur lotrechten Mittelachse im Knotenpunkt 6 
sind die Werte der w - Gewichte gleichfalls symmetrisch. Somit 

1) FuBnote 1 Seite 253 und 16. 
2) M till er - Br e s 1 au, H.: Beitrag zur Theorie des Fachwerkes, Zeitschr. d. 

Arch.- u. Ing.-Vereins zu Hannover 1885. S.418. Derselbe Beitrag zur Theorie 
der ebenen elastischen Trager, ebenda 1888, S. 605. 
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sind nur die Werte WI bis Ws zu berechnen. Nach Formel 50 ist fiir 
n= 2 ... 5 

E . Fe' Wn '- ; (-A O~ secfJn + A u~ sec)'n + A d;,secl]?n - A d~+! sec I]?n+ 1), 
n 

wenn der Einflu.B der Lotrechten vernachlii,ssigt wird. Die Belastung 
erzeugt die in 48 b angegebenen Spannkrafte Sa. 

Die Kleinheit des Wertes Ln rechtfertigt neben der GroBe des Quer
schnittes die VernachHtssigung. Mit 

A' Yun 1 Fe 2 p. 
LJ On = - h . A • F- sec /)n, 

n 0 

A' Yon 1 Fe 2 
LJ U = + --- . A • - sec )' 

n hn Fu n, 

,I' _ 1 ( hn ) 1 Fe 2 
LJ dn - + 11: Yun - Yun-l h-- /,' F- sec I]?n' 

n ' n-l d 

A'd - 1 ( hn ) J.. Fe 2 n+1 - -h- Yun - Yun+1-7- F- sec I]?n+1 
n {~n+1 d 

ergibt sich 

, _ ~ [ Fe 3 p. Fe 3 ( hn ) Fe 3 
W II - h2 Yun' F- sec Vn + Yon' F- sec )'n + Yun - Yun-1 h-- F. sec rpn 

Ii 0 u n-l d 

mit 

( hn ) Fe ] + Yun - Yun+1 h~~ Fd sec3 l]?n+! . 

1 
wi = 11: (- A 01 sec fJ1 + A ul sec)'1 + Auf sec)'2 - A d2 sec 1]?2) 

1 

O YU1 P. 
1 = - hsecV1' 

1 

U Y01 
2 = + h sec )'2' 

1 

U Y01 
1 = + hSeC)!1' 

1 

D + (YU2 YUI) 
2 = -h; - h; secl]?2 

ergibt sich 

,_ J.. [ Fe 3(1 (Fe 3 Fe 3 ) 
W I - h2 YUl -F sec . 1 + Y01 -F sec )'1 + F- sec )'2 
lou U 

+ (YU1 -YU2 ~~) :;seC31]?2]' 
') 

W~ = ; (- A o~ sec fJs + A d6 sec I]?s) , 
s 

In manchen Failen komlen auch die Schragstabe vernachlassigt 
werden Handelt es sich um den Vergleich der Ordinate der Biegungs
linie mit der gegenseitigen Verschiebung der Punkte a uud b, die durch 
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.dieselbe Belastung erzeugt ist, so darf haufig auch Fe = Fo = F" ge
setzt werden. Dann erhalt man die einfachen Formeln 

WI = ~ [Y"1 sec3 fJJ + Y01 (sec3 Y1 + sec3 Y2)]; 

n--:-2 ... 5, 

, A ( 3fJ 3 ) Wn = h2 Yun' sec n + Yon sec )'n , 
1/ 

I 2 A 3fJ W6 = h2 YU6 • sec 6 • 
6 

Die Vernachlassigung des von den Diagonalen abhangigen Gliedes 

in w~ ist, da FFe ein mehrfaches vonF
Fe ist, nur begriindet, wenn YU6 - Yu 5 116 

d 0 ~ 
hinreichend klein ist. 1m allgemeinen wird der Ansatz Fe = Fo = 2 F" 
in den mittleren Staben den wirklichen Verhaltnissen besser gerecht, 
als Fo=F". 

Nach Berechnung der w-Gewichte la13t sich die Langenanderung 
A' ab = Lll' auch durch die w' -Gewichte und die Langenanderungen LI' n 
der Untergurtstabe ausdriicken. In der Formel Nr.lO 

m-l 1n 

Al = ,1;Yn' J{}n + ,1;Llsn · cosfJn 
1 1 

wird nach Formel Nr.51 
A _Q ASn ASn+1 

LJ 'Un = Wn + -. tgfJn --- tgfJn+l 
Sn Sn+1 

eingefiihrt. Jede Stablangenanderung ist in drei Gliedern vorhanden 

ASn (- Yn-1 tgfJn + Yn tgfJn + cosfJn) = 
Sn Sn 

J Sn cos fJn (tg2 fJn + 1) = ASn sec fJn . 

Demnach ergibt sich 
m-l nt 

Al = L: Yn . 'Wn + L: As,,· sec{J" 1) (55) 
1 1 

und fiir den vorliegenden Fall 
11 12 

Al' = 23 Yu n • w;, + 23 Au:, . sec)' , 
1 1 

11 12 F 
Al' = 23 Yun' W;, + }.23 (Y~+n • Fe. sec3 l'n) . 
lIn u 

Nach Berechnung der w' -Gewichte werden die Durchbiegungen 
<5~= E . Fe' 15", nach Tabelle 2, S. 270 als Momente des einfachen 
Balkens von der Stiitzweite l berechnet. 

1) Miiller-Breslau, H.: Graphische Statik II, 1, S. 109. 
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b) Biegungslinie des vollwandigen Bogens, erzeugt durch zwei 
wagereehte Krafte 1 in den Endpunkten a und b. Die Ordinate des 
.Bogens in bezug auf die Gerade a b sei Y, P der Neigungswinkel des 
Bogenelementes gegen a b. Da Mn = 1 . Yn, N n = 1 . cosf3n ist, erhalt 
man nach Formel 53 

w~ = ~ [Yn-l • 8~ + 2Yn (8~ + 8~+1) + Yn+l ° 8;,+1] 

- i;, ° sinf3n + i;'+l ° sinf3n+lo 

Fur die Langenanderung der Sehne a b ergibt sich nach Gleichung (55) 
m-l m 

L1l'= ~ Yn ° w~ +1 ~i;' ° seef3n. 
1 1 

Die von i;, abhangigen Glieder sind nur bei sehr flaehen Bogen 
nieht vernaehlassigbar klein. Haufig darf J . cos f3 = J c gesetzt werden. 
nann ist 8~ = 8;, + 1 = I, und man erhalt mit Vernachlassigung von i; 

, }, ( 
Wn = 6" Yn-l + 4Yn + Yn+l)' 

Mit Hille dieser einfaehen Formel soIl en die Ordinaten der Biegungs
linie fUr einen naeh der Parabel gekrummten Bogen 1 = 4 m, l = 24 m 
bereehnet werden. Der Bogen wird in 20 Felder geteilt 1 = 1,2 m. 
Die DurchfUhrung der Rechnung zeigt nachstehende Tabelle (2 auf 
S. 270). 

Punkt Wi v" 
Mn = /j~ 

n i. T 

1 0,2 (0 + 4· 0,76 + 1,44) = 0,896 31,772 31,772 
2 0,2 (0,76 + 4 . 1,44 + 2,04) = 1,716 30,876 62,648 
3 0,2 (1,44 + 4'2,04 + 2,56) = 2,432 29,160 91,808 
4 0,2 (2,04 + 4 . 2,56 + 3,00) = 3,056 26,728 118,536 
5 0,2 (2,56 + 4 . 3,00 + 3,36) = 3,584 23,672 142,208 
6 0,2 (3,00 + 4 . 3,36 + 3,64) = 4,016 20,088 162,296 
7 0,2 (3,36 + 4 . 3,64 + 3,84) = 4,352 16,072 178,368 
8 0,2 (3,64 + 4 . 3,84 + 3,96) = 4,592 11,720 190,088 
9 0,2 (3,84 + 4'3,96 + 4,00) = 4,736 7,128 197,216 

10 0,2 (3,96 + 8,00) 2 = 4,784 2,392 199,608 

c) Biegungslinie des vollwandigen Dreigelenkbogens, erzeugt durch 
-ein positives Moment M = 1 im Scheitelgelenk. Diese Biegungslinie 
ist naeh Nr. 50 die EinfluBlinie fUr die gegenseitige Drehlmg der Quer
,schnitte beiderseits des Gelenkes in der Richtung des positiven Momen
tes. Es entsteht 

1 
H=--1 ' 

Wenn J cos f3 = J o gesetzt und i2 vernachlassigt werden darf, 
-erhalt man fUr aIle Knotenpunkte mit Ausnahme des Scheitelgelenkes 

w;, = :1 (Yn-l + 4Yn + Yn+l)' 
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Um tUg im Scheitelgelenk zu berechnen, wird g durch ~ , g - I und 

g + I durch die nach oben gerichtete Kraft ~ belastet.. Dadurch ent-
steht . 

- I - Y 
H=+7' M=-T 

in allen Punkten lfuks von g - I und rechts von g + I . In dem Felde g 
entsteht, wenn.1; den wagerechten Abstand von g - I bezeichnet 

- Y I 
M= -7+T·1;. 

Die M -Flache ist demnach, wenn 
~ b 1 = - I gesetzt wird, die Flache 

Abb.219. zwischen der Bogenachse und der 
Geraden a b, von der das Dreieck 

von der Basis 21 und der Hohe 1 = -1 in g abgezogen ist, Abb.219. 
Unter Vernachlassigung der Normalkrafte ergibt die Arbeitsgleichung 

t A 

, If 9 J c d 2 j )- J c d Wg =- 12 Y··-y· 8+Tf Y'''-Y 8, 
o 0 

nun ist ;. 

2f )-Jcd " D y'". J 8=Wg 
o 

wenn W~ das w' -Gewicht im Scheitel des Bogens ohne Gelenk bezeichnet, 
also mit den bezeichneten Vernachlassigungen aus 

w~ = ij (Yg-l + 2Yg) 

zu berechnen ist. Der Winkel, urn den die Querschnitte beiderseits des 
Gelenkes sich gegeneinander in der Richtung des positiven Momentes 
drehen, sei 7: bezeichnet. Dann ergibt die Arbeitsgleichung fiir die 
angenommene Belastung M = + I 

also ist 
W~=-7:'+W;. 

1st J cos (J = J c und y, die Ordinate einer Parabel, so ergibt die Inte-
gration l 

fY2dX = 8/2l 
15 ' 

() 

, 8 1 " wg = -15 + wg • 
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Nachstehend sind die Ordinaten der Biegungslinie fiir den Drei
gelenkbogen von den Abmessungen des in b behandelten Bogens be
rechnet. Die wi ... W9 ergeben sich aus denen des letzteren durch Teilung 
durch t. 

Punkt w' Vn M' il' n = n n -A- T 

1 0,224 + 1,543 + 1,543 
2 0,429 + 1,319 + 2,862 
3 0,608 + 0,890 + 3,752 
4 0,764 + 0,282 + 4,034 
5 0,896 -0,482 + 3,552 
6 1,004 -1,382 + 2,174 
7 1,088 -2,382 - 0,208 
8 1,148 - 3,470 - 3,678 
9 1,184 -4,618 - 8,296 

10 _ 8 . 24 + 4,784 = _ 11 604 
15 4 ' 

-5,802 -14,098J) 

Die lotrechte Durchbiegung des Scheitelgelenkes infolge der Be
lastung M = + 1 erhiilt man aus der Arbeitsgleichung mit 

- x l - l 
M = "2 - 41 y, N = - 41 - cos fJ , 

1 
~l I 

0' - 2 J'( Xl') Jc l (Jc 2 g-7 2 - 41 Y Y-yds- 412. F cos fJds, 
o 0 

1 
21 I 

s' 1 f d l L d l2.0 ug=j y-x X- 4/2 jY· x-4j2~u, 

o 0 

wenn fUr ~ cosfJ ein mittlerer Wert i5 eingefiihrt wird, 

0' = + ~ l2 _ ~- l2 _ 72 i6 
!l 48 15 412' 

0' r(7 i6) 
II = - . 240 + 4/2 . 

Fiir den vorliegenden Fall ist ohne Beriicksichtigung des zweiten Gliedes 

0' 
t=-14,0. ~ 

Das zweite Glied ist offen- I 
sichtlich n ur bei sehr flachen a=~: E!:Wtl.JJ,L, LtJ2 :.tl.U3ll1..LlI'li ~5~~b~~Ulli.jilll.WJ:J.4l~¢.C 

~x- I 1 
Bogen zu beachten. Fiir :. l .:. l .: 
den vorliegenden entsteht 
daraus, wenn i~ des I-Quer

Abb.220. 

schnittes N· P 40 = 248 cm2 gewiihlt wird, eine Korrektur um 0,192. 
d) Der Balken auf drei Stiitzen der Abb. 220 hat iiber der mittleren 

Stiitze ein Gelenk. Es soli die Biegungslinie berechnet werden, die 
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durch elll die Querschnitte beiderseits des Gelenkes belastendes Mo
ment M = + 1 erzeugt wird. Das Moment lin Abstand x von den 

x 
Stutzpunkten a und c ist + T' Das Tragheitsmoment sei abgestuft, 

die Stufen mogen in den Knotenpunkten liegen. FUr jeden Knoten
punkt n in dem sich das Tragheitsmoment nicht andert, ist 

, ,1, J c 1 n ,1, J c 
wn =6J(n-l+4n+n+l)T=m J' 

wenn m . 1 = list. Fur jeden Knotenpunkt, in dem sich das Tragheits
moment andert, ist 

, [ (Jc J c ) J c J c ],1, w = 3n -+-- --+-- ~ 
n I n I n+1 I n I n+1 6m' 

Die weitere DurchfUhrung der Rechnung sei an einem Zahlenbeispiel 
erlautert. Es sei ,1, = 3, m = 6. In den beiden Feldel'n zunachst der 

J J 
lnittleren Stutze sei ; = 1, in den ubrigen Feldern ; = 1,6. 

. Punkt w;~ V+B 
M' 

n·B 
M' 

T+ nB T 

1 
3·1,6 

= 0,8 9,85 9,85 5,65 4,2 
6 

2 ~1,6=16 
6 ' 

9,05 18,90 11,30 7,6 

3 ~ 3.1,6 = 24 
6 ' 

7,45 26,35 16,95 9,4 

4 
3 

(12. 2,6 - 0,6) 36 = 2,55 5,05 31,40 22,60 8,8 

5·3·1,0 I 

5 
6 

= 2,50 2,50 33,90 28,25 5,65 

0 0 33,90 33,90 0 

B_33,9_56~ - 6 - ,D. 

Die gegenseitige Drehung T der Querschnitte beiderseits des Gelenkes, 
die durch die Belastung 1l'I = 1 erzeugt wird, erhalt man aus der 
Arbeitsgleichung ffir die angenommene Belastung M = 1 

l. 

T'=2f1l'IM;dx. 
o 

J -
Abb.220 zeigt die M ; -Flache. Die M-Flache ist ein Dreieck von 

der Rohe + 1 in Punkt b. Mithin ist nach der Auswertungsformel, 
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wenn n die Zahl der Felder mit dem kleineren Tragheitsmoment J 2 ist, 
und J c = J j gesetzt wird . 

T'=2~(i~1+ nA.. nA. .~n},JI-J2) 
1 2 3 1 2 3 J 2 ' 

T'= ~ (1+ n3},3 J 1-J2) = ~A. [m + (!!-.)2 n J 1 - J 2]. 
3 12 J 2 3 m J 2 . 

Man kann aueh einfaeher 

'-2B 3m-I, 
T - + ---::--- "-

3m . 

h d ' m-l+2m 2 ,· F" d Ii dB"l ree nen, a W6 = - /, 1St. ur as vor egen e eIspre er-· 
6m . 

gibt sieh .' = 14,13. 
e) Der in Abb.221 dargestellte Balken auf drei Stutzen besteht 

aus zwei Faehwerkseheiben, die iiber der Mittelstiitze im Knotenpunkt. 

der Obergurtung nieht verbunden sind. Der lotreehte Stab ist zwei
teilig ausgebildet. Es soll die Biegungslinie der unteren Gurtung be
reehnet werden, die dureh zwei wagereehte, die Seheiben im Obergurt-

1 
knoten iiber der Mittelstiitze belastende Krafte h entsteht. Die Be-
lastung erzeugt 0 

1 
A=C=Z' O _ n seefJ" 

n-- 1 m -,;;-' 

im Iinkssteigenden Sehragstab 

U = + 1!!-. seer" 
" m h" ' 

D" =~ (hn - nh-l) see<pn, 
m n n-l 

im reehtssteigenden Sehragstab 

1 (n n+l) 
Dn+l = - -h - -h-- see<p"+l' 

m" n+l 
Soweit die Gurtungen parallel verlaufen, gel ten die einfaeheren 

Formeln 
n 

0,,=--, 
mh 

n 
U,,=+ mh' 

D _~e..e£ 
,,- mh ' 

see <P 
D"+l= - mh -

Die w'-Gewiehte in den FuBpunkten der Lotreehten sind naeh 
Formel 47, in den anderen Knotenpunkten naeh Formel 48 anzusetzen_ 
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1m Teil mit parallelen Gurtungen ist i1/d n +i1/dn+1 =O, wenn die 
Querschnitte der Schragstabe gleiche GroBe haben. Die beiden Glieder 
sind jedoch auch bei verschiedener GroBe der Querschnitte vernach
Hissigbar klein. Mithin ist fUr n = 1, 2 ... abwechselnd 

I n A Fe 
wn =2 mh2 Fu' 

I n A Fe 
wn =2m h2 Fo' 

In dem Teile des Fachwerks, in dem die Obergurtung ansteigt, ist 

I A [ n Fe (n n -1 hn ) Fe w"=2" 2--- + - - ---- --sec3rpn 
hn m Fu· m m hn- 1 Fdll 

( n n + 1 hn) Fe ] + ------ ---sec3 rp 
m m hm+1 F dn+1 n+1 , 

und 
I A [ n Fe ] W =- 2--sec3 /3 + ... + ... 
" h~ m Fo n • 

Auch in diesen Formeln sind die beiden letzten Glieder haufig 
vernachlassigbar klein. Die Werte M/: A werden aus den w'-Gewichten 
wie im Falle d) berechnet. Ebenso findet man fUr -,;', die gegenseitige 
Drehung der Geraden durch die Knotenpunkte der Ober- und Unter
glirtung beider Scheib en iiber der Mittelstiitze 

7:' = 2 (B + wI,) , 

wb=2"-sec3/3+ 1----- -sec3rp. I J. [Fe (m - 1 ho )· Fe J 
ho Fo m hO - 1 Fa 

f) Gelenktrager auf drei Stiitzen mit einem Gelenk in g, Abb. 221. 
Der eingehangte Trager sei durch lotrechte Lasten belastet. Die hier
durch erzeugte Biegungslinie der unteren Gurtung soll berechnet werden. 
Die w' -Gewichte jn den Knotenpunkten 0 bis m - 1 beider Scheib en 
mit Ausnahme des Gelenkpunktes g werden nach den Formeln 47 
und 48 berechnet. Die Berechnung von w~ ist in Nr. 48e dargestellt. 
In der Formel _ F 

WI =""S.S'8~ g.o;;;.. F 

erstreckt sich die Summe iiber aile Spannkrafte des Fachwerkes. Es kann 
indessen w~ auch aus den iibrigen w' -Gewichten ermittelt werden, 
wenn man zu den oben bezeichneten noch wI, im Untergurtknoten b 
hinzufiigt. Wird die Biegungslinie als Moment der w' -Gevtrichte in 
allen Knotenpunkten der Untergurtung fUr den einfachen Balkenvon 
der Stiitzweite ac = 21 ermittelt, so muB das Moment im Punkt b 
zu 0 werden, da die Verschiebung 0 ist. 1st eine Verschiebung um 
Ob nach unten gegeben, so muB 

1 ~;T' EF Ob 
T.1Y.Lb W = c'T 
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sein. Nun laBt sich Mi,w zedegen in das Moment der nach obigen 
Angaben berechneten w' -Gewichte und in das Moment aus w~. Das 
er .. te ist 

• m-l I m-l I 
~ 2!w~.n + TL:w;,.n + Twi,.m, 

1 1 

worin die erste Summe, abgesehen von w~, aIle w' -Gewichte der 
linken, die zweite die w' -Gewiehte der reehten Offnung umfaBt. Das 
Moment aus w~ ist lw~ (l- d). Mithin erhalt man 

l-d (j m-l m-l 

w~-A.- = 2E· Fc-} -.2}w;" n - .2}w;" n - wI,· m. 
1 1 

g) Es solI noeh eine haufiger benutzte Formel abgeleitet werden. 
Ein Balken unveranderlichen Tragheitsmomentes auf zwei Stutzen a 
und b sei dureh ein Moment Ma in a und ein Moment Mb in b belastet. 
Gesucht ist die lotreehte Ordinate der Biegungslinie im Abstand z 
von der Balkenmitte. Die angenommene Belastung ist P = 1 in z. 

D M 1 h · . D . k d H h (l- 2z) (l + 2z) d ie - F lie e 1st em relee von er 6 e -----l ---- un 
der Basis l. Abb. 222. Die M -Flliche 4 
ein Trapez mit den Ordinaten Ma 
und Mb 

I +-
2 

(J'm= f M . M dz. 
I 

Nach der Auswertungsformel ergibt sieh 

Abb.222. 

(j' = Ma l2 - 4z2 • ~(i_ + ~z)+ Mb .l2 - 4Z2. ~(~ _ ~z) 
m l 4l 2 2 3 l 4l 2 2 3 ' 

o;..=l2~84Z2[Ma(a+2 ;)+Mb(a-2 ;)]. (56) 

Wird der Balken in 2 m - Felder von der Feldweite I geteilt, so ist 
fur z = nl 

Il' m2 - n2 [ ( n) ( n )] --.!"=--- M 3+- +Mb 3-- . 12 12 a m m 

Naehstehende Tabelle gibt die Werte fiir m = 4 und 5 an. 

n d;,:).2. m =4 d~:).2: m = 5 

0 4(Ma + Mb) .: (Ma+ Mb) 

1 -'"6 (13 Ma + 11 M b) ;-%( 8Ma+ 7Mb) 

2 ~ (7Ma+ 51),[b) }o (17 Ma + 13 Mb) , 6 

3 ..l (5Ma+ 3Mb) ;i,(3Ma+ 2Mb) , 6 

4 ,:" (19 Ma + 11 Mb) 

G r ii n in g, Statik. 19 
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IV. Das Gleichgewicht des statisch nnbestimmten 
Tragwerkes. 

a) Allgemeine Losung. 
57. Die Elastizitatsbedingungen. 

Die wesentliche Eigenschaft des statisch unbestimmten Tragwerkes 
ist die Beschrankung der Formanderung durch die wechselseitige Ab
hangigkeit zwischen den Abmessungen seiner Glieder. Jedes Glied 
stellt eine Elastizitatsbedingung. Mithin sind in einem Tragwerk von 
2k + n Gliedern die Abmessungen der Glieder durch n Beziehungen 
untereinander verknupft, und die Formanderung unterliegt n Beschran
kungen. Die Formanderung jedes Gliedes steht in linearer Abhangig
keit zu der in ihm wirkenden statischen GraBe. Mithin folgen aus den 
n Beschrankungen der Formanderung ebenso viele Bedingungen fiir 
den Gleichgewichtszustand des statisch unbestimmten Tragwerkes, und 
die Lasung der Gleichgewichtsaufgabe kann nur aus ihnen hergeleitet 
werden. I, Diese Bedingungen aufzustellen, muB das erste Ziel sein. Es 
ist auf zwei verschiedenen Wegen zu erreichen. 

a) Da 2k + n Elastizitatsgleichungen einschliel3lich der Auflager
bedingungen besteJ.en - I, G1. (1,2,3,4) -, die nur 2k Verschiebungs
komponenten enthalten, konnen die Verschiebungskomponenten elimi
niert werden. Danach bleiben n Gleichungen ubrig, welche die Ande
rungen LIs, if if der Abmessungen der inneren Glieder und die Ver
schiebungen c der Stutzen bzw. Drehungen der Einspannungen mit
einander .verknupfen. Sie drucken die Beschrankungen aus, denen die 
Formanderung unterliegt. Nur wenn sie erfullt werden, vollzieht sich 
die Formanderung jedes Gliedes im Einklang mit der Formandel'ung 
aller andel'en Glieder. Jede Gleichgewichtsbedingung des Prin
zi ps der virtuelle n Verruc k u nge n fur ei nen Sel bsts pa nn u ngs
zustand ist eine Gleichung del' bezeichneten Art. Denn da 
die Krafte des Selbstspannungszustandes bekannt sind, verbindet die 
Gleichgewichtsbedingung die virtuellen Verruckungen miteinander. 
Die virtuellen Verruckungen eines elastischen Tragwerkes unterliegen 
ganz denselben geometrischen Bedingungen wie die wirklichen. Die 
Gleichgewichtsbedingungen fUr einen Selbstspannungszustand enthalten 
von den Verschiebungskomponenten nur die Stutzenverschiebungen. 
Mithin bringen sie die wirklichen LIs, LJ {}, c in gegenseitige Abhangig
keit. Man erhalt die erforderliche Anzahl von n Gleichungen, indem 
man n voneinander unabhangige Selbstspannungszustande bestimmt. 
Das erfordert fUr jeden Zustand die willkurliche Wahl von n statischen 
GraBen und die Berechnung der ubrigen 2k aus den in gleicher 
Zahl vorhandenen Gleichgewichtsbedingungen der Knotenpunkte. Da 
n GraBen willkiirlich wahlbal' sind, bestehen n voneinander unab
hangige Selbstspannungszustande. Die Willkurlichkeit der Wahl unter
liegt nur der Einschrankung, daB die 2 k Gleichgewichtsbedingungen 
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erfullbar bleiben. Mithin kann durch die Wahl der willkiirlichen GraBen 
die Form der gesuchten Gleichungen beeinfluBt werden. Es lassen sich 
jedoch nicht mehr als n voneinander unabhangige Gleichungen auf
stellen, da nur ebenso viele voneinander unabhangige Selbstspannungs
zustande maglich sind, wie auch die Elimination von 2 k GraBen aus 
2k + n linearen Gleichungen nicht mehr als n Gleichungen ergeben 
kann. 

Es bezeichne CT die Stutzkrafte, zu denen auch die etwaigen Ein
spannungsmomente gezahlt werden sollen, Sr die Spannkrafte, NT die 
Normalkrafte, MT die Momente und VT die Querkrafte des Selbst
spannungszustandes r. Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung des 
Prinzips der virtuellen Verruckungen fiir den Selbstspannungszustand r, 
die ihrer Bedeutung gemaB Arbeitsgleichung fur den Zustand r zu 
nennen ist, fUr das Fachwerk 

fur das Stabwerk 
(1) 

L:C ... c-L:!N ... Ads-L:!JJf ... Adp - 2.Jv. .. dp-L:S ... As=O. (2) 

Letztere enthalt die Winkelanderungen der steifen Ecken Ll {} nicht 
unmittelbar. Sie kann jedoch durch eine einfache Umformung und 
Integration uber die biegungsfesten Stabe auf die Form 

L:CTc - 2:NTL1 s - L:MeT · Llf} - 2ST' L1s = 0 

gebracht werden, woraus die Gleichwertigkeit beider Gleichungen 
erhellt. 

In (1) und (2) wird nun 

L1s=S·g+c.t.s, 

N 
LI ds = EF' ds + E • to . ds , 

M LIt 
Lldm=~ds-l--c·-·ds 

'r EJ ' h ' 

V 
dp=---ds 

GF· Y. 

eingefuhrt und die Arbeit der Stutzkrafte 

2 CT' C =Lr 

bezeichnet. So erhalt man in 

Lr - I: 2 s .. . t . s - 2 s .. . s· Q = 0 

Lr-I:~(fN .. to.ds+ fMr'~: .dS) 

- ~(fNr'N ds+fM~-,.MdS+fVr~)_ ~S"'S'Q=O 
EF l~J GF·,,':::" 

19* 

(3) 

(4) 
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die gesuchten Gleichungen, welche die Spannkrli.fte S, N ormalkrafte N, 
Momente M und Querkrafte V des statisch unbestimmten Tragwerkes 
miteinander verkniipfen. Sie sind Gleichgewichtsbedingungen, driicken 
aber infolge der zweifachen Abhangigkeit der Arbeit eine Bedingung 
aus, welcher die Formanderung des statisch unbestimmten Tragwerks 
unterworfen ist. Da hierin ihre Bedeutung liegt, werden sie Elastizitats. 
bedingungen des statisch unbestimmten Tragwerks genannt. 

b) Der zweite Weg geht von der Formanderung eines einfach stabilen 
Tragwerkes aus, welches aus 2 k notwendigen Gliedern des vorgelegten 
besteht. Werden die Elastizitatsbedingungen der n iiberzahligen Glieder 
nicht beachtet, so haben die in den Gliedern wirkenden statischen GraBen 
fUr die Formanderung des einfach stabilen Tragwerkes die Bedeutung 
von Lasten. Sie kannen jeden beliebigen Wert annehmen, da nur 2k 
Gleichgewichtsbedingungen zu erfiillen sind. Bei dieser Formanderung 
treten .A.nderungen in den Abmessungen der iiberzahligen Glieder ein, 
die trotz bestimmter Lasten, Temperaturanderung und Stiitzenverschie· 
bungen in gleicher Weise veranderlich sind, wie die statischen GraBen 
der iiberzahligen Glieder. Mithin kann jeder Anderung ein bestimmter 
Wert vorgeschrieben werden. Dieser wird nun so gewahlt, daB die 
bisher vernachlassigte Elastizitatsbedingung erfiillt wird. Dadurch 
erhalt man n lineare Gleichungen zwischen den n statischen GraBen 
der iiberzahligen Glieder. Die den Gleichungen geniigenden Werte 
erzeugen die besondere Formanderung des einfach stabilen Tragwerkes, 
welche alle Elastizitatsbedingungen der iiberzahligen Glieder erfiillt. 
Da die Aufgabe, den Gleichgewichtszustand des vorgelegten Tragwerkes 
zu bestimmen, nur eine Lasung hat, folgt daraus, daB die berechneten 
Werte der statischen GroBen in den iiberzahligen Gliedern dieses Trag. 
werkes auftreten. 

Um die Gleichungen aufzustellen, ist zunachst ein einfach stabiles 
Tragwerk zu bilden. Es wird statisch bestimmtes Hauptsystem genannt. 
Die statischen GroBen der iiberzahligen Glieder heiBen die statisch un· 
bestimmten GraBen und sollen X a, Xb ... Xn bezeichnet werden. Die 
Bildung des statisch bestimmten Hauptsystems kann durch Beseitigung 
von n inneren und auBeren Gliedern durchgefiihrt werden. Zweck
maBiger als die Beseitigung innerer Glieder ist folgendes Verfahren: 
Dberzahlige Stabe werden in einem beliebigen Punkte durchgeschnitten. 
Beide Schnittufer werden durch eine Doppelkraft belastet, welche der 
Stabkraft nach Lage und Richtung gleichwertig ist. Bei der Form
anderung des statisch bestimmten Hauptsystems tritt dann eine gegen· 
seitige Verschiebung der Schnittufer in der Kraftrichtung ein. Sie ist 
zu berechnen. Die Elastizitatsbedingung des Stabes in dem vor· 
gelegten Tragwerk schreibt dieser Verschiebung den Wert 0 vor. Handelt 
es sich um einen biegungsfesten Stab und solI nur eine Elastizitats
bedingung durch den Schnitt beseitigt werden, so muB angenommen 
werden, daB die Schnittufer nur parallel oder rechtwinklig zur Stab· 
achse verschieblich sind. DemgemaB sind die Schnittufer durch eine 
parallel oder rechtwinklig zur Stabachse gerichtete Doppelkraft zu be. 
lasten, welche der entsprechenden Seitenkraft der Stabkraft nach Lage 
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und Richtung gleichwertig ist. Bei der Formanderung des statisch 
bestimmten Hauptsystems tritt eine gegenseitige Verschiebung der 
Schnittufer ein. Sie ist zu berechnen. Die beseitigte Elastizitats
bedingung des Stabes schreibt ihr den Wert 0 vor. Natiirlich kann ein 
Schnitt durch einen biegungsfesten Stab auch zwei Elastizitatsbedingun
gen aufheben. Dann sind die Schnittufer durch zwei Doppelkrafte zu 
belasten und die gegenseitigen Verschiebungen in zwei Richtungen zu 
berechnen. Beiden ist durch die beseitigten Elastizitatsbedingungen 
der Wert 0 vorgeschrieben. Durch ein Gelenk in einem beliebigen 
Punkte der Achse eines biegungsfesten Stabes wird eine steife Ecke 
ausgeschaltet. Die Querschnitte beiderseits des Gelenkes werden durch 
ein Doppelmoment belastet, welches dem Moment der Spannungen in 
demselben Querschnitt nach Lage und Richtung gleichwertig ist. Bei 
der Formanderung des statisch bestimmten Hauptsystems tritt eine 
gegenseitige Drehung der Querschnitte ein. Sie ist zu berechnen. Die 
beseitigte Elastizitatsbedingung in dem vorgelegten Tragwerk schreibt 
ihr den Wert 0 vor. Ein Schnitt durch einen biegungsfesten Stab kann 
auch drei Elastizitatsbedingungen beseitigen. Dann sind die Schnitt. 
ufer durch zwei Doppelkriifte und ein Doppelmoment zu belasten, die 
den Seitenkriiften und dem Moment der Stabkraft nach Lage und 
Richtung gleichwertig sind. Bei der Formanderung des statisch be
stimmten Hauptsystems tritt eine gegenseitige Verschiebung der Schnitt· 
ufer in zwei Richtungen und eine gegenseitige Drehung ein. Sie sind 
zu berechnen. 1m vorgelegten Tragwerk ist ihnen der Wert 0 vor
geschrieben. 

Bei der beschriebenen Bildungsweise des statisch bestimmten Haupt
systems ist die GroBe, die aus der Formanderung desselben zu berechnen 
ist, entweder die gegenseitige Verschiebung der Angriffspunkte der 
Doppelkraft X in der Kraftrichtung, oder die gegenseitige Drehung 
der Angriffsgeraden des Doppelmomentes X, welche der statisch un
bestimmten GroBe nach Lage und Richtung gleichwertig sind. Die 
Verschiebungen und Drehungen decken sich mit den Wegen, welche 
die Doppelkriifte bzw. Doppelmomente X bei der Formanderung des 
statisch bestimmten Hauptsystems zuriicklegen. Sie werden daher die 
Wege der statisch unbestimmten GroBen am statisch bestimmten 
Hauptsystem genannt und (ja, ()b .... ()n bezeichnet. 

Eine iiberzahlige Stiitze oder Einspannung wird beseitigt und der 
Stiitzpunkt durch eine der Stiitzkraft nach Lage und Richtung gleich
wertige Last, der eingespannte Querschnitt durch ein dem Einspan
nungsmoment gleichgerichtetes Moment unbestimmter GroBe belastet. 
Bei der Formanderung des statisch bestimmten Hauptsystems tritt 
eine Verschiebung des Stiitzpunktes in der Stiitzrichtung oder eine 
Drehung des eingespannten Querschnittes ein. Beide GroBen decken 
sich wieder mit den Wegen der X und sollen deshalb so benannt werden. 
Sie sind zu berechnen. Durch die Auflagerbedingungen des vorgelegten 
Tragwerkes ist ihnen ein bestimmter Wert c vorgeschrieben. In einem 
mehrfach stabilen Tragwerk konnen im allgemeinen mehrere verschie
dene Tragwerke einfacher Stabilitat aus 2k Gliedern gebildet werden. 
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DemgemaB sind in einem mehrfach statisch unbestimmten Tragwerk 
auch mehrere statisch bestimmte Hauptsysteme moglich. Man kann 
sie beliebig aus 2k auBeren und inneren Gliedern zusammensetzen, doch 
miissen mindestens drei auBere Glieder vorhanden sein. 

Die Formanderung des statisch bestimmten Hauptsystems entsteht 
durch die auBeren Ursachen (Lasten, Anderungen der Temperatur, 
Stiitzenverschiebungen) und die als Lasten zu behandelnden GroBen 
Xa, ... Xn . Die Berechnung der Wege oa, ... On ist demnach eine 
Aufgabe der Formanderung, die nach dem in III dargelegten Ver
fahren in jedem Falle .. durchzufiihren ist. Sie kann deshalb als erledigt 
angenommen werden. Der Weg der statisch unbestimmten GroBe Xr 
sei in der Form 

Dr = 1\0 + Or'/)) - Xa . Dra - ., . X r• Orr - ... X n • Or" (5) 

dargestellt, die nach dem Superpositionsgesetz (Nr. 13) durch Ermitt
lung der Beiwerte immer gewahlt werden kann. Urn die Beiwerte ein
deutig zu bezeichnen, mull zuvor die positive Wegrichtung festgesetzt 
werden. An sich kann sie sowohl der positiven Kraftrichtung Xr gleich 
wie entgegengesetzt gewahlt werden. Da die statisch unbestimmten 
GroBen X, die Wege Oro riickgangig machen miissen, erzeugen Wege 
in: der negativen Kraftrichtung positive Werte X. Die statisch un· 
bestimmten GroBen konnen als Reaktionen auf eine Formanderung 
amgefaBt werden, die auch bei unbelastetem Tragwerk durch Ande
rungen der Temperatur oder Verschiebungen der Stiitzen eintritt. 
Deshalb wird zweckmaBig als positive Wegrichtung Or die negative 
Richtung del' statisch unbestimmten GroBe Xr gewahlt, die kurz 
Richtung X, = -1 bezeichnet sei. Danach ist 

0'0 j Lasten odeI' gegebene Anderungen del' Temperatur 
OTlO del' ~eg in die gegebenen Verschiebungen del' Stiitzpunkte 
Ora del' RlChtung die Lasteinheit Xa = -1 , 

X, = -1 \ 
Orr del' entste~t " Xr = -1, 

durch 
orn ' , " Xn= -1. 

Die Wege Or sind den Elastizitatsbedingungen des statisch un
bestimmten Tragwerkes zu unterwerfen. 1st rein inneres Glied, so ist 
Or ~ 0, ist rein auBeres Glied, br = -Cr zu setzen. Das negative 
Vorzeichen ist notwendig, weil als positive Richtung Cr die Kraft
richtung Xr gewahlt ist. Urn die Form del' so entstehenden Bedingungs
gleichungen fiir die statisch unbestimmten GroBen fiir beide Fane gleich 
zu gestalten, wird brw aus den gegebenen Stiitzenverschiebungen C 

berechnet. Als Belastung ist Xr = -1 anzunehmen. Die durch 
Xr = -1 im statisch bestimmten Hauptsystem entstehenden Stiitz
krafte seien 0,.. Dann lautet die Arbeitsgleichung fUr die Belastung 
Xr = -1 am starren Tragwerk 

1· orw + LOr· C = o. 
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Die beiden Glieder (Irw:""'" or der Gleichung (5) gehen mit 0,. = 0 bzw. 
Or = - Cr tiber in 

Orw- or= -~Or'c 
oder 

orw - Or = -1; Or . C + 1 . Cr· 

1st r ein auBeres Glied, so ist die angenommene Last Xr = -1 der 
gleichnamigen Sttitzkraft oder Einspannung im Werte -1 gleich, und 
-1 . Cr der Ar beit derselben auf dem gegebenen Wege Cr. Es ist also 
nur eine Erweiterung des Begriffes Or notwendig, urn die rechte Seite 
beider vorstehenden Gleichungen durch -1; Or . C auszudrticken. Diese 
wird erreicht, wenn unter Or aile Sttitzkrafte verstanden werden, die 
in dem durch Xr = -1 bestimmten Gleichgewichtszustand auftreten. 
Das sind wie in Gleichung (1) und (2) die Werte, welche die Sttitz
krafte 0 des statisch unbestimmten Tragwerkes im Zustand Xr = -1, 
der ein Selbstspannungszustand ist, annehmen. Bezeichnet 

L="L,O.c 

die Arbeit der Sttitzkrafte des statisch unbestimmten Tragwerkes, so ist 

Lr= "L,Or' C 

der Wert der Arbeit L fUr den Gleichgewichtszustand Xr = -1, und 
ailgemein gilt demnach 

DurchEinftihrung der Bedingungen or = 0 bzw. Or = -Cr folgt so
mit aus (5) die Gleichung 

(5"0 - Lr = Xa' o"a + ... + X,., Orr + ... + X"' orn. (6) 

Sie gibt die Form der n Bedingungsgleichungen ftir die statisch un
bestimmten GroBen X an. Jede Gleichung ist in den absoluten GroBen 
wie den Beiwerten der X einer statisch unbestimmten GroBe zugeordnet. 
Aile Oro entstehen aus denselben Lasten oder Temperaturanderungen, 
aIle Beiwerte Ork haben dieselbe Ursache X k = -1. Da nach dem 
Maxwellschen Satz (Nr. 50) Ork = Okr ist, enthalten die n2 Beiwerte Ork 

n(n+1) . 
nur -2 ~ verschwdene Werte. 

58. AuflOsung del' Gleichgewichtsbedingungen 
und del' Elastizit1itsbedingungen. 

Die 2 k + n statischen GroBen des nfach statisch unbestimmten 
Tragwerkes sind aus 2 k Gleichgewichtsbedingungen und n Elastizitats
bedingungen zu berechnen. Bei der Auflosung werden zweckmaBig die 
2k Gleichgewichtsbedingungen von den Elastizitatsbedingungen ge
trennt. Man berechnet zuerst 2k statische GroBen ausden Gleich
gewichtsbedingungen, indem man n GroBen als gegebene behandelt. 
Die Auswahl dieser n GroBen kann willktirlich getroffen werden und 
unterliegt nur der Bedingung, daB die verbleibenden 2 k Unbekannten 
durch die Gleichgewichtsbedingungen eindeutig bestimmt sind. Sie 
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sollen X a, ... Xn bezeichnet werden. Da die Gleichgewichtsbedingun
gen linear sind, erhi:i.lt man durch ihre AuflOsung die 2 k GroBen linear 
von den Lasten und den n GroBen X, abhangig. 

Die statischen GroBen konnen daher immer in der Form 

fUr die Stutzkraft 
fUr die Spannkraft 
fUr die N ormalkraft 
fUr das Moment 
fUr die Querkraft 

C = Co - Ca' Xa. - --- - C,.· X,., I 
S= So-Sa-Xa.-----S,.,X", 
N=~o-Na.·Xa.-----N,.··X,., (7) 
M=Mo-Ma-Xa.- ----Mn,Xn' 
V = Vo - Va. . Xa. - --- - v.. -X,. 

dargestellt werden. Hierin drucken 0 0 , So, No, M o, Vo die Werte aus, 
die durch die Lasten allein erzeugt werden. N ach dem Superpositions. 
gesetz ist daher 

Oo=~Pm'O;", 

So ='LPm' S;", 

No=~Pm·N;", 

Mo=~Pm·M;", 

Vo=~Pm' V;". 

Die Beiwerte a" Sr, N" M" V, sind die Werte, die durch den 
Wert -1 der GroBe XT(XT = -1) aUein entstehen. Die statischen 
GroBen a, S, N, M, V, X a, ... Xn geben, da sie aIle Gleichgewichts
bedingungen bei beliebigen Werten der X erfUllen, einen moglichen 
Gleichgewichtszustand des vorgelegten Tragwerkes an. Einen solchen 
bilden also auch folgende Gruppen: 

(1) die GroBen Co,So,No,Mo, Vo dieLastenPundXa·.·Xn=O, 

(a) die GroBen Oa, Sa, N a, M a, Va, Xa= -1, Xb '" X n = 0, 

(r) die GroBen a" S" N" M" V" X, = -1 alJe andern X = 0, 

(n) die GroBen an, Sn, N m Mm Vn ··. Xn = -1 aIle andern X = O. 

Man bezeichnet den Gleichgewichtszustand 1 Zustand X = 0, den 
Gleichgewichtszustand r(r = a ... n) Zustand X, = -l. Jeder Zu
stand X T = -1 ist ein Selbstspannungszustand. Die 2k + n Werte 
seiner statischen GroBen sollen nun allgemein a" S" NT> M" VT 

bezeichnet werden, d. h. die Werte -1 fUr X, und 0 fUr aIle anderen X 
sollen in diese Bezeichnungen eingeschlossen werden, um die Formeln 
zu vereinfachen. 1m Zustand X = 0 stimmen die Gleichgewichtsbedin
gungen mit den Gleichgewichtsbedingungen des statisch bestimmten 
Systems uberein, welches durch Ausschaltung der Glieder a bis n ent· 
steht und durch die Lasten P belastet ist. 1m Zustand X, = -1 
stimmen die Gleichgewichtsbedingungen mit denen desselben statisch 
bestimmten Systems uberein, welches durch eine der GroBe X, nach 
Lage und Richtung gleichwertige GroBe vom Werte -1 belastet ist. 
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Die Berechnung der Werte Co . .. Vo, Cr . .. V, der Gleichungen(7) 
ist demnach auf folgende Weise durchzufiihren. Es wird durch die 
beschriebene Ausschaltung der Glieder a bis n ein statisch bestimmtes 
Hauptsystem gebildet. Die Berechnung desselben fiir die Belastung durch 

(1) die Lasten P Co, So, No, M o, Vo , 
(a) die Last Xa =-1 Ca, Sa, N a , M a, Va, 

(r) die Last Xr =-1 
ergibt 

Cr , Sr, N r , Mr , V" 

(n) die Last Xn =-1 Cn , Sn, N n , M n, Vn · 

Nun folgt die Auflosung der Elastizitatsgleichungen. Sollen sie als 
Arbeitsgleichungen fiir Selbstspannungszustande aufgestellt werden, so 
benutzt man die n Selbstspannungszustande Xr = -1. In den Elastizi
tatsgleichungen (3) oder (4) werden die 2k berechneten statischen 
GroBen durch die Gleichungen (7) ersetzt, und die Xa . . . Xn ent
haltenden Glieder zusammengefaBt. So erhalt man n Gleichungen 

Xa' {-tra + ... + Xr • {-tr.· + ... + x.. {-trn = {-tro - L r . (8) 

Hierin sind die Beiwerte flrk und die flro fiir das Fachwerk durch 

flrk = ~ Sf' Sk • e } (9) 

fl,o = ~ So' Sf . e + e ~ Sf' t . 8 , 

fiir das Stabwerk durch 

definiert. Die Summen umfassen alle Stabe, ebenso die C., S" N" 
M" V, alle Stiitzen und Stabe. Da n - 1 statische GroBen des Zu
standes Xf = -1 verschwinden, fallt jedoch in jeder Summe ein Teil 
der Glieder aus. In den So, No, Mo, Vo enthaltenden Summen fallen 
aIle iiberzahligen Glieder aus. 

Die Gleichungen (6) enthalten nur die statisch unbestimmten GroBen. 
Bevor sie aufgelOst werden konnen, miissen die Beiwerte der Unbekann
ten und die absoluten Glieder ausgerechnet werden. Da jeder Wert Jr 

der Weg der statisch unbestimmten GroBe Xr in der Richtung Xr = - 1 
ist, der bei der Formanderung des statisch bestimmten Hauptsystems 
eintritt, sind die Arbeitsgleichungen fUr die angenommene Belastung 
Xr = -1 und die verschiedenen Ursachen der Wege aufzustellen. 
Infolge der in Nr. 57 angegebenen Bildungsweise des statisch bestimmten 
Hauptsystems sind die durch die Belastung Xr = - 1 erzeugten sta
tischen GroBen genau dieselben wie die GroBen Cr , Sf' N" Mr , Vr 
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des Selbstspannungszustandes X T = -1 im n fach statisch unbestimm
ten Tragwerk. Da kein inneres Glied beseitigt ist, miissen die Summen 
der Arbeitsgleichung aile inneren Glieder umfassen. Mithin ergibt 
sich bTk als Weg von Xr = - 1, der durch X k = -1 erzeugt wird, 
im Fachwerk 

im Stabwerk 

1. bTk = ~ [JNT. Nkds +fMr . !lk ds +fVr . Vk ds-I 
..:;.. EF . EJ G·F·%_ 

+ 2:, Sr' Sk' e, 
ferner bro als Weg von X T = -1, der durch gegebene Lasten P 1n und 
Temperaturanderungen erzeugt wird, im Fachwerk 

1· bro = .1: So' Sr' e + s2: Sr' t· s; 
im Stabwerk 

_~ ~[JNr.No fMr.Mo fVr.Vo ] "'" 
1.uro =":;" -jTii,ds+ EJ d8+ G.F.Y"ds +":;,,So,Sr' s 

+ s 2[J Nr·tods + JMr"!h~dS] + s2 Sr' t· s. 

Demnach ist fUr das Fachwerk und Stabwerk 

brk = Ilrk , 

bro = flro . 

Die n Gleichungen (6) stimmen mit den n Gleichungen (8) iiberein. 
Die Auflosung der Gleichungen (6) bzw. (8) ergibt die n Werte Xr 

linear von den absoluten Gliedern ,uro - Lr abhangig. Mithin erhalt 
man jeden Wert Xr in der Form . 

X,. = ([lao - La) J.a,. + ({lbO - L b ) J. b ,· + ... (flro - L,.) J.,., ..•• } (11) 

+ (/1,." - L,,) J'n>' 

und die Auflosung erfordert die Berechnung der Beiwerte j" deren 
Zahl gleich n2 ist. Werden Determinanten zur Auflosung benutzt, so 
ist zunachst die Determinante D aus den Beiwerten fl zu bilden. 

Itaa , flab Itan 

,uba, Itbb Itnb 

,Una, flnb ,unn 

Nach dem Satze Ma xwells von der Gegenseitigkeit der Formande· 
rung ist flrk = Pk" wie auch unmittelbar aus den Gleichungen (9) 
und (lO) erhellt. Daraus folgt, daB die Determinante D symmetrisch 
zur Diagonale ist. J ede lotrechte Spalte r kann mit der wagerechten 
Zeile r vertauscht werden. Aus D sei Drk durch Streichung der Spalte r 
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und der Zeile k gebildet, ebenso Dkr durch Streichung der Spalte k 
und der Zeile r. Dann ist 

1 _ (_l)r+k Drk 
"kr - D ' 

Da die Spalte k mit der Zeile k und die Zeile r mit der Spalte r ver
tauscht werden kann, ist 

DIcr = Drk und }'rk = }'Icr. 

Werden die },-Werte in Form einer Determinante geschrieben 

}"aa, }'ba Ana 

Aab' Abb Anb 

D1 = 

}I.a.n, }'bn 

so ist Dl gleichfalls symmetrisch zur Diagonale. Die n2 Werte Ark ent
halten daher nur !n (n + 1) verschiedene. Mit ihrer Ermittlung ist die 
Berechnung der statisch unbestimmten GraBen durchgefiihrt. Die gefun
denen Werte sind in die Gleichungen (7) einzusetzen. Dann sind durch 
diese auch die 2 k iibrigen statischen GraBen des Tragwerkes bestimmt. 

Zwischen den beiden dargestellten Verfahren besteht der grundsatz
liche Dnterschied, daB ein statisch bestimmtes Hauptsystem fiir das 
Verfahren a nicht notwendig ist und nur als Hilfsmittel der Rechnung 
dient, dagegen in dem Verfa.hren b die unentbehrliche Grundlage bildet. 
Bei der Durchfiihrung der Rechnung verschwindet dieser Dnterschied 
im allgemeinen. Denn, wie gezeigt, wird sowohl die Auflasung der 
Gleichgewichtsbedingungen nach "2 k Dnbekannten, wie die Bestimmung 
der n voneinander unabhangigen Selbstspannungszustande mit Hilfe 
des statisch bestimmten Hauptsystems durchgefiihrt. Dann decken sich 
beide Verfahren vollstandig. In manchen Fallen des Stabwerkes lassen 
sich jedoch die erforderlichen n Selbstspannungszustande leicht be
stimmen, ohne daB ein statisch bestimmtes Hauptsystem zuvor fest
gelegt wird, und die Gleichungen (4) kannen unmittelbar in einer Form 
aufgestellt werden, die auBer den Momenten Mo einfacher Balken nur 
n statische GraBen enthalt. Dann sind diese aus den n Elastizitats. 
gleichungen ohne weiteres zu berechnen. Beispiele der Art werden in 
Nr.60 behandelt. 

59. Allgemeiner Gang del' Untersuchung. EillfluBlinien. 

Nach dem Superpositionsgesetz ist eine Trennung der auBeren Dr· 
sac hen nach Lasten, Anderungen der Temperatur und Verschiebungen 
der Stiitzen zulassig. Die Berechnung eines statisch unbestimmten 
Tragwerkes wird daher fiir die drei verschiedenen Einwirkungen getrennt 
durchgefiihrt. Die Beiwerte der X in den Elastizftatsgleichungen haben 
fiir alle drei Falle unveranderliche Werte. Sie w~rden zuerst ermittelt. 
Dazu werden die auBeren und inneren GraBen des statisch bestimmten 
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Hauptsystems berechnet, die durch die n Belastungen X = -1 entstehen. 
Die [trk erhalt man sodann im FaIle des Fachwerkes mit Hille einer 
Tabelle (vgl. Nr. 48). Zur Vereinfachung der Rechnung wird jedes Glied 
der Elastizitatsgleichungen mit EFc: Krafteinheit multipliziert, so daB 

[t~k = L Sr' Sk . S i (12) 

zu berechnen ist. 1m FaIle des Stabwerkes diirfen die Querkrafte immer, 
die Normalkrafte meist vernachlassigt werden. Die Elastizitatsgleichun
gen werden in jedem Glied mit E J c : Krafteinheit . Langeneinheit2 multi
pliziert, so daB 

'~J' J c ~ J c fJrk =.,:;.., Mr' M k • J ds + .,:;.., Sr . Sk . S • p- , (13) 

wozu erforderlichenfalls noch 

LjNr.Nk·i ds 

tritt, zu berechnen ist. Es empfiehlt sich immer die aus den Ursachen 
Xr = -1 entstehenden Momentenflachen darzustellen. Fiir jeden 
biegungsfesten Stab kann man dann den Wert des Integrales der Mo
mente nach der Auswertungsformel anschreiben. 

Die Lasten sind nach unveranderlichen und veranderlichen zu 
trennen. 1m FaIle unveranderlicher Lasten werden die auBeren und 
inneren statischen GraBen des statisch bestimmten Hauptsystems be
rechnet. Fur das Fachwerk erhalt man 

[t~o = L So . Sr . s i 
aus einer Tabelle. Fiir das Stabwerk ist 

""'j J c ~ J c 
[tro =.,:;.., Mo' Mr' J . ds + .,:;.., So' Sr' s· F ' 

erforderlichenfalls urn 
~ j N . N . J c • ds 

.,:;.., 0 r F 

(14) 

(15) 

erganzt, zu berechnen, wobei das die Momente enthaltende Glied fiir 
jeden Stab nach der Auswertungsformel anzusetzen und unter Umstanden 
der Inhalt der Mo-Flache sowie die Lage des Schwerpunktes graphisch 
zu bestimmen ist. Sind noch die l-Werte aus den p-Werten berechnet, 
so sind die Werte X durch die GIeichungen (11) und weiter aIle ubrigen 
2 k GraBen durch die GIeichungen (7) bestimmt. 

Die Einwirkung veranderlicher paraIleler Lasten kann nur mit Hilfe 
von EinfluBlinie:a gefunden werden. Mit 

oder 

ergibt sich aus (11) • n 
Xr = .2j aka' lkr (16) 

a 
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In Nr. 50 ist gezeigt, daB die EinfluBlinie fiir den Weg (jko der statischen 
GroBe X k die Biegungslinie ist, die durch die Belastung X" =- I 

n 
entsteht, und die EinfluBlinie fiir 1: (jko • Ak. die Biegungslinie, die 

a 
durch die zusammengesetzte Belastung Xu = -Aa" Xb = -Ab • ... 
Xn = -Anr entsteht. Danach bestehen zwei Moglichkeiten, die Ordi
naten der EinfluBlinie fiir Xr zu berechnen. Entweder man berechnet 
die Ordinaten 1]k der Biegungslinie in den Lastknoten fiir jede der 
n Belastungen X" = - I gesondert nach dem in III, c dargestellten 
Verfahren, indem man die w Gewichte mit E . Fe oder E· Je multipli
ziert. Dann erhalt man die gesuchte Ordinate in der Summe der Produkte 

(17) 
a 

oder man berechnet die Ordinaten der Biegungslinie in den Lastknoten 
fiir die zusammengesetzte Belastung Xa = -Aa" Xb = -Abr ... 
Xn = -An" indem man wiederum die w Gewichte mit E· Fe bzw. 
E . Jemultipliziert, und erhalt in der Ordinate der Biegungslinie un
mittelbar die Ordinate der EinfluBlinie. 1st nur eine EinfluBlinie zu 
berechnen, so ist das zweite Verfahren das einfachere. Werden die 
EinfluBlinien fiir n statisch unbestimmte GroBen gesucht, so sind beide 
Verfahren ziemlich gleichwertig, wenngleich in besonderen Fallen das 
eine oder andere vorteilhafter sein kann. 

Sind die EinfluBlinien fUr die statisch unbestimmten GroBen be
rechnet, so lassen sich die EinfluBlinien fiir jede der iibrigen statischen 
GroBen nach den Gleichungen (7) aus der EinfluBlinie fiir das statisch 
bestimmte Hauptsystem und den EinfluBlinien der X ableiten. Fiir 
die statische GroBe Z folgt aus 

n 

Z = Zo - :8 X" . Z" , 
a 

It 

1) = 1)0 - 2J< 1)k • Zk • (18) 
a 

Danach ist in jedem Lastknoten die Summe der Produkte 1]k· Zk zu 
bilden und von 1Jo abzuziehen. Die 1Jo konnen graphisch bestimmt 
werden, die Produkte 1J,,' Zk miissen auch in allen Hilfsrechnungen 
rechnerisch ermittelt werden. 

Die EinfluBlinie jeder statisch unbestimmten GroBe 
deckt sich mit der Biegungslinie, die durch eine zusammen
gesetzte Belastung des statisch bestimmten Hauptsysteml:l 
en t s t e h t. Es laBt sich zeigen, daB die EinfluBlinie j eder sta tischen 
GroBe eines nfach statisch unbestimmten Tragwerkes die Biegungslinie 
fUr eine einfache Belastung istl). Aus dem nfach statisch unbestimmten 
Tragwerk werde ein n - Ifach statisch unbestimmtes gebildet, indem 
auf die in Nr.57 unter b) dargestellte Weise das Glied ausgeschaltet 

1) Miiller-Breslau, H.: Graphische Statik Bd. II, Ab. 1, S.189. 
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wird, dem die statische GroBe Z zugehort, und die der GroBe Z nach 
Lage und Richtung gleichwertige GroBe als Belastung angebracht wird, 
d. i. die Doppelkraft oder das Doppelmoment Z im Falle eines inneren, 
die Kraft oder das Moment Z im Falle eines auBeren Gliedes. Bei der 
Formanderung des n - lfach statisch unbestimmten Tragwerks ent
steht der Weg der GroBe Z 

Z 
!5z = !5zo - T !5zz , 

wenn !5z den Weg in der Richtung Z = -1, t5zo den Wert von !5z 

aus den Lasten, !5zz den Wert aus Z = -1 bezeichnet. 1m n fach 
statisch unbestimmten Tragwerk ist t5z = o. Daraus folgt 

(19) 

Da nun die EinfluBlinie fiir !5zo die durch Z = -1 erzeugte Biegungs
linie des n - lfach statisch unbestimmten Tragwerkes ist, ist die Ein
fluBlinie fUr Z dieselbe Biegungslinie, wenn die Strecke 0zz die Einheit 
bezeichnet. Diese ist die Zahl 1, wenn Z eine Kraft ist, dagegen die 
Langeneinheit, wenn Zein Moment ist. Denn die 1 im Nenner des 
zweiten Gliedes der Gleichung ist im ersten Falle die Krafteinheit, im 
zweiten die Momenteneinheit, wahrend die 1 in dem Prodnkt 1 . t5z%zz 

infolge des Begriffes der Ordinate der EinfluBlinie stets die Krafteinheit 
ist. Die dargestellte Beziehung ist in manchen Fallen hochgradig sta
tisch unbestimmter Tragwerke zur Berechnung der EinfluBlinien recht 
geeignet. Natiirlich muB dazu die Berechnung der inneren statischen 
GraBen des n - 1 fach statisch unbestimmten Tragwerkes, die durch 
die Belastung Z = -1 erzeugt werden, durchgefUhrt werden. Das 
Verfahren ist daher im Grunde genommen nichts anderes als die Be
rechnung der Biegungslinie eines statisch bestimmten Hauptsystems 
fiir eine zusammengesetzte Belastung. Es zeichnet sich aber in manchen 
Fallen durch die Einfachheit der Ermittlung der zusammengesetzten 
Belastung aus. 

Die DurchfUhrung der Berechnung eines statisch unbestimmten 
Tragwerkes fUr gegebene Anderungen der Temperatur und gegebene 
Stiitzenverschiebungen deckt sich in allen einzelnen Schritten mit dem 
Verfahren im Falle unveranderlicher Lasten. Die Werte /-tro = oro 
sind aus der Arbeitsgleichung fiir Xr = -1 zu ermitteln, die zu den 
Formeln (9) und (10) fUhrt, und die Lr sind Summcn von Produkten 
aus unmittelbar gegebenen GroBen, sobald die n Selbstspannungs
zustande X, = -1 bestimmt sind. Erfahrt ein Tragwerk eine gleich
maBige Temperaturanderung um to, so ist im Fachwerk 

1· !5ro = E' t . L Sr' S , 

im Stabwerk 
1· !5ro = EtC2:,fNr • ds + 2:,Sr· s]. 

Den Wert der Arbeit der inneren Krafte kann man einfacher durch 
die Arbeit der auBeren Krafte ausdriicken. Dazu gelangt man auf 
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folgendem Wege. In die Gleichung des Prinzipes der virtuellen Ver
riickungen fiir einen angenommenen Gleichgewichtszustand und elasti
sche Formanderungen 

~ Qmx' ,1 Xm + ~ Q",y • LI Ym + Ai = 0 

wird fUr alle Knotenpunkte LI Xm = ex • Xm , LI Y = IX . Ym eingefiihrt. 
Dann wird 

Llds=().,·ds, 

Mithin ergibt sich 

-Ai=IX'~S.s bzw. 
und 

Fiir den Selbstspannungszustand r, dem die inneren Krafte Sr und 
N r , sowie die durch ihre Seitenkrafte Crx , Cry ausgedriickten Stiitz
krafte angehoren, folgt daraus 

und 
1· £1'1'0= ft (~C1'x' x,. + ~C1'y' Yr). (20) 

Da das Koordinatensystem beliebig gewahlt werden darf, kann man 
den Ursprung in einen Stiitzpunkt legen und die X- und die Y-Achse 
durch einen zweiten fiihren, wodurch die rechte Seite sich we iter ver
einfacht. Gehoren dem Selb'ltspannungszustand keine Stiitzkrafte an, 
so ergibt sich x 

Uro =0. 

Daraus folgt, daB in einem statisch unbestimmten Tragwerk beliebigen 
Grades ohne iiberzahlige SWtzkrafte eine gleichmaBige Anderung der 
Temperatur keine Spannungen erzeugt. 

Die Werte I-<'k und 1-<'0 der Elastizitatsgleichungen sind von den Ver-
F J J 

haltniszahlen F""' .;, ;, abhangig. Diese miissen, urn die Rechnung 

zu ermoglichen, zunachst geschatzt werden, wofiir durchgerechnete 
Fane gleicher Bauart oder statisch bestimmte Systeme einen Anhalt 
bieten. Fiihrt die Rechnung zu erheblichen Unterschieden zwischen 
den geschatzten und den aus der Rechnung ermittelten Werten, so 
muB sic mit den verbesserten Welten wiederholt werden. Bei ge-
ringeren Unterschieden werden die gewahlten Querschnitte am besten 
den geschatzten Zahlen angepaBt, indem die zugelassene Beanspruchung 
teils unterschritten wird, zum Teil aber auch iiberschritten werden 
darf. Gleiche Beanspruchung in allen Teilen der Konstruktion ist 
meist nicht zu erreichen, deckt sich aber auch nicht mit dem Begriff 
der gleichen Sicherheit. Denn der aus der V oraussetzung eines gerad
linigen FormanderungsgeEetzes errechnete Spannungszustand ist ver
schieden von dem Spannungszustand, der unter der Bruchlast eintritt. 
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Die Herleitung der Elastizitatsgleichungen aus der Arbeitsgleichung 
fUr Selbstspannungszustande hat O. Mohr (FuBnote 1, S.16) fiir das 
Fachwerk gegeben. Aus der Formanderung eines statisch bestimmten 
Hauptsystems sind sie zuerst von Maxwell (FuBnote 2, S. 16) ge
wonnen worden, der fiir die weitere Rechnung auch die Gleichungen (7) 
benutzt hat. In allgemeingtiltiger Weise ist das auf der Formanderung 
des statisch bestimmten Hauptsystems beruhende Verfahren von M ti lIe r
B res 1 a u 1) entwickelt. Die Biegungslinie hat zuerst O. M 0 h r als Ein
fluBlinie zur Ermittlung der Stiitzdrticke eines durchlaufenden Balkens 
verwendet. Die erste allgemeine Benutzung der Biegungslinie als 
EinfluBlinie statischer GraBen des statisch unbestimmten Tragwerks ist 
von Mtiller- B re s la u 2) gemacht. 

60. Die Herleitung von Elastizitatsgleichungen aus der Arbeits
gleichung fiir Selbstspannungszustande 

ist in manchen Fallen des Stabwerks ein besonders zweckmaBiges Ver· 
fahren. Sie solI an Beispielen erlautert werden. 

a) Der durchlaufende Balken auf vielen Sttitzen (Abb.223). Die 
Momente tiber den Stiitzen n - 1, n, n + 1 seien M n - 1 , M n , Mn+1 

bezeichnet, positiv in den 
in der Abbildung angegebe
nen Richtungen. Die Sttitz-
drticke seien Rn -1 , R n , 

Rn + 1 • Die Stiitzen magen 
die lotrechten Verschie
bungen On-I, On, 6n+ 1 

nach unten erfahren. Die 
Lasten seien lotrecht und 
ergeben in jeder Offnung 

Mrt+1 die Momente M o' berech
-~+!+ffl+I+f+I-H+f+f!-HtIoitttttH'tItt-t+tl+ttttttH7----:- net als Momente des ein

fachen Balkens. Abb. 224 
zeigt die Momentenflachen 
Mo und die Momenten-Abb. 224. 
flachen , die positiven 

Sttitzenmomenten entsprechen. Das Tragheitsmoment des Querschnittes 
wird in jeder Offnung unveranderlich angenommen. Man wahlt den Selbst-

- -
spannungszustand Mn = +1, alle anderen Mr = O. Ihm geharen die 
Sttitzdrticke 

- 1 - (1 1) 
Rn -1 = y' Rn = - T + Z-- , 

n n n+1 

- 1 
Rn+l = Z-

n+l 

1) Miiller.Breslau, H.: Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, S.139. 
Leipzig 1886. 

2) Miiller.Bl'eslau, H.: Beitrag zurTheorie des Fachwerks. Z.Arch.lng.-Ver. 
zu Hannover 1885. 
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an. Abb.225 zeigt die M-Flache. Die Arbeitsgleichung fiir den be-
zeichneten Selbstspannungszustand lautet _ 

c5n - 1 (1 1) c5n +1 JM. Md --+15 --+- --- -- 8=0 
Zn n Zn Zn+1 In+l E J 

Wie aus der M-Flache ersichtlich ist, ist das Integral in zwei Teil
integrale zu 'zerlegen. N ach der Auswertungsfmmel kann der Wert 
jedes Teiles sofmt hingeschrieben 
werden. Dabei seien 

in 

6 n, n -1 . f MO' X • d X , 
o 
in+l 

6 n+1,n+l = f Mo . X· dx 
o Abb.225. 

die statischen Momente der Mo-Flachen in bezug auf die Senkrechten 
durch n - 1 und n + 1. Man erhalt 

c5n - 1 15 (1 1) c5n +1 1 M M Z~ + --Z - n T + Z- + -Z - + T ( n -1 + 2 n) 6 E J 
n n n+1 n+1 n n 

1 (M M) Z;'+1 1 . 1 
+Z-- n+1+ 2 n 6EJ--+Z EJ 6 n,n-1 +Z E.J 6 n+1,n+1=0 

n+1 n+1 n n n+1 n+1 

oder mit der Bezeichnung Z' = ZjJ 

6E[tf. ;,-1_0n (: + r) + : .. '+1J + 11f .. _1·l~+ 2Mn (l~+l;'+1)1 
n n n+1 n+1 (21) 

,6 6 
+ Mn+1 . In+1 + l T Sn, n-1 + l J Sn+1,n+l = 0 . 

.. "n n+1' n+1 
Das ist die nach CIa pe yro n benannte 
Gleichung, die fiir gleiches Tragheits
moment zuerst von O. Mohr aufgestellt 
istl). Die Erweiterung der Gleichung 
fUr abgestufte Werte Jist durch Be
nutzung der verzerrten Momenten
fIachen ohne weiteres moglich. 

b) Geschlossener biegungsfester Stab
zug, der statisch bestimmt gestiitzt. ist 
(Abb.226). Durch irgendeine Belastung 
entstehen innere Spannungen, die in 
jedem Querschnitt das von Punkt zu 
Punkt der Stabachse veranderliche 
Moment M. ergeben. Das System ist 
dreifach statisch unbestimmt, also sind 
drei voneinander unabhangige Selbst
spannungszustande moglich. Sie wer
den in folgender Weise bestimmt. Abb.226. 

1) Mohr, 0.: Beitrage zur Theorie der Holz- und Eisenkonstruktionen. z. 
Aroh. Ing.-Ver. zu Hannover 1860, S.323 u. 407. 

G r ii n i n g, statik. 20 
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1. fiir aHe Punkte M. ~ 1, 

2. in einem beliebigen Punkte v 

Mv = 0, ND = 1 . cos {J, Vv = 1 . sin {J. 

Die Kraftlinie der Mittelkraft aus N v und Vv sei am X-Achse gewahlt 
die zu fur Rechtwinklige als Y-Achse, dann ist im Punkte s der Stabachse 

M.= l.y. 

Der EinfluB der Normal- und Querkrafte soli vernachlassigt werden, 
deshalb ist die Angabe N. und V. entbehrlich. 

3. In demselben Punkte v oder auch einem anderen Punkte sei 

Mv = 0, N v = 1 . cos y, Vv = 1 . sin y 

gesetzt. Die' Achsen Xl' Y I seien wie in 2. bestimmt. Dann ist 

M. = 1· Yl' 
Die Arbeitsgleichungen fiir die drei Selbstspannungszustande lauten 

fMa .ds = 0, 
J; 

1MB . Y . d s = 0, 
J s 

1MB . YI' ds = O. 
J B 

(22) 

Man kann alie Momente Ms aus den Gleichgewichtsbedingungen durch 
die auBeren Krafte und die Momente M a, M b , Me, die in drei beliebigen 
Punkten a, b, c auftreten, ausdrticken und in die aufgestellten Glei
chungen einftihren. Diese gehen dadurch in drei Gleichungen tiber, die 
von den Werten Ma, M b , Me erftilit werden mussen. 

Gleichartige Gleichungen fiir den Fall von Temperaturanderungen 
ergeben sich aus den Arbeitsgleichungen ftir dieselben Selbstspannungs
zustande und beliebige Winkelanderungen L1 d cp zwischen den Quel'
schnitten jedes Stab elements 

JL1dcp =0, 

JL1dcp.y =0, 

J L1 d cp • Yl = O. 

Liegen in einem geschlossenen Stabzug zwei Gelenke, so ist nur ein 
Selbstspannungszustand moglich. Wenn die X-Achse durch die Gelenke 
gelegt wird, ist derselbe durch M = 1· Y und einen in die X-Achse 
falienden Gelenkdruck I gekennzeichnet. Darans folgt, daB nur eine 
Elastizitatsgleichung, namlich 

oder 

besteht. 

J Ms' y. ds = 0 

JL1dcp.y =0 
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c) In einem mehrfach verzweigten Stabzug von der in Abb.227 
dargestellten Art sind die Momente in den Endquerschnitten je zweier 
Stabe, die in einem Knotenpunkt zusammenhangen, durch eine Glei
chung untereinander verkniipft. 
Diese erhalt man als Arbeits
gleichung fiir die angenommene 
Belastung : Belastungseinheit 
des Geradenpaares n - 1, n und 
n, n + 1. Abb. 228 zeigt die 
Krafte und die funen entspre-
chendenM-Flachen. Der Winkel 
zwischen den Geraden n, n - 1 
und n, n + 1 sei On· Die an Abb.227. 
jedem Stab angreifenden Lasten 
werden in die Seitenkrafte parallel und rechtwinklig zur Stabachse zerlegt, 
und aus den letzteren die Momente Mo des einfachen BaIkens von der 
Stiitzweite der Stablange 8 be-
rechnet. Sind nun Mn-1,r und 
Mnl die Momente in den End· 
querschnitten des Stabes n, so 71-+7 

besteht dessen M -Flache aus 
dem durch Mn-1,r und Mnl be- 1 
stimmten Trapez und der Mo- 11r1 sn,+'1 

Flache des Stabes n. In derselben 
Weise setzt sich die M - Flache 
des Stabes n + 1 aus dem Trapez Abb. 228. 
mit den Endordinaten Mnr nnd 
M n +l,l sowie der Mo-Flache zusammen. Es bezeichne is,, r das statische 
Moment der Mo-Flache des Stabes n in bezug auf die Rechtwinklige 
zur Stabachse durch Punkt r. Die Arbeitsgleichung lautet 

1· Ll On - (_I1£n_1,1' + 2 Mnz) 6 ;;In 

2 ) Sn+l 
- ( M n1' +l1In +1,z 6EJn + 1 

(23) 

1 1 
EJ" 6 n,n-1- E J" ·6n+1,n+1=0. 

8 n n Sn+1' • n+1 

Die Aussage der Gleichung nennt Bleich!) den Viermomentensatz. 
Die Gleichung kann als Arbeitsgleichung noch durch die Momente er· 
weitert werden, die infolge der Deformation der Stabachsen durch 
Druckkrafte in den Staben entstehen, wie es in Nr. 88 durchgefiihrt 
ist. Sie stellt die Elastizitatsbedingung der steifen Ecke n auf, ist aber 

1) Bleich, F.: Der Viermomentensatz und seine Anwendung auf die Be· 
rechnung statisch unbestimmter Tragwerke. Z. Betonbau 1916. - Die Berech· 
nung statisch unbestimmter Tragwerke nach der Methode des Viermomenten. 
satzes. Berlin 1918. 

20* 
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keine Elastizitatsbedingung del' in Nr. 57 bezeichneten Art, da sie in LJ c5,. 
eine Verbindung der Verschiebungskomponenten enthalt. Um die 
Gleichung zur Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke zu be
nutzen, mussen die LJ c5 eliminiert werden. 

Man el'halt Elastizitatsgleichungen, in denen die Verschiebungs
komponenten nicht vorkommen, auch fUr ein aus mehrfach verzweigten 
Stabzugen bestehendes Tragwerk, indem man die in demselben mog
lichen, unabhangigen Selbstspannungszustande aufsucht und fUr jeden 
Selbstspannungszustand die Arbeitsgleichung aufstellt. Das Verfahren 

I. 229. 

soll an dem in Abb. 229 dargestellten Tragwerk erlautert werden. In 
demselben sind 8 Knotenpunkte, 8 Stabe, 8 steife Ecken (je zwei in 
den Punkten bI , aI' C1 , je eine in k und l, 6 Stutzen und 3 Einspan
nungen vorhanden. Mithin folgt aus 

2·8+n=8+8+6+3, n=9, 

daB das System 9fach statisch unbestimmt ist. Sind die Stabe 1, 2, 3 
unbelastet, so lassen sich zwischen den drei Momenten M a, M b , Me 
sofort zwei lineare Gleichungen aufstellen, wenn die Punkte a, b, C 

auf folgende Weise bestimmt werden. Punkt a habe von Punkt a l 

den Abstand 81 und das Moment in Punkt a l sei Ma + Za bezeichnet, 
dann ist das Moment im Abstand x von a1 

8' -x 
M= Ma+Za--,-. 

~ 
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8' wird nun aus der Bedingung berechnet, daB Za auf die Verschiebung 15 
des Punktes a1 rechtwinklig zur Stabachse ohne EinfluB ist. Es ist 

81 81 

j X Zaj(s' - x) E·D=M -dx+- ----x·dx 
aJ 8' J ' 
o '" 0 '" 

also wird die gestellte Bedingung durch 

erftillt, aus der sich 

8 1 81 

j X.dX jx2 .dx. 
8 -- - ---=0 

J x J x o 0 

8' 

jSl~_ 
J", 

o 

ergibt. 1st J x = const, so wird 

Die Rechtwinklige zur Stabachse durch a l geht in jedem FaIle durch 

den Schwerpunkt der verzerrten Za (~8' x) -Flache. FUr J x = const 

ist das Moment in der Einspannung gleich Ma - i Z". Es solI in 
jedem Stab unveranderliches Tragheitsmoment vorausgesetzt werden, 
mithin sind die Punkte a, b, c in 1- der Stablange zu wahlen. Die 
genannten Beziehungen zwischen M a, M b , Me erhalt man aus fo1gen
den Se1bstspannungszustanden 

ex) N4 = 1, in Stab 4 M = 0, die Stabe 3, 5, 6, 7, 8 spannungs-
los, in Stab 1 1 

Ma + Za = 0, Ma - i Za = 81 sin E ; 

in Stab 2 

Mo+Zb=O, M b -i Zb=-82 SinfJ· 

Abb.230 zeigt die M-Flachen. 

fJ) Ns = 1, in Stab 5 M = 0, die Stabe 
2, 4, 6, 7, 8 spannungs10s, in Stab 1 

Ma+Za=O, M a-i Za=-82 sinC; 

in Stab 3 

Abb.230. 81 sin e 
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Abb.231 zeigt die M-Flachen. Nach der Auswertungsformellautet die 
Arbeitsgleichung fiir Zustand a) 

1 1 8~. 8i. 
-Mb2J sm,8+Ma · 2J sme=O 

2 1 

und fiir Zustand ,8) 

8i . 8~ . 
- Ma 2 J sm C + Me 2 J sm y = O. 

1 3 

Mit den Bezeichnungen 8' = J ergibt sich 

M = M (81. 8~) sine_ 
b a ,. ,8' 

82 • 82 sm 

M =M (8l.8~)SinC 
c a ,.' 

83 .83 slny 

S1 sin!;, 
Abb. 231. 

Die weiteren 7 
bestimmt: 

Selbstspannungszustande werden auf folgende Weise 

y) Mb = 1 , Zb = 0 , M j = 1, Mr = 0 (r = d, e, g, h, i, k, l, c) , 

M _ 1 z- _ 81 sin (e - ,8) _ 
8 4 • sm Zc = 0 , Ma + Za = 0 , a "2 a - .,8 - Xl , 

M Flache in Abb. 232. 
. -

Abb. 232. Abb. 233. 

-------K, '!+ K'1 

0) M d = I, Zb = 0 , Zc = 0 , 

Ma+~=-l, Ma-{Za=-I-x1' Mr=O(r=b,c,e,t,g,h,i,k,l), 

M-Flachen in Abb. 233. 

e) Me = I, Zc = 0 , Zb = 0 , 

Ma + Za = + I, Ma - -~- Za = + 1+ X 2 ' 

8 1 sin (C - y) 
X. = . --, Mr = 0 (r = b, c, d, t, g, h, i, k, l) , 

~ 8 5 • sm y 

M-Flachen in Abb. 234 .. 
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n Mg-= 1, Me =,-1, Ze = 0, Z;::-:-O-, 

Ma + ~a = 0, Ma - tZ!I -:- -"1I" Mr= 0 (r= b.a,~, t,h"i,:k,:~), 

M-Flachen in Abb. 235. 

Abb. 234. Abb. 235. 

Das System aus den Staben 1 bis 5 ist 6fach statisch unbestimmt. 
In demselben sind die Zustande IX. bis 1; gewahlt. Mithin lassen sich 
weitere von diesen unabhangige Selbstspannungszustande hier nicht 

1 1 

Abb.236. 

angeben. FUr den geschlossenen Stabzug der Stabe 4, 5, 6, 7, 8konnen 
die drei in b) angegebenen Selbstspannungszustande benutzt werden. 
Einer derselben wird zweckmaBig durch den folgenden ersetzt: 

- -
'Y}) Ny = -1, Mh = 1· 86 , Mb + Zb = 1· 86 , 

M b - {-Zb = 1 . 86 + 1 . 82 sin c5 , 

Mi = 1 .87 , Me + Zc = -1 .87 , 

Me - t Zc = - 1 . 8 7 - 1 . 8 3 sin I} , 

Ma = 0, Za = 0., Md = Me = Mt = Mg = 0 , 
M·Flachen in Abb. 236. 
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1J) +Mk= +Mt= +Mi= +Mh= -M.= -Md= -Mf=-Mg = 1, 

alle anderen M = 0, alle Z = 0. M-Flachen in Abb.237. 

x) Mk=k, Mh=-Mf=k, Md=O, -Mt=-Mi=+Mg=l, M.=O, 

alle anderen M = 0, alle Z = 0. M-Flachen in Abb.238. 

Abb. 237. Abb. 238. 

Die Stabe 4, -5, 8 sollen belastet sein. Die Seitenkrafte der Lasten 
i'echtwinkligzur Achse .des Stabes, an dem sie angreifen, werden be

stimmt und daraus die 
Momente Mo fUr einfache 
Balken von der Stiitzweite 
der Stablangen berechnet. 
Elnr bezeichne das statische 
Moment der Mo-FHiche des 
Stabes n, bezogen auf die 
Rechtwinklige zur Stab
achse durch Punkt r, und 
El;, r das durch J n geteilte 
statische Moment. Allge-

mein soll 8;, = ;n bezeich-
n 

nen. Die Momentenflachen 
fUr positive Momente des 
vorliegenden Systems sind 

Abb. 239. unter Weglassung der Mo-
Flachen in Abb. 239 dar

gestellt. Nun werqen die Arbeitsgleichungen unter Benutzung der 
Auswertungsformel angeschrieben. Man erhalt 

I 8; 8~ 8~ 1 C"' I 

1') M b • 82 + Zb· -4 + (2 Mf + M d) - + Ma -- . Xl + - ~4d = ° , 6 2 84 

b) 

e) 

~) 
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'YJ) 86 (Mk + 2Mh) ~6 + M b• .~~. (86 + ~ 82 sin 15) + 86Zb' :~ 

+ 87 (MI + 2Mi ); -- Me' 83 (87 + ~83Sin'YJ) - 87 Ze , t ~.O, 
1J) (Mk + Ml) 8~ + (Mk + M h) 86 + (Ml + M i ) 8f - (Mf + M d) 84 

- (Me + Mg) 85 + Fs - F~ - Ff; = 0 , 

,,) [k (2Mk + M l) ---: l (2 Ml + Mk)] ~ + k(Mk + Mh) 86 
, , k 

- k (2 Mf + M d) if - l (Ml + M i ) 8f t l (2Mg + Me) t + 8
8 
6~1 

- ~68k - k. 64d + .i 65C = O. 
88 . 84 85 

Da durcli Gleichung (1) und (2) die Momente Mb und Me durch Ma 
auszudrucken sind, enthalten die Gleichungen 1') bis Yo) noch 12 Un
bekannte, namlich Za, Zb, Ze, Ma M d , Me> Mf> Mg, M,,, Ml , Mb MI' 
Zur Berechnung sind noch funf Gleichungen erforderlich, die Gleich
gewichtsbedingungen sein mussen, da mehr als neun Elastizitatsbedin
gungen nicht bestehen. Drei Gleichungen ergeben sich als Momenten
gleichungenum die Knotenpunkte aI' b1 , C1 

1) Mb + Zb - Mh - Mf = 0 . 
fl) Ma + Za + Md - Me = 0, 
v) Me+Zc +Mg+Mi=O. 
Die vierte erhalt man in 

e) V6 - V7 + ~ Pf{ = 0, 
wenn Pf[ die Seitenkraft der Last P 8 nach der Richtung V6 bezeichnet. 
Die Querkrafte Vo und V7 sind aus den Momenten zu bestimmen 

V _I (M M) M1'/r'1,7' Mruz M,v.,. Mru +1,Z 
6-- k- h, 

86 

1 
V7 = - (Ml - Mi) . 

87 

Die funfte Glei
chung ist aus den 
Gleichungen 

1:M=O, 
die fur die Gesamt-
heit aller Kriifte, 
ferner fiir den Rahmen 1, 4, 2 nach Schnitten e und h oder den Rahmen 
1, 5, 3 nach Schnitten in d und i aufgestellt werden k6nnen, in verschie
dener Weise zu gewinnen. Erforderlich sind dazu 3 Gleichungen, in denen 
entweder N 1 , N2 oder N 1 , N3 hinzutreten. 

d) Eine fur die Rechnung zweckmaBige Form der Elastizitats
gleichungen laBt sich des 6fteren durch geeignete Wahl des Selbst. 
spannungszustandes erreiehen .. Abb. 240 zeigt zwei Offnungen des 
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durchlaufenden Balkens auf eingespannten Pfosten, die mit dem Balken 
durch steife Ecken verbunden sind. Mn sei das Pfostenmoment in t 
der Rohe, welches verschwindet, wenn der Kopfpunkt des Pfostens 
sich in der Wagerechten nicht verschiebt. Wie unter c) gezeigt, besteht, 
wenn die N ormalkrafte vernachlassigt werden diirfen, zwischen den 
Momenten die Beziehung 

C C C 
M n- 1 : Mn :Mn+l usw. = h' h :-h' I : h' usw. 

71+1' 71-1 n' ~71 n+l· h n+l 

Das Moment am Kopf des Pfostens ist Zn + Mn und aus 

Abb. 241. Abb. 242. 

Zn + Mn + Mnl - Mnr = ° 
folgt 

Zn + Mn = -Mnl + Mnr . 
Es seien zwei Selbst

spannungszustande gewahlt: 

IX) Mn-1,r = 0, Mnl = 1, 

Zn=O, Mn=-l, 

Mnr = Mn+1,l = 0, 
M-Flachen in Abb. 241. 

fJ) Mn+1l=0, Mnr= +1, Zn=O, Mn= +1, Mnl=Mn-l.r=O, 

M-Flachen in Abb. 242. 

Die Arbeitsgleichungen fUr diese Zustande lauten: 

(Mn-1,r + 2Mnl)~ + (Mnl - Mnr + Mn) ~- Mn' h~ +~.®~,n-l =0, 
n 

(Mn+J.l+2Mnr)~;'- (Mnl-Mnr+Mn)~~+Mnh~+~®~+1.n+1=O 
n+l 

oder 

lJIn- 1,r .1;.+Jl'1nl (2l~ + ~h;') - JJrI .. r 3~;. 

9 h~ .6 t'%' 0 
- J1£71' -2- + l71 • -;.1",71-1 = , 

_ J..1I71l 3 ~t~ + Jl'1" •. (21;'+ 1 + ~ h;') (24) 

71,r- I 71 9 h;, 
+ JU n+1,l·l71+l + JI1n - 2-

6 t'%' 0 1) + -1--' -;.In + 1, 71+1 = . 
n+l 

1) M iiller-B res 1 a u, H.: Zur Auflosung mehrgliedriger Elastizitatsgleichungen. 
Der Eisenbau 1917, S. 209. Die Gleichungen sind fiir den Fall von wagerecht 
unverschieblichen Pfostenkopfen aufgestellt. 
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Ein anderer Selbstspannungszustand laBt sich in folgender Weise 
bestimmen: 

)' ) 

Zn-l=O, 

Zn = 0, Mn= -(1X + P). 
M-Flachen in Abb. 243. 

Die Arbeit der inneren Krafte des Balkens n ist 

~rz+jJ~ 

Abb.243. 

Mn-1,r fallt also durch die Wahl des Nullpunktes der M-Flache in!r In 
aus. Danach lautet die Arbeitsgleichung fiir den Zustand )' 

( R) M h' R l~+1 1 R h~+l 1 R M h' - '" + I' n' n - I' • M nr • 4 - 2" 1" Zn+1 4 - 2" I' • n+1' n+1 

+ E (®~,n-l - ~ ®~n) - l:+l (®~+t,n+1 - ~ ®~+t,n ) = 0. 

Wird nun '" = : ' p = -/- gesetzt, so ergibt sich 
n n+1 

und die Gleichung 

Z h'n-l Z hi (1 1 1) h'n+l ) 
- n-1' 2l'n - n' 'n l'n + l'n+1 + h;, -Z,,+1 2l'n+l I 

M 2 h!"'-1 4h' (1 1 1 ) 
- n-r-"l;;- - Mn' n l'n + l'n+1 + 4h'n 

} (25) 

J 
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Wird eX = z~' fJ = -z-'±- gesetzt, so ergibt sich 
n n+1 

und die Gleichung 

Z h~-l Z ' (1 1) 
n-l .2l' + n • h n 17 - -1'-- - Zn 

n n n+1 

M 2h;'_1 M 4 ' (1 1) + n-1· --r;:- + n· h n l;' - 1~+1 

lJL 2h~+1 4 (, 1 I ) 

- ,,+1· 1;'+1 - 1n .1;, 6n,n-1 - 2"6n,n 

Da aIle Momente Mn durch eine Konstante ausgedruckt werden 
kannen, verbindet die erste Gleichung drei aufeinanderfolgende Momente 

Z in den Pfosten 

~' 
r-~2 miteinander. Sieist 

~ eine sogenannte drei-
- 7f ~{, "'... gliedrige Elastizitats-

.J '". gleichung fUr die 
o 1 GraBen Zn - h;,. Die 

71.-1 n n+1 zweiteGleichung gibt 
Abb. 244. den Wert Mnl + MnT 

an, wenn die Werte 
der Pfosten Momente Zn und M" in den drei Pfosten n - 1, n, n + 1 
gefunden sind. 

e) In dem Fachwerktrager der Abb. 244 sind aIle Randstabe 
(Gurtungen und Endstreben) in allen Knotenpunkten durch 
steife Ecken verbunden und biegungsfest ausgebildet. Das Fach
werk hat 20 Knotenpunkte und ist daher 20fach statisch un
bestimmt. Zur Aufstellung der Elastizitatsg1eichungen wird fo1-
gender Se1bstspannungszustand gewahlt: 

dgl. aIle anderen jlI = 0 

1 
U =--

T h,,' 

- - sec ({' - 2 
Dr = D;I+l = + -,;:....2' , Ln = - I 

M-Flachen in Abb. 245; 

(26) 
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Die Arbeitsgleichung lautet 

(M ).~ ) A~+l U 
n-l+2Mn)6-+(2Mn+Mn+1 -6-- , 

d" d" '2 h" D ~c ffi" D . n+1' sec ffin _ L . __ n = 0 + r h + n+1 h n}. 
n n 

" }. 
Un=F' 

n 

d"=~ Fd . 

1" }, 

An+1=~' 
n+1 

Die Spannkrafte sind von den gegebenen Lasten und den Momenten M 
linear abhangig. Der durch die Lasten erzeugte Wert ist der des statisch 
bestimmten Fachwerkes mit Gelenken in allen Knotenpunkten, er sei 
durch den Zeiger 0 gekennzeichnet. Dann ist 

1 
U, = U,o - h (Mn - Mr) , 

n 

Diese Spannkrafte werden in die Elastizitatsgleichung eingefiihrt und 
die Momente zusammengefaBt. 

( )..;' d~ 2) ..11'£,,_1 -6 -, , see pn "n' l'n-1 

n ~n+l "" "" 2 "'n [
)/},I 1 411'] 

+..Ll'I" "3+-a-+h2{u,,+un +1+(dr +d"+1)see p"}+y 
n 

7I,r ().;.+1 d::+ 1 .,) .' d;: 2 + ..LU..,+1 -6- - 1 , see~ pn + ..L1£"_1, , • sec pn 
In' I n +1 "n' I n -1 

- M,.,I2 ['U;; + U~+1 + (d~ + d;+d see2 pn] 
/." 

+ 7I,r d~+1 2 I [u. ( "+ /I ). D d" ..LrL r +1 ,,....----,--see P"=,- ro Un U n +1 -roO ,.seep" 
~'~+1 ~. J 

- D n+1,o d';" +1' sec pn]. 

(27) 
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Ist n ein Knotenpunkt der Untergurtung, in dem zwei Diagonalen 
angeschlQssen sind, so sind die Spaunkrafte des Selbstspannungs

7'+1 

Abb.246. 

zustandes 

0- sec p" D ___ sec cP" ,,=+--, 
hIt " h,,' 

Ii _ sec CPr+! 
'+1 - - -,;;- , 

- - 1 
L"-1 = L"+1 = I ' 

M-Flachen in Abb.246. 

Die Arbeitsgleichung lautet 
l' l' 0" + 0" 

(M"-1 + 2M,,) ; + (2M" + M"+l) Itt +O"~...!!.-secp,, 

d~ d;'+1 h~-1 
- D" -h sec cP" - Dr+l h sec CPr+! + L"-1 • -1-

" " 
h':.+1 + L"+1-1-= O. 

Die Spaunkrafte werden durch 

0" = 0"0 + : (M" - Mr) sec p", (hinreichend genau) 
" 1 1 

D" = D"o - h (M" - Mr) sec cP" + h (M"-l - M r- 1) sec cP", 
" "-J 

1 1 
Dr+l = Dr+1,o - -h (M" - Mr) sec CP"+1 + -h (M"+l - 211r +1) seccpr+l> 

" "+1 

L n- 1 = ! M" - ~ M n- 1 , Ln+l = ~ M" - ~ M"+l . 

ausgedriickt. So ergibt sich eine Gleichung, die sich von der oben ent
wickelten nur unwesentlich unterscheidet. Auf der rechten Seite tritt 
an Stelle des Uro enthaltenden Gliedes 

o~ +o~ 
- Ono--h- sec Pn· 

n 

Da Uro = ~" und 0"0 = - ~n sec Pn ist, wenn mn das Moment der 
n n 

auBeren Krafte um den Knotenpunkt n bezeichnet, lautet das fragliche 
Glied der ersten Gleichung 

"+ " +m ~UIl+1 
n h~ : 

und das der zweiten Gleichung 

"+ " + m 0" °n+1 sec2 P 
n h;, ". 
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Beide Glieder haben dasselbe Vorzeichen. Auf dieselbe Weise erhalt 
man je eine Elastizitatsgleichung fiir jeden Knotenpunkt der Ober· 
gurtung. 1m ersten Knotenpunkt 0 wird 

Mo=l, M1=O, 

gesetzt, dazu gehort 
1 

Ll =;:, U1 = 0, 

M·Flache in Abb. 247 .. 

Die Arbeitsgleichung lautet 

Die Spannkrafte sind durch 

121 
L, = T Mo-T M 1 +TM2' 

Abb. 247. 

01 = 010 - -} (Mo sin/1 - M1 cosecfJ + Mw cotgfJ· cosfJ) 

auszudriicken. So ergibt sich 

h'{ ().~ 0;' 2 h'{) (2~ 0; O'{. 2 h'{) 
M212 + Ml 6' - 22 - ~ + Mo "3 + "3 + 22 sm fJ + 22 

+ Mw (O~ + :n = 010 Of sinfJ. 

Fiir jeden Knotenpunkt besteht eine Elastizitatsgleichung, mithin ist 
die Zahl der Gleichungen gleich der Zahl der Unbekannten. 

b) Vereinfachung und rechnerische Auflosung der 
Elastizitatsgleichungen. 

61. Erweiterung des Begriffes der statisch unbestimmten GroBe 
durch Lastengruppen. 

Als statisch unbestimmte GroBen sind die Krafte oder Momente 
eingefiihrt worden, die in n iiberzahligen Gliedern auftreten. Die Zu· 
stande X T = -1 (r = a ... n) sind gebildet worden, indem X T der 
Wert -1, allen anderen X der Wert 0 beigelegt ist. Diese Bestim· 
mungsweise ist nicht notwenig und kann durch folgende allgemeinere 
ersetzt werden. Ein Selbstspannungszustand kann durch willkiirliche 
Verfiigung iiber n statische Groilen bestimmt werden. Mithin erhalt 
man einen solchen, indem man 

... , 
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als willkUrliche Konstante einfiihrt und alle iibrigen 2 k GraBen dann 
aus den Gleichgewichtsbedingungen berechnet. Letztere seien -Or, 
-ST> -NT> -MT> - Vr bezeichnet. Zu einem veranderlichen Selbst
spannungszustand gelangt man durch Multiplikation der Konstanten 
mit der Veranderlichen Yr. Wird nmal in dieser Weise verfahren, 
so lassen sich die n· 00 vielen maglichen Gleichgewichtszustande des 
nfach statisch unbestimmten Tragwerks durch 

Z = Zo - Za . Ya - Zb Yb - ... Zn . Yn (28) 

fiir die 2 k aus den Gleichgewichtsbedingungen berechneten, und 

(29) 

fiir die iiberzahligen GraBen ausdriicken. Zo ist der von den Lasten 
abhangige Wert, den man aus den Gleichgewichtsbedingungen erhalt, 
wenn alle Yr = 0 gesetzt werden, also auch alle Xr verschwinden. 
Y r = -1, alle anderen Y = 0, aIle P = 0 kennzeichnet einen Selbst
spannungszustand, der Zustand Yr = -1 genannt wird. Seine stati
schen GraBen sollen durch den Zeiger r bezeichnet werden, und Or, Sr, 
NT> MT> Vr sollen, um .die Formeln maglichst einfach zu gestalten, aIle 
2 k + n statischen GraBen, d. h. auch die Werte in den iiberzahligen 
Gliedern - Yar , ••• , - Ynr umfassen. Dann lautet die Arbeitsgleichung 
fUr den Selbstspannungszustand Yr = -1 im Fachwerk 

Lr - ~ Sr . J 8 = 0 
und im Stabwerk 

Lr - ~JNrdJ8 - ~J MrJdq; -~JVrdp -~SrJ8 = o. 
In diesen Gleichungen werden wieder die Langen- und Winkelande
rungen durch die inneren Krafte und Momente sowie die Anderungen 
der Temperatur ausgedrUckt. So erhalt man die Gleichungen (3) und (4), 
in denen· die durch den Zeiger r bezeichneten GraBen dem Zustand 
Y r = -1 angeharen, als Elastizitatsgleichungen. Diese aus den n Zu
standen Yr = -1 abgeleiteten Gleichungen kannen sich von den 
Gleichungen, die fUr die Zustande Xr = -1 aufgestellt sind, natiirlich 
nur in der Form unterscheiden. Beide Gruppen von Gleichungen 
miissen identisch sein, da mehr als n voneinander unabhangige Glei
chungen Iiicht m6glich sind. 

Werden nun die Gleichungen (28) in die Elastizitatsgleichungen 
eingefUhrt, so gehen diel')e in lineare Gleichungen iiber, welche als Un
bekannte nur die n Ya .•• Yn enthalten. Die Auflasung der Gleichungen 
ergibt die Werte Y, und die Einfiihrung der gefundenen Werte in (28) 
schlieBlich aIle 2 k statischen GraBen Z. Die Y sind nach der gegebenen 
Entwicklung Zahlen. Sie kannen aber auch ohne weiteres als KriHte 
oder Momente aufgefaBt werden, wenn man die Yar ••• Ynn Zr als 
Zahlen ansieht. Fiir die Rechnung ist es offenbar gleichgiiltig, welche 
Auffassung gewahlt wird. Da fiir die Y Gleichungen derselben Art be
stehen, wie fiir die X, werden diese GraBen ebenfalls statisch unbestimmte 
GraBen genannt. 
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Die Bedeutung der Y am statisch bestimmten Hauptsystem erhellt 
aus folgender "Oberlegung. Belastet man die Schnittufer der Schnitte 
durch innere Glieder mit Doppelkraften bzw. Doppelmomenten, die 
den inneren statischen GroBen der Glieder nach Lage und Richtung 
gleichwertig sind, sowie die Angriffspunkte beseitigter Stiitzen und die 
Angriffsgeraden beseitigter Einspannungen durch Krafte bzw. Momente, 
die den beseitigten Stiitzkraften oder Einspannungsmomenten nach 
Lage und Richtung gleichwertig sind, und legt den Lasten die Werte 
Ya" Y br ••• Ynr bei, so erhalt man eine Belastung des statisch be
stimmten Hauptsystems durch n Lasten bestimmter GroBe. Multipli
ziert man jede Last mit der veranderlichen Zahl Y" so erhalt man 
eine Belastung durch n veranderliche, in ihrem gegenseitigen Verhaltnis 
aber unveranderliche Lasten. Die Gesamtheit der Lasten wird Lasten
gruppe oder Gruppenbelastung genannt, und Y gibt den Wert an, 
dem die n einzelnen, auch Gruppenlasten genannten Lasten verhaltnis
gleich sind. 

Da die Elastizitatsgleichungen (3) und (4) fUr jede Lastengruppe 
bestehen, besteht auch eine Gleichung der Form (6), welche die Y-Werte 
durch die Werte von Verschiebungen am statisch bestimmten Haupt
system untereinander verbindet. Durch Einfiihrung von (28) in (3) 
oder (4) erhalt man 

Y a · tI .. a + '" + Y .. , tI .... + ... + Y n ' tIrn = tI .. o - L r , (30) 

flrk = ~SrSk' (! 

oder 

~[fNr'Nk fMr.Mk rVr • Vk ] ~ 
flrk= ~ ~ds+ EJ dS+. G.F.x ds + ~ Sr,Sk'(!' 

Die rechte Seite beider Ansatze fiir /-lrk ist die Arbeit der inneren 
Krafte des Zustandes Y r = -1 bei der durch Y k = -1 erzeugten 
Formanderung oder die Arbeit der inneren Krafte des Zustandes 
Y k = -1 bei der durch Y r = -1 erzeugten Formanderung. Nun 
folgt aus der Arbeitsgleichung fiir Y r = -1 

n 
1 . /-lrk = 2j Yvr • {}vk 

a 

und aus der Arbeitsgleichung fiir Y k = -1 

n 

1 . /-lrk = 2j Y vk ' {}vr, 
a 

wenn {}vk den Weg. der statisch unbestimmten GroBe Xv = -1, der 
durch die Lastengruppe Y k = -1 entsteht, und {}vr denselben Weg 
aus der Lastengruppe Yr = -1 bezeichnet. Demnach ist /-lrk als Weg 
von Y r = -1, erzeugt durch Y k = -1, oder als Weg von Y k = -1 

G r il n i n g, Statik. 21 
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infolge Y r = -1 gekennzeichnet und IJrk bzw. (jkr ZU bezeichnen. 
Ebenso folgt aus 

ft,o = ~ 8r . 8 0 • e + c ~ 8r . t . s 
und 

""" [fNr . No fMr • Mo f Vr · Vo d] """ ftro=..::.. ~ds+ EJ ds+ G.F.x 8+..::.. 8r ·80 ·s 

+c ~ [fNT • to· ds + fM\ At dS] +c ~ 8r • t· 8, 

daB flro der Weg von Yr = -1 ist, der am statisch bestimmten Haupt
system durch die gegebenen Lasten und Anderungen der Temperatur 
entsteht. Er ist (jro zu bezeichnen. Mithin folgt aus (30) 

Y a · d:,.a + ... + Yr· Or.· + ... + Yr· Or .. = d:ro - L r • (31) 

Die Berechnung der (j-Werte kann aus der Arbeit der inneren Krafte 
der Zustande Y = -1 nach den vorstehenden Formehl fiir die ,u-Werte 
erfolgen. ZweckmaBiger werden jedoch die ~~-Werte benutzt, also 

O.·k = Y;r· {)oak + 1:~r· {)obk + ... + Y n •· . {)onk } (32) 
Orr = 1: ar • {)oar + 1: br . {)obr + ... + Y u •·· {)onr 

Oro = Y ar • {)oao + Y br · {)obo + ... + Y nr • {)ono (33) 

gesetzt. Jeder Beiwert {}rk als Weg der GroBe Xr = -1 infolge des 
Zustandes Yk = -1 ist mit Hille der Arbeitsgleichung fur die an
genommene Belastung Xr = -1 zu berechnen. Es ist zu beachten, 
daB fiir die {}-Werte der Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen 
nicht gilt, also {}rk § {)kr ist, weil 1Jrk die Gruppenlast Xr = -1 und 
die Lastengruppe Y k = -1, dagegen {}kr die Lastengruppe Y r = -1 
und die Gruppenlast X k = -1 verbindet. 

Die Auflosung der Elastizitatsgleichungen durch Berechnung der 
A-Werte ergibt Y r in Form der Gleichung (11). Handelt es sich um 
veranderliche Lasten einer Richtung, so folgt wie in Nr. 59 aus 

Y r = (jaa· }'ar + (jbo· Abr + ... + (jno • }'nr, 
daB die EinfluBlinie fiir Y r die Biegungslinie des statisch bestimmten 
Hauptsystems ist, welche durch die zusammengesetzte Belastung 
Y a = -Aa" Y b = -A.br . .. Y n = -Anr erzeugt wird. 

Die Gleichungen, welche die X und Y verbinden, sollen in Tafel
form geschrieben werden: 

Y a Y b Yc Y" 

Xa Y aa Yab Y ac Y an 

Xb Y ba Y bb Y bc Y bn 

(34) 

Xr Y ra Y rb Y rc Y rn 

Xn Y na Y nb Y nc Y nn 
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Sie enthalten n 2 Beiwerte Yrk , die nur del' Bedingung unterliegen, 
daB die n Gleichungen zwischen den X und Y voneinander unabhangig 
sind. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn die Determinante aus den Y rk 

von Null verschieden ist. 

62. Elastizitatsgleiehungen mit je einer Unbekannten. 
Die Gleichgewichtsbedingungen statisch bestimmter Tragwerke kann 

man meistens als Gleichungen mit je einer Unbekannten aufstellen. 
In verhaltnismaBig seltenen Fallen wird einmal die Auflasung von 
zwei Gleichungen nach zwei Unbekannten notwendig. Dieselbe Eigen
schaft erhalten die Elastizitatsgleichungen durch Einfiihrung geeigneter 
Lastengruppen als statisch unbestimmte GraBen. Es ist immer mag
lich, die Gruppen so zu wahlen, daB aIle Beiwerte fir'" die zwei ver
schiedenen Gruppen angeharen, verschwinden und nul' die Beiwerte flrr 

einen von Null verschiedenen Wert haben, del' positiv seill muB, da flrr 

die Summe von Quadraten del' statischen GraBen ist. Da fir" del' Weg 
del' GroBe Y r = -1, erzeugt durch Y" = -1, ist, bedingt die Forde
rung fir" = 0 gegenseitige Unabhangigkeit der Formanderungen. Die 
Gesamtheit der GraBen del' Gruppe Y r darf bei del' durch Y" = -1 be
dingten Formanderung keine Arbeit leisten. 

Wenn aIle fir" verschwinden, lauten die n Elastizitatsgleichungen 

Yr· flrr = fLro - Lr 

und ergeben 

(35) 

Da die EinfluBlinie fiir flro die Biegungslinie des statisch bestimmten 
Hauptsystems ist, die durch die Lastengruppe Y r = -1 erzeugt wird, 
ist diese Biegungslinie auch die EinfluBlinie fiir Y r , wenn ihre Ordinate 
in dem MaBstab del' Strecke fin = 1 gemessen wird. 

Gegenseitige Unabhangigkeit del' Formanderungszustande erhalt 
man in dem zweifach statisch unbestimmten Tragwerk, sofern eine 
nach GroBe und Richtung unbekannte Kraft als statisch unbestimmte 
behandelt werden kann, durch geeignete Wahl del' Richtungen del' 
Seitenkrafte. Jede Seitenkraft muB rechtwinklig zu der Verschiebung 
gerichtet sein, welche die andere erzeugt. Eine Seitenkraft kann will
kiirlich angenommen werden, die Richtung der zweiten ist dann be
stimmt. Fiir das dreifach statisch unbestimmte System erhalt man in 
wichtigen Fallen durch die Eigenschaften des elastischen Schwerpunktes 
voneinander unabhangige Verschiebungszustande, indem man ein Mo
ment und zwei Einzelkrafte im elastischen Schwerpunkt als statisch 
unbestimmte GraBen einfiihrt. Da das Moment eine Drehung urn den 
elastischen Schwerpunkt erzeugt, verschwindet bei diesel' Formanderung 
del' Weg jeder Einzelkraft. Eine Kraft kann willkiirlich gewahlt 
werden, die Richtung del' zweiten fallt in die del' ersten konjugierte 
Achse (Zentrifugalmoment del' elastischen Gewichte gleich Null). An
wendungen des Verfahrens sind in Nr.69 dargestellt. 

21* 
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Bei jeder Bauart und beliebigem Grade statischer Unbestimmtheit 
ftihrt derWeg zum Ziele, der von den Gleichungen (34) ausgeht und 
die Beiwerte der Y-Gruppen nacheinander zweckentsprechend bestimmt. 
Da flrk = flkr ist, steilt die Forderung, daB aile flrk verschwinden, 
-~ n(n - 1) lineare Bedingungen. Von den n 2 Beiwerten der nY-Grup

pen k6nnen mithin tn(n + 1) willkiirlich gewahlt werden. Die Wahl 
der willkiirlichen und die Berechnung der abhangigen Beiwerte greift 
ineinander ein. Das Verfahren ist immer in folgender Weise durchzu
ftihren. 

Die n-Gr6Ben X der Gruppe Ya werden willkiirlich gewahlt und 
die Verschiebungen {'ka (k = a, b . .. n) berechnet. Dann ergibt sich 
die Bedingung 

1· bba = Yab{}aa +Ybb{}ba + '" +Ynb • {}na = O. 

Sie bestimmt einen Wert der Gruppe Y b , wenn n - 1 Werte wiil
ktirlich festgesetzt sind. Aus Db a = 0 folgt 

loab =Yaa{}ab+Yba{}bb + ... +Yna'{}nb=O, 

das ist eine Aussage tiber den Verschiebungszustand Yb = -1, die 
weiterhin benutzt wird. 

Nunmehr werden die Wege {}kb (k = a, b . .. n) berechnet und die 
Bedingungen aufgestellt 

1· bcb = Y ac ' {}ab + Y bc ' {}bb + ... + Y nc ' {}nb = 0, 

1· bca = Y ac ' {}aa + Y bc ' {}ba + ... + Y nc • {}na = 0 . 

Von den Beiwerten der Yc - Gruppe werden n - 2 willkiirlich ge
wahlt, und die zwei verbleibenden aus den Bedingungen OCb = 0, 
bca = 0 berechnet. Sodann werden die Wege {}kc (k = a, b . .. n) 

berechnet. Aus 

1 bac = Y aa • {Jac + Y ba • {}bc + ... + Y na • {}nc = 0 , 

1 bbc = Yab • {lac + Y bb • {}bc + ... + Y nb • {}nc = 0 

ergeben sich zwei Aussagen tiber den Verschiebungszustand Yc= - 1 . 
Ftir die Beiwerte der Gruppe Y d bestehen drei Bedingungen 

1· bdc = Y ad • {}ac + Y bd • {}be + ... + Y nd • {}ne = 0, 

1· bdb = Y ad • {}ab + Y bd • {Jbb + ... + Y nd • {}nb = 0 , 

1· baa = Y ad • {}aa + Y bd • {}ba + ... + Y nd • {}na = 0 . 

n - 3 Beiwerte werden willkiirlich gewahlt und die tibrigen drei 
ausJ vorstehenden Gleichungen berechnet. Darauf werden die Wege 
{}kd (k = a, b . .. n) berechnet. Aus 

1· Oad =Yaa ' {}ad +Yba '1'!bd + ... +Yna ·1}nd = 0, 

1· bbd = Yab • {}ad + Y bb • {Jbd + ... + Y nb • {}nd = 0, 

1· bed = Y ae • {}ad + Y bc • {}bd + ... + Y nc • {}~d = 0 

folgen drei Aussagen tiber den Verschiebungszustand Yd = -1. 
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Man stellt zuerst die Tafel a auf, welche alle Verschiebungen am statisch 
bestimmten Hauptsystem enthiilt: 

Aus 

a b 

a /haa flba 

b /hab /hbb 

n /han IIbn 

a 
n 

flna 

flnb 

/hnn· 

dieser wird Tafel b nach der Formel (36) 

b 
b c n 

b (flbb)b (flebh (flnbh 

c (I.tb e)b (/hee)b (flne)b 

berechnet: 

Weiter aus Tafel b Tafel c nach der Formel (37): 

c 
c d n 

c I (/hee)e (/hde)e 

d I (fled)e (fldd)e 

I 

n I (/hen)e (fldn)e 

und so weiter. In der letzten Tafel steht nur das Glied (flnn)". Jede 
Tafel r enthalt die Wege im r - Ifach statisch unbestimmten System. 
Da in (flkr) und (/hrk) einer jeden Tafel k und r dieselben GroBen 
X k = - 1, Xr = - 1 bezeichnen, ist (flkr) = (flr"). Mithin sind in 
jeder Tafel nur die Werte in und auf einer Seite der Diagonale zu be
rechnen. 

Das dargestellte Verfahren kommt nur bei unregelmaBiger Gliede
rung eines mehrfach statisch unbestimmten Systems in Betracht. Er
heblich groBere Bedeutung ist dem zweiten Verfahren beizumessen, 
welches bei Wahl der willkiirlichen GroBen Y"r von dem Gesichts
punkt ausgeht, die dem vorliegenden System innewohnenden Eigen
schaften fiir die Berechnung der Spannungszustande Y = - 1 auszu
nutzen. Hierfiir kommen vorwiegend zwei Eigenschaften in Betracht: 
Symmetrie und Gliederung in mehrere leicht zu berechnende Grund-
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systeme; beides sind Eigenschaften, die bei statischer Unbestimmtheit 
hoheren Grades haufig vorliegen. 

Bei dreifach statisch unbestimmten Systemen, die eine Symmetrie
achse aufweisen, kann man stets drei tiberzahlige Glieder wahlen, von 
denen eins - a - in der Symmetriecahse, die beiden anderen - b 
und c - symmetrisch in bezug auf das erste liegen. Man wahlt dann 
die Y-Gruppen nach folgenden Gleichungen: 

Ya Yb Ye 
-----

Xa 1 + Yab 0 

Xb 0 +1 +1 

Xe 0 +1 -1 

welche nur einen unbekannten Wert Yab enthalten. Aus 

1 AU a = Y a u Ha a + 1 Db" + I {) e a = 0 
ergibt sich 

Die Bedingungen 

y __ ilba +!ca 
-"0- Ilaa 

1 Oeb = + 1 {}bb - 1 {}eb = 0, 

1 (\a = + 1 {}ba - 1 {Jea = 0 

werden erftillt, da Xb und Xe symmetrisch in bezug auf Xa liegen, und 
daher {Jba = {Jea und {}bb = {feb ist. FUr die Verschiebungen Orr er
geben sich: 

aus 1 Oab = 0 folgt {jab = 0, also wird 

1 . abo = 1 . 19bb + 1 . {Ieb , 

1 . ace = 1 . {he - 1 . {jee . 

Die Zustande Yb und Ye sind Gleichgewichtszustande am einfach 
statisch unbestimmten System mit dem Gliede a, welche des sen Elastizi
tatsbedingung erfiillen. Der Zustand Y b ist symmetrisch, Y e anti
symmetrisch zur Symmetrieachse. Die Verschiebungen Dba +{)ea und 
Dbb + {Jeb werden aus der Arbeitsgleichung fUr die angenommene Be
lastung Xb = -1, Xc = -1 und die Verschiebungszustande Ya = -1 
und Y b = -1 berechnet. Ferner Dbe - {jee aus del' Arbeitsgleichung 
fUr die angenommene Belastung Xb = - 1, Xc = + 1 und den Ver
schiebungszustand Y c = -1. Da so stets gleichartige Zustande mit
einander zu verbinden sind, erstreckt sich die Auswertung der inneren 
Arbeit jedesmal nul' tiber die Halfte des Tragwerks. 

Bei fUnffach statisch unbestimmten Systemen der gleichen Art 
werden ein in der Symmetrieachse gelegenes Glied und je zwei sym
metrisch gelegene als ti berzahlig gewahlt. Ersteres sei a bezeichnet; 
symmetrisch zu a liegen b, c und d, e. Wenn moglich, werden a, b, c 
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In der fiir die ersten Gruppen dargesteilten Weise schreitet man 
von Gruppe zu Gruppe fort. Die Beiwerte der Gruppe Y n -1 unter
liegen n - 2 Bedingungen ~(n-1)r = 0, also werden zwei Werte will
kiirlich gewahlt und n - 2 aus diesen Bedingungen berechnet. Damit 
folgen aus ~r(n-1) = 0 (r = a ... n - 2) n - 2 Aussagenuber den 
Verschiebungszustand Yn - 1 = -1. Die Beiwerte der Gruppe Yn 

unterliegen n - 1 Bedingungen ~nr = 0 (r = a ... n - 1), also wird 
ein Wert willkiirlich gewahlt, die ubrigen n - 1 Werte werden be
rechnet. Aus ~rn = 0 folgen n - 1 Aussagen uber den Verschiebungs
zustand Yn = -1. Damit ist die Unabhangigkeit der Verschiebungs
zustande ailer statisch unbestimmten GraBen erreicht. 

Die Bedeutung der Aussagen ~kr = 0 (k = a, b ... r - 1) erhellt, 
wenn die Beiwerte der Gruppe Y" namlich aIle Y kr , als Lasten auf
gefaBt und die statisch unbestimmten GraBen Yk infolge dieser Be
lastung berechnet werden. Da fUr diesen Fall der Weg der statisch un
bestimmten GraBe, der am statisch bestimmten Hauptsystem durch 
die Lasten entsteht, ~ko = - 1 . ~kr ist, lauten die Elastizitatsglei-

chungen -1 . ~kr - Yk • (jkk = 0 

und aus ~kr = 0 folgt Y k = O. Demnach sind die aus den Bedingungen 
~rk = 0 berechneten Werte Ykr die durch die willkiirlichen Gruppen
lasten des Zustandes Y r erzeugten statisch unbestimmten GraBen in 
dem r - lfach statisch unbestimmten System, welches entsteht, wenn 
das statisch bestimmte Hauptsystem den r - 1 Beschrankungen der 
Formanderung ~k = 0 (k = a, b ... r - 1) unterworfen wird.· 

Auf dem entwickelten Grundgedanken beruhen zwei Verfahren, die 
sich durch Verfolgung verschiedener Richtlinien bei Wahl der willkiir
lichen Beiwerte Ykr jeder Gruppe unterscheiden. Es liegt nahe, die 
Zustande Yr = - 1 dadurch maglichst einfach zu gestalten, daB man 
den Wert Y rr = 1, aIle anderen willkiirlichen Werte Y kr = 0 setzt. 
Das ergibt folgende Tafel der Gleichungen zwischen Xr und Yr' 

Aus 

ergibt sich 

damit folgt aus 

Y a Y b Y e Y d Y n - 1 Y n 

Yab Y ae Y ad Y a (n-I) 

1 Y be Y bd Yb(n-I) 

1 Y ed Ye(n-I) 

1 Yd(n-I) 

1 

1· (jba = Y ab • iJaa + 1 . {Jba = 0 

iJba 
Yab=-r' 

aa 

Y an 

Ybn 

Yen 

Y dn 

Y(n-I)n 

1 
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Die Gruppe Y b erfiillt die Bedingung, welche der Formanderung 
durch das Glied a vorgeschrieben ist, also ist Yab der Wert der sta
tischen GroBe Xa, welcher durch die Last Xb = 1 im einfach statisch 
unbestimmten System entsteht. 

Die Gruppe Ye ist bestimmt durch 

1· !5eb = Y ae ' {fab + Y be ' {fbb + 1 . {feb = 0, 

1· !5ea = Y ae ' {faa+Ybe • {fba+ 1 • {fea = O. 

Da {fab = 0, ergibt sich aus der ersten Gleichung 

{feb 
Y be = ,- {fbb ' 

aus der zweiten 

Aus Dae = 0 folgt 

und daher aus 
1 . !5be = Yab • {fae + 1 . {}be = 0 

{}be = O. 

Also erfiillt die Gruppe Y e die Bedingungen, welche die Glieder a 
und b der Formanderung vorschreiben. Y ae und Y be sind die Werte 
der statischen GroBen Xa und X b , welche im zweifach statisch un
bestimmten System durch die Last Xc = lierzeugt werden. 

Die Gruppe Y d ist bestimmt durch 

1· (jde = Y ad • {}ae + Y bd • {}be + Y ed • {}ee + 1 . {}de = 0 , 

1 . !5db = Y ad • {fab + Y bd • {}bb + Y ed • {}eb + 1 . {fdb = 0 , 

1 . (jda = Y ad • Haa + Y bd • {}ba + Y ed • {}ea + 1 . {fda = 0 .. 

Da {}'ae = 0, {}be = 0, {fab = 0 ist, ergibt sich aus der ersten 
Gleichung 

aus der zweiten 
lfdb {feb 

Y bd = - - - Y ed • -- , 
{}b b l'fbb 

aus der dritten 
Y _ {fda Y {}ea Y {}ba 

ad - - lJ.:.- cd 1')aa - bd {}'aa . 

Aus 1· !5ad = 0 folgt {fad = 0, damit aus 

schlieBlich aus 

folgt 

1· !5bd = Y ab • {}ad + 1 . {}bd = 0 

1 . !5ed = Y ae • {}ad + Y be • {}'bd + 1 . {}ed = 0 

{}cd = O. 
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Die Gruppe Y d erfliIlt die Bedingungen, welche die Glieder a, b, c 
der Formanderung vorschreiben. ~Yad, Y bd , Y cd sind die Werte der 
statischen GroBen Xa, X b, Xc, welche im dreifach statisch unbestimmten 
System durch die Last Xd = 1 erzeugt werden. Die Rechnung wird 
in der dargesteIlten Weise bis zur Gruppe Y n fortgesetzt. Die Gruppen 
steigen vom statisch bestimmten Hauptsystem zum nfach statisch un
bestimmten System in n Stufen auf. 

Die Verschiebungen {}kr werden auf folgende Weise berechnet. Es 
bezeichne P,kr den Weg der GroBe X k = -1 infolge Xr = -1. Dann 
sind aIle {ha identisch mit P,ka (k = a, b . .. n), da der Zustand Y a =-1 
identisch ist mit Xa = -1. AlIe {}kb sind Verschiebungen des statisch 
bestimmten Hauptsystems, erzeugt durch die Lasten Xb = -1 und 
Xa = - Yab oder, wie oben gezeigt, Verschiebungen des einfach statisch 
unbestimmten Systems mit dem iiberzahligen Glied a erzeugt durch 
Xb = -1. Also ist 

da 

insonderheit ist 

t'fkb = 1 Pkb + Yab P,ka, 

_0 P,ba • P,ka 
'u'kb = P,kb - ---; 

P,aa 

{}bb = P,bb _ ~~:_P,ab . 
fLaa 

AlIe Verschiebungen {hc sind Verschiebungen des statisch be
stimmten Hauptsystems, erzeugt durch. Xc = -1, Xb = - Y bc , 

Xa = - Yac oder Verschiebungen des zweifach statisch unbestimmten 
Systems mit den Gliedern a und b erzeugt durch Xc = -1. Also ist 

19kc = 1 . P,kc + Y bc ' P,kb + Y ac ' p'ka; 
wird 

Y _ _ P,ca _ Y b P,ba 
ac - c 

P,aa P,aa 
eingeflihrt, so entsteht 

und mit 

Die beiden ersten Glieder sind aus den p, Werten in derselben Weise 
gebildet wie {}kb. Sie steIlen den Weg der GroBe X k = -1 dar, der 

am statisch bestimmten Hauptsystem durch Xc = -1 und Xa = P,ca 

erzeugt wird. Da nun ,Uca der Wert von Xa ist, der im einfach stat:~h 
P,aa 'bt P,ca • P,ka unbestimmten System durch Xc = - 1 entsteht, so gl P,kc - ---

P,U({ 
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den Weg der GroBe X k = -1 im einfach statisch unbestimmten System 
an, der durch Xe = -1 entsteht. Die Wege der GroBen X k = -1 
(k = b ... n) in den statisch unbestimmten Systemen seien eingeklam
mert und die im einfach statisch unbestimmten System durch den 
Zeiger b gekennzeichnet, also 

bezeichnet; dann ist 

flkb - flba· flka = (flkb)b 1 
flaa 

{} _ ( ) _ CUe b)b • (flk b)b 
kc - flke b () 

flbb b 

(36) 

der Weg der GroBe X k = -1, der im zweifach statisch unbestimmten 
System mit den Gliedern a und b durch Xe = - 1 entsteht, ausgedriickt 
durch die Verschiebungen, die im einfach statisch unbestimmten System 
durch Xc = -1, Xb = -Ybc erzeugt werden. Die Wege der GroBen 
X k = -1 (k = c ... n) im zweifach statisch unbestimmten System sollen 
durch den Zeiger c bezeichnet werden 

Mit dieser Bezeichnung ist 

{}kc = (flkC)C, 

{Jcc = (flce)c, 

(37) 

{hd ist der Weg der GroBe X k = -1 (k = d . .. n), der am dreifach 
statisch unbestimmten System mit den Gliedern a, b, c durch Xli = - 1 
entsteht. Er ist aus den Verschiebungen am zweifach statisch un
bestimmten System zu berechnen, die durch Xd = -1 , 

X __ Y _ + (flde)c c - cli-
(flcc)e 

entstehen, und durch den Zeiger d zu bezeichnen 

(38) 

Aus der Darstellung erhellt die von Stufe zu Stufe fortschreitende 
Berechnung der Werte {Jkr. Auf jeder Stufe r braucht man nur die 
Werte {}kr (k = r ... n). Urn die Werte aller folgenden Stufen be
rechnen zu konnen, miissen alle (n - r + 1)2 Werte der Stufe ermittelt 
werden. Die Zahlenrechnung wird zweckmiiBig mit Tafeln durchgefiihrt. 



Elastizitatsgleichungen mit je einer Unbekannten. 331 

so gewahlt, daB das System mit diesen Gliedern ein hekanntes dreifach 
statisch unhestimmtes System hildet. Die Y-Gruppen sind durch 
folgende Gleichungen dargestellt: 

Y a Y b Y e Y d Y. 
~~---

Xa 1 +Yab 0 +Yad 0 

Xb 0 +1 -1 +Ybd --Yb• 

Xc 0 +1 +1 +Ybd +Yb• 

Xd 0 0 0 +1 -1 
Xe 0 0 0 +1 +1 

Die Gleichungen enthalten die vier unbekannten GraBen Yab, Y ad • 

Y bd , Y b•. Aus c5ba = 0 ergiht sich wieder 

Yab = _ l?ba,: {J~_a . 
aa 

Von den Gleichungen 

1 c5de = Y ad {Jae + Y bd (19'be + {Jee) + 1 (19de + {Jee) = 0, 
1 c5db = Y ad {Jab + Y bd ({hb + {Jeb) + 1 ({Jdb + {Jeb) = 0 , 
1 c5da = Yad{Jaa + Y ba (iJba + 1}ea) + 1 ({Jda + {Jea) = 0 

wird die erste ohne weiteres erfiillt. Denn wegen der Antisymmetrie 
des Zustandes Y e = -1 ist {Jbe = -{Jee. {Jde = -{Jee' Ferner folgt 
aus lc5ae =O und l~ab=O, {Jae=O, {Jab =0. Demnach ergiht sich 
aus der zweiten Gleichung 

'17'db + {feb Y bd = -~---
{hb + {Jeb 

und aus der dritten Gleichung 

Y ad = - Odl! +~-.:a _ Y bd • ~ba + {feu = _ 19da + Bea + Y bd • Y ab . 

~a ~a ~a 
Der Zustand Y d ist symmetrisch zur Symmetrieachse. 
Aus 

folgt 

1 c5ad = 1 . {Jail = 0 , 

1 c5bd = Y ab • {Jad + 1· Bbd + 1· {Jed = 0, 

1 c5ed = -1 . {Jbd + 1 . B'ed = 0 

{Jad = 0, {hd = 0, {Jed = 0 , 

Mithin sind Y ad , Y bd , Y ed = Y bd die statisch unhestimmten 
GraBen, welche in den Gliedern a, b, c des dreifach statisch unhestimm
ten Systems durch Xe = +1, Xd = +1 erzeugt werden. Die Glei
chungen 

1 . ~eb = - Y be ({Jbb - {Jeb) - {Jdb + {feb = 0, 

1· c5. a = - Y be (B'ba - {tea) - iJ dlt + {tea = 0 
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werden erfiillt, da infolge der Symmetrie der Zustande Y a , Y b, Y d 

{Jbd = {Jed, {Jdd = {Jed, 

ist. 
Aus 

folgt 

{Jbb = {Jeb, {Jdb = {J.b , 

{Jba = {Jea, {Jda = {J.a, 

1 ~.e = - Y be ' ({Jbe - {Jee) - {Jde + {Jee = 0 

Y b - _ {Jde - {Jee 
e - {Jbe - {Jee . 

Der Zustand Ye ist antisymmetrisch zur Symmetrieachse. 

aus 

Fiir den Verschiebungszustand Y. = -1 gilt 

1 ~ae = 1 {ja. = 0 , 

1 ~b. = Yab{Jae + l{Jb. + l{Je. = 0, 

l~e. = -1{Jb. + l{Je. = O. 
Daraus folgt: {Ja. = 0, {Jb. = 0, {Jee = 0, 

1 ~d. = Y ad {Ja. + Y bd ({Jb. + {Jee) + 1 {Jd. + 1 {J •• = 0 

folgt, da die beiden ersten Glieder verschwinden, 

{Jde = -{J.e· 

"Mithin sind Ya.=O, -Yb., +Ybe die statisch unbestimmten 
GroBen, welche in den Gliedern a, b, c des dreifach statisch unbestimm
ten Systems durch Xd = -1, Xe = +1 erzeugt werden. Fur die Ver
schiebungen ~rr ergeben sich: 

1 - ~aa = 1 {Jaa, 

1 . ~bb = Yab {Jab + 1 {Jbb + 1 {Jeb = 1 ({Jbb + {Jeb) , 

1· ~ee = -1 {Jbe + 1 {Jee, 

1· ~dd = Y ad {Jab + Y bd ({Jbd + {Jed) + 1 {Jdd + 1 {Jed = 1 ({Jtid + {J.d) , 

1· £5 •• = - Y be ({Jb. - {Jee) - 1 {Jd. + {Jee = -1 ({Jde - {Jee) . 

:d 
I 
I 
I 
I er-__ -II,..--__ ..:t 

Abb.248. 

Bei Berechnung der Summen 
und Differenzen von Verschiebungen 
ist nach den oben gemachten An
gaben zu verfahren. 

In einem sechsfach statisch un
bestimmten System, welches eine 
Symmetrieachse aufweist, ist es 
meist moglich, zwei in der Achse 
liegende und je zwei symmetrisch 
gelegene Glieder als iiberzahlige zu 
behandeln. Abb.248 zeigt ein sol

ches System. In der Symmetrieachse werden die steifen Ecken a 
und d, symmetrisch zur Achse die steifen Ecken b, c und e, f als 
tiberzahlige Glieder behandelt. Die statischen GroBen X sind die in 
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diesen Punkten auftretenden Momente. Folgende Gleichungen zeigen 
die Y-Gruppen, 

Y a Y b Y c Y d Y e Y f 

Xa 1 Y ab 0 Y ad +Yae 0 

Xb 0 1 -1 Y bd +Ybe -YC! 

Xc 0 1 +1 Y bd +Ybe +Yef 

Xd 0 0 0 1 +Yde 0 

Xe 0 0 0 0 +1 -1 
X f 0 0 0 0 +1 +1 

die sieben Unbekannte enthalten. 
Aus 

1· (jba = Yab{jaa + 1· {jba + 1· {jea 
ergibt sich 

{jba + {jea 
Y ab =-

{J'aa 

damit folgt aus 1 (ja b = 0: {Jab = o. Die Gleichungen 

(jeb = -1 {jOb + 1 {jeb = 0 

(jea = -1 {jba + {jea = 0 

werden 'von selbst erfiillt, da wegen der Symmetrie {jbb = {job und 
{ha = {jea ist. 

Aus (jbe = Yab {jae + 1 {jbe + 1 {jee = 0, 

(ja e = 1 {j ae = 0 
folgt 

Bis hierher stimmt das Verfahren mit dem oben zur Berechnung 
eines dreifach statisch unbestimmten Systems behandelten iiberein. 

Zur Berechnung der Beiwerte Y d dienen: 

1 (jdo = Y ad • {Jae + Ybd({jbe + {jee) + 1 {Jde = 0, 

1 (jdb = Y ad • {jab + Ybd(f'bb + {jcb) + 1 {jdb = 0 , 

1 (jda = Y ad {jaa + Ybd({jba + {jea) + 1 {jda = O. 

Da Y e ein antisymmetrischer Zustand ist, ist {jde = 0, so daB die 
erste Gleichung in allen Gliedern zu Null wird. 

Aus _ der zweiten und dritten folgt 

Y _ {jdb 
bd - - {Jbb + {Jeb ' 

{jda 
Y ad = - .. ~ +Ybd ·yab • 

aa 

Bei VernachHtssigung von N ormalkraften wird im vorliegenden Trag
werk {jdb=O und{jda=O, also auch 

Y bd =Yad =0. 
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Nun folgt aus 

I . bad = I . {fad = 0 , 

I· bbd = Yab • {fad + I· {fbd + I {fed = 0 , 

1· bed = -1{fbd + 1 {fed = 0, 

{)bd = 0, {fed = 0 . 

Zur Bestimmung der Beiwerte Ye dienen 

1 bed = Yae{Jad + Ybe({fbd + {fed) + Yde{fdd + 1(&ed + {f/d) = 0, 

I bee =Yae{fae + Ybe({fbe + {Jee) +Yde{fde + 1({fee + {f/e) = 0, 

I beb = Y ae {fab + Y be ({fbb + {Jeb) + Y de {fdb + I ({feb + {fIb) = 0 , 

1 b ea = Y ae {faa + Y be (Dba + {Jea) + Y de {Jda + 1 ({fea + {Jja) = 0 . 

Die zweite Gleichung wird erfiillt, da jedes Glied zu Null wird. 
Aus der ersten Gleichung folgt 

Y __ {fed + {Jld 
de - {J'dd' 

aus der dritten 
{feb + {jIb 

Y be = - {f {J + Y de • Y bd , 
bb +eb 

aus der letzten 

Aus 

folgt 

Aus 

also 

Y _ {Jea + {J/a Y {fda Y Y 
ae - - - -'1, - de· ~ + be· ab' 

'vaa {faa 

I bbe = Yab{Jae + l{fbe + 1 {fee = 0, 

1 bee = -1{fbe + I {fee = 0 

{fbe = 0 , {fee = 0 . 

I bde = Y ad {Jae + Y bd ({fbe + {fee) + 1 {fde = 0 , 

{fde = O. 

Die Werte Y/ ergeben sich aus 

1· b/e = - Ye!C&be - {fce) - 1 {fee + 1 {f/e = 0 , 

1· b/d = - Ye/({fbd - {fed) - 1 {fed + 1 {fld = 0 , 

I . b/e = - Ye/({fbe - {fcc) - 1 {fee + 1 {f/e = 0, 

I· b/b = - Ye/({Jbb - {Jeb) - 1 {feb + 1 {J/b = 0, 

1· o/a = - Ye/Uha - {fea) - 1 {Jea + 1 {Jla = 0 . 
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Die erste, zweite, vierte und funfte Gleichung werden erfullt, da 
jedes Glied infolge der Symmetrie der Zustande Y a , Y b , Y d , Y e zu 
Null wird. Aus der dritten folgt 

Aus 

folgt 

Aus 

l?ee - {J/e 
Y e/= -- -----

{Jbc - {J'ee 

1 (ja/= l{Ja/= 0, 

1 (jb/ = Yab {Ja/ + 1 . {}z,/ + 1 . {Je/ = 0, 

1 (je/ = -1 {}b/ + 1 {Je/ = 0 

{Ja/ = 0, {hi = 0, 1ge1 = o. 

1 (jd/ = Y ad • {Ju/ + Y bd (Obi + {Je/) + 1 {J'd/ = 0 , 

1 (je/ = Y ae .8a/ + Y be (Ob/ + {Je/) + Y de {Jd/ + Hte/ + 1 {Jff = 0 

folgt 
{J,z/ = 0, 

Fur die Verschiebungen (jrr ergeben sich: 

1 oaa = 1 . ~'laa, 

1 (jbb = Yab{Jab + 1 ({}bb + {Jcb) = 1 ({Jbb + Hbe) , 

1 bee =-1 ({}be - {Jee) , 

1 (jdd = Y"dHad + Ybd({Jbd + (}ed) + 1 {Jdd = 1 . {}dd, 

1 (jee = Yae{}ae + Y be ({Jbe + {Jee) + Yde{Jde + 1 ({Jee + (}/e) = 1 ({Jee + {J/e), 

1 blf = - Ye/({}b/-I'le/) -1 (He/- {}If) = -1 ({Je/- 1'l1f) . 

Die GraBen Y ad , Y bd , Y bd sind die Werte, welche in den Gliedern 
a, b, c des dreifach statisch unbestimmten Systems durch Xd = +1 
erzeugt werden. Die GraBen Yae> Ybe> Y be , Y de sind die Werte, 
welche in den Gliedern a, b, c, d des vierfach statisch unbestimmten 
Systems durch Xe = + 1, X/ = + 1 erzeugt werden. Die GraBen 0, 
- Yet' Yet, 0 sind dieselben Werte erzeugt durch Xe = -1, X/ = + l. 

Neben der Ausnutzung der Symmetrie bietet das Verfahren den 
Vorteil, die Berechnung des sechsfach statisch unbestimmten Systems 
auf das einfachere Grundsystem des dreifach statisch unbestimmten 
Rahmens b-e-f-c zuruckzufuhren. Stehen die Pfosten lotrecht, 
dann werden zweckmaBig als uberzahlige Glieder b, c die steifen Ecken 
in 1/3 der Pfostenhohe angenommen. Dann wird auBer Y bd = 0 auch 
Ybe = O. 

Das in den wesentlichen Grundzugen dargestellte Verfahren ist bei 
symmetrischer Gliederung hochgradig statisch unbestimmter Systeme 
sehr zweckmaBig. Beispiele fUr die Anwendung sind in Nr. 75 bis 79 
gegeben 1). Das Verfahren wird auch dann mit Vorteil benutzt, wenn 

1) G r ii n i n g: Elastizitatsgleichungen gegenseitiger U nabhangigkeit. Del' 
Eisenbau 1921, S. 305, behandelt u. a,. den Fall zyklischer Symmetrie. 
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ein System nicht vollkommene Symmetrie aufweist. Die dann erforder
lich werdenden A.nderungen zeigt die Behandlung des Beispiels in Nr. 75. 

Lastengruppen als statisch unbestimmte GrO.Ben zur Erzielung von 
Elastizitatsgleichungen mit je einer Unbekannten sind zuerst von 
R. Krohn!), bald nachher auch von Mohr2) und Miiller-Breslau 3) 

benutzt worden. Die Gleichungen (34) und ihre Verwendung in dem 
ersten dargestellten Verfahren sind von S. Miiller4), das zweite Ver
fahren ist von Miiller-Breslau 5 ) angegeben. 

63. Die rechnerische Auflosung der Elastizitatsgleichungen 
besteht, wie in Nr. 58 gezeigt, stets in der Ermittlung der Beiwerte A 
in Gleichung (11). Neben der Berechnung aus Determinanten steht in der 
Statik der Tragwerke die Losung durch die von G au.B angegebene Elimina
tion6). Infolge gewisser, meistens vorliegender Eigenschaften der Elastizi
tatsgleichungen ist dieses Verfahren besonders geeignet. Um es anzuwen
den, miissen zunachst die Beziehungen aufgesucht werden, die zwischen 
den Beiwerten fL der Unbekannten X bzw. Y und den A bestehen. 

Die Elastizitatsgleichungen sollen unter Benutzung der Maxwell
schen Beziehung fLrk = flkr in der Form 

Xa' fLar + X b • fLbT + ... + XnfLnr = NT (39) 

geschrieben werden, in der N r das absolute Glied bezeichnet. Jede 
dieser n Gleichungen wird mit einem unbestimmten Beiwert Ar multi
pliziert, sodann die Summe aller Gleichungen gebildet und nach den 
GroBen X geordnet. Dann entsteht 

X,,(fLaa' Aa + ... + fLar' Ar + ... + flan' An) + 

Xn (fLna • Aa + '" + f1nr • Ar + ... + fInn' An) = 

NaAa+ ... Nr·Ar + .. ·NnAn· 

1) Krohn, R.: Beitrag zur Theorie der elastischen Bogentrager. Z. Bau
kunde Bd. 3, S. 219. 1880. 

2) Mohr, 0.: Beitrag zur Theorie des Bogenfachwerks. Z. Arch. lng.-Ver. 
zu Hannover Bd.27, S.243. 1881. 

3) Muller - Br e s I a u, H.: Vereinfachung derTheorie der statisch unbestimm
ten Bogentrager. Z. Arch. lng.-Ver. zu Hannover Bd.30, S.575. 1884. - Bei
trag zur Theorie der ebenen elastischen Trager. Ebenda Bd. 34, S. 605. 1888. -
Beitrage zur Theorie der ebenen elastischen Trager. Zentralbl. Bauverw. 1889, 
S.475, 499. 

4) Muller, S.: Zur Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Tragwerke. 
Zentralbl. Bauverw. 1907, S.23. 

5) Muller - B res 1 au, H.: Die graphische Statik der Baukonstruktionen. 
Bd. II, Abt.l, S.162. 4. Aufl. 1907. 

6) Jordan, H.: Uber die Berechnung der Nebenspannungen in Fachwerken 
mit steifen Knotenpunkten. (Dissert. Hannover 1904), bringt die erstmalige An
wendung in der Statik. 
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Verfiigt man nun liber die willkiirlichen GraBen A so, daB der Bei 
wert von Xr = 1, und die Beiwerte aIler anderen GraBen = 0 werden, 
so ergibt sich die Gleichung 

X, = N a 0 Au + ... + N r 0 A, + ... + N n 0 An, 

also die Gleichung (11). Daraus folgt, daB die GraBen Aa " Ab, ... )'nr 

den Gleichungssatz erfiillen, welcher durch die vorstehende Verfiigung 
entsteht. Das ist, da allgemein flkr = flrk ist 

flaaoAar+ ... +flraoArr+ ... +flnaoAnr=O. 

fla,' 0 )'ar + '" + /-lrr 0 Arr + ... + flnr 0 Anr = 1 . 

flan 0 )'ar + . " + flrn 0 Arr + ... + flnn 0 Anr = 00 

Durch Auflasung dieser Gleichungen nach den Akr ergeben sich 
die Beiwerte der Gleichung (11). Die Gleichungen sind von der Form 
der Gleichungen (39) und gehen aus diesen hervor, wenn X k = Akr 

(lc = a, b ... n), N r = 1 und aIle anderen N = 0 gesetzt werden. 
Bei Ableitung der gefundenen Beziehung ist X, willkiirlich aus den 

GraBen X ausgewahlt worden. Mithin kann der Reihe nach r = a, b, 
c ... n gesetzt werden und es besteht fiir die Beiwerte A in jeder del' 
Gleichungen (11) ein Gleichungssatz del' bezeichneten Art. Die n-Glei
chungssatze unterscheiden sich untereinander - abgesehen von der 
Verschiedenheit del' unbekannten A - nur in del' rechten Seite. Fiir 
r = a, b, c ... n ist stets die rechte Seite der gleichnamigen Gleichung 
= 1. In del' Form ist diese Gleichung jedes Satzes dadurch gekenn
zeichnet, daB die GraBen P und A denselben zweiten Zeiger haben. In 
allen anderen Gleichungen ist die rechte Seite = O. 

Zur Bestimmung del' unbekannten Beiwerte A sind also n mal n-Glei
chungen aufzulasen. Diese Berechnungsweise erscheint umstandlicher als 
die unmittelbare Auflasungder Gleichungen (39). Sie ist del' letzteren je
doch dadurch iiberlegen, daB jeder Satz nur ein absolutes Glied enthalt. 
Da ferner n - 2 Gleichungen je zweier Satze miteinander iiberein
stimmen, kann die Auflasung jedes Satzes fiir die Auflasung aller ande
ren Satze nutzbar gemacht werden, wenn man entweder in del' Reihen
folge r = a, b, c ... n oder r = n, n - 1, n - 2 ... b, a vorgeht. 

In del' weiteren Rechnung sollen die Gleichungen in Tafelform ge
schrieben werden. In dieser lauten die Elastizitatsgleichungen 

Xa Xb Xn 

flaa flba flna Na 

,Uab /-lbb flnb Ne 

(39) 

Par flb, fln' N r 

flan Pbn fInn N n 

Griining, Statik. 22 
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und ihre Auflosung 

Na Nb Nn 

Aaa Aba Ana Xa 
Aab Abb Anb Xb 

(40) 

Aar Abr Anr Xr 

J Aan Abn Ann Xn 

Zur Vereinfachung der Schreibweise soll in folgendem die Bezeich-
nung 

Prk = rk 

benutzt werden. Die erste Tafel stellt auch alle Gleichungssatze zur 
Bestimmung der A dar, wenn die rechte Seite einer Gleichung = 1, 
die aller anderen = 0 gesetzt und an Stelle der unbekannten X die 
unbekannten A eingefiihrt werden. Nach dem Gau13schen Verfahren 

wird die erste Gleichung der Reihe nach mit a k (k = b ... n) erweitert 
aa 

und von der Gleichung k abgezogen. Dadurch erhaIt man n - 1 Glei
chungen, welche die erste unbekannte Aar nicht mehr enthalten. Ihre 
Beiwerte seien mit (r k)b bezeichnet. Das Bildungsgesetz der Beiwerte 
ist gegeben durch 

ak 
(r kh = r k - r a . -- . 

aa 

Weiter wird die erste Gleichung des reduzierten Satzes der Reihe 

nach mit (bbkb)!>- (k = c, d ... n) erweitert und von der Gleichung k 
( )b 

abgezogen. Dadurch erhalt man einen Satz von n - 2 Gleichungen, 
welche die unbekannten Aar und Abr nicht mehr enthalten. Die Bei
werte dieses Satzes seien mit (r k)c bezeichnet. 

Es ist also 

Diese Reduktion um je eine Gleichung wird fortgesetzt. Dabei 
bleiben die rechten Seiten aller Gleichungen unverandert, so lange die 
rechte Seite der ersten Gleichung eines Satzes = 0 ist. Auch in den 
reduzierten Gleichungssatzen ist also die rechte Seite der Gleichung = 1, 
deren Beiwerte an zweiter Stelle den Zeiger r haben. Nach r - 1 Re
duktionen riickt die Gleichung r an die erste Stelle. Dann kann das 
Verfahren nicht mehr fortgesetzt werden, da die rechten Seiten dabei 
nicht mehr = 0 wiirden. Man beginnt deshalb die Ausrechnung mit 
r = n, ermittelt also zuerst die unbekannten Aan· A.bn, ... , A.nn. Wenn 
r = n ist, kann die Reduktion n - 1 mal durchgefiihrt werden, der 
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letzte Satz besteht also nur aus einer Gleichung mit der unbekannten Ann. 
Die Beiwerte aller Satze sind durch die Gleichung 

(mk)m 
(rk)m+1 = (rk)m - (rm)m-( -)-, (41) 

mmm 

m = a, b, c, ... , n - 1 ; 
m + 2, ... , n gegeben. 

k=m+1, m+2, ... ,n und r=m+1, 
Aus dieser Beziehung folgt allgemein 

(r k)m+1 = (kr)m+1 , 

also sind in jedem Gleichungssatz die Beiwerte symmetrisch zur 
Diagonale'] lDie auf:,. vorstehende Weise gefundenen Gleichungssatze 
lauten: 

a) 

b) 

(n-l) 

(n) 

aa 

ab 

ba 

bb 

a, n -1 b, n-1 

an bn 

(b,n-lh (c, n-l)b 

(bn)u (cnh 

n-l,a 

n-1, b 

na 

nb 

o 
o 

n - 1, n - 1 n, n - 1 0 

n -1, n nn 1 

(n-l,b)u 

(n-l,c)u 

}'nn 

o 
o 

(n-l,n--lh (n,n-l)b I 0 

(n-l,nh (nn)b 1 

(n - 1, n - l)n-1 (n, n -1)n-1. (I 

(n -- 1, n)n-1 (nn),,-1 1 

}'nn --------------- ---- -(:D:I 1 

(42) 

Zur Berechnung der unbekannten Akr wird aus jedem Satze die 

erste Gleichung benutzt. Danur die Quotienten (kr)r in die Rechnung 
(rr}r 

eingehen, wird jede Gleichung durch den Beiwert des ersten Gliedes 

22* 
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geteilt. In jeder ersten Gleichung konnen die Zeiger weggelassen werden, 
da das an zweiter Stelle stehende Zeichen die Reduktionsstufe angibt. 
Mit den Bezeichnungen 

- ka 
ka=-, 

aa 
(kr) = (kr)r 

(r r)r 

bilden die ersten Gleichungen der reduzierten Satze folgenden Satz: 

Aan Abn 

1 ba 

1 

Hieraus ergibt sich 

Aen An-1, n Ann 
--~--

ca n-l, a na 
-----

(cb) (n - I, b) (n b) 
---

I (n - 1, c) (nc) 

1 (n, n -1) 

1 

An-],n= -Ann(n,n-I). 

0 

0 

0 

o 
1 

(nn) 

Ferner folgt aus der Gleichung 
-~----- 1 

1· An - 1, n-l + (n, n -1) 2n, 1'-1 = (n -1, n -1)' 

1 ---
}'1'-1, n-l = (n -l;-n _ 1) + }'nn (n, n - 1)2. 

(43) 

Fur die Beiwertelk(n_l)gelten die Gleichungssatze (42a) bis (42 n-l), 
wenn in jedem Satze die rechte Seite der n - 1 ten Gleichung = 1 und 

. die der nten Gleichung = 0 gesetzt wird. Von dem Gleichungssatz (43) 
gelten also die ersten n - 1 Gleichungen, wenn die rechte Seite del' 

n-Iten Gleichung ---11 -- gesetzt wird. Da A(n-1)n=An(n-1) 
(n- ,n-I) 

ist, sind nur noch n - I unbekannte vorhanden, die in der Reihen
folge k=(n-I), (n-2), ... ,b,a berechnet werden. 

Diese Schlul3folgerung wird fortgesetzt. Fur die Gruppe Akr gilt 
der Gleichungssatz (42 a), in dem die rechte Seite der rten Gleichung = 1 
gesetzt wird. Mithin gelten mit derselben Bedingung die Satze (42 a) 
bis (42r) und von dem Satz (43) die Gleichungen 1 bis r. 1st die Rech
nung in der Reihenfolge r = n, n - 1 bis r + I durchgefUhrt, so ent
halt die Gruppe }'kr nur noch r Unbekannte, die man schrittweise durch 
Auflosung der Gleichungen r, r - 1, ... , b, a des Satzes (43) findet. 
Mithin umfaBt der Satz (43) aIle Gleichungen zur Berechnung alIer 
unbekannten 2. Man setzt nacheinander fUr r = n, n - I, ... , b, a, die 
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1 
rechte Seite = (r 1')' erhalt so n Satze von n, n - 1, ... ,2, 1 Gleichungen, 

die man mit der letzten beginnend zur Auflosung bringt. 
Fur die A-Werte mit zwei gleichen Zeigern erhalt man auf folgendem 

Wege eine allgemeine Formel. . Die Gleichung (431') besteht fur aIle 

Gruppen Aka (8 = r .. ·n), und zwar ist fur 8 = l' die rechte Seite-1- , 
(r r) 

fUr 8 > r = O. Mithin lautet Gleichung a fUr die Gruppen 8 = a ... n 
~~ - - ~-- 1 

1· Aaa + ba ·1ba + ca· Aea + da· Ada + ... + na· }'na = --. 
aa 

1· Aab + ba· Abb + ca· }'cb + da· Adb + ... + na .1 nb = 0, 

1· Aae + ba· Abe + ca· lee + d(;.1 de + ... + na.1ne = 0, 

1 . Aad +- ba· }'bd + ca . Aed + da • Add + '" + na . }'nd = 0, 

1.Aan+ba.A/",+ca.Acn+da.Adn+ ... +na.Ann=O. 

Die zweite Gleichung wird mit b~, die dritte mit c a, die vierte mit da, 
die letzte mit n a multipliziert, sodann werden die Gleichungen 2 bis n 
von der erst en abgezogen. So erh1i.lt man 

l-Aaa - }~bbba2 - Ace· ca2 - Add· da2 • •• - Ann· na2 

-- --- - 1 
- 2 [A be' b a . c a + }, b d • b a . d a + ... + An _ 1 n' n - 1, a, n a] = -. . , aa 

Die Klammer umfaBt aIle Produkte, die aus zwei verschiedenen Bei
werten der ersten Gleichung und einem A-Wert gebildet werden konnen. 
Die Zeiger jedes },-Wertes stimmen mit der ersten Stelle der beiden 
Beiwerte uberein. Demnach ist allgemein 

1 n _ 8=n-1_ k=n ____ _ 

Arr=--+ ~1ss'(8r)2+2""J(8r) 'kA8 k·(kr). (44) 
(rr) ~. .L.1~" 

r+1 8=r+1 k=8+1 

Diese Formel vermittelt den Ubergang von jeder },-Gruppe zu dem 
wichtigsten Werte der folgenden Gruppe. 

Die Gleichungssatze (42) stimmen mit den Gleichungen, welche 
durch die Tafeln a, b, c ... Seite 329 dargestellt sind, iiberein. Daraus 
folgt, daB die Auflosung der Elastizitatsgleichungen nach dem GauB
schen Verfahren den Gleichgewichtszustand des nfach statisch un
bestimmten Tragwerks aus dem des statisch bestimmten Hauptsystems 
von Stufe zu Stufe aufsteigend entwickelt. Der genannte Losungsweg 
deckt sich daher mit der Einfuhrung von Gruppenlasten, deren Bei
werte in der Diagonale = 1 auf einer Seite der Diagonale = 0 gesetzt 
werden, trotzdem beide Verfahren verschiedenen Grundgedanken ent
springen 1 ). 

1) Pi rl e t. J.: Die Berechnl1ng statisch IDlbestimmter Systeme. Der Eisen~ 
bau 1910. 
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Die Berechnung der A-Werte mit Hilfe'der GauBschen Auflosung 
fiihrt zu genauen Ergebnissen, wenn der Beiwert (r r) jeder Gleichung 
groBer ist als aile anderen Beiwerte in derselben Gleichung. Denn dann 
bestehen aile Produkte aus zwei Faktoren, deren einer < 1 ist, und in 
dem Gleichungssatz (43) sind aile Beiwerte < 1. Dieser Umstand wirkt 
fehlermildernd. Trotzdem ist auch bei diesem Verfahren eine Haufung 
von Fehlern nicht ausgeschlossen, deshalb ist eine groBere Genauigkeit 
in der Rechnung unerlaBlich, als in den Ergebnissen im allgemeinen 
gefordert wird. Das bedingt, daB schon die ,u-Werte des statisch be
stimmten Hauptsystems auf eine desto groBere Stellenzahl berechnet 
werden miissen, je hoher der Grad der statischen Unbestimmtheit ist. 
Eine gewisse Priifung der Rechnung bei der Reduktion bietet die Quer
summe jeder Gleichung. Aus 

(mr)m 
(kr)m+1 = (kr)m - (km)m -( -)-

folgt mm m 
n n () n 

~(kr)m+1 = ~(kr)m - (::::):~(km)m. 
m+l m m 

Die Quersumme jeder Gleichung des Satzes m + 1 ist gleich der Quer. 
summe derselben Gleichung des Satzes m, vermindert um die mit dem 

Quotienten -( mr 1m_ multiplizierte Quersumme der ersten Gleichung 
(mm)m 

des Satzes m. 
Die Elastizitatsgleichungen besitzen in. den meisten Fallen ohne 

weiteres die Eigenschaft, daB die Werte f1-rr jeder Gleichung groBer 
sind als die ,ukr' Besteht sie fiir die Gleichungen des statisch bestimmten 
Hauptsystems, so ist sie auch in den folgenden Gleichungssatzen vor
handen, die ja gieichfalls Elastizitatsgleichungen, und zwar solche 
statisch unbestimmter Tragwerke verschiedenen Grades sind. 

Der dargestellte Rechnungsgang kann offenbar ebenso gut durch 
Reduktion der Gleichungen in der Reihenfolge n, n - 1 ... a durch
gefiihrt werden. Die Gruppen Akr sind dann in der Reihenfolge 
r = a, b ... n zu berechnen. Eine weitgehende Priifung der Ergebnisse 
erhalt man durch zweimalige Durchfiihrung in beiden Folgen. Zuweilen 
ist es zweckmaBig, die Reduktion von a bis r, sodann von n bis r durch
zufiihren, dann erhalt man Gleichungen, aus denen die Gruppe Akr 
zuerst zu berechnen ist. Das gilt namentlich fiir die am haufigsten 
vorkommenden Fane, in denen eine groBe Zahl von Gleichungen vor
liegt, jede aber nur eine beschrankte Zahl der Unbekannten enthalt. 

Man unterscheidet dreigliedrige, fiinfgliedrige und mehrgliedrige Ela
stizitatsgleichungen. Unter dreigliedrigen versteht man solche, welche in 
jeder Gleichung nur drei aufeinanderfolgende Unbekannte enthalten, und 
zwar in der Gleichung r die GroBen Xr-I' X" X r+1 in der Verbindung 

l-1 r- 1, r' X r- I + ,urr' Xr + ttr+l,r' X r+1 • 

Die erste Gleichung kann dann nur zwei Unbekannte Xa und X b , die 
letzte nur X n- 1, Xn enthalten. Fiinfgliedrige sind durch die Form 

ttr- 2, r • X r- 2 + ,ur-l, r . X r- 1 + ,urr' Xr + ,ur+1, r Xr+~ + ,ur+~, r' X r+2 
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gekennzeichnet. Die erste Gleichung enthalt nur Xa, X b, Xc, die letzte 
X n, X n- 1 , X n- 2 , die zweite Xa, X b , Xc, X d , die vorletzte X n, X n- 1 , 

X n - 2 , X n - s' Siebengliedrige Gleichungen enthalten sieben Unbekannte, 
die in der fUr drei- und fiinfgliedrige Gleichungen gekennzeichneten 
Form zusammengefaBt sind. 

FUr die dreigliedrigen Gleichungen ergibt sich folgendes sehr einfache 
und iibersichtliche Losungsverfahren. Die Tafel der Gleichungen ist 
mit den Bezeichnungen /1rk = r k 

Xa Xb Xc Xd X n- 3 X n- 2 X n- 1 Xn 

Eliminiert man nun in der Reihenfolge a ... n, so andert sich bei 
jeder Reduktion nur die zweite Gleichung jedes Satzes und nur im 
zweiten Glied. 

(b b) = b b _ b a a b , 
aa 
be 

(ee) = ee - eb (bb)' 

da e e und be, e b bei der ersten Reduktion unverandert bleiben. 
folgt, daB allgemein 

1"1"+1 
(1" + 1 'I' + 1) = 1" + 1 l' + 1 - 1" + 1 r ' , , , err) 

Daraus 

(46) 

ist. Mithin kann man nach dieser Formel den Gleichungssatz, der aus 
jeder ersten Gleichung alier reduzierten Satze besteht (Satz 43), unmittel-
bar hinschreiben. Er lautet 

l.a; l.br }'er l.n-2,r l.n-l,r 1nr 

aa ba 0 0 0 0 I a 

0 (b b) eb 0 0 0 b 

0 0 (ee) de 0 0 0 e 
(47) 

0 0 0 (n-2,n-2) n-l,n-2 0 n-2 

0 0 0 0 (n-l,n-l) n,n-l n-l 

0 0 0 0 0 (n,n) n 
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Fur die Gruppe lkr gelten von diesen Satzen die Gleichungen a bis r; 

die rechte Seite der Gleichung r ist~-, die der Gleichungen a bis r - 1 
ist Null. Mithin ist (rr) 

lar = -}'br' b--u-, 

l.k -1, r = - }'kr' (k, k - 1) , (49) 
wenn k ~ r ist. 

Die Formel (44) ergibt 

1 --.. - 9 

lrr = -(-)- + Ar+l r+1' (r + 1, r)" , rr ' 
(50) 

da der Beiwert (r + 2, r) und aIle folgenden zu Null werden. Mithin 
kann in folgender Weise gerechnet werden 

1 
}'nn = (n n-j , 

}'n-l, n-l = ~=·1 ~ n -=1) + }'nn' Cn--::n--- 1)2, 

usw. 
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Damit sind die A-Werte in der Diagonale gefunden. Aus diesen erhalt 
man die Werte Ak" die links der Diagonale stehen, da k < r 1st, nach 
der Formel (49) 

A'_I" = -Ar•· (r, r -1), 

A'_2" = -A'_I,,· (r - 1, r - 2), 
usw. 

Aus der Formel (49) folgt: 

2r - 1 'T Ar-1 r+1 2,-1,r+2 ~----'- - '- = -(r, r - 1) . 
Arr - A,,'+1 - A,,'+2 

In der Tafel der A stehen links der Diagonale in zwei nebeneinander 
befindlichen Spalten die Werte jeder Zeile zueinander in einem festen 
Verhaltnis. Da die Werte zweier Spalten links der Diagonale in zwei 
ubereinander befindlichen Zeilen rechts der Diagonale stehen, gilt diese 
Beziehung hier fur je zwei Zeilen ubereinander. 

Die Reduktion der Elastizitatsgleichungen in der Reihenfolge n bis a 
ergibt in der Diagonale dieWerte n n, (n -1, n -lh, (n -2, n - 2h ... 
(bbh, (aa)1 nach der Formel 

r + 1, r 
(r, r)1 = 1'r - r, r + 1 -- -- ------. 

(r + 1, r + Ih 
Die Werte rechts der Diagonale verschwinden, links derselben bleiben 
die Beiwerte der Elastizitatsgleichungen unverandert. Wird wieder 
jede Gleichung durch (r rh geteilt und die Bezeichnung 

----- r, r + 1 
(r, r + 1) =(1' + 1, r + Ih 

eingefiihrt, so erhalt man folgende Tafel: 

Aa r }'br }'er Adr }~n-l,r )I<nr 

1 0 0 0 0 0 a 

(a b) 1 0 0 0 0 b 
0 (b c) 1 0 0 0 c 

(51) 
0 0 (cd) 1 0 0 d 

(n-2, n-l) 1 0 n-l 

n-l, n 1 n 

Fur die Gruppe j'k, gelten von diesem Satze die Gleichungen n bis r. 

Die rechte Seite der Gleichung r ist -(~) , die rechte Seite der anderen 
Gleichungen ist Null. Mithin ist r r 1 

-----0 

A"r=-A,,_l,r·(n-l,n), 

An-I,. = -A"-2,r' (n - 2, n -1), 

Ak+l,r= -Akr·(k,k+l), (52) 
wenll k > r ist. 1 ----2 

Ar,=-(----) +)..-17_1(r-l,r). 
rr 1 ' 
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Jeder Diagonalwert kann nun auch mit Hille der Beiwerte (r + 1, r) 
----

und (r, r + 1) unmittelbar berechnet werden. Fiihrt man 
1 ----9 

AH1.r+I = (r + 1, r+ 1)1 + Arr(1', l' + It 
in Gleichung (50) ein, so ergibt sich 

r ~-- 2 ----2J 1 ( (1' + l, rj 2. (1',1')) 
Arr.l-(1',r+1) (1'+1,1') =(1'1') 1+ (r+1,r+1h ' 

(1' + 1, d· (1', 1') (r+l~r)(1' + 1, 1')--- ---) 
da = -~--~- ---- -.~ = (1' + 1, 1')(1', l' + 1 

(1' + 1, l' + 1h (1' + 1, l' + lh 
1 

ist, folgt ,1 - (53)· 
err - (1'1')[1- (1', l' + 1)(1' +-1; r)]' 

Dieses Ergebnis ist auch aus den Gleichungen (48), r und (51), r + 1 
abzuleiten ---~ 1 

l'Arr +(1'+l,1')'}'r+l r=-( -, , 1'1') 

(1', r + 1) • A.n + 1 . }'r+ 1, r = 0 . 

Ebenso ergibt sich aus den Gleichungen (48), T - 1 und (51), r 

1 . A,. -1, I" + (1', l' - i) . Arr = 0 , 
.-- 1 

(r - 1, 1') . Ar -1 r + 1 . Ar r = -( -) , 
, 1'1' 1 

1 

}," = (1'1')~Ti---(;~~-I)(1' --1,1')]' 
(54) 

Da die Formel (52) fUr die Werte rechts der Diagonale gilt, stehen 
hier die Werte jeder Zeile in zwei nebeneinander stehenden Spalten 
zueinander in festem Verhaltnis, und dieselbe Beziehung gilt links der 
Diagonale fur die Werte jeder Spalte in zwei Zeilen iibereinander. Zur 
Ausfuhrung der Zahlenrechnung benutzt man zweckmaBig folgende 
Tafel, die Zahlenrechteck1) genannt wird: 

-(ab) -(be) -cd 

_a_i __ a __ I __ b_ II--c--i--d--
Aaa 

-(ab) 1 '---

_b_I ____ I __ A_b_b _1 ____ ,1 -(be)-- ·--1 

: I I I I,,, !-~,-
'----1 -~--!------I··~ ---: 

-ba 

-(eb) 

-cd -(de) 

-ba -(eb) -(de) 

1) Le we, V.: Die Berechnung durchlaufender Trager und mehl'stieliger Rahmen 
nach dem Vel'fahren des Zahlenrechtecks. (Dl'.-Dissel't. Dresden 1915), leitet das 
wesentliche des dargestellten Rechnungsganges aus del' Determinantentheorie ab, 
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Zwischen den Zeilen und Spalten' werden die Festwerte an
geschrieben, welche die Zeilen und Spalten miteinander verkniipfen. 
Nachdem die Diagonalwerte aus einer der gegebenen Formeln be
rechnet sind, ermittelt man alle anderen durch Multiplikation mit 
den Festwerten. Da deren absolute Werte < 1 sind, nehmen die 
absoluten l-Werte von der Diagonale aus nach beiden Seiten abo 
Das Vorzeichen wechselt von Glied zu Glied. Die Festwerte werden 
haufig auch in den folgenden Rechnungen fiir ein statisch un
bestimmtes Tragwerk benutzt, dessen Elastizitatsgleichungen drei
gliedrig sind. 

Die Tafel fiinfgliedriger Elastizitatsgleichungen hat folgenden Kopf: 

}'aa lba lea Ada lea lla }'ya 

aa ba ea 0 0 0 0 la 
I 

ab bb eb db 0 0 0 

I~ ae be ee de ee 0 0 

0 bd cd dd ed Id 0 'd 

0 0 ee de ee Ie ge e 

Bei jeder Reduktion andern sich die zweite und dritte Gleichung jedes 
Satzes. Es sind zu berechnen 

ab 
(bbh=bb-ba- , 

aa 

ab 
(eb)b=eb-ea-, 

aa 

ea 
(ee)b=ee-ae-. 

aa 

Der Kopf des Satzes b ist 

Aba }'ca }'da ;~ea 

(b bh (ebh db 0 

(b eh (e eh de ee 

!b 

Ie 
aIle anderen Gleichungen bleiben unverandert. Es folgt 

(beh 
(e e)e = (e eh - (e b)b (b-b)b ' 

(bch 
(de)e = de - db (b b)b' 

bd 
(d d)e = d d - db (b b)b . 
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Der Kopf des Satzes c ist 

Aca Ada }'ea }'da 

(c c)c (d c)c ec 0 

(e d)c (d d)c ed fd 

aIle anderen Gleichungen bleiben unverandert. Aus den ersten Gleichungen 
jedes Satzes erhalt man nun, wenn die Zeiger weggelassen werden: 

la Ab }'c Ad le ln - 2 An - 1 An 

aa ba ca a 

(b b) (e b) db b 

(ee) (de) ec c 

(d d) (e d) t d d 

(n-2, n-2) (n-l, n-2) n, n-2 n-2 

(n-l, n-l) (n, n-l) n-l 
I 

(n,n) In 
Diesen Satz kann man sofort nach folgenden Formeln hinschreiben: 

I r, r - 22 (r, r - IF 
\rr) = rr - -(~ ____ 2, r- 2) (r - 1, r - 1) , 

(r,r - 1) 
(r+l,r)=r+l, r-r+l, r-l~----. 

(r-I,r-l) 

Die Beiwerte jeder Gleichung werden durch den Wert der Diagonale 
geteilt und wieder die Bezeichnungen 

(r+I,r) . r+2,r 
(r + I, r) =- ... - , (r + 2, r) = ~----'-

(r, r) (r r) 

eingefiihrt. Dann ergibt sich 

. I 
/.nn = (n n) , 

----
I n-- l ,n = -lnn (n,n - I) , 

---------

}'n-2,n = -}'n-1,n (n - 1, n - 2) - Ann (n, n -2) 

usw. bis lan. Aus Formel (44) folgt 

1 I? 2, 2 /'r-1 r-1 = -( ------ + "rr (T, r - I) + "r+1. r+1 (r + 1, r - 1) , r - 1, r - I) . 
,--~~-----~-+ 21r,r+1 (r,r - 1) (r + 1, r -I), 

also 
1 2 

In- 1,n-1= (n_l,n_I)+Ann (n,n-I) 

weiter aus Gleichung n - 2 

}'n-2,n-1 = -An- 1,n-1 (n -~n=-2) - An,n-1 (n,n - 2) 
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usw. bis Aan - 1 . Der Ubergang zum Satze Akn-2 ergibt sich wieder aus 
der Formel (44). Damit sind An - 2,n-2' An - 1,n-2, An,n-2 bekannt, 
die ubrigen Werte werden aus den Gleichungen n - 3 bis a nacheinander 
berechnet. In derselben Weise kann die Reduktion in der entgegen
gesetzten Folge durchgefuhrt und zur Ermittlung der Gruppen Ak1 
(r = a . .. n) benutzt werden. 

SolI eine Akr - Gruppe in der Mitte zuerst oder gesondert berechnet 
werden, so ist die zweite Reduktion in der Reihenfolge n bis r + 1 
durchzufiihren. Aus den Gleichungen r - 1 und r des ersten, r + 1 
und r + 2 des zweiten Satzes lassen sich nun A1 - 1,n A1ro A1 +1,,, 

Ar+2,r und A1 - 1,r+1' Ar,r+1' A'+1,1+1' Ar+2,1 berechnen. Die Gleichun
gen lauten 

}'r-1,k ATk }'r+1,k Ar+2,k 

r - 1) 1 (r,r-l) (r + 1, r-l) 0 
--- ~--

r) 0 1 (r + 1,r) r + 2,r) 

r + 1) (r - 1,r + Ih (r,r + 1)1 1 0 

r + 2) 0 (r,r+2)1 (r + 1, r + 2)1 1 

FUr die Gruppe k = r ist die rechte Seite der ersten, dritten, vierten 
1 

Gleichung Null, die der zweiten Gleichung ~)' Fur die Gruppe k = r + 1 
(rr 

ist die rechte Seite der dritten Gleichung ( 1 1 1)' die der 
r+ ,r+ 1 

anderen Gleichungen Null. Aus der zweiten und vierten erhalt man 

1 
IX) • Ark + fJ1 Ar+1,k = -( -) oder 0; . rr 

aus der ersten und dritten 
1 

iX-2 ATk + fJ2 • AT+1,k = 0 oder , 
(r+l,r+l)l 

IX1 = 1 - (r + 2,r) (1-,+2)1 , IX2 = ~+ 1)1 - (r, r -1) (r-l,r+ 1)/ 

fJ1 = (r + 1~ - (r + 1, r + 2)1 (r + 2, r), 

fJ2 = 1 - (r + 1, r - 1) (r - 1, l' + Ih. 
Die Auflosung der Gleichungen ergibt 

1 1 
Arr - (rr) (IX1 fJ2 - fJ1 iX-2)' Ar+1,1+1 = (r + 1, r + Ih (IX1 fJ2 - fJ~--;:~f' 

1 1 IX2 d ' fJ1 
Ar+1,r = -ArT fJ2 0 er = -Ar+1,T+1 IX1 . 

Die erste und vierte Gleichung sowie die auf beiden Seiten folgenden 
vermitteln die weitere Rechnung. 

Die siebengliedrigen Elastizitatsgleichungen werden auf Gleichungen 
mit vier Unbekannten zuruckgefuhrt. In jeder sind drei Beiwerte zu 
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berechnen. Zu den Formeln der fiinfgliedrigen tritt noch eine um ein 
Glied erweiterte hinzu. Wird von beiden Seiten nach der Mitte zu 
reduziert, so erhalt man sechs Gleichungen fiir sechs Unbekannte, die 
sich leicht zu drei Gleichungen mit drei Unbekannten umformen lassen. 

Die fortschreitende Elimination kann durch fortschreitende Sub
stitution ersetzt werden. Der Gang der Losung wird dadurch nicht 
wesentlich beriihrt. Man muB immer die Gleichungen entweder in 
einer Reihenfolge von der erst en bis letzten durchlaufen, um eine 
Gleichung mit einer Unbekannten zu erhalten. Oder man schreitet 
von den beiden auBersten Gleichungen nach der Mitte zu und erhalt 
hier eine beschrankte Zahl von Gleichungen mit einer gleich groBen 
Zahl von Unbekannten. 

Fiir einige selten vorkommende Gleichungssysteme hat Hertwig 
besondere Verfahren angegeben. Eine ausfiihrliche Zusammensteilung 
ailer wichtigen Losungsverfahren ist von O. Do m k e im Hand
buch fiir Eisenbetonbau, 2. Auflage, dargestellt. 1m iibrigen wird auf 
die unten aufgefiihrte Literatur1) verwiesen. 

Es ist offensichtlich, daB die in Nr. 62 dargestellten Verfahren zur 
Aufsteilung von Elastizitatsgleichungen mit je einer Unbekannten auch 
rein mathematisch als Verfahren zur Losung von linearen Gleichungen 
entwickelt werden konnen. Von dem ersten dieser Verfahren ist bereits er
wahnt, daB es mit der Auflosung der Elastizitatsgleichungen des statisch 
bestimmten Hauptsystems durch die GauBsche Elimination iiberein
stimmt. Bei dem zweiten Verfahren handelt es sich um Faile, in denen die 
Elastizitatsgleichungen gewisse ausgezeichnete Eigenschaften besitzen, 
aus denen sich besondere Losungswege ergeben. Die statische Behand
lung durch Einfiihrung von Lastengruppen hat jedoch den Vorteil, den 
jeweils geeigneten Losungsweg deutlicher zu zeigen und die weiteren 
Rechnungen nicht selten erheblich zu vereinfachen. Dabei kommt 
namentlich die Tatsache in Betracht, daB jede Formanderung eines 
mehrfach statisch unbestimmten Systems aus der Arbeitsgleichung zu 
berechnen ist, indem ein beliebiges statisch bestimmtes System der 
angenommenen Belastung unterworfen wird. 

1) a) Mtiller-Bresl.l!-u, H.: Die graphische Statik Bd. II, Abt. 2, S.219ff. 
1908. - b) Hertwig: Uber die Berechnung mehrfach statisch unbestimmter 
Systeme und verwandte Aufgaben. Z. f. Bauw. 1910. S. 109. - c) Hertwig: 
Die Losung linearer Gleichungen durch unendliche Reihen und ihre Anwendung 
auf die Berechnung hochgradig statisch unbestimmter Systeme. Mtiller-Breslau
Festschrift 1912, S.37. - d) Ostenfeld, A.: Auflosung von ftinfgliedrigen 
Elastizitatsgleichungen. Eisenbau 1913, S.120. - e) Fraudsen, P.: Rechne
rische Auflosung Clapeyron scher Gleichungen. Eisenbau 1913, S.440. - Hert
wig, A.: Die Berechming des Tragers auf mehreren Sttitzen mit gleichem und 
veranderlichem Querschnitt, mit frei drehbaren oder eingespannten Stutzen. 
Arm. Beton 1913, S.219. - g) Mtiller-Breslau, H.: Zur Auflosung mehr
gliedriger Elastizitatsgleichungen. Eisenbau 1916, S. III u. 299. III. Anwen
dung auf mehrfach gesttitzte Rahmen. Eisenbau 1917, S. 193. - h) Lewe, V.: 
Die mathematisch rechnerische Auflosung der allgemeinen sowie der drei- und 
ftinfgliedrigen Elastizitatsgleichungen. Eisenbau 1916, S. 175. - i) Hertwig, A.: 
Einige besondere Klassen linearer Gleichungen und ihre Auflosung in der Statik 
der durchlaufenden Trager und der Rahmengebilde. Eisenbau 1917, S.69. -
k) M tiller- Bresla u, H.: Die graphische Statik Bd. II, Abt. I, S.173. 5. Auf I. 1922. 
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V. Anwendnngen der Theorie des statisch 
nnbestimmten Tragwerkes. 

a) Tragwerke mit einem iiberzahligen Glied. 
64. Der Bogen mit zwei Gelenken und verwandte Bauarten. 
Del' Bogen mit festen Kampfergelenken (Abb. 249) weist vier Stiitz

krafte auf, del' Bogen mit Zugstab (Abb. 250) drei Stiitzkrafte abel' 
einen iiberzahligen Stab. Fiir beide Bauarten kann del' einfache Balken 
als statisch bestimmtes Hauptsystem -' gewahlt werden. In dem Bogen 
mit Kampfergelenken -
wird dazu die wage
rechte Stiitze in einem 
Kampfer (z. B. in a) be
seitigt, und die wage
rechte Stiitzkraft als 
statisch unbestimmte 
GroBe Xa eingefiihrt. 
Die positive Richtung 
zeigt die Abb. 249. 1m 
Bogen mit Zugstab 
wird del' Zugstab in 
irgend einem Punkte 
durchgeschnitten. Das 
Nachstliegende ist, die 
Spanllkraft Z des Sta
bes als statisch unbe
stimmte GroBe zu be
handeln. Mit Riicksicht 
auf die Parallele zum 
Bogen mit Kampfer
gelenken und die unten 
genannten verwandten 

b r: 
1 YO7/- -----t-
:r~---------- 8 

~ ::.-~::::::~=~r--
Xa t~!~----------l------------~ 

Abb. 249. 

r: 

~-----------l----------~ 
Abb. 250. 

Bauarten solI die wagerechte Seitenkraft z· cos IX = Xa als statisch 
unbestimmte GroBe eingefiihrt werden. Um die Belastung del' 
Schnittufer im statisch bestimmten Hauptsystem durch die Doppel
kraft Xa zu ermoglichen, wird angenommen, daB beide Schnittufer in 
del' Wagerechten gefiihrt sind, so daB aus Xa die lotrechte Seitenkraft 
Xa . tg IX in del' Fiihrung und die Spannkraft Z = Xa . sec IX entsteht. 

Als statisch bestimmtes Hauptsystem kann auch del' Dreigelenk
bogen verwendet werden, und in manchen Fallen ist diese Wahl vorzu
ziehen. Dazu wird del' Untergurtstab in del' Lotrechten durch den 
Scheitelknoten del' Obergurtung durchgeschnitten. Trifft wie in Abb. 251 
die Lotrechte einen Knotenpunkt del' Untergurtung, so wird del' Schnitt 
durch den Knotenpu~kt gefiihrt und del' lotrechte Stab als zweiteiliger 
Stab aufgefaBt. Handelt es sich um einen vollwandigen Bogen, so wird 
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ein Gelenk im Scheitel der Bogenachse eingeschaltet. In jedem Fane 
entstehen so zwei durch ein Gelenk verbundene Scheiben, in denen je 
eine Gerade durch die Schnittufer und das Gelenk oder durch die End
querschnitte beiderseits des Gelenkes bestimmt ist. Als statisch un
bestimmte GroBe Xa wird das Moment der inneren Krafte in den Schnitt
flachen um das Gelenk eingefiihrt. ! Die positive Richtung zeigt die 
Abb. 251. Xa wirkt im statisch bestimmten Hauptsystem als auBeres 

x. Doppelmoment auf 

~~~~~~~~b~ 

!{ _.::'_j~------------- B 

J--
D ----]-""'-

_ ::::::=.-::' ___ ~l 

t~!~------------l------------~ 
Abb. 251. 

die beiden Geraden. 
Den Wert der 

statisch unbestimm
ten GroBe erhalt man 
bei unverschieblichen 
Stiitzen in allen Fallen 
nach Gleichung IV (6) 
In 

X _ Oao 
a - Oaa' (1 ) 

Hierin bezeichnet, wenn das statisch bestimmte Hauptsystem ein 
einfacher Balken ist, im Bogen mit Kampfergelenken: 

l5ao die wagerechte Verschiebung des Stiitzpunktes a in der Richtung 
Xa = -1, die durch Lasten oder Temperaturanderungen entsteht; 

l5aa dieselbe Verschiebung, die durch die BeIa,stung Xa = -1 entsteht; 
im Bogen mit Zugstab: 

l5ao die in die Wagerechte fallen de gegenseitige Verschiebung der 
Schnittufer in der Richtung Xa = -1, die durch Lasten oder 
Temperaturanderungen erzeugt wird; 

l5aa dieselbe gegenseitige Verschiebung, erzeugt durch Xa = -1 . 
1st das statisch bestimmte Hauptsystem ein Dreigelenkbogen, so 

ist fiir beide Bauarten: 
l5ao die gegenseitige Drehung der Angriffsgeraden der Momente Xa 

in der Richtung Xa = -1, die durch Lasten oder Temperatur-
anderungen entsteht; , 

l5a a dieselbe gegenseitige Drehung, die durch die Belastung Xa = -1 
entsteht. 

Die Rechnung beginnt mit der Ermittlung der statischen GroBen 
des Zustandes Xa = -1. 1m statisch bestimmten Hauptsystem des 
einfachen Balkens entstehen die Stiitzkrafte 

Aa = -tgLX, Ba = +tgLX, Ca =-l 

im Fane des Bogens mit Kampfergelenken, und Aa. = Ba = Ca = 0 
im Falle des Bogens mit Zugstab. Die Spannkrafte beider Bauarten, 
die allgemein Sa bezeichnet seien, sind 

Yn 0 
Ona = ---h '" 

n /" 

Za=-l·secLX. 
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1m vollwandigen Bogen treten, wenn cp den Neigungswinkel des 
Stabelementes gegen die Wagerechte bezeichnet, 

Na = 1 . cos(cp - iXl, 
COSiX 

und gegebenenfalls 
Za = -1· seciX 

(3) 

auf. 1m statisch bestimmten Hauptsystem des Dreigelenkbogens haben 
1 

aIle statische GroBen des Zustandes Xa = -1 die mit - T multipli-

zierten Werte del' vorstehend angegebenen. 1m Kampfergelenk u 
1 

del' Bauart Abb.249 tritt noch die wagerechte Stiitzkraft 7 hinzu. 

1st die Feldweite konstant, so werden zweckmaBig die },fachen Werte Sa 
bel'echnet. Es folgt die Bel'echnung des Nennel's del' Gleichung (1). 
Aus del' Arbeitsgleichung fiir die angenommene Belastung Xa = -1 
und den Fol'mandel'ungszustand Xa = --1 erhalt man 

odeI' 
~, """ 82 , U aa =..:.. a·.s 

) (4) 

Die 2 del' el'sten Formel umfaBt aIle Stabe, also gegebenenfaIls auch 
das Zugband. In del' zweiten Formel tritt das eingeklammerte Glied 
nur fiir den Bogen mit Zugstab a,uf. 

In del' Berechnung des Zahlers (b~(J Rind unvel'anderliche Lasten, 
veranderliche Lasten und Andel'ungen del' Temperatul' zu trennen. 
Aus unvel'andel'lichen Lasten el'halt man b~() mit Hilfe del' Al'beits
gleichung flir die angenommene Belastung Xa = -1 und den dureh 
die Lasten P el'zeugten FOl'mandel'ungszustand. Werden die statischen 
GroBen des statisch bestimmten Hauptsystems durch den Zeiger 0 
gekennzeichnet, so ist 

1m statisch bestimmten Hauptsystem des einfachen Balkens ist Zo = 0, 
die Glieder del' rechten Seite el'fassen nur den Bogen. Del' EinfluB del' 
Nol'malkrafte kann immer vernachHissigt werden. 1st del' Dreigelenk
bogen das statisch bestimmte Hauptsystem, so werden die Spannkrafte 
Nol'malkrafte und Momente desselben zweckmaBig durch die gleich
artigen statischen GroBen des einfachen Balkens und den Horizontal. 
schub Ho ausgedriickt, also durch 

G r ii n i n g, Statik. 

Mo+ ]v1aHo·j, 
23 
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Die Auswertung der Formeln (4), (5), (6) ist nach den in III, Nr.48 
und 49 gegebenen Anweisungen durchzufiihren. 

Handelt es sich um die Untersuchung mehrerer bestimmter Be
lastungsfalle, so wird zweckmaBig der einfache Balken als statisch be
stimmtes Hauptsystem gewahlt und von den Satzen iiber die elasti
schen Gewichte (S.251) Gebrauch gemacht. Nach dem ersten Satze 
ist im Bogen mit Kampfergelenken die Verschiebung A a b des Punktes a, 
gegen b, die durch Lasten entsteht, gleich dem statischen Moment der 
Mn fachen elastischen Gewichte in bezug auf a b 

A a b = L Mo' g. y. cos IX . 

Da nach Gleichung I (1) 
oa 0 = A a b • sec IX 

ist, ergibt sich 
{

" M .g'.y 
o~o = ~ 0 , 

fMo·dg'.y. 

Nach dem dritten Satze ist diesel be Verschiebung Aab, die durch 
X a = -1, das ist die Doppelkraft -1· sec IX in der Kraftlinie a b 
erzeugt wird, gleich dem Produkt aus 1· sec IX und dem Tragheits
moment der elastischen Gewichte in bezug auf a b . 

also 
1 l .... ' " " / a ) = sec IX ..:.. g • y-. cos- IX , 

, ..:.. g . y- , { ' .... --" " 
V,ta = A a b • sec 0; = (.' ,> 

dg . y-. 
Mithin kann Xa durch die Formel . 

ansgedriickt werden, in der 

x _ ®o 
a- T 

@io=ftLMo.g"y, 
fMo·dg'.y 

(7) 

ist. Um die Formel fiir den Bogen mit Zugstab zu verwenden, ist zu T 

noch lz' ~- sec2 IX bzw. lz' ~c sec2 IX hinzuzufUgen. FUr den voll-
z z 

wandigen Bogen gelangt man so nur zu der oben auf anderem Wege 
abgeleiteten Berechnung. Beim Fachwerkbogen bietet die Formel (7) 
aber den Vorteil, daB die Produkte g' . y nur einmal berechnet wer
den miissen und fUr die verschiedenen Belastungsfalle weiter die 
Momente Mo und nicht die Spannkrafte So benotigt werden. 

Veranderliche parallele Lasten. Die EinfluBlinie fUr oao ist 
nach Nr. 50, S.247 die Biegungslinie des statisch bestimmten Haupt-
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systems, die durch die Belastung X" = -1 erzeugt wird. Nach Glei
chung (1) erhalt man demnach die Ordinate der EinfluBlinie fiir X" 
in der durch c)"" geteilten Ordinate der bezeichneten Biegungslinie 

(8) 

Die Ordinate der Biegungslinie <5~", infolge X" = -1 ist nach dem 
in Nr. 56 fiir das Fachwerk und das Stabwerk dargestellten Verlahren 
ala Moment der w' -Gewichte des einfachen Balkens zu berechneIi. 
Die dort unter a) und b) angegebene Rechnungsweise trifft bei Wahl 
des einfachen Balkens als statisch bestimmtes Hauptsystem zu. Die 
Ordinaten der EinfluBlinie sind in allen Punkten positiv. Unter c) ist 
die Berechnung der Bieg1ingslinie des vollwandigen Dreigelenkbogens 
gezeigt, der im Scheitel durch ein Doppelmoment + 1 belastet ist. 
Aus Xo = -1 ergeben sich demnach in den Lastknoten zwischen den 
Kampfern und dem Scheitelgelenk negative w'- Gewichte und nur im 
Scheitelgelenk der positive Wert 

Wg == + 0::'" + Wg, (9) 
wenn w~ der ebenfalls negative Wert des w'-Gewichtes in g fiir den Fal1 
des gelenklosen Bogens ist 

g+l -J c 
Wg= f M".M-ds. 

g-l J 
Aus der gegebenen Herleitung ist ersichtlich, daB die Formel (9) 

auch fiir das Fachwerk gilltig ist, fiir welches 
g+l 

'/ ~S S- , 
Wg =.:::.. ,,- -s 

g-l 

zu berechnen ist. Die EinfluBlinie besteht aus zwei nach der positiven 
Seite konkaven ABten, die in g einen scharlen Knick mit positiver 
Ordinate bilden. Bei konstanter Feldweite berechnet man am besten 
in allen Fallen die Werte M w' : 1 durch zwei Additionsreihen und 
erhalt 

Mw' <5~" 
1]"=-1-:;:· 

1st der Wert der statisch unbestimmten GroBe gefunden, so sind aIle 
iibrigen statischen GroBen aus der Gleichung IV (7) 

Z == Zo - Z" . Xa (10) 

zu berechnen. Die Ordinate 17. der EinfluBlinie fiir Z erhalt man dem
nach in 

'1']. = 1]0 - Za - 1]a . 

Zur Auftragung wird zweckmiWiger die Form 

(11) 

verwendet, in der (Za) den absoluten Wert bezeichnet. Man zeichnet 

die (i:) -Linie und tragt die 1]" unter Beriicksichtigung des Vorzeichens 

23* 
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von den Endpunkten der Ordinaten dieser Linie abo So erhalt man 
eine wagerechte Nullinie, was fiir die Auswertung vorteilhaft ist. Der 

. Multiplikator der EinfluB-
=-..---:::::or--. linie ist fL = (Za) . 

f 
[ _-------b t_.-l_------

--------1 

~~------------~k-------------~ 

Abb. 252 zeigt die Ein
fluBlinie fiir die Spann
kraft Os des dargestelltell 
Sichelbogens. Bei dieser 
Bogenform kann in den 
w' -Gewichten und <5~a def 
EinfluB der Diagonalen 
vernachlassigt werden, da 
die Spannkrafte Do. klein 
sind. Ist Xa die wage
rechte Stiitzkraft, so er
gibt sich infolge 

a - _ Ys.~ 
0.- hs 2' 

1] = (00.) [(6:) + rJa] . 

In der Oo-Linie ist. 

X3 Os 

aa'l = -T T' 
3 

mit.hin ist hier aa1 = _ Xs 

Ya 
aufzut.ragen, a1 b iiber 3" 
und a,'3" zu ziehen. a 3" b 

... di 0 0 L" d 
IS~ e (00.) - lllle, eren 

Ordinaten rJ~ negativ sind. 
Vondem Geradenzug a3" b 
sind die positiven Ordina-

61 t.en rJa, wie 3" 3' zeigt, ab-
Abb. 252. zutragen. So entsteht die 

schraffierte 0- Flache mit dem Multiplikator fL = ~s ~ . 1st der Drei
s 

gelenkbogen als statisch bestimmtes Hauptsystem gewahlt, so iRt 

Ys °3 
Oa = t. hs T' 

'I) = (Oa) [(~:) - 1]0. J . 

In der 0 0 - Linie des Dreigelenk~ogens ist 
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tragen, a1 b1 iiber 3'" und 5''', weiter a3"', b5'" zu ziehen. a 3'" 5'" b 

ist die (~:) -Linie. Zur Darstellung in Abb.252 ist der MaBstab 1 = f 

f 

gewahlt, urn. dieselbe 0-
Lillie zu erhalten, die 
aus dem statisch bestimm
ten Hauptsystem des ein
fachen Balkens abgeleitet 
ist. Von den Ordinaten 1'/~ 

d 00 L" . d d' er (Oa) - lllle Slll 1e 'Yjn 
1 _-------l=~+------------b 

abzuziehen, wie 5'" 5' 
und 3'" 3' zeigt. 'fJa ist 
positiv in 5, in 4 und 6 
nahezu gleich Null, in 
allen anderen Punkten 
negativ. 

~--------------W?~~-------------

In Abb. 253 ist die a 

EinfluBlinie £iir die Spann
kraft D3 des dargestellten 
Zwickelbogens gezeichnet. 
Bei dieser Bauart diir£en 
die Schragstabe in den 
w'- Gewichten und in ~~a 
im allgemeinen nicht ver
nachlassigt werden. Der 
EinfluB auf die wage
rechte Stiitzkra£t ist aller-
dings verhaltnismaBig ge-
ring. Dagegen ist er auf 
das Moment im Scheitel 
und die Spannkrafte in 
den mittleren Stab en der I 
Untergurtung nicht uner- t a1 

heblich, da diese die Di££e-
renz zweier GroBen bilden, 

Abb. 253. 

b' 

von denen eine £ehlcr£rei ist. 
J? 

Die Schatzung der Verhaltniszahlen l!~ 

wird am besten den Spannkraften des Dreigelenkbogens angepaJ3t, 
dessen Scheitelgelenk im mittleren Obergurtknoten liegt. Als statisch 
unbestimmte GroBe Xa wird das Moment um diesen Knotenpunkt 
(5 der Obergurtung) gewahlt. . 

Infolge 
Da = _ ~ (~: _ ~:) (~3 

ist die Ordinate der EinfluBlinie 

IJ = (Da) l(;:) +lla] . 
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In der Do-Linie des Dreigelenkbogens ist aal -:- Ds, b bi = - f (Da), 
bi b' = Df{. Mithin ist hier 

32 22 

bb,=-2.. z+1 ha h2 
2 Ya Y2 

h;--h2 

aufzutragen, sodann a l bl iiber 3" und 5", a b' iiber 2" und 2" 3", 

5" b zu ziehen. a 2" 3" 5" b ist die (~:) -Linie. Von den Endpunkten 

ihrer Ordinaten sind 5" 5' positiv, aIle anderen 'Yja, wie 3" 3', negativ 
abzutragen. So ergibt sich die schraffierte Da-Linie, deren Multipli
kator f.L = (Da) ist. Wie die Beispiele zeigen, lassen sich die EinfluB-

linien der Spannkrlifte aus den (~:) -Linien beider statisch bestimmten 

Hauptsysteme in gleich einfacher Weise ableiten. 
Anderungen der Temperatur. Aus der Arbeitsgleichung fiir 

die angenommene Belastung Xa = -1 erhiilt man 

~ao = f ef:E Sa' t . s , ·f L1 t ). .. (12) 
1e Na·to·ds+e Ma·Tds+(e.Za·t.Zz) 

Erfahren aIle Teile des Systems dieselbe Anderung t, so ist nach Glei
chung IV (20) fiir den Bogen mit Kiimpfergelenken und das statisch 
bestimmte Hauptsystem des einfachen Balkens 

~ao = { e tf:E Sa S } = e . t . l. sec20(, , 
et Nads 

also der Stiitzdruck lsec20(, 
Xa=et-s-' 

Uaa 

Bildet der Dreigelenkbogen das statisch bestimmte Hauptsystem 
so ist 

s 1 
U ao = -e.t,sec20(" 

also das Moment . Zsec2 0(, 
Xa= -e.t-l . iS • 

aa 

Der Wert ~aa des ersten Systems ist = f2 . iSaa des zweiten. 
Fiir den Bogen mit Zugstab ist in beiden statisch bestimmten Haupt-

systemen ~ao = 0 , Xa = 0 , 

da im Zustand Xa = -1 keine Stiitzkriifte auftreten. 
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Hat t in den verschiedenen Gliedern verschiedene Werte, so mussen 
die Formeln (12) ausgewertet werden. 1m Bogen mit Zugstab trete 
eine Anderung t2 in allen Teilen des Bogens, tl im Zugstab ein. Fur das 
statisch bestimmte Hauptsystem des einfachen Balkens gilt dann 

~ t . Sa • S = t2 ~ Sa • S - (tl - t2) 1z • sec ex 
= (t2 - tl ) 1z sec ex . 

1m Zugstab entsteht die Spannkraft 

X _ (t2 - tl ) 1z sec ex 
a - eo' 

aa 

Fiir das statisch bestimmte Hauptsystem des Dreigelenkbogens ist 

",' 1 
~ t· Sa' 8 = 7 (t l - t2) 1z sec ex, 

also ist das Moment im Scheitel 

X (tl- t2)lzsecex 
-" a = e- t. 0 . 

aa 

1m vollwandigen Bogen mit Zugstab sei t2 die Anderung in del' 
Bogenachse, LI t = ta - to die Differenz del' Anderungen an del' inneren 
und del' auBeren Kante, t1 im Zugstab. 1m statisch bestimmten Haupt
system des einfachen Balkens ist 

. LI t 
oao = e (t2 - t l ) lzsecex + E h f y. ds, 

in dem des Dreigelenkbogens 

1 LIt 1 . 
oao = T e (t1 - t2) 1z sec ex - e h 7./ y rIs . 

Verschiebungen del' Stiitzpunkte um o~ und 0;' lotrecht nach unten, 
o~ und 01: wagerecht nach auBen ergeben am einfachen Balken die 
Arbeit 

La = (0;, - 0;') tg ex + o~ + 01: , 
Dreigelenkbogen am 

La = - ~ (0;, - 0;') tg ex - ; (o~ + 01:) 

und nach Gleichung IV (6) den Stutzdruck bzw. das Moment 

La 
Xa=-~' 

Uaa 

FUr den Bogen mit Zugband ist La = 0, also Xa = O. Vel'schic
bungen del' Stiitzen erzeugen keine Spannungen. 

Dem Bogen mit zwei Gelenken verwandte Bauarten sind die Kette 
und del' Stabbogen, die durch einen Balken auf zwei lotrechten Stiitzen 
versteift sind. In beiden Fallen wird das statisch bestimmte Haupt
system zweckmaBig durch ein Gelenk im Vel'steifungsbalken gebildet, 
wodurch die in Abb. 20 und 22 dargestellten Tragwerke entstehen. 
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Fur das Moment Xa um das Gelenk gilt die Formel (1), deren Berech
nung genau den oben eingeschlagenen Wegen folgt. Das tri£ft weiter 
auch fUr die Ermittlung aller anderen statischen GraBen insonderheit 

F 
die Darstellung der EinfluBlinien zu. Die Verhliltniszahlen ;, wahlt 

man zweckmaBig in AnIehnung an die absolut groBten Spannkrafte 
des statisch bestimmten Hauptsystems, wobei natiirlich der Tatsache 
Rechnung zu tragen ist, daB die Querschnitte der Stabe den Erforder
nissen der konstruktiven Durchbildung angepaBt werden mussen. Dies 
Verfahren ist auch beim Bogen mit zwei Gelenken empfehlenswert, 
wenn die VerhaItniszahlen nicht aus bereits durchgerechneten Bei
spielen entnommen werden konnen. Es fiihrt dann von selbst auf den 
Dreigelenkbogen als statisch bestimmtes Hauptsystem. Ein Vorteil dieser 
·Wahl liegt auch darin, daB aus dem Materialbedarf des Dreigelenk
bogens zutre££ender auf den des statisch unbestimmten Tragwerkes 
geschlossen werden kann als aus dem Balken auf zwei lotrechten Stutzen. 

65. Der bieglmgsfeste Stabzug mit zwei festen Sttitzpunkten. 
a) Der Portralrahmen (Abb. 254). Zur Orientierung del' 

Momentc wird der Augenpunkt im Inllern des Rahmens gewahlt. Das 
p statisch bestimmte Hauptsystem 

~a ~ ---b ... , wird durch Beseitigung del' wage-
c .7r d rechten Stutze in Punkt a gebildet, 

h 

x--"~--x' --
~-----l--r-~ 

____________ a Xa 

Abb. 254. B 

die Normalkraftc in den PfoStcll: 

im Riegel: 

die Momcnte in den Pfosten: 

im Riegel: 

und als statisch ullbestimmte GroBe 
der wagel'echte Stiitzdruck Xa ein
gefiihrt. Durch Xa= -1 entstehen 
mit den aus del' Abbildung ersicht
lichen Bezeichllungen die Stiitz
driicke 

Aa = 0) Ba = 0, Gct = - 1 , 

Net=O, 

N a = +1; 

Ma = +Y, 

Ma = +h. 

Die statischen GraBen des stati:,:eh unbestimmten Systems sind dem
nach die Stiitzkrafte: 

A =Ao, B= Bo' 

die Nol'malkr1ifte im linken Pfosten: 

im rechten Pfosten: 

im Riegel: 

die Momente in den Pfosten: 

im Riegel: 

G=Go+ Xa, 

N = -Ao' 

N= -Bo, 

N=No-X,,; 

M = )Jrlo - Xa . Y , 

M = Mo - Xa·h. 
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Aus Gleichung IV (6) foIgt: 
X = dao -La 

a daa ' 

oder mit den Bezeichnungen 

d~o = E Jc ' dao , d~a = E Jc ' daa , 

X = d~o - E ' J c ' La 
a d~a 

(13) 

Rierin ist dao die wagerechte Verschiebung des Sttitzpunktes a 
(= der Hingenanderung del' Sehne b-a) des statisch bestimmten 
Rauptsystems, die durch die gegebenen Lasten oder Anderungen del' 
Temperatur entsteht, daa dieselbe Formandenmg infolge del' Belastung 
durch Xa = -1. 

Nach dem Satz tiber die elastischen Gewichte ist d~a das Trag-

heitsmoment ·der elastischen Gewichte d s' = ;, d s in bezug auf 

die Achse a-b, welches T bezeichnet sei, 

d~a = T = f y2 ,ds' . 

.Mit den Bezeichnungen 

hI = hJJc , hh = hJJc , ).' =,t Jc ~,1. = l, 
I II' J r ' 

(14) 

also ,t = del' Lange del' Riegelstrecke von konstantem J r el'gibt sich 

T = U (hi + h'rI) + ~,1.']h2. 
1st J r fUr den ganzen Riegel konstant, nnd J I = J II, so ist 

T= G h' + l')h2
0 (15) 

Bei Berechnung des Zahlers mtissen die verschiedenartigen Ursachen 
gesondert behandelt werden. 

Belastung des Riegels durch lotrechte Lasten P ohne Temperatur
anderungen und Sttitzenverschiebungen: 

""p, b 
Ao= ~-l-' 

""p, a 
Bo= ~-l-' x' "" x "" Mzo=T~ Pl'a+ l~ Pr,b, 

PI die Lasten links, Pr die Lasten rechts von x. Nach dem Satz 
tiber die elastischen Gewichte ist d~o gleich dem statischen Moment 
der Mofachen elastischen Gewichte (ls' in bezug auf die Sehne a-b: 

Also ergibt sich 

I 

d~o = h f Mzo dx = So . 
o 

Xa= ®o = Po,h 0 

T T 
(16) 
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Fo ist der Inhalt der verzerrten Mo-Flache. Eine Einzellast ergibt 
bei konstantem J, 

F',o'=pa.b.l' 
2l ' 

also entsteht durch aIle Lasten 
l' 

Xa = 2lh (l h' + l') 2: p. a· b . (17) 

Demnach ist die EinfluBIinie eine Parabel. 
Nunmehr konnen die Momente fUr aIle Punkte des Rahmens an

gegeben werden. In den Pfosten entsteht 

M = -Xa'Y, 
in den Punkten c und d 

F& 
M = - X" . h = - -fh' + l' . 

Danach ist die .M-Flache fUr jeden Pfosten ein Dreieck mit del' 
Hohe - Xa h in den oberen Eckpunkten, fUr den Riegel das mit der 
Polweite 1 zu den Lasten gezeichnete Selleck mit den Endordi
naten - Xa . h. Aus b~ = 0 folgt nach dem Satz liber die elastischell 

Gewichte 6 = f M • Y . ds' = o. (18) 

Das statische Moment der M fachen elastischen Gewichte in bezug 
auf die Sehne a-b ist = O. 

Wagerechte Last W am linken Pfosten in Rohe hI angreifend. 
W·h! W·h[ 

Ao = -~l~' Bo= ~l~' Co = -W. 

Die Momente Mo sind im linken Pfosten: 

y ~ h! , Mo = + w· Y, 
y>h1 , Mo=+W.h l , 

im rechten Pfostel1: Mo = 0 , 

im Riegel: M - W"!!!., x' 
0- l ' 

Abb.255 zeigt die Mo-Flache. 

b~o = 6 0 = f Mo ' Y . ds' , 

6 0 = W' h1 [}l', h + -}h', h -lh't . hi]' 
h[ [1 h ' h' - hi . h't] 

Xa = w, h "2 + (4h' + 6l')h . (19) 

Nunmehr konnen die Momente M angegebell werden. Es ist im 
linken Pfosten: Y < h! : M = (w - Xu) y , 

im rechten Pfosten: 

im Eckpunkt c: 

im Eckpunkt d: 

M = -Xa,y, 

M = (W - Xa ~) hI' 

M = -Xa,h. 
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Abb.256 zeigt die M-Flache. Auch fiir sie gilt infolge d~ = 0 

®=fM.y.ds'=O. 

Greift die Last in Hohe des Riegels an, so wird 

C=-lW, 
Xu= -}W, 

das Moment im Eckpunkt c: M = +-} W· h, 

und im Eckpunkt d: M = -l W· h, 

also in Riegelmitte: M = 0 . 

Die Temperatur andere sich in den auBersten Punkten der Pfosten
q uerschnitte um t;, in den innersten Punkten urn tj', in den auBersten 

Abb. 255. Abb.256. 

Punkten del' Riegelquerschnitte um t6 in den innersten Punkten um t'6. 
Ferner seien al und ao die Hohen der Pfosten- bzw. Riegelquerschnitte 
Fl und Fo, und es bezeichnen 

LI tl = t; - t'.{ , 

Llto=t6-t'~, 

tl = l (t; + t1) , 

to = } (t6 + t'~) . 
duo = d(ft ergibt sich aus del' Arbeitsgleichung fUr die Belastung 

Xu = -1 und den Formanderungszustand des statisch bestimmten 
Hauptsystems infolge del' angegebenen Ternperaturanderungen. 

h I 

A tlf LJ to f t5at = 8 to • l - 28 - y. dy - 8 - • h dx, 
al ao 

o 0 

(20) 
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Stiitzenverschiebungen. Da Aa = 0, Ba = 0 ist, sind lot
rechte Verschiebungen del' Stiitzpunkte ohne EinfluB auf La. In del' 
Wagerechten mogen sich die Stiitzpunkte so verschieben, daB die relative 
Verschiebung Lll von a gegen b entsteht. Dann ist 

La = 1 . Lll, 
mithin x = _ EJc ' Lll 

a T (21) 

b) Del' vieleckige Sta bzug der Abb. 257 ist in den Punkten a 
und b in Gelenken gelagert .. Die statische Anordnung des Systems ist 

Aa = 1· tgIX, 

Ma = 1'17, 

d 

vonder Art des be
handelten Portal
rahmens. Das sta· 
tisch bestimmte 
Hauptsystem wird 
durch Beseitigung 
der wagerechten 
Stiitze in a gebil. 
det, und als sta· 
tisch unbestimmtc 

Xa GroBe die wage-
~~';';'B- r ~ rechte Stiitzkraft 

Xa eingefiihrt. In
folge Xa = -1 
entsteht mit den 
aus del' Abbildung Abb. 257. 

ersichtlichen Be-
zeichnungen 

Ba = --1 tgtX, aa = - 1, 

N a = 1 cos ljh - 1 . tg IX • sintpk . 

Die statischen GroBen des statisch unbestimmten Systems sind 

A = Ao - Xa tg IX , B = Bo + XCI • tg IX , a = ao + X a , X"' 

M = Mo - Xa' 17 , N = No - Xa (cos ljJk - tg IX' sin ljJk) • 

Aus der Gleichung IV (6) ergibt sich 

X = o~o - E J c • L" 
a O~a 

Die Wege der "tatisch unbestimmten GroBe o~a und o~o werdell 
mit Hille der Arbeitsgleichung berechnet. Als Belastungszustand ist 
also Xa = -1 einzufiihren. Der EinfluB del' Normalkrafte soll ver
nachlassigt werden, was meist zulassig ist. So ergibt sich 

o~a = j1} 2 ds' = T. 

T bezeichnet danach das Tragheitsmoment der elastischen Gewichte 
d8' in bezug auf die Achse a-b in dem schiefwinkligen Koordinaten-
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system C, 'YJ. Sind 'YJk -1 und 'YJk die Ordinaten der beiden Eckpunkte 
des Stabes k und sk seine Lange, so ergibt sich 

(22) 

Der Stabzug sei durch Lasten verschiedener Richtung belastet. 
Der Abstand jeder Last vom Stutzpunkt b sei a', vom Schnittpunkt d 
der Lotrechten durch a mit der Wagerechten durch b: b' und vom 
Punkte x, y der Stabachse r;. Dann ist 

p. b' 
AO=~-l-' 

~p.a' 
BO=~-l-' o = - 1: p. cos f3 , 

No = -Aosin 1Jlk - 0oCOS1Jlk -1: Pl' cos (/3 + 1Jlk), 

Mo = Ao . x - 0 0 • Y - L PI . 1; . 

Pi sind die Krafte, die links vom Punkte x, y angreifen. Aus del' 
Arbeitsgleichung fur Xa = -1 ergibt sich nun unter Vernachlassigung 
der Normalkrafte 

(23) 

dem statischen Moment der Mofachen elastischen Gewichte in bezug 
auf die Achse a-b in dem Koordinatensystem C, 'YJ • Da 'YJ in den 
Eckpunkten unstetig ist, wird das Integral in Teilintegrale zerlegt. 

·'Ik 

®o = L ( Mo' 'YJ • ds' . 
'YJk-l 

Es bezeichne 17ko die Ordinate des Schwerpunktes der Mofachen 
elastischen Gewichte ds' des Stabes k, und es werde gesetzt 

dann ist 

da 

ist.. Ferner ist 

1} = 17ko + 1/ , 

'Ik 'Ik 

I Mo' 1) • rll = 17koI Mo' dl , 
'Ik-l 'Ik-l 

'Ik 
(Mo' 1]' d8' = 0, 

'YJk-l 

'Ik 

I Mo' dl = Ff.,o, 
'Ik-l 

dem Inhalt der verzerrten Mo-Flache des Stabes k. Mithin ergibt sich 

X ®o L Fl.o • 17ko 
fl. = -1'- = ---T-' (24) 

Der Zahler wird zweckml:iJ3ig graphisch bestimmt. Es werden die 
Momente Mo flir aIle Eckpunkte des Stabzuges und fUr aIle Angriffs-

punkte der Lasten ermittelt, sodann die Werte Mo' ~ in jedem Punkte 

l'echtwinklig zur Stabachse aufgetl'agen. So erhalt man fur jeden Stab 
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ein Polygon, welches die verzerrte Momentenflache darstellt. SchlieB
lich wird der Inhalt jeder Flache Fleo sowie der Schwerpunkt ermittelt, 
und der Schwerpunkt auf die Stabachse projiziert. Der so gefundene 
Punkt 81 ist der Schwerpunkt der M ofachen elastischen Gewichte des 
Stabes k (s. Abb. 257a). Nunmehr konnen die Normalkrafte und Momente 
des statisch unbestimmten Systems nach den oben angegebenen For-

meln (s. auch S. 90) berechnet werden. Werden die Momente M; 
in derselben Weise aufgetragen wie die M o' sod ann die Flacheninhalte 
und die Schwerpunkte der verzerrten M-Flachen ermittelt, und die 
Schwerpunkte auf die Stabachsen projiziert, dann ist infolge <5a = 0 

6=~F~·1JTc=0. 

66. Balken auf drei lotrechten Sttitzen (Abb. 258 und 259). 

Als statisch unbestimmte GroBe Xa wird das Moment iiber der 
mittleren Stiitze gewahlt, dessen positive Richtung in Abb. 259 
angegeben 1st. Das statisch bestimmte Hauptsystem wird im Fach
werk durch einen Schnitt durch den Obergurtknoten und Behand

Abb. 258 und 259. 

Abb.260. 

lung des lotrechten 
Stabes in b als zwei
teilig, im vollwandi
gen Balken durch Ein
schaltung eines Ge
lenkes gebildet. Es 
besteht somit aus zwei 
einfachen Balken, die 
iiber b durch ein Ge
lenk verbundBn und 
in Geraden beiderseits 
des Gelenkes durch 
das Doppelmoment Xa 
belastet sind. N ach 
Gleichung IV (6) ist 

x _ Oao 
a - (faa' < 

(25) 

Hierin ist: <5ao die gegenseitige Drehung der Angriffsgeraden des Mo
mentes Xa in Richtung Xa = -1, erzeugt durch Lasten oder Ande
rungen der Temperatur, ~aa dieselbe Drehung, erzeugt durch die Be
lastung Xa = -1. Zuerst sind die statischen GroBen des Zustandes 
XII = -1 zu ermitteln. Es entstehen die Stiitzkrafte 

1 
Aa= --, ' 

'I 

1 
Ca = -7:' 

2 

1 1 
Ba= +-7 + -7 . 

'1 2 

Die Momentenflache Ma ist ein Dreieck mit der Basis II + l2' dessen 
Spitze in b liegt und die Ordinate -1 hat (Abb.260). 
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Na = 0, Ma = - 7, 1 = II in der linken, 1 = l2 in der rechten 

Offnung. Die Spannkrafte des Fachwerkes sind, wenn mJ, = list, 
aus den Formeln zu berechnen: 

n On 
ana = +--1-'1' 

1n • (~" A 

u __ ~_.U" 
na- mhn A.' 

fiir den nach links in der linken bzw. rechts in der rechten Offnung 
steigenden Schragstab 
. (n n-1)dn 

Dn a = - m. h" - in . hn -1 T' 

fUr den Schragstab der entgegengesetzten Neigung 

D _ _ (_n __ n + 1 ) dn + 1 

"+1,a - m . hn m· hn+l A.' 

1st A. konstant, berechnet man am einfachsten die Afachen Werte, 

indem man mit den W erten ~-h beginnt, die Zahlen sind, wenn die 
m· n 

Langeneinheit aus der Belastung Xa = -1 berucksichtigt wird. 
Unveranderliche Lasten. Fur das Fachwerk werden 

b~o = L Sa' So • 8' , 

b~a = LS~, i 

durch Tabellen berechnet, nachdem die Spannkrafte So gefunden sind. 
Fur den vollwandigen Balken erhalt man 

~ ~ 

s<' 1 JM ·Je 1 f'M J e uao=-y o·J·x.dx-T. oJx.dX. 
10 20 

Die mit 
J J verzerrten Mo - Flachen werden aufgetragen, die Flachen-

inhalte F~l' F~2 und die Abstande der Schwerpunkte von a: Xl und 
von b : X 2 ermittelt. 

(26) 

Ferner ist 
I, I, 

/}' _ 1 f' Jc .2 d 1 {Jc 2 
aa - r2 -,' X· X + l2 -,' X • dx. 
. "i d ' '2 0 ~ 

.Jedes Integral ist verhaltnisgleich dem statischen Moment der mit ~c 
verzerrten Ma -FIache eines Balkens in bezug auf die Lotrechte durch 
den auBeren Stutzpunkt. Sind die Tragheitsmomente abgestuft, so 
lassen sich die Integrale nach der Auswertungsformel als Summe der 
statischen Momente von Dreiecksflachen ausdrucken und berechnen. 
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Veranderliche lotrechte Lasten. Die EinfluBlinie fiir bao ist 
(s. S. 247) die Biegungslinie des statisch bestimmten Hauptsystems in 
den Lastknoten, die durch Xa = -1 entsteht. Die Berechnung der 
Ordinate derselben ist in Nr. 56d und e fiir den Fall Xa = +1 gezeigt. 
Ebenda ist auch die Ermittlung von b~a aus den w' - Gewichten an
gegeben. 1st b~a die Ordinate der Biegungslinie, so erhalt man die 
Ordinatel7a der EinfluBlinie fUr Xa in 

o;na 
17a = 51! , 

Uaa 

sie ist, da aIle w' - Gewichte negativ sind, in allen Punkten nega,tiv. 
1st Xu berechnet, so wird das Moment im Punkte x aus 

JJI., = Max - Ma·Xa = Mar .. + ~.Xa. 1 . (27) 

und jede Spann kraft aus 

S=So - Sa·Xa 
gefunden. Die Ordinate 17 der EinfluBlinie fUr 
demnach 

x (Max ) 
't) = T -X' 1 + 't)lt • 

(28) 

das Moment M x ist 

(29) 

Da die M 0 x- Flache ein Dreieck bildet, dessen Spitze unter dem Punkte x 
Iiegt und durch aa l = x bzw. cCl = x in del' rechten Offnung bestimmt 

ist, ist zur Darstellung der Max. 1· FHiche aa l = l[ odeI' C c] = 12 auf-
x 

zutragen. Abb. 261 zeigt die EinfluBlinie fUr M", in x c.~ 4). del' linken 
Offnung. Es ist, a a l = 11 aufgetragen, ((1 b iiber 4", unci a 4" gezogen. 

Die Ordinate 17~ des Dreiecks a 4" b ist del' Wert ~o_>:.. 11 , Da rl~ positiv 
x 

ist, ist die negative Ordinate 1]a in allen Punkten abzuziehen. In del' 
rechten Offnung ist 17~ = 0, also 1]a negativ aufzutragen. Der Multi-

plikator ist fI = 41). = !. Da 0 4 = - ~h' 4 sec 1'4 ist, gilt die EinfluB-
13 4 

linie' mit dem Multiplikator It = - 32h
4 

sec I' 4 unmittelbar fiir die 

Spannkraft 0 4 , Die Form der EinfluBlinie fiir Mx erhellt auch aus del' 
Proportionalitat zwischen der EinfluBlinie und der Biegungslinie des 
<lurch ein Gelenk in x gebildeten statisch bestimmten Hauptsystems 
infolge der Belastung M", = -1. Das statisch bestimmte System ist 
ein Gelenktrager, in dem del' Kragtrager wie der eingehangte Trager 
<lurch negative Momente beansprucht werden. Mithin sind aIle w.Ge
wichte mit Ausnahme des im Gelenk anzusetzenden negativ. Letzteres 
muB positiv sein, da das Moment aIler w-Gewichte fiir den Balken von 
del' Stiitzweite 11 + l2 in b den Wert Null hat. Demnach besteht die 
Biegungslinie aus zwei nach del' positiven Seite konkaven Asten, die 
in x einen scharfen Knick bilden. 
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Flir die Spannkraft in einem Schragstab erhalt man unter Benutzung 

des durch A = 1 erzeugten Wertes D', infolge Da = -~D' 

Das Vorzeichen von 1Ja 
ist dem des Wertes D' a 1o:rnm,rT'TT.+rr,.,.,.j.TTT1"rtn"""'!TrTi:;.JLLI.W.I-W-lljJ.I.W.j.W.lljJ.~ c 
gleich. 

Da in del' Do-Linie 
a al = D' , b bl = D" 
ist, ist hier a al = 1 , 

D" 
b bl = 1 D' aufzutragen. 

In Abb. 262 ist die Ein
fluBlinie flir den links
steigenden Schragstab 
D2 (Abb. 258) darge
stellt. Da die Ober
gurtung libel' Knoten-
punkt 2 parallel zur I 
Untergurtung ist, ist t a 
a a l = ---c:-b bl = 11 aufzu
tragen, al b libel' 2", bl a 
uber 1" und 1" 2" zu 
ziehen. Von dem Ge
radenzug a 1" ,2" be ist 
sodann 1)a negativ ab
zutragen. Del' Multipli-

kator ist Ii = ~ (D') . 

FUr eine gleichmaBige 
Anderung del' Tempe
ratur ergibt sich nach 
Gleichung IV (20) 

oao = lOt.1: Ca· Y = 0, 

M'I-- inie 

da die x-Achse durch Abb.261 und 262. 
die Stlitzpunkte gelegt 
werden kann. Liegt Punkt b urn Yb libel' der Geraden a c, so ist 

(1 1) Oao = E • t . Yb 1; + y; . 

Eine gleichmaBige Anderung del' Temperatur erzeugt also nur 
dann Spannungen, wenn die drei Stutzpunkte nicht auf einer Geraden 
liegen. 

G rUn i n g, Statik. 24 
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Aus einer ungleichmaBigen Anderung im vollwandigen Balken um 
LI t entsteht l, I, 

LIt}' LIt' 
0"0 = -E . It . II :c· d x - E ,7:.1;) :/: (i:t:, 

o 0 

LIt 
Oao = --E' ---- (1( + 19 )' 

2h - -

Demnach entsteht ein positives Moment X"' wenn LI t negativ ist, 
d. h. die Temperatur an der oberen Kante des Balkens starker zunimmt 
als an der unteren. Die Stfttzen mogen sich um oa, Ob, Oc lotrecht nach 
unten verschieben. Dann ist 

oa (1 1) Oc 
La = + T - Ob -l + T + T' 

1 1 2 2 

X = 1 [_ in. + Ob (1 + 1_) __ Oc] 
" aua 11 11 12 Z2' 

b) Tragwerke mit drei iiberzahligen Gliedern. 
67. Bogenformiger Fachwel'ktrager auf vier lotl'echten Stiitzen 

(Abh.263). 
Ein Stiitzpunkt ist fest, drei sind wagcrecht verschiehlich. 

Die VerhaltniRzahlen ~c werden dem statisch bestimmten SyRtem 

entllommen, dessen Gliederung einen dem Gleichgewichtszustand des 
vorliegendell Tragwpl'kes !ltdw kommenden l'J'wa,rtell liil3t. In df'l' Mittcl-

Xa 

,=~IS(Sl;l22""t""=="""i1,A 
AbL. 2f3. 

r --t- - - - -------

h ~z CJ J 

~----'--....L..L-..--,-----,----,-f 
-------lz--

r-I·-----~,l-- -10----

ALb. 263 a. 

offnung kann cin solches System mIl' dUl'ch ein Scheitelgelenk im 
Knotenpunkt 24 der Obergurtung erreicht werden. Die beiden ver
bleibenden ftberzahligen Glieder konnen dureh zwei Gelenke in del' 
Mitteloffnung, etwa in den Untergurtknoten 14, oder in den beiden 
Seitenoffnungen ausgesehaltet werden. Dureh vergleiehende Reeh. 
nungen ist die letzte Anordnung als giinstiger und die Lage der Ge
lenke in dem Abstand t bis -~- 1 von del' mittleren Stiitze als geeignet 
befunden worden. Daher sind die Gelenke in den Knotenpunkten 10 
gewahlt. Fiir das so gebildete stati'3ch bestimmte System sind die Ein-
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fluBlinien aufzutragen und auszuwerten. FUr das vorliegende Tragwerk 

haben sich aus del' Eigenlast g = 5,4 i und Verkehrslast p = 3,0 i 
m F m 

die nachstehend zusammengestellten Zahlen FC ergeben. 

0 
Fe 1 3 5 7 9~13 14 15~17 18~21 22~24 Z 
F 3,8 1,]3 1,0 1,13 3,8 2,24 3,8 1,58 1,46 1,52' 

U 
2 4~6 8 1O~12 13~18 19~22 
~----.-

1,52 1,0 1,52 3,0 2,10 3,8' 
D 

1,2 3,4 5,6 7--11 12 13,14 15~18 19-21 22-24 L12 
.---~---- - - -- .. --_ .. --- - --.-- ----- -

2,38 :3,8 12,65 :3,8 5,4 2,8. 19 9,5 7,6 1,152 . 

Del' Berechnung des statisch unbestimmten Tragwerkes wird das 
bezeichente statisch bestimmte Hauptsystem zugrunde gelegt. Die Lagl' 
del' Gelenke in den Seitenoffnungen anstatt iiber den Stiitzen gestaltet 
die Rechnungen in keiner Weise umstandlicher, das gleiche gilt beztig
Iich del' Anordnung eines Gelenkes im Knotenpunkt 24 del' Obergurtung 
an Stelle eines Schnittes durch den Zugstab. Hingegen gewinnt man so 
den Vorteil, daB man die fUr das statisch bestimmte System aufgetra
genen EinfluBlinien fiir die des statisch nnbestimmten benutzen kann. 
Die iiberzahligen GraBen Bind die Momente X a, X b , Xc del' Spannungen 
ill den Schnittflachen um die Gelenke. Die positiYen Richtungen zeigt 
die Abb. 263. Ais statiseh unbestimmte Gro13en werden die Gruppen 
Y", Y b , Y" nach folgencler Tafel eingefiihrt. 

Y" Y b Yo 

Xu 1-1 
Xb 0 

Xc 0 

+1 
+1 

o 
+1 
-1 

Aus ('ibn = 0 ergibt sich {j {} 
Y b = - ~j-_c_ll 

It {Jau 
(30) 

Die Zustande Y" = -1, Yb = -1, Yc = -1 sind voneinander un
abhangig, so daB fiir die statisch unbestimmten GraBen die Gleichun
gen IV (35) 

bestehen. Hierin ist 

('ice = {he -{jee . 

24* 

(31) 
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Die Rechnung ist mit Ermittlung der Spannkrafte Sa aus Y a =-1 
zu beginnen, die nur im Zugstab und den Feldern 15 bis 24 auftreten. 
Da die Feldweite A konstant ist, werden die 2fachen Werte berechnet. 
Sie sollen durch Unterstreichung gekennzeichnet werden. 

Yn' On 
Qnu = f. hn ' 

(Yn ) Un 
!l.n a = - hn + 1 T' 

D = _ (Yn _ Yn- 1) dn 0 . fJ . na , Y.na = - _na sm - Ilna sm y . 
- hn hn - 1 f 

Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten bei folgender Durch
fiihrung. Ftir n = 1 ... 24 wird zuerst 

1 
an =-, 

hn 

weiter fur n = 14 bis 24 

, Yn b ' Yn = T ' n = an • Yn , 
1 
-- =c 
f 

ausgerechnet. Dann erhli1t man 

Qnu = bn • On, Ilna = - (bn + c) 1£n , 

(32) 
12na = - (bn - bn - 1 ) dn , 

Y.na = - bn (L1 Yn - L1 Yn+l + hn - hn- 1) + c· L1 Yn+l' 

L1Yn = Yn - Yn-l, L1 Yn+l = Yn+l - Yn' 

Die Y.na konnen vernachlassigt werden, da die Querschnitte aus Grunden 
der Konstruktion groB gewahlt werden mussen. Die Stablangen 0, u, d 
werden aus dem Systemnetz abgegriffen. 

Es folgt die Berechnung der durch Xb = -1, Xc = -1 erzeugten 
Spannkrafte S;,. Die Momente aus dieser Belastung verlaufen in den 

S 't "ff dli . , b' l 1 2 eI eno nungen gera mg von 0 m a IS - -l-- = - l' = - , 
-e 

in b, wenn eden Abstand des Gelenkes bezeichnet. In der Mitteloff
nung haben sie den konstanten Wert -1'. Also ist 

Zb=-~ 
f 

und fiir aIle Knotenpunkte der Felder 15 bis 24 

In den Seiteno££nungen ergibt sich 

n = 1, 3, 5 ... 11 , 

0 , n n 
_nb = l' m . an . On = 10 . an . On im vorliegenden Falle 
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D' 'V r 1 1 _nb = - m n'an - (n--l) an-lJdn= -10 [n·an - (n -1)an-lJdn; 

n = 2, 4, 6 ... 12 

n U' n nb=-y-an'Un - m = -10 an,u", ~ (33) 

L ' y - ( ] 1 
_12b= - m [1 - m· a12 zn + Z13) = -10 [1-12· a12 (zn + Z13)]' J 

FUr die Stabe del' Mitteloffnung werden zunachst die Spannkriifte §i'l, 
berechnet, die aus dem Werte M;' = -1 unter del' Annahme eines 
in 24 geschlossenen Bogens entstehen. 

Q~b=a"·o,,, U~b=-a"'Un' 12~b=-(an-an-l)d"'1 
Die Spannkriifte (34) 

f~b = -a,,(Ll y" - Ll Y"+l + hn - hn - 1) 

sind hOchstens in den Knoten 13 zu berucksichtigen. Aus §i'b erhalt 
man §.b in den Feldern 13, 14 

§.;, = 'V ' s;; , 
in den Feldern 15 bis 24 

(35) 

Es folgt die Berechnung von Yab • Den Zahler del' Formel (30) er
halt man aus del' Arbeitsgleichung fUr die angenommene Belastung 
Xb = -1, Xc = -1 und die Formanderung infolge Ya = -1 

}.2 ((fia + fJ~a) = 2 2 Ea' §.b . s' - 'V (j)' r l~ , 
15 

Durch Einfuhrung del' Formel (35) entsteht 

[ 
24 24 ( _)" ] 

12(fJ/'a +O~a) = 'V 2 ~ §.;;, §.a' s' - 2 ~ 8.~ , s' - ; -l~ , 

{)~a ergibt sich aus del' Arbeitsgleichung fUr die angenommene Belastung 
Xa = -1 und die Formanderung infolge Ya = -1, die identisch ist 
mitXa=-1 

12 , fJ~a = 2 ~ ~ , s' + (~ r l~ . 
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Daraus folgt 
Yab = -1'CU -1) , 

~J 

2§/:' §.a· s' 

f-l = ~-'S~5, 1 (},)2 l' 
~ _a • 8 +? -t . Z 

15 .;.J • 

(36) 

Die SpannkrMte §b des Zustandes Yb = -1 sind in den Feldern 1 bis 14 

tlb = §b, 
in den Feldern 15 bis 24 

~b =~;, + ~a' Yab = - 1'· f-l ( ~) , 
§b = §;, + Y a b • §a = l' (§I: - f-l • §a) . 

SpannkrMte Se des Zustandes Yo = -1 . In den Feldern 1 bis 12 
links bzw. rechts ist 

~12c = ±L12b , 

eben so 1m Untergurtstab des Feldes 13 

U 12c = ± U1?b· 

Da Zc = 0 ist, verlaufen die Momente Mc fUr aIle Knotenpunktc 
der MittelOffnung geradlinig von -v in b bis +1' in c. Mithin k6nnen 
die Spannkrafte' Sc unmittelbar aus den S;; berechnet werden. Fur die 
Gurtungsstabe gilt () 

S ± nl S" ) _nc= V 1-12 _H/" 

fur die Schragstabe 
n1 " . l' 

!2nc = ±l' (1 - 12)])1/ /, J=i2 Un-I' d" , 

(37) 

n 1 = n - 12 = I, 2 ... 12. 

Nun sind (5bb und (j~e aus Arbeitsgleichungen zu berechnen. Die an
genommene Belastung Y b = -1 und die Formanderung aus Y b = -1 
ergibt 24 

,2.f" 2 ~ ... ,2 , Z2 l' 
A • "lJb = ..::... 2,b' S + _b' z, (38) 

1 

die angenommene Belastung Yc = -1 und die Formanderung aus 
Ye = -1 24 

Die Beziehungen 

,2 • .f" _ 2 ~ ... ,2 • .' 
A "cc - .:::. Oc t~. 

1 -

O/'b = 19/'b + {}:'b, 

O~c = {}/'c - {}~c 

(3U) 

kennzeichnen beide Werte als Formanderungsgr6Ben des einfach statisch 
unbestimmten Systems ohne das Gelenk in 24. Mithin k6nnen sie als 
solche aus der angenommenen Belastung Xb = -1, Xc = -1 bzw. 
X/J = -1, Xc = +1 berechnet werden, der das statisch bestimmte 
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Hauptsystem oder auch das statisch bestimmte System ohne Zugstab 
und ohne Gelenk in 24 unterworfen werden darf. FUr ~~c ergibt sich 
so wieder die Formel (39), da Zc = 0 ist und die Spannkra£te aus· 
Xb = -I, Xc = +1 identisch sind mit den Se. FUr ~bb dagegen er-
halt man 24 

12 • ~bb = 2 ~§;, • §b • s' + ~ . ~b • l~ (40) 
1 

oder 12 24 
i,2. a~b = 2 ~§~. §b' 8' + 2v ~§;:. §.b· 8'. (41) 

1 13 

Die Formeln (38), (40), (41) mussen denselben Wert ergeben. Wird 
in (38) in jedem Glied ein §.b durch 

§.b = §;, + Y ab · §a, 
ein Zb durch ~b = ~b + Yab • ~a 
ersetzt, so erhalt man 

24 24 
12 • ~bb = 2~§b '§b ·s' +~b'~b' ~ + Yab(2~§a'§b' s' + ~a'~b ·l~). 

1 1 

Das letzte Glied verschwindet, da der Faktor von Yab = 12 • {j~b und 
24 12 24 

1'fab = 0 ist. Weiter wird die ~ in ~ und ~ getrennt, in den 
1 1 13 

Feldern 12, 13 §b = 'V §i; und in 15 bis 24 §b = 'V (§I: - §a) und 
~ = -'V~a eingefiihrt 

12 24 ( 24 ) 
12 • ~bb =2~§b'§b's' + 2· 'V~§I:' §b' s' - 'V 2~§a '§b' S' + ~a' ~b·l~ . 

1 13 15 

Da in allen Feldern 1 bis 14 Sa = 0 ist, verschwindet das letzte Glied 
mit {jab' Damit ist die Ubereinstimmung der drei Formeln dargetan. 
Die danach mogliche mehrfache Berechnung des Wertes bietet eine 
gewisse Priifung, die indessen nicht unbedingt zuverlassig ist, da sie 
einen etwaigen Fehler in den gemeinsamen Ausgangen beider Wege 
nicht nachweist. Am zweckmaBigsten ist die Formel (41), weniger (40), 
da sie die sonst nicht benotigten Spannkri1£te Sb in den Feldern 15 bis 24 
enthalt. Zur Durchfuhrung der Rechnung sind folgende Tabellen ge
eignet. 

a) Fiir die Felder 1 bis 12: 

II I I I I I 
b) Fur die Felder 13, 14: 

I I I I I I 
c) FUr die Felder 15 bis 24: 

Nr·lla"IY~ b,,18 .. I~al~~kl~a· ~I~~ '~a' ~I ~:. ~1~bl~cl~b~I~~" ~b' ~1~c~I~:' ~ 
II I I I I I I I I I I I I I I I 
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Die Berechnung der Spannkrafte §a, §b, §.C nach den angegebenen 
Formeln fiihrt schneller zum Ziele als die Zeichnung von Krafteplanen 
und ist iiberdies genauer. Wenn auch bei dem benutzten Verfahren 
die Auflosung von Elastizitatsgleichungen entfallt, so miissen doch 
die Ordinaten der EinfluJ3linien fiir die statisch unbestimmten GroJ3en 
mit groJ3erer Genauigkeit als der im Endergebnis erforderlichen er
mittelt werden. Das bedingt natiirlich, daJ3 in der Berechnung der 
Beiwerte der Elastizitatsgleichungen und weiter der statischen GroJ3en, 
aus denen diese gefunden werden, zum mindesten kein geringerer 
Genauigkeitsgrad zulassig ist. 

Es folgt die Berechnung der EinfluBlinien aus den Biegungslinien 
des statisch bestimmten Hauptsystems infolge der Belastungen Ya = -1, 
Y b = -1, Ye = -1. Die beiden letzteren sind identisch mit den 
Biegungslinien des einfach statisch unbestimmten Systems infolge der 
Belastung Xb = -1, Xc = -1 bzw. Xb = -1, Xc = +1. 

Den Wert der w'-Gewichte in den Knotenpunkten 14, 16, 18, 20, 
22, 24 der Untergurtung erhalt man in der Arbeit der inneren Krafte -8 , 
die durch die in Abb.264 dargestellte Belastung entstehen. Es ist 

--- °n-1 
Qn-l=-~h ' 

... n-l 

- 0" 
Qn= -h' 

n 

UC-- _ Un 
n-+-' - hn 

Diese Spannkriifte erhalt man am einfachsten aus den §'';-Werten 

Q,t-l = -~Q~-l' Qn = -Q~, g,,+l = -~Q~+l' 1 
Yn-1 = -~!!;;-1' fIn = -!l~, !l.n+l = -!!~+1. 

Ferner sind J (42) 
12n-1 = !an- l • dn- l , !2n = (an - ian-I) dn , 

iIn+1 = Cian+l - an)dn+1 , Rn+2 = -~an+1' dn+2 · 

Die Lotrechten werden aus dem oben angegebenen Grunde vernach
lassigt. Aus dies en Werten findet man fUr n = 14 bis 24 

aus je einer TabeIle: 

Nr·11 §n I fi • • 8' i § . fia . s' I ~ . 8' I § . fib • s' I fic • 8' I § fic • 8' 

I I I I I 
Die Produkte Sa' s', Sb' s', Se' s' sind aus den Tabellen b) und c) 

zu entnehmen. Aus J"dem fUr -den Knotenpunkt 24 des Zustandes 
Yo. = -1 errechneten Wert erhalt man das w' -Gewicht durch die Formel 



Bogenformiger Fachwerktrager auf vier lotrechten Stiitzen. 377 

deren Ableitung in Nr. 56 und 64 angegeben ist. Zur Berechnung der 
w·Gewichte in den Knotenpunkten 2 bis 8 ist die in Abb. 265 dargestellte 
Belastung anzunehmen. Sie erzeugt 

Qn-1=-tan-1' On-1, (2n+1= --ian+l' On+1, fin=+an.un,) 

Qn-l = +tan-l· dn-l, tin= (~an-l -an)dn , (43) 

fin+l = (-~an+l -an)dn+1, Qn+2 =tan+l' dn+2 . 

Fiirw12 sind die Spannkrafte ~ in den Feldern 11 und 12 nach den 
Formeln (43), in den_Feldern 13, 14 nach den Formeln (42) zu be· 
rechnen. Dazu tritt !!.12 = -au (zn + Z13)' 

Abb. 264. Abb. 265. 

Da in allen Staben der Seiten6ffnungen Sa = 0, Sb = ±SG ist, 
ist in den Knotenpunkten 2 bis 8 nur ein w' -Gewicht zu berechnen. 
Die Tabelle beschrankt sich auf die Spalten 

Nr. §. §.b· 8' I§.· §..b· S' 

I 

1m Knotenpunkt 12 treten die Felder 13, 14 hinzu, in denen Sb und Se 
verschieden sind. DemgemaB erweitert sich die Tabelle fiir wm um 
zwei Spalten. 

Die Ordinaten der Biegungslinie werden zuerst fiir die Mitteloffnung 
berechnet. Die w'·Gewichte sind fiir die Zustande Y a = -1, Y b = -1 
symmetrisch zur Mitte. Mithin erhalt man die Ordinaten in den Knoten
punkten 14 bis 24 als Moment der w' • Gewichte ,fiir den einfachen in b 
und c gestiitzten Balken durch zwei Additionsreihen (Tabelle 2, S. 270) 
in der Form -~-l. M:V = tAo. (j;". Zu jeder ist die Senkung des 
Punktes 12 zu addieren 

tH12 = -iJ112 • ~2' 

die fiir Ya = -1 verschwindet und auch im Zustand Yb nur klein ist. 
Die w'·Gewichte des Zustandes Y c = -1 sind antisymmetrisch zur 
Mitte, also w~ = O. l\fithin hat ihr Moment in 24 den Wert Null 
und man kann die Ordinaten in 14 bis 22 als Momente des ein
fachen, in 12 und 24 gestiitzten Balkens berechnen, wozu die in 
Nr. 56d, S.286 angegebene Tabelle benutzt wird. Man addiert die 
w·Gewichte in der Reihenfolge 14 bis 22, die so erhaltenen Werte 
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in der Reihenfolge 22 bis 12. 1st au der letzte Wert der zweiten 
Additionsreihe al2 =t l • M w12 + 6 C , 

dann ist c aus der Bedingung 

zu bestimmen. 
~cl M w'12 = -}l 012C = --~-Y.12C· h't2 

C = l (a12 + tl:12C' hi2) . 

Um tl. o~,o zu erhalten, ist (6 - tnl)C von an, abzuziehen. 
Aus 014 und 012 wird weiter 010 mit Hille von w12 berechnet. Da im 

Zustand Ya = -1 w12 = 0 ist, ergibt sich oloa = -014a' Die Bie
gungslinie 14, 12, 10 ist eine Gerade. Fiir die Zustande Y b = -1, 
Yc= -1 berechnet man die Verschiebung !fro gegen die Gerade durch 
12 und 14 aus l20;~ = - l2W~' 2l 

und addiel't 01~ zu - (014 - 012) + 012 Mithin ist 

-} l • olob = - i l • 014b + l 012b - l2. w12b , 

il. oloc = - -p. 014C + l· 0120 - l2. w'120' 

&~==i>rsOl2i:.i~'T'l~'?KI?K 
Abb. 266. 

In den Knotenpunkte 0 bis 10 verliiuft die Biegungslinie aus Ya = -1 
geradlinig. Fiir die Zustande Yb = -1 und Yc = -1 haben die w'-Go
wichte dieselben Werte, die Ordinaten del' Biegungslinien unterscheiden 
sich nur durch die Verschiedenheit del' Ordinate 010 , Man rechnet 
zweckmiiBig nach folgendel' Tabelle, in der 

bn = l2 Vn + 0, an=pMn+nO 
ist. 

n II i.' ' bn an nOb nOe an - nOb I Wn 
I 

2 }.2W; b4 +}.2 w~ b2 

4 }.2W~ b6 +}.2 w~ a 2 + b4 

6 }.2 , b8+A2W~ a 4 + bs We 

sIi }.2W~ },2 w~ as + bs 
10 :i 

" 

0 0 as 

Nach El'mittlung von a lO erhiilt man 

Ob = To (alO - t A.O'tOb) , 

0 0 = io (alO - -~ A.O'tOC) 

an - nGe 

und wei tel' die beiden letzten Spalten der Tabelle, welchc -} l O~.b 
und t lO'mo angeben. 

Man kann auch ein w' -Gewicht in den Knoten 10 ansetzen, dessen 
Wert aus del' in Abb.266 dargestellten Belastung zu berechnen und 
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- [i'nflufJlinien 

IA~~ ~.~ IA~ ~~~ 
~ twJ.fll.U~ llJY "ll lOO ~~ iJ-'-'"' 

I 

~ ~ . 

II I~ ~ ~ 
~ I~ ~ ~ Yb 

1 

~ ~ ~. I~ I ~ I~ 
i~ If ~ If ~ ]'i 

Yc ' I 
..111 

~II ~. m ~~ 
I~ II ~~ttJJJlW Xb 

I 
Abb. 267 bis 270. 
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durch ffbb + ff~b bzw. ffbe - ff~e auszudrucken ist. w~ wird dann ent
behrlich und die Biegungslinie in der Seitenoifnung als Momentenlinie 
des in a und b gestutzten Balkens gefunden. Die Berechnung der 
Ordinaten der Biegungslinien ist damit durchgefUhrt. Da die errech
neten Zablen die tHachen Ordinaten sind, erhalt man aus ihnen die 
Ordinaten der EinfluBlinien in 

tlob~a tlo~~b tlob~c 
l}a = 1 1 Sf' 1]b = 11S;- , 1}c = 1 1 Sf • 

"211. OUaa "211. 0 Ubb "211. 0 Uee 

Die EinfluBlinien Y a , Y b , Yo sind in den Abb. 267,268,269 dargestellt. 
Abb.270 zeigt die EinfluBlinie fur das Moment X b , die mit verandertem 
Multiplikator fUr die Spannkraft UlO gilt. 

Die EinfluBlinien fiir die Spannkrafte sind nach der Formel 
1 

'1'/ = '1'/0 - T (Sa 0 'l'/a + §b 0 'l'/b + Se 0 'l'/e) (44) 

Punkt fur Punkt zu berechnen. Bezeichnet 

I I 
1} = T (§.a 1Ja + §.b 0 l}b + §.c 01]0) , 

so ist 1]' von den bereits aufgetragenen 17o-Linien abzutragen, so daB 
die Nullinie wagerecht bleibt. In der linken Seitenoffnung ist §.C = + §.b, 

also ist [ 17 ] 
'I} = (Sb) (S:) =F (l}b + 17c) 

darzustellen. Das positive Vorzeichen gilt, wenn Sb negativ ist. In 
den Abb. 271 bis 276 sind die EinfluBlinien fiir die Spannkrafte in einigen 
wichtigen Gurtungsstaben gezeichnet. Die EinfluBlinien des statisch 
bestimmten Hauptsystems sind gestrichelt. Die Auswertung der Ein
fluBlinien ergibt fur die Gurtkrafte uber der mittleren Stutze groBere, 
in den Feldern 3 bis 6 dagegen wesentlich kleinere Werte als im 
statisch bestimmten Hauptsystem. Trotzdem ist eine Anderung der 

Zahlen ~c in dem Teile des Fachwerks zwischen den Knotenpunkten 10 

nicht notwendig. Eine gewisse Uberschreitung der zugelassenen Span
nung in den fraglichen Staben setzt die Sicherheit des Tragwerkes nicht 
herab, da nach Uberschreitung der Elastizitatsgrenze der Unterschied 
zwischen dem statisch bestimmten und statisch unbestimmten System 
mehr und mehr abnimmt. Die Anderung der Querschnitte in den 
Gurtungen der Felder 3 bis 6 ist nicht von irgendwie beachtenswertem 
EinfluB. 

Eine gleichmaBige Anderung der Temperatur ergibt nach Glei-
chung IV (20) 

bao = 0, 
Jl 2 Zo l 
Ubo = - cot -Z-, Zl = - e, 

1 

~co = 0, 
also 

Ya=O, Yo=O. 
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ist zwar von Null verschieden, aber so klein, daB der EinfluB der Tem
peraturanderung vernachlassigt werden kann. Tritt eine Anderung 
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del' Tempera-tur nur in deI;l Obergurtstaben 13 bis 13 und den Unter. 
gurtstaben 15 bis 15 em, so ist 

<5ao = 13 t ~ Sa • E; ) 

t5bo = e . t 1.: Sb • 8 , 

t5co = O. 

Die ~ erstrecken sich nul' uber die genannten StaLe. 

-1 I --, -, ----, -
m11 tml ffi11 

, , 
kr11 ~ '.AT !o..-

~ I~ ~~ ~~~ 
..... rn 

/ 
/ 

I 1\ 
t 

I~ ~ !~ ~ 11th 
I IITT mlH mrr p:l' 

~~ ~fffir rlrh 

~ 1~IW 
r...- JJJ 

\ 
\ 
\ , 

\ 
I , 

\ , 
\ 
\ 
\ 
\ , 
\ , 
\ , , 
\ 

, 
\ 

, , 
\ , 
\ , 
\ , 

I 

\ , 
\ , , , 
\I 

Abb. 274 bis 276. 

01" 

012 

IJ8 



Versteifte Hangebriicke. 383 

Aus einer Senkung der Sttitze b um db und der Stiitze c um de 
entsteht 1 

Lb = - r (db + de) , 
1 

1 (2l) Le = - T (db - de) I + T ' 
I 0 

db + (Jc 
Y'J=-l.\l , 

l' ubb 
db - de ( 2l) 

Y e = ··l---:T-- I + -Z ' • 
1 ec 0 

68. Versteifte Hangebriicke 
tiber drei Offnungen, deren Kette in den Enden des durchlaufenden 
Versteifungstragers verankert ist (Abb. 277). Die Kurve der Kette ist 

d 

Mc-f/dche 

Abb. 277 bis 280. 

-1 

c 

c 

+1 

g 

:---l~-~ D 
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in jeder Offnung eine Parabel, desgleichen ist die Achse des vollwan
digen Versteifungstragers parabolisch gekriimmt. Es bezeichne 

/=10+1", 11 =110+/1" 
und es sei 

11=(l:YI. 
Das statisch bestimmte Hauptsystem wird durch die Gelenke a 

im Scheitel des Versteifungstragers, b und c im Abstand -~ d von den 
Mittelstiitzen gebildet. Die Momente Xa, X b, Xc, deren positive Rich
tung die Abbildung zeigt, werden zu den Gruppen Yo., Y b , Y c nach 
folgender Tafel zusammengefaBt. 

Xa +1 +Yab 0 
Xb 0 + 1 + 1 
Xc I 0 + 1 -1 

Aus bbft = 0 folgt Y _ {ha + {)ca 

ab - - {jan 

Zunachst wird del' Zahler aus del' Arbeitsgleichung fiir die angenom
mene Belastung Xb = -1, Xc = -1, und die Formanderung infolge 
Ya = -1 berechnet. Zur Darstellung del' aus Ya = -1 entstehenden 
inneren Krafte werden die Punkte b', c' lotrecht iiber b, c bestimmt, 
b' c' bis err und f", be bis e' und f' sowie de", de', (J f", (J l' gezogen. 
Die Ordinate del' Kette bezogen auf de" f" (J ist Yo mit dem Stich f~ 
in (£, die Ordinate des Balkens bezogen auf de' f' (J ist y~ mit dem Stich f~ . 
Es bezeichne y' = y~ + y~, /' = f~ + f~, <p den N eigungswinkel del' 
Kette,I.jJ den des Balkens gegen die Wagerechte, ;{; den Abstand in 
jeder Offnung von del' linken St.iitze. 

Aus Ya = -1 entsteht 

del' wagerechte Kettenzug 

die Kettenkraft, 

im Balken die Normalkraft 

das Moment 

Aus Xb = -1, Xc = -1 entsteht 

H' 1 b=-y' K ' 1 n b = -y sec <p , 

in del' Seitenoffnung 

in del' Mitteloffnung 

1 

/" 
1 Y sec<p, 

1 
Na = -ycOS1p, 

y' 
M".=-/,. 

, 1 
Nnb = +yCOS'lj} 

X y' 
M{'=-Z;+y' 

M{,= -1+ y,. 

(45) 

(46) 
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Mithin ist l,. 11 1, 

_Il' _Il' 2 f y'Je 2 f ' J ea 2 j' '2 J ea 'Uba + 'U'ea = rz X 0 J as + 7 y 0 J s - (2 Y • J S 
10 0, 0 

i1 l,+H 

2 f ' Je 2 f Je a 2 ~' Je _ - y 2 _ as - - COS2 1p - S - - sec2 qJ - 0 S 
(2 J (2 Pb (2 Pk ' 

o 0 

Die 1: erstreckt sich iiber die halbe Kette. Die Zugstangen und die 
Pendelstiitze werden vemachlassigt. 

[ 
l, i1 l,+!l 1 

{}~a = 1~2 f yl 2 ~e as + f y'2 0 ~e as + fCOS2 1p ~e as + ~sec2qJ ~ 0 s . 
o 0 0 b k 

Die Lage der Gelenke b und c wird so bestimmt, daB {}ba+ {}~a = -{}~a 
ist, dann erhalt man Yab = 1. Dazu muB 

l, 11 

1 f y' J e f ' J e T x . 0 J as + y 0 J a8 = 0 
10 0 ' 

sein. TIber den Querschnitt sei zunachst die Annahme J J e = const = 1 

getroffen, so daB ~c as = ax wird. In der MittelOffnun~s~ y' = y - I" 
x 

in der Seitenoffnung y' = y - f" T ' f' = I - ( einzufiihren; 
1 

l, 11 [I' H 1 
~ f x 0 y 0 ax + f yo ax - f" ~ f x2 . ax + fax = 0 . 

o 0 10 0 

(47) 

Mit y = 4~1 X(ll - x) bzw. Y = ~! x (l- x) ergibt die Integration 

ttl oll + tt ol - f'(t~ + tl) =0 

mit ti = (iY folgt 

(48) 

Einer Zunahme des Tragheitsmomentes iiber den Mittelstiitzen, die 
in beiden Offnungen im Abstand t a auslauft, kann man durch den 

Ansatz ~e as = [1 _ b (1 _ 4X(:: X»)] ax 

Rechnung tragen, der in t a in ; as = a x iibergeht. Durch die Kon

stanten b und a kann so eine Anpassung an die vorhandenen Tragheits
momente in a, e und einem Zwischenpunkt erreicht werden. Der Ansatz 

Griining. Statik. 25 
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laBt sich natiirlich noch erweitern, meistens diirfte er jedoch geniigen. 
f' ist dann aus der Gleichung 

ia !a 

-bfY[I-4x (:: X)] dx- ('g II -~f(ll-X')2[ 1-4X'~-X)]dX' 
o 0 

la 

+! l-bf[I- 4X(::X)]dx}=0 
o 

zu bestimmen. Fiihrt man y als Parabelordinaten ein und integriert, 
so ergibt sich 

('=21 1 + (it -~(Tr[~-fT+~~] 
3 + 21- b ~[3 _ ~ ~ + ~ (~)2] . 

l l 2 II 20 II 

Mit ~ = 21 ergibt sich bei konstanten ~ 
Jcos'!jJ 

f"=-A./, 
und 

f' =-?r;I 
d l 
2 = 2 . 0,3385 . 

(49) 

Wird a = -§- lund eine Zunahme des Tragheitsmomentes auf den 
zweifachen Wert angenommen, so ist b = 1- zu setzen. Es ergibt sich 

I" = 9,972 1 
16 ' 

f' = 6,028 1 
16 ' 

d l 
2 = 2 . 0,3861 . 

Nimmt das Tragheitsmoment auf das Dreifache zu, so ist b = i zu 
setzen. Es ergibt sich 

( ' = 10,35 1 
16 ' 

(= 5,65 f 
. 16 ' 

d l 
2= 2. 0,406. 

Die Lage der Querschnitte b und c andert sich demnach nicht erheblich. 
1m Zustand Yb = -1 entsteht, wenn b und c nach vorstehendem be-

stimmt sind, aus Xb = -1, Xc = -1: Hb = -; , aus Yah = -1: 

H~ = + ;, , also im ganzen Hb = o. Mithin ist das Moment in allen 
x 

Punkten der Mitteloffnung M b = -1, in den Seitenoffnungen M b = - - . 
II 

Abb.279 zeigt die Mb-Flache. 1m Zustand Yo = -1 ist Y ac = 0 , 
also auch He = O. Aus 

L=~+L, L=~-L ~ 
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folgt, daB die in der Kette auftretenden Spannkrafte auf die Momente 
Xb und Xc ohne EllfluB sind. Die Ma-Linie hat einen Nullpunkt in 
jeder Seitenoffnung. Aus 

M __ 4/1 • X (ll - x) f" ~ 
a- (,Zi +(ZI' 

ergibt sich Ma = 0 in x f" ( 
4=1- 4/1 =/, 

FUr· Je . 1 7 Z D f 1 d 13 d M -J-- = const 1St a so x = -16 l' araus 0 gt, a as oment 
cos ljJ 

in diesen i und k bezeichneten Punkten 

(51) 

von der Spannkraft in der Kette ebenfalls unabhangig ist, da M 0 in 
den Seitenoffnungen das Moment des einfachen Balkens ist. Die 
Momente in den Querschnitten i, b, c, k haben demnach genau die 
Werte, die in dem durchlaufenden Balken auf vier lotrechten Stiitzen 
ohne Kette auftreten. 

Die Ma-Flache aus Ya = -1 zeigt Abb.278, in der f' = -1 zu 
setzen ist. FUr die Werte der statisch unbestimmten GroBen gelten bei 
unverschieblichen Stiitzen d"ao 

Y a =-, 
d"aa 

O:bo 
Y b =:;-, 

Ubb 

Y _ O:~o 
c - O:~c • 

(52) 

Die Nenner sind aus den Arbeitsgleichungen fUr die angenommene Be
lastung Y = - 1 und die Formanderung infolge Y = - 1 zu berechnen. 
So ergibt sich 

ll+~l ll+~l 

1'.1 _ 2.(M2 J e d 2H2"" 3 J e 1 2N2 {, 2 J e d uaa-:r aJ 8+ a~sec CPFk ' lL + aJcos ¥'Fb 8. 

o 0 

In der Seitenoffnung wird 

f" [ 1 ] M a = ( . ZI X 1 - f" .ll (l1 - x) 

in der Mitteloffnung I" 4 I 
Ma = 7' - (. 12 x (1 - x) 

eingefiihrt. Es ist zweckmaBig, die Integration durchzufiihren, entweder 

mit -J J e = 1 oder mit Hilfe des oben gegebenen Ansatzes. In der 
cOS'ljJ J 

Kette darf immer Fe sec3 cp = i~ aus dem Kettenquerschnitt iiber a 

berechnet und ben~tzt werden, ebenso im Balken ;: cos¥, = i2. 
25* 
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Da beide in Betracht kommenden Glieder ohnehin klein sind im Ver
hli.ltnis zum ersten Glied, ist die etwaige Vernachlassigung ohne EinfluB. 

FiiI' den Fall -J J c . = 1 ergibt sich nach Ausfiihrung der Integration 
coscp 

f _ 1 (/")2 { [ I' (f')2] [ (I') (l')2]} Oaa - 15 I' 1 3 - 4 1" + 8 r + l1 6 - 3 r + fIt 

(53) 

Unter derselben Voraussetzung kann man nach der Auswertungsformel 
aus Abb. 279 und 280 sofort hinschreiben 

, 1 11 211 '2 
Obb=Z123,2+1-l='3l1+l, (54) 

b~c = [l l d ~ l ~ di 2~~ + l ~ d ~ II d ! ~l] 2, 

~c= 2 (l 1 af(}lt + }l)' (55) 

Die Biegungslinien aus Y a = -1, Y b = -1, Yo = -1 werden 
aus den w'-Gewichten berechnet. Man erhalt fiiI' Y a =-1 

und im Gelenk a 
, _ Sf _) 1 (y~.=-!. + 2) 

Waa - Uaa irA. I' . 

Man konnte auch in den Gelenken b und c ein w' -Gewicht ansetzen. 
Dieses ist in gleicher Weise wie w~ a a us -~- ({);, a + {}~ a) = -1 {}~ a 
= - -}O~a zu berechnen .. FiiI' Y b = -1 ergibt sich in der Seitenoffnung 

, }, [(n-l)J, J o nl( J o J o ) 
wnb = - - + 2 ~ + . 

6 II Jncos1jJn II J,,' COSlj!n I n + 1 - cOS'/f'n+l 

+ (n + l)l J o ] 

II I n + 1 • COS1jJn+l ' 

fiiI' die Mitte16ffnung 

, l ( J c J c ) 
Wnb = - 2- JnCOS1jJn + I n +1 • COS1jJn+1 • 

FiiI' Yo = -1 gilt in beiden Offnungen 

w~c= +i~l~ [(n-l)l J c + 2 nl ( J o +_ ~ ___ ) 
6 l- d II I n - cos 1jJn II I n • cos 1jJn I n +1 • cos 1jJn+1 

(n + 1) l J c j 
+ 11 I n + 1 • COS1jJn+l ' 
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wobei in der Mitteloffnung II durch il zu ersetzen und die Knoten
J 

punkte von a aus nach beiden Seiten zu zahlen sind. FUr J C = const 
werden die Formeln sehr einfach und bequem. ·eos'lf 

Die Ordinaten der Biegungslinien <'l~ berechnet man zuerst fUr aIle 
Punkte der Seitenoffnungen als Momente des eWachen Balkens durch 
zwei Additionsreihen in Tabellenform. Sodann erhalt man die Ordinaten 
fUr den Kragarm eb bzw. fe, indem man sie auf die Gerade durch den 
Stiitzpunkt und den letzten Punkt der Seitenoffnung bezieht, wie in 
Nr.68 fUr Punkt 10 gezeigt ist. So findet man schlieBlich die Durch
biegungen in b und e. FUr aIle Punkte der Strecke b e werden die 
Ordinaten wieder als Momente des einfachen Balkens . berechnet, und 
zu den so gefundenen Werten die Ordinaten der Geraden addiert, die 
durch die Verschiebungen in b und e festgelegt ist. 

Aus den Ordinaten der Biegungslinien ergeben sich die Ordinaten 

der EinfluBlinien durch Teilung durch <'l~T. Wenn man -J J c 

cos 'If 
als Funktion von' x ausdriickt, insonderheit also im FaIle eines kon
stanten Wertes, kann man die Ordinaten_<'l;" mit Hille der Arbeits
gleichung fUr die angenommene Belastung Pm = I und die jeweils zu
treffende Formanderung durch Integration auch als Funktion von x 
darstellen. Die so abgeleiteten Formeln sind jedoch nicht so einfach, 
daB sich die Zahlenrechnung dadurch giinstiger gestaltet. Die Berech
nung aus den w' -Gewichten ergibt im Gegenteil eine bequemere Aus
wertung. 

Der Horizontalzug der Kette ist, da H b = 0, He = 0 ist 

. 1 
H = Ho - f' . Y a• (56) 

Nach Gleichung 37, S. 73, ist Ho = M;/, wenn M1a das Moment im 

Punkte a des Gelenktragers mit den Gelenken b und c bezeichnet. Dem
nach entsteht durch Lasten auf den Strecken db und cg Eo = 0 und 

Auf der Strecke b c ist die EinfluBlinie H 0 ein Dreieck mit der Spitze 

unter a und der Ordi~ate l 4/. 1m Abstand e von b ist die Ordinate 

demnach 1]0 = 2et' ' und die Ordinate der EinfluBlinie fUr H 

1) = ~ G e - 1)a) , 

0;" a 
1]a = lJ'-· 

aa 
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FUr b;"a solI ein Ausdruck aus der Arbeitsgleichung fUr die ange
nommene Belastung Pm = 1 und die Formanderung infolge Ya = -1 
aufgestellt werden. Pm = 1 erzeugt 

wenn Ml das Moment des Gelenktragers mit den Gelenken in b und c 
ist. Mithin ergibt sich 

J"M I J c 
l' Y • J d8 1 

17a=- I +-2 e . f'. baa 

Demnach wird 

(57) 

1 1 
Da fUr die Seitenoffnungen 1') = -7 1') a , andererseits Ze auch in 

der Formel fUr 17a fortfallt, gilt der fUr 1] gefundene Ausdruck fUr das 
ganze Tragwerk. Der Nenner /' 2 • c'J~a ist c'J~h aus H = -1, wenn die 
Mh-Flache aus der Ma-Flache durch Wahl des MaBstabes /'= f' ab
geleitet wird. Demnach ist der Kettenzug derselbe, der in dem einfach 
statisch unbestimmten System mit den Gelenken in b und c auftritt. 

Eine gleichmaBige Temperaturanderung ergibt, wenn der Warme
beiwert c fUr die Pendelstiitzen derselbe ist wie fUr die Kette, Balken 
und Hangestangen nach Gleichung IV (20) Y a = 0, Y b = 0, Yc = o. 
Tritt nun in der Kette eine Erhohung der Temperatur urn to ein, 
so entsteht 

~sec2qJ' A 
Y =ct------

a f' . c'J~a ' 

69. Der eingespannte Stabzug. 
Drei verschiedene Gliederungen des statisch bestimmten Haupt

systems sind moglich. Die Gestalt des Stabzuges und die Lage der 
Lasten bestimmen die fUr die Rechnung vorwiegend geeignete Bauart. 

1) Schachenmeier, W.: Beitrag zur Theorie der Hangebriicke mit auf
gehobenem Horizontalzug. Z. V. D. I. 1915, S.437, 485. Die Gelenke b und c 
werden tiber den Stiitzen angeordnet. Die Durchbiegung wird untersucht. 
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a) Der Portalrahmen (Abb. 281). Das statisch bestimmte 
Hauptsystem wird durch Einschaltung von 3 Gelenken, a in R.iegel
mitte, b und c in den Pfosten, gebildet. Die letzteren werden in den 
Punkten gewahlt, in denen das Moment 0 entsteht, wenn bei gerad
linigem Verlauf der Momente der Kopfpunkt des Pfostens keine wage
rechte Verschiebung erfahrt. De!" Voraussetzung gemaB ist die Momenten
flache ein verschranktes Trapez, der Nullpunkt teile die Hahe in die 
Strecken hu und ho • Dann wird die gestellte Bedingung nach dem 
Satz iiber die elastischen Gewichte erfiillt, wenn das statische Moment 
der verzerrten Momentenflache in bezug auf die Riegelachse = 0 ist. 
Dazu miissen ho und hu die Gleichung: 

h h + hojy(h - y)dy' - huj(h -y)2dy' = 0 
o 0 

erfiillen. Mithin ergibt sich: +yl 
h 
J(h - y)2dy' 
o 
h 
Jy(h - y)dy' 
o 

1st das Tragheitsmoment 
der Pfosten konstant, was im 
folgenden vorausgesetzt sei, so 

a 
f·r--r--~~~--~g 

. 0 

h 
! 
I 

~--+_ -t'----:-'''i c-1 -rh 

wird ~: = 2 . Die Punkte b f X _.'-",,J.,,,')
___ -!--__ ._. L 

c. '" i r B+8 und c werden also in l/S der 
Hahe gewahlt. Als statisch 
unbestimmte GraBen werden, 

Abb. 281. 

um Elastizitatsgleichungen mit je einer Unbekannten zu erhalten, 
3 Gruppen der in den Punkten a, b, c wirkenden Momente Xa, X b , Xc 

gewahlt, die durch folgende Tafel bestimmt sind: 

Ya Yb Yc 

Ya 1 Yab 0 

Yb 0 +1 +1 

Yo 0 +1 -1 

Die statisch unbestimmten GraBen Y erfUllen die Bedingungen 
(!e a = 0, (!e b = 0 . Ya b ist so zu bestimmen, daB auch (!b a = 0 wird. 

Oba = Y ab • {}aa + 1 {}ba + 1 {}ca = o. 
Infolge der fUr die Punkte b und c gewahlten Lage in l/S h wird 

aber {}ba + {fea = 0, also Oba = 0 durch Y ab = 0 erfiillt. Durch 
diese Wahl der Punkte b und c ist also erreicht, daB die Beiwerte der 
statisch unbestimmten GraBen keiner Berechnung bediirfen. 
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Infolge Ya = -1 entstehen die Momente, deren Vorzeichen durch 
einen Augenpunkt im Inneren festgelegt ist: 

infolge: 

infolge: 

Ma = + ~ (1- 3 ~), also im Riegel Ma = -1, 

)J!h = -1,5 (1 - ~), also im Riegel Mb = 0, 

Yo = -1, 

2x 
)J!Jo = -T' also im link en Pfosten M. = -1 , 

im rechten Pfosten Mo = +1. Abb.282a, b, c zeigen die Momenten
flachen. Aus den Abb. a und b ist sofort ersichtlich, daB bba = 0 ist. 

Abb. 282a. 

Abb. 282 c. 

Abb. 282 b. 

Denn die Auswertung von: 

f ds 
bba = Ma' Mb . E J 

ergibt fUr den Riegel den Wert 0 
und fUr jeden Pfosten ein Integral, 
welches dem statischen Moment des 
verschrankten Trapezes der Ma
Flache in bezug auf die Riegel
achse bzw. dem statischen Moment 
des Dreiecks der M b-Flache in bezug 
auf die Wagerechte durch den NuU
punkt des verschrankten Trapezes 
proportional ist. Da dieser NuU

punkt in 1/3 h liegt, faut der Schwerpunkt des Trapezes in den Riegel 
und der Schwerpunkt des Dreiecks in die Wagerechte durch den 
NuUpunkt. Da die Abb. a und b symmetrisch, die Abb. c dagegen 
antisymmetrisch in bezug auf die lotrechte Mittelachse sind, erheUt 
ohne weiteres, daB boa = bob = 0 ist. 
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Jede der drei Elastizitatsgleichungen enthalt nur erne Unbekannte. 
Mithrn ergibt sich 

(58) 

Zunachst werden die Nenner mit Hille der Arbeitsgleichung be
rechnet. Nach dieser ist 

o~a = f M!ds' = !f(l - 3~r ds' = 4~2f§-h - y)2ds'. 

Das Integral ist das Tragheitsmoment der elastischen Gewichte d s' 
in bezug auf die Achse b-c, d. i. 

ffaa = 4 ~2 [2 ; (:7 h2 + 2~ h2) + ~ l' h2] = ! h' + l' , ) 
(59) 

Obb = f Mids' = 2,25f(1 -ir ds' = 2~:5 f(h - y)2 ds'. 

Das Integral ist das Tragheitsmoment der elastischen Gewichte d s' 
in bezug auf die Riegelachse, d. i . 

.r' _ 2,25 2· h2 • n: _ 151' ) 
Ubb - V' 3 -, I" 

~, - (~d2 d ' - 4 f 2 d ' U cc - J .lITe s - f2 x s. 

(60) 

Das Integral ist das TragheitsmomeDt der elastischen Gewichte d s' 
in bezug auf die lotrechte Mittelachse, d. i . 

.r' 4 [2 z.t l2 l'l2] 21 ' 1 l' 
U C C = f2 Ib 4" + 12 = ~ + 3' . (61) 

Die im Zahler stehenden Verschiebungen infolge der Belastung oder 
einer Temperaturanderung werden gleichfalls aus den Arbeitsgleichungen 
fiir Ya = -1, Y b = -1, Ye = -1 berechnet. 

Lotrechte Belastung des Riegels. Die Gelenkdriicke in b 
seien Rb , H in c, Re , H bezeichnet, und die Richtung der Driicke auf 
die oberen Pfostenstiicke R b , Re sei positiv nach oben, H nach inneD 
wirkend. F la seien die Lasten links, FTa die Lasten rechts von a. 

R=.!.~F.a 
c l~ , 

H = 2: Fla' a + 2: FTa • b . 
2 'i-h 



394 Anwendungen der Theorie des statisch. unbestimmten Tragwerkes. 

Die Momente M 0 sind in den Pfosten 

Mo = -H(y - th) 
im Punkte x des Riegels 

Mo=mo-H'i-h, 

wenn mo das Moment des einfachen Balkens von der Stutzweite Z im 
Punkte x bezeichnet, also durch 

Z+2x~ Z-2x~ 
mo = 21"::::" Pz·a + -2-Z-"::::" Pr·b 

definiert ist. Abb.283 zeigt die Mo-Flliche, fiir jeden Pfosten ein ver
schranktes Trapez mit ~en NulIpunkten in b und c, fur den Riegel 
ein mit der Polweite 1 zu den Lasten gezeichnetes Selleck, dessen 
Ordinaten in den Ecken = -H· i- h, in Punkt a = 0 sind. Da fur 
x = + t z, mo = 0 ist, kann fUr aIle Punkte des Rahmens 

Mo = mo - H(y -th) 
gesetzt werden. Mithin ergibt sich 

t5~o = f Mo . Ma' ds' , 

t5~o = - 23hf mo . (y - t h) ds' + H 23hf (y - t h)2 ds' . 

H'H 
Abb.283. 

l 
+"2 

Da 

t5~a = 4~2f(Y - th)2ds' 

ist, so folgt 

und weiter 
Po 2 

Y a =- +H·-h, 
.!..h'+l' 3 
2 

(62) 

wenn F& = fmo' dx den Flacheninhalt der verzerrten mo-Flache be
l 

zeichnet. -"2 15;'0 = f Mo . Mb . ds' . 

Das Integral beschrankt sich auf die Pfosten, da Mb fur den Riegel 
= 0 ist. Da aber die Mo-Flliche der Pfosten ein verschranktes Trapez 
mit dem NulIpunkt in t h und die Mb-Flache ein Dreieck ist, dessen 
Spitze im oberen Eckpunkt liegt, wird das Integral aus den oben dar
gelegten Grunden auch fur die Pfosten zu O. Also folgt t5i, 0 = 0 und damit 

Yb=O. 
t5~o = f Mo • Me . ds' , 

s, 2f ,2H r d' ueo=-l mo·x.ds +-Z-:J(y-th)x. s. 
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Das zweite Integral ist das statische Moment einer zur Y-Achse 
symmetrischen Flache in bezug auf die Symmetrieachse. Mithin ist es 
=0 und l 

+z-
t5~o = -~Imo' x· dx'. 

l -z-
Es wird der Schwerpunkt der verzerrten IDeo-Flache bestimmt. Sein 
Abstand von der Y-Achse sei xo, positiv im Sinne der positiven X-Achse. 

Dann ergibt sich Yo = _ 2Fo·xo 

1 (2h'+! l')' 
(63) 

Die Formeln fUr t5~o und t5;,o k6nnen nach Zerlegung der Mo-Flache 
in die IDeo- und H-Flache auch nach der Auswertungsformel ange
schrieben werden. Nunmehr konnen die Momente des statisch un
bestimmten Systems angegeben werden. Sie sind 

im Ptmkte j: M = -H· -§-h + Ya + Y c , 

, [1 1 2 Xo] 
M=-Fo t h'+Z'+2h'+-F·-Z-.; 

im Punkte g: M = - H . t h + Ya - Yc , 

, [1 1 2 Xo] 
M=-Fo -~h:+l'-2h:++l'·-Z- ; 

im Punkte d: M = + H . } h - t Y a + Yo, 

I [1 1 2 Xo] 
M = + Fo h' + 2 l' - 2h' +ll' . -Z- ; 

im Punkte e: M = -H· } h - t Y a - Y c , 

, [1 1 2 Xo] 
M = + Fo h: + 2l' + 2 h' + } z' • -Z- . 

Durch die Momente in j und g sind auch die Momente in allen Punkten 
des Riegels bestimmt. 

Z+2x Z-2x 
M", = IDeo + Mf -2l + My -2-Z-

Die M-Flache ist ffIr jeden Pfosten ein verschranktes Trapez, dessen 
Nullpunkt im link en Pfosten gegen b um 

1 h: + 2l' 2 Xo 
;rh 2h, + }l'. -Z-

nach unten und im rechten Pfosten gegen c um dieselbe Strecke nach 
oben verschoben ist. 
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Wagerechte Last W in irgendeinem Riegelpunkt. 1m 
statisch bestimmten Hauptsystem entstehen die Gelenkdrucke 

2h 
Rb =-W 3T , 

und die Momente 

Hc=tW 

Mo =+ W~~ (~- x) +tW(y --}h) .. 

Das obere Vorzeichen gilt fur die linke, das untere fUr die rechte System
halite, wenn x als absoluter Wert behandelt ",ird. 

Mo = ± W [:~ x - -} (h - y)] . 

Abb. 284 zeigt die Mo-Flache. Da sie antisymmetrisch zur Y-Achse 
ist, wahrend die Ma- und Mb-Flachen symmetrisch zu dieser sind, 

Abb.284. 

folgt sofort 

o~o = 0, o/'o = 0, 

Ya=O, Yb=O, 

o~o =1 Mo· Me ·ds', 

d. i. nach der Auswertungsformel 

o~o = - ~h (-~-h' + tl') 

und l' + !.h' 
1 2 

Y c = -"3Wh l'+ 6h' (64) 

Die Momente des statisch unbestimmten Systems sind: 

Wh [ Z' +~h'] Wh 3h' 
in Punkt f: M = 3 1 - l' + 6h' = 2 .Z' + 6h" 

Wh 3h' 
in Punkt g: M = -2 .Z' + 6h" 

Wh [ 2l' + 3h'] Wh l' + 3h' 
in Punkt d: M = - 6 1 + l' + 6 hi- = - 2 r + 6 h" 

Whl'+3h' 
ill Punkt e: M = +2 l' + 6h'· 

Die M-Flachen der Pfosten sind verschrankte Trapeze, deren Null-
2Z'+3h' 

punkte gegen b und c um h 3 (l' + 6 h') nach oben verschoben sind. 

Die M-Flache des Riegels hat wie die Mo-Flache den Nullpunkt in 
Riegelmitte. Solange die Normalkrafte unberucksichtigt bleiben k6nnen, 



Der eingespannte Stabzug. 397 

ist eine Verschiebung der Last Winder Riegelachse ohne EinfluE auf 
die Momente. Daraus folgt bei Beachtung der fUr lotrecllte Lasten 
durchgefUhrten Rechnung, daB bei beliebig gerichteter Belastung des 
Riegels aIlein Y b stets = Q ist, so daB nur zwei statisch unbestimmte 
GroBen zu berechnen sind. 1m FaIle einer horizontalen Belastung 
eines Pfostens, die nicht am Kopfende angreift, ist die getroffene 
Wahl des statisch bestimmten Hauptsystems weniger zweckmlWig. 

Der Rahmen erfahre die in Nr. 65a bezeichnete Tem
peraturanderung. Aus den Arbeitsgleichungen fUr . Y a = -1, 
Y b = -1 folgt 

LIt! (lat=et!Naods-eo; Ma·ds. 

Nun ist ffir den Pfosten Na = 0, fur den Riegel Na = - 23h' 

l l 
+2 +2 h 

(lat = - 32e~aldX + e ~:ol dx - e ~:t! (1- 3~) dy, 

-2" -2" 

3 
FUr die Pfosten ist N b = 0, fur den Riegel N b = + 2 h ' 

l 

(lbt = eta :h~X + 3 0 e~:l j(1 - i) dy, 
l 0 

-2" 

Aus der Arbeitsgleichung ffir Y e = -1 folgt (let = 0, da die Form
anderung der Stabelemente symmetrisch zur Y-Achse angenommen 
ist, wahrend die Momente Me antisymmetrisch zu dieser sind. Mithin 
ergibt sich 

Ye= O. 
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1m statisch unbestimmten System entstehen die Momente 

im Riegel: M = + Ya , 

in den Ffosten: M = t Ya (3 ~ - 1) + 1,5 Y b (1-~) . 

Stiitzen verschiebungen. Die Einspannung im Stiitzpunkt d 
drehe sich rechtslaufend urn 1:1, im Sti'ttzpunkte e linkslaufend urn 1:ro 

ferner verschiebe sich d urn c~ nach unten und urn c~' wagerecht nach 
links, der Stiitzpunkt e urn c~ nach unten und urn c;: wagerecht nach 
rechts. Zur Berechnung von La, L b , Le miissen die Stiitzkrlifte infolge 
Y" = -1, Y b = -1, Yo = -1 angegeben werden. Es ist 

Aa=O, 

2 
Ae = +Y' 

Ba=O, 

2 
Be = -Y' 

3 

Ole = Orc = 0. 

Mithin foIgt unter Beachtung des Umstandes, daB das Einspannungs
moment in d rechtsdrehend, in e linksdrehend positiv bezeichnet ist, 

La = t (1:1 + 1:,) - 23h (c;' + c~:) , 

Lb = -1,5 (1:1 + 1:,) + 23h (c;' + c';) , 

Le = -1:1 + 1:, - ~ (c; - c~) , 
EJe .La 

Y a = - l' + ill ' 
E J c ·Lb 

Y b = --1 r;t: , 

EJe· Le 
~-l' + 211' 

Elastische Formanderungen. Nach Ermittlung der Momente 
und Normaikrafte des statisch unbestimmten Systems ergibt sich jede 
FormanderungsgroBe desselben aus der Arbeitsgleichung fUr die je
weils geeignete angenommene Belastung und den zu untersuchenden 
Verschiebungszustand. Dabei kann - vgl. Nr. 47 - der angenommenen 
Belastung jedes mogliche statisch bestimmte System unterworfen 
werden. Die Wahl wird zweckma£ig so getroffen, daB die Rechnung 
sich moglichst einfach gestaltet. 
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Handelt es sich urn die Biegungslinie des Riegels, so sind drei Ge
lenke so einzuschalten, daB der Riegel zum Balken auf zwei Stiitzen 
wird, also etwa in f, IJ, b. Durch die lotrechte Last I im Punkte f; 

entstehen dann die Momente M = t l t f; . (t l - x) links von f; und 
- l.l-f; 
M = _2 -l-' (! l + x) rechts von f;. Danach folgt aus der Arbeits-

gleichung die Ordinate der Biegungslinie 

F-~ 

il + f;f( M", LIto) 1.15=-- --s- (il-x).dx 
l BJr ao 

H 
HH 

+ tl- f;f(M", _ s LIto) (il + x)dx. 
l EJ ao 

H 

Der Vergleich der Formel mit der Gleichung III (33) - S. 253 -
zeigt, daB die Ordinate der Biegungslinie des Riegels nach dem Verfahren 
Mohrs als Moment des einfachen Balkens, erzeugt durch die Belastung 
M LIt 

E J'" - s _0 fUr die Langenheit, berechnet werden kann. 
r ao 
Es sei die Drehung der Tangente an die Stabachse im Punkte IJ 

-(\;- zu berechnelJ.. Das statisch bestimmte System wird wieder 
durch die drei Gelenke f, IJ, b gebildet. Die zur Berechnung einzu
fiihrende Belastungseinheit der Geraden kann ebensowohl dem Ende 
der Riegelachse wie dem Ende der Pfostenachse zugewiesen werden, 
da beide Stabelemente dieselbe Drehung erfahren. Wird die erste Be-

- I 
lastung gewahlt, so entstehen im Riegel die Momente M = y' (il- x), 

wahrend in den Pfosten M = ° ist. Mithin lautet die Arbeitsgleichung 

H 

1 ([ M", LI to] I·(\; = - - - s- (tl- x) dx. 
L EJr ao 
II 

Die rechte Seite der Gleichung ist der Auflagendruck der gedachten 

Belastung [:~ - s ~:o] im rechten Stiitzpunkt des einfachen Balkens. 

Mithin kann das Mohrsche Verfahren aUch im vorliegende'l FaIle ange
wendet werden. Wird die Belastungseinheit der Geraden dem obersten 
Stab element des Pfostens zugewiesen, so entstehen im linken Pfosten und 
im Riegel die Momente M = 0, im rechten Pfosten ivI = -1. Die 
Arbeitsgleichung lautet h 

f[ My L1 tl] 1·(\;=- EJ-sC;; dy. 
o 

Sie ist meist einfacher auszuwerten als die erste Gleichung. 
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Es sei die nach rechts gerichtete, wagerechte Verschiebung eines 
Punktes der Riegelachse infolge lotrechter, zur Y-Achse unsymmetrisch 
gruppierter Lasten gesucht. Wenn Normalkrafte unberucksichtigt 
bleiben durfen, kann das statisch bestimmte System durch die Gelenke 
t, g, e oder d, t, g gebildet werden. 1m ersten Falle entstehen im 
linken Pfosten die Momente M = -1 (h - y), im Riegel und rechten 
Pfosten lJl = o. 

Mit 3 
M = -Ho(Y - th) + Y a 2 h (y - th) + Y c 

ergibt sieh h 

]·0 = -;J![ -Ho(Y - -}h) +ya23
h (y - -}h) +Y.](h- y)dy. 

o 

Das Integral ist das statische Moment der M-FHiche in bezug auf die 
Riegelachse, wie aueh aus dem Satze uber die elastischen Gewichte 
gefolgert werden kann. Da die H- und Ya-Flachen in b einen Null
punkt haben, ist das bezeiehnete statische Moment dieser Flaehen == O. 
Also wird 

h 

1 J h2 
10=-EJ Y.(h-y)dy=-Yc2EJ · 

o 

Werden die Gelenke in d, t, g gewahlt, so entstehen die Momente 
M = 0 im linken Pfosten und Riegel, im rechten Pfost en M = + 1 (h - y) . 
Ferner ist im rechten Pfosten 

3 
M=-H(y-t h)+Ya2h (y-th)-Yc' 

Die beiden ersten Glieder sind aus dem angegebenen Grunde wieder 
ohne EinfluB, daher ergibt sieh 

h 

.to = -E1J! Yc(h - y)dy. 
o 

Auf die horizontale Verschiebung 0 sind H und Y a in jedem Falle 
ohne EinfluB. Die Versehiebung ist, wenn Y b = 0 ist, nur von Yc ab
hangig, und die abgeleitete Formel gilt demnach bei beliebiger Richtung 
der am Riegel angreifenden Lasten. 

b) Der vieleekige Stabzug der in Abb. 285 dargestellten 
B a u a r t1). Das System ist statiseh dem behandelten Portalrahmen 
gleiehartig. Die Untersuchung wird jedoeh zweckmaBig mit Hilfe eines 
anderen statiseh bestimmten Hauptsys1ems durchgefuhrt. Das statiseh 
bestimmte Hauptsystem wird dureh Einsehaltung von Gelenken in den 
Stutzpunkten und Beseitigung der wagereehten Stutze in a gebildet. 

1) M ii 11 e r - B res 1 au, H.: Die neueren Methoden der lFestigkeits1ehre. 
4. Aufl., S. 122. 
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Es ist also statisch von der Art des einfachen Balkens. Die statischen 
GroBen der uberzahligen Glieder sind die Momente X a, Xb und die 
wagerechte Stutzkraft Xc' Ais statisch unbestimmte GroBen werden 
Gruppen von Xa, Xb, Xc eingefUhrt, die so gebildet werden, daB die 
Eigenschaften des elastischen Schwerpunktes zur Erzielung von 
Verschicbungszustanden gegenseitiger Unabhangigkeit ausgenutzt 
werden. 

Zu jeder dieser Gruppen, die Y a , Y b , Y c bezeichnet seien, gehoren 
bestimmte Werte der Stiitzkriifte A, B, C des statisch bestimmten 
Hauptsystems, da jeder statisch unbestimmten GroBe ein Gleichgewichts
zustand der auBeren Krafte entsprechen muB. Setzt man in jeder 
Gruppe A, X a , Xc einer
seits und B, C, Xb 
andererseits zu einer Re
sultierenden zusammen, 
so haben diese gleiche 
Lage und GroBe, aber +x·-----I--~..----~~ 
entgegengesetzte Rich
tung. Sie mussen, da
mit die Verschiebungszu
stande voneinander unab
hangig sind, folgende sein : 

a) je ein Moment Ya; 
b) je eine durch den 

elastischen Schwerpunkt 
gehende Kraft beliebiger 
Richtung Y b ; 

+Z 

I 
I 
I 
I 

c----Xa---?t------Xb·---~".,..,: 
~-------l---~--~~~I 

Abb.285. 

c) je eine durch den elastischen Schwerpunkt gehende Kraft, Yc , 

deren Kraftlinie in die der Kraftlinie von Yb zugeordnete Achse ftillt. Die 
Abbildmlg zeigt die als positiv festgesetzten Richtungen von Y a., Y b , Yo 
als der Resultierenden der Stutzkrafte des linken Stlitzpunktes A, 
Xa, Xc' Die Kraftlinie von Y b ist der lotrechten zugeordnet gewahlt. 
In dem bezeichneten rechtwinkligen Koordinatensystem x, y ist also 

r X· y. ds' 
tgf3 = --" ---. J x 2 ds' 

Die Kraftlinie von Y c £alIt in die lotrechte. Zur Gruppe Y u gehoren 
die sechs statischen GroBen A = 0, Xc = 0, Xu = Y,,; B = 0, C = 0, 
X" = Yet. Zur Gruppe Y b gehoren 

A = Ybsin{J, 

B = - Y b sin f3 , 

Xc = Yb·cos{J, 

C = Ybcos {J, 

Zur Gruppe Y c gehoren 

A = +Yc , 

C =0, 

Grtini ng, statik. 

Xu = Y b • 'Y}n • cos {J, 

Xb = Y b • l)h' cos {J . 

26 
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Demnach sind die statischen GroBen des statisch unbestimmten Systems 

A = Ao + Ybsinp + Ye , 

B = Bo - Yb·sinP - Y e , 

C = Co + Y b • cos p, 

Xa = Y a + Y b '1}a' cosp - Yexa, 

Xb = Y a + Y b • 1}b' cos P + Y c ' XI" 

XC = Y b • cos p. 

Ferner im Punkte x, y der Stabzugachse 

} 

M = Mo + Yet - Y b (y • cos p + X sin p) - Y c ' x, J 
N = No - Ybcos (cp-P) - Y c ' sincp. 

(65) 

Aus den Eigenschaften des elastischen Schwerpunktes (Nr. 52, S. 257) 
folgt nun sofort t5ab = t5a• = t5bc = O. Mithin enthalt jede Elastizitats
gleichung nur eine Unbekannte. 

Y = J~o - E . J e • La 1 
(l t5~fl ' 

Y b = t5~o - E· J c • L. b 1 
Ji, b ' 

Y _ 0;0 - E· Jc·Le 
c - ·---6-'---- . 

cc 

(66) 

Die Werte der Nenner ergeben sich aus dem Satz uber die elastischen 
Gewichte. o~a ist die gegenseitige Drehung zweier Geraden, t5/'b und t5~c 
sind die gegel1seitigen Verschiebungen zweier Punkte. Die Richtung 
der Formanderung fallt bei allen drei GroBen in die Richtung del' sie 
el'zeugenden statischen GroBe 1. 

t5bb = J (y cos p + x sin P)2 ds', 

(j~a = J ds' = G, ) 

t5bb = J y2 ds'· cos 2 fJ - f x 2 • ds' sin 2 P = Tx' cos2 P - T y ' sin 2 f1, (67) 

t5~c = J x 2 • ds' = T y . 

Gist das elastische Gewicht des Stabzuges, T", das Tragheitsmoment 
der elastischen Gewichte ds' in bezug auf die x-Achse, Ty das Tragheits
moment in bezug auf die y-Achse. 

Lasten verschiedenel' Richtung. Die Stutzkrafte, Normal
krafte und Momente des statisch bestimmten Hauptsystems werden 
nach den auf Seite 89, 90 gegebenen Formeln aufgestellt. Sodann ergeben 
sich die FormanderungsgroBen t5~o, t5~ 0' t5~o wiederum aus dem Satz 
uber die elastischen Gewichte. Danach ist - 15;,0 gleich del' Summe 
del' j}fofachen elastischen Gewiehte di, 15;'0 und t5~o gleieh den sta-
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tisehen Momenten der Mofachen elastisehen Gewichte ds' in bezug auf 
die Z- bzw. Y-Achse. 

d~o = - f Mo' ds' = -Fo, I 
d/,o = ~ Mo (y cos f3 + x sin (3) ds' = @::lox' cos f3 + @::lOy sinf3, (68) 

d~o = J Mo' x· ds' = @::lOy, 

I T __ Fo 1 
a- G' 

I~ 6000 cos j1 + 60y . sin j1 I b = + -=;"';;"""---';:-""':-';:;"-..,-...,.....:." 
Too' cos2 j1- Ty sin2 j1' 

60 y ' 

Y c = T y • 

(69) 

Die entwickelten Formeln gelten allgemein fur jede Form des Stab
zuges und jede beliebige Belastung. Man kann sie von den hier gewahlten 
positiven Richtungen der GraBen Y und der Koordinatenachsen un
abhangig machen und im einzelnen schnell entscheiden, ob eine Last 
einen positiven oder negativen Wert Y erzeugt, wenn man beachtet, 
daB jedes Y der Verschiebung do in Richtung Y = -1 proportional 
ist, und das Vorzeichen von do durch die diesbezugliche Regel des 
Satzes uber die elastischen Gewichte bestimmt ist. Diese Regel sehreibt 
das positive Vorzeichen vor, wenn die als drehende Bewegung um den 
Ort des elastischen Gewiehtes aufgefaBte Verschiebung und das Mo
ment Mo den gleichen Drehlmgssinn haben. 1m vorliegenden FaIle 
muB danach Fo das negative, i,Sox und @::lOY das positive Vorzeichen 
erhalten. 

Zur Auswertung der Integrale wird zweckmaBig das in Nr. 65 b dar
gestellte graphische Verfahren angewendet. Danach werden die ver
zerrten Momentenflachen gezeichnet, ferner wird der Flacheninhalt 
und Schwerpunkt derselben fur jeden Stabteil mit gerader Achse 
bestimmt und der Schwerpllnkt auf die zugehorige Stabachse pro
j iziert. 

Temperaturanderungen. Die Temperaturen andern sich in 
den auBersten Punkten jedes Querschnittes um t', in den innersten 
Punkten um til. Die Hohe des Querschnittes sei a. In der Stabachse 
trete die Anderung to ein, im ubrigen verlaufen sie linear zwischen t' 
und til und es sei t' - til = LIt bezeichnet. dat , dbt , det werden aus 
den Arbeitsgleichllngen fUr Y" = -1, Y b = -1, Y. = --1 berechnet. 

d"t = fJ~t ds, 

dbt = f 2: ios • cos (rp -- (3) - f(LI t (ycosf3 + xsin(3) ds, 
. a 

26* 
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Stiitzenverschiebungen. Die Arbeitswerte La, L b , Lc sind wie 
unter a) zu berechnen. 

Nach Ermittlung der statisch unbestimmten GroBen konnen aIle 
statischen GroBen des statisch unbestimmten Systems nach den For
meln (65) angegeben werden. 

c) Der Rahmen mit zwei lotrechten Pfosten und 
s c h rag e m R i e gel (Ab b. 286). Greifen die Lasten an dem Riegel 
an, so ist die Rechnung am zweckmaBigsten nach dem unter b) 
dargesteIlten Verfahren durchzufUhren. Handelt es sich jedoch um 
eine Belastung der lotrechten Pfosten, so gestaltet sich die Rech

Abb. 286. 

nung durch eine andere Wahl des 
statisch bestimmten Hauptsystems 
einfacher. DiE? Untersuchtmg darf 
auf horizon tale Lasten beschrankt 
werden, da lotrechte Lasten nur 
einen lotrechten Auflagerdruck am 
FuB des belasteten Pfostens und 
N ormalkrafte in dem belasteten 
Pfostenstiick aber keine statisch 
unbestimmten GroBen erzeugen, 
sofern der EinfluB der Normal
krafte auf die Formanderung ver
nachlassigt werden darf. An dem 
in Abb. 286 dargesteIlten drei
stabigen Rahmen mogen die Lasten 
am link en Pfosten angreifen. Das 
statisch bestimmte Hauptsystem 
wird durch Entfernung der Ein

spannung und der beiden Stfttzen im Stfttzpunkt b gebildet. Die iiber
zahligen statischen GroBen sind das linksdrehend positive Moment X" 
und die Stiitzkrafte X b , Xc' 1m Stiitzpunkt a wirken die statischen 
GroBen des statisch bestimmten Hauptsystems, das Moment .LVIAo und 
die Stiitzkrafte Ao, 0 0 , 

Als statisch unbestimmte GroBen werden wiederum drei Gruppen 
von X a , X b , Xc eingefiihrt, die so zu bilden sind, daB die Eigenschaften 
des elastischen Schwerpunktes zur Erzielung von Verschiebungs
zustanden gegenseitiger Unabhangigkeit ausgenutzt werden. Das wird 
durch folgende Gruppen erreicht. 
Gruppe Y{/: XII = Ya , 

Y,,: X" = Y" '1)0' cos(J, 

Xb=O, 

Xb = y b • cos(J, 

Xo= 0 

Der Winkel (J ist bestimmt durch 
r X· y. ds' 

tg (J = _. r 2 d ' 
X s 

Xc= O. 
Xc= Ybsin(J. 

Xc = Y c • 

Die Resultierende von Xu, Xb, Xc der Gruppe Y b ist die gegen die 
Wagerechte unter (J geneigte Kraft Yb , deren Lage um 'YJb cos (J gegen 
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den Punkt b nach oben verschoben ist. Die Resultierende derselben 
KTafte der Gruppe Y e ist die lotrechte Kraft Y e , deren Lage gegen 
Punkt b nach links um Xb verschoben ist. t}b und Xb werden so gewahlt, 
daB beide Krafte durch den elastischen Schwerpunkt gehen. 1hre Kraft
linien fallen in einander zugeordnete Achsen. Mithin ist 

()ba = 0, ()ea = 0 , ()eb = 0 . 
1nfolge Ya = -1 entsteht 

Aa=O, Ca=O, MAa=-I, M a=-I, Na=O; 
infolge Y b = -1 . 

Ab = +lsinp, Cb = -lcosfJ, M Ab = -1· t}acosp, 
N b = + 1 cos ((p + fJ) , M b = + Y cos P + X sin p ; 

infolge Ye = -1 , 
Ae = + 1, Ce = 0, lYIAe = -1 . xa , 
Ne = -1 sin <p , Me = + 1 . X • 

Danach sind die statischen GroBen des statisch unbestimmten 
Systems A = Ao - Ybsinp - Y e , 

C = Co + YbcosfJ ' 

MA = MAO + Y a + Y b· 'YJa cos /3 + Y e· x"' 

die Normalkrafte im linken Pfosten: 

N = No + Ybsinp + Y e , 

im rechten Pfosten: 
N = No - YbsinfJ - Y e , 

im Riegel: N = No - YbCOS(y - P) - Yesiny; 

die Momente 
M = Mo + Y a - Yb(y· cosp + xsinpj- Y e · x. 

Aus den Elastizitatsgleichungen folgt 

Y = ()~o I a O~a 

Y'~~i-:I 
Y c =~, 

ce 

Nach dem Satz liber die elastischen Gewichte ist 

()~a = Ids' = G 

()bb = T",cos 2 P - T y sin2p, 

()~c = T y . I 
()~o = - r Mods' = -Fo, I 
()bO = f Mo (ycos P + X sinp) ds' = 6~", cos P + 6~y sin/3 , 

()~o = f Mo· X· ds' = 6~y. 

(70) 

(71) 

(72) 

(73) 
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Die vorstehenden Forme1n gelten offensichtlich fUr jede Form des 
Stabzuges. 1m vorliegenden Falle ergeben sich aus ihnen folgende, in 
den Abmessungen des Stabzuges ausgedriickte Forme1n. Es bezeichnen 

h' h J c h' h J c ,Jc 
1= IJ' 1I= II-J' S =SJ' 

I II T 

Dann ist G = 11.;+ 11.;1+ s', (74) 

l (2 ~I + s') 
Xa = 2G ' 

l (2 ~ + s') 
Xb = 2G ' 

hI • ~ + hII • h~I + (hI + hII)s' 
Zu = 2G ' 

hI . ~ + hII • ~1 
Zo = 2G 

Tx = Tab - G z;. , 
wenn Tab das Tragheitsmoment in bezug anf die Achse a-b bezeichnet 

Tx = 1 h; h~ + 1 h~/. ~I + 1 (hi + hI' hn + h}/) s' - G· z~ , 
Ty = h~· x~ + ~1' x~ + 1 (X~ - Xa' Xb + X~) s' , 

Zxg = J X· y. ds' = h~· xa (zu - -~ hI) - h~/· xb (zu - -~ hu) 
+ S'[l(Xb - xa)zu -l(x! - xa' Xb + xE)tgrJ. 

Daraus ergeben sich durch Umformung die fUr die Rechnung be
quemeren Ausdriicke 

T x = G[Zu(: (hI+hn)-Zu) - ! hI.hn ], 

Ty = ! [! i· s' + hI' Xu + hII' Xb]' (75) 

Z 1 /' I 1. I' I 1 'i' I) 
xy = + 2 'I' lin' Xa - 211u' III' Xb - 12 S (/'1 - 11'11 • 

Die wagerechte Last W, in Hohe h angreifend, erzeugt im statisch 
bestimmten Hauptsystem 

Ao = 0, Co = - W, MAO = -W . h 

im linken Pfosten zu> -y, y <h - zu, Mo = - W(h - Zu - y), in allen 
anderen Teilen des Systems Mo = O. Die Momentc Mo ergreifen also 
nur das Pfostenstilck zwischen Punkt a und dem Angriffspunkt der 
Last. Die Mo-Flachc ist ein Dreieck von der Hohe h und der Basis - Wh. 
Mithin ergibt sich " F~, = -i Whh, 

6 ox = iW.hh'(zu-}h), 

6 u y = l W . h h' • Xa • 

y. = fV·h·h' 
a 2G' 1 

r 1 , ,(zu - all) cos~ + Xasin{J 
l:b=-2 W . h . h T "(.1 T' 21~ , 

.r • cos- t-' - y Sill t-' 

Y. 1 W' "Xu c=- ·h·h-. 
2 Ty 

(76) 
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Die Frage des Vorzeichens soll noch unabhangig vom Koordinaten
system nach der Regel des Satzes iiber die elastischen Gewichte 
geprftft werden. Sofern der Schwerpunkt der Mo-Flache tiefer liegt 
als der elastische Schwerpunkt (zu - i-h) > 0, sind die Momente aus 
Ya= -1, Y b = -1, Ye= -1 fiir diesen Punkt am rechten Stabteil 
rechtsdrehend, Mo ist gleichfalls rechtsdrehend, mithin ergeben sich 
fiir Ya , Y b , Ye positive Werte. 

Werden Ya und Ye zu einer Resultierenden zusammengesetzt, so hat 

ihre Kraftlinie von der Y-Achse den Abstand Xo = + GTy . Die 
• Xa 

Resultierende der drei statischen GroBen Y a , Y b , Ye geht also durch 
den Punkt der Kraftlinie Yb mit den Koordinaten 

- T 
Xo= --y-, 

G 'X" 

Z",y 

Yo= - G. x ' 
" 

die von der GroBe und Lage der Kraft W unabhangig sind. 
Es sei noch der EinfluB eines Momentes W· e untersucht, welches 

am Kopf des linken Pfostens rechtsdrehend angreift. Das Moment 
erzeugt 1m Riegel und rechten Pfosten des statisch bestimmten Haupt
systems keine Momente oder Normalkrafte. 1m linken Pfosten ent
steht Mo = - W· e, N o= O. Die Nlo-Flache ist also ein Rechteck 
von der Breite - W· e und der Lange hI' Da fiir ihren Schwerpunkt, 
falls Zu- -§-h> 0 ist, die Momente aus Y,,= -1, Yb = -1, Ye=-1 
denselben Drehungssinn haben wie M o' entstehen positive Werte 
Ya, Y b , Ye' 

Y =!-- e '31 )l 
a G' 

], W h' (Zo - -ll- hI) cos f3 + Xa sin f3 
b= • e· I 

T.e· COS2 f3 - T y ' sin2 f3 'I 
Y e = W· e hI TXa . 

y ) 

(77) 

Die Resultierende der drei statischen GroBen geht wieder durch 
den Punkt mit den Koordinaten Yo' xo' deren Werte oben an
gegeben sind. 

d) Eine allgemeine Beziehung gilt fiir die M fachen elastischen 
Gewichte d 8' des dreifach statisch unbestimmten Stabzuges be
liebiger Form, wenn die Momente M des statisch unbestimmten 
Systems allein durch Lasten ohne Temperaturanderungen und Stiitzen
verschiebungen erzeugt werden. Um diese Eigenschaft abzuleiten, sei 
das statisch bestimmte Hauptsystem durch Beseitigung der Einspan
nung und der Stiitzkrlifte in einem der beiden Stiitzpunkte - z. B. b -
gebildet. 1st nun das statisch bestimmte Hauptsystem durch irgend
welche Lasten und die- drei iiberzahligen statischen GraBen belastet, 
so erfiillt es voraussetzungsgemaB die Auflagerbedingungen des ge
gebenen, statisch unbestimmten Systems namlich: die totale Ver
schiebungdes Punktes b ist = 0 und die Drehung des Querschnittes in b 
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ist = O. Durch Punkt b seien zwei beliebige Achsen verschiedener 
Richtung x, y gelegt, lmd die rechtwinkligen Abstande der Punkte 
der Systemachse von diesen Achsen mit x', y' bezeichnet. Dann ist 

(Jbx = 0, (Jby = 0 , Tb = O. 

Nach dem Satz liber die elastischen Gewichte ist abel' 

(Ji,x = f M . x' . ds' , 

Also ergibt sich 

"I M.x'.ds'=O, 

(Ji,y = f My'· ds' , Tb = f M· ds' . 

I M· y'. ds' = 0, f M· ds' = O. 

Daraus folgt weiter, daB das statische Moment del' .1vlfachen elasti
schen Gewichte fUr jede beliebige andere Achse in del' Systemebene 
= 0 ist. Die gefundene Eigenschaft ist dieselbe, die fiir den ge
schlossenen Stabzug in Nr.60b auf andere Weise abgeleitet ist, sowie 

analog der des einfaeh statisch 
unbestimmten Stabzuges: stati
sehes Moment del' M fachen elasti-

C "" schen Gewichte d s' in bezug auf 
Mil ;; )MiJ die Achse dnrch die beiden Stlitz-

punkte = O. Sie kann zur Pril-
Abb. 287. fung des Rechnungsergebnisses, 

in manchen Fallen auch zur Be
rechnung benutzt werden. Ein einfaches Beispiel hierfUr bildet del' gerade 
in den Endpunkten eingespannte Balken konstanten Tragheitsmomentes. 
Es werde del' Schwerpunkt des Mo-Flache bestimmt, sein Abstand von 
Balkenmitte sei Xo (Abb. 287), del' Flacheninhalt Fo' Dann gelten 
nach dem obigen Satze die Gleichungen 

MA . ~ (~- .X ) - MB ~ (~ + x) = 0 26 0 26 0 , 

l 
(lilA + lIlB) 2" + Fo = O. 

Bei veranderlichem Tragheitsmoment k6nnen sie in del' Form 
l' l" 

M A • "2 (~a - :ro) - M B • "2 (~b + ;ro) = 0, 

l' l" 
.L1IA?+MB-+F~=0 _ 2 

aufgestellt werden, in welchen allerdings die Beiwerte l' und l" Bowie 
~a und ~b besonderer Ermittlung bedilrfen. 

70. Der geschlossene Stabzug. 

a) Del' rech tec kige Rah men 1), del' in Abb. 288 dargestellt 
ist, hat in Punkt a ein festes, in Punkt b ein in der Wagerechten ver-

1) M ii II e r - B res I au, H.: Die neueren Methoden del' Festigkeitslehre. 
4. Auf I., S. 134 ff. 
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schiebliches Auflager. Er ist auBerlich statisch bestimmt. Die innere 
Gliederung weist jedoch drei iiberzahlige Glieder auf. Werden namlich 
durch einen in irgendeinem Punkte der Stabachse gefii.hrten Schnitt 
drei Glieder entfernt, so entsteht das stabile System des offenen Stab
zuges auf 2 lotrechten Sttitzen. Der Schnitt sei durch die Mitte des 
oberen Riegels gefuhrt. Die drei uberzahligen statischen GraBen 
sind die drei Komponenten der Spannungen, welche in dem frag
lichen Querschnitt des geschlossenen Rahmens wirken. Sie treten als 
innere GraBen paarweise, die beiden Dfer des Schnittes in entgegeu
gesetzter Richtung belastend, auf. Es sind dies die Momente X a , die 
Normalkrafte X b , die Querkrafte Xc, 
Zur Orientierung del' Momente sei der 
Augenpunkt hier auBerhalb des Rah
mens gewahlt, so daB der Rahmen 
von c uber d, a, b, e bis c einen von 
links nach rechts verlaufenden Stab-
zug bildet. Die Abbildung zeigt die ..!..7. 
positiven Richtungen der auf das rechte 
Ufer in c wirkenden X a, X b , Xc' 

Ais statisch unbestimmte GraBen 
werden drei Gruppen von X a, X b , Xc 
eingefUhrt, die Ya, Y b , Yc benannt 
seien und so gewahlt werden, 
daB aus den Eigenschaften des ela
stischen Schwerpunktes voneinander 
unabhangige Verschiebungszustande 
Ya=-I, Y b =-I, Yc=-1 ent-

c 

l 
2 

a 

/I 
Abb. 288. 

stehen. Dazu sind einzufUhren: als Gruppe Ya die beiden auf das rechte 
und linke Dfer wirkenden Momente Xa = Y a, als Gruppe Yb die auf das 
rechte und linke Dfer wirkenden Normalkrafte Xb = Yb und die 
Momente Xa = - Y b • zo, als Gruppe Yc die auf das rechte und linke 
Dfer wirkenden Quel'krafte Xc = Yc' Der lotrechte Abstand des 
elast,ischen Schwerpunktes vom Riegel ist zo' vom Quertragel' Zu

Mithin ist die Resultierende von X a, X b , Xc der Gruppe Y b fUr 
jedes Dfer die wagercchte Kraft Y b , deren Kraftlinie durch den 
elastischen Schwerpunkt geht. Die Resultierende von Xa, X b , Xc 
der Gruppe Yc ist die lotrechte Kraft Yc , deren Kraftlinie infolge der 
Symmetrie des Systems gleichfalls durch den elastischen Schwerpunkt 
geht. Aus demselben Grunde fallen beide Kraftlinien in zugeordnete 
Achsen. Mithin folgt aus den Eigenschaften des elastischen Schwer
punktes (Jba = 0, (Jca = 0, (Jcb = O. 

Der Rahmen sei auf das rechtwinklige Koordinatensystem X, Y 
bezogen, dessen Drsprung in dell elastischen Schwerpunkt fallt. In
folge Y a = -1 entstehen in allen Punkten der Systemachse die Mo
mente Ma = -1, die NormaIkl'afte Na = O. Infolge Y b = -1 ent
stehen Mb = + 1 . y, im oberen Riegel Nb = -1, im Quertrager 
Nb = +1, in beiden Pfosten Nb = O. Infolge Yc = -1 entstehen 
Me = -1· x, in den Riegeln Nc = 0, im link en Pfosten Nc = +1, 
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im rechten Pfost en Ne = -1. Die Momente und Normalkrafte des 
statisch unbestimmten Systems sind demnach 

im oberen Riegel: 

im Quertrager: 

im link en Pfosten: 

im rechten Pfosten: 

M = Mo + Y a - Y b • Y + Y e • x, 

N=No+ Y b , 

N = No - Yb , 

N = No - Ye, 

N= No+ Ye' 

Aus den Elastizitatsgleichungen ergibt sich: 

b~o 
Ya=~, 

Uaa 

Stiitzenverschiebungen sind auf Y a , Y b , Y e ohne EinfluB, da La, 
L b , Lc in dem auBerlich statisch bestimmten System verschwinden. 
b~ ist die gegenseitige Drehung zweier Geraden, b;' und b~ sind die 
gegenseitigen Verschiebungen zweier Punkte. Mithin ist nach dem 
Satz iiber die elastischen Gewichte: 

I d8' = G, 1 
bbb= I y2.ds'=Tx , 

b~c= fX2.d8'=Ty, Il 
b~o=-fMod8'=-F'o, ( 

bi, 0 = f Mo' Y . d s' = ~o x , 

b~o=-fMo·x.di/=-~'oy, J 

(78) 

Das Vorzeichen von Fo und Eoy ist negativ, da das Moment am; 
Ya = -1 und Y c = -1 (letzteres fiir positive x) den entgegengesetzten 
Drehungssinn hat wie Mo' Das Vorzeichen von ~ox ist positiv, da fiir 
positive y das Moment aus Yb = -1 denselben Drehungssinn hat 
wie Mo. Durch eine Belastung ohne Temperaturanderungen entstehen 
die statisch unbestimmten GroBen: 

F' 
Y a = - GO, 

6~x 
Tx' (79) 

Diese FOI'meln llehmell in dell Abmessungen des Rahmens folgende 
fi.ir die Durchfiihrung del' Rechnung bequeme Form all. Es bezeicblle: 

l' = (Ie 
u J u ' 
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Dann ist G = 21': + l'u + l~, (80) 

h(h/ + l~,) 
Zo= --G--' 

h(h/ + l~) 
zu,=--G--' (81) 

T z = Tu,-G.z;., 

wenn T u, das Tragheitsmoment in bezug auf die Achse des unteren 
Riegels ist. 

T z = h2 (t h' + r.) - G • z~, 

T z = G· h • Zu, - t h2 • h/ - G· it , 

Too = G·zo·z .. - ! h 2 .h!, 

T y = t h/ l2 + i2" l~ l2 + T\ l~ l2 , 

Ty = 112 l2(6 h' + l~ + 1;'). 

(82) 

(83) 

Belastung des Quertragers d urch lotrechte Einzellasten. 
Es entstehen die AUflagerdrticke 

A = "",P.b 
~ l' 

"'" p. a B= ~-l-' 

1m Riegel und in den Pfost.en sind die Moment.e Mo = 0, im Quer
trager entstehen die Momente IDlo des einfachen Balkens aUf zwei 
Stiitzen. Der Flacheninhalt der verzerrten Momenten£lache istF~, der 
Abstand ihres Schwerpunktes von der Y-Achse sei Xo' Dann ergibt sich 

F~ 
Y a = - 2 h' + l~ + l'u 

'T F~·z .. 
Lb = - l' 

G· Zo' zu __ h 2 • h' 
3 

12F~· 000 

Y c = - l2 (6 h' + l~ + l'u) • 

(84) 

Werden Ya und Y b zu einer Resultierenden zusammengeset.zt, so ergibt 
sich die wagerechte Kraft Y b im Abstand Yo von der X-Achse 

G . Zo . Zu, - -~ h2 h/ 
Yo = Zu (2 h/ + l~ + l~) , 

h h' 
Yo = Zo - 3" . 1(-+ l~ . 

Vom oberen Riegel hat also die Resultierende den Abstand 

h/ 
zO = Zo - Yo = } h h/+ l~ (85) 
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Da z~ und Yo von der Belastung unabhangig sind, geht die Resul
tierende von Ya , Yb , Yc stets durch den Punkt Yo der Y-Achse. Es 
geniigt daher, die statisch unbestimmten Krafte Y b und Yc zu be
rechnen. In den Ecken des Rahmens entstehen folgende Momente 

in d: MD = - Y b • z~ + Yo' ~, 

I ( h2 • 11 Xo l ) 
MD = Fo 3 T . G - 2T ; 

., y 

in e: 
I l 

ME = - Yo' zlJ - Y c ' 2"' 

( h2 . h' Xl) 
ME = F~ 3 T x • G + 2 ~ y ; 

in a: MA = + Y b (h - z~) + Y c ~, 

M = _ F' (h2 (2 h' +3l~) + xo' l) . 
A 0 3 Tx . G 2 Ty , 

in b: MB = + Y b (h - zo) - Y c ~ , 

M = _ F' (h2 (2 h' + 3 lo) _ xo' l)' 
B 0 3T.G 2T' ., y 

S9 , 
-->-lxo~ 

-------1-------
Abb. 289. Abb. 290. 

Die Momente der Pfosten und des oberen Riegels verlaufen geradlinig 
zwischen den Eckmomenten. 1m Punkte x des Quertragers ist das 
Moment 

l+2x l-2x 
M., = lmO., + M A - 2- l- + MB~' 

Abb.289 zeigt die M-FHiche. 
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Belastung des linken Pfostens durch die wagerechte 
Kraft W in der Rohe hI' Die Auflagerkrafte sind 

hI hI 
A=-W Z ' B=+W· Z · 

also entstehen die Momente im linken Pfosten 

Zo >y >hI - Zu: lVlo = 0; hI - Zu >y >-Zu: lifo = W(h I - Zu - y), 

im Quertrager: Mo = -~. W . hI (I + 2n ' 

im rechten Pfosten und oberen Riegel Mo = O. Abb.290 zeigt die 
Mo-Flacht'. Mithin ergibt sich 

F~ =1W· hI (h; + l;,), 
@)~:z: = -tW . hI [h~ (z" - ~·hI) + l;,. zuJ, 

@)~:z: = --~-W . hI [(~ + l;,) Zu - t h~ . hI]' 

~o y = t W . hI (t h~ • l + .~ l;{ l) , 

@)OY = T\r W • hI . l (3 hi + l;,) , 

1 I' l' Y. - --W 1 '1 + 1t 
u- 2 • '1 G 

1 (111 + l~) 1ttt - ! 111111 
Y/J = --2 JV· hI ---~:=----

Tx 

W 1 l (3111 + l~,) 
. h 12 Ty . 

Die Eckmomente sind 
J 

III a,: MA = W· hI + I'll + I'll' Zu + Yr' ~, 

inb: MB=Ya+YII'Zu-Yc.~, 

In d: 111 D = Y a - l' b • Zo + l' c • ~ , 

in e: ME = I'll - I'll· Zo - Y c " ~. 

(86) 

Greift die Last in Rohe des Riegels an, ist also hI = h, so entsteht 

Y __ .llIT. hh' + l;, \ 
II - 2 or G ' 

Y b = - t W . G Zo • Zu T:z: } h' h2
_ = - t w, j 

l' _ _ 3J( + l~ 
c - Wh l (6 h' + l;{ + l~) . 

(87) 
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Setzt man Ya und Y b ZU einer Result.ierenden zusammen, so ist 
deren Abstand von der X-Achse 

h(h'+l~) 
Yo = G = zo' 

d. h. sie fallt in die Riegelachse und die Resultierende von Y a , Y b , Y c 

geht durch die Mitte des Riegels. Fur diesen Belastullgsfall ist also, 
da Y b = -~ Wist, nur Y c zu berechnen. Die Eckenmomente sind 

M A = W . h _ 1 W . h _ !!' h _ 3 h! + l~ 
2" 2 6 h' + l;, + l:,' 

JW'h 3h' + l~ 
MA = 2 6 h' + l' + l' ' u () 

M _ -.lW.h ~h 3h' + l;, 
R - 2 + 2 6 h' + l' + l' ' 

/I II 

M _ IWh 3h' +l;, 
D - - 2" 6" h! + l~ + l~ , 

M - IW 3h! + l;, 
E - +2 h 6 h' + l' + l" 

It u 

Die M-Flache ist in Abb. 291 dargestellt. 
Belastung des oberen Riegels d urch lotrechte Lasten. 

Fur diesen Belastungsfall gestaltet sich die Rechnung einfacher, wenn 

Abb. 291. 

I fj' 
rxOj 
I'C e 
I 

c:\ 

+x --q7l 
i Zu 

i Xa 
a~ ____ ~~~~X~b~~o 

'j' txc 
Abb. 292. 

das statisch bestimmte Hauptsystem durch einen Schnitt in del' Mitte 
des unteren Riegels gefUhrt wird. Del' Augenpunkt sei im Innern 
des Rahmens gewahlt. Die uberzahligen GroBen sind die Momente XII' 
die NormalkraIte X b , die QuerkraIte Xc> welche auf das rechte Schnitt
ufer wirkend in Abb.292 dargestellt sind. Als statisch unbestimmte 
GroBen werden Gruppen Y a , Y b , Y c der Art eingefUhrt, daB die 
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Resultierenden von X a , X b , Xc jeder Gruppe a) ein Moment, b) eine 
durch den elastischen Schwerpunkt gehende horizontale Kraft, c) eine 
gleichfalls durch den elastischen Schwerpunkt gehende vertikale Kraft 
sind. Aus 

Y _ b~o Y b = bbo Y b~o 
a - -'" , -", , c = ~ 

Uaa Ubb Uee 

folgt dann, wenn Fa den absoluten Wert des ]'lacheninhaltes der ver
zerrten Momentenflache und Xo den Abstand ihres Schwerpunktes von 
der Y-Achse bezeichnet 

I T _ _ Fo \ 
a- G' 

rb = + F'o;,x~O , J 

I T __ Fo'xo 
c - T y ' 

(88) 

Fa . Zo erhalt das positive Vorzeichen, da das Moment aus Y b = -1 
denselben Drehungssinn hat wie M o, wahrend die Momente aus 
Ya = -1 und Y e = -1 den entgegengesetzten Drehungssinn haben. 
Werden Ya und Y b zu einer Resultierenden zusammengesetzt, so ergibt 
sich die horizontale Kraft Y b im Abstand 

Tx h h' 
Yo = - G . Zo = - (zu - 3 h'+ lJ . 

Der Abstand vom unteren Riegel ist 
h h' 

z~ = Zli + Yo = - h----,---- . 
3 + 1;, 

Die Resultieren'de von Y a , Y b , Y c geht also bei jeder Belastung des 
oberen Riegels durch den Punkt Yo der Y-Achse. Die Eckenmomente 
sind: 1 

MA = + Y b • z~ + Y c ' "2 ' 

'( h2 h! Xo 1) MA=+Fo 3Tx .G-2Ty , 

'( h2 h' Xol) 
MB = +Fo 3 Tx' G + 2 Ty , 

Mn = - Ydh - z~) + Y e ~ , 

Mn = -Fa (~(2X+ 31hl + Xol) 
3T",·G 2Ty , 

M = -F,' ('h2 (2 h' + 31~) _ X01') 
E 0 3T.G 2T' x y 

1m Punkte x des oberen Riegels entsteht das Moment 
1 + 2x l- 2x 

Mx = + 9)(0 x + Mn~- + ME~-' 
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b) Geschlossener Stabzug beliebiger Form. Das darge
stellte Verfahren fiihrt bei beliebiger Form des Stabzuges zu Elastizitats
gleichungen mit je einer Unbekannten. Das statisch bestimmte Haupt
system wird durch einen Schnitt gebildet, del' an beliebiger Stelle gefiihrt 
werden kann. Die iiberzahligen GroBen sind die paarweise auf beide 
Schnittufer wirkenden:M:omente Xa, Normalkrafte X b , Querkrafte Xc' Ais 
statisch unbestimmte GraBen werden die Gruppen Ya , Y b, Yc eingefiihrt. 
Die Gruppe Y a bilden zwei :M:omente Xa = Y a. Die Gruppe Y b besteht 
aus Wert en von X,,, X b , Xc, die eine durch den elastischen Schwer
punkt in beliebiger Richtung gehende resultierende Kraft Y b ergeben. 
Die Werte Xa, X b , Xc del' Gruppe Yc werden so gewahlt, daB ihre 
Resultierende gleichfalls durch den elastischen Schwerpunkt geht und 
in die del' Richtnng Yb zugeordnete Achse fallt. Dann folgt aus den 
Elastizitastgleichungen: 

also werden: 

(5/,0 
Y/j= 5:, ~, 

Ubb 

(89) 

wobei die X-Aehse in die Richtung Yb , die y-Achse in die Richtung Yc 

falIt. Dber die Frage des Vorzeichens entscheidet am einfachsten die 
Regel des Satzes libel' die elastischen Gewichte. 

In gleicher Weise ist die aus biegungsfesten und einfachen Stab en 
zusammengesetzte Bauart del' Abb. 202, S.260 dem Verfahren zu
ganglich. Wenn del' Ort des elastischen Gewichtes del' Ecken einfach 
zu bestimmten ist, gestaltet sich die Rechnung kaum umstandlicher 
als fUr den gelenklosen Stabzug. 

71. Der Fachwerkrahmen. 

Rahmen, die nicht aus biegungsfesten Staben zusammengesetzt, 
sondern als Fachwerke ausgebildet sind, kannen nach den in Nr. 69 
und 70 dal'gestellten Verfahren untersucht werden, indem die 
elastischen Gewichte ds' del' Stabelemente durch die elastischell 

Gewichte derStabe g' = S2' • Fe ersetzt werden. FUr die statisch un-
r F 

bestimmten GraBen ergeben sich die a. a. O. abgeleiteten Formeln mit 
del' entsprechelld veranderten Bedeutung del' Zeichen. Die Untel'
suchung sei fUr zwei Falle durchgefiihrt. 

a) Pol'talrahmen mit eingespannten Pfosten (Abb.293.) 
Ais liberzahlige Glieder werden die Stabe 1, 2 und die wagerechte 
Stiitze in Punkt a behandelt. Die liberzahligen Kl'a,fte sind die Spann-
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krafte Xl' X 2 , welche als auBere Krafte an den Stabenden angreifen, 
und die Stiitzkraft Xc' Als statisch unbestimmte GroBen werden 
folgende Gruppen Ya , Yb , Yc eingefiihrt. 

Gruppe Ya: X I = X 2 = 
1 

Y a'-, Xc=O, 
e 

Y b: X 1 = 
ZU 

Xc= Y b, 
" 

X 2 = -Yb-, 
e 

Yc; Xl = -X2 = 
l 

Xc=O. " YC2e ' 

Dabei entstehen die Stiitzkrafte in 

Gruppe Ya: 

" 

" 

A= 
1 

B = +Ya ·-, 
e 

0=0. 

7 i. 

~--JLL~-l-·-___ it "7, ~.¥a 
i 
i ZIJ. 

i 
i 

k---~~·+-~~---f~--~ 

Die Resultierenden von Xl' 
A, Xc ergeben in Gruppe Ya 

das Moment Ya , welches links
drehend positiv eingefiihrt ist, 
in Gruppe Y b die durch den 
elastischen Schwerpunkt gehende 
wagerechte Kraft Y b, in Gruppe Yc 

die gleichfalls durch den elasti
schen Schwerpunkt gehende lot
rechte Kraft Yc ' Die Resultieren
den von X 2 , B, 0 haben in den 
drei Gruppen dieselbe Lage und 
GroBe, jedoch entgegengesetzte 
Richtung. Mithin ist t5ba = 0, 
t5ca = 0, Ocb = O. 

Infolge Ya = -1, Yb = -1, 
Yc = -1 entstehen in den Staben 
des Systems die Spannkrafte 

~----+-l . b 
~~~x----- ------+--------- ---~~~ 

il C I cB 

Abb. 293. 

1· x, 
Sic = +--'. 

- ri 

Die Spannkrafte des statisch unbestimmten Systems sind 

Si=Sio+~(Ya+ Yb'Yi+ Yc'Xi), 
ri 

ri bezeichnet den Abstand des Bezugspunktes i vom Stab ~. 

Griining, Statik. 27 
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Aus den Elastizitatsgleichungen folgt 

y = (j~o-EJe·La 
a" (j~a ' 

(90) 

Aus dem Satz iiber die elastischen Gewichte ergibt sich 

(j~a = LJ fli = G, 

(jbb = 2 fli . y'f = T x , 

""I ~;",.2 T' Vee = ~ fle • WI = y' 

) (91) 

(j~o = LJ Mio • fli = Fa, 1 
(jbO = LJ M io • fli • Yi = @lox, 

(j~o -,-LJ M io · fli· Xi = @loy' 

(92) 

Die Vorzeichen von Fa, (Sox, (SOy sind positiv, da die Momente aus 
Ya = -1, Yb = -1, Ye = -1 im positiven Quadranten denselben 
Drehungssinn haben wie das Moment Mo' (j~o, (jbO, (j~o infolge Ande
rung dcr Temperatur, die durch den Zeiger t bezeichnet sei, werden aus 
den Arbeitsgleichungen fUr Ya = -1, Xb = -1, Ye = -1 undden 
durch die gegebenen Temperaturanderungen bedingten Verschiebungs
zustand berechnet. 

(j~t = eE .l:Sia· 8·t, 

(jbt = eE.l: Sib' 8' t, 

(j~ t = e E .l: Si e . 8 • t . 

Die Ermittlung von La, L b , Lc aus den gegebenen Stiitzenverschie
bungen gestaltet sich ebenso wie fUr das vollwandige System, doch 
ist dabei zu beachten, daB die SpannkriiJte Xl' X 2 ebenfalls Stiitzkrafte 
erzeugen. 

Die Lage des elastischen Schwerpunktes ist durch 

1 
Zu = G~fli' tli 

bestimmt, wenn 1Ji den lotrechten Abstand des Ortes ides elastischen 
Gewichtes von der Geraden a-b bezeichnet. Die Summen erstrecken 
sich ftber aUe Stabe des Fachwerks. Der Ort des elastischen Gewichtes 
jedes Stabes der inneren Gurtung ist del' gegeniiberliegende Knoten
punkt der auBeren Gurtung, ebenso der Ort des elastischen Gewichtes 
jedes Stabes der auBeren Gurtung der gegeniiberliegende Knotenpunkt 
der inneren Gurtung. Der Ort von fl4 ist Punkt c als Schnittpunkt der 
Stabe 3 und 7, der Ort von fls ist dais Schnittpunkt der Stabe 7 und 6, 
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del' Ort von g7 ist del' Eckpunkt e. Del' Ort del' elastischen Gewichte 
del' Diagonalen in den Pfosten ist del' unendlich fcrne Punkt del' Lot
rechten, also ist fiir jede diesel' Diagonalen das elastische Gewicht 

g~ = di Fe = ~ = o. 
• r2 Fi 002 ' 

desgleichen sind die statischen Momente 

1 1 
gi • Xi = -. -2 = 0 , 

00 
gi ·Yi = - = o. 

00 

Del' Ort del' Diagonalen des Riegels ist del' unendlich ferne Punkt del' 
Wagerechten; also ist fill' j ede Diagnonale des Riegels 

, 1 
gi· Xi = - = 0, 

00 

, 1 
gi . Yi = -2 = 0 . 

00 

Fur jede Diagonale des Pfostens ist 

g~.~=~=O, 
00 

dagegen g;. Y; = di (Yi)2Fe = ~Fc 
ri F cos2 cp Fi 

und fUr j ede Diagonale des Riegels 

9 1 
gi . Yi = = 2 = 0 , 

,venn cp den Neigungswinkel del' Diagonalen gegen die Wagerechte 
bezeichnet. Daraus folgt: G und Zu sind durch die elastischen Gewichte 
del' Gurtungen und del' Stabe 4,5 allein bestimmt. In T", treten dazu 
noch die elastischen Gewichte der Diagonalen del' Pfosten, in Ty die 
del' Diagonalen im Riegel. Infolge lotrechter Lasten ist fur die Diago
nalen del' Pfosten M io • g;. Yi = 0, M io · g;. :ri = 0, da das Moment 
Mio auch fur den unendlich fernen Punkt del' Lotrechten einen end
lichen Wert hat. Fur die Diagonalen des Riegels ist M iO • g~ . 1'i = 0, 
dagegen 

M . . c • . =+V d.(Xi)2Fc =+Mno-Mn-1,o ~.Fc 
'0 g, X, - 0 'r. F - }, sin2 m F.' . , , 

wenn Vo die Querkraft des Feldes zwischen den Knotenpunkten n 
und n - 1 bezeichnet. Mithin umfassen F~ und @lo", nur die Mofachen 
elastischen Gewichte del' Gurtungen und der Stabe 4,5. In @l~y treten 
dazu noch die .Mofachen elastischen Ge,vichte der Diagonalen des 
Riegels. Del' EinfluB del' Diagonalen auf die Formanderung ist im 
allgemeinen jedoch so gering, daB die ihnen entsprechenden Glieder 
auch in T"" T y , @loy vernachlassigt werden konnen. 

Zur Berechnung del' EinfluBlinien fi.1r Y a , Y b , Y c filr lotrechte 
Belastung des Riegels aus den elastischen Gewichten fiihrt folgende 

27* 
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Dberlegung. Die Ordinate der Einflu.Blinie im Punkte mist der Wert 
der statischen GroBe der durch Pm = 1 erzeugt wird. Durch Pm = 1 
entstehen in allen Knotenpunkten i links von m die Momente 

1 
Mio= 4l(l- 2 Xi) (l + 2xm) 

und in allen Knotenpunkten i rechts von m 

1 
M io = 4l (l + 2 Xi) (l- 2xm). 

Aus Y a • G = F'o folgt 

1 :-l l-2xi 1 l+2xi 
1]am·G=2l(l+2xm)~I~ 2 +2l(l-2xm)1.,'r~ 2 . 

1.,'1 umfaBt die elastischen Gmvichte links, von m, 1.,'. die Gewichte 
rechts von m, Ym selbst ist entweder in 1.,'1 oder in 1.,'r enthalten. Werden 
die elastischen Gewichte als Krafte aufgefaBt, welche den Riegel in 
der Richtung der negativen Y-Achse belasten, so ist die rechte Seite 
der Gleichung das statische Moment dieser gedachten Krafte Hir den 
Punkt m eines einfachen Balkens von der Stutzweite l. Da diese Be
ziehung fUr jeden Knotenpunkt der belasteten Gurtung gilt, so sind 
die Ordinaten der Einflu.Blinie proportional den Momenten der gekenn
zeichneten Belastung durch die elastisch;m Gewichte und aus diesen 
Momenten zu berechnen, indem Gals Kraft- bzw. Zahleneinheit ein
gefuhrt wird. Ebenso findet man 

1 l - 2 x, 1 l + 2x· 
1]bm' T", = 2l (l + 2xm) 1.,'IY~· Yi' 2 '+ 2l (l - 2xm) 1.,'r~· Yi -2-' , 

1 l-2x· 1 l+2x· 
1]om' Ty = 2l (l + 2xm) 1.,'1~Xi 2 '+ 2l (l- 2xm) 1.,'.Y;· Xi -2-" 

Die Ordinaten der EinfluBlinie fiir Y b und Yo sind danach als sta
tische Momente der gedachten Krafte y;. Yi bzw. y;. Xi zu berechnen, 
indem T", bzw. Ty als Einheit eingefuhrt wird. Die Krafte y;. Yi sind 
fiir aile Punkte des Riegels positiv, d. h. in Richtung der negativen 
Y-Achse wirkend. Die Krafte y;. Xi andern mit x ihre Vorzeichen, 
sie sind positiv auf der linken Seite der Y-Achse und negativ auf der 
rechten Seite. Die EinfluBlinien fur Y a , Y b sind daher bei der voraus
gesetzten symmetrischen Gliederung des Systems symmetrisch zur 
Y-Achse, wahrend die EinfluBlinie fur Yo antisymmetrisch ist. 

Das clargestellte Verfahren ist auch zur Berechnung des Fachwerk
bogens mit eingespannten Kampfern geeignet, der ja nur in der Form, 
nicht aber im statischen Aufbau von dem behandelten Rahmen ver
schieden ist. 

In dem geschlossenen rechteckigen Rahmen der Abb.294 werden 
das Gelenk im Knotenpunkt c und cler gegenuberliegende Stab als 
uberzahlige Glieder behandelt. Ihnen entsprechen als uberzahlige sta-
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tische GroBendie Komponenten Xa und Xb des Gelenkdruckes und die 
Spannkraft Xc' Als statisch unbestimmte GroBen werden . 

I I 
Gruppe Ya: Xa = --. Y a, Xc = +_. Y a, Xb = 0, 

e e 

Xa = 0, 

eingefiihrt. Die Resultierenden von X a, X b , Xc sind in Gruppe Ya 
das Moment Ya , in Gruppe Yb die wagerechte Kraft Yb im..JAbstand 
Zo vom Obergurt, in Gruppe Yc die lot
rechte Kraft Y c in der Y-Achse. Wenn zo 
den Abstand des elastischen Schwer- - ~---''':---X--*-+><~,<""""""?JI 
punktes vom Obergurt bezeichnet, gehel1 1 
Y b und Yo durch diesen und fallen in lZo 
zugeordnete Achsen, so daB (lba = 0, _ 
(lea = 0, (lcb = 0 ist. Daher ergibt sich 
wieder 

Y c = + 6~y. 
Ty 

Abb. 294. 

worin G = ~g~, T", = ~if;. Y~, Ty = ~g~x7, 
Fo = ~ MiO • gi , 6 0", = ~ Mio • g; • Yi , 6 0y = 2: MiO • g; • Xi 

ist. Die Summen erstrecken sich iiber alle elastischen Gewichte, fiir 
die Diagonalen gelten die Ausfiihrungen des oben behandelten Falles, 

c) Durchlaufender Balken auf vielen lotrechten Stiitzen. 

72. Frei drehbare Stiitzen (Abb. 295). 

a) Die Stiitzpunkte sind unverschieblich. Die Stiitzenmomente 
sind untereinander durch die sogenannte Clapeyronsche Gleichung IV (21) 
verkniipft, wemi das Tragheitsmoment in jeder Offnung konstant ist. 

{ M n- 1 • l'n + ~ Mn (l'n + l'n+l) + {Mn+l . l'n+l ' 

1 ~, 1~, 
- -l -;;n,n-l - -l-' -;;n+l, n+l, 

n n+l 
(93) 

l' = l J e • 
J 
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FaBt man die Stiitzenmomente als statisch unbestimmte GroBen auf 
und bildet das statisch bestimmte Rauptsystem durch Gelenke iiber 
den Stiitzen, so lauten die Elastizitatsgleichungen IV (6) 

lJ'ln- 1 0 cr..,n-l + Mn 0 o:'n + Mn+!o O~,n+l = d':.o (94) 

<5~o = EJ. 0 <5no 
!5~ r ist aus der Arbeitsgleichung fiir die angenommene· Belastung 
Mn = -1 und die Formanderung Mr = -1 zu berechnen. Da der 
Zustand Mn = - 1 nur die Felder n und n + 1 ergreift, ebenso der 
Zustand Mr = -1 nur die Felder r und r + 1, verschwindet <5~r fiir 
alie Stiitzen, die nicht unmittelbar nebeneinander liegen. Daraus folgt, 

Abb. 295. 

daB jede Elastizitatsgleichung nur drei aufeinander folgende Stiitzen
momente enthalt. Die Mn = -1-Flache ist ein Dreieck von der Rohe -1 
in n und der Basis In + In+l' Mithin ist nach der Auswertungsformel, 
wenn X den Abstand von n - 1 bzw. n + 1 und x' den Abstand von n 
bezeichnet, In 

51.1 1 JJ. 1 
Un, n -1 = I~ J X 0 X 0 d X , 

o 
In ["+1 

(j' _ 1 jJc 2d 1 jJc 2 d 
nn -12 J X X + l~ "JX 0 X, 

n n+1 
o 0 

In+. 

51.1 1 j'Jc I 
Un,n+1 = I2 J X • X 0 dx. 

n+l 
o 

Bei unveranderlichem Tragheitsmoment in jedem Felde ist demnach 

!5~,n-l = -a-I~, (j~n = t(l~ + 1~+1)' !5~,n+1 = 11~+1' 
Damit stimmen dielinken Seiten der Gleichungen (93) und (94) iiber
ein. Bei abgestuftem Tragheitsmoment lassen sich die Integrale als 
statische Momente von Dreiecksflachen ausdriicken. Auf demselben 
Wege kann die Clapeyronsche Gleichung leicht erweitert· werden. 
(j~o erhalt man aus der Arbeitsgleichung fiir Mn = -1 und die Form
anderung infolge der Lasten. Es geben also nur die Lasten in den Fel
dern n und n + 1 einen Beitrag. Mit den Momenten Mo der einfachen 
Balken n und n + 1 ist 

In In+l 

I 1 j J. 1 {M J. d (jn 0 = - -I M 0 -y- X 0 dx - -1 - 0 J X 0 X, 
n n+l 
o 0-

also nach S. 305 51. ' 1 rr::.' 1 rr::. ' uno=--l >;:;n,n-1--I ->;:;n+1,n+l' 
n n+l 
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W d d Inh 1 F' d . J c M nfl h er en er a t ° er mIt J verzerrten omente ac en 

und die Abstande der Schwerpunkte xo, x;, von der linken bzw. rechten 
Stiitze bestimmt, so ist 

I 

a' x., -1,0 TN OOn + 1,0 -,;TI 7\T 
"0=- £"0- £ .. +1,0=-.1.' .. · 

l.. In+l 
(95) 

In den Endstiitzen (n = 0, n = m) sei der Balken frei gelagert, 
also Mo = 0, Mm = 0. Dann enthalten die erste und letzte Gleichung 
nur zwei Momente. 1m ganzen bestehen m - 1 Gleichungen fiir ebenso 
viele Stiitzenmomente. Das Schema der Gleichungen zeigt folgende 
Tafel, in der die Zeiger mit Riicksicht auf die in Nr.63 gegebenen 
Formeln vertauscht sind. 

M. Mb I M, 

aa ba 

I ab bb eb 

be ee 

I 

de 

M m-. M m-2 Mm-1 

-N. 

-Nb 

-Nc 

m-3, m-2 m-2, m-2 m-l, m-2 -Nm _ 2 

m-2, m-l m-l, m-l -Nm _ 1 

Nach Berechnung der Beiwerte k r, miissen die Gleichungen zu
nachst aufgelOst werden. Die Auflosung besteht in der Ermittlung der 
A-Beiwerte der folgenden Tafel (Zahlenrechteck), welche die Momente 
Mr mit den absoluten Gliedern -N verkniipft. Sie wird nach dem 
in Nr.63 dargesteHten Verfahren zur Auflosung dreigliedriger Elasti
zitatsgleichungen durchgefiihrt, welches immer eine einfache und iiber
sichtliche Rechnung ergibt. 

-N. -Nb I -Nm -2 I -Nm-t 

l •• 2b• 

I 
2m _ 2,. }·m-1,. JJf. 

}·.b 2bb Am _ 2,b }'m-1,b JJfb 
I 

}'ar Abr }'m- 2,r }'m -1, r JJfr 

J.. m - 1 Abm-1 )'m- 2,m-l )'m-l,m-1 JJfm _ l · 

Fiir unveranderliche Lasten sind noch die Ansatze 95 auszuwerten. 
Damit ist die Berechnung der Stiitzenmomente abgeschlossen. AHe 
weiteren Untersuchungen sind nach den in Nr.24 fiir den einfachen 
Balken gegebenen Richtlinien durchzufiihren. 
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Veranderliche lotrechte Lasten. Die Ordinate 'YJn der EinfluB
linie fur das Moment Mn erhalt man aus 

... -1 ... -1 
1)n = "L!; o~o • .l.vn = "L!; Ovo • )'~n' 

a a 

Nach dem Satze Bettis (Nr. 50 Seite 247) ist die EinfluBlinie fUr 
2 c5vo • A~n die Biegungslinie des statisch bestimmten Hauptsystems, 
die durch die m - I-Momente Mv = - A~n erzeugt wird. Tragt man 
die A~n-Werte als Ordinaten in den Stutzpunkten auf und verbindet 
die Endpunkte durch Gerade (Abb.296), so stellt der Geradenzug die 
Momente aus der angegebenen Belastung in allen Punkten des Balkens 

Abb. 296. 

dar. In der durch diese Momente erzeugten Biegungsslinie erhalt man 
die EinfluBlinie fUr Mn. A~n als Diagonalwert der Tafel ist positiv, 
also das MQment in n negativ. Nach beiden Seiten andern die A'-Werte 
und damit die Momente von Stutze zu Stutze das V orzeichen. In n-1 
und n + 1 sind demnach die Momente positiv und haben die absoluten 
Werte [A~-l,n]' [A~+l,n]. 

Tragt man die W erte A~ k fUr das Moment k in derselben Weise auf, 
so besteht nach Gleichung IV (49) S. 344 in jedem Felde r links von n 
und k die Beziehung 

und in jedem Felde r rechts von n und k nach Gleichung IV (52) 

~=~=-r-1r 
A~-l,k }'~-l,n ' . 

Mithin gehen die Geraden der Momentenlinie links der Stutzpunkte 
n und k in jedem Felde durch denselberi, L bezeichneten Punkt, und 
rechts dieser Stutzpunkte in jedem Felde durch denselben, R bezeich
netenPunkt. In jedem Felde besteht ein Punkt Lund ein PunktR, die 
Festpunkte genannt werden. Die Lage vonLT ist durch den Wert r, r -1, 
die Lage von Rr durch r - 1, r bestimmt. 

Die Ordinate der EinfluBlinie fUr Mn im Felde r erhalt man nun unter 
der Voraussetzung konstanter Tragheitsmomente in jedem Felde nach 
Gleichung III (56), wenn z in der Richtung a . .. m positiv ist, in 

'YJrn = _l~ ~84z2 [Arn(3 + 2 -~) + Ar-I,n (3 - 2 :,) ]~:. 
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Es ist zu beachten, daB die 2-Werte von der Form der Elastizitats
gleichungen abhangen. Sind die Beiwerte derselben die wirklichen 
Verschiebungen aus den Momenten M = - 1, so gilt das auch fUr <5no • 

Die EinfluBlinie ist daher die Biegungslinie fUr die Belastung durch 
die Momente M = -2 und die Formel fiir 'YJ. muB E· J, i.m. Nenner 
enthalten. Sind jedoch die Elastizitatsgleichungen mit E' Jc multi
pliziert, wie hier geschehen, dann miissen die mit E· J c multiplizierten 
- 2-W erte als Ursache der Biegungslinie eingefiihrt werden. Die Aus
fUhrung der Multiplikation ist aber unnotig, da sie in der Formel fUr 'f/. 

durch die Teilung durch E· J. in die Multiplikation mit ~c iibergeht . 
• 1st r -< n, so ist 

Istr>n,soist 

Mithin ist 

Z;_4Z21 [ _ z -( z)] J c 
'YJ. = - 48 lI.,n 3 + 2 T - r, r - 1 3 - 2 T J 

, . r r 

bzw. 

- l~ - 4 Z2 [- z - ( z)] Jc 
'YJ. = - 48 A.-I,n 3 - 2 T. - r -1, r 3 + 2 T, J.' 

Die kleinsten Klammerwerte 2 - 4 • r, r - 1 bzw. 2 - 4· r - 1, r, die mit 

z = =+ ~ 1. entstehen, sind stets positiv, wie allgemein bewiesen werden 

soll. Dazu wirdein beliebig veranderliches Tragheitsmoment angenommen. 
1m Felde r laBt sich 'YJr als Durchbiegung aus der Arbeitsgleichung fiir die 
angenommene Belastung P=l und dieFormanderungausMr_I=-A._l n, 

! J ' 
M. = - A.n ansetzen. Es sei LJ' die mit ; verzerrte Momentenflache des 

Dreiecks der Belastung ]5= 1, Xo und Xo die Abstande ihres Schwerpunktes 
von r - 1 und r. Dann lautet die bezeichnete Gleichung 

Arn AI A.-I,n AI I 'YJ. = - - LJ • Xo - -- LJ • Xo 
1, 1. 

und wenn r < n ist, mit A.-I,n = -Arn ' r, r - 1 

A.n AI 
'YJr = --z- LJ (Xo - r, r - 1 . xO) , 

wenn r>n ist 
r 

A,-t,n AI (-' --1- ) 
1]. = - -z- LJ • wo - r - ,r· Xo • 

• 
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Fur r, r - 1 und r - 1, r lassen sich groBte Werte angeben, die nicht 
erreicht werden. Aus der Elastizitatsgleichung 

1,-1 1r-l lr , 1 jJc , , (1 JJc 2 1 jJc 2 d ) Ar-2,nr JX.X .dX+Ar-l,n r -yX ·dx+ l2 -yX X 
r-l r-1 r 

o 0 0 
IT 

, 1 JJc 'd + Arn l; -y x . X· x = 0 , 

o 
ergibt sich durch Elimination von lr-2,n 

lr - 1 lr - 1 

a = -,- -X" dx ---.,--- -x· X· x. 1 {Jc 0 r - 1, r - 2jJc , d 
lr-l. J l;'-l J 

Daraus folgt 
o 0 

IT j J c , 
-yx ·x·dx 

o r, r - 1 = --O-I
T
----

j J c X2 • dx + al~ J ,. 

o 

a ist immer positiv, mithin erreicht r, r - [ seinen groBten Wert mit 
a = 0, der eintritt, wenn das Tragheitsmoment im Felde r - 1 (Xl ist. 

Der Schwerpunkt des mit ''; verzerrten Dreiecks der M'-l = -l.Flache 

im Felde r habe die Abstande Yo von r - 1 und Y6 von r. Daher ist 

------ Yo 
r,r -1<" 

Yo 
fur J r = const < -~- . 

Nun geht II' in der Grenze z = - t l, in eine Figur uber, deren Ordi
naten denen des verzerrten Dreiecks der M r _ rFlache verhaltnisgleich 

sind, also ist x~ > y~ . Daraus. folgt, daB Xo - r, r - 1 . Xo stets positiv 
Xo Yo 

ist undY}r im Felde r links von n in allen Punkten das Vorzeichen des 
Wertes - Arn hat. Durch dieselbe SchluBfolgerung ist zu beweisen, daB 
Xo - r - [~-r . Xo stets positiv ist, und 1], im Felde rechts von n in allen 
Punkten das Vorzeichen des Wertes - }"-l,n hat. In den Festpunkten 
L hat der linke Ast der EinfluBlinie, in den Festpunkten R der rechte 
Ast Wendepunkte. 
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Die EinfluBlinie fUr jedes Stiitzenmoment Mn hat demnach in den 
unmittelbar beiderseits n liegenden Feldern negative Ordinaten. Weiter. 
hin wechselt das Vorzeichen auf beiden Seiten von Feld zu Feld mit 
dem Vorzeichen der A. Die absoluten Werte der Ordinaten nehmen 
von Feld zu Feld abo Zwischen den Ordinaten der EinfluBlinie fiir 
Mn und Mn+l bestehen folgende Beziehungen: 

_ Arn A' Ar-J,n A' , 
'YJrn - - r:; LJ • Xo - -Z-r - LJ • X o , 

- Ar,n+l il' Ar-J,n+l il' x:, 
'YJrn+1 - - -Z- • Xo - . Z • o· 

r r 

Wenn r:=;;;"n ist, ist 
Ar,n+l _ }'r-l,n+1 - _- + 1 , -" - n,n . 

Arn Ar-l,n 

Daraus folgt 

wenn r::> n + 2 ist, ist 

Xrn Ar-I,n --1-
--= =-n+ ,no 
Xrn+1 Ar-1,n+J 

Daraus folgt 
1'/"n = - 11"n+1' n + 1,n, 

Demnach kann man die EinfluBlinie fUr Mn+1 links von n aus der 
EinfluBlinie fUr Mn durch Multiplikation mit -n, n + 1 ableiten und 
die EinfluBlinie fUr J.Wn rechts von n + 1 aus der EinfluBlinie fUr Mn+1 

durch Multiplikation mit -n + 1, n. Diese Beziehung ermoglicht eine 
bequeme Berechnung alier EinfluBlinien, indem man die linken .Aste 
von a bis m - 1 fortschreitend entwickelt, darauf die rechten von 
m - 1 bis a fortschreitend. Da die Multiplikatoren < 1 sind, nehmen 
die absoluten Werte der Ordinaten dabei ab, und man erkennt ohne 
weiteres, wann die Berechnung abgebrochen werden kann. 

In haufigen Falien des durchlaufenden Balkens handelt es sich 
darum, belastete Felder, deren Belastung unveranderlich ist, mit un
belasteten so zu verbinden, daB kleinste Werte der Stiitzenmomente 
entstehen. Diese Aufgabe kann natiirlich auch mit EinfluBlinien ge
lOst werden, wird aber einfacher behandelt, indem man den Einfl1iB 
der Belastung jedes Feldes auf die Stiitzenmomente untersucht, wah. 
rend aIle anderen Felder unbelastet sind. 1st das Feld n belastet, so 
entstehen mit 

die n8,ch Obigem stets negativen Momente 

M n - 1 = .:.... l~ F;'o ()'n-1,n-1 . 000. + )'n,n-l . X o), 1 (96) 

Mn = - L F;'o ()'n-1,n' x~ + In,nxo)' 
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Aile Stiitzenmomente lassen sich durch die Spalten n - 1 und n 
des Zahlenrechtecks darsteilen: 

An - 1,a Ana Ma 

An_l,b Anb Mb 

An _ 1,n_ 2 )'.,n-2 M n_ 2 

An - 1,n-l }~n,n-l M n _ 1 

An-l,n An,n M. 

An - 1,n+l A.,n+1 lWn +1 

An - 1,m-1 }·n,m-l M m_ 1 

Fiir r < n - 1 ist 

2n - 1,r-1 = 2n,r-1 = _ r, r _ 1 . 
An -1,r An,r .' 

fur r> n ist 
An -1,r _ An,r _ 1 -----r- ,r. 

An -1,r-1 An,r-1 

Daraus folgt im ersten Faile 

M r - 1 = -M, .. r,r-l, 
im zweiten Faile 

Mr = -Mr_ 1 ·'1°--I,r. 
Demnach sind aIle Stiitzenmomente nach Ermittlung der Momente 
M n- 1 und Mn aus diesen zu berechnen, indem man von Stiitze 
zu Stiitze nach links forlschreitend mit -r, r -1 und nach rechts 
forlschreitend mit -r - 1, r multiplizierl. Die Momente wechseln von 
Stiitze zu Stiitze das Vorzeichen, ihre absoluten Werle nehmen dabei abo 

Abb. 297. 

Tragt man die Momente am Ordinaten auf und verbindet die Endpunkte 
durch Gerade, so geht der Geradenzug links des belasteten Feldes durch 
die Festpunkte L, !echts des bel~steten Feldes durch die Festpunkte R. 
Abb.297 zeigt die Momentenlinie. 
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b) Verschiebliche Stutzen. Raben die Verschiebungen be
stimmte GroBen, so sind die Arbeiten Lr wie in Nr. 66 zu berechnen, 
daraus die Stutzenmomente. Eine grundsatzliche Anderung der Auf
gabe tritt ein, wenn die Stutzenverschiebungen den auftretenden Stutz
drucken verhaltnisgleich sind. Es sei die lotrecht nach unten positive 
Verschiebung im Stutzpunkte n 

On = IX· Rn 

und IX eine Konstante fUr alle Stutzen. In Gleichung (93) tritt dann 
nach Gleichung IV (21) auf der linken Seite 

E. J o r On-1 _ On (~ + _1 ) + On+1] = 
l In In.. In+1 In+l 

+ IX· E· J o [ll R n - 1 - Rn (~+ f-) + ~ Rn+1] 
n n n+1 n+l 

hinzu. Die Stutzdriicke sind durch die Momente und die Werte Ro 
auszudriicken, die durch Belastung der beiden anstoBenden, als ein
fache Balken behandelten Felder entstehen. 

Durch R n - 1 tritt das Moment M n - 2 , durch Rn+l das Moment .lWn+2 

in die Gleichung ein. So ergibt sich der durch folgendes Schema dar
gestellte Gleichungssatz: 

M n - 2· n - 2,n + M n - 1 • n - 1,n + JJfn • n,n + M n + 1 } 
(97) ·n+ 1,n + Mn+2·n + 2,n = -Nn,l) 

IX· EJo 
n - 2,n= l .l' 

n-l n 

IX ·EJ 
n + 2, n = l l 0 , 

n+1· n+2 

1, IX • E J o (1 2 1 ) 
n-l,n= (fln- -l- -l -+T+l- , 

n n+1 n n-1 

1 I IX· EJo (1 2 1 ) 
n+l,n=6 ln+1--l - T+z-+-z - , 

n+1 n n+1 n+2 

1 [ 1 ( 1 1)2 1] n,n=3(l~+l;'+1)+IXEJo Z2 + T+z-- +r- ' 
n n n+1 n+l 

- Rna (ZI +~) + -Z 1 R n + 1,o]. 
n n+1 n+1 . 

1) Miiller-Breslau, H.: Die graphische Statik II, 2, S.6lff. Die Bezeich
nungen und der Gang der Untersuchung weichen von derruel' gegebenen Dar
stellung etwas abo 
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Um die EinfluBlinie abzuleiten wird die rechte Seite durch die in
folge lotrechter Lasten entstehende Drehung ono ausgedriickt. Die 
Lasten erzeugen Momente Mo und die positiven Stiitzenverschiebungen 
o = ~ Ro. Die anzunehmende Belastung Mn = -1 erzeugt die Stiitz
driicke 

1 
R n - 1 = -y-' 

n 

- (1 1) Rn= + Y-+-1 - , 
n n+1 

1 
Rn+1 = -1--' 

n+1 

und die Momente - ; bzw. - f- . Mithin lautet die Arbeitsgleichung: 
n n+1 

[1 (1 1) 1 ] 1 
1· Ono + ~ y-Rn- 1,o-Rn,o y- +-1- + 1-· -Rn+1,o + 1 .EJ 6 n,n-

n n n+1 n+1 n n 

1 
+ 1 E J 6 n +1,n+1 = O. 

n+1 • n+1 

Damus folgt 

Um die Gleichung (97) aus den Gleichungen IV (6) zu erhalten, 
braucht man nur die elastischen Stiitzen als innere Glieder des Systems 
(etwa Stiitzstabe) aufzufassen, fUr die (] = ~ ist. Bei dem Stiitzdruck Rn 
der angenommenen und dem Werte Rn der die Formanderung erzeugen
den Belastung entsteht der Beitrag zum negativen Wert der inner en 
Arbeit (- Ai) Rn' Rn • ~. So ergibt sich aus der Arbeitsgleichung fiir 

. die angenommene Belastung Mn = -1 und die Formanderung infolge 
Mn= -1 

In In+l 

0' 1 fIe 2d 1 j'Je 2 d E J [ 1 ( 1 1)2 1] 11n=12 JX x+ 12 JX' X+~ . e 12 + T+-1- +r' 
11 n+l n n n+l n+l 
o 0 

ebenso fUr die Formanderung infolge M n - 1 = -1 
In 

J" 1 [Je , [ 1 (1 1) 1 (' 1 1)] U"n-1= 12 Jx.xdx-~EJe y- -1-+Y- +Y-Y-+1--
n. n n-l n n n n+l 
o 

und fUr die Formanderung aus M n - 2 = -1 
1 1 

0~,n-2 = ~. EJc T' -1-' 
n n-l 

Das negative Vorzeichen in der zweiten Gleichung entsteht damus, 
daB die Stiitzdriicke in n - 1 und n aus den Zustanden Mn =-1 
und M n - 1 = -1 entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Die vorliegende Aufgabe fUhrt auf fUnfgliedrige Elastizitatsglei
chungen. Die Auf16sung nach den Unbekannten ist nach dem in Nr. 63 
gegebenen Verfahren durchzufiihren. Sind die Beiwerte A berechnet, 
so hat man fUr jedes Moment r die Gleichung 

m-l m-l 

Mn = 2: o~o . ;.vn = 2: avo . ;'~n' (98) 
a a 
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und zieht daraus wieder den SchluB: Die EinfluBlinie fUr Mn ist die 
Biegungslinie des statisch bestimmten Hauptsystems, die durch die 
Belastung Mv = - A~n iiber jeder Stiitze entsteht. Diese Belastung 
erzeugt erstens eine Kriimmung der Stabachse wie im Falle starrer 
Stiitzen, zweitens Stiitzensenkungen. Mit der Kriimmung der Stab
achse sind lotrechte 'YJ~ bezeichnete Verschiebungen verbunden, die in 
jedem Felde aus den Momenten - A' iiber den Feldstiitzen nach Glei
chung III (56) zu berechnen sind. Aus den Stiitzensenkungen ergibt 
sich eine lotrechte VerschiebungYJ;;, welche in jedem Felde die Ordinate 
eines durch die Senkung der Feldstiitzen bestimmten Trapezes ist. Um 
die Senkungen der Stiitzen zu erhalten, sind die Stiitzdriicke aus der 
Belastung M = - A' zu berechnen, und mit .IX zu multiplizieren, wobei 
einem positiven Wert des Stiitzdruckes eine positive Senkung zuge
hart. Ann ist positiv, dann entsteht aus Mn- 1 = -A~.-l,n' Mn """ -,-A~n' 
Mn+l = -A~+l,n die positive Stiitzenverschiebung in n 

Man kann die EinfluBlinie fiir das Stiitzenmoment Mn auch aus dem 
Satze herleiten, daB sie der Biegungslinie des statisch unbestimmten 
Tragwerkes verhaltnisgleich ist, welches durch ein Gelenk iiber n ge
bildet wird und durch das Moment Mn = -1 belastet istl). Bei einer 
geringen Zahl von Stiitzen gestaltet sich so die Auflasung der Elasti
zitatsgleichungen etwas einfacher als die Berechnung der Beiwerte A. 

73. Elastisch drehbare Stiitzen. 

a) Die Stiitzpfosten sind im FuB eingespannt, am Kopf mit dem 
Balken durch eine steife Ecke verbunden. Abb.298 zeigt das System, 
die gewahlten Bezeichnungen sind_in Abb.240 angegeben. Die Pfosten 

. l1--+~n·-4 

o 
1 

711.-1 
m 

Abb. 298. 

werden von 0, 1 = a bis m gezahlt, jeder Pfost en ist dem rechts liegen
den Rahmen zugeordnet. Es sind vorhanden 2m + 1 Stabe, 2 (m -1) + 2 
steife Ecken, 2(m + 1) Stiitzen, m + 1 Einspannungen und 2(m + 1) 
Knotenpunkte. Mithin folgt aus 

2 . 2 (m + 1) + n = 7 m + 4 , 

1) Hartmann, F.: Die statisch unbestimmten Systeme des Eisen- und 
Eisenbetonbaues, S. 94. Berlin 1922. 
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daB n = 3 m iiberzahlige Glieder vorhanden sind. Ebenso groB ist 
die Zahl der Elastizitatsgleichungen, die in Nr. 60d bereits aufgestellt 
sind. Aus m-Gleichungen ist gefunden 

Mr 0 h:r 0 h, = M" 0 h~ 0 h" = C , 

so daB allgemein in allen folgenden Gleichungen 

M"oh~ = ~ 
" 

eingefiihrt werden kann. Von den Gleichungen IV (25) sind m + 1 
vorhanden, fur jeden Pfosten 1, von den Gleichungen (26) m - 1 je 1 
fiir die Balkenquerschnitte 1 bis m - 1. Die Aufgabe besteht im 
wesentlichen in der Lasung der Gleichungen IV (25), die dreigliedrige 
Elastizitatsgleichungen fiir die GraBen X" = Z" . h~, und nach dem 
in Nr.63 dargestellten Verfahren aufzulasen sind, wenn man C zu
nachst als bekannt annimmt. Die Gleichungen sollen in der Form 

n -1, n 0 X n- 1 + n, n 0 Xn + n + 1, n 0 X nH = - Co !Xn + N n (99) 

benutzt werden. Hierin ist 

1 
n-l,n=2l~' 

III 
n, n = Y + -l' - + h" 

n ,,+1 " 

1 
n+l,n=-2l' , 

,,+1 

iX" = __ 2_, +! (: + ~ + _~) + 2" 
hn_1oln hn In In+1 4hn hn+1 0 In+1 

N n = In \J 6~,"-1 - ~ 6~,,) -In+l ~ l~~( 6~+1,n+1 - ~ 6~+1''')' 
Nach Berechnung der Beiwerte list jede GraBe X durch 

'11t 'm 

Xn = - c :s !Xv 0 .l.vn + :s N v 0 .l.vn (100) 
o 0 

gegeben. Zur Berechnung von C muB eine Gleichgewichtsbedingung 
benutzt werden, da eine Elastizitatsbedingung nicht mehr vOI:handen 
ist. Bezeichnet H" die wagerechte Stutzkraft des Pfostens n, P" die 
wagerechte Seitenkraft der Lasten, die nur an dem Balken angreifen, 
so ist 

m 

2!: H n + 2: P" = 0 
o 

diese Gleichgewichtsbedingung. Es ist 

3Z" 3Xn 
H n =-2h =2h oh" 

n n n 

m 
""2 Xn 2 ~ P" 
,L .. rh oh'=-3"':::;'; . 
on" 
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Xn wird aus Gleichung (100) eingefiihrt und die ~ nach /Xv und Nv 
geordnet 

m m Avn m m Avn 2 , 
- 0 ~ o.v .,2n h . h~ + ~ N v .~ h . h' = -3~ P' . 

o 0 n, 0 0 nn 

Daraus folgt 

0= {3 [~Nv~ h A~i' + :,2 p"l ' 
o 0 n n 

(101) 

1 
{3= m m 1 

~lXv·~h ~;{ 
o 0 n n 

DieMomenteMnl + Mn, = Y n erhalt man nun aus IV (26) 

4 (' 1, ) 4 (' 1, ))' 1:.. = - -, l' I2in .. -1 - -2 I2inn -l' l' I2in+1, .. +1 - -2 12i .. +1,n 
'n· n n+1· .. +1 

1 ( 1 1) 1 (102) + X~.-1 ·2-l' + X.. -l' - -1' - X .. +1 2-1' + C· y .. , 
n n n+1 n+1 

l'n = hn-~ .I~ + ~ (~ -I~~J -hn+l : I~H 
einer Gleichung, deren rechte Seite nur noch bekannte GraBen enthalt. 
Die Lasung ist damit durchgefiihrt, da 

Mnl+M",= Yn , 
M nl - Mn, = -Zn - Mn 

sofort die Momente in den Balkenquerschnitten beiderseits der Pfosten 
ergeben. Es soll noch die Berechnung der EinfluBlinien gezeigt werden. 
Bei lotrechter Lastrichtung ist 0 stets ein kleiner Wert, der verschwindet, 
wenn die Pfostenkapfe sich ih der Wagerechten nicht verschieben. Es 
ist deshalb zweckmaBig, den EinfluB eines von Null verschiedenen 
Wertes als nachtragliche Verbesserung des aus der Annahme 0 = 0 
errechneten zu behandeln. Die Gleichungen lassen erkennen, daB die 
Verbesserung additiv hinzutritt. Es sei nur das Feld r durch lotrechte 
Lasten belastet. Dann ist 

Xn = +N'-I .1,-J,n + N,· A,n 

4 (' 1, ) N'-I = - z, .Z; 61'" - 2 6 1',1'-1 , 

N, = + I, ~ Z~ (61', l' - J - ! 6~,,) , 
Xn = I,\; [6~'1'-l (! A,-l,n + 1Tn) - 6~r (l'-I,n + ! l,n)] . 

1st r~n, so ist l,_I,n=-l,n·r,r-l 

X n = ::riJI2i~'''-1 (1- ! T,T -1) -12i~r (! - T,T -1)]. (103) 

G r li n i n g, Statik. 28 
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Der Klammerwert ist von n unabhangig, also gilt 

4oArn+I[ 
Xn+ 1 = --y-:y-' ... ] , 

- r r 

1st Xr berechnet, so konnen X r+I bis Xm durch Multiplikation mit 
den Festwerten - n, n + 1 des Zahlenrechteckes gefunden werden 0 

Wenn r> n ist, ist Ar .. = - Ar - I , .. 0 r -1 ,r 

V"" 4).,'-1,,, [ , (I --I) '( 1 I)] ) A-,,= l,.ol~ 6,.,,'-1 "2-'1'- ,'1' -6,·,· 1-"21"- ,'1' ,(104 

X _ 4Ar . I ,n.::..! [ 
"-1- lrol~ ... ], 

X n - J = ~r-I,n-I = _ n,n _ I. 
Xn Ar-I,n 

Nach Ermittlung von X'-I konnen X r - 2 bis Xo durch Multipli
kation mit den Festwerten - n, n ~ 1 gefunden werden. Weiter er
gibt sich 

T 4(, 1,) 1 
}r-l =-Z·····:Z' @5r,r-,,@5r,r-l +Xr-2°~Z' 

r r..... - 1'-} 

+ X r - 1 (1,1_- - -l\) - Xr .)ll, . 
r- 1 'r .... 'r 

X, wird durch X,_l ausgedriickt. 

Xr = Zr~ Z'[ -( @5~r - ~ @5~,r-l) Ar-I,r + (@5;,r-l - ~ @5~r) Ar,r] , 

Xr- I =lr~ Z~ (-( @5~r - ~ @5~,r-l) Ar - 1,'-I + (@5~,r-1 -} @5~,r) Ar,r-l] . 

Die Gleichung fUr X r- 1 wird durch r, r - 1 geteilt und zu Xr addiert. 

I T 4 (~' 1 t'::' ) [I ).,.-1,1'-1 ( 1 
"'-1=--l l' ~"1'--2~","-1 - 27' ,.0 l' --,. 1', '1'-1 

+X1'_l[-l,l (1- 211'-I,'1'-2)+ll,( 1 
.1"-1 ',. 21','1'-1 

10 -1,10)] 

I)]. (105) 
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Nach links folgen n < r - 1 . 

Y.. = Xn[ 11, (1- 21 n,n-I) + -1,1 ( 1 -1)]. (105 a) 
n . n+l 2n+ I,n 

Rechts des belasteten Feldes ist 

4 ( , 1, ) 1 (1 1) 1 
Y'=-l-l' <5r,'-l-'.)<5.,. +X.- 1 -2l,+X. l'-l-,------ -X'+l~l' . 

,. r a.J r r r+ 1 - T+ 1 

Hier wird X.- 1 durch X. mit Hille der oben benutzten Gleichungen 
ausgedriickt, indem die Gleichung fur X. durch i=-r;r geteilt wird, 
ferner X.+ 1 = -X.' r;-r-+"} eingefUhrt. So erhalt man 

4 (, I, ) [ ).1'1' (I --)] 
Y'·=-l, .. l;. 6,.,1'-1-2"61'1' 1-21~ r-I,r -r,r-l 

- Xr[ 11, ( 1 -I) + -Z,I (1- 211<,1<+ 1)]. (106) 
,. 21--1,'1','+1 

Weiter folgt n > r 

y.. = - Xn [-l~ ( __ 1 - 1) + -1,1 (I - 21 n, n + 1)]. (106a) 
'n 2n-l,n n+l 

Aus den Gleichungen (103) bis (106a) erhalt man sofort die Ordinate 
der EinfluBlinien im Felde r, indem man die statischen Momente <5' 
als solche des Momentendreiecks darstellt, welches durch P = 1 in z 
entsteht. 

<5' - r;. - 4Z2l' (3 _ ')~) 
•• - 48 • -' - lr ' 

, l;' - 4Z2 , ( . z) 
<5., r - 1 = 48 l. 3 + 2 l~ , 

I I _ ; - z.. , ') z 1 lo 4 9 ( . 

<5.,r-I- 2 <5rr -- 32- l, I +-Tr)' 
, 1, l; - 4Z2 l' ( z ) 

<5.r - 2 <5.,. - 1 = 32 • 1 - 2 lr . 

Gleichung (103) gibt fur X n , Gleichung (106), (106a) fur Yn die Ordi
nate des linken Astes (r ~ n) der EinfluBlinie an; ebenso Gleichung (104) 
fur X n , Gleichung (105), (105a) fUr Yn die des rechten Astes (r > n). 

Durch die Belastung des Feldes r entsteht 

m ( m _4/3 , 1, Ar-l,n, I, Am 
C -l •. l;[ - (<5"-'2<5 •.• - 1) ~h;: h;, + <5.,r'1 - 2 <5rr) 2:hn :hJ . 

o 0 

Daraus laBt sich sofort die EinfluBlinie fUr C berechnen. Weiter er
halt man 

28* 
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Nach diesen Formeln ist zu beurteilen, ob und wie weit der EinfluB 
von 0 beriicksichtigt werden muB. 1st der Balken in einem Endpunkt 
wagerecht unverschieblich gestiitzt, so ist 0 = 0, die Berechnung ver
einfacht sich damit. In der Elastizitatsgleichung fUr a bzw. m - 1 
ist dann 

3 1 1 
oder 

1 3 1 
n, n = 4 1~ + 1;' + h~ n,n= 1-' - +4-1' +h'--

m-1 m 'm-1 

zu setzen. Aus 

~ X" 2 ~P" 2 
~" h" . h;, + 3 ~ + 3 0 1 = 0 

o 

erhalt man den wagerechten Stiitzdruck 0 1 , 

b) Die Stiitzpfosten sind in Gelenken gelagert. Da 2 (m + 1) Stiitzen 
vorhanden sind, folgt aus 

2·2 (m + 1) + n = 6m + 3, 
daB n = 2 m - 1 iiberzahlige Glieder vorhanden sind. In jedem Pfosten 
tritt ein Moment Zn am Kopf auf, welches bis zum FuB geradlinig 

----'"tE-----ln+'fci ---

n-1 J n+1 

n 
Abb. 299. 

auf Null abnimmt, wenn die Pfosten durch auBere Krafte nicht belastet 
sind. Obwohl die Zahl der statischen GraBen um m + 1 kleiner ist als 
im Tragwerk mit eingespannten Pfosten, ist die Berechnung in genau 
derselben Weise durchzufUhren. Zur Aufstellung der Elastizitatsglei
chungen wird der Selbstspannungszustand 

Mnr = -f3, 
- 1 
Z"+l=-"2 f3 

gewahlt, dessen Momente in Abb. 299 dargestellt sind. Da mit den 
Momenten Z wagerechte Stiitzkrafte verbunden sind, bilden die ge
nannten statischen GraBen noch keinen Gleichgewichtszustand. Es 
muB eine Kraft im Riegel 

R = _lX_ + lX + f3 + _f3_ 
2hn- 1 hn 2hn+1 
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hinzutreten, die von einem dritten Rahmen. aufgenommen wird. Diese 
Aufgabe kann fiir aIle Selbstspannungszustande demselben Rahmen zu
gewiesen werden, so daB die· Arbeit in allen Gleichungen durch 

auszudriicken ist. Zu demselben Ergebnis gelangt manl wenn man eine 
wagerechte elastische Stiitze im Riegel hinzufiigt, deren Kraft Ii die 
durch. vorstehenden Ansatz ausgedriickte Arbeit leistet, und sodaIll\ C 
aus der Bedingung bestimmt, daB die Stiitzkraft verschwindet. C ist 
dabei der Weg der Kraft Ii = L 

Dies Hilfsmittel hat den V orteil, daB aIle aus dem bezeichneten 
Selbstspannungszustand abgeleiteten Gleichungen in derselben Weise 
aufgestellt werden konnen. Die iiberzahligen Glieder werden zwar 
so um eine Stiitze vermehrt, die Rechnung aber einfacher. Da 
die Stiitzkraft dieser Stiitze = 0 wird, erfahrt der Gleichgewichts
zustand des vorliegenden Tragwerkes keine Anderung. Aus den in 
Abb.299 dargestellten Momentenflachen des Selbstspannungszustandes 
ist folgende Gleichung mit Hilfe der Auswertungsformel abzulesen: 

__ tx._Z ,h~-l, 2hn- 1 !!!:. M ,l~ (! l _ ~~ l ) 
2hn - 1 . n-l 2 3 + In n~ 2 ~" 2 3 n 

{J (~' 1 ~, ) C (0.; 0.; + {J {J) 0 - l-- On+1,n+1 - 2" On+1,n + -2h + -h- + h = . 
n+l "-1 n n+l 

Wird 0.; = l: , {J = -Z' ~ gesetzt, so erhalt man mit der Bezeichnung 
n n+1 

Xn=Zn· h;, 

n - 1, n . X u- 1 + n, n ' Xu + n + 1, n Xu = C· o.;u + N u , (lO7) 

2 
n-I,n=-Z' , 

3 n 

4(1 1) 1 
n,n= 3 l~ + l~+1 + h~' 

2 
n+ I,n=-3l' ? 

n+1 

4(, I,) 4 (, 1,) 
Nn = + rz 6 n,n-1 - -2 6 nn -r l' 6 n +1,n+1 - -2 6 n +1,n • 

nn . n+1'n+1 . 
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Wird IX = l~ , fJ = - l, 4 . gesetzt, so .ergibt sich 
n n+1 . 

4 (' 1,) X 2 - ( l' ~n+1,n+1--2 ~n+l,n + ,,-1Sl' "+1' n+1 .. 
(108) 

Es bestehen m + 1 Gleichungen (107), 1n -1 Gleichungen (108), ihre 
Zahl stimmt also mit der Zahl der iiberzahligen Glieder einschlieBlich 
der hinzugefiigten Stiitze iiberein. Die Zahl der Unbekannten X n , 

In =Mnl + Mnro 0 ist um 1 groBer. Zu ihrer Bestimmung dient die 
Gleichgewichtsbedingung 

welche die oben angegebene Bedingung, daB die Stiitzkraft der hinzu
gefiigten Stiitze verschwindet, erfiillt. 1st der Riegel in irgendeinem 
Punkte unverschieblich gestiitzt, so wird 0 = 0, und aus der vorstehen
den Gleichgewichtsbedingung folgt der Wert der wagerechten Stiitz
kraft. Die aufgestellten Gleichungen zeigen, daB die Aufgabe genau 
in derselben Weise zu losen ist, die unter a) fiir das Tragwerk mit ein
gespannten Pfosten dargestellt ist. 

1st der EinfluB von Anderungen der Temperatur zu untersuchen, 
so sind in den Arbeitsgleichungen fUr die Selbstspannungszustande 

LIt 
die Glieder f! N r • t . ds - f f M, T ds hinzuzufiigen. Fiir das Trag-

werk mit eingespannten Pfosten ergibt sich so bei der Temperatur
anderung t in der Balkenachse 

Mn • h;,. h" = 0 + 2 f • t . x" , 

worin x" den wagerechten Abstand des Pfostens n von einem be
stiminten Pfosten, etwa 0 oder m, bezeichnet. Um ein gleich
artiges GIied ist 0 in dem Fall des Tragwerkes mit FuBgelenken zu 
erweitern. 1m iibrigen begegnet die Aufstellung der Glieder keinen 
Schwierigkeiten. 

Beide Bauarten sind in der Literatur vielfach und nach verschie
denen Methoden behandelt worden. Die wichtigsten Arbeiten sind 
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unten1)angegeben. Auf 'm + 1 dreigliedrige Gleichungen hat Bleich2 ) 

die Aufgahe zuriickgefiihrt, der aus dem Viermomentensatz(s. S. 307) 
Gleichungen von der hierauf anderem Wege gefundenen Form abo 
leitet. 

74. Das Plostenstabwerk. 
Eine den in Nr.73 behandelten Tragwerken gleichartige Bauart 

zeigt das Pfostenstabwerk, aus dem der Zweigelenkbogen der Abb. 300 
gebildet ist. Die Untersuchung folgt den bei jenen eingeschlagenen 
Wegen. Das System bildet eine Folge von Rahmen, deren jeder drei 
iiberzahlige Glieder aufweist. Mithin ist es 3'm + lfach statisch un
bestimmt, wenn 'mdie Zahl der Rahmen bezeichnet, da ein auBeres 
iiberzahliges Glied hinzutritt. Zur Orientierung der Momente sei der 
Augenpunkt fUr jeden Rahmen im Inneren gewahlt und jeder Pfosten 
dem rechts liegenden Rahmen zugewiesen. Abb.301 zeigt die positiven 
Momente. Das Tragheitsmo:ment sei in beiden Gurtungen jedes Feldes 
gleich und konstant. Die Tragheitsmomente der Pfosten sind beliebig, 
jedoch fiir jeden Pfost en konstant. 

Eine Elastizitatsgleichnng wird aus dem in Abb. 302 durch die Mo
mentenflacben dargestellten Selbstspannungszustand hergeleitet. Mit 
Hille der Auswertungsformel ist abzulesen 

. ,8;, . ,8~+l eX ,h~-l 
eX (Mnl + Mnll4 - fJ (Mnr + M n,) 4 - '2 (Z"-l + Z"-l) -2-

(. fJ) (Z Z') h~ fJ (Z Z') h;,+l 0 
- eX + n + n '2 - 2 "+1 + n+1 -2- = . (109) 

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Lasten nur in den Knotenpunkten an

greifell. Mit eX = 4;" fJ = -f- und den Gleichgewichtsbedingungen 
8" 8,,+1 

Mnl - M n, = -Zn' Mnl - .1YI~r = -Z~, 

Mnl + M~l - (Mnr + M~r) = - (Z" + Z~) 
folgt 

(Z Z') h;._l (Z Z') h' (2 2 1 ) 
- n-1 + n-1 --, - - It + ~It n -;- + -,-- + h' 

Sn Sit S,,+l It 

(110) 

1) Winkler: Theorie der Brucken 1. S.94. 1886. - Hertwig, A.: Die 
Berechnung des Tragers auf mehreren Stutzen mit gleichem und veranderlichem 
Querschnitt und frei drehbaren oder eingespannten Stutzen. Arm. Beton 1913, 
S. 119. - Muller-Breslau, H.: Zur Auflosung mehrgliedriger Elastizitatsglei
chungen. Eisenbau 1916, S. Ill; 1917, S. 193. Die graphische Statik II, 2, S. 130.
Gehler: Rahmenberechnung mittels der Drehwinkel. Otto Mohr-Festschrift. 
Berlin 1916. - Derselbe: Der Rahmen. Berlin 1913. - Kaufmann: Beitrag 
zur Berechnung dem kontinuierlichen Trager verwandter Systeme von hoherem 
Grade statischer Unbestimmtheit. Eisenbau 1921. 

2) Bleich, F.: Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke nach der 
Methode des Viermomentensatzes. S. 109. Berlin 1918. 
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Es bestehen m + 1 Gleichungen der vorliegenden Art, wenn in den 
Endpunkten ein Pfosten vorhanden ist. Die erste und letzte enthiHt 

nur zwei GroBen Z + Z'. Es liegt also ein System dreigliedriger Elasti
zitatsgleichungen vor. In dem behandelten Falle erhalt man die erste 
und letzt~ Gleichung mit hu = o. Da die rechte Seite aller Gleichungen 
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bei dergetroffenen Voraussetzung, daB die Lasten nurin den Knoten
punkten angreifen, den Wert NUll hat, ergibt sich allgemein 

(Zn + Z~) h~ = 0 , 

Z~=-Zn' 

Daraus folgt weiter 
aus (109), da ()(, und f1 
beliebige Konstll-nten 
sind, ' 

M~l= -Mn/, 

M~r= -Mnr · 

Die zu diesem Ergeb- «'1 

nis benutzten Glei- Abb. 303. 
chungen umfassen je 
zwei selbstandigeElastizitatsgleichungen ffir jeden Rahmen, so daB 
ihre Zahl 2 m betragt und noch m-Elastizitatsgleichnngen bestehen, 
wenn von dem auBeren uberzahligen Glied abgesehen wird. Zur Her
leitung dieser Gleichungen dient der in Abb. 303 dargestellte Selbst
spannungszustand, aus dem abzulesen ist: 

, , 
(Mnl - M~l) (2 ()(, + ()(,l) ~n + (Mn- v - M~-I.r) (()(, + 2 ()(,1) ~ 

, , 
- (Mnr --'- M~r) (2 f1 + (11) Sn;1 - (Mn+1,1 - M~+1,I) (f1 + 2 (11) Snt (HI) 

Z Z' )h'n-l R Z Z') h~. R Z Z' )h~+1 +!X1( n-l- n-l -6--(~+1-')( n- n (f+I-'I( n+1- n+l -6-=0, 

hn - 1 
()(,1 = ()(,-y;-, 

n 

R = Rhn+l 
1-'1 I-' hn • 

Die Gleichung umfaBt je eine selbstandige Elastizitatsgleichung 
fur die Rahmen n und n + I, deren jede identisch ist mit der Glei-

chung IV (22) ~ M i y . ds, bezogen auf die Achse durch die Mittel

punkte der Pfosten. Da 

Zn - Z~ = - (Mnl - M~l) + (Mnr - M~r) 

ist, sind in jedem Feld noch zwei Unbekannte vorhanden. Die fehlende 
Gleichung wird aus folgenden Gleichgewichtsbedingungen gewonnen. 
Die im Obergurtstab n auftretende Kraft wird nach der Lotrechten 
und der. Stabrichtung zerlegt. Letztere sei On bezeichnet und I'n der 
Neigungswinkel gegen die Wagerechte. Fur die Krafte im lotrechten 
Schnitt n - I, r gilt an der linken Scheibe 

mn~l,u - (Mn- 1r - M~_t,r) + On' hn.- 1 • cosy = 0 , 

ferner fur die Krafte im lotrechten Schnitt n l 

IDlnu - (Mnl - M~l) + Onhn • cosy = 0, 
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worin wc,,-l,U und Wlnu die Momente der auBeren Krafte urn die Knoten
punkte derunteren Gurtung bezeichnen. Daraus ergibt sich 

wc,,-l,U' hn - wc"u' h"-l - (Mn- 1,r - M~-l,r) h" + (Mnl - M;,l) h"-l = 0, 

M M' ( ,hn - I h"-I n-I,r -'- "-l,r = Mnl - M nl) -h- + wc,,-l,u - Wlnu -h-
n n 

und ebenso 

M M' (111{ M' hn+I = hn+I = n+I,l - "+1,1'= '" - nr) T'- ;J,.Il"u T + ~(Jl"+l,u' 
n n 

In der Gleichung (111) werden nun M,,-I,r - M~-l,r und 
Mn+I,1 - M~+l,1 eliminiert. 

(M M" ( hn - 1 h" ) 
,,1 - nZ) 8,,· IX12 1 + -,;;: + h"-1 

- (M"r- M~r) 8;'+1' f312 (1 + h h" + hi+!) 
,,+1 " 

+ IXI (Zn-1 - Z;'-l) h;'-l - (IX + f3) (Z" - Z;,) h;, + f31 (Zn+l - Z;'+1) h~+l 

(= hn - l ) , (, h" ) + ;J,.Il"-l,u - Wlnu ' T 8n 'IX I 2 + ~ 
n n-l 

( 'm h"+1 ) , ( hn ) + ;JJ'nuT - ~+I,u 8"+1' f3I 2 + ~ = O. 
n n+l 

Es bezeichnet an = 1 , und es wird IXl = a;" f3l = ~'t+ 1 

1 + hn - 1 + ~ 8" 8'H 1 

hn h"-l 
gesetzt; dann gehen die beiden ersten Glieder in 

2 (Mnl - M~,z) - 2 (Mnr - M~r) = - 2 (Zn - Z;,) 

iiber, und man erhalt die Gleichung 

(Z Z') h' (tn - n-1- n-l n-l'-, 
Sn 

+ (Z" - Z~) h~ (~. U,n + ~. (~n+l + .;.) 
h n- 1 Sn hn+l S,,+1 h n 

(Z Z') h' a" + 1 . (2 hn) } - ,,+1- n+l n+l·-,-=IJR"-I,u· a ,, +-h (112) 
Sn+l ,,-1 

-9Jln+l,u·(tn+l (2+ h~:)' 
Damit ist ein Satz von dreigliedrigen Elastizitatsgleichungen fUr 

die GraBen (Z" - Z;,) ~ gewonnen, der nach dem in Nr. 63 dargestellten 
Verfahren durch Berechnung der l-Werte aufzulasen ist. Da die Bei-



Das Pfostenstabwerk. 443 

werte beiderseits der Diagonalenegativ sind, haben die Festwerte das 
positive V oI7;eichen. Mithin sind aIle A gleichfalls positiv. Treten nur 
lotrechte a.uJ3ereKrafte auf, so ist die rechte Seite negativ,soweitdie 
Querkraft positiv ist. Also sind unter dieser Voraussetzung die Mo
mente Zn -Z~ negativ. 

Wird !Xl = a,n, PI = - a~+l gesetzt, so erhtUt man die Gleichung 
8n 8 n+l 

(113) 

a n+l « h n ) - !JRn+l,u-2- 2 + hn+l ' 

aus der die Summe der Momente der Iinken Seite berechnet wird, nach
dem die Zn - Z~ gefunden sind. 

Als auBere statisch unbestimmte GroBe wird die wagerechte Stiitz
kraft Xu eingefiihrt. Zunachst werden die Momente Zna - Z~a aus 
Xa = - 1 mit Hille der Gleichung (112), sodann weiter die Momente 
in den Gurtungen berechnet. Die Ordinate der Biegungslinie !5ma , die 
durch Xa = - 1 erzeugt wird, kann dann aus den Momenten infolge 
Xa= -1 einer Gurtung allein berechnet werden. Das gleiche gilt fiir 
!5aa • Man erhalt die Ordinate der EinfluBlinie fiir Xa in 

!5ma 
17a=r' 

aa 

Greifen die Lasten auch zwischen den Knotenpunkten an, so sind aIle 
Elastizitatsgieichungen urn die statischen Momente ~' der Momenten
fHichen einfacher Balken zu erweitern, wie in Nr.73 gezeigt ist. Die 
GroBen Zn + Z~ sind dann im allgemeinen von Null verschieden. 

Sind die Tragheitsmomente in beiden Gurtungen nicht gleich oder 
die Pfosten nicht Iotrecht, z. E. normal zu den auf konzentrischen Kreisen 
Iiegenden Gurtungen gerichtet, so gestaltet sich die Rechnung weniger 
einfach. Immerhin kann. man die Aufgabe auch in manchen dieser 
FaIle auf dreigliedrige Gleichungen zuriickfiihren. Eine ganz allgemeine 
Losung, die auf der von Rahmen zu Rahmen fortschreitenden Be
stimmung des elastischen Schwerpunktes beruht, hat L. Man n 1 ) gegeben. 

1) lVIa n n, L.: Statische Berechnung steifer Vierecknetze (Diss.: Berlin 1909), 
gibt die erste Liisun~ der Aufgabe durch dreigliedrige Gleichungen. - Eng e sse r: 
Die Berechnung der Rahmentrager. Z. f. Bauwesen 1913. - Domke: Hand
buch fur Eisenbetonbau. 2. Auf!. Bd. X, S. 72 ff. 
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76. Durchlaufender Balken fiber dem Portalrahmen. 
Das in Abb. 304 dargestellte Tragwerk ist ein durchlaufender Balken 

auf vier Stiitzen, deren mittlere mit dem Balken durch steife Ecken 
verbunden und im FuB fest eingespannt sind. Diese Stiitzen bilden 
also mit dem mittleren Balkellstiick einen Portalrahmen. Zu den 

~:E~----l,r------~~*:EE-----l------~3~:~E~----~------~~~! 
I d' tL Ie I 

1 2 

Abb. 304. 

drei uberzahligen Gliedern des Rahmens tritt in den beiden auBeren 
Balkenstiicken je ein iiberzahIiges Glied hinzu. Das System ist dem
nach fiinffach statisch unbestimmt. 

Ais uberzahlige statische GroBen werden die Momente Xa ... X. 
in den Querschnitten a, b ... e gewahlt. Die Lage des Punktes a bleibt 

zunachst unbestimmt, sie sei durch 11 = ~ bezeichnet. Die Punkte b 

und c werden in 1/3 der Pfostenhohe gewahIt, d unmittelbar links 
des linken und e rechts des rechten Pfostens in der Balkenachse. Ais 
statisch unbestimmte GroBen werden die Gruppen Ya, Yb ••• Y. ein
gefiihrt, deren Beziehung zu den Momenten X aus der nachstehenden 
Tafel ersichtlich ist. Von den 25 Beiwerten bleiben 15 willkiirlich 
wahlbar, 10 sind durch die Bedingungen ~rk = 0 bestimmt. Y bb wird 

h 
= .-! gewahlt, um zu elTeichen, daB ~ba -= 0 durch Yab = 0 erfiillt 

h2 
wird. Fur Ydll konnte ebenfalls jeder willkiirliche Wert gewahlt werden, 
die Wahl wird jedoch zweckmaBig so getroffen, daB die Bedingungen 
~de = 0, ~db = 0 durch Ybd = Yell = 0 erfiillt werden. 

Y. Y b Y, Y d Y, 

x. I Y. " Y a• Y ad YrlC 

Xb 0 
h, 

-Yb • Y bd Ybo 
~ 

Xc 0 I I Y. d -Yco 

Xd 0 0 0 Y dd -Yd. 

X. 0 0 0 1 1 
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Die Momente Ma des Zustardes Y a = -1 sind die Momente des 
Dreigelenkrahmens, erzeugt durch Xa = -1. Die Gelenkdriicke in 
b und c werden in die lotrechten Komponenten A, B und die in die 
Gerade b-c fallenden Komponentell H' mit der wagerechten Seiten-
kraft H zerlegt. Aus . 

Aa = 0, Ba =0, 

folgt 
M __ h1 (1'+I) __ f; 

1 a - hI l' + h2 - a , 

M3~ = +Ea, 

+ f.2llfL 
Abb.305. 

M =_h2 (1,+I) __ 
2" h + h - 1}", 

I l' 2 

Abb.306. 

Abh. 305 zeigt die M,,-Flachen. Nach der Auswertungsformel ergiht 
sich, da der Schwerpunkt der M,,-Flache der Pfosten in der Riegel
achse liegt, 

1· t5~ a = 1 . {}~a = {- (f;~ hi + 1)~ 14) +F (f;~ + f;a' ria + 1}~), I 
I [1 2, 2, ) 1 I (h2 h h h2)] 4 (114) 1 oaa = 4" (hI hI + h2 h2 + al 1 + 1 2 + 2 9 h~' 

t5ba = 0 lautet 

hI 
Die Momente, die durch Xc = -I, Xb = -- erzeugt werden, 

h2 
sind in Abb. 306 dargestellt. Wie oben berechnet, ergibt sich 

Mithin wird 

hI 
M3b = -1,5 h , 

2 



446 Anwendungen der Theorie des statisch unbestimmten Tragwerkes. 

Die Momente Mb des Zustandes Y b = -1 sind also die in Abb. 306 
dargestellten. 

~ '{} hI {} (~)21,52 I 1,52 
I 

Ubb = 1· cb + h2 bb = h2 3 hI + 3 h2 , 

Obb = 0,75 [hI (:~r + hs]. (115) 

Aus (jah = 0 folgt {}ab = O. Aus 

folgt: 

Jcb = l{}cb - Ybc 1'fbb = 0, 

{)~b 
Y bc = +::o:t' 

'U'bb 

{Jcb und {)bb sind aus den Arbeitsgleichungen fUr die Zustaade Xc = -1 
und Xb = -1 sowie den Verschiebungszustand Y b = -1 zu berechnen. 
Durch Xc = -1 entstehen im link en Pfosten Momente, deren Kurve 
geradlinig durch Punkt b verlauft; im rechten Pfosten verlauft die 
Momentenkurve geradlinig durch den Punkt Xc = -1. Aus der 
Mb-Flacbe folgt also, daB der Beitrag des Moments des link en Pfosten .. 
zu {Jcb gleich 0 ist und der Beitrag der Momente des recbten Pfostens 
ebenso groB wie der Beitrag, der aus Momenten M = -1 in allen 
Punkten errecbnet ist. Demnach ist 

{)~b = h~ ·0,75. 

Die analoge Beziehung gilt fur die durch X" = - 1 erzeugten Momente 

hlh~ .075 h ,. , 
2 

. h2 ·/:is 
Y bc =,+.".--, I • 

11'1' 1·1 
(116) 

N h . d hI hi "hl unme r WIr 'V = hh' gewa t. 
2 2 

h2h2 
Die Belastung X b = + h h" 

'I 1 . (h2h~ )1 
Xc = -1 erglbt dann A = - hlhl + 1 l' 

H = - r (~2'!i + 1) ~ - h2 h~J ~ = 0 
hI hl 1 hI hl ho 

und die Momente 

h2h~ 
Ml = +h1hl • 

Abb. 307 zeigt die Momentenflachen. 
Aus 

folgt 
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Die Arbeitsgleichung fur den Zustand Xc = -1, Xb = Y be = h2~ 
liefert nach den in Abb. 305 und 307 dargestellten Momentenflachen hI hI 

, , h2'~(;a'~ 'Yjah~ l'[h2~ ] 
{Jea - Y be 1)ba = - hl.h~ --4- + 4 - 6 hl~ (2(;a + 'Yjn) -- (2'Yja+(;a) . 

Die beiden erst en Glieder werden zu O. 

3l'ho ~:2'~1 (2ht + h 2) - (2h2 + ht) 
l'ac=-2-':\ 2 I 2' 2 2 • (117) 

-iF (ht h t + h2 h 2) + 2 l' (ht + h t . h2 + h 2) 

Die Momente Me des Zustandes Ye = -1 sind 

h2 • h; 
M 1e = hlhl -(;a'Yac> M 2e =-1-'Yja' Y ae, 

h2 . h~ 1 
M 3C =-h h,+Y(;n'Yae, M4c=-1+-~'Yja·Yac. 

l' 1 

Abb. 307. Abb. 308. 

Fur die Durchfuhrung der Rechnung erhalt man bequemere For-
. l' 

meln durch Einfuhrung des Wertes ')Ie = -;- , welcher die Lage des 
Momentennullpllnktes im R,iegel bezeichnet lb 

1 + 1ju' Y uc 3hlh! + 2l'(2h1 + h 2) 

1'c = h2h's _ r . y. = 3h2hil + 2l'(2h2 + hI) . 
hth't M ac 

Die Momente in Punkt 1 und 2 sind 

HI = h2 . h's . hI v + h2 - r 1 
hI . hi hI Vc + "2 - ~c, 

lJ'I2 = - ;c . Vc = - 'tIc. J 
Abb. 308 zeigt die Momentenfliichen Me. Aus 

Jbc = 1 {}ee + :1 {Jbc= 0, Jae = {Jac = 0 
2 

folgt hr {Jce = - h {Jbe, 
2 

(118) 
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Die rechte Seite ist aus der Arbeitsgleichung fUr Xe = --1, Xb = h2 h~. 
hI hi 

und den Verschiebungszustand Ye = -1 zu berechnen. Nach den 
Abb. 307 und 308 liefed die Auswertungsformel 

(Y = h' (h2h2)2+ h' + ~ [2 _ h2h2 h2h2 (2h2h2 _ )] 
cc 1 h h' 2 6 h h' + h h' h h' 1., 

11 11 11' 11 

{ lCh/h2h2 1 h' l'[ h2h2 ]} + Y ae -,l·II 1 hlh~ + -:[l}a 2 + 6 21)a + 1;" - hlh~ (21;" + 1},,) . 

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (114) und (117) ergibt sich daraus 

, , (h2h2)2 1,' l' [1 h2h2 (h2h2)2] 2 {t' 
occ=hl hlh't + "2+ 3 - hlh't + hlhi - :lac' aa' (119) 

Das letzte Glied ist meist verschwindend klein. 
Zur Bestimmung der Beiwerte Y ed , Y bd dicnen die Gleichungen 

Ode = 1 {fee + Ydd{fde + Yed{}ee + Ybd{f/Je = 0, 

Odb = l'1'J.eb + Y dd , {fdb + Yed{feb + Ybdlhb = O. 

Die Zustande Y b = -1, Y e = -1 sind mit {fab = 0, 19"e = 0 ver
bun den und Zustande des einfach statisch unbestimmten Systems ohne 
das Gelenk in a. Also konnen aIle durch Yb = -1 und Ye = -1 
erzeugten Formanderungen aus der Arbeitsgleichung berechnet werden, 
indem der jeweilig anzunehmenden Belastung ein statisch bestimmtes 
System unterworfel1 wird, welches an Stelle des Geienkes in a in einem der 
Pfost en ein zweites Gelenk aufweist. Dieses sei statisch bestimmtes System a 
genannt. Zur Berechnung von {}ee + Y dd • 1'}de und {feb + Y dd • 79db 
ist als Belastung Xe = -1, Xa = - Y dd einzuffthren, uml diese 
ergreift in dem statisch bestimmten System a nur den Riegel durch 
die zwischen JIll 1 = - Y dd nnd 1J12 = -1 linear verlanfenden Momente. 
Da im Riegel die Momente Mb = 0 sind, ist fii.r jeden Wert Ydli 

7g e b + Y Ii a 19 d b = 0 

nne! 7g ee + Ydd Bdc = [- Y lld (2 -I'e) + (21'e- 1)] 1;,. ~ 

. d Y 2 1'e- 1 hI' 1 D . f I -" Wir zu 0, wenn d d = -2~-- gewa t WIfe. amit 0 gt aus Ud c = 0, 
- 'I'e 

(jdb = 0: Y bd = 0, Y ed = O. Durch EinfUhrung des fftr 'I'e gefundenen 
Wertes ergibt sich 

ergibt 

¥aa= 
2 l' + 2 hi - h2 h2 

hl hl 

h2 2 l' + 2 h2 - hi hl ' 
h2 

(jd" = l{fen + Yaa{fd" + YaaHaa = 0 

Yad = - {f~a + J,dd' {fda. 

an 

(120) 
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Der Zahler ist aus der Arbeitsgleichung fUr den Zustand X. = -1, 
Xd = - Ydd und den Verschiebungszustand Y a = -1 zu berechnen. 
Diese Belastung erzeugt 

1 1 
A=7(Ydd -I), B=-7(Ydd -I), 

und die Momente in den Pfosten 

Y dd • Y + 1 ~ 
M1 = 1'+1 '~a' 

M3 = -iMI' 
im Riegel 

M _ Y dd 1' + 1 r _ Y 
I - l' + 1 <,a dd, 

Danach ergibt sich 

Y dd 1' + 1 
---;+1' 17a , 

M = Ydd '.1' + 117 _ 1 
2 1'+1 a • 

fj' Y {}' . Y d d • Y + 1 {}' l' Y 2 . ) 2 r ] 
1 ea + dd' da = - l' + 1 'aa + {f [ dd ( (a + lJa + 17a + <'a 

und y. _ l'~dd' V + 1 _ E. ¥dd (2 ;a + 'lja) + 2 'lja + ;a (121) 
ad - V + 1 6 ft.;. a • 

Die Momente M d des Zustandes Y d = -1 sind in den Pfosten 

. (Ydd '1'+I) (Ydd '1'+I) MId = l' + 1 - Yad 1;a, M2d = l' + 1 - Yad 1)a ; 

durch EinfUhrung des Wertes Ydd ergibt sich 

71T 111 2 l' 2 l' 
J • .L 1 d = - . , M2 d = , 

h2 2 l' + 2 h2 - hi hl 2 l' + 2 h2 _ h;h1 
h2 h2 

.1JIsd = -i-Ml , 

1m Riegel entstehen h 
2h' -h'....! 

hi 2l' hl 1 2h1 
M 1d = - - ¥dd= -- = -;(1, 

h2 2l' + 2h2 _ hi hl "2 2l' + 2h2- hi'hl21 
h2 

2l' 
M 2d= -1= 

2l' + 2 h2 - h1 hl 
h2 

2h' h' hl 
2 - 1 112 

2 l' + 2 h2 _ hi h1 
h2 

Abb. 309 zeigt die Momentenflachen Md' 

Aus ~ed = 1 {}ed - Ybe{}bd + Yae{}ad = 0, 

~ hI 
bd = l{}ed + h{}bd = 0, 

2 

~a d = 1 {}ad = 0, 

=-'ljd' 

G r ii n i n g, Statik. 29 
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folgt 1}ad=O, 1}bd=O, 1}cd=O. Der Zustand Yd ist also ein Gleich
gewichtszustand des dreifach statisch unbestimmten Systems ohne die 

Gelenke a, b, c: Es ist 

(Jdd = l1}ed + Y dti ·1}dd 

und wird am einfachsten 
aus der Arbeitsgleichung 
fUr den Z ustand 

-fMzd 
Abb. 309. berechnet, indem das sta-

tisch bestimmte System a 
der bezeichneten Belastung unterworfen wird. Nach Abb. 309 liefert 
also die Auswertungsformel 

(Jdd = t(ll Y~d + 12) + i-l'[Yaa (2 'd + 'Yjd) + 2'Yjd+ 'd], 

"TT h' h1 h' Ldd' 1-+2 

A' 1 (l' "TT2 + 1') + 1 l' h2 
udd ="3 1 Ldd 2 "2 1 

2l' + 2h2 - hi.!:! 
h2 

Der Beiwert Yde ist aus der Bedingung 

(Jed = l1}ed - Y ae 1}dd = 0 

(122) 

zu bestimmen. {Jed und 1}dd werden aus den Arbeitsgleichungen fur 
Xe = -1 bzw. Xa = -1 und den Verschiebungszustand Ya = -1 
berechnet, indem das statisch bestimmte System a benutzt wird. Danach 
ergibt sich 

{jdd = t1; + _pI (2'd + 1)<1) = t1~ + it hjh1 h' 

h2 ( 2 r + 2 h~ - h~ h~) 

{}~d = il; + -pt (21)<1 + 'd) =}l2 + !l' h~ h' 

21' + 2h2 - hlhl 
2 

2l' (2l'+2h' _h,h1) +3l'h' {t~d 2 2 1 h2 2 
¥de =- = , (123) 

{tad 211 (27' + 2h2 _ hi hl) + 3th! h1 
h2 h2 

Die Verschiebungen {jee, 1}de, {j'eb, {Jdb der Zustande Y c = -1, 
Y b = -1 k6nnen aus der Arbeitsgleichung bereebnet werden, indem 
das statisch bestimmte System a der anzunehmenden Belastung unter-
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worfen \vird. Diese Belastung ist in beiden Fallen X. = -1, Xd = + Yd. 
und ergreift nur den Riegel. Also folgt nach den in Abb.306 und 308 
dargestellten Momentenflachen 

{f;b - Yd.' {}bb = 0, 

{f~c - Yde{}de = il' [2ve - 1 + Yd. (2 - )Ie)] 1;e, 

= -~l ,1;. (2 - Ve) + Yde , , (2ve- 1 ) 
2 - Vc 

= -~-l' 1;c (2 - ve) (Ydd -+ Y de) , 

{t~ b ~ h2 ' h2 ) Y be = YceV= l'ce'~' 
bb tl' 1 . (124) 

Y _l';c(2-VC)(Ydd+ Y de) 
ce - 6o~c . 

Aus 

( h2'h~) Oea = 1 {f. a - Y de , {fda - Y ee {fea - ht 'h~ 1ha + Y ae , {faa = 0 

ist Y ae zu berechnen. Die beiden ersten Glieder ergeben sich aus der 
Arbeitsgleichung fUr den Zustand X. = -1, Xd = + Y de und den 
Verschiebungszustand Y a = -1. Die Momente des Belastungs
zustandes im statisch bestimmten Hauptsystem sind in den J'fosten: 

-Yde ')I+l 
1111 = -- '1 - 1;(1 , 

l'T 

1113 = -}1111 , 

1m Riegel: 

j1l1 = - Y de +J,;- + Y d 
1 )I + 1 '"0 a e, 

Danach ergibt sich 

-Yde ')I+l 
1112 = )1 + 1 ---, 1)(1' 

1114 =-11112; 

- Y Z ')I + 1 1112 = ,e ,-1 
J' + 1 1](1 , 

1 B~a - Yde,{fda = - - Yde';+ 1 ,i}~a +kl' [ - Y de (21;a+ 1]a) + 21),,+1;(1]' 
)1+ 

_-Yde ')I+l_3l'ho , -Yd.(2hd:~2)+2h2_+hl __ . ')r: 

Y ae - )1+1 2 "~-(hih;+h§hf)+2l'(hi+hIh2+hi) Y ee Y ac ' (L,)) 

Die Momente 111. des Zustandes Y e = -] sind im Riegel: 

- Yae)l + 1 . . h2 h::J 
111Ie= )1+1 1;a+Yde-Yae"a-Yee'hIh~' 

,-Yde(2hl+h2)+2hz+hl ;- ;-
1111 e = l 'hI' t (hi' h; + h§hf) + 2l' (hi + hI h2 + h~) + Y de - Y ee , c'e = c,,, 
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in den Pfosten: 

MIe = ~e - Y ae , 

M - _ 3 Y ~2 h~ _ 1. (J- _ Y. ) 3e - 2 ee ~ h12 "e ae' M 4e = ~- Y ee + t (1]e -1) . 

Abb. 310 zeigt die Momentenflachen Me. 

ZurPriifungdesRechnungsergebnissesdientdieGleichung! Me; ds = 0 

fUr den Rahmen. Die 
""""'l:!I'I'm"mTTTT'!TTmmm-8"""""",,,,-.UJ.l.U.lef!>J,WJ.w.w.UJ.l.U.W.i.UJIWW""- Me- Flache des Rahmens 

-Mi. 

laBt sich durch Superposi
tion der Y ee-Flache, der mit 

_ (-- Yde . Y ~ _ Y ) 
Y + 1 ae 

+Mge multiplizierten Ma- Flache 
Abb. 310. und im Riegel einer Trapez-

flache von den Ordinaten 
+ Y de im link en und -1 im rechten Endpunkt zusammensetzen. 

Die Gleichung ! Me ; ds = 0 lautet also 

. l' (-Yde l' + 1 ) [~+h2l' 1 ' 1 'J 2 (Yde - 1) 2" + l' + 1 - Y ae ~2- + ;r hl hI + Th2h2 3ho 

+ Yee [ - h~h~ + ~ + ~ l' (1 - ~: ~D J = 0 . 
Daraus folgt 

(-Yde~-t!_Yae = Yee[h;(~:-1)+tl'(~:~~-1)]--F'(Yde-1) 
,+ 1 ) lli h, r + ' (h h' + h h!)] .2 __ 

Aus 

2 "4 1 1 2 2 3 ho 

aee = 1 {Jee - Y be • {}be + Y ae · /Jae = 0, 

hl 
abe = 1 . {Jee + h . {Jbe = 0, 

2 

aae = l{Jae = 0 

folgt {Jae = 0, {Jbe = 0, {Jce = O. Der Zustand Y e ist also ein Gleich
gewichtszustand des dreifach statisch unbestimmten Systems ohne die 
G elenke a, b, c. Es ergibt sich 

aee = l{Jee - Y de · {Jde 

aus der Arbeitsgleichung fur den Zustand Xe = -1, Xd = + Y de und 
den Verschiebungszustand Y e = -1. 

d~e = t (¥~ell + 12) + tl' [rae (2~e - 'l1e) + 21le - ~e]. (126) 
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Die Last P 11! im Punkte m erzeugt die statisch unbestimmten GraBen 

Y = Pm~mr 
r ~rr' 

(r = a, b, c, d, e) 

Eine lotrechte Last in der linken Seitenaffnung (Abb. 311), deren 
Abstand vom link en Stutzpunkt a vom Punkte d b ist, erzeugt 

Ya = Yb = Ye = 0, p 
:+-a b~ ~~ ~b 

-,- m 
t1 -! ' l I!i: ~2 

~;"d und ~;"e sind aus 
der Arbeitsgleichung fiir 
den Zustand 'Pm = 1 

Abb.311. 

und den Verschiebungszustand Y d = -1 bzw. Y e = -1 zu berechnen. 
Es ist 

~' a o bl1 +a YddJe 
md=-T-3- O -1-J' 

1 1 

~' a b II + a Y de J e 
me = 2 -3- 0 -1- J . 

1 1 

Zur Berechnung der Ordinate der EinfluBlinie wird besser b = 11 - a 
eingefiihrt, dann ergeben sich die Formeln 

Y de , ( a 2
) Ye=6~,lloa1-12 . 

ee 1 

Fiir die rechte Seitenaffnung ergibt sich, wenn a den Abstand der Last 
vom rechten Stiitzpunkt bezeichnet, Y a = Y b = Y e = 0 

1 ( 2' Y d = - --~ l' 0 a 1 - ~) 
6~dd 2 1~ , 

Eine Last ir der Mitte16ffnung im Abstand Xo links der Mitte der Offnung 
erzeugt 

10 l' ( 4 XG) [( 2 Xo) ( 2 Xo)] 1 Y e = + P Ts 1 - 12 ~e 3 + -1- - 'Y/e 3 - -[- ~~e ' 

101'( 4X5) [( 2Xo) ( 2Xo)] 1 Ye=+P Ts 1- 12 ~e 3+-1- -17e 3--1- ~~c' 

Yb = O. 

Die Momente aus der Belastung J5 m = 1 sind in diesen vier Fallen 
die Momente des einfachen Balkens von der Stiitzweite l, werden also 
durch ein Dreieck dargestellt. Zur Berechnung von ~;"a mussen jedoch 
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die Momente des Dreigelenkrahmens eingefuhrt werden. Es entsteht 
aus Pm = 1, wenn m links von a liegt, 

M = _ (l - 2 xo) v . l-

I 2(v+l) c'a, 

M3 = "':"-tMI' M4 = -tM2 • 

Die Momente k6nnen also durch Superposition der Momente des ein-

fachen Balkens von der Stutzweite lund der mit + (~(V :;~)v multi

plizierten Momente ll-Ia dargestellt werden. Liegt m l'echts von a, 
dann ist 

(l + 2xo) I-

2 (v + 1) c'a, 

(l + 2xo) 
2 (v + 1) 'f}a· 

Zu den Momenten des einfachen Balkens tl'eten die mit ;(; !~) multi

plizierten Momente JJI a' Mithin ist fUr m links von a 

~;na = (~(V ~X~t f}~({ - 1 ~~I (1 - 4Z: 5) [ I;a (3 + 2 ;0) + 17a (3 - ~fQ) ] , 
(Z- 2xo) v l.l'( 4X5) [( 2Xo) ( 2Xo)] 1 

Ya=Pm 2(v-f-lf- Pm48 ,1- 12 1;,,3+-1- +17a 3--Z- J:;:' 

fur m rechts von a ist das erste Glied durch Pm; + 2 Xl zu ersetzen. 
(v + 1 

Aus den aufgestellten Formeln ergeben sich mit Pm = 1 die Ordinaten 
der EinfluBlinien. 1m Balken entstehen die Momente 

in Punkt d: 

in Punkt 1: 
in Punkt 2: 
in Punkt e: 

JJf = Y dd • Y d - Y de · Y., 
M = I;a' Ya - I;c' Yc + I;d' Y d - I;e' Y., 
M = 1]a • Ya + ~c • Y c + 1]d • Yd + 1]e • Y., 
M = 1· Y d + 1· Yeo 

Die EillfluBlinien dieser Momente werden dUl'ch dieselben Funk
tionen der Laststellung dargestellt wie die EinfluBlillien der Y. Die 
Konstanten ergebell sich aus dem vorstehenden Ansatze. 

Fur eine wagerechte,' nach rechts gerichtete Last, die in il'gendeinem 
Punkte del' Balkenachse' allgl'eift, ist ~;"d und o;"e am einfachsten aus 
der Arbeitsgleichung zu berechnen, indem del' Belastung aus Pm = 1 
das statisch bestimmte System ullterworfen wird, welches durch Ge
lenke in den Punkten 1, 2, 4 oder 1, 2, 3 gebildet wird. 1m ersten FaIle 
sind die Momente im linken Pfosten -1 . y, in allen anderen Gliedern 0, 
im zweiten im rechten Pfost en + 1 . Y und in allen anderen Gliedern 0 . 
Hierbei bezeichnet y den lotrechten Abstand von der Riegelachse. 
Mithin ist 
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Zur Berechnung von b:na, b:nb, b:ne sind die durch Pm = 1 im Drei
gelenkrahmen entstehenden Momente einzufUhren. Diese sind 

Ml = ~ :~';, M2 = -MI'}', M3 ~ --~MI' M4 = -tM2· 

Aus diesen Momenten und den Werten Ma, M b, Me erhalt man 
nach der Auswertungsformel 

b:na = - t MI . l'[2 'a + 'YJa - }' (2 'YJa + 'a)J , 

b:nb = 0, 

b:ne = tMI(h~' ~ + h;,.1') + -~-MI·l'[2 'e - 'YJe + l' (2'YJc- 'e)], 

da der Beitrag der Momente Ma fUr die Pfosten 

ist. 
i ('a • h~ - l' . l)a • h;) = 0 

Die Momente des statisch unbestimmten Systems sind 

M = Mo - Ma' Y a - Me' Y c - lvIe· Y e· 

Besonders einfach gestalten sich die Formeln fUr ein System, welches 
zur lotrechten Mittelachse symmetrisch ist. 

l' = 1, 'a = 'YJa = 1, M 1a = M 2a = -1, M3a = M 4a = +!, 

d" 1 7' [' 
aa ="2 t + , 

M3b = M4b = - 1,5, 

d'tb = 1,511,' , 

Y be = 1, Y ae = 0, 

d'~e = 211,' + ! [' , 

(127) 

(128) 

M3c = -M4e = 1, 

(129) 

w ~ 
Y dd = 1, Y ad = 11,' + ifF' im Riegel: Mid = M 2d = -h' + if' 

2l' l' 
in den Pfosten: M 1d = M 2d = h' + 2l" M3d = M4d = -h: + 2l" 

. 2, [' 11,' 
d'dd = 3"11 + 11,' + 2[" (130) 

Y de = 1, 
l' 

:Yb e = Y ee = l' + 611," 

6J( 
1m Riegel: M 1e = - M 2e = l' + 6h:' 

l' 
imPfosten: M 1e = -M2e = -Z' + 6h" 

d" _ ~ l' + 2 l' 11,' 
ee - 3 1 [' + 6 h' . 

Y ae = 0, 

(131) 
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Nachstehende Tafel gibt die Beziehungen zwischen den Momenten X 
und den statisch unbestimmten GroBen Y an. 

Ya Yb Y. I· Yd Y. 

Xa 1 0 0 
I b/ 

0 
hI+2l' 

Xb 0 1 -1 0 
I' 

I' + 6 h' 

X. 0 1 1 0 
I' 

-I' + 6 hi 
Xd 0 0 0 1 -1 

X. 0 0 0 1 1 

76. Der in den Eckpunkten von Portalrahmen eingespannte Bogen 
der Abb. 312 weist neun iiberzahlige Glieder auf. Die Dnter
suchung ",ird am zweckmaBigsten durch eine solche Zusammenfassung 
der iiberzahIigen statischen GroBen zu Gruppen durchgefiihrt, daB die 

Rahmen der beiden Seitenoffnungen als statisch unbestimmtes Haupt
system fUr die Berechnung des Bogens dienen. Die 3 iiberzahligen 
GroBen des Bogens werden sodann in 2 zur Mittelachse symmetrischen 
und einer antisymmetrischen Gruppe vereinigt. Zur Bildung des 
statisch bestimmten Hauptsystems werden die Stiitzen und die 
Einspannung in den Punkten b, b1 beseitigt, Gelenke in h und i ein
gelegt und der Bogen in i wagerecht verschieblich angenommen. Die 
Stiitzdriicke und das Einspannungsmoment in b werden wie in 
Nr. 70 zu den Gruppen X a , X b , Xc zusammengefaBt, ebenso die 
Stiitzdriicke und das Moment in b1 zu Xd, X., XI' Danach sind 
Xa, Xd Momente, Xc· XJ lotrechte Krafte, X b , X. Krafte, deren 
Richtung der Lotrechten zugeordnet ist. X b , Xc gehen durch den 
elastischen Schwerpunkt des linkenRahmens, X., XI durch den des 
recMen Rahmens. Xg ist die wagerechte Stiitzkraft des Bogens, X", Xi 
sind Momente in h und i. Die Abb. 312 zeigt die eingefiihrten 
positiven Richtungen. . . 
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Die Verbindung zwischen den GroBen X und denstatisch unbee 
stimmten Y erhellt aus nachstehender Tafel. Die Gruppen Ya ..• Yt 
sind identisch mit den gleichnamigen Xa X t . 

I x. I 0 0 0 0 0 Yay Yah Y. i 

Xb 0 I 0 0 0 0 Y bg Y bh Y bi 

Xc 0 0 I 0 0 0 Y c• Y ch Y Ci 

Xd 0 I 0 0 I 0 0 Y dg Y dh Y di 

Xe 0 0 0 0 I 0 Yeg Y eh Y ei 

Xr 0 0 0 0 0 I Y rg Y rh Y ri 

Xu 0 0 0 0 0 0 1 Yuh Y U1 

X h 0 0 0 0 0 0 0 1 Y"i 
Xi 0 0 0 0 0 0 0 1 1 , 

Die Gruppenwt'rte Y"r sind so zu bestimmen, daB die Verschiebungen 
/Jkr des Zustandes Y k = -1 infolge Y r = -1 zu 0 werden. Die 
Zahl dieser Bedingungen ist 19. 8 = 36, die Zahl der Beiwerte 
Ynr ist 81, also konnen 45 von ihnen willkurlich gewiihlt werden. Durch 
die getroffene Wahl der Gruppen Ya ... Yt sind die 15 Hedingungen 

/Jab = /Jae = /Jad = /Jae = /Jat = 0 , 

/Jbe = /J bri = /Jbe = /Jbt = 0, 

/Jed = /Jee = /Jef = 0, 

/Jde = /Jdt = 0 , 

/Jet = 0 

crfullt und 39 willkurliche Beiwerte bestimmt. Die 27 Beiwerte der 
Gruppen Yg, Yh , Yi haben 21 Bedingungen zu erfullen, so daB noch 
6 Beiwerte willkurlich gewahlt werden konl1el1. Die oben bezeichnete 
Gruppenbildung wird erreicht durch 

Nach Nr. 69 ist 

Y ig = 0, 

Y hh = 1, 

Y ii = 1. 

Ygg = 1, 

~, _ .. , -- T 2 R T . 2 R 
Ubb - uee - "" cos f' - V, sm f' , 
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Zur Bestimmung der Beiwerte der Gruppe Yg dienen die Bedingungen 
(jgr=O (r=f, e, d, c, b, a). 

(jgj = 1 . {}gj + Y jg {}ff + Yeg • {}ej + Y dg {}dj + Y eg • {}ef + Y bg • {}bf 

+ Yay' {}af = 0, 

(jge = 1· {}ge + Yfg'{}fe+ Y ey ' {}ee + Ydg{}de + Yeg'{}ee+ Ybg'{}be 

+YaY'{}ae=O, 

(jgd = 1· {}gd+ Yfg'{}fd+ Y eg '{}ed+ Ydg'1~dd+ Yegoj~ed+ Ybgoj~bd 

+ Yay' {}ad = 0, 

(jge = 1 . {}ge + Y fg • {}je + Y ey • {}ec + Y dg '1'}de + Y eg {}ee + Y bg • {}be 

+ Yay' {}ae = O. 

(jgb = 1 {jyb + Y fg • t'Jlb + Y eg • {}eb + Y dg ·{jdb + Y eu ' {jeb + Y bg ·{jbb 

+ Yag • {jab = 0, 

Oga = 1 {jya + Y fg • {jfa + Y eg • {jea + Ydy ' {Jda + Y eg • {Jea + Y bg • {Jba 

+ Yag • {jaa = 0 . 

Da 

folgt 

{}rf = Orf = 0 (r = a, b, c, d, e) , 

{jre = (jre = 0 (r = a, b, c, d, f) , 

{jra = Ord = 0 (r = a, b, c, e, f) , 

{jre = Ore = 0 (r = a, b, d, e, f) , 

{}rb = Orb = 0 (r = a, c, d, e, f) , 

{jra = Ora = 0 (r = b, c, d, e, f) , 

(132) 

Infolge des Bett ischen Satzes wird nun 1· (jrg = 0 (r = f, e, d, c, b, a), 
also 

Ofg = 1 . {}fg = 0, 

(jey = 1 . 1'}e,q = 0, 

Odg = 1 . {jag = 0, 

(jeg = 1 . {jeg = 0, 

(jby = 1 . {jby = 0, 

Oag = 1 . {Jag = 0 . 
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Zur Bestimmung der Beiwerte der Gruppe Yh dienen die Bedingungen 
IJhr = 0 (r = g, t, e, d, c, b, a), bei derea Aufstellung die Beziehungen 
{}rg = 0 zu berucksichtigen sind. Aus 

folgt 

IJh .g = 1· {}i9 + 1 . {}hg + Y gh • f}gg = 0, 

Jhf = 1 . {}if + 1· {}hf + Yuh' {}gf + Y fh • {}ff = 0 , 

Jhe = 1· IJie + 1· Ilhe + Y gh • {}ue + Y eh • ·Oee = 0, 

Ohd = 1 . Ilid + 1· Ilhd + Yuh' {}9d + Y dh • {}dd = 0, 

bhe = 1· {}ie + 1· {}he + Yuh' {}flC + Y eh • {}ce = 0, 

IJhb = 1· {}ib + 1· {}hb + Y gh • {}flb + Y bh • {}bb = 0, 

bha = 1 . {}ia + 1 . {}ha + Y flh • l'Jfla + Yah' {}aa = 0 

Y _ . {}i g + {}hf} 
gh - --r--' 

gg 

Y fh = - {}it + {}"t _ Y h' 1'J~1 
{}ff u {}ft' 

Y h = - {}iB + {}"e _ Y h' {}~e 
e {}~ e 9 {}~ e ' 

Der Symmetrie des Systems wegen ist 

Infolge des Bettischen Satzes wird 

bah = 1· {}ah = 0, 

i)bh = 1 . {}bh = 0, 

beh = 1 . {}ch = 0 , 

IJdh=l'{}dh=O, 

Oeh = 1 . {}eh = 0, 

Ofh = 1 . {}fh = 0 , 

Ogh = 1 . {}gh = 0 . 

(133) 
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Zul' Bestimmlmg del' Gl'uppenwel'te Yi dienen die Bedingungen 
(ji' = 0 (r = h, g, t, e, d, c, b, a). Unter Beriicksichtigung del' zu 0 
wel'denden Vel'schiebungen {J ergibt sich 

(jih = 1· {Jih + Yhi{Jhh = 0, 

aig = 1 . {Jig + Y hi • {Jhg + Y gi • {Jgg = 0 

und weiter 
(134) 

Die Zustande Y h und Yg sind symmetrisch zur lotrechten Mittelachse, 
desgleichen die Momente Xi und X h , mitbin ist, 

so daB sich Y hi = -1, Ygi = 0 ergibt. Ferner folgt aus 

aif = 1 . {Jij - ] • {Jhf + Y ji • {JJJ = 0, 

aus 

und 

folgt 

aie = 1 . {Jie - 1 . {Jhe + Y ei ·{Jee = 0, 

aid= l·{Jid-] ·{Jhd+ Ydi·{}dd=O, 

aie = 1 . {}ie - 1 . {Jhe + Y ei • {Jee = 0, 

aib = 1 . {Jib - 1 . {Jhb + Y bi • {}bb = 0, 

aia = 1 . {Jia - 1 . {}ha + Y ai • {}aa = 0, 

{J ' {}' l' _id- hd 
di - - -- {J~ d -, 

{}ie = {hb, 

{Jhf = D he = Ih d = 0 . 

Ydi = - y ai · 

Infolge des Bettischen Satzes wird 

und 

aai = 1 . {Jai = 0, 

Obi = 1 . {}b i = 0 , 

aei = 1 . {}ci = 0, 

adi = 1 . {Jdi = 0 , 

aei = 1 . {}&i = 0 , 

afi = 1 . {Jfi == 0 , 

Ogi = 1 ·{}gi = 0 

a"i = 1 . {}hi + 1 {Jii = 0, also {}hi = - {hi' 

(135) 
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FUr den Weg <5 •• der GroBe Yr = -1 infolge Yr = -1 ergeben sicb 
folgende Werte 

<5~a = 1 . ~a , <5bb = L'19'pb , 
<5~d = 1 . -&~d' b~e = 1 . ~ .. 
<5~g = 1 . {}~g , 
<5~h = 1 . fY;h + 1 . ~h , 
<5~. = 1· fY;. - 1 . ~i' 

. <5~e = 1 . {}~e, 
<5'JI = 1· -&ff' 

Dan1it sfud alle Beiwerle -der Y-Gruppen durch Verschiebungen des 
statisch bestimmteh. Hauptsystems . ausgedriickt. Sie sollen bun in 
den Abmessungen des Systems dargestellt werden.' In' der Gruppe Yg 
sind nur die drei GroBen 

Y ~e Y bg = _ ~b Y __ -&~a 
cg = -"Jlf' ,a' , ag - Q/' 

'Vee 'Ubb 1I'aa 
zu berechnen. Die Nenner sind bereits angegeben. 1m Zahler stehen 
die Wegeder KrafteXg = -1 infolgeder Zustande Y e = -1, Y b = -1, 

Abb.313. 

Y a = -1. Sie sind' aus den entsprechenden Arbeitsgleichungen zu 
berechnen. Zur Orientierung der Momente sei der Augenpunkt fUr 
die Rahmen im auBeren, £i.\r die MittelOffnung im inneren gewahlt. 
Die Pfosten II konnen dann ohne Wechsel des Vorzeichens der 
Momente sowohl den Rahmen-als der mittleren Offnung zugezahlt 
werden. Xg = -1 erzeugt im' Bogen die Momente )Jig = +y, im 
Pfosten II Mg = -'YJ ('YJ ist auf die Wagerechtehi bezogen und nach 
unten positiv); im Pfosten I und Riegel Mg = O. Abb. 313 zeigt die 
Mg -Flache. Danach erstrecken sich die Integrale in den Ver
schiebungen -&go, -&gb, -&ga nur fiber den Pfosten II. In diesem ist 

Ma=+I, Mb=('YJ-'YJo)cos(J, Mc=+Co . 

Mithin ergibt sich 
11, 

-&~a = -! 'YJ' d'YJ' = -ih· h', 
o 

11, 

'l'Ygb = -cos(J I ('YJ - 'YJo) 'YJ d'YJ' = -!hh' (th - 'YJn) cos(J, 
o 

11, 

~e = -Co! 'YJ .dr/ -'- -!h·h'· Co 
o 
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und weiter 1 l' 
". " Yau= 2G ' 

h·h' (2 ) 
Y b g = 2 (T 2 fl T . 2 fl) -3 h - 1'/0 cos fl , 

"'1 COS - Yl SIll 

h·h' 
Ycg=--';o, 

2TYl 

(136) 

Diese Ergebnisse konnen auch aus den Rahmenformeln Nr. 69, 
S. 405, abgeleitet werden.Denn aus {Jag = 0, {Jbg = 0, {Jcg = ° 
folgt nach Nr. 62, S. 325, daB Yag, Y bg , Y cg die drei statisch 
unbestimmten GroBen X a , X b , Xc des Rahmens sind, die durch die 
Last Xg = + 1 erzeugt werden. Xg = + 1 wirkt als wagerechter Ge
lenkdruck auf den Rahmen in Punkt h. Mithin entstehen durch Xg = + 1 
nach den Gleichungen (76), S. 406, die Warte 

h· h' 
Xa = 2G ' 

h· h/ 
Xb = ?(T~-2 fJ _ T . 2 fJ) [(zu - § h) + '0' tgfJ] cosfJ, 

..., Xl cos y, sm 
h· h' 

Xc= 2T "0' 
. Yl 

die wegen (zu -lh) + '0 tgfJ = -}h - YJo mit den fur Yag, Y bg , Xcg 
gefundenen ubereinstimmen. 

Die Berechnung der Beiwerte der Cruppe Y h beginnt mit 

Y __ {Jig + {Jhg 
gh - {J' . gg 

Der Zahler {Jig + {Jhg, d. i. die Sl)mme der Wege der Momente 
Xi = -1 und X h = -1 infolge Yg = -1, ergibt sich aus der Arbeits
gleichung fUr den Zustand Xi = -1, X h = -1 und den Verschiebungs
zustand Yg = -1. Die Verschiebung {J~g, d. i. der Weg der Krafte 

Abb. 314. 

Xg = -1 infolge Yg = -1, ergibt sich aus der Arbeitsgleichung fur 
den Zustand Xg = -1 und den Verschiebungszustand Yg = -1. Die 
Belastung Xi = -1, X h = -1 erzeugt in allen Punkten des Bogens 
und der Pfosten II das Moment M h = -1, in den Pfosten I und den 
Riegeln die Momente ° (s. Abb. 314). Die Momente des Zustandes 
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Y"/l = -::-1 sind. fur den Bogen iden,tisch mit den Momenten des .Zu-. 
standes Xg :- -1 (l\.bb. 313), fur die Pfosten aus den GroBen Yag, Ybi, 
Y eg zu berechnen. Im Punkt h ergibt sich 

Mg = - Y bg • 'YJo 0 cosfJ + Y eg 0 t:o + Yag " 

Mg = holt[_ 'YJoU! - 'YJo)CO~2~ + .!(1 + Got:~)] = Xgo 
2 TZI cos fJ - Ty! sm fJ G T y!. 

Im Punkte a ergibt sich 
Mg = +xg - h (1 - Y bg 0 cosfJ) = -JIg. 

Abb. 315 zeigt die Mg-Flache. Dan~ch ist f Mh MgodB' der Flachen
inhalt der verzerrten Mg-Flachen der Pfosten II und des Bogens. Das 
Tragheitsmoment des Bogens verlaufe nach dem Gesetz J 0 cOSgJ = J e • 

{}~g + {}hg = -h' (xu - JIg) - t Yo olo· 

Abb.315. 

In {}~g ist J Mu 0 Mg 0 dB' fur die Pfosten aus dem Dreieck der Mg-Flache 
(Abb.313) und dem verschrankten Trapez der Mg-Flache zu berechnen. 
Nach der Auswertungsformel ergibt sich also 

l 

{}~g = +} (2 JIg - Xg) holt + J y2 dB' , 
o 

{}~g = +}(2 JIg - xu) holt + -fa lo 0 '!Io . (137) 

Y gh = 3(xg -vg )1l/+21o o yo. (138) 

(2vg - xg)hh' + : 10 0 y~ 
Aus {}ag = 0, {}bg = 0, {}eg = 0 folgt, daB die Beiwerte Y ag , Y bg , Y eg 
die GroBen X a, X b, Xe sind, die durch die Belastung des Rahmens 
X h = +1, Xg = + Y gh erzeugt werden. Sie konnen daher sowohl aus 
den Verschiebungen {} wie aus den Rahmenformeln berechnet werden. 
Es sei der letztere Weg gewahlt. Das Moment X h = +1 und die wage
rechte Kraft Ygh werden zu einer Resultierenden zusammengesetzt. 
Diese ist die wagerechte Kraft Ygh , die im Abstand 

(2 JIg - xu) h· It + to lo 0 Y5 
r= , 

3 (Xg - JIg) h + 2lo 0 Yo 

uber dem Punkte h wirkt. Sie erzeugt nur im Pfosten II des statisch 
bestimmten Hauptsystems Momente, und zwar iIll Punkte h Mo = + 1, 



464 Anwendungen der. Theorie des statisch unbestimmten Tragwerkes. 

im Punkte a Mo = + (1 + hlr). Die Momentenflache 1JIlo ist also ein 
~rapez mit den bezeichneten Ordinaten, und es ergibt sich 

y. _ (21'+ h)h' ) 
uk- 2r.G ' 

[(11u - 1Jo) + :~(1Ju-! h)]hl'COSfJ 
Y bk = =----"..=---.".;~---~~-

2 [T"" cos2 fJ - T y, sin2 fJ] , 
(139) 

y. _ (2 l' + h) h' . r 
ok - 2 T ~o· l' . u 

Die Vorzeichen sind positiv, da die Momente aus Xa = -1, Xb = -1, 
Xc = -1 im Schwerpunkt der Mo-Flache dem Moment Mo gleich-
gerichtet sind. . 

Von den Beiwerten der Gruppe Y i sind nur Y ai , Y bi , Y oi zu be
rechnen. Aus {}ai = 0, {}bi = 0, {}ci = ° folgt, daB Y ai , Y bi , Yci die 
GroBen X a, X b, Xc sind, die durch die Belastung des Rahmens durch 
X h = Yhi = -1 erzeugt werden. Durch diese Belastung entstehen 
wiederum nur im Pfosten II des statisch bestimmten Hauptsystems 
Momente, namlich Mo = -1. Daher ergibt sich aus den Rahmen
formeln 

1 (140) 

J 
Die Vorzeichen sind negativ, da die Momente aus Xa = -1, Xb = -1, 
Xc = -1 in dem Schwerpunkt der 1J,lo-Flache Mo entgegengesetzt ge
richtet sind. 

Damit sindalle Yk7 bestimmt, desgleichen ()~a ... ()~Il' das letztere 
in Gleichung (137). Es eriibrigt noch die Berechnung von bh und ()ii . 
()hh = {Xlh + {}h ethalt man aus der Arbeitsgleichung fUr den Zustand 
X h = -1, Xi = -1 und den Verschiebungszustand Yh = -1. Die 
Momente ]llh zeigt Abb. 314. Mithin ist in bhh das Integral f MhMhds' 
gleich dem Flacheninhalt der verzerrten Mh-Flliche. 1m Bogen ent
stehen durch Y h = -1 die Momente 

in Punkt h des Pfostens 
Mh = -1 + Y , 

r 

Mh = -1 + Yah - Y bh · 1'}o' cos (3 + Ych,Co' 

[1'}u - 1'}0 + '!... (1]u - th>] 1('1]0' cos2 (3 
r 

M h = -1 - ~--=--==-=------=--=----==---,--=-= 
2 [Tz, cos2 (3 - Ty. sin2 (3] 

+ (2r + h) I( (1 G· Cfi) = _ 
2rG + Ty, "h' 



Der in· den Eckpunkten von Portalrahmen eingespannte Bogen. 

In Punkt a entsteht 

Mh = -'Xh - h (~ - Ybh cos· f3) = -'I'h 

Abb. 316 zeigt die Mh-FHi..che. Mithin ist 

, ) 'I 2 to' Yo 
Ohh = (Xh + Vh h + 0 - -3 --. 

l' 
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(141) 

bi i = +~ii - {}"i ist aus der Arbeitsgleichung ffir die Belastung 
Xi = -1, X h = +1 und den Verschiebungszustand Yi = -1 zu be-

rechnen. Die Belastung erzeugt im Bogen die Momente Mi = + ~ x , 
. _ 0 

im linken Pfosten II die Momente Mi = + 1, im rechten Pfosten II 
die Momente Mi = -1. In den Pfosten I und den Riegeln sind die 
Momente = O. Abb.317 zeigt die McFlache. 1m Zustand Y. = -1 

Abb. 317. 

2x 
entstehen im Bogen die Momente M. = + -r . In Punkt h des 
Pfostens 

Mi = + 1 + Y ai - Y bi 'YJo • cos f3 + Y ei '0 , 
Mi = 1 + (2 'YJu - h) h' . 'YJo • cos2 f3 _ h' (1 + G· '5) = 'X. 

2 [T"" cos2 f3 - Ty, sin2 f3] G T y, • 

bezeichnet. In Punkt a 

M. = 'Xi + Ybih· cos fJ = -'I'i 

bezeichnet. 

G r ii n i n g, Statik. 30 
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Die Momente im rechten Pfosten II haben dieselben Werte mit dem 
negativen Vorzeichen. Abb. 318 zeigtdie McFlache. Aus der lJIhFlache 
folgt, daB in c5ii das Integral J Mi Mi ds' fur die Pfosten gleich dem In
halt der verzerrten Mi-Flache ist. Mithin ergibt sich 

lo 
"2 

c5i i = (Xi - Vi) h' + ~f x2 ds' , 
o 

-Vi +~. 

Abb. 318. 

Zur Prufung der Genauigkeit der Rechnung kann die Bedingung 
{}~h = 0 benutzt werden. {}~h ergibt sich aus der Arbeitsgleichung fur 
Xu = -1 und dem Verschiebungszustand Y h = -1. Nach der Ausc 

wertungsformel liefern die M u- und Mh-Flachen 
.. I l 

{}' h 0 h f( Y) d' u h = (Xh + 2 Vk) -3 - - 1 - r Y 0 s, 

o 

, h}( 2 8?lo 
{}gh = (Xk + 2 lIh) 3 -"3loYo + 15 lo--;: 0 

Aus c5~ k = 0 folgt also 
1 __ ~ Yo 

5 r 
Xh + 2 Vk = 2lo Yo -h-o-h~/- 0 

Zur vollstandigen Darstellung der Momente fUr die Zustande 
Y li = -1, Y h = -1, Yi = -1 seien noch die bisher nicht benotigten 
Momente in den Ecken b, d der beiden Rahmen angegeben. Es ist 

in Punkt b: Mr=+Yar+ Ybr°1}luoCos(3- Ye,o'l (r=g,h,c), 

in Punkt d: Mr=+Yar - Ybr°1}looCOS(3- Ye,o'l' 

in Punkt h des Riegels: 

Mg=+xg, Mh=-xh+I, Mi=+xi- Io 

In dem rechten Rahmen sind die Momente Mg und Mh gleich denen 
des linken Rahmens, die Momente Mi denen des linken Rahmens 
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gleich, jedoch entgegengesetzt gerichtet. Die Abb. 315, 316, 318 zeigen 
die M g-, M h-, MrFlachen. 

Fiir die statisch unbestimmten Gro.Ben Y, die durch irgendeine 
Belastung oder Temperaturanderung erzeugt werden, ergeben sich aus 
den Elastizitatsgleichungen, da alle Okr verschwinden, die Formeln 

o~o 
Yr=v' 

Urr 

Ferner folgt aus der Arbeitsgleichung fiir den Zustand Yr = -1 und 
den Verschiebungszustand. infolge einer gegebenen Belastung 

0;0 = / Mo' M,' ds' 

und aus der Arbeitsgleichung fiir denselben Zustand und den Ver
schiebungszustand infolge gegebener Temperaturanderungen 

~, / ,. (M L1 t d' Urt = e Nt' to . ds + e r' -. s. . a 

Eine Belastung des Bogens durch lotrechte Krafte erzeugt die Momente 
ID10 des einfachen Balkens von der Stutzweite lo. In allen anderen Teilen 
des Systems ist Mo = O. Mithin wird Y a = Y b = Yo = Y d = Y e 
= Yf = O. Ferner 

l 

o~o = /9)(0' y. ds' , 
o 

d. i. = dem statischen Moment der ID10fachen elastischen Gewichte in 
bezug auf die Achse h-i. 

l 

OhO = -.! (5)](0 (r - y) ds' . 
r.; 

o 

Das Integral ist das statische Moment der ID10fachen elastischen Ge
wichte in bezug auf die wagerechte Achse im Abstande r von der 
Geraden h-i. 

l 

aio = ~ IID10 • x . d s' . 
o 

Das Integral ist das statische Moment der ID10fachen elastischen Ge
wichte in bezug auf die lotrechte Mittelachse. Besteht die Belastung 
in Einzellasten, so wird die Integration zweckma.Big graphisch nach 
dem auf S. 365 dargestellten Verfahren durchgefiihrt. 

Zur Berechnung der EinfluBlinien der statisch unbestimmten GroBen 
fiir lotrechte Belastung des Bogens und der Riegel fi'Lhrt folgende Uber
legung. Wirkt nur eine Einzellast 1 im Punkte m, so ist 

o~o = 0~1n = 0;", 
und 

30* 
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Die Ordinate der EinfluBlinie ist also gleich dem durchb;r geteilten 
Wert der Ordinate der Biegungslinie, die durch die Belastung Yr. = = 1 
entsteht. Die Ordinate der Biegungslinie ist in der MittelOffmlng als 
statisches Moment der w-Gewichte zu berechnen, die den einfachen in 
h und i lotrecht gestfitzten Balken belasten. Die GroBe der w-Gewichte 
erhalt man aus den Formeln (53), (54), S. 279, indem man die Momente JHr 
einffihrt. In den Seitenoffnungen gilt dieselbe Berechnungsweise ffir 
die EinfluBlinien von Y g, Y h , Y i , wobei die Riegel als einfache Balken 
mit den Stfitzpunkten d und h zu behandeln sind. Denn b:nr ist eine 
GroBe des Verschiebungszustandes Yr = - 1. Da aber ffir die Zustande 
Yg = -I, Y h = -I, Y i = -I {far = {fbr = {fer = {fdr = {fer = {ffr = ° 
ist (r = g, h, i), so sind diese Verschiebungszustande identisch mit 
denen des sechsfach statisch unbestimmten Systems, welches aus 
dem vorliegenden, neunfach statisch unbestimmten, durch die Ge
lenke h, i und die wagerechte Gleitung in i gebildet wird. J ede 
Verschiebung des sechsfach statisch unbestimmten Systems kann aus 
der Arbeitsgleichung berechnet werden, indem der jeweils einzuffihrenden 
Belastung ein beliebiges, statisch bestimmtes System unterwoden 
wird, welches aus dem sechsfach statisch unbestimmten zu bilden ist. 
Schaltet man zu diesem Zweck Gelenke in Punkt h des Riegels, sowie 
in d und b ein, so gelangt man zu der oben bezeichneten Stiitzungsart. 
Die EinfluBlinien ffir Y a, Y b, Y e erstrecken sich nur fiber den Riegel 
des linken Rahmens, die fUr Y d , Y e, Yffiber den des rechten Rahmens. 
Die Ordinate der Biegungslinie ist als Moment des in d und h ge
stfitzten Balkens zu berechnen, der durch die w-Gewichte belastet ist 
und in Punkt d die lotrechte Verschiebung infolge Yr = -1 (r = a, b, c) 
erfahrt. Diese ist nach dem Satz fiber die elastischen Gewichte 
gleich dem statischen Moment der Mrfachen elastischen Gewichte des 
Pfostens II und des Riegels in bezug auf die Lotrechte durch d. 

Eine wagerecht nach rechts gerichtete Kraft P in Punkt h erzeugt, 
da die Mo-Flache nur den Pfosten II ergreift, noch der Auswertungs
formel 

h· h' 
ya=-p·--

20 
Yd = 0, 

Ye = 0, 
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d) Untersuchung von Stockwerkrahmen 
nach Miiller-Breslaus Verfahren zur Aufstellung von 
Elastizitatsgleichungen gegenseitiger U nabhangigkeit. 

77. Der zweistielige symmetrische Stockwerkrahmen. 
Der Rahmen von m -Stockwerken weist 3 m -uberzahlige Glieder 

auf. Das System sei symmetrisch zur lotrechten Mittelachse. Das 
statisch bestimmte Hauptsystem wird durch 
Einschaltung von je drei Gelenken in jedem 
Stock gebildete, ein Gelenk in der Mitte des 
Riegels, die beiden anderen Gelenke in den 
Pfost en in gleicher Hohe. 1m untersten Stock 
werden die Pfostengelenke in t der Hohe ge-
wahlt, in den folgenden Stockwerken bleibt 
ihre Hohenlage zunachst noch unbestimmt. 
Zur Orientierung der lVIomente sei der Augen-
punkt im Inneren jedes Stockwerks gewahlt 
und jeder Riegel dem unteren Stock zugezahlt. 
·Abb.319 zeigt die Lage der Gelenke und die 
in ihnen auftretenden uberzahligen Momente 
X a , Xb .... Als statisch unbestimmte GroJ3en 
Y a , Y b • ,. werden Gruppen der lVIomente 
Xa . . . eingefiihrt, die fur die Stockwerke 1 
und 2 durch nachstehende Tafel angegeben sind. 

II Y a I 
Y b I Y, I Y d I Y. Y, 

~-:I-

I Y ad I 
:Yae Xa 1 0 0 Y a, 

Xb 0 1 1-1 Y bd Y b, Y br 

Xc 0 1 +1 Yea i Yeo' Y er 

Xd 0 0 0 1 Y d , Y dr 
X, 0 0 0 0 1 

I 
Y,t 

Xr 0 0 0 0 1 I 1 

Durch die getroffene Wahl der . Beiwerle 
der Gruppen Ya , Y b, Ye werden die Bedingungen 

(lba=(lab=O, (leb=(lbe=O, 

(lea = (lac = ° 
erfl'tllt. Es ist nach 69 a 

(l~a = i ~ + li , 
(lbb = 1, 5 ~ , 

(l~e = 2hi + tli. 

p;:-
lint_-if 
hn_1 

l_-t-------t 

Abb.319. 
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Die zunachst unbestimmte Lage der Gelenke d und e sei durch das 

Verhaltnis ~2 0 = <X2 bezeichnet. 
2U 

Die Beiwerte der Gruppe Y Ii werden aus den Bedingungen 

(jde = 1 . {Jde + Y ed • {Joe + Y bd • {Jbo = 0, 

(jdb = 1 . {Jdb + Y ed • {Jeb + Y bd • {Jbb = 0, 

(jda = 1· {Jda + Yed • {Jea + Ybd • fha + Yad • {Jaa = 0 

bestimmt. Da {Jbe = -I'ee und fJ bb = {Jeb ist, folgt 
fJ de 

Yed - Ybd = --{J' , 
ee 

{}db 
Y ed + Y bd = -Of' 

1J'bb 

Die Zahler sind aus den Arbeitsgleichungen fur den Zustand Xd = -1 
und die Verschiebungszustande Y e = -1, Y b = -1 zu berechnen. 

- - 1 
Die durch Xd = -1 erzeugten Momente sind MId = M2d =-, 
- _ 1 <X2 

M3d= M4d = - 2 <X ' im Riegel 1 entstehen die Momente O. 
2 _ _ 

Ab b. 320 zeigt die Momentenflache 111 d' Da der Schwerpunkt der M d-Flache 
der Pfosten 1 in Hohe der Riegelachse 1 liegt, ist {Jdb = O. Aus der Sym-
metrie der Ma-Flache und der Antisymmetrie der Me-Flache folgt 
{Jde = O. Demnach wird 

Yed = 0, 
{'da 

Yad = -{J'-' 
aa 

Nach der Auswertungsformel ergibt sich 

1'}da = - 2 . _1_ . h; • hI = h; 
C\2' hI 4 2 C\2 ' 

l\lithin entstehen aus Y d = -1 die Momente 

im Pfosten 2: 

im Pfosten 1: 

im Riegel 1 : 

1 
MId = M2d = +-; 

<X2 

M 1, 
Id = M2d = +- (1 - (I) , 

<X2 

M3d = lIf4d = -~- (1 - '1) ; 
2<X2 

MId = J.V!2d = _'1 . 
<X2 

(143) 

Abb.321 zeigt die Md-Flachen. Aus (jed = 0, (jbd = 0, (jad = 0 folgt 

{Jed - {Jbd = 0, {Jed + 1J'bd = 0, ' 
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also {fe'" = 0, {fb'" = 0, {fa'" = o. Der Zustand Y", ist ein symmetrischel 
Gleichgewichtszustand des dreifach statisch unbestimmten Systems ohne 
die Gelenke a, b, c. 

Abb.320. 

Der Wert Y"'. ergibt sich aus 
der Bedingung 

1· de'" = 1 {J,,,, + I·{fe'" + Y",.{f",,,,= 0, 

Y"'e = - {ft"'{f~ {f~", , 
"'''' 

-2~ (1-~1) -ix (1-1:,.) 
2 2 

Abb.321. 

._tx2+1 _()(2+ 1 : 

'- (Xl tX2 " " ,/ 
' ......... - -Jllu.w.u.w.u.w.u.w.u.w..IJ..I..If--_ ...... " 

Abb.322. 

{fl'" + {f~", wird aus der Arbeitsglei
chung ffir den Zustand X, == -1 , 
Xe = -1 und den Verschiebungs
zustand Y'" = -1 berechnet. Dabei 
wird zweckmaBig das statisch be
stimmte System, welches der be
zeichneten Belastung zu unterwerfen ist, durch die Gelenke b, c und 
ein zweites Gelenk in einem der Pfosten 1 gebildet. Es sei statisch 
bestimmtes System a benannt. Aus Xc = -1, X, = -1 entstehen die 
Momente 

- - cX 2 + 1 
M le = M2e = ---- in den Pfosten, 

cX2 

- - cX2 + 1 
M16 = M2e = +--- im Riegell . 

cX2 

Die ~fosten des ersten Stockes bleiben spannungslos. Abb. 322zeigt 
die Me-Flachen. Aus dieEer und aus Abb. 321 folgt nach der Auswertungs
formel 
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Es sei nun ,x2 so bestimmt, daJ3 Yde = 0 wird. Dazu muJ3{f/d + {Y"d = 0 
s~~w . ~~ 

,x2 = 2 + 3-h , . (144) 
'2 

Ybe und Yee ergeben sich aus den Bedingungen 

1 . ~ee = 1 {fIe + 1 . {fee + Y ee • {fee + Y be • {fbe = 0, 

1 . ~eb = 1 {fIb + 1 . {feb + Y ee • {feb + Y be • {fbb = o. 
Zur Berechnung von {fIe + {fec und {fIb + {feb kann das statisch 

bestimmte System a der Belastung XI = -1, Xe = -1 unterworfen 
werden, da {fab = 0 und {fae = 0 ist. Die Me-FHiche ergreift nur den 

OC2+1 ---;zz 

Abb.323. Abb.324. 

Riegel, die Mb-Flache nur die Pfosten des ersten Stockes. Die Me-Flache 
ist symmetrisch, die Me-Flache antisymmetrisch zur Mittelachse. Dem-
nach ist _Q + {} 0 {} + _Q 0 'Ufb 'eb =, ' Ie ' 'U'ec = , 

Ybd = 0, Yed = 0 . 

Aus 1 ~ea = 1 {fla + 1 {fea + Ya~· {faa = 0 

folgt Y = _ {f/a + {Y"a 
ae {f~a· 

Aus XI = -1, Xe = -1 entstehen im statisch bestimmten Haupt
system die Momente 

mden Pfosten, in den Riegeln die Momente o. Abb.323 zeigt die 
Me-Flache. Aus dieser und der Ma-Flache Abb. 282 a folgt 

{}! + {f' =,x2 + 1 hi ~ 2 
fa ea ex 2 4 ' 

Y __ 1X2 + 1 • hi __ ,x2 -t..! . 1'1 
ae - 1X2 hi + 2 li - 1X2 ~. (145) 
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Abb. 324 zeigt die Momentenflachen M~ ,des Zustandes Y e = -,-L 
Aus 

l,bue = 1 . {fue = 0, 

1 (jbe = 1 . {fee + 1 {fbe = 0, 
1 (lee = 1 . {fc e - 1 f}be = 0, 

1 (lde = 1 . {fd. + Yue{fue = 0, 

folgt {fue=O, {fbe=O, {fee=O, {fde=O. Der Zustand Y. ist ein 
symmetrischer Gleichgewichtszustand des vierfach statisch unbestimmten 
Systems ohne die Gelenke a, b, c, d. Die Bedingungen 

0fe = lI}fe + Yef' Hee = 0, 
bfd = 1 I}fd + Yef{fed + Ydf{fdd = 0 

ergeben infolge derdurch die Symmetrie der Zustande bedingten Be, 
ziehungen {ffe = {fee> {ffd= {fed 

¥er = -1, ¥dr = O. (146) 

Zur Bestimmung von Yef' Y bf , Y uf dienen 

1· bfe = 1 . {ffe - 1 {fee + Y e!" f}ee + Y b!" {fbe = 0, 
1 . 0fb = 1 . {ffb - 1 f}.b + Y ef • {feb + Y bf • {fbb = 0, 
1· 0fu = 1· {ffu - 1 {}eu + Y e!" Ilea + Y b!" {fbu + Y a!" {faa = O. 

Die Belastung Xf = -1, Xe = + 1 erzeugt 
sowohl im statisch bestimmten Hauptsystem 
wie im statisch bestimmten System a die 
Momente ,+ 1 in allen Punkten des linken, 
-1 in allen Punkten des rechten Pfostens 
2, im Riegel 2 M5f = -M6f = 1, im 
Riegel 1 M 1/ = - M 2f = -1. Aile anderen 
Teile 'des Systems bleiben spannungslos. -
Abb. 325 zeigt die MrFlachen. Mithin ist 

{}fb - {feb = 0, {ffu - {feu = 0, 
{fte -{}~e = --1;lf . (2 - 1) 2 = -tlf, 

Ybf= - Yef' 
{}' ' ,<1' {j' {j' Y Ie - 'U'ee Ie - 'eo 

cf = - {f~c - f}bc = - -b~e----
Abb. 325. 

l1 
¥cr = l1 + 6 h1 = '1'/1 , ¥ar= O. 

Durch Yf = -1 entstehen die Momente 

{
M'f= -M6f= 1 

in den Pfosten 2: M" _ M _ l' 
11-- 2f-, 

. d Pf t 1 {M 11 = - M 2f = 1]1 , In en osen : 
M Sf = -M4f= 'Yjl, 

imRiegel 1: M 1I -----;---M2f =-(I-'Yjl). 

(147) 



474 Anwendungen der Theorie des statisch unbestimmten Tragwerkes. 

Abb. 326 zeigt die MrFlachen. Aus 

1 . ()af = 1 . '{}af = 0, 
1 . ()bf = 1 . {fcf + 1 {fbf = 0 , 
1 . ()cf = 1 . {}cf - 1 {fbf = 0 , 
1 . ()df = 1 . {}df + Yad • {faf = 0, 
1 . ()ef = 1 . {fff + 1 {}ef + Y ae f)-af = 0 

folgt {faf = 0, {fbf = 0, {fcf = 0, {}df = 0, {ffJ = -{}ef' Der Zustand 
Yf ist ein zur lotrechten Mittelachse antisymmetrischer Gleichgewichts
zustand des vierfach statisch unbestimmten Systems ohne die Gelenke 
a, b, c, d. 

ergibt sich nach den MomentenfHichen Mf und Mf , Abb. 325 und 326, zu 

1 off = 2 h2 + i12 + ill (1 - 111) • (148) 

Ferner ist 

Abb. 326. Abb. 327. 

Die Belastung Xd = -1 erzeugt im statisch bestimmten System a die 

Momente -1 in allen Punkten des Riegels 2, -~ in allen Punkten 
"2 - - - - 1 

des Riegelsl, M5d = M6d = -1, MId = M 2d = +-in den Pfosten. 
,x2 

Abb.327 zeigt die Md-Flachen. Aus Abb.327 und 321 ergibt sich 

()dd = l~ + ~\. l{ + ~ ~ [2 - ~+ ~ .(~ - 1)] 
,x2 6 ,x2 1X2 ,x2 ' 

und unter Beriicksichtigung von ,x2 = 2 + 3 l~ , 

A'" l' h' 2 ,x2, - 1, Udd= 2+ 2----, 
3,x2 

(149) 
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Aus den MomentenfUichen Me und Me> Abb. 322 und 324, folgt 

Sl' (iX2 + 1)2 2 h' r l') 
U ee = ~ (ir 2 + "'1 1 , 

(150) 

Die drei statisch unbestimmten GroBen Y a , Y b , Y c mnfassen die 
iiberzahligen Momente des erst en Stockes, die drei GroBen Y d , Ye, 'Yj 

die iiberzahligen Momente des zweiten und ersten Stockes. In jedem 
weiteren Stockwerk treten drei neue statisch unbestimmte GroBen Y 
hinzu, deren Bildungsweise dem dargesteIlten Verfahren folgt. 
Der Allgemeinheit der DarsteIlung zuliebe seien die iiberzahligen 
Momente und die statisch unbestimmten GroBen jetzt durch 
zwei Zeiger bezeichnet. Der erste Zeiger gebe das Stockwerk, 
der zweite die Lage im Riegel, linken oder rechten Pfosten an. Dem
gemaB bezeichnen Xna das Moment im Riegel, X nb das Moment im 
link en , Xnc das Moment im rechten Pfosten des nten Stockes. Die 
statisch unbestimmten GroBen Y na , Y nb , Y nc umfassen die X na , X nb , 

Xnc und aIle iiberzahligen Momente der unteren Stockwerke. Von 
ihren Beiwerten sind sechs willkiirlich und werden wie folgt 
gewahlt: 

Y(na)(na) = I , Y(nb) (na) = 0 , 

Y(nb) (nb) = I , 

Y(nc) (na) =.0 , 

Y(nc) (nb) = I , 

Y(nc) (nc) ~~ I . 

Nachstehende Tafel erlautert die Beziehung zwischen den X und Y. 

Xn-l,a II 1 !Yln - 1,a)ln-t,b) Y ln - l ,a)ln-1,O)! Yln-"a)lna) I Yln-l,alinb) I Y ln - 1,alinc) 

X n - 1,b 0 I I Yln-l,b)ln-t,c) Y ln - l , b) Ina) Y ln -
"

b)lnb) Y ln - l , b) Inc) 

X n - 1,c 

X n,. 

Xn,b 

X n" 

0 

0 

0 

0 

1 1 

0 0 

0 0 

0 0 

Y ln - t , c) Ina) Yin -1, c) In b) Y ln - t , c) Inc) 

1 Yin a) Inb) Yin a) Inc) 

0 1 I Ylnb)ln,) 

0 I I 1 

Die Lage der Gelenke (nb) und (nc), die durch ~no = IXn bezeichnet 
nu 

ist, wird so bestimmt, daB die Bedingung b(nb)(na) = 0 durch den Wert 
Y(na)(nb) = 0 erfiiIlt wird. 1st bis zum n - lten Stock so verfahren, 
dann folgt aus b(ra)(rb) = 0, wenn r < n ist, aIle {)(ra)(rb) = 0, Das be
deutet, daB die Formanderung infolge Yrb den Riegel r und aIle fiber 
dem rten liegenden Stockwerke nicht ergreift, D(na) (rb) = 0, {}(nb) (rb) = 0, 
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{}(nc)(rb) ....c 0 - n> r ~. DieBeiwerte Y(n~1,b)(na) und Y(n-l,c} (na) haben 
die Bedingungen 

~(na)(n-1c), = 1· {}(na)(n-l,c) + Y(7!-1,c)(na)' {}(n-1,c)(n-1,c) 

+ Y(n-1,b)(n~) • {}(n-1,b)(n-1;c) = 0, 

~(na)(n-1,b) = 1· {}(na)(n-1,b) +.Yln-1,c)(na)· {}(n-1,c)(n-1, b) 

+ Y(n-1,b)(;'a)' {}(n-1, b)(n-1,b) = 0, 

zuerfilllen. Wiegezeigtist {}(na)(n-1,b) = O. Ebensoistauch {}(na)(n-1,c) = 0, 
da der Zustand Yn-1,c antisymmetl'isch, der Zustand Xna = -1 sym
metrisch zur lotrechten Mittelachse ist. Also ergiht sich 

Y(n-l, o)(na) = 0, Y(n-l,b)(na) = O. 
Nachdem Y(na)(nb) durch Bestimmung von IXn ZU 0 geworden ist, haben 
Y(n-1,c)(nb) und Y(n-1,b)(nb) die Bedingungen 

9(nb)(n-1, c) = 1 . {}(no)(n-l, c) + 1 {}(nb) (n-1, c) + Y(n-1, c)(nb) • {}(n-1,~)(,:,-1, c) 

+ Y(n-1,b)(nb) ',{}(n-1,b)(n-1,c) = 0, 

~(nb)(n-1,b) = 1· {}(nc)(n-1,b) + 1· i1(nb)(n-1,b) + Y(n-1,c)(nb)' {}(n-1,c)(n-1,b) 

+ Y(n-1,b){nb) • {}(n-1, b)(n-1, b) = 0 

zu erfiillen. Da der Zustand Xnc = -1, X nb = -1 symmetrisch zur 
lotrechten Mittelachse ist, ist {}(no)(n-l,c) + {}(nb)(n-1,o) = O. Desgleichen 
ist {)(no)(n-l,b) + {}(nb)(n-1,b) = O. Mithin ergibt sich 

Y(n-1,o)(nb) = 0, Y(n-1,b)(nb) = O. 
Die Fortsetzung dieser SchluBfolgerung in der Reihenfolge r = n - 1, 
n - 2, . . . 1 zeigt, daB aIle 

Y(rb) (na) = 0, Y(ro) (na) = 0 , Y(rb) (nb) == 0 , Y(rc) (nb) = 0 

sind. In den Gruppen Yna und Y nb sind also nur die Beiwerte von 0 
verschieden, welche den Riegelmomenten der unter dem nten liegenden 
Riegel entsprechen. Diese Beiwerte folgen einem bestimmten Gesetz. 
Aus der Bedingung 

~(na)(n-1,a) = 1· -0(na)(n-1,a) + Y(n-1,a)(na)' {}(n-1,a)(n-1,a)'= 0 

f I t Y {}(no)(n-1,a) 
o g (n-1,a)(na) = -{}' . 

(n-1, a)(n-1, a) 

Die im Zahler stehende Verschiebung wird aus der Arbeitsglt3ichung fur 
den Zustand Xna = -1 und den Verschiebungszustand Y n - 1,a be
rechnet, dieim Nenner stehende Verschiebung aus der Arbeitsgleichung 
fiir den Zustand Xn-1,a = -1 und denselben Verschiebungszustand. 
Da der Verschiebungszustand Y n - 1,a mit {}(rk)(n-l,a) = 0 {r < n -1, 
k =a; b, c) verbunden ist, ist er ein Verschiebungszustand des 
3 (n - 2)·fach statisch unbestimmtenSystems ohne Gelenke in den Stock
werkenn - 2, n - 3 . .. 1. Mithin kann der jeweiligen Belastung das 
statiscb :bestimmte System 'a unterworfen werden, welches im Riegel 
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des Stockes n - 2 kein Gelenk, jedoch zwei Gelenke in einem der 
Pfosten aufweist und in den unteren Stockwerken beliebig gebildet 
ist. Aus Xna = -1 entstehen in dem 
statisch bestimmten System a die 
Momente 

M 5 (na) = M 6 (na) = -1 , 
- . - 1 
MI(na) = M 2 {na) = +-, 

an 

- - 1 
Ma(na) = M 4 (na) =----

an' an-l 

In allen Punkten des Riegels n sind die 
Momente = -1, in allen Punkten des 

Riegels n - 2 = + 1 und im 
an' a n - I 

Riegel n - 1 = O. Abb. 328 zeigtdie 
M(narFlachen. Aus X n _ 1,a=-lent
stehen die Momente 

+_1_ 
tXn' tXn-1 

Abb.328. 

- - 1 
M1(n-l,a) = M 2(n-l,a) = -1, M.(n-l,a) = J114 (n-l,a) = +--. 

an - 1 

In allen Punkten des Riegels n - 1 sind die Momente = -1, in allen 

Punkten des Riegels n - 2 = _._1_ .. Abb. 329 zeigt die M(n-I,a)-
, an - 1 

Flachen. Die durch Yn-1,a entstehenden Momente haben im Riegel 
und den Pfosten n - 1 dieselben Werte, im Riegel n - 1 dagegen den 

Abb.329. Abb. 330. 

Wert -Y(n-2,a)(n-l,a)' Abb.330 zeigt die M(n_l,arFlachen fiir den 
hier in Betracht kommenden Teil des Systems. Danach ergibt sich 

{}' = _ 2 h~~ (a _ 1 +_1_) _ Y(n-2,a)(n-1,a) ·l~-2 , 
(na)(n-1,a) 3"'. N n-1 N N • a 

""n ""n -1 ""n - 1 ""n n - 1 

{}' 2h~_1( 1 + 1 )+ Y(n-2,a)(n-l,a)·l~-2 +l' 
(n-l,a)(n-1,a) = 3-- a n - 1 - -:::;-- n-l' 

an - 1 lNn-l an - 1 
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Nun ist CXn - 1 durch die Bedingung 

Y _ _ 1J(n-1,bl~n-1,a) + fj'(n-1,c)(n-1,a) = 0 
(n-1,a) (n-1,b) - _Q, 

'U(n-1, a) (n-1,a) 

bestimmt. Del' Zahler ist aus del' Arbeitsgleichung fUr den Zustand 
X n - 1,b = -1, X n - 1,c = -1 undden Verschiebungszustand Y n - 1,a = -1 
zu berechnen. 1m statisch bestimmten System a entstehen durch die 
genannte Belastung im Riegel n - 1 die Momente 0, im Riegel n - 2 

die Momente + CXn -1 + 1 . Die Momentenflachen zeigt Abb. 331. Mit-
hin wird Oi'-n -1 

fj (Oi'-n-l+ 1) [}(n-1 (_2 __ 1) 
iJ en -1, b) (n - 1, a) +(n - 1, c) (n -1, a) = 3 

Oi'-n-1 Oi'-n-1 

+ Y(n-2,a) (n-l,a) .l~_2] = 0 

durch , h~-1( 2)' 
Y(n-2,a) (n-l,a) ·In-2 = -3 1 -'~ 

""n-1 

erfiillt. Durch Einfilhrung dieses Wertes ergibt sich 
, h~ _ 1 2 CXn _ 1 -1 

1J(na)(n-1,a) = --- . -3----' 
CXn CXn -l 

Q' h' . 2 CXn ~-1 -L l' 
1I'(n-1,a)(n-1,a) = nIl n 1, - 3 CXn _1 -

Y(n-l, u) (nu) = ~n-l --, 
Oi'-.. 

wenn 

h' + l' 3 CXn - 1, 
n - 1 n - 1 2 CXn _ 1 - 1 

bezeiehnet. Mithin ist 
Y I;n-2 

(n-2,a)(n-1,a) =~, 
""n-1 

und die Beziehung 1Jen - 1,b)(n-l,a) + 1't(n-1,c)(n-l,a) = 0 wird durch 

_ ') , 31;n-2 ·l~_2 
IXn-l - ~ -r h' , 

n-1 

(151) 

erfiillt. FUr IXn 

Y(na)(nb) = 0 
ergibt derselbe Reehnungsgang aus del' Bedingung 

(152) 

Auf die Beiwerte Y(n-1,a)(n+1,a) und Y(n-1,a)(n+2,a) wird in folgender 
Weise gesehlossen. Y(n-l, a)(n+l. a) ergibt sieh aus del' Bedingung 

~ 0 t B ., k . ht' Y I;n U(n+l,a)(n-1,a) = un er erue SIC 19ung von (na)(n+1,a) = -- zu 
IXn+1 

1 iJ'(n+ 1, a) (n -1, a) + Oi'-I;n • 1}(na) (n -1, a) 
Y n+1 

(n-1,a)(n+1,a) = - - _Q' 

'U'(n - 1, a) (n -1, a) 



Der zweistieligesyrnmetrische Stookwerkrahmen. 479 

Der Zahler ist aus der Arbeitsgleichung fUr den Zustand Xn+I,a = -1, 

Xn a = -~ und den Verschiebungszustand Y n -1, a = -1 zu be
IXn+I 

rechnen. In dem statisch bestimmten System a erzeugt die bezeichnete 
Belastung im Riegel n - 1 das Moment 0 in den Pfosten n -1 oben 

___ 1_ (1- tn) unten + 1 (1 - tn) im Riegel n - 2: 
IXn • IXn + 1 IXn • IXn + 1 • IXn - 1 

1 
- (1 - 'n). Abb.332 zeigt die Momentenflachen. Der 

IXn' IXn+I • IXn-I 
Vergleich mit den Momentenflachen des Zustandes Xna = -1 in 
Abb. 328 zeigt, daB 

(j' + 'n {}' 1 - 'n {}' ''(n+1)(n-1,a) -. -. (na) (n-I,a) = --",--' (na)(n-1,a) 
IXn+1 ~n+1 

ist. Also folgt, 

1- tn 
Y(n-l,a)(n+1,a) = - -- . Y(n-I,a) (na) , (153) 

IXn+1 

M(n-l,b) 

Abb. 331. 

+ OCn '()(n+:()(,,-, (t-Sn) 

Abb.332. 

Y(n-1,a)(n+2,a) ergibt sich aus derBedingung ~(n+2,a)(n-1,a) = 0 unter 
Berucksichtigung von 

Y 'n+1 
(n+I,a)(n+2,a) = -;;:-- , 

n+2 

zu [0' + 'n+1 {}' 'n(l- 'n+1) {)' ] 
(n+2,a)(n-1,a) ;X--. (n+1,a)(n-1,a) - • (na.)(n-1,a) 

Y n+2 IXn+1' IXn+2 
(,,-1,a)(,,+2,a) = -_Q' 

U·(n -1, a) (n -1, a) 

Der Zahler ist aus der Arbeitsgleichung fUr den Zustand 

X n +2,a = -1, X n + 1,a = _ 'n+1 , Xna = + 'n (1 - 'n+1) 
IXn+2 IXn+1'lXn+2 
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und den Verschiebungszustand Y n -l,a = -1 zu berechnen. Die Belastung 
. d Pf b d M (1 - en) (1 - en+!) erzeugt m en osten n - 1 0 en as oment + -'--_-"C-: __ -"-'----'-

(1 - C ) (1 - C ) tXn +2' tXn+1 • tXn 
unten das Moment - n n+1. Denselben Wert mit dem 

tXn+2 • tXn+1 • tXn • tXn _ 1 
positiven Vorzeichen hat das Moment im Riegel n - 2, wahrend das 

n 

(1-f:,n}(f-~nf1) 
- I%nI£·(J(n+1·(J(n·(J(n_1 

n-i! ~~~e;m:rm;mm:rfJ 
+.(f-~n)(f~nt-1) 

(J(n+J/·(J(n.f,·tt;, ·tJCn' 1 

Abb. 333. 

Y(1I-1,a)(n+2,a) = 
oder 

oder 

Moment im Riegel n - 1 = 0 ist. 
Abb. 333 zeigt die Momentenflachen. 
Der Vergleich mit den Momenten
flachen des Zustandes Xna = -1 zeigt, 
daB der Zahler 

(1 - en) (1 - 4n+1) {}' • 
= . (na) (n-1,a; 

tXn+2 • tXn+1 

ist. Daraus folgt 

Abb.334. 

(154) 

ist. Damit ist die Formel gefunden, nach der die Beiwerte Y(n,a)(n+r,a) 

r = 1, 2 ... der Reihe nach anzuschreiben sind, indem mit 

'TT ;n 
L(na)(n+l.a) =-

tX n +1 
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begonnen wird. In derselben Weise, wie oben -&(n-l,a)(n-l,a) gefunden 
ist, ergibt sich die allgemeingiiltige Formel 

{/ oQ' ,,2IXn _1 
(na) (na) = 'U'(na)(na) = In + hn -3-- . 

IXn 
(155) 

Die Beiwerte der Gruppen Y rb konnen unmittelbar aus den Beiwerten 
der Gruppen Y ru abgeleitet werden. Es ist 

Y '!~(nb)(n-l,a) + -&(no)(n-l,a) 
(n-l,a)(nb) = - _QI 

'U'(n - I, a) (n - 1, a.) 

Die im Zahler stehenden Verschiebungen sind aus der Arbeits
gleichung fiir den Zustand X nb = -1, X n • = -1 und den Verschiebungs
zustand Y n -1, a = -1 zu berechnen. Die Belastung erzeugt im statisch 
bestimmten System a in den Riegeln n und n - 1 die Momente 0, im 

Riegel n - 2: - 1 + ~, in den Pfosten in Hohe des Riegels n - 1 : 
1 + IX _ IXn • IXn - 1 1 + IX 

---"'" , in Rohe des Riegels n - 2: +----"-. Abb. 334 zeigt 
IXn IXn' IXn _ 1 

die Momentenflachen. Der Vergleich mit den Momentenflachen des 
Zustandes Xna = -1 (Abb. 328) zeigt, daB 

-&(nb)(n-l,a) + Henc)(nl,a) = -(1 + tXn )· {)rna)(n-l,n) 

ist, Daraus folgt 

oder 

:r(n-l,a)(nb) = -(1 + IXn) 'Y(n-t;a)(naH (156) 

1 + IX" 
Y(n-l,a)(nb) = ----- . Cn-1 

IX" 

ist. Unter Beriicksichtigung dieses Wertes ergibt sich aus t5(nb) (" _ 2, a) = 0, 

-&' -&' 1 + IX,,;- _Q' 
(nb)(n-2, a) + (nc)(n-2, a) - -- --. <'n-1 • 'U(n-l, a) (n-2,a) 

IXn 
Y(n-2,a)(nb) = - -&' 'en -2, a) (n - 2, a.) 

Zur Berechnung des Zahlers ist die Belastung X nb = -1, Xnc = -1, 
1 + IXn 

X"-1 a = +----. 1;n-l einzufiihren. FUr Y(n-2,a)(na) gilt 
, LXn 

-&(na) (n-2,a) + ~. 1;n-1' -&(n-l,a)(n-2,a) 
Y IXn 

(n - 2, a) (na) = - --&(n _ 2, a)(n _ 2, a) --.- -- ---

und zur Berechnung des Zahlers ist die Belastung Xna = -1, 

X 1;"-1 . uf"hr D' t' R' 1 2 d' M n-1,a = --;X- emz u en. lese erzeug 1m lege n - Ie 0-

t O · R' n 1 3 d' M t 1 - 1;"-1 . d P£ men e ,1m lege n - Ie omen ,e - ,m en osten 
IXn' IXn -1 • otn - 2 

b di M 1- 1;n-l 1 - 1;n-l 
n-2o en e omente ----, unten + . Abb.335 

IX" • IX" -1 IXn • IXn _ 1 • IXn - 2 

Grii ni n If, Statik. 31 
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zeigt diese Momentenflachen. Die Belastung X nb = -1, Xnc = -1, 
1 + O(,n 

X n - 1 a. = ---. 7;n-l erzeugtimStockwerk n- 2 unddemRiegeln-3 
0(,,, 

dieselben Momente mit - (0(,,, + 1) multipliziel't (s. Abb. 336). Daraus folgt 

Y(n-2,a) ("b) = -(1 + O(,n)' Y(n-2,a)(na)' 

+ 1+ocn (1 6 ~ 
ct.n -2' (Kn-I,an - n-1 

Abb. 335. Abb. 336. 

Da abel' aIle Y(rb) (nb) und Y(rc) (nb) = 0 sind, ist die vol'stehende SchlnD
folgel'ung fol'tzusetzen, so daD allgemein fur r < n 

Y(ra)(nb) = -(1 + O(,n) • Y(ra)(na) (157) 
gilt. Es bleibt noch die Bel'eclmung von t5(nb) (nb)' Nach dem Satze Bettis 
folgt aus t5(nb) (ra) = 0 zunachst O(ra) (nb) = 0 und weiter 1}(ra) (nb) = 0, 
wenn r = n - 1, n - 2 ... 1 ist. Mithin ist 

t5(nb) (nb) = 1}(nb) (nb) + {j(nc) (nb) 

und aus del' Arbeitsgleichung fUr die Belastung X nb = -1, Xnc = -1 
zu bel'echnen, indem das statisch bestimmte System a eingefUhrt wird. 
Die dadurch el'zeugten Momente sind in Abb.337 dal'gesteIlt. Aus 
Yn b = -1 entstehen in den Pfost,en des Stockes n dieselben Momente, 

im Riegel n - 1 dagegen + 1 + 0(,,, • 7;" -1' Mithin el'gibt sich 
O(,n 

15' (1 + O(,n)2 9' , r 
(nb)(nb) = ~ (-rrhn + In-l • I,n-tl 

und infolge O(,n • h~ = 2 h;, + 3l~_1 . 7;"-1, 
(1 + Xn)2 , 

O(nb) (nb) = 3 . hn . 
Xn 

(158) 
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Fur die Beiwerte del' Gruppe Y ne gelten die Bedingungen 

~(nc)(nb) = 1 . {}(ne)(nb) + Y(nb)(nc)' {}(nb)(nb) = 0, 

483 

~(ne) (na) = 1 . fi(ne) (nu) + Y(nb) (ne) {}(nb) (nu) + Y(na) (ne) • {}(na) (nd) = O. 

Da die Momente aus Y nb = -1 und Y na = -1 symmetriseh zur lot
reehten Mittelaehse sind, die Momente aus X nb = -1, Xnc = + 1 da
gegen antisymmetriseh, ist 

Daher folgt 

{}(nb) (nb) - {}(ne) (nb) = 0, 

{)(nb) (na) - {}(ne) (na) = O. 

Y(nb)(ne) = -1, Y(na) (ne) = 0 . 

n rTTT'!,.,.,..,.,.,.,.".p:!J-IJ.W.IJ.W.""i::=:::l 

Abb. 337. Abb. 338. 

Die Fortsetzung diesel' SehluBfolgel'ung in del' Reihenfolge l' = n-l, 
n - 2 ... 1 fuhl't zu dem Ergebnis 

Y(rb)(nc) = - Y(rc) (ne) , Y(ra) (ne) = O. (159) 

Somit ist in jedem Stoekwerk nul' del' Beiwert Y(Te) (nc) zu bestimmen. 
Aus 

~(nc)(n -I, c) = 1'J(nc) (n -I, c) -{}(nb) (n -I, c) + Yen -I, c)(nc) • 

[{)(n-l, c) (n -I, c) - {}(n -I, b)(n-I, e)] = 0 
ergibt sieh 

Y {}(nc) (n-I,e) - {}(nb) (n-l,c) 
(n-l, c) (nc) = - .Q' {}'" 

'U'(n -I, c) (n - I, c) - (n -I, b) (n -I, c) 

Del' Zahler ist aus del' Arbeitsgleiehung fUr den Zustand Xnc = -1, 
X nb = +1 und den Versehiebungszustand Yn - 1,c = -1 zu bereehnen. 
Die Belastung el'zeugt im linken Pfosten n die Momente + 1, im reehten 
-1, im Riegel n links + 1, reehts -1, im Riegel n - 1 links -1, reehts 
+1. Die Momentenflaehen Mnc zeigt Abb.338; sie erstreeken sieh 
nur uber die bezeiehneten Systemstueke. 1m Zustand Yn - 1,c = -1 
entstehen im linken Pfosten n - 1 die Momente + 1, im reehten -1, 
im Riegel n-llinks +1, reehts -1, im Riegel n-2links -(1 - 1]n-2)' 

reehts +(1 -1]n-2), wenn 1]n-2 = Y(n-2,e) (n-l,c) bezeiehnet .Abb.339). 
Del' Nenneristaus del' ArbeitsgleiehungfurdenZustand X n _ l,e = -1, 

X n - 1,b = +1 undden Versehiebungszustand Y n - 1,e = -1 zu bereehnen. 

31* 
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Die Belastung ergreift nur die Riegel und Pfost en n - 1 SOWle den Riegel 
n - 2 mit den in Abb.340 dargestellten Momenten. Mithin ergibt sich 

{}(ne) (n-l,c) -1f(nb)(n-1,e) = --A-l~-l' 

17(n-1,c)(n-1,e) - {J(n-1,b)(n-1,c) = 2 h~_l + -P~-l + -tl~-2 (1 -1]n-2), 

7 1;'_1 (160) 
:i(n-l,c) (nc) = 6h' + l' + l' (1- 'l'l ) = ')'jn-t· 

n-l n-l n-2 o.n-2 

In derselben Weise ergibt sich 

1;'-2 
Y(n-2, c) (n-t, c) = 6 h' + l' + l' _ (J _ '1'/ ) = ')'jn-2· 

n-2 n-2 n-3 - n-3 

Abb.339. Abb.340. 

Die 1]-Werte lassen sich demnach in der Reihenfolge n = 1, 2 ... m 

berechnen, da wegen lo = 0 auch 170 = 0 ist. 
l' 

Der Wert 1]1 = 6 hl ~ li 
ist oben bereits angegeben. 

Fur jeden Beiwert Y(rc) (ne) (r < n - 1) gilt die Bedingung 
n 

b(ne) (re) = .J} Y(ke) (ne) [1f(ke) (re) - {f(lcb) (re)] 

r+2 

+ Y(r+ I, c) (nc) [{J(r+ I, clerc) - 1'J(r+l, b)(re)] 

+ Y(rc)(nc) [1f(rc)(rc) - {J(r b)(rc)] = 0 . 

Der Zustand X ke = -1, X kb = + 1 ergreift nur die Pfosten k, sowie die 
Riegel k und k -- 1, in denen durch Yre = -1 keine Momente entstehen, 
wenn k > r + 2 ist. Mithin ist 

1f(kc)(re) - 1f(kb)(rb) = 0, 
und es folgt 

Y(re)(nc) _ + 1f(r+ I, c) (r . c) - 1f(H I, b) (re) 

Y(r+!, c)(ne) - - 1f(rc)(rc) - 1f(rb)(rc) 



Der zweistielige symmetrische Stockwerkrahmen. 

Wie oben gezeigt, ist die rechte Seite 

lr 
= 1]r = 6 h' l' + l' (1 ) , r+ r r-1 -1]r-1 

so daB die allgemein giiltige Gleichung 

Y(rc)(nc) = Y(r+1,c)(nc) '1], 
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(161) 

besteht, welche die Berechnung aller Beiwerte Y(rc)(nc) in der Reihen
folge r = n - 1, n - 2 . . . 1 ermoglicht. 

Aus d(rb)(nc) = 0 und d(rc)(nc) = 0 folgt {}(rb)(nc) = 0 und {}(rc)(nc) = 0 . 
Mithin ergibt sich 

oder 

d(nc)(nc) = {}(nc)(nc) - {}(nb)(nc) , 

= 2h~ + -}Z;, + -P~-1 (1 -1]n-l)' 

~, l~ 
U(nc) (nc) = -3-' 

1/n 
(162) 

Mit Hilfe der entwickelten Formeln konnen nun die Beiwerte aller 
G,ruppen Y fUr jede beliebige Zahl von Stockwerken ohne weiteres 
angeschrieben werden. Man beginnt mit Stockwerk 1 und schreibt 
die Beiwerte Y(1 a) (r a) in folgender Reihenfolge: 

'1 '1 (1 - '2) '1 (1 - '2) (1 - '3) 
Y(la)(2a) = -, Y(1a)(3a) = ------, Y(1a)(4a) = + usw. 

iX2 iX2 iXS iX2 • iX3 • iX4 

Dann folgen die Y(2a) (ra), beginnend mit 

Y 1 Y '2 Y '2 (1 - 's) 
(2 a) (2 a) =, (2a) (3 a) = - , (2 a) (4 a) = - -;;- , 

(X,S ~3 iX4 

Die Zeile Y(3a) (ra) beginnt mit 

Y Y " (~a)(sa) = 1, (3a)(4a) = :x: ' 
Die Beiwerte der Gruppen Yrb erhalt man dann aus denen der Gruppen 
Yra , indem man die letzteren mit -(iXr + 1) multipliziert und 
Y(rb) (rb) = Y(rc)(rb) = 1 setzt. Die Beiwerte der Gruppen Y rc konnen 
wie die der Gruppen Yra in den Zeilen aufeinander folgend hin
geschrieben werden 

Y(lC) (Ie) = 1, Y(1c) (2 c) = 'YJl, Y(IC) (3 c) = 171 '172' Y(1c) (4 c) = 'YJl • 'YJ2''YJ 3 usw., 

oder in den Spalten aufeinander folgend 

Y(2c)(2c) = 1, Y(1C)(2C) = 'YJl; Y(3C)(3C) = 1, Y(2C)(3C) = 'YJ2' Y(lC)(3C) = 'YJl • 'YJ2' 

Nachstehende Tafel gibt die Beiwerte fur fUnf Stockwerke an. 
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Ily, al Yu I y,·1 Y2a I Y2b I-Y 2,1 Y.a Y. b I Y., I Y 4a 

Xu 1 1 0 0 
(;1 

- (a2+1) ~~ I 0 1- (;1(1-(;2) + (a3+l) (;1(1-(;2) 1 0 
+ (;1(l-(;~)(1-~ 

+-
a. 0I2,a. a2,a. I a2, a. ,a4 

-
Xu 0 +1 -1 0 0 -171 0 0 -'71''12 0 
- 0-X" +1 +1 0 0 +171 0 0 T '71' '12 0 
-
X. a 0 0 0 1 0 0 

(;2 -(a3+1) (;2 0 
_ (;2(1-(;i!l 

+-
a. a. aa,a4 

-X
2
-

b 
-0--0---0 -0- --+ i-------::-1- �--o--�----o---'I---~-2 -

- ----1--1----1-------------------1------

-::-: -:--0-0 -: -:-1--+-:--1+-; -: :- -,---:---
1

1-+ 'l-0'-1---~-3-
IX, 

------1--1----1---1----
I -1 _ 0 

--- - -------- --- ----1------:---- -

X-X-::- -:--0-0 -0-0 --:-I---:--I--~-I-~- +: I +: I +: 

X 4b 0 -0 _~ t~o- 0 0 -_ -0-==_-__ --=0 _-=--~J_-o- -1----0--

~:: ~ ~ -~-I--~-I---~--I--~- --~ - ~ I-~-----~----
I 

1----1---

~:: I~ ~ ~-~-I!--~----- -~--

X. b 0 o o o o o 

o 

o +1 

o I 0 I 00 
o 0 i 0 0 

Der Gang der Rechnung ist folgender: 

h; 
(;2 = - -------, 

h'+l:~~ 
2 22 cX 2 - 1 

=2+3!;2l~ 
ex3 h' , 

3 

(163) 

ex. = 2 + 3 (;4 l4 
o h5 ' 
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y •• J 
+1) C10 (I-C2)(I-'a) 
- IX2 0 IXa 0 IX, 

o 

-------�------

o 
o +'72 0 173 0 o 

----i,------

--------1----1--------------- ------1----

_(IX,-fl)C3 0 33(_I-_C_4 ) +(IX,+I)Ca(I-C~ 
IX, IX4 0 IX, IX,o IX. 

o 

o -173 I 0 0 -'73 0'74 
------1------------1-----------1----

o + 173 I 0 0 I + 173 0 17, 
-- ~------I--o--I C, --- -_-(IX-,+--I-)-c4----I---o---

IX, IX, 

+ 1 - 1 0 0 - 174 
------1----1------------ - ------1----

+ 1 + 1 0 0 +17, 
------1---1---------1---------- ----

o 0 +1 0 0 

o 0 0 +1 -1 
---------------------1---------1----

o 0 0 + 1 

1t 
171 = 6 hi + 11 ' 

173 = 6 h~ + l~ + 12 (1 - 172) , 

l' 5 

175 = 6 hi-, + 11-, + 1~ (1 - 174) , 

172 = 6 ~ + 12 + 11 (1 =-171) , 

1~ 

h' l' 15' -1' - 1 h' __ 1 ___ 1_ 
(1 a) (1 a) - 1 + 2 1 - 2 ~ - 1 _ 1; , 

(,1 -1 

I " 2 1X2 - 1 ~ 2 1X2 - 1 12 
15(2 a) (2 a) = 12 + ~ -3~ = 1;2 31X2 = 1=-- 1;2' 

+1 

(164) 
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bb b) (1 b) = 1 , 5 h~ 

~, 1.1 ( 1X3 + 1)2 
U(a b) (3 b) = '''3 -3--- , 

1X3 

~, h' (1Xs + 1)2 
U(5b) (5 b) = 5-----' 

3IXs 

Abb. 341. 

~, l; 
U(l e)(1 c) = -3 ' 

1]1 

, 1~ 
J\3e)(3e) = -3 ' 

1]3 

(j' 15 
(5 c) (5 c) = 31J~ , 

~, h' (1X2 + 1)2 
U(2 b) (2 b) = 2 -3--- , 

1X2 

1 ~~~jI:tW:=~ 
-((){s + 1) 

~, l~ 
U(2c) (2 c) = -3- , 

172 

(j' 14 
(4 c) (4c) = 31]4 ' 

Sf (1- f.z )(1-t, J)(f-b¥) 
(){z ·(){3·(J('1·(J(.S 

Abb. 342. 

(166) 

(167) 

Die Abb. 341, 342, 343 ~eigen die M5a -, M~b-' 1l1(jo-Flachen, 
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Ffir jede statisch unbestimmte GroBe Y besteht nun eine Elastizitats
gleichung, die nur eine Unbekannte enthalt. Der Wert der statisch 
Unbestimmten Y rk ist daher 

f Mo' Mrk • ds + c E Jc [fNrk • tods + f ~t Mrk • dS] 
Y,k = So' , (168) 

U(,k)(,k) 

wenn M 0 die durch die gegebene Belastung im statisch bestimmten 
. Hauptsystem erzeugten Momente, M'k und N,k die Momente und 
Normalkrafte des Zustandes Y,k = -1 be-
zeichnen. 

1. Belastung des Riegels 5 durch eine 
Einzeilast P im Abstand e vom linken 5 mmlDY~.I.WJ.I.WJ'"t~3 
Pfosten. Da die Zustande Y tells symme
trisch, teils antisymmetrisch zur lotrechten 
Mittelachse sind, wird die Belastung zweck
maBig in eine symmetrische und eine anti
symmetrische zerlegt. Erstere ist +-}P in 
den Punkten e und l - e, letztere t P in e 
und -1- P in l - e. Fiir die erstere werden 
aile Y,c = 0, ffir die zweite alle Y,a und 
Y,b = O. Die Momente aus der ersten seien 
111', aus der zweiten Mil bezeichnet. 

f Mil· M5a • ds' 2 b;" (5 a) 
Y5a = , = i P ' --, --, 

b~~~~ b~~~~ 

r Mil· M 5b • ds' 2 b;" (5 b) 
Y5b =' , = lP'-,--, 

b~~~~ b~~~~ 

b;"(5a) und b;" (5 b) bezeichnen die lotrechte 
Verschiebung des Angriffspunktes der Last 
infolge Y 5a = -1 bzw. Y 5b = -1. Der 
Zustand Y5a = -1 ist identisch mit dem 
Zustand X 5a = -1 des zwolffach statisch 
unbestimmten Systems ohne Gelenke in 
den Stockwerken 1 bis 4. Mithin kann zur 
Berechnung von 2 b;"(5a) der Belastung P= 1 
in Punkt e und l - e das statisch bestimmte 
System unterworfen werden, welches im 
Riegel 4 kein Gelenk, dafiir aber zwei Ge
lenke in einem der Pfosten 4 aufweist. Die 
Mo-Flache erstreckt sich dann nur fiber die 

Abb.343. 

Riegel 5 und 4 sowie fiber die Pfosten 5. In den Pfosten treten 

oben die Momente Mil = -1 . e , unten Mo = + ~ auf, im 
1 ~5 

Riegel 4 Mil = - x:' im Riegel 5 zwischen e und l - e M& - 0 . 



490 Anwendungen del' Theol'ie des statisch unbestimmten Tragwerkes. 

Abb. 344 zeigt die Mo-FULchen. Bezeichnet 6 5 (5 a) das statische Moment 

der ; M 5a-Flachen der 'Pfosten in bezug auf die Riegelachse 5 und 

6~(5a) das statische Moment derselben Flachen in bezug auf die 
Riegelachse 4, so ist: 

2 s, '1 e c::.' e (1 c::.' t:4l4) 
U m (5a) = e . e - -h ~4(5a) + - -h ~5(5a) + -.- . 

5 LX5 5 rX5 

Abb.344. 

Nun ist IX5 aus 

1 c::.' tll4 
-h ~5(5a) + - = 0 

5 IX5 

bestimmt, also faUt das letzte Glied fort. 

2 s, ,(' 1 ) h'a 
U m (5a) = e· e + 2 e 2 - IX5 '6' 

2 b",(5a) = e (e' + hi; 2 ~5 IX~ 1), 

YSa ={Pe·;s· x, 
wenn e' 3 IX5 

x=I+--
hi; 2 IX5 - 1 

bezeichnet. 
Der Zustand Y 5 b = -1 ist identisch :p1it dem Zustand X5 b = -1 , 

X 5c = -1 des 13fach statisch unbestimmten Systems ohne das Gelenk 
5a und ohne Gelenke in den Stockwerken 1 bis 4. Also kann zur Be
rechnung von b;"(5b) das statisch bestimmte System eingefiihrt werden, 
welches an Stelle des Gelenkes in 5a ein zweites Gelenk in einem der 
Pfosten 5 aufweist. Die Momentenflache Mo erstreckt sich dann nur 
hber den Riegel 5. Da in diesem die Momente M5b = 0 sind, ist 

Y Sb = O. 

Jeder Zustand Yrb = -1 (r = 1 ... 5) ist ein Gleichgewichts
zustand des statisch unbestimmten Systems ohne das Gelenk r a . 
Demnach gilt die vorstehende SchluBfolgerung filr alle b;n(rb) , so daB 
Y 4b = 0, Y ab = 0, Y 2b = 0, Y 1b = o. 

Y 4a = ~p2,b;n(4a). 
b(4a)(4a) 

Der Zustand Y4a = -1 ist identisch mit dem Zustand X 4a = -1 des 
neunfach statisch unbestimmten Systems ohne Gelenke in den Stock
werken 1 bis 3. Zur Berechnung von b~, (4 a) wird das statisch bestimmte 
System durch drei Gelenke in den Pfosten 3 gebildet. In diesem ent-

stehen in den Pfosten 4 oben die Momente 110 = +!!, unten 
IX-

, Ie ,DIe 
Mo = --.-- , im Riegel 4M'o = 0, im Riegel 3 Mo = +--.-. , 

~.~ ~.~ 
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Abb.345 zeigt die Mo-Flache, Abb.346 die M 4a -Flache fur denselben 
Teil des Systems. Unter Berucksichtigung des Wertes iX4 ergibt sich 

2~' (4 ) = - 2 ~ (2 _ ~) h4 
m a iXs iX4 6' 

Y4a = -lPe. C4 • 

iXs 

Auf dieselbe Weise findet man 

Y aa = +lPe ._SL , 
iXs • /X 4 

Y 2a = -lPe. C2 

iXs • iX4 • iX3 

Y _ + I]) CI 
la - "2 e· 

iX5 • iX4 • iXa • iX2 

Die Momente in den Riegeln sind 

X5a= Y5a=lPe~s·x, 

Y ~ Y Ip ~ ~ X'Ja = 6a • - + 4a = -"2 e - (1 - "5 . x) , 
iXs iX5 

X 4a = -fp· e (1 - ~o· x). Y(4a) (oa), 

X Ha = - Y 5a ~3 (1 - ~4) + Y4a ~ + Y O({ , 

iX5 • iX4 iX4 

X 3a = lPe C3 (l--=3"4) (1 - (5·X), 
iXs • /X 4 

X 3a = -f Pe (1 - ~5· x). Y(3a) (5aH 

X 2a = Yoa (2 (1 - Ca) (1 - ~4) 
iX5 • iX4 • iXa 

_ Y C2 (1 - (s2 + Y i! + Y 
4a ~ ~ 3a 2a., 

""4 • '-"3 iXa 

X 2a = -lPe C2 (1- ( 3) (1- ( 4) (1- C5 • x) , 
iXs • iX4 • iX3 

Abb. 345. 

Abb. 346. 
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Die Momente in den Pfosten sind, wenn die Momente an Kopf und 
FuB des Pfostens r durch die Bezeichnungen M ro und M ru unter
schieden werden: 

M50 = -i Pe -1- X 5a = -tPe (1 - 1;5' xl 

M5u = -M50 : = - ~ X 4a , 
5 "4 

M 40 = - I;~ X 4a (l - I;~) , 

M 4u = +~ X 4a (1 - 1;4) 
"4' 0(,4 

und da Xaa = 

, 1 
M 4u = -1;3 X ga , 

, 1 
Mso = - 1;3 Xaa (1 - 1;3), 

M~u = +-~- Xaa (1 - 1;3) = - ~l X 2a , 
1;30(,3 ~2 

M~o = - :2 X 2a (1 - 1;2) , 

,1 1 
M2M = +;,,-~-X2a(1- 1;2) = -~Xla, 

"2 2 "1 

, 1 
M Io = - 1;1 X 1a (1 - 1;1)' 

, 1 
Mh = + 21;1 X 1a (1 - 1;1) . 

Die antisymmetrische Belastung P = 1 in e und P = -1 in 1 - e 
erzeugt nul' ill Riegel 5 Momente, die von ° verschieden sind. In e 

1 

+1.e(1- ~e) 

h d /I ( 2e). entste t as Moment Mo = e 1 - T 1Il l- e 

M~ = -e (1- 2/). Abb. 347zeigtdie M~-FHiche. 
Da die Zustande Y4e , Y se , Y 2e , Y 1e den Riegel 5 
nicht ergreifen, ist 

Y4e = Y so = Y 20 = Y 1e = 0, 

Y_ = l.p2r5~(50) 
Abb. 347. 00 2 15(50) (50) . 

Aus Abb. 347 und Abb. 343 ergibt sich 

215' _ ( _ 2 e) ~ . ~ (l- e) _ e (l - 2 e) (l - e) l~ 
m(50) - e 1 1 4 31 - 312 . 

Y _ 1. P (l - 2 e) (l - e) 'YJ5 
go - 2 e l2 . 
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Die Momente in den Pfosten sind: 

M~o = M5u = =t=Y5e , 

M~o = M4~ = =t=Y5e '1]4' 

Mso = Msu = =t=Y5e '174 '1]3, 

M'io = M;{u = =t=Y5e '1]4 '1]3 '172, 

M~o = M~u = =t=Y5e '1]4 '1]3 '1'}21]1 , 

P 
"2 

P 
2 

493 

in den Riegeln: 1/----0------1 

Mf: = +Y5e , 

M'4 = +Y5e (1 - 1]4), 

M3 = ±Y5e '1]4 (1 -1]3), 

M'i = ±Y5e '1]4 '1]3 (1 -1]2) , 

M~ = ±Y5e , 1741]31]2 (1 - 1]1) , Abb. 348. 

Die oberen Vorzeichen gelteIi fur den linken, die unteren fur den 
rechten Pfosten bzw, die entsprechenden Riegelpunkte. 

Da aIle Werte 1] < 1 sind, nehmen die absoluten GraBen der Momente 
in den Pfosten von oben nach unten abo 

2. Belastung des Riegels 2 durch eine Einzellast P in Punkt m im 
Abstand e vom link en Pfosten. Die Belastung wird wie im FaIle 1 in 
eine symmetrische, l P in e und l - e, und eine antisymmetrische, 
1 P in e und -~- P in l- e zerlegt. Fur erstere sind aIle Yrc> fiir letztere 
aIle Yra , Yrb = O. Wie im FaIle 1 ergibt sich: 

Y 2a = ~-Pe,r;2'''' Y 2b =O, 

Y1 = -lPe (;1 
a ~ ~2' 

Y -.1 P 2 <5~ (3 a) y _ t P 2 <5~ (3 b) 
3 a - 2 So' , 3 b - :l So' • 

U~~~~ U~0~0 

Ferner ist 

Die Zustande Y 3a = -1 und Y 3b = -1 sind Gleichgewichtszustande 
des 6 fach statisch unbestimmten Systems ohne Gelenke im ersten und 
zweiten Stock. Mithin kann zur Berechnung von <5~ (3 a) und <5~ (3 b) das 
statisch bestimmte System a durch drei Gelenke in den Pfosten 2 ge
bildet werden Die Belastung durch Pm = 1 in e und l - e ergreift dem
nach nur den Riegel 2 und die Momentenflache ist die Momentenflache 
des einfachen Balkens von der Stutzweite l (s. Abb. 348). Mithin ist 

2 <5' (" ) = _ e (l --=- e) l2' ,fr 
m .,a l ~:I ' 

2 So' e (l - e) l' (;2 
Um(3b) = +--l--- 2 (~3 + 1) , --:-- , 

~3 

Ys = -!.Pe (1 _!) ~2 (1 - ~s) 12. 
a 2 I 1Xs 13 
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Zur Berechnung der Momente des Systems wird Y~b nur in der Form 
Y3a - (iX3 + 1) Y3h gebraucht. 

da 

, (3 l3 iX3 ) Y 3a - (iXa + 1) lxb = You 1 + -h-; -1 _ ,~ , 
.1 "3 

3 l~3 iX3 
- -------

h3 1- C3 

h' l' 3 iX3 
3l' . 3 + 3,)-, --1 

3 iX3 ~ iX3 -

h3 3 iX 
l~J __ .a 
. 2 iX3 - 1 

, 3l3· iX3 
= 2 iX - 1 -+- ---

3 I hg 
ist, so wird 

Y Sa - (iXS + 1) .1'SI> = Y.'la· iXS (2 + 3 ~~), 
Alle Zustande Yra , Yrb , r 2: 3 sind Gleichgewichtszustande in 

einem statisch unbestimmten System ohne Gelenke im Stockwerk 1 
und 2, mithin kann zur Berechnung aller (5;" (ra), o;n (rb) das statisch 
bestiullute System a benutzt werden, dessen Momentenflachen in 
Abb. 348 dargestellt sind. Danach ergibt sich 

e (l - e) l~ C2 (1- ~3) 

l iX 4 'iX 3 

e (l- e) l; C2 (1 - ~-3) (1 - ~4) (iXs + 1) 
---------

l iXs 'iX4 'iX3 

.~ Pe (1 _ ~) C2-,-(l- Cal,(1 - C4 ) ~ , 
- l iX4 • iX3 t.1 

( e)3l~(2(1-(3) 
(iX4 + 1) , YH = --1 Pe 1 -7 h4 iX3 ' 

y. = _.1 Pe (1 _ e)' (2 (l---=-f~! - (4~ (5) . ~ 
"a 2 l iX 5 • iX 4 • iX3 l~, ' 

(iXs + 1) , Y5b =.\ Pe (1 _ ~) 3 ~~ f2Jl - Cal,J!=J4! . 
- l h" iX 4 • iX3 

Wie oben findet man 

Y 4a - (iX4 + 1) :1'4 /J = Y 4a • iX4 (2 + 3 !:) , 
Yo a - (iXs + 1) Ys /J = Yo a ' iXs (2 + 3 !~J ' 
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Die Werte Y ra werden am einfachsten m folgender Reihenfolge be
rechnet: 

]:T _ _ .!P (I _~) ~2 (1 - ~3) l2 
3a - " e , l l' , 

~ ~3 3 

r 1 - ~5 l4 
loa = -Y4a--' -l" 

£Xi) {i 

In den Riegeln entstehen die Momente 

XI a, = --~-Pe (1 - ~2%) Y(I a) (2a) + Y 3a " ~3' fJ3" Y(Ja)(3a) 

+ Y la " iX.t " fJ4' Y(Ia)(la) + Y ja " iXs ' fJ5" Y(Ia)(5a) , 

Xt(f = ,~- Pe ~2 % + Y:la • iX 3 ' (33" Y(2a)(?a) + Y 4a " iX4 ' (34' Y(2a) (,I a) 

+ YO"" iXS" (35" Y(2a) (&a) , 

. (3 2 Z; b . h worm )r = + 3 h' ezelC net. 
r 

Nach Berechnung der Riegelmomente erhaIt man die Momente in 
den Pfosten aus den Formeln 

M~+l,u = ~" (l'ra- Xra) , JYl~o = ~. [Y,.a - X ra (1 - ~r)], (169) 

r = 1, 3, 4, 5 und 

Die antisymmetrische Belastung erzeugt nur im Riegel 2 Momente, 
die von 0 verschieden sind. Die Momentenmichen aus P = 1 in e 
und P = - 1 in l- e ist die in Abb.347 dargestellte. Wie im FaIle 1 
ergibt sich 

Y 1 P (l - 2 e) (l - e) 
2c = '2 e l2 t'J2 • 
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Ferner nach Abb. 347 und der Momentenflache M3C> welche durch 
Abb. 343 veranschaulicht wird 

1 (l-2e)(l-e) l2 
Y Sc = -'2 Pe l2 1/s (1 - "12) 13' 

und ebenso 
(1 - 2 e) (1 - e) 1~ 

Y4e =-!Pe 12 'YJ4''YJ3(1-'YJ2)~' 

.1,.- "TT 13 
4c = .L3c '1/4 ,4 , 

14 
Yli c = Y 4 c • "JIi • -'' • 

6 

In den Pfosten entstehen die Momente 

+X4b = -X4e = Y 5c 1}J + Y4c , 

+X:1b = -X~c = (Y5c ' 'YJ4 + Y'IC) 1}a + Y:1C ' 

+X2b = -X2C = [(Y5c 'YJ4 + Y 4r ) 'YJ:l + Yael 1}2 + Y 2e , 

+Xlb = -Xle = {[(Y5e 1)4 + Y4c ) 1):1 + Y~cl 1)2 + Y~c} 1}J, 

und in den Riegeln 

(171) 

Das obere Vorzeichen gilt fUr den linken, das untere filr den rechten 
Endpunkt des Riegels r. 

Aus dem vorstehenden Beispiel ergibt sich folgender Rechnungs
gang fur den Fall einer Einzellast P, die im Abstand e yom linken 
Pfosten den Riegel n eines Stockwerkrahmens von m Geschossen belastet. 

Nach Berechnung del' in del' Tafel angegebenen Werte Y(rk) ("k,) 

ist zu berechnen: 

also allgemein fUr r = n + 2 . . . m 

Y 1 - "+1 1; 
YCr+l) a = - r.a----l'-· 

<X,+1 ,+1 

(172) 

(173) 
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Die Riegelmomente sind in del' Reihenfolge r = n + 1 
r = n, n - 1 ... 1 zu ermitteln. 

Xn+1,a = Yn+1,a + 1£ Y. a • (X.' fJr' Y(n+l,a) (ra) , I 
n+2 

m 

X n+2,a = Y n + 2,a + 2i Y ra • (Xr' fJr' Y(n+2,a)(.a) 
n+3 

usw. 
m 

Xna iPe· ~n'% + 2i. Y ra • (Xr' fJr' Y(na)(ra) , 
n+1 

m 

Xn-1,a= -iPe(I-~n%) Y(n-l,a)(na)+ 2: Y ra ·(Xr·fJr·Y(n-l,a)(ra)' 
n+1 
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m und 

(174) 

(175) 

Die Momente in den Pfosten werden in derselben Reihenfolge nach den 
Formehl (169) und (170) berechnet. Damit sind die Momente M' aus 
del' symmetrischen Belastung gefunden. Aus del' antisymmetrischen 
entsteht 

Y1e . " bis Yn-1,e = 0, Y _ 1. P (l - 2 e) (l - e) • 
ne - 2 e l2 'Y}n· (176) 

Y ~ _ Y 'Y}n+l' (1-1)n) ~ 
n+l,c - nc l' , 

'Y}n n+l 

usw. 

Sodann sind die Pfostenmomente in del' Reihenfolge m, m - 1 ... 1 zu 
berechnen. 

X mb = -Xme = Y me , ) 

Xm-1,b = -Xm-1,c = X mb • l]m-l + Ym-1,c> 

X m - 2,b = - X m - 2,c = Xm-1,b' 1)m_2 + Y m - 2,e 
usw. 

schlie.Blich die Riegelmomente nach Formel (171). 

(177) 

c) Belastung des link en Pfostens in Hohe des Riegels 3 durch eine 
wagerechte Kraft W. Die Momente des statisch bestimmten Haupt
systems sind: 

im Riegel 3: 

im Pfosten 3: M300 =±i W· h3(X3~ l' 

JvI3uo = =fi W· h3 (Xa ~ l' 
G r ii n i n g, Statik. 32 
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im Riegel 2: 111 = ±.l W [~ + l!...2 <X2 ] 
20 2 <Xa + 1 <X2 + 1 ' 

im Pfosten 2: M. = ±J W. h _C:2_ 
"00 2 2 <X2 + 1 ' 

M 2uo = =fi W· h2 <X2 ~ 1 ' 

im Riegel 1: M = ±.l w[_L hl ·2] 
10 2 <X2 + 1 + 3 ' 

im Pfosten 1 : M Ioo = ±} W·h l , 

M 1uo = =f1 W· hI' 

Das obere Vorzeichen gilt fUr den linken Pfosten, das untere fUr den 
rechten. Abb. 349 zeigt die Mo-Flachen. Da diese zur lotrechten Mittel
achse antisymmetrisch sind, werden aIle Y ra = 0 und Y rb = O. 

YI = W c5:n(IeL Y = W c5;n(2e) 
e !II , 2e !II , 

UU~U~ U~~~~ 

Y = W c5~(3e) 
3 e !II • 

U(S e) (3 e) 

3 

Abb.349. Abb.350. 

Aus der MO-Flache und der ..L11Ie-Flache folgt mit W = 1 

!I' 1, 1 l' 1 h2 l' 
U m (1 e) = - hI hI + - hI' 1 + - --- I, 

6 9 6 <X2 + 1 

c5' 1 ~ 1~ 1 (, 1,) 1 h2 • l~ 
m (Ie) = -18 ~ + 2 hI hI + 311 +"6 <X2 + 1 . 

Der Zustand Y 2 e = -1 ist ein Gleichgewichtszustand des dreifach statisch 
unbestimmten Systems ohne Gelenke im ersten Stock. Mithin kann zur 
Berechnung von c5~(2e) das statisch bestimmte System im ersten Stock 
durch ein Gelenk am Kopf des linken Pfostens und zwei Gelenke im rechten 



Der zweistielige symmetrische Stockwerkrahmen. 499 

Pfosten gebildet werden. 1m ersten Stock entstehen die Momente 
Mo: im linken Pfosten: M lDO = 0, M luo = - W .h!> im rechten 

1 
Pfosten: M 100 = 0, M Iuo = 0 ; im R~egel :.MlO = ±! W h2 +1' Abb.350 
zeigt die Mo-Flache. Danach erglbt slCh lX2 

1 lX9 - 1 1 [lX9 ha] I' 1 h 1 I' (1 ) 
b~(2e) = 2" .h2lX: + 1 h2+6 h2lX2 +1+ tX.a +1 2 -6 2lX2 +1 1 -1'}1 

-lhl · hi· 'rJl' 
1 h.)·I~ 1 ( hI hi ) 1 ha·l~ 

b~(2e) =' -6 (lX2 -+ 1) 'rJ2 + 6 h.2 I~ + 3 ~ - 3 ~. 'rJI + 6 tX.3 + 1 . 

Zur Berechnung von b~(ae) wird das 
statisch bestimmte System im ersten und 
zweiten Stock durch ein Gelenk im Kopfe 
des link en Pfostens 2, je zwei Gelenke in 
den rechten Pfosten 1 und 2 und ein Ge
lenk im Riegel 1 gebildet. Die Momente 
M 0 im link en Pfosten sind: M 200 = 0 , 
M lo = - W· hz, M Iuo =- W(hl +h2), im 

Riegel 2: M 20 = ± l Whs lXa ~ l' in ailen 

anderen Stucken Mo = O. Abb. 351 
zeigt die Mo-Fla.chen. Danach ergibt sich 

, 1 I;.ha 
<'lm(3e) = -6 (lXa + 1) 'rJ3 

- ~ [h2• h~ + hi· 'rJl (hI + 2 h2)] '1/2 

+ 1 ~h3 (h~ + -~-13)' 
Ferner 

[ 1 1 ( hi) 1 h2 • 'rJl ] 
Yle = W - 6 ~ +"2 ~ 1 + 3 It 'rJl + 2" lX2 + 1 ' 

[ 1hz 1 ( h~ ht·h; ) 1 ha'172] 
Y2e = W - 2 cX2 + 1 + 2 h2 1 + 3 I~ - h.2 • I~ 3'rJl 'rJ: + 2 cX 3 + 1 ' 

[ 1 h3 1 { hi " 3'rJ2} ] YSe=W -2"lXa + 1 +2ha 1 +3 1; -[h2h2+hl'rJdhl +2h2)]zr 1J3 . 

Die Formeln zeigen die Bauart der Formeln fur aile statisch un
bestimmten GroBen Yr. im Faile der Belastung des linken Pfostens 
in Hohe des Riegels k durch die wagerechte Last W, wenn k > r ist. 
Zur Berechnung von Yre (r > k) aus 

Y re = W ~;"(re) 
<'l(re) (re) 

wird das statisch bestimmte System durch ein Gelenk am Kopf des 
linken Pfostens k, je zwei Gelenke in den rechten Pfosten 1 bis k: und 

32* 
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ein Gelenk in jedem Riegel gebildet. Die M o-FHlche erstreckt sich daml 
nur iiber den linken Pfosten als Dreieck von der Basis W(hl + h2 + ... hk ) 

im FuB des ersten Pfostens. Danach ergibt sich fiir das vorliegende 
System von fiinf Stacken 

~;n (4 c) = -t[h3 hs + 172 {h; (h2 + 2 h3) + 171 h~ (2 h3 + 2 h2 + hi)}] 173 , 

~;n (5 c) = ~~ (4 c) • 174 , 

, 3 174 l' 
Y 4c = W·t5m (4C)T' Y5C=Y4C·l15~. 

Die Momente in den Riegehl sind nunmehr wie in den Fallen a und b 
zu berechnen. 

Die Berechnung des symmetrischen Stockwerkrahmens, dessen 
Pfosten gegen die Lotrechte geneigt sind, wird gleichfalls nach dem 
dargestellten Verfahren durchgefiihrt. Bezecihnet h die Lange der 
Pfosten in den einzelnen Stockwerken, dann sind die Formeln fiir die 
statisch unbestimmten GraBen Y a , Y b ohne weiteres giiltig. Fiir die 
Yc ergeben sich jedoch geringfiigige Anderungen. 

78. Del' dreistielige Stockwel'krahmen (Abb. 352), 

des sen mittlerer Pfosten in jedem Stock zwei Gelenke aufweist, hat 
4 m iiberzahlige Glieder. Als statisch bestimmtes Hauptsystem wird 

Xna 

• 
"". ",I;. "" 

Abb.352. Abb.353. 

dieselbe Anordnung gewahlt, wie im FaIle des zweistieligen Rahmens, 
indem der mittlere Pfosten jedes Stockes als iiberzahliges Glied be
handelt wird. Die statischen GraBen der iiberzahligen Glieder im Stock
werk n sind denmach die Momente X1'a in Riegehnitte, X 1'b und Xnc 
in den Punkten b und c der auBeren Pfosten und die Druckkraft X nd 

im mittleren Pfosten (Abb. 353). Die Lage der Punkte b und c sei durch 

IXn = :1'0 bezeichnet. Die statisch unbestimmten GraBen Yna , Y nb , Y nc , 
nu 
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Y nd umfassen die uberzahligen GroBen X ra , X rb , X re , X rd der Stocke 
1 bis n. Die Beiwerte werden in der Gruppe Xn nach folgender Tafel 
gewahlt. 

y". Y"b Y"c Y"d 

XII. 1 Y(n a) (n b) Y(n.)(nc) Y(na)(nd) 

Xnb 0 1 .Y(nb)(nC) Y(nb)(nd) 

Xnc 0 1 1 Y(nC)(nd) 

X nd 0 0 0 1 

Sind nun die Bedingungen ~(rk)(T1k) = 0 fiir r = 1 bis n - 1, r1 = 1 
bis n - 1 jedoch r k -:e.. r 1 k erfullt, so ergibt sich, wie im FaIle des zwei
stieligen Rahmens, aus den Bedingungen ~(ne)(nb) = 0 und ~(ne)(na) = 0 

Y(nb)(ne) = -1 , Y(na)(ne) = o. 
Ferner wird IXn so bestimmt, daB die Bedingung ~(nb) (na) = 0 durch 
Y(na) (n b) = 0 erfullt wird. Die Formandernng aus Y nb = -1 ergreift daml 
nur die unteren Stocke, nicht aber den Riegel n, noch die Stocke n + 1 
bis m. Daraus folgt zuniichst, daB auch Y(nb) (nd) = 0 und Y(ne)(n(l) = 0 
ist. Denn der Zustand Y nb = -1 ist wegen #(na)(nb) = 0, #(rd)(nb) = 0 
(r = 1, 2 ... n - 1 n) ein Gleichgewichtszustand des statisch un
bestimmten Systems, welches das Gelenk na nicht aufweist, wohl aber 
alle Mittelposten 1 bis n - 1. Zur Berechnung von #(nd) (nb) aus der 
Arbeitsgleichung kann daher ein statisch bestimmtes System gebildet 
werden, welches an Stelle des Gelenkes na in einem der ffosten n 
ein zweites Gelenk und auBerdem alle Mittelpfosten 1 bis n - 1 ent
halt. In diesem entstehen durch X nd = -1 nur im Riegel n von 0 
verschiedene Momente. Mit-hin ist {}(nrl)(nb) = o. Aus der Symmetrie 
des Zustandes X nd = -1 und der Antisymmetrie des Zustandes 
Y ne = -1 folgt ferner #(nd) (ne) = O. Damit ergibt sich aus ~(nd) (nb) = 0, 
~(nd)(ne) = 0, 

Y(nb)(nd) = 0, Y(ne) (nd) = 0 . 

Von den Beiwerten der Spalte Y nd ist also nur Y(na)(nd) zu berechnen. 
Zuvor muB IXn ermittelt werden. Dabei darf vorausgesetzt werden, 

daB die Beiwerte von Y na der Grnppen 1 bis n - 1 aus den Bedingungen 
~("a)(rk) = 0 bestimmt sind. Der Zustand Yna = -1 ist ein Gleich
gewichtszustand des 4 (n-l)-fach statisch unbestimmten Systems, 
welches alle uberzahligen Glieder der Stocke 1 bis n - 1 enthalt. Zur 
Berechnung VOn#(nb) (na) + #(ne) (na) werde das statisch bestimmte System 
durch das Gelenk n - 1, a, drei Gelenke in den Pfosten n - 1 und eine 
solche Anordnung der Gelenke in den lmteren Stocken gebildet, daB 
aIle Mittelpfosten 1 bis n - 1 bestehen bleiben. Dies System sei statisch 
bestimmtes System a genamlt. Ferner bezeichne nl, na, nr den linken 
Endpunkt, den Punkt a und den rechten Endpunkt des Riegels n, no, 
den Punkt am Kopf nu, den Punkt am FuB cler auBeren Pfosten n. 
Die Belastung clurch X nb = -1, Xne = -1 erzeugt im statisch be-
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stimmten System a die Momente 0 in allen Punkten des Riegels n und 
. - IXn + 1 . d - IXn + 1 . 1 
m n -1, a, Mnb = ---- III nu un Mnb = +--- m n -1, 

IXn IXn 

und n-I, r. Abb. 354 zeigt die MomentenflachenMnb• Die durch Y na =-1 
erzeugten Momente Mna sind im Riegel nMna = -1, inPunkt n-I, a, 
Mna = -Y(n-1,a)(na), in n-I, lund n-I, r, M na =+2Y(n-1,a)(na) in 

no Mna = -1, in nu Mna = +~. DaB die Momente in n -1, lund 
IXn 

n - 1, r den Wert +2 Y(n-1,a)(na) haben, ergibt sich aus der Vberein
stimmung des Zustandes Y na = -1 mit dem Gleichgewichtszustand 
des oben bezeichneten 4 (n - I)-fach statisch unbestimmten Systems. 
In diesem System ist der Zustand X n - 1,a = -1, aIle anderen X = 0 
ein Selbstspannungszustand. Werden dessen Momente M n - 1,a be
zeichnet, so ist demnach 

f Mn-l,a' ]JIna' ds' = O. 

Die Momente M n - 1 a erstrecken sich nur uber den Riegel n - 1 und 
werden durch ein' gleichschenkliges Dreieck von der Hohe -1 in 

na nr 

Mnb im ,frs/em a, 

Abb.354. Abb.355. 

n -1, a dargesteIlt. vVenn Zz, Za, Zr die Momente .Mna in n -1, l; 
n - 1, a; n - 1, r bezeichnet, so geht bei konstantem Tragheitsmoment 
vorstehende Gleichung in 

2 ]. P Y [(Z/ + 2 z,,) + (zr + 2 za) 4.6 = 0 (178) 

uber. Wegen der Symmetrie des Zustandes Yna = -1 ist Z/ = Zll also 

folgt z/'= z, = - 2za. 

Diese Bezeichnung gilt offenbar fli.r aIle Momente ]Jlna in den Riegeln 
1 bis n - 1. 

Zur Durchfii.hrung der Rechnung sei die Bezeichnung Y(n-1,a) (na) 

= _(3n=l. eingefuhrt. Die Ordinaten der l1lna-Flache des Riegels n-I 
an (3 (3 

sind also in n - 1, lund n - 1, T: - 2 _.!'c=-l in n - 1, a: + ~ , 
an an 

Abb.355zeigtdieMna-Flachen. AusAbb.355 und Abb. 354 ergibt sich nun 

~Q' 9' a n+1 [( 2 ) h;, 2 (1,,-1 1 1;,-1 ] 
U(nb) (na) + 1 (nc) (na) = -~ ~~ -1 3 + 7, (4 -1)-,x;'"6 '-T' 2 . 
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Damit Y(na)(nb) = 0 wird, muB sein 

(179) 

also ist 
_ 2 3 (In-l . l;'-l 

iXn - + 2h;' (180) 

zu setzen. Das 2. Glied der linken Seite in Gleichung (179) ist nach 
der AuswertungsformeI als statisches Moment der halben Mna-Flache 
des Riegels in bezug auf die Lotrechte durch a aufgestellt. Infolge 

Gleichung (178) ist dies statische Moment, geteilt durch ~, gleich dem 

Flacheninhalt derselben Flache. Mithin ergibt sich die Gleichung (180) 
sowohl fiir eine M-Flache der Abb.354 wie fiir eine solche der Abb.356, 
die man erhalt, wenn man das statisch bestimmte System ohne Gelenk 

if fib iln :[ysfem b 

Abb.356. Abb.357. 

in n - 1, a und ohne Mittelpfosten n - 1 bildet. Dies System sei statisch 
bestimmtes System b genannt. 

Der Beiwert Y(na) (nd) ergibt sich aus der Bedingung 0end) (na) = 0 zu 

1?Cnd) (na) 

{)(na) (na) 
Y(na)(nd) = 

Zur Berechnung beider V crschiebungen werde das statisch bestirumte 
System a benutzt. Durch X nd = -1 entstehen in diesem die Momente 

- 1 l - 1 l 
Mnd = -tl in nl, nr und no, J.vInit = +- -- in nu, M"d = --- in 

4 IXn 4 IX" 

n - 1, lund n - 1, r, Mnd = 0 in n, a und n - 1, a. Abb.357 zeigt 
die Mnd-Flachen. Durch Xna = -1 entstehen Mna = -1 in allen 

Punkten des Riegels n und in no, Mna = +-~ in nu, J.vIna = -~ in 
_ IX" IX" 

n -1, lund n -1, r, Mna = 0 in n -- 1, a (s. Abb. 358). Unter Be
achtung der Gleichung (179) folgt aus Abb. 357 und 355 

{)(nd) (na) = 
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Aus Abb. 358 und 355 

-&(na) (na) = l' + It 2 IX" - 1 
n "3 IXn ' 

(181) 

l 
Y(na) (nd) = -8 (1 + ',,) (182) 

It,. 'n= It + l' 3IXn 
n "2lXn -I 

Es folgt die Berechnung der Beiwerte ffir Y n+ 1, a in der Gruppe 
X". Aus t5(n+1,a)(nd) = 0 ergibt sich 

Y -&(n+l,a)(nd) 
(nd) (n+l, a) = ----:;?(nd) (nd) • 

Y"d = -1 ist ein Gleichgewichtszustand des statisch unbestimmten 
Systems, welches das Gelenk n a nicht aufweist, wohl aber aHe Pfosten 

Abb.358. Abb.359. 

1 bis n - 1. Zur Berechnung der Verschiebungen wird das statisch 
bestimmte System b benutzt. Die Belastung durch X n+1,a = -1 er-

greift in diesem nur den Riegel n durch die Momente Mn+1,a = __ 1_ 
lXn+l 

(s. Abb. 359). Die Belastung Xn d = -1 besteht in zwei Einzelkraften 1, 
die den Riegel n und die mittleren Stutzen it, - 1 bis 1 belasten. Von 0 
verschiedene Momente treten nur im Riegel n auf; sie werden durch 
ein gleichschenkliges Dreieck von der Rohe + t linn a dargesteHt 

(s. Abb. 360). Aus Y nd = -1 entsteht in Punkt na Mnd = + ! (1 + 'n) 

und Mnd = - ! (1 - ',,) in nl und nr (s. Abb. 361). Mithin ist 

, l~ l· ,,, 
-&(n+l,«) (nd) = --- . -8 ' 

lXn+1 

l' l l 
-&(nd) (nd) = ; .8" [(1 + 'n) 2 - 1 + 'n] (I , (183) 

24· ;n 
Y{nd) (n+ 1, a) = lXn + 1 (1 + 3 ;n) l . (184) 

Aus den Bedingungen t5(n+ 1,a)(n b) =0, t5(n+l,a)(nc) =0 sind Y(nb)(n+l,a) 

und Y(nc)(n+l,a) zu berechnen. Wie oben gezeigt, ist -&(n+l,a)(nb) = 0 . 
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Ferner ist wegen der Symmetrie des Zustandes X n + 1,a = -1 und der 
Antisymmetrie des Zustandes Y nc = -1 auch -&(n+l.a) (nc) = O. Daraus 

folgt Y(nb)(n+l,a) = 0, Y(n c)(n + 1, a) = 0 . 

Der Beiwert Y(na)(n+l,a) ergibt sich aus der Bedingung O(n+l,a)(na) = 0 zu 

Y _ '!9(n+l,a) (na) + Y(nd)(n+l,a.) • {j(nd) (na) (185) 
(na) (n+l,a) - - -&(na) (na) 

Abb.360. 

+ 1-3 ~n + 
ocn ' txn+1 (1+3 ~n) 

Abo. 361. Abb.362. 

Die Verschiebungen des Zahlers sind aus der Arbeitsgleichung fUr die 
Belastung X n +1,a = -1, X nd = - Y(nd)(n+l,a) und den Verschiebungs
zustand Yna = -1 zu berechnen, indem das statisch bestimmte System a 

benutzt wird. In diesem entstehen die Momente .111 = -I Y(nd)(n+l,a) 

6 'n . l d M . M 1 1 -'- 3 'n . 
(1+3 7') mn un nr, =Olnna,l =--1+37' In 

"'n+l Sn "'n+l Sn 
- 1 1-3' -

no, .LvI = + --- ,n in n - 1, lund n - 1, r, M = 0 in 
an' "'n+l I + 3 n_ 

n - 1, a. Abb.362 zeigt die M-Flachen. Aus den Abb. 362 und 355 er
gibt sich unter Beachtung der Gleichung (179) 

{j' 9' 6 'n Z;, 
(,,+I,a)(na) + Y(nd)(n+l,a)·j (nd)(na) = a,,+1 (I + 3'n) 2 

1 1 - 3 'n h' 2 "'n - 1 
- "',,+1 '1+3'n' n'-~' 

r (' , 2 "'n - I) , 2 "'" - I 1 3..,,, In+hn 3 -hn~--
Y ~" 

(n(t) (n+l,a) = - "'n+l (1 + 3'n) l' r ,2",,,-1 
n-r hn-3--

"'" 
(186) 
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wenn die oben eingefiihrte Bezeichnung fJn benutzt wird, welche somit 
durch 2 Cn 2 h~ 

fJn = 1 + 3 Cn 3 
4J{ + l' IXn 

. n n21Xn -1 

definiert ist. Aus (184) und (186) folgt noch 
12 12 fJn 

Y(nd) (n+1,a) = --l Y(na)(n+1,a) = -l--' 
• IXn+1 

Die Momente Mn+1,a in nl und nr sind 
l' 2 fJn 

-4-' Y(nd) (n+1,a) - Y(na)(n+1,a) = -;;;--, 
""n+1 

erfiillen also die Gleichung (178). Ebenso ergibt sich 

Y fJn+1 
(n+1,a)(n+2,a) = -;--' 

n+2 

Weiter folgt aus c5(n+2,a)(nd) = 0 

12 fJn+1 
Y(n+1,d)(n+2,a) = + l IX • 

• n+2 

{}' + 12 fJn+1 {}' fJn+1 {}' 
(n+2,a) (nd) l. ex (n+1,d)(nd) -;--. (n+1,a)(nd) 

Y(nd) (n+2, a) = 

+ (1-2(3n+1}(1-J fln) 
OCn +2 , tXn+.1'OC" 

Abb.363. 

n+2 n+2 

{}(nd} (nd} 

Zur Berechnung des 
Zahlers ist das statisch 
bestimmte System b der 
Belastung 

X n+2,a = -1, 

zu unterwerfen. Von den 
beiden Kraften Xn+ 1, d lie
fert die im Punkt na an
greifende zum Zahler den 

B . 12 fJn+1 {}' eltrag -l . (nd)(nd), 
• IXn+2 

da der Weg der Kraft 
X n +1,d = -1 dem Weg 
der Kraft X nd ="':"1 in 
Punkt n a entgegengesetzt 

gerichtet ist. Die Belastung durch Xn+2,a, X n + 1,d in Punkt 

n + 1, a und Xn+ 1, a erzeugt im Riegel n die Momente M = + 1 - 2 fJn+ 1 • 
IXn+1' IXn+2 

Abb. 363 zeigt die Momentenflachen in den Stocken n + 1 und n + 2. 
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Die zur Berechnung von if(n+1, a) (nd) einzufiihrendeBelastung Xn+ 1, a = -1 

erzeugt nach Abb. 359 im Riegel n die Momente __ ,_1_, also ist der 
Zahler IXn+1 

1 - 2 fJn+ 1 iJ' 12 fJn+1 if' 
= - N '(n+1,a) (nd) - l . (nd)(nd) 

"'n+2 • IXn+2 

d 1 - 2 fJn+1 h"l un mit "'n+1 = er a t man 
IXn+2 

Y(n d)(n+ 2, a) = -"'n+1· Y(n d)(n + 1, a) + Y(n+1,d) (n+2,a) . (187) 

In den fur Y(nb)(n+2,a) und Y(ne) (n+2, a) geltenden Bedingungel1 
6(n+2,a)(nb) = ° und 6(n+2,a)(ne) = ° ist, wie oben gezeigt, if(n+2,a)(nb) = 0, 
19(n+1,d) (nb) = 0, iJ(n+1,a) (nv) = 0, if(nd)(nb) = 0, und infolge der Antisym. 
metrie des Zustandes Y ne = -1 auch {l(n+2,a)(nc) = 0, iJ(n+1,d)(nc) = 0, 
{lCn + 1, a) (n e) = 0, {l(n d) (n e) = ° . Mithin folgt Yen v) (n + 2, a) = 0, 
Y (n c)(n + 2, a) = 0. Diese SchluBfolgerung laBt sich fortsetzen, SO daB 
aIle Y(nb)(n+T,a) =0, Y(nc)(n+T,a)=O sind. Die statisch unbestimmten 
GraBen Y Ta haben daher nur fUr die X T a und X T d von ° verschiedene 
Beiwerte. " 

Aus 6(n+2,a) (1) a) = ° ergibt sich 

Y("a) (n+2,a) = -[&(n+2,a)(na) + Y(n+1,d)(n+2,a) • 19(n+l,d)(na) 

, + Y _Q' + Y _Q'] 1 
(n+l,a)(n+2,a)· V(n+l,a) (na) (n d)(n +2, a) • V(nd){na) _Q' • 

Vena) (na) 

Zur Berechnung des Zahlers ist die Belastung 

X,,+2,a = -1, x __ 12 fJn+1 
n+l,d- l ' x +fJn +l n+l,a. = -,-, 

• cxn + 2 LX.n+2 

in dem statisch bestimmten System a einzufiihren. Diese erzeugt in 
n lund n r die Momente 

M = + 1 - 2 fJn+1. 3 fJn , 

IX,,+2 IXn+1 

in na: J.1I1 = 0, 

in no: M = _ (1 - 2 fJn+1) (1 - 3 fJn) , 

IXn +2· IXn+1 

in nu: M = + (1 ~,2 fJn+rl (1 - 3 fin) , 

IXn+2 • o;n+ 1 • IX" 

. _ 1 l _ 1 .M I __ (1 - 2 (3n+1) (1 - 3 fJ,,) mn , ,n ,r . .L - , 

IX,,+2 • IXn+ 1 IX" 

inn-1,a: 111= 0. 

Abh. 363 zeigt die Momentenflachen. 
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Zur Berechnung des Zahlers der Gleichung (185) sind die in 
Abb. 362 dargestellten Momente benutzt worden. Beachtet man, daB 

1 - 31;n = 1 _ 3 f3n ist, so erkennt man, daB die Momente der Abb. 363 
1 + 31;n f3 
gleich den mit - 1 - 2 n+l multiplizierten Momenten der Abb.362 
sind. Mithin ist IXn+2 

Y(na) (n+2,a) = -"n+l • Y(na) (n+l,a)· 

In derselben Weise findet man 

Y(n+l,d)(n+3,a).= -"n+2' Y(n+l,d)(n+2,a) + Y(n+2,d)(n+3,a) , 

Y(n+l,a)(n+3,a) = -"n+2' Y(n+l, a)(n+2, a) , 

(188) 

ul1d die Fortsetzul1g dieser SchluBfolgerung fuhrt zu dem allgemeinen 
Ergebnis fur r = 1, 2 ... n - 1 

Y("d) (n+1, a) = - X n • Y(rd) (na) + Y(nd) (n+1, a), 1 
Y(ra) (n+1, a) = - X n ' Y{ra) (na) • J (189) 

Die Beiwerte der statisch unbestimmtel1 GroBen Ynb sind durch Glei
chul1gen von der Form 

Y {J(n b)(l k) + {J(n C)(l k) + ~:r 1 Y (" k)(n b) • {Ji" k)(r k) 
(rk) (nb) = - .0' , 

'U(rk) (1 k) 

.bestimmt. Die durch X nb = -1, Xnc = -1 erzeugten Momente J.l!fnb 
sind in allen Stocken 1 bis n - 1 mit den durch Xna = -1 erzeugten 
Momenten durch die Beziehung 

J.l!fn b = - (IXn + 1) . Mn a 

verbul1den. Mithin ist 

{J(nb)(rk) + 1~(nc)(rk) = -(IXn + 1) {J(na)(rk) ' 

aus 
Y __ {J(nb)(n-l,d) + {Jinc) (n-l,d) 

(n-l,d) (nb) - .0' 
'U'(n -1, d) (n -1, d) 

folgt zunachst 
Y(n-l,d) (nb) = -(IXn + 1)· Y(n-l,d)(na) 

In der Gleichung fUr Y(n-l,a)(nb) tritt im Zahler der rechten Seite 
Y(n-l, d) (nb) • {J(n-l, d)(n-l,a) hinzu, so daB auch 

Y(n-l,a)(nb) = - (IXn + 1) . Y(n-l,a)(na) 

ist. Die Fortsetzung dieser SchluDfQlgerung ergibt die allgemeine 
Beziehung 

Y("k){nb) = - (IXn + 1) . Y(rk) (na). (190) 

Von den Beiwerten der statisch unbestimmtel1 GroDen Ynd ist 
Y(na)(nd) bereits durch Gleichung (182) gegeben. FUr Y(n-l, d)(nd) folgt 
aus b(nd)(n-l,d) = 0 

Y {}(nd) (n-l, d) + Y(na)(nd) • {}(na)(n-l, d) 
(n-l,d)(nd)=- {J/ 

(n-l, ti) (n-l, d) 
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ZurBerechnungdesZahlersistdieBelastung X nd = -1, Xnu = - Y(na) (nd) 

== ~ (1 + en) in dem statisch bestinlmten System b einzufiihren. Von 

den beiden Kraften X nd = -1 leistet die in n - 1, a angreifende die 
Arbeit - 1 . f}(n _ I, d) (n -I, d) • Die in n a angreifende Kraft Xn d = -1 und 

1 d' M . 1 d M 1 ~ Xna = +"8 (1 + en) erzeugen Ie omente III n un nr = - 8 (1-l,n) 
- 1 

und in allen Punkten des Riegels n - 1 M = - 8 (1 - 'n). Fur 
Y(n-1,d)(na) gilt an 

Y iJ(na) (n -I, d) 
(n -I, d)(na) = - _Q' • 

'U'(n -I, d) (n - I, d) 

Zur Berechnung von f}(na)(n-I,d) ist das statisch bestimmte System b 
durch Xna = -1 zu belasten. Dadurch entstehen im Riegel n - 1 die 

- 1 
Momente l11na = --. Die Momente des Zustandes Y n - I d = -1 und 

_ an _ ' 

die Momente M bzw. ]yIna erfassen nur den Riegel n-1 gemeinsal1l. 
Da fur diesen 

- 1 -
M = "8 (1 - en) • Mna ist, so folgt 

NUl U 
U'(nd)(n-I,d) + Y(na) (nd) • (na)(n-1,d) = "8 (1 - 'n)' (na)(n-l,d) 

- 1 . iJ(n-I,d)(n-I,d) 
und 

1 
Y(n-l,d)(nd) = "8 (1 - en)' Y(n-I,rI) (na) + I. 

Fur Y (n _ I, a)(n d) gilt 

Y '!9(nd)(n-1,a) + Y(na)(nd)"f}(na)(n -I,a) + Yen -1,r/)(ndr iJ!1l -I,d)!n -I, a) 
(n-l,a)(nd) = - 19' 

(n - I, a) (n - I, a) 

Zur Berechnung des Zahlers ist das statisch bestimmte System a 
(Stutzen Ibis n - 2, Gelenk in n - 2, a) der Belastung Xna = -I, 

1 
Xna = - Y(na)(nd) = 8 (1 + 'n), Xn-1,d = - Y(n-I,d)(nd) zu unterwerfen. 

Die Einzelkrafte dieser Belastung sind X nd = -I in Punkt na, Xn-I,d 

-Xnd=-~(l-en)' Y(n-I,d)(na) in Punkt n-1, a. Die Kraft 

X,,-I,d=-Y(n-I,a)(nd) in Punkt n-2, a wird durch die Stiitzen 
1 ... n - 2 aufgenOl1l111en. Mithin entstehen die Momente in n - I, a 

M=O, 

in n - I, lund 
- l2 

n -1, r M = -32 (I - en) Y(n-1,d)(1la) 

in n -1,0: - 1 [1 1 ] 
M = +8 (1 - 'n) an - .4' Y(n-I,d)(na) , 

in n - I, u: - 1 [I 1 ] M = - -- (I - e) - - - . Y( I d) ( ) 8 a" -1 n an 4 n -, n a , 
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in n - 2, lund n - 2, r dasselbe Moment mit dem positiven Vorzeichen; 
in n - 2, a M - O. FUr Y(n-1,a)(na) gilt 

Y '!9-(na)(n-I,a) + Y(n-l,d)(na) • U(n-I,d} (n-I,a) 
(n-I,a)(na) = - '!9-' 

(n-I, a)(n-I, a) 

Zur Berechnung des Zahlers ist im statisch bestimmten System a die 
Belastung Xna = -1, X n - 1,d = - Y(n-I,d)(na) einzufiihren. Diese 
erzeugt 

inn-I,a: 

- l 
in n -1, lund n -1, r: Ma = -4". Y(n-I,d)(na) , 

inn-I,o: M= 
1 l 

1Xn - 4" Y(n-I,d)(na) , 

inn-I,u: - 1 [1 l ] 
Ma = -~ ;X - 4 Y(n-1,d) (na) , 

n-1 n 

o 

X lb : 0 1 1 -+11 ,I 00 0 I 0 -111 
Xl c 11-0--:1-1--1---1----1--0--11---0---' +'71 

x.; 1-0--'1'-0--1--0-:1--1--1-+--1-~~:~21-:'-_-("'-2-+-1-)~1~~",-fJ-21-1 o 

1 o o 

o 

o 

X 2a Ii - - - I -

X 2b li--=---=--=-I-:I--I'I, ___ 1 _I -1 0 
x 2C I['--=---=---=-'--=-I - 1 1-+-1-1---0---

1.------------------1---1------

XX22dd 1 - - - - [ 

~--=---=--=---=-I-I-
~:: 1

11

---=-1
1

--=--=-_-----=-_:1_---=1-
X3d I- - 1 - - 1 - I -

o o 1 
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in n - 2, l und n - 2, r dasselbe Moment mit dem positiven Vorzeichen, 
in n - 2, a M a = O. FUr Riegel und Pfosten n - 1, sowie fUr den 

. Riegel n - 2 ist also 

und daraus folgt 
l 

Y(n-l,a)(nd) = 8" (1- ~n)' Y(n-l,a)(na)' 

Die Fortsetzung dieser SchluBfolgerung ergibt die allgemein giiltigen 
Beziehungen 

Y,.d)(fld) - ~ (1- ;fl) . Y,.d) 'fl.) + 1.) 
Y(ra) (nd) = "'8 (1 - ;n) • Y(ra) (na) • 

(191) 

Die Beiwerte der statisch unbestimmten GroBen Y nb und Y nd sind aus 
den gleichnamigen Beiwerten von Yna durch einfache Multiplikation 

mit dem konstanten Faktor -(lXn + 1) bzw. ~ (1 - ~n) zu berechnen. 

Die. Beiwerte der antisymmetrischen GroBen Y nc sind dieselben wie 

.---.--~ I 
/32 +(c. + 1) /32 
1X3 3 1X3 

0 0 
-~-

0 0 

12/32 -(1X + 1) 12 /32 +--
l1X3 3 l1X3 

1 0 

- 1 

- 1 

- I 0 

! 

i 

I 

I 
I 
i 
; 

o 

o 
-1 

+1 

o 

/32 
-"3 a; 

I 
0 

, 
I 

0 --=1 
12/32 

I +"3-~+1 l . 1X3 
. 

-f-l3 
I ----

0 

I 0 

1 I 



512 Anwendungen der Theorie des statisch unbestimmten Tragwerkes. 

die entsprechenden des zweistieligen Stockwerkrahmens. Damit sind 
die Formeln gefunden, nach denen aIle Beiwerte fur eine beliebige 
Anzahl von Sti:icken angeschrieben werden konnen. Es werden folgende 
Bezeichnungen benutzt 

R = 2h~ 
~" 3' 

4h'+l'~-
n n 2 ex" - 1 

= 2 + 3l~_1' (3"-1 
ex" 2 h' n 

die sich von ex1 = 2 aus schrittweise berechnen lassen. 

r _ h;, 
~n -

h' + l' 3 ex" 
" n 2 ex" - 1 

l ~ ) 
fl" = 8" (1 + [,,, , 

1 - 2 (3n 
Un = 

exn+1 

l' = ~ (1 - t ) "8 _11 , 

Die Tafel der Beiwerte ist in folgender Weise anzuschreiben: 

ZeileX1a : Y 1a =1, y 2a =_(31, y 3a =+(31.U2 , Y4a=-(31'U2'U3' 
ex 2 ex 2 cx2 

usw. 

Y 3a = - (32 , Y4a = + (32 U 3 , 
ex 3 cx 3 

Hinzuzufllgen ist noch 

in Spalte Y 3a : 

" " 
Damit sind die Spalten Y,a abgeschlossen. In den Spalten Yrb ist 

Y(lb)(lb) = Y(2b) (2 b) = Y(3b)(3b) = Y(4b)(.J,b) = USW. = 1, 

Y(lC) (lb) = Y(2c) (2 b) = Y(3C) (3 b) = Y(4c)(,!b) = USW. = 1 
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zu setzen. Die iibrigen Werte werden aus den Spalten Yra derselben 
Zeile durch Multiplikation mit -(~r + 1) gewonnen. In den Spalten 

Y,d ist Y(ld)(ld) = Y(2d)(2d) = Y(3d)(3d) = Y(4d)(4d) = usw. = 1, 

Y(1a) (1 d) = - f-ll' Y(2a) (2 d) = - f-lz, Y(3a)(3d) = - f-la, Y(4a)(Jd) = - f-l4 

!JSa=-1 

Abb. 364. 

usw. zu setzen. Die iib
rigen Werte werden aus 
den Yra derselben Zeile 
durch Multiplikation mit 
v, gewonnen. SchlieBlich 
ist noch hinzuzufiigen 

in Spalte Y2d : 

X 1d = 1, 

in Spalte Y3d : 

X 1d = X 2d = 1 usw. 

Ysr- 1 

Abb.365. 

Die Beiwerte 'fJ in den Spalten Yrc werden wie im Falle des zweistieligen 
Rahmens angeschrieben. Auf Seite 510 und 511 ist die Tafel fUr drei 
Stockwerke aufgestellt. 

Abb. 364 zeigt die durch Y5a = -1 erzeugten Momente M 5a • Aus 
derselben ist ersichtlich, daB man die Momente am Kopf der Pfosten 
in der Reihenfolge 

no: JIlIn a = -1, n - 1 , 0: M n a = "n _ 1, n - 2 , 0: JIlIn a = - "n -1 • "n _ 2 , 

n - 3,0: Mna = +"n-l • "n-2' "n-3 USW. 

anschreiben kann. Abb.365 und 366 zeigen die M5b und M 5d-FHichen. 

G rii ni n g, Statik. 33 
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Es erubrigt noch die Berechnung der Verschiebullgen (Y(nk)(nk)' 

Durch Gleichung (181) ist 

s.' fj' l' + h' 2 IXn - 1 
U(na)(na) = I (na) (na) = n n-3---' 

IXn 

, h:' 2IXn - 1 l:' 
u(na)(na) = r 3 = -1 7 (192) 

~n IXn - .. n 

bereits gegeben. Ferner ist 

(Y(nb)(nb) = #(nb)(nb) + &(nc)(lIb) . 

Aus Abb. 367, welche die Mnb-Fliiche des Stockes n zeigt und Abb.365 
ergibt sich 

s.' (IXn + 1)2 [2, l' 1311-1] 
U(llb)(nb) = ~ "3 hn + n- L • -2-

und mit 

l~ _ 1 • 13n _ 1 IXn ~ 2 h~ 
5"t%:=::::t" ............................... omn"T'l'l9lmTTT'l""" ...................... ~i:==~ 2 = -3- - -3-- , 

Abb.366. 

.r' 7' (IX" + 1)2 
U(nb) (nb) = "n--3---' (193) 

IX" 

Wie im FaIle des zwei
stieligen Rahmens ist 

.r' l:' 
U(nc) (nc) = -3' (194) 

1/ .. 

Nach Gleichung (183) ist 

d(nd) ( .. d) = {f/II d) (nd) 

l21' = 8. 2~(1 + 3; .. ). (193) 

Der Wert jecler statisch 
unbestimmten GroBe, cler 
durch Lasten P'" erzeugt 
wird, ist nunmehr durch 

gegeben. Bei der Berech
llung von lJ;n (nk) ist das 
in Nr. 77 dargestellte Ver-
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fahren anzuwenden, indem das fiir die Rechnung jeweils geeignete, 
statisch bestimmte System aus dem statisch unbestimmten gebildet 

Abb. 367. 

wird, dessen Gleichgewichtszustand mit dem Zustand Ynk =-1 
ubereinstimmt. Der EinfluB von Temperaturanderungen ist durch die 
Gleichung (168) in Nr. 77 bestimmt. 

79. Der vierstielige Stockwerkrahmen mit drei Stockwerken. 

Das in Abb. 368 dargestellte System sei symmetrisch zur lotrechten 
Mittelachse und die beiden auBeren Rahmen wiederum symmetrisch 
in bezug auf ihre lotrechte Mittelachse. Es ist 27fach statisch un-

Abb. 368. 

bestimmt. Die Berechnung wird auf ein Grundsystem zuruckgefiihrt, 
welches aus 2 zweistieligen Stockwerkrahmen von je 3 Stockwerken 
besteht. Dazu werden im mittleren Rahmen die Gelenke n, 0 in den 
Endpunkten des Riegels 1, p, q in den Endpunkten des Riegels 2, r, 8 

in den Endpunkten des Riegels 3 eingeschaltet und die Riegel in einem 
ihrer Endpunkte wagerecht verschieblich gelagert. Die statischen 

33* 
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GroBen der iiberzahligen Glieder sind die Momente X n, Xa, X p , X q , 

X" X., und die Normalkrafte X,,, Xl, X m . 
Das Grundsystem besteht aus 2 voneinander getrennten, 9fach 

statisch unbestimmten Stockwerkrahmen. 
Als iiberzahlige GroBen des Grundsystems werden die Momente 

in Riegelmitte Xa, X d , Xg bzw. Xa" X d" Xg" die Momente in 1/3 der 
Rohe des Pfostens 1 X b , Xc bzw. X b" X d" sowie in den FuBpunkten der 
Pfosten 2 und 3 X., Xf' X h , Xi bzw. X e" Xf" X h" Xi' eingefiihrt. 
Aile Momente werden durch einen im Innern jedes Rahmens liegenden 
Augenpunkt orientiert, die Pfosten den Stockwerkrahmen des Grund
systems und jeder Riegel dem unteren Rahmen zugezahlt. Die Nor
malkrafte werden als Zugkrafte positiv angesetzt. Abb. 368 zeigt die 
positive Richtung der iiberzahligen GroBen. Die Momente Xa ... Xi des 
linken Rahmens werden in 9 Gruppen statisch unbestimmter GroBen 
Y a • .• Yi zusammengefaBt, welche nach dem in Nr. 77 gezeigten Ver
fahren unter Beriicksichtigung der Lage der Pfostimgelenke zu berechnen 
sind. Ebenso bilden die Momente X a, ••• Xi' 9 Gruppen Ya, • .• Yi,. 
Die nachstehende Tabelle zeigt die statischen GroBen der Gruppen. 

y. 

0 x. I 1 0 I 0 0 I -~1 1 0 0 'I +,(2 . ~1 
X_b _I 0 + 1 I +1- 0 I 0 I +'71 0 --o---1

----

xH~~~-o-I-O- -'71 _0_1 ,_ 0 
+'72· '71 

-'72· '71 

Xd - - 1 I -~2 0 0 -s2(2-22) 0 ------1---- -----1---
Xe - - 0 +1 +1 0 -).2 

-
+'72 

------------- ---1----
X, - - 0 +1 -1 0 -i.2 -172 

--------------_ .. 

~~ -=--I-=-- -=--:-=--II-=--I = -1+1 
Xi -=--i-=---=--!~~~I-O---+-l--

0 
I 

1 +1 
I -1 

+1 

Da die Gelenke e, t, h, i luden FuBpunkten der Pfosten liegen, 
ergreift die Belastung Xd = -1 nur den zweiten Stock und Xg = -1 
nur den dritten Stock. Mithin wird 

Yad = Ybd = Y ed = 0, ferner Yay = Yeg = Yfy = 0, 

damit auch Yag = Y bg = Ycg = 0 . 
Sodann erhalt man nach Abb. 369 und 370 

{}ed + {}fd "2 
:I~de = {}dd = - 2"2 + 312 = -;2' 

Aus Abb. 369, 371 und 372 folgt Ybe = Yc• = o. Ferner 
und 373 

aus 369 
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Aus Abb. 374 und 370, welche auch die Momente aus Yg = -1 dar
stellt, folgt 

Abb.369. Abb.370. 

Abb. 37l. Abb.372. 

Abb.373. Abb.374. 

Aus Abb. 375 - Momentenflachen des Zustandes Y e = -1 - und 
Abb. 374 ergibt sich {} {} 

Y _ Y _ he+ie 
eh - Ih - - {} + {} , 

ee Ie 

{lhe + {}ie = (1 - 2~2) i = l~~2' 
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Aus Abb.369 und 375 folgt 

{} {} (2 r ) h~ (1 ~ ) hi (2 r ) h~ l' ~ .. + Ie = - <'2 3" + - ~1 "2 = - <'2 3" + 1 (,1' 

Nach Abb. 370 und 374 ist 

2h~ 

2h2 + 3l~ , 
also ist 

Abb.375. Ferner erhliJt man wie in Nr.77 

y :r 11 
bl = - cl = 1i + 6"1 = 1]t, 

12 
:rei = - :rli = l2 + 6"2 + 1i. (1 _ 111) = 1)2, 

:rbi = - :rci = 1]1 '1]2' 

Damit sind die Gruppenwerte bestimmt. Es ist 

~, n l' 1" hi. 
Uaa = 'lTaa = 1 + 2' 11 = IT' 

_1 

a~b = {tbb + {tcb = 1,5h1, 

Inn 11 2h' li 
d"" = 'lTbc - 'lTee = '3 + 1 = 31]1 ' 

In' 2h2 h2 
add = 'lrdd = 12 + 3 = 3f" 

_2 

, 12 . ;2 
aee = {tee + {tfe =--;:;-' 
~, nn 12 
Ulf = V'el - Vlf = 31]2 ' 

~, n l' 2 I' 113 
"gy = 'lTgg = S + 3' IS = 3 ;s· 

(196) 



Der vierstielige Stockwerkrahmen mit drei Stockwerken. 519 

Aus der Momentenflache Y k = -1 (Abb. 376) und der Momenten
flache Mk = -1, Mi = -1 des statisch bestimmten Systems mit 2 Ge-

Abb.376a. 

Abb.376. 

Abb. 377. Abb. 378. 

lenken in einem der Pfosten 2 jedoch ohne das Gelenk d (Abb. 376a) folgt 

*kk + {'ik = -} ha (2 -1;3) + ~ ·1;2(2 - ,1,2), 

,1, _ 3li ·1;3 
3 - h3 (2 -1;3) + 3l21;2(2 -,1,2) 

also, wenn 

eingefiihrt wird, 

(197) 

'YJ3 = 13 + 6h3 + l2 (1 - 'YJ2) • 
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Die Abb. 373, 371, 372, 375, 376, 377, 378 zeigen die Momente aus 
Ya= -1, Y b= -1, Yc= -1, Ye= -1, Y h = -1, Yf = -1, Y i =-1. 
Die Momente aus Y d = -1, Yg = -1 erfassen nur die Stockwerke 2 
bzw. 3 gemaB Abb. 370. 

Die statisch unbestimmten GroBen Yk ••• Y. sind durch lineare 
Gleichungen folgender Art defiriiert. 

Xv = Y vk . Y k + Y vl . Y 1 + Y vm . Y m 

+ Y vn • Y n + Y vo . Yo + Y vP . Yp 
+ Y vq • Yq + Y vr • Y r + Y v • • Y., 

v=k, Z ... r,s. 

Die Gruppen Y k , Y l , Y m werden nun so bestimmt, daB sie nur die 
drei Dberzahligen enthalten, welche in der Symmetrieachse des Grund
systems liegen, d. i. Xi:, Xl, X m. Die Gruppen Y n, Y p, Y r werden 
symmetrisch in bezug auf die lotrechte Mittelachse, die Gruppen 
Yo, Y q, Y. antisymmetrisch angeordnet. Folgende Tabelle zeigt 
die Gruppenwerte fur das Grundsystem. 

Abb. 379 zeigt die Momentenflachen des Zustandes X k = -1 am 
statisch bestimmten Hauptsystem. Danach wird Y gk = Ydk = Yak = 0 
und Y hk = - Y ik , Y ek = - Y fk , Y bk = - Y ck . 

Ferner ist 
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wenn 1~ 

fJ3 = 1~ + 6 h~ + 13 
ist, 

Aus Abb. 372 und 379 folgt 

{he = yt,;hl (3h~ +211), 

da {}hc - {},e = 0 ist, ergibt sich 

-.:T 111 h d 3hl + 2ll) hk -b 
Lbk = -: 611 + fJa 111 = -. k' 

Damit ergeben sich folgende Eckmomente in den Pfosten und Rie
geln des Stockwerkrahmen I, II fur den Zustand Y k =-1 

in 1.Iu: 
in 1.10: 

in 2. I u}. 
in 2. 10 . 

in 3. Iu}. 
in 3. I 0 . 

in 1. Ir: 

in 2. Ir: 

in 3. Ir: 

Es ist 

+ (~hl +b}), 
- (1hl - bk ), 

hk 
- fJ3 ' 

-hk' 

M k = 

l' 
·fJ2 = 1~ + 6 h~ +11~ (1- fJa) 

und -
- hk 

} hI - bk = -fJ fJ . 
3· 2 

in 1.IIu: 
in 1.IIo: 

in 2. II u}. 
in 2. II 0 . 

in 3. II u}. 
in 3. II 0 . 

in1.IIl: 

in 2. II 1: 

in 3. IIr: 

Die Punkte sind durch das Stock-
werk (1, 2, 3) und den Pfosten (I, II), Abb. 379. 
dem sie angehoren, bezeichnet, 0 und u 
ordnet sie dem Kopf oder FuB des Pfostens, 1 und r dem Riegel 
links bzw. rechts des bezeichneten Pfostens zu. 



522 Anwendungen der Theorie des statisch unbestimmten Tragwerkes. 

Abb.380 zeigt die MomentenfUichen des Zustandes Yk = -1 fur 
den Rahmen I, II. Die Flachen des Rahmens III, IV sind 

symmetrisch. 

Abb. 380. 

il 
0---0---0 

Abb. 381. 

{flk 
Gruppe l'i: Ykl = - ::a:-- ' 

'U'kk 

Der der Zustand Yk = -1 identisch 
ist mit dem Zustand X k = -1 des 
18fach statisch unbestimmten Grund
systems, kann zur Berechnung von 
{fa das statisch bestimmte System der 
Belastung Xl = -1 unterworfen wer
den, welches in den Pfosten 1, II, 
2 II, keine Gelenke aufweist und im 
ubrigen auf beliebige Weise statisch 
bestimmt gemacht ist. Dasselbe Sy
stem kann zur Berechnung von {fk k 

der Belastung X k = -1 unter
worfen werden. Abb. 381 und 382 
zeigen die Momentenflachen des Rah
mens I, II. 

Mithin ergiht sich 

1 1 -
2{}kk= 2bkhlh{, 

Abb. 382. 
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daraus wird dureh Umlormung 

~ f}Zk = ~ f}kk+~: ~z [3h~+ lHl- P3)]' 

Y kZ = -1- Jik h2 Sh2 + 12 (1- i1s) = -kl' 
bk i13 Shl hI 

1~li - - {}ki 
Y"z = -Yil = ---- + kz----. 

f}hi - f}ii f)hi - f}i' 

Aus Abb. 382 und 378 folgt 

{}z i = -l172 h;.hz - 172 171 h~ (h2 + lhl ) , 

f}li = _ hk [1 + h2 (2 + ~ )] , 
f}hi - f}ii hI hIll! 

YhZ = hk[l- kz + ~: (2 + :'::11)] = hz, 

f)zl - {}kf - {}hf - 19i1 
YeZ = - YI1 = ------ + kl--- - hz---· 

{tel - f}ff 1ge1 - f}11 f)el - {} II 

Da der Zustand YI = - 1 identiseh ist mit dem Zustand Xe = - 1 , 
XI = + 1 des 4faeh statiseh unbestimmten Systems ohne die Gelenke 
a, b, c, d, kann zur Bereehnung von f}el das statiseh bestimmte System 
nachAbb. 383 gebildetwerden. Aus der daselbst dargestelltenMomenten
Wiehe fUr X z = -1 und aus Abb. 377 folgt 

1911 = ~2 (h;. + -!rl~) - !17I h~ hI' 

~~ = 3172h2 (h~ +}l;) + f}kl 
f}el-{}ff 2Z~ " - f}el-f}ff' 

1 3172 h2 I I 

Y eZ = - 2hz + ~(h2 + 2hIll!) 

- - Z~ -
- (kz - 1) hk Z,-- + hz112' 

2173 

h2 - ( Z~ ) Y eZ = --2 + ht Z,-- + 172 , 
2 173 

T h2 hz -
I el = --+- = -ez, 

2 i12 
Abb. 383. 
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Nun ist {)kl = 0, also folgt 

und man erhaJt in 
_ - 1 ( 3hi ) 
e, = (k, - 1) "3 hI 1 + 2li 

eine Priifung der Rechnung. 
Die Eckmomente in den pfosten und Riegeln des Rahmens I, II fUr 

den Zustand Y I = - 1 sind 

in 1. I 0: +th l(kl-l), in 1. II 0: -ihl(k1-l) , 
in 2. Iu: +el, in 2. II u: - el, 

in 2. Io: 
hi 

in 2. II 0: 
hz 

(33 
, + (33 ' 

in 3. IU}. 
in 3. Io . -hi , in 3. IIU}. 

in 3. II 0 . 
+hl, 

in 1. Ir: 
- hlh~ 

in 1. II 1: 
- hlh~ 

-(kl -l)?1" +(kz-l)?1" 
~ 1 - 1 

in 2. I r: 
- 1- (3 

-:l~~' in 2. III: 
- 1 - (33 

+~l~' 
in 3.Ir: -ht· in 3. II 1: +711 • 

Abb. 384. Abb. 385. 

Abb. 384 zeigt die Momentenflachen des Rahmens I, II, die des 
Rahmens III, IV sind ihnen symmetrisch. 

G ~T {}ml ruppe Lm: Y1m = - {)ll • 

Zur Berechnung von {}ml und {}ll wird zweckmaBig ein statisch be
stimmtes Systemnach Abb. 385 gebildet, welches die Momente des Zu-
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standes Xm = -1 zeigt. Fiir die Pfosten 1 und 2 ist damit auch die 
Momentenflache des Zustandes Xl = -1 dargestellt. Aus Abb. 385 und 
384 ergibt sich 

{Jml = {Jll + h . h3 (3h~ + l:) 
2 2 16 3 3, 

Aus Abb. 385 und 380 folgt 

{Jmk {Jlk - h3 I I 2 = 2 + hk (; (3h;) + 1~) , 

hk hs 3M + 13 - - -
Ykm=-=--h 3h' + (Im- 1)kz=+km , 

bk 1 1 

Y {Jmi - {}/i - {Jki 
hm = - Y im = - 'J {J + 1m l - km • 

1 hi - ii 'l'fhi - {Jii 19hi - {Jii 

Aus Abb. 385 und 378 folgt 

19mi = {Ju +~ h3 (3h~ + 1~) , 
Y hm = - 113h3(~~i + 1~) - (im -1) hk [1 + ;:: (2 + hf~~)] + km· hk> 

• 1)S1l3 (3113+13) ....; [- - - h2( 112 )] 
I hm=- 2/3 -hk Im-I.'m- 1 +(lm-1)h1 2+111 1)1 ' 

Y - _ Y/ - _ {Jm/ + I ~ ___ Ie ~_ + h {Jh/- {fi/ 
em - m - 1'Je/-19/f m1'Je/_{J/f m1'Je/_{J/f m{Je/-{J// 

Aus Abb . .383 und 377 folgt 19m/ = {Jl/, 

Y _ - fh2 - l~ [h2 ( h~) ]l - 3'YJ21hhIh~ -
em-(lm- 1)lT- hk 1;'YJ3 hI 2+h~'YJl +lj+km 21~ -hm'YJ2' 

Durch Umformung entsteht 

r = (1 _ 1) h2 + 113 (3 h3 + '3) _ lim = -
em m 2 212 fJa em, 

Y bm = -Ycm = - 'J {Jmc'J +lm 9 191e {} - Tcm{J {JkC{J - em_~ec - :/e 
1 be - 1 cc 1 be - ce be - ee 'u'be - 1fee • 
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Da {}mo = {}lc = {}kc ist, wird 
- - 1l!hI(3h~ + 2l;) _ 

Y bm = -(I-lm + km) 6l' + em'll!· 
1 

Aus {}km = 0 folgt Y bm = -Ycm = 0 und damit in 

- - - 1 ( 3hi) eTn = (1 - lTn + k m )"3 hl 1 + 211 

eine Priifung der Rechnung. 
Durch Y m = -1 entstehen im Rahmen I II die Momente 

Mm= 
in 1. 10: - t hI (1 - lm + km), in 1. II 0: +} hI (1 -1m + km), 
in 2.Iu: - em, in 2.II u: +em , 

in2.Io: +!h2(lm-1)-em, in2.IIo: -th2(lm-1)+e"" 

in 3.Iu: +hm, in 3.IIu: -hm' 
in 3.10: -lh3 + hm, in 3.IIo: +-}h3 - hm' 

- -h' - -h~ 
in 1. I r: +! hI (1 - lm + km) l; , in 1. II 1: -! hI (1 - l m + km) l' ' 

1 I 

. 2 I -h 1-(33 h3(3h;; + l;;) . 2 II l' _ -h 1- (33 h3(3h~ + l~) 
In . r: + m~---2r;-' 111. . m fJ3 + 2l; , 

Abb. 386 zeigt die Momentenflachen des Rahmens I II, die des Rah
mens III IV sind ihnen symmetrisch. 

Da 1'ikm = {JIm = 0 ist, miissen die Momente 
die Stetigkeitsbedingung im Punkte e und t, 
d. i. die Arbeitsgleichung fiir den Zustand 
Xe = -1, X; = -1 befriedigen. Damit 
ergibt sich 

- - -
~}hI(I-lm + km)h~ ~ + 3em h2-ih2 h2 (l",-I) = 0 

oder in 

- 1/1111 - - h2 -
em = - 6112 (I-1m + k Tn) t 6 (lm- 1) 

eine zweite Priifung der Rechnung. 

Grllppe I~,: 
Y __ {Jnrn + {Jo·m. 

mn - 1}mm' 

Zur Berechnung von {Jnm + Dom wird 
der BelastungXn = -1, XG= -1 zweckmaBig 
das statisch bestimmte System unterworfen, in 
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dem die Belastung nur die Riegel 1 und l' ergreift. Dazu sind Gelenke 
in den Pfosten Ill, 1m , am Kopf an Stelle der Gelenke a sind a' ein
zuschalten. Abb. 387 zeigt die Momentenflachen fur die Belastung 
Xn = -1, Xo = -1. Aus Abb. 386 und 387 folgt 

- - hIhj 
Hnrn + Hom = (I- 1m + km)6' 

Xn=-1 3:0=-1 

Abb. 387. 

Aus Abb. 385 und 386 folgt 

{}mm = _1't1~ [2(~h _ -h ) _ h ] h~h3 + (~h _ h) 1~h3 
22+ 2 3 m m6 2 3 m6 

und da Him = 0 ist 

{}mm =th3[h3(2~ + 1~) -- 2hm(3h~ + 1m, 

y __ (I _ l + Ii ) hI hi. 
mn- m m h a [ll a (2Ils+ ls)-21Im(Shs+ Is)]' 

Ymn = -11'1,,., 

{}nl + {}ol - 1'tml 
Yin = - i} + mn - u-' 

II '1111 

Wie oben ergibt sich nach Abb. 384 und 387 
- hI hi 

8nl + #01 = - (kl - 1) --6-' 

- hIli,! 
Y1n=(kl-l) [_ ( ShIll')] -' 

_ h2 (kl - 1) 111 hi + 2112 +T -1l2h2 +m'n·1m 
l'ln = tn, 

Y __ /}nlc +_!,olc_ + m~m,k_ -l '1?lk 
len - 1'tkk n Hkk n ,,'tick' 

Nach Abb. 380 und 387 wird 

Hnk + #ole _ -h 1 - fJ2 11 
------ - - Ie ----

2 iJ3 fJ2 6' 

[1~~~~2 + mnlla(Shs + ls)] + (mn - T,,)kt, 
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Aus Abb. 375 und 387 folgt 

{Jne + {Joe A2 'll~ 
{Jee+l9/e = - 2'2l~' 

l'en + :ifn = A2 ;1 11 + Ii A = ii [2 + ha (2 - ;3) ] = -
2 2;212 n 2 n 312;2 e .. , 

Y d - - Hnd + {Jod + h {Jhd + 19id _ e {Jed t {Jld 
,n - {}dd n lJdd n 1'Jdd ' 

da {}nd + {}oa = 0 ist 
- - - 113(2 - ;3) -

Ydn = h .. 2;2 - e .. ;2 = -It,. 312 = -d .. , 

Aus Abb. 372 und 387 folgt 

{Jne + {Joe l~ 1 -- - = - = - - fJl 
19bc -{)ee 2(l~+6h~) 2' 

Ybn-Ycn_~_ (- -l _k)hd3h~+2lDfJl_l-
2 - 2 fJl + mn n n 6l~ n fJl' 

Aus Abb. 371 und 387 folgt l'Jnb + 190b = O. Da auch {Jdb ... {Jmb = 0 
ist, so wird 

Y an = _19na + &oa _ en {Jea + !!!!!. 
llaa {)'aa 

Aus Abb. 373 und 388 folgt 

rJ +<1 h~ 1 , "/J,:"" - • (z; + ~;) ~ -2" C,' 

Yan = ;1 (: - ell) = an ;1· 

, Aus {J1&n = 0 folgt 

Y bn - Yen = 0 Abb.388. 
2 ' 

als~ erhalt man in 

- 1 1 _ - - ( 3h i ) r"='2+Shl(m .. -ln -kn ) 1+ 21i 

eine Priifung der Rechnung. 

G rUn i n g. Statik. 34 
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Die Eckmomente lassen sich in ein symmetrisches und ein anti
symmetrisches Glied zerlegen. Die symmetrischen Glieder des Zustandes 
Y n = -I sind M~ = 

in 1.10 und 1.110: + l1n(I- C1), 

in 2.lu und 2. II~: -en, 

in 2.10 und 2.110: - - - [ hi(2-Ca)] 
+hn + dn = hn I + ------av- , 

~ 

in 3. lu und 3.lIu: +hn, 

in 3.10 und 3. II 0: -hn• Ca , 

in1.Ir und I.Ill: -an· C1 , in 1. IIr: -l, 
in 2. Ir und 2. III: +dn , 

in 3.lr und 3. Ill: -hn · Ca, 

Die antisymmetrischen Glieder sind M:; = 

in 1.10: -t hI (In + kn - mn) , in 1.110: +lh1 (In + kn - mn) , 

in 2.lu: +In, in 2. lIu: -In' 
- -

+!h2 (in - mn) - in, in 2.10: -lh2 (In - mn) + In, in2.1I0: 

in 3. lu: -in' in3.lIu: +in , 

in 3. I 0: +lha·mn - in· in 3.110: -!hamn + in, 

in 1.1r: 
'I - - _h~ 

in 1. Ill: 
- - _ h; 

+2hl (In + kn - tnn) F' '-lh1 (In + kn - tnn) l; , 
1 

in 1. IIr: _1. 
2 , 

- --
+!h2 {Zn-mn} -In-in' in2.lr: -lh2 (In - mli)+ In + in, in 2. Ill: 

Abb. 389 und 390 zeigen die MomentenfJachen des Zustandes 
Yn=-l. 

Der Verschiebungszustand Y n = -I erfiillt die Bedingungen 
{fJ:n = 0, {f'n = 0, {fmn = 0 . Da diese Bedingungen von den sym
metrischen Gliedern der Momente alIein erfiillt werden, miissen ihnen 
auch die antisymmetrischen Glieder geniigen. Daraus folgt, daB beide 
Glieder der Momente die Stetigkeitsbedingung in den Punkten lund i, 
d. i. die Arbeitsgleichungen, fiir die Zustande XI = -I, Xi = -I' 
X, = -I, X, = -I aIle andern X = 0, erfiillen miissen. NachAbb.389 
ist also 

(1- en)(1- C1)th1- 2elih2 + hn h2 + (e,;- 2kn)C2h2 = 0, 

- enh2 + 2~(I- 2Cg)h2 + 2enC2h2 + hn(2 - Ca)~ = o. 
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Daraus folgt _ (- 1 Cll~) 
e .. = A2 k,. + 2" C2~ , 

- - [ (2 - Cs'J~] 
e .. = 11, .. 2 + 3~C2 ' 

also die oben gefundenen Gleichungen. Nach Abb. 390 ist 

hl~(- -Z -k) -, 11,214. - -Z) --2- m .. - .. - .. -3/11 kl--2(m,,- 11 =0, 

1- 1.' II, h't;;;; -Z) 2/- 11,' 3";" 11,' h3h~ - 0 
- .. '''2 - 2 2\m .. - .. - 11 2 + ' .. 3 - --2 m .. = , 

daraus folgt 
~ - - - hlhl - - h2 I .. = -(m .. -l .. - k .. ) 6h2 - (11'1, .. -In)s' 

-: 1- 11,2 (- 1 ) h2h2 - 11,3 
~ .. = .. hi + m .. - .. 3h~ + m1l 6 ' 
- - - - hIM - - h2h2 - hs 
in = -(mn - l .. - k n ) 6ha + (m .. -In) 6hs + 11'1,,'6' 

Abb. 389. 

Die Formel fiir 111 ist einfacher als die oben gefundene und deshalb fiir 
die Rechnungen zweckmaBiger. 

G -v- Y __ iJptl + f}q .. 
ruppe .Lp: 1IP - <l {}' 

lJ' .. n + '0" 

Aus Abb. 389, 390 und 391 folgt 

f}pn + f}q .. _ -ll' [-= 1- ~ _ - h3(3h~ + l0] _ l.d l' 
2 - 1f 2 ~n fi3 mn 2l~ 2 n 2' 

34* 
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Aus Abb. 389, 390 und 387 folgt 
'{Jnll + {Jon - - - hI h~ _ l~ l~ 

2 = + (In + kn - mll ) --12 + a llC1 "2 +"2' 

l.:'p = 2in(la + 6ha) - mnha(la + 3ha) + 2hn h3(2 - ;a) = np , 
(In + k n - '1ftn)hlh1 + 6 ((n;l 11 + 614 

Y _ {Jpm + 1?qm - f)'nm + {}om 
nip - - (I - np _<1 

'lIm 'In 'U'rn m 

Abb. 391. 

Aus Abb. 386 und 391 folgt 

1?pm + {}qrn __ l~ [h3 (3h~ + l~) _ [ 1 - /33] 
2 - 6 21~ Lin /33 ' 

l.~ _ + h a(3ha + 1a) - 2h7n (6ha + 1a) 
mp - - npm" = m p , 

h 3 [ha(2ha + 1a) - 2h ... (3ha + 1a)] 

Y __ 1?pI + 1?ql __ {}nl + {lol - 8,"1 
Ip - f)ll np ill! - mp {lz';' 

Aus Abb. 384 und 391 folgt 
1}pl + {}ql_ -h 6113 + l~ 

2 - 16' 

l~ - 2hl (6ha + 1a) + np(kt - l)h1 h1 - -1 --1 
tp- ,-mpm - P' 

112 [(kt- l)h1 (hI + 2h2 + 3h2 ~:) - h2h2] 

Y k - - 1?pk + f)qk _ n ilnk + 1?ok _ m {}",k -l {}lk 
'1' - ilkk P ilkk P 1?kk P f)kk . 

Aus Abb. 380 und 391 folgt 

{}yk + {Jqk = _ hk 6h~ + l~ 
26' 

l.l.;p = _ hk_[6ha + 13 + np' ~ (6h2 + 12(1- ~a») - m ph 3 (3ha + 13)] 
3bk h 1 hi I-'a 

- (mp + lp)k, = -kp, 
Y hp - Yip = _ f)pi + f)qi _ n f)ni + f)oi _ m f)mi _ l {}li 

2 {}hi - f)ii P {}hi - {}ii P 1'}hi - f)ii P {}hi - f)i' 

k f)ki 

+ p {}h'i - {}ii . 
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Aus Abb. 378 und 391 folgt 

{}pi + {}qi = 1'J3 (1-1'J2) l; = 2 hk (1 + h;), 
{}hl - {}ii 21~ hl h~ 1'Jl 

Y hp - Yip __ ? hk (1 h; ) _ - 2 hk _ - 1'J3h3(3h~ +[~) 
-'-----::-2- - ~ h + h' np h mp 2 [' 

1 l1'Jl 1 3 

+ (mp + lp) hk [ 1 + ~: (2 + h~~J] - kp hk , 

Y hP ;- Yip = -hk [~1 (1 + ,:{~1 + np) - (mp + l;, - kp) 

_ (- I) h2(2 ~)] _ - 'llshs (3h's + Is) 
mp + P h + I,' rnp 21' , 

1 ~~1 ~ 
YhP - Yip ~ 

2 =-'tp , 

Y hp + Yip {}ph +{}qh - {}"h + {}oh 
-"-"-c-_ ~ - - --- - n 

2 - {}hh + {Jih P {}hh + {Jih • 

Aus Abb. 376 und 391 folgt 

{}ph + {}qh = -i (2 (2 - A2) I; , 

Y hp + Yip A3(2 -A2H'2 1; - A3A2'll~ -"-"--'-----''''- - -- - n ---
2 - 2 '31i p 2 '3[~ , 

YhP + Yip - ( h2 -) -2 =hn 2 +y-r-np = hp, 
,1 1 
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Aus Abb. 375 und 391 folgt 

~2l~ 
{}pe + {}qe = -2 ' 

Yep + Yf'p _ .A.2 (1 - ;l l1 _ 2 Ii ) _ -
2 - 2 +np ;2 l2 'P -ep , 

Y d - - {}pd ±-{}qd _ n {}nd + {}od _ h 79hd + {}id _ e {}ed + {}/d 
p - {}dd P {}dd P {}dd P {}da • 

{}nd + 790d = 0 . 

Aus Abb. 370 und 392 folgt 

{}pd + {}qd = -thf. 
Yap = ;2 (1 - 2 hp - ep) = (ip . ;2 ! 

Y bP + Yep=O, 

t'Jpc +I'lqe = 0 . 

Y bp - Yep _ 1 - 1 1 (- -Z -k ( 3 hi) j-
2 - 2 np III - -3 a1 mp + p - p) III 1 + 2 l~ - pill 

Da Hkp = 0 ist, folgt :rbP - rep = 0, also in 

~ 1 _ 1 - - - ( 3111) 
Ip = 2"np + :rh1(k'p -ip -lnp) 1 + 211 

eine Prufung der Rechnung 

Y _ t'Jl'a+{}qa - Bna+7'Joa -{}ea+7'J/a 
up - - ------:0--- - np ~O--- - ep-{}---

aa aa aa 

t'J pa + '1?qa = 0 . 

Abb.392. ( 1 - -) _ rap = "2np - ep ;1 = -ap;t 

Die Eckmomente des Zustandes Yp = -1 werden wieder in ein 
symmetrisches und ein antisymmetrisches Glied zerlegt. Erstere sind 

Mp= 
in l. Io und L II 0: - lip (1- (1) , 

in 2. Iu und 2. IIu: - ep-,-

in2.Io und 2.IIo: +tdp(I-2(2)+~ep, 
in 3. I u und 3. II u: - hp , 

in 3. I 0 und 3. II 0: + hp . (3 , 

in l.Ir und l.III: +~'(1' in l.IIr: -inp, 
in 2. Ir und 2. III: ~ ~1" in 2.IIr: _.l 

2 , 

in 3. I r und 3. II I: + hp . (3 . 
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Die antisymmetrischen Glieder sind M; ~ 
in 1. I 0: + 1 hI (lcp - z;, - mp) , in 1. II 0: - t hI (kp -lp - mp) , 
in 2. I u: + /p , in 2. II u : - tp 
in 2. 10 : - i h2 (mp + lp) + /p , in 2. II 0: + ! h2 (mp + lp) - /p , 
in 3.Iu:+ip ' in 3.IIu:-i", 
in 3.Io:-!ha·mp+ip , in 3.IIo:+lham p-ip , 
. - - _ h~ . - - - ht 
ill 1. I r: -1 hI (kp -lp - mp) -If , ill 1. II I: + I hI (kp -lp - mp) l! ' 

1 1 

in 1.IIr: - !np , 

in 2. Ir: -lh2(mp+lp)+l+/p-ip, in 2. Ill: + !h2(mp+lp)-l-tp+i~, 
in2.IIr:-i, 

in 3. Ir: - !hamp + i;" in 3. Ill: +!-hamp - i p , 

- - 1.._- ;- _- h3(3h~+1~) _--= ~fJa i hI (mp + lp) - 2 /p + ~l' - ml' 2l~ ~p fJ3 . 

y,,=_1 

Abb.393. Abb.394. 

Abb. 393 und 394 zeigen die MomentenfHichen. Der Verschiebungs
zustand Yp = -1 liefert folgende Priifungen der Rechnung 

iJnp +{}op = 0 . 

Aus Abb. 387, 393 und 394 folgt 

I ({j ') (k f - ) hI ht (- 1. - c: llt l~ 0 
"2 . np +, op) = - p - p - mp 12 -. ep - 2" np) 2 + np 2 = , 

-k -l - . - 3(;1 11 + 2l4) - 6;1 l1 
p - 'P - m'p = + np hi hl - ep hl h't. . 
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Aus den Stetigkeitsbedingungen fill die Punkte e und i ergeben 
sich infolge {}kp = 0, {}lp = 0, {}mp = 0 nach Abb. 393 die Gleichungen 

- -
-eph~{l-2'2) + 2 (! -hpj (1-2'2)h~ - hp(2 - '3) h~ = O. 

Daraus folgt 

- , ( ~ 'I Z;) ep =~Jl.2 1 - 2 hp + npt2Z~ , 

also der 0 ben gefundene Wert und 

- - [ h a(2 - ;3)] 
ep = 1 - hp 2 + 312 ;2 . 

Ferner ist nach Abb. 394 

hI h; (- f lc ) 2 ,- h' h2 h; (- -Z ,- h' -2 mp + p - 11 - P 2 + 2- mp + p) - P :l = 0 

,- 1.' h h' (- 1 ) 2,- h' ') -; h' + h3h~ - ;- h' - p ''''3 + 2 2 mp + p - p:l - ~ tl':1 2 m p - tp :1 = 0 . 

Daraus folgt 

- h1 hl - - -: he - -Ip = 6h2 (mp + (p - k p) + T(mp + lp) , 

-:" !tlki. - - - h2h2 - - h3-
tp = - 6ha (mp + 1p - kp) + 6ha ('tnp + (p) + tfmp . 

Die beiden letzten Formeln sind einfacher als die oben gefundencn 
und deshalb fur die Rechnung zweckmaBiger. 

G. r . - {}rp + {}'P Iuppe. , .. Y pr - -~T-' 
pp + qp 

Nach Abb. 393, 394 und 395 bzw. 391 ergibt sich 

{},p + Bsp = _ m h3Z~ +"[ l~ _ h r lj 
2 p 12 I' 6 PC, 3 2 ' 

y __ iJrn + {f. n _ p {)pn + iJqn 

nr - iJnn + {Jon r {)nn + {Jon' 
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Nach Ab b. 389, 390 und 395 ergibt sich 

Brit + Bsn _ - h31~ _:- l~ h f3!i 
2 - mit 12 ~It 6 + n 2 ' 

Abb. 395. 

Nach Abb. 386 und 395 ist 

y __ Ilrl + Dsl - '191'1 +{)ql 19,,1 +{)ol - Om l 
IT - ,,(Ill - Pr {j + n, 0, - m, r-j, . 

J II 1I11 111 

Nach Abb.384 und 395 ist 

Yi,. = -l,., 
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Nach Abb. 380 und 395 ist 

Y kr = +kr , 

Y hr - Yir 
-----

2 
lfri + {fsi · - {}Pi + {}qi - /}ni + {)oi 

{}hi - {)ii - Pr {}hi - {fi ; + nr {}hi - {)ii 

- 1'}mi -Z {)li k- {}ki 
-m,-" -'1 + r.Q '} - rS;-:o-· 

lI'hi - 'U'ii 'V'hi - 'I ii 'U'ki - 'U'ii 

Nach Abb. 378 und 395 ist 

{}ri +Osi = - -~-Z~, 

Yhr - Ii,· t/3 [l' - (1 . )l' - (1 )l' - h (l' 3" ')] 2 = 213 3-P.. -1/22+n r 1/2 -1/1 I-m r 3 3+ l3 

- [- - - - - h2 ( h2 )] +hk mr-l,.+kr+(mr-lr)-, 2+-,,-, - , 
'1 '1 1/1 

Yhr + Yir 
-------

2 

Nach Abb. 376 und 395 ist 

Y hr + Y ir 1 - [_ ( h2 ) _] -
2 ="2).3 + h n lJr 2 + ;1 11 + nr = h,., 

Die Belastung Xr = -1, Xs = -1 ergreift das statisch bestimmte 
Hauptsystem im dritten Stock durch Momente der in Abb. 392 
dargestellten Art, den zweiten und ersten Stock nur durch Normal
krafte, 
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Daher ist nach Abb. 370 

{frg + {fsg = -§-h~, 

Y gr = ;s (1 - 'fir) , 

Yer-Yf , {f,f+{f.f -{fpf+{}qf -'{}nf+{}of - {f"'f 
---- = - - Pr + nr - m, -,:-----''-;,---

2 ~-~ ~-~ ~-~ ~-~ 

+ r {flf _ Ie {fkf _I- -; '{}hf - {fif 

r {fef + {fff r {fef - {fff ' ~r {fef - {fff' 

Y er - :If,. 
2 

ir 1 _ 13 1 - - _ hs(3h3+13) -
-~s +2"Pr-212 -2"h2 (mr-1r)+m,. 212 =[1" 

Yer + rfr 
-, ----~--

2 
{fr. + {}8. - {}pe + {tqe + -{}ne + IJoe Ii '{}he + {fie 

{}ee + {}h. - Pr {fee + {}he nr 1?. + {fhe - r {fee + {fhe . 

Ord + Osd = 0 

Y d ,· =;2 (PI' - 2hr + er ) = - dr, 
Y = n Bna ±--.{}oa + e Bea + !fa 

ar r {faa r 19'aa ' 

Y ar = +;1 (- 1'~. + er) = + ;1 ar , 

Ore + Ose = 0 

Ybr - Yer 1 - - - - III hi ( 3 h;) -
2 -=-2nrlil-(mr-lr+kr)-3- 1+2l~ +fr11I· 

Da {fkr = 0 ist, folgt Y br = Y er = 0, oder 
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Die spiege1symmetrischen Glieder der Eckmomente des Zustandes 
Yr=-1 sind M;= 

in 1.10 und 1.lIo: +a,.(I-~I), 
in 2. I u und 2. lIu: + er 

in 2.10 und 2. lIo: 
1 - 1 - 2~2 1 _ 

---d --~--e 
2' ~2' 2 r, 

in 3.Iu und 3.lIu: - hr, 
in 3. I 0 und 3. lIo: +!-(l-hr)~3' 
in1.Ir und 1. III: - ar~I' in1.lIr: + !nr , 
in 2. I r und 2. II 1: +d" in2.lIr: 1-

- 2 Pr, 
in 3. I r und 3. II 1: -(I-hr)~3' in3.IIr: 1 

- 2' 

Die antisymmetrischen Glieder sind M~' = 

in 1. I 0: - 1 hI (mr - lr + k r ) , 

in 2. I u: - Ir , 
in I.IIo: +·~7tl(mr-l,+kr)' 

in 2. II u: + I" - - - -
in 2.10: + !h2 (l,-m.,.)- Ir' in 2.IIo: -lh2(lr-m,)+lr, 
in 3. I u: + iT> in 3. II u: - i, , 

in 2. II r: - i Pr , 

. 3 I' 1 7 .- + -: + 1 . 3 II 1· 1 h - -: 1 . 3 II' I In . r, - 2" '~3 m, ~, 2' In. . + 2 3' mr - ~r - 2' ill . r. - 2 . 

Abb. 396 und 397 zeigen die Momentenflachen. Der Verschiebungs. 
zustand Y r = - 1 liefert fo1gende Priifungen der Rechnung 

{}pr + {}qr = 0 . 

Aus Abb. 391, 396 und 397 fo1gt 

-d)" l' +-: ls+ 6hs+ls_- hs (3hs+ls) +- 1'-0 
r ~2 2 "'r 3 6 m,. 6 PI' '0 - , 

anr + {for = O. 

Aus Abb. 387, 396 und 397 fo1gt 

(- l -k hI h~ - r l' - ~ll; - l' 0 mr - r + r) 6 + er" I 1 - nr - 2 - nr 4 = , 
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Die Stetigkeitsbedingungen in , und i lauten 

eer - inr)(l - ~1) 3;l~ + 2erh~ - er~2h~ + (iii, -It,) (1- 2C2)h2 = 0 

und 

e,~ - 2e'~2h~ + (!p, - hr)(,l- 2~2)2h~-- 2hrh~ + ih~ - (1- hr)~3h~ = 0, 

daraus folgt 
- ~ 1 (2h- - ~1l~) er = 21L2 r - Pr + nr ~~ , 

das ist der oben gefundene Wert und 

e = h [2 + hH2 -- ~a)J _ - __ !3ala 
r r 3l2~2 Pr 2 ~2l2 . 

-fii,.(1-~,) 

Abb.396. 

Fiir die antisymmetrischen Glieder der Momente ergibt sich 

1 - - -k a l' -, l' lt2lt; (- I 
1/11 (mr - ir + s) -2" tl + :3 r 12 + 2 mr - r) = 0, 

3 7rlt~ + lt2lt~ (iii, -- f,) - 3irh~ + i lt3 h~iiir = 0, 
daraus folgt 

"";' - - ~ hlh1 h2 - -I .. = - (tn,. - i .. + I.,.) 6 h2 - "6 ('In .. - 1 .. ) , 

-: - - - hI h1 - - h21t2 - hs 
't .. = -('In .. - i .. + k r ) 6hs + (m .. -i .. ) 6hs + m"T. 

Gl'uppe To: 1'ko = 1"0 = 1.rmo = 0, 

Y ho - Y io {}'ni -1?'oi 

--2-- = - {}hi - {}ii . 
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Nach Abb. 378 und 398 ist I}ni - Boi = 1]2 (1 - 1]1) ~ = 1121h h~ , 
Y ho - ¥to hI ~ 

2 = - 3 'f/a 1/2 1/1 13 = - ~o , 

Y ho + Y io {Jnh - {Joh 
--2~- - '~?hh-+ ,,'J·ih . 

Nach Abb. 376 und 398 ist l'fnh - 190h = iA2 ~ll~ , 

Y ho + Y io __ ).a).2~111 __ h 
2 - 2~a13 - 0, 

Y go = +ho~a, 
Yeo - Ylo {Jnl - {Jol -0 {)hl - {}il 
~--=- +~o • 

2 {Jel - {Jjl l'fel - 19ft 

Nach Abb. 377 und 398 ist 1'fnl - {fol = til h~, 

Abb. 398. 

Nach Abb. 375 und 398 ist {Jne -Hoe = -E1l~, 
Yeo +Ylo = A2~1l~ + h A 

2 2~2l; 0 2' 

Yeo + Y fo _ T [2 + "3(2 - ~a)] _-
2 - "0 3 ~212 - eo , 

Y d - - ~nd=_!90d + h _~"-~+ {Jid _ e {Jed +_1~Jd 
0- ','fdd 0 {fdd '0 Hdd ' 
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Nach Abb. 372 und 398 ist 

{}nc - ~'}oc = -F~, 

1"bo - 1"eo (1 io) _ 
2 = 11t "2 - {ja = Co, 

Ybo~ Yeo =0, danachAbb.371 

und 398 19nb - {Job = 0 ist, Abb. 399. 

Y ao = - {}na_:: {}oa _ eo '!ea : {)ja . 
'U'aa 'I aa 

Nach Abb. 373 und 399 ist 

{}na - {}oa = -}h; , 

¥ao = ;1 G· - eo) = ;tao o 

Die symmetrischen Glieder der Momente des Zustandes Yo = -1 
sind im Rahmen I II M~ = 

in 1. I u und 1. IIu: -~-ao(l- ~1), 

in 1. 10 und 1 II 0: +ao(l- (1), 

in 2.Iu und 2. IIu: -eo, 

in 2. I 0 und 2. II 0: +lto + do, 

in 3. I u und 3. II u: +/to. 

in 3.10 und 3. II 0: -lt~. ~3' 

in 1. I r und 1.IIl: -ao~l , in ]. TI r; 

in 2. I r und 2. II I: +do, 

in 3. I r und 3. II 1 : -lto~3 . 

Die antisymmetrischen Glieder sind 

in l.IU}. _ 
I . -co, 

in l. 0 

in 2. I U}. io . +-, 
in 2. 10 f33 

in 3. I u 1-
in 3. 101' +io, 

in l. I r: 
_ 1 - IiI 

+co----, 
IiI 

in 2. I r: 
7 1- f33 

+~o--,;-, 

in 3. I r: +io, 

in 1. II U}. 
in 1. II 0 . + Co , 

in 2. II u }. _ io 
in 2. II o' f33 ' 

in 3. II U}. 
in 3. II 0 . -1:0 , 

in 1. III: 
- 1 -IiI -co-----

IiI 

in 2.II1: 
- 1- f3 • 3 

-~o--,;-, 

in 3. II 1: -io· 

_1 
2, 

in l.IIr: 1 
2' 
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1m Rahmen III, IV haben die symmetrischen Glieder in allen Punk
ten das entgegengesetzte V orzeichen, die antisymmetrischen Glieder in 
den Pfosten I und III bzw. II und IV dasselbe V orzeichen. 

Abb.400. 

Abb.401. 

Abb. 400 und 401 zeigen die Momentenflachen des Zustandes Yo = -1 
getrennt nach den spiegelsymmetrischen und antisymmetrischen Glie
dern. 



Der vierstielige Stockwerkrahmen mit drei Stockwerken. 545 

G r ii n in Ii: , Statik. 35 
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da {}pc - {}qC = 0 ist, 

¥bq - ¥cq (1 - -) -
2 = 1/1 - '2 Oq + fq = Cq , 

Ybq + Ycq -._ .. ---- = 0, 
2 

Y _ - {Jna - {}oa _ - {J.a + {jIll 
aq - Oq {} eq fJ. ' 

aa 1 aa 

Die symmetrischen Glieder der Momente des Zustandes Yq = -1 
sind M~ = 

in 1. I 0 und 1. II 0 : -aq (1 - C 1) , 

in 2. I u und 2. IIu: -eq, 

in 2. 10 und 2. IIo: +-~. - hq - dq , 

in 3. I u und 3. IIu: -ltq, 

in 3. I 0 und 3. IIo: +hq. C3 , 

in 1. I r und 1.1 I: +aq. t1 in 1.IIr: +tOq, 

in 2. I I' und 2. II I: --dq, in 2. III': _1. 
~ , 

in 3. I r und 3. III: +hq':3 ; 

die antisymmetrischen Glieder sind M~ = 

in 1. I U). 
in 1. 101' 

-cq, 
in 1.IIu). 

in 1. II 0 l' +cq, 

in 2. I U}: 
in 2. I 0 

-/q, 
in 2. IIu 1, 
in 2. II 0 r +fq, 

in 3. I U }: 
+iq, 

in 3. IIu). 
-iq, 

in 3. I 0 in 3. II 0 J . 

in 1. Ir: 
_ 1-171 

in 1.III: 
- 1-171 

in 1. IIr: 1 -+c .---.. -. , -c -~-. -2- 0 q' q 1h q tit 

in 2.Ir: 
-; l~+ 6h~ 

in 2. II I: 
-;- l~+6h~ 

in 2. II r: _.1 +~q--l'--' -~q--l'--' i , 
~ ~ 

in 3. I r: +iq, in 3. II I: -iq, 

Abb.402 und 403 zeigen die Momentenflachen. 



Der vierstielige Stockwerkrahmen mit drei Stockwerken. 547 

Aus {}nq - {}oq = 0 folgt nach Abb. 391, 402 und 403 

- 71 - 1 - 1'/1 71 74 
-aq ';1- + Cq ---- +-=0, 

2 1'/1 6 6 

und damit eine Priifung der Rechnung. 

Abb. 402. 

Abb. 40~. 

31)* 
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Gruppe :Ys : 
f}rq - fJ8q 

Y p8 =-Yq8 =-f} -fJ . 
pq qq 

Aus Abb. 402 und 403 folgt 

19rq-{}8q_~(-;- _ 3h- r)l' 
2 - 6 ~q • q <., 3 3' 

f}pq - f}qq -; l~ + 6 h~ d- l~ l;' 
--2---=~q-6-+ q2+(f' 

r _ (3hq;s - 'iq)la _ 
pS-'(l' 6J,') 3d l' l,-q··, ~q S + l,s + q 2 + Ii 

Y __ Y __ f}ro - fJso _ q fjpo - !!'LO 

ns - os - {}no- Boo 8"?no - ,1900 ' 

Aus Abb. 400 und 401 folgt 

{fro - {)so -;- - l~ 
--2---- = (~o + 3 ho 1;3) (f . 

r _ _ (fa + 3ho ;s) 13 
Lns - - qsOq = -os, 

9co ' h1 + 3Uo;111 + 14 

1 -[_( h2)"';"]-"2 l)S - io q,. 1 + h1 l)t - Os = is, 

,Yhs + Tis 1 - [- ( h2) -] -2 = "2).,S + ho qs 2 + ;1 11 + 0.. = hs , 

fJrg - f}8g -Z r Y gs = - '-0--' - t.<"3· 
'/Jgg 

rgs = ;s(1- hs ), 
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{}re - I}"e = o. 
Yes+Yfs 1 ( - -;lli -) -

2 .= -"2).2 -qs + Os~ l' + 2hs = -eo, 
_2 2 

Y d - - {}rd - {)~d _ q {)'pd - I}qd _ h ,Ohd+ Ihd + e I; 
• - {}dd • {}dd 8 {}dd • 2' 

{}rd - {).d = 0, 

¥ds = - ;2 (2hs - qs - Cs) = - ds, 
Y bs - Yes _ 0 {}ne - {}oe _/ {}ec - 'Ole 

2 - s {}bc - {}ee • {)be - {}ee ' 

Y _ - {)"a - {Joa - {}ea + {Jla a. - o'--ij-- + e. ° ' 
aa aa 

Y as = ;1( -~Os + cs) = as;t o 

Die symmetrischen Glieder der Momente des Zustandes Y. = - I 
sind M~ = 

in 1.1.0 und l.ILo: +a.(1-1;1)' 

in 2.1. u und 2. II. u: +e., 
in 2.1.0 und 2. II. 0: + 1 fi. - hs + dB, 

in 3.1. u und 3. II. u: -h., 

in 3.1.0 und 3.11.0: ~- - (1- h,)1;3' 

in'l.1.r und 1. II. 1: -as ·1;1' In 1. II. r: +~o., 

in 2.1. r und 2. II. 1 : +d" in 2. II. r: -Fi" 
in 3. I. r und 3. II. 1: -(I - h,) 1;3' in 3. II. r: _1 

2 • 

Die antisymmetrischen Glieder sind }jII~ = 

~n 1. I u t: _ c., in 1. II u }: + C. , 
III 1.Iof in 1.IIo 

in 2. I u 1. 
-I., in 2. II u}. 

+1" in 2. I 01" in 2. II 0 . 

in 3. Iu I in 3. II u}. 
+i" in 3. I 0 ( 

-~s, 
in 3.H 0 . 

1. I r: 
- 1-171 

1. II 1: 
- I-IiI 

in 1.IIr: +~ as, ill +cs--, In -Cs--
171 1]1 

in2.Ir: +tfis+i.- I., in 2. II 1: -{ fis-i.+ 18> in 2. II r: 1 -
-2Q., 

in3.Ir: +l- is> in 3.III: --} + is, in 3. II r: -{- . 
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1m Rahmen III, 
IV haben die sym-

)U.W.1.W.U~mmarwrrIIIIjlIm];ITITIIIllIlIgW metrischen Glieder in 
allenPunktendas ent-

Abb. 404. 

Abb.405. 

gegengesetzte Vor
zeichen, die antisym
metrischen Glieder in 
den Pfosten III das
selbe Vorzeichen wie 
in I und in den 
Pfosten IV dieselben 
V orzeichen wie in II. 
Abb. 404 und 405 
zeigen die Momen
tenflachen des Zu
standes 

Y.=-l. 

Aus .up, - {}qs = 0 und {}ns - Dos = 0 ergeben sich folgende Prii
fungen der Rechnung 

l~ -: l~ + 6h~ dol; - l;' 
12 - ~s 6 - 2 + QS"6 = 0, 

_ 1 - III l; ~ll; - l4 
(/8 -t}-l- "6 + a· 2 - 08"6 = 0 . 
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Die Verschiebungen 15" des Zustandes Y, = -1 infolge Y, =-1 
werden 

d~k = iJ.kk = b"kll111't, 

d~l = iJ.1l = ! 112 [(kl - 1)111 (hi + 2112 + 3h2':D - 112~]' 

d~.,. = iJ..,..,. = ! hs [(2 lIa + 1a) lis - 2li.,. (3 hs + la)] , 

JI _ <l. + <l. _ -:- (18+6113) - lis (3 lis + 13) + d- l' + l' 
Vpp - Vpp Vqp-tp 3 mp 6 p 2 I), 

d~q = iJ.pq - iJ.qq = ~ 13 +36113 + d q 12 + ! 1", 

d~r = iJ.r .. + iJ.s .. = ! [6(I-li.Hs+ 1 + 2i .. -m .. hs]ls + 16, 

d~s = iJ.-"s - iJ.ss = ! [6(I-lis);s + 1 - 27 .. ]13 + ! 16. 

(198) 

Die Tafel auf S.552 zeigt alie Beiwerte der Gruppen Y k • •• Y,. 
Den Wert jeder statisch unbestimmten GroBe Y" der durch Lasten 

Pm entsteht, erh1iJt man aus 

Y _ ~Pm!5:"r (199) 
, - !5~r • 

Da der Zustand Y r = -1 identisch ist mit dem Zustand eines statisch 
unbestimmten Grundsystems, so wird zur Berechnung von ~p m!5:'" r aus 
der Arbeitsgleichung zweckmaBig das statisch bestimmte System aus 
dem jeweils vorliegenden Grundsystem gebildet, fiir welches sich aus 
der Belastung Pm die eimachsten Momentemlachen ergeben. 

a) Belastung eines Riegels durch lotrechte Lasten. Handelt es sich 
um einen Riegel des Rahmens II, III, so ergreifen die Momente Mo nur 
den belasteten Riegel.. Mithin sind nur die statisch unbestimmten 
GroBen von 0 verschieden, deren Momente Y. = -1 sich iiber den be
lasteten Riegel erstrecken. Eine Belastung des Riegels 3 erzeugt nur 
Y. und Y.. Eine Belastung des Riegels 2 Y p , Y q , Y., Y. und eine 
Belastung des Riegels 1 Yn, Yo, Y p , Y q , Y., Y •. 

Handelt es sich um einen Riegel des RahmellS I, II, so sind 
Yo' ... Y i , = 0 ebenso diejenigen statisch unbestimmten GroBen Ya ... , 
welche den belasteten Riegel nicht ergreifen, = o. Soweit das statisch 
unbestimmte Grundsystem eines Zustandes Y, = -1 in dem belasteten 
Riegel kein Gelenk hat, wird zur Berechnung von ~Pm!5~lr das statisch 
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-apC! 1~-_a-,-,C_l_I-~+-ii-'-'l-- _I--+-ii_._'l~ o +unC1 +Uo'l 
----�---�----�---------

a 0 0 

o o o +~ 0 +~ 

o c +bk 0 0 0 -co ' 0 -c. 
--~--~-I-~~-I---~~-I-~~-I-~~-I-~~---~-----~~ 

d _O_~O ___ O_I-~-~d,-. '_I-~---d-o _1--+-d-p-I-~+~d'~I~--~d'~-I-~---d-8-
e +hJp. -ez +em -In+en -io/p,+"eo -tp+ep +f.+e. +f,-e, +1.-es 
--~--~:'I-~~-I-~:"':'::'~-I------~~+------'----=--I-~~~-I-~~--

g 

h 

-f,-e, -f.-e, 

a' 0 0 0 
11 -b

k 
1_0 -I~O-I-~-O~ o -c. 0 

- --I~~~-!--~~ 
-c, 

c' +b. 0 0 0 +co 0 +cq +c. 
-------1----1--------,,---1'--"---1-----1-----

o 
d' 

g' 

h' 

+dp -d. -d, +d, 
I-~~I -----1----1----1-----1-----

o o 0 -dn 

+io/p,-eo -fp+ep -f.-e. +f,-e, -f.+e, 
--_-_ -1

1
- ---I--~ 

-iolp,-eo +fp+ep +f.-e• -f,-e, +i~+eB 

o -ho'a 
+hk +hz -hm +i>hn +io+ho 

- - ----- --- --1--- ----------
-ip+hp 

i' +is-h, -hk -hz +hm -in-fin -io+ho +ip+hp -i.-h. 
---~--------I-----I---'---I----"-~I-----I-~~~-

o -kp o o 

l 0 +1 -lm +In 0 +lp 
- ------,-I-------I----I-----I--~-

o 
o 

-L 0 
- ---- -----' I-~~~ 

mOO +1 -mn 0 +mp o 
--;- -0--0--0-1 +1 I +1 i +np 

o 0 0 -o---+il-=-I--I-+np 
p o o 0 o 0 +1 +1 +p, 
------------I--~-------I--~I----I---~ 

q 0 0 0 0 0 +1 -I +p, -q, 
~---~- ----~~- ----~~I-----!----I--------

rOO 0 1 __ 
0 __ 1---

0--- I-~O~-II~.-OO~-I-~-+-I---I -=t:..1 __ 
-8----0-""0---0-1 0 0 0 +1 1----1 

bestimmte System durch 2 Gelenke in den Endpunkten des Riegels und 
im iibrigen in beliebiger Weise gebildet, so daB die Momente Mo die 
Momente des einfachen Balkens von der Stiitzweite l sind. Bei Belastung 
des Riegels 3 sind Ya •.• Yf = O. In den Zustanden Yh ••. Ys =-1 
ist {jgr = 0 (r = h ... 8), also wird zur Berechnung von 1;P m (j;"r das 
statisch bestimmte System in der angegebenen Weise gebildet. Bei Be-
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lastung des Riegels 2 sind Ya ... Yo = 0 und in den Zustanden Yo'" Ys 
ist {}dr = 0 (r = e ... 8). Bei Belastung des Riegels 1 ist fUr die 
Zustande Y b ••• Y. {}ar = 0 (r = b ... 8). Daraus folgt, daB bei Be
lastung des Riegels 3 
nur zur Berechnung 
von Y g' bei Belastung 
des Riegels 2 zur Be
rechnung von Y d und 
bei Belastung des Rie
gels 1 zur Berechnung 
von Ya das statisch be
stimmte System nicht in 
der angegebeneri Weise 
gebildet werden kann. 
Abgesehen von Ya, Yg, 
Y d wird also die statisch 
unbestimmte GroBe Y r 

in allen Fallen nach 
folgendem Verfahren be

Abb.406. 

Abb.407. 

Abb.408. 

Abb.409. 

rechnet. Man zerlegt die Belastung in eine zur Mitte des belasteten 
Riegels symmetrische und eine antisymmetrische. Es bezeichnen nach 
Abb. 406 Fo den 1nhalt der symmetrischen Momentenflache, F~ den 1n
halt der links von der Riegelmitte liegenden, positiven antisymmetrischen 
Momentenflache (Abb. 408), Xo den Abstand ihres Schwerpunktes von 
der Riegelmitte. Ferner sei nach Abb. 407 IXv das Moment des Zustandes 
Yv = -1 in Riegelmitte, nach Abb. 409 Pv das antisymmetrische 
Glied dieses Momentes des Zustandes Yv = -1 am linken Riegelende. 
Dann ist J :J 

FoJ: 4F~.xoJ: 
Y v = ----y:,---- • IXv + -l ~- . PV' 

U VD Ucv 

Bei Berechnung von Yg und Yd ist 
das statisch bestimmte System ein Drei
gelenkrahmen, dessen Gelenke in Riegel
mitte und in den PfostenfiiBen liegen 
(Abb.41O). Es bezeichnen Ko die Momente 
am Kopf der Pfosten, und F~ den 1nhalt 
der Momentenflache des einfachen Balkens 
von der Stiitzweite l fiir die vorliegende 
nicht zerlegte Belastung. Dann erhalt man 
nach Abb. 370 und 410 Yg bzw. Yd 

Ko(l' + 1 h') - F~' ; 
Y r = ------c-c-

r5;r 

K (l' + 1 h') _ F" J o 
o 1 "2 1 0 J 

Y ---------
a - b~a 

und auf dieselbe Weise 

(200) 

Abb. 410. 

(201) 

(202) 
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b) Belastung des Pfostens I durch eine horizontale Last W, die in 
Rohe eines Riegels angreift. Da die Momentenflachen der Zustande 
Y n = -1, Yp = -1, Y r = -1 symmetrisch in bezug auf die Mittel

w 

Abb. 411. 

achse des Stockwerkrahmens und 
{}kr = {}mr = {}Ir = 0 (r '-- n, p, r) sind, 
wird auch c):nr=O, also Yn=Yp=Yr=O. 
Y~ ... Yi = 0 folgt daraus, daB sich diese 
Zustande nur iiber den Rahmen III, IV 
erstrecken. Der Rahmen I, II gehort fiir 
die Zustande Y k , Y z , Y m, Yo. Y g , Y. 
dem statisch unbestimmten Grundsystem 
an. Zur Berechnung von c):n, wird also 
zweckmaBig das statisch bestimmteSystem 
nach Abb. 411 gebildet. Liegt Win der 
Rohe des Riegels III, so wird zur Be
rechnung von Y a • •• Y. das statisch be
stimmte System nach Abb. 412 gebildet. 
Aus der Abbildung ist ersichtlich. daB 
Ya = Y b = Y d = Y. = Yg = Y h = 0 ist. 
Liegt W in Rohe des Riegels 2, so kann 
auch Y i aus einem der Abb. 411 ent
sprechenden statisch bestimmten System 
und Yo, Yf aus einem der Abb. 412 ent
sprechenden berechnet werden. Das 

r 3 ,2 

! 
,2 

I 
5 

1 
"2 

1-
'I 

1 
2" 

f 

? 
~6 
1 

1 
Z 

J 
7j 

1 
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"2 

'I 
"5 

1 

8 

1 
Z 

3 
7j 

1 

1 
"2 

2 
J 

1 

6-

1 
"2 

3 
ii 

1 L I- -I- -- -I-

Abb. 412. Abb. 413. 

gleiche gilt fiir den Fall einer in Rohe des Riegels 1 liegenden 
Last W. Die Formeln werden an dem unten behandelten Beispiel 
entwickelt. 

Als Beispiel sei der Stockwerkrahmen untersucht, dessen Abmessun
gen in Abb. 413 eingetragen sind. Die angeschriebenen Zahlen geben 
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J 
- an. Zunachst werden die Werte der Gruppen Ya ••• Ys berechnet. 
J c 

Es ergibt sich 

h~ = 5 
h~ = 5,6 

h~ = 6,4 

Ii = 8 

l~ = 9 
l~ = 12 

l~ = 8 
l~ = 10 
l~ = 16 

C1 = 0,2381 rJl = 0,2105 
C2 = 0,1466 rJ2 = 0,1840 
Ca = 0,1311 rJa = 0,2074 

A2 = 0,2459 I )'a = 0,2497 

Die Werte der Gruppen Yk ••• Ys , die sich aus den entwickelten 
Formeln fiir die ar . .. q, bezeichneten Ausdrucke ergeben, sind in 
folgender Tabelle zusammengestellt. 

t5~a = 10,5 
t5~h = 7,5 

8 

r 
q 
P 
0 

n 

o 
n 
m 
1 
k 
g 
h 
1, 

d 
e 
t 
a 
b 
c 

1n 

1 
k 
g 
h 
i 
d 
e 
t 
a 
b 
c 

° ° ° ° 1 

° 0,0251 

° ° 0,1657 

° ° 0,6448 

° 
Yp 

+1 
+1 

° 0,0256 
0,1135 
0,0034 
0,1343 
0,0240 
0,1827 
0,1444 
0,0809 
0,0826 
0,0689 
0,0166 

° ° 
t5~d = 12,73 

Yl 

° ° ° I 
1,353 

° 0,1455 

° ° 1,1398 

° ° ° ° 
Yq 

-1 
+1 
+0,0051 

° ° ° ° 0,0240 
0,1839 
0,0636 
0,0811 
0,0767 
0,0807 
0,0189 

° 0,0165 

b~y = 16,27 
15;, = 5,40 (j~" = 6,30 

Y", __ ~ __ I_Yo 

° ° I 
1,293 
0,3446 

° 0,9084 

° ° 0,1666 

° ° ° ° 

+1 
+1 

0,0178 
0,1121 
0,0150 
0,0049 
0,0371 
0,0227 
0,0142 
0,1850 
0,1472 
g,0750 I 

° I 

Yr 

+1 
+1 

° 0,0387 

° 0,00806 
0,2333 
0,2614 
0,0290 
0,1138 
0,1323 
0,1042 
0,0288 
0,0294 
0,0167 
0,0060 

° ° 
O~k = 16,12 O:tIL = 

bfl = 16,52 o~o = 

-I 
+1 

° ° ° 0,0049 
0,0370 
0,0102 
0,0142 
0,1850 
0,0673 
0,0750 

° 0,0914 

y, 

-1 
+1 
+0,0066 

° +0,0236 

° ° ° ° 0,1143 
0,1271 
0,1038 
0,0311 
0,0346 
0,0210 
0,0054 

° 0,0019 

9,05 t5~q = 5,13 
4,18 t5~r = 18,29 

.5:, = 12,67 t5;r = 16,31 0;1 = 19,29 t5~."' = 12,10 15;,1' = 11,26 o~s = 8,29 
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Der Riegel 2 des Rahmens II, III sei durch eine Einzellast P in a 
belastet. Die symmetrische Belastung bilden zwei Einzelkrafte + P/2 in 
a und 1-a, die antisymmetrische eine Einzellast P /2 in a und eine Einzel
last - P/2 in 1-a. 

Es ist Fo=iPa(l-a) , 
F~ = tPa(1-2a), 

. J c 
a(l-a)-

Y P J 5 -
r = - 2" ~;r . Pro 

Xo = l(l-a) . 

a(1-a)(l-2a) J c 

Y P J 5 -
8 = -2" 31b;~~-' q., 

J c a(l-a)--
Y __ !:... J5 

p - 2 ~~p 

J c 
a(1-a)(l-2a) -

P J s 
Y q =--

2 31 ~~q 
fiir a = 1/4 nach Einsetzung der Zahlen 

3·8·10 8·10 
Y r = -P 32.18,29. 0,0387 Y8 = -P6~8,29' 0,0066 

= -0,0159P, 
3·8·10 

Yp = -P 32.1126 = -0,667 P, , 

= -O,OOIOP, 
8 ·10 

Y = -P~-- = -0244P 
q 64 . 5, l:,~ , • 

Die Eckmomente der Zustande Y r = -1, Yp = -1, Yq = -1, 
Y8 = -1 werden nach den oben gegebenen Formeln berechnet und 
schlieBlich mit den Werten Y r , Y p , Y 8 , Yq multipliziert. Neben
stehende Tabelle gibt die Ansatze und den totalen Wert. 

Die Normalkrafte in den Riegeln 1, 2, 3 des Rahmens II, Iller· 
geben sich aus Nrn = +m1,Yp +~rYr= -0,0744P, 

Nl = +lpYp -lrYr = +0,0019P, 
Nk = -kpYp +krYr = +0,0890P. 

Danach konnen die Normalkrafte in allen andern Riegeln und Pfosten 
berechnet werden. 

b) Belastung des Pfostens I durch die wagerechte Kraft W in Hohe 
des Riegels 3. Man erhalt nach Abb. 372 und 412 

Y =_W~II(th~+.~lD3111=_Whl(2 ~h~) 
c 3 1~ 6 + 1~ 171 , 

nach Abb. 377 und 412 

T W { 1 (, 1 ,') hI [1, 1, ]} lj=-~ff 2"112 h2+3 '2 +.'3 2"h1111- 3 '1 (1-11t) 

Y j = - W[h2(3h~ + 1~) - 3hlh~lh]~~' 
nach Abb. 378 und 412 

Yi = - :. {i h3 (h~ + -}l~) +§ h2 [h~1)2 - -}1~(l - (72)} - t hlh~lh 1)2} , .. 
Yi = - W {h3(3h~ + 1f) + h2[3h~1)2 -1~(1 -1)2)] - 3hlh~1)21)1} 2YJ;a . 
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Yr 

1. II. u -0,0411 +0,0130 -0,0467 +0,0068 
1. III. u -0,0411 +0,0130 +0,0467 -0,0068 
1. Lu -0,0121 +0,0064 -0,0137 +0,0106 
1. IV. u -0,0121 +0,0064 +0,0137 -0,0106 
1. II. 0 +0,0821 -0,0259 +0,0439 -0,0193 
1. In. 0 +0,0821 -0,0259 -0,0439 +0,0193 
1. 1.0 +0,0242 -0,0128 +0,0769 -0,0155 
1. IV. 0 +0,0242 -0,0128 -0,0.69 +0,0155 
2. n.u +0,1515 -0,0462 -0,0040 -0,0556 
2.nI.u +0,1515 -0,0462 +0,0040 +0,0556 
2. Lu +0,0137 -0,0127 +0,1574 -0,0136 
2. IV.u +0,0137 -0,0127 -0,1574 +0,0136 
1. n.l -0,0438 +0,0122 +0,0428 +0,0127 
1. Ill. r -0,0438 +0,0122 -0,0428 -0,0127 
1. n. r +0,0256 -0,0080 -0,0051 -0,0236 
1. nLl +0,0256 -0,0080 +0,0051 +0,0236 
1. I.r +0,0105 ° -0,0806 -0,0019 
1. IV. 1 +0,0105 ° +0,0806 +0,0019 
2. n. 0 -0,4131 +0,1264 -0,3161 +0,0717 
2. nL 0 -0,4131 +0,1264 +0,3161 -0,0717 
2. 1.0 -0,0597 +0,0418 -0,1547 +0,1137 
2. IV. 0 -0,0597 +0,0418 +0,1547 -0,1137 
3. n.u +0,3271 +0,2365 +0,2471 +0,0233 
3. III. u +0,3271 +0,2365 -0,2471 -0,0233 
3. I. u +0,0383 +0,0281 +0,1199 +0,2309 
3. IV.u +0,0383 +0,0281 -0,1199 -0,2309 
2. II. 1 +0,2598 -0,0713 +0,4368 +0,0550 
2. III. r +0,2598 -0,0713 -0,4368 -0,0550 
2. II. r +1,0 +0,0387 +1,0 +0,0066 
2. III. 1 +1,0 +0,0387 -1,0 -0,0066 
2. I. r -0,0980 +0,0138 -0,2746 -0,1172 
2. IV. 1 -0,0980 +0,0138 +0,2746 +0,1172 
3. II. 0 -0,0612 -0,6552 +0,0396 -0,4895 
3. III. 0 -0,0612 -0,6552 -0,0396 +0,4895 
3. 1.0 +0,0133 -0,1172 -0,0876 -0,2819 
3. IV. 0 +0,0133 -0,1172 +0,0876 +0,2819 
3. II. 1 -0,0612 +0,3448 +0,0396 +0,5105 
3. III. r -0,0612 +0,3448 -0,0396 -0,5105 
3. n.r ° +1,0 ° +1,0 
3.III.l ° +1,0 ° -1,0 

Da ferner 

ist, so ergibt sich Y k = -1 W(lmkz- km}, 
YI=-1-Wlm, 
Ym=-!W. 

Wie oben gezeigt, ist Yn = Yp = Yr = o. 

M 

+0,0385 
+0,0159 
+0,01I2 
+0,0046 
~0,0648 
-0,0438 
-0,0346 
+0,0026 
-0,0990 
-0,1010 
-0,0473 
+0,0295 
+0,0221 
+0,0359 
-0,0157 
-0,0181 
+0,0126 
-0,0266 
+0,3494 
+0,1966 
+0,0763 
+0,0015 
-0,2819 
-0,1613 
-0,0554 
+0,0036 
-0,2784 
-0,0654 
-0,9116 
-0,4236 
+0,1308 
-0,0010 
+0,0420 
+0,0604 
+0,0147 
-0,0287 
+0,0251 
+0,0455 
-0,0169 
-0,0149 
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Auf <5"'0' <5",q, <5ms ist das symmetrische Glied del' Momente ohne 
EinfluB. Mithin ergibt sich nach Abb. 411, 401, 403 und 405 

Yo = W ~mo = + <5~ [Co hi (h3 + h2 +! hI) - pio h~ (ha + ! h2) - lioh~h3] , 
00 00 3 

Yq = w7q = + : [cqhi Ut3 + h2 + lhl ) + 7qh~ (h3 + !h2) - ! ioh~h3] , 
qq qq 

Y. = W 7' = + --;- [c,h~ (h3 + h2 + !hl ) + t.h~ (ha + !h2 ) + ! i,h3h3] . 
88 88 

Die Rechnung liefert 

Ye = -0,678 W, 

Yf = -0,945 W, 

Yi = -0,683 W, 

YI; =-0,7 W, 

Y z = -0,6465 W, 

Ym =-0,5W, 

Aus XI; = Y k - kz Y z + kmY"" 

Xl = Y z - lm Y"" 
Xm = . . . . .. Ym 

Yo = 0,587 W, 

Yq = 0,498 W, 

Y s = 0,216 W, 

folgt X k = 0, X z = 0, Xm = -0,5 W. Infolgedessen berechnet man 
am besten zuerst die Eckmomente des Rahmens I II aus 

M' = Mo - Me Yc - Mf Yf - Mi Y i , 

- Mk Y k - Mz Y z - Mm Ym, 

sodann die Eckmomente des Rahmens III, IV aus 

M' =-MkYk - MzYz - M",Y;, . 

Die Momente M' del' Pfosten I, II, III, IV sind von gleicher GroBe, haben 
jedoch in II und IV das entgegengesetzte V orzeichen wie in I und III. 
FUr die Riegelmomente gilt entsprechend 

M'r =-M'rl =M'rII =-M'rv· 

Sodann berechnet man 

Mil =-MoYo - MqYq - MsYs. 
Es ist 

M'i =-M'iv und M'il =-M'ill. 

SchlieBlich erhalt man die totalen Momente in 

M=M'+M", 
und zwar ist 

MI =-MIV , MIl =- MIll' 

Die danach fUr das behandelte Beispiel errechneten Eckmomente 
sind in nachstehender Tabelle zusammengestellt. Die groBten Momente 
treten am FuB del' mittleren Pfosten auf. 
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--

II PfoIsten I ______ ---I-P-fo-st-en-,-----.---Ipfornsten 1 __ ---.---__ II_p_fo_st_en 
~_r III II IIr III I IIIr I IVI IV 

1 u 11-7492 - - 1+8567 - - -8567 - - +7492 
1 0 1+3307 - - -5572 - - +5572 - - -3307 

Riegel 1 - +7202 -6489 - +5794 -5794 - +6489 -7202 -
2 u 1-3897 - - +6705 - -6705 - - +3897 
20 1+3926 - - -6472 - +6472 - - -3926 

Riegel 2 !I - +6523 -6015 - +4994 -4994 - +6015 -6523 -
3 u 1-2597 - - +4538 - -4538 - - +2597 
30 11+35091 - I - -53571 - + 53571 - - -3509 

Riegel 3 - +3509 -3196 - +2160 -2160 - +3196 -35091 -

1m 
Die Zahlen sind in W lOOOO angegeben. 
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VI. Funktionale Darstellnng statischer Gro.8en 
durch Losung von Difl'erenzengleichungen. 

a) Balkensysteme vel'schiedenel' Baual't. 

80. Die wesentlichen Eigenschaften der Differenzengleichllng. 

Eine Reihe von statischen Problemen ist durch die Bauart der 
Gleichungen ausgezeichnet, welche das Problem formulieren. Besteht ein 
System aus einer Anzahl von Gruppen gleicher Gliederung und gleicher 
Abmessungen, so lassen sich meist Gleichgewichts- und Elastizitats
bedingungen aufstellen, welche die Unbekannten in einer Gruppe ein
ander entsprechender GroBen von bestimmter Zahl und mit festen 
Beiwerten enthalten. Zur Erlauterung solcher Gleichungen und ihrer 
Eigenschaften mogen die einfachsten der Art dienen, die sich fiir die 
Aufgabe ergeben, die Ordinaten der Biegungslinie eines einfachen Bal
kens von konstantem Tragheitsmoment in Punkten gleichen Abstandes 
aus den gegebenen Momenten oder Lasten zu berechnen. Es bezeichne 
t3n die Ordinate der Biegungslinie, Mn das Moment, Pn die Last im 
Punkte n (n = 0, 1,2 ... 'In) ). den Abstand der Punkte. Die Lasten 
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greifen nur in den Punkten nan. Dann ist nach Gleichung III (15) 
S.232, 

12 
0n-l - 2 on + on+1 = - 6 IffJ (1I1/l- 1 + 4 Mn + M"+1)' (1) 

Bildet man die Summe Yn-1 - 2 Yn + Yn+1' so erhalt man 
12 

(5/1 - 2 - 4 on -1 + 6 on - 4 on +1 + on + 2 = - 6 E J [Mn - 2 - 2 M n - 1 + M n 

+ 4 (Mn - 1 - 2 Mil + Mn+l) + Mn - 2 M"+1 + M"+2]' 

und cla M n - 1 - 2M" + M ll +1 =-P,,·l ist 
13 ' 

0,,-2- 40,,-1 + 60,,-40"+1 + 0"+2= 6EJ(Pn - 1 +4Pll +Pn +1). (2) 

Gleichungen von cler Art cler Gleichung (1) konnen fiir aIle Punkte 
1,2, ... m - 1 aufgestellt werden, Gleichungen von der Art der Glei
chung (2) nur fiir die Punkte 2,3 ... m - 2. Daher kennzeichnen beide 
Gleichungen, wenn man n als Veranderliche auffaBt, welche die genann
ten Zahlenreihen durchHiuft, einen Satz von linearen Gleichungen, und 
zwar Gleichung (1) einen Satz von m -1, Gleichung (2) einen solchen 
von m - 3 Gleichungen. Beide Gleichungssatze enthalten m + 1 Un
bekannte, der durch Gleichung (1) gekennzeichnete also 2 der durch 

. Gleichung (2) gekennzeichnete 4 Unbekannte mehr, als die Zahl cler 
Gleichungen betragt. Mithin bleiben in dem ersten Satz 2, im zweiten 
4 Unbekannte willkiirlich. Wird n alB unabhangig Veranderliche auf
gefaBt, so kann 0" ahl abhangig Veranderliche behandeIt werden, und 
die Gleichungen (1). und (2) als Funktionalgleichungen, welcha 3 bzw. 
I) aufeinanderfolgencle Funktionswerte miteinander verkniipfen. 1st 
nun die Funktion t(n) = on bekannt, welche die Funktionaigieichung 
erfiillt, so erfiillen die m + 1 Funktionswerte auch den durch die frag
liche Funktionalgleichung gekennzeichneten Gleichungssatz. Die Funk
tion t (n) gibt also die allgemeine Losung des Gleichungssatzes an. Da 
aber von den Unbekannten im ersten FaIle 2, im zweiten 4 unbestimmt 
bleiben, muB die Funktion t (n) 2 bzw. 4 willkiirliche Konstante ent
halten. 

In dem Satz 1 kommen 00 und Om' in dem Satz 2 00 , 01 , Om -1' Om nicht 
in derselben Gruppierung vor, wie die andern Werte der abhangig Ver
anderlichen. Trotzdem umfaBt t (n), welche die Funktionalgleichung 
erfiillt, auch die genannten Grenzwerte. Denn im FaIle der Gleichung (1) 
kann man zu den m - 1 Gleichungen mit m + 1 Unbekannten 2 Glei
chungen hinzufiigen, welche die iiberzahligen Unbekannten durch 2 will
kiirliche Konstante ausdriicken. Diesen Gleichungen kann man die Form 

12 
0- 1 - 200 + 01 =-6EJ(M_ 1 +4Mo +M1), 

12 
0"'-1 - 20", + 0"'+1 =- 6EJ(M11l - 1 + 4M", + M"'+1) 
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geben, indem man (L I und c5m+1 als willkiirliche Konstante einfiihrt. 
Danngelangt manzu m + 1 Gleichungen mit eben so vielen Unbekannten, 
die durch Gleichung (1) gekennzeichnet sind. In derselben Weise kann 
man den Gleichungssatz 2 urn 4 Gleichungen derselben Bauart erweitern, 
indem man c5_ 2, c5_ I , c5m +1, c5"!+2 als willkiirliche Konstante einfiihrt. 
Daraus folgt, daB j(n) in beiden Fallen fiir den Bereich n=O, 1, m-l, m 
giiltig ist. 

Es wird c5 n- 1 ~ 2c5n + c5n+ 1 = LJ2c5n 

bezeichnet und Differenz 2. Ordnung der abhangig Veranderlichen 
genannt, ferner wird 

c5n- 2 - 4c5n - 1 + 6 c5n - 4c5n+1 + c5n+2 = jj2 <3n- 1 - 2 LJ2 c5n + LJ2 <3n +1 = LJ4<3n 

bezeichnet und Differenz 4. Ordnung genannt. Die Gleichungen (1) 
und (2) heiBen danach Differenzengleichungen 2. bzw. 4. Ordnung. 

Damit c5n = j (n) angegeben werden kann, mussen die Glieder der 
rechten Seite als Funktionen von n darstellbar sein. Durch das Ver
fahren der harmonischen Analyse ist das immer zu erreichen. Hier sollen 
nur FaIle behandelt werden, in denen eine Darstellung durch algebraische 
Funktionen vorliegt. Gleichung (1) druckt dann LJ2<3", Gleichung (2) LJ4<3n 
als algebraische Funktion von n aus. Daraus folgt, daB auch j(n) eine 
algebraische Funktion von n sein muB. Es wird angesetzt 

j(n) = a+ bn + cn2 + dn3 + f'n4 

mit den unbestimmten Beiwerten a . .. e. Dann ist 

LJ2f(n) = a + b(n - 1) + c(n - 1)2 + d(n - 1)3 + e(n- 1)4 

- 2 (a + b n + c n2 + d n3 + e n4) + 
a + b (n + 1) + c (n + 1)2 + d (n + 1)3 + e (n + 1)4, 

LJ2f(n) = 2c + 6dn + e(12n2 + 2), 

LJ4 f (n) = 2 c + 6 d (n - 1) + e [12 (n - 1)2 + 2] 

- 2 [2 c + 6 d n + e (12 n2 + 2)] 

+ 2 c + 6 d (n + 1) + e [12 (n + 1)2 + 2]. 

LJ4f(n) = 24e. 

(3) 

(3 a) 

(3 b) 

Die Gleichungen (1) und (2) sollen fiir je einen bestimmten Belastungs
fall aufgestellt und gel6st werden. 

a) Die Momente Mn seien erzeugt durch ein Stutzenmoment Mb 
uber b (m). Dann ist 

n 
M n - 1 + 4Mn + Mn+1 = 6Mb-, 

m 
und Gleichung (1) lautet 

),2 n 
LJ2<3n=-MbEJm' (4) 

Griining, Statik. 36 
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Da der Grad der f (n) um 2 hoher ist als der Grad von j2 f (n), kann 
t (n) nur vom 3. Grade sein. 

~n = a + b n + c n2 + d n 3 , 

j2 ~n = 2 c + 6 d n wird in 4 eingesetzt, 
. P n 
2c+6dn=-MbEJm · 

Die Koeffizienten gleicher Potenzen von n miissen einander gleich 
sein. Daraus folgt 

Also befriedigt 

c=O, d =_ MbJ..2.~ 
6EJ m' 

M b },2 n3 

~n = a + b n - 6 E J m 

die Funktionalgleichung (4) fiir willkiirliche Werte a und b. Da die 
Losung 2 willkiirliche Konstante enthalten muB, ist die gefundene 
Funktion die vollstandige Lasung. Die willkiirlichen Konstanten nehmen 
bestimmte Werte an, wenn neben dem durch die Funktionalgleichung 
gekennzeichneten Satze linearer Gleichungen besondere Bedingungen fiir 
einzelne Funktionswerte bestehen, deren Zahl = der Zahl der willkiir
lichen Konstanten ist. 1m vorliegenden FaIle stellen die Auflager
bedingungen 2 Bedingungeri. 1m FaIle starrer Stiitzen ist 

~m = 0, 

also O=a, 
. M b J..2 

o = a + b m -6 E J m2 , 

]Ib },2 
b = ~----m 

6EJ . 

Mithin ergibt sich durch Einfiihrung der fiir die Konstanten gefundenen 

Werte Mb },2 (m2 - n2 ) n 
~n = 6EJ m . 

b) Der Balken sei durch Lasten gleicher GroBe P in allen Punkten 
belastet. Gleichung (2) lautet dann 

,14 _~ = P J..3 
un EJ' 

Der Grad von t (n) ist um 4 hoher als der von LJ4 t (n), also muB f (n) 
eine Funktion 4. Grades sein. Wird (3 b) in vorstehende Gleichung 
eingesetzt, so ergibt sich P },3 

e=24EJ' 
also befriedigt P J..3 

On = a + bn+ cn2 + dn3 + 24EJn4. 

Fiir willkiirliche Werte a, b, c, d die Funktionalgleichung und ist die 
vollstandige Lasung, da diese 4 willkiirliche Konstante enthalten muB. 
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Besondere Bedingungen liefern die Endstiitzen. Der Balken sei 
statisch bestimmt auf starren Stiitzen gelagert, dann ist 

n=O}1:5 =0 n=m n , 

Nach Gleichung (1) ist 
12 1:5 _ P ,1,3 J.l1n 22 
, n - 6EJ - EJ ' 

nach (3 a) ist 

L/21:5n = 2c + 6dn + 2:~~ (12n2 + 2), 
also liefert 

P},3 P23 

Mo = 0 : 2 c + 12EJ = ~6EJ ' 

P23 

c = 24EJ' 

PA3 p,p 
M",=0:2e+6dm+ 24EJ(12m2 +2)= 6EJ' 

P23 

d = -12EJm. 
Ferner foIgt aus 

1:50 = 0: a = 0, 
P13 P23 

1:5", = 0: b = - 24EJm3 - dm2 - em = 24EJm(m2 -1). 

Nach Einfiihrung der fiir die Konstanten gefundenen Werte ergibt 
sich 

PA3 

I:5n = 24EJn(m - n)[m2 -1 + n(m - n)]. 

Die Gleichungen (1) und (2) zeigen die wesentlichen Eigenschaften 
einer Differenzengleichung. Nach dem oben gesagten ist eine Differen
zengleichung r ter Ordnung eine Funktionalgleichung, welche r + 1 in 
konstantem Abstand aufeinander folgende Funktionswerte der abhangig 
Veranderlichen miteinander verbindet. Sie kennzeichnet gleichzeitig 
einen Satz von beliebig vielen linearen:Gleichungen, von denen jede r + 1 
aufeinander folgende Unbekannte enthalt. Die Zahl der Unbekannten 
ist urn r graBer als die Zahl der Gleichungen. Die Funktion, welche 
die Funktionalgleichung erfiillt, stellt die allgemeine Lasung des durch 
die Funktionalgleichung gekennzeichneten Satzes linearer Gleichungen 
dar. Sie muB r willkiirliche Konstante enthalten, da der Gleichungssatz r 
iiberzahlige Unbekannte enthalt. 

lnden meisten Fallen lassen sich die l' aufeinander folgenden Werte 
der abhangig Veranderlichen nicht zu einer Differenz rter Ordnung zu
sammenfassen. Vielmehr enthalt eine Differenzengleichung rter Ordnung 
im allgemeinen weitere Differenzen niederer Ordnung und die abhangig 

36* 
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Veranderliche selbst. In der Statik kommen nur solche Gleichungen vor, 
welche die Differenzen aller Ordnungsgrade und die abhangig Verander
liche in der ersten Potenz enthalten. Man nennt diese Gleichungen lineare 
Differenzengleichungen. Enthalt jedes Glied der Gleichung die abhangig 
Veranderliche oder eine Differenz derselben, so heiBt die Gleichung 
homogen. Kommen Glieder vor, welche die abhangig Veranderliche 
nicht enthalten, so wird die Gleichung inhomogen und diese Glieder 
werden "St6rungsglieder" genannt. 

Die allgemeine Form einer linearen homogenen Differenzengleichung 
rter Ordnung ist danach 

Jr I(n) + eX l Ar-2 I(n) + ... ex]:, I(n) = O. 

Diese Funktionalgleichung wird immer durch 

I(n) = C· kn 

befriedigt, worin C und k Konstante sind. Denn es ist 

J2 1 (n) = C (kn- l - 2 kn + kn+l) = C· kn. w, 
(1 - k)2 

W= 
k 

J4f(n) = C· kn w2 , 

l' 

Jrl(n) = Ck"w2 . 

. Durch Einfiihrung dieser Funktionen in die vorgelegte Gleichung ergibt 
sich r 1'-2 

C· kn [W2 + ex! w 2 + .. , eXf 1 = O. 

Daraus folgt zunachst, daB C eine willkiirliche Konstante ist. Ferner 
r 

daB die Gleichung erfiillt wird, wenn w aus der Gleichung vom Grade 2 

r r 
" 0- 1 

10 - + ex! w - +. " ex ~ = 0 , 
2 

welche die charakteristische Gleichung genannt wird, berechnet wird. 
r 

Fiir w ergeben sich also 2 Wurzeln, und da jede Wurzel eine quadra-

tische Gleichung fiir k liefert, bestehen r Wurzeln fiir k. Mithin wird 
die Funktionalgleichung durch r verschiedene Ansatze 1 (n) = C k" 
erfiillt, so daB sie auch durch 

I(n) = Clk;' + C2 • k~ -+ ... Crk;' 

erfiillt wird. Diese Funktion enthalt r willkiirliche Konstante und ist 
also die vollstandige Losung. 

1st rp (n) = 0 eine homogene Differenzengleichung, so lautet die 
nicht homogene Differenzengleichung unter Beschrankung auf den Fall, 
in dem die Storungsglieder eine algebraische Funktion von n bilden, 

rp(n) + a + bn + cn2 + ... = O. 
Sie wird durch 



Balken von konstantem Tragheitsmoment auf vielen starren Stiitzen. 565 

befriedigt, wenn die Koeffizienten av b1 ••• so bestimmt werden, daB 
sie die Storungsglieder zum Verschwinden bringen und C kn die Losung 
der homogenen Form cp (n) = ° ist. Infolge der r Wurzeln fiir k ergibt 
sich wieder in 

!(n)=Ck'1+ .··Crk;'+a1 +b1n+ ... 

die vollstandige Losung1 ). 

81. Balken von konstantem Tragheitsmoment auf vielen starren 
Stiitzen konstanter Feldweite 2). 

Die Stlitzen werden von Obis m gezahlt. Mn bezeichnet das Stlitzen
moment liber der Stlitze n, 1 die Feldweite. Die Dreimomentengleichun
gen (Clapeyronsche Gleichungen) lauten 

M + 4M + M = _ 66n,n-1 _ 6 6n+~,n+1 (5), 
n-1 n n+1 12 12 . 

Dieselbe Form nehmen die Glieder der linken Seite an, wenn 1 und J 

zwar veranderlich jedoch ~ konstant ist. Als Differenzengleichung 

schreibt man die Gleichung besser in der Form 
6 

L/2 Mn + 6 Mn = - 12 (6n,n-1 + 6 n+1,n+1) . 

Da die Gleichung von der 2. Ordnung ist, muB die Funktion, welche 
sie erflillt, 2 willkiirliche Konstante enthalten. Dem entspricht die Tat
sache, daB m - 1 Gleichungen flir m + 1 Unbekannte durch die Diffe
renzengleichung gekennzeichnet werden. Die homogene Form der Glei
chung wird durch die Funktion 

Mn=C·kn, 
L/2 M n = C . w . kn 

erfiillt. Flir w ergibt sich die charakteristische Gleichung 

w+6=O, 
also fiir k die Gleichung 2. Grades 

k2 -2k+l=-6k, 

k1 = - 2 + ys, k2 = - 2 - -Vi. 
Es bezeichne k = - 2 + y3, dann ist 

k1 = k , k2 = k -1 , k1 . k2 = 1 . 

Die homogene Form hat also die vollstandige Losung 

Zur Abkiirzung sei 
M" = Clkn + C2k- n . 

bezeichnet. 

(6) 

1) Fun k: P. Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung 
in der Theorie der Baukonstruktionen. Berlin 1920. 

2) C 1 e b s c h: Theorie der Elastizitat fester K6rper, S. 394, Leipzig 1862. 
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Um die inhomogene Gleichung zu losen, sei die rechte Seite fUr 
verschiedene Belastungsfalle als algebraische Funktion von n dar
gestellt. 

Konstante Belastung aller Felder durch p fiir die 
Langeneinhei t. Es ist 

6(C':.I C':.I ) pl2 -Ji ~n.n-I + ~n+l.n+1 = - 2· 

Die Differenzengleichung 
pl2 

LJ2Mn + 6Mn =-2 

ergibt nach Einfiihrung von 

Mn = Gkn + a, 

LJ2 Mn = G . w . kn , 

G kn (w + 6) + 6 a = _ p ~2 • 

Sie wird also erfiillt, wenn 

pl2 
a = - 12 und w = - 6 gesetzt wird . 

(7) 

. Mithin ergeben sich fUr k wieder die beiden Wurzeln leI = le = - 2 + 1/3, 
k2 = k- 1 , und die vollstandige Losung 

p l2 
M = G kn + G k -12 - -n 1 2 12 . 

Die Konstanten werden aus den Bedingungen der Endstiitzen bestimmt. 
Der Balken sei auf diesen ohne Einspannung gelagert; dann ist Mo = 0, 
M", = 0, somit bestehen zur Berechnung von G1 und G2 die beiden 
Gleichungen 

pl2 
G1 + G2 - 12 = ° , 

G km + G k-'" _1!!~ = ° 1 2 12 . 

Die Auflosung und Einfiihrung in Mn ergibt 

p l2 1 1 
G~ = G1 kIH, G1 = 12 i + km, 

pl2 (k'J-n + k,,_iJ ) ~ . 
11112 = -1·2- --m---~,n- -1 .J 

k-z + k-'[ 

(8) 

2. Es sei nur das Feld zwischen den Stiitzen r und 
r + 1 bel a s t e t. Die Momentenflache des einfachen Balkens fUr die 
gegebene Belastung habe den Inhalt Fo ' und ihr Schwerpunkt den Ab-
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stand 'YJ von der Feldmitte, positiv nach links. FUr aIle Stiitzen 1, 2 ... 
r -1, r + 2 ... m -1 besteht die Gleichung 

,12 M n + 6 Mn = 0 . 

Mithin sind die Momente fUr n < r durch 

Mn = 01kn + 02k-n 

und fUr r > r + 1 durch 

Mn = Oakn + 04k-n 

gegeben. Aus den Bedingungen Mo = 0, Mrn = 0 folgt O2 =:- 01> 
04 = - Oa k2rn, so daB fiir 

n = <r Mn = 0 1 (kn - k- 1I) • 

n = >r + 1 Mn = 0a(kn - k2rn - n) 

ist. Fiir die Stiitzen r und r + 1 bestehen die Gleichungen 

M r- 1 + 4Mr + Mr+1 = -T 2" +'YJ ' 

(9) 

(10) 

6Fo(Z ) I 
6Fo(Z) (11) 

Mr + 4 Mr+1 + Mr+2 = - T 2" - 'YJ . 

In diese .sind die Funktionswerle 9 bzw. 10 einzufiihren, dann erhaIt 
man 2 Gleichungen zur Berechnung von 0 1 und Oa. Wenn bezeichnet 
wird 

0 1 (kn - k- n) = cP (n) • 

Oa (kn - k2rn - n) = cp] (n) , 

lauten die Gleichungen (11) 

cP (r - 1) + 4cp (r) + CP1 (r + 1) = - 6Z: oG + 'YJ)' 

6Fo(Z ) cP (r) + 4 CP1 (r + 1) + cpdr +2) = - T 2" - 'YJ • 

da cP (r - 1) + 4 cP (r) + cP (r + 1) = 0, 

CP1 (1') + 4 CP1 (r + 1) + CP1 (r + 2) = 0 
ist, folgt 6Fo(Z ) - cP (r + 1) + CP1 (r + 1) = - T 2" + 1J , 

cp(r) - CP1(r) = - 6Z:o(~ -'YJ) 
oder 

= _ 6Fo(~ _ .,) 
l2.2 '/' 
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Die AuflOsung ergibt 

Diese Werte der Konstanten werden in die Gleichungen (9), (10) ein
gefiihrt, ferner wird 8 = m - (r + 1) gesetzt. 

Fo 3 - y3 (k- S - 1 - k S ) (k'" - k- r ) 
M, = - T --2- -'-------ckc-,,-, --~k--,-",-

Fo 17 - (k- S - 1 + k S ) (k' - k- r) 
-l2 3 (Y3-1) k"'-k- m ' 

Fo 3 - V3 (k- r- 1 - kr) (kS - k- S ) 

.11f'+1 = - T ~ km _ k-m ---

F o}l3 (l/:f _ 1) (kr + k- r- 1 ) (kS - k- S) . + l2 r k'" _ k- m 

Da k"" -0,27 und kT schon fiir kleinere Werte r klein gegen 1 ist, ist 
folgende Form fUr die Rechnung bequemer 

(12) 

Die iibrigen Momente werden am zweckmaBigsten durch M, bzw. M'+l 
ausgedriickt. 

n-=:;r: 
(13) 

n>r + 1: 
1 - k2(m-n) 

J11 = M . kn-(r+1) 
n '+1 1 _ k2S 

1st r = exl, 8 = exl so wird 

n<r: j}!,,=J11r ·kr- n , } 

n>r + 1: Mn = M r+1 • k n -(r+1). 
(14) 
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Diese Funktionen geben auch fUr eine endliche Zahl von Stiitzen sehr 
genaue Naherungswerte. 

Verschiedene Belastung in jedem Feld. EinfluB
linien. Es bezeichne N. das von der Belastung herriihrende Glied der 
Clapeyronschen Gleichung fUr die Stiitze r. Dann kann M,. in der Form 

m-l 

Mn = ~)"n·Nr 
1 

ausgedriickt werden. 
Gleichungen 

Fiir die Beiwerte 1,,. gelten nach Nr.63 die 

O<r<n 
a) L/21,n + 62,n = 0, 

(15) 
r=n 

b) 2n- l ,n + 42nn + In+1,n= 1, 

n<r<m 
c) L/22.n + 62,n = 0 

unter den Bedingungen lon = 0, 2mn = O. Die Gleichungen a und c 
sowie die genannten Bedingungen werden erfiillt durch 

r<n: lrn=Cl (k'-k-'), 

r > n: ITn = C1 (k' - k2m -.). 

Da beide Funktionen fUr r = n denselben Wert ergeben miissen, ist 
t 

Cl ergibt sich aus Gleichung b). Da 

kn- 1 _ k-·t+l + 4(kn - k- n) + kn+ l _ k- n- l = 0 

ist, lautet diese 
kn _ k- n 

- C (kn+l - k- n- 1) + C (kn+l - k2m - n- l ) = 1 
1 1 kn _ k2m - n 

und ergibt 

Damit wird 

r<n: 

(16) 

r>n: 

Um die Ordinate der EinfluBlinie fUr das Moment Mn zu erhalten, wird 
der EinfluB der Last 1, die im Felde r + 1 im Abstand x (positiv links) 
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von der Feldmitte angreift, berechnet. Es ist fiir diese Belastung, da 
N 1 · .. NT-I' N'-2 ... N m- 1 = 0 sind: . 

'YJn = Mn = ).,,,N, + ).'+1," . N'+I' 

N __ 6 @)~'+1,!+1 __ (l2 - 4x2) (3l + 2x) 
, - l2 - 812 ' 

N _ 6@)~+.,1 _ (l2 - 4X2)(3l- 2x) 
'+1---~-- 812 ' 

l2 - 4x2 

'YJn = - -----sz-2 - [).,n (3l + 2 x) + )"+I,n (3l - 2 x)] . (17) 

Eine Belastung des Feldes r + 1 durch eine linear verteilte Last, welche 
tiber r den Wert 1.;. tiber r + 1 den Wert 1.;'+1 hat, erzeugt im Punkte x 
des einfachen Balkens von der Sttitzweite l das Moment 

(l2 - 4x2 ) 
M.,= 48l [1.;.(3l+2x)+1.;'+1(3l-2x)]. 

Mithin ist die Ordinate der EinfluBlinie gleich dem Moment einer fiktiven, 
. 6), 

linear verteilten Belastung, welche tiber r den Wert - fund tiber r + 1 

den Wert - 6 ).71,n hat. Die EinfluBlinie kann als Momentenkurve von m 

-einfachen Balken fiir die bezeichnete Belastung berechnet und dargestellt 
werden. Zu demselben Ergebnis ftihrt die Tatsache, daB die EinfluB
linie fiir das Moment Mn die Biegungslinie des m - 2fach statisch un
bestimmten, durch ein Gelenk tiber der Sttitze n entstehenden Balkens 
infolge der Belastung Mn = -1 ist, wenn Tn", die Anderung des Winkels 
zwischen den Querschnitten beiderseits des fraglichen Gelenkes, die 
durch .1lI" = - 1 entsteht, gleich der Einheit gesetzt wird. 

Es bezeichne (x, das Sttitzenmoment infolge M" = - 1, dann gilt 
fiir r = 1, 2, n - 1, n + 1, m - 1 die Gleichung 

,12 (X. + 6 (x. = 0, 

da ferner (xo = 0, (Xm = 0 , (Xn = - 1 sein solI, so ist fiir 

k' - k-' 
(x, = - kn _ k- n ' 

k' - pm-. 
(X = - -::-----::-::--

• kn _ k2m - n 

Wird die Biegungslinie fiir Mn = -1 nach demVerfahren Mohrs als 
Momentenkurve einfacher Balken berechnet, so ist in jedem Felde eine 
linear verteilte Belastung anzunehmen, die tiber der Sttitze r den Wert 

(X (X 
E~' tiber der Sttitze r + 1 den Wert ~y hat. Da aber die Ordinate der 

EinfluBlinie aus der Ordinate der gedachten Biegungslinie durch Teilung 
durch T"" hervorgeht, ist die EinfluBlinie die Momentenkurve einfacher 
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Balken fill eine linear verteilte Belastung, welehe iiber der Stiitze r den 

Wert E rx, hat. DerNennerEJT""ergibtsiehausderArbeitsgleiehung 
JT"" . 

fill den Belastungszustand Mn = -I, aile andern M, = 0 und den Ver
sehiebungszustand Mn = -I des m - 2faeh statiseh unbestimmten 
Balkens zu l 

E J. Tn" = 6" (- rx"-l + 4 - rx'H1) . 

IX" -1 und IXn+ 1 ha ben das negative V orzeiehen, da die angenommene Be
lastung Mn = - I in den Feldern n und n + 1 negative Momente 
erzeugt. Dureh Einfiihrung der fiir IX gefundenen Werte entsteht 

l [ kn+l_ k- n - 1 kn.+. 1 _ k .. 2m-n-l] 
E J . T - - - + -.::------=-:------c nn - 6 kn _ k- n len _ k2m - n ' 

_ l2V3 1- le2m 
EJTn " - 6- (1- k2n) (1- k2(m-n)' 

Mithin hat die einzufiihrende Belastung den Wert 1;, 

fur 

fur 

(k' - k-') (I-k2n) (I_k2 (m-n)) 6 

1;, = - (kn - k- n) (I - k2m) l. 2 y3 ' 
n-' (I - k2') (l_le2 (m-n)) 6 _ 6 .Ie,n. 

1;,= -k .---.- - --.'-. 
2 V3 (I - k2m) l l' 

(Ie' - k2".-r) (I - k2n) (I_k2(m-n) 6 

1;, = - (kn _ k2m - n) (1 - Jc2m) l2 i3 ' 
_ ,r-n (1 - k2n) (1 - Jc2(m-r)) 6 _ 6 J'rn 

1;,. - - k -2 V3 (1 --.: le2m) • y - --Z-' 

82. Balken von konstantem Tragheitsmoment auf vie len 
elastischen Stiitzen 1). 

Die Stiitzen erfahren unter dem Stiitzdruek Versebiebungen, deren 
GroBe dem Stiitzdruek proportional ist. Bezeiehnet On die Versebiebung 
der Stiitze - positiv naeh unten - und Rn den Stiitzdruek - positiv 
naeh oben geriehtet - so ist 

(IS) 

c ist das konstante MaB der Elastizitat der Stiitze und angegeben in del' 
Dimension Kraft/Lange. Die Elastizitatsgleiehung fill die Stiitze n 
(Clapeyronsehe Gleiehung), die sieh aus der Arbeitsgleiehung fill den 
angenommenen Belastungszustand Mn = - 1 ergibt, lautet 

6EJ 6 
.~Mn-1 +41!{n+M n+l + -~(On-I-20n+On+l)= -I2(®n,n-1 +®n+l,n+l) 

1) Griinin g: Anwendung von Differenzengleichungen in der StatU;: hooh
gradig statisoh unbestimmter Tragwerke. Eisenbau, S. 122, 1918. 
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und geht durch Einfiihrung von (18) in 

A2Mn+6Mn+ ~l L/2Rn = '-~ (6n,n-l + 6 n+1,n+l) 

iiber. Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt 

12EJ 
f~ = -- (19) 

l3 c 

M n- l - 2 Mn + Mn+l = Rnl- (Bn + An+!) l. 

An+l bezeichnet den Stiitzdruck der linken Stiitze des Feldes n + 1, 
Bn den der rechten Stiitze des Feldes n, die durch die Belastung entstehen, 
wenn der durchlaufende Balken durch m einfache Balken ersetzt wird. 
In Form der Differenzengleichung lautet die Stiitzdruckgleichung 

L/2 Mn = Rn' l - (Bn + A n+1 ) 1 . (20) 

FUr jede Stiitze von 1 bis m - 1 besteht je eine Gleichung (19) und (20). 
Diese Gleichungen kennzeichnen also, wenn Mn und Rn als abhangig 
Veranderliche aufgefaBt werden, einen Satz von 2 m - 2 linearen 
Gleichungen fiir 2 m + 2 Unbekannte. Sie sind Funktionalgleichungen, 
welche 3 aufeinander folgende Funktionswerte Mn und Rn miteinander 
verkniipfen. Die Funktionen, welche die Gleichungen befriedigen, er
fiillen in den einzelnen Funktionswerten die linearen Gleichungen und 
geben daher die allgemeine Auflosung des Gleichungssatzes an. Da in 
diesem Satz 4 iiberzahlige Unbekannte enthalten sind, miissen die Funk
tionen 4 willkiirliche Konstante enthalten. Die Gleichungen (19) und (20) 
werden simultane Differenzengleichungen genannt, da sie fUr mehrere 
unabhangig Veranderliche nebeneinander bestehen. 

Eine Losung der homogenen Form liefem die Ansatze 

Mn = o· kn, Rn ·l = o· r;. kn 

mit den Differenzen 2. Ordnung 

L/2 Mn = 0 . W • kn, L/2 Rnl = O· r;. w • kn . 

Durch Einfiihrung in '(19) und (20) entsteht 

o . kn [ w + 6 + '; . r; . w ] = 0 , 

O· knw = O· r; kn . 

Man erkennt, daB 0 eine wiIlkiirliche Konstante ist, wahrend k und r; 
die charakteristischen Gleichungen 

a) w + 6 + i ~ . r; • w = 0 , 

b) w = r; } (21) 

erfiiIlen miissen. Durch Elimination von r; ergibt sich fiir w die quadra
tische Gleichung 

mit den Wurzeln 

2 12 
w+w·-+-=O 

~ ~ 

WI = - 2.. + 1 jl 12, 
~ Vp2" ~ 



Balken von konstantem Tragheitsmoment auf vielen elastischen Stiitzen. 573 

Die weitere Rechnung hangt davon ab, ob die Wurzeln reell oder imaginar 
sind. 

a) Reelle Wurzel. Es sei gesetzt 

WI = = a + b, W 2 = - a - b. 

Fiir k ergeben sich nunmehr die 4 Wurzeln 

ki = ~- (2 - a + b) - -vt (2 - a + b)2 - 1 , 

k2 = ! (2 - a - b) - -vt (2 - a - b)2 - 1 , 

k3 = k"lI , kl = ki 1 . 

Da p, < T12 Voraussetzung ist, sind beide Wurzeln stets reell. Zu k1' k3 
gehOrt nach Gleichung (21b) C1 = - a + b, zu k2' k4 : C2 = = a-b. 
Da die 4 Wurzeln k die charakterischen Gleichungen befriedigen, werden 
die Differenzengleichungen durch die Funktionen 

Mn = C1 k'{ + C2 k2' + C3 k l- n+ C4 kin, ) 

Rnl = (CIk'l + C3 k 1 ")(- a + b), 

+ (C2k~ + C4ki") (- a, - b) 

(22) 

erfiillt, welche 4 willkiirliche Konstante enthalten und somit die voll
standige Lasung angeben. 

b) Imaginare Wurzel. Es sei gesetzt 

WI = - a + ib, W 2 = - a - ib, 

1 -
b = -112# - 1. 

# 

Daraus ergeben sich fiir k die 4 Wurzeln 

k1 = r (cos 1.jJ + i sin 1.jJ) , 

k 1 ( .. 
3 = r cos 1.jJ - ~ sm 1.jJ) , 

kl'k3=1, 
Hierin bezeichnet 

k2 = r (cos 1.jJ - i sin 1.jJ) , 

k4 = ~(cos1.jJ + isin1.jJ), 
r 

k2 , k4 = 1. 

p 
cos 1.jJ = -; , sin 1.jJ = !L 

r 
1 

P = -(2 - a) 
2 

1 
q=-b 

2 

VI {Vl(2 - a')2 (b)2 ]2 [(2 - a) ';]2 (2 - a\2 (b)2 I + - -----1+-----}+-+1 2 2 2 2 2 I 2, ' 
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Setzt man in (1 - k)2 = _ a + i b 
k -

die Wurzeln k ein, so ergibt sich 

woraus 

~ (cos 'IjJ + i sin 'IjJ) - 2 + r (cos 'IjJ + i sin 'IjJ = - a + i b , 
r 

folgt. Diese Beziehungen vereinfachen die weiteren Rechnungen. FUr I.; 
erhalt man die beiden Werte, zu k1, k3 geharig 

1.;1 = - a + ib, 

1.;2 = -- a - ib. 

Die Funktionen, welche die Differenzengleichungen befriedigen, sind 

Mn = 01r" (cos'IjJ + iSin1J!)" + 02rn(cOS'IjJ - isin'IjJ)n 

+ O~r-n(COS'IjJ - isin1J!)n + 04r-" (COS1J! + isin'IjJ)n, 

R"l = (- a + ib)[Olr"(cos'IjJ + isin1J!)n + 03r-"(COS'IjJ - isin'IjJ)"] 

(- a - i b)[02 r" (cos 1J! - i sin 'IjJ)" + 0 4 r- n (cos 'IjJ + i sin 'IjJ)n] . 

Es wird 
(cos 11) + i sin 'IjJ)n = cos n 1J! + i sin n 1J! 

eingefiihrt, sodann werden die reellen und imaginaren Glieder getrennt 
und neue Konstante eingefiihrt 

0 1 = (01 + O2) , O2 = i (01 - O2) , 

0 3 = (03 + 0 4 ) , 

Dann ergeben sich die Funktionen 

Mn=Ir,(n), } 
Rnl= -a· Ir,(n) - b· 16 (n) . 

(23) 

Ir,(n) = Gl l,n. cos l1,ll' + G2l,n. sinntp+ Gal,-n. cosntp+ G4 },-nsinntp, 

16 (n) = Gl l,n. sinntp- G2l,n. cOSntl,-Gal,-n sinnlJ' + G4 l,-n cosn tp. 

c) 1m Sonderfalle 12,u = 1 ergibt sich nur ein Wert w = - 12, 
also 2 Wurzeln fUr k 

kl = - 5 - i24, 

k2 = - 5 + V24, 

k2 = k1- 1 . In diesem FaIle besteht fUr jede Wurzel k neben der Teil
lasung 

M" = Ok", 
eine zweite 

M" = O·nkn, 
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deren Differenzen 2. Ordnung 

L12 M" = 0 . k" (n. w _ 1 k k2
) , 

L12 R" l = 0 . k" [( n ~ + ~ 1) w - ~ 1 k k2
] 

sind. Durch Einfiihrung in die Gleichung (20) entsteht 

1 - k2 

n·w - -k- = n~+~l> 

also folgt 

Ebenso liefert Gleichung (19) die charakteristische Gleichung 

l-k2 fk[ l-k2 ] n·w- -k- + 6n + 2 (n~+ ~l)W- ~-k- =0, 

die fUr alle Werte n erfiillt wird, wenn 

w+6+!-fk~W=0, 
oder mit ~ = w 

2 2 12 0 w +-w+-= , 
fk fk 

1 . 
fk = 12 1st, 

da dann auch die von n nicht abhangigen Glieder 

1 - k2 

- -k- (I + Ii' w) 

fUr sich zu 0 werden. Es gehoren 

zu k1 : ~ = - 12 , ~1 = - 2 V24 , 
zu k2 : ~ = - 12 , ~1 = + 2 V24 • 

Mithin werden die Differenzengleichungen durch die Funktionen 

M" = 0 1 k~ + 02 n k~ + 0 3 k1- II + 04 n k;- n , } 
__ (24} 

R"l= -0112kJ'-02(12n+2V24)kl-0312k:l-n-04(12n-2V24)k:l" 

erfiillt, welche die vollstandige Losung geben, da sie 4 willkiirliche 
Konstante enthalten. 

Die Lasung der inhomogenen Gleichungen ist nur moglich, wenn es 
gelingt, die Storungsglieder als Funktionen von n darzustellen. FUr 
unregelmaBige Belastung aller Felder ist das zu umstandlich. Es ist 
dann zweckmaBig, den EinfluB del' Belastung eines einzigen Feldes auf 
die Stiitzenmomente und Stiitzdriicke zu untersuchen. Diese Unter-
suchung soll fUr den haufigsten Fall einer imaginaren Wurzel VI - 12 fk 
weiter durchgefiihrt werden. Belastet sei das Feld i + I. FUr die Stiitzen 
1,2, i-I, i + 2 ... m :- 1 gelten dann die homogenen Gleichungen, 
so daB die Gleichungen (23) die Lasungen sind. Da die Zahlenreihe fiir 
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n in i und i + 1 unterbrochen ist, sind die Konstanten fUr das erste 
1ntervall von denen des zweiten verschieden. Erstere seien durch C, letztere 
durch C' bezeichnet und demgemaB die Funktionen durch / (n) und f' (n) 
unterschieden. 1m ganzen sind 8 Konstante vorhanden, zu deren Be
stimmung folgende Gleichungen bestehen: 

je eine Elastizitatsgleichung fUr die Stutzen i und i + 1; 
je eine Stutzdruckgleichung fUr dieselben StUtzen; 
je eine Stutzdruckgleichung fUr die Stutzen 0 und m 

undschlieBlich die BedingungenMo = 0, Mm = O. Die ersten4der genann
ten Gleichungen enthalten die Konstante C und C' nebeneinander, die 
letzten 4 getrennt. Die ersteren enthalten die Konstanten jedoch nur 
in den Differenzen C - C' = C", so daB sie nach den 4 Werten C" auf
ge16st werden k6nnen. 

Die Elastizitatsgleichungen fur die Stutzen i und i + 1 sind 

M 4M M fJ-1(R 2R R) 6iSi+1,i+1,} i-1+ i+ i+1+2 i-1- i+ i+I =---12---

(25) 
fJ- 1 _ 6 iSi+1,i 

Mi + 4Mi+1 + M i+2 + 2 (Ri - 2Ri+J + Ri+2) - - -r 
und die Stutzdruckgleichungen 

M i - 1 - 2 Mi + Mi+l = Ri1- Ai+11, } 

Mi - 2Mi+1 + Mi+2 = Ri+1 ·1- Bi+11. 
(26) 

FUr Mi-I> M i, Ri-I> Ri werden die Funktionswerte / (n), fur Mi+v M i+ 2 , 

Ri +1, Ri+2 die Funktionswerte f'(n) eingefiihrt. Dadurch ergibt sich aus 
den Gleichungen (26) 

Is(i -1) - 2/s(i) + If,(i + 1) = -a·/s(i) - bI6(i) -Ai+1·1, 

Is (i) - 2 If, (i + 1) + 15 (i + 2) = - a . 15 (i + 1) - b 1(; (i + 1) - Bi+11. 

Nach Gleichung (20) ist 

/s(i - i) - 2/di ) + Is(i + 1) = -a/5 (i) - bI6 (i), 

If, (i) - 2/;'(i + 1) + If,(i + 2) = -alf,(i + 1)- b/~(i + 1); 

mithin ergibt sich 

- 15(~ + I), ~ IW + 1) = -A i + 1 1,} 
Is(t) - 15(t) = -Bi+1l. 

Aus (25) entsteht durch Einfiihrung der Funktionswerte 

(27) 

Is(i -1) + 4ts(i) + If,(i + 1) +~ [- afs(i - 1) - b/~(i -1) 

+ 2als (i) + 2bI6(i) - a/;'(i+ 1) -b/~(i+ 1)] = _ 6€i+ 1,i+ 1 , 
12 

Is (i) + 4/; (i + 1) + I&(i + 2) + ~ [- a· Is (i) - b 16 (i) + 2 a· If, (i + 1) 

+ 2blfi(i + 1) - al;(i + 2) - blW + 2)] = _ 6iS;2+1,i .. 
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Nach Gleichung (19) ist 

fs(i - 1)+ 4fdi) + fs(i + 1) +~ [-afs(i-l)-bf6(i-1)+2afs(i) 

+ 2bf6(i) - afsCi + 1) - bf6(i + 1)] = 0, 

f~(i) + 4f~(i + 1) + fr,(i + 2) + ~ [- af;'(i) - bfr,(i) + 2afr,{i + 1) 

+ 2bf6(i + 1) - af5(i + 2) - bfr,(i + 2)] = 0, 

mithin folgt 

- fs (i + 1) + f5(i + 1) + % [afdi + 1) - af;' (i + 1) 

+ bf6(i + 1) - bf6(i + 1)] = _ 6@5i;21'i+l, 

f5(i) - f5(i) + ~ [-afdi) + af5{i) - bf6(i) + bf6(i)] = - 66;2+1,i, 

Zieht man hiervon die mit i multiplizierten Gleichungen (27) ab 
und beachtet, daB p.' a = 1 ist, so ergibt sich 

Die Gleichungen (27) und (28) enthalten nur die Differenzen Olf = 0 - 0', 
Die Gleichungen zur Berechnung von Olf lauten 

a) - O~' ri+l, cos(i + 1) 'IjJ - O~ri+l sin(i + 1) 'IjJ - O~r-i-l. cos(i + 1)'IjJ 

- 04'r- i - 1sin (i + 1) 'IjJ = -Ai+ 1 ·l, ), 

b) Or ri cos i 1fJ + O~ ri sin i 'IjJ + O~ r - i cos i 'IjJ 

+ 04' r- i sin i 'IjJ = - Bi+l·l, , 

c) Or ri+1 sin (i + 1) 'IjJ -- O~ ri+!, cos (i + 1) 'IjJ - O~ r- i - 1 sin(i + 1) 'IjJ (29) 

+ 0;,-'->· co, (i + 1)'1' ~ : b [ -12 6,+;;,., + A<+,' z] , f 

d) -Orrisini'IjJ+0~ricosi11!+0~r-isini'IjJ-0::r-icosi'IjJ , I 
= _.1 r -12 6i+~i +B·+ .l/ J 

pbl l2 11.' 

Zur AuflOsung werden die Gleichungen mit a) ri • cos i 'II', 
b)ri+1cos(i+l)'IjJ, c)risini'IjJ, d)ri+1sin(i+1)1jJ multipliziert und 
addiert, sodann ein zweites Mal mit a) ri sin i'IjJ, b) ri+1sin(i + 1)'IjJ, 
c) -ricosi1jJ, d) - ri+ 1cos (i + 1)'IjJ multipliziert und addiert, Die da-

G r ii n i n g, Statik. 37 
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durch entstehenden beiden Gleichungen enthalten nur 0; und O~ in der 
Form 

und geben somit unmittelbar die Losung. In derselben Weise werden Or 
und 0'2 berechnet, indem die Gleichungen (29) mit denselben Faktoren 
mit negativen Exponenten multipliziert und addiert werden. 

Um die Auf16sung der Bedingungen fUr die Endstiicken einfacher 
zu gestalten, werden neue Konstante N 1, N 2, N 3, N4 durch folgende 
Substitution eingefiihrt, durch die Is und 16 in symmetrische und 
antisymmetrische Glieder zerfallen. 

o -N 1'-m+cosmV' N sinm1p N 1'-m-cosmV' -N sinmV' ) 
1- 1 9( + 2 m + 3 9( 4 m ' 

1 ~L1 2 ~L2 

o - N sinmV' _ N 1'-m+ cosmV' -N sinmV' _ N 1'-m_ cosmV' 
2 - 1 9(1 2 9(1 3 9(2 4 9(2 ' 

o = N 1'm + cosm'f _ N sinmV' N rm - cosmV' N sinmV' ~ (30~ 
. 3 1 9(1 2 9(1 + 3 9(2 + 4 9(2 ' 

sinmV' 1''''+ C08mV' sinmV' 1'm- c08mV' 
0 4 = N1 ~ + N2 9(1 - N3 ~ + N4 9(2 ' 

Sie erfUllen die Gleichungen 

N1 = !01 (1 +rmc08mV') + t03 (1 +1'-"'c08mV') + i (02 r11l + 0 4r-"') sin mV', 

N 2= i(Ol 1'1n- 0 3 1' - m) sinmV'- !02 (1 +l''''cosmV') + i04 (1 +r-1ncosmV'), 

N3 =i01 (l-l''''cosmV') +i03(1-1'-rncosmV') -i(021''"+04r-m) sinmV', 

N4 = -HOI 1''''-031'-''') sinmV'-i02 (1-1'''' cosm1p) + i04 (1-1'-mcosm1p). 

Driickt man auch die Konstanten 0' durch andere Konstante N' mit 
Hilfe derselben Substitution aus, danp bestehen diese Beziehungen 
auch zwischen den Differenzen Gil und Nil = N - N'. Nach Auf-
16sung der Gleichungen (29) nach den 0" lassen sich die Nil berechnen. 
Sie ergeben sich so in der Form 

-- -Z-2-' Ut - l2-' Ut i+1' 'At N" - 6 @)i+1,i+1 " (") 6 @)i+1,i (. + 1) + A Z 1 (.) } 

(31) 
+ Bi+1 • Z· }. (i + 1) 

J 



Balken von konstantem Tragheitsmoment auf vielen elastischen Stiitzeno 579 

in welcher ,,( i), ,,( i + I), A (i), A (i + I) die Funktionswerte fUr i 
und i + I folgender Funktionen sind: 

( 0) I [ r2 -I (0) +r2 + I (0)] 
"1 t = b( 2+ 2 2 2 ---COS'I.{J°CPI t --sin'I.{Jo Xl t , ftr r -cos'I.{J r r 

( 0) I [r2 - I ( 0) r2 + I ° ( 0)] 
"2 t = b( 2 -2 2 2 --COS'l.{J°XI'/, +--Sll'I.{J°CPl t , 

ft r + r - cos 'I.{J r r . 

( 0) I [r2 - I (0) r2 + I ° 0)] "a t = b( 2+ -2 2 2' _ .... COS'I.{J°CP2 t ----Sll'I.{J°X2(t , 
ft r r - cos 'I.{J r r 

( 0) I [ r2 -I (0) r2 + I ° ( 0)] 
"4 t = ftb(r2+r- 2 -l2cos2'I.{J --r-COS 'l.{JoX2 t --;-Sll'I.{JoCP2 '/, 0 

CPI (i) = (rrn-i + ri-rn) sin (m - i) 'I.{J - (ri + r- i) sini 'I.{J , 

CP2 (i) = (rm - i + ri -"') sin (m - i) 'I.{J + (ri + r- i) sin i 'I.{J , 

Xl (i) = (r",-i - ri -"') cos (m - i) 'I.{J - (ri - r- i) cosi 'I.{J, 

X2 (i) = (r"'-i - ri -"') cos (m - i) 'I.{J + (ri - r- i) cosi 'I.{J 0 

Die Indizes I, 2, 3, 4 in den" und A ordnen die Funktionen den 
gleich bezeichneten Konstanten Nil zUo . 

Die Bedingungen der Endstiitzen sind durch die Gleichungen 

15 (0) = 0, I~(m) = 0, 

15(1) =-a0!s(O) -bI6(0), 

15(m - 1) = - a 15(m) - b I~(m) 

ausgedriickto Durch die Substitution (30) gehen 15 (n) und 16 (n) in 

15(n)= N I F a(n)+N2 oF4(n) + Na G3(n) + N 4 oG4(n),} 

16 (n) = - NIF4 (n) + N2F3 (n) - N3 G4 (n) + N4 ° G3 (n) (32) 

37* 

(3Ia) 
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iiber, worin 
(rm- n + rn- m) cosn 1jJ + (rn + r-n) cos (m - n) 1jJ 

Fa~= , rm + r- m + 2 cosm1jJ 

(rm- n - rn- m) sin n 1jJ + (rn - r- n) sin (m - n) 1jJ 
~~= , rm + r- m + 2 cosm 1jJ 

(rm- n + rn- m) cos n 1jJ - (rn + r- n ) cos (m - n) 1jJ 
Ga(n) = rm+r-m-2cosm1jJ , 

(rm- n - rn - m) sin n 1jJ - (rn - r-n) sin (m - n) 1jJ 
G4 (n) = rm+ r- m - 2 cosm1jJ 

ist. Da 
Fa(O) = Fa(m) = 1, F4(0) = F 4(m) = 0, 
Fa(n) = Fa(m - n), F 4(n) = F 4(m - n), 
Ga (0) = - Ga (m) = 1, G4 (0) = G4 (m) = 0, 

Ga(n)= -Ga(m - n), G4 (n) = -G4 (m - n) 
ist, lauten die Bedingungen der Endstiitzen 

Nl -+-Na = 0, 
N~ -Ni=O, 

(32 a) 

N1Fs(I) -+- N 2,F4 (I) + N a,Ga(I)+N4 ·G4(I)= -b[N2 -+-N4], } 

NfFa(I) -+- N~F4(I) - NiGa(l) - N~G4(I) = -b(N~ - N 4). (33) 

Daraus folgt: 

Nl = !(Nl'- Nf{), Na = - !<Nl'- Nf{), 

N = ~N" -+- ~N"Fa(l) =-Ga(I) _ ~N"Gdl) + b 
z 2 2 2 3 F4 (1) + b 2 4 F4 (1) -+- b' 

N - ~N" _ ~N"F3(1) - Ga(1) _ ~N,,~,,(I) + b 
4-2 4 21 G4(1)+b 2 2 G4 (1)-+-b' 

Nf = -! (Nl' + Nf{) , N~ = - ! (Nl' + Nr) , 

N' = -~N" + ~N"Fa(l) - ~3J!2 _ ~N" G4 (!> + b 
2 2 2 2 3 F 4 (1)-+-b 2 4F4(1)-+-b' 

N' = _ ~N" _ ~ N"Fa (1) - Ga (1) _ ~ N"F4 (1) -+- b 
4 24 21 G4(1)+b 2 2 G4(1)-+-b' 

Werden nun die N und N' durch die N" nach den Gleichungen (31) aus
gedriickt und in 15 (n) bzw. t5 (n) eingefiihrt, so ergibt sich fur n ~ i 

M. = - 6~i+1,i+l.F(n i) 6~i+1,i'F(n i+1)+A· ·l·G(n ill 
n 12 ' 12 ' .+1 '(34) 

+Bi +1 ,1, G(n,i+ 1) 
und fiir n > i + 1 

114" 6~i+1,i+1 Ti'I'( ') 6~i+l,i Ti'I'( i 1) " 1 G'( ')j 
_..IU .. = - l2 '..c n,~ - 12 '..c n, + +.LI.i+1'· n,~ (35; 

+Bi+r1' G'(n,i+1). 
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Hierin sind F(n, i) und F'(n,i) Funktionen von n und i, aus denen die 
Funktionen G (n, i) und G' (n, i) hervorgehen, wenn die Funktionen 
x (i) durch A (i) ersetzt werden. 

F (n, i) = ! [Xl (i) - X3 (i)] [F3 (n) - G3 (n)] 

1 Fa(1) -G3(1) .) F ( ) (')G ( )-+ 2 -'--d4(l~ [X3 (~ . 4 n - Xl ~ 4 n J 

1[. . G4(1)+b][ 'F4(1)+b ] 
+2 X2(~)-X4(~)'F4(1)+b F 4(n)-G4(T)+b .G4(n) , 

F'(n, i) = - ! [Xl (i) + X3 (i)] [F3 (n) + G3 (n)J 

1 F3(1) - G3(1) . F . G )] 
+2 G4(1)+b [X3(~) 4(n)-xl(~) 4(n 

1[ .. G4(1)+b][ F 4(1)+b ] - 2 X2(~) + X4(~) F4(1) + b F4(n) + aJi) + b . G4 (n) . 

Die Ordinate del' EinfluBlinie fUr das Moment Mn im Felde i + 1, 
und zwar im Abstand x von del' Feldmitte - positiv links '- erhalt 
man aus (34) fUr aile Felder rechts von n, aus (35) fUr aile Felder links 
von n. Wirkt eine Einzeilast 1 in del' bezeichneten' Steilung, so ist 

6~i+l,i+l = l2 - 4x2 (3l + 2 ) 
l2- 812 x, 

6~-+, l2 - 4x2 

--i~'t = -81;2'- (3l - 2x), 

A- l_l+2x 
>+1 - 2 • 

l- 2x 
Bi+l • Z = --2 ,--~ , 

mithin ergibt sich fUr i:; n 

Z2 - 4x2 

1] = - 8Z2 [(3Z + 2x)F(n,i) + (3Z- 2x)F(n,i + 1)] 

+' (Z +22X) G(n,i) + (l-22X) G(n,i + 1) 

und dieselbe Funktion mit F'(n, i), G'(n, i) fUr i -< n - 1. Die beiden 
ersten Glieder k6nnen als Moment des einfachen Balkens von del' 
Stiitzweite l fUr eine stetige line are Belastung aufgefaBt werden, 

.. 6F(n, i) d" d W 6F(n,i+1) 
welche III ~ den Wert - -Z-un Ill~ + 1 en ert - l 

hat. Ebenso konnen die beiden letzten Glieder als Momente gedeutet 
werden, welche durch Stiitzmomente l· G (n i) und l· G (n,i+1) ent
stehen. 

Die Untersuchung des Balkens auf unendlich vielen elastischen 
Stiitzen (Eisenbahnschiene auf Querschwellen) solI fUr 2 Stellungen 
einer Einzellast durchgefiihrt werden: 1. Last in Mitte eines Feldes; 
2. Last iiber einer Stiitze. Die Formeln konnen aus den ohen aufgesteil
ten abgeleitet werden. Einfacher ist del' folgende Weg. 
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Laststellung 1. Die Stiitzen des belasteten Feldes werden 0 - 0 
bezeichnet, die iibrigen nach beiden Seiten fortlaufend gezablt. Dann ist 

RfI,l = - als(n) - bI6 (n). 

Die Bedingungen der letzten Stiitze, m = CXJ sind Mm = 0, Rml = 0 
und lauten 

01rmcosmgy + 02rmsinmg> + Oar-mcosmg> + O",r-msinmgy = 0, 
01rm sinmgy - 02rm cosmgy - Oar-m sinmg> + O",r-m cosmgy = O. 

Daraus folgt 0 1 = 0, O2 = O. 
FUr jede Stiitze 0 besteht eine Elastizitatsgleichung 

p,l 3Pl 
M1 + 4Mo + Mo + 2"(R1- 2Ro + Ro} = --8-

und eine Stiitzdruckgleichung 

M1 - 2Mo + Mo = Rol- iPl, 

Is(I) + 4/dO) + 15(0) + ~ [- aI5(I) - bldI ) + 2als(0) + 2bI6 (0) 
3Pl 

- als(O) -:- bI6 (0)] = --8-' 

Is (1) - 2/s (0) + IdO) = - als (0) - b 10(0) - tPl. 
Da 

Is(I) + 4/5(0) + Is(-I) + ~ [-a/s(I) - bI6 (1) + 2aI5(m+ 2bI6 (0) 

- aid-I) - bI6 (-I)] = 0, 
15(1) - 2/5(0) + Id-I) = -afs(O) - bldO) 

ist, so folgt 
p, 3Pl 

-/5(-1) +/5(0) + 2"[ +aI5( -1) + bI6 (-I)-a/5(0)-bI6 (0)]= -8' 

- /5(-1) + 1s(0) = - 1Pl 

und wegen p, • a = 1 durch Subtraktion der mit i multiplizierten zweiten 
Gleichung von der ersten 

1 Pl 
/6(-1) - /6(0) = --;C;1J' 

Fiir die Konstanten Oa und 0 4 bestehen daher die Gleichungen 

- Oarcos'IjJ + 04rsin'IjJ + 0 3 = --}Pl, 
. 1 Pl 

OarSill'IjJ + 04rcos'IjJ - 0 4 = -4~' 
deren AuflOsung 

Pl (rSin'IjJ ) 
Oa=-2(r2+1-2rcos'IjJ) 2p,b +I-rcos'IjJ, 

C P l ( r cos'IjJ - 1 .) 
'" = - 2(r2 + 1- 2rcos'IjJ) \ 2p,b + rSill'IjJ 
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ergiht. 03 und 04 werden in 15 (n), 16 (n) eingefiihrt. Dann entsteht nach 
einigen Umformungen 

PZ. r- n 
Mn = --:---c--::-.,..--::------,.-

4 (r2 + 1 - 2r cos1p) 

([ 2(r cos1p -1) - : r sin "I' ] cosn1p - [2r sin "I' + : (r cos "I' -1) ] sin n1p} , 
p. Z. b· r- n 

Rn·l = - Mn . a + ---:-::--::--,---::--=----;-
4 (r2 + 1 - 2r cos1p) 

([ 2(r cos "I' -1) - i r sin "I' ] sinn "I' + [2r sin "I' + : (r cOS1p-1)]cosn1p}. 

Laststell u ng 2. Die helastete Stiitze wird mit 0 hezeichnet, die 
iihrigen werden nach heiden Seiten fortlaufend gezahlt. Wie im FaIle 1 
folgt aus m = 00 01 = 0, O2 = O. FUr die Stiitze 0 gilt die Elastizitats-
gleichung f.J, Z 

Ml + 4Mo + Ml + T(R1 - 2Ro + R1) = 0 

und die Stiitzdruckgleichung 

M 1 - 2 M 0 + M 1 =:= Ro Z - Pl. 

Daraus folgt wie ohen 

- Is<- 1) + 15(+ 1) = - Pl, 
a Is<- 1) - 16(+ 1) = Pl b 

oder Oa(r - r- 1) cos "I' - 04(r + r- 1) sin1p = Pl, 

0a(r + r- 1) sin1p + 04(r - r- 1 ) cos "I' = Pl· : . 

Die AuflOsung ergiht 
o _ 2Pl 

a - (r - r-1)(r + r- 1 + 2 cos "1') , 

o = _ Plb .' 
4 (r _ r-l)(r + r- 1 + 2 cos "1') sm2 1p 

Oa und 0 4 werden in 15 (n), /6 (n) eingesetzt 

M n =( 1)(P+l.r-~+2 ) [2cOSn1p-+sinn1p] , } r - r r r cos "I' sm "I' 

P l - n [ b] (37) 
Rnl = - a·Mn + 1 r 2 2sin1psinn1p + -.-cosn1p 

r+r + coo1p ~1p 

2Pl 
Mmax = Mo = , 

(r - r- 1) (r + r 1 + 2cos1p) 

P (b 2a.) 
Rmax = Ro = r + r-1 + 2 cos "I' sin1p - T sm 1p . 

(36) 
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.Als Beispiel ist die Bereehnung der Stiitzdriieke und Momente einer 
Eisenbahnsehiene auf Quersehwellen durehgefiihrt. Die Sehiene habe 
das Tragheitsmoment J = 1580 em4, der Sehwellenabstand sei 80 em, 
die Sehwellenabmessungen 270 X 26. Wegen der Unsieherheit der 
BettungsziHer und zur Beurteilung ihres Einflusses ist die Reehnung 
fiir die 3 Werle 3, 6, 12 kg/ems durehgefiihrt. Daraus ergeben sich fiir 
(l und ft die Werle ' 

3·26 ·135 
(l = 1000- (J) 10, 20, 40 t/em , 

_ 12· 2150 . 1586 "'" 8 4 2 
ft - 803 . 10 ' , . 

Der weitere Rechnungsgang sei fiir ft = 8 verfolgt: 

a = 0,125 b = 1,2183 
a 
[; = 0,1026 p = 1,5507 q = 1,5408, 

r = 2,186 cos q; = 0,70936 sin tp = 0,70484 tp = 440 49'0" , 

4(r2 + 1- 2rcostp) = 4 (4,7785 + 1 - 2 ·1,5507) = 10,7090, 

2 (r cos tp - 1) - ~ r • sin tp 
b 

4(r2 + 1 - 2rcostp) 
2·0,5507 - 0,1026 . 1,5408 = 008809 

10,7090 " 

2rsin tp + ~ (r. eostp - 1) 

4 (r2 + 1 - 2 r· cos tp) 
2· 1,5408 + 0,1026 . 0,5507 

10 7090 = 0,2930. , 

FUr die Laststellung in Feldmitte 

Mn = Plr-n (0,0880geos ntp - 0,2930 sinntp), 
Rn = Pr- n (- a· 0,08809 cos ntp + a· 0,2930 sin ntp, 

+ b • 0,08809 sin n tp + b ·0,2930 cos n tp) , 
Rn = Pr- n (0,34598 cos ntp + 0,1439 sin n tp) . 

Folgende Zusammenstellung zeigt die errechneten Werte, die Momente in 
p. l, die Stiitzdriieke in P. 

Last in Feldmitte. 

Mil ,,=8 I ,,=4 I ,,=2 E II ,,=8 I ,,=4 I ,,=2 

0 II +0,08809 + 0,04081 1 + 0,00477 0 + 0,34598 + 0,39376 +0,44110 
1 -0,06590 - 0,06498 - 0,05414 1 + 0,15868 + 0,13372 + 0,09641 
2 -0,06119 -0,03703 -0,01663 2 + 0,03071 + 0,00174 -0,01987 
3 -0,02593 -0,00735 + 0,00101 3 -0,01336 -0,02002 -0,01652 
4 -0,00436 + 0,00230 + 0,00213 4 -0,01503 -0,00972 -0,00273 
5 + 0,00281 +0,00223 + 0,00052 5 -0,00699 -0,00145 + 0,00101 
6 +0,00267 + 0,00072 -0,00007 6 - 0,001391 + 0,00082/ + 0,00059 
7 + 0,00115 -0,00002 -0,00008 7 II + 0,00052 + 0,00061 + 0,00007 



UnregelmaBige Bauarten. 585 

Las tub e r S c h well e O. 

Mil I" ~ 8 I I' ~ 4 I ll- = 2 R II I' ~ 8 I ,u, = 4 I I' ~ 2 

0 + 0,28487 + 0,22689 0,17573 0 I + 0,38981 I + 0,461821 + 0,54426 
1 -0,0~015 -0,04203 -0,05200 1 + 0,25247 I + 0,25598 + 0,24502 
2 -0,07243 -0,05530 -0,03482 2 + 0,08225 I + 0,04881 + 0,01296 
3 -0,04296 -0,01952 -0,00463 3 + 0,00057 . - 0,01686 1- 0,02311 
4 -0,01267 -0,00025 + 0,00246 4 ~ 0,01691 - 0,01566 I - 0,00830 
5 + 0,00077 + 0,00276 + 0,00124 5 - 0.01106 - 0,00472 i + 0,00007 
6 + 0,00314 + 0.00140 1-0,00010 6 - 0;00287 + 0,00020 I + 0,00094 
7 1+ 0,00188 + 0,00023 - 0,0001l 7 - 0,00006 + 0,00083 - 0,00016 

83. UnregelmiiBige Bauarten. 
Auch hei ge,,~ssen UnregelmiWigkeiten in der Bauart HWt sich die 

Untersuchung zuweilen auf Gleichungen griinden, die unmittelhar oder 
nach einfacher Umgestaltung als Differenzengleichungen aufgefaBt 
werden konnen. Voraussetzung ist dahei natiirlich immer, daB die 
Gliederung des Systems die Zerlegung in eine Reihenfolge gleichartiger 
Gruppen zuliWt. Fiir den durchlaufenden Balken auf vielen Stiitzen 
gleichen Abstandes, dessen Tragheitsmoment nicht konstant ist, jedoch 
in gleichen Punkten aller Felder dieselbe GroBe hat, stellen die Elastizi
tatsgleichungen [Gleichung IV (6)] 

M n - 1 • 0n-1,n + 111" onn + Mn+1 on+1,n = L: Pm Omn 

Differenzengleichungen dar. Infolge der iiber die Stiitzweite und die 
Tragheitsmomente getroffenen Voraussetzung haben die Beiwerte on-1,n 
und 0n+1,n in allen Stiitzpunkten dieselbe GroBe, so daB die vorstehende 
Gleichung den bestehenden Satz linearer Gleichungen zwischen 
den Stiitzenmomenten kennzeichnet. Auch im Falle o"-l,n > 0"+1,,, 
mrd die homogene Form del' Differenzengleichung durch die Funktion 
M" = 0 kn befriedigt, wenn k die charakteristische Gleichung 

k- 1 • On-1,n + on,n + k· on+1,n = 0 
erfilllt. Meist hat in Fallen der vol'liegenden Art das Tragheitsmoment 
in Punkten gleichen Abstandes von der Feldmitte gleiche GroBe, daml 
ist on-J,n = On+1,n' Wird on-I,ll =/3, Onn = IX bezeichnet, SO lautet die 
Elastizitatsgleichung in del' Form der Diffel'enzengleichung 

,;I2Mn + (~+ 2) Mn= ~2: Pm Om" 

und die homogene Form wird durch die Funktion M" = 0 kn befriedigt, 
wenn k die charakteristische Gleichung 

IX 
w+;a+2=O 

erfiillt. Es ergibt sich 
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Die weitere Rechnung gestaltet sich dann ebenso wie im FaIle konstanten 
Tragheitsmomentes. 

Sind die Stiitzen elastisch, so ergibt die Arbeitsgleichung fiir den 
Belastungszustand Mn = + 1 und den wirklichen Verschiebungszustand 
Elastizitatsgleichungen von der Form 

1 
Mn- 1·fJ + MnlX + Mn+1fJ + T(dn - 1 - 2 dn + dn + 1) = Nn 

die mit c· dn = Rn als Differenzengleichungen in der Form 

LJ2Mn+(~+2)Mn+ fJ.lcl LJ2Rn = ~Nn 
geschrieben werden konnen. Ferner besteht die Stiitzdruckgleichung 

LJ2Mn = Rnl- (An+1 + Bn) l. 

Beide werden in der homogenen Form durch die Funktionen 

.111 n = C kn , Rn l = C • I; kn 

befriedigt, wenn k und I; die charakteristischen Gleichungen 
IX 1 

W + /J + 2 + fJ. c . l2 I; . W = 0·, 

w=1; 
erfiillen. Es kann daher das in Nr. 82 dargesteIlte Losungsverfahren 
durchgefiihrt werden. 

1st die Stiitzweite nicht konstant, jedoch in der Weise veranderlich, 
daB der ganze Balken eine Reihe gleichartiger Gruppen bildet, die in 
bezug auf die Gruppenmitte symmetrisch sind, so gelangt man zu 
Differenzengleichungen, indem man die Stiitzenmomente und Stiitz
driicke jeder Gruppe zu Gruppen X, Y ... zusammenfaBt, die symme-

){ 
I . 

n-1 n-1" 
Rn 

n" rz+-f' 

trisch und antisymmetrisch 
zur Gruppenmitte sind, die 

4t Gruppen des Balkens fort
n"" laufend von 0 bis m zahlt 

Abb. 414. und die X", Yn . •. als ab-
hangig Veranderliche be

handelt. Das Tragheitsmoment des Balkens kann dabei konstant 
oder symmetrisch zur Gruppenmitte veranderlich sein. Das ein
zuschlagende Verfahren sei an dem einfachsten Beispiel gezeigt, dem 
Balken auf vielen starren Stiitzen, dessen Tragheitsmoment und 
Feldweite zwei verschiedene, miteinander wechselnde Werte haben 
.(Abb. 414). Je zwei nebeneinander liegende Stiitzen werden mit n' 
und nil, ihre Momente mit M;, und M':, bezeichnet und zu den Gruppen 

Xn=M~+M':, , 
Yn=M~-M':, 

zusammengefaBt. Die Elastizitatsgleichungen fiir die Stiitzen n' und nil 
sind 

a) M':,-I' dn- 1"n' + M~dn'n' + M':,. dn"n' = Nn" 
b) M~· dn'n" + J.vI':, • dn"n" + M;,+1 . dn+1'n" = N;; . 



UnregelmiiBige Bauarten, 

Durch Addition erhalt man 

M',', -1' On-I"n' + M~(on'n' + (jn'n") + M;;«(j""n' + (jn"n") 

+ M;/+1 (jn+1'n" = N~ + N;; , 

GemaB Voraussetzung ist (jn' n' = On" n", also 

On' n' + (jn' n" = (jn" n' + (jn" n" = IX 
und 

On-1"n' = (jn+1'n" = (3 , 
wird 

(M;'-l - M;'-l + M;;+l - M;;+l)-~ 
hinzugefiigt, so ergibt sich 
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X n- 1, ~ - Y n- 1 , ~ + X ll , IX + X n+1 ~ + Y n+1 ' ~ = N;, + N;;. (38) 

Durch Subtraktion der Elastizitatsgleichungen entsteht 

M;; -1' (3 + M~(on'n' - 15",,,,,) -M;;«(jn""" - (jn""') - M;'+l' (3 = N;,-N~, 

Es wird On'''' - (jn'"'' = (jn""" - (j""n' = Y gesetzt, ferner werden die
selben Glieder wie oben hinzugefiigt, So entsteht 

X n- 1, ~ :........ Y"-l' ~ + Y n , Y - X n+1 ~ - Y n+1 ~ = N;, - N;;, (39) 

Die Elastizitatsgleichungen fiir die Stiitzen n - 1" und n + l' lauten 

a) M;,-l' (jn-1'n-1" + M;; -1' (jn-1"n-1" + M;, 0n'n-1" = N',',-l'} (40) 
b) M','" On"n+1' + M;,+1 ' On+1'n+l' + M;;+l ' (jn+1"n+1' = N;,+l· 

Durch Addition und Subtraktion beider Gleichungen entsteht 

!Xn- 1 (on-1'n-1" + On-1"n-I") -! Y n- 1 «(jn -1"n-1"- (jn-1'n-1") + Xn , (3 
+ !Xn+1 (0"+1'n+1' + 15"+1""+1') + !Y"+l (15"+1'''+1' - On+l""+1') =N',',_1 +N;,+l' 

!Xn -1 (0,,-1'" -1"+ 0n-l""-I") - t Y n- 1 «(jn-l"" -I" - 15" -1'''-1'') + Y n ' (3 
- !Xn+1 «(jll+1'n+1' + (j"+1"n+l') -! Yll +1 (Oll+J'''+I'- O"+l"n+1') =N;;-I- N ;,+I' 

GemaB Voraussetzung ist 

(jn-1" n-l" + (jn - J' n -I" = (jn+ I' "+1' + 0"+1" n+l' = IX, 

On-1""-I" - (jn-1'n-l" = On+l'''+I' - 0n+l"n+l' = y, 

also lauten die Gleichungen 

IX Y IX?' ) a) X n- 1 '"2 - YII - J '"2 + X n , (1 + X,,+1 '"2 + Y"+1 '"2 = N~-l + N;,+l> (41) 

IX Y IX?, 
b) X n- 1 ' "2 - Y n- 1 ' "2 + Y,,' (3 - X n+1 ' "2 - Yll +1 '"2 = N;; -1 - N;,+l' 
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Gleichung (41 a) wird mit 1 multipliziert und von (38) abgezogen. 
y 

- X n - 1 • ~ (; -1) + X n • (~ - ~2) - X n+1 • ~ (; __ 1) 
. = N;, + N~ _1 (N";-l + N~+l)' 

y 

Gleichung (41 b) wird mit I multipliziert und von (39) abgezogen. 
IX 

fJ (" ) (fJ2\ fJ (y ) Y .- 1...-1 +Y y--)+Y - --1 n-1 2 .IX n IX n+1 2 IX 

- N' - Nil - f (Nil - N' ) - n n LX n~l n+l . 

Die erste Gleichung wird mit fJ ( 2 ~ ) ,die zweite mit A ( 2 IX -) ... multipli-
ziert. Dann entsteht Y IX JJ Y IX 

X X 2(IXy-fJ2) X 2y (N' Nil) 2 Nil N') 
n-1+ n~( _ ...... )._+ n+l=R( --) 11+-'- n ---( n-l+ n+l' 

JJ y-IX jJ Y-IX Y-IX 

Yn - 1 + Y" 2;~IX( )'~fJ)22+ Yn+1 = A( 2IX .. )_(N",_N':,) __ 2_ (N:' -1 - N",+l)' 
P Y-IX IJ y-IX Y-IX 

·Dies sind zwei getrennte Differenzengleichungen fiir X" und Y n , deren 
homogene Form 

a) 

b) 

L/2X + X 2 (IX + fJ) (y - fJ) = 0 
" n fJ(IX _~ , 

(42) 
LJ2 Y + Y ~IX + fJ) (y - fJ) = 0 

" n fJ(IX-J') 

ist. Da die Glieder gleicher Ordnung in beiden Gleichungen dieselben 
Koeffizienten haben, unterscheiden sich X" und Y" nUl'in den Konstan
ten. Die zwischen Xn und Y n bestehende Beziehung kann aus einer der 
G1eichungen (38), (39), (41a), (41 b) abgeleitet werden. Die einfachste 
Form ergibt sich aus 

fJ 
g38 - (X. g41a odeI' 

namlich ohne die Glieder N 

Y . fJ (L _ 1) + X ('IX _ /32
) - Y .f (1'.. - 1) = 0 

n-l 2 IX n IX 1Hl 2 IX • 
bzw. 

fJ (IX) ((52) fJ (IX ) - X . - -- 1 + Y y - - + X . - - - 1 = 0 
It -1 2 )' n J' n+l 2 )' , 

2 (IX2 - (2) 
a) Y"-1 - X" p( ) - Yn+l = 0, IX-y 

r ·2 (y2 - fJ2) 
b) - X n - 1 + J n fJ ( ) + X n+ 1 = O. IX-y 

(43) 
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Die Gleichungen (42) und (43) werden durch die" Funktionen 

Xn = O· kn, Y n = 0 . I; kn 

befriedigt. Durch Einfiihrung in (42 a) oder (b) ergibt sich die charak
teristische Gleichung 

"w -l- 2 (01, + fJ)(y - fJ) = 0, 
I fJ(OI, - 1') 

deren Wurzeln 
01, I' - fJ2 1/( 01, I' - fJ2 )2 

kl = fJ (01, - 1') + V fJ (01, - 1') - 1 , 

01, I' - fJ2 + y(0I,2 - (32)(1'2 - (32) 
kl = (3 (01, _ 1') = k, 

k2 = k- 1 

sind. Aus (43 a) folgt weiter 

oder 

da 

ist, ergibt sich 

I;k-l- 2(01,2 - fJ2) _ I;k = 0, 
fJ(OI, - 1') 

1 2(01,2 - fJ2) 
I; = - k - k- l (3 (01, - 7') 

k - k- l 2(01,2 - (32) 
1;=------ , 

(k - k-l)2 fJ(OI, - 1') 

_ 4 (01,2 - fJ2) (1'2 - fJ2) 
(k - k 1)2 = (32 ( )2 01, -7' 

<- = _ (k _ k-l) (3(rX, - Jl 
(, 2 (1'2 - fJ2) , 

und das ist derselbe Wert, der aus Gleichung (43b) folgt. Zu kl gehOrt 

VrX,2 - (32 
1;1 = - --~(32' 

I' -

1/01,2 - (32 
1;2 = + V -1'2 - fJ2 • 

Die vollstandige Losung der homogenen Form der Gleichungen (42) 
und (43) ist mithin 

Xn = Olk" + 02 k - l\ 

V0I,2 - (32 
Y" = - [01 len - 02 k - n]. 2 fJ2' 

I' -

In analoger Weise laBt sich der Balken gleicher Bauart auf elastischen 
Stiitzen behandeln. Es miissen dazu vier abhangig Veranderliche ein
gefiihrt werden, fiir die sich vier simultane Differenzengleichungen 
ergeben. 
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84. Trager auf vielen elastisehen Stiitzen, deren Elastizitat nieht 
allein vom Stiitzdruek abhangt. 

Wenn der Stiitzdruck Stiitzenverschiebungen aller Stiitzen hervor
ruft, dann lassen sich die Elastizitatsgleichungen gleichwohl als Diffe
renzengleichungen behandeln, sofern es gelingt, die Stiitzenverschie
bungen als algebraische oder trigonometrische Funktionen von n dar
zustellen. Es soll nur der erste Fall betrachtet werden. Es sei 

L/2 s L/2 Rn + b 2 
Un = -- a l + In + C1 n . 

C 

Dann lauten fiir unbelastete Felder die Elastizitatsgleichungen 

L/2Mn + 6Mn + 6c~J L/2Rn + 6;J (al + bl n + CI n2) = 0 

und die Stiitzdruckgleichungen 

L/2Mn = Rn l . 

Die homogene Form stimmt mit der des Falles in Nr. 82 iiberein, hat 
also dieselbe Losung . 

lJIln=Ckn Rnl=C·1;kn 

-mit vier Wurzeln k und vier willkiirlichen Konstanten C. Die StOrungs
glieder werden durch 

Mn = - ~: (al - tCI + bln+ cl n2) , 

EJ 
Rn l = -2cI T' 

befriedigt. Es ergeben sich mithin die vollstandigen Losungen 

E·J 
Mn = !5(n) - ----z2(al - tCI + bIn + cl n2) , 

EJ 
Rn l = -a'!s(n) - b!6(n) - 2cl ·¥. (44) 

Zu den Fallen der bezeichneten Art'gehort der durchlaufende Balken, 
der in vielen Punkten auf ein elastisches Tragwerk nach dem in Abb. 415 

dargestellten Schema ab-
n-1 ~n ';'1 b gestiitzt ist. Der durch-

- .... I-~I.,---~I,;...--~~;-----"IiF"--~I;=--- laufende Balken b habe 
Mtn das konstante Tragheits-

Abb.415. moment J b (aus den Dar
legungen in Nr. 83 erhellt, 

daB das Tragheitsmoment auch in jedem Felde in derselben 
Weise symmetrisch zur Feldmitte veranderlich sein kann). Das 
Tragwerk t kann vollwandig oder als Fachwerk, statisch bestimmt oder 
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statisch unbestimmt ausgebildet sein. Die Elastizitatsgleichung zwischen 
den Momenten Mb in drei aufeinander folgenden Stiitzpunkten erhalt 
man aus der Arbeitsgleichung fiir den Selbstspannungszustand M bn = 1, 
aile andern Mb = 0 und den wirklichen Verschiebungszustand. Der 
bezeichnete Selbstspannungszustand ergreift die Stiitzen n - 1 und 

n + 1 mit der Druckkraft Rn - 1 = ~ bzw. iin+1 = ~ und die Stiitze n 

mit fin = - ~ . Sofern im Knotenpunkt n des Tragwerks t kein Gelenk 

liegt, sind diese drei Stiitzkrafte an dem Tragwerkteil zwischen n - I 
und n + 1 untereinander im Gleichgewicht, mithin ist das Moment 
M tn = - 1 und aile andern M t = O. Die vorliegende angenommene Be
lastung des Tragwerks that offenbar gleiche GroBe aber entgegengesetzte 
Richtung wie die Belastung, die zur Berechnung des Wn Gewichte~ 

einzufiihren ist, mithin ist ihre Arbeit -Wn . Die Arbeit der Stiitzkrafte R 
1 

laBt sich immer in der Form l- R ausdriicken, worin R den wirklichen 
. c 

Stiitzdruck bezeichnet und c das von der Konstruktion der Stiitzung 
abhangige ElastizitatsmaB. Demnach lautet die Arbeitsgleichung 

l 1 
(Mbn - 1 + 4 M bn + Mbn+l) 6 E J b + r::c (Rn - 1 - 2 Rn + R n - 1 ) - Wn 

1 + ((0,.,n-l + (0n+1,n+l) EJbl = 0 

oder 
2 6EJb 2 6EJb _ 6 . 

LJ M bn + 6Mbn + l2cLJ Rn - -l-'Wn - -12«(0,.n-l + (0n+l,n+l) . (45) 

Die Stiitzdruckgleichung ist 

(46) 

Die wirkliche Formanderung des Tragwerks t ist von den Momenten M t 

abhangig, also ist Wn durch diese Momente auszudriicken. 1st t ein 
gerader Balken von dem konstanten Tragheitsmoment J t oder ein stetig 
gekriimmterStab von dem Tragheitsmoment J. coscp = J t , so ist nach 
Formel III (54), Seite 279 

Wn = 6~ J t (LJ2 M tn + 6 Mtn)· 

1st t ein Fachwerk, so kann nach Gleichung III (46), Seite 273, unter 
Vernachlassigung der Formanderung der Fiiilungsstabe 

Wn = M tn • .l: E ; . r2 

gesetzt werden. 1m ailgemeinen ist nun wohl .l: J[; r2 nicht kon

stant, doch ist es immer zulassig, einen konstanten mittleren Wert 
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2: E;. r2 = ElJt einzufiihren. M t wird nun durch Mb und das 

Moment M der auBeren Krafte ausgedriickt. Aus 

Mt+Mb=M 
ergibt sich entweder 

oder 

6EJb J b --w = (A2M + 6M - A2Mb - 6Mb )-l n n n n n J t 

6E J b J b 
-l- wn=6(Mn- Mbn} J t 

und durch Einfiihrung in (45) 

(A2M +6M )Jt+~+6EJbA2R _(A2M +6M)Jb 
bn bn J t l2 C n n n J t 

6 
= -12 (6nn - 1 + 6 n+1,n+l) 

Diese Gleichungen sollen in der Form 

~l J b 
A2Mbn + 6Mbn + T A2Rn - (A2Mn + 6Mn) J t + ~ 

6Jt 
= - (Jt + J b) l2 (6nn - 1 + 6 n+1, n+l) . 

12E Jt·.h 
~ = (Jt + J b)l3c' 

2 J t ~l 2 6 J b 
A M bn J t + J b + 6 Mbn + "2 A Rn - Mn' J t + J b 

6 J t (6 6 \ 
(Jt + J6) l2 nn-l + 1&+1,n+1I' 

(47) , 

(48) 

geschrieben werden. Sie haben die oben angegebene Form, wenn es 
moglich ist, die Momente Mn und die rechten Seiten als algebraische 
Funktionen von n auszudriicken. 

Folgende Wege konnen eingeschlagen werden. Entweder wird der 
EinfluB der Belastung eines einzigen Feldes auf das Moment M bn unter
sucht, insonderheit einer Einzellast 1. Daraus die Ordinate der Ein
fluBlinie. Oder es werden die Momente und Stiitzensenkungen des 
Systems, welches durch Einfiigung eines Gelenkes in Punkt n des Bal
kens b entsteht, infolge der Belastung M bn = - 1 berechnet. Daraus 
die Ordinate der Biegungslinie und weiter wiederum die Ordinate der 
EinfluBlinie. 
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Das erste Verfahren sei fiir das in Abb. 416 dargestellte System 
durchgefiihrt, in welchem b ein gerader Balken auf starren Endstiitzen, 
das Tragwerk t ein Bogen mit 
Kampfergelenken ist. Zuerst 
wird die EinfluBlinie fiir den 
Horizontalschub aus del' Bie
gungslinie des durch H = 0 
definierten statisch unbe
stimmten Systems infolge del' 

~Jnl_~ 
_-----l .,... 

Abb. 416. 

Belastung H = - 1 berechnet. 'Die Momente und Stiitzdriicke, die 
durch H = - 1 entstehen, seien M' und R' bezeichnet. Del' Bogen 
sei parabolisch gekriimmt. Dann ist 

M' = 41 n(m - n) 
n m 2 ' 

L/2M' = _ 81 
?1 m2 ' 

Mithin lauten die Gleichungen (46) und (47) 

L/2 M bn = R~l, 

Die vollstandige Lasung ist 
, 41 J b 

Mbn = Is (n) + m2 n(m - n) J t + J b ' 

, 81 J b 
R n ·Z=-a/5 (n)-b·!a(n)- m 2 J t +Jb 

und da Mbn + M;n = M~ ist 
, 4/ J t 

Mtn=-/s(n)+2n(m-n)~J -J' 
it . m, t+· b 

(49) 

Zur Bestimmung del' Konstanten dienen die Bedingungen del' End
stiitzen. Diese sind MhO = 0, Mbm = 0 also 

Is (0) = Is(m) = O. 

Ferner folgt aus del' Voraussetzung starrer Endstiitzen R~ = R'm = O. 
Denn, wenn (jbn die lotrechte Verschiebung des Ball~ens b und btn die des 
Bogens bezeichnet, ist 

c (bbn - b;lI) = R;, . 

Mithin bestehen die Gleichungen 
81 J b o = - a • fo (0) - b ·16 (0) - m2 Yt+ J b' 

0= -a./s(m) - b.fa(m) _ 8f J b 

m 2 J t +Jb 

Die Bedingungen Is' (0) = /5' (m), fa (0) = /a (m) werden durch die 
Funktionen Is (n) = Nl . F3 (n) + N2F4 (n), 

/a(n) = - N 1 F 4 (n) + N 2 F 3 (n) 

G r ii n i n g, Statik. 38 
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erfiillt, in welchen F3 (n) und F4 (n) die durch die Gleichungen (32 a) 
definierten Funktionen sind. N} und N2 ergeben sich aus 

15(0) = 0 und 
81 J b 

16(0) = - bm2 J t + J b 

zu 
8f J b N ----- ---------

2- bm2 J t +Jb 

Mit diesen Werten der Konstanten erhiilt man 

a) M~" = !~ Jt~ JJn(m - n) - ! .F4(n)],} 
(51) 

, 8f J b [ a] b) R"l=m2 J t+Jb F3(n)-1+"bF4(n) . 

Die Ordinate der Biegungslinie des Balkens b in den Stiitzpunkten ist Jim. 
Die Elastizitatsgleichung lautet, wenn die t};; eingefiihrt werden: 

L/2 M' 6 M' 6 E J b L/2 J' - 0 
bn + bn + l2 bl1 - • (52) 

Zieht man von ihr die Gleichung (50) ab, so erhalt man 

8f J b [3 ( 1] pl A2R' 6EJb A2~' - 0 
m2 J t + J b n m - n) - - 2- LJ /I + -i2 LJ Ubn - • 

Daraus folgt wegen L/2 R~.z = - aL/2 f5 (n) - b· L/2 16 (n) 

J;,,, = - 1;!2Jb [ufa(n) + bf6(n)] + a2 + b2 n + c2 n2 + dzn3 + e2 n4 • 

Die Koeffizienten c2, d2, e2 werden gefunden, wenn L/2 J;'" der algebra-
ischen Glieder --

L/2 J;;lI = 2 c2 + 6 d2 n + e2 (12 n2 + 2) 

in die Gleichung eingefiihrt, und die Faktoren gleicher Potenzen von n = 0 
gesetzt werden. 

f l2 2 f l2 f l2 
e2 =3m2E(Jb+Jt)' d2-:--3mE(Jb+Jt)' c2=3m2 E(Jb +J)t· 

Die Konstanten a2 und b2 ergeben sich aus den Bedingungen J;'" = 0 
fUr n = 0 und n = m 

8f pl2 
a2 = - m212E(Jb + J t)' 
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Die Ordinate der Biegungslinie CJbx im Punkte x des Feldes i + 1, welcher 
links der Feldmitte liegend von dieser den Abstand x hat, ergibt sich aus 
den Stutzenmomenten Mbi und Mbi+1' sowie den Stutzensenkungen CJb; 
und CJbi+1 nach dem Mohrschen Verfahren zu 

l2- 4x2 

CJbx = 48 E Jb---:Z [Mbi (3l + 2 x) + Mbi+l (3l- 2 x)] + 

+ 2\ CJ/'i (l + 2 x) + ;z CJbi+I (l - 2 x) . 

Die Ordinate der EinfluBlinie fur H ist danach 

, CJb., 
1]., = r' aa 

(53) 

wenn CJaa den Weg von H in Richtung H = - 1 infolge H= - 1 be
zeichnet. Nach Gleichung III (10), Seite 227, ist 

m-I 41 'In 

CJaa = ,l}. LI {};,. m2 n (m - n) + ;s. Lll;,' COSf/Jn, 

1 J 

LI {);, = 6 ~ J t (Ll2 M;n + 6 M;n) , Lll' = =-_l __ 
1/ EFt. cos f/Jn 

Nun ist 
Ll2 M;" + 6 M;ll = Ll2 M;, + 6 M;' - Ll2 M~n - 6 M~n , 

und da Ll2Mbll = R;,l ist, ergibt sich aus (51) 

, 4f·l {n( n) 1 .h 1 [6-a ]} LI {}1l = 3]jJ(Jt+ J /J) 3 m 1 -;; - rn2 + J t ;;;:;'ill-b- F4 (n) - F3 (n) , 

o = 4! . '~, LI {}' . !!:. (1 _!!:.) + m l_ 
an. ...:::;' n m m E .Ft · 

1 

1st die Stutzung starr, was meist angenommen werden kann, also c = 00, 

f.l = 0, so faUt in Gleichung (50) Ll2 Rn fort. Die charakteristische Glei
chung fur khat zwei Wurzeln und 15(n) zwei Konstante. Mithin folgt 
aus 15 (0) = 0, i5 (m) = 0, daB beide Konstante zu ° werden, und es er
gibt sich 

J b n( n') M' = 4 i . -~ - 1 --
bu Jt+Jbm rn' 

CJ; =_/.l2 [m2 -1 + (rn - n) n] ~ (1-!!:.) 
,n 3E(Jt +Jb ) m m' 

o = __ 1_6/2_l _ '~ r 3 ~ (1 _~) _ ~1l: (1-!!:.) + m l 
aft 3 E (Jt + .h)"':::; l m m m2 m m EFt 

1 

oder nach Eildung der Summe 

t2l 8 m ( 1 ) ( 2 ) m l 
Oaa = E (Jt + J b) 45 1 - m2 3 - m 2 + EFt' 

38* 
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Die Ordinate der EinfluBlinie in den Stiitzpunkten wird 

15 [I - ~ + (I - ~)~] (I - ~) ~ l'm m2 m m m m 
1J;, = -/- 8 (1- ~) (3 _ ~) ~ 45. _Jt:.,-+:.,-J,--:cb ' 

m2 m2 Ft' /2 

l m 5 [I + (1- ~)~] (1- :): 
17~ ex> T 8 + 15 .Jt + J/i . 

Ft' /2 

Die EinfluBIinie ist danach von dem Verhaltnis ~: vollstandig unab· 

hangig. Das zweite Glied des Nenners fallt nur bei flachen Bogen oder 
groBem Tragheitsmoment des Balkens ins Gewicht. 

Fiir die Berechnung des Momentes M bn infolge einer Einzellast I 
im Punkte x des Feldes i, i + I bilden wieder die Gleichungen (46) und 
(47) den Ausgangspunkt. Dazu wird in (47) das Moment Mn als alge· 
braische Funktion von neingefiihrt. In allen Punkten links von i (n:;;::;i) ist 

( . I x) n , n ( n) 
Mn = m - ~ - '2 + T m . l - 1Jx . 4/. m I - m ' 

112M ' 8/ ,,= 1Jx m2 ' 

In allen Punkten rechts von i + I (n 2: i + 1) 1st 

M ( . I x) ( n ') l ' / n (I n) ,,= ~ + 2 - T I - m - 17.~ • 4 . -;; - m ' 

112M _, 8/ 
" - lJx m2 ' 

Mithin lauten die Gleichungen (46) und (47) 

112Mbn =Rn ·l 

fiir aIle Punkte, ferner fUr n < i 

112Mbn+6Mbn+~l 112Rn 

(46) 

__ {_b [6l(m-i-..!:..+~)~-17~8/{3~(1-~)-1}]=0 (54) Jt+Jb 2 l m m m 
und fiir n > i + I 
112Mbn + 6Mb" + fl2l 112 R" 

- J;~JJ 6l(i +~-T) (1-:)-17~8/{3~(1-~)-1}] =0 (55) 
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Die Lasung von (46) und (54) ist 

M bn = Is (n) + -~ r l (m - i - -~ + ~) !!'.. - rj' • 41 . !!'.. (1 - !!'..)] , 
J t + J b l 2 l m '" . m . m 

,81 J b 
Rn l = -als(n) - bf6(n) + 1'/"'-2 -J --J 

m t+ b 

und die Lasung von (46) und (55) 

Mbn = f~(n) + J b rl(i + ~ - ~-) (1-!!'..) -1)~.4f·!!'.. (1- !!'..)] , 
J t + J b l 2 l m m m _ 

Rn l = - a/~ (n) - b· 16 (n) + 1'/~. !~ Jt ~ J~' 
15 (n), 16 (n) unterscheiden sich von fo (n), f6 (n) durch die Konstanten, 
die 0 und 0' bezeichnet seien. Die Li:isung enthlilt also acht Konstantc, 
zu deren Bestimmung folgende Gleichungen bestehen: 

je 1 Elastizitatsgleichung fUr die Stiitzen i und i + 1; 
je 1 Stiitzdruckgleichung fUr die Stiitzen i und i + 1. 

2 Bedingungen Mbo = 0 und M bm = 0 , 
2 Bedingungen Ro = 0 und Rm = 0 : 

Die ersten vier Gleichungen enthalten die Konstanten 0 und 0' neben
einander, jedoch, wie sichzeigen wird, nurin den DifferenzenO - 0' = 0", 
die vier letzten Gleichungen enthalten die Konstanten getrennt. FUr 
Stiitze i lauten die Gleichungen nach (46) und (47) 

M bi - 1 - 2Mbi + Mbi+l = RJ - }(l + 2x). 
ftl 

M bi - 1 + 4Mbi + M bi +1 + 2: (Ri - l - 2 Ri + Ri+l) 

Da 

~ ~ P-4~ 
- J t + J b (Mi - 1 + 4Mi + M i + l ) = - J t -+- J b --szz- (l + 2x). 

M bi - l = fs(i - 1) + J;;-~ J t M i - l , 

Mbi = /s (i) + Jb ~ J" Mi , 

M bi + l ~ f~(i + 1) + J Jb~J M i + l 
b + i 

ist, fallen in der zweiten Gleichung die Momente M fort. Da ferner 

M IL ,8/ 
i-I-2Mi+Mi+I=-jd +2X)+1).r----:; 

ist, so ergibt sich - m" f 
/s(i-I) - 21s(i) + t;(i + 1) + Jbt J t [- ~ (l + 2x) + 1)~~"J 

= -afs(i)-b·fs(i)+1J~.8~ __ J~ -~(l+2x) 
und m J b + J t 2 

fs(i -1) + 4f5(i) + t;(i + 1) + ~ {- a[f5(i-I)-2f5(i) + I~(i + 1)] 
J l2-4x2 

-b[f6(i-I)-2/6(i)+f6(i+I)]}=-Jb;Jt 812 (l+2x) 



598 Funktionale Darstellung statischer GraBen. 

und weiter, da die Funktionen /6 (n), /6 (n) die homogene Form der Glei
chungen (46) und (54) erfiillen 

- /5 (i + 1) + /5 (i + 1) = - ! (l + 2 x) Jb ~ it' 

- /s (i+ 1)+ fHi+ 1)+ ! [Is (i + 1) - I~ (i + I)) + f-l2b [/6 (i+ 1) - I~ (i+ 1)] 

l2 - 4x2 J t 
= - 812 (l + 2 x) J b + J t 

wird noch die erste Gleichung mit t multipliziert und von der zweiten 
abgezogen, so entsteht 

f-l b. . [l2 - 4 x2 1 ] J t 
2[16(~+I)-/~(%+I)]= ------sl2-(l+2x)+4(l+2x) Jb+Jt ' 

In derselben Weise folgt aus den Gleichungen fiir die Stiitze i + 1 

fs(i) - I;' (i) = - ! (l- 2x) J t ~t J~' 
b f-l . ,. [l2 - 4 x2 1 ] J t 
2[-fs(%)+/6(%)]= - 812 (l-2x)+4(l-2x) Jt+Jb' 

Die gewonnenen vier Gleichungen stimmen mit den Gleichungen (27) 

und (28) iiberein, wenn die rechten Seiten der letzteren mit J J t J multi-
. t+ b 

pliziert werden. Die Auflosung nach den Konstanten Gil gibt daher die 
dort gefundenen Werte und, wenn die durch die Gleichungen (30) defi
nierten Konstanten N und N' eingefiihrt werden, fiir N" = N - N' 

die Funktionen (31) mit J J t J multipliziert. Die Bedingungen der 
t + b 

Endstiitzen sind nach den Gleichungen (32) 

Nl + N3 = 0, 

N; -N~ = 0, 
, 8 f J b 

N2 + N4 = fix bm2 J b + J t ' 

N' N' ,8 f J b 
2 - 4 = fix b m2 Jb + it . 

Daraus folgt 

Nl = l(N? - Nrl, N3 = -!(N7 - N7)' 

N; = - t (N7 + N7)' N~ = - i (N? + Nn , 

N o_ = J. (N:' - N'I') + 11' .!L ... -~ 
2 t . "IX bm2Jb+ Jt ' 

N' - 1 (Nil + Nil) + ,81 J b 
2 - - "2 2 ,j 17x 6~2 J b + J t ' 

N 4 = - i (N~ - N'{), N~ = - i (N~ + Nn . 

Diese Werte werden in Is (n) und to (n) eingefiihrt. 
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M bn = i (N~' - N~) [F3 (n) - G3 (n)] + ! (N~ - N7) [F4 (n) - G4 (n)] 

+ 1)~'4f[b~2F4(n) - : (1- :) ht ~ J b + Z(m-i-{ + y): Jt~ Jb' 

n>i + 1, 

M bn = -! (N? + N3) [F3 (n) + G3 (n)] - ! (N~ + Nn [F4 (n) + G4 (n)) 

+ 1)~'4f [~F4(n) - ~(l-~)] ~ + Z(i +!-~) (I-~) ~. 
bm2 m m Jb+Jt 2 Z m Jb+Jt 

FUr Nil werden die mit J J b J multiplizierten Funktionen (31) ein-
t+ b 

gefiihrt und 1)~ nach Gleichung (53), M;'n nach Gleichung (51 a) aus
gedriickt. Die Ordinate del' EinfluBlinie fUr das Moment M bn im 
Felde i + 1 ist 

12 - 4x2 
1)=- 812 [(31+2x)F(n,i)+(3l-2x)F(n,i+l)] 

+ ! (1 + 2x) G(n,i) + ! (1- 2x) G(n,i + 1) (57) 

fur i ~~ n, und diesel be Funktion mit F' (n, i), G' (n, i) fiir i ~ n - 1 . 
Hierin ist 

F (n, i) = {Hul (i) - u3 (i)][F3 (n) - G3 (n)1 + HU2 (i) - U4 (i)] 

[F4 (n) - G4 (n)]) J t ~ J b 
- M~i' M~lI' -- -"---, 

6E J b • oaa 

G (n, i) = a [A'l (i) - A3 (i)][F3 (n) - G3 (n)] + HA2 (i) - A4 (i)] 

[F (n) - G (n)J}-~~ _ Ob~. M' + (m- i)n~_ 
4 4 J t + J b Z Oaa bll m Jt + J b' 

p' (n,i) = {- HUl (i) + U 3 (imF3 (n) + G3 (n)] - ![u2 (i) + U 4 (i)] 

[F4(n) + G4 (n)]} J t ~ Jb - Mbi · Mbll6E ~bJ:' 
G' (ni) = {- HAl (i) + A3 (i)][F3 (n) + G3 (n)] - HA2 (i) + A4 (i)] 

J t obi I (m-n)i J b 
[F1 (n) + G4 (n)]} Jt + Jb - Z. oaa MOil + -- m -- Jb + J t 

Die Funktionen U und A sind durch (31a) und (3Ib) gegeben. 

85. Gelenklose Langstrager del' Fahrbahn auf Fachwerkbalken 
und starren Endstiitzen. 

Zwei Langstrager a und b von gleichem Tragheitsmoment J t sind 
durch Quertrager - Tragheitsmoment J q - auf den beiden Haupt
tragern ha und hb in den Punkten n = 0, 1 ... m nach del' in Abb. 417 

(56) 
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dargestellten Anordnung aufgelagert. Die Quertrager 0 und m seien 
starr angenommen. Es sollen die Einflu.Blinien fiir die Stiitzenmomente 
Man und M bn berechnet werden. Der Berechnung wird das 2 (m - 2)
fach statisch unbestimmte System zugrunde gelegt, welches durch 
Gelenke im Punkte n beider Langstrager entsteht, und es werden die 

Abb. 417. 

~11111~~m~lllll~ 
Abb. 418. 

statisch unbestimmten GroBen Ya , Yb 

eingefiihrt, die durch folgende Tafel ge
kennzeichnet sind. 

+1 
-1. 

Die EinfluBlinie fiir Ya ist identisch 
mit der Biegungslinie· des 2(m-2)fach 
statisch unbestimmten Systems fUr die 
Belastung Ya = - 1, wenn die Einheit 
der Ordinate = Taa , dem Weg von Y" = -1 

infolge Ya = - 1 gesetzt wird. Die Einflu.Blinie fiir Yb ist identisch 
mit der Biegungslinie desselben Systems fur die Belastung Yb = - 1, 
wenn die Einheit der Ordinate = Tbb gesetzt wird. Die fraglichen 
Biegungslinien ergeben sich aus den Stutzenmomenten M ra , M rb und 
den Stutzensenkungen bra, brb (r = 0, 1 ... m) die durch Ya = - 1 
bzw. Yb = - 1 entstehen. Der erste Schritt muG also die Berechnung 
dieser Momente und Stutzensenkungen des Grundsystems sein. 

Fur die Belastung Ya = - 1 ist Mara =. M bra = M ra und derStutz
druck R ara = R bra = R ru . Die Arbeitsgleichung fur den Zustand 

jJ![ar = + 1, M br = 0, aIle andern M a, Mb = ° und den Verschiebungs
zustand des durch Y a = - 1 belasteten Grundsystems lautct 

1 
[d 2 Mr" + 6 Mra] 6EJt - A iq - Aih = 0. 

Das Moment Mar = + 1 erzeugt eine Belastung der Quertrager r - 1 
- - 1 

und r + 1 in den Punkten a durch Ra,r - 1 = R a, r+1 = T und des Quer-
- 2 

tragers r durch Ra,r = - T. Der Haupttrager ha wird in den Knoten-
lA.+e . 

punkten r - 1 und r + 1 durch T ~ und 1m Knotcnpunkt r durch 

! A. + e , der Haupttrager hb in denselben Knotenpunkten durch 
l 2 A. 

IA.-e 2A.-e . 
T"2J:" bzw. - T 21- belasteL Der BeItrag, den die innere Arbeit 

der Quertrager r - 1 und r + I zu - A iq liefert, ist 
I I 
T Rr-1,a (baa + bab) bzw. T R r+ 1,a (baa + bab) 

und der Beitrag der inneren Arbeit des Quertragers r 
2 

- TRra (baa + bab ) , 
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wenn daa und dab die lotrechte Verschiebung des Punktes a gegen die 
Gerade durch die Knotenpunkte des Haupttragers, erzeugt durch die 
Einzellast +1 im Punkt a bzw. Punkt b, bezeichnen. Mithin ist 

Die Belastung der Haupttrager infolge Mar = + 1 ist identisch mit der 
mit einer Konstanten multiplizierten Belastungseinheit, die zur Berech
nung der w Gewichte aus den Spannkraften einzufiihren ist. Die frag-

liche Konstante ist fiir ha - 2 ~ e und fiir hb - 2 22 e . Daraus folgt 

2+e 2-e 
- Aih= -wa,~ - Wb'~' 

so daB die Elastizitatsgleichung 

,12 M,a + 6 M ra + ,12 R,a 6 ~ J t (daa + dab) 

6 E J t ( 2 + e 2 - e) 
- -l- wa,~ + Wbr~ = 0 

lautet. In allen Punkten r § n ist das Moment der auBeren Krafte = O. 
Demnach ist nach Seite 591 

zu setzen. Damit geht die Gleichung iiber in 

/j2M J c . 6M +ftlA2R -0 
LI 'a J J + ,a 2 LI ,a - , 

c + t 
(58) 

Eine zweite Gleichung liefert die Stiitzdruckbeziehung 

(59) 

Beide Gleichungen gelten fiir die Punkte r = 1 ... n - 1 und 
r=n+l ... m-l. 

1st das Tragheitsmoment J q konstant, s~ erhalt man aus der Arbeits-
gleichung fiir die angenommene Belastung Pa = 1 und der in Abb. 418 
dargestellten Momentenflache aus Pa = 1, Pb = 1 

d d _ (J. - e)2 (2 + 2 e) 
aa + ab - 24E J . 

q 

Bei veranderlichem J q sind die verzerrten Momentenflachen zu be
nutzen. 



602 Funktionale Darstellung statischer Griiilen. 

Aus den Teillosungen der Differenzengleichungen (58) und (59) 

M ra = 0 kn , R ra • l = 0 . I; kn 

folgen die charakteristischen Gleichungen 

I; = w 

J c ft 2 w· +6+-w =0. 
J c + J t 2 

Aus der letzten ergibt sich 
w=-a±b, 

b = a VI - 12 ft (Jc ;' Jtr 
Die weitere Untersuchung sei fUr den haufigeren Fall einer reellen 

Wurzel b durchgefiihrt. 

kl = i (2 - a + b) - it (2 - a - b)2 - 1, 

k3 = kj- l , 1;1 = - (a - b) • 

k2 =! (2 - a - b) - it (2 - a --b):i=l, 
k4 = kil , 1;2 = - (a + b) . 

Mithin ergeben sich folgende Funktionen; 

r<n 

M ra = 0 1 k'i + O2 k~ + 0 3 kil' + 0 4 k:;I', 

Rral = - aMra + b [01 k'i - O2 k~ + 0 3 kil' - 0 4 k2r] . 

r>n 

M ra = O~kl + O~k~ + Ofkir + O~kil', 
Rral = - aMra + b [O~kl- O~k~ + O~kir - 04k:;r]. 

Zur Bestimmung der acht Konstanten stellen die Bedingungen der End
stiitzen die vier Gleichungen 

Moa = 0, Roa = 0, 
r=m, M",a=O, Rrna=O. 

Roa = ° und R",a = ° folgt aus der Voraussetzung staner Endstiitzen. 
Denn es ist 

wenn fJhra die lotrechte Versehiebung des Knotenpunktes r der Haupt
trager und c eine Konstante bezeiehnet. Da nun fUr r = 0 und r = m 
fJra - fJhra = 0 wird, miissen auch die Funktionswerte Roa. und Rrna = 0 
werden. Damit nimmt auch die Elastizitatsgleichung fUr r = 1 und 
r = m - 1 die Form der Gleichung (58) an, obwohl die Elastizitat der 
Quertrager 0 und m von der der andern Quertrager abweicht. Die Funk
tionswerte Ro und Rrn geben jedoch nicht die GroBe der gleiehnamigen 

1 
Stiitzdriieke an. Diese erhalt man aus T MI' 
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Aus den genannten Bedingungen folgt 

0 1 + O2 + 0 3 + 0", = 0 , 

0 1 - O2 + 0 3 - 04 = 0, 

O~ k~' + O~k~' + O~klm+ O,j ki'" = 0, 

O~ k~n - O~kr + Of. klm- O,ikim = 0, 

also 0 3 = - 0 1 , 04 = - O2 , 

Of. = - O~ k~m, 0" = - O~k~m. 

Die Bedingungen del' Endstiitzen werden befriedigt durch die Funktionen 

r~n 

M ra = 0 1 (k," - klr) + O2 (kj - kir) = 1 (r) , 
R ra . l = - aMra + b [01 (k'i - k j-1") - O2 (k; - ki')] = 1jJ (1') . 

r>n 

M ra = 0; k?, (k'i- m - k~n-r) -+ Of k~' (k~-"'- k~'-'") = f' (r) , 
Rra·l = - aMra + b lO~ ki' (kr- m- k~'-I") -- O~ k~l (k~-m_ kr- '")] = 1jJ'(r). 

Weitere vier Gleichungen ergeben sich aus den Bedingungen del' Stiitze n. 
Eine Elastizitatsgleichung besteht far diese Stiitze nicht, da im Punkte 
n in die Langstrager a und b Gelenke eingeschaltet sind. Dagegen miissen 
j(n) und t'(n) den Wert -1 entsprechend del' Belastung Mna= -1, 
.il1nb = - 1 annehmen. Da ferner (bna- bhna) G = Rna ist, mull 
1jJ (n) = 1jJ' (n) sein, und wenn 

1jJ (n) = - al(n) + bcp(n) , 

1jJ' (n) = - a f' (n) -+ b cp' (n) 

gesetzt wird, cp (n) = cp' (n) . 

Die vierte Gleichung erhalt man aus del' Stiitzdruckgleichung 

M n- 1 ,a - 2 Mn,a + Mn+l ,a = Rna·l, 

1 (n - 1) - 21 (n) + /'(n + 1) = 1jJ (n) , 

da 

ist, folgt 

1 (n - 1) - 21 (n) + 1 (n + 1) = 1jJ (n) 

l(n+1)=/,(n+1). 

Somit ergeben sich folgende Gleichungen 

0 1 (kl' - kin) + O2 (k~ - ki 2) = - 1 , 

0 1 (k'{- ki") - O2 (kj - ki") = 

= O~kY"(kl-m- kY"-n) - 0~k2'(k2-m- kg'-") , 

0 1 (k'1+1- kin-I) + O2 (k2+1 - ki"-I) = 

= O;kY"(k'1+1-m- kr- n- 1 ) + O;kJ'(kJ+1-m- k1n- n- 1). 
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Die Auflosung ergibt 

0 1 = (kr - kiln) (kqt-f! - k~l-ln) ~ , 

-02 = - (kr - kin.) (kr- n - k~-ln) r;; , 
O~ kr = - (kr - kiln) (ki - kif!) ~ , 

O~ kr = + (kr - kiln) (k~ - kif!) ~ , 

N = (kr - kiln) (kr- n - k~-ln) (k~ - k2- n) lXI' 

- (k~' - kin.) (kr- n - kr- m) (kl - kin) 1X2' 

1X1 = kl - ki l = -1'(2 - a + b)2 - 4, 

1X2 = k2 - ki l = - V(2 a - b)2 - 4. 

Da die absoluten Werte kl' k2> 1 sind, ist es fiir die Durchfiihrung der 
Rechnung zweckmaBig, im Zahler und Nenner ki" k2' auszuklammern. 
Man erhalt dann durch Einfuhrung der fiir die Konstanten gefundenen 
Werte in t (1') und 1p (r) 

'j'<n 

a) J.1Ir .. = k;:-n (1 - k;2m) (1- k;2 (m-tt,) (1 - k 1 2,,) ;1 
- k~-n (1 - k12m) (1 - "'22 (m-tt» (1 - k2"2,.) ~. 

b) R,. .. ·Z = -a· JJIr .. 

+ b [k1- n (1- k2"2m) (1 - k 12(m-n» (l-k12r)~ 

+ k2-n(l- k12m) (1- k2"2 (m-n» (1- k2"2r) ~]. 
r>n 

c) lJI,. .. = ki-" (1 - k2"2m) (1 - k12 (m-.'» (1 - k12n) r;. (60) 

- k;;-r (1 - k12m) (1 - k2"2(m-,.» (1 - k2"2n) j.. 
d) R,.a·Z = -aJJIra 

+ b [ki- r (1 - k2"21n) (1 - k12 (1n-r» (1 - kl2n) ~ 

+ k2-r(I- k121n) (1- k2"2(m-r» (l-k2"2n) ~J. 
N = (1 - ki 2ln) (1 - ki2(m-n» (1 - k.i2n) 1X1 

- (1 - ki2m) (1 - ki2(m-n» (1 - k j- 2n) IX~ . 
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Taa ergibt sich aus der Arbeitsgleichung fUr den Zustand Man = - I, 
M bn = -I, aIle andern Mar = M br = 0 und den Verschiebungszustand 
Y a = -1 Die Belastung ergreift die Langstrager a und b in den 
Feldern n und n + 1, durch negative Momente und belastet beide 

1 
Haupttrager gleichmaBig durch - T in den Knotenpunkten n - 1 

und n + 1, sowie durch + ~ in den Knotenpunkten no Mithin lautet die 
Arbeitsgleichung 

10 Taa + 6~~t (Mn-I,a + 4Mna + Mn+I,a) I 
1 (61) 

+ 2 (Rn-1,a - 2 Rn,(L + Rn+1,a) T (baa + bab) - 2 Wn = 00 

In jedem Hauptt.rager entsteht das Moment M hn = - M na , also iRt 

Wn = - M"a E~e 0 Damit ergibt sich 

MIl-l,a = I(n - 1), Mna = I(n), Mn+ll, a = ((n + 1, 

R"_l,aol = - nt(n - 1) + b0gJ(n - 1), 

Rna 0 l = - n t (n) + b 0 gJ (n) , 

Rn +1, a l = - n f' (n + 1) + b q/ (n + ]) 
eingefiihrt und beachtet, daB 

t ~ u 
[ (n - 1) - 2 t (n) + 1 (n + 1)1 --+ 6 t (n) + ~ [- not (n - 1) 

.Ie + .It 2 

+ 2 a 0 t (n) - not (n + 1) + b 0 gJ (n - I) - 2 b 0 gJ (n) + b 0 gJ (n + I)] = 0 

ist, so ergibt sich 

I 0 Taa = - 2l (Je + J t ) [{ _ t (n + 1) + f' (n + I)} Je 
6 E J e 0 .It J e + J t 

+ ~ {a. f (n+ 1) -a· f' (n+ I) - b· gJ(n+ I) +bgJ' (n+ I)}] 

und da t (n + 1) = t' (n + 1) ist 

10 Taa = 2l~ (dua + dab) [p(n + 1) -p'(n + 1)]. (62) 
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Zur Berechnung der Stiitzensenkung c5ra wird die Elastizitatsgleichung (52) 
benutzt. 

j2 Mra + 6 M ra + 6 ~ J t j2 c5ra = ° . 
Sie geht infolge Gleichung (58) in 

j2 c5 lIP j2 R l2 j2 M - ° 
ra-12EJt ra+6E(Jt +Je) ra-

ii ber. Die Lasung ist fUr r ~ n 

flP l2 
c5ra = 12E • .It R ra - 6 E (JI + J e) M ra + IX + {J r (63a) 

und fur r > n 

(63b) 

Die Konstanten IX, lXI' {J, {Jl werden wie folgt bestimmt. Aus den Be
dingungen c50a = 0, c5",a = ° folgt, da die Funktionswerte Roo = R",a = 0, 
Moa = M",a = ° sind 

IX = 0, IXI = - {Jl • m. 

Fiir r = n miissen beide Funktionen denselben Wert annehmen, mithin 
ist n 

{Jl = - {J -~~- . 
m-n 

SchlieBlich erhalt man {J aus Gleichung (61), wenn beachtet wird, daB 

2 2 T (c5aa + c5 ab)[Rn-l,a- 2 RlIa + R"+l",J- 2wn = (c5n -],a -2 c5"a+ c5,,+ J,a) 

ist, so daB die Gleichung 
2l 2 

Taa+ 6E J t (M"-l,a + 4Mna + M"+I,a) + l ((In-I, a - 2 (Ina + (In+l, a) = ° 
besteht, welche auch als Arbeitsgleichung fUr den Belastungszustand 
Man = -1, Mbn = -1 aIle andern M a, Mb = 0, drei in n -1, n, n + 1 

angreifende lotrechte Krafte, die mit den Momenten Man = M bn= -1 
im Gleichgewicht stehen, und den Verschiebungszustand Ya = - 1 
aufgesteIlt werden kann. In diese Gleichung werden die Funktionen 
(63 a) und (b) einge fiihrt. So ergibt sich 

2P 2flP 
Taa·l+ 6EJt (Mn-l,a+4Mna+Mn+l,a)+ 12EJ

I 
(Rn- 1,a-2Rna +Rn+1,a) 

212 m 
6E (Jt + J e) (Mn - 1,a - 2 Mna + Mn+1"J - 2{J m _ n = ° 

oder 

{Jm 1 P [ ~ 
m - n = 2 Taa·l + 6EJI (Mn-l,a - 2M"a + M"+I,a) Je+ J t + 6Mna 

fll J + 2 (Rn-l,a - 2R"a + R"+I,a) . 
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Daraus ergibt sich infolge Gleichung (61a) 

Die Ordinate der EinfluBIinie fUr Y n in den Stiitzpunkten beider Langs
trager ist nun 

Durch Einfiihrung der Gleichungen (63a) und (63b) ergibt sich 

[ 2 J t 1 J c 12 
'1),.",= B,.a-M,.a [11 Jt+.Tc Jc+Jt '2b[p(n+l)-p'(n+l)] (64) 

J t 
+~,., Jc+Jt ' 

worin fiir r:S: n r = (m - nl!!-
\'r 2m 

und fiir r > n 

ist. 1m Punkte x des Feldes r + 1, positiv links der Feldmitte, ergiht 
sich die Ordinate del' EinfluBIinie aus den Stutzenmomenten M,.", M r+1 ,a 

und den Stiitzensenkungen zu 

12 - 4x2 
'I/xa= 481 [Mra (31+2x) +Mr+ 1,a(31-2x)]. 

12 
(65) 

2 EJtb [p (n + 1) - p' (n + 1)] (oaa + Oab) 

1+2x 1-2x 
+'I)ra 21 +'I),.+l,a 21 

Die Belastung Y b = -1 erzeugt die Momente Marb = -Mbrb = J.IIrb 
und die Stiitzdrucke R arb = -Rbrb = R rb • Die Arbeitsgleichung fUr 
dieBelastung Mar = +1, M br = 0, aIle andern Ma, Mb = ° und den Ver
schiebungszustand Y" = - 1 lautet 

Die innere Arbeit der Quertrager laBt sich ausdriicken durch 

_ A- = j2R b' (Jaa - (Jab 
lq r 1 . 
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Da die Stiitzdriicke Rarb , Rbrb ein Kraftepaar von dem Moment R rb • e 
bilden, entsteht in dem Knotenpunkt r des Haupttragers ha das Moment 

e . 
....:... M rb T und III demselben Knotenpunkt des Haupttragers hb das 

Moment + M rb ~ • Mithin ist in 

X+e X-e 
- Aih = -war~ - Wbr~' 

l e 
War = - M rb E Jc • T ' 

zu setzen, so daB 
- Aih = + M rb E ~c (~ r 

wird. Es ergibt sich also die Elastizitatsgleichung 

A'M" J" r + OM" + I'~l A' R" ~ 0, 

J c + (T J t 

, 12E J c ' J t 

~ = za [Jc ~ (~rJt] (baa - bab)· 

Daneben besteht die statische Gleichung 

,12 M rb = R rb • l . 

(66) 

(67) 

Beide Gleichungen gel ten fiir r = 1, 2· n - 1, n + 1 ... m - 1. baa - bal) 
ergibt sich aUR del' Arbeitsgleichung fur die angenommene BelaRtung 
Pa = 1 zu 

(X - e)2e2 
baa - bab = 24EJq • ), 

bei konstantem J q , und aus der verzerrten Momentenflache bei ver· 
anderlichem Tragheitsmoment. Die Differenzengleichungen (66), (67) 
haben die Form der Gleichungen (58), (59), und fiihren daher zu den· 
selben allgemeinen Li:isungen, wenn die k' bezeichnete Konstante aus 

(1 - kJ~ = w' = _ a' + b' 
k' - , 

berechnet wird. Es bestehen weiter diesel ben Bedingungen zur Be
stimmung der acht Konstanten, so daB die Funktionen (60 a-d) auch 
die Momente M rb und Stiitzdriicke R rb angeben, wenn in ihnen k durch k' 
ersetzt wird. 
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Die Winkelanderung r"" ergibt sich aus der Arbeitsgleichung fiir den 
Zustand Man = - 1, M"n = + 1 aile andern M a, M" = 0 und den 
Verschiebungszustand Y" = - 1. Sie lautet 

2l 
1· Tbb + 6E7t (Mn-l,b + 4 Mnb + Mn+l,b) + 

~aa - ~ab e 
+2(Rn-I,,,-2Rnb+Rn+I,") l -x(Wna-Wnb)=O. 

e 
1m Knotenpunkt n des Haupttragers ha entsteht das Moment - Mnb X, 

e 
im Knotenpunkt n des Haupttragers hb das Moment + Mn" X, mithin ist 

e l (e)2 X (wna - Wn") = - Mn" E J c X . 

Damit ergibt sich 

2l [ Jc + (IY Jt] r Jc 
1.T",,= - 6 E. J c • J t ,(Mn - l ,,, -- 2 Mn" + Mn+l,") --;(-e-;-)2=-- + 

- J c + X J t 

+ 6Mnb + t~l (Rn-I,11 - 2 R"" + Rn+l,b)] ; 

werden nun die Funktionen f (n) und qJ (n) eingefiihrt, so entsteht durch 
die ffir Gleichung (61a) durchgeffihrte Entwicldung 

2 b' -
1· Tbb = 12 (~aa - t5ab )[qJ (n + 1) - q! (n + 1)] , (68) 

wobei in qJ (n + 1) und q/ (n + 1) die Konstante k' einzusetzen ist. 
Fiir t5rb besteht die GIeichung 

A2 6E J t ,12 ~ _ 
LJ M rb .+ 6 M rb + -1-2 - LJ UrI! - O. 

Sie geht infolge GIeichung (66) in 

l2 ~ -( )
2 

,1215 b __ ,/l3 ,12R I. + --~---~--- ,12M b = 0 

r 12 EJt rJ 6E [Jc + (I-rJt] r 

fiber. Die Losung und Bestimmung der Konstanten ist eben so durch
zuffihren wie bei Berechnung von t5ra • Mithin ergibt sich 

G r ii II i n g, Statik. 39 
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Die Ordinate der EinfluBlinie fiir Jb in den Stiitzpunkten ist 

Die positiven V orzeiehen gelten fiir den Langstrager a, die negativen 
fiir den Langstrager b. 1m Punkte x des Feldes r + 1, positiv links del' 
Feldmitte ergibt sieh die Ordinate der EinfluBIinie aus den Stiitzen
momenten Mrb , Mr+1,b und den Stiitzensenkungen 

12-4x2 
'I'/xb=+ 481 [lJI,.b(31+2x) + M r +1,b(3l-2x)] 

Die Ordinate del' EinfluBlinie fiir das Stiitzenmoment Man erhalt man 
in 1)xa+ 17xb, fUr das Stiitzenmoment M bn in 17xa - 17xb' Die EinfluH
linien erstreeken sieh fiir beide Stiitzenmomente iiber beide Langs
trager, doeh hat fiir den Langstrager b 1}xb das negative Vorzeichen ge
maH Gleiehung (69) und (70). 

Beispiel. Sehienentrager cineI' zweigleisigen Eisenbahnbriicke von 
130 m Spannweite und 20 Feldern l = 650 em. Beide Sehwellentrager 
cines Gleises seien zu einem Trager zusammengefaBt. Die Haupttrager 
sind Halbparabeltrager von 20 m Hohe und 1230 em2 Gurtquersehnitt. 

J c = 2 . 1230 . 10002 = 2460 . 106 em4 , 

J t = 113400 em4 J q = 1500000 em4 A =' 900 em e = 350 em . 

-JJc_J- ist so wenig von 1 versehieden, daB es = 1 gesetzt, (1. h. die Elasti
c + t 

zitat del' Haupttrager vernaehlassigt werden kann. 
1. Moment in Briiekemnitte. n = 10. 

I = _-lie (A - e)2 (A + 2 e) _ 113,4 5502 • 160~ _ (] r: 
f J q 2 [3 - 1500 2.650:1- 0,0 }6.J, 

1 1 1/--
a = - = if>,! , b = - f 1-12 u = 6 71 

fI ,u I " 

kl = - 3,2 - Y3,22 - I = - 6,24, 7c2 = - 9,9 - Y9,92 -=1 = -19,75, 

£Xl = - 2 1/3 22 - 1 = - 6 08 y , , , £X 2 = - 2y9,92 -1 = -19,70. 
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Da 6,24- 00 "" 0 und 19,75-00 "" 0 ist, wird 

N = (Xl - (X2 = + 13,62, 

'= J t (A. - e)2 e2 = 113,4. 5502 • 3502 = 000568 
ft Jq 213 A. 1500 2· 6503 • 900 ' 

a: = -!, = 176, b' = 176 VI-12. ft' = 169,9, 
ft • 

k~ = - 2,05 - V2,052 -1 = - 3,84, k2 = - 172 - V1722 -1 = - 344, 

(X~ = - 2 V2,052 - I = - 3,58, (X2 = - 2 VI722 -1 = - 344, 
N' = 340. 

Mit sehr groBer Genauigkeit kann die weitere Rechnung nach folgen. 
den Formeln durchgefiihrt werden 

Mr N = k1-10 • (X2 - k2-10 • lXI' 

Rr·l·N = -a· Mr·N + b (k1-1O • (X2 + k2-1O • (Xl)' 

N [tp (n + I) - tp' (n + I)] = (kl - kIt) (X2 + (k~ - kit) (Xl = 2IXI ' (X2' 

l 
YJr = (Rr • l . N) 4 b ' 

(Xl • (X2 • 

welche mit k, (X, N die Werte fiir Y a , mit k', (X', N' die Werte fur Y b 

ergeben. 
4 (Xl • (X2 • b -- -----

l 

4 . 6 08 . 1970· 6 71 
-- ' 65~ , = 4,945 

4 . 3,58 . 344 . 170 
650 = 1320. 

Tafel I giht die danach berechneten Werte. 

r II MaN 

10 II - 13,62 
9 :1 + 2,87 
8 Ii - 0,494 
71.+ 0,081 

+ 33,02 
- 19,83 
+ 3,95 
- 0,67 

Tafel I. 

- 340 
+ 89,8 
- 28,8 
+ 6,1 

+ 860 
- 543 
+ 142 
- 87 

+ 6,650 
- 4,010 
+ 0,795 
- 0,186 

'Ib 

+ 0,650 
- 0,410 
+ 0,108 
- 0,028 

Die Formel fiir die Ordinate YJx wird zur Durchfiihrung der Rechnung 
2x 

zweckmaBig durch Einfuhrung der Veranderlichen z = T umgeformt zu 

I 
lJx = l (1 - Z2) [Mr' N . (3 + z) + Mr+! . N . (3 - z)] 4 b 

ft . eX l • (X2 

+ i [lJr (1 + z) + YJr+l (I - z)] . 

Danach werden die Ordinaten in Punkten gleichen Abstandes berechnet, 
die durch Teilung der Feldweite l in eine Anzahl gleicher Strecken ent
stehen. In folgendem sind 10 Teilungen gewahlt, so daB z die Zahlen 
1; 0,8; 0,6; 0,4; 0,2; 0,0; -0,2; -0,4; -0,6; -0,8; -1,0 durchlauft. 

89* 
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Die so berechneten Orclinaten sind in Tafel 2 zusammengestellt. Sie 
geben die l\fomente Ya, Yb, Ma, Mb fiir Belastung des Langstragers a 
an. Die EinfluBlinien fUr Belastung des Langstragers b erhaIt man durch 
Vertauschung von Ma und Mb• Die Langen sind in Zentimeter eingefiihrt, 
die Zahlen geben also die Momente in Lasteinheit und Zentimeter an. 

Tafel 2. 

Y a Yo Ma M. 

Feld 8 
1 - 0,136 - 0,028 - 0,164 - 0,108 
{- - 0,256 - 0,350 - 0,606 + 0,094 
:l - 0,375 - 0,725 - 1,100 + 0,350 n ., - 0,504 - 1,115 - 1,619 + 0,611 ii 
-!- - 0,584 - 1,440 - 2,024 + 0,856 
0 - 0,621 - 1,670 - 2,291 + 1,049 

- 0,568 -1,785 - 2,353 + 1,217 
;) - 0,424 - 1,710 - 2,134 + 1,286 
:l - 0,161 - 1,385 - 1,546 + 1,224 fl 
~. + 0,239 - 0,900 - 0,661 + 1,139 
'i + 0,795 + 0,110 + 0,905 + 0,685 

Feld 9 
1 + 0,795 + 0,110 + 0,905 + 0,685 
J + 1,500 + 1,360 + 2,860 + 0,140 
:l + 2,265 + 2,815 + 5,080 -0,550 ii , + 2,960 + 4,275 ..L 7,235 -1,315' 5- I 

! + 3,470 + 5,600 + 9,070 - 2,130 
0 + 3,675 + 6,45 + 10,125 - 2,775 

-} + 3,475 + 7,000 + 10,475 - 3,525 ., + 2,845 + 6,600 + 9,445 - 3,755 
i + 1,300 + 5,350 + 6,650 - 4,050 

-.;. - 0,910 + 3,600 + 2,690 - 4,510 
1 - 4,010 - 0,410 4,420 - 3,600 

Feld 10 
1 - 4,01 - 0,41 - 4,42 - 3,60 
4 -5- - 8,05 - 5,15 - 13,20 - 2,90 
H- -12,50 - 10,70 - 23,20 -1,80 
u - 16,6 - 16,30 - 32,90 -0,30 
1 - 20,35 - 21,15 - 41,50 +0,80 .. 
0 - 22,60 -24,8 - 47,40 +2,20 
1 - 22,95 - 26,50 - 49,45 +3,55 
" 
" 

- 20,75 - 24,95 -:- 45,70 +4,20 
,J - 15,50 - 20,95 - 36,45 +5,45 ;j 

J - 6,60 - 12,55 - 19,15 +5,95 
1 + 6,65 + 0,65 + 7,30 + 6,00 

Moment iiber Stiitze 1 

N = £Xl (1 - kJ 2 ) - £x2 (1 - k12), N = - 6,08·0,9997 + 19,7·0,9744, 
N = 13,12 N' = - 3,58 + 344 . 0,932 = 313, 

Mr· N = [k1r + 1 (1 - k12) £X2 - ki r+! (1 - ki 2 ) £Xl]' 

Rr ·Z· N = - aMr· N + b [k1T + I (1 - k12) £X 2 + kiT+! (1- ki 2) £Xl], 

N [rp (n + 1)- rp' (n + 1)] = 2 £XI £X2 , 

Z 
17r = (Rra ZN) -4 --b·' 

£XI £X 2 
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In Tafel 3 sind die so berechneten Werte zusammengestellt. 

Tafel 3. 

r Ral· N I Mo·N' I Rol·N' I 
0 

I 

0 

I 

- 0 0 - 0 
1 - 13,12 + 29,30 +.5,9 - 313 +709 + 0,528 
2 + 2,85 - 20,22 - 4,09 + 83,3 -500 -0,375 
3 

I 

- 0,488
1 

+ 3,90 + 0,79 - 21,74 + 132 + 0,099 
4 + 0,080 - 0,66 - 0,134 + 5,67 - 34,4 - 0,026 
5 II - 0,012 + 0,10 + 0,020 - 1,49 + 11,0 + 0,008 

Die Ordinaten der EinfluBlinien fiir Belastung des Tragers a, die ebenso 
berechnet werden wie ftir den Sttitzpunkt 10, zeigt Tafel 4. 

Tafel 4. 

z II Y a Yo Ma Mo z II Fa Yb Ma Mo 

Feld 1 Feld 3 

0 0 0 0 1 - 4,10 - 0,37 - 4,47 - 3,73 
7,20 8,10 - 15,70 + 0,90 4 - 0,99 + 2,86 + 1,87 - 3,85 '5-

" - 13,85 - 15,70 - 29,55 + 1,85 " + 1,22 +4,94 + 6,16 - 3,72 ;') ~ 
[) - 19,65 - 22,40 - 42,05 + 2,75 -r,- + 2,67 +6,06 + 8,73 - 3,39 
I - 24,05 - 27,40 - 51,45 + 3,35 l + 3,50 +6,30 + 9,80 - 2,80 
0 5 

- 26,45 - 30,50 - 56,95 + 4,05 0 + 3,61 +5,93 + 9,54 - 2,32 
- 26,70 - 31,30 - 58,00 + 4,60 + 3,44 + 5,07 + 8,51 - 1,63 

5 - 23,80 - 29,15 - 52,95 + 5,35 ;; + 2,93 + 3,91 + 6,84 - 0,98 , - 17,90 - 23,35 - 41,25 + 5,45 " +2,23 + 2,58 + 4,81 - 0,35 'I 7 I t 

11+ 
8,10 - 13,60 - 21,70 1+ 5,50 + 1,46 + 1,22 + 2,68 +0,24 

1 ~ 

5,90 + 0,53 + 6,43 + 5,37 1 I +0,79 +0,10 + 0,89 +0,69 

Feld 2 Feld -1 

} II~ 5,9 + 0,53 + 6,40 1+ 5,40 +0,79 +0,10 +0,89 + 0,69 
6,85 - 11,25 - 18,10 + 4,40 4 +0,24 - 0,74 - 0,50 -t- 0,98 r,-

+ Ii - 15,45 -19,30 - 34,75 + 3,85 ~- -0,15 -1,29 -1,44 -t- 1,14 
1, ,i - 20,45 - 23,25 - 43,70 -t- 2,80 u 

- 0,42 - 1,58 - 2,00 -t- 1,16 
!. '1- 22,55 - 24,10 - 46,65 + 1,55 '!- - 0,55 -1,64 - 2,19 -t- 1,09 
o I' - 22,15 - 22,50 - 44,65 +0,35 () -0,60 -1,54 - 2,14 -t- 0,94 

-A : - 20,05 - 19,80 - 39,85 - 0,25 -t - 0,58 -1,32 -1,90 +0,74 
-- f, ,i - 16,35 - 14,85 - 31,20 - 1,50 5 - 0,49 - 1,01 - 1,50 -t- 0,52 
-if ,i - 12,20 9,70 - 21,90 -2,50 " -0,37 - 0,67 - 1,14 +0,30 

.. 11- 800 - 4,57 - 12,57 - 3,43 -ill -0,25 - 0,32 - 0,57 -t- 0,07 
1 11- 4:10 - 0,37 - 4,47,- 3,73 - 0,13 - 0,03 - 0,16 - 0,10 

Es bezeichne 1}n-l,r tlie Ordinate der EinfluBlinie im Felde r, fiir das 
Moment tiber der Sttitze n - 1, und 1}n,1' die Ordinate der EinfluBlinie 
desselben Feldes fiir das Moment tiber der Sttitze n, Die Ordinate der 
EinfluBlinie im Felde r fiir das Moment des Langstragers in Mitte des 
Feldes n ist dann zu berechnen a us 

r§ n 

17 = !(1}n-l,r + 1}n,r), 

r=n 
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wenn z = 2t beiderseits der Feldmitte positiv eingefiihrt wird. Nach 

diesen Formeln sind die Ordinaten der EinfluBlinie fiir das Moment 
eines Langstragers - a - in der Mitte eines ill Bruckenmitte gelegenen 
Feldes ermittelt, fiir welches mit groBer Genauigkeit 'Y/nr = 'Y/n-I,r-l 

gesetzt werden kann. Tafel 5 gibt die Ordinaten an, die Spalte a fiir die 
Felder des Langstragers a, Spalte b fiir die des Langstragers b. Ferner 
sind in Tafel 6 die Ordinaten der EinfluBlinie fiir das Moment eines Langs
tragers - a - in 0,4 1 des Feldes 1 eingetragen, die aus den Ordinaten 
'Y/lr berechnet sind. 

1 
4 
-5 
3 
~-

;; 
I -r,-

° I 
5 
:I 
5 
:I 
ii , 
1 

1 

g 
I 

0 

~t 
~ 
1 

+ 
+ 

Felder n - 2, n + 2 

a I b 

+0,37 
+ 1,13 
+ 1,99 
+2,80 
+ 3,52 
+ 3,92 
+4,05 
+3,66 
+2,54 
+ 1,04 
- 1,75 

Feld 1 

(l b 

+0,29 
+0,11 
- 0,10 
- 0,35 
- 0,63 
- 0,83 
- 1,15 
- 1,24 
-1,40 
- 1,65 
-1,45 

Tafel 5. 

Felder n - 1, n + 1 

a I b 

- 1,75 
- 5,15 
- 9,05 
- 12,80 
- 16,20 
- 18,50 
- 19,50 
- 18,20 
- 14,90 

8,40 
+ 1,42 

Tafel 6. 

Feld 2 

-1,45 
- 1,35 
- 1,15 
- 0,80 
- 0,70 
-0,20 
- 0,00 
+ 0,20 
+0,70 
+ 0,70 
+ 1,17 

Feld :3 

Feld n 

a 

+ 1,42 
+ 16.3 
+ 35,1 
+ 58,1 
+ 84,5 
+ 115,6 
+ 84,5 
+ 58,1 
+ 35,1 
+ 16,3 
+ 1,42 

+ 1,17 
+ 1,55 
+ 1,85 
+ 1,95 
+2,20 
+ 2,20 
+ 2,20 
+ 1,95 
+ 1,85 
+ 1,55 
+ 1,17 

Felrl 4 

(l b (l b a b 

0 
32,8 

0 
+ 0,35 

==0=+=;,56 ' + 2, 15 1- 1,79 - 1,50 + 0,35 + 0,27 
7,25 + 1,75 - 0,74 - 1,54 - 0,21 + 0,38 

- 13,65 + 1,35 + 2,46 - 1,48 - 0,57 + 0,45 56,1 + 0,75 
+ 100,2 + 1,10 - 17,3 + 0,90 + 3,48 - 1,35 - 0,80 + 0,46 
+ 135,4 + 1,30 - 18,6 + 0,65 + 3,92 - 1,12 - 0,88 + 0,44 
+ 107,1 + 1,40 - 17,8 + 0,15 + 3,82 - 0,93 - 0,85 + 0,37 
+ 81,7 + 1,90 - 15,9 I - 0,10 + 3,40 - 0,61 - 0,75 + 0,29 
+ 56,8 + 2,10 
+ 35,4 I + 2,15

1 + 14,3 i + 2,20 
+ 2,56: + 2,15 

- 12,5 I - 0,60 + 2,73 - 0,39 - 0,60 + 0,21 
- 8,78

1

- 1,00 + 1,92
1

- 0,14
1

- 0,41 I + 0,12 
- 5,02 - 1,40 + 1,04 + 0,09 - 0,23 + O,o~ 
- 1,79 - 1,50 + 0,35 + 0,27 - 0,06 I - 0,0i) 

86. Der Balkenrost. 
Auf m - 1 parallelen Balken gleichen Abstandes 1 liegt eine diese 

rechtwinklig kreuzende Schar von p Balken in gleichem Abstand A. 
Die Balken der unteren, I bezeichneten Lage sind in den Punkten 0 
und p + 1 unverschieblich gestutzt, die Balken der oberen, II bezeich
neten Lage in den Punkten 0 und m. Letztere werden a, b .. p bezeichnet. 
Das Tragheitsmoment J der Balken der Lage II sei konstant oder in 
allen Feldern in gleicher Weise symmetrisch zur Feldmitte veranderlich. 
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Das Tragheitsmoment der Balken list Iangs der Achse beliebig ver
anderlich, aber in jedem zu II parallelen Schnitte in allen Balken gieich. 
Mna .. . Mnp bezeichnen die Momente, Rna.·. Rnp die Stiitzdriicke der 
Balken a. . .. p Iangs des n-ten Balkens I. Um den EinfIuB der Momente 
MiT (r = a . .. p) zu untersuchen, werden iiber dem Balken Ii Gelenke 
eingeschaltet und die Querschnitte beiderseits der Gelenke durch die· 
zunachst unbestimmten auBeren Momente MiT belastet. In den Punk
ten n = 1 ... i-I sowie n = i + 1 ... m - 1 bestehen die Elastizi
tatsgleichungen und Stiitzdruckgleichungen (r = a . .. p) 

a) J2 M 6 M 6 E . J ~ J2 R !5 _ ) nT + nT + -l2~- ..:::;..v. nv· TV;- 0 , 
a 

J2 Mnr = Rnr • l. 

(71) 

b) 

Hierin ist I5rv die Iotrechte Verschiebung der Balken I im Punkte r 
erzeugtdurch die Last Pv = 1 im Punkte v desselben Balkens. Die 
Gleichungen, deren Anzahl 2·2 P ist, sind durch die Rnv untereinander 
verkniipft und bilden demnach 2 in i getrennte Systeme von je 2 p 
simultanen Differenzengleichungen. Zu jedem System gehoren p 
unbekannte Momente und p Stiitzdriicke in i. AuBerdem sind p Momente 
und p Stiitzdriicke in den Endpunkten 0 und m vorhanden. Mithin 
stellen die Differenzengleichungen 2 p (m - 2) lineare Gleichungen mit 
2p (m + 2) Unbekannten dar und die vollstandige Losung muB 2·4 P 
willkiirliche Konstante enthalten. Wird das Moment in einem der 
Balken II, z. B. IIa. Mna = C . kn gesetzt, dann ist Mnr = C . r . kn, 
Rna· l = C . a' . kn, Rnr · l = C . r' . len einzufiihren. Mit diesen Teil
li:isungen folgt aU8 den Gleichungen (71 b) 

( 1 - le)2 a'= -k- =W, r'=l··W. 

Die Gleichungen (71a) nehmen die Form 

6E·J p 
r (w + 6) + -l-a - W2~V ·l5rv = 0 (72) 

a 

an. Hieraus wird W eliminiert, indem jede Gleichung mit E)3 2 mul-
6 w·r 

tipliziert wird. Das erste Glied ist dann in allen Gleichungen (::J6~!3, 
mithin erhalt man, indem man je 2 Gleichungen voneinander abzieht, 
p - 1, Gleichungen, die nur a = 1, b . .. p enthalten. Die erste der 
Gleichungen (72) lautet: 

(w + 6) l3 
6E J w2 + l5a = 0, 

p 

l5a = .2J v • l5av 

q. 

(72 a) 
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wird nun der Reihe nach die 2te, 3te ... pte Gleichung von der ersten 
abgezogen, so ergeben sich p - 1 Gleichungen 

1 p 

ba = r .L} v . bTv (r = b ... p) 

oder a 
p 

r· ba = .l} V • brv , (73) 

" 
r· 15" = bra + b brb + C • brc + ... + r brr + ... + p. bTl' 

-bra=b.b'b+c·b,c+ ... +r(brr-ba) + ... +p.brp . (74) 

Diese Gleichungen sind, wenn ba gefunden ist, linear in b . .. p. Um 
ba zu berechnen, werden sie nach b . .. p aufgelOst. Man erhalt so 
b ... pals Funktionen von ba , fUhrt diese in die rechte Seite der Glei
chung 

ein und berechnet aus dieser ba . Die Determinante aus den Beiwerten 
der Unbekannten in den Gleichungen (74) enthalt ba in jedem Glied 
der Diagonale von b bis p in der Form 15fT - ba . Mithin steht ba in 
jedem der Werte b . .. p im Zahler in der p - 2ten oder p - 3 ten, im 
Nenner in der p - 1 ten Potenz. Da im Zahler wie im Nenner auch b~ 
vorkommt, erhalt man fur b" eine Gleichung pten Grades mit 
p-Wurzeln. Jedem Wurzelwert baa . .. bap gehort ein Satz von Werten 
b ... p zu, die damit gefunden sind und ba . .• bp , Ca . .• cp usw. bc
zeichnet werden sollen. Fur jeden Wert 15" besteht nun die Gleichung 

W + 6 + P w2 = 0 
2 ' 

(75) 

12EJ 
It = -l3- . ba , 

aus cler sich 2 Wurzeln fur w und weiter 4 Wurzeln fUr k ergeben. Mithin 
bestehen 4 p -Wurzeln k und ebenso viele willkurliche Konstante in 
jedem der beiden Gleichungssysteme n = 1 ... i-I und n = i + 1 ... 
m - 1 . Die gefundene Losung ist vollstandig. Sie hat ftir beide Systeme 
die Form 

P 

a) Mn, = L:r" [01 k: 1 + 0~k~2 + 03 k;;' + 04k;~'l, 
" 
l' 

(7(j) 

b) Rn,·l = 2;r" [W"I (01 k~1 + 03 k;t) + W"2 (02k~2 + 04 k;~')J. 
a 

Fur beliebige Werte MiT wird die Bestimmung der Konstanten sehr 
umstandlich, da die 2·4 p linearen Gleichungen, durch welche die Rand
bedingungen auszudrticken sind, mindestens 4 p Konstante gleich
zeitig enthalten. Eine wesentliche Vereinfachung erhalt man durch 
Zusammenfassung der p-Momente MiT in p-Gruppen Y a . .. Y p , deren 
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Einzelwerte nach den Wurzelwerten ra' .. rp abgestimmt sind. Man 
setzt 

Y a Y b Y" Yp 

Mia 1 1 1 1 

Mib ba bb b" bp 

M i , ra rb r" bp 

Mip Pa Pb p" Pp 

1st nur eine Gruppe, z. B. Y" von ° verschieden, so lassen sich alle 8 P 
Randbedingungen 

n=O, Mor = 0, 

M~" = 0, 

Ro, = 0, 
R;nr=O, n=m, 

n=i, Mi,=r,,· Y,,=Mir, 

R ir = RiT' 
M i - 1" - 2 Mi, + M;+l,r = RiT·l, 

in denen M' und R' die Funktionen fUr den Ast i + 1 ... m bezeichnen, 
durch 8 Konstante erfiillen, die in den Funktionen 

lJ'I"p = '1'" [01 k;\ + O2 k!:2 + 0 3 k-;;- + 0 4 k-;;] 1 
·(77) 

Rnr . l = 1'" [U'" 1 ( 0 1 "':1 + Oa k-;;') + 'W" 2 ( Oa k:2 + 0 4 k-;~t) 11 
fUr n <. i und denselben Funktionen mit 4 Konstanten C' fiir n ?:: i vor
kommen. In Nr. 85 ist diese Bestimmung der Konstanten fiir den Fall 
r" = - 1 durchgefiihrt. Die in der Gleichung (60) angegebenen, mit 
- Y,,' r" multiplizierten Funktionen erfiillen die vorliegenden Bedin
gungen. Daraus folgt: 1st nur eine Gruppe Y" vorhanden, so stehen die 
Momente und Stiitzdriicke langs jeder Parallelen zu den Balken I zu
einander in dem Verhaltnis 1 : b" : c" ... p". Da die Durchbiegung Om, 
im Punkte m des Tragers II, eine lineare Funktion der Momente Mnr 
und Stiitzdriicke RnT ist, gilt dieselbe Beziehung auch fiir 0"" 
und aus demselben Grunde fUr die gegenseitige Drehung {}, der Quer
schnitte beiderseits des Gelenkes in ides Balkens r. Fiir die Durch
hiegungen On, iiber den Balken list diese Reziehung in den Gleichungen 
(73) bereits als Bedingung fiir die Berechnung von Oa und den Werten r" 
aufgestellt. Denn Oa ist die Durch biegung eines der Balken I im Punkte a , 
die durch die Stiitzdriicke Ra = 1, Rb = b , Re = c . .. Rp = P 

p 

erzeugt wird und ~ v . Orv diesel be Durchbiegung im Punkte r. Da 
a 

nun b . .. P aus P - 1 Bedingungen 
p 

r . Oa = 2J v . Orv 
a 

berechnet sind, so erfiillt der Satz der Werte b ... P die Gleichungen 
on" : 0nb : One : ... = 1 : b : c .... 
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Die gefundenen Beziehungen gelten fiir jede Y-Gruppe. Mithin 
erhalt man die Momente jedes Balkens II, iiber n als Funktion del' Y 
in den Gleichungen 

ns:.i 

71,1' _ ~~.1",. [kn - i(l k- 2m) (1 _ ~-2(m-i» (1- 7.- 2n) X2 
.1U" ,,- - ..:.: " • 'f" " 1 -" 2 ;.;" 1 Iv" 1 N 

a 

k n - i (1 k- 211t) (1 1.'-2 (m-i» (1 k- 2n) (Xl] - ,,2 -,,1 - ·,,2 -,,2 N' 

716" _ '-::'"TT,.. k"l (1 k- 2"') (1 k.-2 (m-n» (1 7 .• -2i)~" P [ i-n Nn 

o.Unr - - -7;:-" L,,' I" - ·,,2 - -,,1 -n·"l N 

7.i - n (1 7.-2",) (1 7.- 2 (m-n» (1 _ 7 .. - 2i ) (Xl] - ,,,,,2 - n'"l - n,,2 ,.·,,2 N 

und die Stiitzdriicke durch Gleichungen derselben Bauad mit den 
Funktionen (60b und d). 

Die gewahlten Y-Gruppen besitzen den weiteren Vorteil, daB ihre 
Verschiebungszustande voneinander unabhangig sind. 

0,,, = 0", = O. 

Del' Weg von Y, = -1 infolge Y" = -1 sei durch die {},,,, die Wege 
del' Momente ]}fi' = -1 infolge Y" = -1 ausgedriickt, 

0,,, = {}a" + b,. {}b" + c,{Je" + .,. + p,' -0.1'''' 

0", = {}ar + b,,· {hr + c" {}er + ' .. + p" • Opr 

wie oben gezeigt ist 

{}",,: {Jb,,: {Je,,: , .. : 'H1''' = I : b,,: C,,: ." : p", 

{Ja r : {h, : {} c,: ' .. : {} 1" = I : b, : C,: ... : PI"' 
Daraus folgt 

0,,, = {Ja" (l + b,. b" + C,' c" + .,. + Pr' pJ , 
0", = {Jar (1 + b,' b" + Cr' C" + , .. + p,' p,,) . 

Da nun aus den P- Y-Gruppen im allgemeinen P verschiedene Werte {Ja 

entstehen, kann del' Satz Ma xwells von del' Gegenseitigkeit del' Form
anderungen nul' durch 

0,,, = 0", = 0, 

1 + b" . br + e" . c, + ... + p" • Pr = 0 

erfiilIt werden. Die letzte Gleichung ist fUr eine geringe Zahl von Bal
ken II auch aus den Gleichungen (73) abzuleiten. Sind i p2 Wurzelwerte 
b • .. P gefunden, dann lassen sich die iibrigen einfacher aus diesen Glei
chungen berechnen. 

Die EinfluBlinie fiir Y k erhalt man aus del' Biegungslinie, die 
durch Y" = - 1 erzeugt wird. Um diese zu berechnen, geniigt es, die 

(78) 



Der Balkenrost. 619 

durch Y x = - 1 erzeugten Stiitzemnomente M .. und Stiitzdriicke R .. 
eines der Balken II, am einfachsten fiir IIa, nach Gleichung (78) zu 
bestimmen. Daraus erhl:ilt man die Ordinate der Biegungslinie omax 

und {fax nach dem in Nr. 85 angegebenen Verfahren und die Ordinate 
der EinfluBlinie 1]a" in 

Oma" 1]~" 
1]a" = 7'}a~ (l + b~ + ... + p~) = 1 + b~ + ... + p~ . 

Fiir den Balken r (r = b ... p) ergibt sich weiter 

17r,,=r,,·1]a,,· 

Die EinfluBlinie fiir das Stiitzenmoment M iv ist dann aus den Ordinaten 
der EinfluBlinien fiir die Y zusammenzusetzen. 

Yva=Va '17aa+ Vb1]ab+ .,. +vp '1]ap 

ist demnach die Ordinate der EinfluBlinie fUr M iv langs des Balkens 
IIa und 

Yvr = v" • ra '1]"a + Vb • rb' 17ab + ... + Vr • rp • 1]ap 

die EinfluBlinie langs des Balkens IIr . Ebenso ergibt sich 

Yrv = r,,' V,,' 17,,,, + rb' Vb' 17(/0 + ... + rp' Vp' 1]ap' 

Yrv = Yvr . 

Die Ordinate der EinfluBlinie fiir M iv hat langs des Balkens 111' die
selbell Werte wie die Ordinate der Einflul3linie fUr M ir langs des Bal
kens IIv' 

Die Berechnung aller Einflul3linien ist damit auf die p-malige Be
rechnung der Einflul3linie fiir einen der Balken II zuriickgefiihrt, deren 
Ausgangspunkt jedesmal die Gleichungell (78) bilden. Aus den p ver
schiedenen Werten oa ergeben sich p verschiedene Werte p, in Glei
chung (75), daraus p verschiedene GraBen kl k2 und weiter p verschie-

den~i!aO;dinate der Einflul3linie 1]~" = O~,a" im Felde n ist nach Glei-
chung (65) aus der Formel ax 

l2-4x2 

1]~" = ~-l- [M .. -l,a (3Z + 2 x) 
l2 

+ M"a (3l- 2 x)] E:;I. 0" [(P (n + I) - 9/ (n+T)fw' 

l+2x l-2x 
+ 17"-1'''~ + 17na~. 

1 ~
w' = - yl - 12p, 

P, 
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2x 
zu berechnen, die dazu durch z = -l- zweckmiiBig auf die Form 

'r}~" 1 - Z2 • 1 -= [Mn-Iu(3+z)+Mna(3-z)] 
l 4l'I-I2,u[ip(n+I)-q:>'(n+I)) , 

(79) 

+ 'r}nZI,a (1 + z) + 'r}~a (1 - z) , 

'r}"a Rna' l 

~YI-12,u[ip(n + 1) -ip'(n + 1)] 
,u 

b h . d N· 12 E . J . ba . . Z hI d ·ff d ge rae tWIT. un 1St It = --v-- erne rClne a , as tn t em-

naeh aueh fUr k und alle GraBen zu, die aus ,u zu bereehnen sind. Daraus 
folgt, daB auch die Funktionen fiir Mna und Rna' l [Gleiehung (77)J 
Zahlen sind. Wird x in Teilen von l ausgedriiekt, so ist die reehte 
Seite der Gleichung (79) eine von l unabhangige Zahl, die dureh ,u allein 
bestimmt ist. Man kann daher fiir verschiedene Werte von ,u Kurven 
bereehnen, deren Abszissen und Ordinaten Zahlen sind, und aus dies en 
die EinfluBlinie langs eines Balkens nach Bestimmung des jeweils 

zutreffenden Wertes,u dureh Multiplikation mit ~~~--.-.. - ge-
winnen1). + ,,+ ,,+ 

S7. Durchlaufcndcr Balkcn auf Pfostcn mit cingcspanntcn FliGcn 
(Abb. 419). 

Die Pfosten werden von 0 bis m gel.ahlt, sie haben gleiehen Abstand l, 
gleiehes Tragheitsmoment J v und den Querschnitt P. Der Balken 
hat in allen Quersehnitten das Tragheitsmoment J o. Es bezeichnet 
Mvn das Moment im Pfosten n fiir den Querschnitt in 1/3 der Rohe h. 

1 I LI 
o ~-------' n 

Abb.419. 

I 1 
m. 

Hn die Querkraft, Rn die 
Normalkraft im Pfosten n. 
Der Pfosten n sei dem Rah
men n, n + 1, der Pfosten 
n + 1 dem Rahmenn + 1, 
n + 2 zugezahlt und der 
Augenpunkt fiir jeden Rah

men im Inneren gewahlt. Dann ist llfvn als Moment der Krafte am 
unteren Drittel des Pfostens positiv rechtsdrehend, Hn als horizontale 
Komponente der Resultierenden derselben Krafte positiv von reehts 
naeh links gerichtet. Rn sei als Druckkraft positiv angesetzt. 

Ferner bezeiehne Mnr das Moment im Riegel n, n + I unmittelbar 
rechts vom Pfosten n, llfnl das Moment im Riegel n - 1, n unmittelbar 

1) Wit t, P.: Berechnung eines Systems gekreuzter Trager, Diss. Hannover 
1923, entwickelt das Wesentliche der Lasung und berechnet eine Anzahl von 
EinfluBlinieu fiir verschiedene Werte fl. 
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links vom Pfosten. Da der Riegel n + 1 dem gleichnamigen Rahmen 
zugezahlt wird, ist Mnr als Moment der Krafte links des betrachteten 
Riegelquerschnittes rechtsdrehend, Mnl als Moment der Krafte rechts 
des betrach teten Riegelq uerschni ttes linksdrehend positiv. Ab b. 419 zeigt 
die positiven Richtungen der eingefiihrten Krafte und Momente. 

Die Rahmen n und n + 1 seien unbelastet. Die Arbeits-
- ~ 

gleichung fiir den Zustand Mnl = Mnr = + 1, aile andern M = 0, H = 0, 
- - 1 - 2 

in welchem die Stiitzdriicke Rn- 1 = Rn+! = T' Rn = -T auftreten, 

und den Verschiebungszustand des statisch unbestimmten Systems lautet 

n-1 -1f.1h -¥.1h n 

Abb. 420. Abb. 421. 

Die Arbeitsgleichung fiir den Zustand H n - 1 = 1, HI! = - 1, 
- -

Mn-l,r=Mnl=~h, aile andern M=O, H=O (Abb.420)lautet 

Die Arbeitsgleichung fiir den Zustand Mv,n-l = + 1, Mvn = -1, 
Mn - 1 r = M"z = + 1, aile andern M = 0, H = ° (Abb. 421) lautet 

(Mn-1,r + M nl) 2~Jo + (Hnh-·- H")th 4;J" } 
_ (82) 

+ (M",n-l - Mvn) EJv - O. 

Aus (81) und (82) folgt 

Mv,n-l - Mvn = 0. 
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Mithin Hefem die Gleichungen (81) und (82) cine Elastizitatsgleichung, 
die in der Form 

angeschrieben werden kann, wenn 

l/=l~, 
Jo 

ist. Ebenso folgt fiir den Rahmen n, n + 1 

und 

n4 

Mvn = Mv,n+l 

M~e 
----r------~trnr 

tin n 
Abb. 422. Ahb. 423. 

Eine weitere GlE'iehung folgt aus den Gleiehgewichtsbedingungen fur 
die in den Abb. 422 und 42:3 dargestellten Teile des Tragwerkes. Es 
bezeiehne QnZ die Querkraft fiir den Quersehnitt links und Qnr die fur den 
Quersehnitt reehts des Pfostens n. Dann folgt aus 

(n + I)M,,+l,Z = M"l + Mvn + Hnth + (Qnl + R,,) l, 

da Q"r = QnZ + Rn ist, ergiht sieh 

Mn-I,r - (Mnl + Mnt) + Mn+l,l = Rn l . (84) 

1m Knotenpunkt n mussen die in den Riegelquersehnitten und im 
Pfosten auftretenden Momente im Gleichgewicht sein; 

Mvn + H,,' -gh - M"r + Mill = o. 

Diese Gleichung wird durch die Ansatze 

Mnr = Y n + -~-Mvn + H,,-A-h, 
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erfiillt. Dieselbe Beziehung gilt fiir alle Knotenpunkte, mithin konnen 
statt Mnr und Mnl die Momente Y" eingefiihrt werden. Damit entsteht 
aus Gleichung (80) 

aus (83) 

aus (84) 

Yn - 1 + 4 Y n + Y"+l + (H"_l -- H"+l) hh 
+ fl(R"-l - 2 Rn + R n+ 1 ) = 0 

6Joh 
It = F.r· 

(85) 

Y n - 1 - 2 Y n + Y n + l + (Hn - l - H n +1) ~h - Rnl = O. (87) 

~~iir belastete Felder ergeben sich aus denselben Arbeitsgleichungen 
und Gleichgewichtsbedingungen Gleichungen, welche die Momente Y n , 

sowie die Krafte H" und Rn in denselben Ausdrucken enthalten, wie die 
vorstehenden, auBerdem jedoch Funktionen del' Lasten. Werden sie 
als Differenzengleichungen aufgefaBt, so stellen also die Gleiehungen (85), 
(86), (87) die homogene Form dar. Nun sind je m - 1 Gleichungen (85) 
und (87) und m Gleichungen (86) vorhanden, im ganzen also 3 m - 2. 
Die Unbekannten sind je m + 1 Momente Y n , Krafte H" und Rn , also 
3 m + 3 .. Die Zahl del' Unbekannten ubersteigt die del' Gleichungen 
UIll 5, die vollstandige Losung del' Differenzengleichungen muB also funf 
willklirliche Konstante enthalten. 

Zur Auflosung winl 7.weckmaBig aus den Gleiehungen (85) und (87) 
IIn - 1 - H"+I mit Hilfe del' Gleiehung (86) und del' analogen fiiI' den 
Rahll1Pll n, n + 1 bestehenden eliminiert. Letztere lautet 

.J h'+l' 
Y n + Y"+l + (Hn - H n +1) j h --2 z'-- = 0, 

dazu (86) addiert, gibt 

" h' + l' 
Y n - l + 2 Y n + Y n +1 + (lln-l - II" + 1) ~h --'ii'- = o. 

Mithin ergeben sich folgende drei simultane Differenzengleichungen 

) l" ~T '> r 3 h' + l' h' + 7/ A2 E 
a LJ~ Ln + '"' Ln " + (t -,-, - LJ n = 0, 1. I, 

b) 

c) 

"'r l' h'+ l' 
L1~ Y .. - 4 1: n -, ' - En 1-,-,- = 0 , 

1, 1, 

r, 11'+7/ 
Y n - 1 + Y .. + (Zn-l- Zn)""2l' = 0, 

(88) 

wenn Hn:l h = Z" gesctzt wird. Eine Teillosung liefern die Ansatze 

Zn = 0 ·17kn. 
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Die Einfiihrung in die Differenzengleichungen ergibt die charakteristi
schen Gleichungen 

a) 
3h'+l' h'+l' 

w+2 h' +,u~h-'-('w=O, 

b) 
l' h' + l' 

w- 4 h' -n~h-'-=O, 

h' + l' 
c) (k- 1 + 1) + 11(k- 1 -1)2T = O. 

Die Auflosung ergibt 
3h'+l' 

w + 2 ---,;:-
w h' l' 

, = T h' + l' - 4 (h' + l') l h' + l' 
,u-h'··w 

w2 _ w (4 ~ _ i) + 2l (3 h' + l') = 0 
h',u It h' ' 

w =a±b. 

- ~ (~i) b - V 2 _ ? lj3h' + l') a - 2 4 h, -, - a - h' , 
,u- . ,u 

kl = i (2 + a + b) - yI(2+ a + b)2 - 1 , 

k2 = i (2 + a - b) - {} (2 + a - b)2 - I , 

k -- k 1 a- I , 

Aus Gleichung (c) folgt 

1+k 2l' 
1) = -- 1 _ k h' + l' , 

zu kl gehort 
1+kI 2l' 

1]1 = - 1 - kl h' + l" 

h' 4l' 
(I = (a + b) l(h'+-Z'j - l (h' + l') , 

1}3 = -1]1' 

1 + k2 2l' 
112 = - ·l=-k; h' + l" 

h' 4l' 
(2 = (a - b) l (h' + l') - I (h' + l') , 

Den vier Wurzeln k entsprechen vier willkiirliche Konstante. Da die 
Losung fiinf Konstante enthalten muB, ist sie nicht vollstandig. Man 
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erkennt, daB auch Y n = 0, Rn = 0, Z" = C eine Teillosung ist, welche 
die Differenzengleichungen befriedigt. Die vollstandige Losung ist somit 

Yn = Clk! + C2 k2 + C3 k;n + C4 ki n , I 
Rn = (1 [Clkf + C3 k;n] + (2 [C2 k2 + C4 kin], 

Zn = I'll [Cl kf - C3 k1- n] + 172 [C2 k~ - C4 kin] + C5 · 

(89) 

Das Feld r, r + 1 sei durch die Einzellast P im Abstand a von der Feld
mitte - positiv in Richtung r + 1, r - belastet. Dann gelten fur 
n = ° ... r die vorstehenden Ansatze und fUr n = r + 1 ... m die
selben mit andern Konstanten, die C' bezeichnet seien. Zur Bestimmung 
der Konstanten liefert das belastete Feld folgende Gleichungen: je eine 
Gleichung von der Art der Gleichung (85) fUr die Stutze r und r + 1, 
namlich 

(90) 

(91 ) 

eine Gleichung von der Art der Gleichung (86) fur den Rahmen r, r + 1, 

_ .> h' + l' P (l2 - 4 a2) 
Y r + l' r+l + (Hr -- H r+1)!l h 2f =- 4l ' (92) 

je cine Gleichung von der Art der Gleichung (87) fur die Stutzen r und 
r + 1, namlich 

1 _ l + 2a 
Yr - l - 2 Y r + Y r+1 + (Hr- 1 - H'+l) 3 h - Rrl- - P2-' (93) 

l- 2a 
Y T - 2 Y T+l + Y T+2 + (Hr - H T+2) -~ h - Rr+ll = - P --2- . (94) 

Weitere vier Gleichungen liefern die Bedingungen der Endstutzen. Aus 

MOT = Mv + Ho§h 

folgt 

Aus 

folgt 

Yo-iMv-Hoth=O. 

M ml = -Mv-Hot h 

Y", + t Mv + Ho -} h = O. 

Ferner bestehen die Gleichgewichtsbedingungen 

Rol + Mv + Hoth = MIl' 

R1I1l- Mv - H",th = Mm-1,T' 
m 

2}Hn = O. 
o 

G r li n i n g, Statik. 40 

(95) 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 
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Da in den Gleichungen (90) bis (99) Mv vorkommt, wird eine weitere 
Gleichung zur Berechnung von MfJ benotigt. Sie ergibt sich aus der 
Arbeitsgleichung fur den Zustand M fJ,n-l = + 1, M v•n = + I, 
Mn- 1•r = + I, Mnz = -1, alie andern Mo' Mn = 0, aIle H = 0 und 
den Verschiebungszustand des statisch unbestimmten Systems. Da 

2 
die bezeichnete Belastung Rn- 1 = - Rn = - T erzeugt, lautet die 
Ar beitsgleichung 

h' l' 
2 Mvh' + (Hn- 1 + Hn) ~-h4 + (Mn- 1,. - Mnl} 6 

2h J c 
- (Rn -1 - Rn) T F = 0 

oder 

12 h' + l' 3 h' + l' l' 
Mo 6 + (Hn- 1 + Hn>lh-12- + (Yn- 1 - Y")6" 

l'ft 
- (Rn- 1 - Rn}"3 = 0, 

wird hierin 

(100) 

Yn = Okn, 

eingefUhrt, so entsteht aus den drei letzten Gliedern 

Okn[ l+k3h'+l' l-k!..._I-k t l'ft] 
1] k 12 + k 6 k - 3 

und mit 1 + k l' 
1] = -I - k h' + t' 

n[(I--k)2 (l+k)23h'+l' (l-k)2 ] l' 
Ok -k-- - -T- h' + l' - -k--2~ft 6(1- k) = 

n[ (l-k)2 2h' 3h'+l' (1-k)2 ] l' 
Ok - -k-- h: + l' - 4 h' + r - k 2~ft 6(1 - k) . 

Nach der charakteristischen Gleichung a wird die Klammer = O. Da das 
fUr aIle vier Wurzeln k gilt, so folgt aus (100) 

12 h' + l' 3 h' + l' 
Mv --6-- + 20s~- = 0, 

3h' + l' 
Mv =~ - Os 12 h' + l' . 

Da Mv fiir aIle Pfosten denselben Wert. hat, folgt daraus weiter 

Os = O~, 
so daB nur neun Konstante zu berechnen sind. DemgemaB enthalten die 
Gleichungen (90) bis (94) nur vier voneinander unabhangige. 

Die weitere Rechnung sei fiir den meist vorliegenden Fall durch
gefuhrt, daB der Ein£luB der Stutzensenkungen vernachlassigt, d. h. p = 0 
gesetzt werden kann. 
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In diesem FaIle liefert die charakteristische GIeichung a 

3h' + l' w+ 2 h' = 0, 

die stets reeIlen Wurzeln 

2 h' + l' 1/(2 ,,: + --';;--)2 
kl = - -h-' - - V ------,;:- - 1 = k bezeichnet, 

l+k 2l' . 
171 = - i-- k h' + l! = 17 bezeIchnet, 

1]a = - 17, 

Damit ergeben sich die Funktionen 

n<r, 

Y n = Clkn + Cak- n = I(n), 

Zn = 1] (Cl kn - Ca k- n) + C5 = rp (n) + C5 , 

Rn = ~(Cl kn + Cak- n), 

n>r+l, 

Y n = C; kn + C~k-n -: f'(n) , 

Zn = 1] (C;k" - C~k-n) + C5 = cp'(n) + C5> 

R" = ~ (C; kn + C~ k -n) . 

Zur Bestimmung der Konstanten geniigen die GIeichungen (90), (91). 
(92), (95), (96), (99). Fiihrt man die Funktionen in diese ein, so wird aus 
(90) und (91) 

P(l2 - 4a2) 
- I (r+l) + 1'(1'+ 1) + ![rp(r+ 1) - crl(r + 1)]= - ------sl2-(3l+2a), 

P(l2 - 4a2) 
I (r) - f' (r) + ![rp(r) - rp'(r)] = - --8 -lz- (3l- 2a). 

Aus (92) folgt 

I (r) - f' (r) + [rp (r) __ cp' (r)] l' + h' = _ P(l2 - 4a2) 
d 27/ 4l 

o er 
, , l' + h' P(l2- 4a) 

- I(r + 1) + I (r + 1) + [rp(r + 1) - cp (r + 1)]U- =- -,il----'-- . 

Durch Elimination der Funktionen cp entsteht 

_ I (r -+ 1) + I' (r + 1) = - P(l2;:;24a2) (~l + 2a) l' ~. h' + P (l2 -;/a2) f, 
f ) _I,()=_P(l2-4a2) 3l-2 )r+h' +p(l2- 4 a2)£ 
(r r 8 l2 ( a h' 4l h' . 

40* 
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Mit den Bezeichnungen· 

ergibt sich daraus 

Wird aus den aus (90), (91), (92) abgeleiteten Gleichungen fund I' elimi
niert, 80 erhiiIt man 

, n: P(l2 - 4a2) P(l2- 4 a2) 
[cp(r)-cp(r)]2l'=+ 812 (3l-2a)- 4l-· 

Diese Gleichung wird durch die fiir Of und O~ gefundenen Werte 
identisch erfiillt, somit die oben abgeleitete Beziehung 06 = 0;' bestatigt. 

. 3h'+l' 
Aus (95) und (96) folgt mIt Mv = - 0612 n: + l" 

m m 
Die Bedingung ~ Bn = ~ Zn = 0 lautet 

o 0 

• m 
1} ~ (01 len - Oale-n) + 1} ~ (0; lell- 08 k- n) + (m + 1) 0 5 = 0 . 

o .+1 

Daraus ergibt sich 

m m 
1} 2: (01 kn_ 0ale-B) -1} li (01' k': - O~ Ie-B) + (m + 1) 05 = 0, 

o .+1 

't? 1 - km
+1 (0 _ 0 k- m) - 't? Ie' - km (0" k - G" k- m -,) I 

"I 1 _ Ie 1 a "I 1 _ k 1 3 (103) 

+ (m + 1)05 = 0 
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oder 
, m 

'YJ 23 (C~' kn- C'3 k- n) + 'YJ 23 (C~ kn- C~ k- n) + (m + 1) Cr, = 0 , 
o 0 

1 - k'+1 1 km+1 

1 - k 1 - k . (104) 
'YJ--- (C? - C'3 k- T) + 'YJ (C~ - C~ k- m) } 

+ (m + 1) Cr, = O. 

Aus (101) und (103) wird Cr, eliminiert. 

kT_km 'YJ 9h' 
C1 tX + C3 k- m. fJ = [C1' k - Cr: k- m-.] 1 _ k m + 12 (12 h' + l') , (105) 

'YJ 9 h' 1 - km +1 
tX = 1 - ! 'YJ + m + 1 2 (12 h' + l') 1 - k ' 

'YJ 9 h' 1 - km +1 
fJ = km (1 + i 'YJ) - m + 12 (12 h' + Z') 1 - k ' 

ebenso fo1gt aus (102) und (104) 

C'fJ+C'k-m [C" C"k_.]I-k·+1 'YJ 9h' 
1 3 • tX = 1 - 3 ~k m + 1 2 (12 h' + Z') . (106) 

Die Addition von (101) und (102) liefert 

C1 (IX + m + C3 k- m (tX + fJ) = cy km (1 + ! 'YJ) + C'3 k- m (1 - ! 17) (107) 

oder 

C~(tX + fJ) + C~k-m(tX + fJ) = -C~'(I- !'YJ) - C'3(1 + !'YJ)' (108) 

Durch Einfiihrung der fiir C1' und C'3 gefundenen Werte ergeben sich 
aus (105) und (107) fo1gende Gleichungen fiir C1 und C3 

P(l2-4a2}[3Z+2a 3l-2a ] 
0 1 tX + C3 k- m fJ = - 4z--l-2-Z- xT + -~ X T+! - {}. , 

-m _ P'(l2_ 4 a2)[3l+2a 3l-2a ] 
C1(lX+,B)+C3k (lX+fJ)-- 4l ~-AT+ 2l A.+ 1-B., 

X.= [kr-ml-~:+1-r -(m-2r)]v, 

[k
r - m - km - r (1 + k) l' ] 

{}= ----. -3(m-2r-1)v 
T l-k l'+h' , 

k 'YJ 9 (l' +h') 
v = 1 _ k2 m + 1 2 (12h' + l') , 

A. = 1 k k2 l't h' [k"'-' (1 + i 17) --- kr - '" (1- i 'YJ) L 

1 l' 
B, = l-k h' [k"'-' (1 + !'YJ) - kr+l~rn (1- i'YJ)]' 
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Ebenso ergeben sich aus (106) rind (108) folgende GleichWlgen fUr O;undCs: 
O'R+O'k- m =_P(l2-4 a2)[31+2a,. 31-2a,t. -fY..], 

1 fJ 3 tX 41 21 "r --t- 21 r+l r 

0'( +R)+O'k-m{ +(3)=+P(12- 4a2)[31+2aA,' 31-2a1, -'] 
1 tX fJ 3 tX 41 2l r+ 2l r+l er , 

[k-r- ~+l ] ,,'= ----2r v 
r I-k ' 

, _ [ k- r - 1 - k'+l (1 + k) £ _ ] 
{}r - 1 _ k l' + hi 3 (2r + I) v • 

. k l'+h' 
l~ = 1- k2 -r [k-'(I - in) - k'(1 + in)], 

e~. = Ilk !, [k- r (I - i 1]) - k'+1 (I + ! n)] . 

Die Auflosung dieser Gleichungen ergibt die Konstanten in. der Form 

P (l2 - 4 a2 ) [3 t + 2 a 3l - 2 a ] 1 
C = 4l ~- "I' (r) + 2l "I' (r + I) - X (r) tX2- f32' 

Darin ist fiir 0 1 

"I' (r) = 1 k k2 1'~, h' [km-, (I + in) - kr- m (I - in)] km (1 + ! 1]) 

- 1 v k [(1 + k) h' ! l' (k' + km -,) - 2 (tX + (3) km +1- r] 

+ V (tX + (3) (m - 2 r) . 

1 l' 
x(r) = 1 _ k l' [km-r(I + in) - ~+l-m(I - in)] km (l + i 17) 

+ ~ + ~ II! ~ 1" 11 [(1 + k) h' ~ l' (k' + km - r - 1) - 2 (tX + (3) km - r] 

+ 311 (tX + 13) (m - 2 r - 1) , 

fiir 0 3 

k l'+h' 
tp(r) = - 1- k2 ~ [km-r(I + in) - kr-m(l- in)]km (I-i 17) 

- 1 11 k [(1 + k)h' ~ l,(k' + km -,) km - 2 (tX + (3) kr] 

- 11 (tX +-(3) km (m - 2r). 
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1 + k l' [h' ] + ---- v (1 + k) -- (kr + klll - r- 1 ) kill - 2 (IX + (3) kr 
·1-kh'+l' h'+l' 

- 3 v (IX + (3) km (m - 2 r - 1), 
fiir 01 

k l'+h' 
1Jl(r) = -1 _ k2 ~[klll+r(1 + i1]) - km-r(l- i1])Jk- m(l- i1]) 

- 1 ~ k [(1 + k) h' : l' (k' + km-r) - 2 (IX + (3) k- r] 

- v (IX + fl) 2 r • 

1 l' 
x(r) = -1 _ k 71 [km+r+l (1 + i1]) - km-r(1- i1])]k- m(l- i1]) 

_ 1 + k _l'_ v [(1 + k) ~ (kr+ km - r - 1) - 2 (IX + fl) k- r- 1 
l-kh'+l' h'+l' 

- 3 v (IX + (3) (2 r + 1); 

fiir O~ 
k l' + h' 

1fJ (r) = 1 _ k2 ~- [km+r (1 + i 17) - klll - r (1 - i 1])] km (1 + i 17) 

- 1 ~ k [(1 + k) h'~ if (k' + km-r) kin - 2 (IX + fJ) km+r+l] 

+ )J (IX + fl) k'" 2 r . 

1 + k l' [ h' ] - -- ~~~)J (l+k) __ (kr+km- r- 1) klll-2(IX + (3) k,.,+r+l 
l-kh'+l' h'+l' 

+ 3)J (iX + (3) km (2r + 1) • 

Fiihrt man diese Ausdriicke in Y n und Zn ein, so erhiilt man 

P(l2_4a2)[3l+2a 3l-2a ] 1 
Yn= 4l 2l 1fJl(r,n)+-2-Z- 1fJ1 (r+l,n)-Xl(r,n) IX2-fl2' 

P(l2-4a2) [3l +2a 3l-2a ] 17 
Zn= 4l 2Z 1Jl.(r,n)+-2-l- 1fJ2(r+l,n)-X2(r,n) £x2-fl2 

12 h2 + l2 
- Mv 3 h2 + l2 ' 

PW-4a2) [3l+2a 3l-2a ] 2(3h'+l') 
Mv = 4l -2-l-1Jldr) + -2-l-1fJ3 (r+ 1)-X3 (r) 9h'(iX2- (32)' 
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Hierin ist 

1f'l(rn)}:.....- _k_l' + h' [km-r(I + 1,),» _ /if-m(I _ I')'»] 
1f'2 (rn) 1- k2 h' ~ "/ ~"/ 

.-[km+n(l + tfJ)=t= km-n(I- !fJ)] 

[ h' 
~_1 v k (1 + k) 1( ~ 1/ W + km-r) (kn + km-;n) 

- 2(1X + ,8) (km+l+ n- r ± kr- n)] + V (1X + ,8) (kn + km-n) (m - 2r) , 

XI (rn)} = _1_. £ [km-r(l + !fJ) - kr+l-m(l- h)] 
X2(rn) 1 - k 1( 

• [km+n(l + ifJ) =+ km-n(l- tfJ)] 

+ 1 + k _l'_v l(I + k) ~ (kr + k1ll-r-1) (kn+ k1ll-n) 
I-k1(+1/ 1(+1/ -

- 2(1X+m (k1ll - r+n±kr- n)] + 3V(1X+,8) (kn=+km-n)(m - 2r -I); 

n>r 

1f'1(rn)} = _k_l' +,h' [~III+r(1 + ifJ) _ kllt-r(I-'.ifJ)] 
1p2(rn) _ 1- k2 h 

. [± km - n (I + i fJ) - kn - III (1 - ffJ)] 

- 1 v k [(1 + k) 1(! l' (k' + k"t-r) (kn + k",-n) 

- 2(iX + fJ) (kn-r±km+l+T-n)] - V (1X+,8) (kn=+k1ll-n)2r, 

Xl (rn)} = __ 1 __ 1/, [km+T+l (1 + -h) __ k1ll - r (1 - tfJ)] 
X2(rn) 1- k h 

.[+km-n(I + ifJ) - kn-m(I-IfJn 

_ 1 + k _l'_ '11[(1 + k) ~ (k' + km-r-1) (kn + k",-n) 
I-k1(+1/ 1(+1/ -

- 2(1X+,8)(kn- r - 1±k1ll+l+T-n)] - 3'11 (1X +,8)(kn + k,,,-n) (21'+ 1), 

1f'3(r) = 1 v k(1X+,8){(I+k)h'!l,W+km-r-I)-2[kr(l+i17) 

+ km+l-'(l- tfJ)J + [km(I + ifJ) - (l-i1J)](I-k) (m-2r)} , 

( )= __ v_( +,8){(I + k)2l'h'(kr + km - r- I ) _ 2 (1 + k)l' [k'(I+! ) 
X3 r 1- k ~ (h' + l')2 _ 1( + 1/ - ? 

, + km-'(l"':"'ifJ)]- 3[kln(I+ ifJ) - (1""":' t~)](l-k) (m ...... 2r-I) }. 
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Die fiir Ym Z;., Mv gefundenen Funktionen ergeben mit P = 1 die 
Ordinate der EinfluBlinie im Felde r, r + 1. Die Ordinate kann danach 
als Moment des einfachen Balkens fUr zwei Belastungen aufgefaBt 
werden, namlich 1. Belastung, dargestellt durch eine trapezWrmige Be
lastungsflache mit den Ordinaten 6y; (r, n) und 6y; (r + 1, n) in den 
Stiitzpunkten r. und r + 1, 2. gleichformige Belastung durch - 2 X (r). 

b) Gegliederte Druckstabe. 

88. Die grundlegenden Gleichungen. 

Ein gegliederter Druckstab besteht aus zwei oder mehreren biegungs
festen Einzelstaben, die untereinander durch Gitterstabe so verbunden 
sind, daB eine Formanderung jedes Einzelstabes nur bei gleichzeitiger 
Formanderung aller anderen eintreten kann. Die auf den Stab parallel 
zur Stabachse wirkende Kraft wird unmittelbar nur von den Einzel
staben aufgenommen. Die in diesen entstehenden Langenanderungen 

p 

Abb. 424. 

erzeugen jedoch auch in den Gitterstaben Langenanderungen und Span
nungen. Die Untersuchung soIl auf den Fall zweier Einzelstabe be
schrankt werden, die ihrer Stellung im System der Gliederung wegen 
Gurtungen genannt werden mogen. In den Stabenden sind die Gurtungen 
meist an Knotenbleche angeschlossen, die als starre Querstabe behandelt 
werden diirfen, da ihre Abmessungen die der Gitterstabe erheblich iiber
treffen. Der AnschluB der Gurtungen an die Endquerstabe (Knoten
bleche) ist im allgemeinen als steif anzusehen. 

Die Untersuchung wird auf folgender Grundlage aufgebaut. Zwi
schen den Momenten in drei aufeinander folgenden Knotenpunkten jeder 
Gurtung und den Komponenten der elastischen Verschiebungen derselben 
Knotenpunkte rechtwinklig zur Stabachse besteht infolge der Konti
nuitat im mittleren Knotenpunkt je eine der Clapeyronschen analoge 
Gleichung. Zwei weitere Gleichungen zwischen denselben Momenten 
und Verschiebungskomponenten ergeben sich aus den elastischen Lan
genanderungen der Gitterstabe. Mithin lassen sich fiir jedes Paar von 
zwei einander gegeniiberliegenden Knotenpunkten vier Gleichungen auf
stellen, die nach den Unbekannten aufzu16sen sind. 

Der Druckstab wird durch zwei zur Stabachse parallele Krafte P 
belastet, deren Kraftlinie den Abstand e von der Sta bachse hat (Abb.424). 
Die Formanderungen seien auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
bezogen, dessen Achse in die Stabachse, dessen Ursprung in einen End
punkt des Stabes fallt. Die Knotenpunkte seien von 0 bis m gezahlt, 
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die GroBen fiir die untere Gurtung seien durch den Zeiger l, die fiir die 
obere Gurtung durch den Zeiger r gekennzeichnet. Ferner bezeichnen: 

PI, Pr die auf die Gurtungen in den Endpunkten wirkenden Driicke; 
M IO , M ro die Momente in den Endpunkten der Gurtungen, die in 0 auf 

den Endquerstab wirkend rechtsdrehend, auf die Gurtungen 
wirkend linksdrehend positiv angesetzt sind; 

P l - Pr = P'. 
Fiir das Gleichgewicht der Krafte an den Endquerstaben bestehen 

die Gleichungen (Abb. 425) 

P' ; + Pe + MIO + M ro = 0, } 

PI+Pr=P. 

Weiter bezeichnen: 

(109) 

Rln , Rrn die Komponenten der Krafte in den Gitterstaben, die im 
Knotenpunkte n angreifen, rechtwinklig zur Stabachse und 
positiv in Richtung der positiven Y-Achse; 

Wl1n , Wlrn die Momente der Krafte Rn in bezug auf den Knotenpunkt n; 
Yl, Yr die Ordinaten der elastischen Linie der Gurtungen; 
Ye, y',. die Ordinaten der elastischen Linie ~der Gurtungen, bezogen 

auf deren Achse, also 

Ye = Yl- tv, y',. = Yr + tv, 
u die Ordinate der elastischen Linie der Stabachse, also 

Abb.425. 

u = !(Yl + Yr) = i (Ye + Y~) , 
z=y',-Y~, 

Rn = R ln + R rn , 

R~ = R ln - R rn , 

Wln = Wl1n + Wlrn , 

Wl~ = Wl'n - Wlrn , 

Mo = MIO + M ro , 

Mij = MIO - M ro . 

Min, M rn die Momente aller an den Gurtungen angreifenden Krafte 
im Punkte n; 

llIt,lJ, M rx die Momente derselben Krafte im Punkte x der Gurtungen; 
J, Fg Tragheitsmoment und Querschnitt der Gurtungen; 
Fd Querschnitt der Schragstabe; 
Fv Querschnitt der Querstabe; 
l Abstand der Knotenpunkte; 
v Abstand der Gurtungen; 
d Lange der Schragstabe; 
<5 Neigungswinkel der Schragstabe gegen die Y-Achse. 
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In den Punkten x der Gurtungen im Felde n wirken die Momente 

, n2 - x x - (n - 1) 2 
Mix = Pl' YI - M lo + lffiln - 1 A + lffiln l ' 

, nl - x x - (n -- I)J, 
M rx = P r· Yr - Mro + lffirn - 1 l + ID1rn l ' 

wenn der Auteil der Komponenten der Krafte in den Gitterstahen in 
Richtung der Stahachse vernachlassigt wird, was zuIassig ist, da sie 
klein sind im Verhaltnis zu PI, Pr und ihr Hebelarm klein ist im Ver
haltnis zu dem der Krafte R. Die Gleichungen der elastischen Linie 
der Gurtungen im Felde n lauten 

d2 y;, nl-x x-(n-I)l 
EJdx2 = -Pl' YI + MIO - [)(In-1 2 - lffiln 1 ' 

d2y;., nl - x x - (n - 1)1 
EJ dx2 = -Pr' y,. + M ro - 9Rrn - 1 l - ID1rn l . 

(110) 

Die Integration ergiht Gleichungen von der Form 

,. Mo [)(n-1 nl - x x - (n - 1) l 
Y = (X sm" x + f3 COS" x + p - -p 2 - 9JCn l ' , 

in welcher " = 'V :J ist. Die Konstanten (X und f3 werden mit Hilfe 

der Gleichungen 

Y~ -1 = IX sin" (n - 1) A + f3 COS" (n - 1) 1 + ~ 0 _ [)(; 1 , 

, . -+ f3 ' + Mo [)(n Yll = IX sm" n" COS" nIL p - P' 

durch Y;'-1 und y;, ausgedriickt. So ergiht sich 

,_ (, _ Mo + [)(n- 1 ) sin,,(n2 - x) 
Y- Yn-1 P P sin"l 

+ ( , _ Mo + [)(n) sin" [x - (n -1) l] 
Yn P P sin" 1 

+ Mo _ 9)(,,-1 nl - x _ [)(" x - (n - 1) 1 
P P l Pl' 

Ebenso ergiht sich fiir das Feld n + 1 die Gleichung 

t' = (, , _ .Mo + 9)(,,) sin" [en + 1) A. - x] 
Y Yn P P sin"l 

+ ( , _ Mo [)(n+1) sin" (x - nl) 
Y"+1 P + P sin" l 

+ Mo _ 9)(" (n + 1) l - x _. 9)(,,+1 X - nl 
P P 2 Pl' 
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Die Gleichung, welche die Kontinuitat der elastischen Linie im Ptinkte n 
ausdriickt, ergibt sich aus der Arbeitsgleichung fUr die Belastungseinheit 

des Geradenpaares n - 1, n und 
i~-~--t.4'-''i''''''''· -ee--t+--,t, ~ n, n + 1 sowie den wirklichen 
I ! Verschiebungszustand, ausgedriickt 
: : durch die auftretenden Momente. 

n 
21ll 

Abb.426. 

Abb. 426 zeigt den Belastungs
zustand. Die Arbeitsgleichung 
lautet daher 

l 1 

_ y,,-I + 2y" _ Y;,+1 = _1_ (fM . ~d~ +JM . ~d~) (llI) 
l l l lE J n~ n~' 

o 0 

Das erste Integral erstreckt sich fiber das Feld n. Es ist also 
~ = x - (n - 1) l, ~'= n l - x und 

sin,,(l-~), sin" ~ 
Mn; = (p. y,,-i- Mo + ID1n-d . ~ + (PYn - Mo + IDln) -. -~ . 

SIn" II. sIn" II. 

Das zweite Integral erstreckt sich uber das Feld n + 1. Es ist also 
~ = (n + 1) l - x, ~'= x - n l , 

sin" ~ sin" (l - ~) 
M". = (Py" - Mo + IDln)-.-~ + (P'y',+l - Mo + ID1n+l) --. --~-. . ~n,,1I. ffin,,1I. 

Fur das Feld n ist 

I. I. 

fM,,;. ~. d~ = (PY;,-l - Mo + ID1n-I) ~ {~. sin" (l- ~) d~ sIn"II.J~ 
o 0 

). 

+ (p. y;, - Mo + IDln)~1 {~. sin"~· d~. 
Sill" II.t 

o 
Die Integration ergibt 

l 

{~. sin" (l- ~)d~ = ~ (I _ sin"l) • 
t ""l o 

I. 

f~. sin"~· d~ = - ~ (cos"l- s~~l). 
o 

Fiir das Feld n + 1 ist 
). ). 

fMn~' ~. d~ = (p. y,,+1 - Mo + IDln+1) ~ {~. sin" (l - ~) d~ sln"II.J~ 
o 0 

l 

+ (p. Yn - Mo + wz;.) ~ {~ . sin" ~ . d ~ . sIn"II.J~ 
o 
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Nach Ausfiihrung del' Integration lautet also Gleichung (111) 

1 1 ( sinxl) + (P . Y~+1 - Mo + mn+1) E--J . l (1 - -,-XSInx XI!. / 

1 1 ( Sinxl) 
- 2 (P'?ln - Mo + ilRn) E J xsinxl cosxl - ~ . 

Werden beide Seiten mit sin X l multipliziert, sodann die gleichnamigen 
X 

y' und ilR zusammengefaBt, so erhalt ma;n, da x 2 • EJ = P ist: 

o = Y~-l - 2~ + ~+1 + 2y;, (1 - cosxl) - 2:;0 (1 -- cosxl) 

+ [}In-l - 2~n + [}In+1 (1- Si:~l) + 2~--" (1 _ COSX,1) . 

Die entwickelte Gleichung besteht fUr aile Knotenpunkte del' linken 
und rechten Gurtung, die zwischen den Endknotenpunkten liegen, d. h. 
fUr n = 1,2, ... m - 1. Da lund J konstant sind und y' wie ilR in 
del' ersten Potenz auftreten, kann man das System von linearen Glei
chungen durch eine lineare Differenzengleichung zwischen del' unab
hangig veranderlichen n und den abhangig veranderlichen ?In und mn 
darsteilen. Fur die linke Gurtung besteht also die Differenzengleichung 

2 " L/2 [}lzn ( sin Xz l) 
L/ Yin + 2 Yin (1 - cos x z1) + ----p;- 1 - - Xz l 

2 [}lIn ') 2 Mlo ') + - (1 - cos Xz I!. - --- (1 - COSXzl!. = 0 
P z Pz 

und fUr die rechte Gurtung 

·,12 " ). L/2 IDl,.n ( sin Xl l) 
LJ Yrn + 2 Y,n (1- cos Xl ,) + p;- 1 - --;,:;:-

2 IDl,.n ') 2 Mfo ') 0 + p- (1 - cos x," - p-(1- COSX,I!. = . 
r 1 

Die Winkelfunktionen werden in Reihen entwickelt. Da (Xl 1)2 und 
(x, j,)2 immer < 1 ist, k6nnen die Reihen auf die beiden ersten Glieder 
beschrankt werden, so daB 

. , P'2 1 smul" _ z" 
- -;;;;, - 6EJ' 

P l2 
1 - cosx 1 =-'--, 2EJ 
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wird, Werden nun beide Gleichungen durch Addition und Subtraktion 
zusammengefaBt, so ergibt sich 

2 P }.2 P' },,2 2 I},,2 I }.2 I},,_ 
L/ Zn + Zn 2EJ + Un E J + L/ IJRn 6E J + IJR" E J -- M 0 EJ - 0 , 

D ' t Gl ' h 'd' 6EJ d' , ,l2EJ l' l' , 
Ie ers e mc ung Wlr mIt P F' Ie zwelte mIt P },,2 mu tIP IZIert, 

d d· B 'h 12EJ, f h un Ie ezeIC nung IX = P ).,2 emge ii rt. 

2 6 3 p' 2 rol.. 6 rol.. 6 Mo 0 
a) LI u,.' IX + Un + Znp + LI p + p - p- = , 

12 p' L/2 rol' rol' M' 
b) j2 Zn 'IX+6zn +u"-p-+2 p"+12 ;:-12 po=O. 

(112) 

Die Gleichungen, welche sich aus den elastischen Langenanderungen 
der Gitterstabe ergeben, also die gegenseitige Abhangigkeit der Form
anderungen beider Gurtungen ausdriicken, haben fUr die verschiedenen 

",--A. /:"=:;',2>, A.-----" Bauarten verschiedene Formen. Die Auf-
~' stellung der Gleichungen beruht jedoch 
=:o;~t in allen Fallen auf denselben Erwagu~gen, 

~ n v;,., a) Bauart nach Abb.427, Quernegel 
T/ 1 Abb" 427 n+1 in allen Knotenpunkten und zweigekreuzte 

.. Schragstabe in jedem Felde. Es bezeichne 
D~ die Spannkraft des rechts steigenden, D;: die des links steigenden 
Schragstabes im Felde n, Vn die Spannkraft im Querstab n. Dann ist 

also 

Rzn= - (D;; + v,,+l) cos c5 - Vn , 

Rrn= + (D;, + D'~+l) cos c5 + Vn , 

Rn= - (D;; - D;,+ D;'+l- D~+l) cos c5, 

R;,= - (D;;+D;,+D;,+1+D";+1)coso-2 Vn . 

In diesen Gleichungen werden die Spannkrafte durch die Langen
anderungen der Stabe, und die Langenanderungen durch die Koordi
natenanderungen LI x und y' der Knotenpunkte ausgedriickt. So er
gibt sich 



Die grundlegenden Gleichungen. 639 

und eine analoge Gleichung fiir jede Spannkraft D. Mithin folgt 

Rn = -(,1xln-,1x,n_l-,1x,n+,1xln_l + ,1x,n+l-,1xln-,1xln+ 1 + ,1Xrn)E:dCOs e). sine) 

E.Fd 
- (Y;n - Yrn-l - Y~n-l + y',.n + ?hn - y',.n+1 - ?hn+l + y',.n) -d- cos2 e) . 

R~,= -(,1xln-,1xrn_1 + ,1xrn -,1Xln-1 +,1Xrn+l-,1Xln+,1Xln+1-,1Xrn)E: d cos e)sin e) 

.1 .1 .1.1 .1 .1 )EFd 2·t 2 EFt. 
- (Yin - y',.n-l + ?hn-l - Yrn + Yin - Yrn+1 + Yln+1 - Yrn TCOS U - Znv· 

Zur Abkiirzung seien die Bezeichnungen 

EFd d cos2 ~ = P. , 
EF" 
--=')1 

v 

eingefiihrt, ferner sei 

,1Xln+1 - ,1Xln-l = ,1lln+l + ,1lln , 

,1 xrn +1 - ,1 Xrn-l = ,1 lrn+1 + ,1 1,n , 

durch die Spannkrafte in den Gurtungen Sin bzw. S,n ausgedriickt, also 

1 
,1 lln+1 + ,1 lin = (Sln+1 + Sin) E • Fg , 

Da schlieBlich 

. 1 
,1 1,n+1 + ,1 l,n = (Srn+ 1 + Srn) E F . 

g 

R __ [Qn-l - 2[Qn + 9Rn+l __ ,12[Qn 
n-· 1 - l' 

R' = _ [Q~-1 - 2[Q;, + [Q~'+l = _ ,12wr,~ 
" 1 1 

ist, so ergibt sich nach Division der Gleichungen fiir Rn und R;, durch p. 

,12 mn ).2 
- -y;;- = + [(Sin - Srn) + (Sln+1 - SrnH)] EFgv + 2,12un (113) 

,12 m ' 12 ( v) 
- lp. " = -[(Sln+Srn)+(Sln+l +Srn+l)]EFgv -,12 zn-2zn 2+;; . (114) 

In der zweiten Gleichung kann unter Vernachlassigung der Spann
krafte D 

SI+Sr=-P 

gesetzt werden. Sl - Sr erhalt man aus folgenden Gleichgewichts
bedingungen. Es wird ein Schnitt durch Feld n unmittelbar an den 
Knotenpunkten n - 1 gefiihrt. Die Momentengleichungen der Krafte 
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am Stabstiick 0, n - 1 in bezug auf die Knotenpunkte n - 11 und 
n - I, sind 

(Srn+n:~sinb)(V+Zn_l) - Mln-1-Mrn-l +p(i+e+1hn-1) = 0 

: (V) -(8tn+U"sinb)(v+Zn-I)-Mtn··1-M,n-1-P 2-e-y'rn-l =0. 

Daraus folgt 

(s -S )+(D'.-D")· b=2p e + Un - 1 _2 M n- 1 
In ,n 11 /I SID V + V + Zn-1 Zn-l 

Wird der Schnitt durch das Feld n unmittelbar neben den Knoten
punkten n geruhrt, so bestehen in bezug auf nl und n, die Momenten
gleichungen 

(8,n + n;, sin b) (v + zn) - Mill - M rn + p (i + e + y; .. ) = 0 

- (8tn + n:: sin b) (v + zn) - Min - M rn - P (i - e - Y;.n) = O. 

Aus diesen folgt 

S ) n") . J: e + Un 2 Mn (SZn - rn - (u., - /I sm u = 2 P --~ - -- . 
. V + Zn V + z" 

Mithin ergibt sich 

SZn - Srn = P [~~±~!'::l + ~j- Un] __ Mn-=-L- _ Mn , 
.V+Zn- 1 V+Zn V+Z"-l V+Zn 

(n;, _ n;n sinb = P [e + U.n - 1 _ e +~Il] _ Mn-~ + M .. ~. 
v + Zit _] V + Zn V + z" - 1 V -+ ZIt 

Nun ist Mn = P . Un + t P' • z" - Mo + ID1n 

und da aus Gleichung (109) 

folgt, so ergibt sich 

MlI = P (Un - ; Zn) - Mo (1 + z~,) + IDln' 

und weiter 

(Sin - STn) = + 2P!!.. + 2 Mo _ ~.nn-.!._ - ~, (115) 
V 'I) V + Zn - 1 V + ZII 

(D;, - n;n sinb = - ID1n-!.~+ .JE,,~. (116) 
V + Zn-l V + Zit 

In diesen Gleichungen kann ZII' Zn -1 gegen V vernachHissigt werden. 
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Durch Einfiihrung von (115) in (113) ergibt sich 

L129)1n . 4e}.2 4}.2 . }.2 2 

---y-;;- =P EFgv2 + Mo EFgv2 -(9)1 .. -1 + 29)1n+ 9)1n+1) EFgV2 +2.1 Un' 

. d . EFgV2 1 . 1" t d d di B Die Gleichung Wlr mIt 2 P }.2 mu tIP IZIer ,un es wer en e e-

zeichnungen 

fJ = EFgV2 
p}.2 ' 

eingefiihrt. Dann erhalt man die Differenzengleichung 

LJ2 9Rn y -1 IDln Mo 
LJ2 Un· (J + P- . -2- - 2 P + 2 P + 2 e = O. 

Aus (114) 

.12 9)1' P ).2 (v) - fl;." = + 2 E F; V - .12 Zn - 2 Zn 2 + It 
folgt e benso 

.12 Zn • {J + 2 z .. {J (2 + ;) - L1~IDl:" Y - 2 V = 0 • 

(117 a) 

(1l7b) 

In den Gleichungen (112), (117) sind vier simultane Differenzen
gleichungen fiir Un, Zn, 9)1n, wr" gefunden. Sie stellen, da sie 
fiir n = 1 ... m - 1 gelten, und auch die Werte der Veranderlichen 
fiir n = 0 und n = m enthalten, ein System von 4 m -:- 4 Gleichungen 
mit 4 m + 4 Unbekannten dar. Die vollstandige Losung der Differenzen
gleichungen muB daher acht willkiirliche Konstante enthalten. 

b) B a u art n a c h A b b. 428. Keine Querriegel und gekreuzte 
Schragstabe in jedem Feld. Da V = 0 und Fv = 0 ist, wird v = O. 
Mithin gilt Gleichung (117 a) unmittelbar und Gleichung (117 b), 
wenn in ihr v = 0 gesetzt wird. 

~ 
n-1 n n~1 

Abb. 428. Abb. 429. 

c) Bauart nach A b b.429. Querriegel in allen Knotenpunkten und 
je ein Schragstab gleicher Richtung in allen Feldern. Da die Gliederung 
nicht symmetrisch zur Stabmitte ist, ist MlO ~ M zm und M ro ~ Mrm . 
Es sei zunachst der EinfluBder mangelnden Symmetrie auf die Kon
tinuitatsbedingungen [Gleichungen (112)] untersucht. Es ist 

, l-x x n}.-x x-(n-l)}. 
Mzx = pz· Yl -Mzo -z- -MzmZ +9)1zn- 1--}.- +9)1zn tL ' 

l-x x n2-x x-(n-l)}. 
j'J,frx =Pr· ?ir-Mro-l- -M"nZ +9)1rn- 1--l---- +9Jcrn }. . 

G r ii II i II g, Statik. 41 
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Es werde gesetzt 

t(Mzo + Mzm) = Mz, 

t (Mzo - Mzm) = M;', 

t (Mro + Mrn,) = Mr, 

t (Mro - Mrm) = M;', 

dann ergibt sich 

( m-2(n-l))nl-X 
Mzz = pzoY; - Mz + WCZn - 1 - M;' m 1 

( " m - 2 n) x - (n - 1) 1 + WCZn - Ml ., m A. 

M = po' _ M + (lID _ Mil m - 2 (n - 1)_) n 1 -~ 
rx r Yr r ;JJ'rn-l r m· 1 

_ Mil m - 2n) x - (n - 1)). 
r m }.. 

(118) 

Der Vergleich mit den im Falle symmetrischer Bauart aufgestellten 
Funktionen fiir Mzx und M,x zeigt, daB man in diesen 

lID d h lID ~ _ M" m - 2 n 
;;I.lln urc ;;I.ll" 

m 

und Mo durch Ml bzw. M, zu ersetzen hat, um die im vorliegenden 
Falle geltenden Funktionen zu erhalten. Mithin konnen mit dieser 
Einfiihrung die. Gleichungen (110) wie oben aufgestellt und behandelt 
werden. Da LJ 2 WCn unverandert bleibt, ergibt sich 

2 ' P r 22 2 ;,2 22 ;,2 
LJ y',·n + Yrn EJ + A WCrn 6EJ + WC,n EJ - Mr EJ 

m - 2n }.2 
- 111;' ---m-- 7iJ = 0 . 

Beide Gleichungen werden durch Addition und Subtraktion ver-

b d di d ., 6 EJ d· . . 1 . 1· un en, e erste so ann mIt 21X = P 22 ' Ie zWeIte mIt 1X mu tIP 1-

ziert. Dann ergibt sich mit den Bezeichnungen 

Mo = Mz + Mr = t (.11110 + Mro + Mzm + M,m) , 

Mil = M;' + M'; = t (Mzo + Mro - Mzm - Mrn,) , 

.11[6 = Mz - M, = t(Mzo - M,o + Mzm - Mrm) , 

Mill = M;' - M'; = t (11110 - Mro - Mzm + M,n,) . 



a) 

Die grundlegenden Gleichungen. 

J" 3 P' L12 IDl" 6 1))1" 6 M 0 
/ ~u"ex + 6un + Zn-p- + -p- + p ----p-

6.il'L" 'In - 2'11, 
--p- 'In =0, 

643 

A2 ~ 6 ,12 P' 2 L12 ~m;. 12 !m~ - 12 "ffIo J (119) 

b) '"'n ex + Zn + Un p + p + p P 

12M'" 'In - 2'11, 
--- =0. P m 

Die Gleichungen, welche die gegenseitige Abhangigkeit der Formande
rung beider Gurtungen ausdriicken, die durch die Fiillungsstabe bedingt 
ist, ergeben sich aus 

R ln = - Dn • cos 0 - V n , 

Rrn= +Dn+ 1 ·cosO + V n , 

Rn = - (Dn - D n +]) cos 0, 

R;, = - (Dn + D n +1) coso - 2 Vn 

auf dem bei Bauart a) eingeschlagenen Wege. 

E·Fd • 
Rn = - (.1 Xln - L1 Xrn - l - L1 Xl n +1 + .1 xrn ) -d- coso· smO 

( I , I + ') E . F d .2 s 
- Yin - Yrn-1 - YIII+l Yru ~d-- COS !I, 

E·Fd 
R;, = - (.1 Xln - ,'1 Xrn - 1 + .1 Xl n + 1 - .1 X,n) -d- cosO· sin 0 

I , ./ ,)E,Pd .20 EFv 
- {,1/tn - Yrn-l + ://11+1 - Yrn -d- cos - 2zn~V-· 

Mit u = }E!!--a COS2 0 , 
I (j, 

EFv 
V=~-

v 
entsteht 

~2 illCn _ A' ,f' )}, A2 1 ) 
- ---;;--- -- - (LJ 1'ln+1 - LJ I'Tn - + LJ Un - "2 (Zn-1 - Zn+1 , 

I'IU V 

Ll2 9)(;, .), 2 A 
- --,- - - = - (.1 Al n + 1 + .d ATn ) - - (.1 Xln - /J XTn)-

I. fl V V 

- i L12zn - 2zn (1 + ;J + U n - 1 - U n+1 " 

Ferner ist 

fA')' P j,2 
(L1 21n+ 1 + LJ ATn ) - = - EF . 

v yV 

41* 
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Bln+1 - Brn ergibt sich aus den Mornentengleichungen urn nr und nl. 
indern fiir die erste ein Schnitt durch das Feld n + 1, fiir die zweite 
durch das Feld n gefiihrt wird. 

- Bin+! (v + zn) - P (; - e - Yrll) - Min - M rn = 0, 

+ Brn (v + zn) + P (; + e + ?Ie,,) - Min - M rn = 0, 

e + Un 2Mn 
Bin - Brn = 2P--- - ---. 

+! V+Zn V+Zn 

Aus den Gleichungen (ll8) folgt 

P IP' ~K M" m - 2 n an Mn = . Un +"2 Z'n - .Luo - ---- + ;;I.lln • 
m 

Dabei ist das sehr kleine Glied 

" - L D sin r5 (y;,. - Y;," -1) 
1 

vernachHissigt. Da nun fiir den Endquerstab 0 die Gleichgewichts
bedingung 

e 2 
P' == - 2P - - -(Mlo + Mro) 

v v 

und fiir den Endquerstab m die Gleichgewichtsbedingung 

m e 2 
P' - L Dsinr5(Y;lI - Y;'"_I) = - 2P- - - (MIIil + Mrm) 

1 V v 

besteht, kann 

,_ ~ ,'s ,__ ) __ "p!.... _ 2 (' M"m - 2n) P ",;..,Dsmu(Yln Y;'J/-l - ~ Mo+ 
1 v v m 

gesetzt werden. Damit ergibt sich 

Mn = P (Un - !""Zn) - (Mo + 111"m -2n) V + Zn + ffnn' 
,v m v 

ferner 
e ( "m-2n)1 1 Bln+1 - Brn = 2 P - + 2 Mo + M ---- - - 29J(n . -
v m v v 

und schlieBlich 

L129J(" Pel2 ·• ( " m - 2n) }.2 }.2 
- ~ = 2 EF!lV2 + 2 Mo. + M m EFgV2 - 29J(n EFgV2 

+ L12 un - -!(Zn-l - Zn+l) , 

_ L12 ~ = P },2 _ 2 (,1 Xl _ L1 X ) ~ - ~ ,12 Z _.J Z (1 + ~) 
'EF n rn 0) n - n Af.t gV . V ~ . ,u 

+ U n - 1 - U n + 1 • 
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(A Xln - A x,n) ..!:.. ist die Tangente des Winkels, urn den sich der Riegel n 
, v , 

dreht und sei = tg 1Jln bezeichnet. Nach Multiplikation der Gleichungen 

mit fJ = E :!2V2 ergibt sich also 

.,42 1 ( .12 lJR,t 2 IDi.t 2 
a) LJ un~ -2~ zn-l-zn+d +--p- Y - P + ~ 

2 (.Lllo M" m - 2 n) = 0 + p+p m ' 

b) A2Znl1 + 4zn~ (1 + ;) - 2~ (U .. -l - U,t+t) 

..12 1))1' 
- 2 - P .. Y - 2 V + 4 in tg l/' .. = 0 . 

(120) 

Die Spannkraft Dn ergibt sich aus der Momentengleichung urn n" 
wenn ein Schnitt durch das Feld n gefiihrt wird 

-(Sln+D"sin~)(v+Zl1)-P(; -e-Y;n)-Mn=O, 

die nach Einfiihrung der fiir Ml1 gefundenen Funktion in 

(
1 \ 

-(SI .. +DnHin~)(v+z .. )-P 2 - :)(V+zn) 

+ (M + M" m - 2 n) v + Zn _ lmn = 0 
o m v 

iibergeht. Aus der Momentengleichung um n' - 1, folgt ebenso 

-Sln(V+Zn- 1)-p(! - :)(V+Zn-1) 

Mithin ist 
+ (Mo + M" m - 2~n ~~) ~ + VZn - 1 - 9)("-1 = 0 . 

D . -" 2M" + rol .. -l - l))ln 
.. Sin" = --- . 

m'v v (121) 

Abb. 430. 

d) Bauart nach Abb.430. Keine Querl'iegel, Schragstabe in jedem 
Felde, die abwechselnd nach links und rechts steigende Richtung haben. 
Gerade Felderzahl. Da die Gliederung symmetrisch zur Stabmitte ist, 
gelten die Kontinuitatsbedingungen Nr. 112. 
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1st n eine gerade Zahl, so ist 
Rn = - (Dn + D n+!) COSQ, 

R;, = Rn , 

EFd . 
Rn = - (A Xln - A x,n-l + A Xrn+1 - A Xl n) ---;z- cos 15 smQ 

- (?ltn - Yrn-l + Y;n - Yrn+l) E:a COS2 Q, 

A2[Rn 1 1 - --;;r- = - (Alrn+l + Alrn) -; + A2 un - 2" A2 Zn - 2 Zn 

1 12 
(Alrn+l + Al,n) - = (Srn+1 + S,n) E F - . 

V gV 

Die Momentengleichung um nl lautet 

Srn (v + zn) + P (i + e + Y;) - Mn = 0 . 
Da 

ist, folgt 
(122) 

Denselben Wert hat Srn+!' Mithin ergibt sich nach Multiplikation 
mit {3 

A A2 [Rn [Rn 2 Mo 
LJ2 un · {3 + --p y - 2p + ----p- + 2e - !A2zn' {3 - 2zn{3 + v = O. 

1st n eine ungerade Zahl, so ist 
Rn = + (Dn + D n+1) cos 15 , 

R;,= - Rn , 

Rn = (A Xrn - A Xl n- 1 + A Xl n+1 - A xrn ) E :d cos Q. sin 15 

, , , , ) E Fa 2 ~ 
+ (Yln-l - Yrn + Yln+l - Yrn ----;r- cos U, 

A2 ~ _ All 1 ) l A2 I 1 A2 ') 
--l--(L~Aln+l+I"ln -+LJ U n T7i LI Zn+~Zn' Aft- V ~ 

Die Momentengleichung um n, lieferl 

- Sin (v + zn) - P (i - e - Y,.n) - Mn = 0, 

Sin = _ P (~ _ ~) + Mo _ [Rn . 
2 V v v 

Mithin ergibt sich nach Multiplikation mit {3 

A {3 A2 [Rn 2 [Rn Mo 1 A 
LJ2 Un' + --p y - p + 2 -p + 2 e + "2 LJ2 Zn . {3 

+2zn·{3-v=O. 

(123) 
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Die Gleichungen fiir n = gerade Zahl und n = ungerade Zahl werden 
daher durch die Gleichungen 

2 ,Lj2 IDl.. IDl.. Mo 
,Lj u,.· i1 + --p- . y - 2 .p + 2 P + 2 e 

- <-1)"[! ,Lj2 Z ... i1 + 2z,.i1- v] = 0, 
(124) 

(125) 
ausgedriickt. 

Die Spannkrafte D .. ergeben sich, wenn n eine gerade Zahl ist, aus 
der Momentengleichung um n., und wenn n eine ungerade Zahl ist, 
aus der Momentengleichung um nl. Erstere lautet 

- (Sl .. + D .. sin~) (v + zn) - P (i - e - Yr .. ). - M .. = 0, 

Sl .. + D .. sin~ = -p(! -~) + (Mo-mn> ~ , 

da aus (n - I.> 
Sin = - P (! - ;) + (Mo - 9Rn-1) ~ 

folgt, so ist 

Ebenso ergibt sich 

(Srn + D .. sin~) (v + z .. ) + P (i + e + '!/z .. ) - M. = 0, 

Sr .. + D .. sin~ = -pG +;) - (Mo -m .. ) ! . 
Aus (n - l z) folgt . 

also 

Sr .. = -P (! +~) -(MO-m"-I) ! ' 
. 1 

DIt sm ~ = (9.Jl .. - m .. -I ) _. , 
v 

D .. sin d = (-1)" (IDl .. -l - IDln) 1:. 
't' 

fiir n = gerade und ungerade ZahI. 

(126) 

e) Dieselbe Bauart wie d, jedoch ungerade FelderzahI. Da die 
Gliederung nicht symmetrisch zur Stabmitte ist, ist Mzo ~ Mzm und 
Mro ~ M rm • Mithin ist, wie unter c: 

M .. =P (Un - ~z,.) - (Mo + M"m~2n)v :z .. + m .. 

und es gelten die Kontinuitatsbedingungen (119). Vergleicht man die 
fiir .1l:f .. bestehende Funktion mit der entsprechenden des Falles d, so 
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ist ersichtlich, daB die dritte und vierte Differenzengleichung aus (122) 

und (123) abgeleitet werden, indem Mo durch 
setzt wird. Die Gleichungen lauten also 

m-2n 
M + JI" ---- er-o m 

"2 R .d2 IDln 29Jln 2 (..Ll'Io ~lE/lm-2n) + 2 
LJ U .I-'+--y- -+ -+--- e n p p PPm 

-.( _l)n [! .12 Zn· {J + 2 Zn {J - v] = o. 

Ebenso ergibt sich 
. ( 2M') 1 Dn·sino=(-l)n IDln-l-IDln - -- -. 

'In v 

(127) 

(128) 

f) Bauart nach Ab b. 431. QuerriegelinJedemKnotenpunkt, Schrag
stabe in jedem Feld, abwechselnd links und rechts steigend. Gerade 
Felderzahl. Infolge der Symmetrie der Gliederung in bezug auf die 
Stabmitte gelten wie im FaIle d die Kontinuitatsbedingungen Nr.112. 

7~ 
n,-1 n=gerade Zanl n+1 n+2 

Abb. 431 . 

Fiir n = gerade Zahl ist 

Rn = - (Dn + Dn+1) cos (j 

und fur n = ungerade Zahl 

. Da auf die Werte von SZn, Srn die Querriegel ohne EinfluB sind, 
gestaltet sich die Entwicklung der Gleichungen wie im FaIle d, so daB 
sich auch fiir die vorliegende Bauart die Gleichung (124) ergibt. Dagegen 
ist fUr n = gerade Zahl 

und fUr n = ungerade Zahl 

R;, = - Rn - 2 Vn . 
Daraus folgt 

(129) 

g) Bauart wie f, jedoch ungerade Felderzahl. Infolge der mangeln
den Symmetrie wird Mn durch dieselbe Funktion ausgedruckt wie im 
FaIle c. Dieselbe Ubereinstimmung besteht fur die Krafte Rn. Mithin 
gelten die Kontinuitatsbedingungen (119) und die Gleichung (127). Fur 
R;, bestehen dieselben Gleichungen wie im Fane f, mithin gilt die Glei
chung (129) 1). 

1) Mann, L.: Statische Berechnung steifer Vierecknetze. Diss. Berlin 
1909, auch Z. f. Bauw. 1909 behandelt das Problem fliT den Rahmenstab mit 
Hille von Differenzengleichungen. - M ii 11 e r - B res 1 au, H.: Uber exzentrisch 
gedriickte Stabe und iiber Knickfestigkeit. Eisenbau, 1911, S. 329 ff. steUt 
die Untersuchung del' Bauarten c, d, e, f auf eine allgemeine Grundlage und 
g~langt durch gewisse Annahmen zu einer Differenzengleichung. - Derselbe: 
Uber exzentrisch gedriickte gegliederte Stabe. Sitzungsb. d. PreuB. Akad. d. Wiss. 
zu Berlin. 1910. Bd. X. - Derselbe: Neuere Methoden del' Festigkeitslehre. -
Gr ii ning: Die Untersuchung gegliederter Druckstabe. Eisenbau, 1913, S.403 
behandelt die Bauarten a und b mit 4 simultanen Gleichungen. - Del:selbe: 
Knickung genieteter vollwandiger Druckstabe. Z. f. Arch. u. Ing.-Wesen, 1917, 2. 
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89. AuflOsung der Gleichungen. 
Die Auflosung der Differenzengleichungen solI zunachst fiir den Fall' 

zentrischen Kraftangriffes durchgefiihrt werden, also e = 0, Mo = O. 
Fiir aIle zur Stabmitte symmetrischen Bauarten ist dann auch P' = o. 
Fiir die unsymmetrischen Bauarten ist P' ~ o. Da jedoch P' sehr 

klein ist und nur in dem Quotienten ~' in den Kontinuitatsbedingungen 

vorkommt, kann es vernachlassigt werden. 
Bauart a und b .. Die GIeichungen (1l2a) und (1l7a) enthalten nur 

Un und Wln , jedoch kein absolutes GIied. Da fiir n = 0 und n = m 
sowohl Un als Wln = 0 wird, ergibt sich fur aIle Zahlen n Un = 0, 
Wln = O. Die Stabaehse bleibt gerade. Fur Zn und [Il~, gelten die Dif
ferenzengleiehungen 

,12 Z 0 IX + 6 Z + 2 ,12 we;, + 12 We;, _ 12 M~ = 0 
n n P P P , 

A fJ 2 fJ ( jJ ) ,12 we;, 
LJ2 Zn 0 + Zn 2 + fl - p~ I' -2 v = 0, 

welche den Fall b mit y = 0 umfassen. 
Teillosungen der homogenen Form sind die Ansatze 

Zn = C kn , w;f' = Cor: 0 kn . 

Die Eirifiihrung in die Differenzengleiehungen fuhrt zu den eharak-

t . t' h Gl' h . d . (1 - k)2 b . h t ens ISC en ele ungen, In enen w = ~~k-- ezelC ne , 

ex 0 w + 6 + 2 (w + 6) r: = 0, 

fJoW+2fJ(2+ ;)-woyor:=o. 

IX w + 6 w + 2 (2+ ~) 
r: = - 2 (w + 6) = fJ I' 0 w ' 

(IX " + 2 fJ) w2 + (20 fJ + 6 I' + 4 fJ ;) w + 24 fJ (2 + ;J = 0 , 

w2 + a l w + bI = 0 , 

24 (2 + ~)' 
b _ /t 
I-~~-

exy 
2+7T 



650 Funktionale Darstellung statischer GroBen. 

Die Wurzel ist im allgemeinen imaginar, mithin ergeben sich fUr k die 
beiden quadratischen Gleichungen 

k2 - k [2 - I a l + i -V bi - (in + I = 0 , 

k2-k[2-1aI-(VbI .(~ln+l=O. 

Die Wurzeln sind, wenn die Bezeichnungen 

b = ~ 1/ b _ (al )' 2 
2 Y I 2' 

lXI' IX2 = + a + Y HVa2 - b2 - 1)2 + (2 a b)2 + a2 - b2 - I} , 

PI' pz = b+ Yi {l'a2 - b2 _1)2 + (2ab)2 - a2 + b2 + I} 

eingefiihrt werden, der ersten Gleichung 

ki = - IXI + i PI , 

der zweiten Gleichung 

In der trigonometrischen Form konnen die Wurzeln mit 

IXI cos1jJ = - -, 
r 

sin 1jJ = PI , 
r 

da kI • k2 = 1 und k3 • k4 = 1 ist, durch 

k4 = -.!. (cos 1jJ + i sin 1jJ) 
l' 

ausgedriickt werden. Zu kI' k2 gehort 
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Durch Trennung der reellen und imaginaren Glieder entsteht 

~1 = C' - i 1;" , ~2 = 1;' + i~" , 

C' = ~ [1 - :: (2 + :)], 

1;" = 4 (3 !!.. (2 + ~) . 
'Y b1 fl 

Zu den Losungen der homogenen Form der Differenzengleichungen 
treten die konstanten Glieder 

v 

Die vollstandigen Losungen sind 

Zn = 0 1 rn (cosn1jJ + i sinn1jJ) + O2 r- n (cosn1jJ - i sin n1jJ) 

+ Oarn(cosn1jJ - i sinn1jJ) + 04r-n(cosn1jJ + i sinn1jJ) + ( -v y)' 
(32+

fl 
~' =~ W - i C)[Ol rn (cosn1jJ + i sin n1jJ) + O2 r- n (cosn1jJ - i sin n 1jJ)] 

+ W + i C")[Oa rn (cosn1jJ - i sin n1jJ) + 0 4 r- n (cosn1jJ + i sin n1jJ)] 

M~· v 
+-----c------;-

p 2(3(2+ :r 
Die reellen und imaginaren Glieder werden zusammengefaBt und 

neue Konstante eingefiihrt. 

Z" = 0 1 rn • cosn1jJ + 02rn. sin n1jJ + 0ar-n • cosn1jJ + 04r-n. sin n1jJ 

+ v 

(3 (2 +~)' 
fl' 

~;, = (;' . Z" + 1;" [01 rn • sin n 1jJ - O2 rn • cos n 1jJ - Oar - n • sin n 1jJ 

M~ v , + c 4 r - n • cos n 1jJ] + p - ( ) (1 + 2 n . 
2(3 2 + ~ 

fl 
Zur Bestimmung der Konstanten dienen die vier Bedingungen 

n = 0 : Zo = 0 , 9)(~ = 0 , 

n=m:zm=O, 9)(;"=0. 

Es seien die durch folgende Gleichungen definierten Bezeichnungen 
eingefiihrt 
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dann lauten die vier Bedingungen 

Is (0) + p = 0, 

1;"16(0) + q = 0, 

. Is (m) + p = 0, 

1;"16(m) + q = 0, 
daraus folgt 

Is (0) = 16 (m), 
was durch 

fs(n) = N1oFa(n) + N2 of,,,(n) , 

16(n) = -N1F,(n) + N2 F a(n) , 

mit den neuen Konstanten Nl = 15 (0), N2 = 16 (0) erfiillt wird. Nun
mehr ergeben sich Nl und N2 aus 

Nl + p = 0, 

zu 

C" N2 + q = 0 

q 
N2 = - 1;" • 

·Mithin erhalt man 

a) Zn = P [1- F3 (n)) - ~, F4 (n), I 
9»' (130) 

b) ;: = ;' 0 Zn + q [1- F3 (n)] + p 0 ~" F4 (n) 0 

In den Knotenpunkten del' Gurtungen treten die Momente auf 

Die GroBe des Momentes M~ ergibt sich aus del' geometrischen Bedin
gung: Tangente an die elastische Linie del' Gurtungen in den Endpunkten 
parallel zur X-Achse, d. h. 

dz 
dx (x = 0) = 0, womit auch 

clz 
-(x= m) =0 
dx 

erfiillt wird. Die Differentialgleichung del' elastischen Linie im erst en 
Felde ist 

EJ d2'Y't 1 P' 1 U' 1 mv x 
d x2 = - 2 YI + 2.1uo - 2 ;I.JLl T ' 

EJ d2 y',. 1 P' 1 M' 1 ,x 
dx2 =-2 Y"-2 0+29)(IT' 

E J d2 
Z = _ .!. P 0 z + M~ - 9)(~ ~ . 

dx2 2 JL 
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Die Integration ergibt 
2M' 2[l(' x 

Z = lX COS" X + /3 sin" x + p 0 - -F T ' 

dz 2[)(~ 
- (x = 0) = /3 • " - - , 
dx p. A. 

p wird bestimmt aus 

x=O:z=O; 

daraus ergibt sich 

x = 1: Z = ZI; 

. 2[)(~ 2 M~ /3 sm" l = ----p- - ----p- (1 - COS" 1) + ZI 

und weiter aus 
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Aus dieser Gleichung Hil3t sich Mb nach Einfiihrung der Funktionswerte 
[)(' 

Zl und pI berechnen. 

Bauart c. Der Symmetrie wegen ist 

MIO = -Mrlll , mithin Mo = 0,. M'" = 0 . 

Hinreichend genau kann auch Mb = 0 gesetzt werden. Die Diffe
renzengleichungen lauten 

.12 [lCn 6[)(n 6 M" m - 2 n 
LJ2 Un • IX + 6 Un + -p - + ----p- - -----p- -m- = 0 , 

,12 • + 6 + 2.12 [le;, + 12 [)(;, = 0 
LJZnIX Zn p p , 

1 .1 2 [lCn 2m, 2 M" m - 2n 
.12 U,,' /3 - ;i/3 (Zn-l - Zn+l) + -p- )' - -p- + -----p- --:m- = 0, 

LJ2 zn · /3 + 4zn /3 (1 + :) - 2/3 (Un - 1 - un + 1) - 2.1:;, .)' - 2v 

+ 4/3Hg"Pn = O. 

Wenn tg "Pn konstant angenommeh wird, so bestehen die Tei1losungen 

Un = C· kn, w; = C· !; . kn, Zn = C {} . kn, 9~, = C • r; . kn 
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fUr die homogene Form. Sie ergeben die charakteristischen Gleichungen 

a) IX' w + 6 + C (w + 6) = 0; 

b) f}(IX.w+6)+211(w+6)=0; 
1 1- k2 

c) fJ,w-2,fJ·f}-k-+C(wy-2)=0; 

d) f}. fJ [w + 4 ( 1 + ;)] - 2 fJ 1 k k2 - 21] . w • y = 0 . 

IXW + 6 
211 = - f} --- in d eingefUhrt, gibt 

w+6 

f}{fJ[W+4(1+ ;)]+WyIX::66}=2fJ1 k k2; 

da (~ k7 = w (w + 4) ist, folgt 

f}~~=2fJ w(w+4) . 

k fJ[W+4(1+ ;)] +w yex::6
6 

und wird in c eingefUhrt, femer wird C = _ IX W +66 gesetzt 
w+ 

fJ'W-fJ2 w(w+4) _ IXw+6 (wy-2)=0, 

fJ [w + 4 ( 1 + ;)] + w y IX: : 6 6 w + 6 

v IXW + 6 4fJ2 w - + fJy·w 2_-

fk w+6 

_ .xw+6 (wY-2){fJ[W+4(1+~)] +Wy~W+6}=0. 
w+6 fk w+6 

Die Ausrechnung ergibt fUr w die Gleichung vierten Grades 

w4 - w3 A - w2 B - wC - 288 L (1 + ~) = 0, 
IX2 y2 fk 

( fJ )2 V fJ IX + 1 ( v) 36 12' ( fJ ) B=48 - --24-·-- 1+- --+- 2+-
,IX y fk ex y IX fl IX2 IX Y IX Y 

4fJ ( v) +-- 5+2- , 
IX y2 fk 

fJ+y ( fJ )2 V fJ 1 ( v) C = 144 - - - 144 - -:- 1 + - + 72 
ex Y fk ex y IX fk IX2 y2 

+ 48 IXfY2 (IX + 1) (1 + ;). 
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Eine NaherungslOsung ist W = 0; mithin ergibt sich eine Wurzel in 

t (0) 
Wi = - /,(0) , 

wenn t (0) den Funktionswert der Gleichung fUr W = 0 und -I' (0) den 
Funktionswert des Differentialquotienten der Gleichung nach w fiir 
W = 0 bezeichnet. 

4 
W ------------------------------~--------
1- ,u fJ+r fl ' 

2(fJ - y) - 2fJ fl-+-Y + 1 (IX + 1) + -P- fl-+-Y 

Wi ist eine so kleine negative Zahl, daB es bei Berechnung der anderen 
Wurzeln vernachHissigt werden kann. Die reelle Wurzel der Gleichung 
dritten Grades 

W 3 - A w2 - Bw - C = 0 

ist nach der Cardanischen Formel 
~ 3--~~ 

W 2 = tA + Y P + iQ + lip - VQ, 

p = (A)3 + A . B + C 
3 3 2 2 ' 

W 2 ist stets eine im Verhaltnis zu Wi groBe positive Zahl. Fiir die dritte 
und vierte Wurzel besteht dann die quadratische Gleichung 

C 
w2 + W (W2 - A) + -- = 0, 

w2 

W3 = - i (W2 - A) + i 2 b. W 4 = - i (102 - A) - i 2 b , 

Fiir k ergeben sich nunmehr die acht Wurzeln 

kp k2 = cos f{J ± i sin f{J , 

cos f{J = 1 + i Wi , 

ka, k4 = 1 + tW2±i(I + iW2)2-I = k, k- 1, 

k5' k7 = r ( cos 'If' ± i sin 'If') , 

k k 1 - .. ) 
6 , 8 = - (cos 'If' + ~ sm 1jJ , 

r 

p 
COS1jJ = - r' . q 

sm1jJ = r' 
p = a + Yi{V(a2 - b2 -1)2 + (2ab)2.+ a2 - b2 --1), 

q = b + Vi {V(a2 - b2 - 1)2 + (2 a b)2 - a2 + b2 + 1) . 
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_Zu ki • k2 gehoren 

C=_lXwl +6=_,. 
WI + 6 "'I' 

{) = f3WI - ~dU:I1' - 2) = +i Cd2 - W~ y) + f3wI = +iU 
+ z f3 sm cp - f3 sm cp - I , 

·da 
l-k2 

-k- = += 2i sincp, 

ist 

~·zu ka• k, gehoren 

C = - IX W 2 + 6 = _ C 
W 2 + 6 a' 

{) = - 2f3W2 - C3 (W2Y - 2)~_ =-l) 
+ f3 k2-1 +3' 

'YJ = ±i{)a C3 ; 

:ZU ks 
C= _1X[-Hw2 -A) +,i2b]+ 6= ~C'-i1;", 

. -i(wl -A)+,2b+6 . 

,.,,-.... -

[6 - ~ (W2 - A)] [6 - ! (W2 - A)] + 4 b2 1X 

[6 -i (W2 - A)]2 + 4 b2 

12b (IX -1) 
[6 - i (W2 - A)]2 + 4 b2 ' 

1- k2 1 -1'2 , 1 + 1'2 , 
-- = --cos1jJ - ~ -- sln1jJ, 

k l' l' 

. {) = 21" f3[ -i(W2 -A) + i2b] - (C' + i1;")[( - Hw2-A) + i2b) 7'-2] 
f3 [(1- 1'2) COS1jJ - i (1 + 1'2) sin1jJ] , 

{) = {)' + i {)", 
{)'= 

.J)" = 

21' . 
p. 91 {[ -i f3 (w2-A) + nil' (W2-A) +2) +21;"by](I-1'2) cos1jJ 

- [2f3 b + C"(!y(w2 - A) + 2) - 2 b 7'1;'] (1 + 1'2) sin1jJ} , 

/. ~ {[2 f3 b + C" (l i' (W2 -A) + 2) - 2 b Y C'J (1 - 1'2) COS1jJ 

+ [-ifi(w2 - A) +C'(ly(w2-A)+ 2) +2C"by] (1 + 1'2) sin·ljJ}, 

(1 + 1'2 + 2 l' cos 1jJ) (1 + 1'2 - 2 l' cos 1jJ) , 

'YJ = - i W + i 1;") ({)' + i {)II) = - 1/ - i 'YJ", 

'YJ' = ·H1;' '!9' - 'I'J" C") , 1(= HC' {)" + {)' 1;"); 
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~=-I;'-il;" 

1 - k2 1 - r2 . 1 + r2 . 
-k- = - -- cos'I.jJ + ~ -- sm'I.jJ , 

{} = - {}' - i i)l', 

I; = - !;' + i 1;", 

{} = {}' -- i i}", 

17 = - rj' + i 1]" ; 

r r 

zu ks I; = -!;' + iI;", 
{} = -1'j' + iii". 

17 = 

657 

Aus den nicht homogenen Gliedern der Differenzengleichungen er· 
gibt sich 

9.le 
p 

M" m - 211, 

P m 

Die vollstancligen Losungen sind mithin 

Un = 11 (11,) + 13 (11,) + 15 (11,) , 

W,,, ~ I ) r I r' " ~l" m - 2 11, -P = - ~I' 1 (11, - 1,3 3(11,) - I, 15(11,) + I; 16(11,) + -p-~-, 

Zn = - {}1 12 (11,) - 19.314 (n) + {}' 17 (n) + {}" Is (11,) + Zo, 

we;, 
P 

C1 COS 11, rp + C2 sin 11, rp , 

C I sin n rp - C 2 COS 11, rp , 

C~kn+ C4 k- n , 

C3 k" - C4 k- n , 

11 (11,) = 

f2 (11,) = 

13 (11,) = 

14 (11,) = 

t5 (11,) = C5 rncOsn'I.jJ + C6 rnsinn'I.jJ + C7/"-nCOSn'I.jJ + Car-"sin n'I.jJ, 

f 6 (n) = C 5 rn sin 11, 'I.jJ -- C 6 rn COS 11, 'I.jJ - C 7 r - n sin 11, lp + C s r -n COS 11, 'I.jJ , 

17 (11,) = C5r"cOsn'I.jJ + C6 1·"sinn'I.jJ - C7r--nCOsn'I.jJ - Csr- n sin n'I.jJ, 

f8 (n) = - C 5 rn sin ntp + C 6 r" COS 11, 1p - C 7 r - n sin n 'I.jJ + C s r - n cos 11, '1'. 

Zur Bestimmung der Konstanten clienen die acht Beclingungen 

11, = 0 \. 0 "" 0 0 an' 0 
J . u = , :J)( = , z = , ~A.'l. = . n=m 

G r ii n i n g. Statik. 42 



658 Funktionale Darstellung statischer GraBen. 

Daraus ergeben sich folgende Gleichungen 

II (0) + la (0) + 15 (0) = 0, 

II(m) + la (m) + 15(m) = 0, 
Mil 

- 7;I/dO) - 7;a/a(O) - 7;'/5(0) + 7;"rdO) + p = 0, 

- 7;l/dm) - 7;a la (m) - 7;' 15 (m) + 7;" 16(m) - ~" = 0 , 

- {}I/2 (0) - {}a IdO) + ff'/7 (0) + {}" fs (0) +zo = 0, 

- ffl 12 (m) - {}a 14 (m) + {ji 17 (m) + ff" 18 (m) + Zo = 0 , 

+ {}I7;I/2(0) + {}a7;a/dO) -2'1'07(0) -2'1'/'/8(0) -Zo=O, 

+ ffl 7;1 12(m) + {}a 7;a 14 (m) - 217' 17 (m) - 2 r/, 18 (m)- Zo = o. 
Daraus folgt 

11 (0) + II (m) + la (0) + la (m) + 15 (0) + 15 (m) = 0, 

- 7;1 [/1 (0) + 11 (m)] - 7;a [/?, (0) + la (m)] - 7;' [/5 (0) + Is (m)] 
+ !;"Us (0) + 16 (m)J = 0, 

- ffl [;2 (0) - 12 (m)] - ffa [/4 (0) - 14 (m)] + {j' [/7 (0) ~ 17 (m)] (131) 

+ 19" [fg(0) - 18 (m)] = 0, 

{jl 7;1 [/2 (0) - 12 (m)] + {}a 7;a [/4 (0) - 14 (m)] - 217' [/7 (0) - 17 (m)J 
- 2 r/, [/8 (0) - 18 (m)] = O. 

II (0) + II (m) = 0, 

la (0) + la (m) = 0, 

Is (0) + 15 (m) = 0, 

Is (0) + Is (m) = 0 

cos (~ - n) T 
2 m 

12 (n) = NI . . = NI . cotg 2 T . PI (n) , 
.m 

sm 2T 

(kn_ km-n) 
la (n) = N2 1 _ k'" = N2 G2 (n) , 
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15(n)= NaGa(n) + N,G,(n) , 

Ie (n) = - NaG, (n) + N,Ga (n), 

17 (n) = - NaF5(n) - N, ·Fe(n), 

Is(n) = - NsFs{n) + N,.F5(n) , 

(rm- n + rn- m) cos n 1p - (rn + r -n) COS (m - n) 1p 
~N= , rm + r- m - 2 cos m 1p 

(rm- n - rn- m) cos n 1p + (rn - r- n) cos (m - n) 1p 
Fs(~= , rm+r m-2cosm1p 

(rm- n + rn- m) sin n 1p + (rn + r- n) sin (m - n) 1p 
~N= . rm + r- m - 2cosm1p 

659 

Da G1 (0) = - G1 (m) = 1 , 

Fl (0) = Fl (m) = 1 , 

G2 (0) = - G2 (m) = 1, 

F2 (0) = F2 (m) = 1, 

so ist 

Da ferner 

so ist 

II (0) = - 11 (m) = N 1, 
m 

12(0)= 12(m)=N1 cotg 2 1p, 

la(O) = - la(m) = N 2 , 

Ga (0) = - Gs (m) = 1, 

G, (0) = - G, (m) = 0 , 
rm _ r-m 

Fs(O)= F5 (m)=rm+r m-2cosm1p=P' 

F (, F)- 2sinm1p -
d)= sCm -rm+r-m-2cosm1p-q, 

Is (0) = - Is (m) = Ns, 
/6 (0) = - Ie (m) = N" 

17(0)= 17(m)=-Ns p-N,q, 

Is (0) = IsCm) = - Naq + N 4 p· 
42* 
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Mithin werden die vier Gleichungen (131) befriedigt, und es ergeben sich 
zur Bestimmung von N 1 , N 2 , N 3, N4 die vier fUr n = 0 geltenden 
Gleichungen 

Nl + N2 + N3 = 0, 
M" 

- tl N] - t3 N2 - 1;' N~ + t" N4 + 7) = 0, 

. m I +km , 
- if N cotg-'lJ' -f} N ---- - If (N p + N q) 

112 321_km 3 4 

+ if" (- N3 q + N4 p) + Zo = 0, 

m I+km , + if1 t 1 N 1 cotg 2 '1/' + if3t3N21 _ km + 21/ (N3P + N 4 q) 

- 2 1/" (- N 3 q + N 4 p) - Zo = 0 . 

Werden diese vier Gleichungen der Reihe nach zur Elimination von N} 

aus Un, -~, Zn, ~' benutzt, so ergibt sich 

a) u" = -N2[Gdn) -G2(n)] -Ns[Gdn) - Gs(n)] 
+N4 " G4 (n) , 

b) ~ = N 2" ~3[Gl (n) - G2 (n)] 

+ (N3~' - B4~") [Gdn) - Gs (n)] 

_ (N4~' + N.'l;") G4(n) _ ~" [ G1 (n) _ '111, ~ 211,] , 

c) Zit -
I+km 

N 2 " {}s [FI(n) - F 2 (n)] 1- T:,m 

+ (Bs {}' - N4 {}") [p • FI (n) - Fo (n)] 

+ (N4 l<J.' + Ns {}")[q" F 1( n) - F6(n)] - Zo [FI (n) -I] , 

1»>' 1 1 + k m 
d) pn = -"2N2{}s;3 [Fdn) - Fdn)] 1- k m 

- (NS1( - N 4 1J") [p. FI (n) - Fo (11,)] 

- (N41J'+l\~'l1(')[q"Fl(n) -F6(n)]+~zo[Fl(n)-I]. 

(132). 
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bestimmt, die zweckmaBig nach Einfiihrung der Zahlenwerte aufgelost 
werden. Fiir die Funktionen G gilt 

G(n) = -G(m - n), 

daraus folgt Un(n=~)=o, 

9J1n(n=~)=o, 
Un = -Um - n, 

9J1n = -9J1m-n· 
Die elastische Linie der Stabachse ist eine S-Kurve, deren Null

punkt und Wendepunkt in der Stabmitte liegt. 
Die Gleichungen enthalten noch zwei Unbekannte in tg 1jJ und dem 

Moment Mil. Diese sind durch folgende Bedingungen bestimmt. 1. Die 
Endquerstabe mussen normal zur Stabachse gerichtet sein 

. du 
-tg1jJo = - tg1jJm = d'- -. 

;r 

2. Die Verdrehung der Endquerstabe ist abhangig von den Langen
anderungen der Gurtungen und Gliederungsstabe. 

Die Differentialgleichungen der elastischen Linie der Gurtungen im 
ersten Felde sind 

d2 y; I Z-;/J X x 
E· J dx2 = -PIYt + M IO - Z- + MlmT - 9J1ll • T' 

d2 y;. I l-x x x 
E J dx2 = -Pro Y,. + Mro--- + lYIn" - - 9Jlrl T' 

~U "l-2x x 
2E·J-- = -P·u+M -----9J1 ._-

dx2 l 1 I' 

. , Mil l - 2 X 9)11 X 1 /-P 
U = (X Sill X X + fJ cosxx T -ji--T- - pT' x = V 2 E J ' 

du 2 Mil 9)1 1 
tg1jJo = - dx (x =0) = -(Xx + p-:y + p--:T' 

(X ergibt sich aus 0= fJ + Mil 
P 

und 

Mil ( 9) 9J1 (X sin xl = U 1 - P 1- cosxl- ~ + _pI ;1 
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daraus folgt 

sin " l Mil 2 Mil ( sin " l) 
Hg1jJo-;r = -U1 + p(l- cos ,,1) - Pm I--;r 

_ ID11 (1- sin ,,1) 
P ,,1 

und weiter mit 
1 sin ,,1 P12 
--;r=12EJ' 

nach Multiplikation mit ex. 
Mil 3m-2 ID11 

1 (ex. -1)tg1jJo + U1/X. - P -m- + P = O. (133) 

Die zweite Gleichung ergibt sich aus der Arbeitsgleichung fUr den 
Belastungszustand: Belastung jedes Endriegels durch die im Sinne des 
positiven tg 1jJ drehende Belastungseinheit der Geraden. Da die X·Achse 
sich nicht dreht, kann eine Stiitzung in den Punkten 0 lmd x = l in 
Richtung der Y ·Achse angenommen werden. Die Stiitzdriicke bilden 

2 
ein Kraftepaar von der GroBe T' welches mit den genannten Belastungs. 

einheiten im Gleichgewicht ist, also in Richtung der negativen tg 1jJ 

dreht. Die Belastung erzeugt die Spannkrafte 

- 1 m - 2 (n -I) - 1 m - 2n 
BIn = - V . m ' B,n = V m 

- 2 
Dn = Tsec <5, 

Mithin lautet die Arbeitsgleichung fiir den wirklichen Verschiebungs. 
zustand m m m 

tg1jJo + tg1jJ1II = 2l sec <5 .2}. Ll dn - 2l 2}Zn - _1_ 2} (LllllI + Lll,,,) 
1 1 vm 1 

I~ - -~n(m - 2n + I) (Lllln - Lllrn). 
vm 1 

Es ist 
m im 

-I-~(m - 2n + I) (Lllln - LlArn) = -1-.2}.(m - 2n + I). 
vm 1 vm 1 

[(Ll lIn - Ll Arn) - (Ll Al lll - n+1 - Ll l"n-n+1)] , 

m-I 
wenn m eine gerade Zahl ist, wahrend die Summe bis -2- zu er· 

strecken ist, wenn m eine ungerade Zahl ist. Ferner ist, da 

ID1n- 1 + ID1n = -9JCm- n - 9JCm- n+1 
ist, J. [ ,. 4 (m - 2 n + 1) 

Ll lIn - Ll lrn - (Ll llm-lI+l - Ll lrm-n+l) = EFgv M· m 

- 2 (ID1n-l + ID1n>1· 
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Daraus folgt, da IDlo = 0, 

1 m . A [ 4!m 
-L:(m-2n+ 1) (LlJ.ln -LlA,.II) =EF 2 M" + - L: (m - 2n) 
vm 1 gV m 1 

(M" m ~2n _ ~)]. 

Nach Gleichung (121) ist 
m 2M" 
~Dn = - vsintl' 

1 

2 m 4M".d 4M" 
- sec c) """ LI dn = - = - ---
l -+ lvsinc)cosc).EFd, loAott· 

also 

Wird noch {1 mpoJ. 
..::;.; (LI Aln + LI Arn) = -lfF 

1 g 

eingefiihrt, so ergibt sich 

1 m PJ. 2M" 
tg"l' = - T .2J. Zn + 2 E F v - lj, 0 tt 

1 g (134) 

J. [" 4 ~! m ( /I m - 2 n )] --- M +- n(m-2n) M ---~ 0 

2EFg v2 m m 
. 1 

Aus den Gleichungen (132) konnen Zn und ~ als Funktionen von 
Zo und Mil ausgedruckt werden, und da 

v - 2 {J 0 Hg1jJ 

Zo = 2 {J (1 + 7';) 
ist, als Funktionen von tg"l' und Mil. Mithin enthaIt die vorstehende 
Gleichung, ebenso wie die GIeichung (133), die beiden gesuchten GroBen. 
Die zweite Gleichung laBt sich wesentlich vereinfachen, wenn die trans
zendenten Glieder in Zn und Mn vernachlassigt werden. Dann ist 

Die Vernachlassigung der ~ im letzten Glied der Gleichung gegenuber 
den anderen Mil enthaltenden Gliedern ist auch durch den kleinen Wert 
ihres Koeffizienten gerechtfertigt. Ferner ist dadurch die oben gemachte 
Annahme tg "I'n = konstans begrundet. Nunmehr ergibt sich 

v 2M"tt+"'( m) 
tg"l'=2{J)'-Zo).tt-",-1+ 4y · (135) 
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Werden in den Funktionen fur Un und m" die von N3 und N4 ab

hangigen Glieder vernachlassigt, so wird mit N2 = P ~~ I; 
(3 1) 

Mil 0;, lSin(; - 1) rp k - k"'-IJ 
U 0;,=----- ----

I P I; - I; m 1 - km ' 
3 1 sin"2rp 

9J11 _ -u .1; _ MIIlSin(i--1)rp _ m-~j 
P- 13 P m m' 

_ sin "2 rp _ 

also entsteht aus Gleichung (133) 

Mil 0;, - 1;3 lSin(~ -1) rp k _ km - 1

J AtgV' (0;, -1) - p-~~ m - ~km 
3 1 sin _ rp 

2 

_ ~' Imn (1 ~ 1) .' +2 J ~ o. 

At",(" -1) . Jf" 2 +- "-" ,rn('; -1) ~ ~': ~:'k ~ km"j = 0 
P 1;3 - 1;1 . m 1;3 - 1;1 1 - k'" 

Sill 2 T 

und nach Einfiihrung der Werte fUr (1' (3 

Mil I W + 6 sin (; -1 }7J W + G k - kin IJ ,gV'(0;,-1)-- 2+ 2 -'----- -~-----;" = O. (13G) 
P W 2 - WI • m W 2 - WI 1 - k 

Sill "2 T 

Aus den Gleichungen (135) und (136) konnen tg V' und M" berechnet 
werden; fiir beide ergeben sich positive Werte. 

Bauart d. Wegen del' Symmetrie der Gliederung in bezug auf die 
Stabmitte kann Mo = 0 gesetzt werden, obwohl das nicht vollkommen 
genau ist. Die Differenzengleichungen 

,12 U • 0;, _L 6 U + ~~n + 6 M" = 0 
n -, " P P , 

,12 Z • 0;, + 6 Z + 2 ,12 9J1", + 12 9](", _ ~1~~ = 0 
n " P P P , 

A ,12 9](" 2 Wc" ? 

LI2 U,,· f3 + -p y - p - (- 1)"lt ,1" Zn· f3 + 2 z"f3 - v] = 0, 

,129](", = (_ 1)n ,12 9J1n 
P P 
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werden in der homogenen Form durch die Lasungen 

Zn = C kn, m(~'=c.rkn 
p ", Un=CfJ(-k)n, 9Rn = Co 1] ( -- k)n 

p 

befriedigt. Die Differenzen zweiter Ordnung sind 

L1 2 un = - C(w + 4)ii (- k)n 

L12 9R 
~ = - C(w + 4) 1] (- k)", 

(1- k)2 
w=-/d-' 

Mithin lauten die charakteristischen Gleichungen 

fJ [- (w + 4) x + 6] - 1] (w - 2) = 0, 

x 0 w + 6 + 2!;(w + 6) = 0, 

- fJ 0 p (w + 4) -1] [y (w + 4) + 2] - -k fJ (w + 4) = 0, 

!; 0 w = - 1] (w -+ 4) . 

Daraus ergibt sich 

x o w+6 !;w (xw-+6)w 
!;=--2(~+6)' I] = - ~v+4 = 2(w-+6)(1~+4)' 

{} = __ ~_~_? ___ __ (x w -+ 6Lwjw=~L_ 
.1]6 - x (w -+ 4) - 2 [6 - x (w -+ 4)] (w -+ 6) (w -+ 4) . 

Mit dieson Worten fUr {} und 17 folgt aus der dritten Gleichung 

_ p (x w + 6) w (w_=- 2) __ (xw+6) wry (w +4)+2] _ fJ(w-+~ =0 
2[6-x(w-+4)](w-+6) 2(w+6)(w+4) 2 ' 

fur w die Gleichung vierten Grades 

[ 4 fJ 2J [ 32 (J . 12 8J 
W 4+w3 8+- (4x-3) +- +w2 16+-(4x-3)+-(2x-3)+-

x2y y x2y a 2 y 

[64 fJ 24 . 4 0 48fJ 
+w -2-. (4a-3)+ -2- (2x-3) (2fJ+2y+ 1)]+ -2 -(2a-3)=O. 

xl' ay x)' 

Eine NaherungslOsung ist w = - 4. Denn wenn f (w) = 0 die 
Gleichung bezeichnet, so ist 

96 f (- 4) = - -- (2 a - 3) 
a 2 j' 

und 
/,(-4) = 

so daB sich die verbesserte Lasung , 

WI = - 4 + w', 
2 

----------w'=---
3 

p-y+ 1+1 x + ---
2 (2 x - 3) 
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mit der sehr kleinen positiven Zahl Wi ergibt. Bei Berecbnung der drei 
anderen Wurzeln kann Wi vernachlassigt werden. Diese sind mithin die 
Wurzeln der Gleichung dritten Grades 

w3 +Aw2 +Bw+ 0=0, 

4f3 2 
A = 4 + -2- (4 lX - 3) + - , 

lX Y Y 
16 f3 12 

B = -2- (4lX - 3) + 2" (2lX - 3), 
lXy lX 

o = 48 f3 (2 lX - 3) . 
(X2 y 

Nach der Cardanischen Formel ist die reelle Wurzel 
3 ·3--= 

W = - lA - ¥p+iQ - yp-iQ = -W2' 

p= (A)3_A .B + 0 
3 3 2 2' 

Q = [(~ r -~ . ~ + ~] 0 - ~ (! r [ (~ r -B] . 
w2 ist =A- 4, also eine im Verhaltnis zu Wi groBe positive ZahI. 
Fiir die dritte und vierte Wurzel besteht die quadratische Gleichung 

o 
w2 + w (A - wz) + - = 0 , 

w2 

Wa = -! (A - U!2) - i 2 b , 

w4 = - !(A - wz) + i2b. 

b = ~ 1 / ~ - ~ (A - w )2 
2 V w2 4 2 , 

Fiir k ergeben sich die acht Wurzeln 

k1 , k2 = - cos cp + i sin rp , 

cosrp = 1 - !w', 
k3 = - iCW2 - 2) - it (W2 2)2 - 1 = - k, 

k4 = k- 1, 

k5' k7 = -r(cos~±isin~). 

k6' kg = - ~ (cos ~ + i sin ~) , 
r 

cos ~ = ~ , sin ~ = !L , 
r r 

p = a + YHi(a2 - b2 - 1)2 + (2ab)2 + a2 - b2 - I}, 
q = b + Y!{i(a2 - b2 - 1)2 + (2ab)2 - a2 + b2 + I}. 



Auflosung der Gleichungen. 

Zu k1 • k2 gehort 
(4 - w')x - 6 

1;= 2(2+w') =1;}> 

4- w' 
1] = 1;1--'- = 1]1' 

W 

w-2 6-w' 
{} = 1] 6 _ x (w + 4) = - 1]16 - X. w' = - {}l . 

xw -6 
1; = - 2 (w: _ 6) = -1;3' 

Zu ks• kG gehort 

1; = - 1;' + i 1;" : 

1;' = [6 - ix (A - wz)][6 - i(A - wz)] + 4bz x 
2[6 - l(A - wz)]Z + 8bz ' 

1;" . 12b (x - I) 
= 2[6 -!(A - WZ)]2 + 8b2 • 

I ." 
1} = 'Yj - ~'Yj: . 

1;' a (A - w2 ) (!A - i - 4) + 4b2] - 8b1;" 
1]' = ---~---,----. 

[HA - w2) - 4]2 + 4b2 

" 8b 1;' + [i (A - w2) (i A - !w2 - 4) + 4b2] 1;" 
1] = [!(A-wz}-4]2+4b2 • 

{} = - {}' + i{}": 

667 

{}' = 'Yj' {CiA - iW2 + 2}(6 +x[!A- !w2--;-4]) +4b2x} -12b(x-I}11' 
[6 + x(!A -lw2 - 4)]2 + 4b2x 2 ' 

{}" = 'Yj" {(lA - !w2+ 2)(6 + x[lA- iWz-4]) + 4b2x} +12b(x-I)'Yj' 
[6 + x(iA - !wz - 4)]2 + 4b2 x 2 ' 

Zu k7' kg gehort 

1; = - 1;' - i 1;" , 1] = 'Yj' + i 'Yj", {} = - {}' - i {}". 

Aus deu Storungsgliedern der Differenzengleichungen folgt 

v m' v M6 
z=2(J' P=-4(J+P· 



668 Funktionale Darstellung statischer GroJ3en. 

Die vollstandigen Losungen sind 
v 

z" = (-l)n [h (n) + la (n) + Idn)] + 2fi' 

ill" M' ~' ~ (- 1)n ['1 11 (n) - 'a fa (n) - '"' fs (n) - ,",' 16 (n)] - 4VfJ + pO, 

Un = - {}1/1 (n) - {}a la (n) - {}' Is (n) - {}" 16 (n) , 

W; = rII Idn) + 1];; la (n) + t//s (n) + 1]" 16 (n), 

wenn 11 (n), la (n), Is (n), 16 (n) die auf S. 657 angegebenen Funktionen 
bezeichnen. Die Konstanten werden aus den Bedingungen 

:z=O 9)1=0 u=o 9)1=0 n = 0 } , 
n=m ' , , 

bestimmt. Da m eine gerade Zahl ist, lauten die Gleichungen 

11 (0) + 1:1 (0) + Is (0) 
v 

+ 2fJ = 0, 

v 
+ /dm ) + 2 fJ = 0, 

- (Is (0) - (' 16 (0) - 4VP + ~~ = 0, 

{;1 11 (m) - (;a fo (m) - Z;' fs (m) - (' 16 (m) - 4VfI + -~~ = 0, 

- {}1 fdO) -- {)a f3 (0) - ,'J' I~ (0) - 17" fdO) = 0, 

- fil It (m) - {}a f3 (m) - {}' f~ (m) - {Y' f6 (m) = 0, 

1]1 It (0) + 1]a fa (0) + 1]' Is (0) + 11" 16 (0) = 0, 

1]111 (m) + 173 la (m) + t/ Is (m) + 1( f6 (m) = O. 

Durch Subtraktion del' zweiten Gleichung von del' ersten, del' vierten 
von del' dritten usw. erMlt man vier Gleichungen fUr 1(0) - I (m) 
ohne absolute Glieder. Mithin ergibt sich 

11 (0) = 11 (m) , fs (0) = Is (m) , 

la (0) = la (m) , /6 (0) = /6 (m) , 

und diese Beziehungen werden erfiillt durch 

cos (; - n) cp 
11 (n) = N 1 ------- = Nl .F} (n), 

m 
cos 2" cp 

kn + k",--n 
Na l+k'" =N2 ·F2 (n), 

/s (n) = NaFa (n) + N4F4 (n): 



Aufliisung cler Gleichungen. 669 

wenn F3 (n), F4 (n) die auf S. 652 bezeichneten Funktionen sind. Werden 
noch die vier fiir n = 0 bestehenden Gleichungen 

- {)} N} - 1?'3 N2 - {j' N3 -W' N4 = 0, 

+ 171 N} + 'Y)3 N 2 + 'Y)' N3 + 'Y)" N4 = 0, 

zur Elimination von N2 henutzt, so ergibt sich 

Zn = (-I)" {Xl [PI (n) -Ji''.!. (n)] +X!\ [Ji'!\ (n)-F2 (n)] +N4Ji'4 (n))) 

V + 2/1[1-(-I)n F 2 (n)], 

~' = (-I)"{NI;l [FI (n) -F'.!. (n)] -K N3 +;" N 4) [F3 (n) -F2(n)] 

+ (;" N.'l-;' X 4) Fdn)} - (41~ - .L~O) [1- (-1)" F2 (n)]~ 

'ltn = - {}1j\T1 [Fdn) - P 2 (n)] - ({)' N3 + {}" N 4) [Pa (n) - F2 (n)] 

+ ({t" N3 - it' N ol ) 1?4 (n), 

~ = 1)1 Nl [Fl (n) - F2 (n)] + (1i' Xa + 1( N 4) [Ji'3 (n) - F2 (n)] 

+ (11' N4 - 1(' X 3 ) F4 (n). 

N}, N 3, N4 sind durch die Gleichungen 

+N} ((3 + (1) - N:J((' - ~-3) ~ N 4 (" - 4VfJ (1- 2(3) +~;, = 0, 

bestimmt uncI werden zweckmaBig nach Einfiihrung der Zahlenwerte 
ausgerechnet. Das Moment M~ ist wie im FaIle der Bauart a zu be
rechnen. 

Ba uart e. Infolgc clef mangelnden Symmetrie zur Stabmitte ist 
wie im Falle c 

M";';:::O, Mo = 0, M'" = O. 

(137) 



670 Funktionale Darstellung statischer GroBen. 

Mithin bestehen die Differenzengleichungen 

,12'1t • ~ + 6'1t +,12 ID1n + 6 ID1n _ 6 M" m - 2 n = 0 
n n p PPm' 

,12 • + 6 + 2 ,12IDl~, + 12 IDr,. _ 12 Mo = 0 
Zn lX Zn p P P , 

,12 fJ + ,12 IDln 2 IDln 2 M" m - 2 n 
LJ Un· -----p- 'Y - -----p- + -----p- m 

- (- I)n [i ,12 Zn • fJ + 2 Zn • fJ - v] = 0, 
,12~, = (- I)n ,12IDln . . 

Die homogene Form der Gleichungen stimmt mit der der Gleichungen 
des Falles d iiberein. Es bestehen mithin dieselben Losungen. Aus den 
Storungsgliedern ergibt sich jedoch im vorliegenden Fane 

v 
Zn=2{f' 

~,_ v +Mo 
P--4[i p' 
IDln=M" m-2n 
PPm 

und die vollstandigen Losungen lauten 
v 

Zn = (-I)n[fl(n) + la(n) + Is (n)] + 2{f' 

~~ = (_I)n [Cl/l (n) - Ca/a(n) - C' fsCn ) - C"/6(n)] - 4vfJ + ~~ , 
Un = -{}l/l(n) - {}a/a(n) - {}'/s(n) - {}"/6(n) , 

IDln I) 1)'1 "I () M" m - 2 n p='Illl(n +'I73a(n +'17 s(n)+'17 6 n +P-m-· 

Die Bedingungen zur Bestimmung der acht Konstanten lauten, da 
(_I)m = - list, 

v 
11(0) + la(O) + Is(O) = 2{f = 0, 

v 
Il(m) + la(m) + Is(m) - 2{f = 0, 

Cl/dO) - Ca/a(O) - C'/s(O) - C/6 (0) - 4vfJ + ~~ = 0, 

Cl/l (m) - Ca/a(m) - r/.(m) - r'/6(m) + 4vfJ - ~o = 0, 

- {}l 11 (0) - {}a/a (0) - {}' 15 (0) - {}" IdO) = 0, 

- {}l/dm) - {}s/a(m) - {}'/s(m) - ()"/sCm) = 0, 

'Ill/dO) + 'l73/a(0) + 'I]'ls(O) + '17"/6(0) + ~' = 0, 



Auflosung der Gleichungen. 671 

Dureh Addition der ersten und zweiten Gleiehung, der dritten und 
vierten usw. ergeben sieh vier Gleiehungen fiir / (0) + / (m), die kein 
absolutes Glied enthalten. Daraus folgt -

/1 (0) = - /1 (m) , 

/a (0) = - /a (m) , 

/s (0) = - /s (m) , 

/6 (0) = - /6 (m) , 

und diese Bedingungen werden erfiillt dureh 

sin (; - n) q; 
fl (n) = Nl = Nl • G1 (n) , 

.m 
s1ll2Q; 

kn _ km - n 
13(n) =N2~m =N2 G2 (n), 

Is(n)= NaGa(n) + N 4G4 (n), 

16 (n) = - N3 G4 (n) + N4 Ga (n) , 

\Venn G3 (n), G4 (n) die auf S. 659 bezeichneten Funktionen sind. Werden 
noch die vier fiir n = 0 bestehenden Gleichungen 

v 
N 3 + 2f3 =0, 

~INl - ~3N2 - ~'N3 -~" N4 - 4vf3 + ~~ = 0, 

- {}I N l - {}3N2 - {YN3 - {}"N4 = 0, 

M" 
fJI N I + 'YjaN2 + 1/N3 + 'Yj"N4 + -:£> = 0 

zur Elimination von N z benutzt, so ergibt sich 

Zn = (;1)n{NdGd n )-G2(n)] +Ns[GS (n)-G2(n)] +N4 G 4 (n)}1 

+ 2 (j [1- (-1)nG2 (n)] , 

I);. = (-l)n{;lNl [Gl(n) -G2 (n)] - (;' Ns + ;"N4)[GS (n) -G2(n)] 

+ (;" Ns -;' N 4 ) G4 (n)} -(4V(j - .1~O)[l_ (-1)nG2 (n)], 

'If" = -{tlNl [Gdn) - G2 (n)] - ({t' Ns +{t" N 4 )[GS (n) - G 2 (n)] 
+ ({t" Ns - {t' N 4 ) G4 (n), . 

I);. = 1/1 NdGdn) - G2 (n)] + (lj' Ns +1( N 4 )[G:dn) - G2(n)] 

+ (1/' N4 -lj" N S )G4(n) + ~' [m :,2n - G 2 (n)]. 

(138) 



672 Funktionale Darstellung statischer GraBen. 

Das Moment Mil ist aus den fiir die Bauart c dargelegten geometri
schen Bedingungen zu berechnen, das Moment M~ ebenso wie im Fane a. 
Letzteres kann meist = 0 angenommen werden. 

Die Gleichungen (137) und (138) unterscheiden sich im wesent
lichen nur durch die Funktionen F (n) und G (n).Fiir erstere gilt 

F (n) = F (m - n) , 

fur letztere G (n) = - G (m - n) , 

G(;) = O. 

Daraus folgt insonderheit fiir u und 9)(, daB im FalIe der Bauart d 
(gerade Felderzahl) 

9)(n = 9)(m-n . 

Dagegen im FaIle der Bauart e (ungerade Felderzahll 

m 
n=2' 1£ = 0, 9)1=0. 

Die Achsen beider Stabe bleiben unter zentrischem Druck nicht 
gerade, bei gerader Felderzahl verbiegt sich die Stabachse nach einer 
Seite, bei ungerader Felderzahl in Form einer S-Kurve. 

Bauart f. Aus den Differenzengleichurigen 

;j29)(n 69)(n 
a) LJ2 un · IX- + 6un +p + p-- = 0, 

b) 
2 LJ2 9)(;, 12 9)(;, 12 Mo 

LJ2 Z • IX- + 6 Z + ---- + -~- - -- = 0 n n p p p , 

c) 

d \) LJ2~.m;, = (_1)n LJ2 9)(n + 2 ' 
P P Z"Y, 

, ,1, l' E· Fv ')' 
l' =-= ----

P p·v 

folgen durch Einfuhrung der TeilIosungen 

Zn = C· k", u" = C .(j( - k)", 

die charakteristischen Gleichungen 

{} [ - (10 + 4) IX- + 6] - 17 (10 - 2) = 0 , 

IX-. 10 + 6 + 2~(1O + 6) = 0, 

"1' 
~ = C· 1) ( - k)" p 

- 1}. fJ (10 + 4) - 1) [y (w + 4) + 2] - l fJ (10 + 4) = 0, 

~ w = - 'fJ (w + 4) + 2 v'. 



Aus ihnen ergibt sich 

exw + 6 ,= -2(w+ 6)' 

Auflosung der Gleichungen. 

. w 2'/ (exw+6)w 21" 
17 = -, w + 4 + w + 4 = 2 (w + 6) (w + 4) + w + 4' 
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{} _ w - 2 _ [( ex w + 6) w + 2 1"] w = 2 
- 1] 6 = ex (w + 4) - . 2 (w + 6) (w + 4) [6 - ex (w + 4)]' 

(wex+6)w(w-2) (exw+6}w 2w(exw+6) 
- 13 2(w + 6)[6 - ex (w + 4)] - Y 2 (w + 6) - 2 (w + 6) (w + 4) 

[ w-2 2 ] 
-if3(w+4)-21" f3· 6 - ex (w+4) +Y+w+4 =0, 

mithin fUr w die Gleichung vierten Grades 

w4 + w3 [8 + ~ (4 ex -3) + ~ = 41"(L = 1)] + w2 [16 + 32 13 (4 ex = 3) 
ex2 y y ex ex y ex2 y 

12 8 41"( 13 6 2)] [64 13 + - (2 ex - 3) + .. - - 8 - = 14 + - - - + w - (4 ex = 3) 
ex2 y ex ex y ex)' ex2 )' 

24 161"(13 15.'5 3)] + - (2 ex = 3) (213 + 2 y + 1) .. - . - - -- - 16 + - - - + -
ex 2 )' ex ex )' ex y ex )' 

4.48/) 961" + --- (2 ex - 3) + -2- [213 + (2 ex - 3) (2)' + 1)] = O. 
ex 2 y ex )' 

Eine Nitherungs10sung ist 10 = = 4 und die verbesserte Losung 

WI = - 4 +10', 

wenn , f ( = 4) 
w==f'(-4f 

aus den Funktionswerten f (w) und f'(w) fUr w = = 4 berechnet wird. 
Da 

f 96 ') (- 4) ~ - - (2 ex = 3 + l' , 
ex 2 y 

1'( = 4) = 

ist, so wird 

G l' ii Il i n g, Sta1 ilL 

48 ( ex) ,72 -. - 13 - y + 1 + - (2 ex - 3 + l' ) + -
~y 3 ~)' 

43 



674 Funktionale Darstellung Btatischer GroBen. 

eine stets positive, sehr kleine Zahl, die bei Berechnung der drei anderen 
Wurzeln vernachlassigt werden kann. Fiir die letzteren besteht also 
die Gleichung dritten Grades 

w3 +A ·w3 +B·w+ C= 0, 

4 {3 2 4v' ( (3 ) A =4+-(4IX -3)- --- --1, 
~y Y IX IXY 

B = 16 {3 (4 IX _ 3) + 12 (2 IX - 3) -:- 4 v' (4 (3 _ 10 + ~ _ ~) , 
IX2 Y IX2 IX IX r IX r 
48 {3 24 v' 

C = -2- (2 IX - 3) + -2- [2 {3 + (2 IX - 3) (2 r + 1)]. 
IX r IX r 

Die reelle Wurzel der Gleichung (- w 2) und die beiden komplexen 
Wurzeln wa, W4 werden nach den auf S.666 angegebenen Formeln be
rechnet. w2 = = A - 4. Zu kl' k2 gehoren 

(4 - w') IX - 6 
~ = 2 (2 + w') = ~1 , 

1]= 
~1 (4 - w') + 2 v' 

w' = 1]1' 

6-w 
{} = - 1]1 6 _ IX W = - {}1; 

zu k3' k4 
IX' w2 - 6 

~ = - 2 (W2 - 6) = - ~3' 

1]= 

{} _ _ w2 + 2 __ {} . 
- 1]36 + IX (W2 + 4) - a' 

zu k5 • k6 

~ = -~' + it', 
~' = 

t'= 

1] = 

1]' = 

" 1} = 

[6 - ! IX (A - w2)][6 - ! (A - W2,!. + 4 b2 IX 
2 [6 - ! (A - W2)]2 + 8 b2 

12 b (IX - 1) 

I ." 1]-1,1], 

n!(A-w2 ) (!A-!w2 -4) + 4b2] -8bt' -2v'(!A-! w2-4) 
(! A - ! w2 - 4)2 + 4 b2 

~"[! (A - w2) (tA - tW2 - 4) + 4b2] + 8bC' - 2 v'2.~ 
(t A - ! w2 - 4)2 + 4 b2 



Aufli:i8ung der Gleichungen. 675 

{} = -{}'+ i{).", 

{f' = 
r/ {(!A - !w2+2) (6+ LX[!A -!w2- 4]) +4b2LX}-12b(LX-1)17" 

[6+ LX (! A - Iw2-4)]2+4b2LX2 

{j!'= 
17"{(lA -iW 2+ 2) (6+LX[!A - !w2-4]) +4b2LX}+ ~2 b(LX-1)17'. 
- [6+iX(!A-Iw2 -4)]2+4b2LX 2 ' 

zu k7 , kg gehoren 

1; = - 1;' - i 1;", {} = - {}' - i {}". 

Die Storungsglieder der Differenzengleichungen werden durch al
gebraische Funktionen fiir aIle Veranderlichen nicht befriedigt. Die 
Ansatze von der Form 

Un = a + b n + c n2 

ergeben a = 0, b = 0, c = o. Dagegen besteht eine Teillosung 

Zn = a, 9.R;, = b 
P , 

mit den Differenzen zweiter Ordnung 

.12 9.R;, = 0 
p , 

.12 9.R 
~ =-4d(-1)". 

Aus Gleichung a 

folgt 

ferner aus d 

und aus b 

( - 1)" [ - 4 c LX + 6 c + 2 d] = 0 

d c - ---
-2LX-3' 

o = (- l)n [ - 4 d + 2 v'· a] , 

d = v'a 
2 

M~ 
6 a + 12 b - 12 --- = 0 p , 

b = _ ~ + M~ 
2 p. 

SchlieBlich liefert Gleichung c 

(- 1)" [ - 4 c P - (4 Y + 2) d - 2 a· P + v] = 0, 

P' = P [1 + v' ( 2 + 2 Y + 1)] 
2LX-3 P , 

woraus 
v'· v 

c = ---,-;---
4P'(2LX - 3)' 

, 
v . v 

d=4fJ' 

43* 



676 Funktionale Darstellung statischer GroBen. 

folgt. Die vollstandigen Losungen der Differenzengleichungen sind 

v 
z" = (- l)n Udn ) + 12 (n) + 13 (n)] + 2 ti" 

W;;' = (- l)n [tl 11 (n) - t3/2 (n) - t'/5 (n) - t" 16 (n)] - 4 ~, + ~~ , 

Un = - {f} 11 (n) - {}3 12 (n) - {)' 15 (n) - {}" 16 (n) + (_l)n 4 (J'(~ :-3)' 

~n = 'YJ} 11 (n) + 'YJ3/2(n) + 'YJ'/5(n) + 17"/6(n) + (-l)n :;:. 

Aus den Bedingungen 

n = o} z" = 0, 
n=m 

folgt wie unter d 11 (0) = 11 (m), 

f2(0) = 12(m), 
f5 (0) = f5 (m), 

16 (0) = 16 (m), 

also mit den dort eingefiihrten Bezeichnungen 

ZIt = (~l)n{NI [FI (n)-F2 (n)]+Ns [Fs (n)-F2 (n)] +N4 .F4 (n)}) 

+ 2 {l' [I - (- I)" F2 (n)] , 

\J~:. =( -1)"{N1 ';1 [FI (n)-F2(n)]-(;'Ns+;"N4 ) [PS (n)-P2 (n)] 

+ (;" N s- ;'N4 ) F:dn)} - (4'~' - J~~) [I - (-I)" F2 (n)] , 

'U1l = -{lINt [FI (n) -F2 (11)] - ({J'Ns + {}"N4) [Fs('II) -F2(n)] 

+ ({t" Ns - {J' N 4) F4 (n) + 4'~' (2 IXV~ 3) [( -I)" - F2 (n)] , 

~ = 1/1 NI [Pt (n) - F2 (n)] + (1)' Ns + 1)"N4 ) [Fs (n) - F2 (n)] 

+(1j'N4 -1('Ns) Ji'4(n) + V4';' [(-I)"-F2(1I)]. J 

N 1 , N 3, N4 sind aus den Gleichungen 

N} (tl + t 3) - N 3<t' - t 3) - N 4t" - 4~' (1- 2t3) + ~6 = 0, 

Nl ({fa - {}I) - N 3({)' - {f3) - N 4{)" + 4~' [2IXY~ 3 + 21't3] = 0, (140) 

Nl ('YJl - 173) + N3 (1]'- 'YJ3) + N4 'YJ" + 4~' [1" - 2 'YJ3] = ° 
nach Einfiihrung der Zahlenwerte zu berechnen. 

(139 



Auflosung der Gleichungen. 677 

Bauart g. Die Differenzengleiehungen stimmen in der homogenen 
Form mit denen der Bauart f iiberein. In den Storungsgliedern weiehen 
sie in der ersten und dritten dadureh ab, daB 

6M" m-2n 
bzw. -------

P m 

hinzutritt. Die Einfiihrung der AnsatzQ 

2M" m-2n +--Pm. 

IDr. m M" 2 n 
Zn = a, pn = b, Un = (- 1)" c , ~/ = (- 1)" d + P m-: 

in die DifferenzengIeiehungen ergibt fiir die Konstantm a, b, c, d die
selben Gleiehungen wie im FaIle f. Die vollstandigen Losungen unter-

h ·d . hI· d 01· h f·· mJ· I h + M" m - 2 n se eI en SIC a so nur In er ele ung ur ;:I.lln, In we e er P -m-

hinzutritt. Da (- 1)'" = -- 1 ist, foIgt aus den Bedingungen 

n=O}ZII=O, 
n=m 

wie im Falle e 

und weiter wie dort 

m;, = 0, 

11 (0) = - 11 (m), 

12 (0) = - 12 (m), 

15(0) = -/5(m) , 

16(0) = - 16(m) 

~n= (-I)"{NdGdn) - G2(n)] +Ns[Gs(n) - G2(n)] +N4 G4 (n)}1 
v + 2{o/ [1- (-I)nG2 (n)] , 

~ = (-I)n{;lNl [G1 (11,) - G2(n)] - (;' Ns +;" N 4 ) [Gs(n) -G2(n)] 

+ (;" Ns - ;'N4) G4 (n)} - (4~'- ~o) [1- (-I)"G2(n)] , 

Un = - {}olNdG1 (n) - G2(n)] - ({}o' Ns +{}o" N 4 )[GS (n) - G2 (n)] 1(141) 

+ ({}o"Ns-{}o'NdG4 (n) + 4~ (2a~3)[(-I)"-G2(n)], 
~=1jlN1[Gl(n) - G2 (n)] + (1j' N s + 1t N 4 )[GS (n) - G2 (n)] 

+ (1j'N4 -1j"Ns) G4 (n) + :; [(-I)n-G2 (n)] 

M'[m-2n ] + P m -G2 (n). 

N 1 , N 3 ,N4 sind aus denOleiehungen (140) zu bereehnen, von denen 
M" 

die letzte dureh + p zu erganzen ist. Die Bereehnung der Momente 

M6, Mil ist auf demselben Wege durehzufiihren, der fiir die FaIle d 
und e angegeben ist. 
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Die Bauarten von gerader und ungerader Felderzahl unterscheiden 
sich wiederum in der Biegung der Stabachse, die fiir die erstere einseitig, 
fiir letztere in Form einer S-Kurve eintritt. Das letzte Glied der Funk
tion Un kennzeichnet eine wellenformige Verbiegung in Wellenlangen 
von nahezu der doppelten Feldlange. Dieser Formanderung entspricht 
der Verlauf der Momente mn, was im vierten Glied der Funktion mn 
zum Ausdruck kommt. 

90. Exzentrische Belastung. 
Bauart a, b. In Gleichung (1l2a) kann z=O gesetzt werden. Um 

das zu zeigen, sei zunachst z = konstans eingefUhrt und aus Gleichung 

(ll7b) be'timmt, ,~ (v v). DannenthaltendieGleiehungen(112a) 
fJ 2+-

fJ 
und (1l7a) nur die Veranderlichen u" und 9)(". 

J 2 J2 m" 69)(" 6 Mo 
Un' ot + 6un + -p + -p - -p = 0, 

J29)(n Y - 1 2WCn 2Mo 
J2 Un' fJ + -p -2 - - -p + 2 e + p = 0 . 

Durch Einfiihrung der Teillosungen 

ergeben sich die charakteristischen Gleichungen 

ot· W + 6 + (w + 6) = 0, 

fJ· w + n! (y - 1) w - 2] = O. 
Aus 

ot·w+6 fJ·w 
(=----. =-

w+6 !(y-l)w-2 

folgt fUr w die Gleichung zweiten Grades 

w2 + a' w+ b = 0 

6 (2 fJ - Y + 1) + 4 ot 
a-- 2fJ-ot(y-l) , 

deren Wurzeln 

b = 24 , 
2/1-ot(y-l) 

a 1/;;,2-- a l/~-
WI = - 2" - V '4 - b , w2 = - 2 + '4 - b 

sind. Mithin bestehen fiir k die Gleichungen 

k2-(2-~+V~ -b)k+l=O 
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mit den Wurzeln 

kl = k = 1 + !w1 - f(l + !W1)2 - 1 , 

k2 = k- 1 , 

ka = cosp + isinp, k4 = cosp - isinp, 

cos p = 1 + ! W 2 • 

Es gehort zu kl' k2 

Aus den Storungsgliedern der Differenzengleichungen folgt, wenn 
das z enthaltende Glied der Gleichung (1l2a) beriicksichtigt wird, 

Mit 

wird 

Mo e --l- ---, P' 

und 

P'oV 

EoFg ot;2 
f3=-p "2 01. 

p 
Da eine sehr kleine Zahl ist, kann das zweite Glied 

EFg(2 + ;) 
vernachlassigt, d. h. in Gleichung (1l2a) z = 0 gesetzt werden. 

Die ,vollstandigen Losungen der Differenzengleichungen sind 

Uti = Idn) + la(n) - e, 

W; = - 1;2 0 11 (n) - 1;1 0 la (n) + e + ~o • 
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Die vier Konstanten sind durch die Bedingungen 

n = O} 
U n = 0, 

n=m 
?m" = 0 

bestimmt. 

IdO) + Is (0) - e = 0, 

(jIm) + Is(m) - e = 0, 

f r . ~JlrJo 
- ~2 1(0) -~lt3(0) + e + -p = 0, 

Mithin folgt 
11(0) = 11(m) , 

11 (n) = Nl . Fl (n) , 

13(0) = 13(m) , 

13(n) = N 2 • F 2 (n) , 

Nl + N 2 ·- e = 0, 

Mo 
- ~2Nl- ~IN2 + e + p = 0, 

Un = ;1 e ;2 [(;1 - 1) PI (n) + (1 - ;2) F2 (n) - ;1 + ;2] 

Mo . 
- p [F1 (n) - F2 (n)] , 

~ =-;1 e ;2 [;2 (;1-1)Ft{n) +;1 (1- ;2).Ji'2 (n) -;1 + ;2] f 

+ p (:~ ;2) [;2 Fl (n) - ;1 F2 (n) +;1 - ;2] . J 

Der Wert des Momentes Mo ergibt sich aus den geometrischen Be
dingungen fiir die Endriegel. Die Richtung der Endriegel muB normal 
zur elastischen Linie der Stabachse sein, sie ist femer durch die Langen
anderungen der Gurtungen bestimmt. Bezeichnet {} den Winkel, den 
die Riegel nach der Formanderung einschlieBen, so ist 

oder 

1 m-l 1 
tg {} = - T 21, Ll2 Un - 2 J. (Ll2 U o + Ll2 U m) 

1 

Q _ 1 ~ A2 1 .12 J2 tg,: - - T ~nLJ U Il - 2J. (LJ U o -· Um )· 

1 

(142) 
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Dahei ist der Winkel der Tangente der elastischen Linie in den End
punkten gegen die Sehne 0, 1 bzw. m, m - 1 naherungsweise gleich 

j 2 u j 2 u 
arctg 2 / bzw. arctg 2 t gesetzt. Aus der zweiten Bedingung folgt 

1 m 1 m 
tgfJ = V l} (11 lin - Ll lrn) = EF--:V~ (Sin - BTn)' 

1 g 1 

Wird Bin - BTn durch Gleichung (115) ausgedriickt, und beachtet, daB 
m m 

infolge W10 = [lem = 0 L (W1n -1 + W1n) = 2 L W1n ist, so ergibt sich die 
1 1 

Gleichung 

~ [2 + 2 Mo 2 [len] _ fJ ~ A2 1 fJ A2 ,/2) ..:::;.." e p - -p - - ..:::;..n LJ Un -"2 (LJ U() - LJ U'" , 

1 1 

ferner, da das letzte Glied = 0 ist, 

und schlieBlich durch Einfiihrung von (117 a) 

i}j2W1n = O. 
1 P 

Aus Gleichung (142) wird abgeleitet 

L12 W1n [;, • [;2 _ 
- p - = - e [;, _ [;~ [W2 • F1 (n) - WI F2 (n)J 

+ (e +~o) [;1 1 [;2 [[;2' W~' Fl (n) --;1' WI' F2 (n)]. 

Mithin folgt m m 

[;IWl~F2(n) -- Z;IW2~Fl(n) 
MO 1 1 

e + -p- = e· [;2 m--- ---m---

[;1' W11]. F2 (n) - [;2 W2 23 Fl (n) 
1 1 

111 

Die 1].FI (n) wird durch folgende Rechnung bestimmt. Es wird 
1 

gesetzt n 
LF1 (n) = IX' cosnrp + fJsinnq; + C, 
n, 

dann ist 
n n-1 

L F1 (n) - L Fdn) = [IX (1 - cos q;) + fJsin q;]cos nq; 
n., nj . + [fJ (l - cosrr) - IXsinr]sinnq>. 
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Damit die rechte Seite = Fl (n) = cos nrp + tg m rp. sin nrp 
m~~~~p~ 2 

wird, 

~ (1 - cos rp) + P sin rp = 1 , 

P (1 - cos rp) - ~ sin rp = tg ; rp 

bestimmt werden. 

1 ( m rp) ex = 2 1 - tg T rp . cotg T ' 

1( rp m) p = 2 cotg T + tg T rp . 

Diese Werte werden in den aufgestellten Ansatz eingefiihrt. 

2 Fl (n) = ! (cosnrp+cotg ~ Sinnrp) - ! tg; rp (cotg ~ cosnrp-sin nrp) +0, 
nl 

sin (m_2_1 - n) rp + O. 
2 cos ~- rp . sin i rp 

o ergibt sich aus del' unteren Grenze 

1 cos (i - 1) rp 

also 

damit wird 

2}Fl (n) = Fl (1) = m 

nl cosTrp 

cos (T - 1) rp 

m 
cosTrp 

sin (m - 1 _ 1) l' 
. 2 +0 

2 m . rp 
cosTrp smT 

m-l 
sin-2-rp 

0=-------
2 m . rp 

cosTrp smT 

n sin m 2 1 rp - sin (m 2 1 - n) rp 
2}Fd n ) = ------------

1 2 cos ; tp sin ! rp 

und schlieBlich mit n = m 
n"t 

2}Fl (n) = tg ; rp . cotg! rp, 
1 
m 

W 2 ~ Fl (n) = - 2 (1 - cos tp) cotg ! rp . tg ; rp = - 2 sin rp . tg; rp . 
1 
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Ferner ist 

~ (km-1)(k+1) 
.~.rF2(n) = (km + 1) (k - 1)' 

1 

~ F ( ) = (k _1)2 (km - 1) (k + 1) = (km - 1) (k2 - 1) 0 
WI~n 2 n k(km+1)(k-1) (km+1)k <, 

1 

da k eine negative Zahl > 3,7·ist. 
Da b klein im VerhaJtnis zu a ist, k6nnen mit hinreichender Genauig

keit die Naherungswerte benutzt werden. 

b 12 
1 - cos tp N 2a = 6 (2 f3 - Y + 1) + 41X ' 

2f3 f3 
r 2 = C/), also < 1 J 

" 2 f3+t1X y-l+---
1 - cos tp 

F . v2 
r N 9 
"2 Fg.v2 + 4J' 

4 
da 1 + -- klein im Verhaltnis zu y ist. 

WI 

Ais genauer Wert fUr Mo ergibt sich 

e + ~o = e· C2 (1 - w), 

Mo ) P = - e [1 - C2 (1- w], 

2(C1 - C2 ) sintp. tg; tp 

w=----~----~--------------
(km - 1) (k2 -1) . m 

- C 1 (k1l! + 1) k - 2 C 2 sm q; . tg 2" q; 

und als Naherungswert 

Mo 4 J + Fg v2 • W 

P = - e Fg v2 + 4 J . 

Bauart c. In den Gleichungen (1l9a) und (120a) kann wiederum 
z = 0 gesetzt werden. 

,/ ,12 wen 6 wen 6 Mo 6 M" m - 2 n 
Ll 2 Un • 1X + 6 Un + ------p- + p - p - ----y;-~-- = 0, 

A ,12 wen 2 we" (Mo M" m - 2 n) 
Ll2 U n ·f3+ ---p.y- p + 2e + 2 P + P m = O. 
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Die homogene Form unterscheidet sich von der des Falles a nur in 
dem Koeffizienten von Ll2lilRn in der zweiten Gleichung. Mithin ergeben 
sich dieselben Losungen, wenn 

6 (fJ - y) + 2 <X 
a= fJ-<xy , 

b = 12 
fJ-<xY 

bezeichnet. Aus den Storungsgliedern folgt 

mn Mo Mil m- 2n 
p=e+p+p-----m-, 

Un = - e. 

Mithin ist die vollstandige Lasung 

Un = 11 (n) + 13 (n) - e , 

mn . . 1 (' 11m - 2 n) p = - (2 11 (n) - (1/3 (n) + e + p Mo + M ----;;- , 

Die Bedingungen, durch welche die vier Konstanten bestimmt sind, 

Lauten 

n = O} u,,=O, 
n=m 

/1 (0) + /3 (0) - e = 0, 

It (m) + /3 (m) - e = 0, 

9)(" = 0, 

- ~2 11 (0) - ~1 13 (0) + e + ~ (Mo + Mil) = 0, 

- ~2/1 (m) - ~1/3(m) + e+ ~ (Mo - Mil) = O. 

Aus diesen folgt 

Beide Gleichungen werden durch 

2 Mil 

P(~1 - ~2)' 

Mil 
11 (n) = Nl . Fl (n) - P(~l = ~2) . G1 (n) , 

111." 
f3 (n) = N2 • F2 (n) + p (r--="-Y;)·· • G2 (n) 

~1 ~2 

befriedigt. Aus der ersten und dritten Bedingung 

Nl + N2 - e = 0, 
Mo 

- ~2 Nl - ~1 N2 + e + p = 0 
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sind Nl und N2 zu berechnen. Nach Einfiihrung in 11 (n) und f2 (n) 
ergibt sich 

e 
Un = r:--r [(;1- 1) F1 (n) + (1- ;2) F2 (n) -;1 + ;2] 

~1-~2 

il'Io Mil 
P(;1- ;2) [Fl (n) -F2 (n)] - P(;1- ;d [Gdn) - G 2 (n)] , 

L e l p = - ;1 _ ;2 [;2 (;1 - 1) F1 (n) +;1 (1- ;2) F2 (n) - ;1 + ;2] ((143) 

Mo + P(;1- ;2) [;2' Fl (n) - ;1 F2 (n) + ;1 - ;2] 

M' [ m-2n] + P(;1- ~2) ;2 G1 (n) - ;1 G2 (n) + (;1 - ;2) m . 

Das Moment Mo ist ebenso wie fiir die Bauart a aus der GIeichung 

1 m 1 m-l 1 
- .L} (,1 }'In -,1 Arn) = -"i" .L},12Un - 2A (,12uO + ,12Um) 
V 1 A 1 

zu berechnen. Diese GIeichung geht, wenn ,1 Aln - ,1 Arn durch 

e Mo M"(m-2n m-2n+ 2) 1 
Sln- Srn=2P-+2-+- + --(IDen+IDen- l ) v v v m m v . 

ausgedriickt und beachtet wird, daB 

m [lYI"(m-2n m-2n+2) 1 m-l(M"m_2n IDCn'] 4 V- -,;;,_. + m-- - V (9J1n+IDen- l ) =2 4 ---;----.;;--V-) 

ist, iiber in 

1 ~m-l[2 2Mo 2M"m-2n 2IDen p. A2 ] - n e+--+-- ---+'LJ U PI PPm P n 

1 (2 2 Mo fJ A2 fJ A2 )_ + 7f e + P + "2 LJ U o + "2 LJ U m - O. 

Aus GIeichung (120a) folgt, da IDeo = 0, IDem = 0 ist, 

2 Mo fJ .12 P (,12 IDeo ,12 IDem) 
2 e + P + "2/J U o + "2,12 U m = -)' -p- + ----p-

und damit 

~ ,12 IDen + ~ (LJ2~J:l + LJ2 ~~) = 0 
~ P 2 P P . 

Wird ,12 IDen aus Gleichung (143) abgeleitet, so ist ersichtlich, daB 
die Funktionen G in beiden Gliedern der GIeichung ausfallen, da 
G (n) + G (m - n) = 0 ist. Mithin ergibt sich 
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wenn in L/2 mn nur die Funktionen F beriicksichtigt werden. Dwtnit 
stimmt die Gleichung mit der ffir die Bauart a abgeleiteten iiberein, 
ffir Mo ergibt sich also der dort gefundene Wert. Die Berechnung von 
M" ist ebenso durchzufiihren wie im Faile zentrischer Belastung und 
fiihrt zu derselben Formel, da in 

(SZn - Srn) - (SZm-n+I - Srm-n+I) 

die von den Funktionen F abhangigen Glieder zu 0 wurden. 
Bauart d, f. Die Differenzengleichungen unterscheiden sich mit 

Z = ° von denen des Failes a nur in dem Koeffizienten von L/2~ in 

der zweiten Gleichung, y statt t (I' - 1). Die Losung fiihrt also zu 
den Gleichungen (142), wenn 

6 (fJ - 1') + 2 oc 
a= fJ-ocy , 

gesetzt wird. 

b = 12 
fJ-ocy 

Bauart e, g. Die Differenzengleichungen stimmen mit denen des 
Falles c uberein. Die Losung ist mithin in den Gleichungen (143) gegeben. 
Die Berechnung des Momentes 111" ist ebenso wie dort durchzufiihren, 
fuhrt jedoch infolge der abweichenden Gliederung zu etwas anderen 
Formeln. 

91. Der Rahmenstab. 

Die Gurtungen sind untereinander durch steife Bindebleche (Riegel) 
verbunden, die in steifen Ecken angeschlossen sind. In jedem Knoten
punkt nz wirken als Resultierende der inneren Spannungen des Riegels auf 
die linke Gurtung eine Kraft F zn parallel zur X-Achse, eine Kraft QZn 
parallel zur Y-Achse und ein Moment mZn, ebenso in jedem Knoten
punkt nr die Krafte Prn, Qrn in den Fin, QZn entgegengesetzten Rich
tungen und ein Moment illlrn , dessen Drehungsrichtung mit der des Mo
mentes mZn ubereinstimmt. Abb.432 zeigt die auf die Gurtungen 
wirkenden Krafte und Momente, Abb. 433 die auf das Bindeblech wir
kenden, jenen entgegengesetzten statischen GroDen. Die Gleichgewichts
bedingungen lauten fur die Endbleche 

FlO - Fro - F = 0, 

Qzo - Qro = 0, 

fUr das Bindeblech n 

F zn - Frn= 0, 
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Die Differentialgleichungen der elastischen Linie der Gurtungen lauten 
im Felde n - 1, n 

d2~ n-l n-l 
E J d ; = - PIO • y~ - ~ PIn (~ - ~n) - ~mln + IDrz , 

X I 0 

d2y' n-l n-l 

EJ d ; = Pro·y~ + ~Prn(Y~ - Yrn) - ~!m,n+ ~, 
X I 0 

wenn IDrz und ~ die Momente der Krafte Q bezeichnen, fUr welche 
IDrz = - ~ gilt, da QI = - Qr ist. Durch Addition beider Gleichungen 
entsteht 

E Jd2 (~~ Yr) = - (PIO - Pro)! (~ + Yr) - (PIO + Pro) l (y; - y;.) 
n-l n-l 

- ~Pn(Y~ - y,. - Y;n + y,.n) - ~(mln + !m,n)· 
I 0 

l~-+----+---~u_[--! --+-_A¥-
:Pz. ~ . 
I 
I 
I 
I 

I+JI Abb.432. 

Abb.433. 

Es ist ~n - Yrn = 0, ferner ist, wie Zahlenrechnungen beweisen, Yz - Yr 
so klein im Verhaltnis zu Y; + y~, daB es = 0 gesetzt werden kann. Mit 
den Bezeichnungen 

! (Yz + Yr) = U , mIn + mrn = mn , 
n-l n 

Xn = ~mn + I !Inn = ~mn -lmn 
o 0 

lautet die Differentiu,lgleichung 
d2 u 

2EJ-=-P.u-X _.lffil dX2 n 2 Wln· 

Das Integral ist 

U = lXsinxx + II· cosxx - ~ (Xn - ! mn)' (144) 

x = V2~J" 
Die Konstanten lX und f3 werden durch un - 1 und Un ausgedriickt, 

ferner werden die Veranderlichen 
~ = x - (n -1) J.., ~'= nJ.. - x 

eingefiihrt, so ergibt sich 

sinx~' sinx~ 1 ( 1) ( sinx~ + Sinxt) 
U = un - 1 -.--1 + un -.--1 - P X n --2 !Inn 1- . J.. • (145) 

smx" SInx" sIn x 
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Ebenso ergibt sich :fUr das Feld n, n + 1, wenn hier ~ = x - n'A. , 
~'=(n+I)A-x ist .I 

= sin%f sin%~ -~(X +~ffi))(I_Sin"~+Sin"r) 
U Un. 1 + U"+l· 1 P " 2 ;:>.Jl" • 1 • 

SIn"" sm"" sm%" 

Aus der ersten Gleichung folgt 

du__ cos,,~' cos,,~ ~(X _~ffi)) COS%~-COS%r 
d - "Un-I· 1 + "Un. 1 + P n 2 ;:>.Jl" Yo • 2 ' 

X sm"" SIn"" sm" 

aus der zweiten 

du __ 0 cos"r 0 cos,,~ ~('X _~ffi)) cos"~-cos,,t 
d - % Un. 1 +" U n +1 • 1 + P ,,+ 2 ;:>.Jln " • 1 

X sm"" SIn"" SIn"" 

Die Stetigkeitsbedingung fur X = n2 

du (~'= 0, ~ = ).) = du W= 2, ~ = 0) 
dx dx 

lautet 

oder, wenn 1 2EJ 
(X, = <")--

2(1-cos%2) P22 

Xn 
L/2 U .. 0 (X, + Un + p = 0 . (146) 

bezeichnet, 

Eine zweite Differenzengleichung ergibt sich aus der gegenseitigen 
Abhangigkeit der Formanderungen beider Gurtungen infolge der 
Bindebleche durch Aufstellung der Arbeitsgleichung fUr den wirk
lichen Verschiebungszustalld und folgenden Selbstspannungszustand: 
mln - 1 = Wl,."-I = + 1, ml " = m ... = -I, Dieser Spannungszustand 
ergreift nur die Bindebleche n - 1 und n sowie die Gurtungen des 
Feldes n - 1, n. In let.zteren entstehen die Momente Ml = M. = + 1 

und die Spannkrafte Sl = - ~, S. = + ~. Die im Bindeblech n - 1 
v '1) 

auftretenden Momente mn - I haben dasselbe Vorzeichen wie die Mo
mente m .. -I , im Bindeblech n jedoch haben m .. und m" entgegen
gesetztes Vorzeichen. Abb.434 zeigt die Momente des Selbstspannungs-

ni. n). 

zustandes. Die Integrale EljfM10 Mlzdx und ;JJMr 0 Mrzdx 

(n -1) ). (n - 1) ). 

konnen addiert werden, da Ml = M. = 1 ist. Mithin lautet die 
Arbeitsgleichung 
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Es ist 

oder nach Gleichung (145) 

M _ sin" r p. sin" ~ (X _ ~ = ) sin" ~ + sin" ~' 
1 '" - PUn -1' 1 + Un. 1 + n 2 ;:I"I~n • 1 , 

SIn" A SIn" A SIn" A 
ni. i. 

f . I d f 1 d I: I - COS" 1 
sm"~· x = sin"(A -~) <; = " ' 

(n-I) J. 0 

nJ. i, 

f', I:d (. I: dl: l-cos"l 
SIn" " x = , SIn" ". <; = , . " (n-I)), 0 

8 -8 =2P(e+u)_2M", 
In Tn 

V V 

= p2ve - (Xn - ~ WCn) : . n-1 n 
Abb.434. 

Mithin ergibt sich nach Ausfiihrung der Integration 

P 1 - COS" 1 , ( 1) 1 2 (1 - COS" 1) 
E- J (un- 1 + un) . 1 -r X" - -2 WCn EJ . 1 

"~"A "~"A 

V 21 + (WCn- 1 - WCn) 6 JiJJv - (P2e - 2Xn + WCn) EFgV2 = O. 

In den ersten beiden Gliedern wird :J = 2,,2 eingefiihrt. Fur das 

Feld n, n + 1 ergiht sich die analoge GIeichung 

( + 2,,(I-cos,,},) 1( 1=)4"(1-COS,,1) 
Un U n + 1) . 1 + P Xn + -2 ;:I"I~n ~~:~-,---

SIn" A SIn" A 
V 21 + (WC" -- 9R"+1) 6EJv - (P2e - 2X" - WCn) EFgV2 = O. 

Beide Gleichungen werden addiert und mit E:;~2 multipliziert. 

12 4 )EFflv2"1 ,,}, 2Xn (2EFg t,2:d xli) 
(! u" + Un -fiX;- 2 .tg 2 + P P},2- 2 tg 2 + 

F v3 

+ (WCn- 1 - WCn+1 ) 24~v}' - 2e = o. 
Wird noch 

bezeichnet und die GIeichung von der mit 4 fJ multiplizierten GIei
chung (146) abgezogen, so ergiht sich 

LJ2 un fJ(4lX -1) - 2:n - (WCn- 1 - WCn+ 1)ir + 2e = O. (147) 

G r ii n i n g, Stat.ik. 44 
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Eine dritte Gleichung folgt aus 

X n- I - Xn = - -k (WIn- 1 + 9Rn), 

- Xn + Xn+I = i (9Rn + 9Rn +I) , 

• ,12 Xn = - i (9Rn - 1 - 9Rn + I ). (148) 

Die homogene Form der Gleichungen (146), (147), (148) wird durch die 
Losungen 

befriedigt. Es ergeben sich die charakteristischen Gleichungen 

{\;·w+ 1 +C=O, 
1- k2 

{J (4 IX -l}w - 2C- i1])'-k- = 0, 

~ I1-k2 
W'('=-'l:1)-k-' 

Die Auflosung ergibt 

C = - IX W _ 1 ={J (4 (\;-1) W , 

2 - y·w 
w2 -aw-b=0, 

{J (4 {\; - I} + 2 (\; - )' 
a=~~----------~~ 

(\;)' , 

a 1/ a2 

WI = 2 + V -4 + b , 

b 2 
w ~ a = {J (4 {\; - I} + 2 IX -)' , 

2 
b=

{\;y' 

ki = k = 1 + t WI + W+ l W 1}2 - 1 , 

k 2 =k- 1 , 

k3 = cos ((! + i sin <p , 
cos <p = 1 - i w . 

k4 = cos cp - i sin cp , 

Zu kI' k2 gehort C = - (IX wl + 1) = - C 1 , 

k-1 
1]=-2C k + 1 , 

C = IX W - 1 = - C2 , 

1]=-i2C2tg;, zukiJ. 1]=+i2C2 tg;. 
Die Storungsglieder ergeben 

Un = -e, 
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Da zu jeder Wurzel k eine willkiirliche Konstante gehort, sind fiinf 
KonstanteLJvorhanden. -Jede Differenzengleichung stellt m - 1 lineare 
Gleichungen dar. Da die Gleichung (147) jedoch durch Addition der 
Gleichungen fiir zwei benachbarte Felder entstanden ist, von denen 
jede durch die gefundenen Losungen befriedigt wird, so stellt sie m 
lineare Gleichungen dar. Mithin stellt die Gesamtheit der Differenzen
gleichungen 2 (m - 1) + m = 3 m - 2 lineare Gleichungen mit 3 m + 3 
Unbekannten dar. Die vollkommene Losung muB danach fUnf will
kiirliche Konstante enthalten. Sie lautet 

Un = II(n) + 13(n) -- e, 
Xn p = -1;2/1(n) -1;1/3(n) + e, 

9J(" cp k - 1 
P = 21;2 tg2" 12(n) - 21;1 k + 1 14(n) + G5 • 

Zur Bestimmung der Konstanten dienen folgende Bedingungen 

n=O :Un=O, 

n=m:un=O, 

Xn = lWCo ' 

Xn = - lWC"" 

WCo = -WC",. 

Daraus folgt Uo = U"" XO = X"" also 

13(0) = 13(m) , 
f3(n) = N .. F2(n) 

m 
f2(n) = - NI tg2" cp' G1 (n), 

k"'-1 
14(n) = - N2 kin +1' G2 (n) . 

Aus WCo = - WC'" folgt, da 12(0) = - 12(m) und 14(0) = - 14 (m) ist, 
G5 = O. Zur Berechnung von Nl und N2 dienen unnmehr die fur 
n = 0 geltenden Gleichungen 

Nl + N2 - e = O. 
cp m (k - 1) (k'" - 1) 

- 1;2 N 1 - 1;1 N 2 + e = - NIl; 2 tg "2 . tg "2 cp + N 2 1;1 (k + 1) (k", + 1) , 

deren Auflosung 

e [ (k - 1) (km - 1)] 
NI = SJi cXwl + 1;1 (k + 1) (k'" + 1) , 

N 2 = ~ [IX W + 1;2 • tg : . tg ~ cp], 

[ (k - 1) (k'" - 1)] [ cp m] 
S)( = 1;1 1 + (k + 1) (k'" + 1) - 1;2 1 - tg"2 . tg"2 cp 

ergibt. 

44* 
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Un = N 1 • Fl (n) + N2 F2 (n) - e, 

-; = -N1;2 . Fl (n) - N2 . ;1 F2 (n) + e, 

1))(,. Cf! Tn (k-I)(km-I) 
p =-N1 2;2 tg2'.tgT Cf!· G 1(n)+N2·2;1(k+l) (km+l) ·G2(n). 

1m FaIle starrer Bindebleche vereinfachen sich die Gleichungen. 

:Mit J v = 00 wird y = 0, (1 = 00, WI = 00, k = 00, (I = (X, I- = 2, 

N 1 =e, N 2=0, N2'~I=ie(iXW+(2tg~.tgi?J)~1 1 

U,.= e[Fl(n)-I], 

(150) 

Xn 
p = - e [;2Fl (It) - I], 

9):', lfJ 111, 
p = - 2 e . ;2 tg 2' . tg 2" Cf! • G 1 (11) • 

Die beiden letzten Gleichungen gelten jedoch nur fur 0 < n < m, 
nicht aber fur n = 0 und n = m, da F2(n) und G2(n) nur fur die ersten 
Werte der Veranderlichen zu 0, fiir n = 0 undn = m jedoch = 1 wer
den. :Mithin ist 

Xo 1)>>0 [Cf! 111, ] 2 P = P = - e ;2 tg 2' . tg 2" Cf! - ·x - w . (151) 

92. Stabilitat und Knickung. 

Die Bedingungen 11 (0) = 11 (m) und 11 (0) = - 11 (m) ermoglichen 
im allgemeinen die Elimination einer Konstanten und ergeben dadurch 

oder 

Wenn jedoch m' ?J = n ist, werden die Bedingungen durch 

11 (n) = NJ • Fl (n) + C2 sin n rp , 

bzw. 

erfiillt. Sie gestatten in diesem Sonderfalle also die Elimination einer 
Konstanten nicht, sondern lassen auBer N J auch O2 unbestimmt. Mithin 
tritt zu den Konstanten N, die durch die Grenzbedingungen fiir n = 0 
bestimmt sind, eine Konstante C2 hinzu, del' jeder willkurliche Wert 
beigelegt werden kann. Innerhalb des Intervalls C2 = + a, O2 = - a, 
welches C2 = 0 einschlieBt und beliebig klein gewahlt werden kann, 
kann O2 alle Werte annehmen. Daraus folgt, daB auf beiden Seiten der 
durch C2 = 0 definierten Lage der elastischen Linie auch jede durch 
C2 ~ 0 definierte Lage die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen 
inneren und auBeren Kraften erfiillt. Mithin ist das Gleichgewicht in 
der durch O2 = 0 definierten Lage, wenn nicht labil, so jedenfalls 

(149) 
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nicht stabil. Der Winkel m cp = 71, bezeichnet also die Grenze, in der die 
durch 02 = 0 definierte Lage aus dem stabilen Gleichgewicht in das 
nicht stabile iibergeht. Der diesem kritischen Punkte angehorende Wert 
der Last P sei P" bezeichnet. Er ergibt sich aus 

Bauart a, b 

:rr; 

coscp = cos m' 

71, _ 1 
cos - - 1 + .,- W., , m ~ ~ 

b 
und wenn fiir w2 nach Seite 683 der Naherungswert - - eingefiihrt wird, 

a 

71, 1 
cos - = 1 - - -1-' 

m f; -~- (y - 1) + :3 IX 

I 
l f3 - i ()J - l) + 1 C\' =------

1 - co; 
0' 

m 

Ep~2:2 + ~~}~ = ~ __ :03 n [1 + i (y - 1) (1 - cos ~) J ' 
m 

IE (i Ji'q • ?;2 + 2 J) 

71,) - cos--
m 

1 + l (Y-~D( 1 ~ C03:) . 
Wird das Tragheitsmoment des Stabquel'schnittes 

') 'J (' \ 

ferner die Zahl OJ = - ~,~ 1 - (;C -"~), die sich mit wachsendem m sehr 
n m. 

schnell der 1 nahert, eingefiihrt, so ergibt sich 

(152) 

hierin ist " (in Koeffizicut, der von dem Verhaltnis: Gurtquerschnittj 
Diagonalquuwhnitt und der Felderzahl abhangt, namlich 

x = 1 + 2.. (.1f
'g cosec3 (/ -1) (1- cos :r) . 

2 Pa 1n 

Bauart c. Aus 
71, 

cos- = 1 + iWl 
m 
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folgt naoh Seite 655 

fJ(l- _t-t_) _ (r _~) + ~ + ~(1 +!)_t-t_ = _1 _ 
t-t + y 3 3 2 fJ t-t + y 1 _ oos':: 

m 

EFgv2 y 4E J 1 [ { 1 1( r) It }( :rt)] ----+--= 1+ r---- 1+- -- l-oos- , 
Pk ).2 t-t+ V Pk ).,2 1 .:rt 3 2 fJ t-t+v m 

-oos-
m 

(153) 

[F" 1 1 ( Pk) fL ] ( 3't) X = 1 + - cosec3 d' - - - - 1 + - -- 1 - cos - , 
Fd 32 fLl fL + v m 

wofiir im allgemeinen genau genug 

" = 1 + (Fa 00se03 t5 _ -.!:..) (1 _ COR :rt) Fd \'. 2 m 

gesetzt werden kann. 
Bauart d, e, f, g. In den fiir w' gefundenen Ausdriioken (Seite 665) 

kann das letzte Glied des Nenners stets vernaohlassigt werden. Damit 
entfallen auoh die Untersohiede, die zwisohen den Bauarten mit und 

. ohne Riegel bestehen. Aus 

folgt 

:rt I 
oos- = 1-!w 

m 

1 
fl- (r - 1) + t ~ = --

:rt 
1 - oos

·m 

EFgV2 4EJ 1 [ ( :rt)] -- + -- = ---- 1 + (I' -1)1 - oos- , 
~p ~p 1:rt m 

- oos-
m 

P _ EJon 2 ()) 
k- -, Z2 X 

" = 1 + @~ 00se03 t5 - 1)(1 - cos :) . 
a . 

Rahmenstab~ 
:rt 1 

cos - = 1 - ~.,-----=-:--,----=---
m fl(4~ - 1) + 2 IX. - r' 

1 
fl(4~ -1) -+- 2~ - r = ----

I - cos!!-. 
m 

(154) 
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Es ist 

fJ 4 ) EFgv2 x}. x}.1 + cosx}. EFgV2 x}. xl 
( IX -1 = p}.2 T tg 2I _ cosx). = ~ 2 cotg T; 

durch Reihenentwicklung ergibt sich 

E F v2 [ P }.2 P }.4 ] 
fJ (4 IX - 1) = P 12 1 - 24E J - 2880 E2 J2 . 

Das letzte Glied ist so klein, daB es vernachHissigt werden kann, ebenso 
2EJ 

kann IX = P }.2 gesetzt werden. Dann ergibt sich 

F v3 
undwenn r = m eingefiihrt wird, 

P k = E~~t~2 : ' 1 
F. . 'V2 ( J .v) ( 3"t) 

Y. = 1 + 24 J 1 + 2 J v )" 1 - cos m . 
(155) 

P k wird der kritische Wert der Last oder auch die "Knicklast" ge
nannt. Die Unbestimmtheit der Konstanten C2 wird durch eine geo
metrische Bedingung beseitigtl}. In den aufgestellten Gleichungen sind 
}. und l Strecken, die inder X-Achse zu messen sind. Wenn nun C2 

einen von 0 verschiedenen Wert annimmt, und die Stabachse eine ent
sprechende Biegung erfahrt, so dreht sich die Stabachse in den ein
zelnen Feldern gegen die X-Achse. Da. aber die Feldweiten und die 
Stablange konstant bleiben, nehmen die mit }. und l bezeichneten 
Strecken abo Insonderheit muB l als Sehne der elastischen Linie der 
Stabachse zwischen den Punkten 0 und m eingefiihrt werden, deren 
BogenIange = der Lange des Stabes ist. Die}, sind als Projektionen der 
Feldweiten streng genommen verschieden graB, es kann jedoch der 

l 
mittlere Wert}. = ---.!... eingefiihrt werden, wenn II die Lange del'Sehne 

m 
bezeichnet. Der Pfeil der Biegung sei f bezeichnet. Die Gleichung del' 
elastischen Linie der Stabachse kann dann in der Form 

• Jr 
Un = fsmn-

m 

angeschrieben werden, wenn die von den N abhangigen Glieder vernach· 
lassigt werden, die klein sind im Verhaltnis zu f = C._ Unter der Vor-
aussetzung stetiger Kriimmung • 

. • X·Jr 
U = t Slll--

II 

1) Lor e n z: Lehrbuch der technischen Physik Bd. 4, S. 317. 
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ergibt . sich die Hinge des Bogens l 
I, 

l=fdXVl+(~:r, 
o 

I ~ j~x VI + (~,0' OOS';' n, 
o 

I, 

l~Jl.~[l+! (~:rCOs2~nJ, 
o 

l ~ II [1 + ~2 (~n . 
Die Bedingung des Glcichgcwichts zwischen auBeren und inneren 

Kraften am aUf'gebogenen Stab ist 

P = E Jo • n 2 (J) 

l~ r. 
oder, wenn die Knicklast 

eingefiihrt wird, 

( l )2 
P= Pk T . 

1 

Da i mit wachsendem f zunimmt, wachst del' Bicgungswiderstand 
II 

des Stabes mit der Biegung. 

[ n2(t)2]2 
P = Pk 1 +4l1 ' 

oder wegen 

Daraus folgt: Wenn P den kritischen Wert Pk erreicht, ist f = 0, 
also C2 = 0 und die durch C2 = 0 definierte Lage im stahilen GIeicl:
gewicht. Wird P> Pk , dann iibersteigt P den Biegungswiderstaml 
des geraden Stabes. Die durch C2 = 0 definierte Lage ist also im labilell 
GIeichgewicht.. Auf beiden Seiten derselben gibt es jedoch eine stabile 
Gleichgewichtslage, in welche der Stab iibergeht, indem seine Endpunkte 
unter gleichzeitiger Zunahme des Biegungswiderstandes sich einander 
nahern. Aus GIeichung (155) folgt, daB f schon bei sehr kleiner Dber-
8chreitung der Knicklast. groBe Werte annimmt. 
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93. Der gerade Stab auf elastisehen Stiitzen gleiehen Abstandes. 
Der Stab wird in seiner Achse durch die Druckkraft P beansprucht. 

Die Xn bezeichneten Stiitzkrafte sind der Verschiebung der Stiitz-
punkte verhaltnisgleich c5 

Xn = -~ (156) 
Y 

Dabei ist die positive Richtung Xn der positiven Verschiebung gleich
gerichtet angenommen. DasMoment der Krafte Xn sei M". Wenn 
auBerdem rechtwinklig zur Stabachse gerichtete Lasten Q auftreten. 
soIl M" das Moment aus den X und Q umfassen. Die Lage des Gleich
gewichtes ist an folgende Bedingungen gekniipft: die Gleichgewichts-
bedingung c5 y 

L12M" = -X"l = y~' y'= T (157) 

und die Elastizitatsbedingung (siehe S. 637) 

LJ 2 c5n + (c5n -~) 2.x + LJ2Mn : + Mn ~ = 0, (158) 

.x = 1 - cos xl, 

fJ= 1- sinxl , 
xl 

X= 11 :J' 
das sind 2 simultane Differenzengleichungen fiir M n und c5n • Die Ver
schiebung" der Endpunkte, in denen die Krafte P angreifen, ist durch c 
bezeichnet, infolge der Symmetrie hat sie in den Punkten n = 0 und 
n = m denselben Wert. Die vollstandige Losung enthalt 4 willkiirliche 
Konstante. Da auBerdem c unbekannt ist, sind 5 Bedingungen erforder
lich. Diese sind n = 0 , 

n=m, 
m 

BX,,=O. 
o 

Sind die Endpunkte unverschieblich gestiitzt, so ist c = 0, die letzte 
Bedingung wirq durch die Krafte Xo und Xm von selbst erfiillt und ist 
fiir die Behandlung der Aufgabe entbehrlich. 

Aus den Teillosungen c5 
Mn = C kn, ---';- = C . :; . kn , 

y 
folgt 
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Da die Gleichung nicht homogen ist, tritt die Konstante Mn = p. c 
hinzu. a) Wurzel b imaginar. Es wird gesetzt: 

12 £x 

bi = V P y' - a2 , 

1;1 = WI = - a + i bi , 

ki = l' (cos gJ + isin gJ) , 

k2 = ~ (cos gJ - i singJ) , 
l' 

1;2 = w2 = - a - i bi , 

le3 = l' (cos gJ - i singJ) , 

k I ( . . » 

'4 = -~ cos gJ + t sm rp . 
l' 

Die Bedeutung von l' und rp ist auf S. 650 angegehen. Die vollstandige 
Lasung ist 

Mn = (OIrn + C2r-") cosn Cf' + (031''' + 0 41'-") sin nrp + p. c, 

b~ = _ a (Mn- p. c) - b1 (01 1'n-021'- n) sinnrp + bi (Oa1'''-041'-n)cosnrp. 
y 

Aus Mo = 0, 150 = c folgt 

° = 0 1 + O2 + p. c , 

c C' - p . a) = bd 0 3 - 0 1) , 

O2 = - 0 I - Pc, C 4 =;= 0 3 - :1 (I~ - P . a) . 

Demnach hestehen fur n = m die Gleichungen 

c C' - P . a) . l' - '" • sin m rp - P . c . b (1 - l' - "') co~ m rp = 

= OJ' bi (1'''' - 1'-111) cosmrp + 0 3 , bi (1'''' + 1'-"') sinmrp, 

c [> + ~ (a + bi • l' - '" • sin m rp)] + c C' - p. a) l' -II! • cosm rp = 

- 0 1 , bi (1'''' + 1'-"') sin mgJ + 0 3 , bi (1'''' - r- m) cosmrp. 

Die Auflasung ergiht CI und 0 3 in der Form 

0 1 = C ~, 0 3 = c.! ' 
N = bi [(1'''' + 1'-111)2 sin2mrp + (1'''' - 1'- nl)2 cos2mrp], 

N = b1 ['I'm + l,-nt - 2 cosmp1 ['I'm + l,-m + 2 cosmp]. (159) 
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Aus r2 - 1 sin q; = b1 (siehe S. 574) folgt r > 1 und weiter, daB N 
r 

nicht verschwinden kann, wenn b > 0 ist. Daher nehmen die ° be
stimmte Werte an, die c verhiUtnisgleich sind. Aus der Bedingung 
~ X = 0 ergibt sich c = 0, und damit 

01 =02 = 0 3 =04 =0. 

Gleichgewicht besteht nur in der Lage ~" = O. 1m Faile einer Belastung 
im Punkte n durch Q" oder einer Verschiebung des Stiitzpunktes um 
c" lautet Gleichung (157) 

" ~"1 "2 M = ~" _ c" LJ2 M" = - -, - Qnll., bzw. LJ n , , • 
y y y 

Die homogene Form der Gleichungen bleibt unverandert. Mithin 
andert sich auch N nicht. Die Konstanten sind zwar von 0 verschieden, 
nehmen aber bestimmte endliche Werte an. Es besteht also eine' nnd 
nur eine bestimmte Gleichgewichtslage. 

b ) Wurzel b reell 

w=-a±b, 

k1,2 = 1 - t (a - b) ± 1'[1 - t (a - b)]2 - 1, 

kS,4 = 1 - t (a + b) + 1'[1 - t (a + b)J2 - 1. 

b = 0 bedingt 

( fJ)2 2 IX IX+ 2P . y' =P'y" 

(p. y')2 - p. y' ! (2 - fJ) + (!IXr = 0, 

Py'= (1. ±-yI=p)2 
2IX 

Dieser Wert solI P y~ bezeichnet werden, der zugehorige Wert ao ist 
2IX 

ao = -"----=== 
1 + ~1 - fJ . 

Die beiden Werte Py~ umgrenzen den Bereich, in dem a2 < !~" also 

b imaginar ist. Es kommen nur Werte "A <:: :n in Betracht. Fiir" A = :n 
ist Py' = 0,25, ao = 4. Mit zunehmender Elastizitat nimmt p. y' zu, 
b geht durch den imaginaren Bereich in die obere Grenze und weiter 
in den reellen Bereioh iiber. Fiir die Untersuchung kommt also nur 

Py~ = (1 + 1/f~l , 
2IX 

im Faile "A = :n, P y~ = 0,25 in Frage. 1st" A < :n, so nimmt ao abo 
Daraus folgt, daB der absolute Wert 1 - ! (a - b) stets < 1 ist und 
ebenso der absolute Wert 1 - ! (a + b), so lange b hinreichend klein 
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ist. Demnach sind in dem der Grenze b = 0 zunachst liegenden reellen 
Bereich beide Wurzeln 

Y[I- -~- (a± b)]2-1 
imaginar. Mit 

cos q; = 1 - -~- (a - b) , 

sind die Wurzeln k 

cos ljJ = 1 - -1- (a + b) 

k1,2=Cosq;+isinq;, C1 =-a+b, 
k3,4 = cos'IfJ±isin'IfJ, C2 =-a-b. 

Demnach lautet die Lasung der homogenen Gleichungen (157, 158) 

Mn = 0 1 cosnq; + O2 sinnq; + 0 3 cosn'IfJ + 0 4 sin nljJ, 

~~- = -a· M" + b [0 1 cosnqJ + 02sinnq; - O~ cosn1p - 0 1 sinn'IfJ]. 
y 

Die Eigenschaft der Konstanten wird durch die in beiden Gleichungen 
hinzutretenden konstanten Glieder nicht beriihrt. Mithin sind sie aus 
den Bedingungen n = 0 } 

n=m 
: Mo = 0, 150 = 0 

zu erkennen. 
0 1 + 0 3 = 0, 

+ b (01 - 0 3 ) = 0, 

0 1 , cosmq; + O2 sinmq; + 0 3 cosm1p + 04sinm1p = 0, 

b (01 cosmq; + 02sinmrp - 0 3 cosm'IfJ - 0 4 sinm1fJ) = 0 
ergeben 

~ = 2 b . Sill m p . sin 1n tr) • 

N verschwindet demnach sowohl fUr 

l' • 71: 
q; = --, 

m 
wie 

1'71: 
'IfJ = - (r = 1,2 ... m). 

m 

(160) 

1m erst en FaIle kann O2 , im zweiten 0 4 jcden beliebigen Wert an
nehmen. Eine bestimmte Gleichgewichtslage ist nicht vorhanden. Das 
Gleichgewicht wird labil. Aus den beiden fUr N gefundenen Aus
driicken ist zu schlie Ben, daB schon in der Grenze b = 0 ein labiler 
Gleichgewichtszustand eintreten kann. Es mu13 deshalb noch der Fall 

c) Wurzel b = 0 untersucht werden. Die Gleichung 

? 2( fJ) 2IX W" + W' IX + ---, + -, = 0 
2Py p.,,! 

hat zwei gleiche Wurzeln w = -ao' Mithin besteht nach S. 574 neben 
der Teillasung 

M,,=O· k", 

die zweite 

M" = O· nkn , 
bn 
--,- = 0 (n . C + fJ) k". 
y 
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Fiir die zweite ist 

L12 M = 0 • (n . w _ 1 - ~) kn 
n k' 

L1:~n = O[c(nw _ 1 ~ k2
) + {}. w] kn. 

Daher ergibt sich aus Gleichung 157 

1- k2 
n.w- k - = n· C+-&, 

1 - k 2 

C = w, {} = ---k-· 

Aus w = -ao folgt mit coscp = 1- -}ao 

Zu k1 gehOrt 

zu k2 gehart 

le1 = coscp + iSincp} r __ 
,,- ao· 

le2 = coscp - i sincp 

-&1 = + i . 2 sincp, 

-&2 = ~ i 2 sin cp . 

Demnach lautet die voIlstandige Lasung der homogenen Form 

Mn = 0 1 cosncp + O2 sinncp + 03n cosn rp + 0 4 n sinncp, 

O~ = _ ao Mn - 2 sin rp [03 sinncp - 0 4 cosncp]. 
y 

Den Ausdruck fiir N findet man aus den Bedingungen 

n = 0 } M n = 0 , On = 0, 
n=m 

0=01> 

0= 0 4 2 sincp, 

0= 02sinmrp + 03mcosmrp, 

0= - 0 3 2 sincp· sinmcp, 

N = 2 sinp. sin2 mp. (161) 

N verschwindet nur mit sin m cp. Demnach wird auch im FaIle 

b = 0 das Gleichgewicht erst dann labil, wenn gleichzeitig cp = r n ist. 

Das Ergebnis der Untersuchung ist: 1m FaIle a2 - ~ 1X-, < 0 ist das ~eich
gewicht immer stabil. 1m FaIle a2 - t~, > 0 wird das Gleichgewicht 

rn r·n· Y 
labil, sobald cp = - oder 11' = -- wird. Dem Werte b = 0, a = ao m m 
gehOrt der Winkel CPo 
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D B d · rn d rn.. h Wink 1 zu. en e mgungen lfJ = - un 'lfl = - genugen me rere e . 
Da m m 

cOSlfJ = I - t (a - b) ; cos'lfl = I - t (a + b) 

ist, schlieBen zwei dieser Winkel <Po ein. Derjenige Winkel, der den 
kleineren Wert p. y' ergibt, kennzeichnet die Grenze zwischen dem sta
bilen und labilen Gleichgewichtszustand. Beide Winkel unterscheiden 

sich um !!.-. Mithin kommt der kritische Wert P y~ dem Wert P y~ desto 
m 

naher, je groBer mist. FUr m = 00 ist Py~ = p. y~. Schon bei kleinen 
Werten mist der Unterschied zwischen Py~ und Py~ so gering, daB es 
fUr praktische Zwecke angebracht ist, den Wert Py~ als den maBgeben
den zu behandeln. Damit wird die Rechnung von der Felderzahl un
abhangig. Sie gilt also auch dann, wenn die Kraft P nicht auf der ganzen 
Stablange konstant ist. Ferner wird die Rechnung einfacher und das 
Ergebnis weicht von dem genauen Wert nach der sicheren Seite abo 
Ein Bild fUr den Unterschied zwischen Py~ und dem genauen Wert 
geben folgende Zahlen, denen zunachst die Formeln zur Berechnung 
von Py~ und Py~ vorausgeschickt seien. Aus 

rn 
2 cos - = 2 - a ± b 

m 

ergibt sich ( ) ( )" 
a2 -4a\I-cos r: +4 I_cos r: "=b2 • 

Mit b2 _ a2 = __ 2 ex. 
P " • y 

p 
a = tI. + 2 Py' 

tI.-p(I-cos r:) 
folgt 

P)"-- ( rn)( rn) 2 ex. - I + cos -m: I - cos-;;;: 

und nach Einfiihrung der Winkelfunktionen ex. und p 
sin x). 

1 x). 
Py' = ---;-----:-+ ). 

2 (I - cos :;:) 2 (cos 'I;':: - cos x). 

Ferner ist 
( I + 1/~)2 

pYo = (I + -vr=1)2 V rd. 

2 ex. - 2(I-cosx;.)' 

l/sinxA 
_ 1. _ cos X A + V -----;y-

cos lfJo - I - 2 ao - ----===:--
1+ l/sinxl 

V xl 

(162) 

(163) 
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Mit xl = n ergibt sich PyG = t. d. i. derselbe Wert, den man ein
facher aus der Annahme von Gelenken in den Stutzpunkten erhalt. 
Da xl = n Knicksicherheit fur einen Stab von der Lange l bedeutet, 
stehen diese Ergebnisse untereinander im Einklang. xl = ! n, d. i. 
vierfache Knicksicherheit fur die Lange l, ergibt 

p. r~ ~ (I + ~ I'~S ~ 1,62, oo'<p, ~ 0,8 ~ 0,444, <p, ~ 63° 40'. 
1,8 

Bei 6 Feldern liegt rpo zwischen 26n und 36n. Fur rp = ~ erhalt man 

p. ,_~1_ 0,64 -164 
y" - 2 . 0,5 + 2 . 0,5 -, . 

Bei 10 Feldern liegt rpo zwischen ~~ und ~~ . Fur rp = 54 a ergibt sich 

P . y~ = 1,756 fur rp = 72, P . y~ = 2,66. Fiir 10 Felder ist der genaue 
Wert etwas groBer als fiir 6 Felder, was mit der Periode der elastischen 
Linie zusammenhangt, aber in der praktischen Anwendung kaum Be
rucksichtigung verdient. Jedenfalls liefert das Ergebnis eine weitere 
Begrundung fiir die Benutzung des Wertes p. yo. In derselben Weise 
sind folgende Zahlen berechnet. Sie zeigen wie gering der Unterschied 
zwischen p. flo und dem genauen Wert ist, ferner den erheblichen Ein
fluB der Steifigkeit des Stabes. 

,,2 Pr~ 'Po T" m p. r: 
90° 1,62 63 040' 60° 3- 6- 9 1,64 
80° 1,93 56° 60 0 3- 6- 9 2,08 
70° 2,69 49° 30' 45° 4- 8-12 2,76 
60 0 3,65 42 ° 20' 45° 4.- 8-12 3,79 
50 0 5,B7 35 0 30' 36 ° 5-10-15 5,38 
40° 8,20 28 ° 10' 30° 6-12-18 8,53 

Die wichtigste Anwendung der dargestellten Rechnung bildet die 
Untersuchung der oberen Gurtung einer Balkenbrucke ohne oberen 
Windverband. Die beiden Haupttrager sind in den Ebenen der Lot
rechten durch oben offene Halbrahmen verbunden. Die aus dem Quer
trager und 2 Pfosten bestehenden Rahmen stutz en die Gurtungen in 
wagerechter Richtung. Die Lange y ist die elastische Verschiebung, 
die der Kopf des Pfostens durch die an demselben Punkt angreifende 
wagerechte Kraft 1 erfahrt. Bei einer eingleisigen Brucke kann diese 
gleich der halben gegenseitigen Verschiebung der Pfostenkopfe gesetzt 
werden, die durch die Belastungseinheit des Punktpaares entsteht. 
Der Quertrager habe die Lange l, das Tragheitsmoment Jo, der Pfosten 
die Hohe h, das Tragheitsmoment J. Dann ergibt sich nach dem dritten 
Satz uber die elastischen Gewichte 

lh2 2 h3 

2 Y =EJo +3EJ· 
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Sind die Tragheitsmomente veranderlich, so ergibt sich aus demselben 
Satze eine gleichartige Formel. 0 sei die groBte Druckkraft in der Gurtung. 
Dann kennzeichnet die Gleichung 

lh2 2 h3 2). (I + V~)2 
EJo +3 EJ =(5 20.: 

die Grenze zwischen dem stabilen und labilen Gleichgewicht. Aus dieser 
Gleichung ergibt sich der Wert 

> 2 h3 
J = -3-

2)'E (I + VI - p)2 lh2 
o 20.: J o 

Damit diese Grenze erst durch die n-fache Gurtkraft 0 erreicht wird, ist 

2 _h3 
3 

(e'r!) J = -----:-----:=~~--
2) .• E(I+VI-p)2 lh2 

(164) 

-n-·"""O,..- 20.: - J o 
erforderlich, wobei in 

nnd iX = I - cos u ;., 

V]t·O 
uA=A -E J 

1 • f 1 

einzufiihren ist. 
n·O 

Ubersteigt die Spannung in der Gurtung a = -
F 

die Proportionalitatsgrenze, so muB fiir El der a zugehorende Wert 
aus der Spannungs-Dehnungslinie entnommen werden. Die Formel gibt 
den erforderlichen Wert fiir das Tragheitsmoment del' Pfosten an, wenn 
das des Quertragers gegeben ist. 

Die Krafte X sind nur dann von 0 verschieden, wenn Verschiebungen 
der Stiitzpunkte eintreten. Um die Frage nach der GroBe der Krafte 
beantworten zu konnen, muB ein bestimmter Verschiebungszustand 
vorangesstzt werden. Da es sich meist um den groBten zu erwartenden 
Wert handelt, muB angenommen werden, daB bei der ungiinstigsten Ver
schiebung diejenige Kraft P wirkt, welche den kritischen Zustand b = 0 
erzeugt. Ais ungunstigster V erschie bungszustand darf derj enige an-

1n 
gesehen werden, del' dadurch entsteht, daB nur auf den Punkt n = -

2 
eine verschiebende Ursache einwirkt. Diese erzeuge die Verschiebung Cr. 

Um die Rechnung einfacher zu gestalten, solI die Stiitzung del' Endpunkte 
starr angenommen werden. Es ist offensichtlich, daB die GroBe del' 
Krafte X in del' Stabmitte durch die Stutzung del' Endpunkte nicht 
wesentlich beeinfluBt werden kann. In Gleichung (158) ist also C = 0 
zu setzen. Die Gleichungen (157,158) bestehen fUr n = I ... r - I, und 
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r + 1 ... m - 1, wenn r = i mist. Da b = ° ist, gelten die unter c) 
aufgestellten Formeln fiir beide Aste. Aus den Bedingungen 

folgt 

also 

n=O, Mo=O, 

0 4 =0, 

~o =0, 

Mn = O2 sin n<p + Oa' ncosn<p, 

~n M 0 2 . . -, = -aD n - a sln<p' slnn<p. 
y 

Beide Aste sind in r durch die Gleichgewichtsbedingungen 

M M M ~r-cr 
r-1 - 2 r + r+1 = --,-

y 

verbunden. Aus Grunden der Symmetrie ist ~r+1 = ~r-1' Mr+l = M r- 1 

zu setzen. Fuhrt man nun die Funktionswerte M und ~ ein, so 
y 

erhalt man durch die auf S.576 angewendete SchluBfolgerung 

C2 [sin(r - 1) <p - sin(r + 1) <p] + 
C 

+ Oa [(r - 1) cos (r - 1) <p - (r + 1) cos (r + 1) <p] = ---s, 
y 

( (a - p~) - Oa2 sin<p [sin (r - 1) <p - sin lr + 1) <p] = 0. 

Daraus folgt 

. c, ( jJ) C, (X 2Y!=P 
Oa 4 sm2 <pcosr<p=-y, a- P'y' =-71+Yl-jJ' 

0 2 2 sin<p cosr <p - 0 3 2 (r sinq) sinr <p - cos <p • cosr <p) = C~ • 

Y 
Mit diesen Werten der Konstanten erhliJt man 

M _ Cr {Sinn<p _ IX V!=P 
J. n- 2Y"sin<p cosr<p (1 +Yl-jJ)sin<p 

[ (n + rtgr<p' tgn<p) cosn<p _ cotg<p sinn<p]}, 
cos r <p cosr <p 

~n = -aM + Cr (X Y!=P . sinn<p 
y' n y' (1 + YI=- jJ) sing; cosr<p 

x __ ~n 
n - , 

y 
bzw. x __ ~n- Cr 

r - y' 

·G r ii n i n g, Statik. 45 
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Handelt es sich um die Untersuchung der Druckgurtung einer oben 
offenen Balkenbriicke, so ist fiir Cr die wagerechte Verschiebung ein
zufiihren, die der unbelastete und freie Pfostenkopf durch die Belastung 
des Quertriigers erfiihrt 

Fo·h 
2cr =]JJ' 

o 

wenn Fo die Momentenfliiche aus der lotrechten Belastung des Quer
triigers bezeichnet. Die Rechnung setzt also voraus, daB nur der mitt
lere Quertriiger belastet oder allein unbelastet ist. Wenn man mit 
dieser Voraussetzung die groBte Spannkraft n . 0 verbindet, so rechnet 
man offenbar hinreichend ungiinstig und erhiilt die Kriifte, die unmittel
bar vor Eintritt des labilen Gleichgewichtszustandes auftreten. 

Die Literatur iiber das Problem ist von Engesserl) eroffnet, der 
eine stetige elastische Stiitzung annimmt. Die Grundgleichungen fiir 
den in beliebigen Abstiinden gestiitzten Stab hat Zimmermann2) 

aufgestellt. Die Knickbedingung liefert das Verschwinden der Deter
minante aus den Beiwerten der Unbekannten. Miiller- Breslau3 ) 

hat die genaue Untersuchung der gedriickten Gurtung einer Trogbriicke 
durchgefiihrt. Bleich 4) hat das Problem mit simultanen Differenzen
gleichungen behandelt, deren Losung auf dem vom Verfasser bei der 
Untersuchung von Druckstiiben (FuBnote Seite 648) angegebenen Wege 
durchgefiihrt wird. Das oben angegebene Verfahren, welches vom Ver
f<Lsser in seiner Vorlesung iiber Eisenbau an der Technischen Hoch
schule Hannover vorgetragen ist, weicht in der Untersuchung der 
Stabilitiit von Bleich abo 

1) Eng e sse r, F.: Die Sicherung offener Briicken gegen Ausknicken. 
Zentralb!. Bauverw. 1884 u. 1885. 

2) Z i m mer man n, H.: Knickfestigkeit der Druckgurte offener Briicken. 
Sitzungsberichte der Ber!. Akad. d. Wiss. 1907. - Derselbe: Die Knickfestig. 
keit des geraden Stabes mit mehreren Feldern. Ebenda 1909. VI u. XII. 

3) Miiller.Breslau, H.: Die graphische Statik Bd. II, 2, S.309ff. 
Leipzig 1908. 

4) Bleich, F.: Die Knickfestigkeit elastischer Stabverbindungen. Eisen
bau 1919. S. 27 ff. - Derselbe. Theorie und Berechnung eiserner Briicken; 
S. 187 ff. Berlin 1924. 
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Beton- und Tiefbau -Arbeitgeberverbandes fur Deutschland 

mit Beiblatt 

Die Bannormnllg 
Mitteilungen des NDI 

IIerausgegeben von 

Professor Dr.-Ing. e. h. M. Foerster, Dresden, Professor Dr.-Ing. 
W. Gehler, Dresden, Professor Dr.-Ing. E. Probst, Karlsruhe, 
Dr.-Ing. W. Petry, Oberkassel, Dipl.-Ing. W. Rein, Berlin 

Erscheint wochentlich 

Vierteljahrlich 7.50 Goldmark zuzUglich Porto 

Der Bauingenieur, der sich durch Zusammenarbeit mit den an
gesehensten bautechnischen Vereinen, deren offizielles Organ 
er ist, zu der fiihrenden Zeitschrift fUr das gesamte Bauingenieur
wesen entwickelt hat und im In- und Auslande reiche Anerkennung 
fand, behandelt samtliche Gebiete der Bauwissenschaften unter Be
riicksichtigung folgender Gesiehtspunkte: PlanmaBige Erzeugung 
und wirtschaftliche Ausniitzung der Baustoffe, Sparsamkeit und 
Wirtschaftliehkeit bei der Herstellung von Bauwerken des Hoeh
bau- und Bauingenieurwesens mit gleichzeitiger Sicherheit und 
befriedigender auBerlieher Gestaltung, Zusammenarbeit von Bau
ingenieuren und Arehitekten, Erh6hung der Wirtsehaftliehkeit dureh 

N ormung der Einzelteile 

Mitglieder oben aufgefUhrter Vereine erhalten bei direkter Bestellung beirn 
Verlag einen Vorzugspreis 
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