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Vorwort.

Will man in seinem Arbeitsgebiete selbstindig werden, so ge-
niigt es nicht, nur die zutage geférderten Resultate der betreffenden
Haupt- oder Hilfswissenschaft glaubig hinzunehmen, sondern man
muf} imstande sein, dieselben gelegentlich bis in alle Einzelheiten
zu verfolgen, um sie auf diese Weise zum verwertbaren Eigenbesitz
zu machen. Ganz besonders gilt dies heutzutage auch fiir den Tech-
niker, fiir den es zur Erreichung dieses Zieles nicht mehr zu um-
gehen ist, sei es als Studierender der Ingenieurwissenschaften, sei
es als in der Praxis stehender Ingenieur, daf er die sog. héhere
Analysis kenne. Und zwar geniigt es im allgemeinen, nur die Prin-
zipien und Grundlagen derselben zu verstehen; diese sind aber um
so mehr von Grund auf zu beherrschen, soll er diese Disziplin als
Hilfsmittel zu fruchtbringender Titigkeit in seinem Berufe ver-
werten konnen.

Vor allem ist es auch notwendig, sich von einer oft einerseits
durch ein ungerechtfertigtes Mifitrauen in die damit erreichbaren
Vorteile gendhrten Abschitzung, andererseits von einer auf iiber-
triebene Angstlichkeit vor uniiberwindlichen, zu hoch stehenden
Dingen gegriindeten Abneigung gegeniiber dieser Rechnungsmethode
frei zu machen und einzusehen, dal nur das tiefere Erfassen des
Inhaltes der ,héheren Analysis“ oder der ,hoheren Mathematik*?)
oder der ,Infinitesimalrechnung“?) — wie die ,Differential- und
Integralrechnung® zusammenfassend auch genannt wird — das Be-
wulltsein erzeugen kann, dall man es hier mit einer sicher fundierten
Wissenschaft zu tun hat und nicht mit einer Annéherungsmethode,
die dazu noch mehr oder weniger willkiirlich sei, wie vielfach in
Technikerkreisen noch angenommen wird.

Y Bei dieser Gelegenheit wollen wir gleich hier hervorheben, daB es nicht
ganz korrekt ist, wenn man die Differential- und Integralrechnung
schlechtweg als ,,hohere Analysis‘ oder ,hohere Mathematik" bezeichnet,
da sie eigentlich nur die Einfiihrung in die hohere Analysis bzw. hohere Ma-
thematik bedeutet und es doch gewohnlich nicht gebréuchlich ist, den Namen
eines Gesamtgebietes fiir ein begrenztes Spezialgebiet zu beniitzen.

2) Beziiglich Begriindung dieser Bezeichnung vgl. S. 459—60.



Iv Vorwort.

Nur daraus kann man sich erkliren, daB noch manche Tech-
niker, selbst nur zu oft solche mit Hochschulbildung, iiber jeden
Aufsatz, der mit Differentialquotienten oder Integralen arbeitet,
hinweggehen, ohne ihn auch nur versuchsweise nidherer Priifung zu
unterwerfen und daraus Gewinn zu ziehen.

Wir sind deshalb auch den Schwierigkeiten, die sich tatséchlich
bieten und wohl auch die Hauptveranlassung zu obigen Erschei-
nungen geben mogen, nicht, wie es oft geschieht, ausgewichen,
sondern wir haben sie nach Moglichkeit zu 16sen versucht.

Diese Umstéinde vor allem sind es, verbunden mit der Uber-
zeugung einer hohen férdernden Eigenschaft des griindlichen Stu-
diums, sowie der Moglichkeit der Erlangung einer tieferen Einsicht
in die GesetzmiBigkeiten der Naturvorginge, welche uns, bestirkt
durch manche Erfahrung, bewogen haben, daran zu gehen, diese
notwendigen Fundamente einldflicher und darum gelegentlich auch
etwas breit fiir die Zwecke des Ingenieurs darzustellen.

Wir hoffen aber auch von auf andern Wissensgebieten Arbei-
tenden, namentlich vom Naturforscher und vom Mathematiker das
Interesse fiir die vorliegende Darstellung gewinnen zu kénnen.

Abgeschlossen im September 1911.

Burgdorf und Ziirich, April 1912.
Die Verfasser.
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I. Einleitung.

Bevor wir mit der Entwicklung des eigentlichen Gegenstandes be-
ginnen, wollen wir dem Leser einige Leitgedanken mitteilen, die ihm
fiir das Studium des Buches dienlich sein diirften.

In der Darstellung suchten wir moglichste Anschaulichkeit zu er-
reichen, ohne aber auf die streng analytischen Methoden zu verzichten.
Die anschauliche geometrische Darstellung ist stets Begleiterin und
Helferin fiir das Versténdnis der manchmal etwas abstrakten Unter-
suchungen, die aber fiir sichere Fundierung nicht zu umgehen sind.

Die so erzielte mathematische Strenge mufl aber unterstiitzt werden
durch die moglichste Exaktheit der Verwendung aller jener Begriffe,
die nicht durch mathematische Symbolg ausgedriickt worden sind, son-
dern fir die man bestimmte Worte, eingefiihrt durch entsprechende
Definitionen, verwendet. Diese (die Exaktheit) ist aber nur zu er-
reichen, wenn diese Worte dann immer und einzig in dem einmal fest-
gelegten Sinne gebraucht werden, was selbstversténdlich zu auch manch-
mal unschénen Wiederholungen eines Wortes fiihren muf}, die man aus
diesem Grunde entschuldigen moge.

Was einzelne Abschnitte anbelangt, so sei auf jenen iiber die
Quaternionen und iiber die Vektoranalysis zunichst hingewiesen mit
der Bemerkung, dal das Buch ganz gut studiert werden kann, ohne
diese Abschnitte zu beriicksichtigen. Immerhin méchten wir auch ihre
Lektiire, insbesondere diejenige des letzteren, der immer mehr an Be-
deutung gewinnenden Vektorenrechnung, angelegentlichst empfehlen.

DaBl wir einen ziemlich ausfiihrlichen Abschnitt tiber graphische
Methoden und Veranschaulichungen eingeschaltet haben, braucht wohl
in Riicksicht auf das im Vorwort Gesagte nicht mehr besonders be-
grindet zu werden; ist ja die graphische Veranschaulichung der
verinderlichen Erscheinungen eines der wichtigsten Hilfsmittel des
Ingenieurs. Dabei wurde auch der Gebrauch und die Bedeutung
der zwar noch verhéltnisméBig wenig bekannten, aber wichtigen
Logarithmenpapiere erldutert. Wir versuchten ferner, darin eine
Klassifikation der verschiedenen graphischen Veranschaulichungsarten

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 1



2 Einleitung.

zu geben, wobei wir besonders betonen wollen, daBl alle dort angefiihr-
ten Beispiele der Ingenieur-Praxis entnommen worden sind und dem-
nach anhand beigegebener Literaturangaben leicht nachgepriift und
weiter verfolgt werden konnen.

Da die Zahl das erste, nicht zu umgehende Mittel jedes irgendwie
mit der Mathematik sich Beschéftigenden bildet und daher auch hier
als Grundelement unserer Betrachtungen zur Geltung kommen mu8,
so haben wir ihre ausfiihrliche Behandlung vorangestellt.



II. Einfiihrung der Zahl.
§ 1. Die rationale Zahl.

Um die Menge der Einzeldinge, die zusammen eine Gruppe bilden,
bzw. um die Méchtigkeit einer solchen Menge, z. B eine Gruppe von
Baumen, Menschen u. dgl., durch einen einzigen Ausdruck zu be-
zeichnen — wobei man von den individuellen Verschiedenheiten ab-
sieht, sie also fiir den Akt des Zusammenfassens als vollig gleichberech-
tigt betrachtet —, erhielt man die natiirlichen Zahlen, die in eine fort-
schreitende Reihe geordnet, die sog. natitrliche Zahlenveihe:

1,2,3,4,5,6,...

bilden. Sie ist die Grundlage alles Rechnens.

Die Anwendung der Subtraktion auf diese natiirlichen Zahlen fiihrt
zur Unterscheidung von positiven und negativen ganzen Zahlen.
Diese erweisen sich als vorziigliches Hilfsmittel beim Operieren mit
praktischen Groflen, die ein ihnen dhnliches Verhalten zeigen. Z. B.ist es
der Fall bei Gewinn und Verlust, Vermégen und Schuld usw., wobei man
die letzteren in der Rechnung jeweils durch positive und negative
Zahlen symbolisch ersetzt. Diese Zahlen werden durch das sog. posi-
tive und negative Vorzeichen (,,4+“ und ,,—") gekennzeichnet.
Bei Ausfithrung der Subtraktion stéft man dann auch auf die Zahl
von der Form a — a, welche man mit ,, Null“ (0)) bezeichnet; sie
bildet die Grenze zwischen den positiven und den negativen Zahlen,
Die durch die negativen Zahlen und die Null erweiterte natiirliche
Zahlenreihe lautet dann folgendermafen:

ceey, =5, —4, =3, =2, —1, 0, +15 +2, +3, +4, +5, - --

Doch kann unter Umstédnden die Unterscheidung von positiven
und negativen Zahlen belanglos werden. Man spricht dann von deren
absolutem Wert und meint damit den Wert der Zahl ohne Riicksicht

!) Die Null und die negativen Zahlen fiihrten vermutlich die Inder zuerst ein,
wahrend sie die alten Griechen nicht besaflen (vgl. Klein, F. autogr. v. Hellinger,
,,Math. v. héh. Standp. aus® 1908, S. 63).

1*



4 Einfiihrung der Zahl.

auf das Vorzeichen, was man durch Einfassung derselben in zwei senk-
rechte Striche andeutet. Zum Beispiel ist der absolute Wert von — 5
und + 5 die Zahl 5 schlechtweg, also in der angegebenen Bezeichnungs-
weise +5|= —b5| =5, ebenso a =a.

Wie mit den absoluten Zahlenwerten zu rechnen ist, geht — wie sich
durch einfache Uberlegung konstatieren 1Bt — aus der folgenden Angabe der

vier Grundoperationen fiir diese hervor, wenn wir unter ¢ und b zwei beliebige
Zahlen mit positivem oder negativem Vorzeichen verstehen:

Addition:
|le| + || =|a+ b, wenn a und b
gleiches Vorzeichen haben.
|a| + |b|> |a + b|, wenn a und b
ungleiches Vorzeichen haben.
Subtraktion:
|@] — |b| =|@ — b|, wenn a und b
gleiches Vorzeichen haben.
|aj —|b] <]@ - b|, wenn a und b
ungleiches Vorzeichen haben.
Multiplikation:
||+ |b|=]|a-b], ohne Riicksicht auf die Vor-
zeichen von a und b.
Division:
|a a ohne Riicksicht auf die Vor-
Tol = I_IT| ’ zeichen von a und 5.

Neben dem Abzéhlen ist das Messen, d. h. das Vergleichen von
Quantitdten, eine sehr wichtige Operation, welches arithmetisch auf
das Multiplizieren und Dividieren herauskommt. Die letztere Opera-
tion fithrt dann aber auf die sog. gebrochenen Zahlen oder kurz die
Britche und zwar zunichst auf solche, deren Zihler und Nenner ganze
Zahlen sind. Die gebrochenen Zahlen zerfallen in echt und unecht
gebrochene, je nachdem der Zihler des sie darstellenden gewdhnlichen
Bruches kleiner oder groBer als der Nenner ist. Die Gesamtheit der
positiven und negativen, ganzen und gebrochenen Zahlen ist das Ge-
biet der rationalen Zahlen, wie sie genannt werden, weil sie aus
den natiirlichen Zahlen durch die sog. rationalen Operationen, d. h.
durch Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren entstehen.

Fiir diese rationalen Zahlen gelten folgende Gesetze:

Das Gesetz der bei deren Addition bei deren Multiplikation
Assoziation: (@4+d +c=a+®B+c) (@a-b)-c=a-(b-0)
Kommutation: at+b=b+a ab=b-a

Dustribution: (@4+b-c=a-c+b-c



§ 1. Die rationale Zahl. 5

Als Grundlage fiir die Darstellung von Zahlen, die grofier oder
kleiner als 1 sind, verwendet man als sehr zweckmifBige Basis die
Zahl 10. Man riickt zu diesem Zweck mit den Einheiten, wie Zehner,
Hunderter usw., Zehntel, Hundertstel usw. immer durch Multiplikation
oder Division mit 10 entsprechend ihrer Rangordnung von den Einern
nach links bzw. rechts weg, wobei man die letztere durch das zwischen
Einer und Zehntel gesetzte Dezimalkomma zu erkennen gibt. Je nach-
dem ein solcher Bruch, dessen Nenner also, da er ja Dezimalbruch sein
soll, 10 oder eine hohere Potenz von 10, grofer oder kleiner als 1 ist,
spricht man von einem wunechten bzw. echten Dezimalbruch. Die
Darstellung dieser beiden Arten ergibt sich aus nachfolgendem Schema:

Ein unechter Dezimalbruch:

7 Hunderter - 6 Zehner —I— 0 Einer —|— 2 Zehntel 4 5 Hundertstel =
7:-1004+6-10+0-1-+2- +5 -—-700—}—60—}—0—{— +1-§5
=7-102—|—6-101—9—0-100—}—2-10‘14—5'10‘2:760,25

Ein echter Dezimalbruch:
0 Ganze + 0 Zehntel -+ 3 Hundertstel - 7 Tausendstel =

0
=040 353365 T 1009 =+ 10 105 + 1000 =
:0-10°+0~10‘1—}—3~10‘2+7~103=0,037

Durch solche Dezimalbriiche lassen sich nun alle gebrochenen
Zahlen darstellen und kann die Anzahl der Stellen im Dezimalbruch
rechts vom Komma iiber aile Grenzen wachsen, jedoch in diesem Falle
nur mit periodisch sich wiederholenden Zahlen. Man bezeichnet ihn
dann als einen unendlichen periodischen Dezimalbruch.

Ein solcher ist z. B.:

—2775—3 57142857142857 -
oder:

2 =0,6666

3 - 3

Um diese Anordnung der rationalen Zahlen anschaulich zu machen
und in Riicksicht auf spatere Betrachtungen sei die iibliche

Abbildung der Zahlenreihe durch die Punkte einer
geraden Linie

dargestellt. Man wihlt hierzu auf der angenommenen Geraden einen
beliebigen Punkt und ordnet diesem die Zahl 0 zu. Ferner wihlt man



6 Einfithrung der Zahl.

rechts oder links von diesem einen zweiten Punkt, dem man die Zahl I
zuordnet; es ist dies der sog. Einheitspunkt. Indem man die
zwischenliegende Strecke (im Sinne von 0 nach 1 genommen) als Ein-
heitsstrecke bezeichnet, gelangt man vermoge dieser letzteren zum
Bildpunkt oder Zahlort der Zahl 2, wenn man die Einheitsstrecke
vom Punkt 1 aus nochmals abtrigt; analog von 2 aus zum Punkt der
Zahl 3 usw.

/

/1
/

N

A
7"1/
'5,4’1/,
‘7/‘///‘
Zl,//r/
S A A A A ¢ > 3 A . 1110 R M

-Z$ F BEERE 41y 1358 1525
Fig. 1.

Um die positiven und negativen Zahlen durch solche ihnen zu-
geordnete Punkte zu unterscheiden, setzen wir als positive Richtung
der Geraden, wie allgemein iiblich, diejenige von 0 nach dem rechts-
liegenden Einheitspunkte fest; dann liegen auf der entgegengesetzten,
negativen Richtung von O aus die so eingefiihrten Bildpunkte der
negativen Zahlen.

Indem wir nun auch Teile dieser Einheitsstrecke zulassen, be-
kommen wir Punkte, denen die ganzen und gebrochenen rationalen
Zahlen zugehoren.

§ 2. Die irrationale Zahl.

Erhélt der Dezimalbruch unbegrenzt viele Stellen nach dem
Komma, ohne jedoch periodisch zu sein, so gelangen wir — da nach
der Zahlenlehre ein rationaler Bruch durch einen unendlichen, peri-
odischen Dezimalbruch darstellbar ist und umgekehrt — zunéchst zu
einem neuen Gebilde, ndmlich einem Dezimalbruch mit unbegrenzt
vielen Stellen, der aber nach eben erwidhntem Satze der Zahlenlehre
nicht durch einen rationalen Bruch, also iiberhaupt durch keine rationale
Zahl darstellbar ist.

Zu solchen Zahlen, die durch keinen rationalen Bruch darstellbar
sind, gelangen wir auch schon durch die einfache Aufgabe, die Gleichung

22—2=0

zu losen, d. h. jene Zahlaufzusuchen,deren Quadrat gleich 2ist.
Da die Quadrate von 1 und 2 gleich 1 und 4 sind, so muf} die ge-



§ 2. Die irrationale Zahl. 7

suchte Zahl zwischen 1 und 2 liegen, kann also keine ganze Zahl sein.
DaB sie auch kein rationaler Bruch sein kann, ergibt sich folgender-
maflen: a

Angenommen es gebe einen solchen Bruch 5 wobei Zéhler und

Nenner keinen gemeinsamen Faktor haben oder teilerfremd sind, auf
welche immer mogliche Form wir uns den Bruch gebracht denken, so
miiflte also die Gleichung bestehen:

a\2

(i) -2
Nun ist aber zu beachten, dafl das Quadrat einer geraden Zahl a stets
wieder eine gerade Zahl ist, denn, wenn a gerade ist, so kénnen wir
auch schreiben @ — 2 n, worin n eine beliebige ganze Zahl bedeutet.
Es ist dann a? = 4 2> und 4 n? ist stets eine gerade Zahl. Ist @ un-
gerade, also von der Form 2n-1, so ist das Quadrat ebeafalls un-
gerade, denn es ist (2n+1)2 =4n%4 4n + 1, wo 4% nach vorigem
und ebenso 4 n = 2-(2n) stets gerade und daher diese Summe un-
gerade ist. (

2
Mit Riicksicht darauf miifite also, da aus ﬂ) = 2 folgt a? =202,

b
nun a? eine gerade Zahl sein und demnach auch a selbst gerade, d. h.
darstellbar in der Form 2 n und wir erhielten 4n2 = 2 b oder 202 = b7,
also b? gerade und demnach auch b selbst gerade. Wenn aber @ und ?
gerade sind, so haben sie den gemeinsamen Teiler 2, was jedoch der
Voraussetzung widerspricht.

Eine fiir Zahler und Nenner teilerfremde Form eines solchen
Bruches ist daher unméglich und damit #iberhaupt ein rationaler
Bruch, da sich ein jeder durch eine solche darstellen 1aBt.

Also ist die Annahme, es gebe einen rationalen Bruch ﬁ, der zum
Quadrat erhoben 2 gibt, falsch.
Es fiihrt uns daher die Aufgabe, die Gleichung

22 —2=0

zu l6sen, auf eine neue GroBe, falls wir nicht erklaren wollen, die Glei-
chung sei unlésbar. Diese neue Grofe, die wir hier einfithren miissen,
ist eben die bald niher zu charakterisierende ¢rrationale Zahl.
Aber auch auf geometrischem Wege kommt man zur Not-
wendigkeit, neben den rationalen Zahlen noch andere, neue einzufiihren.
Dies wufliten schon die alten griechischen Geometer und wir finden
demnach diese GroBlen auch schon bei Fuklid in seinen Elementen.
Wenn man ndmlich die Diagonale eines Quadrates mit der Seite
als Einheitsstrecke zu messen versucht, so findet man, dafl diese Auf-
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gabe nicht vollstandig losbar ist, so klein man auch die Teilstrecken
der Quadratseite, d. h. der Einheit, die man als neue Vergleichsstrecken
benutzt, nehmen mag; oder in anderen Worten: es lafit sich keine
gemeinschaftliche, noch so kleine Mafstrecke zwischen Quadratseite
und Diagonale finden. Man sagt, Diagonale und Seite eines Quadrates
sind ¢nkommensurabell).

Ubertragen wir nun diese geometrische Tatsache ins Arithmetische,
so haben wir nach dem pythagoreischen Lehrsatz die Gleichung zu 16sen :

a? 4 a? = 2a2 = ¢?

oder, wenn wir ¢ = 1 annehmen:
2 = ¢?
oder analog wie oben:
c2—2=0

Wir haben also ¢ so zu bestimmen, daB ¢2 = 2 wird. Das ist aber
durch einen rationalen Bruch und {iberhaupt eine rationale Zahl, wie
wir eben bewiesen haben, nicht moglich, was sich geometrisch in der
Inkommensurabilitit der beiden Strecken ausdriickt.

Hier, bei der Betrachtung der Zahl fiir sich, ohne Bezugnahme
auf andere Grofen, sehen wir von den geometrischen Verhiltnissen abh,
denn man sieht leicht ein, daB, aus diesen abgeleitet, die Inkommen-
surabilitdt nur relativer Natur ist, daB sie von der Wahl der Einheits-
strecke abhéngt.

Um nun die gewiinschte reine
zahlenmiBige Festlegung der irrationalen Zahl

zu erreichen, wollen wir an die schon erwahnte Tatsache ankniipfen,
daf ein Dezimalbruch mit unbegrenzt vielen Dezimalstellen ohne
Periodizitit als rationale Zahl jedenfalls nicht aufgefat werden kann.
Wir sind zunéchst nicht imstande, irgend etwas mit der Vorstellung
zu verbinden, daf eine Zahl aus unbegrenzt vielen Zahlen, hier Dezi-
malen, bestehe. Der Begriff unbegrenzt schliefit ja in sich eine Un-
abschlieBbarkeit eines Prozesses, so dafl also das Endresultat zunédchst
unerreichbar erscheinen muf}, wihrend wir doch gewohnt sind, unter
unseren bisherigen rationalen Zahlen etwas vollig Abgeschlossenes, ein-
deutig Bestimmtes zu verstehen. Wir koénnen aber andererseits nicht
umbhin, doch zu versuchen, auch diesen Dezimalbriichen mit unbegrenzt
vielen Dezimalstellen eine bestimmte Bedeutung beizulegen, um so mehr,

1) Zwei GroBen, die beide aus Vielfachen derselben dritten zusammengesetzt sind,
heiBlen kommensurabel (z. B. Umfang und Seite des Quadrates) und die dritte ihr ge-
meinsames MaB. Gibt es kein solches gemeinsames MaB, so heiBen sie inkommensurabel.



$ 2. Die irrationale Zahl. 9

als sich die periodisch unbegrenzten Dezimalbriiche als wohl charakteri-
sierte, uns schon bekannte Zahlen erweisen.

Betrachten wir irgend einen solchen Dezimalbruch, z. B. 0,578345 .-,
so kénnen wir jedenfalls sagen, daB sich, falls ihm eine bestimmte Zahl
zukommt, dieselbe immer naher durch die Werte 0,5; 0,57; 0,578 usw.
angeben 1d8t. Denn, soll eben der ganze, unbegrenzte Dezimalbruch
eine bestimmte Zahl darstellen, so mul} ja dieselbe um so genauer aus-
gedriickt sein, je mehr Dezimalstellen wir benutzen.

Bezeichnen wir die so gefundenen aufeinanderfolgenden Werte all-
gemein mit a,, @y, @3, -+, d,, +++, S0 wire in unserem Falle:

a, =05 ; a, =057 ; a3 = 0,578 usw.
Allgemein kénnen wir das 4. Glied schreiben:

Xy
a, = T4 + '1 0 1
wobei wir unter 7'y den ganzen Dezimalbruch bis zur Stelle der Zehn-
tausendstel (mit dem Nenner 10%) verstehen und «, die Anzahl der
Zehntausendstel angibt. Analog konnen wir dann das allgemeine,
n-te Glied schreiben:
o
ap =T, + 1_07:,

worin dann 7', und «, in entsprechender Weise zu deuten sind.
Es ist dann weiter:

—_ ! © (xn+1 [ +m~-1 & +
Apym = Ty + 161;‘ -+ “16}7{.1’ 4o+ 16':&’::7—*1 10’:'_‘_':‘
Bilden wir nun die Differenz (a,,n — an), so ist diese gleich

Opt1 Kntm
womet T T g -
konnen wir den Bruch

Indem wir nun » geniigend groB3 wihlen,
Xpt1
10n+1
eine der Zahlen 1, 2, 3, - - -, 9 und 10" *! wird mit wachsendem n immer
grofler, also der Quotient beider immer kleiner. Zum Beispiel kénnen

beliebig klein machen, denn o, ; ist

wir diesen Bruch gleich 72 machen, worin ¢ eine beliebig klein zu
wihlende, positive Zahl ist. Damit aber kénnen wir schlieBlich (@, »—ay,)
kleiner machen als m- % d. h. kleiner als ¢ (weil dann jeder

der Briiche in der Differenz (a,.,, — @,) kleiner wird als ;Z und da
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ihrer m sind, ihre Summe, die ganze Differenz, kleiner als m -

8). Es
m

ergibt sich also, da} unsere Reihea, , as, a5, «*+, a,, -+, die wir aus dem
Dezimalbruch abgeleitet haben, die fundamentale Eigenschaft besitzt,
daB die Differenz (a,,, — @,) mit wachsendem n beliebig klein ge-
macht werden kann, oder, wie die mathematische Ausdrucksweise hier-
fiir lautet:

Bei beliebig klein angenommener, positiver, rationaler Zahl ¢ ist
es stets moglich, eine Zahl n der Art zu finden, dafl

Cnpm — an! <e

wenn n geniigend grofl und m irgendeine beliebige positive ganze
Zahl bedeutet ).

Diese Tatsache wird uns, wie wir bald zeigen werden, dazu dienen,
die irrationalen Zahlen in ganz bestimmter, mathematisch streng defi-
nierender Weise einzufiihren. Doch miissen wir noch etwas voraus-
schicken; denn blieben wir bei dem bisher Abgeleiteten stehen, so siahe
es aus, als ob wir zur Einfiihrung der irrationalen Zahlen unbedingt
der Dezimalbriiche bediirften. Dies ist aber nicht zulissig, ‘da die
Dezimalbruchdarstellung, wie wir schon erwédhnten, mehr oder weniger
willkiirlich ist und sich als zweckméBig erwiesen hat, aber nicht die
einzig mogliche Darstellungsweise der Zahlen ist. Man konnte ebenso-
gut als Basis die Zahl 2 wahlen und erhielte dann ein dyadisches oder
mit der Zahl 12 als Basis ein Duodezimal-System. Das dyadische System
wird indertat in der Mathematik fiir viele Zwecke benutzt und das
duodezimale ist praktisch verwendet worden und wird noch heute in
jenen MaBsystemen gebraucht, welche die Zwolf-Einteilung haben, wie
dies z. B. der Fall ist beim Lingenmall: 1 Full = 12 Zoll, 1 Zoll
= 12 Linien 2.

1) Nach G. Cantor: Math. Annalen 1872, S. 123ff.

2) Um eine Vorstellung davon zu geben, wie etwa die Zahlen im dyadischen
System aussehen, wollen wir einige endliche Mengen durch dyadische Zahlen aus-
driicken und ihnen zum Vergleiche die entsprechenden Dezimalzahlen zur Seite stellen.

Im dyadischen System existieren natiirlich nur die Zahlen 0 und 1, da eben Zwe:
hier bereits eine neue Gruppe bedeutet, wie es die Zahl Zehn im Dezimalsystem tut,
dem die zehn Zahlen 0, 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9 zugrunde liegen. Wie wir im dezimalen
System als erste héhere Zahleneinheit 10' = 10, als nichst hohere 10?2 = 100, weiter
10 = 1000 usw. einfiihren, so ist im dyadischen System als erste hohere Einheit 2! = 2,
als niichst hohere 2% = 4, dann 2° = 8 usw. zu nennen. Nach unten fortgesetzt sind

1 1 1 1
iese Einhei 10-'=—, 107%>= -, .. hier: 27 '=—, 27 2= ...
diese Einheiten dort 10 10° 0 100’ ier 5 wenn

4 ’

wir zundchst noch die dyadischen Einheitsgruppen durch Dezimalzahlen ausdriicken.
D. h., wenn uns eine endliche Menge von Dingen vorliegt und wir wollen dieselben nicht
nur abzihlen, sondern auch durch dyadische Zahlen darstellen, so miissen wir die Menge
ordnen in Gruppen zu zwei, dann zu hoheren Gruppen 2% = 4, dann zu 23 = 8 usw.,
analog wie wir sie bei der Benutzung des Dezimalsystems in hohere Gruppen zu 10'=10,
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Wir miissen daher unsere Einfithrung eires arithmetischen Aus-
druckes, der dann als Irrationalzahl anzusprechen wire, etwas all-
gemeiner fassen und dies gelingt uns nach Cantor dadurch, daBl wir
die beim unbegrenzten Dezimalbruch gefundene Eigenschaft bei-
behalten.

102 = 100, - -+, d. h. zu Zehnern, Hundertern scheiden und zur Dezimalzahl durch
Nebeneinanderstellung der Gruppen zusammenordnen, und zwar von rechts nach links
mit steigender Rangordnung (Zehner links neben Einer, Hunderter links neben Zehner
;—, i,% usw. darzustellen,
d. h. wenn ich den Teil einer Einheit im dyadischen System darstellen will, so teile ich
dieselbe zuerst in zwei, dann in vier, dann je wieder in zwei, also im ganzen in acht
Teile usw. und gebe an, wieviel Hilften, Viertel, Achtel, Sechzehntel der Einheit dieser
Teil ausmacht; genau so, wie ich im Dezimalsystem angebe, wieviel Zehntel, Hun-
dertstel usw. dieser Teil der Einheit ausmacht. Die Zahlen, welche die Anzahlen dieser
Teile angeben, ordnen wir mit deren Rang von links nach rechts vom Komma, das
rechts von der Zahl der Einer gesetzt
wird.

usw.). Zahlen kleiner als 1 sind durch Briiche von der Form

Betrachten wir demnach z. B. die Anzahl Im Dezi- | Im dyadischen
Zahl 2 vom Dezimalsystem, so muB sie marlsry?tremr . sﬁysfe:“; -
im dyadischen Zahlensystem geschrieben .
werden: 10, denn sie entspricht bereits I\Pu 0 0
gerade der Gruppe der ersten hoheren  Eins 1 1
Einheit im dyadischen System, welche Zwe; 2 10
links von den Einern, also vom Komma D}'el 3 11
weg an zweiter Stelle nach links steht.  Vier 4 100
Wir schreiben daher von rechts nach links ~ Funf 5 101
die Anzahlen der Gruppen: O Einergrup- Sgchs 6 110

Sieben 7 111
pen, 1 Zweiergruppe, kurz: 10 Die ent-  Acht 8 1000
sprechenden Uberlegungen fur die Ipter- Neun 9 1001
pretierung dieser Zahl Zwei im Dezimal-  zehp 10 1010
system sind: 2 Einer, 0 Zehner und auch  gyf 11 1011
keine anderen Gruppen, kurz: 2. Eine Zwolf 12 1100
andere Darstellung fiir die Zahl Zwe: ist T T T
im dyadischen System nicht moglich, da e e R
in diesem nur die beiden Ziffern 0 und 1 Neunze.ahn 19 10011
existieren und daher die Zahl Zwei durch ~ ZWanzig 20 10100
eine hohere Einheit, die durch den Orts- o ce s
wechsel gegeniiber den einzig méglichen c C ce
Finern 0 und 1 charakterisiert ist. Hundert 100 1100100

Analog findet man, daf} sich die Zahl Tt T s
Drei, die im Dezimalsystem mit dem Zei- o
chen 3 fiir drei Einer an der Einerstelle nglhundert-
steht, im dyadischen System in der funfuqd- 225 11100001
Schreibweise 11 zu geben ist, da sie sich zZwanzig
aus einer hochsten Einheitsstufe gleich T
der Zahl Zwei und einem Einer gleich der T e e
Zahl 1 zusammensetzt. Tausend 1000 1111101000

Durch analoge Uberlegungen ergibt T T e
sich eine in nebenstehender Tabelle gege- ’

bene Zusammenstellung fiir weitere Zahlen.

Beziiglich der Zahlen kleiner als 1 erwihnen wir, dafl z. B. eine im dyadischen
Zahlensystem geschriebene Zahl von der Form:

0,0101001
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Existiert eine Reihe von rationalen Zahlen a,, a5, a5, <+, @y, -«
und hat diese Reihe die Eigenschaft, daB |a,,, — a,| kleiner wird
als irgendeine gegebene, beliebig kleine, positive, rationale Zahl ¢, fiir
ein geniigend groll gewéhltes n bei beliebigem, positivem, ganzem m,
so nennen wir diese Reihe eine Fundamentalreihe und driicken die
eingefiihrte Eigenschaft dadurch aus, dafl wir sagen, diese Reihe hat
eine bestimmte Grenze b.

nach obigem die Zahl bedeutet, die sich in ganzen Zahlen und Briichen in folgender
Weise zusammensetzt:

0 1 0 1 0 0 1 1 1 1
Ot o tgTe T tTatm ="y T ms
B84l 4
To128 128

sie wird daher im Dezimalsystem geschrieben:
0,3203125

Es wiren somit hiernach auch oben genannte Einheitsstufen des dyadischen
Systems korrigiert zu bezeichnen:

Zunahme Abnahme
Erste Stute
dyad. Syst.: 1, bedeutet: Eins

dezim. ,, : 1, » : Eins
Zweite Stufe
. 1 1 Ein Zweitel
dyad. Syst.: 10, bedeutet: Zwei; i’ bedeutet el —} (Ein Halbes)
. 1 1 .
dezim. ,, : 10, - : Zehn; 10° ' Zebn = Ein Zehntel
Dritte Stufe
. 1 1 . .
dyad. Syst.: 100, bedeutet: Vier; 100° bedeutet Vier = Ein Viertel
. 1 1 .
dezim. ,, : 100, bedeutet: Hundert; 100° . Hundert = Ein Hundertstel
Vierte Stufe
1 1
dyad. Syst.: : ht; o, —— =Ei 3
yad. Syst.: 1000, bedeutet: Ach 1000 bedeutet Aokt Ein Achtel
1 1
lezim. ¢ 1 ’ » : T d; ——, 2 -———— = Ei
dezim. ,, 000 'ausen 1000 Tausend Ein Tausendstel
usw. usw.

Wenn wir eine Strecke, die einer Zahl kleiner als 1 entspricht, im dyadischen
Zahlensystem mittels dyadischer Zahlen darstellen wollen, so gehen wir nach Fig. 2
wie folgt vor: Wir teilen die Einheitsstrecke in zwei gleiche Teile. Befindet sich der
Punkt « im Abstand von x Liéngeneinheiten rechts von der Mitte, so ist = gleich die
Hilfte der Zahleneinheit 1 plus noch etwas. Die zweite Hilfte, in der sich der Ort von z
befindet, teilen wir dann wieder in zwei gleiche Teile und untersuchen, ob das dritte
Viertel der Einheitsstrecke links oder rechts vom Ort z liegt; in unserem Beispiele
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Ein Beispiel fiir eine solche ist die Reihe:

12 3 4 o
2:3’4>5> sn+1a

PRy

trifft ersteres zu, woraus folgt, daB — in Ziffern des Dezimalsystems aus-

gedriickt — x gleich ist L + 1 plus etwas. Wir halbieren wieder das Viertel,

2

in dem z liegt und finden, daBl nun z in der ersten dieser Hilften, also im sieben-
1 1 1

ten Achtel der Einheitsstrecke liegt und kleiner sein muB als _ + - + --. Wir

halbieren das Achtel, in dem z liegt und finden, daB z wieder in der ersten dieser

1 1 1
letzteren Hilften liegt und somit kleiner ist als + + - Die nb',chste Halbierung

1aBt z in der rechten Halfte erscheinen, so daB z groBer 1st als + + , aber
1 1 1
kleiner als + -|— —— _ also glelch + + 39 plus etwas; d1e weltereHalblerunfr
1 1
liithwieder hnks, dann w1eder rechts, so daB damlt = + + + + etwas.

128
Und so fortfahrend mit Halbieren 148t sich die Strecke z in dyadxschem Zahlensystem
leicht darstellen; sie wird ndmlich hiermit:

10 1
“=0+ + + TaeTae T Taes T

im dya,dischen System geschrieben:
0 1 0 1

= Tor e ~ S e =0
0+ o 100 100 1000 10000 7100000 T 1000000 T 10000000 1100101
-————Zwe//e#lﬁené———_li_______’
o Y ¢

£z
| |

|
|
l ! 1
o
g A
| b >
Fig. 2.

Man sieht jedenfalls, daB der Vorteil des dyadischen Zahlensystems der wiire,
daB wir bei seiner Anwendung nur zwei Zahlen zu kennen brauchen, némlich Null
und Eins, in denen wir alle anderen Zahlen eindeutig auszudriicken imstande sind.
Aber es besteht der unleugbare Nachteil, da8 die Zahlen gréBer als 1 im dyadischen
System viel mehr Stellen enthalten, also unbequemer zu handhaben, als im Dezimal-
system. Eine irrationale Zahl im dyadischen System hat insofern ein einfacheres Bild
als eine irrationale Zahl im Dezimalsystem, weil sie nur die Ziffern 0 und 1 enthilt,
wihrend sie im Dezimalsystem die Ziffern 0 bis 9 aufweist.

Im Duodezimalsystem verhilt sich die Sache analog; nur miite man hier auch
fiir die Zahlen Zehn und Elf einfache neue Zeichen einfithren, da eben die erste zu-
sammengesetzte Zahl 12 ist, die dann hier also wieder 10 geschrieben wiirde. Man
hitte so als Zahlen der niedrigsten Gruppe, groBler als 0: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,F, ¢
und dann kimen, daran in Fortsetzung anschlieBend, zunichst die Zahlen der ersten
hoheren Zahleneinheit 121: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 11", 12 ; 20, 22,

29, 20, 22; 30, - - -, wobei 10 hier der Zahl 12 im Dez1malsystem entspncht ll d1e
Zahl 13 im Dezimalsystem bedeutet, 19 die Dezimalzahl 21, 11" die Dezimalzahl 22, - - -,
29 die Dezimalzahl 31, - - -, 4" 72 die Dezimalzahl 4 - 124 4 . 123 4 7.122 + 2. 12!
=4-20736 + 11 - 1728 + 7 - 144 + 12 - 12 = 82944 + 19008 + 1008 + 144 = 103100.
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denn hierfiir ist:
n+ m n m 1

= e <

mtm+1)(nt+1) “ntl
d. h. fiir geniigend grofles n wird diese Differenz beliebig klein, also
haben wir es mit einer ,,Fundamentalreihe’ zu tun. Bilden wir die
Differenz

Onim =@ =T a1

n 1.
=1 - =
Lo n+1l nrl
so nahert sich diese mit wachsendem » dem Wert 0 und a, selbst der
Einheit. Wir kénnen daher sagen, dafl die Grenze dieser Fundamental-
reihe 1 ist, oder symbolisch schreiben:

L_GME 3 4 )
“\2°3’4° 5"

Das allgemeine Zeichen b vertritt nun eine bestimmte Zahl, wenn
wir noch nachweisen kénnen, daBl fiir verschiedene auf diese Weise
definierte Zahlen sich Eigenschaften ergeben, vermage derer diese Zahlen
zur Rechnung mit ihnen geeignet werden. Ganz besonders wird diese
Einfiihrung neuer Zahlen zweckméBig erscheinen, wenn fiir sie die uns
bekannten Gesetze der rationalen Zahlen gelten.

Erinnern wir uns aber, daf3 die Reihe, die wir aus unserem un-
begrenzten Dezimalbruch abgeleitet haben, dieselbe Eigenschaft besitzt
und wir uns veranlaBt sahen, diese unbegrenzten Dezimalbriiche auch
als Zahlen aufzufassen, so sehen wir, daf3 das Zeichen b eine ebensolche
Zahl vertritt, wie unser unbegrenzter Dezimalbruch, und diese Zahl
nennen wir nun eine Irrationalzahl, also eine bestimmte Zahl, und
dieses mit besonderem Grund, wenn wir noch ihre Fundamentaleigen-
schaften in Ubereinstimmung mit jenen der rationalen Zahlen ge-
funden haben.

Eine solche ist auch:

141421356...= ]/§= (1;1,4;1,41;1,414;1,4142; 1,41421; -..)

wo an Stelle des Zeichens b die spezielle Schreibweise |2 gewihlt worden
ist, um damit auch zugleich anzudeuten, daB diese irrationale Zahl
durch Quadrierung zur rationalen Zahl 2 wird. Die Quadratwurzel
aus 2 bekommt erst durch das jetzt Abzuleitende ihren Sinn, gleich-
zeitig mit dem allgemeinen Zeichen b fiir eine Fundamentalreihe.

Nicht nur die zweite Wurzel aus 2, sondern noch unzéhlig viele
andere Wurzeln gibt es, welche eine irrationale Zahl darstellen, also
einem nicht periodischen Dezimalbruch mit unzihlig vielen Stellen
gleich sind.
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Andere sehr oft auftretende Irrationalzahlen mit speziellem, nur
ihnen zukommendem Zeicher sind u. a. auch:

die Verhiltniszahl des Kreisumfanges zu seinem Durchmesser:
3,141 592653589793 - -+ ==x
die Basis des natiirlichen Logarithmensystems:

2,718 281 828459045 - - - = ¢

Um der Anschauung ein wenig zu Hilfe zu kommen, kénnen wir
uns diese Zahlen der Fundamentalreihen, z. B. unseren fritheren Dezimal-
bruch (8. 9), auf einer Geraden durch Punkte darstellen und finden dann,
daB sich diese Zahlen einem ganz bestimmten Punkte mehr und mehr
auf unbegrenzt kleine Nachbarschaft ndhern, welcher dann Représen-
tant unserer im allgemeinen mit b bezeichneten Irrationalzahl, hier des
unbegrenzten Dezimalbruches, sein wiirde.

+0578 +VZ +e=+277-
-7 7 +95™ 7 +2 |
! - l I I
1057 405783 =+b +747° ‘ + A =43 15
Fig. 8.

Haben wir nun zwei solche Zahlen dargestellt durch Fundamental-
reihen:
b ay, a5, a5, 0,0, - 1)
b a.{’aé,aé,...,a1:’... )

so ergibt sich, dafl zwischen den Reihen (1) und (1’) nur folgende Be-
ziehungen bestehen kénnen, von denen stets eine vorhanden sein muB:
1. a, — ay wird mit wachsendem n (wobei n alle ganzen Zahlen
bedeuten kann) immer kleiner oder, besser gesagt, diese Differenz
ndhert sich mit wachsendem 7 immer mehr der Null. Wir sagen
dann, die Reihen b und b" bedeuten dasselbe und schreiben b = ¥'.
2. an — ay bleibt von einem gewissen n an stets groBer als eine
positive, rationale Zahl ¢; dann nennen wir b grofler als " und schreiben:
b>b'.
3. an — ay bleibt von einem gewissen n an stets kleiner als eine
negative, rationale Zahl —¢; dann ist b < b".
4. Wenn b > b’ und b > b”, so ist auch b > b”; denn es mul}
dann nach obigem sein:
ap — an > €
und :
ay — ay > ¢
daher die Summe:
tn —ay > &+ &
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Machen wir nun:
” ”

A i e
s>2— und e>2

so wird indertat von einem gewissen n an:
an—ay >¢e”, d.h  b>b"

Ebenso kann man nachweisen, dal3 eine solche Reihe auch zu
einer rationalen Zahl a analoge Beziehungen haben kann und wir be-

kommen dann die drei Fille:
b=a, d. h. b wiirde sich dann als
b>a rationale Zahl erweisen.

b<a
Wir wollen nun fiir diese Zeichen b, die wir als Reprisentanten

der Fundamentalreihe eingefiithrt haben, versuchen, einige Rechnungs-
gesetze herzuleiten und zu dem Zweck beweisen, dafl die Formeln:

bib/=b//
b‘b’=b”
b _n
b =0

einen ganz bestimmten Sinn haben, indem wir zeigen, dafl sich auf
den rechten Seiten dieser Gleichungen stets wieder eine Fundamental-
reihe, also in unserem oben festgesetzten Sinn das Zeichen fiir eine
bestimmte Zahl findet.

Sei b +- b’ aus

b: Ay, Ay, Agy *oy Apy oy Apypgyy *
/. ’ ’ ’ ’ ’
b1 ai, a3, aj, +vc, An, cccy Gngm, c e

definiert durch:
‘. ’ ’ ’
b+b": al—l—a1, ay + as, a3—|—a§, e, an‘i‘ari,, ey Quim Tt Gngm, v

und konnen wir nun beweisen, dafl rechts wieder eine Fundamental-
reihe steht, also wieder eine GroBe von der namlichen Natur, wie links
in b 4 b’, so ist man offenbar berechtigt, diese Fundamentalreihe rechts
als die Summe der beiden Fundamentalreihen links, bzw. b” als die
Summe von b und b’ aufzufassen.

Um dies zu leisten, miissen wir zeigen, daB |a,m — ay | kleiner
wird als &” fiir ein bestimmtes n.

Es ist nun:

ar/z’+m — ay = (a'n+m + arz+m) - (an + ar:) = (an+m — Q) + (ar’u—m - a/r;)
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und daraus ergibt sich, daf
Iar:/+m — arlslj = ]an-f-m — an‘ + lar,t-f-m - ari'

da, wie auch spiter gezeigt wird, der absolute Wert einer Summe nie

grofer ist als die Summe der absoluten Werte der Summanden ).
Mit geniigend groBem n kénnen wir aber nach obigem den ab-

soluten Wert jeder der beiden rechtsstehenden Differenzen kleiner als

eine beliebig kleine rationale Zahl, die % sein kann, machen, so daf3
dann folgt:

8// 8”
laym — ar| < 5 + 9
und also:
’arltl-f-m - a;/' < &”

Damit ist aber bewiesen, dall unsere obige Reihe rechts eine Funda-
mentalreihe ist, also eine Grofe von derselben Art, wie diejenige links
und wir daher berechtigt sind zu sagen, daf3 5" die Summe von b und b’
ist, also wirklich:

b+b'=0b"
einen Sinn hat.

In gleicher Weise zeigt man es auch fiir die Differenz, das Produkt
und den Quotienten?).

') Vgl. S. 4 od. 48.
2) Ist wiederum:
b al’agyasa"’yan’"”arz+m"'
b’: a{,aé,a;,f,-~~,a£,~~~,a,f+,,,,~~~
so wird man berechtigt sein zu sagen: b-b" = b”, d. h. b” sei das Produkt von b -5/,
wenn wir nachgewiesen haben, daB:

”. ’ ’ ’ ’ ’ ..
b Ay A1y Qg Qyy A3 Qg 0y Gy Qyy "y Ay  Cypms °

_— 14 4 14 '/
'—al,s azl, as R} ar:’ Tt a;{-{-m
wieder eine Fundamentalreihe ist, d. h. die Eigenschaft besitzt, daB:

‘al/

7 ”
n4m an l <&

fiir geniigend grofles n.
Es ist nun:
a’,  =a, -a
n+m n4m n+m

!

[
Ay = 0y @),

folglich: , ,
= Opgm Qg W @y

Nun ist:

(an+m - ) (ari+m - ar:) = Qpgm ® ar:+m T Oyt a;;+m T Opgm” ar: + a, - ar:

= Qpim ar{-{—m = Ay ari+m T Oyt (l,; + 2(1" ar: Tyt a;{

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I 2
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Damit ist also nachgewiesen, dal mit diesen neuen mathematischen
Ausdriicken, die durch die sog. Fundamentalreihe definiert worden sind,
eben vermoge ihrer Darstellung durch diese Fundamentalreihen, ge-
rechnet werden kann. Mit Hilfe dessen kann man dann weiter nach-

somit:
! Anpm 'a::-f-m —a,-a, = ; (an+m ) (ar’¢+rh - ar’z) L + : Ay a,:+m + Antm cay,—2a,a,
= !a,..‘_m - an‘f M ari.‘,m - a;l + ;an(ari*-m - ar{) +ari(an+m - an)j
Es ist nun fiir geniigend grofies n aus den gegebenen Fundamentalreihen:
ja,,_(,m - a,,l <&
O — O < e’

wenn ¢ und ¢’ zwei beliebig kleine positive, rationale und verschiedene Zahlen sind.
Somit folgt:

' ’ TR | | V] ’ S
‘an+m'an+m_' Qp* Ay, = ‘an+m _»aril.<8"(' +‘an“€ + ar: * €
Wir setzen nun:
, 7”7 anE//
¢/ = - und &= - —
2a, e” 4 2a, an
dann folgt:
7”2 144 1N/
Q& € a,ale
ce’ +a,e’ +ae = n 4 nin —

211,, (” + QaE + 9 "7 + 2a,a/ -
Macht man daher:
144

i
. £ Ay €
D | und £t "|| ;
2la,| e’ 4+ 2la,af
so wird:
ce/ 4 lay '+ ajle < ¢”, also auch: 'e/f, — al <&’

womit nachgewiesen ist, daBl das Produkt
b-b" =0b”

einen Sinn hat, da ja die rechte Seite b’/ wieder eine Zahl oder ein Ausdruck von
der Form b bzw. b’ ist.
Fiir die Division gestaltet sich der Beweis wie folgt:

b @y Qyy Ogy "y Qyy "y Qpyms *
’ . ! 14 ! ’/
b‘ alsaﬂ:a.‘)‘»""an,"',ar{+m9"'
b,a 4 oa o a Gy
7 72 'l 7 > 7 s T T
b a’l a; as an an+m
Es muf} sein:
i gt " ”
\an+m - ay, ;<€
oder
cal - cal
I L A T I
Cal a’ ‘ / T <E
 Ynd4m n i an+m'an
Nun ist:

_ ’ _ " o— ’ ' ’ ’
(an-(»m a'n) (an+m a'n) = Oy ® an+m - Qn an+m L + Gp " Oy

— ' — @ .l . ’ ’
= Qppm Ay = Ay an+m 2an Ay tm + Appm Ay + Ay - a,
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weisen, daf auch fiir ihre Verkniipfungen diejenigen Gesetze gelten, die
wir fiir rationale Zahlen gefunden haben. Zum Beispiel ist einzusehen,
daB b 4-b'=10b"4 b, also das kommutative Gesetz der Addition auch
fir sie gilt, da ja die Zuriickfiilhrung auf die Fundamentalreihen die
Giiltigkeit dieser Sétze nur fiir rationale Zahlen behauptet und sie von
da vermoge der Eigenschaften der Fundamentalreihe auf diese neuen
Ausdriicke tibertragt.

Dasg alles bringt uns dazu, die durch die Fundamentalreihen defi-
nierten Ausdriicke ebenfalls als Zahlen einzufithren. Im Gegensatz zu
den rationalen Zahlen wollen wir sie daher ér*rationale Zahlen?)
nennen.

Da wir nun ferner sahen, daf} die Dezimalbriiche mit unbegrenzter
Anzahl von Dezimalen durchaus die Eigenschaften einer Fundamental-
reihe erfiillen, so wollen wir direkt dieselben als die Definitions-Funda-
mentalreihen fiir unsere irrationalen Zahlen betrachten.

Somit:

’ ’ [ 8 ! !’ ’ . R ’ —a’\!
[ Ay g Qp— Ay an+m ‘\ == [an+ m O a:l+»¢ a, + | a, (an +m an). a‘n+m(an+m a’n)l
Fiir n geniigend grof3:

Uy — Qp| << €

’ ’ ’
1(Ln+m - an! <

Folglich:
Ll cal, <o’ alle —'a |’
Qg Gy — O Ay << & n Qg
und damit auch:
! ’ 4 ’ 7
Uy * Af = @y > O re/ Fla) e — |y,

L - "o g T o
a'va’ an+m a,’ | < al ~al T
n n+m n n+m

Wir setzen:

’
: a
v : 32 "+ m
7 al? - -

2 7”7 ’ . ./ 2
£ ET Ayt Ay 3 &7 <8 i 9n
Apym
womit dann folgt:
’ [ N4
£ & +ianlf”' an+m<“ _
- N
QUM Ol

und damit ist um so mehr:

1"
an+n:

b
b/

—all| << e”

und somit:
— b//
begriindet.

1) Das Wort srrational, zum erstenmal getroffen in einer lateinischen Uber-
setzung eines arabischen Kommentars zu Euklid aus dem 12. Jahrh., war spiter bis
ins 16. Jahrh. durch surdus (d. h. faub, lat.) ersetzt. Es kommt her vom griechischen
Wort &ioyos, lat. geschrieben alogos, d. h. wunmaussprechbar, begriindet durch die
richtige Erkenntnis der Pythagoreer, dafl ein Verhiltnis der Quadratdiagonale zur
Quadratseite zwar existiere, sich aber mit den bis zu ihrer Zeit gekannten Zahlen nicht
aussprechen lasse; die Ubersetzung ins Lateinische machte aus logos dann ratio,
Vernunft, woher die ungliickliche, falsche Deutung vernunftwidrig fiir irrational stammt.

9%
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Um im weiteren nicht immer diese schwerfilligen Ausdrucks-
weisen mitschleppen zu miissen, erkliren wir von nun an jeden nicht
periodischen Dezimalbruch mit unbegrenzt vielen Dezi-
malen als ¢rrationale Zahl. Damit ist unser System von Zahlen
um unbegrenzt viele Zahlen, eben die irrationalen, bereichert worden

und damit hat auch der Ausdruck }2 z. B. jetat einen Sinn bekommen;
denn nun gibt es eine Zahl, welche quadriert 2 ergibt, also die sog.
Quadratwurzel aus 2 ist, wie man sich ausdriickt, niamlich die ent-
sprechende irrationale Zahl.

Bezeichnen wir nun fiir das Fernere die simtlichen rationalen
Zahlen mit 4 und die irrationalen mit B, so kénnen wir auch sagen,
daB wir in das Gebiet 4 nun ein neues Gebiet B eingefiihrt haben. Um
nun noch klarer zu sehen, in welcher Weise diese Einschiebung des
Gebietes B in das Gebiet 4 stattgefunden hat, wollen wir das Gemein-
same aufsuchen, das den rationalen und irrationalen Zahlen als Stellen
innerhalb der Zahlenreihe zukommt und ebenso das sie Unterscheidende.

Nehmen wir aus dem Gebiet A der rationalen Zahlen irgend eine
Zahl heraus, so konnen wir sagen, daf} dieselbe innerhalb der 1ationalen
Zahlen einen Schnitt hervorbringt derart, dall durch sie die ganze
Zahlenreihe in zwei Abschnitte zerfdllt. In den einen Abschnitt gehoren
alle Zahlen, die kleiner sind, in den anderen alle jene, welche groBer
sind als die herausgehobene. Die letztere selbst kénnen wir entweder
zu dem ersten oder zum zweiten Abschnitt zahlen. Im ersten Falle ist
diese Zahl die grofite, im zweiten die kleinste des betreffenden Ab-
schnittes und wir kénnen daher sagen, daBl durch eine rationale Zahl
m Gebiete A ein Schnitt derart hervorgebracht wird, daB entweder:

1. der erste Abschnitt eine groBte Zahl hat und der zweite keine
kleinste, weil zwischen die herausgehobene Zahl und irgendeine
rationale Zahl des zweiten Abschnittes sich unbegrenzt viele
andere rationale Zahlen einschalten lassen; oder

2. der zweite Abschnitt eine kleinste Zahl hat, aber der erste keine
grofite aus analogem Grunde.

Es liegt daher nahe zu fragen, was entsteht, wenn wir das rationale
Gebiet A so teilen wollen, dafl weder der eine Abschnitt eine groBte,
noch der andere eine kleinste Zahl besitzt. DaB dies keine rationale
Zahl sein kann, ergibt sich aus dem Vorhergehenden. Also miiiten wir
zunéchst sagen, daB ein solcher Schnitt iiberhaupt nicht existiert, was
auch richtig ist, so lange wir iiber das Zahlengebiet A nicht hinaus-
gehen. Doch gibt es Griinde, welche uns zwingen, auch dieses noch mit
in Betracht zu ziehen.
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Zundchst einmal fithrt uns, wie oben schon gesehen, eine geo-
metrische Tatsache, die inkommensurable Gréfle von Quadratseite
und -diagonale, sofort auf die Einfilhrung noch anderer Zahlen als
der rationalen.

Wollen wir aber trotzdem sagen, daf sich die Diagonale des Qua-
drates als Lénge durch die Quadratseite und umgekehrt messen 1aft,
oder dies mit irgend zwei inkommensurablen Strecken der Fall ist, so
miissen wir ebenfalls neben den rationalen Zahlen noch neue einfithren 1).

Alles dies wird besonders klar, wenn wir die rationalen Zahlen
durch Punkte (sog. rationale Punkte) auf einer geraden Linie abbilden.
Dann sieht man, daf jeder mit der angenommenen Léngeneinheit in-
kommensurablen Strecke eine Zahl entsprechen mufl, welche nicht
mehr rational ist. Wir kénnen also sagen, dall.die Gerade an Punkten
viel reicher ist als das Gebiet 4 der rationalen Zahlen. Wollen wir aber,
wie es fiir das weitere Rechnen unbedingt notwendig ist, den Reichtum
an einzelnen Individuen in der Zahlenreihe und auf der Geraden als
gleich hinstellen oder (nach Dedekind) besser gesagt, alle Erschei-
nungen in der Geraden auch arithmetisch verfolgen, so miissen wir
iiber das Gebiet der rationalen Zahlen 4 hinausgehen.

Ein solcher Punkt auf der Geraden, der von 0 aus gemessen eine
zur Einheit inkommensurable Strecke darstellt, bietet eben wegen der
Inkommensurabilitit die Eigenttimlichkeit, dal} er die Punkte, welche
durch Auftragen rationalen Zahlen entsprechender Strecken gefunden
wurden, in zwei Gruppen zerlegt, von denen die einen links von ihm
liegenden Punkte keinen letzten Punkt ihrer Art, die anderen von ihm
rechts liegenden Punkte keinen ersten Punkt ihrer Art haben; denn
wir kénnen uns dem inkommensurablen Punkte durch entsprechendes
Einteilen der Einheitsstrecke, d. h. Aufsuchen von Punkten, denen
rationale Zahlen entsprechen, auf beliebige Nihe nihern, ohne je zu
einem Ende, also zum inkommensurablen Punkt selbst zu gelangen.
Wir miissen daher sagen, dal es Punkte der Geraden gibt, welche die
rationalen Punkte der Geraden in zwei Gruppen derart einteilen, daf
die eine Gruppe keinen letzten linken, die andere Gruppe keinen ersten
rechten Punkt besitzt. Kin solcher Teil- oder Schnittpunkt vertritt
dann also eine neue Zahl, eben die sog. irrationale Zahl. (Dedekind-
scher Schnaitt.)

!} Im gleichen Falle befinden sich auch Kreisumfang und -durchmesser, die auch
inkommensurabel sind und deren Verhiltnis die irrationale Zahl = = 3,141592653 - - -
entspricht. Die Zahl der geometrischen Beispiele liefe sich noch beliebig vergroBern;
wir erinnern nur noch an die Inkommensurabilitit der Seite vieler regulirer Vielecke
zum Radius jhres um- oder eingeschriebenen Kreises. Der Begriff der irrationalen
Zahlen ist denn auch geometrischen Ursprungs; inkommensurable Streckenpaare fithren

auf irrationale Zahlen, die urspriinglich auch als inkommensurable Zahlen bezeichnet
wurden.
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Damit sieht man aber ein, wie wir auch ohne die Gerade zu der
Notwendigkeit gelangen, neue Zahlen neben den rationalen einzufiihren,
die einen Schnitt von der Art hervorrufen, wie wir ihn als in den ratio-
nalen Zahlen nicht vorhanden erkannt haben?).

Betrachten wir z. B. eine Zahl, welche die Gleichung

2?2—2=0
erfiillt.

Wir sahen schon, daB dies keine rationale Zahl sein kann, sind
aber leicht imstande, nachzuweisen, da diese Zahl, welche wir sym-
bolisch auch }2 schreiben kénnen, eine derartige Scheidung des Ge-
bietes der Zahlen hervorruft, die durch eine rationale Zahl nicht hervor-
gebracht werden kann. Wir beweisen zu dem Zweck, dafi durch diese
Zahl, welche ins Quadrat erhoben 2 geben soll, ein Schnitt innerhalb
der Zahlenreihe derart entsteht, dal die Zahlen des einen Abschnittes
Kleiner sind als die Zahlen des andern; dal} es aber auch keine grofite
Zahl des ersten und keine kleinste Zahl des zweiten Abschnittes gebe.

Nehmen wir an, es sei « > 1 eine solche Zahl, dafl 22 <2, so wollen
wir beweisen, da es zu jeder solchen Zahl x noch eine groflere Zahl
x -+ J gibt, deren Quadrat ebenfalls kleiner als 2 ist, womit dann nach-
gewiesen ist, dafl wir niemals zu einer letzten solchen Zahl x gelangen
konnen.

Indertat, soll (x 4 )2 < 2 sein, so folgt

22 - 2xd8 -+ 02 <2

oder
220 4+ 02 <2 —a?

d. h.
2 — z?
"< 9w

Nun muBl aber 6 <1 sein, weil ja # > 1 vorausgesetzt ist. Daraus
folgt, daB, wenn wir in die letzte Form fiir 4 nun 1 setzen, also

< 2 '_—_53{
2 4+ 1
nehmen, unsere Bedingung um so mehr erfiillt ist.
Da aber mit 6 < 1:
2—a?  2—2?

2x+5>2x—}—i

) Vgl. R. Dedekind: ,,Stetigkeit und irrationale Zahlen.“ Braunschweig 1872.
— ,,Was sind und was sollen die Zahlen ?** Braunschweig 1888.
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so erkennen wir, daB zu jeder Zahl x es stets eine Zahl x -+ & gibt,
deren Quadrat ebenfalls kleiner als 2 ist, wenn nur J kleiner ist als 1
2 —a?
2z -+1°

Es gibt somit indertat keine grofite Zahl x, deren Quadrat kleiner
als 2 ist.

Andererseits wollen wir zeigen, daf}, wenn y eine rationale Zahl
ist, deren Quadrat gréBer ist als 2, es stets noch eine rationale Zahl
gibt von der Form y — J, die also kleiner ist als y, deren Quadrat
groBer als 2 ist, so dafl es diesmal keine kleinste Zahl y gibt, deren
Quadrat grofer als 2 ist.

Soll also (y — )2 > 2 sein, so folgt:

y?—20y+02>2
—20y 4 02>2 —y?

und kleiner als

yf —_2
0< 2y — 0
Da nun: y*—2 > y'—2 so wird obige Ungleichung sicher erfiillt
foy— 2y g g g

2
sein fir 0 < LV__2; 2 , so daB wir haben: Wihlen wir eine Zahl y so,
dal y2 > 2, so gibt es stets noch eine Zahl 6 derart, daBl die kleinere
Zahl y — 0 zum Quadrat ebenfalls grofler ist als 2, wenn nimlich
o yr—2

9 < T y

Damit ist also erwiesen, daB wir nie zu einer kleinsten rationalen
Zahl y gelangen konnen, deren Quadrat gréBer als 2 ist.

Wir finden daher das Resultat:

Diejenige Zahl — wenn eine solche existiert —, welche zum
Quadrat erhoben 2 ergibt, teilt das Gebiet der rationalen
Zahlen in zwei Gruppen derart, dafl zwar die Zahlen der
ersten Gruppe kleiner sind als diejenigen der zweiten
Gruppe, dal es aber auch in der ersten Gruppe keine gréBte
und in der zweiten keine kleinste rationale Zahl gibt. Es
ist dies also ein Schnitt, wie er auch durch keine rationale Zahl hervor-
gebracht werden kann und was wiederum ein weiterer Beweis dafiir
ist, daf} es keine rationale Zahl gibt, die zum Quadrat erhoben gleich 2 ist.

Da aber in dhnlicher Weise noch andere derartige Schnitte gefiihrt
werden konnen, die ebensolche Eigenschaften aufweisen, so kénnen wir
sagen, daB alle solche Schnitte in der Reihe der rationalen Zahlen inner-
halb derselben zunédchst gewisse Stellen darstellen. Jede Stelle innerhalb
der Zahlenreihe ist aber doch eine Zahl, woraus weiter folgt, daB} wir
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auch diese Schnitte Zahlen nennen miissen. Da sie aber durch rationale
Zahlen nicht hervorgebracht werden koénnen, so représentieren diese
Schnitte eben die irrationalen Zahlen. v

Fassen wir nun das Gesagte nochmals zusammen, so ergibt sich
also:

Innerhalb der Zahlenreihe der rationalen Zahlen gibt
es drei Arten von Schnitten. Das Gemeinsame aller ist, daf}
sie die rattonalen Zahlen in zwei Gruppen 4, und 4, teilen,
wobei die Zahlen der Gruppe 4, kleiner sind als die Zahlen
der Gruppe 4,. Sie unterscheiden sich aber darin, dafl eine
erste Hauptgruppe von Schnitten entweder eine grofite
Zahlin der Gruppe 4, oder eine kleinste Zahl in der Gruppe
A, hat. Diese beiden Fille sind nicht wesentlich vonein-
ander verschieden und werden die ihnen entsprechenden
Schnitte durchrationale Zahlenhervorgebracht. Ein zweiter
Hauptfall wird durch die dritte Art von Schnitten hervor-
gebracht, wo es weder in der Gruppe 4, eine griBte, noch
in der Gruppe 4, eine kleinste Zahl gibt, und werden diese
Schnitte durch irrationale Zahlen erzeugt.

Man kann sich leicht iiberzeugen, daf} diese Einfiithrung der irratio-
nalen Zahlen mit derjenigen, die wir vordem gegeben hatten, identisch
ist. Wir wollen dies an einem einfachen Beispiele, der |2, zeigen.

Stellt man die J 2 durch die Fundamentalreihe dar, so ergibt sich
die folgende:

y2=(1 14 141 1414 14142 ...

deren Zahlen alle der Klasse 4, angehoren; d. h. ihre Quadrate sind
samtlich kleiner als 2. Erhohen wir in diesen Zahlen die jeweils letzte
Stelle um 1, so erhalten wir die Reihe:

(2 1,5 142 1415 14143 -..)

deren Gliederquadrate durchwegs gréler als 2 sind, weshalb sie zur
Klasse 4, gehéren. Die Grenze zwischen diesen beiden Gruppen 4,
und A4, ist nun eben nichts anderes als die durch diese beiden Funda-
mentalreihen definierte irrationale Zahl. Dazu brauchen wir ja nur
noch zu beweisen, dal diese beiden Fundamentalreihen dieselbe Zahl
darstellen.

Nach den fritheren Darlegungen muB hierzu |a, — a,| mit wach-
sendem n zu Null werden. Nun sieht man aber leicht, daB nach unserer
(X'n

10°° worin unter 7,

Aufstellung das allgemeine Glied a, lautet: 7', -+
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die Zahl mit Ausnahme der letzten Dezimale verstanden wird. Dann

1
ist ferner: a, = T, + 1(;: , und es folgt:
, , O _ocn—#ly_l B _,143_3_,,1 __1‘
O = T e < T0r T 100 106 107 = 108

welcher Ausdruck aber mit wachsendem 7 kleiner, verschwindend klein
wird.

Unsere beiden Fundamentalreihen sind daher einander gleich und
stellen dieselbe Zahl dar, wobei jedoch die Zahlen der einen im Quadrat
stets grofer, die der anderen stets kleiner als 2 sind.

Dedekind®), von dem diese zweite Einfithrung der irrationalen
Zahlen durch die oben charakterisierten Schnitte stammt, hat nun ge-
zeigt, dafl man unter Zugrundelegung dieser Definition der irrationalen
Zahlen durch Schnitte die Rechnungsgesetze fiir dieirrationalen
Zahlen auf diejenigen fiir die rationalen Zahlen zuriickfithren kann
und sich dieselben fiir die ersteren mit jenen fiir die letzteren als
gleich erweisen.

Die rationalen Zahlen haben wir bereits oben durch Punkte einer
geraden Linie dargestellt?).

Greift man nun zwei solche Punkte dieser Geraden heraus, welche
die Bilder beliebig naheliegender rationaler Zahlen sind, so gibt es
zwischen ihnen immer noch unbegrenzt viele Punkte, denen entweder
die zwischenliegenden rationalen oder irrationalen Zahlen entsprechen,
Auf diese Weise ist nun jeder Zahl der gefundenen Zahlenreihe ein Punkt
der Geraden zugeordnet. Wir sagen: Wir haben die Zahlenreihe auf die
Punkte der Geraden abgebildet, die wir in diesem Falle auch Zahlen -

limie nennen.
Zohlen=Linie der reellen Zahlen.

—~— nagotive Ricktung -325 -7 O 47 42 e +VET 17486 M09 paSTVE RENIg o

-4 27 V=S -2i -7 W +35 +Fi~sle6 - +70
Fig. 4.

Ob auch umgekehrt jedem Punkte der Geraden eine Zahl ent-
spricht, kénnen wir nicht beweisen, sondern wir miissen es annehmen,
d. h. wir sagen, da jedem Punkte der Zahlenlinie eine bestimmte
rationale oder irrationale Zahl entsprechen soll?). (Cantorsches Axiom.)

1) Richard Dedekind: ,Stetigkeit und irrationale Zahlen.«

%) Vgl. Fig. 1, 8. 6.

3) Diese Annahme oder dieses Axiom hat sich als zweckmiflig und geniigend fiir
die analytisch- geometnsehen Untersuchungen ergeben.

DaB dies nicht die einzige Mdglichkeit ist, zeigt z. B. Veronese in seinen Grund-
lagen einer mehrdimensionalen Geometrie, denn man kann nach ihm noch andere
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Fassen wir demnach unsere Auftragungen auf der Zahlenlinie zu-
sammen, so kénnen wir sagen:

1. Der ganzen (rationalen) Zahl n entspricht der Punkt,
der durch n-maliges Abtragen der Einheitsstrecke gefunden

wird. @
2. Der gebrochenen rationalen Zahl 3 entspricht der

Punkt, der durch a-mal wiederholte Abtragung des b-ten
Teiles der Einheitsstrecke gefunden wird.

3. Gefunden wird ein Punkt, welcher einer irrationalen
Zahl entspricht, indem man sich vermittels der Fundamen-
talreihe oder dem unendlichen Dezimalbruch — der ja aus
einer Summe von lauter rationalen Zahlen besteht — auf Grund der
Angaben unter 1. und 2. einem bestimmten Punkte bis auf be-
liebige Annédherung néhert.

Fiir das Umgekehrte gilt dann eben das oben aufgestellte Axiom.

Wir haben im Falle 3. die Forderung gestellt, uns einem Punkte
bis auf beliebige Néhe zu ndhern. Wollen wir dies tatsichlich aus-
fiihren, so stoBen wir auf die Schwierigkeit, da8 durch das Arbeiten mit
unseren MeBinstrumenten sowohl wegen der nicht idealen Ausfithrung der
Instrumente selbst als auch wegen der Unvermeidlichkeit von Un-
genauigkeiten bei ihrem Gebrauche stets Fehler bedingt sind, d. h. wir
kénnen die Genauigkeit des Auftragens tatsdchlich, wie in praktisch
geometrischen Ausfithrungen, nicht bis ins Unbeschrinkte steigern,
sondern wir stoBen schlieflich selbst bei Verwendung von Vergréfe-
rungen, wie einem Mikroskop auf zwei Punkte, deren Entfernung so
klein ist, daB wir dieses ganz kleine Stiick der Geraden, selbst bei Be-
trachtung unter dem Mikroskop, als einen Punkt ansehen miissen. Wir
sagen daher mit Klein, es bestehe fiir das tatsichliche Auftragen von
Strecken ein sog. Schwellenwert, d. h. ein Mindestmal} fiir die Ent-
fernung zweier Punkte, damit wir sie noch als getrennte Punkte auf-
zufassen imstande sind. Wie groB dieser Schwellenwert ist, hingt
von unseren Instrumenten und der Prézision unseres individuellen Ar-
beitens ab.

Zahlen definieren, die gleichsam die Liicken zwischen den irrationalen Zahlen noch
ausfiillen. Veronese stellt diese Zahlen dar durch die Form:

a.:ao_}_fll._{_g? +_‘_l.3v+...
N N2 3
wo a,, a,, a,, - -+ gewohnliche reelle Zahlen sind und 7,, 7,, - - - sog. unendlich groBe
Zahlen von steigender GrdBenordnung, d. h. 7, unendlich groB gegeniiber #,, aber un-
endlich klein gegeniiber 7, usw.
(Beziiglich der naheren Erliuterung der Begriffe ,,unendlich gro8* und ,,unend-
lich klein* verweisen wir auf spitere Teile, S. 239 u. ff.)
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Wenn dem aber so ist, dann hat es scheinbar eigentlich keinen
Zweck, praktisch von irrationalen Zahlen zu sprechen, da wir ja tat-
sdchlich nur endliche Dezimalbriiche aufzutragen imstande sind, ohne
diejenigen Teile des Dezimalbruches, die noch Strecken liefern, unter-
halb des Schwellenwertes in Betracht ziehen zu kénnen. Ist z. B. der

Schwellenwert —116 Mikron (110 ,u), d.h. mm, so hitte es keinen

1
10000
Zweck und Sinn mehr, die Millionstel des Dezimalbruches mit in Be
tracht zu ziehen. Ebenso kann es fiir gewisse andere Zwecke geniigen,
z. B. mit siebenstelligen Logarithmen zu arbeiten, worauf die Loga-
rithmentafeln eingerichtet siad; mit anderen Worten: Das praktische
Rechnep hat mit den unendlichen Dezimalbriichen, also den irratio-
nalen Zahlen, tatsichlich gar nichts zu tun. Wir kommen damit auf
cinen Gegensatz, den Klein als denjenigen zwischen Prdzisions-
mathematik und Approximationsmathematik bezeichnet, der uns
noch ofter begegnen wird?).

Prizisionsmathematik ist nach Klein das Rechnen mit ab-
solut genauen Zahlen, d. h. mit solchen, deren Genauigkeit unbegrenzt
ist, fiir die es also iiberhaupt keinen Schwellenwert gibt.

Die Approximationsmathematik hingegen ist das Rechnen mit
Zahlen von begrenzter Genauigkeit, d. h. es wird beim Aufstellen der
Gesetze, denen die Zahlen unterworfen werden sollen, darauf Riicksicht
genommen, daf} dieselben nur bis auf einen gewissen Wert genau be-
kannt sind. Man untersucht also, welchen EinfluB die durch die Be-
obachtung notwendige Schwankung ihres Wertes auf das Endresultat
hat. Das letztere wird infolgedessen hier selbstversténdlich auch wieder
nur bis auf eine gewisse kleine GréBe genau berechnet werden kénnen.
Man treibt also eine Mathematik, die von den nur annihernd bekannten
Grolen handelt. Das Wort Approximationsmathematik ist also nicht so
zu verstehen, als ob die Resultate wegen der ungenauen Rechnungs-
weise nur angendhert richtig wéren, sondern sie sind es nur dadurch,
daB eben schon in den Zahlen, mit denen wir zu rechnen haben, gewisse
Schwankungen derselben eingeschlossen werden miissen. Es ist keine
niherungsweise Mathematik, sondern eine genaue Mathematik der nahe-
rungsweisen (approximativen) Beziehungen?).

Wihrenddem fiir den Prézisionsmathematiker z. B. der konstruk-
tive, zahlentheoretische Charakter der Zahl 7 von Bedeutung ist, begniigt

1}y vgl. IV, S. 235 u. ff.

%) oder mit Kleinschen Worten: Es ist keine approximative Mathematik (Ap-
proximationsmathematik), sondern eine Mathematik der approximativen Beziehungen.

Niaheres vgl. Feliz Klein: ,,Anwendung der Differential- und Integralrechnung -auf
Geometrie; eine Revision der Prinzipien.“ Autogr. d. Vorlesg. SS. 1901 v. Konr. Miiller.
Leipzig 1902 i. Komm. bei Teubner, S. 5{f.

oder auch F. Klein: ,Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt aus.©
Autogr. d. Vorlesg. WS. 1907/08 v. E. Hellinger. Leipzig 1908, Teubner, S. 89.
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sich der Approximationsmathematiker mit der Angabe dieser Kon-
stanten auf einige Dezimalen, die ihm jede Untersuchung mit der ihm
nur erwiinschten Genauigkeit gestattet.

Aus dieser Gegeniiberstellung ergibt sich auch weiter, dal die Be-
handlung der Prazisionsmathematik doch die Grundlage fiir diejenige
der Approximationsmathematik ist, und da wir niemals mit unfehlbarer
Sicherheit die erreichbare obere Grenze fiir den Schwellenwert anzu-
geben imstande sind, so erwichst fiir uns die Aufgabe, selbst vom
praktischen Standpunkt aus die Prizisionsmathematik in vollem Um-
fang zu behandeln.

Daher hat fiir uns indertat die irrationale Zahl genau so viel
Bedeutung, wie die rationale!).

Fiigen wir nun der natiirlichen Zahlenreihe noch die so gefundenen
rationalen und irrationalen Zahlen hinzu, so erhalten wir die Reihe
der reellen Zahlen.

Schon durch die Einfithtung der rationalen Zahlen, von denen
sich die gebrochenen zwischen die Zahlen der natiirlichen Zahlenreihe
einschieben, ist eine Zahlenreihe entstanden, in der die Unterschiede
zwischen den aufeinanderfolgenden Zahlen sehr klein geworden sind;
die Reihe ist, wie man sagt, stetig?) oder kontinuserlich geworden,
und zwar sagt man, die Zahlen oder Punkte liegen in der Zahlenreihe
iiberall dicht, d.h. zwischen zwei beliebig naheliegenden rationalen
Zahlen gibt es immer noch unzihlig viele dazwischen liegende eben-
solche Zahlen; anschaulich ausgedriickt: In jedem noch so kleinen Be-
reich der kontinuierlichen Zahlenreihe gibt es immer noch beliebig viele
rationale Zahlen®). Im weiteren kann man aber noch zwischen die ratio-

1) Vgl. auch S. 38 u. 236.

%) Auf den Begriff der Stetigkeit kommen wir spiter noch niher zuriick (S. 12021,

319 u. ff.).
3) Folgendes Beispiel moge dies erliutern: Wir wollen zeigen, wie man zwi-

schen die Zahlen 108 und 107 noch unbegrenzt viele rationale Zahlen einschalten
kann. Zunichst wihlen wir die Zahl, welche zwischen ihnen in der Mitte liegt,
1 1
10° T 107 _n
2 T 2.107
1 I 11
10¢ 2.107 _ 31
2 T 4.107
11 n 1
2.107 1

also gleich ist. Zwischen dieser Zahl und der ersten gibt es

; ebenso zwischen der mitt-

wieder eine mittlere; sie ist

1 07 13
ler a it - _ ) . .
eren und der zweiten Zahl 107 sie ist 5 4107 In einer Reihe
. 1 13 11 10 1
hrieben fol ie Zahlen: —— - .. e
geschrieben folgen die Zahlen 10° 107 5107 1107 107 In
gleicher Weise kann man nun leicht unbegrenzt viele solcher rationaler Zahlen ein-
schalten und natiirlich auch in anderer Teilung diese Zwischenschaltungen vornehmen.
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nalen Zahlen unzdhlig viele irrationale Zahlen einschalten, wodurch
also die Stetigkeit der Zahlenreihe noch erhoht wird. Sie bildet dann das,
was man nach Cantor das absolute Zahlenkontinuwin nennt.

Die ganze Art der Einfiihrung der Zahlen, wie wir sie bisher be-
handelt haben, wird von Hilbert') die genetische Methode genannt,
weil wir hier, angefangen von der Zahl 1, durch sukzessive Erweiterung
des Zahlbegriffes zunichst die ganzen rationalen positiven Zahlen, dann
die ganzen rationalen negativen Zahlen, die gebrochenen rationalen
Zahlen und schliellich die irrationalen Zahlen erzeugt und in jedem
Stadium der Entwicklung ihre Rechnungsgesetze aufgesucht haben.
Demgegeniiber stellt dann Hilbert die axiomatische Methode, welche
fiir die Zahlen in dhnlicher Weise ausgebildet wird, wie sie in der Geo-
metrie seit Huklid gehandhabt wird; d. h. man geht, wie es Hilbert
ausdriickt, von einem System von Dingen aus, die als Zahlen bezeichnet
werden und durch gewisse Buchstaben a, b, c,--- benannt werden.

Fiir diese stellt man dann gewisse ,,Axiome der Verkniipfung‘ auf,
die durch bestimmte Grundsidtze den Begriff der Addition, Multipli-
kation und der Zahl Null festlegen; dann die ,,Axiome der Rechnung®,
die uns als Assoziations-, Kommutations- und Distributionsgesetz be-
kannt sind, bei Hulbert also als Axiome aufgestellt; dann die sog.
,,2Axiome der Anordnung®, dafl fiir a>b; b > ¢ auch a> ¢ folgt,
und wenn @ > b danna + ¢> b + cund ¢ + a > ¢ + b ist, und wenn
a>b und ¢> 0, dann a-¢> b-c; und endlich die ,,Axiome der Stetig-
keit*, die in dem sog. Archimedischen Axiom, welches ausdriickt, wenn
a #+b und a > 0 durch wiederholte Addition von a die Zahl b iiber-
schritten werden kann, also a +a 4+ a4 --- +a> b, und dem sog.
,,Vollstindigkeitsaxiom‘* bestehen, welch letzteres im wesentlichen aus
driickt, daf man den Zahlen keine weiteren Dinge hinzufiigen kann, die
gleichzeitig alle diese Axiome mit erfiillen wiirden.

‘Diese axiomatische Einfithrung der Zahl werden auch wir spéter
zum Teil bei der Einfithrung der komplexen Zahlen beriihren.

Um in das Verhiltnis, das zwischen der Menge der rationalen Zahlen
und der Menge sidmtlicher reellen Zahlen besteht, einen noch tieferen Einblick
zu gewinnen, miissen wir einige Sidtze aus der ,,Mengenlehre®?2) einfiihren.

1) D. Hilbert: ,,Grundlagen der Geometrie.* 3. Aufl. Anhang 6 in Samml. Wissen-
schaft und Hypothese Bd. VII, 1909.
2) Nach Georg Cantor: ,,Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre.*
Leipzig 1883.
— Math. Ann. Bd. V, 1872, S. 122ff. Math. Ann. Bd. XV,
1882, S. 1 und Bd. XXIL
Vgl. auch A. Schoenflies: ,,Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltig-
keiten.<“ Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. VIII. Bd.,
2. Heft, 1900.
— ,»Mengenlehre. Enzykl. d. math. Wiss. I. Bd., I, 5.
F. Klein: ,,Anwendungd. Diff. u. Integr.-Rechng. a. Geom.* 8.210u. ff.
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Letztere beschaftigt sich mit den Eigenschaften, die einer Zusammenfassung
von Objekten, welche man eben unter bestimmten Umstinden eine Menge
nennt, zukommen, insofern man davon abstrahiert, daB es gerade dieses oder
jenes Objekt ist und nur auf ihre Zahlenmannigfaltigkeit achtet.

Man versteht némlich unter einer Menge eine Zusammenfassung von
Objekten, von denen durch die Art ihrer Einfilhrung bekannt ist oder ein-
deutig ausgesagt werden kann, daf sie zu einer bestimmten Gruppe gehéren.

Als Beispiele fiir solche Mengen nennen wir:

Nehmen wir eine Strecke und teilen diese in zwei gleiche Teile, dann jede
Halfte wieder in zwei gleiche Teile, jedes Viertel wieder in zwei gleiche Teile
usw., so ist durch die Endpunkte dieser so entstehenden Teilstrecken eine
gewisse Punktmenge definiert. Von jedem Punkt der Strecke konnen wir
entscheiden, ob er der ,,Menge“ angehért oder nicht; er muB sich eben durch
einen solchen Halbierungsprozel erreichen lassen oder nicht und gehért dann
zur ,,Menge‘* oder nicht. Natiirlich kann man auch andere Einteilungen wihlen.

Fiir einen zweiten Fall denken wir uns ein Quadrat gegeben von bekannter
Seitenldnge. Wir konnen dann einen Punkt im Innern des Quadrates dadurch
festlegen, dafl wir seine Abstédnde von in einem Eckpunkt zusammenstoBenden
Seiten angeben. Solange diese Absténde kleiner sind als die Seite des Quadrates,
liegt der Punkt im Innern desselben, und demnach sind wir imstande, von jedem
Punkte der Ebene zu entscheiden, ob er innerhalb oder auBerhalb des Quadrates
liegt. Nach unserer Definition bilden daher die Punkte im Innern des Quadrates
eine ,,Menge‘ und ebenso natiirlich diejenigen auBerhalb derselben.

Das wiren Beispiele fiir ,,Mengen®, die eine unbegrenzte Anzahl von Ele-
menten enthalten; doch konnen natiirlich auch eine begrenzte Anzahl von Ele-
menten eine ,,Menge bilden, wenn nur von den Elementen obiger Definitionssatz
der ,,Menge“ ausgesagt werden kann. So bilden z. B. die simtlichen Wurzeln einer
algebraischen Gleichung, deren Zahl bekanntlich vom Grade des Potenzexponenten
der Unbekannten x abhéngt, eine endliche ,,Menge‘‘; denn von jeder Zahl kann
ich entscheiden, ob sie Wurzel der Gleichung ist oder nicht. Auch die Biume
eines umgrenzten, umziunten Gartens oder Waldes, die Ziegel eines Daches, die
Blumen eines Straufies usw. bilden Mengen.

Eine ,,Menge, die nur einen Teil der Elemente einer solchen enthilt, nennt
man eine Tetlmenge von dieser.

Zwei Mengen heilen dguivalent oder gleich mdchtig, wenn sich die Ele-
mente der einen Menge ohne Rest in eindeutiger und umkehrbarer Weise den Ele-
menten der anderen Menge zuordnen lassen, indem man also jedem Element der
einen ,,Menge‘‘ ein und nur ein Element der anderen zuordnet und umgekehrt.

So ist z. B. eine ,,Menge* von 8 Punkten oder 8 Korpern oder von 8 Zahlen,
z.B.1,2,3,4,5,6,7,8oder 10-15-17-30-51 - 82-90 - 100, kurz von 8 Ele-
menten eine ,,Teilmenge von einer solchen mit 12 Elementen. Diese beiden
Mengen sind nicht gleich méchtig, weil sich die 8 Elemente nicht den 12 Ele-
menten einzeln so zuordnen lassen, daB keine Elemente der einen ohne ihnen zu-
geordnete Elemente der anderen bleiben, wie Figur 5 andeutet.

Je nach dem Verhalten zu ihren Teilmengen unterscheidet man zwei funda-
mental verschiedene Arten von Mengen, ndmlich:

1. ,,Mengen®, die keiner ihrer ,,Teilmengen dquivalent sind ; das sind die end -
lichen Mengen, welche also nur aus einer endlichen Anzahl!) von Elementen
bestehen, wie z. B. im obigen Beispiel.

1) Eine endliche Zahl (Anzahl) ist eine solche, fiir die es noch eine gréBere
gibt, falls man eben die Null als die kleinste Zahl betrachtet und also nur absolute
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2. ,,Mengen, die einer ihrer ,,Teilmengen* dquivalent sind; das sind die un-
endlichen Mengen. Sie bestehen aus einer nicht mehr durch eine endliche Zahl
angebbaren Anzahl oder Mannigfaltigkeit von Elementen. Eine solche Menge
bilden z. B. die Zahlen der natiirlichen Zahlenreihe:

1 234 5 6...

von der das erste Element die Zahl 1, das zweite die Zahl 2, das dritte die Zahl 3
usw. ist.

Denn bezeichnen wir die allgemeine Zahl dieser Reihe mit %, so kénnen wir
eine andere Zahlenreihe bilden, deren allgemeines Glied die Form 2 » hat, welche
also z. B. fir n =1, 2, 3, - - - lautet:

2 4 6 8 10 12 ...

Menge von 12L ementen
(] <] (o) o o o ] o ] ] o] (<]

Jeimenge zu Eflementen
o [} o o [e] [e] o [e]

Fig. 5.

Hier kénnen wir die Zahlen der zweiten Reihe den Zahlen der ersten einzeln
ohne Rest zuordnen, indem wir einfach der Zahl 1 der ersten Reihe die Zahl 2
der zweiten Reihe, der Zahl 2 der ersten die Zahl 4 der zweiten Reihe, der Zahl 3
der ersten die Zahl 6 der zweiten Reihe zuordnen, wie Figur zeigt:

1 23 4 5 6...
2 4 6 8 10 12 ...

Diese beiden Zahlenmengen sind also dquivalent oder gleich méchtig und
doch ist die zweite Reihe nur eine Teilmenge der ersten Reihe, da ihre Elemente,
die Zahlen 2, 4, 6, - -, in der ersten enthalten sind.

Mit solchen ,,unendlichen Mengen* !) beschiftigt sich nun im besonderen
die ,,Mengenlehre*‘.

Werte der Zahlen in Betracht zieht; sie ist der Ordnungsbegriff der ,,endlichen Menge*‘.
Thr gegeniiber steht die unendliche Zahl als Ordnungsbegriff der ,,unendlichen
Menge*‘; vgl. diesbeziiglich das hier folgende; auch S. 122, 244.

1) Es wird dem Operieren mit unendlichen Mengen und iiberhaupt unendlichen
Zahlen (dem Ordnungsbegriff der unendlichen Menge), was ebenso fiir Grenzprozesse
iiberhaupt auszudehnen wire, von philosophischer Scite der Vorwurf gemacht, daf
man mit GroBen operiere, die durch einen ProzeB entstanden sind, der tatsichlich
unvollfiihrbar ist. Diesem Einwand scheint aber ein Irrtum zugrunde zu liegen, denn
wir miissen einen Unterschied machen zwischen einem Proze8, den wir in unserer Vor-
stellung schrittweise auszufiihren haben und einem Prozef, den wir vermdge des Ge-
setzes, durch das er gegeben ist, vollfiihrt denken konnen, ohne in der Vorstellung die
Moglichkeit zu haben, alle Schritte tatsédchlich auszufiihren. Es ist eben ein Unter-
schied zwischen tatséchlicher Ausfiihrung eines unbegrenzten Prozesses, die natiirlich
immer unméglich bleiben muB und der durch logische Setzungen auf Grund der sie
exakt definierenden Begriffe vollzogenen. Nur diese letztere ist die Grundlage der
unendlichen Mengen, der unendlichen Zahlen und tiberhaupt der Grenzprozesse in der
Mathematik; die erstere ist nur ein Veranschaulichungsmittel, ohne dies eben exakt
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Wenn wir als Elemente der Menge Zahlen wihlen, so erhalten wir eine
,,Zahlenmenge‘‘; speziell in der natiirlichen Zahlenreihe haben wir eine solche,
deren Elemente die Zahlen sind. Hierbei haben die Bezeichnungen der Elemente
(die natiirlichen Zahlen): Evns, Zwei, Drei usw. oder Zwei, Vier, Sechs usw. nur
den Zweck, die Rangordnung oder Aufeinanderfolge der Elemente festzulegen.
Nehmen wir als solche Punkte oder Steine, so erhalten wir eine ,,Punktmenge‘
oder ,,Steinmenge‘ usw. Da wir die Zahlen durch Punkte auf einer Geraden
mittels Zuordnung ,,abbilden‘ konnen, so geniigt die Betrachtung von Punkt-
mengen iiberhaupt. Dabei ist aber stets vor Augen zu halten, dafl es zu jeder be-
stimmten ,,Zahlenmenge® auch nur eine ganz bestimmte ,,Punktmenge‘ gibt, die
wir erhalten, indem wir den einzelnen Zahlen in ganz bestimmter Weise Punkte
einer Geraden zuordnen; und nur die so gefundenen Punkte haben zu der ge-
gebenen Zahlenmenge eine Beziehung. Will man eine Erweiterung vornehmen,
so muB} diese besonders definiert werden, z. B. indem wir, wie gezeigt wurde, die
rationalen Zahlen dadurch auf eine Gerade abbilden, daBl wir einen Nullpunkt
und einen Einheitspunkt wahlen, denen wir die Zahlen 0 und 1 zuordnen und dann

erreichen zu konnen, wie alle Veranschaulichungsmittel. Der letztere ProzeB gehort
der Prizisionsmathematik an, wihrend der erstere einem empirischen (erfahrungs-
gemifen) Gesichtspunkt entspricht.

Die Vorstellung kann niemals addquat (d. h. fiir die auszufithrenden Operationen
gleichwertig) sein der unendlichen Menge als Ganzes, als mathematisches Individuum,
das wir mathematisch behandeln, weil sie eben als tatsichliche (empirische) Vorstellung
stets nur eine endliche Menge von Objekten oder Prozessen zu umfassen imstande ist.
Aber diese Vorstellung gibt vermdge des Gesetzes, auf Grund dessen sie die endliche
Menge erzeugt hat, einen anschaulichen Fiihrer fiir die logisch definierten und zu
setzenden unbegrenzten Mengen von Objekten oder Prozessen. Die Vorstellung kann
das Ende dieser unbegrenzten Reihe nicht erreichen, wohl aber vermag durch die gesetz-
miBige Festlegung logisch der Prozef fiir weitere Betrachtungen als zu Ende gefiihrt
gedacht werden.

Es kann also keine Vorstellung einer Menge dem Begriffe der unendlichen Menge
jemals addquat werden, sondern stets nur eine Anniherung an diesen ergeben.

Wenn ich sage, die Gesamtheit der reellen Zahlen existiert oder diese unendliche,
nicht abzéhlbare Menge existiert, so soll damit nicht gesagt sein, ich kénne diese Zahlen
in einem BewuBtseinsakt als einzelne gegenwirtig, présent haben, denn das ist in-
dertat unméglich, sondern nur, daB jede Zahl vermége der Verkniipfungsgesetze und
der Rechnungsgesetze, die endlich an Zahl sind, als zu dieser unendlichen Menge gehérig
vollig festgelegt ist, und insofern bedeutet die Existenz der unendlichen Menge dieser
Zahlen nur, daB, welche dieser Zahlen wir auch aus dieser Menge herausgreifen mogen,
jede diesen Gesetzen unterliegt, also durch sie véllig charakterisiert ist. Sie sind also,
um es nochmals zu wiederholen, nicht als Einzelindividuen in ihrer Gesamtheit in
einem BewuBtseinsakt vorhanden, sondern ihre Gesamtheit, also die Menge als logischer
Begriff, als mathematisches Individuum durch eben diese Eigenschaften herausgelost,
und nichts anderes soll ja die Existenz der Menge bedeuten.

Von dieser Frage verschieden ist dann die andere nach der Darstellbarkeit oder
Vorstellbarkeit dieser einzelnen Individuen der Menge. Da kann natiirlich keine end-
liche Anzahl von Prozessen simtliche Zahlen liefern, sondern nur eine unbegrenzte;
also z. B. bei der Dezimalbruch-Darstellung der irrationalen Zahlen die verschiedenen
Moglichkeiten der Kombinationen der Zahlen a, die alle Zahlen zwischen 0 und 9 he-
deuten konnen. Aber in diesem Sinne wird ja nicht die Existenz der unendlichen Mengen
mathematisch verlangt, sondern nur in dem vorhin charakterisierten Sinne.

In dem eben betrachteten Sinne frigt man (bei der Dar- oder Vorstellung) nur
nach dem einzelnen Individuum der Menge; die Menge als Gesamtheit dagegen ist
eben durch die ihre Individuen charakterisierenden Eigenschaften, nicht durch die
Dar- oder Vorstellbarkeit von den iibrigen Dingen herausgehoben und daher nur nach
logischem Gebrauche als Individuum abgegrenzt.
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unmittelbaren Bereich um diesen Punkt Punkte dieser Reihe oder Menge; er ist
daher der Hdufungs- oder Grenzpunkt derselben.

Fiir die irrationale Zahl }2 = 1,41421356 - - - ist die zugehorige Punktmenge,
dargestellt durch die Punkte mit den Rangwerten 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142 - - .,
anschaulich abgebildet in folgender Figur.

7474}
9 7 % e

247
T4742
Fig. 7.

In allen diesen einzelnen Beispielen ist nun ein allgemeiner Satz enthalten,
der fiir sie als Beweisgrund gilt, und wir wollen denselben hier der Vollsténdigkeit
halber und um die gegebenen Erkliarungen auf eine sicherere Basis zu stiitzen,
einfithren. Der Satz lautet:

Jedeunendliche Mengehat mindestens einen Verdichtungspunki
d. h. einen Punkt, in dessen noch so kleiner Néhe stets Punkte der Menge vor-
handen sein miissen oder der die Eigenschaft hat, daB in jedem noch so kleinen
Intervall um diesen Punkt von beiden Seiten oder von einer Seite immer wieder
Punkte der Menge vorhanden sind, also es ein Intervall bei diesem Punkte ohne
andere Punkte der Menge nicht gibt.

Wir nehmen, um dieses zu beweisen, etwa an, es sei eine unendliche Menge
auf dem Intervall @ ---b oder — da wir durch Ubertragung bzw. Zuordnung!)
ein solches endliches stets auf ein beliebiges anderes Intervall bringen kénnen —
auf dem Intervall O - - - 1 vorhanden. Teilen wir dann dieses Intervall in 10 gleiche
Teile, so muB mindestens in einem dieser Teile die Menge wieder unendlich
groB sein; denn wiren in jedem der Teile nur endlich viele Punkte, so gibe es
auch iiberhaupt nur endlich viele Punkte, was aber gegen die Voraussetzung ist.
Sei nun der Teil, in welchem die Menge unendlich ist, etwa derjenige, welcher
dargestellt ist durch die Form 0 + ;% bis 0 + E%—l , WO ¢, eine der ganzen Zahlen
0,1,2...9,s0 teilen wir diesen Teil wieder in 10 gleiche Teile und es muf dann wieder
aus analogem Grunde in einem dieser Teile die Menge unendlich sein; er sei dar-
gestellt durch die Form 0 4 1% + -1% bis 0 + ;—:(‘—) + 6—2—1——:)—2—1 , wWorin ¢, die namliche

Bedeutung wie ¢, hat. Dann teilen wir dieses Intervall wieder in 10 gleiche Teile

') In nebenstehenden Skizzen ist angedeutet, wie man ein beliebiges endliches
P Intervall mit seinen Punkten

iz durch Zuordnung leicht auf

o —o z zeam. 2x-gz;. Jedes beliebige andere end-

z z & \u 7T/ ~ liche Intervall bringen kann.
~_ / \ / d - Man hat nur dafiir zu sorgen,

NG 24 28 daB sich i hau.

~ z P al sich im veranschau
Nl \ :14/;/ e lichenden, graphischen Bild
P Aﬁf%—— die Strahlen durch Original-

S Z NV punkt im alten Intervall und
5// zugeordneten Punkt im neuen
- Fig. 8. Intervall in einem Punkte

-~ schneiden, der uns durch die
zwischen den gegenseitig zugeordneten Punkten der gegebenen Endpunkte gezogenen
Verbindungsgeraden gegeben wird.

Auch die Zuordnung eines endlichen zu einem unendlichen Intervall mit seinen
Punkten oder umgekehrt ist in gleicher Weise méglich.
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und fahren so fort. — Diese Intervalle werden nun immer kleiner und in jedem
so gefundenen, noch so kleinen miissen sich immer wieder unendlich viele Punkte
befinden. Nach einem Satz!), den wir spiter ausfiihrlich beweisen werden, nihern
sich diese Intervalle einem gewissen Grenzpunkte, der dann durch den unendlichen
i%% + -1%3 + - - . dargestellt wird. In der Umgebung
dieses Punktes, und mag sie noch so klein sein, muf} es dann nach unserer Kon-
struktion unbegrenzt viele Punkte geben ; der Punkt ist also ein sog. Verdichtungs-
oder Grenzpunkt, womit unsere Behauptung erwiesen ist.

Fiir die unendliche Menge der ganzen Zahlen ist die Sache geometrisch in
Fig. 6 anschaulich gemacht, indem durch die Projektion dieser Verdichtungspunkt
aus dem Unendlichen in den Punkt A auf ¢’ hiniiber projiziert wurde.

Bezeichnen wir eine Menge mit J, die Menge ihrer isolierten Punkte mit M,
und die Menge der Grenzpunkte mit Mg, so sind folgende Fille moglich:

1. Bs ist My = 0, d. h. simtliche Punkte der Menge sind isolierte Punkte;
man nennt die Menge dann eine isolierte Menge.

2. Die Menge hat Grenzpunkte und enthalt jeden derselben; sie heilt dann
eine abgeschlossene Menge.

3. Es ist M, = 0, d. h. die Menge enthilt nur Grenzpunkte; sie heit dann
tn sich dicht.

4. Die Menge besteht aus lauter Grenzpunkten, ist also in sich dicht und
jeder ihrer Grenzpunkte gehort ihr an, also ist sie auch abgeschlossen. Man nennt
sie dann eine perfekte Menge.

Es gibt ndmlich Mengen, welche Grenzpunkte haben, wo aber diese den
Mengen selbst nicht angehoren, wie wir bald sehen werden. Darum mufl man
unterscheiden zwischen solchen Mengen, die ihre Grenzpunkte enthalten und
solchen, die es nicht tun.

Man nennt ferner noch eine Menge 4iberall dicht liegend in einem Be-
reiche, wenn es in diesem letzteren keinen Teilbereich gibt, in dem nicht Punkte
der ersteren Menge liegen.

Unter Zuhilfenahme dieser Begriffe kénnen wir nun das Verh#ltnis der
Menge der rationalen Zahlen zur Menge der irrationalen Zahlen
folgendermafen charakterisieren:

Die Menge der rationalen Zahlen ist ¢n sich dicht; denn in jeder
noch so kleinen Umgebung irgendeiner rationalen Zahl gibt es be-
liebig viele ebensolche Zahlen. Also bildet jede rationale Zahl einen
Héufungs- oder Grenzpunkt. Aber diese Menge ist nicht abgeschlossen,
denn es gibt Grenzpunkte von rationalen Zahlen, eben die irratio-
nalen Zahlen, die ihr nicht angehdren.

In obigem Beispiel der Menge der rationalen Zahlen:

Dezimalbruch: 0 + ;—(‘) +

1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; 1,414213 - - -

gehort deren Grenzpunkt, die irrationale Zahl V2 = 1,41421356 - - -, der die Ele-
mente der Menge zustreben, derselben nicht an, wenn schon sich in denkbar groBSter
Nihe von }2 = 1,41421356 - - - rationale Zahlen der Reihe befinden, namlich zwei
sie beliebig eng einschlieBende Dezimalbriiche von begrenzter, wenn auch sehr
groBer Stellenzahl.

Es bestehen also gleichsam noch offene Felder von Zahlen, falls man nur
die rationalen Zahlen in Betracht zieht. Nimmt man dagegen die irrationalen
Zahlen mit, betrachtet also die gesamte Menge der reellen Zahlen, so hat man eine

1) Satz iiber die Einschachtelung der Intervalle vgl. S. 384—86.
3¥
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in sich dichte und auch abgeschlossene Menge, d. h. eine perfekte Zahlenmenge
oder nach Canfor das absolute Zahlenkontinuwm.

Aber noch ein weiterer fundamentaler Unterschied findet sich zwischen
diesen beiden Reihen der rationalen und irrationalen Zahlen. Um ihn zu verstehen,
miissen wir noch den Begriff der Abzdhlbarkeit von Mengen definieren. Da
nidmlich die Menge der natiirlichen Zahlen die einfachste unendliche Menge ist,
80 hat man sie gleichsam als den Normal- oder besser Einheitstypus der unend-
lichen Mengen angenommen ; ihre Michtigkeit wird allgemein mit o bezeichnet.
Man kann nun, wie oben schon gesagt, Mengen vergleichen, indem man sie auf
ihre Mdchtigkeit priift und geschieht dies, wie oben bereits gesagt, indem man
untersucht, ob sich die Elemente der einen Menge eindeutig und umkehrbar den
Elementen der anderen zuordnen lassen. Trifft es zu, so nennt man sie Mengen
von gleicher Mdachtigkeit. Man muB, um von Méchtigkeit der Mengen sprechen
zu konnen, eine Vergleichsmenge haben, da ja dieser Begriff nach Definition nur
relativ ist. Man nennt nun unendliche Mengen, deren Elemente fiir sich oder zu
Gruppen — diese Gruppen konnen endliche Mengen oder selbst abzdhlbar un-
endliche Mengen sein — zusammengefaft eindeutig und umkehrbar den Elementen
der natiirlichen Zahlenreihe zugeordnet werden koénnen, abzdhlbare Mengen, in-
dem man also dabéi die Menge der natiirlichen Zahlen als die néchstliegende und
am leichtesten in ihren Eigenschaften iibersehbare als Grundlage, als Element des
Begriffes ,,Abzéhlbarkeit wéhlt. Unter Zuhilfenahme dieses Begriffes kann man
nachweisen?), dafl die Menge der rationalen Zahlen abzihlbar, wihrend die
Gesamtmenge der reellen Zahlen nicht mehr abzéhlbar ist; man sagt, die letztere
ist von hoéherer Michtigkeit, und zwar von jener des ,,Kontinuums c¢*.

Als Beispiel wollen wir einen einfachen geometrischen ProzeB, der
eigentlich bei Betrachtung der regelméfigen Polygone sehr nahe liegt, konsequent
verfolgen und zusehen, was dabei herauskommt.

Wir zeichnen einem Kreise mit dem Zentrum C ein gleichseitiges Dreieck
ein und dann durch Halbierung der zwischen seinen drei Eckpunkten a, b, ¢
liegenden Kreisbogen ein Sechseck, durch wie-
derholte Halbierung ein 12-, 24-, . . .-Eck.
Den so angedeuteten Konstruktionsgang denken
wir uns immer weiter fortgesetzt und fassen
nun die Eckpunkte dieser regelm#Bigen Poly-
gone ins Auge.

Die so entstehende Punktmenge ist zu-
nichst abzdhlbar aus folgendem Grunde:

Wir ordnen der Zahl 1 zu die ersten drei
Punkte a, b, ¢ als Punktmenge I; dann ordnen

wir der Zahl 2 zu die darauf entstandenen neuen

Halbierungspunkte d, e, f als Gruppe II; der

Zahl 3 ordnen wir die neuen im weiteren Hal-

bierungsprozefl entstandenen 6 Punkte zu als

Fig. 9. Gruppe III und kénnen so die Gesamtheit der

Punkte, die durch diesen ProzeB entstehen,

derart in Gruppen teilen, daBl dieselben eindeutig den Zahlen der natiirlichen
Zahlenreihe zugeordnet werden?), wie folgendes Schema andeutet:

Punktgruppe: 1 1I 111 v
(3 El.) (3 El) (6 EL.) (12 EL)
Natii.t;]jche Zahlenreihe: 1 2 3 4

) Vgl G. Cantor: ,,Grundlagen . .. l. c.; A: Schoenflies: ,,Die Entwicklung . .. 1. c.
%) Dabei ware auch die Zusammenfassung mit jeweils allen hisherigen Punkten
zur neuen Gruppe zulissig.
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Dann aber ist nach obigem diese Menge der Punktgruppen eine abzihlbare
und da jede dieser Gruppen eine abziéhlbare Punktmenge ist, so folgt, daf auch
die Gesamtheit der so erhaltenen Polygonpunkte auf dem Kreise eine abzahlbare
Punktmenge bildet.

AuBerdem liegen die Elemente dieser unendlichen Punktmenge, die Polygon-
ecken, iiberall dicht auf dem Kreise C, weil wir in jedem noch so kleinen Intervalle
auf demselben um einen Eckpunkt weitere solche Eckpunkte finden kénnen ; denn
wegen der Unbegrenztheit des Prozesses, durch den die Polygonecken immer néher
aneinander riicken, ist eine Grenze fiir das Intervall zwischen zwei Polygonecken
nicht angebbar ; also miissen in jedem noch so kleinen Intervalle Eckpunkte aufler
den angenommenen liegen und das ist ja nach der Definition die Bedingung fiir
eine iiberall dichte Punktmenge. — Und doch bilden diese Polygonecken noch
nicht die Gesamtheit der Punkte der Kreisperipherie, da zwei benachbarte
Ecken stets ein Kreisbogen verbindet, sie also trotzdem niemals direkt zusammen-
kommen; die Uberdeckung des Kreises O findet daher durch die unzihlig vielen
Polygonecken nie vollstéindig statt.

Wéhrend néamlich die Polygoneckpunkte sich wie die rationalen Zahlen in
einem bestimmten Intervall, hier dem Umfang des Kreises C, verhalten, sind auf
demselben, gleichsam auf den zwischenliegenden Kreisbogen liegend (wovon aber
besser Abstand genommen wird, da unsere Vorstellung dem Prozesse, durch den
sie entstanden, bis an sein Ende nicht zu folgen imstande ist; hier tritt an die
Stelle der Vorstellung allein der logische Begriff), auch Grenzpunkte oder Ver-
dichtungspunkte der Menge der ersteren vorhanden, die ihnen nicht angehoren;
diese wiirden somit den in diesem Intervall vorhandenen irrationalen Zahlen oder
Punkten entsprechen. v

Unsere abzéhlbare, iiberall dichte Punktmenge der Polygonecken bildet keine
strenggenommen kontinuierliche Kurve, wenn schon sie den Eindruck einer vollen
Kurve macht; d. h. es ist in der empirischen Vorstellung in der unmittelbaren
Anschauung ein Unterschied zwischen beiden nicht erkennbar wegen des iiberall
dichten Uberdeckens, da man bei dieser Punktmenge nicht notwendig einen! Punks
dieser ,,Kurve*<!) treffen mu 8, um von dem inneren ins duBere Gebiet zu gelangen,

1) Wir haben das Wort Kurve in ,,“-Zeichen gesetzt, weil man nach dem eben
Clesehenen den Begriff einer solchen einschrinken mufl. Man kann nicht schlechtweg
eine unendliche, d. h. hier eine unbeschrinkte Punktmenge (d.i. eine solche, deren
Gesamtheit niemals erreichbar ist, so viel Punkte man auch im Moment annehmen
mag, da es immer noch mehr Punkte gibt, die der Menge nicht angehdren) auch eine
Kurve nennen, sondern man macht dafiir die Einschrinkung, die durch Jordan in
der nach ihm benannten Jordanschen Kurve (vgl. Jordan: ,,Cours d’ analyse*) festgelegt
ist, daB eine Punktmenge dann und nur dann als Kurve aufzufassen ist, wenn sie die
Ebene in zwei Gebiete derart trennt, dal man von dem einen in das andere nur auf
dem Wege gelangen kann, dafl man einen Punkt der Punktmenge trifft. Die Grund-
lage fiir diese Definition bildet die Gerade mit ihren simtlichen rationalen und irratio-
nalen Punkten, die eine solche Gebietsteilung in der Ebene indertat hervorbringt.

Im Anschlusse hieran konnte man sich die Frage vorlegen, was unter dem Inhalt
einer solchen Punktmenge, wie sie z. B. durch die von uns eingefiihrte iiberall dichte
Punktmenge auf dem Kreise gegeben, verstanden werden soll, da ja der Umfang des
Kreises zu 2 r  erst wird, wenn wir die ausgelassenen irrationalen Grenzpunkte hinzu-
fiigen. Indertat hat man durch geeignete Definition gefunden, daf der Inhalt einer
solchen abziahlbaren Punktmenge und damit auch jeder endlichen stets null ist. So
wiirden die auf dem Intervall O - - - 1 einer Geraden liegenden rationalen Punkte, ob-
wohl fiir unsere Vorstellung schon die ganze Strecke reprisentierend, noch keinen Inhalt
besitzen; erst mit den irrationalen Punkten bilden sie dann das fiir unsere Auffassung,
was wir die Strecke 0—1, eine Strecke von bestimmtem Inhalt, d. h. von bestimmter
Liange, nennen.
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in welche Gebiete ja die Ebene durch diese Punktmenge geteilt wird ; das trifft zu,
wenn man nimlich den Weg durch einen der irrationalen Punkte hindurch ge-
wihlt denkt, wie die Skizze andeutet.

Die Gesamtheit der zur Kreisperipherie zu zéhlenden Punkte ist die Punkt-
menge aus allen rationalen und irrationalen Punkten, denen alle
rationalen und irrationalen Zahlen dieses Intervalles (das durch
die Linge seines Umfanges bzw., wenn wir als Verdnderliche
den Zentriwinkel betrachten, durch das Intervall 0 --- 2z ge-
geben ist)!) entsprechen. Erstere von ihnen bilden eine ab-

Fig. 10. zéhlbare, letztere eine nicht abzidhlbare Menge, beide zusammen
das infolgedessen auch nicht abzéhlbare Kontinuum, das von
hoherer, Michtigkeit ist.

An diesem Beispiel erkennen wir auch wieder deutlich den Unterschied
zwischen Prézisions- und Approximationsmathematik, wie schon die erwihnte
Nichtvorstellbarkeit andeutet. Die erstere 148t die irrationalen Punkte nicht aufler
Betracht, wohingegen die letztere sich mit den rationalen Punkten der Polygon-
ecken als Kreisangabe begniigt. Ebenso konnen wir bei den durch unseren Proze
definierten Polygoneckpunkten, sobald ihre Gesamtheit als vorliegend betrachtet
wird, in der Vorstellung nicht einzelne von ihnen herausheben, wohl aber durch
unseren begrifflich festgelegten Prozefl, der sie uns einzeln liefert.

Eine irrationale Zahl wird, wie wir sahen, durch einen unbegrenzten Dezimal-
bruch dargestellt. Die Dezimalbriiche selbst unterscheiden sich durch die Zahlen,
die an den verschiedenen Stellen — deren Stellenmenge abzéhlbar ist — stehen.
Indem wir also diese Stellen sukzessive mit allen Zahlen der natiirlichen Zahlen-
reihe belegen, d. h. mit den ganzen Zahlen 0, 1, 2 bis 9 in allen moglichen Kom-
binationen, so bekommen wir die simtlichen Dezimalbriiche mit unbegrenzter
Stellenzahl. Unter ihnen werden dann auch die periodischen Dezimalbriiche ent-
halten sein, die bekanntlich rationale Zahlen darstellen; trotzdem bleibt noch
eine unbegrenzte Menge von irrationalen Zahlen.

§ 3. Die imaginire Zahl.

Das Rechnen mit den Zahlen fiihrt, indem man aus bekannten
Groflen unbekannte zu berechnen sucht, auf Gleichungen. Die Un-
bekannte bezeichnet man dann meist mit z oder, wenn ihrer mehrere
sind, wahlt man fiir sie die Buchstaben z, y, z, w, v usw. Nach dem
hochsten Exponenten der Unbekannten teilt man die Gleichungen in
solche ersten, zweiten usw. Grades ein, von denen uns schon die Glei-
chung vom zweiten Grade auf eine weitere. neue Art von Zahlen fiihrt.

Eine solche Gleichung zweiten Grades lautet bekanntlich in ihrer
allgemeinen Form, wenn wir mit a, b, ¢ bestimmte positive oder negative
Zahlen bezeichnen:

ax?+bxr+c=0
oder, wenn man durch den Koeffizienten von 22 dividiert, auch kiirzer:
2+ 2px+q9=0

1) Die Moglichkeit der Ubertragung auf ein anderes Intervall ist gegeben nach
8. 34.
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Thre Losungen oder Wurzeln, d. h. die Werte von x, die sie erfiillen,
finden sich aus der Formel:

T o=—pLtVp?—gq

Der unter dem Wurzelzeichen befindliche Ausdruck p? — ¢, genannt
die Diskriminante der quadratischen Gleichung, kann eine positive oder
negative Zahl oder null werden. Er wird negativ, wenn ¢ selbst positiv ist
und p? kleiner als g ausféllt. In diesem Falle wire also die Quadratwurzel
aus einer negativen Zahl zu ziehen. Dies ist aber mit den bisher kennen
gelernten reellen Zahlen nicht durchfiihrbar, da es keine solche Zahl
gibt, welche die Probe aushilt; d. h. es ist unméglich, unter den reellen
Zahlen eine solche zu finden, die zum Quadrat erhoben den Wert der
negativen Diskriminante liefert; ist ja doch das Quadrat jeder posi-
tiven und negativen Zahl stets positiv. Das Néchstliegende wére da-
her die quadratische Gleichung als nicht immer losbar zu erkléren und,
fiir eine mogliche Losung derselben die angedeuteten Bedingungen an-
zugeben. Um nun aber die ausnahmslose Giiltigkeit der mathematischen
Sitze aufrecht erhalten zu koénnen, ist man iibereingekommen, hier
neue Zahlen durch eine zweckdienliche Definition einzufiihren. Fiihrt
man nun diese Zahlen, die den fiir reelle Zahlen giltigen Operations-
gesetzen unterworfen werden konnen, in die Zahlenreihe als gleich-
berechtigt ein, so gilt dann natiirlich der Satz iiber die zwei Wurzeln?)
einer quadratischen Gleichung ganz allgemein; man hat nur hinzuzu-
fiigen, dafl diese Wurzeln unter Umstéinden diesem neuen Zahlengebiet
angehoren konnen.

Diese so geschaffenen Zahlen sind uns in der nicht ganz gliicklichen
Bezeichnungsweise im Gegensatz zu den bisherigen reellen Zahlen als
tmagindire Zahlen?) bekannt geworden, nicht ganz gliicklich, denn es
handelt sich tatséchlich um Zahlen, die gleichsam eine mathematische Not-
wendigkeit darstellen. Thre allgemeine Form ist }/:ZL , wo a selbst positiv.
Unter Allgemeingiiltigkeit der Formel 4 - B = J 4 -} B kann man diese
eine reelle, positive, im allgemeinen irrationale Zahl ist. Das Neue an
der imaginiren Zahl reduziert sich damit auf den Ausdruck y—1,
welchen man nun als die Einheit der imagindren Zahlen eingefiihrt
hat. Fiir sie wird auch oft die zum erstenmal bei Euler getroffene
und dann vom Gottinger Mathematiker K. F. Gauss verallgemeinerte
Bezeichnung 4 (Gausssches i) verwendet. Wir haben also dort ,,1¢

) daB jede quadratische Gleichung (2. Grades) zwei Wurzeln hat, ein Spezialfall
von dem viel allgemeineren, daB jede algebraische Gleichung m-ten Grades stets m
Wurzeln besitzt.

%) Zum erstenmale sollen die imagindren Zahlen anno 1545 bei Cardano beildufig
beiider Losung der kubischen Gleichung aufgetreten sein (vgl. Klein, F. Autogr. 1. c.,
8. 138).
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als Einheit der reellen und hiér die Gausssche Einheit ,,Vti “= ¢ als
Einheit der imaginéren Zahlen. Bezeichnen wir voriibergehend die reelle
Einheit 1 mit ¢ und die imaginire Einheit } —1 mit e,, so besteht
zwischen diesen beiden die Beziehung e,2 = —e, denn indertat ist
(Y —1)>= —(1), d.h. das Quadrat der imaginiren Einheit ist glelch der
negativen reellen Einheit. Ebenso gilt: e-¢, =e,, also: 1.} —1 =7 —1.
Die ganzzahligen Potenzen der imaginiren REinheit: ¢!=7} —1,
2= —1, 3 =—)—1=—i, ¢4t =41, ®=4!, 6 = —1 — i usw.
zeigen eine periodische Wiederholung der Zahlen ]/‘—_1 , +1, —ViT,
—1, und zwar so, daB fiir » als beliebige positive, ganze Zahl
=41; ¢4n+tl— V*_’I ;A — 1 s — ) 1
ist. ' ' S

Die allgemeine imaginire Zahl setzt sich aus einer bestimmten An-
zahl imagindrer Einheiten zusammen, wie die reelle aus der reellen
Einheit 1, Soist z.B. | —3 =3} —1=) —14+}—1+} —1 =34
die imagindre Zahl, welche aus der Zusammenfassung von drei imagi-
néren Einheiten hervorgegangen ist; es ist also 3 der Koeffizient, der
die Anzahl der zu nehmenden imaginiren Einheiten angibt.

Auch hier kommt man, wie bei den reellen Zahlen, zur Unter-
scheidung von positiven und negativen imagindren Zahlen, deren ge-
meinschaftliche Einheit } —1 mit dem positiven Vorzeichen als Ein-
heit der positiven, mit dem negativen Vorzeichen als Einheit der nega-
tiven imagindren Zahlen gilt.

§ 4. Die gewohnliche komplexe Zahl.

So wenig sich eine bestimmte Anzahl von Dingen mit einer an-
deren bestimmten Anzahl qualitativ davon ganz verschiedener Dinge
zu einer einzigen Gesamtzahl zusammenfassen 1aBt, d. h. es hat keinen
Sinn z. B. zu sagen: Vier Steine und sechs Baume sind gleich zehn - - -
was? — falls man ihre qualitative Verschiedenheit aufrecht erhalt —
so0 ist es nun auch unzulissig, eine bestimmte Anzahl reeller und imagi-
nirer Einheiten zu einer Gesamtzahl zusammenzufassen, also zu sagen:
4 reelle Einheiten (4 =4 - 1) plus 6 imaginire Einheiten (64 =6 - f—T)
seien zusammen 4 4 10 = 14 - .., denn man miifite ja fragen: was?
Es bleibt also nichts iibrig, als dieselben getrennt zu halten und diese
abermals neuen Zahlen dadurch darzustellen, daB man durch ein -
Zeichen die "Verbindung der reellen und imagindren Zahl zu einem
neuen Zahlbegriff zum Ausdruck bringt. Das —--Zeichen wird hierbei im
Anschlul an den Ausgangspunkt, diese Zahlen zur Darstellung der reell
nicht vorhandenen Wurzeln einer quadratischen oder hoheren Gleichung
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zu benutzen, gebraucht, wo es ja in der Lésung die beiden Zahlgattungen
verbindet.

Die so entstandene Kombination bezeichnet man nach Gauss als.
komplexe Zahl ).

Obigem Beispiel, der Zusammenfassung von 4 reellen Einheiten
und 6 imagindren Einheiten, entspricht daher die komplexe Zahl
4(1) +6(1) =4 + 64 . Dricken wir die Anzahl der zu wiahlenden
Einheiten allgemein im einen Fall durch @, im anderen Fall durch b
aus, so erhalten wir als allgemeine Form der einfachen kom-
plexen Zahl, die man auch schlechthin die komplexe Zahl nennt,
den Ausdruck:

r=a+bt

zu verstehenund zulesen: z=q - 1+b-¢, bzw.z2=a - (+1)+5b - (i]/v; 1),
d. h. als eine Anzahl a reller Einheiten und eine Anzahl b imaginérer
Einheiten, zusammengefallt zu einem neuen Komplex. Fiir den Aus-
druck wire daher bezeichnender der Name eines komplexen Zahlen-
paares, dessen allgemeine Form auch besser z = a ¢, -+ b ¢, ist, worin
a und b Anzahlen von Einheiten, im ersten Fall reeller (+1), im zweiten
Falle imaginirer (+}—1), bedeuten.

Auf Grund obiger Definition der einfachen komplexen Zahlen als
aus zwei verschiedenen Zahlenarten (reelle und imaginire) zusammen-
gesetzte Zahlenpaare lassen sich nun fiir sie die folgenden grundlegen-
den Gesetze aufstellen:

1. Zwei komplexe Zahlen [a;+ b, ¢] und [a;+ b, %] k6nnen nur
gleich sein, wenn a;, =a, und b, = b, ist, d. h. wenn sowohl
diereellen Bestandteile untersich alsauch die Koeffizienten
der imagindren Teile einander gleich sind.

2. Die Summe (Addition) zweier komplexen Zahlen [a,+ b, ]
und [a, -+ b, 4] kann nur die komplexe Zahl [(a,+ a,) + (b, + bs) 7]
bedeuten, da nur die reellen Teile unter sich und die imaginéren Teile
fiir sich vereinigt als gleichartige Zahlen addiert werden koénnen; also
gilt die Formel:

[a, + b, @] + [a, + b, 4] = [(a1 + @,) + (b, + b,) 7]

3. Die Differenz (Subtraktion) zweier komplexen Zahlen
ergibt sich analog aus der allgemeinen Form wieder als komplexe
Zahl:

[a, + b, 7] — [ay+ b, 7] = [(@, — a,) + (b, — ;) 7]

1) welche Bezeichnung Gauss in einer Arbeit vom Jahre 1831 an Stelle des bis
dahin fiir solche Zwecke gebrauchten Wortes imagindr vorschlagt (vgl. Klein, F.
Autogr. 1 c., S. 143).
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4, Unter dem Produkt aus einer reellen Zahl und einer
komplexen Zahl [a -+ bi] versteht man eine andere komplexe Zahl,
die sich ergibt, indem man die gegebene als Binom betrachtet,
mit der reellen Zahl multipliziert, so daB:

m-[a+bi]l=[ma+ mbdi]

5. Als Produkt zweier komplexen Zahlen fithren wir ein
die Form:

(@ + by3] - [ag + byt = [ay a5 + a1 by¢ + by azs — b, by]
[a, + b,7] - [a; + b; 4] = [(@,as — b, b,) + (@, b, + b, a,)7]

also wieder eine komplexe Zahl, d.h. wir betrachten auch hier
die komplexe Zahl wie ein Binom von Zahlen und wenden darauf
die Multiplikationsregel der Binome an.

6. Fiir die Untersuchung der Division zweier komplezen
Zahlen [a; + b;3] und [a, + b,9] suchen wir den Quotient zu be-
stimmen.

Wir setzen:

a, + be
a; + byt

und suchen die Unbekannten z und y.
Es muB8 dann nach Definition der Division sein:

a; + b1 = (@ + byt) (z + y9)
=@+ Y1+ bzt — by
@+ byt = (@32 — byy) + (037 + ayy) ¢

Wenden wir auf die beiderseits stehenden komplexen Zahlen den obigen
ersten Satz an, so ergeben sich die beiden Gleichungen:

=z yi

@y =% —byy ; ar —byy—a =0

by="byx +ayy; byx+ay—b =0
woraus:
_Gutbb o 6b—ba
a4 b? v= a® +by®
Es werden also x und y wirklich reell und wir erhalten somit als
Quotient zweier komplexen Zahlen wiederum eine reine komplexe Zahl:

[a, + b,4] _ [a2“1+b2b1 +

a,b,—b,a, ,é]
[a; + b, 4] - a,” + b,?

a,® + b,?
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d. h.

Als Quotient zweier komplexen Zahlen folgt wieder eine
(einfache) komplexe Zahl, deren reelle Bestandteile sich leicht
unter Beachtung der vorgenannten Beziehungen bestimmen lassen.

Aus obigen Darlegungen ergibt sich, daB fiir die einfachen
komplexen Zahlen das assoziative und kommutative Gesetz
bei Addition gilt und dies auch fiir die Multiplikation der
Fallist, wenn wir das distributive Gesetz fiirimaginére Zahlen
als giiltig voraussetzen.

Man erkennt ferner, dall das Produkt zweier (einfachen)
komplexen Zahlen nur null werden kann, wenn ein Faktor zu
Null wird, d.h. fiir eine komplexe Zahl sowohl der reelle
Bestandteil, als auch der Koeffizient des imaginéren.

Zwei einfache komplexe Zahlen mit entgegengesetztem Vorzeichen,
also von der Form [a + b¢] und —[a + b4] = [—a — b¢] nennt man
entgegengeselzl.

Unterscheiden sie sich aber nur im entgegengesetzten Vorzeichen
des imaginéren Teiles, was bei den Formen [a + b 4] und [a — b 2] der
Fall ist, so spricht man von zwei konjugiert komplexen Zahlen, da
die komplexe Zahl als Wurzel einer algebraischen Gleichung niemals
allein auftritt, sondern immer in Verbindung mit der konjugiert kom-
plexen Zahl, d. h. wenn [a 4 b 4] Wurzel einer solchen Gleichung ist,
so ist es auch [a — b4]. Das Produkt zweier konjugiert kom-
plexen Zahlen, hier a® 4 b%, ist stets reell und ergibt sich die
Form der zweiten derselben, [@ — b ¢], aus der ersteren, [a¢ + b 4], in-
dem man in diese als imagindre Einheit nicht ¢, sondern —¢ ein-
fiihrt, sie also in der Form schreibt: [a¢ 4 b (—7)].

Aus diesem allem ist unter Beriicksichtigung, dall mit & == 0 die
komplexe Zahl a + b7 in die reelle a iibergeht, ersichtlich, daf wir
diese komplexen Zahlen als die allgemeinere Zahlenform
gleichsam an die Spitze stellen kénnten, um dann aus ihnen
die reellen Zahlen samt ihren Gesetzen als Spezialfille herzuleiten.
Wir werden indertat sehen, daBl ein wichtiger Begriff, namlich der
des absoluten Wertes, fiir die komplexe Zahl eine viel allgemeinere
Bedeutung hat als bei der reellen; aber fiir letztere ergibt er sich aus
der ersteren durch entsprechende Spezialisierung. Ebenso ist die oben
besprochene imagindre Zahl, oft priziser auch als rein imagindre
Zahl bezeichnet, ein Spezialfall der allgemeinen komplexen, ndmlich
derjenige, wo das reelle Glied den Koeffizienten 0 hat, also null reelle
Einheiten zu nehmen sind. Die allgemeine Form der sog. rein
imagindren Zahl ist daher: 0- (1) +b¢ =+b4. Es miissen daher
auch fir die rein imagindren Zahlen die gleichen Gesetze gelten, wie
fiir die einfach komplexen.
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Fiir das weitere Arbeiten mit der komplexen Zahl empfiehlt es
sich, fiir dieselbe eine
graphische Darstellung

zu verwenden, die an und fiir sich von Bedeutung ist, indem sie ge-
wisse Begriffe der Mechanik und speziell der Bewegungslehre durch
mathematische Grofien leicht ausdriicken 146t. Diese graphische Dar-
stellung ist vor allem durch Gauss bekannt geworden.

Wenn man auf einer geraden Linie die positive und negative Ein-
heit als Einheitsstrecke auftrégt, so gelangt man, geometrisch aus-
gedriickt, durch eine Drehung um 180° von +1 nach —1 und es ent-
steht die Frage: Welche arithmetische Verdnderung einer Grofle findet
bei einer Drehung um 90° statt? Das ist leicht auszurechnen, denn
eine Drehung um 180° im entgegengesetzten Sinne zu der des Uhr-
zeigers von +1 nach —1 setzt sich aus zwei Drehungen zu je 90° im
gleichen Sinne zusammen. Man muf} also die Zahl 41 zweimal mit
demselben Faktor multiplizieren, um vom Ort der Zahl 41 zum Ort
von —1 zu gelangen. Bezeichnen wir diesen Faktor voriibergehend
mit /, so besténde also die Gleichung:

+1./2=—1 oder [?2=-—1
woraus folgt:
f=y—1=i

Wir sehen also, da der Drehung um 90° die Multiplika-
tion mit der imagindren Einheit ¢ entspricht.

DieDarstellungder
reellenundimaginéren
Zahlenistnundadurch
gegeben, dafl wir etwa

T T auf einer horizontalen

/// \\ sog. Abszissenachsedie

/ s N\ reellen Zahlen, denen

I/ /’ \\\ \\ die Einheitsstrecke +1
-44 Aol L ba zugrunde liegt, dar-
\ \ \—/J“a—’/’ stellen und auf der
\ N / dazu senkrechten sog.
\ N / Ordinatenachse die
\\\ // imagindren Zahlen mit
S~ 7 der Einheitsstrecke

+ =+ V:-i, welche die
namliche Lange wie die von
+1 besitzen mull, da sich
Fig. 11. ja bei der besprochenen
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Drehung die Lénge der Strecke nicht dndert (,,reelle’ und ,,imaginére
Achse). Die beiden Einheitsstrecken der reellen und imaginiren
Zahlen besitzen daher die ndmliche Lénge, stehen aber, geometrisch
aufgefafit, senkrecht zueinander.

Ebenso folgt daraus, dafl dem Bildort oder Bildpunkt der rein
imagindren Zahl (a¢) auf der Ordinatenachse die gleiche
Strecke als Abstand vom Nullpunkt zukommt, wie sie der
ihrem Koeffizienten gleichwertigen reellen Zahl (a) auf der
Abszissenachse entspricht. /

Die Abszissenachse ist somit die Zahlenlinie der reellen Zahlen,
die Ordinatenachse die Zahlenlinie der rein imaginéiiren Zahlen.

Obige geometrische Darstellung der reellen und imaginiren Ein-
heiten, +1, —1, 414, —¢ 1Bt sich auch derart interpretieren, dal man
sagt, ¢ als Zeichen wie ,,—“ aufgefafit diene nur dazu, eben-
so wie dasZeichen ,,—“eineneueRichtungfestzusetzen, nach
welcher man sich bewegen muf}, um z. B. die imaginére Zahl 7 a ab-
zutragen, wie dies nach links vom Nullpunkt aus fiir die Zahl —a er-
folgt; denn fiir +a, —a, +7a, —i a ist die abgetragene Strecke von
O aus die gleiche, entsprechend a reellen Einheiten. In diesem Falle
ist als imaginére Einheit der positiven imagindren Zahlen (-+<¢) 1 oder
11 zu bezeichnen [d. h. 1 mit dem ,,Vorzeichen* (-++¢) oder ¢], die man
kurz auch (+1%) oder ¢ schreibt, und als diejenige der negativen imagi-
néren Zahlen (—¢) 1 [d. h. 1 mit dem ,,Vorzeichen‘ (—%)] oder kurz (—¢),
welche Analogie sich bei den positiven und negativen reellen Zahlen
durchfithren 148t [(4+)1 (d. h. 1 mit dem Vorzeichen ,,+¢) oder 1 fiir
die positiven, (—)1 (d. h. 1 mit dem Vorzeichen ,,—¢) fiir die negati-
ven]. In den rein tmagindren Zahlen +:a und —¢ a sind hier-
nach (+7) und (—¢) als Vorzeichen zu ¢ aufzufassen, wie dies
mit + und — in den reellen Zahlen +a und —a der Fall ist.

Die Kombination der reellen und rein imaginiren Zahl ergibt nun
die einfache komplexe Zahl, deren Bildort in geometrischer
Darstellung die vierte, dem Nullpunkt gegeniiberliegende
Ecke eines Rechteckes ist. Die anderen beiden Ecken desselben sind die
Bildpunkte des reellen und imaginéren Bestandteiles derselben. Jeder
Punkt der durch die beiden Achsen bestimmten Ebene représentiert
somit eine bestimmte komplexe Zahl und umgekehrt ist damit jeder
komplexen Zahl ein bestimmter Punkt dieser sog. Zahlenebene der
komplexen Zahlen zugeordnet.

Die Verbindungsstrecke vom Nullpunkt nach dem Zahlort der
komplexen Zahl, der sog. Radiusvektor: ¢ nach dem Punkt P, stellt
dann geometrisch den absoluten Wert oder Betrag oder Modul
derselben dar, den man fiir die komplexe Zahl z=a + b7 als den

Wourzelausdruck ] a2 - b2 einfiihrt. Dabei ist die Wurzel stets positiv
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zu nehmen, was geometrisch darauf hinauskommt, in demselben nur
die Linge der Strahlen in Betracht zu ziehen. Es ist also:

la +bi| = Ya? + b2

Fig. 12 148t erkennen, daB mit o =0 der Bildpunkt P der komplexen
Zahl in den Nullpunkt riickt, d.h. er wird zum Ort der verschwin-
denden komplexen Zahl, woraus hervorgeht, daB fiir das Verschwinden
der komplexen Zahl auch das Verschwinden ihres Moduls geniigt.

|
/

Zahlen= T & T~ Lobene
—~ ¥ ~
-~ & IS
Ve M AN
/ N N
/ N N
/ ] AN
S \
/ N \
ARY S \

~
der hom= T~ _ - plexen Zoklen

~ 1 _—

Fig. 12.

Ist b =0, so geht ]/a2 -+ b2 iiber in @, und das ist dasselbe, was
wir frither als absoluten Wert der reellen Zahl eingefiihrt haben. Ist
a = 0, so erhalten wir daraus b, was uns sagt, daf} der absolute Wert
der rein imagindren Zahl b4 gleich b ist.

Wie aus Figur hervorgeht, entsprechen konjugiert komplexen Zahlen
Spiegelbilder, die sich an der positiven Abszissenachse spiegeln; ihre
Radienvektoren und absoluten Werte sind einander gleich.
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Den Winkel, den der
Strahl OP, der Radiusvektor
der komplexen Zahl, mit der
positiven Richtung der ,reel-
len Achse* bildet, nennt man
die Amplitude der komplexen
Zahl: ¢.

Es ist nach Skizze:

0Q = a=gcosg

QP =b = psing
Man kann demnach die
komplexe Zahl in allge-

meiner Form auch schrei-
ben:

(%%) Plardi)

Fig. 13.

a+bi=09 (cosgp + ising)

wenn man als erzeugende Elemente ¢ und ¢ betrachtet.

Aus unserer Einfilhrung der komplexen Zahl ergibt sich, daf
Addition und Subtraktion derselben nur méglich sind, indem man
die reellen Teile fiir sich addiert bzw. subtrahiert und die imagindren
Teile fiir sich gleich behandelt, so dafl also:

[y + b13] + [ag + bo 5] = [(@1 + as) + (b1 + b)) i) = [a + b4 ]
lay + by i] — [as + by 3] = [(@3 — @z) + (b — bg) 3] = [a” + b’ 4]

und

Das néamliche
Resultatfolgtauch
aus unserer geome-
trischen Darstel-
lung:

Wirstellen zu-
erst die Zahl

[as + b1 ¢] 524
dar und erhalten
ithren Zahlort im

Punkte P;. Zur
Darstellung  der

zweiten Zahl

[ag + b2 4]
denken wir uns P;
als Nullpunkt und
finden dann fiir sie

Fig. 14.
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den Punkt P, welcher der Zahlort fiir die Summe
[ay + by9] + [as + b21] = [a + b 1]

ist; sein Radiusvektor ist ¢ und seine Amplitude ist ¢. Wie Figur
lehrt, besteht indertat der reelle Teil der Summe aus der Summe der
reellen Teile der Summanden und entsprechend steht es mit dem
imagindren Teil, der sich auch aus der Summe der imaginéiren Teile der
Summanden zusammensetzt.

In analoger Weise bildet sich die Differenz, wo darauf zu achten
ist, daBl dem negativen Vorzeichen ein Abtragen vom Nullpunkt nach
links bei der reel-
len, nach unten bei

A~ L

N der  imagindren
_______________ L I

——lf_?ai_./ D eyt Zahl  zukommt.
' Nach Konstruk-
| tion entspricht der
27 . -5 zu subtrahie-
¢/ | s renden kom-
ue [ (% plexen Zahl ein
S /)‘lﬁjif;'~____, Auftragenihres
, (22227 Radiusvektors
2241 3 | ¥ in entgegenge-

‘11 2 ‘ l .
Y Yy | | setzter Rich-

g o’ @z tung.

%, Wie die Figu-
TFig. 15. ren lehren und wie

man auch alge-
braisch leicht nachweisen kann, ist der absolute Wert der Summe
zweier komplexen Zahlen |a + b| kleiner oder hochstens gleich der
Summe der absoluten Werte der einzelnen Summanden, und der abso-
lute Wert einer Differenz | — b| ist gleich oder grofier als die Diffe-
renz der absoluten Werte von @ und b.
In Form einer Formel:

@+ b] < |a] + 0]
@ —b]=|a| - []

Wir erwidhnen noch, dafl, wenn man zwei solche einfache komplexe
Zahlen miteinander multipliziert, man als Resultat wieder eine kom-
plexe Zahl erhilt, deren Amplitude aber gleich ist der Summe der
Amplituden der Faktoren und deren absoluter Wert durch das Produkt
der absoluten Werte der Faktoren gegeben ist.
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Es wird somit:
Wenn
[a, + by 4] = ¢y (cosg, + ising,)
[ay + by 3] = Qg (cOsqy + 4 8ingy)
fiir das Produkt:

[@; + by3] - [ay + by 1] = o,(cos gy - 15ingy) + 0y (cOS @y + 7 8ingy)
[a,+ b, 7] - [ay, + by ©] = 9,0, [eos (¢, + ;) + ésin(g, + ¢,)]

also:
la, + by 7] [ay + by 1] = o (cos g’ + ising’) = [a” + b'4]

Ganz analog liegen die Verhéltnisse

fir den Quotient?):

@+ b7 _ o o o
@+ 0,0 o [eos(¢; — &) + ésin(gp; — ¢5)]

N2

also:

1 blz ” ” . . 77 ” 17” s
\ b2 i Y (COS(p + v Slll(pm) [a + 7 ‘6]

Fir n-mal wiederholte Multiplikation ergibt sich eine auch fiir
beliebiges n giiltige Formel fiir die Potenz:

[eosp + ¢sing]" = cos (n ¢) + ¢sin(n )

bekannt als Moivresche Formel.

§ 5. Die highere komplexe Zahl,
inshesondere die Quaternion.

Unsere Darstellung der gewohnlichen komplexen Zahl hat gezeigt,
daBl wir dieselbe auffassen diirfen als Zahlenpaar oder schlechtweg als
Paar, aufgebaut mit Hilfe von zwei verschiedenen Einheiten, der
reellen und der gewohnlichen imagindren Einheit. Dieses Prinzip, noch
weitere, neue ZahlengroBlen vermittels von Zahlentrippeln, Zahlen-
quadrupeln usw. in dhnlicher Weise wie bei der gewéhnlichen komplexen
Zahl aufzubauen, liegt hier nahe und fiihrt zu den sog. héheren kone-
plexen Zahlen, deren allgemeine Form etwa wére:

a=aye, + ae + ey + azes + age, + - -+

1) Vgl 8. 42.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. T. 4
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worin a,, a;, ay, as, @y, + - reelle Zahlen, speziell die Anzahlen der
verschiedenen Einheiten e,, ¢;, e;, €3, ey, + -+ bedeuten. Uber die Be-
ziehungen dieser Einheiten ist zundchst noch nichts ausgesagt und man
kann dariiber noch beliebige Festsetzungen treffen, wonach sich dann die
speziellen Eigenschaften der damit gebildeten komplexen Zahlen richten.
Unter diesen hoheren komplexen Zahlen haben nun eine besondere
Bedeutung erlangt die sog. Hamiltonschen Quaternionen.
Schon der Name sagt, dafl es sich hier um komplexe Zahlen handelt,
die aus vier Gliedern bestehen, welche neben der reellen Einheit -+ 1
noch drei weitere Einheiten enthalten, so daf sich diese Zahlengrofien
aus vier verschiedenen Zahlengattungen zusammensetzen und also die
allgemeine Form der Hamtltonschen Quaternion wird:

qo = ay(+1) 4 a;(+9) + ag(+9) + as(+k)
oder Kkiirzer:
9. =a0+a1i+a2j+a3k

worin ¢, §, k die Einheiten wéren, iiber deren Beziehungen wir noch
zu verfiigen haben, und q,, a,, a,, a; die Koeffizienten der Quaternion.

Da wir bald nachher mit den Grundbegriffen, mit welchen in den
Hamiltonschen Quaternionen und auch besonders der modernen Vektor-
analysis gearbeitet wird, naher zu tun haben werden, so wollen wir
hier zunédchst die rein mathematische Seite der Hamiltonschen Quater-
nionen kurz betrachten, nicht um eine vollstdndige Darstellung derselben
zu geben, sondern nur, um an einem Beispiel zu zeigen, wie man auch
praktisch verwertbare GroSen durch scheinbar rein abstrakte Fest-
setzungen gewinnen kann; denn schlieBlich hat die Hamiltonsche
Quaternion eine einfache geometrische Bedeutung.

Fir Hamilton'), der seine Quaternionen vornehmlich in Riick-
sicht auf allgemein geometrische, zum Teil auch physikalische An-
wendungen ausgearbeitet hat, ergaben sich aus ihrer geometrischen
Bedeutung folgende festzusetzende Beziehungen zwischen den drei
neuen Einheiten:

1. P==1 ; J=-1; KkK'=-1
2. ij= k ;3 jk= 4 ;3 ki= j
3. Ji=—k ; kj=—1 ; ik=—j
und schlieBlich ergibt sich aus: ¢ (jk) =¢-1 =142 = —1
4. tjk=—1

1) Hamalton, William, Rowan, Mathematiker und Astronom 1805—1865, Professor
in Dublin. Werke hieriiber: ,,Lectures on quaternions® 1853; ,,Elements of quaternions*
1866, deutsch von Glan 1881.
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Die Tatsache, daB 22, j2, k2 stets alle gleich —1 sind, fiihrt uns
zunichst auf die Frage, ob die Groflen ¢, j, £ simtlich Repréasentanten
von } —1 sind; sie miiBten dann aber durchwegs einander gleich sein
und wir hitten es dann nicht mit einer neuen Zahl, einer Quaternion
zu tun, sondern hoéchstens mit einer gewohnlichen komplexen Zahl.
Doch dem ist nicht so, denn die Formel 7j = k lehrt, daB eine solche
Deutung von 7, j und k, jede der Einheiten als } —1, nicht moglich ist.
Indertat zeigt die geometrische Herleitung der Hamiltonschen Qua-
ternionen, dafl wohl ¢, j, & als Représentanten von ]/——_i betrachtet
werden konnen, aber nicht in derselben Ebene, sondern in drei zu-
einander senkrecht stehenden Ebenen. Ihre Identifikation mit } —1
ist daher auch nicht zuldssig, was uns noch leichter verstindlich wird,
wenn wir beachten, daBl ja auch schon die reelle Einheit 1 und die
imaginire Einheit ¢ =} —1 wohl bei ihrer geometrischen Veranschau-
lichung der Liénge nach gleich sind, aber trotzdem nicht gleich gesetzt
werden diirfen, weil sie sich durch den Richtungsfaktor bzw. die Rich-
tung, wenn auch in der gleichen Ebene, in der sie um 90° differieren,
unterscheiden. Es muBl also etwas Ahnliches eintreten, wenn wir in
den Raum hinausgehen.

Diese Bemerkungen mogen hier nur als zur vorldufigen Orien-
tierung und bequemeren Vorstellung gegeben aufgefait werden, ohne
uns hier zu veranlassen, eine geometrische Interpretation der Einheiten
¢, J, k zu geben und damit die Frage nach einer von ihnen eventuell
reprasentierten Richtung aufzuwerfen.

Die Summe bzw. Addition zweier Quaternionen ist un-

mjttelbar_ng;é%;l nach der Einfiihrung der Quaternion als héhere
komplexe Zahl, und zwar, wie seinerzeit bei den gewohnlichen kom-
plexen Zahlen, durch:

qa+ qp = [% —I—ali—l—an—}—a?,k]-i—[b0+b1i+b2j+b3k]
LG+ q= (“o+bo)+(“1+b1)’i+(”z+b2)j+(a3+b3)k

was mit ay +b, =Ay; a,+by=A,; ay+by=A4,; a; +b; = A4,
der allgemeinen Form entspricht:

Qa‘!‘qz):Ao'l"Ali’i‘Agj‘l‘Ask

es ergibt sich also wieder eine Quaternion.

In analoger Weise ergibt sich auch die Differenz bzw. Sub-
traktion. o

Aus dieser Additionsformel folgt ohne weiteres, dafl fiir die
Quaternionen das assoziative und kommutative Gesetz der

4*



52 Einfiihrung der Zahl.

Addition auch gilt. Hamilton hat nun vermoge seines geometrischen
Ausgangspunktes nachgewiesen, dafl fiir diese Quaternionen auch das
assoziative Gesetz der Multiplikation und das distributive
Gesetz gelten. Wir nehmen sie hier zweckméaBigerweise als be-
stehend an, um so weit als moglich die Gesetze unserer Zahlen mit
jenen der gewdhnlichen Algebra in Ubereinstimmung zu bringen; dies
auch, weil eine nachtrigliche Spezialisation der Quaternion auf die
gewohnliche komplexe Zahl fithrt, wenn namlich in der Form der all-
gemeinen Quaternion @, und a; zu Null werden.

Es bliebe nun noch die Frage zu beantworten, wie es mit dem
kommutativen Gesetz der Multiplikation von Quaternionen steht.

Daf} dieses nicht giiltig sein kann, erkennen wir schon daraus, dafl
Ja schliefllich die Einheiten selbst spezielle Fille der Quaternionen
bilden, fiir sie aber das kommutative Gesetz nicht gilt, da nach unserer
Festsetzung ¢j = k, jedoch j¢ == —k sein soll.

DasProdukt oder die Multiplikation zweier Quaternionen:

Qo qo = [ao + @15+ agj + ag k] - [by + b,¢ -+ by s + b, k]

ergibt nun, wenn wir genau, wie bei den gewohnlichen komplexen
Zahlen, die beiden Faktoren als Polynome von vier Gliedern betrachten
und ausmultiplizieren, unter Beriicksichtigung der obigen Gesetze fiir
die Einheiten und der Tatsache, da a ¢« = ¢ a, usw., folgendes Resultat:

Qo9 = @by +a;byt +aybyj +azbk
+ agb v +abi? +aybyji+ agb ke
+agbyj +arbytj 4+ aybyi? + azby by
4 ao by k - ayby ik - aybyjk -+ ag by k2
Nun ist:

a, b 12 = —a; by ; aybyj? = —ayby; a3b; k? = —ayb,
so daB: :
4990 = [ay,by — (@, b + a, b, + a; b;)]

+ [(a b, + a, bg) + (4, b; — a; b,)] - @
+ [(@ b, + ay b)) + (a; b, — a, b)]-J
+ [(@, b3 + a3 ;) + (@, by, — @, 0))] - K

Bezeichnen wir die eckigen Klammern mit 4,,, 4,, 4,, 4;, so folgt:
9a @ = Ao+ At + Ayj + Ak

also auch wieder eine Quaternion.
Der Vertauschung der beiden Faktorquaternionen vor der Aus-
rechnung kommt eine Vertauschung der beiden Zahlen ¢, und g, gleich,
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was sich auch im Multiplikationsresultat zeigt. Unter Beobachtung
dieser im letzteren erhilt man fiir die erste grofle Klammer den nim-
lichen Ausdruck, wiahrend die anderen Klammern 4,, A; und A4, tiber-
gehen in:

[(byao + g ay) + (byas — byay)] - ¢

usw.,

in welchen Ausdriicken aber die Teile (b, a; — by a,) usw. gerade die
mit entgegengesetztem Vorzeichen versehenen obigen sind, so dafl man
ersieht, daBl mit dem Vertauschen der Faktorquaternionen sich ihr Pro-
dukt &ndert und also das kommutative Gesetz der Multipli-
kation fir die Quaternionen nicht gilt.

Wiahrenddem sich mit Vertauschung der zu multiplizierenden
Quaternionen der von den Einheiten 1, §, k freie Teil des Produktes,
der sog. skalare Teil, nicht dndert, erfihrt der mit jenen behaftete
sog. vektorielle Teill) zum Teil eine Anderung des Vorzeichens, d. h.
es ist, wenn wir

den skalaren Teil obigen Produktes A, =8¢.9s
den vektoriellen Teil obigen Produktes A1 + 455 + Ask = Vgagqp

also
Qa9 =S ¢ap + Vdags

setzen :
Sq.9=Sq,q.
14 9.y #+ V!Ib %
und damit wird:
qaqs F Qv qa

Wir haben es daher hier mit einer neuen Art von komplexen
Zahlen zu tun, die im Gegensatz zu den gewohnlichen komplexen
Zahlen das kommutative Gesetz nicht befolgen. Weil sich aber der
erste Teil diesem Gesetze im Gegensatz zum zweiten, wie gesehen,
fiigt, so liegt es nahe, wie bereits getan, eine Trennung der beiden in
einen sog. skalaren und vektoriellen Teil vorzunehmen.

Fiir den Quotient bzw. die Division zweier Qualernionen
betrachten wir zunachst den reziproken Wert einer solchen.

Ist

Ge=dtuitajtak

eine gegebene Quaternion, so definieren wir als deren reziproken
Wert diejenige GroBe gq, welche analog den reziproken reellen
Zahlen die Bedingung erfiillt:

u9a =

1 Vgl 8. 57.
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so daB, ausfiihrlicher geschrieben, die Bedingungsgleichung erfiillt sein
muB:
lap +a ¢+ azj + agk]-[ag + aiv + az] + ask] =1

Nach obigem ergibt aber das Produkt zweier Quaternionen wieder eine
Quaternion; es ergiibe sich also bei Ausfithrung der Multiplikation ein
auf die rechte Seite der Gleichung zu setzender Ausdruck von der
Form: z, + 2,¢ + 2§ + 23 k, der nach Bedingung 1 ergeben soll.
Daraus folgt, daB:

2y =1 und X =% =23 =0
sein mul.

Denken wir uns links das Resultat der Multiplikation nach fritherem
ausgerechnet und eingesetzt, so ergeben sich damit unter Gleichsetzung
der links und rechts der Gleichung mit gleichen Einheiten behafteten
Glieder die weiteren Bedingungen:

agag—a,a] — Ay a5 —aga; =1
(@ 0i + ay ag) + (az a5 — aya3) = 0
(ao a3 + a5 00) + (a3 af — ay a3) = 0

(@ a3 + az ag) + (@, a3 — azaf) =0
Setzen wir: )
a? + a2+ a? a2 =T,

so ergibt sich durch Auflésung obiger Gleichungen:
%

—_—31»27

. jg— . —_
@y e L

so dafl wir fiir die gesuchte reziproke Quaternion den Ausdruck
erhallten :

v Y
q_a’,zﬁ%—ﬂé—i——%gj—giék=% a1 12127 as
Ty T, T, T, T,
oder:
qé=ao—wlz—a2j—a3k

aoz + a12 + a22 + 032 )
Diese Losung ist immer méglich, solange
T, = (@® + ;% + a® + 2,3) # 0

was aber, da dies eine Summe von Quadraten, immer der Fall ist,
solange nicht gleichzeitig a,, @,, a, und @, verschwinden. Da aber
fiir @y = @; = @, = a; = 0 die Quaternione g, selbst aach verschwindet
und damit auch diese Untersuchung wegfillt, so erweist sich die Losung
als immer moglich.
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Bezeichnen wir analog wie bei den gewohnlichen komplexen Zahlen

auch hier mit
*
a

g

=a0‘_‘ali_"a27‘_“a3k

den konjugierten Wert der héheren komplexen Zahl

so lautet also obiges Resultat auch:

*
a 1
P L
T, g
womit dann folgt: —_ 27
'
s

oder:
2 ;
€ 9 =T, = a?+ a.® + a,® + a,®

Vertauscht man die Rolle der beiden Quaternionen ¢, und ¢ ,

so findet man fiir
992 =1

weil auch ¢, die konjugierte Zahl zu g, ist:

’ qa
q:‘ = 7,17&2,
a
also:
* Ga
90 =1
T}
oder:

3% 2 P
% 9% = To = a® + &® + &* + a*

Auch daraus, daBl die Ungiiltigkeit des kommutativen Gesetzes nur
durch dep vektoriellen Teil des Quaternionenproduktes bedingt ist,
folgt aus ¢,-¢q; =1 ohne weiteres:

Qa'%;:q(;’qu
oder also auch: R
Qa'Q:zq:’Qa: Ta‘

Hiermit ist es uns nun leicht moglich, die allgemeine Aufgabe
der Division zweier Quaternionen zu losen.
Es gilt dazu in der Gleichung

die Unbekannte x zu bestimmen.
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Nun wird der Quotient zweier Zahlen definiert als die Aufgabe
eine Zahl zu suchen, welche mit dem Nenner multipliziert den Zihler
ergibt und ist es hier speziell nicht gleichgiiltig, welche Reihenfolge
die Faktoren Quotient und Nenner haben, da ja eine Faktorenumstel-
lung beim Produkte der Quaternionen einen Vorzeichenwechsel im
vektoriellen Teil zur Folge hat. Wir setzen daher fest, dafl stets der
Zahler gleich sein soll dem Produkt aus Quotient mal Nenner. Es folgt
damit fiir unsere Losung die Erfiillung der Bedingungsgleichung:

o =29,
Nun multiplizieren wir beide Seiten mit ql und erhalten:
1 1 b
Qo “ =9€'Qo"§— —_
Erinnern wir uns nun, daf}
l_ o
'z T,*

wenn wir mit g, die zu g, konjugierte Quaternion b, — bt —byj — b, k
bezeichnen und T,,2 = b2 + b;2 4 b2 + b,? ist, so wird:
*
. _412, —
T,
womit wir also als Resultat fiir den Quotienten zweier Quaternionen
finden:

q{t

&% _ 9@
Qb qu Tb2
oder ausfiihrlicher:

@ tattayj+agk (%ji" i+ ayj 4 ag k)(by — bt —byj Tj{a!‘f)‘

bo+ byt + b5 +bsk Cbo? by by? by

welcher Wert mit Riicksicht auf die Ungiiltigkeit des kommutativen
Gesetzes filr die Multiplikation zweier Quaternionen zu unterscheiden
ist vom Wert:

g (by — b8 — by — by k)@ + a8 + ay ] + ay k)

71 bo? + B, + by + by?

Auch fiir die Quaternionen gibt es, wie fiir die gewohnlichen kom-
plexen Zahlen, eine geometrische Deutung, und zwar erhélt man
dieselbe in ganz analoger Weise, indem man fiir die drei verschie-
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denen Einheiten ¢, j, k drei zueinander senkrechte Koordi-
natenachsenrichtungen und die Koeffizienten dieser Einheiten
als Projektionen einer Strecke wahlt, welche durch den Xoordi-
natenanfangspunkt nach dem Punkt mit diesen drei Koordinaten von
der Linge a,, a,, a; gezogen ist. Diese Strecke, welche man auch als
Vektor bezeichnet, ist somit der geometrische Repridsentant
des nach ihr benannten vektoriellen Teiles der Quaternion.
Dem vierten Koeffizienten @, entsprechend, demjenigen der reellen
Einheit +1, dem sog. skalaren Teile derselben, teilt man diesem
Vektor ein gewisses Gewicht zu.

Die geometrische Addition und Subtraktion von Quater-
nionen ergibt sich dann analog ihrer Ausfithrung fiir die gewdhnlichen
zweigliedrigen komplexen Zahlen in der Ebenc, indem man die Re-
sultierende der die zu verbindenden Quaternionen darstel-
lenden Vektorsirecken konstruiert und ihr ein Gewicht bei-
legt, das gleich ist der Summe bzw. Differenz der Gewichte
der einzelnen Strecken. ,

Die analog versuchte geometrische Deutung des Produktes
zweier Quaternsonen liBt uns erkennen, daB dasselbe, da es, wie oben
schon erwihnt, wieder ein Quaternion, hier ebenfalls durch einen
Vektor reprisentiert ist.

Wie aus der frilher aufgestellten Formel fiir das Produkt (S. 52)
hervorgeht, hat das Gewicht dieses Produktvektors der beiden Qua-
ternionen ¢, und ¢, die Grofie a,by, — (@b, + a3 by + @3 b3) und wird
die Wurzel aus der Summe der Quadrate der Koeffizienten, welche
Grofle man auch allgemein als Tensor der komplexen Zahl bezeichnet:

Vﬁoa + A;z + Aza'{‘ﬁs’ =

Vidoby — (105 + aabs + a5 bg)[? + [(dobs + s bg) + (abs — @5 be)]* + [(GoDa + Gaby) + (@5by — aybs)J + [(@obs + asby) + (a1 by — a2 b

welcher Ausdruck sich tberfithren 148t in die Form:

Vao? + ai® + a® + ag? - Vby? + b, + by® + by?
was aber das Produkt der Tensoren von ¢, und g, ist, so daBl das
Produkt zweier Quaternionen eine Vekiorgrife ergibt, deren
Tensor gleich ist dem Produkte der Tensoren der Faktorenvek-
toren, in Formel geschrieben:

T = Ta- Ta

Im besonderen bezeichnet man einen Vektor, dessen Tensor gleich 1
ist, als Versor.

Diese Begriffe eines Tensors und Versors iibertragen sich natiirlich
auch auf Spezialfille der Quaternionen, wie die dreigliedrigen eigent-
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lichen Vektoren im dreidimensionalen Raume von der Form der drei
gliedrigen komplexen Zahl des vektoriellen Teiles der Quaternion
(@ = 0) und die Vektoren der Ebene entsprechend der gewoéhnlichen
komplexen Zahl (a; = a; =0) .

Zum Schlusse dieser Betrachtungen wollen wir noch auf eine
andere Deutung der komplexen Zahlen hinweisen.

Zunichst kann man dem Produkt zweier gewohnlichen kom-
plexen Zahlen eine einfache Deutung geben, die wir seinerzeit, S. 48, 49,
erwahnt haben, daB namlich in dem Produkt

la, + by3] - [as + by i] = [a” + b'4]
die Amplitude der komplexen Zahl rechts gleich ist der Summe der
Amplituden der beiden komplexen Zahlen links und der absolute Wert

oder Tensor der ersteren gleich ist dem Produkt der absoluten Werte
oder Tensoren der Faktoren, in spezieller Darstellung:

[01 (cosgy + ising;)] - [0 (cosp, + 1 sing,)| =
= 0, 0z[cos(p; + @;) + ¥sin(gp, + 972)]

Diese einfache Tatsache ergibt, zu-
néchst fiir gewohnliche komplexe Zahlen
gedeutet, daB das Produkt zweier kom-
plexen Zahlen in der Ebene als eine
sog. Drehstreckung aufgefallt wer-
den kann, d. h. als ein mechanischer
Vorgang, der aus einer Drehung um
einen Punkt und einer Streckung der
GroBe, in unserem Falle also des Vek-
tors, besteht.

Es kann daher das Produkt
zweier solcher Vektoren wieder als
ein Vektor gedeutet werden, der
aus dem ersten Vektor (g, ¢y)
entsteht durch Drehungdesselben
um den Winkel (¢; + @) — ¢, = @,
und durch eine Verlingerung,
Streckung desselben um das

Q1@ _ oy -fache. Setzen wir o, =1,

&1
also gleich der Linge des Einheitsvek-
tors, so wird die Multipli-

kation eines Vektors mit
einem Einheitsvektor hier
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sich als eine Drehstreckung des letzteren darstellen, wobei die Strek-
kung des Einheitsvektors gleich dem Betrag oder Tensor des mit ihm
multiplizierten oder auch des resultierenden Vektors ist.

Multipliziert man analog zwei Quaternionen miteinander und ver-
sucht dafiir eine analoge Deutung, so ergibt sich auch eine Dreh-
streckung, aber im sog. vierdimensionalen Raume.

Was den Begriff des ,vierdimensionalen Raumes* anbelangt,
so wollen wir hier ganz kurz die beiden moglichen Einfithrungen desselben
skizzieren.

Man kann nédmlich einmal rein analytisch vorgehen, indem man von dem
Gedanken ausgeht, daB in unserem gewohnlichen dreidimensionalen Raume jedes
Element, das wir Punkt nennen, durch drei unabhingige Gro8en, Koordinaten
genannt, bestimmt ist. Indem wir diese drei Gréfen unabhéngig voneinander sich
verdndern lassen, alle Zahlenwerte der reellen Zahlenreihe dabei durchlaufend,
erhalten wir simtliche Elemente, d. h. Punkte des Raumes. Lost man nun diesen
analytischen Gedanken von dem geometrischen Hintergrunde ab, so erhélt man
einfach den Begriff einer mathematischen Mannigfaltigkeit, in welcher jedes Ele-
ment durch drei unabhingige Zahlwerte bestimmt ist. So gefaBt 1aBt aber der
Gedanke sofort eine Verallgemeinerung zu, indem wir einfach eine mathematische
Mannigfaltigkeit definieren, in welcher jedes Element durch vier unabhingige
GréBen bestimmt ist, die, wieder simtliche Werte der reellen Zahlenreihe durch-
laufend (jede unabhiéngig von der anderen) simtliche Elemente dieser Mannig-
faltigkeit liefern, die wir eben auch wieder Punkte nennen diirfen.

Dies kann man natiirlich auch auf 5, 6 und mehr Variable ausdehnen und
bekommt so auch 4, 5 und mehrfache Mannigfaltigkeiten oder in einer anschau-
lichen Ausdrucksweise 4, 5§ und mehrdimensionale Riume.

Allein auch eine geometrische Einfithrung des Begriffes eines ,,vier- und
mehrdimensionalen Raumes* 148t sich geben, indem man von folgenden geo-
metrischen Uberlegungen ausgeht:

Nehmen wir auBerhalb einer Geraden einen Punkt an und verbinden ihn mit
samtlichen Punkten dieser Geraden, so bekomme ich die Punkte eines neuen Ge-
bildes, der Ebene. Wenn nun die Gerade als eindimensional betrachtet wird, so
muf} die Ebene als zweidimensionales Gebilde aufgefallt werden. Nun denken wir
uns aufBerhalb der Ebene einen Punkt — einen solchen gibt es, weil es in unserem
dreidimensionalen Raume nicht nur eine Ebene gibt, da sonst ja unser Raum
zweidimensional wire — und verbinden diesen Punkt mit simtlichen Punkten
der gegebenen Ebene durch Gerade, so erhalten wir die Punkte des dreidimensio-
nalen Raumes. Nehmen wir nun an, da8 es noch auBlerhalb des dreidimensionalen
Raumes — was wir uns allerdings nicht mehr anschaulich vorstellen kénnen —
einen Punkt gibt und verbinden ihn durch Gerade mit simtlichen Punkten unseres
dreidimensionalen Raumes, so erhalten wir analog einen sog. wierdimensionalen
Rawm. Wenn wir versuchen, diesen letzteren analytisch zu fassen, so ergibt sich
die vollige Ubereinstimmung mit der vorherigen Einfiihrung mittels vier unab-
hingigen Koordinaten. Dieser Gedanke liBt sich natiirlich auch auf finf- und
mehrdimensionale Riume erweitern.

DaB diese Einfithrung des Begriffes eines ,,vierdimensionalen Raumes® oft
geometrisch und auch sonst von groflem Nutzen sein kann, lehrt die schon weit
gediehene Entwicklung der entsprechenden mathematischen Disziplin. Auf
Niaheres einzugehen ist hier nicht der Ort und verweisen wir beziiglich der
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geometrischen Seite z. B. auf das Buch von Schoute: ,,Mehrdimensionale Geo-
metrie‘1).

Es soll nun die Quaternion [z, + 2,¢ + @, j -+ 23 k] in einem vier-
dimensionalen Raume vermdge der Punktkoordinaten x,, z;, %,, 3
gedeutet werden, indem wir im vierdimensionalen Raume vier zu-
einander senkrecht stehende, durch einen Punkt gehende Geraden
(was hier moglich ist) annehmen und auf ihnen die Strecken x,, x;,
x,, x; abtragen. Es bedeutet dann die Strecke vom Anfangspunkt bis
zu diesem Punkte (x,, z;, @, ¥;) geometrisch die Quaternion im vier-
dimensionalen Raume. ’

Ist g, =, + a;7 + ay,j + a5k eine Quaternion, der ein Punkt
P(ay, a;, a5, a;) mit den festen Koordinaten . ¢, a,, a; entspricht,
und

=%+ 20 -+ 2,5 25k

eine solche mit verdnderlichen Koordinaten x,, z;, x,, %3, so wird das
Produkt derselben nach fritherem g¢,-q, auch wieder eine Quater-
nion g, sein mit veréinderlichen Koordinaten y,, vy, %2, ¥s.

Nach obigem folgt, daB3 der Tensor von g, gleich ist dem Produkt
der Tensoren von ¢, und g, .

Daraus folgt, dal durch die Bildung des Quaternionenproduktes
q.* ¢, mit g, = konst. der verdnderlichen Quaternion g, eine andere
verdnderliche Quaternion ¢, derart zugeordnet wird, dal die Tensoren
der letzteren beiden sich proportional vergréBern oder, mechanisch aus-
gedriickt, proportional ausgedehnt werder.

Setzen wir zundchst den Tensor 7, von ¢, fiir einen Moment
gleich 1, so folgt, dal auch der Tensor von ¢, unveréndert bleibt. Nun
wissen wir aber, daB jede Bewegung, bei welcher die Abstéinde der
bewegten Punkte vom Anfangspunkt unveréndert bleiben, eine Drehung
des Raumes oder seiner Punkte um den Koordinatenanfangspunkt O
bedeutet.

1) Schuberts Sammlung Bd. XXXV.

Auf einen Umstand sei hier noch besonders aufmerksam gemacht, nimlich auf die
Tatsache, daB, wie bereits betont, von einer wirklichen Vorstellung vierdimensionaler Ge-
bilde, etwa wie wir sie vom drei-, zwei- und eindimensionalen Raume (,, Raum¢, ,,Ebene®,
,,Gerade‘) haben, natiirlich keine Rede sein kann. Wie wir uns aber durch Projektion
eines dreidimensionalen Korpers auf eine Ebene von diesem eine gewisse Vorstellung
machen kénnen — natiirlich erst, wenn wir gelernt haben, rdumliche Vorstellungen im
dreidimensionalen Raume zu bilden —, so kann man auch im dreidimensionalen Raume
Korper, wenn auch nicht sich vorstellen, so doch wenigstens unter gewissen Bedingungen
deuten als Projektionen vierdimensionaler ,,Kérper“. Ein wesentlicher Unterschied
bleibt zwischen diesen beiden Prozessen jedoch bestehen: Im ersten Falle kénnen wir
uns aus der Projektion (auf der Ebene) etwas vorstellen (den Koérper im dreidimensio-
nalen Raume), im zweiten Falle nur gedanklich erschlieBen; zu einer rdumlich-anschau-
lichen Vorstellung des vierdimensionalen Raumes kommt es keinesfalls.
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Daraus ergibt sich aber, dal durch unsere Zuordnung:
Tl R £

jedem Strabhl von O nach dem Punkt P(z,, 2, 2, 2;) ein Punkt
Q (Yo, Y1, Ys,Ys) zugeordnet wird, welcher gegen denselben verdreht und
in seiner Lénge im Verhéltnis des konstanten Tensors von g, ver-
langert ist; d. h. wir haben es mit einer Drehung des Raumes bzw.
seiner durch ¢, bzw. (x,, #,, %y, ¥;) reprisentierten Punkte verbunden
mit einer Streckung im Verhéltnis von 7', = Va,? + a,2 + a,® + a,®
zu tun, mit einer sog. Drehstreckung im vierdimenstonalen Raume
bei festliegendem Anfangspunkt?).

Unter einer Drehstreckung im dreidimensionalen Raume
verstehen wir, wie schon angedeutet, eine solche Drehung des Raumes
bzw. seiner Punkte, bei der gleich-
zeitig eine Streckung der Entfernungs-
strecke der Punkte vom Anfangs-
punkt stattfindet oder, genauer aus-
gedriickt: Eine Drehstreckung des
Raumes ist eine Beziehung der Punkte
aufeinander derart, dafl einem Punk-
te P mit den Koordinaten ,, x,, T3,
der also die Entfernung g

(yﬁy:;.%/

Pt
vom Anfangspunkt hat,
ein Punkt @ mit den Ko-

ordinaten yy, 95, y; ent- Fig. 11.
spricht, der die Entfer-

nung Vy,% + Yo + Y2 =C- ]/;c;3+ 2,2 4 x,% vom Anfangspunkt hat.
Der Strahl OP dreht sich also in die Richtung OQ und dehnt sich
gleichzeitig bis auf die Lange 0@, die gleich € -OP ist, aus.

') Eine Bedeutung konnte einer Deutung der Quaternionen in einem vierdimensio-
nalen Raume zukommen, wenn man sich etwa die Behandlung der Mechanik, wie sie
von Minkowski®) in seinem Aufsatze iiber Raum und Zeit angebahnt ist, denkt, wo
die Zeit als vierte Dimension zu den dreien des gewShnlichen Raumes eingefiihrt und
nun versucht wird, das physikalische Geschehen auf die Beziehungen der sog. Welt-
linten einzelner Punkte zuriickzufiihren, wobei diese Weltlinien die Bahnen der Punkte
im vierdimensionalen Raume sind, die also von den vier Koordinaten, den drei Raum-
koordinaten und der Zeitkoordinate, abhéngen.

Fiir ndhere Ausfithrungen, insbesondere die Frage nach der allgemeinsten Dreh-
streckung im vierdimensionalen Raume vgl. F. Klein: ,,Elementarmathematik vom
hoheren Standpunkte aus. Autogr. v. . Hellinger. Leipzig 1908, S. 1581{f. — Cayley:
»Collected mathematical papers.“ Vol. II. Cambridge 1889, p. 133ff.

2) Hermann Minkowsks: ,,Raum und Zeit, Vortrag gehalt. a. d. 80. Naturforsch.-
Vers. zu Kéln am 21. Sept. 1908; erschienen Sept. 1909 bei B. G. Teubner, Leipzig.
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Wir betrachten nun, um den Zusammenhang mit den Quaternionen
bzw. mit deren vektoriellem Teile zu geben, die Zuordnung oder, wie
man sich auch anders ausdriickt, die ,,Transformation®, welche gegeben
ist durch die Formel:

Gy =9."9" 9

wobei von ¢, und g, nur der vektorielle Teil genommen wird, dagegen
¢, und gy zwei vollstandige konjugierte Quaternionen sind, so daB also:

9z = 1+ @) + 23 k
QG =Y+ YJ+ysk
=0y tayi+ayj+ak
Qa= Gy — @i —dayj —agk

Multiplizieren wir nun zunéchst g, - g, nach der Regel iiber das
Produkt zweier Quaternionen und hernach das Erhaltene mit ¢} , so
findet man, dafl der skalare Teil dieses Produktes, also der obigen
rechten Seite, gleich Null ist und beziiglich der Tensoren:

Y2+ y? + oy’ =
= (@® + a2 + ap? + a3?) (2,2 + 2,7 + 237) (@® + a2 + a,2 + a3?) =
= (a® + a,” + @® + a5%)* (2" + 2, + 2,7

oder:

welcher Ausdruck mit der Setzung
C=a?+a?+a?+a2="1T,"

zur Ubereinstimmung mit dem obigen fiir die Drehstreckung im drei-
dimensionalen Raume aufgestellten gelangt.

Es folgt daraus, daB das obige Produkt g, - ¢, - ¢, eine Quaternione
gy darstellt, deren skalarer Teil null ist und deren Tensor gleich ist
dem um das Quadrat des Tensors von ¢, gestreckten Tensor von der
nur aus dem vektoriellen Teil bestehenden Quaternion g,; es bedeutet
geometrisch eine Drehstreckung im dreidimensionalen Raume.

Allerdings ist dies nicht die allgemeinste Drehstreckung in diesem
Raume, sondern es erfolgt die Drehung um eine bestimmte Achse durch
den Anfangspunkt nach dem Punkt mit den Koordinaten a,, a,, a,,
da sich nachweisen 1dBt, daBl dieser auf seiner Verbindungsgeraden

1) Niaheres hierzu vgl. Klein-Sommerfeld: ,,Theorie des Kreisels,* Heft 1.
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Betrachten wir nun das Produkt nur der vektoriellen Tetle
zwelier Quaternionen, so folgt zundchst unter Beobachtung der allge-
meinen fiir deren Produkt giiltigen Formel, in der.man fiir ihre direkte
-Anwendung nur die skalaren Teile a, und b, gleich Null zu setzen hat:

(@i ¢+ ayj + ag k] - [by¢ + byj + by k] = — (a; b, + a3 by + a3 b3) @
+ (a2 b5 — a3 by) 4
+ (a3 by — 0, b5)j (II)
+ (@ by —ay b)) k

Gibt man nun den dreigliedrigen Faktoren (II) eine naheliegende
geometrische Deutung im gewdhnlichen, dreidimensionalen Raume, in-
dem man g, a,, a3 als die Koordinaten eines Punktes P auf drei zu-
einander im Punkt O senkrecht stehenden Achsen der ¢-, j- und %-Rich-
tung und b,, b,, b; als die gleichartigen Koordinaten eines Punktes @
auf diesen Achsen betrachtet, so findet sich, daB die Ausdriicke
(@ b3 — agby), (@3b; —a;b;) und (@, by — a, b;) nichts anderes dar-
stellen, als die Fldcheninhalte der Projektionen des Parallelogrammes
OPRQ auf die j k-, ¢ k- und ¢ j-Ebenel).

Errichtet man nun im Punkt O auf die Ebene des Parallelo-
grammes O PRQ eine Senkrechte und nimmt an, es gebe auf ihr einen
Punkt § mit den Koordinaten (ayb; — a3b,), (235, — a;b;) und
(a; by — ay by), so ist die Lénge des zugehérigen Vektors: :

08 = V (a3 b3 — a3 by)* + (a3 by — a; b3)? + (a; b, — a, b,)?

von der sich nachweisen 148t, dal sie nach Malzahl gleich ist dem
Flécheninhalt des Parallelogrammes OPRQ. Denn, da der Neigungs-
winkel zweier Ebenen gleich ist dem Winkel, den zwei zu ihnen senk-
recht stehende Gerade mit einander bilden, so folgt, daB der Neigungs-
winkel der Ebene OPRQ zur ¢ j-Ebene gleich ist dem Winkel, den OS

1) Denn nach den Lehren der analytischen Geometrie driickt sich der Inbalt
eines Dreieckes, dessen eine Ecke im Koordinatenanfangspunkt liegt und dessen
andere zwei Ecken die Koordinaten 4 (#,, y,) und B (,, y,) haben, wie leicht nach-
weisbar, aus durch die Formel:

z, Yy — Y, 7.
T4 = %
Also ist hier der Inhalt z. B. des Dreiecks OP” Q"
in der j k-Ebene, dessen zwei freie Eckpunkte P/ und Q"
die Koordinaten (a, b,) und (a, b;) haben:

a,b, —a, b .
Joprrgr = —22— 5 RS Fig. 18,

und somit der Inhalt des genau doppelt so groBen Parallelogrammes OP” R”Q":
Par. OP” R"Q” = a, b, — a, b,
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mit der k-Achse bildet. Durch Multiplikation mit dem Kosinus des
Neigungswinkels ¢ zur Projektionsebene bzw. Projektionsachse erhilt
man aber aus der Grofle des Originals diejenige seiner Projektion, d. h.

A
g ZEZ:Z%] /f
N ﬂ;]j /
e N2 i
'y\ AN P\J%\\ P D //
AT , I %
S T ‘] /
‘:‘ \ \\\ \ <~!| 7 R” /
\ B e 4

/// k—\—E*“A\ I'
- e
/ \ =9
E% — |
~ — \ |
_— \
\\Ql
\4}9,
Fig. 19.

es ist hier, wenn OP’R’Q’ die Projektion von OPR@Q auf die ¢ j-Ebene
und 08’ die Projektion von OS auf die k-Achse ist:

OP'R’'Q" =O0OPRQcos ¢
und B .
08"’ =08 cos ¢

Da nun aber nach obigem aus den Koordinaten von P (a,, ay, a;)

und Q (b, b, by):
OP'R'Q =a,b, —a, b,
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und andererseits nach Annahme der Koordinaten von S :

08" = a, by — ayb,
so folgt:
OP'R'Q’ =08
Zum gleichen Resultate kimen wir mit Benutzung der anderen beiden
Projektionsebenen bzw. -achsen.

Damit folgt aber, dafl erstens einmal unsere Annahme eines
Punktes § mit den Koordinaten (a;b, — ay5,), ++- auf einer Senk-
rechten zu OP R richtig ist'), was sich dann zweitens darin ausspricht,
daB die Linge dieser Strecke 0.8 ihrem MaB nach gleich dem Inhalte
des Parallelogrammes OPR@ ist.

Es ist somit zwei Vektoren OP und OQ von der Linge
Lp = Ja,2 4 ay% + a;2 und Ly = b2 + b,2 + by? stets ein dritter
Vektor OS zugeordnet, dessen Lénge gleich ist:

Ly = V(% by — a3 b)) + (ag by — a3 b,)% 4 (a3 b; — a, by)?

Nun 148t sich der Inhalt eines Parallelogrammes auch noch aus-
driicken als das Produkt aus den zwei Seiten und dem Sinus ihres
eingeschlossenen Winkels, so daf hier:

OPRQ =OP-0Qsin«
= Lp . LQ sin o
= Ja,2 4 a,? + az? - Vb,2 + b, + by%sina
womit dann fiir die Strecke 0.8 auch folgt:
LS = LP . LQ . Sin(LP, LQ) = II

Das Produkt Lp-Lg-sin(Lp, Lg) 148t sich damit wieder als
eine Strecke deuten, die auf der Ebene der beiden Vektoren mit
den Lingen Lp und Lg senkrecht steht und in der Mafzahl gleich
dem Inhalt von deren Parallelogramm ist. Als Représentant einer
Strecke, also auch eines Vektors, fiihrt es den Namen eines vektoriellen
Produktes.

Auch fiir den iibrigen Teil des obigen vektoriellen Quaternionen
produktes, den Ausdruck

— (ay by + a3 by - a5 by)
1aft sich eine analoge Produktdarstellung geben.

1) Es ist ndmlich jener Punkt, der von O eine Entfernung dem Zahlenwerte
nach gleich dem Flicheninhalt des Parallelogrammes hat, wie die Umkehrung obiger
Betrachtung lehrt.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. h)
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Da, wie aus Figur hervorgeht, die Koordinaten des Punktes R
(@, + by), (a3 + by), (a5 + by) sind, so folgt nach dem Kosinussatz im
Dreieck OQR:
OF = 00"+ QR — 20Q- QR - o3 (0Q, QR)
Nun ist:

OR’ = (@ + b1)% + (az + by)% + (a3 + by)?
@2 = b12 + b22 + bs2
QR = O0P" = q;? + a® + a3?
cos (0Q, QR) = cos(180 — &) = —cosax = —cos(0 P, 0Q)
und daher:
(ay 4 b1)? + (a5 + by)> + (a5 + b3)* = b2 + by + by? + a2 + ay% + a,?
+2 V6,24 b2 + 5,2 - Ya, 24 a,® + a4, cos o

Daraus folgt bei Auflosung der Klammern:

ayby + ay by + agby = Ya, 2+ a,® + a2 Yb, 2+ by® + b2 cosx
— (@ by 4+ a3 by + agby) = — Lp+ Ly-cos(Lp, Lg) =1

Das Produkt Lp- Lgcos(Lp, Lg) zeigt sich daher identisch mit
dem ersten Teil im vektoriellen Quaternionenprodukt und zeigt keine
Darstellungsméglichkeit durch eine Strecke, sondern nur eine solche
durch reine Zahlen, weshalb es als skalares Produkt im Gegensatz
zu obigem bekannt ist.

Wie ersichtlich, erweist sich dervektorielle Teil des vektoriellen
Quaternionenproduktesin geometrischer Veranschaulichung
darstellbar durch einen Vektor mit den Koeffizienten
der ¢-, j- und k-Richtung als Koordinaten oder als Vektor-
produkt der beiden durch die Quaternionen reprisentierten
Vektoren, wihrend der skalare Teil desselben sich als skalare
Grife zeigt, die gleich ist dem skalaren Produkt der beiden
die Quaternionen représentierenden Vektoren.

Aus diesen Verhéltnissen erklirt sich auch die spéater in der
,,Vektorrechnung“ zu gebrauchende Unterscheidung eines ,,skalaren‘’
und eines ,,vektoriellen Produktes zweier Vektoren, zu welcher Rech-
nung wir uns jetzt im speziellen wenden wollen.




III. Die Vektorenrechnung.

§ 6. Die gerichtete und nicht gerichtete GroBe.

In der bisherigen Darstellung sind wir im wesentlichen iiber das
Gebiet der reinen Zahlenlehre nicht hinausgekommen. Die geometri-
schen Betrachtungen, die wir gelegentlich anstellten, hatten, wie wir
ausdriicklich betonten, nur den Zweck, die Ableitungen, Untersuchungen
anschaulicher zu gestalten und ihren Inhalt dem Verstindnisse niher
zu bringen. Sobald wir aber zu den Anwendungen der Zahlenlehre in
Geometrie, Physik, Technik usw. uns wenden, so werden wir vor die
Frage gestellt, inwiefern die dort auftretenden Dinge und Eigenschaften
sich den Gesetzen der Zahlen unterwerfen lassen, falls wir sie durch
Zahlenausdriicke darstellen wollen. Offenbar wird die Antwort auf
diese Frage davon abhéngen, wie man dieselben durch Zahlen zu geben
vermag bzw. praktischer ausgedriickt, wie man ihnen in bestimmter,
fir die Anwendung zweckméfliger Weise Zahlen zuordnen kann.

Bei den Anwendungen ist nun eine wesentliche Bestimmung der
Erscheinungen die ihrer quantitativen Eigenschaften. Zu diesem
Zwecke miissen sie quantitativ verglichen werden. Jede solche Ver-
gleichung oder also ,,Messung fithrt uns dann zu einer Vergleichungs-
oder Maf3zahl, die wir als den Ausdruck der betreffenden quantita-
tiven Eigenschaft betrachten oder der letzteren zuordnen. Da also
eine solche Zahl als MafBzahl eben dadurch, daB sie letzteres ist, noch
einen neuen Inhalt erhalten hat, so fithrt sie auch zu einem neuen
Begriff, nimlich dem der Gwdge.

Die Grife ist eine Zahl, welche eine bestimmte, im all-
gemeinen quantitative Eigenschaft einer Erscheinung re-
priasentiert oder sie ist eine angewandte Zahl?).

Daneben kann es bei den Erscheinungen notwendig werden, neben
der MaBzahl fiir ihre quantitativen Eigenschaften noch eine Richtung
zu unterscheiden, welche entweder geometrisch durch eine Gerade mit
einem Pfeil bezeichnet sein kann oder wieder durch Zuordnung be-
stimmter weiterer Zahlen, die etwa die MaBzahlen fiir die Winkel sind,

1) Beziiglich einer noch allgemeineren Definition der ,,Grofe” und eingehender
Darlegung ihres Verhiltnisses zur Zahl vgl. § 12, S. 114 u. ff.

5*
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welche diese Richtung mit drei festen, zueinander senkrecht stehenden,
sog. Koordinatenachsen bildet. Die Vereinigung beider Eigenschaften,
der quantitativen und gerichteten, ergibt dann das, was wir eine ge-
richtete Grofle nennen.

Diese ,,gerichteten GréBen®, die wir damit zum erstenmale hier
einfithren, denen also, um es nochmals hervorzuheben, neben einer
durch eine Zahl ausgedriickten quantitativen Bestimmungnoch
eine bestimmte Richtung im Raume zugeordnet wird, haben sich
fiir die Anwendungen nicht nur in rein mathematischen Fragen, son-
dern auch vor allem und speziell fiir die Benutzung in der Physik
und Technik als &uBerst zweckméfBlig und wertvoll erwiesen. Eine
solche GroBe — wie z. B. eine Strecke 0 75%, fiir die aber wesentlich ist,

daB sie in der Richtung von o nach o% durchlaufen werden soll, oder
eine Kraft, fiir welche neben ihrer quantitativen Grofe, d. h. der MaB-
zahl, noch die Richtung, in der sie wirkt, maBigebend ist,

¥ oder eine Geschwindigkeit, fiir die das nidmliche gilt, wie fiir
die Kraft — ist erst dann vollstindig fiir das Rechnen mit
ihr gegeben, sobald man
neben dieser quantitati-
ven Bestimmung noch
ibre Richtung kennt. Da
die Rechnung mit diesen
Begriffen und Gréflen, die
auch der Hamiltonschen
Quaternionenlehre zu-
grunde liegen und die
andererseits insbesondere
von Graf-

== mannl) ein-
gefilhrt  und
ausgearbeitet

wurden, viele
Beziehungspunkte mit der Rechnung der gewohnlichen komplexen
Zahlen besitzt und in gewisser Weise sich auf dieselben stiitzt, so
wollen wir dieselben auch ihrer schon betonten, stets zunehmender
Bedeutung in physikalisch-technischen Fragen halber hier einfiihren
und die Grundlagen fiir ihre Rechnung entwickeln, weitere Betrach-
tungen dariiber aber den Darlegungen, vor allem spezielleren Auf-
gaben an anderen Orten iiberlassen.

') Grapmann, Hermann, Ginter, Mathematiker und Sprachforscher 1809—1877, Gym-
nasialprofessor in Stettin.

Hauptwerk: ,,Die Wissenschaft der extensiven GrdBen oder die Ausdebnungslehre.
Leipzig 1844, neue Bearbeitung 1862.
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Frither hat man diese gerichteten Groflen nicht als selbsténdige
aufgefaBt, sondern hat die Richtung, wie wir eben ausfiihrten, durch
verschiedene Winkelangaben néher festgelegt. Dadurch kam aber doch
ein Umstand in die gerichtete GréBe hinein, der eigentlich nicht zu
ibr gehorte, da das Koordinatensystem, auf das man etwa Krifte be-
zieht, etwas den Kréiften und ihrer Wirksamkeit nicht Eigentiimliches,
ihnen willkiirlich Zugefiigtes ist.

Es war daher von grofem Gewinn, als vor allem Hamilion und
Grapmann lehrten, wie man mit solchen ,,gerichteten GréBen® auch
rechnen kann, ohne zunichst die Beziehungen zu einem solchen Ko-
ordinatensystem einfiihren zu miissen. Immerhin wird man auch diese
Zuriickfiihrung dennoch beniitzen, wo sie eben Vorteile bietet und wo
sie unter Umsténden leicht zugéngliche Deutungen geometrischer oder
mechanischer Natur gestattet. Aber das Wesentliche ist und bleibt,
dafl man gelernt hat, die gerichtete GroBe als selbsténdiges Ganzes fiir
sich zu betrachten und in die Rechnung einzufiihren.

Tut man dies, so sind zundchst zwei grundverschiedene Arten
von GroBen zu unterscheiden, und zwar:

1. Die skalare Grofie oder kurzweg der Skalar, welcher
Name einer jeden Grole zukommt, die durch Angabe eines
Zahlenwertes, einer Zahl als ihrer MaBigroBe beziiglich ihrer
Verdanderlichkeit vollstindig bestimmt ist.

Als Beispiele erwidhnen wir den einfachsten Skalar, die absolute
Zahl?), durch welche sich alle anderen Skalare, wie z. B. Zeit, Temperatur,
Masse, Volumen, Dichte, Gewicht, Energie, Arbeit, Leistung usw. ver-
mittels Zuordnung ausdriicken.

2. Die gerichtete oder vektorielle Grofe oder nach Hamilton
kurzweg der Vektor , nach Grapmann die ,,Strecke*, welcher stets
auller einem numerischen Werte, der MaBzahl, beziiglich
ihrer Verdnderlichkeit noch eine Richtung mit Richtungs-
sinn zukommt, die beide verinderlich sein konnen.

Als Beispiele nennen wir auch wieder zunichst den einfachsten
Vektor: die mit einer Richtung behaftete, die gerichtete Strecke, in
welcher sich alle anderen Vektoren durch Zugrundelegung eines MaB-
stabes darstellen lassen, wie: Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung,
elektrische und magnetische Feldstirke und Induktion, elektrische
Spannung, Stromstéirke usw.

!) wo dann allerdings von ihr als MaBgréSe bzw. MaBzahl im ebengenannten
Sinne nicht geredet werden kann.
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Graffimann macht noch einen weiteren Unterschied, der bei Hamilion
nicht existiert, zwischen ,,freien“ und ,,gebundenen Vektoren‘‘!), von
denen fiir uns hier auch nur die ersteren, sonst nur kurz als Vektoren
bezeichneten, in Betracht kommen. Man versteht unter freiem Vektor
einen solchen, der parallel zu sich selbst im Raume nach allen
Richtungen verschoben werden kann, ohne sein Gleichbleiben fiir die
Rechnung dadurch einzubiilen, wiahrend ein gebundener Vektor ein
solcher ist, der nur in seiner unbegrenzten Geraden, in der er
liegt, im einen oder anderen Sinne ohne EinfluB auf andere Grofien
verschoben werden darf. Zwei freie Vektoren sind daher einander gleich,
wenn sie parallel zueinander sind, gleiches Maf und gleichen Rich-
tungssinn besitzen, wie z. B. zwei parallele Krifte von gleicher
Grofle und Pfeilrichtung, aber verschiedener Aktionslinie. Zwei gebun-
dene Vektoren sind einander gleich, wenn sie nach MaBzahl, Richtung,
Richtungssinn und Lage iibereinstimmen, wenn sie sich also durch
Verschiebung in ihrer Richtung zur Deckung bringen lassen, wie z. B.
zwei Krifte mit gleicher Grofle, Pfeilrichtung und Aktionslinie.

Zwei Skalare unter sich sind auf Grund obiger Angaben noch nicht
immer GroBen gleicher Art; sie miissen aufler in der MafBzahl, d. i. der
ihrem quantitativen Werte zugeordneten Zahl auch in ihren physika-
lischen Dimensionen iibereinstimmen. Ahnlich steht es mit den Vek-
toren, die nur dann als gleich zu bezeichnen sind, wenn nicht nur die
sie reprisentierenden Strecken nach Lénge und Richtung, bzw. auch
noch Lage, sondern auch noch ihre Dimensionen?), in denen man sie
ausdriickt, die ndmlichen sind.

Diese Unterscheidungen beziiglich der physikalischen Dimensionen
sind jedoch fiir uns hier nicht wesentlich, da wir fiir die mathematischen
Betrachtungen von diesen Unterschieden absehen konnen; denn fiir
diese kann es sich selbstverstindlich nur um Vergleichung solcher
Vektoren handeln, die iiberhaupt vergleichbar sind, also obenerwahnte
Bedingungen erfiillen.

Nach oben bei den freien Vektoren gesagtem spielt die Lage der
Vektoren im Raume keine Rolle.

In der gebrduchlichen Weise bezeichnen wir einen Vektor all-
gemein mit gotischen Buchstaben (deutsche Schrift: %, B, €,
cesa,b,¢, -+ oder Fraktur: A , B, T, ---;a,b,c, +-) zum

1) Der Name selbst (gebundener Vektor) rihrt von Timerding her, wofiir Graf-
mann das Wort Linientetl, sein Sohn Stab vorschlugen und Foppl linienfliichtiger
Vektor schreibt.

%) Unter Dimenston in physikalischem Sinne — was streng zu unterscheiden
ist von Dimension in geometrischem Sinne — versteht man bekanntlich die Art der
Verkniipfungen der angenommenen Grundeinheiten in der zu messenden GroBe. So
ist z. B. im Zentimeter-Gramm-Sekunden-System (cm-gr-Sek- oder CGS-System) die
Dimension der Geschwindigkeit ecm Sek ', diejenige der Energie (und Arbeit)
cm? gr Sek 2.
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Unterschied von dem stets mit lateinischen, auch griechischen Buch-
staben bezeichneten Skalar.

Die Grofie eines Vektors wird durch eine skalare Groe, seine MaB-
zahl, gegeben, die ihn in einem gewissen MaBstab miBt. Man bezeichnet
diesen Skalar als den Betrag des Vektors oder auch seinen absoluten
Wert und deutet ihn an durch Einschliefen der Vektorbezeichnung in
zwei vertikale Striche oder bezeichnet ihn, wie allgemein einen Skalar,
mit lateinischen Buchstaben. So ist z. B. der absolute Wert des Vek-
tors 9 zu bezeichnen mit || oder auch mit A41).

Vektoren, deren skalarer Betrag der Zahleneinheit 1 zugeordnet ist,
nennt man Einheitsvektoren und bezeichnet sie wie die gewohnlichen
mit dem Index 1 : 9, so daB3:

Ay |=4,=1

Betrachten wir z. B. als Vektorgrofie die Kraft f von der GroBe
gleich 5 Krafteinheiten (z. B. kg) oder der MaBzahl 5 mit ihrer graphi-
schen Darstellung durch die gerichtete Strecke, so entspricht die Ein-
heitslange dieser Strecke (z. B. 1 cm) mit gleicher Richtung der Einheit
des Vektors (1 kg); sie ist also die graphische Veranschaulichung des
Einheitsvektors von B, also von ‘B, mit der MaBzahl 1.

Es ist also in unserer angefiihr-
ten Bezeichnungsweise:

B=5-B
und es folgt allgemein:
P=[B[P=P P

Die Kraft 148t sich also ausdriicken durch das Produkt aus einer
skalaren GroBe, die gleich ist ihrer MaBzahl und ihrem Einheitsvektor
gleicher Richtung und Lage; allgemein folgt:

Der Vektor ist stets darstellbar als Produkt aus dem
seine MaBgro8e angebenden Skalar, seiner Mazahl, und
seinem Einheitsvektor.

Fiir die Herleitung der Rechnungsregeln und Grundgesetze
der Vektoren wihlen wir den anschaulicheren Weg, der von der
Geometrie ausgeht, um so mehr, als dann die Anwendungen der Vektor-
analysis mehr in die Augen springen. Wie eine rein arithmetische Ab-
leitung einzufiihren wire, zeigt deutlich unsere Einfiihrung der gewthn-
lichen komplexen Zahlen und der Quaternionen.

!) Die Bezeichnung des absoluten Wertes eines Vektors mit lateinischen Buch-
staben an Stelle des fiir den Vektor geltenden deutschen besitzt jedoch eine be-
schrinktere Anwendungsfihigkeit als diejenige mit den einfassenden vertikalen
Strichen, denn sie liBt sich nur auf die Schreibweise des Vektors in einem Buch-
staben anwenden und nicht beibehalten, wenn ein Vektor als Resultat einer an-

zudeutenden Operation durch die operativ verbundenen Elemente geschrieben werden
soll (vgl. S. 72, Anm. 2); sie hat aber den Vorteil der einfacheren Schreibweise.
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§ 7. Addition und Subtraktion von Vektoren.

Zwei Vektoren werden addiert, indem man sie mit den End-
punkten ihrer sie darstellenden Strecken geometrisch, d. h. mit Be-
riicksichtigung der Richtung, aneinander fiigt, wie Fig. 22 zeigt.

Als geometrische oder als
Vektorsumme der Vektoren A
und B erscheint dann der Vek-
tor € als dritte Seite des Drei-
eckes, gebildet aus den Vektoren
A und B, geschrieben:

C=A+B ')

Eine einfache Uberlegung
lehrt, daBl wir zu demselben
Resultat gelangen, wenn wir zu-
erst den Vektor B angeben und

an ihn den Vektor % in gleicher Weise anfiigen.
Es ist somit auch:

C=8+YU %)
und daher:

A+B=B+UA

was uns aber sagt, daB fiir die
Addition der Vekiorem das
kommutative Gesetz gilt.

Fiir die Subtraktion eines
Vektors 8 von einem Vektor A
setzen wir fest, daB darunter die
Addition eines Vektors 28 vom glei-
chen Betrag aber mit zu obigem
entgegengesetzter Richtung zu ver-
Fig. 2. stehen sei, nach Fig. 23.

!) Wenn schon das ,,-“-Zeichen sonst nur fiir die Andeutung der algebraischen
Addition eingefiihrt wurde, so pflegt man hier fiir diese geometrische, doch ganz anders
definierte Addition kein neues Additionszeichen aufzunehmen, sondern das algebraische
auch dafiir beizubehalten. Die Andeutung der neuen Additionsart verlegt man in die an-
dere Schreibweise der so addierten GroBen, indem man fiir sie andere Buchstabenzeichen
(gotische) verwendet. Das Analoge ist von der Verwendung des ,,—*-Zeichens zu sagen.

Immerhin trifft man fiir die Andeutung der geometnschen Addition und Sub-

traktion a. a. O. auch die Zeichen: —l—, — E oder 4>, —>.

2) Der absolute Wert des Vektors € ist ](&[ C oder mit Andeutung des Ent-
stehungsgesetzes des Vektors € auch zu schreiben |% + B|; falsch wire es aber, ihn
mit A 4 B zu notieren, da dies die Summe der absoluten Werte der Vektoren 9 und o
ist und diese nicht gleich ist dem absoluten Wert der Summe dieser Vektoren. Es ist:
€ =C=|%+B|+4+ B=A +|B|.
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Das Resultat schreiben wir wieder symbolisch:
D=A—1B

Man sieht auch leicht ein, daf3
sich Summe und Differenz
zweier Vektoren A und B als
die beiden Diagonalen des aus
ihnen als Seiten konstruier-
ten Parallelogrammes ergeben
Fig. 24. (Fig. 24).

Dehnen wir die Addition von Vektoren auf mehrere derselben aus,
so erkennt man leicht, daB
fiir die Addition von Vek-
toren auch das assoziative
Gesetz gilt, daf z. B. nach
Fig. 25:

A+B)+C=A+ (B +6)

Es folgt auch ferner, wie aus Fig. 26 ersichtlich:

A+B+C+D+C+F+G=D+C+G+AFC+B+F

=04+ UA+F+B+C€+ D=usw.
3

G

Fig. 26.

und desgleichen auch:

T-U+B—-3-R=B—-U—8+3T—3.
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§ 8. Das Produkt zweier Vektoren.

Als erste Frage wire die nach dem Produkt eines Skalares
mit einem Vektor zu betrachten. Da aber eine skalare GréBe keine
Richtung besitzt und infolgedessen auch keine Richtung #ndern kann,
8o ergibt sich als festzusetzende Definition, dafl man unter dem Produkt
aus einem Skalar M und einem Vektor U einen Vektor % zu verstehen
hat, der in der Richtung mit dem Vektor ¥ iibereinstimmt, aber in
seinem Betrage M -mal so grof ist, so daB:

B=M-A, wobei B=M-4

In dieser Festsetzung liegt auch eine Bestitigung der bereits oben
gemachten Bemerkung, daBl man jeden Vektor als Produkt aus
seinem Betrage und seinem Einheitsvektor auffassen kann.

Beziiglich des Produktes zweier beliebiger Vektoren hat man es
in der Vektoranalysis mit Riicksicht auf die Anwendungen als zweck-
mifig gefunden, zweil) verschiedene Arten von Produkten zu unter-
scheiden, deren Namen sich, wie bereits frither schon angegeben, aus
der geometrischen Darstellung des Vektors im Raume herleiten (vgl.
S. 57, 63—66).

Es sind:

1. das skalare oder innere Produkt, kurz Produkt.

2. das vektorielle oder dufere Produkt?), kurz Vektorprodukt.

Das skalare Produkt zweier Vektoren

9 und B deutet man an durch die auch durch das Multiplikations-
zeichen verbundenen Vektoren oder durch einfaches Nebeneinander-
stellen derselben, auch durch ein Komma getrennt, in eine runde
Klammer gefalit:

AB=A-B=AB = (AB) = (AYB)
seltener durch die Schreibweise: .5 9 B%).

1) Es konnten natiirlich auch mehr als nur die folgenden zwei Produkte zweier
Vektoren definiert werden; ihre Einfiihrung ist jedoch durch das vorliegende Bediirfnis
und ihre Eignung zu derartigen Kombinationen bedingt.

2) Der Name ,,AuBeres Produkt‘‘ wird fiir das vektorielle in der Vektoranalysis
von Hamilton, Heaviside und Féppl benutzt, wohingegen Graffmann darunter etwas
anderes versteht, vgl. S. 80; aus diesem Grunde vermeiden wir hier diese Ausdrucks-
weise.

%) Um MiBverstindnisse zu vermeiden, ziehen wir im allgemeinen die ersteren
dieser Schreibarten vor und reservieren uns die runde Klammer moglichst allein fiir
die iibliche algebraische Zusammenfassung von Ausdriicken.
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Es wird definiert durch die Gleichung:
AB = A B cos(U,B) =C
Andere, auch oft gebrauchte Darstellungen sind:
(A, B) = |A|-|B|-cos(AB) = C
AB = A.B .cos(AB) =C
worin unter cos (%,%B) der Kosinus des von den beiden Vektoren 9 und 9B ein-

geschlossenen Winkels zu verstehen ist und zwar gemessen in Richtung von %
nach B auf dem kiirzeren Wege.

Wie der Name und der fiir dasselbe gesetzte Buchstabe C' andeuten,
ist das skalare Produkt selbst
ein Skalar?).

Vertauschen wir in diesem Pro-
dukt die Vektoren, so erkennt man
leicht, daB der Wert des Produktes
sich dadurch nicht dndert; denn die
beiden ersten Faktoren sind Skalare, Fig. 21,
deren Vertauschung, wie bei Zahlen,
auf die durch ihr Produkt dargestellte skalare GroBe keinen Einfluf$3
ausiiben kann, wéhrend die beiden Winkel (A,8) und (B,%) gleich,
aber entgegengesetzten Vorzeichens sind, fiir welche bekanntlich der
Kosinus gleich ausfallt.

Es besteht somit die Beziehung:

AB = BA

Mit Worten:

Das skalare Produkt zweier Vektoren befolgt das kom-
mutative Gesetz der Multiplikation.

Nehmen wir vom Vektor 9 den m-ten Teil, das ist ein Vektor, der
mit diesem gleiche Richtung, gleichen Richtungssinn und gleiche Lage,
aber nur den m-ten Teil seines Betrages besitzt, und bezeichnen diesen
Teilvektor mit 9 ; , und nehmen wir analog vom Vektor B den n-ten

Teil als Teilvekt(;'l" B, so wird:

n

A=m Ay ; B=n-B;

WL UB) = ,B1)
A=m-A_1_ 5 B=n-31 m n

und es folgt aus:

AUB = A4 -B-cos(UB)
mUy ,nBy = mArl‘-nBLcos(QII JB1)

7;[, n 7;& 7/; T
-—=m-’n-A1 Bl COS@Il ,581)
m n ™ n
1) Sein Zahlenwert wird auch durch den Inhalt des Parallelogrammes angegeben,
welches aus den den zugehorigen Komplement-Winkel einschlieenden Vektoren ge-
bildet wird oder aus zwei Vektoren als Seiten entsteht, wenn wir den einen der beiden
Vektoren ersetzen durch den zu ihm senkrechten gleicher Linge.
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Setzen wir voriibergehend:
91 2% =g H 53 1= @
so folgt:
m@€,n D= m-nC Dcos(€,D)
und mit der Wiedereinfithrung der Bezeichnungen  und %, indem
wir jetzt setzen:
C=Y und D=9
ergibt sich die allgemeine Beziehung:

mU,nB = m.n AB cos (UA,B)
oder:

mUA,nB = m-n (UDB)

Da
A=A ; B=DBY,

so folgt hiernach auch:

UB = (4%,BB;) = AB (¥,%,) d. h.

Das skalare Produkt 1iBt sich stets darstellen als das mit
den Betrigen der beiden Vektoren multiplizierte skalare
Produkt ihrer Einheitsvekioren.
Ferner folgt:
AB = AB(%,%O = A(QII’B %1)
= A(BY,,8B,) = B(%;,A%8B,) usw.

d. h. in der Schreibweise des skalaren Produktes durch die Betréige der
Vektoren und ihre Einheitsvektoren kann man erstere beliebig jedem
der letzteren zuteilen.

Es wire noch zu untersuchen, wie es mit dem distributiven
Gesetzel) fiir skalare Multiplikation bei den Vektoren steht, also

ob die Beziehung:

13

besteht.

Dies wollen wir hier zundchst geometrisch tun und uns eine ana-
lytische Darstellung vorbehalten, die wir ausfiihren werden, sobald die
Komponentendarstellung eines Vektors gegeben ist.

Mit Beriicksichtigung des kommutativen Gesetzes fiir die Multipli-
kation geht unsere zu beweisende Beziehung iiber in:

C,A+B)=C,A+C,B

oder ausgeschrieben :

G+ 9 + B cos(6,A + B) = |G| - || cos (@A) + (6] |B

") Fiir eine analytische Einfithrung der Vektoren, wie dies bei den Quaternionen
geschehen ist, miite man das distributive Gesetz als giiltig voraussetzen.

.

cos (€,B)
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Nun ist aber
|| cos(€,A) nichts an-
deres als die orthogo-
nale Projektion der
Strecke von der Lénge
|9 auf die Richtung €.
Fiihren wir diese Auf-
fassung auch fiir die an-
deren Glieder der Glei-
chung durch, so folgt: Fig. 28.

|€] X Projektion von | + B| auf € = |§| X Projekt. von A auf €
+ || X Projekt. von B auf €
Dividieren wir die ganze Gleichung durch den Skalar |€|, so bleibt:
Projekt. von |2 -+ B| auf € = Projekt. von |¥| auf €
+ Projekt. von |B| auf €

was durch obige Figur als richtig erkannt wird und damit auch be-
wiesen ist.

Aus:

AB =B,A = A- Beos(UB)

folgt, daB das skalare Produkt verschwindet, wenn entweder
einer der beiden Vektoren verschwindet, also A =0 oder
B =0 ist, oder, wenn die beiden Vektoren aufeinander senk-
recht stehen, da cos90°=0.

Fiir 8 = A folgt aus obiger Formel:

N2=A4.4.cos0 = 4?2 d. h.

Das skalare Quadrat eines Vektors ist gleich dem Quadrat
seines Betrages.

Als Beispiel eines skalaren Produktes erwdhnen wir die Arbeit,
die ja bekanntlich stets gleich dem Produkt ist, welches aus der wirken-
den Kraft und dem in ihrer Richtung zuriickgelegten,
d. h. auf ihre Richtung projizierten Wege ist; oder auch,
was das Gleiche bedeutet: Weg mal Kraftkomponente
in Richtung des Weges. Und zwar kommt dafiir ja
nur das Produkt der Betréige dieser beiden Vekto- %
ren P und 3 in Betracht, welches die skalare >
GroBe der auf dem Wege 8 durch die Kraft &
geleisteten Arbeit angibt. Wir erhalten dem-
nach fiir die auf dem geradlinigen
Wege 8 von a bis b durch die in
seiner Richtung wirkende Kraft 3, TFig. 29.
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z. B. in Form der Bewegung eines Korpers iiber diese Wegstrecke,
geleistete Arbeit den Ausdruck:

As = |B]-|8] - cos(B,8) = P-scos(P,8) = B,3

Das vektorielle Produkt zweier Vektoren

A und B wird symbolisch allgemeir dadurch angedeutet, daBl man
die beiden zu multiplizierenden, auch oft durch ein Komma getrennten
Vektoren in eckige Klammern einschlieft, also durch:

[%,8] = [A-B] = [AY]

seltener durch die Schreibweise /%% .
Es wird definiert durch die Gleichung:

[A,B] = A Bsin (%,5) ¢

oder auch in anderen Darstellungen:

(28] = %[ - B -sin(AB) = €
[AB] = A-B -sin(¥B)=C

Wie Name und Buchstabe € andeuten, verstehen wir unter dem-
selben einen Vektor, im Gegensatz zur Grallmannschen Lehre, wo das
sog. ,,duBlere Produkt‘ als ein Skalar erscheint. Die nihere Bedeutung
dieses Vektors € ergibt sich aus dem Folgenden:

Vertauschen wir die Faktoren und bilden also das Produkt [8,%],
so wére dieses nach Definition gleich:

[B.A] = B Asin(B,Y) .
Nun ist aber:

sin (2,B) = —sin(B,A)

da mit entgegengesetzter Zahlrichtung, d. h. fiir entgegengesetztes Vor-
zeichen des Winkels auch der Sinus sein Vorzeichen andert.
Es folgt somit die Beziehung:

[A.B] = —[B,%]

womit erwiesen ist, da das kommutative Gesetz der Multipli-
kation fiir das Vektorprodukt nicht gilt.

Damit erkennen wir das vektorielle Produkt zweier Vektoren als
eine GroBle anderer Art, als wie wir sie bisher kennen gelernt haben,
eine GroBe, wie wir sie in ebensolcher abweichender Weise bereits bei
den Hamiltonschen Quaternionen konstatiert hatten.
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Wir definieren nun das vektorielle (iupere) Produkt der
Vektoren A und B als einen Vektor €, welcher anf der Ebene
dieser beiden Vektoren senkrecht steht und dessen Richtung
dadurch festgesetzt wird, daB einer Drehung um ihn als
Achse von % nach B und einem Vorriicken in seiner Rich-
tung eine Rechtsschraubung entspricht (Korkzieherregel);
sein absoluter Wert oder Betrag sei gleich dem Flachen-
inhalt des durch
die beiden Vektoren
Aund B gebildeten
Parallelogrammes?).

Die Reihenfolge
der Vektoren im vek-
toriellen Produkt[2(,%8]
deutet an, dall der
Winkel zwischen den
beiden zu nehmen ist
vom Vektor 9 aus-
gehend in einer Drehung von U nach B2), was mit der Festsetzung
eines Drehsinnes in der Ebene der beiden Vektoren % und 9B gleich-
bedeutend ist. Darin liegt auch die Berechtigung, eine solche GroBe,
wie dieses Produkt, als Vektor aufzufassen und also diese Drehrichtung
durch eine gerichtete Grofle, im Bild eine gerichtete Strecke, wieder-
zugeben.

Da nach Definition des Vektors, gleich dem GraBmannschen freien
Vektor, derselbe nur durch Grofle und Richtung, aber nicht durch eine
bestimmte Lage (Aktionslinie)
gegeben ist, so kann man die
Vektoren 9 und B ihrem Par-
allelogramm auch nach Fig. 31
zuordnen, womit dann der
Drehsinn fiir den zu lesenden
Winkel auch durch die Folge-
richtung der beiden Vektoren,
durch den sog. Umfahrungs-
simn des Parallelogrammes
angegeben wird. Das Vek-
torprodukt und also auch
der Vektor § ist damit auch Fig. 31.
bestimmt durch den Fl4-
cheninhalt und den Umfahrungssinn des Parallelogrammes.

1) Daher ist das Vektorprodukt auch als ,,Parallelogrammvektor* bekannt.
%) auf kiirzestem Wege.
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Aus:
[, B] = 4 Bsin(U,B)
folgt fiir: B — 9
[20,U] = 4 Asin(¥U,A) = 42sin0
[2,2] =0
Umgekehrt folgt hiernach aus

daB entweder: A—=0 oder B=0

sin(A,B) =0, d.h. AlIB

Die von Grafimann eingefithrte Bezeichnung eines ,,4uleren Produktes® an
Stelle des ,,vektoriellen* ist besser zu vermeiden, weil die Begriffe des vektoriellen
und dupferen Produktes wohl in manchen Punkten iibereinstimmen, jedoch im
wesentlichen ganz verschieden sind. Wéahrend das dufere Produkt bei Grafmann
skalaren Charakter hat, ist dies bei Foppl und Hamilton, Heaviside, Gibbs nicht
der Fall, sondern da stellt es einen sog. axialen Vektor dar, den man dann vom
polaren Vektor unterscheidet!). Auch ist die analytische Formel fiir beide
duferen Produkte die ndmliche: [%,B] = ABsin(U,B); beide befolgen nicht das
kommutative Gesetz der Multiplikation mit der Beziehung [,B] = —[B8,].
Wiéhrend aber Graffmann dabei stehen bleibt, das dufere Produkt als Skalar auf-
zufassen mit dem Nichtbefolgen des kommutativen Gesetzes, wird es bei Hamalton-
Foppl als Vektor definiert, wird ihm hier ein Vektor, der auf der Ebene der an-
deren beiden senkrecht steht, zugeordnet, dessen Betrag gleich ist dem Flichen-
inhalt ihres Parallelogrammes. Man geht also beim letzteren Fall mit dem vek-
toriellen Produkt in den Raum hinaus. Grafimann bleibt mit seinem duferen Pro-
dukt in der Ebene und erhilt durch dasselbe einfacherweise den Inhalt eines
Fliachenstiickes, also eine zweidimensionale GréBe; Hamilton-Foppl fihren diese
wieder in eine eindimensionale zuriick durch Zuordnung einer senkrecht zu
dieser Ebene stehenden linearen gerichteten Strecke, eines zunéichst prinzipiell
den Vektoren gleich gearteten Vektors. Wihrend Hamilton-Foppl bereits durch
das Vektorprodukt in den Raum hinauskommen, gelangt Graffmann erst durch
Hinzufiigung eines weiteren, dritten, nicht in der Ebene der anderen beiden Vek-
toren liegenden Vektors dazu. Der Unterschied liegt in der Zweckbestimmung
dieser Groflen begriindet; nidmlich der mehr geometrisch-mathematischen und
systematischen Darstellung bei Grafimann, der physikalisch-technischen, prak-
tischen und einfachste Formeln liefernden Auffassung bei Hamilton-Féppl.
Und da hat es sich als praktisch und fiir die Physik und Mechanik als zweck-
miBig und vorteilhaft erwiesen, eine Fliche mit Dreh- oder Umlaufssinn als
linearen Vektor zu deuten, fiir den man dann auch den bezeichnenden Namen
Rotor finden kann.

Bei Grafimann ist das auBere Produkt ein Skalar, fiir den das kommutative
Gesetz nicht gilt, dem ein Drehsinn lediglich als skalare Figenschaft — d. h. ohne
das Produkt zu einer gerichteten GréBe zu machen —, die nur durch entgegen-
gesetztes Vorzeichen ,,+““ oder ,,— ¢ Beriicksichtigung findet, beigeordnet ist. Weil
aber die Zuordnung des Drehsinnes nichts anderes ist als eine Drehung in der
Ebene der beiden Vektoren 9 und $ um eine zu ihrer Ebene senkrecht stehende
Achse und um die Zuordnung eindeutig zu machen, wird nach Hamilton-Foppl

1) Vgl S. 98.

oder:
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als Sinn derselben derjenige festgesetzt, welcher dem Vorriicken einer Rechts-
schraube bei einer Drehung von 9 nach % entspricht und die GroSe dieser so ge-
richteten Drehachse, dieses
Vektors gleich dem Inhalt des
Parallelogrammes der Vekto-
ren ¥ und B gewihlt.
Bekanntlich ist das Dreh-
moment eines Kriftepaares
gleich dem Produkt aus der
Kraft multipliziert mit dem
senkrechten Abstand seiner
parallelen Krifte, was sich auch
durch den Flicheninhalt eines
Parallelogrammes ausdriicken
148t — das die Kriifte zu par-
allelen Seiten und deren senkrechten Abstand zur Héhe hat — sowie durch einen
bestimmten Drehsinn. Es 148t sich demnach ein Drehmoment nach dem Ge-
sagten durch einen solchen azialen Vektor oder Rotor darstellen.

IM = [B,a] = P-asin(P,a) = P% 1)

Das distributive Gesetz fiir vektorielle Multiplikation wollen wir
nachfolgend aus der Komponentendarstellung ableiten.

§ 9. Die Komponentendarstellung des Vektors.
Grundvektoren.

Fiir die Komponentendarstellung eines Vektors, die sich in vieler
Hinsicht als zweckméBig erwiesen hat, wihlt man gewohnlich ein
rechtwinkliges Koordinatensystem, d. h. ein solches, das aus drei zu-
einander senkrecht stehenden Achsen, den sog. Koordinatenachsen und
aus den drei, durch sie gebildeten, zueinander senkrecht stehenden
Ebenen, den Koordinatenebenen besteht. Man sagt auch, es bilden
diese drei Achsen ein dretrechtwinkliges Dreikant bzw. die Ebenen
ein dreirechtwinkliges Dreiflach.

Um mit einem solchen Koordinatensystem zu arbeiten, mufl man
die positive und negative Richtung der Achsen festlegen.

Von diesen Koordinatensystemen gibt es nun zwei wesentlich von-
einander verschiedene, das sog. englische oder Rechts-System und das
franzosische Links-System. Wie aus den beiden Figuren (Fig. 33)
ersichtlich, entspricht dem Rechfssystem eine Drehung von der posi-
tiven ersten (z-) Achse zur positiven zweiten (y-) Achse mit fort-
schreitendem Sinn in Richtung der positiven dritten (z-) Achse; oder
eine Rechtsschraubung mit Drehung in Richtung von der posi-
tiven 1%¢® zur positiven 2%" Achse und Fortschreiten in Richtung der

1) Im besonderen ist dieser Vektor des Momentes eines Kraftepaares zugleich

ein freier Vektor (vgl. S. 70), derjenige, durch den das statische Moment einer
Kraft dargestellt wird, als gebunden an den Bezugspunkt, ein gebundener Vektor.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 6
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positiven 3% Achse. Dem Linkssystem entspricht eine Linksschrau-
bung mit Drehung in Richtung von der positiven 1%" zur positiven
2ten Achse und Fortschreiten in Richtung der positiven 3ten Achse.
Auch kann man die beiden Systeme mittels der Dreifingerregel cha-
rakterisieren: ,,Man halte die drei ersten Finger nach ihrer Reihenfolge :
Daumen (erster), Zeigefinger (zweiter), Mittelfinger (dritter) in die
Richtung der gleichfolgenden positiven ersten, zweiten, dritten
Achsen, so deutet die rechte Hand das Rechtssystem, die linke
Hand das Linkssystem !).¢

4
[ ~ System

Rechts —

Z
5’ /‘/ T +T {Lﬂz/j y 4
+Z +y Fig. 38. +Z +y
+Z

+Z

Wir koénnen auch im ,,Rechtssystem‘ die Koordinatenebene der
beiden ersten Koordinatenachsen (x und y) horizontal legen, wobei
dann, mit positiver Richtung, die 1*¢ Koordinatenachse () nach vorn,
die 2% (y) nach rechts und die 3t*¢ (z) nach oben geht. Wir ziehen
diese Lage fiir dasselbe vor, zumal dann unsere beiden Vektoren % und 8,
wie in den friitheren Darstellungen, in einer horizontalen Ebene bleiben
und der dritte Vektor €, wie dort auch vertikal nach oben gerichtet
erscheint. Auch bietet diese Lage eine nicht minder grofe Analogie

1) Vertauschen Daumen und Mittelfinger ihre Rolle, so tun es auch die Hinde,
d. h. das Rechtssystem wird dann durch die sog. Linke-Handregel, das Linkssystem
durch die Rechte-Handregel definiert.

Weil im Rechtssystem, von der Seite der positiven, ersten (x-) Achse aus gesehen,
die Drehung der zweiten (y-) in die dritte (2-) Achse eine entgegen derjenigen des
Uhrzeigers verlaufende, sog. positive Drehung ergibt, so bezeichnet man dasselbe
auch als ,,positives Koordinatensystem und dementsprechend das Linkssystem als
,negatives®.
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zum gebréuchlichen Linkssystem, da dann in beiden Koordinaten-
systemen die wichtigste Koordinatenebene der z- und y-Achsen hori-
zontal liegt und die dritte Koordinatenachse senkrecht zu ihr mit
der positiven Richtung ver-

tikal nach oben gerichtet ist.
Schliefilich nehmen wir damit

auch die hdufigste Darstel-
lungsweise, welche auch der
englische grofle Gelehrte Maz-

well verwendete, an.

Die drei Koordinaten-
achsen bzw. Koordinatenebe-
nen des zum Zweck der Be-
trachtungen am Vektor 9 ver-
wendeten Koordinatensyste-
mes denken wir uns nun mit
ihren oben angegebenen, ihnen
stets eigenen Richtungen so
gelegt, dafl der Koordinaten- ,/
anfangspunkt O mit dem An- **
fangspunkt des Vektors zu- Fig. 34,
sammenfillt 7).

Die Komponenten des Vektors 2, welche durch Zerlegung des-
selben nach den Richtungen der drei Koordinatenachsen erhalten wer-
den, bezeichnen wir entsprechend den benannten Achsenrichtungen mit
Ay, Ay, U,; aus ihrer geometrischen oder vektoriellen Addition ergibt
sich, wie aus Fig. 35, 37 deutlich hervorgeht, die Beziehung:

+
—_ N

Lritte Koord —Achse

Y

?[=%[¢+Q‘y+?[z

Wie aus folgender Figur hervorgeht, iibertrigt sich die geometrische
Addition von Vektoren auch auf ihre Komponenten, denn, wenn

A+B=C
so folgt auch:
eg + %yzgy
QIZ + /S'Bz =@z

1) Da die Koordinatenachsen als solche zufolge ihrer Definition bereits eine ganz
bestimmte, ihnen stets gleichbleibend eigene Richtung besitzen und wir zudem an
ihnen keine GroBe, Liange, keinen Betrag unterscheiden, so ist eine vektorielle Auf-
fassung fiir sie im obigen Sinne ohne Belang. Fiir Groflen, die stets nur eine bestimmte
Richtung besitzen, die sie nie &ndern, ist eine Betrachtung als Vektoren iberfliissig.
Wir verwenden daher iiberall fiir die Bezeichnungen der Achsen, wenn auch stets ihre
Richtung gemeint ist, dem tiiblichen Gebrauche folgend, skalare Bezeichnung z, ¥, z.

6*
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denn es ist z. B. aus:

A0bb' > Aacd
Ob' =ad=a'c
somit:
1*2 Oa’+0b"=0a"4+a’c’=0¢
%+ 8, -6, oder:
SN~ |%y| + [By] = |G, |

und da diese drei Vektoren gleiche Lage und Richtung
haben, so gilt diese Beziehung auch fiir die Vektoren
selbst, so daB:

my —I" %y = @y
f }ItM Die in die Achsenrichtungen fallenden Vektoren
i konnen wir nach fritherem, wie jeden Vektor, ausdriicken

durch das Produkt aus Betrag und
Einheitsvektor.

J Die speziell in die Achsenrich-
tungen fallenden Einheitsvektoren,
die als Grundelemente fiir die An-
gabe jedes Vektors wegen der durch
sie allein schon festgelegten Richtung der Koordinatenachsen dienen,
belegt man auch mit dem besonderen Namen der Grundvektoren
und auch mit besonderen Bezeichnungen, die in der Reihenfolge der
x-, y-, z-Achse sind: i, {, ¥.

Fig. 86. Grundvektoren.
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Mit ihnen kénnen wir dann setzen:

WAy = Ay - 1

Ay = A4y

A=A,
wenn A4,, 4,, A, die nach den Koordinatenachsen gebildeten Kompo-
nenten des Betrages von ¥, z

also des Skalars A, sind.
Es wird dann:

W= A,i+ A,j+ 4,5

Aus Fig. 37 folgt weiter:
A, = Acos(Uyz)
A, = A cos(y)
A, = Acos (Nz)

Y R

oder
A= U= VEF LT 4

Ist a irgend ein Teil-
vektor von U, etwa der —_—
m-te Teil desselben, so* Fig, 37, "~ d
wird :

A=m-a=mazi+ma,i+ ma,t
80 daB analog bei Kiirzung mit der Zahl m folgt:
a=ai+aj+at=0a-+a4+aq

wobei :
@ _ % _ % & 1
A" 4, 4, 4, " m
A A z a
ax=ﬁ=zx=a—=zAz
a
a a
ay ZAy 5 GZ_ZAZ

Wie ersichtlich, ist ein Vektor stets durch seine Komponenten-
vektoren bestimmt und in den Grundvektoren darstellbar.
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Letztere lassen sich auch nach einer oben gegebenen Auffassung
als bloBe Richtungszeiger der (skalaren) Komponenten des Vektors
deuten, wie das ,,-- und ,—‘“-Zeichen der Zahl auf der Zahlenlinie
bzw. die reelle und imaginére Einheit 1 und ¢ auf der reellen und ima-
gindren Zahlenlinie.

Einfache geometrische Betrachtungen anhand dieser Kompo-
nentenzerlegung lehren, dafl die Summe zweier oder mehrerer Vektoren
gleich ist der Summe der Komponenten der einzelnen Vektoren.

Es ist ferner, wenn:

A+B+EC+D=R

und nach obigem:
A=A + A, + A =414+ 4]+ A4, ¢
B =2, +%B, +¥B, =B,i + Byj + B, !
€ =6 +6 +6 =C,i+0Cj+0.t
D=9, + D+ D, = D,i + Dyi+ D,
R—R, + R, + R = Ri + Ryi+ Rt
wie sich leicht einsehen lafB3t:
Ayi+ Byi+ Coi+ Dyt = (4, + By + O + Dy)
4yi+ Byi+ Cyi+ Dyj=(4y + B, + Cy+ D))j
4,1+ Bt +Ct+ Dt = (4, + B, +C. + D)t

so dafl auch:
R=A+B+C+ D=1 z-Betriige + j- > y-Betriige
+ t. > z-Betriige
Wenden wir das Gesetz des skalaren Produktes, welches ver-
schwindet, wenn die beiden Vektoren senkrecht zueinander stehen, auf

die Einheitsvektoren an, wie dies ja fiir deren Richtungen stets zu-
trifft, so folgt:

1. Li=0 ; jf=0 ; £i=0

und da das Quadrat eines Skalares gleich ist dem Quadrat seines ab-
soluten Wertes, so wird ferner:

2. i’i=l H i,i=1 H f,f=1
und ferner:
8. i=ji 5 BE=8 5 Lt=1i 1)

1) aber: [iL,jl = — [l 5 [fl=—[8i] ;5 [Lf=—[ti], val S. 94



§ 9. Die Komponentendarstellung des Vektors. Grundvektoren. 87

womit die Grundbe- r,z
ziehungen  zwischen
unseren Grundvekto-
ren i, j, f festgelegt
sind 1).

Wie aus Fig. 38
hervorgeht, gilt fiir das
Dreieck, gebildet aus
den beiden Vektoren
A und B und dem
Vektor €, der seine
dritte Seite bildet, nach
dem Kosinussatz:

(O = 2+ B
— 2|%]| - [B] cos(U,B)
oder:

2 A - Bcos(U,B)

— A%+ B2 —(?

Die linke Seite der
letzten Gleichung stellt Fig. 35.

.

1) Auch die geometrische Deutung der Quaternionen lé8t sich hiernach in anderem
Sinne als friiher erginzen, wenn wir auch dort den Einheiten 7, §, ¥ nicht nur die Be-
deutung einer reinen Zahl zuschreiben, sondern, damit verbunden, zugleich noch eine
bestimmte Richtung; wenn wir sie also auch als ,,gerichtete Einheiten* erkldren, als
GroBen, denen neben einer abstrakten Zahlenbedeutung noch eine Richtungsbedeutung
zukommt, kurz als sog. ,,Einheitsvektoren*. In dieser Weise erkliren sich dann die
Teilzahlen a,¢, a,§, a, k der Quaternionen als GréBen mit dem ZahlenmaB a,, a,, a,
und der durch die Einheiten ¢, j, £ angegebenen Richtungen, als Vektoren von der
MaBgrofle a,, a,, a,.

Wie in der Ebene sich ¢ auch als Richtungszeichen deuten lie, so ist es hier
auch fiir 7, §, ¥ fiir drei zueinander senkrecht stehende Richtungen im Raume méglich.

Im Gegensatz zu diesen drei gerichteten GréBen a, i, a,§, a, k bezeichnet man
dann auch hier @, als skalare Grofe.

Die Quaternion wird auch hiermit zu einer Zahl, die sich vom Charakter der
gewdhnlichen reellen, rein imaginédren und gewdhnlichen komplexen sehr unterscheidet.
Wir finden in ihr eine neue Zahlenart, die nicht nur in ihrer Mafgr6B8e durch vier Zahlen-
maBe a,, a,, a,, a, festgelegt, sondern zudem noch durch die in den drei Einheiten
i, §, k gegebenen Richtungen bestimmt ist.

Die der richtigen Auffassung nédherkommende Schreibweise der Quaternionen

wire demnach: . .
9a = ay(+1) + a,(3) + a,(j) + a;(k)
9 =1 a, + (+1‘)a1 + (+j) y + (+k)d5

also die ,,Einheitsquaternion®, die sich aus den Einheiten der verschiedenen Zahlen-
arten zusammensetzt: . .

g = 1(+1) +1(2) +1(j) +1(%)

g = 1+ (Fi) L+ (+) 1+ (+8)1

g, =1+ i+j+k

oder:

oder:

kurz:
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nun aber das doppelte skalare Produkt der beiden Vektoren 9 und B
dar, so daBl, wenn wir dessen Schreibweise beriicksichtigen :
2-UB =A%+ B2 —
Nun sind die skalaren Komponenten von:
A: A, Ay: 4,
B : By, By’ B,
@:Ax_Ba;: Ay_By: Az""Bz
wovon die letztere Beziehung auch daraus folgt, daf in Erinnerung
an die frithere Parallelogrammkonstruktion der Vektoren % und B in
Fig. 23 gefunden wurde: € =% — B .
Es folgt dann:
A2 =A%+ A} + A?
B2 B: + B; + B?
(Ax - Bz)2 + (Ay/ - By)2 + (Az - Bz)2
und somit wird:
2-UB = A;+ A} + A2+ B, + B} + B:
— [(4. — B)2 + (4, — B)? + (4. — B,
2-UB=2A4,B,+24,B,+ 24,B,
Also finden wir:
AB = A, B, + Ay By + 4, B,
oder auch:
B = U] - [Be] 4[| By[ + (2] - |B;|
als Darstellungsform des skalaren Produktes zweier Vektoren durch
die Komponenten ihrer Betrige, die Komponentendarstellung des
skalaren Produktes.
Alle bis dahin iiber Vektoren genannten Sitze lassen sich leicht
auch mit Hilfe dieser Komponentenzerlegung ableiten, wie wir dies

zeigen wollen fiir das distributive Gesetz des skalaren Produktes.
Hierin ist nun nach obiger Relation:

(A + 9B),6 = [(A + B)a| + €| + | A + B)y |+ €| + (A + B),| - |G,

Wie aus Fig. 35 ersichtlich, ist: [( + B),| = |¥, + B,| der skalare
Teil der z-Komponente des Vektors (% 4 B) und analog ist es mit
den anderen Teilen, so daf:

(A + B),€ = |A, + B,| |C,] + |y + By |6, ] + |2 + B.||C,|
Ebenso ist nach der gleichen Relation:
€= |%Ix| * |@ml + ,my| : |(§u| + |9Iz| : KM

€ = t%z‘ ‘ |@z‘ + !%y| * ‘@y| + l%zf : |(§2|

und:
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Somit:
+ (%] - (6] + B[+ G,
+ (%] - €] + B - €|

Nun sind aber die rechten nur aus skalaren Groflen bestehenden
Seiten der letzteren Gleichungen einander gleich, wie ohne weiteres
klar ist und somit auch die linken Seiten, d. h. es folgt:

(A + B),€ = AEC +B,6

womit der Beweis fiir die Giiltigkeit des distributiven Gesetzes
bei skalarer Multiplikation von Vektoren erbracht ist.
Ebenso leicht 148t sich nachweisen, daB das skalare Produkt:

(A + B),(€ + D) =AE + B,6 +AD+ B,D

also gleich der Summe von vier einfachen skalaren Produkten ist.
Um diesen Beweis zu leisten, setzen wir voriibergehend:

C+ D= D*
dann folgt nach obigem:
& + B),€ + D) = (A + B).D* = AD* 4 B, D*

Fithren wir nun rechts wieder ©* den Wert € 4+ D ein, so folgt nach
dem gleichen Satz:

AWD* = WC€ + D) = AE + AD
B,D* =B, + D) =B,C + B,D
und somit schlieflich:
U+ B),C+D)=UAC+AD+B,E 4+ B,D

Es folgt daraus mit Hilfe der oben gegebenen Komponenten-
darstellung eines Vektors:

A= A,1+ 4,i+ 4%
fiir das skalare Produkt zweier Vektoren, indem man obiges Resultat
beriicksichtigt :
AP = (dsi+ 4yi+ 4.1), (B;i+ By + B:)
= A.i, B,i+ 4,j, B,i+ A4,%, B,i
+ 4.1, Byj + 4y, Byj + 4.1, Byj
+ 4,1, B,t+ A,j, B,t+ A,f, B¢
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und mit Beachtung der allgemeinen Formel:

mAnB = mn (AB)
wird :
+ 4. B, (i,j) + 4y By () + 4. B, (%)
+ 4, B, (i.t) + 4, B, (j.,f) + 4. B, (Lf)

woraus mit Riicksicht auf die frither erkannten Beziehungen unter den
Einheitsvektoren :
iyi = i,i = f,f =1
Li=if=5i=0
ti=1t 5 L= ; [ f=1j
folgt:
QI,% = Asz + -AyBy + Asz

was wir oben bereits direkt auf geometrischem Wege gefunden hatten
und somit darauf hinweist, daB} unsere eingefiihrte Multiplikation von
Vektoren mit der geometrischen Einfilhrung des Produktes in Uber-
einstimmung ist.

Da wir in obigem das Vektorprodukt zweier Vektoren 9 und B
als einen neuen Vektor € zu betrachten haben, der auf der Ebene der
ersten beiden Vektoren senkrecht steht, dessen Grofie gleich ist dem
Fldcheninhalt ihres Parallelogrammes und dessen Richtung sich nach
der erwdhnten Drehregel der Rechtsschraubung bestimmt, so wollen
wir uns zundchst fragen, wie sich die Komponenten dieses Vek-
tors € durch die Komponenten der Vektoren 9 und % aus-
driicken.

Wir projizieren zu dem Zweck das Parallelogramm der Vektoren %
und B auf die drei Koordinatenebenen und den Vektor € auf die drei
Koordinatenachsen.

Ist F die Fliche des Parallelogrammes im Raume und sind F, ,,
F, ,, F,,seine Projektionen, so lehrt die analytische Geometrie, daf3:

F2=Fi,y+F§,z+Fz2,x

Wir kénnen diese Flachenprojektionen daher als die Komponenten
der Fliche F betrachten, denn sie stehen unter sich in ganz gleichen
Bezichungen wie die GroBlen der Komponenten oder Projektionen des
Vektors €:

C,=Ccos(8,) ; C,=Ccos@C,) ; C,=Ccos(CE,)
0 =Ct 4 CE 40
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Nun sind Winkel, deren Schenkel beziiglich senkrecht zu einander
stehen, einander gleich, womit folgt:

cos(F,F,,,) = cos(C,C,) ; cos(F,F,,,) = cos(C,8,) , cos(F,F,,) = cos(€,8,)

80 daB:
1 :  Fiy=TFcos@L,) =Ccos(CC,) =0,
F, .= Fcos(CC,) = Ccos@8,) =C,
SR F,, . = Fcos(€E,) = Ccos(CE,) =C,
=y ——— )
N = /| wobei auch:
|\\\ \ \](
:‘ | @ l.\/\@\\\\ Cz-l-Fx,y 5 Cx—LFy,z ; Cy_LFzz
R f\\ \'\ S T~
: \\i \\ { LY \\\\\\\ \\\\\\\
: \\| /y\ NN T~ T~ T~
RN | e
1%2 N P v I %3 /ZZZijg
S e WO
A S S X /
N .",,“V//g;’ /

|
|
|
|
|
|

i
N/

Fig. 39.

Es sind somit die Projektionen des Parallelogrammes der Vektoren
A und B auf die Projektionsebenen ihrem Werte nach gleich den Skalar-
komponenten des Vektors € auf die senkrecht zu deren Ebenen stehen-
den Projektionsachsen und wir finden daher:

Die Vektorkomponenten des das Vektorprodukt [U,B] darstellen-
den Vektors €: €,, €,, €, sind die Repriisentanten der Vektorprodukte
der Vektorprojektionen der beiden Faktoren in den drei Koordinaten-
ebenen, so dal3:

@z = [SX’%] 2y = [Q'I,:%’.l
€, = [AB],,, = [A",B”]
@y — [%’%] 0z — [QI///’%II/J
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Nun ist nach der analytischen Geometrie der Inhalt eines Paral-
lelogrammes ausgedriickt durch die Koordinaten seiner Ecken, von
denen eine im Koordinatenanfangspunkt liegt:

Jpar = X1 Y — Y1 B = X1 Yy — T Yy 9
Wenden wir diese Formel auf unser Parallelogramm in der x y-Ebene
an, dessen Ecken die Koordinaten (0, 0), (4,, 4,), (B;, By), (4; + B),
(4, + B,) haben, so folgt:
¥, ,=A4,B,—A4,B,

Analog findet man:
F, ,=4,B,—A4,B,

Fz,z =Asz _Asz
Die letzteren Ausdriicke folgen auch aus dem jeweils vorhergehen-

den durch die sog. zyklische Vertauschung der Indizes z, y, z%).
Es folgt somit dann weiter:

C,=A,B,—A4,B,
C,—A4,B,—A4,B,

C,=A4,B,— A4,B,
und da:
C.=0Ct; C=0Cpt ; € =0,

so ergibt sich zundchst die gesuchte Darstellung der Komponenten
von € durch die Komponenten von 9 und B:

¢, = [%SB]y,z = (Ay B, —4, By)i
@y = [?I;';B]z, z = (Az Bx - Az Bz) I
¢, = [m,%]z,y = (Ax By — AyBx)f

1) Es ist nach Fig. 40: p
Par. Oacb =240ad

R/7) SR . I ¢(%3,4)
Nun ist:

y:___xz_ém’y"i A0ab = AOz,b+ Trap.z,x,ab — 40z, a

yI; \'\,\ s _ %Y + Gty E—%) =y
H—— ——4|——:vf———‘ @ (@3 2 2 2

¥ 1

| =3 (9 — 4, %,) x

] z; z, E
Fig. 40.
folglich:
Par.Oach = 2y, — y, 2,
2) Man denkt sich dabei die Punkte z, y, z auf einer Kreis-

linie nach Fig. 41 angegeben und im gleichen Folgesinn, z. B. Z Y

im Sinne des Uhrzeigers gelesen, nach einem Umgang jeweils
beim folgenden derselben beginnend. Fig. 41.
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und somit, da der Vektor € als geometrische Summe der Komponenten-
vektoren €,, €,, €, dargestellt werden kann nach:
€= (‘Sx -+ @:y -+ @z
so folgt: _
€= [m,%] = [Q’I’%Jz, y + [g[’%]y,z + [m’%]z,z

oder:
(4,B,—A4,B,))i
C=[AB]={+(4,B,— A4, B)j
+ (4, B,—A4,B),) ¢

was nun die gewiinschte Komponentendarstellung des Vektors § oder
des vektoriellen Produktes bezw. des Vektorprodukies [U,B] ist.

Wenden wir obige Komponentendarstellung von € durch % und 8B
auf den Spezialfall an, daB3:
A=1 und B=j
so wird:
4,=1; 4,=4,=0
B,=1; B,=B,=0

und somit folgt durch Einsetzung dieser Werte in obigen Ausdruck
fiir € = [%,B]:
[4j]=0-0—0-1)i4+(©0-0—1-0)j+(1-1—0-0)F
welches Resultat auch ohne dies aus der Uberlegung folgt, daB die
Grundvektoren i und j auf der x- und y-Achse von der Lénge 1 ein
Parallelogramm (Quadrat) vom Inhalt 1 bestimmen und der dazu senk-
recht stehende Vektor von der Linge 1, der ihrem Vektorprodukt
gleich ist, der Grundvektor f ist.
Setzen wir oben:

A=1; B=1
8o wird:
A, =B, =1
A4,=B,=0
A, =B, =0
und daher:
[1,i]=0-0—0-0)i+(0-1—1-0)j+(1-0—0-1)F

was sich auch daraus ergibt, dall dieses Vektorprodukt gleich dem
Inhalt eines Parallelogrammes ist, das aus zwei zusammenfallenden
und gleichen Grundvektoren i besteht, also den Inhalt null hat.



94 Die Vektorenrechnung.

Es ergeben sich somit auf Grund dieser auch fiir die anderen Grund-
vektoren fortgesetzten Uberlegungen, die fiir die Grundvektoren
in Vektorprodukten geltenden Formeln:

1. [Lil= 0 ; [ijl= 0 [tf]= O
2. [Lil= ¢ ;5 [if]1= 1 ;5 [Lil= i
3. Iitl=—¢ ;5 [tLil=—i ; [if]=—}

Denken wir uns jeden der beiden Vektoren 9 und B durch den
ibrer Lage und Richtung entsprechenden Einheitsvektor ausgedriickt,
so wird:

QI=A'QI1 5 %=B‘%1
und der ihr Vektorprodukt andeutende Vektor € = C - §; bekommt
einen Betrag ¢ = A+ B-sin(YU,B), der nach Grofe gleich ist dem
Inhalt des Parallelogrammes von 2 und B oder gleich der skalaren
GroBe: C = A-B-sin(UA,B), so daBl auch € =4 - B-sin(A,B) -C,.
Der Einheitsvektor ¢, hat den Betrag 1 und ist auch gleich dem
Inhalt des Parallelogrammes der Einheitsvektoren %; und %,, so daB:
@1 == [%Il ,581] .
Es folgt somit aus:
einerseits : [2,8] = [4¥%,,B%B,]
und andererseits: [9,8] =€ = 4 B[%,,%B,]
ganz allgemein:
(4%,,B%,] = AB[%,,%3,]
so dafl z. B. auch aus:
QI=Azi+Ayi+Azf
folgt:
[le%z] = [Aa: i,B; 1] = A, B,[ 1,i]
[ﬂy’%z] = [Ay i,Bz ﬂ = Asz[ 1’f]

usw.

Dies iibertrigt sich, wie man bei einfacher Uberlegung leicht ein-
sieht, ohne weiteres auf eine andere Vektorunterteilung, so daBl noch
allgemeiner:

[m-QIL,n-%L] = m-n[%[i,%L]
m n m n

Setzen wir nun allgemein den m-ten Teil des Vektors ¥ gleich €

und den n-ten Teil des Vektors B gleich D, so folgt:

[m-Cn-D] =m-n[C,D]
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oder, wenn wir nun wieder % und % einfiihren mit der Setzung:
C=A und D=9
so folgt die allgemeine Beziehung:

[m Un B] = m - n[A,B]

Setzen wir:

A=4% und B=2BY

so folgt aus obigem:

[2‘9%] = [A%,,B %1] = AB[Q‘n%l]
d. h.

Das vektorielle Produkt 148t sich stets darstellen als das
mit den Betrigen der beiden Vektoren multiplizierte vek-
torielle Produkt ihrer Einheitsvektoren.

Es ist weiter:

[2,8] = AB[%;,B,] = A[%,B%B,]
= A[B¥Y,,%8,] = B[¥,,A%8,] = [%,,AB®B;] usw.

also kann man auch im vektoriellen Produkt zweier Vektoren deren
Betrige den dafiir eingefiihrten Einheitsvektoren in beliebiger Weise
zuteilen.

Unter Zugrundelegung obiger Formel (S. 93 fiir €) konnen wir
nun auch die Giiltigkeit des distributiven Gesetzes fiir das vektorielle
Produkt nachweisen.

Es ist also zu zeigen, dafB3:

was uns leicht gelingt, indem wir fiir beide Seiten der Gleichung gleiche
Komponentendarstellung bringen.
Zu diesem Zwecke setzen wir zur Abkiirzung:

A+B=2D
dann ist auch nach fritherem:
W+ B, =, und ebenso A,+ B, =D,
A+B, =9, . A4,+ B, = D,
A +B, =D, " " A,+ B, =D,
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Dann wird nach obigem:
(X + B)€] = [DE] = (D, C. — D, C)) i + (D, 0z — D, Cr)
+ (D,C, — D, C,) ¥
= ((4 + By)C (4. + B,)Cy)
+ (4. — (4, + B,)0,)j
+ (( x'l"Bz)O (4, + By) C,) t
= (4,C, + B,C,— A4,C, — B,C))1
+ (4.0, + B,C, — 4,C, — B, ()]
+ (4.¢, + B,C, — 4,C, — B,(,) t
Nun ist nach Gleichung Seite 93:
[QI,(S] = (Ayoz - Azoy)i + (Azox - Asz)i + (Axoy - A,,Ox)f
[%,@] = (By C,— B, Cy)i + (Bz 0, — By Gz)‘i + (Bz Cy - By )¢
und da ferner auch:
Ai+Bi+Ci+ o+ =A+B+C+--9)i
8o wird durch Addition der letzteren beiden Ausdriicke:
[(%,¢] + [%B,6] = (4,C, + B,C,— 4,C, — B,C,)
+ (4.0, + B,C, — 4,0, — B,C))
+ (A,Cy + Bsz - Any — ByCz) t

Aus der Gleichheit der rechten Seiten folgt auch die der linken,

womit :

und also erwiesen ist, dafl das distributive Gesetz auch fiir die

vektorielle Multiplikation gilt.

Unter Zuhilfenahme dieses Satzes beweisen wir noch endlich, daf

auch:

[+ B), (€ + D)] = [U,6] + [B,6] + [¥,D] + [B,D]

sodafl man bei der Bildung eines Vektorproduktes aus additiv zu-
sammengesetzten Vektoren die VektorgroBen wie algebraische Zahlen
behandeln kann und so die Summe der Zweifaktorenprodukte findet.

Wir setzen zu dem Zweck: € + ® =€, womit nach Vorher-

gehendem:

[ + %B),€] = [A.C] + [B,C]
= [U€ + D)] + [B,€ + D)]
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Da beim Vektorprodukt eine Vertauschung der Vektoren ein entgegen-
gesetztes Vorzeichen des Produktes zur Folge hat, so wird mit aber-
maliger Anwendung obigen Satzes:

[ + D)) = —[€ + DA = —[C.A] —[DY]
B, + D)] = —[€ + D).B] = —[€.B] — [D,Y]

woraus unter Vertauschung der Vektoren in den letzteren Vektor-
produkten folgt:

(A + B),€ + D)] = [AUE] 4 [B,6] + [A,D] + [B,D]

W.Z. 7. W.
Setzt man:

= [(Ax1 -+ Ayl + Azf)a(Bxi + B?/i + B, f)]

so findet man bei Anwendung der algebraischen Multiplikation auf die
beiden Trinome nach obigem:

98] = [4,1,B1] -+ [4, ],B. i] + [4, £,B, 1]
+ [4,1,B, 1] + [4,1.B,i] + [4, 1B, {]
+ [4,1,B,1] + [4,i,B, f] + [4, £,B.¥|

Da nun aber allgemein nach fritherem:

[Ax i’Bz I] = Az Bz [I’I]
usw.,

so folgt:
[0,B] = Ay B[ 1,i] + Ay By[ji] + 4. By[ 1]
+ Aﬂ By[I’I] + Ay By[i’i] + Az By[fall
+ 4. B.[1,E] + 4, B.[.t] + 4. B[ .E]

[(i]l=—t 5 [Li]l=—

Mit:

0

£i] i
1,f

=i

|
[

i
i

erhidlt man auch hieraus wiederum die Komponentendarstellung des
Vektorproduktes :

[2A,8] = (4 B, — 4, B,) i
+ (AxBy - A?/Bz) t

~1

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. 1.
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§ 10. Spezielle Skalare und Vektoren.

In der Vektoranalysis unterscheidet man nach Voigi neben den
gewohnlichen Skalaren auch noch sog. Pseudoskalare, die man
auch nach Klein und Timerding als Skalare erster und zweiter Art
auseinanderhilt. Wahrend erstere die Skalare schlechtweg und mes-
sende Zahlen, wie z. B. fiir eine Menge, Masse, Dichte, Energie usw.
sind und auch das skalare Produkt zweier Vektoren eine solche Grofie
ist, bedeuten letztere, also die Pseudoskalare oder Skalare II. Art, ge-
wisse Rechnungsgrofen, die in der Lésung von Problemen auftreten,
wie z. B. Inhalte von Kérpern als Resultat aus Grundfliche mal Héhe,
die sekundliche DurchfluBmenge einer Substanz, z. B. Wasser, durch
ein Profil, der elektrische Kraftflu durch eine Fliche. Sie zeigen einen
ahnlichen wesentlichen Unterschied, wie die zwei Arten von Vekioren,
die polaren und die azialen (nach Maxwell translatorische und rota-
torische), von denen die ersteren die Vektoren schlechthin sind, re-
prasentiert durch die geradlinige Verriickung, die gerichtete
Strecke schlechthin, und die letzteren, auch Rotoren genannt, als
Vertreter des vektoriellen Produktes, reprisentiert sind durch eine mit
Umfahrungssinn behaftete, ebene Fliche oder eine zu dieser
senkrechte, mit bestimmten Drehsinn behaftete Strecke (Rota-
tionsachse), auch dargestellt als dem Drehsinn entsprechend ge-
richtete Strecke. Die Unterscheidung dieser Skalare und Vektoren
ist begriindet durch das Verhalten derselben gegeniiber einer Inver-
sion des Koordinatensystems, d. h. einer Vertauschung des Rechts-
systemes mit einem Linkssystem, was vor sich geht, wenn man z. B,
die Richtungen aller drei Grundvektoren umkehrt, oder das System
an einer seiner Koordinatenebenen spiegelt. Waihrend bei diesem
Ubergang gewchnlicher Skalar und axialer Vektor das Vorzeichen
nicht wechseln, tun dies Pseudoskalar und polarer Vektor.

Man erkennt dies fiir die Vektoren sofort, wenn man beachtet, daf der
»,polare Vektor®, seinem Richtungssinn nach, vom Koordinatensystem unabhéngig
ist. Vertauscht man daher das Rechtssystem mit einem Linkssystem, so miissen
die simtlichen Komponenten des seinen Richtungssinn nicht d&ndernden Vektors
das entgegengesetzte Vorzeichen bekommen, da ja die alte positive z-Achse in die
negative x-Achse iibergegangen ist usw. Bei einem ,,axialen Vektor ist jedoch die
Sache anders, denn der Richtungssinn desselben héingt ab von der Drehrichtung
von A nach B, seiner Definitionsvektoren, und demnach auch von derjenigen, die
sich in deren Projektionen, in den Projektionsebenen ergibt, also von der von 9’
nach B’ in der xzy-Ebene (vgl. Fig. 39). Diese aber wird bei Vertauschung
des Rechtssystems mit einem Linkssystem in letzterem die entgegengesetzte, weil
man jetzt die xy - Ebene von unten betrachtet (ndmlich jetzt entgegengesetzt
der negativen z-Richtung), wihrend sie vorhin, vor dem Ubergang, fiir die Be-
obachtung der Drehrichtung von oben (entgegen der positiven z-Richtung) be-
trachtet wurde. Also muf} der ,,axiale Vektor* nun die entgegengesetzte Rich-
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tung bekommen und somit hat sich, vom Koordinatensystem aus gesehen, nichts
gedndert.

Diese Unterscheidungen spielen daher vor allem bei Untersuchungen
in beiden Koordinatensystemen eine Rolle. Man beniitzt aber auch
gerne die Bezeichnungen Pseudoskalar und axialer Vektor bei Be-
trachtungen iiber Vektoren iiberhaupt, wenn man bezweckt, ihre Her-
kunft besonders zu betonen oder auch nur, um einfachere Ausdrucks-
formen mit ihnen zu gewinnen, wie dies in den folgenden Darlegungen
besonders hervortritt. Das geht schon daraus hervor, da man oft,
statt vom ,,Vektorprodukt zu sprechen, es vorzieht, den Namen des
,,axialen Vektors” oder ,,Rotors® statt dessen zu gebrauchen, da ja,
wie aus obigem folgt, ein ,,axialer Vektor* stets als ,,Vektorprodukt*
zweier ,,polaren Vektoren‘‘ betrachtet werden kann und umgekehrt.

Wir werden im folgenden aber immer nur ein ganz bestimmtes
Koordinatensystem, das Rechtssystem, zugrunde legen, so dall diese
Unterscheidungen fiir das Weitere hier unwesentlich und demnach auch
nicht weiter in Betracht gezogen werden.

Um Vorstellung und Darstellungsweise in der Vektoranalysis mehr zu be-
festigen und etwas einzuiiben, sollen im nachfolgenden auf Grund der bisher
abgeleiteten Formeln noch neue Vektorbeziehungen abgeleitet werden, die neben
deren Wert fiir den genannten Zweck auch sonst allgemeine Bedeutung in der
Vektoranalysis haben.

Bildet man dasskalareProduktaus einem polarenund einem azialen
Vektor und denkt man sich der Definition geméf ersteren durch eine gewShn-
liche gerichtete Strecke, letzteren
durch das Parallelogramm darge-
stellt, so kann man sich aus diesen
Elementen ein Parallelepiped kon-
struiert denken, welches das Par-
allelogramm zur Grundfléche und
die Projektion des polaren Vektors
auf eine zum Parallelogramm senk-
recht stehende Richtung zur Hohe
hat. Das Parallelepiped ergibt sich
dann aus dem axialen Vektor (Par-
allelogramm als Basis) und dem po-
laren Vektor als dritte Kante, auch
als ein durch drei polare Vektoren
bestimmtes.

Bezeichnen wir diese letzteren
mit %, B, € und den axialen Vektor mit ®, so folgt nach Figur:

Fiir den Inhalt des Parallelepipeds:

Parallelepiped = Parallelogramm X Projektion von 4 ,
Jparp. = B.C-sinx-Acosf,
JParp. =D.4 COSﬂ .
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Das Produkt rechts ist aber das skalare Produkt der Vektoren © und ¥,

sodaf:
J Parp. = @,9{

D = [B,¢]
J Parp, — [%;@],Q[

Der Rauminhalt des Parallelepipeds mit den Vektoren U, B, € als Kanten
driickt sich daher auch aus im skalaren Produkt des axialen Vektors [8,8] (des
Vektorproduktes) und des polaren Vektors 2 (des gewohnlichen Vektors), oder
in der symbolischen Schreibweise:

JParp. = [%,@],9/( = 9[,[58,@:]

und da:

so folgt:

Diese GroBe stellt sich nun, wie oben bereits angedeutet, als Pseudoskalar
heraus, wenn man beachtet, dafl der eine Faktor dieses Produktes, der axiale
Vektor [B,8] bei der Inversion sein Vorzeichen nicht &ndert, wohl aber der
andere, der polare, ¥ und infolgedessen dann fiir das Produkt auch ein Vorzeichen-
wechsel folgt.

Es zeigt sich, da8 durch zyklische Vertauschung in obigem skalaren Produkte
sich nichts #ndert, daB also fiir drei Vektoren U, B, € die Beziehung gilt:

9/[,[%’@"] = %,[@990 = (S,[%[-EB]
= '_?[’[@,58] = '_58’[9[9@] = *@,[58,?[]

Den Grund dafiir erkennt man ohne weiteres schon darin, daf3 diese Pseudo-
skalare alle den Inhalt des Parallelepipeds bedeuten, mit jeweils einem anderen
Parallelogramm als Basis.

Fillt der Vektor % in die Ebene des Parallelogrammes [%B,8], so wird der
Inhalt des Parallelepipeds gleich Null, woraus folgt, daB dann %,[8,6]=0.

In diesem Falle 148t sich der Vektor % durch Vielfache # und y der Vek-
toren B und € ausdriicken, wenn man ihn némlich nach deren Richtungen in
Komponenten zerlegt, so daBl dann ¥ = 2B + y€ = B’ 4 €/, und damit folgt
dann mit Anwendung des distributiven Gesetzes fiir skalare Multiplikation:

%,[%,@] = (58, + @/)9[58,@]
= B/[8,6] + €/[B,€]
= 2 B,[B,€] + yC,[B,€]

und hieraus mit Anwendung des obigen Satzes fiir zyklische Vertauschung:
A[B,8] = 2 C€,[B,B] + yB,[C,E] =0

Die Untersuchung des vektoriellen Produktes aus einem polaren und
arialen Vektor (gewShnlichem Vektor und Vektorprodukt), das sich also
symbolisch schreibt:

[9/[7[589@]] = _[[58,@])%]

fithren wir anhand nebenstehender Figur!) durch, wobei wir zur Vereinfachung
der Ableitung voraussetzen, da3 Vektor € in die positive Richtung der z- Achse
und Vektor B in die zy-Ebene fallen. Mit diesen speziellen Lagen

1) die den Zweck hat, nur allgemein in einfachster Weise zu orientieren, ohne
Riicksichtnahme auf einen bestimmten Fall, wie den folgenden.
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im Koordinatensystem ergeben sich dann die Koordinatendarstellungen der drei

Vektoren:
A=4Ad,i+ 4,j+ 4, ¢

B = B,i + B,j

A
/
/
6 =0, /
wobei also:
B, =0,=0,=0 /
Es wird dann mit Anwendung der /

allgemeinen Formel?) fiir die Koordina-
tendarstellung des Vektorproduktes:

[8,6] =D = (B,C,  B,C,)i
+ (Bz Cx - Bz Oz)l + (B): Cy - By Ox) f

und da B, = (0, = C, = 0, so verschwin-
den alle Glieder bis auf eines und es
bleibt:

[B8,6] =D =--B,Ct
was uns zugleich sagt, dafl der axiale
Vektor D den Betrag B,C, hat und in
die negative Richtung der z-Achse fillt.
Es folgt dann weiter:
[2,[38,6]] = [2,D] = [%, — B,C, 1]
=[1-%, - B,C,f1]
=1.— B,C,[%]]
--B,C,[%,1]
wobei wir uns an die friiher aufgestellte allgemeine Beziehung erinnern:
[Qlyw%z] = [Ayi ’ Bz f] = Ay Bz[ ],f]

Entwickeln wir auch das erhaltene Vektorprodukt nach der Komponentendar-
stellung unter der Beachtung, daf f als Grundvektor nur einen Betrag in der
z-Achsenrichtung von der GroBe 1 aufweist, so daB also k, =1, k, =k, =0,
dann wird:
[A,D] = - B,C,[]]

= _By Ox {(Ay kz - Az ky) i + (Az kx - Ax kz) 1 + (Ax ky - Ay k):) f}

=-B,C,(4,i — 4,j)
welches Resultat wir auch direkt unter Anwendung der Komponentendarstellungs-
formel fiir [%,D] mit Beriicksichtigung von D, = D, = 0 und D, = —B,C, er-
halten kénnen. :

Wir erinnern uns nun, daB der dem Vektorprodukt [U,D] entsprechende
Vektor € in die Ebene von ¥ und € fallen muB, so daB er sich nach deren Rich-
tungen in Komponenten zerlegen 18t und wir ihn daher auch darstellen kénnen
in der Form:

Fig. 43.

Il

[UD]=C =mPB +nC

wobei m und » noch unbestimmte Zahlen sind, die angeben den wievielfachen
Betrag die nach B und € gebildeten Komponenten von € von diesen letzteren
ausmachen.

1 8 93.
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Wir erhalten damit die Beziehung:
UD)=C=mB+n€=-B,C,(4,i- 4.])

m(B,i+ B,j)+n-C,i=—B,C, (4,1 — 4,1])
(mB,+20)i+mB,j=—-B,C, 4,i + B,C, A,j
Sollen nun wirklich die beiden fiir [U,D] = € aufgestellten Ausdriicke ein-
ander gleich, also diese Gleichungen erfiillt sein, so miissen die in gleiche Achsen-
richtung fallenden Vektorkomponenten einander gleich sein oder also die mit

gleichen Grundvektoren behafteten Ausdriicke beider Seiten, womit also die
Gleichungen folgen:

woraus:

mB,+nC,=—-B,C, A4,
mB, = B,C, A4,
aus denen sich die beiden Unbekannten m und n bestimmen:
m=A4,C,
n=—A4,B,— A, B, =—(4,B, + 4,B,)
Beachtet man, daBl das skalare Produkt der Vektoren % und € in Kompo-
nentendarstellung nach fritherem sich ausdriickt durch:
AL = Axox + AIIO!I + 4.C,
und hier 0, = C, = 0, so folgt, daBl 4,C, auch zugleich das skalare Produkt

AL ist und analog folgt, daB 4, B, + 4, B, das skalare Produkt %,%B darstellt,
8o daB wir erhalten:

[AD]=C=mB + 26 =L B —AB)C
= B(AC) — C(AB)

und wir bekommen fiir das Vektorprodukt des polaren und axialen Vektors
das Resultat:

Damit ist dieses Vektorprodukt dargestellt durch die Differenz zweier mit
je einem polaren Vektor multiplizierten skalaren Produkte. Da letztere reine
Skalare sind, so steht rechts die Differenz zweier polaren Vektoren und muB
daher auch die linke Seite, das vektorielle Produkt eines polaren (,,gewGhn-
lichen) und axialen Vektors (,,Vektorproduktes) ein polarer Vektor sein.

Durch zyklische Vertauschung folgt analog:

[B,(6,%]] = C(B,%) — A(B,E)

[C.02.8]] = AE,B) — BEW)
woraus mit Beriicksichtigung, da8 (2,€) = (C,A); (UA,B) = (B,Y); (B,€) = (€,B)
durch Summierung der drei Gleichungen die interessante Beziehung folgt:

[%,[3,6]] + [B,[6,U]] + [C,[AB]] =0

Wihrend das Produkt zweier polaren Vektoren im fritheren bei
der Betrachtung des Produktes von Vektoren schlechthin erledigt wurde, wollen
wir hier auch noch das Produkt zweier axialen Vektoren, also von Vektor-
produkten schlechthin, untersuchen.

Auch hier ist wieder, wie dort, zwischen skalarem und vektoriellem Produkt
zu unterscheiden.
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Das skalare Produkt zweier axialen Vektoren (Rotoren) oder
Vektorprodukte schlechthin, hat demnach die symbolische Schreibweise:

[2AB1,[C, D]

Fithren wir voriibergehend fiir das eine Vektorprodukt seinen (axialen)
Vektor ein, so folgt:
[2,B],[€,D] = €,[€,D]

Betrachten wir die rechte Seite fiir sich, so spielt der Vektor € die Rolle
eines polaren Vektors, der im skalaren Produkt steht mit dem Vektorprodukt
oder axialen Vektor [€,D]. Dafiir, d. h. fiir das skalare Produkt eines Vektors
(schlechthin, bzw. polaren Vektors) und eines Vektorproduktes (axialen Vektors),
gilt nach obigem die zyklische Vertauschbarkeit, so dal die linke Seite auch
gleich €,[2,&] gesetzt werden kann und wir erhalten, wenn wir dann fiir € das
Vektorprodukt wieder einsetzen:

[A,BL[€,D] = C,[D,[ADB]]

Fiir das Vektorprodukt [D,[U,B]], eines gewdhnlichen (polaren) Vektors und

eines Vektorproduktes (axialen Vektors) folgt aber nach obigem die Zerlegung:
A (DB) — B - (DY), worin A und B Vektoren (schlechthin, gewshnliche) sind,
multipliziert mit den skalaren Produkten (D, B) und (D, %A). Es folgt also:

[A,BL[E,D] = C,{A - (D,B) — B(DA)}
worin (9,8) und (D,%) als skalare Produkte reine Skalare sind. Daher auch:
[ABLE,D] = 6,{(D,B) - A — (DY) - B}

Setzen wir:

(DB)A =mA = A’

(DAY)B =nB =2’

so bleibt das skalare Produkt
C, U -B)

auf welches wir das fiir dasselbe giiltige distributive Gesetz anwenden:
CA—B") =CA - €,B
[, B],[€,D] = C,A — €B’, eine Differenz zweier skalaren Produkte

so daf3:

=CmA—-CnB
Nach der friither genannten Beziehung fiir das skalare Produkt
mUAnB = mn (UB)
CmA=1CmA) =1 -m(@€A) = m (EA)
Cn B =n(CB)
womit wir schlieBlich erhalten:
[2B1[C,D] = m (€,A) — » (€,B)
= (D,8) - (€, ™) — (DY) (€,B)

Beriicksichtigen wir noch die Giiltigkeit des kommutativen Gesetzes fiir das
skalare Produkt, so erhalten wir mit Ordnung des Resultates das skalare Pro-

folgt hier:
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dukt zweier Vektorprodukte oder axialen Vektoren, dargestellt durch
die Differenz zweier Produkte von skalaren Produkten:

[?"$]’[@3@] = (%,€) - (B,D) — (B,€) - (A,D)

Es ist daher eine skalare GroBe.

Das wvektorielle Produkt zweier axialen Vektoren (Rotoren)
oder Vektorprodukte erhilt die symbolische Schreibweise:
[[2(8],[C,D]]
Mit [U,B] = € wird: 7
[[2,B],[€,D]| = [€,[C,D]]
und fiir dieses vektorielle Produkt aus einem (polaren) Vektor und einem Vektor-
produkt (axial. Vektor) folgt nach obigem:

[[ABLE,D]] =€ (€,D) - D-(€0)

und somit ist, wenn wir fiir den Vektor € sein Vektorprodukt wieder einfiihren:
[[?L%]s[@’%]] =€ ([2[3%139) - ([ﬁs%L@)

Die Klammerausdriicke, die skalaren Produkte: [%,8],D und [,8]¢ sind
nach obigem Pseudoskalare. Da sie mit je einem Vektor (schlechthin, also polarem)
multipliziert sind und wie jene bei Inversion das Vorzeichen wechseln, so dndert
bei einer solchen der ganze Ausdruck rechts sein Vorzeichen nicht und wird daher
zu einem mit einem Skalar multipliziertenVektor, der sein Vorzeichen bei In-
version nicht &ndert, also einem axialen Vektor. Es ergibt sich also hiermit das
vektorielle Produkt zweier axtalen Vektoren oder das Vektorprodukt
zweier Vektorprodukte als ein axialer Vektor.
Weiter folgt aus obigem durch Analogie:

[[m,%]r[@r®]1 = *[[@,@],[%,%]J
= - {2[ : ([Q”?®]!§B) -8 ([G’®]9%)}
so daB mit Beriicksichtigung des obigen Ausdruckes fiir die linke Seite:
€ ((U,B1,D) - D ((U,B1,E) = —A (€, D],B) + B ([€,D,Y)

und es ergibt sich daher die zwischen den vier Vektoren %, B, €, ® bestehende
Beziehung:

((,B1,6) D + ([B,A],D) € + ([€,D1A) B + (DE1B)A =0

Derartige Untersuchungen lassen sich auch stets auf dem Wege der Koor-
dinatendarstellung der Vektoren und ihrer skalaren bzw. vektoriellen Produkte
machen und ist dies namentlich fiir verwickeltere Fille der leichtere, wenn auch
viel umsténdlichere Weg.

Dies sei an zwei Beispielen kurz dargetan:

1. DaB das skalare Produkt aus einem Vektor mit einem skalaren Produkt:

A,(B,E)
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wieder ein Vektor ist, zeigt sich sofort aus der Schreibweise:

A,(B,8) = 4%, , BC cos(B,E)
= ABC cos(B,8) U, = D
worin ABC cos(B, €) eine rein skalare Grofe ist, multipliziert mit dem Einheits-
vektor ¥, so dal die rechte Seite einen Vektor D darstellt, der Richtung und

Lage von % und den Betrag D = ABC cos(B, €) hat.
2. Analog untersucht man:

[2,[%B,8]]

[B,6] = (B,C. — B.C,)i + (B.C, — B,C.)i + (B,C, — B,C,) ¥
=D,i+D,j+D,t=D
[U,D] = (Ay D, — 4, Dy)i +(4.D, - 4, Dz)i + (Az Dy - Ay D,)t
folglich:
[2,(8,8]] = (4,(B.C, — B,C,) — 4.(B.C, — B,C))i
+(4.(B,C, — B.C)) — 4,(B,C, - B,C,))j

+(4,(B.C, — B, C,) — A,(B,C, — B,C)) t
wenn man rechts noch 4, B,C,i, 4,B,C,jund 4, B, C, ¥ zusammenzieht:

[9,[8,6]] = (4,0, + 4,0, + 4,C,) B, i
+ (4.0 + 4,0, + 4.0,) B,j
+ (Axox + AvCll + Azoz) Bzf
— (4. B, + 4,8, + 4.B,) (. i
- (A:c Bx + AyBy + Asz) Oyi
- (AxBx -+ AyBy + Asz)Cz t
= (A,6)%B, + (AL)B, + (AC) D,
—{(2B) €, + AB)C, + (A.B)C.}
= (%6) {8, + B, + B.} — (AB) {C, +C, + €.}
= (A6)B — (UB)C

[2[B,6]] = B - (A,E) — C- (UA,B)

Es sei nochmals darauf aufmerksam gemacht, dafl wohl:
A,(B,€) = (B,€) A = ABC cos (B,E) A, = A’
A(B,€) +# (AB)C = ABC cos(A,B) €, = €’

aber:

Aus obigen Darlegungen resultieren folgende Sétze:

1. Das skalare oder vektorielle Produkt aus einem ge-
wohnlichen Skalar mit einem polaren oder axialen Vekior
(Vektorprodukt) ist wiederum ein polarer bzw. axialer Vektor.

2. Das skalare Produkt aus einem polaren und axialen
Vektor (Vektorprodukt) ist ein Pseudoskalar.
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3. Dasskalare Produkt auseinem Pseudoskalar undeinem
polaren bzw. axialen Vekitor (Vektorprodukt) ist ein axialer
bzw. polarer Vektor.

4. Das skalare Produkt zweier polaren, wie auch zweier
axialen Vektoren (Vektorprodukte) ist ein gewohnlicher Skalar.

5. Das vektorielle Produkt aus einem polaren und einen
axialen Vektor (Vektorprodukt) ist ein polarer Vektor.

6. Das vektorielle Produkt zweier polaren wie auch zweier
azialen Vektoren (Vektorprodukie)isteinaxialer Vektor (Vekior-
produkt).

§ 11. Division von Vektoren.

Wéhrend wir bei der Multiplikation von Vektoren durch die an-
gegebene Spezialisierung von skalarem und vektoriellem Produkte ein-
deutige Resultate erzielten, wird die Sache etwas schwieriger, wenn
man zur Division von Vektoren iibergeht, da man hier nicht ohne
weiteres eindeutige Resultate erzielt, sondern dies erst durch geeignete
Festsetzungen moglich wird.

Die Division eines Vektors durch eine skalare Gripge leidet zunichst
an dieser Mehrdeutigkeit nicht, denn sie kommt schlieflich auf die
Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar zuriick nach Definition
des Quotienten als diejenige Grolle, welche mit dem Nenner (Skalar)
multipliziert den Zahler (Vektor) ergibt.

Es bedeutet

A

§=@

da € ein Vektor mit gleicher Richtung und Lage wie der Vektor %
ist, dessen absoluter Betrag aber gleich ist dem absoluten Betrag des
Zshlers dividiert durch den Nenner, denn es ist:

A At -+ 4,1+ 4,¢% A, . 4,, A,
o =g i G

B B B
folglich :

Al  1/(4s)? (Ay>2 (Az>2_ Vo2t
=V G+ G (5 - praraTa- g
sodaf} :

w_|u, 4
B-B w=ph

Steht dagegen im Nenner ein Vektor, so sind noch zwei Fille aus-
einander zu halten, je nachdem ob ndmlich der Zihler ein Vektor
oder ein Skalar ist.
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Betrachten wir zunichst den ersten Fall, wo also Zihler und
Nenner Vektoren sind, so haben wir die Gleichung zu lésen:

A O 1
3~ ¢ )
wo C eine zu suchende GroBe, deren Natur noch zu bestimmen ist.

Um dieser Aufgabe einen bestimmten Sinn beizulegen, wollen wir
im Anschlul an die gewohnliche Definition die Division aus der Multi-
plikation herleiten, indem wir sagen: ,,Den Vektor 9 durch den Vek-
tor B dividieren soll heiBen eine GroBe C suchen, die mit dem Nenner B
multipliziert den Zahler 9 gibt.“ Um iiber die Art der GroBe C zu
entscheiden, hat man zu untersuchen, ob dieselbe direkt als Vektor
angenommen werden darf oder nicht. Die erstere Annahme ldge nahe,
insbesondere, wenn man noch das Ganze in Koordinatenform schreibt :

A Ayt A+ 4,8
B~ B,it B,ji+ Bt

Allein man iiberzeugt sich leicht, daBl diese Annahme nicht zu-
lassig ist, denn wir hétten bei Wegschaffung des Nenners rechts das
vektorielle Produkt von % und € zu schreiben, da ja links ein Vektor 2%
steht, dem die rechte Seite gleich sein muB. Dann aber steht links ein
polarer Vektor einem axialen rechts gegeniiber, die einander nach
fritherem nicht gleich sein kénnen.

—C,i+C)i+ Ot

Auch eine geometrische Uberlegung fiihrt zum gleichen Ziel:
Wenn die Gleichung bestehen sollte:

A = [€,3]

so miite U auf der Ebene €, B also auch auf B senkrecht stehen, was
im allgemeinen nicht der Fall sein wird, weil wir an den Winkel von ¥
und B keine speziellen Bedingungen kniipfen diirfen.

C als skalare GroBe anzunehmen, wiirde auf die Gleichung fithren :

A

B = ¢ ; A=0C-B
d. h. der Vektor 9 wire gleich dem C-fachen Vektor 8, womit zugleich
gesagt ist, daBB % und B gleiche Richtung und Lage besitzen, was im
allgemeinen auch nicht moglich ist, da {iber den Winkel von 9 und %
nichts Bestimmtes ausgesagt ist, er also eine beliebige Grofe haben
kann und jedenfalls, nicht wie hier verlangt, gleich Null sein mu8.

1) Fiir eine weder als Skalar noch als Vektor bekannte Gr68e wiahlen wir voriiber-
gehend diese Schreibweise; die Unbestimmtheit wird durch den iiber dem Buchstaben
der GroBe angegebenen horizontalen Strich angedeutet.
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Wir miissen demnach fiir ' eine allgemeinere Annahme treffen,
wofiir die niichstliegende die ist, daB man C gleich der Summe aus
einem Skalar und einem Vektor setzt. Wir bekommen dann:

A
g —N+e

Nun entsteht die Frage, was fiir eine Multiplikation rechts beim
Ausmultiplizieren fiir € B?) zu nehmen ist, wenn 9 nach Voraussetzung
ein polarer Vektor ist, wohl nur die vektorielle, da ja das skalare Pro-
dukt zweier Vektoren eine skalare Grofle ist. Alsdann bildet sich aber
wegen des Vorzeichens weiter die Frage nach der Reihenfolge der
Faktoren und hierfiir setzen wir fest, dal stets der Zahler gleich
sein soll dem Produkt aus Quotient mal Nenner. In Koordi-
natenform ausgedriickt erhalten wir dann also:

A+ Ayi+ A, 8 = N(B,i+ B, + B.Y)
+ [(Cri+ Cyi + C.¥),(B,i+ Byj + B, 9]

Fithren wir die Multiplikation aus, indem wir rechts zur vektoriellen
Multiplikation die frither behandelte Darstellung des Vektorproduktes
durch die Koordinaten beniitzen, und vergleichen wir dann die Glieder
links und rechts, so folgt:

A, = NB, + (C,B,—C,B,)
A, = NB, + (C,B, — 0, B)
A, = NB, + (C,B,— C,B,)

Dies sind die drei Bedingungsgleichungen fiir die vier Grélen IV,
Oy, Oy, C,, woraus folgt, daB eine von ihnen noch willkiirlich an-
genommen werden kann.

Die Sache wird etwas einfacher, wenn man — was immer moglich
und wegen der fiir die Betrachtung gleichgiiltigen Lage der Koordinaten-
achsen stets zuldssig ist — die Koordinatenachsen gegeniiber den
Vektoren in einer speziellen Lage annimmt, und zwar etwa fol-
gendermafen :

Es falle der Vektor % in die Richtung der z-Achse, ¥ liege
in der 2y-Ebene und Vektor € sei beliebig.

Es wird dann:

B = B,i,
A= A,i+ 4,1,
C=0C1+0Cyj+ 0.t

!) Die Bedeutung des Horizontalstriches wurde auf vorausgehender Seite bereits
genannt.
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und obige Bedingungsgleichungen gehen iiber in:

A,
A,— NB, ; N=
A?/
A4,= C,B, ; C.— %

0=-C,B, ; d.h. 0, =0, da B, mit ¥ im allgemeinen
nicht verschwindet.

Fiir C, folgt keine bestimmte Angabe, d. h. diese Komponente ist
willkiirlich. Dies deutet auch die geometrische Darstellung an, aus
welcher hervorgeht, dafl der Ausdruck:

%=N+(§ oder A= NDB -+ [B,6]
ganz unabhingig von der Wahl von C, ist. Denn
1; welche Richtung auch der Vektor € in der xz-Ebene,
* bzw. welche Grofle seine xz-Komponente C, haben mag,
so dndert sich damit weder die von ihm gar nicht beein-
flute Grofe N B noch das Vektorprodukt [8,8] durch
den Inhalt des Parallelo-

Wir erhalten somit fiir den Vektor € den Ausdruck:
4, ¢

C=0Cpi+ 0, +01=Coi+0j+ 5

. A

z

d. h. der gesuchte Vektorquotient wird:

A_ A, 4y
B,

t+ Ot
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Er ist nach dieser Form wegen der unbestimmten Gréfe C, unend-
lich vieldeutig.

Man sieht also, dal nur durch Beseitigung dieser unbestimmten
GréBe C,, indem wir etwa die Festsetzung machen, daB C, = 0 sei,
d. h. die Komponente von € in der Richtung des Vektors 8 im
Nenner verschwinden soll (was der Fall ist, wenn € senkrecht zu B
steht, also hier in die xz-Ebene fillt), wir zu einer eindeutigen

Division zweier Vektoren, —g—, gelangen, die sich als Summe aus
einem skalaren Teil =% und aus einem vektoriellen Teil —f;lf dar-
z Yy
stellt, in unserem Spezialfall:
A A, A,
E s A

Man kann aber noch auf einem anderen Wege, der sich fiir die
Anwendung als zweckméBig erwiesen hat, zu einer eindeutigen Defini-
tion der Division zweier Vektoren gelangen.

Zu diesem Zweck betrachten wir jetzt den Fall, wo der Zihler
als eine skalare Griopge iiber einem Vektor als Nenner steht und haben
dann wiederum zunichst den Ansatz:

A

§=N+@

da Skalar oder Vektor fiir sich als Resultat, aus analogen Griinden,
wie vordem ohne weiteres wiederum auszuschlieBen sind.
Es muf3 dann sein:

A={N+E)B=NB+CB

Da links in 4 ein Skalar steht, mufl daher auch rechts eine skalare
GroBe hervorgehen. Da aber, solange B Vektor, N B stets auch Vektor
ist, 8o muBB N = 0 sein und fiir &B das skalare Produkt gelten, womit
dann folgt:

A=C8B = (Cpi+ Cyi+ C.1),(B.1+ Byi + B.¥)
woraus fiir obigen Spezialfall: 8 = B,1:
A= (Cei+ Cyi+ C,8),Byi = Cy By (1,i) = O B,

da
ti=1 und i=1%t1=0



§ 11. Division von Vektoren. 111

Es wird also: C, = —g» und ergeben sich fiir C, und O, keine Be-
z

dingungsgleichungen, weshalb sie willkiirlich sind, so da wir nun als
Resultat erhalten:

—NB+EB=0+09

N

A, . ]
=B—z1—l—0'y1+0,f

Setzen wir nun speziell 4 = 1, so folgt:

1 1, .
§=E1+Cy1+0ﬁ

1 wollen wir als reziproken Wert des Vektors B definieren, welcher

B

hiernach, da C, und C, noch ganz willkiirlich sind, unbeschréinkt viel-

deutig ist. Um zu einer eindeutigen Zuordnung von Vektor und seinem

reziproken Werte zu kommen, miissen wir diese Unbestimmtheit aus-

schalten, indem wir etwa C, = C, = 0 setzen. Es folgt dann als
Reziproker Wert des Vektors %:

1 1
__._=_-_1

¥ B,

womit Vektor B und —%— den gleichen Grundvektor i erhalten und also

der reziproke Wert des Vektors gleiche Richtung und Lage mit dem
Vektor selbst besitzt. Auch ist dann der absolute Betrag des reziproken
Wertes eines Vektors gleich dem reziproken Wert des absoluten Be-
trages des Vektors.

Ganz allgemein wird dann der gesuchte Quotient:

__A_i
~ B

&2

x

Wir untersuchen nun noch, ob die Multiplikation mit dem rezi-
proken Wert eines Vektors wirklich identisch ist mit der Division durch
ihn. Dabei haben wir auch wieder zwei Fille auseinander zu halten, je
nachdem der Zihler ein Vektor oder ein Skalar ist.

Fiir den ersten Fall erhalten wir als zunéchst skalares Produkt
aus einem Vektor U und dem reziproken Wert eines Vektors 8, wenn
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wir uns wiederum auf obige vereinfachende Lage der Koordinatenachsen
beziehen :

1 . R S
m,g = (4,1 + 4, I)’EI =B, (t,1) +
oder:
1 1 . . 1
91,;5 = Vﬁz ,A,1=—U

% b
Fiir das vektorielle Produkt der beiden folgt unter Zugrunde-

legung der allgemeinen Formel der Komponentendarstellung des Vektor-
produktes fiir den vorliegenden Fall, in welchem 4, = B, = B, =0

1 [ , L1, 1
[%’g] = l(Axl + A?I I)’_B_z I:, = —'—A

4,
vE, TR,
Ferner wird aus gleichen Griinden
1 [ . ] 1
[;‘g,ﬁ] = _EI’(A“ +4,))| = *;Ayf
so dal}, wie zu erwarten:
1 1
)=~
Nun folgt:
1 1] 1 [ 1 ] 4, | 4,
Uy [m,%_ “ Tl =B TR!
Nach fritherem driickt sich aber der Vektorquotient aus durch
A A,

= Y 1
% Bx+Bxf+0’I

woraus nach obigem:
x U+ [—I—QI]+O i
B8 B’ B’ ¢
oder:
A [ 1 ] .
S =Y — (U |+ O,
A R T R
Setzen wir die ganz willkiirliche Grofle C, auch hier wiederum
gleich 0, so wird:

% _1

5= vt + o] -0y - [ng]

d. h.
Die Division zweier Vektoren 1aBt sich eindeutig ersetzen
durch dieSumme oderDifferenz vom skalaren und vektorsel-
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len Produkt des reziproken Wertes des Vektors des Nenners
mit dem Zihler bzw. umgekehrt.

Man sieht, daBl der Quotient zweier Vektoren aus einem
skalaren und einem vektoriellen Teile besteht, was wir auch
bereits bei den Quaternionen konstatiert hatten, womit sich indertat
die Quaternion als Quotient zweier Vektoren erweist.

Fiir den Fall, daB3 der Zéhler ein Skalar ist, folgt unter den nim-
lichen Vereinfachungen:

Nach fritherem ist aber:

A 4 , :
%~=EI+C’”1+OJ

mit ¢y = C, = 0 wird:

und es folgt daher:

d. h.
Die Division eines Skalares durch einen Vekitor 148t sich
ersetzen durch das Produkt aus dem Skalar des Zahlers mit
demreziprokenWertdesVektorsdes Nennersoderumgekehrt.

Wir erwihnen zum Schiufl noch folgende Sitze iiber die Division:

Der Quotient aus einem polaren oder axialen Vektor
durch einen gewd6hnlichen Skalar ergibt wieder einen po-
laren bzw. axialen Vektor.

Der Quotient aus einem polaren oder axialen Vektor

durch einen Pseudoskalar ergibt einen axialen bzw. polaren
Vektor.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. 1. 8



IV. Die Funktion.
§ 12. Zahl und GroBe.

Fiir die Mathematik ist es — was schon gelegentlich betont wurde,
jedoch hier nochmals hervorgehoben werden soll — von grundlegender
Bedeutung, dafl sie ihre Operationen und Gesetze nicht fiir spezielle
Zahlen, sondern fiir Zahlen schlechthin ableitet. Daher werden wir im
folgenden, ausgenommen in besonderen Beispielen, immer mit Zeichen
operieren, die uns eine Zahl eines gewissen Zahlentypus oder Zahlen-
gebietes zu reprasentieren haben. Schreiben wirz. B.,,a‘, so meinen
wir damit irgendeine reelle Zahl und was wir iiber dieses a auszusagen
imstande sind, gilt dann fiir alle reellen Zahlen, insoweit sie eben von
diesem o représentiert sind. Es ist gleichsam der Buchstabe a das
Zeichen fiir den Typus, fiir die Gattung; die einzelnen Individuen
sind dann die Zahlen, die er reprisentiert, also in unserem Fallez. B. 1, 2,

245, —3,187, ]/5, 0,0357 . - - usw., kurz alle reellen, rationalen und
irrationalen Zahlen. Sollten z. B. durch die Zeichen a, b, ¢ nur ganze
Zahlen bezeichnet werden, so muB} dies ausdriicklich betont werden und
alle Gesetze, die wir dann unter dieser Voraussetzung ableiten, gelten
natiirlich nur fiir die ganzen Zahlen. Es ist dann nicht notwendig,
fiir die einzelnen Zahlen jeweils die Sache speziell abzuleiten, sondern
die Ableitung fiir den Typus oder Reprisentanten enthilt in sich die
Ableitung fiir alle einzelnen Individuen. Zum Unterschied von den
speziellen einzelnen Zahlen spricht man von ihrem Représentanten,
der Zahl a oder b als der allgemeinen Zahl.

Wiirden wir uns auf das eben Gesagte beschrinken, so blieben wir
im Gebiete der reinen Zahlenrechnung. Fiir die praktische Verwendung
derselben ist es aber wesentlich, daB diese Zahlen in derselben nicht
an und fiir sich Bedeutung haben, sondern als Vertreter von gewissen
Eigenschaften physikalischer oder chemischer Zustdnde und Vorginge,
die den Gesetzen, welche fiir die Zablen gelten, unterworfen werden
konnen. In diesem Sinne konnen wir dann die Zahlen selbst als
GréBen bezeichnen, indem sie eben bestimmte Quantitiaten (,,Mengen‘
in gewohnlicher Ausdrucksweise) zur Darstellung bringen?).

1) Vgl. hierzu auch S. 67.
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Im allgemeinen sind die GroBen sehr verschiedener Art und kénnen
gegenseitig miteinander nicht verglichen werden, wie dies z. B. fiir Zeit
und Temperatur, Wirme und Lénge einleuchtet; sondern dies ist nur
mit Grofen gleicher Art moglich. Jede GroBenart steht fiir sich und
ist nur durch ihresgleichen stets mefbar. Die Quantitdt derselben,
mittels der man die GroBe mift und angibt, nennt man die Gréfen-
Einheit, welche an und fiir sich eigentlich willkiirlich wére, aber doch
so gewihlt werden muf}, daB sie moglichst unveréinderlich ist?), so da
man sie notigenfalls jederzeit hinreichend genau herstellen kénnte, daf3
sie ferner in der Rechnung nicht unbequem grofie oder kleine Maf-
zahlen bedingt und leichte gegenseitige Verstandigung ermoglicht u. a. m.
Sie wird daher meist in einer fest beibehaltenen Grofie, wie Ausdehnung,
Menge, Stirke usw. gewdhlt, welche fiir die Léngeneinheit z. B. das in
Paris aufbewahrte Normalmeter ist.

Fiir besondere Verhiltnisse wihlt man dann von dieser in beque-
mer Unterteilung, meist Dezimalteilung, erhaltene Einheiten, wie z. B.
fir die Léngenmessungen der &uBlerst kleinen Lichtwellenléngen den
millionsten Teil des Meters als esn Mikrometer oder Mikron (1 w); anderer-
seits fiir sehr groBe Lingen den tausendfachen Betrag des Meters als
Kilometer, den 7420,44-fachen Betrag als sog. geographische Meile; fiir
ganz groBe Verhéltnisse in der Astronomie, das Meter verlassend, die
mittlere Entfernung der Erde von der Sonne (Solardistanz) oder die
grofle Achse der Erdbahnellipse. Fiir Krifte ist in der Technik z. B.
das Kilogramm die NormalmaBeinheit, d. i. das Gewicht eines Kubik-
dezimetersWasser von -+4 Grad Celsius Temperatur, also die Kraft, mit
der diese Wassermenge unter 45 Grad georgr. Breite infolge der Erd-
anziehung auf ihre Unterlage driickt; davon abgeleitete Einheiten sind
Milligramm, Gramm, Tonne u.a. Die Leistung oder der Effekt einer
Maschine wird ausgedriickt in den Einheiten Meter-Kilogramm pro Se-
kunde oder Watt (davon abgeleitet Hekto- und Kilowait) und Pferdekraft.

Indem man eine solche Einheit jeweils als Vergleichsmafl der
GroBenart zugrunde legt, kann man alle GréBen quantitativ durch
Zahlen ausdriicken, da sich alle GroBenausdehnungen immer in dieser
ihrer GroBeneinheit vermdge ihres Verhiltnisses zu dieser Einheit mittels
eines Zahlenfaktors ausdriicken lassen. Indem wirnun der Gré8en-
einheit die Zahleneinheit ,,1“ zuordnen, konnen wir jeder Menge,
Quantitidt, Ausdehnung der GroBenart eine Zahl zuordnen, die sie be-
ziiglich ihres MaBes vollkommen zu vertreten imstande ist und erhalten
so die Quantitat (GréBe als Langenausdehnung u. dgl.) einer Grofen-
art ganz ausgedriickt durch Zahlen.

Trifft man nun auf GréBen, bei denen unter Zuordnung der bisher

1) oder dann das Gesetz ihrer Verdnderlichkeit genau bekannt sein muB.
8*
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genannten Zahlen die auf letztere angewandten Rechnungsregeln der-
selben zu keinen richtigen Resultaten fithren, indem eben diese Grofen
ibrer inneren Natur nach die Gesetze der auf sie angewandten Zahlen
nicht befolgen, dann kann man auch dazu kommen, eben auf Grund
dieser Nichtiibereinstimmung neue ,,Zahlen* einzufithren und dieselben
so zu definieren und ihre Rechnungsregeln gerade so aufzustellen, daf3
die mit ihnen gewonnenen Resultate in die Sprache der durch sie ver-
tretenen GroBen iibersetzbar sind. Wir erinnern diesbeziiglich an den
ausfiihrlich behandelten Fall der Vektoren und auch der Quaternionen.

Das Wort Grofie umfalit also den allgemeinen Begriff
einer quantitativ bestimmbaren, d. h. meBbaren Eigenschaft eines Kor-
pers, eines physikalischen oder anderen Vorganges,

oder einer Eigenschaft, welcher eventuell auch in anderer
als genannter Weise noch Zahlen zugeordnet werden
kénnen?).

Fiir uns kommt aber nicht diese allgemeine Definition in Betracht,
sondern jene, die wir auf Seite 67 der Vektorenrechnung angefiihrt
haben und welche der Vollsténdigkeit halber nochmals zitiert werden soll :

Die Grépe ist eine Zahl, welche eine bestimmte, im all-
gemeinen quantitative Eigenschaft einer Erscheinung re-
prisentiert oder eine angewandte Zahl.

Diese MeBbarkeit nun driickt nichts anderes aus, als daB} wir diese
Eigenschaft mit irgendeiner als Einheit angenommenen, ihr gleich-
artigen vergleichen konnen. Jede solche Messung setzt eine Ab-
straktion voraus, das will sagen, fiir die betreffende Messung wird nur
eben die zu messende Eigenschaft in Betracht gezogen, von allem an-
deren wird abgesehen. So kann es vorkommen, da scheinbar auch
heterogene Dinge verglichen werden; in Wirklichkeit hat man dann
aber durch Abstraktion gewisse Gleichartigkeiten in ihnen gefunden,
die dann der Vergleichung, der Messung und damit der Zuordnung
von Zahlen unterworfen werden konnten. Die Zahl selbst ist eben gleich-
sam das Abstractum par excellence, indem fiir ihre Begriffsbildung von
jeder speziellen Eigenschaft physikalischer Korper abstrahiert wird, sie
demnach zum Reprisentanten fiir alle verwertet werden kann.

1) So sind z. B. GrifBen: Die Hohe eines Turmes, die Linge einer Stange, die
Distanz, der Abstand zweier Punkte, der Inhalt einer Fliche oder das Volumen
eines Korpers, die Intensitdt des Lichtes, die Temperatur oder Temperatur-
differenzen, die Geschwindigkeit eines fallenden, iiberhaupt bewegten Korpers,
die Energiemenge z. B. von Akkumulatoren aller Art, die Explosionsméglich-
keit bei der Herstellung von SchieBpulver, die Sterbens- oder Erlebenswahr-
scheinlichkeit in der Versicherungsrechnung usw. usw.
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Das Resultat dieser Vergleichung ist eine gewisse Zahl, die wir
als Magzahl der zu messenden Quantitidt beifiigen oder zuordnen; in
der gewohnlichen Ausdrucksweise gesprochen: ,,Wir messen durch
diese Zahl diese Eigenschaft®, also z. B. die Energie eines Korpers,
oder die Zeit als Eigenschaft fiir den Verlauf, das Fortschreiten eines
Prozesses. Dabei ist aber immer festzuhalten, daB nicht die Zahl selbst
mifit, sondern die Zahl nur der Ausdruck der Messung in der Sprache
der Arithmetik ist und das Resultat derselben angibt. Allerdings unter-
scheidet sich die so gewonnene Zahl als MaBzahl von der reinen Zahl,
und zwar dadurch, da8 sie nur in Relation zur betreffenden gemessenen
Eigenschaft fiir die Anwendung einen Sinn bekommt.

Dieses Ausdriicken von quantitativen Eigenschaften bestimmter
GréBen, wie Lénge, Zeit, Stromstéirke, Spannung usw. durch Zahlen
hat den groflen Vorteil, dal man, nachdem einmal eine zweckmiBige
Zuordnung dieser Zahlen zu den zu messenden Eigenschaften statt-
gefunden hat, mit diesen Zahlen nach den fiir sie allein geltenden Ge-
setzen rechnen kann und nur die Resultate wieder in die Sprache der
durch die Zahlen bezeichneten Eigenschaften zu iibersetzen hat. Die
Zahlenrechnung leistet dann Zeit- und Arbeitsersparnis, insofern sie
uns die Mithe abnimmt, in jedem Augenblick die zu behandelnden
Eigenschaften mit den Gréen, zu denen sie gehéren, die oft die kompli-
ziertesten Zusammenhénge zeigen, vorzustellen und ihre Beziehungen
festzuhalten.

So z. B. ist in J =r2?x die allgemeine Zahl r der Vertreter der
melbaren GroBle des Kreisradius; die ebenfalls allgemeine Zahl, durch
das Zeichen, den Buchstaben J dargestellt, ist hier Reprédsentant der
ebenfalls meBbaren GréBe oder der quantitativen Seite des Flichen-
inhaltes des Kreises. Beide GroBien, Inhalt des Kreises und Radius,
stehen in einem gesetzmifligen Zusammenhang, dem auch die beiden
allgemeinen Zahlen J und r unterworfen sind und der in dem durch
diese Gleichung ausgedriickten Gesetze gegeben ist. & und 2 sind hier
bestimmte Zahlen und nicht etwa auch Vertreter von GroBen, die den
Zusammenhang der beiden GréBen J und r (die nun als Zahlengréfien
oder allgemeine GroBlen aufgefallt werden konnen) charakterisieren.
Ebenso konnten die Zeichen oder Buchstaben J und r zwei andere
Groflen vertreten, wenn diese den gleichen gesetzméfiigen Zusammen-
hang zeigen, sogar in der genau gleichen Form und Schreibweise der-
selben nach obiger Gleichung.

Zufolge ihrer Definition als mefBbare Eigenschaft 146t sich die
Gréfe in der Rechnung stets durch allgemeine Zahlen bzw. deren Buch-
stabenzeichen ersetzen und vertreten, insofern sie eben diese meBbare
Eigenschaft nach dem Vorhergehenden darzustellen imstande sind, d. h.
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wir von ihnen aussagen konnen, dafl die eine grofier oder kleiner ist
als die andere, daf} sie zunehmen oder abnehmen, Wachstums- und Ab-
nahmeeigenschaft besitzen, welche Verhéltnisse sich alle durch die
MafBzahlen, also in bestimmten Zahlen ausdriicken.

Vergleichen wir z. B. zwei Lingen als ,,Gré8en® miteinander, in-
dem wir etwa sagen, die eine ist doppelt so gro3 als die andere oder
indem wir sagen, die eine ist 10 Meter und die andere 5 Meter, so kann
ich sie in der Rechnung auch ohne weiteres durch zwei Zeichen z und y
ersetzen, die allgemeine Zahlen bedeuten, wenn diese das gleiche Ver-

héltnis aufweisen, also x doppelt so groB ist als y oderg— = 2 ist. Statt

an die beiden Léngen zu denken, koénnen wir in der Rechnung kiirzer
und einfacher die beiden allgemeinen Zahlen oder Gréflen z und y be-
trachten und behandeln unter steter Beriicksichtigung, daf ihr Ver-
hiltnis gleich 2 ist.

Wenn wir im weiteren Verlauf der Darstellung unter fortdauernder
Riicksicht auf die mathematische Behandlung von ,,Gré8en‘ sprechen,
8o verstehen wir demnach darunter stets Gr68en, die durch all-
gemeine Zahlen ausgedriickt sind und die so quantitative
Eigenschaften in bestimmter, vorher festgestellter Weise
darstellen. Auf diese Art kénnen wir die zwischen den genannten
Eigenschaften bestehenden Gesetze in einfachster Weise kurz mittels
der leicht zu iibersehenden und einfacher zu behandelnden Zahlen und
der Zahlenrechnung ableiten, um dann im Resultat sofort durch Deu-
tung der Zahlen als Reprédsentanten der quantitativen
Eigenschaften von Gréf8en unter Beifiigung der Vorstellung der
betreffenden Grofie ihren gesetzmiBigen Zusammenhang zu erkennen.
Dies ist natiirlich auch stets wihrend der Ableitung und Behandlung
an jeder Stelle moglich und muB auch immer eingreifen, wenn es
sich um andere als bloBe mathematisch - rechnerische Diskussionen
handelt.

Die Zahlenrechnung erméglicht uns ferner, sobald einmal die richtige
Darstellung der GréBen durch die Zahlen stattfindet, Vorausrechnungen
zu machen; sie enthebt uns der Notwendigkeit, alles zu messen.

Infolge der Repréisentanz durch die Zahlen liegt es nahe, auch die
Rechnungsgroflen in der Mathematik diesen entsprechend zu unter-
scheiden in positive und negative, ganze und gebrochene, rationale und
trrationale, reelle, imagindre und komplexe Gréfen, welche vermittels
der sie repriisentierenden Zahlen auch zur geometrischen Darstellung
gelangen kénnen auf der Zahlenlinie bzw. Zahlenebene und im Zahlen-
raum. Es sind somit alle GroBen einer bestimmten Grofienart graphisch
als Strecken darstellbar, sobald man ihrer Einheit eine Einheitsstrecke
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zugeordnet hat, das ist auch die der MaBzahl oder der dieser zugeord-
neten Zahleneinheit, der Zahl 1 entsprechende.

Durch andere Zuordnungen kann man die Darstellungsméglichkeit
einer Grofle auch noch erweitern. Indem man ibrer Einheit z. B. eine
bestimmte Fliche als Flicheneinheit zuordnet, kann man die GroBe
nach Ausdehnung, Gewicht usw. in Form von Flicheninhalten dar-
stellen und erhdlt in Gestalt von deren zahlenmiBig ausgedriickter
FlachengroBle auch wiederum die der allgemeinen Gréfe zugeordneten,
sie vertretenden Zahlen.

Durch die Rechnung mit Groflen vermittels der Zuordnung von
Zahlen erklart sich auch sofort das Auftreten von sog. negativen oder
gar imagindgren allgemeinen Grdflen physikalischer Art, obgleich wir
uns solche eigentlich nicht vorstellen kénnen. Es leuchtet ja ein, daf
man nicht von einem ,,negativen Korperinhalt* reden kann, wenn der
kleinste iiberhaupt mogliche null ist; ebenso ist es in diesem Sinne
sinnlos, von einer imaginiren Vieleckseite oder gar Temperatur zu
sprechen. Beachten wir aber, dal diese Namen sich auf die den Grofien
zugeordneten Zahlen beziehen, so ist uns ihre Bedeutung erklérlich;
sie sollen uns lediglich das sagen, dall sich die ihnen zugeordneten
Grofen beziiglich ihres Mafles so zueinander verhalten, wie diese Zahlen.
Eine ,,negative Temperatur* bedeutet in diesem Sinne nicht, dafl die
Temperatur eine andere physikalische Beschaffenheit aufweist; die
GroBe ist genau die namliche geblieben, aber ibr Verhalten zu einer
anderen (positiven) Temperatur ist wie dasjenige einer ihrem Mafl ent-
sprechenden negativen Zahl zur entsprechenden positiven Zahl. Eine
negative Temperatur von —z° Cels. besitzt zur positiven Temperatur
~+y° Cels. eine Temperaturdifferenz von y — (—x) = (y+x) ° Cels., wie die
Zahlen —z und +y eine Differenz y + = aufweisen. Durch einfache
Versetzung des Anfangspunktes der Zéhlung, des Nullpunktes, um
wenigstens 2 Einheiten tiefer konnen wir alle diese Temperaturen
,,positivé machen. Das Verhalten der neuen so gewonnenen Mafizahlen
deutet uns dann in nur positiven Zahlen das nédmliche Verhalten der
Temperaturen. Ein ,negativer Korperinhalt” von —5 m? bedeutet
den Inhalt eines Korpers von 5 m3, der mit entgegengesetzter Wirkung
in Rechnung zu setzen ist, als wie ein anderer (positiver) z. B. von der Gréfe
10 m3; das sind zwei Koérperinhaltsgrofen, die sich in der Rechnung
verhalten wie die Zahlen —5 und -+10 und daher in dieser auch so
zu betrachten und zu behandeln sind. In gleichem und keinem anderen
Sinne ist auch eine ,,negative Linge®, ein ,,negativer Flidcheninhalt®,
eine ,,imagindre Weglinge oder Beschleunigung, Arbeit usw. zu ver-
stehen; zu einer wirklichen Vorstellung, die unmdglich ist, kommt es
dabei nicht.

Es moge an dieser Stelle ein fiir allemal hervorgehoben sein, daf3
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wir uns im weiteren, mit wenigen Ausnahmen, die jeweils besonders
betont sind, nur auf Betrachtungen im Gebiete der reellen Zahlen
und GroBen beziehen. Einmal liegt dies begriindet in der weitaus
maBgebenderen Bedeutung der reellen GroBen fiir die Anwendungen
auf Probleme des Technikers und dann wiirde uns eine fortwihrende
ausfithrliche Beriicksichtigung, namentlich der allgemeinen einfachen
komplexen Zahl und GroBle — als deren Spezialfall immerhin in allen
Betrachtungen und Ableitungen stets die reelle hingestellt werden
konnte — viel zu weit fithren.

§ 13. Konstante und Variable.

Im vorausgehenden ist auch der Gedanke enthalten, daBl wir stets
darauf achten miissen, einerseits die Zahlen den GroBen so zuzuordnen,
daf} letztere von ihnen in zweckentsprechender und nicht auf Irrwege
filhrender Weise dargestellt werden und andererseits wir auch um-
gekehrt durch diese Grofen aufgefordert werden, unseren Zahlen ge-
wisse Bedingungen aufzuerlegen unter Beriicksichtigung der Opera-
tionen, die wir mit ersteren durchzufiihren haben. Darin ist aber ent-
halten, daBl wir fiir die Anwendung der Mathematik in die Zahlen die-
selben Konstanzen oder Verdnderlichkeiten hineinzulegen haben, die
uns die durch die Zahlen zu messenden GroéBen darbieten, und da ist
es eine ganz allgemeine Tatsache, daBl wir zwei Arten von Grollen
kennen: solche, die in ihren Eigenschaften oder in ihren Quantitéts-
werten nach menschlicher Voraussicht unveridnderlich sind und solche,
die Veranderungen zeigen, letztere stetig!), d. h. ohne, daBl Zwischen-
werte iibersprungen werden oder unstetig, sprungweise.

Wenn man auch nicht behaupten kann, daf die Unterscheidung
konstanter und veréinderlicher Zahlen allein dadurch bedingt ist, daB
es meBbare Eigenschaften von Dingen gibt, die entweder konstant oder
verdnderlich sind, so kann man auch nicht umgekehrt ohne weiteres
behaupten, dafl die letztere Unterscheidung auf die erstere ohne jeden
EinfluB geblieben ist. Jedenfalls sind wir also gezwungen, zwei Haupt-
arten von Zahlen zu unterscheiden:

1. Unverinderliche oder konstante Zahlen, die im Laufe der Be-
trachtung ihren Wert nicht &ndern, ihn beibehalten; man bezeichnet
sie kurz als Konstante und setzt fiir sie gewohnlich die Anfangs-
buchstaben des Alphabetes:

A,B,C,D,--- a,b,c,d, -+ a,3,7v,0d, -

1) Auf die Begriffe ,,stetig und ,,unstetig’ kommen wir im folgenden noch ein-
gehender zuriick (vgl. S. 319ff.).
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2. Veriinderliche oder variable Zahlen, die im Laufe der Operation
ihren Wert #ndern; man bezeichnet sie kurz als Verdnderliche oder
Variable und setzt fiir sie gewohnlich die Endbuchstaben des Alpha-
betes:

e W, X, Y, Z - W, X, YRy Yy P, O

Konstante Grolen, reprisentiert durch konstante Zahlen, sind
z. B. historische Daten, die Gewichts- und Léngeneinheiten, der Nominal-
wert eines Wertpapieres, die Beschleunigung des freien Falles (an ein
und demselben Ort) usw.

Variable Grofen, représentiert durch variable Zahlen sind z. B.
die mittlere Jahrestemperatur eines Ortes, der Kurswert eines Wert-
papieres, die Geschwindigkeit eines fallenden Korpers usw.

Im AnschluBl an den zweiten obigen Fall wiren noch weiter zu
unterscheiden :

a) die stetig veridnderlichen Zahlen,

b) die unstetig bzw. sprungweise verdnderlichen Zahlen.

Was die stetig verdnderlichen Zahlen anbelangt, so wollen wir
diese Stetigkeit zundchst dahin festlegen, dafi eine Zahl ,stetig
verdnderlich heilen soll, wenn es beim Durchlaufen eines gewissen
Zahlengebietes (Zahlenintervalles) keine Zahl desselben gibt, die
nicht von der verdnderlichen Zahl erreicht werden kénnte.
Also, wo wir auch in dem durchlaufenen Intervall eine Zahl auswéhlen,
kénnen wir sicher sein, dafl die Veranderliche einmal diesen Wert
annehmen mufl. Sie muf} jede zwischenliegende Zahl, rationale und
irrationale, treffen, und zwar in der Reihenfolge, welche durch das ein-
sinnige Fortschreiten vom Anfangs- zum Endpunkt ihres Zahlengebietes
oder umgekehrt gegeben ist. Ist diese Forderung nicht erfiillt, so nennen
wir die Zahl ,,unstetig‘‘ oder ,,sprungweise verénderlich*’. Eine solche ist
z. B. auch eine Variable, welche nur die Werte aller ganzen Zahlen
durchléuft.

Je nachdem eine Verdnderliche nur reelle Zahlen oder auch kom-
plexe Zahlenwerte besitzen kann, sprechen wir von einer reellen
Variablen oder von einer komplexen Variablen.

Das Zahlengebiet, welches die veréinderliche Zahl bei ihrer Ver-
dnderung innerhalb der reellen oder komplexen Zahlenreihen durch-
laufen darf, ist im allgemeinen nicht unbeschréankt, sondern innerhalb
gewisser Grenzen eingeschlossen. Seien z. B. fiir die Verénderlichkeit
der Zahl x die Grenzen, innerhalb deren sie sich verdndern darf, ¢ und b,
wobei b > @, so nennen wir a ---b das Intervall der Verdnder-
lichen xz, a den Anfangs- und b den Endwert desselben. Hierbei ist
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aber noch jeweils genauer anzugeben, ob die Anfangs- und Endwerte
zum Intervall mit hinzuzurechnen sind oder nicht. Wir werden inder-
tat spiter Beispiele kennen lernen, wo dies von Bedeutung wird (wenn
z. B. im einen Endwert eine Funktion ihre normalen Eigenschaften
verliert, z. B. ,,unendlich groB‘ [siehe unten] wird). Es ist nicht selbst-
verstdndlich, dal, wenn ein Gesetz fiir die verdnderliche Zahl, solange
sie innerhalb des Intervalles a ---b sich befindet, gilt, fiir sie auch
gelten muf}, wenn sie die Endwerte desselben erreicht; sie kann in
diesen ganz anderen Gesetzen folgen. Darf die Veréinderung der Zahl
derart sein, dall die Endwerte des Intervalles mit zum Verdnderungs-
bereiche derselben gerechnet werden, so nennt man das Intervall ein
abgeschlossenes. Daher wollen wir noch den Begriff des Verdnderungs-
bereiches einer Variablen naher dadurch festlegen, da wir sagen, eine
Veranderliche ist fiir denjenigen Wert definiert, den sie zufolge ihrer
Bedeutung und ihrem Verhalten annehmen darf. Demnach ist eine stetig
Verdnderliche in einem bestimmten Intervall fiir alle Zahlwerte des
Intervalles definiert, die Endwerte miteingerechnet oder nicht. Eine
unstetig Verdnderliche dagegen ist nur fiir bestimmte Zahlwerte des
Intervalles definiert, so z. B. wenn eine Verinderliche im Intervalle
@ -+« b nur alle ganzen Zahlen annehmen darf, so ist sie nach der ge-
gebenen Ausdrucksweise nur fiir die ganzen Zahlen definiert oder mit
anderen Worten fiir sie giiltig.

Man spricht ferner von beschrdnkiund unbeschrinkt Variablen,
je nachdem die Veridnderliche einerseits nur bestimmte endliche Werte,
z. B. nur alle positiven, ganzen Zahlen oder alle Werte zwischen be-
stimmten Grenzen, wie von 0 bis 1, 7 ---12, —20 --- 410 usw. an-
nehmen kann oder andererseits iiberhaupt alle moglichen Werte.

Uberschreitet eine Verinderliche jeden irgendwie er-
reichbaren endlichen Wert, so nennt man sie unendlich
grop und gebraucht dafiir das Zeichen ,m 1),

Das Intervall einer positiven, unbeschréinkt Variablen ist dem-
nach: 0. .+ oo und das groBtmogliche Intervall einer reellen un-
beschrankt Variablen: —oo - .- 400,

§ 14. Einfiihrung der Funktion.

Wir haben oben gesagt, da uns, fiir die praktische Verwertung,
die Zahlen in irgendwelcher Art GroBen représentieren, die mefbar
sind oder iiberhaupt, allgemein gesagt, mit Zahlen in bestimmte Be-
ziehung gebracht werden koénnen. Aber es geht nicht an, nur einzelne
derartige GroBen fiir sich zu betrachten. Was wir antreffen, sind stets

1) Vgl. auch 8. 31, 244.
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Beziehungen von zwei oder mehreren solchen GréBen, also fiir uns
Beziehungen von zwei oder mehreren solchen verénderlichen oder un-
verdnderlichen Zahlen. Vor allem sind es die ersteren, die dabei von
Interesse fiir uns sind. Wenn ich z. B. die Beziehungen ermitteln will,
die zwischen Weg und Fahrzeit, elektrischer Stromstéirke und Span-
nung, Erzeugungswirme und erzeugter Dampfmenge bestehen, so habe
ich es mit zwei verinderlichen Gréfen zu tun, die aber sich nicht von
einander unabhéngig verindern konnen, sondern durch gewisse Gesetze
in ihrer Veréinderlichkeit aneinander gebunden sind. Daraus entsteht
fiir uns in der reinen Zahlenrechnung die Forderung, solche Gesetz-
méBigkeiten der Beziehungen zweier oder mehrerer verdnderlichen
Grofen zu betrachten. Wir nennen eine solche Beziehung eine funk-
tionale Beziehung der verédnderlichen Zahlen bzw. GroBen.
Versuchen wir also die Verdnderung einer Zahl (GroBe) mit der
Verédnderung einer anderen Zahl (Grofie) zu kombinieren und deren
gegenseitige Beziehung in jedem Moment ins Auge zu fassen, so ge-
langen wir zum Begriffe der Funktion, wie er in der Mathematik,
entsprechend formuliert, Verwendung findet. Dieser ist nach obigem
wesentlich, dafl in ihr vermége irgendwelcher Festsetzung den einzelnen
Werten einer Veranderlichen, einer Zahl, die Werte einer anderen ver-
dnderlichen Zahl zugeordnet werden; es reduziert sich somit der
wesentliche Inhalt des Funktionsbegriffes auf den Begriff
der Zuordnung. In welcher Weise diese Zuordnung zu geschehen

hat, d. h. wie sie néher zu bestimmen ist, ergibt sich entweder aus der
Art der Beziehung der GréBen, welche durch diese Zahlen vertreten
werden oder in der reinen Mathematik durch Festsetzungen, die in
irgendeiner Weise gefordert oder durch logische Setzungen, durch An-
sitze begrindet sind. In dieser Definition der Funktion ist die-
selbe in ihrer vollsten Allgemeinheit enthalten, welche wir gegeben
haben, um von vornherein zu zeigen, dall man nicht auf jenen Begriff
der Funktion beschriinkt ist, wie er am hiufigsten in den Anwendungen
vorkommt, sondern wie er zweckméifBig dazu benutzt werden kann,
Zusammenhénge jedweder Art darzustellen; es ist eben nur notwendig,
daB man sich erstens iiber den Zusammenhang der Gréflen klar werde
und nachher ihm in eindeutig giiltiger Weise die Zahlenverdnderung
zuordne, dazu vor allem den Bereich festlege, innerhalb dessen diese
Funktion und damit die sie vertretende Verdnderliche, Zahl, Werte
haben darf.
- Es ist natiirlich nicht méglich, die Funktion in dieser allgemeinen
Form zu behandeln, sondern man hat sich darauf zu beschrianken,
Funktionen von gewisser Art, wir konnen sagen, bestimmte Funktions-
klassen in Behandlung zu ziehen.

Zunéchst erscheint als einfachste derselben diejenige, wo jedem
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Werte einer Verdnderlichen x innerhalb eines gewissen Intervalles, des
sog. Definitionsbereiches derselben, ein bestimmter Wert einer anderen
Veranderlichen y zugeordnet wird. Diese Zuordnung geschieht nach
einem bestimmten Gesetze. Das mathematische Zeichen fiir dieses
Gesetz ist, sobald dasselbe nicht in irgendwelcher speziellen Weise
festgelegt werden soll, ein vor eine die erstere Variable umschlieBende
Klammer gesetztes ,,/* oder ,,¢* oder ,,F* usw. und wir finden daher:

Sind zwei verdnderliche Grofen représentiert durch allgemeine,
ihnen zugeordnete verénderliche Zahlen, auf irgendeine Weise nach
einem bestimmten Gesetz aneinander gebunden, so dafl sich die eine
derselben (y) verdndert, je nachdem es die andere (x) tut, so nennt
man die erstere eine Funktion der letzteren!), so dafl wir fiir die Funk-
tion in dem fiir uns wesentlichen engeren Sinne folgende Definition
geben koénnen:

Eine Grofie (Zahl) y, deren Wert von einer anderen ver-
inderlichen Grofe (Zahl) x nach einem bestimmten Gesetze ab-
hiingig ist, heiBt eine Funktion von o .

Man sagt auch, die Werte von y sind denjenigen von x zugeordnet
und schreibt dieses Abhéngigkeitsverhéltnis in symbolischer Weise
folgendermafien:

y=f(x) %)

(sprich: ,,y gleich Funktion von x*‘).

Diese Art des funktionalen Zusammenhanges nennen wir im Gegen-
satz zum geomelrischen, der, wie wir ausfiihrlich zeigen werden, durch
Kurven gegeben ist, die algebraische oder analytische Form im
weiteren Sinne dieser Worte.

Da die Verénderlichkeit von y hier durchaus durch diejenige von x
bedingt ist, so kann y nur ganz bestimmte Werte annehmen, die denen
von z entsprechen; mit anderen Worten: Die Variable y ist in ihrer
Verénderlichkeit von = abhéngig, wohingegen = gegeniiber y die Rolle
der unabhéngig Verédnderlichen spielt. Man bezeichnet in solchem Falle
daher auch x als unabhingig Variable oder Urvariable oder als

1) Dabei braucht das Gesetz der gegenseitigen Beziehung nicht durchaus be-
kannt zu sein.

2) Wir machen hier ausdriicklich darauf aufmerksam, daB ,,f* in dieser Schreib-
weise durchaus nicht als Faktor aufzufassen ist, sondern nur die Rolle eines Schreib-
zeichens spielt, um das Funktionsverhiltnis zwischen # und y, bzw. der durch sie
vertretenen Grofen anzudeuten; es kann als Abkiirzung der Worte: ,,Funktion von‘
betrachtet werden.
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Argument der Funktion und y als abhdngig Variable oder kurz
als Punktion.

Unsere frither gegebene, allgemeine Definition der Funktion sagt
zunichst nichts dariiber aus, welche von den beiden Verianderlichen
wir als die unabhéngig Verdnderliche zu nehmen, bzw. welche GroBe
wir als von der anderen abhingig zu betrachten haben. Die obige
Schreibweise y = f(x) jedoch macht bereits dariiber eine Festsetzung,
indem sie ausdriicken soll, dal darin stets x die unabhéngig Verénder-
liche ist, wihrend y die abhéngige, d. h. diejenige GroBe oder Zahl,
die in ihrem Momentanwerte durch das Gesetz ,,/* an den Momentan-
wert von x gebunden ist. DaBl die Variable x dabei doch wieder ihrer-
geits in gewisse Grenzen eingeschlossen sein kann, #ndert an dieser
Sache nichts und wurde auch frither bereits erwéihnt.

Man nennt diese Form der Funktionsdarstellung, die in y = f()
oder ¥y = @(x) oder z = F(u) usw. vorliegt, die explizite Form oder
Schretbweise der Funktion, wihrend man die Form, in welcher dar-
iiber noch nicht entschieden ist, welche von den beiden Variablen die
abhingige und welche als die unabhiingige zu betrachten ist, die ¢m-
plizite Form oder implizite Angabe der Funktion nennt. In letzterer
Form pflegt man stets alles auf die linke Seite zu setzen, so daf sich
diese allgemeine Angabe z. B. fiir die beiden Variablen x und y ergibt
in der Schreibweise:

f(m, y)=0

Daf} sich auch jede explizite Form auf diese Gestalt bringen laft,
ist klar, folgt aus der obigen Darstellung iibrigens auch sofort, wenn
wir f(x) auf die linke Seite schaffen und schreiben: y — f(x) =0. Ob
aber auch umgekehrt die implizite Form stets auf eine der expliziten
Schreibweise y = f(x) oder = ¢ (y) gebracht werden kann, darfim all-
gemeinen nicht ohne weiteres behauptet werden.

Aus der obigen Schreibart des Funktionsverhiltnisses geht das
spezielle Gesetz der Abhéngigkeit oder Zuordnung der beiden Variablen
nicht hervor.

Um zugleich anzudeuten, wie im speziellen y von z abhingt,
schreibt man statt des allgemeinen Zeichens [ die spezielle Form, z. B.
az + b3, oder an Stelle derselben ein bestimmtes, nur fiir ihre An-
deutung gewdhltes Zeichen, wie z. B. in Yz, sinz, cosz, arctge, lgz,

@
I'(x), J(x) usw.

Diese besonderen Formen von Funktionen werden nach ihrem
mathematischen Aufbau, der natiirlich auch ihre besonderen Kigen-
schaften mit bedingt, mit verschiedenen Namen belegt, wodurch auch
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eine Klassifikation derselben erzielt wird. So nennt man alle Funk-
tionen, in denen die beiden Unbekannten z und y durch keine anderen
als die vier rationalen Operationen: Addition, Subtraktion, Multipli-
kation (Potenzierung mit ganzzahligen Exponenten) und Division mit-
einander verbunden sind, rationale Funkiionen. Diese teilt man
unter sich wieder ein in ganze und gebrochene rationale Funktio-
nen, je nachdem das Argument nur im Zihler oder im Nenner eines
Bruches auftritt; im besonderen nennt man sie unecht gebrochen
oder echt gebrochen nach dem Verhaltnis der hochsten Potenzen
des Argumentes in Zahler und Nenner.
Beispiele:
fiir eine ganze, rationale Funktion:
Ty =f@)=a+ba—ca
fiir eine umecht gebrochene, rationale Funktion:

3+4xt+a”
?/2=99(90)=w+5

fiir eine echt gebrochene, rationale Funktion:

ax3—5x+£

Yy = y(x) = P

Kommt das Argument unter einem Wurzelzeichen vor, so nennt man

die Funktion irrational, wie z. B. Jz oder auch
Yo = f1(®) = Jax? £+ b

Rationale und irrationale Funktionen, in denen die unabhingig
Variable also keiner anderen als einer oder mehreren der sechs Grund-
operationen (obige fiinf und Radizierung) unterworfen erscheint, faBt
man auch zusammen als algebraische Funktionen. Alle anderen
Funktionen, in denen noch andere auf das Argument auszuiibende
Operationen auftreten, sind bekannt als transzendente Funktionen,
obwohl man auch hier noch weiter Unterscheidungen machen kann,
auf welche wir aber hier nicht eingehen. Sie haben alle die gemein-
same Eigenschaft, sich nicht in geschlossener Form durch eine der
vorher genannten Funktionen ausdriicken zu lassen, sondern sind ge-
wohnlich, wie wir vorgreifend bemerken, durch unbegrenzte Potenz-
reihen sog. ,,unendliche Reihen‘ (als unendliche Summen oder Produkte),
dargestellt und definiert.

Zu ihnen gehoren daher die goniometrischen oder trigonometrischen
Funktionen: sinx, cosx, tgx, - « -, der Logarithmus: Logx, usw. Wie
die genannten bezeichnet man gewisse Funktionen, denen eine spezielle
Bedeutung zukommt, oft mit besonderen Namen, auch nach der Per-
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sonlichkeit, die sie zuerst niher untersucht und ausfiihrlicher beschrieben
hat. Wir nennen als Beispiele dafiir:
Die sog. Gamma-Funktion mit der allgemeinen Form:
n!n®
al@+1)(@+2)---(a+mn

fiir unendlieh grofl werdendes n

I'(a) =

und die Besselsche oder Zylinderfunktion:

) . ) (%>a,+2).
@ =D/ (=1 Ta+i+1)

A=0

Ferner spricht man von Elliptischen, Kugel-, Theta-, Sterblichkeits-
Funktionen, von Bernoullischer, Riemannscher, Weierstrafischer Funk-
tion usw.

In genauer Angabe der Art der Zuordnung werden nun auch
Funktionen nach folgenden Beispielen angegeben:

y=ax+bad
2z = 3tgx
t=J@)—17)x

also in Form von Gleichungen, welche den Funktionen entsprechend
auch in algebraische Gleichungen (die erste dieser drei) und franszen-
dente Gleichungen (die letzteren beiden) unterschieden werden.

Durch diese Funktionen ist nicht nur angegeben, dal iiberhaupt
ein Funktionsverhiltnis zwischen den Variablen besteht, sondern im
besonderen auch, welche spezielle Beschaffenheit dasselbe besitzt.

Die implizite Form, deren allgemeine Gestalt wir oben angegeben
haben, wiirde in diesem speziellen Falle heiflen:

y—ax—>bat=0
und den folgenden Beispielen:

z—3tgr =0
t—Ja(x)—{—7ﬁ=0

Auch wenn man die besondere analytische oder algebraische Form
der Funktion kennt, so benutzt man in der Rechnung fiir dieselbe doch
oft lieber ein allgemeines Zeichen f oder ¢ usw., weil dies im Interesse
einer leichteren Behandlung der Rechnung und der Ubersichtlichkeit
derselben liegt.
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Die Darstellung des gesetzméfBigen oder funktionalen Zusammen-
hanges ist durchaus nicht an die Darstellungsméglichkeit in obiger Weise
in Form der algebraischen bzw. transzendenten Gleichung gebunden.
Fiélle von Funktionen, welche in dieser Art nicht definiert werden konnen,
lassen sich leicht geben durch folgende Beispiele?):

Fiir alle positiven Werte von x sei y gleich 2 z, fiir alle negativen
x-Werte sei y gleich —c.

Eine Funktion z = @(w) sei dadurch festgelegt, daB sie fiir alle
rationalen Zahlenwerte von w verschwinde, fiir alle irrationalen Werte
von w gleich 1 sei.

In der Funktion w = F(f) sei, solange 0 <t <10: » = 2¢, fiir
10 <t <30 :u=20; fir 30 <t <50 sei v =50 —1%, so daB diese
Funktion nur fiir Zahlwerte zwischen ¢ =0 und ¢ = 50 gegeben ist
und auBerhalb dieses Intervalles nicht existiert.

Von einer Variablen koénnen zugleich mehrere Grofien in nicht
gleicher Weise abhiingig sein, d. h. sie kann das Argument verschie-
dener Funktionen bilden. Um eine solche mehrfache Zuordnung aus-
zudriicken, verwendet man verschiedene Funktionszeichen oder auch
ein und dasselbe mit verschiedenen Indices.

Ist z. B.
y=ax+b
so kann man dies abgekiirzt auch schreiben:
y =1

(sprich: ,,y = f-Funktion von-x).
Ist ferner eine andere Variable von x abhéngig in der Weise, daB:
z=ax+b -+ cux?

2=
(sprich: ,z = f;-Funktion von a).

so folgt analog:

Analog folgt auch, wenn:
% = )132?

u = @)
(,,# = @-Funktion von z*)
usw.

Andere gebrduchliche Funktions-Schreibarten sind z. B.:

y=1=0C@s); t=E&R); wu=F@); X=&U)
usw.

1) Vgl. auch 8. 286.
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Ist eine Veradnderliche zugleich abhéngig von mehreren anderen
GroBen, so ist sie eine Funktion mehrerer Variablen, was man aus-
driickt durch die Schreibweisen z. B. von der Form:

z=fxy); T=0ORSU);, usw.

Es ist hierbei zu beachten, dal die Reihenfolge der Argumente in
den Klammern im allgemeinen nicht ganz beliebig ist, was z. B. daraus
hervorgeht, dal, wenn wir in:

[y =ax®+2zy +y
die Argumente x und y vertauschen, eine ganz andere Funktion ent-
steht, niamlich:
flyx) =ay®+ 2y +
Ist y eine Funktion von #, so kann es vorkommen, daf} z seiner-
seits wieder eine Funktion von einer anderen Variablen ¢ ist, so daB3:

y=r@; z=0¢@

Dann ist offenbar y auch von ¢ abhéngig; man spricht dann von y
als einer zusammengesetzten oder mittelbaren Funktion von £ und
sagt, man habe es mit einer ,, Funktion von einer Funktion‘ zu tun.
Geschrieben wird dieses Verhiltnis in zusammenfassender Weise:

y = [lp@)]

(lies: ,,y gleich f~Funktion von @-Funktion von ¢
oder kurz: ,,y gleich f-@-Funktion von £¢).

Ist z. B.:

y=i/ax—|—b
ax+b={[f(x) =2
y =@ =z = 9@

und somit, wenn wir fiir z seinen Wert in x ausgedriickt einfiihren:

y = ol

Analog folgt als dreifach zusammengesetzte Funktion aus:

so kann man setzen:

Dann wird:

y = sin[lg (22 — m2)]
22—mz=[(z)=u
lg(z2 —m2) =lgu = pu) =v

sin[lg (22 — m2)] = sin[p(u)] = sinv = yp ()

y =) = ylp@] = v{e[re]}

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 9

folglich:
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Wir haben es hier mit einer dreifach zusammengesetzten Funktion
zu tun, mit einer ,, y-Funktion von der ¢-Funktion von der f~Funktion
von 2, oder auch mit einer ,,Funktion von einer Funktion von einer
Funktion‘.

Da iiberall, wo eine von einer anderen abhéngige oder beeinflufite
GroBe auftritt oder iiberhaupt einander zugeordnete Variable vor-
kommen, uns das Funktionsverhéltnis entgegentritt, so ist es nicht
schwer, dafiir praktische

Beispiele
zu finden, von denen wir zur weiteren Erlduterung nur die folgenden
wenigen anfiihren:

1. Da der Umfang des Kreises stets durch U = 2r s als Ab-
hiingige vom Radius erklirt ist, so ist er eine Funktion desselben:
U = f{r); analog ist der Kreisinhalt eine Funktion des Kreis-
radius, aber eine andere: J =r2x = @(r). Umgekehrt kann es vor-
kommen, daB der Radius die Rolle der Abhingigen vom Kreisumfang
oder -inhalt spielt: r = w(U); r = {(J).

2. Oberfliche und Volumen von Prismen sind Funktionen ihrer
Grundfliche, Hohe, Kantenldngen, Kantenwinkel usw.

3. Die Abhingigkeit der Bogenlinge der gemeinen Keftenlinie, der
Kurve, nach welcher ein vollkommen biegsamer Faden von iiberall
gleichem Querschnitt und Material durchhéngt?), lautet:

o Lo o]

worin s die Bogenlinge der einzelnen Kurvenpunkte, gemessen vom
tiefsten Punkt, x den zugehérigen horizontalen Abstand dieser Punkte
vom tiefsten Punkt oder der Symmetrieachse der Kurve bedeuten und a
eine Konstante, der sog. Parameter der Kurve (Abstand des tiefsten
Punktes von der horizontalen Leitlinie) ist.

Man kann daher allgemein diese Beziehung auch andeuten durch

die kiirzere Schreibweise:
s = F(x,a)

Wihrenddem fiir s diese explizite Angabe in @ und x moglich ist,
gelingt es nicht, den Parameter a in expliziter, geschlossener Form als
Funktion von 2 und s anzugeben und mufl man sich daher fiir die An-
deutung des Funktionsverhéltnisses beziiglich a begniigen mit der im-
pliziten Form:

D(azxs) =0

1) gegeben durch die Form einer zwischen zwei Aufhingepunkten frei herab-
hingenden Kette oder Schnur (Seil).
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4) Die Geschwindigkeit des frei fallenden Korpers ist eine Funktion
der Fallzeit: v = #(¢); desgleichen sein sekundlich zuriickgelegter Weg:
s =n().

5. Die Schwingungsdauer des Pendels ist eine Funktion seiner
Linge: v = O(L).

6. Das durch Zinseszins angewachsene Kapital driickt sich aus
durch:

" ( r )”
K=a-p"=al|l + 100
es ist somit eine Funktion der drei GréBen von Anlagekapital,l ZinsfuB
und Anzahl der Jahre, die hier vertreten sind durch die Zeichen und
allgemeinen Zahlen a, » und 7, also:

K = F(a,rn)

(worin natiirlich dieses Funktionszeichen F nicht das gleiche Gesetz
andeutet wie in Beispiel 3; das Analoge ist auch von den Funktions-
zeichen in den noch folgenden Beispielen zu sagen).

7. Das Volumen einer Gasmenge ist stets eine Funktion von Span-
nung und Temperatur desselben und ebenso seine Spannung eine (andere)
Funktion seines Volumens und der Temperatur, die Temperatur Funk-
tion von Volumen und Spannung:

V="_Flp,t); p=olt); t=wl,p

8. Die auf die Kolbenstange der Dampfmaschine wirkende Kraft K
ist eine Funktion der Dampfspannung: K = f(D); letztere ist ihrerseits
eine Funktion der Dampftemperatur: D = ¢ (J}), somit haben wir hier
in der Kolbenstangenkraft eine zusammengesetzte Funktion und zwar
eine Funktion von einer Funktion:

K = flp@)]

9. Die Schneeschmelze § ist eine Funktion der Witterungsverhalt-
nisse W, die letzteren sind eine solche der Jahreszeit Z und vom Baro-
meterstand (Luftdruck) B; letzterer ist eine Funktion der Hohenlage H ;
folglich kann man setzen:

B—vy(H); W=qZB) =olZ, yH)

S = fﬁ{(p[Z, w(H)]}

Dazu sei betont, dafl diese, Jahreszeit und Barometerstand, nicht
die einzigen Argumente der Funktion W sind, sondern nur zwei von
den vielen anderen Grolen, welche die Witterung beeinflussen; wir er-
innern dazu nur an Temperatur, Feuchtigkeit, Vegetation, geographische
Lage usw.

9*
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10. Der Preis (P) einer Maschine oder einer Ware iiberhaupt richtet
sich ganz nach den Kosten der Rohmaterialien (K, K, * - -), nach dem
gegenwirtigen Stand der Arbeitslohne (L), den Lebensbedingungen (B)
und -anspriichen (4), dem momentan bestehenden Zinsful (Z). Er
ist auch eine sehr zusammengesetzte Funktion all dieser GroBen, die
unter sich wieder Funktionsverhéltnisse aufweisen und Funktionen an-
derer Argumente sein oder als unabhéngige Veranderliche nebeneinander
auftreten kénnen, so dafl sich, ohne das genaue Gesetz des Zusammen-
hanges dieser einzelnen Verénderlichen zu kennen, derselbe in der
mathematischen Form:

P=fK,, Ky---,L,B, A, 7

niederschreiben 1af3t.

Liegt eine Funktion:
y=/[f(x) =152+ 8z — 6
vor und wollen wir ihren Wert bestimmen fiir x = a, so bezeichnet
und schreibt man den hierfiir resultierenden Funktionswert:

Yo=fla) = (1522 + 82 — 6)y_q = 1502+ 8a — 6

So ist z. B. fiir diese Funktion auch:
f2)=15-2248.2—6="170
Analog folgt aus der anderen Funktion:
z=q(s) =V17s+12
fiir s=10 : @(10) = V170 + 12 = 25,038 - - -
fir s—2 P2 =734 +12=17830---

Auch als gerichtete Grofe oder Vektor kann das Argument einer
Funktion auftreten, in welchem Falle man von ihr als einer Vektor-
funktion spricht.

Derartige Funktionen kommen vor bei der Betrachtung der sog.
physikalischen Felder, das sind Gebiete, in denen jeder Stelle ein
bestimmter physikalischer Zustand entspricht, der durch einen Vektor
oder Skalar ausgedriickt ist, wo also die abhéngig Variable sich &ndert
mit der Lage ihres ihr zugeordneten Ortes im Raume. Als ein be-
kanntestes solcher Felder kennen wir das magnetische Feld, ein Ge-
biet, in welchem in jedem Punkt desselben eine bestimmte magnetische
Kraftwirkung, die sog. magnetische Feldstérke, von bestimmter GroBe
und Richtung auftritt. Mit dem Ort, das ist dem Abstand gegeniiber
einem festen Punkt im Raume, den wir nach Grofe und Richtung als
gerichtete Strecke, als vektorielle Variable einfiihren, variiert auch
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die GroBe und Richtung der Feldstirke, so dal} diese, selbst ein Vektor,
sich als Funktion des Abstandes, eines Vektors, darstellen 148t. Man
konnte sie daher ,vektorielle Vektorfunktion neunnen, zieht aber die
Bezeichnung als eigentliche Vektorfunkition oder kurz Vektor-
funktion vor. IThre mathematische Schreibweise ist in Anwendung
des in der vorausgegangenen Vektorenrechnung Gesagten:

9 =§()

Dies ist auch die analytische Darstellungsform des vektoriellen oder
Vektorfeldes.

In gleicher Weise besteht auch um einen elektrischen Massen-
punkt ein elektrisches Feld, das sich in der nachweisbaren elektrischen
Feldstarke duBert, welch letztere sich ebenfalls als Funktion eines Ab-
standes von einem festen Punkt darstellen 1a83t.

Um die Erdkugel besteht das Feld der terrestrischen Gravitation,
in welchem die Kraft der Erdanziehung — von Ort zu Ort mit ver-
dnderlichem Abstand vom Erdmittelpunkt verschieden nach GroéBe,
von Ort zu Ort im gleichen Abstand davon verschieden nach Rich-
tung — wirkt, die stets senkrecht zur Oberfliche gerichtet ist.

Ist die dargestellte Vektorfunktion selbst keine vektorielle GroBe,
sondern eine skalare, so erhalten wir auf diese Art die Darstellung
einer skalaren Vektorfunkiion, eines skalaren Feldes, wie es z. B.
gegeben ist im erleuchteten Raume um eine Lichtquelle, wo jede Stelle
desselben eine bestimmte, vom Abstand von der Lichtquelle abhiingige
Lichtstdarke besitzt, die dort nach allen Richtungen die gleiche ist,
also keine ausgesprochene Richtung besitzt, wo die Funktionsgréfe an
jedem Ort durch eine blofle Zahlenangabe, hier die in Zahlen aus-
gedriickte Starke des Lichtes, vollsténdig bestimmt ist.

Das namliche ist der Fall mit einem beliebigen Raume, in welchem
die Temperatur von Ort zu Ort sich dndert oder mit einem eingeschlos-
senen Gas beziiglich seines Gasdruckes usw.

§ 15. Veranschaulichung der Funktion.

Wenn wir in der Technik der Untersuchung irgendeiner Frage
ndher treten, so handelt es sich wohl meist um die Auffindung des den
Vorgang beherrschenden Gesetzes, um die Bestimmung des gesetz-
méfigen Zusammenhanges der mitspielenden GréBen. Man geht da-
bei z. B. so vor, dal man eine sog. Versuchsreihe aufstellt, d. h. einen
Versuch durchfiihrt, in welchem man zu verschiedenen nach Willkiir
hergestellten Werten einer der maBigebenden Gréflen die entsprechen-
den Werte einer der anderen mitspielenden Groflen bestimmt.
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Fiillen wir z. B. ein Gefil zum Teil mit Wasser und erwirmen es
nach guter VerschlieBung vermittels einer Flamme von aufien, so ent-
steht bekanntlich geséttigter Wasserdampf, dessen Temperatur und
Druck mit fortdauernder Erwéirmung steigen. Stellt man durch ge-
eignete, dementsprechend regulierte Wéarmezufuhr den Kesselinhalt
unter verschiedene, willkiirlich herausgegriffene, vorteilhaft in gleichen
Abstédnden befindliche Temperaturen und notiert dann diese, sowie

auch die jeweils im gleichen Moment

Tabellarische Darstellung beobach‘teten Dampfspannungen, so

ergibt sich etwa nebenstehende Zu-
der Funktion sammenstellung?).

_ g B Aus dieser Tabelle erkennen wir

r=r(@) . ; -
—_— einen gewissen gesetzméBigen Zu-

Temperatur(t) l Spamung (1) sammenhang von Temperatur und
aes gesatgten Wasserdamges Dampfdruck, eine Zunahme der
Dampfspannung, wenn wir durch

/i1 Grad Celsius | mAgorocm?  Wiarmezufuhr von auBen die Tem-
peratur des Kesselinhaltes erhohen.

700° 703:4g/cm?  Mit anderen Worten: Diese Tabelle
770 146, stellt uns das funkitonale Ver-
720 2,02, hiltnis von Dampftemperatur und
730 276, Dampfspannung dar und zwar spielt
79 369, die Temperatur ¢, die wir ja frei
740 4864 gewdhlt, nach unserer Willkiir (ver-
760 692, mittels entsprechender Heizung,
770 870, Wirmezufuhr) erstellt haben, die
780 7025 Rolle der unabhingig Variab-
790 72,83; len, nach welcher sich dann die
200 78,89, Grofe der Dampfspannung p als
Fig. 45. abhingig Variable richtet. Wir

haben in dieser Tabelle eine neue
Darstellungsart eines funktionalen Zusammenhanges oder, wie man
auch sagt: die tabellarische Darstellung der Funktion p = [(t).

Wennschon diese Tabelle einen Einblick in das Verhalten der
Dampfspannung mit zunehmender Temperatur, auch iiber die Grenzen
der Tabellenwerte hinaus und zwischen denselben gewihrt, dies also
ein Beispiel fiir eine iibersichtliche Darstellung einer Funktion mit
einem Argument ist, so fehlt ihr doch noch manches, was andere Dar-
stellungsmoglichkeiten ihr voraus haben.

Nach fritheren Auseinandersetzungen konnen wir die Werte der

1) Vgl ,,Hiitte*, ,,Des Ingenieurs Taschenbuch® 20. Aufl. 1908, I S. 336.
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unabhéingig Variablen, die ja durch Zahlen reprisentiert werden, auf

einer Zahlenlinie abtragen. Denken wir uns einen ihrer Werte auf dieser

Geraden durch den

entsprechenden  Bild- Punktreihendarstellung

punkt (B) dargestelit, ,

vel. Fig. 46, so laBt der Funktion

sich durch diesen Punkt pr=r@

eine Gerade ziehen, -

welche z. B. senkrecht

zur Zahlenlinie gerich-

tet ist. Von ihrem

Schnittpunkt mit der

Zahlenlinie,dem Za k-

ort (B) des Argu-

mentwertes aus, tra-

gen wir, diese Senk- o
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betrachtend, den zum pos 77
Argumentwert zugeho- Fig. 16.
rigen Wert der ab-
héngig Variablen auf ihr ab, und zwar nach oben, wenn er positiv ist,
nach unten, wenn er negatives Vorzeichen besitzt. Wir gelangen so zu
einem Punkte (C) in der Ebene der beiden Geraden, welcher als Abb4!-
dungs-Ortderzweizusammengehérigen Wertevon Argument
und Funktion, weil durch diese bestimmt, betrachtet werden kann.
Machen wir dies noch fiir weitere zusammengehorige Werte, hier
von Temperatur und Dampfspannung mittels der obigen Tabellen-
werte, so erhalten wir lauter Punkte in der Zeichnungsebene, welche
die geometrischen Bilder zusammengehériger Funktionswerte sind, wie
Fig. 46 zeigt. Sie geben uns auch eine Darstellung der Funktion und
zwar eine geometrische, oder allgemeiner, graphische Darstellung
vermittels einer Punktreihe von der Funktion p = f(f), unter der
gleichen Einschrinkung, wie oben schon erwéhnt.

Zum gleichen Resultat gelangen wir aber auch auf folgendem
Wege, der meist vorgezogen wird:

Wir tragen die Zahlenwerte der beiden Variablen auf zwei zu-
einander senkrechten Geraden als Zahlenlinien, auch 4cksen genannt,
auf, indem wir deren Schnittpunkt als Anfangspunkt der Zahlung, als
sog. Nullpunkt der Zahl 0 bzw. dem Paar der Anfangszahlen un-
serer Versuchsreihe zuordnen. Dann ziehen wir durch die so er-
haltenen Bildpunkte zweier dieser zusammengehorigen MaBzahlen der
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beiden GroBen jeweils eine Parallele zur anderen Achse. Der Schnitt-
punkt dieser beiden letzteren Geraden ist dann als Punkt der geome-
trische Reprisentant der beiden zusammengehérigen Groflenwerte der
Variablen. Durch wie-
Punktreihendarstellung derholte  Bestimmung
der Funktion des in dieser Weise den
N zusammengehoérigen Mo-
) . p_—& mentanwergten vgon Ar-
im rechtwinkligen Koordinatensystem gument und Funktion
zugeordneten Punktes in
der Ebene erhalten wir
eine der obigen gleiche
Punktreihe als Darstel-
lung der Funktion, falls
wir dieselben Werte be-
nutzen!) (Fig. 47).
Zufolge dieser Dar-
stellung durch koordi-
nierte, d.h. zugeordnete
Punkte und Strecken auf
den Achsen, bezeichnet
man diese Art der geo-
metrischen Darstellung
als  Koordinatendar-
stellung einer Funktion

Achse  oder o= Achse
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B —? und bezeichnet im spe-

l Abscissen - Achse oder t = Achse : :
Fig. 47 ziellen die Streckenab-

A stinde des Punktes von
den Achsen, den sog. Koordinatenachsen, als Koordinaten des
Punktes. Es ergibt sich hiermit, daBl die Punkte der letzteren
Punktreihendarstellung der Funktion sich mit den zusammengehd-
rigen Werten von unabbéngiger und abhéngiger Variabler als Koor-
dinaten im rechtwinkligen Koordinatenachsenkreuz bestimmen. Zum
Unterschied voneinander bezeichnet man die eine, meist horizontal
gelegte Achse als Abszissenachse, die vertikal zu ihr stehende als
Ordinatenachse ; auch benennt man beide kurz nach den auf ihnen
abgetragenen Variablen, in unserem Falle als t-Achse und p-Achse.

1) Wennschon die in diesen Figuren gegebene Darstellung der unabhingig
Variablen in gleichen Zwischenrdumen nicht durchaus nétig ist, so zieht man sie doch,
wo moglich, vor, da sie eine leichtere Ubersicht iiber die relative Verinderung der
beiden Variablen namentlich in der Tabellendarstellung gestattet. Es fallt eben weniger
schwer die ungleichm#Bige Anderung einer GroBe gegeniiber der gleichmiBig
fartschreitenden einer anderen zu beurteilen, als wenn beide Variable in ungleichméBigen

Wertabstinden zu beobachten sind. Dies zeigt sich auch in einem ausgeglicheneren
Bild der graphischen Darstellung mit in einer Richtung gleichen Abstinden der Punkte.
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Wire der Zweck dieser Darstellungen einzig der, die Ergebnisse
der Versuchsreihe zu fixieren, so kénnten wir weder der tabellarischen
Darstellung, noch der durch Punktreihen den Vorzug geben. Aber das
ist nicht die alleinige Absicht; sondern, was wir hier und {iberhaupt in
der Naturwissenschaft und Technik verfolgen, ist ein anderes Ziel. Wir
wollen namlich auch aus dendurch den Versuch direkt beobachteten
Wertegruppen von Temperatur und Spannung auf nicht direkt be-
obachtete Wertegruppen schliefen. Wir wollen also wissen, welche
Spannung einer Temperatur entspriche, die zwischen oder jenseits der
direkt beobachteten Werte liegt. Das ist aber nur moglich, wenn die
einer Temperatur entsprechende Spannung ihr nicht vollig willkiirlich
beigeordnet werden kann, sondern durch die Natur des Vorganges sich
eine RegelméBigkeit in den zusammengehorigen Wertepaaren von
Temperatur und Spannung ergibt. FEine solche Regelmdfigkest
miissen wir aber voraussetzen, ansonst die Aufstellung von Regeln fiir
Vorgéinge oder Prozesse oder gar von Naturgesetzen unmoglich wire.
Von diesem Gesichtspunkt aus miissen wir also fragen:

Welche von den beiden gegebenen Darstellungen 148t uns leichter
diesen Zusammenhang, diese Regelmdfigkeit in der Gruppierung der
Wertepaare iibersehen ?

Vergleichen wir zu diesem Zweck die Eindriicke, die uns einerseits
der Anblick der Tabelle, andererseits jener der Punktreihe ergibt, so
miissen wir sagen, dafl letztere, weil sie auf einmal die Gesamtheit der
beobachteten Wertepaare iiberblicken 1483t, den Vorzug verdient. Sie
zeigt uns ohne weiteres Suchen, wie es bei der tabellarischen Darstellung
notwendig wére, dafl nicht ein willkiirliches Durcheinander vorhanden
ist, was die jeweilige Grolenbeziehung der Spannung zur entsprechenden
Temperatur anbelangt, und sich in einem véllig unregelmiaBligen Auf-
und Abspringen der Punkte zeigen miifite, sondern daB eine gewisse, zu-
nichst unbestimmt bleibende Regelmafligkeit vorliegt.

Doch wir wollen ja aus unserer Versuchsreihe erfahren, welche Span-
nungswerte den Temperaturwerten zwischen oder jenseits der beobach-
teten zukommen, und da miissen wir nicht nur, wie bisher, die Voraus-
setzung machen, dafl iiberhaupt eine RegelmaBigkeit in dem Verlauf
dieses Prozesses vorhanden ist, sondern, dafl im besonderen diese Regel-
méaBigkeit durchgéingig ist und von mehr oder weniger einfacher Natur.

Mit anderen Worten:

Wir nehmen an, dal einer stetigen Veréinderung der Tempe-
raturwerte eine ebensolche der Spannungswerte entspricht, d. h. wenn
die Temperaturwerte eine zusammenhéngende Zahlenreihe oder kurz
die simtlichen reellen Zahlen eines bestimmten Intervalles bilden, da8
dann auch die Spannungswerte die aufeinanderfolgenden Zahlen eines
bestimmten anderen Intervalles der Zahlenreihe darstellen. Natiirlich
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gilt, was wir fiir das hier gewihlte Beispiel gesagt haben, als Voraus-
setzung fir alle Naturvorgédnge, die wir unserer Betrachtung
unterziehen wollen.

Von diesem Gesichtspunkte aus miissen wir aber sagen, dal} unsere
Punktreihendarstellung noch durchaus nicht vollkommen ist, da sie
uns eben iiber die verlangten Zwischenwerte keinen Aufschlufl erteilt.
Somit miissen wir nun versuchen, in irgendwelcher Weise die vorhandene
Liicke auszufiillen.

Es wiirde also das vollkommen liickenlose, graphische Bild einer
solchen allgemeinen und im speziellen der obigen Funktion p = f(t)
aus einem ununterbrochenen, fortlaufenden Linienzug, einer sog. kon-
ténuierlichen Kurve') bestehen. Jeder ihrer unzihlig vielen, sich un-
mittelbar aneinander reihenden Punkte entspricht einem zusammen-
gehorigen Wertepaar der beiden Variablen, deren Zahlenwerte durch
die Koordinaten des Punktes angegeben werden. In tabellarischer
Darstellung wiirde der kontinuierlichen oder, wie man auch sagt,
stetigen Kurve eine Zahlentabelle entsprechen, deren Zahlenwerte fiir
beide Variablen sich wie im Zahlenkontinuum folgen wiirden, was tat-
sichlich unausfithrbar ist, weil jede noch so ausfiihrliche und griind-
liche Zahlendarstellung das Zahlenkontinuum immer durch eine un-
stetige Folge reprisentieren muf.

Da von den unzdhligen Wertepaaren bzw. Punkten nur verhéltnis-
méBig wenige, durch Messung und Zeichnung bestimmt, vorliegen, so
folgt, daB die graphischen Bilder, diese MefBpunkte, wie man sie
dann auch nennt, auf einer fortlaufenden Kurve liegen, also die Kurve
durch sie hindurchgehen mufl. Diese, der Darstellung der Funktion in
allen Teilen genau entsprechende sog. Funktionskurve, das mog-
lichst genaue, graphische Bild der Funktion in Koordinatendarstel-
lung zu finden, ist unser Ziel und miissen wir uns dazu, wie gesehen,
auf einzelne Punkte stiitzen, die bereits ihr angehoren.

Der aufmerksame Beobachter obiger graphischen Bilder wird diese
Punktreihen ohnehin schon nicht betrachten kénnen, ohne da8 ihn seine
Phantasie veranlaflt, die Punkte durch eine, wenn auch vorldufig nur
gedachte, fortlaufende Linie zu verbinden, womit wir zu einer weiteren,
dem wahren Ziel um einen Schritt ndheren Darstellung gelangen.

Um sich nimlich die Vorstellung, die Ubersicht zu erleichtern und
die Punkte im Zusammenhange betrachten zu kénnen, denkt man sich
dieselben der so aufgezeichneten Punktreihe zu einem ganzen kon-
tinuierlichen Linienzug verbunden. Man kann dies nun auf sehr ver-
schiedene Weise tun, da uns ja Zwischenwerte der Funktion nicht
bekannt sind und uns die diesbeziiglich erwdhnten und noch zu machen-

1) Vgl. 8. 342.
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den Bemerkungen eine eindeutig bestimmte Direktive nicht geben.
Indertat findet man allerlei Ausfiihrungen fiir die Verbindungen der
Punkte zu einem fortlaufenden Linienzug.

Der einfachste Weg ist, wenn man, wie es hie und da vorkommt,
die Punkte der nach obiger Art aufgestellten Punktreihe von Punkt
zu Punkt durch Gerade
verbindet. Man erhilt Polygondarstellung
dann einen Polygon- o
zug, der mit grolerer
oder Kkleinerer Genauig-

der Fun/rﬁﬂ

keit, je nach Umsténden, 75,89
auf Zwischenwerte der
Funktion schliefen 146t: ”
die Polygondarstellung T

der Funktion. Wir brin-
gen dies in Fig. 48 zur
Anschauung. Weitere und
ausgeprigtere  Beispiele
folgen spater?).

Diese Darstellung der sz
Funktion wiirde der Wirk-
lichkeit genau und voll-

kommen entsprechen,
wenn sich die Funk-
tion zwischen zwei

MefB3- oder Zeich-

nungspunkten genau
linear, proportional
dem Argument &n-
dern wiirde, was aber im allgemeinen nicht zutrifft.

Wie man einen dem wirklichen Verhalten der Funktion, auch in
den Zwischenstellen moglichst genau entsprechenden Linienzug einzu-
zeichnen hat, zeigt uns nachfolgende Uberlegung:

Die Erfahrung lehrt, daf nicht nur die Voraussetzung, die wir
schon gemacht haben, dafl ndmlich die Prozesse im allgemeinen
regelmaflig verlaufen, zuléssig ist, sondern dafl auch weiterhin die
Voraussetzung gemacht werden kann, die Prozesse verlaufen
so,daflder Zusammenhangdurchméglichsteinfache Kurven
dargestellt wird. Durch diese letztere Tatsache ist uns nun wieder
ein leitender Gedanke gegeben, wie wir die durch direkte Versuche
gegebene Punktreihe durch eine Kurve zu verbinden haben,
um die eigentliche Kurvendarstellung der Funktion zu erhalten.

1) Vgl. 8. 146, 159—167, 170, 192.
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Man fiihrt letzteres so aus, daB alle Punkte in einer mdog-
lichst ausgeglichenen, keine dem allgemeinen Verlauf sich
nicht gut einfiigende Krimmungen oder gar Ecken auf-
weisenden Linie liegen. Auch in dieser Art der Einzeichnung

der die Punkte ver-

»KUI' V‘MH_" §z‘i4/ung bindenden XKurve

der Funktion - liegt noch iiberaus

- l; :_7(})— / viel Willkiir und
=41 7 /

mull es ganz der
Erfahrung und Ge-
schicklichkeit des
Zeichners anheim-
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ist, durch die den Weg der Kurve geniigend prézis markierenden MeB-
punkte dieselbe in schoner und sicherer Weise zu ziehen. Namentlich
gilt das letztere auch von dem hier gerade vorliegenden Beispiel in ganz
besonderer Art, wie Fig. 49 zeigt.

Fig. 49.

Bei all diesen graphischen Darstellungen spricht man von einem
Mapstabl) der Darstellung der bestimmten GroBle und versteht
darunter die Léange derjenigen Strecke, die man der Gr6Ben-
einheit zuordnet. Er wird gewdhnlich auf eine Einheit bezogen an-
gegeben und der einfacheren Verwendung, vor allem der leichteren Ab-
lesung halber moglichst im Dezimalsystem gewéhlt und in ganzen
Zahlen ausgesprochen.

So ist z. B. in obiger Fig. 49 der Mafistab fiir die Dampfspannung

1) Vgl. S. 142 Anm.
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4 mm «» 1 kgjem? 1), weil der SpannungsgréBe von 1 kg pro cm? die
Linge von 4 mm zugeordnet ist. Die Temperatur ist aufgetragen im
MaBstab: 10° Cels. «» 5mm oder, was das gleiche sagt: 1 mm «» 2,0° Cels.,
d. h. die Linge von 5 mm auf der Abszissenachse bedeutet eine Tem-
peraturdifferenz (Zu- oder Abnahme) von 10° Celsius, bzw. eine Léinge
von 1 mm eine solche von 2,0°.

Je nach der Streckenlinge, die man der GroBeneinheit, der Maf-

einheit, der Mal-
zahl 1 zuordnet,
kommen die Punkte
mehr oder weniger
weit  voneinander
entfernt zu liegen
und man kann, je
nach dem MaBstab
fiir die graphische
Darstellung  einer
GroBe, scheinbar
ganz verschiedene

Bilder, Kurven er- p

halten.

Dies geht aus
Fig. 50 hervor, in
welcher die Funk-
tion p = f(t),inzehn
verschiedenen Maf3-
stdben dargestellt,
wiedergegeben ist.

Und zwar sind
die zu ihrer Zeich-

nung gewdhlten
MaBstdbe:
fiir Kurve I,
” 2 II
" ” III
” ”» IV
2 ” V
” ” VI
»w o VII
. ,  VIII
» » IX
9’ ” X

XUV
/870904

/4

Kurvendarstellung der Funktion p = f(t)
in 10 verschiedenen Mafistiben

Wkank

in obigen Fig. 46—49

-t
Fig. 50.

im gleichen Mafistab wie Temperatur : C

10°v»» 5 mm
10°» 1cm
10°~» 1 ,,
10°w» 2 ,,
10°wn 2
10°» 1 mm
10°n 27 ,,
1°» 1,3,
10°» 4 mm

40° 27 ,

(10°» 6,75, )

Dampfspannung p kg/em?
1 kg/fem?v» 4 mm

)—-T—\le—'!—'»—-t—ll—h-l

’”

»»

”

”»

”

1 cm

n2,86,,)
w10 mm

1) Das Zeichen o» ist zu lesen: entsprechend; man sagt dafiir nicht korrekt

auch: gleich.
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Welche dieser unzihligen und gleich méglichen Kurven als Dar-
stellerin ein und derselben Funktion man zur Ablesung von zusammen-
gehorigen Wertepaaren der beiden Variablen benutzt, ist zunéchst
ohne Belang; man hat nur darauf zu achten, daf die zu ibr gehérenden
zwei MaBstibe angewendet werden. Beziiglich Genauigkeit der Ab-
lesung ist es aber nicht gleichgiiltig, in welchem MaBstab man die
Kurve konstruiert und nachher zu weiteren Ablesungen verwendet.
Je grofler man die zugeordneten Strecken wahlt, um so mehr kommt
grofere Genauigkeit fiir Konstruktion und Ablesung zur Geltung.

Die Durchfiihrung des gegebenen Beispieles hat uns mit dem
Wesentlichen der graphischen Darstellung bekannt gemacht. Allein
damit ist die Sache noch nicht als erledigt zu betrachten, da die Mannig-
faltigkeit graphischer Darstellungen in der Technik und auch in an-
deren Gebieten so grof3 ist, daBl sich notwendigerweise fiir ihre Ver-
wendung wichtige Unterschiede der Darstellungsarten ergeben muften.

Nach Art der Vorgénge und der Tatsachen, die sie zur Anschauung
bringen, kénnen wir die graphischen Darstellungen, Diagramme oder
Schaubilder, wie sie der Techniker meist nennt, gruppieren in
solche, welche veranschaulichen:

I. Vorginge, bei denen wir berechtigt sind, eine stetige
Verinderung in dem Sinne, wie wir es bereits erldutert haben?), an-
zunehmen.

Beispiele: Fig. 51—56, 84—893).

1) Der Gedanke, der in dieser Zuordnung verschiedener Lingen zu einer MaBzahl
liegt, ist entstanden im Anschlusse an die sonst geldufige Definition des MaBstabes,
nach welcher man unter dem Mapstab einer Zeichnung urspriinglich das Ver-
hiltnis zweier Lingen versteht, von denen die eine zur Messung der anderen be-
nutzt wird. Von einer Zeichnung, in der die Gegenstinde z. B. 5-mal kleiner, als ihren
wirklichen Léngen im Original entspricht, dargestellt sind, sagt man, sie sei im MaB-
'stab 1:5 gezeichnet; das will sagen: Die auf ihr sich findenden Distanzen verhalten
sich zu den wirklichen entsprechenden im Original wie 1: 5 oder: 1 mm der Zeichnung
bedeutet, dafl die betreffende Linge im Original 5 mm miBt, kurz geschrieben: 1 mm
> 5 mm. Dieser Gedanke der Zuordnung verschiedener Lingen oder, wie man hier
auch sagen kann, einer Strecke (auf der Zeichnung) zu einer MaBzahl (im Original),
hat sich dann nach dieser letzteren Auffassung auf die Zuordnung einer Strecke zu
jedweder Grofe vermittels der Zuordnung der MaBzahlen iibertragen und fiihrt diese
ganz allgemeine Zuordnung einer gezeichneten Strecke, Linge zu einer
durch sie quantitativ dargestellten Gr68e auch den Namen MafBstab.

2) Vgl. 8. 137/38.

3) S. 146—153, 181—185.
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Indem wir nun in Betracht ziehen, daf die Versuche (Experimente)
stets nur diskrete Wertepaare oder Wertegruppen der zu messenden
GroBen liefern, haben wir natiirlich, wie schon erwihnt, ein nach Um-
stinden groBes Interesse daran, die Werte der zu messenden Grofien
auch in den nicht direkt gemessenen Zeitmomenten kennen zu lernen.

Von diesem Gesichtspunkt aus koénnen wir alsdann diese erste
Hauptgruppe wiederum unterteilen in zwei Untergruppen:

A) Die Verbindung der durch direkte Messung erhaltenen Bild-
punkte geschieht durch eine stetige Kurve, eventuell einen Flachen-
streifen.

Beispiele: Fig. 52—56 1); Fig. 57—59.

B) Die Verbindung dieser Punkte erfolgt, weil diese Annéherung
geniigend ist oder die inter- oder extrapolierten2 Werte nicht in den
Vordergrund des Interesses treten, durch einen Polygonzug, dessen
einzelne Seiten je zwei einander folgende Punkte des graphischen
Bildes verbinden.

Beispiele: Fig. 65—69, 84—87 3).

Wenn es sich aber {iberhaupt nicht um einen stetig verlaufenden
ProzeB handelt, sondern die durch die Beobachtungen oder durch
statistische Aufnahmen gewonnenen Einzelwerte allein Bedeutung
haben, so erhalten wir die zweite Hauptgruppe:

II. Vorgénge, bei denennur die aufgenommenen Einzel-
werte eine Bedeutung haben und wir nicht berechtigt sind,
Zwischenwerte anzunehmen, weil keine solchen existieren kénnen.

Beispiele: Taf. I, Fig. 61-—64, 88—914).

Wir kommen hierbei zu graphischen Bildern, in denen eigentlich
nur die gezeichneten Bildpunkte allein vorhanden sein diirften. Aber
da es schwer ist, eine Gesamtheit mehrerer Punkte, die miteinander

1) §. 148—153, 155.

2) Vgl S. 158.

3) 8. 165—167, 181—184.
4) 8. 160—164, 185—187.
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nicht verbunden sind, zu einem einzigen Bilde in der Vorstellung zu-
sammenzufassen, so verbindet man auch hier die Punkte am ein-
fachsten, wie es weitaus am meisten geschieht, durch gerade Linien
und erhélt so auch einen Polygonzug, der natiirlich nun nicht die
Bedeutung des Polygonzuges im obigen Falle (I, B) hat, indem eben
hier die Zwischenlinien, die Seiten des Polygonzuges, einzig den Zweck
der anschaulichen Zusammenfassung der Punkte und der durch sie
allein ausgedriickten Verdnderungen verfolgen.

In obigen beiden Hauptgruppen hat es sich vor allem um zeitliche
Verldufe oder Prozesse gehandelt, wo also die zugrunde liegende Variable
eigentlich immer die Zeit war und da wir uns ein Bild des reinen zeit-
lichen Verlaufes als eines solchen, der endlos sich in einer einzigen be-
stimmten Richtung abspielt, am besten durch die Bewegung ldngs einer
endlosen geraden Linie darstellen, so ist dadurch das Koordinaten-
system mit den beiden Zahlenlinien, das Achsen-Koordinatensystem,
als am néchsten liegend und zweckmifigsten gegeben.

Wenn es sich aber um Zustédnde handelt, die insbesondere noch von
einem Winkel als Argument abhingen, so ist ein anderes Koordi-
natensystem, das Polar-Koordinatensystem, als zweckméBiger fiir die
graphische Darstellung zu erachten. Beispiele bieten die Fig. 95, 96.
Es eignet sich ganz besonders gut fiir die Darstellung periodischer Funk-
tionen im sog. Vektordiagramm; vgl. S. 206.

Natiirlich kann in allen Fillen das eine oder andere Darstellunns-
system benutzt werden mit gleicher Leichtigkeit, speziell auch, wenn
es sich um nur zwei Variable handelt, deren Werte dann einerseits im
einen System auf die Abszissenachse, im anderen als Winkelgrofen,
andererseits auf der Ordinatenachse bzw. in der Linge eines Radius
fixiert werden. Insbesondere wird iiber die Wahl des speziellen Ko-
ordinatensystemes leicht zu entscheiden sein, wenn durch dasselbe, d. h.
die rdumliche Anordnung im graphischen Bilde, leicht diejenige beim
wirklichen physikalischen Vorgang reprasentiert wird. Wenn wir z. B.
die Art der rdumlichen Verteilung der von einer elektrischen Bogen-
lampe nach den verschiedenen Richtungen ausgesandten Lichtmenge
in Funktion dieser Richtung angeben wollen, so liegt es auf der Hand
daB wir das Polarsystem wéhlen, da ja dieses ohne weiteres auch die
Vorstellung, der wirklichen rdumlichen Verteilung nach sich zieht. Wir
tragen dann die GréBen der nach den verschiedenen Richtungen wirk-
samen Lichtstirken mafBstidblich mittels zugeordneter Strecken auf
Radien von der Lichtquelle in der betreffenden Richtung ausgehend
auf. Zufolge der graphischen Darstellung in einer Ebene kann es sich
hierbei natiirlich nur um die rdumliche Lichtverteilung in irgendeiner
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durch die Lichtquelle gelegten Ebene handeln, von denen fast immer
nur eine durch die Achsen der Kohlenstifte gehende oder die senkrecht
zu dieser letzteren durch die Lichtquelle gehende Ebene in Betracht
fallen?),

Fiir rdumlich-konzentrisch angeordnete Zustéinde, die in Abhéngig-
keit von einer Winkelgrofe stehen, wird man also am besten das Polar-
system wéihlen.

Auch ist die Zeit nicht immer als das einzige Argument zu be-
trachten; sie wurde oben nur als die weitaus wichtigste zur Geltung
kommende Urvariable besonders beriicksichtigt.

Diese allgemeinen Ausfithrungen geben uns nun ein Bild im groflen
und ganzen von der Verschiedenheit der gebréuchlichen graphischen
Darstellungsmethoden und geben uns auch Richtlinien an die Hand,
zu deren nun folgenden noch ndheren Erorterung, fiir die wir uns auf
eine

Auswahl von typischen Beispielen

aus der Unmenge von Fillen ihrer Anwendung in der Praxis des In-
genieurs beschrénken miissen.

Was zunéchst noch die Wahl des Mafstabes anbelangt, so kann
man hierfiir folgende allgemeine Gesichtspunkte erwéihnen:

Will man die Variationen der auf der einen, z. B. der Ordinaten-
achse, aufgetragenen Grofle besonders hervorheben, so wird es zweck-
maBig sein, den MaBstab fiir die Ordinaten grof zu wéhlen, d. h. den
Ordinatenwerten groBe Strecken zuzuordnen, was insbesondere auch
dann notwendig sein wird, wenn durch die Natur der Sache die Ordi-
natenwerte beziiglich der Abszissenwerte an und fiir sich sehr klein
sind (vgl. Beispiel Fig. 51, S. 146).

Ist man dagegen umgekehrt bestrebt, diese Variationen der Ordi-
naten aus irgendeinem Grunde fiir das graphische Bild zu mildern, so
wird man einen groBen AbszissenmaBstab und einen verhdltnismiBig
kleinen Ordinatenmafstab zu wihlen haben.

Immer aber ist dabei im Auge zu behalten, dal durch solche MaB-
stabswahl selbstverstdndlich die Verhiltnisse, die ja durch Zahlenwerte
gegeben sind, nicht geiindert werden, sondern nur das Bild fiir unseren
Gesamteindruck das eine oder andere besonders hervorhebt, und wird
man daher, wo es sich um solche besondere Hervorhebungen nicht
handelt, einen MaBstab wahlen, der eben solche Besonderheiten fiir
die Abszisse oder fiir die Ordinate nicht aufweist.

1) Naheres vgl. S. 190/91.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 10
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Ein groBer Abszissenmalstab wird auch dann zweckmiBig werden,
wenn die Interpolationen!) moglichst genau ausgefithrt werden sollen,
ein kleiner dagegen, wenn man den ungleichméBigen Verlauf zu ver-
decken sucht.

Ein prignantes Beispiel fiir die Anwendung ,,sehr stark verschie-
dener Mafstdbe — wie man sich nun einmal auch im allgemeinen
nicht immer ganz korrekt ausdriickt — bieten die Léngenprofile von
Bahnen, StraBen, Wasserlaufen usw., welche bekanntlich als die Dar-
stellung der léngs der Bahnachse bzw. der StraBlen- oder Wasserlauf-
mitte verfolgten Bodenerhebungen (der Erdoberflichenpunkte in dieser
Richtung) in Abhéngigkeit von dem horizontalen Abstand vom ge-
wihlten Ausgangspunkt definiert werden konnen. Sie geben die An-
derung der Terrainhshe in Funktion der horizontalen Ausdehnung lings
einer bestimmten, im allgemeinen an und fiir sich auch veréinderlichen
Richtung und zwar ,,in groflerem MafBstabe“ (vgl. oben) als die Hori-
zontaldistanzen aufgezeichnet sind, damit die viel kleineren Schwan-
kungen der Hohe nicht zu sehr zuriicktreten und deutlich erkennbar
und ablesbar ausfallen.

N
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Lingenprofil der Bernina = Bahn
Lingen: 1.625000  Hohen: 7. 62500
Fig. 51.

Als Beispiel hierfiir zitieren wir in Fig. 51 das Lingenprofil
der Bernina-Bahn?).

In der so gezogenen fortlaufenden Kurve haben wir nun eine
unseren Zwecken entsprechendere Darstellung, als sie die Tabellen-

1) Vgl. hierzu S. 158.
2) Vgl. Zeitschr. Elektrische Kraftbetriebe u. Bahnen (E. K. u. B.) 1911, S. 64.
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und Punktreihendarstellung bot. Sie hat den grofien Vorteil, da8 sie
ein einfaches, iibersichtliches und ganzes Bild iiber das Verhalten der
Funktion innerhalb des gew#hlten Intervalles gibt, das tiberdies in ge-
wissen Féllen durch sinngemifle Fortsetzung der Kurve noch leicht
etwas erweitert werden kann. Diese Kurvendarstellung hat also den
Vorteil, daB sie Zwischenwerte der Funktionsgrofen leicht, wenn auch
mit verschiedener, fiir die Praxis meist vollig ausreichenden Genauig-
keit durch direkte Ablesung der Koordinatenwerte der betreffenden
Kurvenpunkte zu liefern imstande ist. Denn, wenn wir auch nicht
sicher sagen kénnen, dafl der tatséchliche Verlauf der Funktionskurve
dem von uns eingezeichneten genau entspricht, so lehrt doch die Uberein-
stimmung der nach dieser Methode gewonnenen Resultate, dafi die
Anniherung praktisch vollig ausreichend ist. Natiirlich hat man zum
sicheren Einzeichnen der Kurve in die Schar der MeBpunkte letztere
nahe genug aneinander anzugeben, damit die Schwankungen und der
Verlauf der Funktion innerhalb derselben durch Erfahrung oder sonstige
Kenntnisse iiber das Verhalten der Funktion geniigend festgelegt sind
und so die Kurve mit Sicherheit gezogen werden kann. Die GroBe
der dazu einzuhaltenden minimalen Distanzen folgt aus der durch Er-
fabrung bekannten Gesamtform der zu erwartenden Kurve oder aus
den von anderer Seite her bekannten Eigenschaften der Funktion,
sowie aus der zur Disposition stehenden Fertigkeit des Zeichners.
Wohl hochst selten werden aber alle MeSpunkte in dieser Weise
giinstig liegen, dafl man iiber den richtigen Verlauf der Kurve nicht
geringste Zweifel hegen kann. Im Gegenteil, einer wirklichen Messung
entsprechend werden sich die erhaltenen und aufgezeichneten Mef3-
resultate, représentiert durch die zugeordneten sog. Mefpunkte, nur
zu einem etwas unregelmifBigen, obigen Gesichtspunkten nicht ent-
sprechenden Linienzug verbinden lassen, sofern wir die Kurve stets
durch alle Punkte in ihrer wahren Aufeinanderfolge hindurchziehen.
In diesem Falle ist vielmehr zu beriicksichtigen, daf alle Messungen
stets mehr oder weniger mit unvermeidlichen Fehlern behaftet sind,
hervorgerufen durch die unmdglich mathematisch genaue Durchbildung
der MeBinstrumente, ihrer Beeinflussung durch Wirme, Feuchtigkeit,
Erschiitterungen, magnetische, elektrische und optische Stérungen und
die physischen und psychischen Unvollkommenheiten beteiligter Organe
des Beobachters. Selbst mit allen moglichen Korrekturen konnen die
wirklichen Ablesungen nur bis zu einem gewissen Grade genau sein.
Daraus ergibt sich aber, daB der zu einem bestimmten Wert der un-
abhiingig variablen GréB8e zugehorige tatsichlich abgelesene oder wirk-
liche Wert bald grofier, bald kleiner sein wird, als derjenige ist, der
sich bei idealer Genauigkeit oder, umgekehrt ausgedriickt, bei volliger
Abwesenheit jedweder Ungenauigkeit ergeben wiirde, dem wir als Ideal

10*
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Fig. 53 nicht moglich gewesen. Fiir die Kurve muflte hier ein gewisser
Mittelweg zwischen den bestimmten Punkten gewidhlt werden, sollten

Durchschlagversuche Burchschlagsversuche
mit Paraffinplatten unter Ol mit Paraffinplatten
zwischen abgerundeten Plattenelektroden. %
~ Plattendicke Durchschlagspannung 3 5
in Millimetern in Kilo-Volt1) 7z
. S ” /
0,6 mm 30 KV §7ﬂ 7 <
057 2 7 9 s ; c
09 ,, 33 ., ¥,
1’0 2 20 ” % & 71.°
L, 28, §s /1
l’l i 30 2 S ¢ ‘/ZO
14, 9 3 7
1,5 IT) 28 2 ‘ of °
1,6 ”s 35 ” s P
25 40 Uy o ar sy
30 56, Durchschiagssponnong
30 , 61 ,, Fig. 54.
34, 615, alle moglichst gleichméBig Be-
g’g ” gé » riicksichtigung finden. Das ndm-
3:8 » 49 liche trifft auch, wie ersichtlich,
39 445, mit der zweiten Funktionsdar-
40 56 ,, stellung, die in der gleichen
iﬂé & '22 ”» Zeichnungsfliche gegeben ist, zu,
6 61 ndmlich mit dem totalen stiind-
50 . 58 . lichen Dampfverbrauch der Tur-
51 59 ,, bine. in Abhéngigkeit von der
53 ., 8, Leistung, als deren Bild sich eine
g’é ” ;é » Gerade ergab, was auf einen
67 . 69 . linearen Zusammenhang der bei-
70 67 ,, den Groflen schlieBen laBt.
70 ., 69, Die beiden Figuren deuten
3’3 » ;‘; » zugleich an, wie auflerordentlich
9’3 ” 85 weittragend der erfahrene, mit
100 . ™o der Sache vertraute Ingenieur
102 ,, 97 ., imstande ist, seine MeBresultate
1o ,, 9%, durch die graphische Darstellung
124 . . . .
g’g » 1(8)3 » auszunutzen, in einer Weise, die
140 . 90 nur durch die geometrische Ver-

anschaulichung der Funktion im
groBlen Gegensatz zur tabellarischen Darstellung moglich wird. Die
paar wenigen Punkte geniigten, um die Kurve um ein bedeutendes
1) 1 Kilo-Volt (KV) = 1000 Volt (V).
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MaBl verlingert zeichnen zu konnen, also das Verhalten der
Funktion weit iiber den eingehaltenen oder méglich ge-
wesenen MeBbereich hinaus angeben zu kénnen.

Bremsversuche an einem elektrisch betriebenen
Motorwagen mit einem Anhingewagen.

Einkammer- Motorwagen: Motorwagen,
Bremssystem Sicherheits- Kx;;zhs;hluﬁbremse. fh}ggfgeﬁagen: Zwtla)ikammer-
ngewagen: uftdruckbremse remse
Luttdruckbremse Solenoidbremse. direkt wirkend.
Brems- Brems- Brems-, . Brems-, .
we bei Geschw. weg bei Geschw. we bei Geschw. weg el Geschw,
m | km/Std. m | km/Std. m | km/Std. m | km/Std.
170 | 5 915 | 51 | 110 | 49 | 369 | 60
232 | 62 | 810 | 55 | 205 | 63 | 437 | 65
345 78 708 | 59 | 19 | 75 | 430 | 68
| 650 | 64 | 20 76 I 60 8,5

435 | 103
| 653 | 120 | 630 | 78 [ 215 | 78 | 924 | 119
832 | 148 | 610 | 85 | 310 | 92 [1028 | 130
1072 | 175 | 610 | 93 | 330 | 102 | 1293 | 151
108 | 175 | 635 | 97 | 375 | 103 [ 1735 | 180
1193 |'185 | 625 | 109 | 487 | 118 [ 200 | 195
130 | 190 | 665 | 120 | 485 | 120 [ 2380 | 220
1468 | 200 | 665 | 122 | 508 | 120 | 2708 | 235
150 | 210 | 692 | 129 | 555 | 129 | 3097 | 255
17,55 | 229 | 687 | 130 | 738 | 145 | 3627 | 279
1698 | 230 | 755 | 141 | 658 | 146 | 4145 | 303
1833 | 239 | 750 | 149 | 845 | 165 | 4872 | 340
2040 | 250 | 7,00 | 160 | 932 | 169 | 5530 | 359

1560 | 235 | 1940 | 252 |
11625 | 242 | 2207 | 263 |
1495 | 243 | 2360 | 272
1695 | 247 | 2540 | 282

2307 | 260 | 767 | 160 | 1115 | 185
2778 | 282 ‘ 825 | 177 | 1205 | 200
300 | 300 | 980 | 182 | 1165 | 205
3013 | 309 | 945 | 191 | 1250 | 210
3040 | 326 | 1045 | 196 | 1225 | 218 |
3411 | 328 |13,75 208 | 1510 | 230
3745 | 350 | 1540 | 224 | 1840 | 244

|

|

!

|

(1630 | 249 | 26,90 | 200 |

1725 | 250 | 2155 | 292 |
1190 | 270 | 280 | 295 |
1785 | 272 | 292 | 309

2225 | 280 | 3165 | 310 |
2285 | 281 | 3185 | 322 |
1925 | 282 | 3430 | 332 |
220 | 30,1 | 3740 | 341 |

20,30 | 30,6 | 3875 | 348 |
1240 | 320 | 4150 | 360 |
(2285 | 328 '
1280 | 340 :
| 2405 | 342 i
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Bremsversuche an einem elektrisch betriebenen Motorwagen
mit Anhdngewagen

km/St.
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Fig. 55.

Mit groBem Vorteil benutzt der praktische Techniker, wie in den
eben erwihnten Darstellungen gezeigt ist, zur schnellen Herstellung
solcher Bilder sog. Millimeterpapier, d.h. ein nach Millimeter-
einteilung durchgebildetes Netz gerader, senkrecht zueinander stehender
Linien, in welchem er unter Zugrundelegung eines gewissen, passend
gewihlten MaBstabes direkt die zuzuordnenden Streckenldngen ablesen
und eintragen kann; er verbindet in der Anwendung desselben eine
iiberaus schnelle und auch genaue Einzeichnung der Funktionskurve
mit leichter Ablesung aller méglichen Zwischenwerte.

Als schones Beispiel fiir diein eine Schar von MeBpunkten
eingezeichnete ausgleichend gezogene Kurve, die sog. dus-
gleichungskurve, welche die Lage aller Punkte mit moglichst gleicher
Abweichung beriicksichtigt, zitieren wir Versuche von Weickert!), welche
den Zusammenhang von elektrischer Durchschlagspannung
und Stéirke von Paraffinplatten klarlegen.

Die beziiglich aufgenommenen Zahlenwerte sind in der Tabelle?)
Seite 149 niedergeschrieben.

Fig. 54 zeigt die im rechtwinkligen Koordinaten aufgetragenen zu-
gehorigen MeBpunkte mit der eingezeichneten resultierenden Funk-

1) Vgl. Elektrotechnische Zeitschrift (E. T. Z.) 1904, S. 8.
2) Nach freundlicher Ubermittlung des Experimentators.
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tionskurve, zu welcher an genannter Stelle noch gesagt wird: ,,dus
derselben st deutlich zu ersehen, wie unsicher eine solche Kurve ist, und
dapf verschiedene Materialien moglichst gleicher Fabrikation und Dicke
auferordentlich verschiedene Durchschlagspannungen verlangen.

Eine Darstellung gleicher Art veranschaulicht Bremsversuche an
elektrischen Bahnen?), welche die Bremswege, die sich bei verschiedenen
Fahrgeschwindigkeiten u. a. an einem elektrisch betriebenen Motor-
wagen mit Anhingewagen unter Anwendung verschiedener Brems-
systeme ergaben, zur Darstellung bringt. Es wurden also die Strecken
bestimmt, welche diese Wagenkombination nach Inkrafttreten der be-
treffenden Bremse noch bis zum Stillstand zuriicklegte, also die
Bremsweglinge als Funktion der Fahrgeschwindigkeit
beobachtet und zwar hier (in Abweichung vom bisherigen) erstere,
also die Funktion, als Abszisse, letztere, das Argument, als Ordinate
aufgetragen. Fir zusammengehorige Werte fanden sich die in der auf
Seite 150 dargestellten Tabelle?) angegebenen Zahlen, nach zuneh-
menden Geschwindigkeitswerten geordnet, und diesen entsprechend
die in Fig. 55 zusammengestellten Punktgruppen, welch letztere dann
durch die eingezeichneten Kurven im weiteren ersetzt wurden.

Wir lesen in dem Artikel zu dieser Darstellung: ,,Die mit esnem ,,-*
markierten Stellen gelten fiir die elekirische Kurzschlufbremse in Ver-
bindung mit der Solenoidbremse des Anhingewagens, d. k. der Motor-
wagen wurde nur durch die Kurzschluffbremse gebremst, und in dem
Kurzschlufstromkreis war die Solenoidbremse des Anhdngewagens ein-
geschaltet. Die sehr charakteristische Kurve zeigt, daf3 die auf Kurzschluf3
geschalteten Motoren bei langsamer Fahrt sich erst nach einiger Zeit er-
regen®). Bei den Bremsungen traten Stéfle auf, auch waren die einzelnen
Bremsungen sehr ungleich, was die Streuung der Punkte um die Kurve
herum beweist . . .

Wie aus obigem Vergleich der graphischen mit der tabellarischen
Darstellung erneut die viel iibersichtlichere und auch réumlich an-
spruchlosere Darstellung der graphischen Methode hervorgeht, so hat
diese letztere auch den groflen Vorteil, mehrere Funktionsdarstel-
lungen durch verschiedene Kurven in einem Bilde leicht und ohne
gegenseitige Storung zur Anschauung zu bringen. Dies ist aber nicht
nur fiir gleichartige Groflen in Abhéngigkeit von ein und demselben
Argument moglich, sondern ebenso einfach gestaltet sich die Darstel-
lung ganz verschiedenartiger Argument- und Funktionsgréfien, kurz

1) Vgl. E. K. u. B. 1909, S. 113 oder E. T. Z. 1910, 8. 201.

2) Die Angaben der genauen Zahlenwerte verdanken wir der Freundlichkeit des
Herrn Obering. Schorling in Hannover.

%) weil dann ndmlich der Bremsweg mit abnehmender Anfangsgeschwindigkeit
unverhéltnismaBig groBer wird, der Eintritt der vollen Bremswirkung somit linger auf
sich warten lagt.
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beliebiger Funktionen. Man hat in solchen Fillen nur dafiir zu sorgen,
daB die verschiedenen Variablen in den ihnen entsprechenden Strecken
richtig und leicht abgelesen werden kénnen und erreicht dies hoéchst
einfach durch Angabe bzw. Andeutung der ihnen zugehorenden ver-
schiedenen MaBstibe auf einer jeweils zur betreffenden Achse ge-
zogenen Parallelen oder auch mittels direkter Eintragung derselben
in die vorhandene Lineatur.

Als schones, namentlich in technischen Zeitschriften viel zu sehen-
des Beispiel lassen wir nachfolgend die charakteristischen Kurven
eines elektrischen Bahnmotors?) folgen, deren Gesamtbild iiber all
seine wichtigsten Haupteigenschaften in der denkbar einfachsten, iiber-
sichtlichsten und klarsten Weise Aufschlufl gibt.

Charakteristische Kurven eines Bahnmotors
(Zahnradlokomotive Montreux-Glion 2 X 110 PS [8000 Wolt])
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Fig. 56. bes 360 Volt
L, o Leistung des Motors in PS. 5 o» Wirkungsgrad des Motors in %.
Ly, on Leistung am Radumfang in PS. n o Drehzahl pro Minute.
Z o Zugkraft in kg. ' v »» Geschwindigkeit des Fahrzeuges in km/Std.

Es gibt nun aber viel Fille, wo iiberhaupt schon der Natur der
Sache halber eine wirkliche Kurve als Naturgesetz in geometrischer
Darstellung sich nie ergeben kann und wo es daher noch besser ist
und bleibt, den durch die aufgezeichneten Mef3punkte besetzten ge-
bogenen Flichenstreifen oder kurz Funktionsstreifen an Stelle einer
durchgezogenen Linie, einer Funkiionskurve als graphische Veranschau-
lichung der Funktion zu betrachten.

Ein solcher Fall liegt z. B. vor, wenn wir Gewicht oder Preis

1) Vgl. EK. u. B. 1909, S. 628.
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Gleichstrommotoren der S-Sch-W. Modell GM.
fiir 220 Volt Betriebs-Spannung.
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und Wirkungsgrad von Maschinen in Abhéngigkeit von ihrer
Leistung betrachten.

Wihrenddem bei Elektromotoren z. B. der Wirkungsgrad in ziem-
lich préziser Weise sowohl fiir eine ganze Motorenklasse als auch fiir
eine und dieselbe Maschine sich als Funktion der Leistung ausdriickt
und sich als geometrische Darstellung dafiir eine Schar von Punkten
ergibt, die einen sehr schmalen Streifen, also sehr angendhert eine
Kurve bestimmen, hingen Gewicht und Preis mit der Leistung bei
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Einem Kataloge!) entnehmen wir z. B. die oben (S. 154) mitge-
teilten Zahlenwerte fiir die Angaben einer Klasse von elektrischen
Gleichstrommotoren.

Tragen wir diese Zahlenwerte derart auf zwei zueinander senkrecht
stehenden Koordinatenachsen auf, dall wir jedem derselben eine he-
stimmte Strecke zuordnen, indem wir fiir die Grofeneinheit bzw. die
sie reprasentierende Zahleneinheit 1 eine bestimmte Lénge wihlen, so
ergeben sich die graphischen Bilder der Fig. 57—59, Seite 155.

Die in Fig. 57 in den Streifen der geometrischen Orte der Wir-
kungsgradwerte als Mittellinie eingezeichnete Kurve, die Wirkungs-
gradkurve, 1alt uns fiir beliebige Zwischenwerte der Motorleistung
mit der der halben Streifenbreite entsprechenden Ungenauigkeit auf
den zu erwartenden Wirkungsgrad schlieen, und zwar wird, wie man
leicht sieht, sein geometrischer Ort, genauer angegeben, fiir schnell-
laufende Motoren (1200 = 1800 Touren pro Minute) eher etwas iiber,
fiir Langsamléufer (500 <~ 700 Touren pro Minute) etwas unterhalb
derselben zu suchen sein. Es wird z. B. nach dieser Darstellung fiir
einen 10!/, pferdigen Motor ein mittlerer Wirkungsgrad von 839, zu er-
warten sein, der zwischen den Grenzen 849, (fiir schnell laufende) und
8294 (fir langsam laufende Motoren) schwankt.

Man ersieht aus dieser Darstellung auch, da8 es ein leichtes wire, durch
entsprechende Wahl des Maf3stabes der Ordinaten, von %, den Streifen be-
liebig schmal zu erhalten, so daf} es hier lediglich eine Sache der genauen
Rechnung und Darstellung bleibt, die Grofie des Wirkungsgrades in einem
mehr oder weniger breiten Streifen zu finden. Mit derselben geht aber auch
Hand in Hand eine mehr oder weniger genaue Ablesungsmoglichkeit der
zu erwartenden Wirkungsgradwerte bzw. der zu erwartenden Schwan-
kungen von # fiir bestimmte Leistungen, welche Ablesungsméglichkeit
mit der Breite des Streifens, also der Groe des MaBstabes auch wachst.

Ubersteigt der Bereich der Funktionswerte eine gewisse Grenze,
wie dies in der bereits betridchtlichen Streifenbreite von Fig. 58 zutrifft,
50 ist eine Ersetzung desselben durch eine als Mittellinie gezogene Kurve
nicht mehr gut zuldssig. Man begniigt sich dann mit der Darstellung
der Funktion durch den Funktionsstreifen, der den Schwankungsbereich
derselben angibt. Indertat kann man aus der Darstellung der
Fig. 58 leicht herauslesen, zwischen welchen Werten fiir eine beliebige
Leistung das Gewicht eines solchen Motors zu suchen ist. So z. B.
wird es fiir den 10/, pferdigen Motor nach dieser Darstellung von 120 kg
als schnell laufender Motor bis 180 kg als langsam laufender Motor
schwanken. Auch diesen Streifen kann man durch entsprechend andere
Wahl eines der beiden MaBstéibe zu einem beliebig schmalen, einer an-

1) Preislisten der Siemens- Schuckert-Werke G. m. b. H. (graugriin eingebunden)
Bd. I, , Maschinen und Zubehor*. September 1909, S. 28.
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gendherten ,,Kurve machen, womit natiirlich wiederum die Genauig-
keit der Ablesung in Richtung der ,,Streifenbreite’, der ,,Kurvendicke
in gleichem Mafle abnimmt.

Ahnliche Verhiltnisse treten in Fig. 59 auf, wo die Kosten des
Motors in Abhéngigkeit von seiner Leistung aufgezeichnet sind und
der Unterschied zwischen Langsam- und Schnellaufern sehr ausgeprigt
hervortritt. Dieselben betragen hiernach fiir den 10!/, pferdigen ,,Schnell-
laufer 715 bis 840 Mk., fiir den ,,Langsamldufer 1300 — 1490 Mk.

Man vergegenwértige sich die iibersichtliche Darstellung von Wir-
kungsgrad-, Gewicht-, Kosten- u. a. Verhiltnissen des Elektromotors
in Abhéngigkeit von seiner Leistung nach Art dieser graphischen Dar-
stellung solcher Funktionen im Vergleich zu obiger Tabellenform, wozu
noch die unschétzbare, iiberaus leichte direkte Ablesung von Zwischen-
werten in weitaus iiberlegenerer Form zur Geltung kommt.

Deutlich erkennt man auf einen Blick, dafl die langsamer laufen-
den Motoren einen zwar etwas (um ca. 19;) schlechteren Wirkungsgrad
gegeniiber den schnell laufenden aufweisen, ein gréfleres auf gleiche
Leistung bezogenes Gewicht und grélere ,,spezifische Kosten.

Wohl kann man auch aus der tabellarischen Darstellung der Funk-
tion Zwischenwerte herauslesen, indem man sich zwischen die auf-
einanderfolgenden Zahlen der Tabelle andere Zahlen eingeschaltet denkt,
die den allmihlichen Ubergang herstellen, muB aber zur Berechnung
derselben ein Gesetz fiir die zwischen ihnen stattfindende Verinderung
der Variablen annehmen, wie man es in der Verbindung der Punkte
durch einen willkiirlich gewéhlten Linienzug ja auch tat. In letzterem
Falle jedoch ist eben dieses Gesetz durch die Natur der Darstellung in
mehr oder weniger bestimmter Weise nahe gelegt, was man bei der
tabellarischen Darstellung nicht sagen kann. Wie dort muB man auch
hier, dem genau nicht bekannten Gesetz entsprechend, fiir dasselbe eine
Annahme treffen und wihlt hier dazu meistens das Gesetz des linearen
Zusammenhanges von beiden Variablen zwischen zwei bekannten, auf-
einanderfolgenden Wertepaaren der Tabelle. Das heilt man nimmt an,
daB das Verhiltnis zusammengehériger Anderungen oder Differenzen
der Variablen zwischen zwei sich folgenden Tabellenwerten ein kon-
stantes bleibe. Dies entspricht im graphischen Bilde genau der gerad-
linigen Verbindung zweier benachbarten Mefipunkte.

Sind (¢, ;) und (%, ¥,) zwei in der Tabelle aufeinanderfolgende
Wertepaare, so folgt daher fiir irgendein zwischenliegendes Wertepaar
(x, y) unter Zugrundelegung dieses Verdnderungsgesetzes der beiden
Variablen nach Fig. 60 aus dhnlichen Dreiecken:

@ —a):(@—a) = —y): (y — )
und aus dieser Proportion lifit sich zu irgendeinem Wert von z, der
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zwischen ; und z, liegt, der zugehorige Wert von y berechnen, und
— zwar wird er:

— Lz — —_
*;; _______ : /7‘{73@,5,2) y=y+@—=) Z—’z — Zi
_ - 7?/‘”'3” [ Ein solches Verfahren der Zwischenwert-
ez, T ____41““ berechnung bezeichnet man als Interpo-

/’?f’(”f?/’) ; | lierem?).

/ %i 7 yz: Statt nun geradlinig die Bilder der ge-
S 4 ﬂ h gebenen Wertepaare zu verbinden, kann
”»’ ! X { man sie auch durch eine frei gewéhlte, den
Tig. 60. Verhéltnissen mehr entsprechende, einfache

Kurve verbinden, was sich analytisch in
einem Zusammenhang der beiden Variablen zeigt, der hohere Potenzen
derselben als die erste aufweist. Da aber eine Kurve durch nur zwei Punkte
nicht definiertist, hat man zuihrer Festlegung mehrere Punktezu benutzen,,
durch die man eine moglichst einfache geometrische Kurve legt. Je
nach Wahl einer solchen, hier meist nur gedachten Verbindungslinie,
spricht man von verschiedenartiger Interpolation; in obigem Falle von
linearer Interpolation; dann auch von parabolischer Inter-
polation, wenn man eine durch drei sich folgende MeBpunkte gezogene
Parabel zugrunde legt, usw. Im Gegensatz zu diesem rechnerischen
Bestimmen von Zwischenwerten nennt man das Herauslesen derselben
durch Abmessung aus dem graphischen Bilde der Funktion auch die
graphische Interpolation.

Nicht immer wird das graphische Bild einer Funktion durch eine
ausgleichende, gleichmifig gekriimmt verlaufende Kurve anzugeben
sein. Es gibt vielmehr Félle, wo es geradezu unméglich, ja falsch
wire, eine fortlaufende Kurve durch die erhaltenen ,,MeBpunkte‘*
— die geometrischen Orter zweier zusammengehoriger Werte von Argu-
ment und Funktion — hindurchzuziehen, weil der Funktionswert
entweder nicht verlangt wird oder iiberhaupt nicht existiert, welchen.
Fillen also die reine Punkireihendarstellung der Funktion zu-
kommt und deren Bilder daher nur in solcher anzusehen und
zu lesen sind.

Betrachten wir z. B. die Kursschwankungen eines Wert-
papieres, so erinnern wir uns, dal der Kurswert desselben zu ganz
bestimmten Zeiten auf der Borse festgelegt wird, ohne dafl vorher ein
allmihliches Ansteigen oder Sinken desselben in Zahlen angegeben werden
kénnte. Man kennt seinen Verkaufswert, den sog. Kurs an jedem Tage,
also im Zeitabstand von 24 Stunden, ohne Zwischenwerte angeben zu

1) Liegt der zu bestimmende Punkt nicht zwischen den Ausgangspunkten,
so spricht man von Exztrapolieren oder Hxtrapolation.
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konnen. Als graphisches Bild miissen wir daher, den tatsich-
lichen Verhéltnissen entsprechend, eine bloBe Punktreihen-
darstellung dieser Funktion erhalten, wenn wir némlich den Kurs-
wert in Abhéngigkeit von der Zeit betrachten. Weil nun aber ein solches
Bild nicht sehr iibersichtlich ist und der Zusammenhang der Kurswerte
zu den verschiedenen Zeiten daraus nicht sehr hervortritt, so pflegt
man unter rein willkiirlicher, nicht den Tatsachen entsprechender An-
nahme die aufgezeichneten Punkte miteinander durch einen Linienzug
zu verbinden und wihlt dafiir als einfachste Verbindungsstrecke zwischen
je zwei aufeinanderfolgenden Punkten die Gerade. Eine mittlere, die
verschiedenen Punkte in mehr oder weniger gleichen Distanzen durch-
ziehende Kurve zu ziehen, ist hier gar nicht am Platz, da es sich hier
nicht um Annédherungswerte in den aufgetragenen Punkten handelt,
sondern um Punkte, die genaue, sicher festgestellte Punkte zu genauen
Funktionswerten sind, durch die also die ,,Funktionskurve genau hin-
durchgehen mufl. Hingegen wire es auch ebenso zu rechtfertigen, eine
beliebige Linie durch die aufgetragene Punktreihe hindurchzuziehen,
die Punkte geradlinig oder krummlinig zu verbinden; ledig-
lich der Einfachheit halber zieht man die geradlinige Verbindung der
Punkte vor, die auch das ganze Bild der Punktreihe am wenigsten stort
und in seinem Zusammenhang am deutlichsten bringt. Es ergibt sich
alsdann als Funktionshild eine zickzackférmig verlaufende Linie, ein
Polygonzug als Funktions, kurve* des Kurswertes.

Als Beispiel hierfiir zitieren wir zunéchst eine von Banken gern
gemachte graphische Veranschaulichung der Kursschwan-
kungen eines bestimmten Wertpapieres.

Die Aktien der Deutsch- Uberseeischen Elektrizititsgesellschaft vom
nominellen Werte von Fr. 1250.— unterlagen im Jahre 1910 an der
Ziircher Effektenborse Kursschwankungen, wie sie in der Tabelle auf
der nachfolgenden Seite niedergelegt sind?).

In graphischer Veranschaulichung gibt Tafel I an Stelle dieser
schwer zu iibersehenden Zahlenreihen ein recht {ibersichtliches Bild
iiber Steigen und Fallen, Maximal- und Minimalgr6Ben des Kurswertes
dieses Papieres. Um den Wert der geradlinigen Verbindung der
Funktionspunkte fiir die Anschaulichkeit recht zur Einsicht gelangen
zu lassen, ist fiir die Zeit der ersten zwei Monate das richtige, den Ver-
hiltnissen streng entsprechende Bild als Punktreihendarstellung dieser
Funktion etwas unterhalb des Polygonzuges angegeben. Es wird bei
Betrachtung derselben im Vergleich zu jenem wohl auBler Zweifel
stehen, dal nur durch den verbindenden Linienzug aus dem schein-

1) Die Angaben verdanken wir dem freundlichen Entgegenkommen der Bank
wn Winterthur.
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baren Wirrwarr von Punkten ein geordneter, gesetzmiBiger Verlauf
ohne Schwierigkeiten zu erkennen ist.

Tafel I.

Kurse der Aktien der Deutsch-Uberseeischen Elektrizitits-
Gesellschaft an der Ziircher Effektenborse im Jahre 1910.
Nomineller Wert 1250,— Fr.

Jan. |Febr. Marz‘April! Mai | Juni | Juli | Aug. | Sept.| Okt. | Nov. | Dez.

— |2315| — |2416| — | 2425|2233 — |2324' 2345|2315 2323
— | 2306 | 2328 | 2415 | 2380 | 2416 | 2236 | 2258 | 2320| — | — |2325
— 2307|2327 — |2380|2418| — | 22722316 — |2308 2324
2315 | 2290 | 2325 | 2413 | 2394 | 2410 | 2249 | 2270 — | 2323 | 2308 | —
2305 | 2330 | 2331 | 2355 | — | — | 22402278 — | 2323|2303 |2325
2300| — | — | 2362 2300 2408 | 2218|2285 2328 2332 — (2325
2308 | 2333 | 2332 | 2360 | — (2423 | 2225| — | 2326 2325 2302|2320
2310 | 2329 | 2357 | 2350 — | 2424 | 2215 2298 | 2326 | 2328 | 2295 | 2322
— | 2317|2366 | 2340 | 2388 | 2297 | 2212 | 2207 | 2325 — | 2208 | 2320
2295 | 2336 | 2367 | — | 23952290 — | 2300 2328 | 2322|2293 | 2315
2302 | 2331 | 2378 | 2339 | 2390 | 2286 | 2220 | 2298 | — | 2323 | 2296 | —
2295 | 2333 | — |2340| — | — | 2220 2311 2337 2318|2295 2322
2200| — | — | 2345|2374 | 2280 2215 2316 2337 2319 — |2322
2300|2330 | — | 2355 — | 2280 2230 — | 2340 | 2318|2300 | 2325
2300 | 2330 | 2368 | 2356 — | 2200 — | 2312|2330 2330 | 2308 | 2329
— | — |2366/ 2360 — | 2280 2241 2305|2326 — | 2314|2335
17. | 2296 | 2328 | 2358 — | 2380|2276 — | 2302 2329 2325 23102336
18. [2205 | 2331 — | — | 2375|2276 2250 2295 — | 2320|2310| —
19. | 2308 | 2320 | 2355 | 2364 | 2370 | — | 2258 | 2290 | 2325 | 2313 | 2308 | 2336
20. |2305| — | — | 2343|2370 2278 | 2257 1 2205 2325 2312 — 2336
21. | 2300 | 2318 | 2364 | 2340 | 2378 | 2278 2255 — | 2328 | 2317 ' 2320 2335
22. | — |2324|2370 2344 — | 2275 2232 2295 2328|2310 2308 2336
— 123262375 — | 2364 2271|2232 2295 (2335| — ' 2308| —
24, | 2300 | 2323 | 2380 — | 2375|2272 — | 2200 2330 2306|2308 —
25. | 2288 | — | — 2342|2388 — 2227 2200 — 22082308 —
26. |2285| — | — [2340,2391 — 2226 2292 2332 22972306 —
— | — | — | 2344|2393 2260 2228|2305 2344 2317 — 2337
28. [2200| 2315| — | 2346|2390 2250 22381 — @ — | 23122314 2328
29 |2280| — (2385 2355, — | — | — | — — 2315|2310 2325
30.| — | — (23952355 2415(2230 — 2328 — @ — | — (2397
3. |22s0| — | — | — |2416] — | — 2328 — 2315 — 2325

ot b ot o et
SRBRES e e om0 |

In etwas weniger priziser Angabe pflegt man zur Vereinfachung
bei derartigen Veranschaulichungen der Kursschwankungen wihrend
eines Jahres nicht siamtliche Tageskurse zu beriicksichtigen, sondern
nur die auf alle ersten, zehnten, zwanzigsten und letzten Tage jedes
Monats fallenden einzutragen und diese dann noch in gleichen Ab-
stinden. Inwiefern das so erhaltene Bild von dem genauen abweicht,
moge der Leser selbst beurteilen mittels der beigegebenen Fig. 61,
welche eine Darstellung nach der Veranschaulichung der Kursschwan-
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162 Die Funktion.

wir folgende Angaben iiber die Kupferpreisbewegungen seit dem
Beginn des gegenwirtigen Jahrhunderts.

Monats- und Jahresdurchschnittspreise von Elektrolyt-
kupfer in New-York in Cents per Pfund
(1 amerikan. Cent. = 4,198 Pfennig; 1 amerikan.-engl. Pfund = 0,4536 kg.)

Jahres-
Jahr || Jan. | Febr. | Mirz | April | Mai | Juni | Juli | Aug. | Sept. | Okt. | Nov. | Dez. Mittil-
wer

1900 | 1558 | 15,78 [16,29 | 16,76 |16,34 |15,75 |15,97 | 16,35 |16,44 16,37 |16,40 |1631 | 16,19
1901 1625 (16,38 |1642 | 16,48 (16,41 (16,38 |16,31 (162 |1625 16,25 116,22 (13,82 || 16,11
1902 || 11,05, | 12,17, | 11,88, | 11,615 | 11,85, | 12,11, | 11,77, | 11,40, | 1148, | 11,44, 11,28, | 11,43, 11,62,
1908 || 12,15, | 12,77, | 14,414 | 14,45, | 14,43, | 13,94, | 13,09, | 12,96, | 13,205 |12,80, | 12,61, | 11,95, | 13,23,
1904 | 12,41, | 12,06, 12,29, | 12,92, | 12,75, | 12,26, | 12,38, | 12,34, | 12,49, | 12,99, | 14,28, | 14,66, || 12,82,
1905 || 15,005 | 15,01, 115,12, | 14,92, | 14,62, | 14,67 | 14,88, | 15,66, | 15,96, | 16,27, 116,59, | 18,32,/ 15,59,
1906 18,31, | 17,86, | 18,36, | 18,37 |18,45, | 18,44, | 18,19, 18,38, | 19,03, | 21,20, | 21,88, | 22,88, || 19,27,
1907 || 24,40, | 24,86, | 25,06; | 24,22, | 24,045 | 22,665 | 21,18, | 18,35, | 15,665 | 13,16, | 13,39, | 13,16,| 20,00,
1908 || 13,72; | 12,90, | 12,70, | 12,74; | 12,59, | 12,67, | 12,70, | 13,46, | 13,38, | 18,35, | 14,13, | 14,11, || 13,20,
1909 | 13,89, | 12,94, 1238, | 12,56.5| 12,89, | 13,21, | 12,88, | 13,00, | 12,87, | 12,70, | 18,12, | 13,29, | 12,98,
1910 | 13,62, | 13,33, 13,25, | 12,78, | 12,55, | 12,40, | 1221, | 12,49, | 12,37, | 12,55, | 12,74, | 12,58, || 12,73,

Tragen wir die mittleren Monatspreise als Ordinaten in einem
gewissen MaBstabe auf zu der Zeit nach Monaten gemessen als Abszisse.
so erhalten wir den Polygonzug I der Fig. 62, wobei jeweils der
Ordinaten-Mittelwert auch iiber der zeitlichen Monatsmitte, d. h. tiber
der mittleren Abszisse seines Monates, durch einen Punkt markiert
wurde. Statt dessen kénnte man auch die dem mittleren Monatspreise
entsprechende mittlere Monatsordinate jeweils zum Anfangswert der
Monatsabszisse oder zu deren Endwert auftragen und wiirde damit
den genau gleichen Linienzug I erhalten, nur um eine halbe Monats-
abszisse bzw. die Zeit von 1/, Monat nach links im ersten, nach rechts
im zweiten Fall verschoben. KEs bleibt somit die Zickzacklinie, die
,,Kurve®, gleich, zu was fiir Monatsabszissen oder -zeiten wir die je-
weiligen mittleren Monatsordinaten bzw. -preise auftragen, wenn sie nur
im gleichen Abstande der Zeit eines Monats entsprechend aufgetragen
werden. Das sagt aber, dal die mittleren Monatspreise als Ordinaten
kurzerhand in gleichen Abstdnden entsprechend ihrem gleichen zeit-
lichen Abstande der Monatszeit aufzutragen sind, unbekiimmert um die
den Monatszeiten als solche zukommenden Abszissenwerte.

In gleicher Weise kann man vorgehen, um ein Bild iiber die
Schwankungen der mittleren Jahrespreise (Polygonzug II) zu
bekommen. Man hat dazu in den den Jahren entsprechenden Zeit- oder
Abszissenabstinden die mittleren Jahrespreise aufzutragen, die sich aus
den mittleren Monatspreisen als arithmetisches Mittel berechnen?).

1) Sie lassen sich auch graphisch bestimmen als Hohe des Rechteckes, das mit
der zwischen der ,,Kurve‘ und der Abszisse iiber der zum Jahr gehorigen Abszisse liegen-
den Fliache gleichen Inhalt hat, da sie durch die mittlere Ordinate der iiber diese Zeit auf-
tretenden Monatsordinaten gegeben sind. Der vom Rechteck iiber die .,Kurve‘ hinaus
mehr eingeschlossene Flichenteil ist stets gleich dem von der ,,Kurve* iiber das Rechteck
hinaus eingeschlossenen (in Fig. 62 durch Schraffur angedeutet fiir das Jahr 1905).
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ziehen nach Art der gestrichelten Linie oder in noch groBerer Abrundung
eine ausgleichende , Mittellinie* nach der strichpunktiert gezeichneten.

Von den ersten beiden Féallen diirfte wohl im allgemeinen dem
zweiten groflere Genauigkeit mit etwas mehr Miihe fiir gute Herstel-
lung zuzuschreiben sein, wihrend der dritte Fall der ,, Total-Ausgleichs-
kurve* mehr zur Anwendung kommt, wenn die aufgezeichneten Punkte
zum voraus als sehr unsicher festliegende bekannt sind und das Ziehen
einer den Zusammenhang klérenden, deutlichen Linie durch alle an-
gegebenen Punkte fast oder ganz zur Unmoglichkeit wird (wenn z. B.
zur gleichen Abszisse verschiedene Punkte gehéren oder sich dieselben
sonst fiir diesen Zweck ungiinstig verteilen oder, wie in Fig. 54 und 55,
erdriickend viele Punkte vorliegen).

So finden wir z. B. in der Elektrotechn. Zeitschr. 1908, S. 1263
Lichtstarkeund spezifischen Energieverbraucheiner Osram-
lampe zu 32 Hefnerkerzen Lichtstirke und fiir 122 Volt Betriebs-
spannung, sowie Spannung und Stromstérke in Abhéngigkeit von der
Brennzeit in solchen ,,Polygonkurven‘ angegeben, wenn schon aus der
Natur der Dinge sofort klar ist, daBl nur in allméhlichen, sicherlich meist
von der Geraden abweichenden Anderungen die GroBen zu den in den
MeBpunkten abgebildeten Werten gelangt sind.

Charaktaristische Linien einer elek- Zahlenwertel).
trischen Glihklampe 4y -
7 Vv | A HK }W/HK! Std.

v - w3 ‘ ‘

7 A= 7 119 0,36 | 37,74 | 1,13, 0
" <A 17 118,; | 0,36 | 39,00 1,09, | 100
0 700, %0 119 | 0,36 | 42,07 1,013 | 200

PuSY 99 120 | 0,37 | 40,90 1,08, | 300
w0 sol N 4 121,5 | 0,37, 42,90 1,06, | 400

L4 r 97 120 | 0,375 39,26 | 1,145 | 500
v & as 120 | 0,37, 41,21 | 1,09, | 600

50 495 117 10,36 | 33,78 | 1,24; 700
20 %) a3 120 0,37 | 36,28 | 1,22, ' 800

L7 93 120 {037 36,98 | 1,20 : 900
L4 ~ = 42 120 10,37 | 36,98 | 1,20 | 1000

S Oy 121 037 3770 118 1100

0 20 90 609 B0 W00 72005 120 0,37 | 37,24 | 1,20 11200
Fig. 67.
Es bedeuten:
HK = Hefnerkerzen MaBeinheit fiir die Lichtstiirke,
V = Volt ' » s elektr. Lampenspannung,
A = Ampere ' ,, den Strom.in der Lampe,
W/HK = Watt pro Hefnerkerze . ,, den elektr. Effektverbrauch in der
Lampe, bezogen auf die Lichtstérke,
Std. = Stunden - » die Brenndauer der Lampe.

1) Vom Verfasser, Herrn Otto Brandt in Chemmitz freundlich zugestellt.
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Wie sehr sich mit abnehmender Distanz der MeBpunkte die gerad-
linige Verbindung derselben dem wahren Kurvenbilde nihert, 148t
deutlich Fig. 681) er-

kennen, die sie bereits Widerstandsschlafkurve des menschlichen

aus verhiltnismiBig Korpers
kleiner Entfernung TR
zum Teil als fort- ANN
dauernd gekriimmte A=Y L2
Linie, als eigentliche = an
Kurve erscheinen , -
laBt. Sie stellt die &
Verdnderung des . )
elektrischen Wi- PN .
derstandes vom =ARVEN L,
menschlichen ! I *
Kﬁrper in Abhin- TV s 7w % @ @ @ % % wW B m % oM

gigkeit von der Zeit Fig. 68.

dar, und zwar fiir einen 35-jahrigen Mann wahrend des Schlafes,
zu Zeiten nervos erregt durch duflere Gerdusche.

Uber die Beobachtungen der elektrischen Betriebsverhiltnisse eines
Zuges in Abhingigkeit vom Orte auf der Fahrstrecke bzw. vom Ab-
stand vom Ausgangspunkt nach dieser Art gibt Fig. 692) AufschluB.

Ergebnisse einer Versuchsfahrt mit einem Zuge von 80 ¢
W _auf der Strecke Cressier—Courtepin der elektr. Bahn Freiburg—Ins

Dan T 4
4 7
800 760 L :
LS des Fakrdrah | \
:'/Z'ar 0 \ ~ ! \
00 14
1 e - <
240 600 720 s y
| Verbrauch des Wagensin kW | [ Vé "\‘
yerd r Motoren 111 K -t '
200 500 100 |_~\Verbrauch, der Motore) w = 4
N /
760 %00 80 \ Vs L
K VAR % Stromstitke | \
Y 7 s
720 300 60 \| =
) b [ Za e .= —[
/st 4 ~iZ |
D e
W0 80 200 %0 A4 R =
1 -1 T >~y dese 1 kim/St
] g ~ou| o oo s &
2 #0100 20—
i~ \
\
0 0 0 o k
Cressier Courrepi)
1
1
T [T 1
;i —T R4
Fig. 69. [ ool Lo s i | R AT
Lben|gsilFbeniszipsd | 555%0 [helyio| aoslond riso0 || g9r%es | ||| a0 | VoA

1) Aus Schweizerische Elektrotechnische Zeitschrift (S. E. Z.) 1905, S. 352, 353.
2) Vgl. E. K. u. B. 1908, S. 40.
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Schéne Beispiele fiir die Verbindung der MeBpunkte durch
moglichst angepaite krumme Linien zwecks bester Annéherung an
die wirkliche Kurve gibt Arnold?) in seinen aufgenommenen Feldkurven,

Feld in der Kommutierungszone
einer elektr. Gleichstrommaschine bei Anwendung von Wendepolen

Vit Kurve ,,a* bei Leerlauf, Kurve ,,b bei Belastung
v . /
9 3
2 7/ § \ A
Yy e A
Y, S| LN Zatdhll]
J b T
0 ] - . ad
E = 1
W,’e,:r" RE 20° 20° :v '\ ¥ 2773
Al Vi A b all
s HR TR YT Y
4NN v A il
2 -1 A :T bl Hi
’ N
1)
Fig. 70.

von denen in Fig. 70 eine vorliegt. Sie gibt Aufschluf} iiber die Ver-
anderlichkeit der Stirke des magnetischen Feldes vor dem Polschuh
eines sog. Wendepoles (von der eingetragenen Breite b,) einer elek-

trischen Gleichstrommaschine.

Magnetisierungskurven Auch den wirklich vorlie-

8 Amperewindungen ay 7em - genden Tatsachen entsprechend,
w000 T W. . £ 2% 29 jicht mehr und nicht weniger
ARk sagend, nur aufgezeichnete MeB-

75000 |—— i . punkte ohne hinzugefiigte Ver-

bindungs- oder Ausgleichslinie,

finden sich in der Literatur,
720000

. so z. B. die Angabe der Mag-
netisierungskurvenach

s000 * Fig. 712).
- Wie sich aus obigen Be-
0 5 7 % & % trachtungen bereits einsehen

g aeren g1 @ 797 15ft, ist die Polygonlinie als Dar-

stellung eines Funktionsverhalt-

nisses meist da angebracht, wo eine Kurve als krumme Linie mit nicht
besserer oder gar schlechterer Annéherung an die wirklich zu erwartende

1) Prof. Dr.-Ing. E. Arnold: ,Arbeiten aus dem Elektrotechn. Institut der gro8-
herzogl. techn. Hochschule Friedericiana zu Karlsruhe 1908/09, S. 32.
2) vgl. E. T. Z. 1908, S. 833.
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Kurve durch die festgestellten Punkte zu ziehen ist, was namentlich auch
dann der Fall ist, wenn sich die Punkte in verh#ltnismaBig grofen hori-
zontalen?) oder vertikalen 2) Abstéinden folgen. Auch wird als einfachste
Verbindungslinie die geradlinige Verbindung iiberall dort bevorzugt sein,
wo die weniger bekannten Punkte als ganz genaue, eventuell gegebene
Angaben festliegen im Gegensatz zu Punkten, die mit Fehlern infolge
Bestimmung aus Versuchen mittels stets mit Fehlern behafteten Ab-
lesungen versehen sind und daher nur mit mehr oder weniger groller
Anniherung als Kurvenpunkte zu betrachten sind, oder auch, wo die
abhiéingige Variable als Schwankungen ausgesetzte Grofe zum voraus
bekannt ist. Die geradlinige Verbindung der Punkte zum ,Funk-
tionspolygon®, wie man dies nennen konnte, wird daher in erster
Linie bei Darstellungen statistischer Natur zu treffen sein. Das Feld
der ,ausgleichenden Mittellinie”’, der ,,mittleren Funktionskurve ist
die graphische Darstellung von mittels Versuchen gewonnenen Funk-
tionsverhéltnissen, welche stets nur eine gewisse beschréinkte Genauig-
keit beanspruchen kann, die aber fiir alle ihre Punkte im Gegensatz
zum Polygon die némliche ist und mit Vorteil gestattet, mit ziemlich
gleicher Annéherung bzw. Genauigkeit iiberall auf dem ihrer ganzen
Ausdehnung entsprechenden Intervall Funktionswerte durch Ablesung
zu entnehmen.

Als eigenartiges Beispiel besonderer Art nennen wir hier noch den
von den Eisenbahnern bevorzugten graphischen Fahrplan, fiir
welchen wir hier als Beispiel den im Winter 1911/12 von der elektri-
schen Bahn Stansstad—Engelberg?®) zur Anwendung gelangten in
Fig. 72 zitieren.

Trigt man ndmlich die durchlaufene Strecke und die zugehérige
Fahrzeit eines Eisenbahnzuges auf zwei zueinander senkrechten Achsen
in beliebig gewéhlten Mafstédben auf, wobei jedoch nur Ankunft und
Abgang in den Stationen als Kontrollmomente gewéhlt werden, so er-
hilt man durch geradlinige Verbindung ihrer graphischen Bilder, der
MeBpunkte, eine graphische, angenéherte Darstellung des Zusammen-
hanges von Fahrweg und Fahrzeit aus der zu jeder Zeit in der Gréfe
des ersteren der Ort des Zuges entnommen werden kann. Da die Halte-
stellen stets in gleichem Abstand voneinander bleiben, also auch von
der Ausgangsstation, so bleiben auch die ihren Abstédnden entsprechen-
den, auf der Ordinatenachse abgetragenen Strecken stets von gleicher
Lénge. Die den in einer bestimmten Station ankommenden Ziigen ent-
sprechenden Bildorte, fiir zwei zusammengehorige Werte von Zeit und

1) Vgl. 8. 146, Léngenprofil.

%) Vgl. Fig. 65, S. 165.

3) Vgl. Schweizerische B itung 1899, Bd. XXXIII, S. 126 oder Broschiire der
A.-G. Brown, Bovert & Cie., Baden, Schweiz.
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durchlaufener Wegstrecke, fin-
den sich daher stets auf einer
Parallelen zur (horizontalen)
Zeitachse.

So befindet sich z. B. Zug
Nr. 1, dessen Fahrverhiltnisse
in der mit ,,1 angeschriebe-
nen Linie wiedergegeben sind,
zur Zeit 7"30™ morgens in
Haltestelle Stansstad, fahrt zu
dieser Zeit, deren Minuten —
weil sie aus der Zeichnung nicht
gut exakt zu entnehmen sind
und um diese auch von zu gro-
Ber Genauigkeitsforderung zu
entbinden — an diesem Ort
angeschrieben sind, dort ab
und kommt um 7%47™ zur
Station der Stanserhorn-Bahn
und um 7"48™ nach Stans,
wo er 3 Min. Aufenthalt hat,
um 7%51™ weiterzufahren und
7257™ in Oberdorf anzukom-
men usw. FEr erreicht sein
Ziel in Engelberg um 9"13™.
Ein ihm entgegenfahrender
Zug Nr. 2 verlat Engelberg
um 6"30™ und erreicht Stans
um 7" 51™, welche Station
dieser nach 2 Min. Aufenthalt
wieder verlaBt, um die End-
station Stansstad um 8"5™ zu
erreichen. Wie ersichtlich,
kreuzen sich die beiden Ziige
in Stans, nimlich an der Stelle,
wo zur gleichen Zeit beide
Ziige am gleichen Orte sind,
also hier gleiche Ordinate ha-
ben, zur Zeit 7°51™. Und
[ reem diese Kreuzungsstelle ist ge-

)

Mirz 1912.

3

g

\
W

i/

|
d

Vom 20. Dezember 1911 bis und mit Februar 1912.

Nur an Sonn- und Feiertagen.
Vom 16. Oktober 1911 bis und mit 31.

¢ Bis und mit 15. Februar 1911 und vom 1. April 1912 an.

© Vom 1, April 1912 an.

0
®

Fig. 72.

Giiltig vom 1. Oktober 1911 bis und mit 30. April 7972.

X 7 Z @ ¥ ¥V W VI VIl X X WMittag 7T T W ¥ ¥V VW T VI X X X X
/&

Graphischer Fahrplan fiir die Elektrische Bahn Stansstad-Engelberg

Personenzug II. und ITI. Klasse.

mm— Schnellzug II. Klasse.
Fakultativer Zug.

Von v nach dem Stafiserhorn

L

Lnde

o 7 Z @« T ¥V T W wm X X X Mg I I & & 7 I W W & X ¥ T

Lngelberg
Stansstad

Gherst
Qbermart
8| Sranserhornbann

R

o

3
S g, rade dort, wo sich die beiden
gebrochenen Linienziige ,,1%
und ,,2° schneiden; denn der
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Schnittpunkt hat fiir beide Linien gleichwertige Abszissen und Ordi-
naten.

Wie hieraus hervorgeht, ist es mittels der graphischen Zeichnung
auBerordentlich leicht, die Kreuzungsstellen und dazu gehorigen Zeiten
kennen zu lernen: Uberall, wo sich zwei solche Linien schneiden, haben
wir eine Zugkreuzung, sei es, wie hier und sonst bei eingeleisigen
Bahnen nur moglich, auf den Stationen oder bei Doppelspur zwischen
denselben (vgl. die drei Kreuzungen von Zug 7 in Wolfenschiefen,
Grajfenort und Obermatt mit den Ziigen Nr. 8, 208, 10). Obige Darstellung
lehrt auch, daf3 alle Linienziige, die von unten links nach oben rechts
verlaufen, Ziigen entsprechen, welche in Richtung Stansstad— Engel-
berg fahren; die Linien von oben links nach unten rechts geben Ziige
Engelberg—Stansstad an.

Tabellen-Darstellung des Fahrplanes.

Elektrische Bahn Stansstad-Engelberg
Ab 1. Oktober 1911.

k. 1 5 203 3 [ g _ 10 5 | 7
Stansstad a| | F lgﬁ 100 | S8 190 | 2w | B | — | —
an 748 5=: 105? < 1214 307 557 J— J—
4 | Stans W { abl 7o % ‘ 103 ?og 1216 309 539 — —
6 | Oberdorf . . . , | = | & | He | Z8 qem | 86 | p | — | —
7| Biren . . . ., | 8 | = | e | 5o 12w | 8w | om0 | — | —
8 | pallenwil . . . ,, | 85 | Z | Mo | 28 g2 | 3w | 5w | — | —
11 | WolfenschieBen. ,, | 8¢ | = ' 1o | 28 120 | 38 | 68 | — | —
12 | Dorfli . . . . ,, | 8% 2 | 11% | @~ ap 80 | 6Ll | — —
15 | Grafenort . . . , || 82 = 116 | 5.8 3o 622 | — —
20 | Griinenwald . . ,, | 8 = 120 | 5 g _ 415 6Ll | — —
23 | Engelberg. . . an| 9 S s | 120 | 7wt 432 708 | —
k. 2 4 | g_ 102 6 8 5208 | o 10 [
| Engelberg. . . ab| 6% 102 | 58 — 214 510 Eom 5 624 g
4 | Griinenwald. . ,, | 67 10 | 28 — 232 5% | = g > g2z X
8 | Grafenort . . . ,, | ™ | 1e | g8 — | 26 | 5t | .3 R T
10| Dorfli . . . .o, | T | 1m | SE — | 89 | 622 | = ‘ ZF ez | 2
13 | WolfenschieBen. ,, || 727 o | g 122 ) 38 628 | o 25 i
16 | Dallenwil . . . 787 1130 L2 1202 32 612 | = S & 713 =
16| Biren . . . . || | 1m | SE 120 | 3w | g2z | £ ’ £ e | S
18 | Oberdorf . . . , | w6 | 11® %f Too | 3w | eza | = | 3“ 724 §

an || 71 11¢ | g2 100 338 622 | < 641 | ] EX]

1 | stans @ {010 Mo | B2 5u | Be | Gae | T eas PR
93 | Stansstad . . . an| 8% | 113 | 2 ° 24 | ge | e | =68 | A qii | e

Lokalverbindung Stansstad-Stans-Stansstad.
Stansstad ab 532 717 812 1202 30 €700 MTL2 MBO3 53
Stans  ab 523 T00 1008 295 457 W72 C8a0 :
® Vom 16. Oktober bis 81. Mirz. ™ Bis 15. Oktober und vom 1. April an. @ Vom 1. April an.
Auch die Geschwindigkeit des Zuges auf den verschiedenen
Strecken 148t sich mit Leichtigkeit in geniigender Genauigkeit ablesen.
Fiéhrt der Zug langsamer, so braucht er zur Zuriicklegung des Weges
zwischen zwei Stationen eine grofiere Zeit, im Bild wird dann die Zeit-
distanz der beiden Stationspunkte, d.h. die Abszisse in obiger Dar-
stellung, eine grofere sein bei gleichem Ortsabstand (Ordinate); dann
wird aber die Verbindungslinie der beiden Punkte, welche Ankunft und
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Abgang des Zuges in den Endpunkten der Fahrstrecke, den benach-
barten Stationen, angeben, eine groBere Neigung erhalten. Sie ist ja
Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck, dessen horizontale Kathete
grofer ist bei konstanter vertikaler Kathete und mull daher schriger
verlaufen mit wachsender Zeitkathete oder Fahrzeit. Wir konnen daher
schliefen, dal je geneigter die Strecken im graphischen Fahrplan
sind, um so langsamer der Zug féhrt, und um so steiler sie liegen, um
so grofler die mittlere Geschwindigkeit desselben auf dieser Strecke ist,
womit sich auch die UnregelméaBigkeiten des Terrains, wie Steigung, Ge-
falle, stirkere und kleinere Kurven, zu denen die Geschwindigkeitsgrofie
in bekanntem Verhaltnis steht, leicht erkennen lassen. Indertat zeigt
sich dies auch deutlich in unserem Bilde, wo sich die steilere Zahnrad-
strecke zwischen den Stationen Obermatt und Gherst mit viel kleinerer
Fahrgeschwindigkeit durch mehr geneigte Linien bemerkbar macht.

Wir sagen ausdriicklich mittlere Geschwindigkeit, denn nur diese
186t die Darstellung erkennen: die Wegstrecke von Halt zu Halt divi-
diert durch die bei Zuriicklegung derselben vergangene Zeit. Sie ent-
spricht bekanntlich auch der Geschwindigkeit eines Zuges, der mit
konstanter Geschwindigkeit den gleichen Weg in der gleichen Zeit
zuriicklegen wiirde. Innerhalb dieser Strecke von Station zu Station
kann unser Zug also noch bedeutend hohere oder auch kleinere Ge-
schwindigkeiten erreichen, die aber oft wechseln und von Zufélligkeiten
in hohem MafBe abhingig sind und daher auch unmoglich auf lingere
Zeit hinaus, wie es der Fahrplan verlangt, genau festgelegt werden
koénnten. Die gezeichnete gerade Linie ist die Ausgleichslinie der un-
regelmiBig gewundenen Kurve der Wirklichkeit. Fiir den Bahnbetrieb
kommt aber vor allem eine genaue Angabe von Ankunfts- und Ab-
gangszeit und der Kreuzungsorte der Ziige in Betracht, die beim graphi-
schen Fahrplan vermittels kleiner, den Linien beigesetzter Zahlen leicht
auf die Minute genau abzulesen sind; dazu kommt hier eine iibersicht-
liche Angabe der Bewegungsverhéltnisse nicht nur eines Zuges, sondern
auch zugleich aller anderen Ziige, wie es keine Darstellung besser ver-
mag, als die graphische; konnen wir ja aus dem graphischen Fahrplan
mit einem Blick die Anzahl der zu einer bestimmten Zeit in Bewegung
befindlichen Ziige, ihre Bewegungsrichtung, mittlere Schnelligkeit, Kreu-
zungspunkte und noch mehr herauslesen. Er bietet Vorziige, die der vom
grofien Publikum gewohnlich benutzten Tabellendarstellung in den sog.
Eisenbahn-Kursbiichern, die wir zum Vergleich fiir diese Bahn auch
angegeben habenl) (S. 171), mit uniibersichtlichen Zahlenreihen nie
auch nur angenédhert erreicht werden kénnen. Kein Wunder, wenn er
beim Fachmann ausnahmslos vorgezogen wird.

1) Entnommen aus: Biirkli, Kursbuch, ,,Reisebegleiter fiir die Schweiz, Winter-
saison 1911/12¢, S. 123.
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Auch dies ist wieder eines der schlagendsten Beispiele fiir die Uber-
legenheit der graphischen Darstellung einer Funktion.

Im besonderen sind auch die von den sog. registrierenden In-
strumenten aufgezeichneten ,,Registrierkurven’ reine graphische
Funktionsdarstellungen, in denen meistens die Zeit als Argument und
Abszisse gewdhlt, als deren Funktion irgendeine andere Grofe, in der
Ordinatenléinge senkrecht zu dieser, angegeben und aufgezeichnet ist.

So wird z. B. beim Limnigraph die variierende Hohe des Wasser-
spiegels (Wasserspiegelbewegung), die an einer bestimmten Stelle des
Flusses oder Sees auftritt, automatisch auf einem sich mit konstanter
Geschwindigkeit fortbewegenden Papierstreifen mittels eines Schreib-
stiftes (Feder) aufgezeichnet, der seinen Abstand von der Abszisse in
fester mechanischer Bewegungsverbindung (durch Rollen und Eisen-
schniire od. dgl.) mit der Wasserspiegelh6he proportional dem Wasser-
stand #dndert. Auf dem Streifen entsteht damit ein ununterbrochener
Linienzug, dessen Ordinaten sich als Funktion zu der von einem Punkt
des Streifens zuriickgelegten Wegldnge darstellen. In gleichen Zeiten
legt der Streifen gleiche Wege zuriick und man kann daher seinen Weg-
lingen auch Zeitintervalle der ebenfalls gleichformig fortschreitenden
Zeit zuordnen. Tut man dies, indem man die Punkte auf der Abszisse,
der geraden Linie, die der Stift beschreibt, zeichnet, markiert, welche
der Streifen unter dem Zeichnungsstift in bestimmten Zeitabstinden
zuriicklegt, so erhélt man auf der Abszisse die graphische Darstellung
der Zeit, der Zeitintervalle und Zeitpunkte, zu denen die verschiedenen
Wasserspiegelhéhen gehoren. Mit anderen Worten: Man erhélt die
graphische Darstellung des Wasserstandes in Funktion der
Zeit.

Zur praktischen Verwirklichung dieses Zieles erfolgt meistens die
Zuordnung der bestimmten Weglingen des Papierstreifens zu ent-
sprechenden Zeiten in der Weise, dafl man einen — auf der Abszissen-
achse nach der Zeiteinteilung, in senkrechter Richtung zu dieser nach
der Dezimaleinteilung — bereits eingeteilten und linierten Papierstreifen
unter dem Schreibstift sich vorbeibewegend anbringt. Die genau kon-
stant gehaltene Bewegungsgeschwindigkeit des Streifens (hervor-
gebracht durch ein Gewicht, welches am Streifen zieht und durch ein
Uhrwerk reguliert wird, oder durch Aufspannung des Streifens auf eine
durch ein Uhrwerk bewegte Trommel, oder durch Ab- und Aufwick-
lung des ausgespannten Streifens zwischen zwei durch einen Uhrwerk-
mechanismus bewegten Rollen) ist so gew&hlt, daBl der Stift die an-
geschriebenen Zeitlinien so beriihrt, daf die tatsidchlichen Zeiten mit
dem Eintreffen des Schreibstiftes auf diesen Linien jeweils genau iiber-
einstimmen.
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Die Zeichenfliche ist hier ein Zylindermantel oder auch ein
fortschreitend bewegtes Band.

So zeigt uns z. B. Fig. 73") eine Darstellung, die uns ein solches
Funktionsbild in starker Abszissenverkiirzung wiedergibt.

Graphische Darstellung der Pegelablesungen

an der Isar bei Miinchen
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Fig. 8.

Der selbstaufzeichnende Geschwindigkeitsmesser (T'ackograph) gibt
die Kurve der Geschwindigkeit des Fahrzeuges in Abhéngig-
keit von der Fahrzeit an.

Geschwindigkeitsdiagramm
der elektrischen Bahn Bellinzona—Mesocco
Bergfalrs,

Reisezer?t 89 Minuten, Falbrzert 73////71//‘9/7
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Fig. 4.

Als Beispiel hierfiir geben wir in Fig. 74 die Kurven an, welche
durch den Geschwindigkeitsmesser ,,T'el* fiir einen Motoren-Triebwagen
der elektrischen Bahn Bellinzona— Mesocco?) bei einer Fahrt auf dieser

Strecke aufgezeichnet wurden.

Wie aus der Bemerkung der Reisezeit und Fahrzeit (das sind hier einer-
seits die von Anfangs- bis Endstation, andererseits nur die von den Kurven iiber-
deckten Léngen der Abszissenachse) hervorgeht, bedeutet der Abstand zweier
Punkte (am Original-Streifen 3 mm) die Zeit einer Minute. Die Zahlen fiir den Ge-
schwindigkeitsmaﬁstab auf den zur Abszissenachse parallelen Linien sind bei
Bahnen wie ubhch in Kilometern pro Stunde zu verstehen.

1)Vgl E. K. u B. 1908, §. 316.
2) Vgl. E. K. u. B. 1909, S. 89.
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Fig. 75%) zeigt einen Diagrammausschnitt eines selbstschreibenden
Gasdruckmessers einer Hochofengasreinigung, der nach der schema-
tischen Darstellung von Fig. 76%) arbeitete.

Diagrammausschnitt eines schreibenden Druckmessers an einer

Hochofengasreinigung
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Fig. 5.

Die registrierenden Instrumente geben uns in der so aufgezeichneten
Kurve die vollkommenste graphische Veranschaulichung der
Funktion, da zur Herstellung derselben nicht nur einige wenige auf-
gezeichnete Punkte benutzt, sondern fortlaufend |
Punkte der Kurve unter dem vollen Einflusse H
des stets arbeitenden, messenden Instrumentes 7
aufgezeichnet werden. Diese so erhaltenen Funk- H
tionsbilder geben uns daher auch fiir alle Ar- j
gumentwerte zuverldssig und sicher den zuge-
horigen Funktionswert mit der groftmoglichen
Genauigkeit, soweit sie im Rahmen der Zeich-
nung iiberhaupt moglich ist. Nicht umsonst gel-
ten sie heute als der beste Kontrolleur eines — — |
industriellen Betriebes, der jede UnregelmaBig-
keit in aufrichtigster und exakter Weise meldet
und iiber jeden Zeitmoment der Tétigkeit griindlichen AufschluB gibt.

Auch Fig. 77a und b?) stellen eine sehr oft zu treffende, auf gleiche
Weise gewonnene Funktionskurve dar, die uns die Stromstirke zweier
Bogenlampentypen (einer Conta-Lampe und einer gewéhnlichen
Differential - Lampe) in Abhingigkeit von der Brennzeit dar-
stellt; beide Lampen sind gebaut fiir 11 Amp. und 110 Volt.

Namentlich in der unteren Darstellung fiir die Differential-Lampe
ist die eigentliche Kurve schwer zu erkennen und sind gute Ablesungen
auf ihr fast unmoglich. Die Zeichnung 148t nur einen rohen Mittelwert

Ty

1) Vgl St. u. E. 1911, S. 1758 u. 1755.
2) Vel. E. T. Z. 1909, S. 829.
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feste Drehachse beweglichen Zeigernadel angeben, so mufl demnach
auch die Instrumentenskala der durch das Zeigerende beschriebenen
Kurve angepaBt sein, wenn der Zeiger in jeder Stellung eine direkte
Ablesung gestatten soll.

Die prinzipielle Einrichtung einer solchen Schreib- oder Registrier-
vorrichtung zeigt Fig. 79. Steht die Trommel still und dreht sich der
Schreibhebel (Zeiger), so beschreibt die
Schreibspitze auf dem Trommelmantel eine
Kurve, die als Ordinatenlinie zu gelten —%
hat. Wiirde man die Trommel um gleiche
Teile einer vollen Umdrehung nach und
nach rotieren und in jeder so erhaltenen
Stellung immer den Schreibhebel seinen
Bogen beschreiben lassen, so erhielte man ﬁ
die notigen Ordinatenlinien. Die Kreise
auf dem Trommelmantel, in Ebenen senk- i i i
recht zur Drehachse der Trommel, liefern HHH
die Abszissenlinien. Beide Arten von Fig. 79.
Linien_zusammen ergeben das Koordina-
tennetz. Man wahlt dann einen der Kreise als ,,Abszissenachse® und
eine der Ordinatenlinien als ,,Ordinatenachse‘. Die Punkte der ersteren
erhalten die Ordinate 0, die der letzteren die Abszisse 0. Ein beliebiger
Punkt hat also auf dem Trommelmantel zwei krummlinige Koor-
dinaten, ndmlich die entsprechenden Kurvenlingen von Kreis und
Ordinatenlinie.

Die Ordinatenlinien sind nun durch die eben beschriebene Art ihrer
Entstehung auch mathematisch bestimmt. Nehmen wir ndmlich zunéchst
an, daB der Schreibhebel (bzw. seine Mittellinie) sich genau in einer
Ebene bewegt, so beschreibt der Schreibstift, der ja zum Schreibhebel
und der erwdhnten Ebene senkrecht steht, einen Zylindermantel mit
einer Achse senkrecht zur Trommelachse. Es wire daher theoretisch
die von der Schreibstiftspitze beschriebene Kurve die Durchdringungs-
kurve dieser beiden Zylinderméntel.

In Wirklichkeit wird sich die Sache dadurch etwas komplizieren,
daf der Zeiger (Schreibhebel) etwas federt wéhrend seiner Bewegung,
damit die Schreibstiftspitze in allen ihren Lagen gegen die Trommel
gleich stark angepreft sei. Der Hebelarm biegt sich also etwas durch,
weswegen der Radius des Kreises, den ein Punkt des Schreibstiftes be-
schreibt, sich etwas #dndert, je nach der Stellung des Schreibhebels.
Die beschriebene Fléche ist daher nicht mehr genau ein Zylindermantel.
Doch wird die Abweichung von dem letzteren praktisch nicht in Be-
tracht kommen. Dies um so mehr, als der Zeiger meist Ausschlige im
Betrage von nur wenigen Graden im Verhéltnis zur vollen Umdrehung

=
— T—— ——

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 12
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selbe zeigt uns die GroBe der von einem berganfahrenden elektrischen
Wagen der Miinster- Schlucht- Bahn aufgenommenen Stromstérke in Ab-
héngigkeit von der Stelle, wo er sich befindet, bzw. von der Distanz
vom Ausgangspunkt. Wir haben etwas Ahnliches in anderer Darstel-
lung auch schon bereits in Fig. 69) kennen gelernt.

Diese Darstellungsart kommt namentlich in Projektarbeiten viel
vor, wo man der Unkenntnis halber iiber alle kleinsten Kinzelheiten
hinweggeht und auch wegen Zeitersparnis mit moglichst guten, auf
groflere Abszissenlingen (hier Fahrstrecke bei konstanter Bahnneigung)
konstanten Mittelwerten der Funktionsgrofe rechnen muf}, die man
dann den entsprechenden grofleren Argumentintervallen als innerhalb
derselben konstante Grofle zuordnet.

Bemerkt sei noch, da der Inhalt der so mit Mittelwerten
der Funktion iiber ihren Argumentintervallen gezeichneten Fliche
zwischen dieser ,,Funktionskurve* und der Abszissenachse genau dem
Inhalt der Fldche gleich ist, welche mit der richtigen, mit jedem
Momentanwert der Funktionsgréfe mittels des Registrierinstrumentes
aufgezeichneten Funktionskurve sich ergibt, sofern eine solche,
wie es fiir tatsdchliche Vorgidnge stets zutrifft, existiert. Und zwar
folgt dies ohne weiteres aus der Uberlegung iiber die Bedeutung der
als Ordinaten aufgetragenen Mittelwerte. Das ist nicht der Fall bei
der nach Art der ,,Spitzenkurve* (Polygonzug) gegebenen Darstellung
oder auch bei der in gekriimmtem Linienzug durch die MeBpunkte hin-
durch gezogenen Funktionskurve, sowie auch bei einer als Ausgleichs-
linie durch eine Schar von solchen gelegten Linie. Daraus erhellt ein
nicht unerheblicher Vorteil dieser ,,Streifendarstellung’‘, wenn es sich,
wie sehr oft, um die Bedeutung und Anwendung dieses Flacheninhaltes
zwischen Kurve und Abszissenachse handelt, der sich hier auch ganz
besonders leicht, wenn einmal die Aufzeichnung erfolgt ist, als Summe
von Rechtecken ermitteln 1a6t. Je schmaler die gewéhlten Argument-
intervalle, d. h. je schmaler die Rechtecke der Flache ausfallen, um so
mehr nihert sich dieses Diagramm dem tatséichlichen, um ihm schlie3-
lich an der Grenze mit zu Null herabgesunkener Rechteckbreite vollig
gleich zu werden. Damit hat es daher der Konstrukteur auch in der
Hand, die Genauigkeit dieser Darstellung — allerdings auf Kosten
groferer Umstédndlichkeiten und Arbeit — beliebig zu steigern.

Nicht nur fiir Mittelwerte von sich bestindig @ndernden Grofien
wird diese Veranschaulichung angewendet, sondern ganz besonders auch
fiir die statistischen Angaben.

So findet sich z. B. im Jahresbericht der Stadt Genf die in Fig. 872)
wiedergegebene Darstellung der Variationen ihres monatlichen

1) 8. 167.
2) Vgl. Ville de Genéve, ,,Compte rendu des services industrielles”, 1908.
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angedeutet ist, Preise, Ein- und Ausfuhr von Waren, Anderungen in
Einwohnerzahlen, Verkehrsgrofen usw.

Arbeiterzahl des Werkes Niirnberg

der Vereinigten Maschinenfabriken Augsburg und der Maschinengesellschaft Niirnberg AG.
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So wird z. B. die
Anderung der
Arbeiterzahl mit
den Jahren einer
groBen Maschinen-
fabrik in Niirnberg
nach Fig. 881) an-

gegeben.

Fig. 892) gibt in
dieser Art Aufschluf3
dariiber, wie sich die
Zahl der im Jahre
1909 in England ge-
bauten Fracht-
dampferzuihrer
Linge verhilt.

Fig. 903) ver-

5. Zusammenstellung von

309 im Jahre 1909 in
England gebauten

0
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20 iiber 60 m, nach Zah!
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:
§
R
N
X

gm0 | 20 | "'abl
i

6

1) Vgl. Z. 4. V. d. L. 1903, S. 1203.
2) Vgl. ,,Technik und Wirtschaft, Beilage zur Z. d. V. d. L, Juni 1911, S. 380.
3) Vgl. Z. d. V. d. L. 1909, 8. 1777.
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beliebiger, der Ubersichtlichkeit aber meist von geometrisch dhnlicher
Form, den Funktionswerten zuordnet.

Die Veranderung des Querschnittes oder Gewichtes oder
der Kosten einer Kupfer-Fernleitung fiir die Ubertragung einer
bestimmten  Leistung,

z. B. von 600 Pferde- a) Leitungsquerschnitt

stiarken auf eine Distanz Langen 1:8
von 30 Kilometer, kann WW son ok
man in Abhingigkeit ‘ s o i
von der Ubertragungs-
spannung, z. B. auch

leicht iibersichtlich
durch Angabe der be- - 7 RO IR ]

treffenden Werte mittels  pmrmmzm)
zugeordneter, dhnlicher 200y 30608 4 . .
FlgchenalsKreisﬂéchen, :]mw W?/(; b) Gewicht der Leitung
Rechtecke, Quadrate . .oy ansy Streifenlénge:
usw. angeben und erhlt 1.mm <> 20000 kg
damit etwa die in Fig. 94
wiedergegebene Veran-
schaulichung dieser drei
verschiedenen Funktio-
nen des ndmlichen Ar-
guments, der aufgegebe-
nen Spannungsdifferenz
am Anfang der Leitung.
(Angenommener Verlust
auf der Leitung 89%,.)
Um Funktionsverhéltnisse und -verinderungen moglichst einfach
ibersehbar zu gestalten, greift man auch oft, namentlich gegeniiber
einem groferen Laienpublikum zu dem konkreten Mittel, die ver-
inderliche Grofe durch verschiedene Gr6B8enangabe eines
GefdBes oder sonstigen Korpers, im Bild oder auch Modell anzu-
geben, mit dem sie in engstem Zusammenhang steht, oder durch An-
gabe entsprechender Grofle ein und desselben Bildes, in dem sie auf-
tritt, oder iiberhaupt irgendeiner Kombination, mit welcher sie sich in
enge Verbindung bringen 148t. So macht uns der Maschinenbauer die
jahrlich sich vergroBernde Produktion einer bestimmten
Maschine verstdndlich durch dieser Produktionsmenge entsprechend
verschieden dimensionierte, nebeneinander angeordnete Ausfithrungen
derselben. Der Landwirt zeigt uns den mit den Jahren wachsenden
Ertrag seines Feldes durch eine Reihe des in verschiedenen Grofen
gezeichneten Getreidekornes oder der ganzen Ahre an oder durch die

c¢) Kosten der Leitung
1 mm* o> 20000 Mk

20000V 250004 S0060K.
75520 M. 2243Mk 061

.

Fig. 94.
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in entsprechend verschiedenen MaBstiben gezeichnete Grofie eines
Bildes seines Kornfeldes. Der Viehherdenbesitzer veranschaulicht uns
den Zuwachs seiner Herde im Laufe der Jahre durch eine Anzahl
hintereinander marschierender Rinder von entsprechender Grofle usw.
— Alles einfache Veranschaulichungen von Funktionen.

Nicht nur die oben fast ausschlieflich durchgefiihrte Art der Ver-
anschaulichung einer Funktion, nach der man ihre beiden Variablen
auf zwei zueinander senkrechten Geraden, sog. Achsen, abtrigt, ist zu-
lassig; man wiirde ebenso ein graphisches Bild der Funktion, ein sog.
Achsendiagramm erhalten, wenn man die beiden Verdnderlichen auf
zwei sich unter beliebigem Winkel schneidenden Geraden
abtragen wiirde. Ja, jede beliebige Linie konnten wir uns zur
,»Achse“ machen und ein brauchbares Funktionsbild erhalten, wenn

wir nach einem bestimmten, nach Belieben aufgestellten, aber fiir die
ganze Konstruktion durchgingig einzuhaltenden Gesetz von diesen
Achsen ausgehend allen zusammengehorigen Wertepaaren der beiden
Verinderlichen Punkte zuordnen. Wir erhalten in jedem dieser Fille
ein Funktionsbild, aus dem sich, nach dem némlichen zugrunde ge-
legten Gesetz und Mafistab riickwérts schlieend, Werte von Argument
und Funktion herauslesen lassen.

Es werden indertat solche vom rechtwinkligen Koordinaten-
systeme mit geradlinigen Achsen abweichende Darstellungen manch-
mal verwendet, wenn sie eben von Vorteil sind, sei es, daB sich die
instrumentelle Aufzeichnung von Kurven leichter und genauer bewerk-
stelligen 148t, wenn man das Rechtwinkelsystem mit geraden Achsen
verlaft, wie unsere Fig. 80 u. ff. lehren, wo auf diese Abweichung auch
niher eingegangen worden ist, sei es, daB sich dadurch leichter ein
Ubergang vom Schaubild zum wirklichen Zusammenhang der Objekte
ergibt.

Fiir diesen letzteren Fall ist auch die nachfolgend skizzierte Dar-
stellungsweise von Bedeutung, welche eine noch verhaltnisméaBig oft
getroffene Veranschaulichung einer Funktion, diejenige im sog. Polar-
koordinatensystem, angibt. ‘

Hier tréigt man die Werte des Argumentes nicht in zugeordneten
Strecken auf einer Geraden ab, sondern in zugeordneten Winkeln. Man
geht zu dem Zweck von einer Nullage aus, als die man meist eine
nach rechts sich ausdehnende Gerade, also die positive obige Abszissen-
achse wahlt und trigt in der zur Drehrichtung des Uhrzeigers entgegen-
gesetzten Richtung, der sog. positiven Winkelzdhlung, dem Argument
proportionale Winkel (bzw. Bogenlingen auf einem bestimmten Kreise)
ab. Auf dem zum Winkel gehorigen anderen, freien Schenkel tragt man
den zugehorigen Funktionswert in einer zugeordneten Strecke von dessen
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Anfangspunkt aus ab. Zu jedem Wertepaar der Funktion findet sich
50 ein und nur ein bestimmter Punkt. Die so erhaltenen Punkte geben,
miteinander verbunden, ein graphisches Bild der Funktion in Form
einer ,,Kurve®, die fiir wachsendes Argument im positiven Drehsinne,
d. h. nach obiger Festsetzung in einem der Uhrzeigerdrehung entgegen-
gesetzten Sinne zu durchlaufen ist.

Es leuchtet ohne weiteres ein, dafl man sdmtliche bisher im
rechtwinkligen Achsenkreuz gegebenen Funktionsdarstel-
lungen auch im Polarsystem leicht angeben kann, wenn man,
um eine Ubereinanderlagerung der Kurven nach einem Umgang zu ver-
hiiten (ein Nachteil dieser Polar-Koordinatendarstellung), dafiir sorgt,
daB dem groBten vorkommenden Argumentwert ein Winkel oder Bogen
entspricht, der kleiner, hochstens gleich 360° bzw. 27 7 oder 2 7 ist.
Es sind daher insbesondere auch alle die erwdhnten verschiedenen
Darstellungsarten als durch die MeBpunkte gehende ausgeglichene
Verbindungslinie, als Ausgleichungskurve, Polygonzug usw. méglich.

Eine sehr hiufige Anwendung in der Technik macht man von
diesem Polardiagramm, wie schon erwdhnt, bei Grofen, deren funk-
tionale Abhédngigkeit von dem Abstande von einem festen
Punkte, sei es in der Ebene, sei es im Raume, von Bedeutung ist.
Dies ist z. B. der Fall mit der von einer Lichtquelle ausgesandten Licht-
menge, der durch sie erzeugten Helligkeit im umgebenden Raume.

Als Beispiele hierfiir zeigen wir die graphischen Veranschau-
lichungen der rdumlichen Verteilung der Lichtstirke einer
Petroleumlampel) und einer elektrischen Bogenlampe?. In
ersterem Falle (Fig. 95) geht die Meflebene, in welcher die Messungen
vorgenommen wurden und welcher daher die Kurvenebene entspricht,
durch die vertikale Achse der Flamme, in letzterem Falle (Fig. 96) er-
folgte die Messung in einer durch den Lichtbogen und die Achse der
Kohlenstifte gelegten Vertikalebene. Die Horizontalebene, von der aus
die Winkel gezidhlt werden, ging in beiden Féllen durch den Mittel-
punkt der Flamme, der als Nullpunkt, Pol, im Diagramm auftritt.

Ein solches Diagramm bietet uns somit die Veranschaulichung
der Lichtstdrke in Abhédngigkeit vom Winkel, den der Strahl,
in dessen Richtung sie gemessen wurde und der durch die Lichtquelle,
welche im Pol gedacht ist, geht, mit der Horizontalen oder Vertikalen
durch diese bildet; und zwar in einer vertikalen, durch die Achse der
Flamme gelegten Ebene.

Eine eigentiimliche Darstellung einer Funktion zeigt noch die
Fig. 973), gewissermaflen eine Verbindung von Achsen- und

1) Vgl. Journal fiir Gasbeleuchtung und Wasserversorgung 1908, S. 61.
%) Vgl. 8. E. Z. 1911, S. 457.
3) Vgl. E. K. u. B. 1911, 8. 226.
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Verteilung der Lichtstirke einer Petroleum-Tischlampe
von 14" GriBe, mit Milchglasglocke; Petroleumverbrauch 0,043 Lit./Std.
X, 0 Ablesungen zweier Beobachter, HK Hefnerkerzen (Einheit der Lichtstirke)
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Polardiagramm

fiir die Lichtverteilung einer elektrischen Bogenlampe
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Polardiagramm. Sie gibt uns durch Breite, Linge und Richtung der
Streifen die Verkehrsstirke in den verschiedenen Richtungen an, und

Der Wiener StraBenbahnverkehr
an einem Werktage im Winter 1909/10
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zwar 148t die Breite der Streifen auf die Verkehrsstérke an der be-
treffenden Stelle, die Linge derselben auf die. Verkehrsausdehnung
langs der Strafle schliefen und endlich ist auch die Richtung angegeben,
in welcher diese Verhéltnisse statthaben.

Statt nun, wie es in allen eben behandelten Féllen angenommen
wurde, den funktionalen Zusammenhang zweier verdnderlichen Gréfen
der Erfahrung zu entnehmen, also empirisch zu bestimmen, sei
es durch direkt fiir diesen Zweck angestellte Versuche, sei es durch
Beobachtung der eintretenden Veridnderungen, und sich mit den so ge-
wonnenen Schaubildern oder Diagrammen, eventuell Tabellen zu be-

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 13
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gniigen?), kann man auch weiter gehen. Man versucht, obige Resultate
einer geniigend groBen Zahl von Messungen in eine Form zu bringen,
die mathematisch leichter zu handhaben ist und die wir auf Seite 124
die algebraische oder analytische genannt haben. Fiir dieses Er-
setzen der empirisch gefundenen Resultate durch eine analytische Funk=
tion gilt dann die analoge Voraussetzung, welche wir auf Seite 139 u. f.
fiir die Kurvendarstellung gegeben haben, d. h. die analytische Funktion
muf einfach sein und doch die empirischen Resultate mit ausreichender
Genauigkeit wiedergeben. Bei theoretischen Uberlegungen iiber solche
Zusammenhdnge ist diese analytische Form die gewohnliche, in der
die Ergebnisse dargestellt werden.

So zeigt z. B. der Versuch, dafl im luftleeren Raume die Geschwindig-
keit eines aus der Ruhelage frei fallenden Korpers der Fallzeit direkt
proportional ist (d. h. diese direkte Proportionalitét ist die einfachste
Form, in der sich die Versuchsresultate in vollstindig befriedigender
Genauigkeit darstellen lassen). Eine solche Beziehung zwischen zwei
Grofen kann man aber durch einen algebraischen Ausdruck kurz und
klar festlegen. Geben wir z. B. zwei Dbeliebigen, aber zusammen-
gehorigen Werten von Geschwindigkeit und Fallzeit, die ihre MaBzahl
(Grofe) représentierenden Bezeichnungen v und £, so erscheint dieses
Proportionalitdtsverhéltnis in der algebraischen Form

v=-ct

worin ¢ eine Konstante bedeutet, und zwar ergeben entsprechende
Messungen: Wird die Zeit ¢ in Sekunden und die Geschwindigkeit v in
Metern pro Sekunde angegeben, so erhilt z. B. unter 45° geogr. Breite
die Konstante ¢ den Zahlwert 9,806 - -, rund 9,81. Gewdohnlich bezeichnet
man diese Konstante mit ¢ und erhilt dann die bekannte Formel:

v=g1

Durch diese Art der Darstellung der Abhangigkeit der beiden GroBen
v und ¢ ist eine Vollsténdigkeit erreicht, wie sie weder die Kurven-
und noch weniger die tabellarische Darstellung erreichen kann. Erstere,
weil sie immer nur in einem begrenzten Intervall gezeichnet werden
kann, letztere, weil sie immer nur diskrete Punkte herauszugreifen ver-
mag, fiir dazwischenliegende Interpolationen verlangt. Dazu kommt,
daB wir bei graphischer Darstellung auch noch die Ungenauigkeit der
Zeichnung in den Kauf nehmen miissen.

Die analytische Darstellung der Funktion vereinigt also die
Vorteile beider, namlich die liickenlose Darstellung der einen

1) Diese Methode der Untersuchung nennt man die empirische und bezeichnet
demnach auch die dadurch gewonnenen Kurven und Formeln als empirische.
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mit der Genauigkeit der andern und fiigt beiden die Geschlos-
senheit und die Freiheit in der Erweiterung ihres Anwendungs-
gebietes hinzu.

Diese Eigenschaften machen nun

die analytische Form der Darstellung

der Abhdngigkeiten von GroBen besonders geeignet fiir weitere Unter-
suchungen mit ihr, insbesondere weil sie in dieser Gestalt leichter in
die Rechnungen eingefiihrt, d. h. mit anderen GréBen kombiniert
werden konnen.

Nicht immer sind natiirlich die Zusammenhénge so einfach, wie
in dem von uns gegebenen Beispiele, wie wir ja auch schon aus den
bisherigen Betrachtungen wissen.

Unsere Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Zeit von vorhin
erhilt z. B. schon den etwas komplizierteren Ausdruck

v=1,+ gt

wenn die Bewegung nicht aus der Ruhelage erfolgt, sondern schon
vorher die Geschwindigkeit v, vorhanden war. Der von dem Kérper
zuriickgelegte Weg s driickt sich bereits in der noch komplizierteren
Form

s=vot—|—%t2

aus, wo also die unabhéngig Variable ¢ im zweiten Grade erscheint.
Die Beziehung zwischen s und ¢ ist also vom zweiten Grade (quadra-
tisch) in ¢, dagegen jene von v und ¢ in v = v, + g¢ vom ersten Grade
oder, wie man auch -sagt linear.

DaBl mit der Zusammengesetztheit der Vorginge auch diese ana-
lytischen Ausdriicke komplizierter werden miissen, ist leicht begreif-
lich. Man geht dann zu ihrer theoretischen Darstellung so vor, daB
man gewisse einfache Elementarbeziehungen zugrunde legt
und vermdge deren Kombination die komplizierteren dar-
zustellen sucht. So werden z. B. all die komplizierten astronomischen
Erscheinungen, soweit sie durch Massenanziehungen bedingt er-
scheinen, durch das bekannte Newtonsche Massenanziehungsgesetz :

K=kFk- ZnITZm—g Y erklart, bzw. dargestellt.

1) K ist die zwischen den beiden Ko6rpern bestehende Anziehungskraft, k ein
konstanter Proportionalititsfaktor, m, und m, die sich anziehenden Massen, und r ihre
Entfernung.

13*
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Solche Elementarbeziehungen aufzufinden, ist jedoch nicht immer
leicht. Aber selbst, wenn man darauf verzichtet und nur darauf aus-
geht, die empirisch gefundene Beziehung durch Kurve oder Tabelle,
vermittels eines einfachen analytischen Ausdruckes darzustellen, ge-

lingt dies nicht immer. Ein interessantes Beispiel
Magnetisierungskurve  hierfiir ist die sog. Magnetisierungskurve,
welche die Abhdngigkeit der Magnetisierungs-
starke oder des induzierten Magnetismus (mag-
netische Induktion) von der magnetisierenden
oder induzierenden Kraft zu zeigen hat. Die
vielen Versuche, die dariiber angestellt wurden,
ergaben stets eine Kurve von ganz charakteri-
stischer Gestalt — wie sie nebenstehende Skizze zeigt (Fig. 98) —,
die also analytisch durch die Form zu geben wére:

B = [(H)

worin B die induzierte, H die induzierende magn. Kraft bedeutet. Was
unbekannt, ist eben die Art der analytischen Funktion, die das / repré-
sentieren soll, von der man auch fordern muB, daB sie einfach und damit
praktisch brauchbar sei.

Ein Beispiel, etwas verschieden von den bisher betrachteten, bietet
die mathematische Behandlung der Wechselstrome in der Elektro-
technik. Es werden hier die durch Versuche gefundenen Kurven, welche
sich analytisch nicht ganz einfach darstellen lieBen, durch die verhéltnis-
miBig einfache Sinusfunktion ersetzt. Auf diese Weise geht der Vorteil
analytischer Darstellung nicht ganz verloren, indem die Rechnungen
dadurch sehr vereinfacht werden. Die erzielten Resultate erweisen
sich meist als praktisch geniigend genau.

Aus alledem erkennt man zur Geniige, dafl 'die analytische Form
der Darstellung der Grofienbeziehungen auch fiir den Ingenieur min-
destens ebenso wichtig ist, wie die rein graphische. Dazu kommt,
dafl sie fiir theoretische Untersuchungen meist unentbehrlich ist.
Man muB also ihre Eigenschaften untersuchen. Wie das geschehen
kann, werden uns die Betrachtungen der nachfolgenden Paragraphen
des néheren zeigen. Fiir diese nun kann man im Interesse der Anschau-
lichkeit und leichteren FafBlichkeit, dann aber auch wegen der Be-
ziehungen zu den empirisch gefundenen Kurven auf die tabellarische,
insbesondere aber auf die graphische Darstellung der analytisch ge-
gebenen Funktionen nicht verzichten. Wir geben daher im folgen-
den diese Darstellungen von einfacheren und viel gebrauchten solchen
Funktionen.
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1. Tabellarische Darstellung

analytischer Funktionen.

2 32—yt
3. “(2+3)-10="—"+4y
Y Y

2 =10y oder: 2=+ /10y

1. y=20 -4 2. Y =21 (Parabel)

y x y y z
-8 +0,0 | +00 neg. imaginir
-6 +01 | +0,02 0 to
~4 +02 | 40,08 + 1 + 316
-2 +03 | +0,18 + 2 + 448

0 +04 | +032 + 3 + 548
+2 +05 | +0,50 + 4 + 6,33
4 +06 | 40,72 + 5 + 7,08
- +6 +07 | +098 + 6 + 774
tos | +128 + 7 + 837
109 | +1,62 + 8 + 895
+10 | +200 + 9 + 948
+10 +10,00
o= 5. ?—/—wﬂ—sw+§+m=0
g+ Vo g :
(Kreis) Y=f@&)=2+32 10T — 24
Y Y x

imag. — 00 — oo

» -T2 —6

0 24 ~5

+3,00 0 —4

+4.00 +6 -3

+458 0 —2

4,90 —12 —1

*+5.00 —24 0

4,90 ~30 +1

T 458 —24 +2

+400 0 +3

+3.00 + 48 +4

+o +126 +5

imag. + 240 +6
” + oo + oo
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7. [ (x) = 10*
10 10
6. y = Logx (x = Logy)
x y x| [
0 -— 00 — o0 0

+ 0001 - 3,00000 —2,0 + 0,01
+ 0,05 —1,30103 —1,5 + 0,03
4+ 01 — 1,00000 —1,0 + 01
+ 05 - 0,30103 —0,75 + 013
+ 10 0,00000 —0,50 + 0,32
+ 2 +0,30103 —0,25 + 0,56
+ 4 + 0,60206 0 + 1,0
4+ 6 -+0,77815 + 0,25 + 1,78
+ 8 + 0,90309 +0,5 + 3,16
+ 10 + 1,00000 +0,75 + 5,63
+ 15 +1,17609 +1,0 1+ 10,0
+ 20 +1,30103 +1,5 + 31,63
+ 30 +1,47712 + 2,0 +100,0
+ 60 + 1,77815

+ 100 + 2,00000

-4 200 +2,30103

+ 500 + 2,69897

41000 + 3,00000

usw. | usw.

Im 1. Beispiele stellt die Tabelle eine lineare Funktion (vom ersten
Grade) dar, die in gewdohnlicher!) graphischer Deutung als Bild eine
Gerade ergibt. Die Beispiele 2., 3. und 4. geben die Tabellen fiir Funk-
tionen vom zweiten Grade, wobei sich graphisch im 2. und 3. Beispiel
eine Parabel, im 4. Beispiel ein Kreis ergibt. Die Tabelle des 5. Bei-
spieles stellt eine Kurve dritten Grades dar, wie man aus dem Gliede 23
erkennt, und endlich sind in den Tabellen der Fille 6. und 7. Teile der
gewohnlichen Logarithmentafeln verwirklicht.

2. Graphische Darstellung

analytischer Funktionen.

Hierzu benutzen wir zunéchst das wichtigste und schon so héaufig
in diesem Buche verwendete Koordinatensystem mit zwei zueinander
senkrecht stehenden Achsen, das von dem franzésischen Mathematiker
Descartes (Cartesius) (1596—1650) eingefiithrt worden ist und nach
ihm auch hdufig benannt wird.

1) Vgl. S. 200.
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Die nebenstehenden Figuren mogen das Notwendigste, das zu
seinem Verstdndnis notig ist, ins Gedachtnis zuriickrufen.
Bestimmt man

. < *y

nun fir alle mog-
lichen Wertepaare T
(x,y) der Funk- y/4 ®© Ve
tion y = f(x) oder §
@(zy) =0 die '8
zugehorigen Bild- I _T'Drx’y ’
punkte P und ver- +y I
bindet diese durch |
eine sie alle gleich- -x<— Abscissen- ¢ ~Achse A —=+x
miBig beriicksich- e
tigende Kurve, so
nennt man diese .
das graphische 1
Bild der analy- /4 N /4
tischen Funk- S
tion y=/(x) oder l
P,y =0.

Als Beispiele 4

Fig. 99.

wahlen wir zu-
néchst die Funktionen, fiir die wir auf Seite 197, 198 die Tabellen
angegeben haben!). (Das graphische Bild zur Funktion y2 = 25 — z*
findet sich in Fig. 108, S. 202.)

Da wir hier auf beiden Koordina-
tenachsen reelle Zahlen abtragen, so sind
sie selbstverstiandlich, im speziellen auch
die Ordinatenachse, fiir die Darstellung
imagindrer Zahlenwerte in diesem Falle
nicht verwendbar. Die Ebene wird hier
zum Feld von reellen Zahlenpaaren
(Zahlenebene der reellen Zahlenpaare), _x +x
in dex imagindre Zahlen oder auch kom- = a] x -Achse —
plexe Zahlen keine Veranschaulichung x A
finden konnen. Imagindre Zahlenwerte
der Funktionen kénnen daher auch in
solcher Veranschaulichung als Bild- bzw.
Kurvenpunkte iiberhaupt keine Dar-
stellung finden.

¥4

Pex:o

- Achse

Y

4
Fig. 100.

Da die beiden Variablen z und y der analytischen Funktion reine

Zahlen bedeuten, so miissen im allgemeinen — d. h. wenn keine Ver-

anlassung vorliegt, die ausdriicklich anderes verlangte — gleichen

') Die den Tabellen-Zahlenwerten entsprechenden Kurvenpunkte smd im Bilde
jeweils leicht sichtbar angegeben.
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Zahlenintervallen auch gleiche Strecken auf beiden Achsen
zugeordnet werden, wie wir es auch in den eben angefiihrten Figuren?)
rmes durchgehends ein- |

St gehalten haben. Es o ———— —

H*-? sind, kurz gesagt, |

l "die MaBstibe auf

' den beiden Achsen 42— ——————-

gleich zu wihlen,

was durch Wahl *‘?— ———————

gleich langer Ein-
heitsstrecken er-

I___.____._.__._.______...

reicht wird. Y — E
Wihlt man die 2 b
MaBstibe nicht — 2 gy iz

gleich, sondern
nimmt man z. B.
den einen MafBstab als das Zwei-, Drei-, Vier-,
allgemein Vielfache des anderen, so ergeben
sich im Vergleich
zu den Figuren im !
Koordinatensystem mit gleichen MaBstdben
— wobei wir zunéchst den einfachsten Fall 8
nehmen, indem wir dieselben bei der niam-
lichen Funktion

gleich einem der

Fig. 102.

+Z!

f

beiden vorhin be- +y
SR o trachteten gleichen 1
==y MaBstibe anneh-
Y= W40 sy men und die Achsen yofim =) | 23t mx-24

beibehalten wollen
— folgende Veran-
i derungen: Es wer-
“ denentwederdieAb- -x-— -#
_Zi szissen der Punkte

in beiden Kurven
gleich sein und die -
Ordinaten im gleichen Verhdltnis, wie die
MaBstébe vergrofert oder umgekehrt. Man

+30 >t

Fig. 103,

nennt zwei solche Figuren affin?. Wir -§-oH o -2¢
) Vgl. die Fig. 101 bis 106.
2) Allerdings ist dies nur ein Spezialfall der l+7-30

Affinitdt und fiir denselben im besondern noch die
orthogonale; doch kommt einzig diese im obigen Falle
in Betracht. Fig. 104.
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konnen daher sagen: Bei verschiedenen MaBstiben auf beiden
Achsen ist das Bild einer bestimmten Funktion y=f(2)

gy z

Fig. 105.

Diese Kurve ersetzt als graphisches Bild die ge-

samte Briggsche Logarithmentafel. Aus ihr 1ag8t

sich mit um so gréBerer Genauigkeit zu jeder

Zahl z als Abszisse ihr zugehoriger Logarith-

mus mit der Basis 10 als zugehorige Ordinate

1- ablesen, je groBer wir den MaBstab der Zeich-

Y l nung wéhlen. Wir haben hier die graphische

Veranschaulichung der gewoOhnlichen Logarith-

mentabelle vor uns, das graphische Bild der Loga-

rithmus-Funktion mit der Basis 10, wihrend auf Seite 198, 6 ein

Stiick der Logarithmentafel, der tabellarischen Darstellung
dieser Funktion steht.

affin zu dem Bilde, welches bei
gleichen Mafistiben, die gleich &=
sind einem!) der ungleichen, mit
denselben Achsen erhalten wird.
Die Verdnderung des Kurvenbildes,
die dabei eintritt, veranschauliche die
Fig. 107, in welcher neben dem Bilde mit gleichen MaBstéiben sich
auch jenes findet, in dem die Mafstibe auf den Achsen sich ver-

Fig. 107.

halten wie 3:1, und zwar von der schon frither in tabellarischer und
graphischer Veranschaulichung zitierten Parabel y = 2 22. Dieses Ver-
héltnis nennt man in Riicksicht auf die affine Umformung der Kurve
auch Affinitdtsverhdilinis.

1) Andern wir beide MaBstidbe auf beiden Achsen, so besteht keine direkte Affinitdt.
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Wie man sieht, wird die Parabel um vieles flacher.

Besonders interessant werden die Verhéltnisse in einigen speziellen
Fillen. Als wichtigsten davon fiihren wir die Darstellung der ana-
lytischen Funktion

@y =12
durch, fir r =5.

Stellen wir diese im rechtwinkligen Koordinatensystem mit gleichen
MaBstéaben dar, so erhalten wir einen Kress; vgl. Fig. 108. Verwenden
wir jedoch ungleiche MaBstébe, so erhalten wir, wie die Fig. 109 und 110
lehren, eine Ellipse, von welchen die erstere eine zum Kreise affine
Figur ist, nicht aber die letztere!). Man
sieht also, in diesem Falle miiBten wir
sogar die Benennung des Bildes &ndern,
wenn wir von dem einen zum anderen
MaBstabsystem iibergehen. Umgekehrt

4

= =
Fig. 108.
MaBstdbe:
fiir fir y l
Fig. 108: lwr4 mm 1wrd mm 7Y
., 109: lwvnd |, 1:n8 Fig. 109.
wiirde sich die gefundene Ellipse, wenn wir von ihr als gegeben aus-
gingen, wo ihre Gleichung lauten wiirde:
22 y? 22 y? ' Y2 )
;2—+—(W=—;2—+;‘7'2‘=1, bezw. x2+z=72 Flg109

1) Zwischen Fig. 108 und 110 oder 110 und 111, sowie 109 und 110, 109 und 111
ist die Affinitdt (auch bei Beibehaltung der Achsen) gestort, weil nicht mehr wenigstens
einer der beiden Mafistébe in beiden Figuren der gleiche ist (vgl. Fulbemerkung S.201).
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oder:

x? y?  256x% 25y 25,2
<8 )‘) + (ir)2 = 647’2+ 972 —1, beZW. 64% + 9 Yy r
5, 5 Fig. 110

bei passender Anderungeines oder beider MaBstiibe im Bilde als Kreis zeigen
(Fig. 111), also wiirde abermals eine Namensidnderung eintreten miissen.

5

MaBstéabe:
fir « fir y
Fig. 110: 1w 6,4 mm 12,4 mm
» 111: lr 16, lrl6 ,

Diese Schwierigkeit wird erst aufgehoben, wenn man den prak-
tischen Standpunkt fiir die Benennung verldft und den theoretischen

o+ Dy=14x 9! x Y
— 0o 0
—8 | —0,49
-1 — 0,56
—6 — 0,65
-5 —0,77
—4 —0,94
Fig. 112. -3 | —12
. . . —2 - 1a6
einnimmt. Die Theorie betrachtet eben den Kreis eben- | | _g9
falls als Ellipse; sie wiirde ihn einfach ,gleichachsige —0,5|—1,6
Ellipse‘‘ nennen. 0 0
Ein analoges Beispiel wire durch die gewohnliche = (1)’5 + ;’g
Hyperbel und ihren Spezialfall, die gleichseitige, gegeben. 12 i 1:6

Bei den empirisch aufgenommenen Kurven, wo also 3 |12

auf den Achsen die MaBzahlen verschiedener GroBen- +4 | 40,94
arten aufgetragen werden, ist ein direkter Vergleich der +5 |+0,77
MafBstidbe gar nicht méglich, da man nur gleichartige +6  +065
. o . +7 | +0,56
GroBen miteinander vergleichen kann. Auf das Resultat g | 449

der Untersuchung ist dies aber, wie man leicht sieht, + oo 0
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ohne EinfluB, da es fiir dieses einzig auf die Frage ankommt: , Welcher
Wert der einen Gré8e gehort der anderen zu 2 und die Antwort darauf
héngt nicht vom Malistabe unseres Koordinatensystemes ab.

Als weitere interessante Beispiele der graphischen Darstellung analy-
tischer Funktionen seien mit Fig.112, S.203 noch die folgenden angefiihrt.

Die Funktion:
9au?=1t3a —1)?

3a—t7/¢

ist, solange die Konstante nicht durch eine bestimmte Zahl gegeben,
die Zusammenfassung einer unbegrenzt grofen Anzahl von Kurven,

oder:

-

9auv:=tBa—1)?°
o ! “
0o | *o
‘—1—” . +%a i%d/%:io,m a
2 7 1/2
£ + a2 =%
| +ga _9al/3 0,63 -a
il Iars
_xp—t3aty/t 2 _+
u=fH) =T == l/a + a|tga 0,66 -a
Fig. 113. +2a i—%a V2 =+ 047 -a
die sich durch Variation des Zahl-
. +3a | =0
wertes a ergeben, den man in solchen 9
Fillen Parameter dieser Kurven- +4a Fgo =F066--a
schar nennt. Indem wir die Kon- 9 _
stante a als Einheit fiir die aufzu- +5a Tgels =7 1,49 . . a
tragenden Koordinaten wéhlen, er- _ ——
halten wir ein allgemeines Bild, das T8¢ | F @V6 =F245--a
in der nebenstehenden Fig. 113 mit +7a |+ % aVT =525 -a

beigegebener ~ Tabellendarstellung
wiedergegeben ist.
y = singp = sinx

In dieser sog. Stnusfunktion, die wir zu erwihnen bereits Ge-
legenheit hatten!), bedeutet das Argument ¢ oder z einen Winkel,
ausgedriickt in Graden, Minuten und Sekunden, oder eine unbenannte
Zahl, wenn man niémlich den Winkel durch das Verhéltnis aus Bogen-
linge zu Radius ausdriickt. Es ist dann dem vollen Winkel (360°) die
Zahl 277

’
© 1) Vgl S 125, 126,

= 27 zuzuordnen, und den iibrigen Winkeln, kleiner als ein
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voller, Zahlen zwischen O und 221). Als graphisches Bild ergibt sich eine
unbegrenzte Wellenlinie, die nach Fig. 114 leicht konstruiert werden kann.

"l y = sing = sinx

Fig. 114.

In der elementaren Trigonometrie wird der Sinus eines Winkels
durch das Verhéltnis aus Gegenkathete zu Hypotenuse in einem recht-
winkligen Dreieck definiert. Indem wir diese Definition beibehalten,
ergibt sich eine einfache graphische Darstellung der Sinusfunktion, die,
fiir sich genommen, gegeniiber der in Fig. 114 gezeigten den Nachteil
geringerer Anschaulichkeit, aber den Vorteil der Raumersparnis und
einfacheren Handhabung hat. Immerhin stehen beide in einem ein-
fachen graphischen Zusammenhang, wie wir bald sehen werden.

7

5 = +1 der grofite
Wert, den y annehmen kann, da der Sinus eines Winkels nur zwischen
—1 und 41 schwankt. Wir zeich-

nen nun einen Kreis (Fig. 115) mit ¥ = F(x) = asinx

dem Radius gleich einer Strecke, die  , _ f(x) = sinx
wir diesem Maximalwert zuordnen, =~ _
also gleich 1 annehmen. Ist dann s
@ = x irgendein Wert des Argu- /
mentes, abgetragen als Winkelgrofie /
von OH aus im entgegengesetzten |
Sinne der Uhrzeigerbewegung, so ~— 1
brauchen wir nur den Endpunkt 4 \
des Strahles 04 oder, wie man auch \
sagt, des ,,Vektors“ O A orthogonal N
auf die vertikale Achse zu projizie- \\‘WL//
ren und erhalten in der Strecke 04’ }
unmittelbar den Ordinatenwert y .
Denn der Winkel 044’ ist als
Wechselwinkel an Parallelen gleich ¢ = x und daher folgt im recht-
winkligen Dreieck 044’ die Beziehung:

Fiir den Winkel ¢ — 90° —= 125 ist 5in90° = sin

Fig. 115.

. . 04" 04" _——
sing =sint = — = — = 04" =
04 1 y
1) die sich aus der Proportion 360°: ¢° = 2 : x bestimmen, woraus einer-
seits: & = — andrerseits: o 180 x
= 180 P T
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&

also: o
04" =y

d. h. 04’ ist gleich dem Ordinatenwerte y, gemessen mit O4 als Ein-
heitsstrecke. Fiir jeden Argumentenwert z, abgetragen als Winkel-
groBe vom Strahl OH aus in dem angefiihrten Sinne, erhalten wir so
in einfacher Weise die Ordinate Y bzw. y, und damit eine graphische
Darstellung, die man auch Vektordiagramm nennt!). Die Fig. 116
lehrt, wie man in einfacher Weise von diesem zu dem anschaulicheren
Bilde der Sinuslinie iibergehen kann.

In den praktischen Anwendungen hat man die Sinusfunktion ge-
wohnlich in der etwas erweiterten Form:

Y = asing = asinx

wo a eine Konstante ist.

In dieser Gestalt sind die Ordinaten y jeweils a-mal groBer als in
der Funktion y = sinz bei gleichem Argumentenwert x. Es stellt also
in der frither?) gegebenen Ausdrucksweise Y = a sinz, graphisch dar-
gestellt, eine zu y = sinx affine Kurve dar, falls wir beide im
gleichen Koordinatensysteme veranschaulichen.

Auch im Vektordiagramm ist ihre Darstellung einfach, indem jetzt
der Maximalwert von y = a ist, also a-mal groBer als im Falley = sinz .
Ordnen wir der Zahl a in Fig. 115 wieder die gleiche Strecke OH = 0A
zu, so kénnen wir dieses Diagramm auch unmittelbar fiir diesen Fall
benutzen, indem wir nur beachten, dal die neue Darstellung in einem
a-mal kleineren MaBlstabe erscheint.

Der Vollstandigkeit halber erwédhnen wir eine andere, aber weniger
gebrauchliche Darstellung der Funktion y = sinz oder ¥ = a sinz in

1) Die Darstellung nach Fig. 114 ist auch bekannt als Glockendiagramm.
2) 8. 200 u. ff.
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Form eines Vektordiagramms. Die Fig. 117
laBt diese Darstellung ohne weiteres ver-
stehen. Man kann dieselbe, die offenbar
einen weniger einfachen Ubergang zur Wellen-
linie erlaubt, als wie das Vektordiagramm
in Fig. 116, zur Unterscheidung als Polar-
diagramm bezeichnen.

Wie ersichtlich, hat jede Funktion mit
nur einem Argument als Bild eine in einer
Ebene, der Ebene des Koordinatensystemes,
liegende Kurve oder kurz eine ebene Kurve.

Liegt dagegen eine

Fig. 117.

Funktion mit drei Verianderlichen

vor, wovon dann zwei unabhingig Verdnderliche oder Argumente sind,
so wird das graphische oder geometrische Bild ein anderes. Fiir dessen
Herstellung, bzw. fiir die Aufsuchung der Bildpunkte, die den Tripeln
zusammengehoriger Werte von , y und z zukommen, bedarf man aber
auch eines neuen Koordinatensystemes, das eben, zur Auftragung dreier
verschiedenen Verdnderlichen, drei verschiedene Achsen haben mul}, eine
fiir die Abtragung der xz-Werte, eine fiir ¥ und eine fiir z. Es ist dies
das rdumliche Kartesische Koordinatensystem, in welchem
man wieder gewohnlich die Achsen senkrecht zueinander nimmt. Da
uns aber fiir das Zeichnen nur eine Ebene, die Papierflache, zur Ver-
fiigung steht, so miissen wir, um die Sache zeichnerisch zu vermitteln,
von diesem rdumlichen Zusammenhange ein Projektionsbild auf
unsere Papierfliche herstellen. Dies kann in verschiedener Weise ge-
schehen, z. B. in Form eines perspektivischen Bildes, im Zweitafel-
system (Aufrif- und Grundril- oder Mongesche Methode), in ortho-
gonaler oder schiefer Axonometrie (im speziellen in der sog. Ka-
valierperspektive). Dieses letztere Verfahren ist unseren Figuren zu-
grunde gelegt.
Ist also eine Funktion dreier Verdnderlichen

z = f(x, Y )
gegeben, so nimmt man « und y beliebig an, berechnet den zugehérigen
Wert von z, nimmt auf den Achsen des raumlichen Koordinatensystems
drei beliebige, aber gleich langel) Einheitsstrecken an und trigt ver-
mittels derselben die Koordinatenwerte xz, y, z auf den zugehérigen,

d. h. gleichbenannten Koordinatenachsen vom Ursprung O aus ab und
findet die Punkte 4, B, C, deren Projektionsbilder in der Fig. 118

1) Vgl S. 199, 200 u. ff.
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zu sehen sind. Dann bestimmt man vermoége der Wertepaare (z,y%),

(z,2) und (y,z) die Punkte
P’, P” und P”. Errichtet
man dann in diesen drei Punk-
ten Senkrechte zu der jewei-
ligen Koordinatenebene, so
schneiden sich diese drei Senk-
rechten in einem einzigen
Punkte P(xz,y,z), der sog.

Fig. 118.

,freien Ecke®* des entstande-
nen Parallelepipeds oder Qua-
ders. Dieser Punkt ist dann
das rdumliche Bild des ver-
moge der Funktion zusam-
mengehorigen Zahlentri-
pels (z,y,2).

Von all den zuletzt be-
schriebenen Dingen haben wir

in unserer Figur das Projektionsbild, was wir von nun an, als selbst-
verstandlich, nicht mehr besonders betonen werden.

Die Gesamtheit der so erhaltenen Bildpunkte P liegt auf einer krum-
men Fliche, dem graphischen Bilde der Funktion z = f(z,¥y) .

Man kann zum Bildpunkte P einfacher auch so gelangen, dafBl
man z. B. zunfichst den Punkt 4, im Abstande x von O, aufsucht,

4

f/z 92)

*2
| z

A

* X
—

¢70¢1

*y
Pizy)

’{y Fig. 119.

durch diesen eine Senkrechte zur
xz-Ebene zieht, die also in der
zy-Ebene senkrecht zur x-Achse
liegt, auf dieser Senkrechten den
Streckenwert der Zahl y abtrigt
und durch den so gewonnenen
Punkt P’ eine Senkrechte zur
xy-Ebene oder eine Parallele zur
2-Achse konstruiert, auf der man
schliefllich den Streckenwert der
Koordinate z abtragt (Fig. 119). P
erscheint so als Endpunkt des ge-
brochenen Linienzuges OA PP .

Als instruktives Beispiel zitieren wir einen Fall, der praktisch
tatsichlich ausgefithrt wurde, also nicht nur von theoretischem In-
teresse ist. Obering. Lasche-Berlin!) untersuchte die gegenseitige Ab-

1) Z. d.V. d. L. 1901, S. 1269; Untersuchungen an Schnellbahnwagen der All-

gemeinen Elektrizitits-Gesellschaft (A.E.G.) in Berlin, ausgefiilhrt in der mechani-
schen Versuchsanstalt dieser Firma.
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hangigkeit der drei Grofen Reibungskoeffizient, Temperatur
und Umfangsgeschwindigkeit eines in einem Lager rotierenden
Zapfens. Als unabhéngig Variable wurden dabei die Temperatur ¢
(gemessen in Graden Celsius) und die Umfangsgeschwindigkeit v (ge-
messen in Metern pro Sekunde) genommen. Der Reibungskoeffizient u,
eine reine Zahl, ist die abhingig Variable. Zur Uberfiihrung in die
Form z = f(x,y) haben wir also zu setzen x=1¢; y=v und z=u,
oder auch x =v, y =1 und 2= u. Letztere Einfiihrung wollen wir
wihlen und erhalten dann die Funktion:

uw=rfw,1t

Die zusammengehdorigen Werte von x4, v und ¢ wurden hier empirisch
bestimmt?), und zwar wurde der Reibungskoeffizient x4 untersucht:

1. bei verschiede-

nen, aberfiirden
Einzelversuch
konstant gehal-
tenen Tempera-
turen und ver-
dnderlicher Ge-
schwindigkeit v.
Die Fig. 120 zeigt
die so erhaltenen
Kurven fiir die Tem-
peraturen 20°, 40°,
60°, 80° und 100°;

2. bei verschiede-

nen, aberfiirden

Einzelversuch
konstant gehal-
tenen Geschwin-
digkeiten und

verdnderlicher
Temperatur ¢. Die Fig. 121 zeigt die erhaltenen Kurven
fiir die Geschwindigkeiten 2, 5, 10, 15 und 20 m/sec.

Man sieht, dal die ersteren dieser Kurven in Ebenen liegen parallel
der v u-Ebene (entsprechend der zz-Ebene), weil ja alle Punkte,
z. B. der ersten dieser Kurven, von der v u-Ebene gleichen Abstand
haben, ndmlich jenen, welcher der Strecke entspricht, die der MaBzahl,

1) Aus diesem Grunde hétten wir diese Funktion eigentlich schon friiher, im An-
schlusse an die empirischen ebenen Kurven anfiihren sollen. Um aber unnétige Wieder-
holungen zu vermeiden, fanden wir es fiir zweckméBiger, den Fall an dieser Stelle vor-
zufiihren.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 14
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solcher Modelle notig ist!). Sie werden daher in der Praxis nicht oft ver-
wendet, wihrend die Geometrie ihrer nicht entbehren kann. Dort sind es
dann bestimmte analytische Funktionen, die in solchen Modellen dar-
gestellt werden, wie z. B. 224 y? -+ 22 =%, die Kugel und viele andere.

Da aber der Praktiker doch recht hiufig in die Lage kommt, solche
Funktionen dreier Veranderlichen, seien sie nun empirisch gegeben oder
aus theoretischen Uberlegungen direkt in Form analytischer Funktionen
bekannt, geometrisch bzw. graphisch zu veranschaulichen, so mufl man
andere Wege einschlagen. Diese sind zunéchst in der Verwendung der
verschiedenen Projektionsverfahren gegeben, wie sie die ,,Darstellende
Geometrie‘‘ lehrt. Dasjenige Verfahren, das die anschaulichsten Bilder
liefert, weil unserem Sehen am néchsten kommend, ist die Zentral-
projektion oder Perspektive, deren gewohnliche Verwirklichung wir aus
den Photographien kennen. Sie hat aber den fiir unsere Zwecke grofien
Nachteil, dal MaBe aus ihr nicht auf einfache Weise entnommen werden
kénnen. Die axonometrischen Verfahren eignen sich schon besser in
dieser Hinsicht, denn, wie schon der Name sagt, wird auf das Messen
auf den Achsen abgestellt, was ja auch unserer Methode des Koordinaten-
systemes entspricht. Es werden hierzu die Projektionsbilder der drei
Achsen gegeben und je nachdem, ob man es mit rechtwinkliger
(orthogonaler) oder schiefwinkliger (klinogonaler, ,,schiefer) Axono-
metrie zu tun hat, die Verkiirzungen, unter denen die Einheitsstrecken
(z. B. 1 cm) auf den drei Achsen sich projizieren, geometrisch bzw.
konstruktiv zu bestimmen sein oder sie konnen beliebig angenommen
werden. Aus der zuletzt genannten Tatsache ergibt sich, daB fiir Her-
stellung von Schaubildern die ,,schiefe Axonometrie‘‘ besser geeignet ist,
indem sie rascher zeichnen laft, weil man die Verkiirzungen der Einheits-
strecke auf den drei Achsen beliebig nehmen kann. Unter den hier ge-
brauchlichen Verfahren ist nun wieder das einfachste das, wo zwei Achsen,
z. B. die z- und 2-Achse, den rechten Winkel zwischen sich im Projektions-
bilde beibehalten (siche Fig. 125), die Einheitsstrecken auf ihnen also
unmittelbar in wahrer Groe auch im Projektionsbilde eingetragen werden
koénnen. Die Projektion der dritten Achse nimmt man dann, in dem
speziellen Falle der Kavalierperspektive, unter 45 ° zur z- und z-Achse und
setzt fest, daB auf ihr die Einheitsstrecke ebenfalls in wahrer Grofle auf-
getragen werden soll, oder, wie in Fig. 125, in einem anderen Mafstab.

Wollten wir nun in diesem Projektionsverfahren, also der Kavalier-
perspektive, die Projektionsbilder der simtlichen Punkte einer
krummen Fliche bestimmen, so wiirden diese einfach die ganze oder
einen Teil der Projektionsebene iiberdecken?). Man wiirde also auf diese

1) Auch eignen sich dieselben aus naheliegenden Griinden nicht sehr zur direkten
Entnahme von Zwischenwerten der Variablen.

?) Man nehme irgendeine krumme Fliche, z. B. ein verbogenes Blatt Papier
und stelle sich die Projektion der Punkte derselben vor.

14%*
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Weise kein oder jedenfalls kein anschauliches Bild erhalten. Man muf}
daher anders vorgehen.

Denkt man sich nun auf der krummen Fliche Kurven gezogen,
so werden diese eine von der Natur der Fliche abhingige Gestalt haben,
dieselbe also charakterisieren und in ihrer Verbindung in der Vorstel-
lung, wie bei den Punkten und der ebenen Kurve, ein Bild der Fliche
und damit des funktionalen Zusammenhanges vermitteln!). Wie man
diese Kurven, die man natiirlich erst wieder aus Punkten bestimmt,
legt, ist zundchst gleichgiiltig. Man wird jedoch danach trachten
miissen, die Arbeit méglichst zu vereinfachen und zunéchst daran denken,

\ die Kurven nicht beliebig auf der
| Fléche zu legen, sondern so, daf sie
ebene Kurven darstellen, also als
Schnitte von Ebenen mit der Fliache
erscheinen. Auch wird man mit
Vorteil diese Ebenen in moglichst
einfache Lage zu den Koordinaten-
ebenen bringen, welche einfachste
Lage wohl gegeben ist, wenn wir die
Ebenen parallel nehmen zur zz-, zur
xy- und yz-Ebene. Man nennt solche
Ebenen in der Darstellenden Geome-
/, Fig. 128, trie Hauptebenen. In Fig. 123

sind je zwei solcher Ebenen ange-
deutet. Man sieht leicht, daB alle Punkte z. B. einer Ebene parallel
zur zz-Ebene die gleiche y-Koordinate y, besitzen. Analoges gilt fiir
die anderen Hauptebenen.

Nehmen wir z. B. die Ebenen
parallel zur xy-Ebene, die also
simtlich horizontal sind, wenn, wie
es gewdhnlich geschieht, die xzy-
Ebene selbst horizontal ist, so ha-
ben wir die im Ingenieurwesen ge-
brauchliche Darstellung kleinerer

i Teile des Gelindes, der Erdober-

" Fig. 4. fliche, vermoge der sog. Niveau-

oder Schichtenlinien. Essind dies

Kurven, die als Schnitte dquidistanter, horizontaler Ebenen?) mit der
Erdoberfliche anzusehen sind. Durch Angabe der Hohenkote — d. i.

+Z

>

1) Vgl. S. 133 u. ff.

?) als Ebenen so weit, als man eten die Oterfliche der Erdkugel als Ebene be-
trachten darf, in groBeren Ausdehnungen: #quidistanter, zum Erdmittelpunkt kon-
zentrischer Kugel- (Elliksoid-) Flichen, vgl. auch S. 216.
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die Zahl, welche die Hohe (in Metern) iiber dem Meeresspiegel angibt —
dieser Schichtlinien ist auch die Fliche bestimmt.

Wir suchen also die Kurven der Fliche in den Hauptebenen
parallel zur zz-Ebene und yz-Ebene und tragen diese in unser
Projektionsbild ein, wodurch uns ein Schaubild der Fliche vermittelt
wird.

Wie dies im einzelnen zu geschehen hat, zeigen wir an dem

Beispiel der analytischen Funktion dritten Grades:
2(14y)+ 22y —35=0

z_+V35—2xy
I+y

fiir welche sich zunichst folgende

oder

Tabellendarstellung
ergibt:

I. Kurven K
K,: Y=1Yy=0 Kly Y= leJ Ya= 2K3y Ys=3 K‘y Y=4

/3521 3541 —6% —8%
2 = 5,91 firalle ® z=1/ 5 2= g 2= 3546 Z= &558

Ky:Y=Ys=5 z | 2 ® |z v | = BN
0 |418 0 |342 0 129 0 |265
35107 1 | 4,06 1 |32 1 |269 1 232
2= —— 2 |39 2 3,00 2 240 2 |19
3 |381 3 |27 3 | 206 3 148
v | 2 4 |368 4 |252 4 |166 4 0,774
o o0 5 | 3,54 5 |22 5 |12 4,375 0
: 6 |3,39 6 |1,93 5,83;] 0
11204 7 | 324 7 |1,53
2 | Ls8 8 |308 8 |1,00
8 1091 9 |291 8,75/ 0
35]0 10 |274
Ky:y=Yo=6 11 |25 Kp:iy—y,=7 Ke:lY=ys=8 Ko:ly=ys=9
—=—— 12 |23
V35—12x 131212 35 147 35 162 V35-418x
7 15 | 158 8 9 10
‘ 16 | 1,22
x | 2 o KNS x | 2 z | z
0 |224 17,5 | 0 0 |2,09 0 [1,97 0 |187
1181 1 1,62 1 [1,45 1 |130,
2 112 2 10,93, 2 10,58 1,94/0
2,92'0 2,50 2,190
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Ky Y=Yy= 10 K1z,5\= Y=Yio5= 12,5 Kyj: Y=Yis= 15 K1.7,5= Y=Yus=1756

V35—20x 35_ 25 35302 2=Y0=0
2= —_— 2= - 2= -
11 13,5 16
x| 2 x | z x | z
0o |18 0o 161 0 |148
1|17 1 |0.s86 1 {056
1,750 1,34,] 0 1,16,| 0
II. Kurven C
C,,:.’l?:.’l)o:O 01::Z7=w1=l 02:.’17=x2=2 03:517:%3:3

z=VﬁL
1+Yy

H/M
l+y

zzi/w
l—l—y

szM?/
1+y

¥y |z Y |z y | 2 y | =
0 |591 0 |50 o |59 0 |59
1418 1 | 406 1 394 1 |38l
2 342 2 |322 2 ]300 2 |27
3 296 3 2,69 3 240 3 206
4 | 265 4 |232 4 195 4 |148
5 |2.42 5 |2,04 5 |158 5 001
6 224 6 |18l 6 |125 5,830
7 | 2,09 7 162 7 094
8 1,97 8 |145 s |0s8
9 (1,87 9 |130 8,75/ 0
10 |178 10 {117
1 |11 11 |1.04
I 1’24 12 |oge Ot T =Tymd Oy T=Ts=5
13 | 158 13 |0.80
14 | 153 14 |0.68 / / -
15 | 1,48 15 |0.56 zzl/%_s?/ o |/ 10
16 | 143 16 0,42 14y 14y
17 | 1,39 17 |0.24
18 | 1,36 17,5/ 0
o0 |0 y |z y |z
0 |50 0 |591
1 |368 1 [354
2 |22 2 224
3 11,66 3 1112
4+ o, 3,5 |
437,10
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die zy-Ebene im Punkte 4,, von da mit einer Parallelen zur y-Achse
bis auf die Vertikale durch 4 und erhéit so den gesuchten Durchstof3-
punkt A’. Damit sind die Koordinaten des Punktes 4 aus der Figur
abmeBbar. Man kann natiirlich auch nur eine von ihnen direkt ab-
messen und die beiden anderen vermittels der entsprechenden, oben
angegebenen Formel berechnen.

Diese Schaubilder erfordern aber ziemlich viel Raum und haben
ferner noch den Nachteil, daBl die Kurven C, weil der Winkel zwischen
der y- und z-Achse im Projektionsbilde kein rechter mehr ist, ver-
zerrt erscheinen, nicht unmittelbar genau die Gestalt aufweisen, wie sie
dem gewohnten Bilde im Kartesischen Koordinatenkreuz entspricht?).

Man wendet daher diese Isoplethendarstellung einer Fliche sehr
hiufig in einer Form an, wo diese Nachteile dahinfallen, wenn man
auch auf den Vorteil der Anschaulichkeit dabei verzichten mufl. Diese
ergibt sich sofort, wenn wir die in den verschiedenen Hauptebenen
konstruierten Isoplethen in dem gebréuchlichsten Verfahren der Dar-
stellenden Geometrie zeichnen, nimlich, indem wir sie auf die ihnen
korrespondierenden Koordinatenebenen orthogonal projizieren, also die
Isoplethen C' auf die yz-Ebene, die Isoplethen K auf die xz-Ebene,
die (nicht angegebenen) Schichten- oder Niveaulinien auf die x y-Ebene.
Bei dieser Orthogonalprojektion &ndern sich, wie man leicht sieht, die
Kurven nicht, ihre Projektionen sind ihnen selbst kongruent.

A2 Die Fig. 126 und 127
ll zeigen die sich ergeben-
i foly=c. den Bilder in der xz-
: bzw. yz-Ebene fiir die
gleiche Funktion:
22(1+y)+2xy—35=0
die wir schon im vor-
hergehenden Falle be-
nutzt haben, so da8 ein
——%  Vergleich leicht mog-
lich ist.

Ein solches Bild
ist bekannt als Isoplethendiagramm oder Nomogramm ?) der
Funktion

%G~y

“_Z Fig. 126.

2= f (III, y)
dessen Kurven oft nur durch die ihnen zukommenden konstanten
Zahlenwerte, als Koten dazugeschrieben, unterschieden werden. Gerade

1) Dasselbe gilt auch fiir die nicht eingezeichneten Kurven in den Ebenen parallel

zur x y-Ebene.
%) Vgl. hierzu auch Seite 235.
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diese Nomogramme spielen in neuerer Zeit in der Praxis des Ingenieurs
eine bedeutende Rolle.
Ist die Zahl der Variablen noch grofler als dreil), also z. B. vier,
wo dann drei unabhéingig Verinderliche und eine abhingige vor-
» handen wiren, so versagt unser Raum fiir deren Darstel-
! Il lung. Immerhin lehrt uns die eben vorausgegangene Be-
V] trachtung, wie man sich helfen kann. Man setzt zu-
\i nichst eine der Koordinaten, z. B. « = z, gleich konstant
in der Funktion u = f(z, y, 2) und erhilt die Funktion
u = f(%y, ¥y, 2), die dann nur drei Veriinderliche enthilt,
also durch eine Fliche darzustellen ist. Indem man dem
x, verschiedene Werte

]

!

|

|

!

I

I

!

|

{

[

| beilegt, bildet man eine

| !

I

| B Das gleiche geschieht
'ytf:-—ﬁ. === A \N® 0 —— mit y, indem man

i

!

Schar dieser Flichen.

| y=y,= konstant setzt,
"i'z Fie. 127 w=[(x,y,,2) erhilt

und eine Schar solcher

Flichen mit verschiedenen y, bildet. Ebenso fiir .

Die Gesamtheit dieser Flichen, die selbst wieder nach einem der
besprochenen Verfahren dargestellt werden, vermittelt uns ein Bild der
Funktion » = f(x, y, z). Wiirde unserer Vorstellung ein vierdimensio-
naler Raum zuginglich sein, so wire die Frage in diesem am anschau-
lichsten so zu losen, wie wir es fiir z = f(x, y) auf Seite 207 u. ff. be-
schrieben haben?).

Immerhin erkennt man daraus, daB fiir rein theoretische Uber-
legungen die Annahme oder Hypothese eines solchen vierdimensionalen
Raumes Dienste leisten kann.

Wir kehren jetzt nochmals zu dem Falle dreier Verdinder-
lichen zuriick. Die Voraussetzung war dort, dal beide Veranderlichen
x und y unabhéngig seien. Es soll nun diese Voraussetzung fallen ge-
lassen werden, d. h. wir nehmen an,  und y seien nicht vonein-

1) die sich z. B. ergibt, wenn die Dichte, Temperatur usw. eines inhomogenen
Korpers eine Funktion ist der drei Raumkoordinaten z, y, z, d. h. von Punkt zu Pankt
variiert, wo dann die Dichte bzw. Temperatur die vierte Verinderliche ware.

2) u = f(x, y, 2) ist das im vierdimensionalen Raume entsprechende Gebilde der
Fliche im dreidimensionalen Raum, wobei man aber zu beachten hat, dafl es selbst-
verstindlich rdumlich ausgedehnt ist. Setzt man eine Variable konstant, so hitte man
dies zu betrachten als den Schnitt dieses Gebildes mit einem dreidimensionalen Raume,
der parallel wire zum dreidimensionalen Raum der drei iibrigen Koordinaten. Setzt
man zwei der Variablen konstant, so ergibe sich der Schnitt des vierdimensionalen
Gebildes mit einer Ebene parallel zur Koordinatenebene der anderen beiden Variablen.
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anderunabhéngig, sondern mit der Annahme von z. B. z sei y direkt
rechnerisch oder graphisch bestimmbar.

Wir haben dann eigentlich nur eine unabhéngig Verénderliche.
Das graphische oder geometrische Bild ist nun keine Fldche
mehr, wie wir bald sehen werden. Es sei ndmlich die behauptete Ab-
héngigkeit von x und y gegeben durch

y= v
Fiihren wir dies in die allgemeine Funktionsgleichung dreier Variablen
z=1[(=,y)
ein, so erhalten wir
2={[z, y(@)]

d. h. 2z allein abhéngig von der Wahl des z, und da davon auch y ab-
héngt, ist x als die einzige unabhingig Verdnderliche anzu-
nehment).

Zur Auffindung des Bildes nehmen wir also irgendeinen beliebigen
Wert von z, berechnen vermége y = y(x) das zugehdérige y und setzen
beide Werte in z = f(, ) ein, womit wir z erhalten.

Fiir die Erleichterung der Rechnung kénnen wir auch so vorgehen,
daB wir die Funktion z = [z, w(x)] zusammenziehen zu der Form:

2= ()
so dafl wir zusammenfassend sagen konnen:
Die drei Verdnderlichen z, ¥y und 2z miissen die beiden

Gleichungen:
{z=¢®}
y=vy()
gleichzeitig erfiillen.

Versuchen wir uns diese beiden Funktionsgleichungen zu deuten,
so erkennen wir leicht, dall die erste derselben als graphisches Bild
eine Kurve in der xz-Ebene ergibe, die zweite eine solche in der
x y-Ebene, wie Fig. 128 erkennen 1a8t. Doch wir kénnen diesen Funk-
tionsgleichungen noch eine weitergehende Deutung geben. Denken wir
uns namlich in einem Punkte mit den Koordinaten z, z eine Senk-
rechte zur zz-Ebene errichtet?), so sind fiir alle Punkte derselben nur
die y-Koordinaten verschieden, dagegen die z- und z-Koordinaten gleich.
Daraus aber folgt, dal die Koordinaten dieser Punkte die Bedingung

2z = @(x) erfiillen, weil y darin nicht vorkommt und die z- und z-Ko-
ordinaten dieser Punkte gleich jenen des entsprechenden Punktes in

1) Man konnte natiirlich auch durch Umkehrung der Funktion y = y (x) die Ver-
dnderliche y dazu nehmen.
%) Vgl. Fig. 198.
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der zz-Ebene selbst sind. Stellen wir diese Betrachtung fiir simtliche
Punkte der Kurve z = ¢(x) an, so erkennen wir, dafl die Koordinaten
aller Punkte des Zy-
linders, der diese Kur-
ve als Leitlinie hat
und zur xz-Ebene
senkrecht steht, diese
Bedingung befriedi-
gen, demnach z=@(x)
als graphisches Bild
auch diesen Zylin-
der habenkann. Ana-
log ergibt sich, daf3
y=1wy(x) als Schau-
bild einen Zylinder
hat, der die Kurve,
die das Bild von
y=vy(x) in der xy-
Ebene ist, als Leit-
linie besitzt und zur
x y-Ebene senkrecht /,,//;y Fig. 128,
steht. Diese beiden
Zylinder haben eine Kurve gemeinsam, die man eine Raum- oder ge-
wundene ') Kurve nennt und auch als Durchdringungskurve der
beiden Flidchen bekannt ist.

Wir kénnen daher sagen:

Eine Funktion mit drei Verdnderlichen, wovon aber
nur eine unabhéngig ist, was geschrieben werden kann in
den Formen:

{z=fmw {Z=¢®
oder
y = y(@) y =y

hat als Schaubild oder graphisches Bild eine Raumkurve.

Diese Erlauterungen moge nun das folgende Beispiel ver-
anschaulichen.
Es sei das graphische Bild zu bestimmen von einer Funktion,
welche definiert ist durch die Beziehungen:
) @— P +2pe—d) =0  z—gE)—d+
oder
2 @—a)ty—br—ri=0  y=vyE) =bi|r—(—a)? (Kreis)

(x—c)?
2p (Parabel)

1) weil sie nicht in einer Ebene liegt und eine gewundene Gestalt hat.
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Nehmen wir an:

o ; b=T; r=5;
=T7; d=3; p=
so folgen:
— 72

als spezielle Funktionen, deren graphische Bilder zu bestimmen sind,
siehe Fig. 128, S. 219.

Wir withlen dazu wieder das Projektionsbild in Kavalierperspektive.

Die zur Konstruktion verwendeten Koordinaten wurden folgenden
tabellarischen Darstellungen der drei Projektionskurven
entnommen.

z = @(x) y =y z=17(y)

x 2 z y y 2
+ 0| 4+ 15,25 + 0 imaginéir 0 imaginir
4+ 1| 4120 + 1 + 17,0 1 imaginir
+ 2|4+ 925 + 21+10,0 ; 4+4,0 2 3,25
+ 3|4+ 7,0 4+ 3|+1L0 ; +3,0 3 40 ; 170
+ 4|+ 525 + 4|+ 11,58; 4 2,42 4 525; 9,25
+ 5|+ 40 4+ 5|+11,9 ; +21 5 6,20; 10.79
+ 6|+ 325 + 6|4+12,0 ; +20 6 6,80; 11,70
+ 714+ 30 4+ 714+1L9 ; +21 7 7.0 ; 12,0
+ 8|+ 3,25 4+ 8|+ 11,58; + 242 8 6,80; 11,70
+ 9]+ 40 + 9|+11,0 ; +3,0 9 6,20; 10,79
+10| + 525 +10 |+ 10,0 ; +4,0 10 525; 9,25
+ 11|+ 7,0 + 11 + 17,0 11 40 ; 170
112+ 925 +12 imaginir 12 3,25
+ 13| + 12,0 13 imagindr
+ 14 | + 15,25
+ 15| 4+ 19,0

Der Vollstéindigkeit und grofileren Anschaulichkeit halber wurde
auch das Bild der Funktion z = % (y) eingezeichnet. Sie ergibt sich aus
1) und 2) zu

o My — (1 E2y14y — G2+ 24) + 4]
4

und kann in Umkehrung der friitheren Betrachtung als Orthogonal-
projektion der Raumkurve auf die yz-Ebene betrachtet werden.

Diese Art, eine Raumkurve als die gemeinsame Kurve
zweier Zylinderflichen zu finden, kénnen wir leicht verallgemeinern,
wodurch das Anwendungsfeld erweitert wird.
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Es seien uns namlich die beiden Funktionen

z=Fx,y)
und
z = Q(x, ?/)

gegeben und es sei uns ferner die Aufgabe gestellt, das graphische Bild
aller jener Punkte aufzusuchen, deren Koordinaten x, y, z gleich-
zeitig beiden Funktionen geniigen. Da jede der Funktionen, wie wir
wissen, als Bild eine krumme Fléche hat, so miissen die verlangten
Punkte auf beiden Flidchen liegen, also ihre gemeinsamen Punkte
sein. Diese liegen dann auf einer Raumkurve, wie wir leicht durch
Zurickfiihrung auf den vorigen Fall erkennen kénnen. Da fiir einen
gemeinsamen Punkt beider Flichen alle drei Koordinaten gleichen
Wert haben miissen, so ergibt sich durch Gleichsetzung:

F,y) =P,y

oder, wenn dies nach y aufgelost wird:
y=vy

also eine Abhingigkeit zwischen x und y. Setzen wir dies z. B. in
2= F(x, y) ein, so erhalten wir:

z="Flz, p@)] =@

und die Koordinaten der gesuchten Punkte miissen also auf den graphi-
schen Bildern der Funktionen:

y =y

oder

und

z= @)
gleichzeitig liegen, d. h. aber, daBl wir wieder den ersten Fall haben.
Die graphischen Bilder dieser beiden Funktionen sind dann die Ortho-
gonalprojektionen der Raumkurve auf die xy- bzw. x2-Ebene.

Damit verlassen wir die Behandlung der Funktionen mit mehr als
zwel Verdnderlichen und kehren nochmals zu jenen mit zwei Verénder-
lichen zuriick, um noch ergénzend zwei Betrachtungen anzustellen,
von denen insbesondere die zweite praktisch von grofBer Bedeutung ist.

Bei der Besprechung der durch Registrierinstrumente aufgezeich-
neten Kurven konnten wir bereits zeigen, dal unter Umstéinden eine
Abweichung vom rechtwinkligen, Kartesischen Koordinatensysteme er-
wiinscht sein kann. Mit dieser Abweichung ist aber gesagt, daBl die
Art des zu verwendenden Koordinatensystemes nicht etwas
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Starres, Absolutes ist, sondern etwas, das sich der prakti-
schen Verwendung anpassen mufl und kann.

Mit der Einfithrung eines neuen Koordinatensystemes dndert sich
aber das graphische Bild eines und desselben funktionalen Zu-
sammenhanges. Solche Zusammenhénge lernten wir nun als durch
analytische Funk-

s .
p tionen gegebene
K I kennen und wir wol-
g len daher zur Ver-
y v anschaulichung des
- A4 2 Gesagten zeigen, wie
*,
x e obislzrgi —> v sich das Schaubild
#9127 i /G der einfachsten ana-
Z lytischen Funktion,
i die wirkennen, nim-
lich der Funktion:
y=ax-+b
-y . .
Fig. 129. welche im Kartesi

schen Koordinaten-

systeme eine Gerade als graphisches Bild erhélt, in den auf Seite 176

bis 181 betrachteten krummlinigen Koordinatensystemen gestaltet.
Fir a = 2 und b = —4 ergibt sich:

y=2x —4

Davon ist das graphische Bild in nebenstehenden Figuren gezeichnet.
Man erkennt

‘\y auch leicht, daB,
N\ N\ N AN AN .

A AN A NANANA - NANANATA NANANANANANAN wenn wir umgekehrt
S in eine der Fig. 130
R R mw und 13leineGerade
~T— T #LL Abskisien-Ahs —+z_ einzeichnen, fiir ihre
Hg2e My | L A4 A7 ' Punkte die Koordi-
[4 naten aus dem
(77777 7747777777777 krummlinigen Ko-

// s /115/ LLA S 57 ordinatensysteme
Ay Fig 130, als Strecke oder als
MafBzahlentnehmen

und ins rechtwinklige Kartesische Koordinatensystem eintragen, wir
dort als Bild eine Kurve bekdmen. Es ergeben also gewisse Kurven
(krumme Linien) im Kartesischen Koordinatensystem Ge-
rade (gerade Linien) in einem krummlinigen, wobei aber, und
das ist sehr wichtig, der analytisch gegebene funktionale Zu-
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sammenhang der gleiche bleibt, nur sind die Zahlwerte 2 und y
in beiden Fillen auf verschiedene Weise als Lidngen aufgetragen.

Als Geraden im graphischen Bilde aber erlauben diese funktionalen
Zusammenhinge eine viel leichtere Ubersicht und Weiterbehandlung
durch diese leicht und genau beliebig weit fort- \
setzbare ,,Kurve®, die zu ihrer Festlegung nur “*

zweier Punkte bedarf. \\/V.j

SRS T AL
SN 1 0 008
SN e

Sl
%
%

\

Fig. 131

Es wire jedoch ein fiir den Praktiker zu beschwerlicher Weg, auf
diese Weise seine Konstruktionen zu vereinfachen und damit gleichsam
das Koordinatensystem der Kurve anzupassen. AuBerdem mufl be-
dacht werden, dall dabei allerdings die Anschaulichkeit des Zusammen-
hanges der Verdnderlichen nicht mehr dieselbe ist, wie im gewohnlichen,
bisher von uns allgemein verwendeten Schaubild, da alle Funktionen
als graphisches Bild eben Geraden ergeben wiirden und damit die ver-
schiedenen Zusammenhinge erst wieder erschlossen werden miiten,
z. B. aus den zusammengehérigen Zahlen. Doch kann dieser Mangel
fir bestimmte Zwecke, fiir bestimmte graphische Darstellungen von
Funktionen zuriicktreten gegeniiber dem Vorteil der rascheren Behand-
lung der Funktion, wenn sie als graphisches Bild eine Gerade bekommt.

Dies ist denn auch fiir gewisse Funktionen, welche dem Ingenieur
und auch Physiker besonders haufig begegnen, eingetreten, so dafi eine
Anpassung des Koordinatensystemes gerechtfertigt erscheinen mag, ins-
besondere, wenn dies in so einfacher Weise geschehen kann, wie bald
gezeigt werden wird.

Da es sich hier um einen Gegenstand handelt, der von der Praxis
schon aufgenommen worden ist, wollen wir auch mit einem ihr wert-
vollen Beispiele beginnen. Es beziehe sich auf die Untersuchung
der Abhéngigkeit zwischen Riemenzug und umspanntem
Winkel bei feststehender Riemenscheibe und gleitendem Riemen.
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In der Fig. 132 bedeuten S den Riemenzug oder die Zugkraft, S,
den Gegenzug, der auch von S iiberwunden werden muf3, um das Gleiten
des Riemens zu bewirken, & den umspannten Winkel. Es ist also S,
als Konstante zu betrachten, S und « als
Verinderliche. Ist noch u der Reibungskoef-
fizient zwischen Riemen und Riemenscheibe,
so ergibt die Mechanik folgende funktionale
Beziehung

&

S=28, er*
Fig. 182.

worin e die Basis der natiirlichen Loga-

rithmen ist. Da u bei bestimmtem Riemen und bestimmtem Scheiben-
material ein zahlenmifBig festliegender Wert ist, z. B. bei Riemen
(Leder) auf Eisen (guBeiserner Riemenscheibe) gleich 0,25, so bleiben
weiter S und « allein als Veréinderliche, wovon & die unabhingige ist.
Bezeichnen wir nun, wie bisher immer, die unabhingig Variable
mit x, die andere mit y, die Konstante allgemein mit k, so erhalten wir:

y =ket®

welche Form die sog. Exponentialfunktion darstellt. Der einfachste
Fall derselben liegt vor, wenn wir k¥ = u = 1 setzen diirfen:

y=¢

Wollten wir nun fiir verschiedene Winkel « die Zugkraft S be-
stimmen, so konnten wir das rechnerisch oder graphisch tun; das
letztere natiirlich nur, wenn wir die zugehérige Kurve aufgezeichnet
hétten. Dafiir aber miiBten wir wieder zunéchst fiir verschiedene Werte
von o zwischen 0 und 2x das zugehérige S berechnen, falls uns nicht
die Kurve auf empirischem Wege gegeben ist. In beiden Fillen wire
eine grofere Anzahl von Punkten nétig, um den Verlauf der Kurve
einigermafen sicher und genau zu bestimmen. Wiirde man dagegen
ein Koordinatennetz haben, in welchem diese Funktion als Schaubild
eine Gerade hat, so ware das ein bedeutender Vorteil, denn fiir eine
Gerade braucht man nur zwei Punkte zu bestimmen ; drei geben bereits
eine Genauigkeitsprobe, da drei Punkte im allgemeinen nicht auf einer
Geraden liegen. Im Falle der empirischen Kurve miite man allerdings
mehr Punkte bestimmen, aber immerhin wiirde die Bestimmung des
Bildés sehr vereinfacht.

Wie ein solches Koordinatennetz gefunden werden kann, wollen
wir nun sehen.

Aus

y=kes*®
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folgt durch Logarithmieren z. B. im Briggschen Systeme, also mit der
Basis 10:
WLogy = ¥Log(ke*?) = ®Logk 4+ uz “Loge 1)

Setzen wir nun der Kiirze halber:
Wogy =lgy; WLogk=Igk=K; uVLoge=pu-lge=u-M

so folgt:

lgy=K-+ Mx
und weiter mit lgy = Y:

Y=Mzxz+K

eine Funktion, diein , Y genau so gebaut ist, wiey =ax + b in z, ¢.
Wiirden wir nun ein Koordinatennetz haben, in welches wir un-
mittelbar ¥ (also den lgy) eintragen kénnten — bei bekanntem y, das
zu einem bestimmten x gehort —, so miilte das Bild dieser Funktion
eine Gerade werden. Es seien ndmlich x; und Y, sowie z, und Y,
zwei zusammengehorige Wertepaare dieser Funktion, so dafBl gilt:

Y =Mz +K
und

Y, =Mz, + K
oder durch Subtraktion:

Yo — Y =M@, — )

Dann sieht man, dal bei Verdoppelung der Differenz (x, — ;) auch
die Differenz (Y, — Y,) sich verdoppelt, bei Verdreifachung der Differenz
(xg — 2,) auch (Y, — Y) verdreifacht wird usw. Nun sollen aber in
unser Koordinatennetz unmittelbar die Strecken eingetragen werden,
die den Differenzen (Y, — Y,) und ihren Vielfachen entsprechen. Es
besteht also immer direkte (lineare) Proportionalitit zwischen den
zugehorigen Strecken auf der a- und Y-Achse, also ligen die Punkte
mit den Koordinaten x und ¥ auf einer Geraden in unserem neuen
Koordinatennetz. Um dasselbe herzustellen, gehen wir folgender-
mafen vor:

Zunéchst stellen wir auf der Abszissenachse die gewohnliche
Zahlenskala [,,gleichformige Teilung?)] her, indem wir eine be-
stimmte Einheitsstrecke nehmen (in der Figur 5 mm) und diese nun
unverindert weiter abtragen.

Nun die Y-Achse. Da lg1 =0 und lg 10 =1 ist, so werden auf
dem Intervall 0 bis 1 der Y-Achse die Strecken abzutragen sein, die
den Briggsehen Logarithmen der Zahlen zwischen 1 und 10 zukommen.

1) Die Basis des Logarithmensystemes spielt dabei keine Rolle; im natiirlichen
Systeme mit der Basis ¢ hieBe die Gleichung: Iny = Ink + p .
2) Vgl 8. 234.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 15
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Praktisch wiirde ,jedoch diese Sache zu langwierig sein. Die
Schwierigkeit ist aber dadurch behoben, daBl solche sog. Logarithmen-
papiere fertig gekauft werden konnen?!). Die nachstehende Figur ist
eine Reproduktion eines solchen Papieres auf 1/, der natiirlichen GroBe 2).

In die Fig. 133 ist auBerdem noch das graphische Bild fiir unser
Beispiel eingezeichnet und zwar fiir S, = 6 kg/cm? und p = 0,25 = 1/,.
Die zugehorigen Gleichungen bzw. Funktionen sind also:

S — G025

oder:
y = 60257

so daB fiir das Logarithmenpapier die Funktion ist:

Y =1Ig6 4 0,251ge-x
Es sind also:

K —1g6 = 0,77815 c 0,78
M = 0,251ge = 0,25 - 0,43429 = 0,10857 ~ 0,11

Daher auch:
Y=078+0,11z

Die Gerade I in Fig. 133 wurde dadurch erhalten, daB von ihr zwei Punkte,
nimlich jene mit den Abszissen z = 0 und # = +4 vermdge der soeben gegebenen
Gleichung bestimmt wurden. Die zrgehorigen Ordinaten ergeben sich zu y = 4-6
bzw. 16,69 und Y = 0,78 bzw. 1,22. Als Genauigkeitsprobe wurde noch der
Punkt mit den Koordinaten = % = 3’124 16 _ 1,57 und y = 8,89 bzw. ¥ =0,95
eingetragen. Man sieht, dafl die drei Punkte sehr genau auf einer geraden Linie
liegen.

Um aber die Genauigkeit des Arbeitens mit dem Logarithmenpapier noch
deutlicher zu machen, wurde fiir den Winkel & = 160°, dem ein x = 2,79 ent-
spricht?), der Wert von y sowohl berechnet, als auch der Zeichnung entnommen,
welch letzteren Wert man leicht nachkontrollieren kann. Der berechnete Wert
ist y = 12,05 und der dem Logarithmenpapier entnommene 12,1. Also besteht
ein Fehler in der Ablesung vom Papier von nur 0,05 oo !/, %,

Die Gerade II der gleichen Fig. 133 geht durch den Nullpunkt des Koordi-
natennetzes und ist zur Geraden I parallel. In ihrer Gleichung (im Logarithmen-
papier) mufl daher das konstante Glied wegfallen, also K = 0 sein. Demnach
wird der Faktor von e%25%: k = ¢° = 1 und bezieht sich diese Gerade auf einen

Gegenzug von der Grofle % = 1 kg/em?.
Zum Vergleiche ist in Fig. 134 die ndmliche Funktion
S = 6. 2%

1) bei der Firma Carl Schleicher und Schiill in Diiren, Rheinland.

2) Die genannte Firma stellt solche Papiere auch in anderen Formaten und MaB.
stiben her, insbesondere in einem MaBstabe, wo die Einheitsstrecke auf der Y-Achse
= 25 cm ist, so daBl zur Abmessung von Strecken auf ihr unmittelbar der gebrduch-
liche Rechenschieber verwendet werden kann.

3) Vgl. S. 205, Anm.

15%*
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Das ,,—‘“ - Zeichen bedeutet, daf-die Potentialdifferenz abnimmt mit
wachsender Zeit. Doch hindert dieses Vorzeichen nicht die Anwendung
auf das Logarithmenpapier, denn es ist:

1
p=a—
eC'R

also: .
lgp =1ga —Ig (eﬁ t)

1
Igp =1ga — b—;]—Et-lge
oder in unserer Schreibweise:
Y=K—Mx

also wieder eine Gerade auf dem Logarithmenpapier.

2. Sind J die radioaktive Wirkung eines Elementes — gemessen
etwa durch die Stérke der von ihm hervorgerufenen Ionisation der Luft,
diese wieder bestimmt mit Hilfe der Ausschlége eines Elektrometers —,
4 eine Konstante und ¢ die Zeit, sowie J die radioaktive Wirkung
zur Zeit ¢ = 0, so ist:

J=dJye

3. Eine Exponentialfunktion ergibt sich auch bei kontinuierlicher
Verzinsung mit Zinseszins.

4. Die Barometerformel fiir die Bestimmung der Hohe iiber der
Meeresoberfldche aus dem Drucke der Luft, gemessen z. B. durch die
Hohe einer Quecksilberséule, lautet auf eine einfache Formel gebracht:

lgb=a+p-h 1)
worin b der Barometerstand, % die Hohe und « sowie § Konstante be-
deuten. Auf dem Logarithmenpapier ist das Schaubild eine Gerade.

Noch zahlreicher werden die Anwendungen, wenn man Kom-
binationen zweier Exponentialfunktionen zuliBt. Wir er-
innern nur an die allbekannte und h#ufig vorkommende Kettenlinie:

Y= %(e% + e—%)

Das Gebiet praktischer Anwendungsmoglichkeiten wird noch er-
weitert, wenn man nicht nur eine, sondern beide Achsen mit
solchen logarithmischen Einteilungen versieht, auf beiden also
nicht die Zahlen selbst, sondern ihre Logarithmen in bestimmtem Ma8-

1) Vgl. ,,Beitriige zur Ermittlung der Tragkraft und Bewegung eines Freiballons
mit Hilfe von Logarithmenpapier. Von Dr. Paul Schreiber. Abbandl. der naturw.
Gesellschaft Isis in Dresden 1910, Heft 2.
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daher:
p-v==Fk
logarithmiert ergibt sich:
lgp +lgv =1gk
woraus fir Igk = K:
lgp = K —1gv
entsprechend der allgemeinen Form in z und y,
lgy = K —lgz
p ist die abhéngig, v die unabhingig Verdnderliche. Setzen wir daher
noch:
Igp=Y und Igv=X
so haben wir die Funktion:
Y+ X=K
oder:
Y=K—-X

Eine analoge Betrachtung wie die auf Seite 225ff. gefiihrte zeigt
uns ohne Schwierigkeit, dafl diese Funktion auf dem zuletzt angefiihrten
Logarithmenpapiere!) als Schaubild oder Kurve eine Gerade er-
gibt, und zwar unter 135 ° zur X-Achse, wihrend p-v = RT odery-x =k
im gewohnlichen Koordinatennetz eine gleichseitige Hyperbel ergibt.

2. Nehmen wir eine Parabel

y:=2px
und logarithmieren wir ihre Gleichung, so erhalten wir:
2lgy =1g2p +1gx
lg2p

1
loy = 222 =
gy 3 3 lgx

oder, wenn wir setzen: _lgs_p= K:

lgy = K + %lgx, woraus :
fiir lgy =Y und lge = X:
Y=K+ %X
also wieder eine Gerade in diesem Logarithmenpapier.
In Fig. 135 ist die Gerade fiir folgende Werte eingezeichnet:

Fiir Kohlenoxyd-Gas ist R = 30,25 (wenn der Druck in kg/m? ge-
messen wird).

1) Vgl. S. 232, insbesondere auch Fig. 135.
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Die Temperatur ist mit 10,7° Celsius angenommen, demnach
T = 273° 4 10,7° = 283,7°.
Die Gleichung lautet daher in diesem speziellen Falle:

p-v = 30,25 283,7 = 8581,92,  8581,93

Da diese Zahlen fiir das Eintragen aufs Papier zu grofle Werte
von p bedingen wiirden, so dividieren wir links und rechts durch
100, d. h. wir bestimmen vermoge der Fig. 135 nicht p, sondern
P
100
fiir unsere Gleichung:

= p-10-2 Bezeichnen wir diesen letzteren Wert mit p’, so folgt

p v = 8582
oder:
lgp’+ lgv =1¢85,8,
lgp’ =1g85,8, — lgv
y = 0,934 - X

Die Gerade in Fig. 135 wurde gewonnen vermdge der Werte:

v=1 :lgv =0, daherlgp’ = 1,93, — 0 =1,93,; p’= Nigl,93, = 85,8, --- P,
v=10:1gv =1, daherlgp’ = 1,93, —1 = 0,93,; p" = NIg0,93, = 8,5,--- P,
Als Probe wurden die Punkte benutzt:
v=2 p =429 - Q,
v="1 p'=122 .- Q,
v=18 p'= 47,---Q,
v=458 p'= 1,8, -..-Q,
3. Durch einfache Uberlegungen erkennen wir in gleicher Weise,
daB auch allgemein die Funktion:
) yp = xq
worin p, ¢ und ¢ Konstante sind, in unserem X Y-Koordinatennetz

als Schaubild eine Gerade hat.
Logarithmieren wir nédmlich obige Funktion, so erhalten wir:

plgy =lgec + qlgx
oder:

Ige ¢
lgy ==+ =1
gy p+pgx

oder:
Y=K+¢@-X
Y=@Q-X+K
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Auch hierfiir haben sich bedeutungsvolle praktische Anwendungen
bereits ergeben, z. B. fiir die Untersuchung des Magnetisierungsverlustes
bei Eisenl).

DaBl mit Hilfe dieser Papiere bei empirischer Aufsuchung von
Kurven, die voraussichtlich eine der genannten Formen haben werden,
die Ausgleichung sehr erleichtert wird, ist ohne weiteres verstédndlich?).

Man konnte das Gebiet der so im Logarithmenpapier als Gerade
darstellbaren Funktionen noch erweitern. Wir zeigen dies an der in
der Elektrotechnik und auch sonst hiufig auftretenden Funktion

y=a-sinz
Logarithmieren wir diese, so ergibt sich
lgy = lga + Ig(sina)
Wird wieder
lgy =Y ;lga=4 ; lg(sinx) = X

gesetzt, so lautet die Gleichung

Y=4+X
Fiir a =1 ergéibe sich aus
y = sinx
Y=X

Wenn wir dies nun im ,,doppelten‘‘ Logarithmenpapier3) eintragen,
so erhalten wir eine Gerade unter 45° gegen die Abszissen- und Ordi-
natenachse geneigt — falls gleicher Mafistab auf beiden Achsen ge-
wahlt wird —, die im letzteren Falle durch den Nullpunkt geht. Man
mul} dann auf der Abszissenachse die Logarithmen der Sinus der Winkel

etwa von O bis % eintragen, was aber leicht zu machen ist, da ja die

gewohnlichen Logarithmentafeln diese auch enthalten und dieselben
auch auf dem Rechenschieber zu finden sind.
Analoges gilt auch fiir die iibrigen trigonometrischen Funktionen.
Das Funktionsbild wird hierbei allerdings sehr ausgedehnt, weil
einerseits fiir # =0, sinx =0 und X = lgsinz = —oo und anderer-

1) ,Uber Logarithmenpapiere und ihre Anwendung in der Elektrotechnik, be-
sonders bei Eisenuntersuchungen®, von O. Weisshaar. E. T. Z. 1910, S. 400.

2) Vgl. beziiglich des zuletzt betrachteten Gegenstandes die Schriften von
Dr. A. Schreiber: ,,Uber Logarithmenpapiere®, Zentralblatt der Bawverwaltung 1909,
S. 574 und ,,Uber Logarithmenpapiere und deren Anwendung®, Zeitschr. f. Vermes-
sungswesen 1910, Heft 4.

3) Als ,,doppeltes Logarithmenpapier* bezeichnen wir kurz dasjenige mit logarith-
mischer Teilung auf beiden Achsen im Gegensatz zum ,.einfachen Logarithmenpapier
mit nur einer logarithmischen Achseneinteilung neben der ,,gleichformigen’‘ der an-
deren Achse.
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seits fir z = 12 , sine =1 und X = 0 wird!) und man hitte im ge-

gebenen Falle zu entscheiden, ob man diesen Ubelstand und alles, was
daran gekniipft ist, in den Kauf nehmen darf.

Befreien konnte man sich von ihm auch dadurch, daff man im
rechtwinkligen Achsensystem auf der Ordinatenachse die gewohnliche
gleichformige Skala (so genannt, wenn gleichen Zahlenintervallen
gleiche Strecken entsprechen) auftriigt, auf der Abszissenachse aber
nicht die x, sondern unmittelbar die Funktionswerte sin x = X bzw.
a-sinx = X. In diesem Koordinatensysteme ist dann die Gleichung

unserer Funktion:
y=X

d. h. das graphische Bild eine Gerade unter 45° Neigung zur - bzw.
X-Achse, wenn wieder cer LingenmaBstab der y und X gleich ge-
wahlt wird.

Wir hédtten uns also statt eines Logarithmenpapreres in diesem Falle
ein Stnuspapier herzustellen.

Damit wire der vorhin erwihnte Ubelstand behoben, da nun fiir
=0 auch X =0 wird.

Der in der zuletzt gegebenen Betrachtung ruhende Gedanke ist
natiirlich nicht auf diese Funktionen beschriankt, sondern 1a8t sich auf
jede stetige Funktion y = f(x) auch ohne priparative Operation, wie
soeben das Logarithmieren, libertragen. Wir tragen hierzu auf der
Abszissenachse unmittelbar (ohne zu logarithmieren) die Skala der
f(x) = X als sog. Funktionsskala in gleichen Abstinden vom Null-
punkt, wie auf der y-Achse ein (an die wir aber die 2-Werte anschreiben).
Die Funktionsgleichung ist dann y = X und die Funktion selbst hat
dann eine Gerade als Schaubild in diesem Koordinatenachsensystem,
und zwar unter 45° gegen die X-Achse, durch den Nullpunkt.

Auch kann man durch Variation der Malstédbe fiir die X und y
auf diese Weise jede beliebige geneigte Gerade fiir jedwede Funktion
erhalten.

Es braucht wohl nicht besonders hervorgehoben zu werden, daf}
natiirlich nur Funktionen gleicher Art in dem so erstellten Koordi-
natensystem als Gerade sich zeichnen; jede andere Funktion erscheint
in ihm auch wieder als Kurve.

Immerhin kénnen sehr viele Funktionen diesen Vorteil bieten, wie
es laut vorausgegangener Bemerkung (S. 232) im doppelten Loga-
rithmenpapier fiir alle Potenzdarstellungen ¢? = c¢-z? fiir beliebige
Potenzexponenten der Fall ist.

1) Dies ist auch der Fall bei obigen Fillen fiir Werte von x bzw. y, die zwischen 0
und 1 liegen, dort jedoch nebensiichlich auftraten und daher unberiicksichtigt blieben.
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Der Unterschied beider Darstellungsformen, derjenigen im gewohn-
lichen Kartesischen Koordinatensystem und derjenigen mit der neuen
Skala, héngt lediglich davon ab, welche Punkte auf der Ordinaten-
und Abszissenachse man als zusammengehérig betrachtet. Im ersteren
gewohnlichen Falle sind es die von ¥ und X bzw. von y und X = f(x);
im zweiten schreibt man aber an die Punkte, welche durch Auftragen
der Zahlenwerte ¥ bzw. X gefunden wurden, nicht diese Zahlen, sondern
die Zahlen y bzw. . Dadurch wird die Skala in den y bzw. x ungleich-
formig, wihrend sie in den ¥ und X natiirlich gleichférmig (linear) ist.
Die Ungleichformigkeit ist somit dadurch bedingt, dal den Punkten
andere Zahlen zugeordnet werden, als ihren MafBstrecken

entsprechen wiirde.

Fiir empirisch zu suchende Funktionen haben diese Darstellungen
neben dem obenerwihnten Nachteil noch den, dal man, um die Funk-
tionsskala herzustellen, die Funktion bereits kennen muB3. Brauchbar
wird in dem Falle die Sache nur, wenn man von vornherein Funktionen
erwarten darf, die in einem der gebrduchlichen Logarithmenpapiere
oder in einem eventuellen Sinuspapier od. dgl. Geraden ergeben, wobei
dann eine Gerade im einfachen Logarithmenpapier auf eine Exponential-
funktion, im doppelten auf eine ihrer Neigung entsprechende Potenz-
funktion zu schlieflen gestatten wiirde.

Hat man eine Funktion dreier Veranderlichen, wie sie sich z. B.
auf Seite 230 ergibt, wenn man dort auch die absolute Temperatur 7'
und damit auch k variieren 1a8t, wo dann in p-v = k auch k Variable
wird, so erhellt, daB die Anderung von £ bei der Darstellung im doppelten.
Logarithmenpapier eine Parallelverschiebung der Schaubildgeraden be-
dingt. Man erhélt also fiir eine Reihe von k-Werten eine Schar paralleler
Geraden. Im Kartesischen Koordinatensysteme erhielte man eine Schar
von gleichseitigen Hyperbeln, die alle die Koordinatenachsen zu ihren
Hauptachsen hétten, also coaxial wiren.

Ein solches Gesamtbild bezeichnet man auch als Nomogramm?).
Dasselbe prasentierte sich uns bereits in den Figuren 126 und 127%).

Zum Schlusse dieses ganzen Teiles 1V iiber die Veranschaulichung
der Funktion wollen wir noch eine Betrachtung anstellen, welche fiir
die Verwertung dieser Veranschaulichung von Bedeutung ist?3).

1) vom griechischen ,,vduos, lat. geschrieben ,,nomos®, d. h. das Gesetz. ,,Nomo-
graphie‘, von M. d’Ocagne eingefithrte Bezeichnung der Lehre von der geometrischen
(zeichnerischen) Darstellung gesetzméfBiger Abhingigkeiten zwischen verdnderlichen
Grofen (von Funktionen).

?) 8. 216/17.

3) Vgl. hierzu auch Klein: ,,Anwendg. d. Diff.- u. Integr.-Rechng. a. Geom.‘
8. 5, 257.
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Verschiedene Wege waren es, auf denen wir zu Kurven als Ver-
anschaulichungen funktionaler Zusammenhénge gelangt sind. Einmal
waren es Versuchsreihen, die wir graphisch durch Punkte in einem
Koordinatensystem darstellten und dann unter den seinerzeit an-
gegebenen Voraussetzungen durch eine Kurve verbanden. Dann er-
hielten wir durch Registrierinstrumente unmittelbar solche Kurven
aufgezeichnet und endlich haben wir analytisch oder algebraisch ge-
gebene Funktionen vermittels Berechnung von zusammengehorigen
Wertepaaren (x,y) durch Punkte dargestellt, die durch eine Kurve
verbunden wurden.

Da im letzteren Falle die analytische oder algebraische Funktion
den funktionalen Zusammenhang genau oder — wie wir uns auf Seite 27
ausdriickten — prézisionsmathematisch wiedergiebt (in das Gebiet der
Prizisionsmathematik gehort) und dieser Fall somit theoretisch der
einfachste ist, so wollen wir zunéchst fragen, ob die Kurve, welche
sich als graphisches Bild dieser Funktion ergab (vgl. Fig. 101£f.) eben-
falls der Prézisionsmathematik angehort, d. h. absolut genau den funk-
tionalen Zusammenhang wiedergibt. Die Antwort lautet: nein. Denn
wenn auch die Werte « und y absolut genau gegeben sind, so kénnen
wir sie nur mit beschrinkter Genauigkeit wegen der Existenz des
Schwellenwertes (vgl. S. 26) in die Zeichnung eintragen. AuBerdem
ist die mit irgendeinem Zeichnungsinstrument gezeichnete Kurve nie-
mals, wie es die Prizisionsmathematik verlangt, von der Breite null.
Das heilt wir haben es in der Zeichnung niemals mit einer idealen
Linie zu tun, sondern mit einem Streifen, dessen Breite dem erreich-
baren Schwellenwert entsprechen wird. Selbst wenn wir auf das Zeichnen
verzichten wollten und die Kurve uns nur vorstellten, so ist auch diese
Vorstellung nur eine Anndherung (Approximation). Einzig die begriff-
liche Erfassung des funktionalen Zusammenhanges ist sein ideal-
prazisionsmathematischer Ausdruck. Es gehort jede gezeichnete Kurve
in Wirklichkeit in das Gebiet der Approximationsmathematik. Dies
kommt noch schirfer zum Ausdruck, wenn wir die beiden anderen
Wege analysieren, auf denen wir zu Kurven gelangt sind.

Im zweiten Falle der Registrierinstrumente sieht man auch un-
mittelbar, dal wir keine ideale Kurve, sondern nur einen schmalen
Streifen erhalten, dessen Breite von der Prazision des Instrumentes
bzw. des Zeichnungsstiftes abhingig ist. Aber selbst wenn diese Breite
sehr gering wére und wir sie fiir einen Moment vernachlissigen wiirden,
so bleibt doch die erhaltene Kurve nur eine angeniherte, approximative
Darstellung des gesuchten, funktionalen Zusammenhanges, da das In-
strument verschiedenen Einfliissen unterworfen ist, die schwer oder
gar nicht zu iibersehen sind, so dafl auch unter dieser Bedingung die
gezeichnete Kurve nur ein angendhertes Bild des funktionalen Zu-
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sammenhanges gibt. Beides zusammengefal3t, haben wir es also auch
hier wieder mit einem Kurvenstreifen als Repriisentant dieses funktio-
nalen Zusammenhanges zu tun, weshalb auch dieses dem Gebiete der
Approximationsmathematik zuzuzdhlen ist.

Gehen wir endlich zum ersten Fall iiber, so erkennen wir, daf3 auch
hier die Versuchsergebnisse nur mit einer gewissen Genauigkeit wieder-
gegeben sind, d. h. wenn wir zu einem Werte  einen entsprechenden
Wert finden, so ist dieser nicht dem vorausgesetzten ideal genauen?)
Werte y gleich, sondern wir miiten ihn darstellen durch die Form
y T ¢, worin ¢ eine sehr kleine GroBe ist, die eventuell noch von z,
ja selbst von y abhéngig sein kann insofern, als die Ablesungen am
Versuchsinstrument mehr oder weniger genau sein kénnen, je nachdem,
ob die abgelesenen Werte grofler oder kleiner ausfallen miissen. Eine
andere Moglichkeit liegt vor, wenn die Versuche, zu verschiedenen
Zeiten angestellt, fiir den gleichen Argumentwert 2 um eine kleine
GroBe verschiedene Werte der anderen abhingig Verdnderlichen er-
geben. Die Punkte, die wir bei der graphischen Darstellung erhalten,
bedecken dann einen Streifen, den wir durch eine ausgleichende Kurve
ersetzen [vgl. Fig. 57—59)2]. Aber auch diese Kurve selbst wieder ist
nur ein wenn auch viel schmalerer Kurvenstreifen und keine ideale
Kurve und gibt demnach den idealen funktionalen Zusammenhang
wieder nur angendhert an, gehért somit abermals in das Gebiet der
Approximationsmathematik.

Aus alledem erkennen wir, daBl wir es in der graphischen Behand-
lung von funktionalen Zusammenhingen immer nur mit Funktions-
streifen, die wir auch technische ,,Kurven' nennen kiénnten, zu tun
haben. Es kénnte daher die Frage auftauchen, wozu wir dann iiber-
haupt prizisionsmathematische Betrachtungen funktionaler Zusammen-
hénge anstellen, wenn solche praktisch gar nicht in Betracht zu kommen
scheinen. Die Antwort darauf ist analog derjenigen, die wir auf Seite 27,
28 gegeben haben. Wir kénnen ja die iiberhaupt erreichbare Grenze
der Genauigkeit niemals angeben. Daraus aber entspringt fiir uns die
Notwendigkeit, uns von dieser schwankenden Grenze unabhingig zu
machen und streng theoretisch genaue funktionale Zusammenhinge
zu behandeln in Form analytisch gegebener Funktionen, die dann
eben, weil sie vollig genau bekannt sind, als Grundlage fiir die Analyse
empirischer Kurven und empirisch gefundener funktionaler Zusammen-
hiinge dienen kénnen. Unter welchen Voraussetzungen das zu ge-
schehen hat, haben wir bereits auseinandergesetzt und man wird eben
von Fall zu Fall zu entscheiden haben, ob die zugrunde gelegte ana-
lytische Funktion, welche also, fiir sich genommen, prézisionsmathe-

1) Vgl. 8. 147/48. 2) 8. 155.
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matisch ist, die empirischen Ergebnisse so genau darstellt, dall die
Abweichungen der aus der theoretischen Funktion berechneten Re-
sultate von den tatsdchlich beobachteten nicht groBer als die durch
die Messung bedingten Fehler sind; oder, wenn es sich bloB um die
graphische Veranschaulichung einer analytisch gegebenen Funktion
handelt, die durch direkte Messung aus der Kurve gewonnenen Zahl-
werte von den theoretisch berechneten nur einen Unterschied auf-
weisen, der auf Kosten des Schwellenwertes gesetzt werden kann, also
diesen nicht erheblich {iberschreitet.

Noch in einem anderen Sinne ist die graphische Veranschaulichung
nur approximativ.

Denken wir z. B. an jenen Kreis auf Seite 36—38, der durch
Polygonecken sich ergab, so konnten wir dort bereits bemerken, wie
uns die Anschauung nicht bis in alle Feinheiten des theoretisch mathe-
matischen Aufbaues zu fiihren vermag. Ein sehr instruktives Beispiel
hierfiir bringen wir spéter in der sog. WeierstraBischen Kurvel), wo der
begriffliche funktionale Zusammenhang der Art ist, dafl er durch die
Zeichnung oder auch durch die Vorstellung gar nicht mehr genau
wiedergegeben werden kann. Im iibrigen kann man auch leicht ent-
sprechende Beispiele aus der téglichen Erfahrung finden.

Betrachtet man z. B. den gegen den Himmel sich abhebenden
oberen Rand eines Waldes, den oberen Waldsaum aus der Ferne, gegen
den Horizont, so erscheint er einem als eine kontinuierliche, strecken-
weise fast gar keine stirkeren UnregelmiBigkeiten aufweisende Linie.
Wir wiirden ihn also approximativ als Kurve auffassen, wihrend wir
doch wissen, daf diese scheinbare Kurve eigentlich aus lauter Spitzen
besteht, und so wére es hiernach gar nicht ausgeschlossen, daf ein
gesuchter funktionaler Zusammenhang gar nicht einer Kurve im ge-
wohnlichen Sinne angehort, die stetig?) ist und noch andere mathe-
matische Eigenschaften aufweist, z. B. einer differentiierbaren ?) Funk-
tion angehort, sondern, dal der gesuchte funktionale Zusammenhang
préazisionsmathematisch eigentlich nur durch Punkte (bzw. eine Punkt-
menge) dargestellt wird, wihrend approximativ eine anschaulich stetige
Kurve erscheint.

Andere Beispiele hierfiir finden sich z. B. auch im Weg- und
Wiesenrand, in den aus der Ferne betrachteten Trennungslinien der
Getreidefelder usw., ja, streng genommen, iiberhaupt in allen Grenz-
linien der Natur.

1) 8. 369 u. ff.
%) Naheres iiber diese Begriffe folgt spiter; vgl. S. 319, 342, 367/68.



V. Stetigkeit und Unstetigkeit.

§ 16. Unendlich kleine, unendlich groB8e
und endliche Zahlen und GrofSien.

Fiir die weiteren Betrachtungen ist nun ein Begriff von fundamen-
taler Wichtigkeit zu erldutern, der unter dem Namen Grenzwert oder
limes bekannt ist.

Um dies tun zu konnen und auch noch weitere die Eigenschaften
der Funktion betreffende Fragen zu lésen, miissen wir uns vorerst mit
den Zahlenwerten der Veréinderlichen nadher beschiftigen.

Waihlen wir innerhalb der Zahlenreihe irgendeine bestimmte Zahl,
etwa 1, so konnen wir durch rationale und irrationale Operationen
Zahlen bilden, die kleiner als 1 sind, und zwar geht diese Zahlenbildung
herunter bis auf Zahlen, die wir als sekr klein im Verhiltnis zur Aus-
1 1
108 * 10%
der Ausgangszahl 1 zu einer solchen Zahl ist stets sehr groB, z. B. fir

gangszahl 1 betrachten konnen, z. B. - u. a. Das Verhéltnis

1
die Zahl 1—:)—8 wére es gleich 1 : 108 = 108, Das Produkt zweier solcher

sehr kleinen Zahlen ist auch stets wieder eine sehr kleine Zahl, kleiner
als jeder der beiden Faktoren; dagegen kann das Verhiltnis zweier

1 1
solcher grof3, sehr grof} sein, wie es z. B. von 108 105 = 10 ist, oder
1
e 1022 ; i :
von 155 % 708 1022, Die Summe und Differenz zweier solcher sehr

kleinen Zahlen ist stets wieder eine sehr kleine Zahl.

Lassen wir dieses Kleinerwerden der Zahlen nicht iiber eine gewisse,
willkiirliche, sehr kleine Zahl hinausgehen, so kénnen wir auch sagen:
wir haben es hier mit sehr kleinen Zahlen begrenzten Zahlen-
wertes zu tun. Diese Festsetzung einer Grenze fiir das Kleinerwerden
dieser sehr kleinen Zahlen ist willkiirlich. Lassen wir sie fallen, so
kommen wir zum Begriff der beliebig kleinen Zahl, indem wir uns
vorzustellen haben, da in Riicksicht auf die Stetigkeit der Zahlenreihe,
die wir frither erliutert haben (S. 28 u. ff.), von jeder erreichten, noch
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so kleinen Zahl im Kleinerwerden weitergegangen werden kann. Das
Verhiltnis zweier solcher Zahlen kann dabei stets noch eine Zahl sein,
die beziiglich ihrer Stellung in der Zahlenreihe nicht zu ihnen gehort,
sondern groBer ist, ja selbst auch tiber 1 liegen kann. Indem wir bei
weiterer Verfolgung dieses Kleinerwerdens immer nur zu beliebig kleinen
Zahlen, aber von immerhin endlichen Zahlenwerten, gelangen, d. h.
zu Zahlen, die wir stets in ein Intervall einschliefen koénnen, dessen
Endpunkte durch eine endliche Anzahl von Schritten von der Anfangs-
zahl 1 aus zu erreichen sind, wobei man unter einer endlichen An-
zahl von Schritten eine solche versteht, fiir die man stets noch
eine grofere Anzalil angeben kann, indem wir also so zu beliebig
kleinen Zahlen gelangen, néhern wir uns dem Zahlenwert Null (0),
ohne aber denselben auf diesem Wege je erreichen zu kénnen, da wir
eben nur endliche, beliebig kleine Zahlen zu erreichen imstande
sind?).

Andern wir dagegen unsern Ausgangspunkt, d.h. gehen wir von
der Zahl 0 aus, so kénnen wir Zahlenwerte denken, die so nahe
an O liegen, d.h. die so wenig von O differieren, daBl sie auf dem
vorher beschriebenen Wege nicht erreicht werden kénnen, d.h.
nicht in einer endlichen Anzahl noch so kleiner, endlicher
Intervallschritte.

Wir nennen solche Zahlen unendlich kleine Zahlen %) und man
sieht, dal ihre Haupteigenschaft ist: kleiner zu sein als jede noch
so kleine endliche Zahl (aber auch nicht null).

Soweit wir die Sache bis hierher betrachtet haben, hatten wir
stets im Auge, zu versuchen, die hier eingefiihrten neuen Begriffe auf
anschauliche Weise zu erreichen, d. h. durch das Mittel der Vorstellung,
also entweder mit Hilfe der’ Zahlenlinie oder des sukzessiven Fort-
schreitens innerhalb des Zahlenkontinuums. In diesem Sinne kénnen
wir die Betrachtungen auch noch weiter filhren und kommen damit
zu folgendem:

1
1) Sei z. B. eine eben erreichte sehr kleine Zahl 1050 so konnen wir von ihr aus

gegen Null vorwirts schreiten, indem wir den Exponenten im Nenner z. B. je um 10

. ., 1 1
erhohen, also mit TGE 5 W y *

nenten 10 im Nenner haben miiBite, der auf diese Weise in endlicher Schrittanzahl
erreichbar wire, damit die so erhaltene Potenz in 1 dividiert 0 gibe, so ist die Null
auf diese Weise nicht erreichbar.

Analoges gilt fiir andere Anniherungsarten.

2) Diese Bezeichnung klingt etwas sehr paradox, d. h. sie schlieBt in sich als einem
Wort scheinbar einen direkten Widerspruch ein. Dieser verschwindet aber, wenn man
das Wort unendlich nicht, wie gewdhnlich falscherweise schlechthin mit iberaus grof
identifiziert, sondern ihm die exaktere, richtigeie Auffassung unerreichbar oder un-
beschrinkt 1aBt. Dasselbe ist zu sagen vom Ausdruck: ,unendlich nahe® u. dgl.
(Vgl. S. 342, 367.)

- -. Da nun aber nicht angebbar ist, welchen Expo-
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Diese so definierten unendlich klesnen Zahlen kénnen nun noch in
zweierlei Weise aufgefafit werden.

Einmal als fest bestimmte; man nennt sie dann eigentlich
oder aktuell unendlich klein. Sie haben als Haupteigenschaft neben
der erwiahnten die, dal sie mit einer endlichen Zahl nicht ver-
glichen werden koénnen, da sie vermdge ihrer Definition an diese
nicht heranreichen, d. h. einem anderen Zahlengebiete angehdren. In
diesem Bereich konnen nun diese unendlich kleinen Zahlen noch ihre
eigenen Gesetze befolgen, d. h. z. B. unter sich Verhéltnisse aufweisen,
die wieder endlich sind. Wir kommen spéter auf solche Fille ein-
gehender zu sprechen?).

Andererseits kann man auch diese unendlich kleinen Zahlen wieder
als verianderliche betrachten und zwar noch kleiner werdend, sich
der Null noch mehr anndhernd; man spricht dann von uneigentlich
unendlich kleinen Zahlen. In diesem Sinne werden die schlecht-
hin unendlich kleinen Zahlen im folgenden meistens verwendet werden.
Wir kénnen dann sagen:

Eine unendlich Rleine Zahl ist eine solche Zahl, die kleiner
als jede beliebig kleine endliche Zahl ist und sich der Null, fort-
wiithrend kleiner werdend, nihert.

Sie ist hiernach als Variable zu betrachten.

Man sieht aber, daB vermoége dieser letzteren Einfithrung das Er-
reichen der Null moglich ist, wihrend wir von den sehr kleinen end-
lichen Zahlen aus zunichst niemals auf dem bisher eingeschlagenen
Wege zur Null gelangen kénnen.

Doch ist noch eine andere Betrachtungsweise der bisher erwahnten
Verhiltnisse moglich.

Thnen liegt ja, aus der Vorstellung entnommen, ein gewisser, be-
grifflich festgelegter ProzeB3, eben der des Verkleinerns oder des Ver-
groBerns, zugrunde, dessen Schrittanzahl auf dem obigen Wege immer
nur endlich bleiben kann. Denken wir uns aber begrifflich, d. h. mit
Verzicht auf das in der tatsichlichen Vorstellung Ausfithrbare, den
ProzeB in einem bestimmten Momente zu Ende gebracht, wobei wir
also in der Vorstellung den ProzeB nur bis zu einem gewissen Punkte
fithren und weiterhin denselben durch logische Verkniipfung und Fest,
setzung als vollzogen betrachten, dann wird die Kluft, welche zwischen
den endlich sehr kleinen und den unendlich kleinen Zahlen besteht-
insofern iiberbriickt, als wir von den ersteren zu den letzteren und
endlich auch zur Null gelangen konnen; eben dadurch, daBl wir den

1) Vgl S. 247 u. ff.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 16
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ProzeB des Verkleinerns begrifflich, d. h. in rein logischer Fortsetzung
iiber jede Schranke hinweg als vollfithrt betrachten diirfen?).

Da aber nun doch die so eingefiihrten unendlich kleinen Zahlen
begrifflich aus den beliebig kleinen endlichen Zahlen entstanden ge-
dacht werden konnen, so diirfen wir fiir die Rechnung zweckmaBiger-
weise auch von den beliebig kleinen endlichen Zahlen die Forderung
nach Vollfiihrung eines gewissen begrifflichen Prozesses zu Null zu
werden, stellen. Damit verschwindet die Kluft zwischen beliebig
kleinen endlichen Zahlen und den oben definierten sog. unendlich
kleinen Zahlen; es ergibt sich ein liickenloser Ubergang von den
endlichen Zahlen durch die endlich sehr kleinen zu den un-
endlich kleinen, bis schlieBlich zur Null unter wohl betonter
Wahrung ihrer oben ausgesprochenen gegenseitigen Verhéaltnisse.

In Anwendung der Zahlen — mittels ihrer bekannten Zuord-
nung — zur messenden Bestimmung von Grofien gelangt man, in Aus-
dehnung dieses Begriffes des Unendlich-Kleinen, zu den sog. unendlich
kleinen Gréfen. Man spricht in diesem Sinne von wunendlich kleiner
Distanz, Linge, Breite, Hohe, Ausdehnung, Geschwindigkeit, Beschleuni-
gung, Kraft, Arbeit, Leistung, Energiemenge, Masse, Elekirizititsmenge,
Lichistirke usw. usw.2).

1) Wollen wir uns diesen Gegensatz von schrittweiser Verfolgung eines Prozesses
in der Vorstellung und sein begriffliches Vollendetsein an einem sehr naheliegenden
Beispiele klarmachen, so betrachten wir etwa die Frage, wie man dazu gelangt, einen
ganz bestimmten Menschen von allen anderen Menschen zu unterscheiden und damit
als den so bestimmten auch anderen gegeniiber zu charakterisieren.

Der eine Weg ist der, dal wir versuchen, die seelischen und kérperlichen Eigen-
schaften dieses Menschen einzeln aufzuzéplen. Und da werden wir bald gewahr, daB
wir auf diesem Wege nie zu einem Ende gelangen, indem wir immer wieder neue Eigen-
schaften entdecken. Aber das heiit nichts anderes, als dafl auf diesem Wege tiberhaupt
nicht zu einem Ziele zu gelangen ist, also eine Abgrenzung dieses Menschen und also
Definition dieses Individuums theoretisch unmoglich wire.

Daher versuchen wir es auf andere Weise: Wir belegen diesen Menschen mit
cinem Namen, der also das Zeichen fiir einen Begriff ist, namlich den Begriff dieses
Individuums, den Inbegriff aller seiner Eigenschaften. Dann aber haben wir in diesem
Begriff die vorher nicht erreichte Gesamtheit aller seiner Eigenschaften mitzudenken,
wenn wir auch nicht imstande sind, sie alle einzeln uns zu vergegenwirtigen.

Was auf dem Wege der reinen Anschaulichkeit, der Vorstellung, nicht zu er-
reichen war, ist also auf dem Wege des Begriffes einfach und indem man den Proze8
des ersteren Weges als vollendet denkt, ausgefiithrt worden.

2) Im speziellen nennen wir als Beispiele fiir aktuell unendlich kleine GroBen*
Das Volumen oder Gewicht des Staubteilchens gegeniiber dem des Tisches, auf dem
es liegt, um so mehr gegeniiber der Erde, aber ev. auch schon gegeniiber der Pflanze,
an der es sitzt, wenn es die genannte Haupteigenschaft hat, fiir einen Vergleich nicht
in Betracht zu fallen. Ebenso ist je nach Umstinden und Forderungen, die beziiglich
der fiir Betrachtung und Rechnung willkiirlich gestellten Grenzen der Genauigkeit ge-
stellt werden: Die Erde als unendlich kleine GroBe zu betrachten im Weltenraum, das
Tier gegeniiber diesem oder schon gegeniiber der Erde, ev. gegeniiber einem Erdteil
oder einem Land in einer gemeinschaftlichen MaBeinheit behandelt; und nicht nur das
Elektron gegeniiber dem leitenden Draht, sondern auch gegeniiber dem Molekiil, in
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Wir kénnen daher den Begriff einer unendlich kleinen GréBe nach
der letzteren Definition der unendlich kleinen Zahl und dem nachtriglich
von dieser ihrer Auffassung Gesagten in ausfiihrlicher Weise auch
folgendermafBlen fassen:

Die Bezeichnung fiir den Begriff der unendlich kleinen
Grofe oder auch des Unendlichkleinen ist als Name aufzu-
fassen fiir einen Verdnderungsprozell, dem eine verinder-
liche Gr6Be unterworfenist, die sich von zunéachst endlichen
sehr kleinen Werten, fortwdhrend kleiner werdend, dem
Grenzwert Null ndhert?).

Von der oben (willkiirlich) festgesetzten Zahl 1 konnen wir nun auch
zu Zahlen gelangen, die grofer sind als diese und immer grofler werden.
Wir gelangen auf diese Weise schlielich zu Zahlen, die wir im Verhéltnis
zu dieser Eins oder auch zu einer anderen Ausgangszahl als sehr grofe
Zahlen bezeichnen miissen. Fiir diese koénnen wir nun wieder fest-
legen, dafl sie iiber eine gewisse obere Grenze, die sich wieder in ein
Intervall einschlieBen laf3t, dessen Endwerte von 1 aus durch eine
endliche Zahl von Schritten erreichbar sein miissen, nicht hinausgehen.
In diesem Falle sprechen wir von sehr groflen Zahlen, aber be-
grenzten Zahlenwertes. Diese Festlegung einer Grenze, liber welche die
sehr groflen Zahlen nicht hinausgehen diirfen, kann aber wieder fallen
gelassen werden, und dann erfihrt der Prozel des Groferwerdens kein
Ende; immer aber fithrt er uns nur zu endlichen sehr grofien Zahlen.

Dieses unbegrenzte Wachsen der Zahl kann man dahin ausdriicken,
dafl man sagt, diese Zahl werde beliebig grof3 oder sie nehme iiber
alle Grenzen zu, was sagen will, da} keine erreichbare (endliche) Zahl
als das Ende des Wachstums zu betrachten ist. Letztere Tatsache
driickt man auch dahin aus, da man sagt, die Zahl wachse ins
Unendliche oder werde unendlich (d. h. unvergleichbar) grof,
und wir koénnen von diesem Standpunkt aus die unendlich grofe
Zahl oder auch kurz die unendliche Zahl als das Symbol dafiir auf-
fassen, daBl die groBer werdende Zahl in diesem Wachstums-
prozelBl nie ein Ende erreicht; sie ist eine unbegrenzt zunehmende
Verénderliche.

Wenn man also sagt, die Zahl ,,a* sei gleich unendlich (@ = oo),
so heift dies in abgekiirzter Ausdrucksweise nur, dafl wir fiir ihren

viel hoherem MaBe gegeniiber der Erdkugel (hoherer Ordnung; vgl. S. 248, 252 u. ff.),
da dieser gegeniiber schon der Draht unter normalen Verhiltnissen unendlich klein
erscheint; stets aber nur so lange, nur unter der Bedingung, daB es nach GroBe oder
Wirkung im betreffenden Fall vernachlissigt werden kann.

1) In diesem Sinne ist die ,,unendlich kleine Gr6fBe* mit dem Begriff eines
ohne Aufhéren fortgesetzten Niherungsprozesses, des fortdauernden Annidherns an
einen bestimmten endlichen Wert, dem Begriff des spiter im besonderen zu behandeln-
den ,,Grenzwertes untrennbar verbunden (vgl. S. 297/98).

16*
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Wert keine obere Grenze angeben konnen, also auch keinen be-
stimmten Zahlwert!), Wir nennen sie auch uneigentlich un-
endlich grofe Zahl,

Wir kénnen daher in analoger Ausdrucksweise zur unendlich kleinen
Zahl aussprechen:

Eine unendlich grofie Zahl ist eine solche Zahl, die groSer als
jede beliebig groBe, endliche Zahl ist und fortwihrend zunehmend, in
jhrem Wachstum keine Grenze erreicht.

Sie ist hiernach auch als Variable aufzufassen.

In Ubertragung auf die allgemeine GroBe erhalten wir:

Die Bezeichnung fiir den Begriff der unendlich grofien
Grife oder auch des Unendlichgrofien ist als Name aufzu-
fassen fiir einen Verdnderungsprozell, dem eine verdnder-
liche GréB8e unterworfen ist, die sich von zun#ichst end-
lichen, sehr groBen Werten, fortwihrend gréBer werdend,
dndert und numerisch unbeschrinkt wéichst.

Es kann sich aber auch hier noch eine andere Auffassungsweise
der unendlichen Zahl bzw. Grofie als zweckméBig erweisen, indem man
sie sich als eine fest bestimmte Stelle innerhalb der fortlaufenden
Zahlenreihe denkt und zwar an einer Stelle, welcher eine Zahl zu-
kommt, die grofier ist als jede endliche, beliebig grole Zahl.

Wir nennen solche Zahlen (GroBen) eigentlich oder aktuell
unendlich grof.

Sie haben analoge Eigenschaften, wie die aktuell unendlich kleinen
Zahlen (GroBen); sie konnen auch vor allem mit jeder endlichen
(noch viel weniger mit der unendlich kleinen) Zahl (Grofe) nicht ver-
glichen werden und befolgen in ihrem Gebiet ihre eigenen Gesetze.

Es ist dann das ,,unendlich‘‘ dhnlich aufgefalt, wie ,,null* beim
endlich Beliebig-Kleinen, als eine Stelle, eine bestimmte Zahl (GroSe),
die bei noch so weit fortgesetzter Verinderung endlicher Zahlen von
diesen nie ganz erreicht wird. Dann hat natiirlich auch der Ausdruck
unendlich groPe Zahl [das Zeichen fiir diese ist bekanntlich: 002?)] einen
etwas anderen Sinn bekommen, und wenn sich dieser als zweckmiBig

1) Von einer unendlichen Zahl als einer bestimmten im Sinne der endlichen Zahl
konnen wir daher hiernach auch nicht reden, sie ist fiir diese Auffassung keine
eigentliche Zahl

%) Vgl. 8. 31, 122.
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und widerspruchsfrei erweist, so diirfen wir jhn auch mathematisch
verwerten?).

Von da aus kann man dann nun wieder durch rein logische Fest-
setzung (mit Verzicht auf eine konkrete Vorstellung) bestimmte un-
endlich grofle Zahlen jenseits dieser ersten unendlich groflen Zahl ein-
filhren und die fiir dieselben geltenden Gesetze aufstellen bzw. er-
forschen (aktuell unendlich grofle Zahlen).

Es ist niitzlich zu versuchen, uns von obigen Darlegungen auch in geo-
metrischer, graphischer Darstellung ein Bild zu machen, um auch von
dieser Seite her die Sache zu beleuchten. Dies wird uns auch hier leicht moglich
mit der Erinnerung an eine schon frither bei der Behandlung der unendlichen
Menge betrachteten Hilfsfigur (vgl. Fig. 6, S. 33).

Wir ziehen von einem Punkt P aus nach einer in seiner Nihe gelegenen
Geraden g ein Biischel von bestimmten Geraden, welche dieselbe in den Punkten
Ay, 4y, A, - « - schneiden und mit der durch P senkrecht zu g gezogenen Geraden

PQ auf g immer groBer werdende Strecken QA;, Q4,, Q4;, - - - herausschneiden.
Je mehr die Punkte 4 nach rechts liegen, um so mehr néhern sich die durch P
und sie hindurch gelegten Geraden I der durch P zu g parallel gezogenen Geraden g¢’.

!) In manchen Lehrbiichern wird diese Zahl ,,00¢ auch als eingebildete oder fiktive
Zahl bezeichnet. Doch ist dies nicht ganz streng richtig; denn diese Bezeichnungsweise
wirde bedeuten, daB ihre Einfithrung véllig der Willkiir anheimgestellt ist. Dem ist
aber nicht so, sondern die Aufstellung dieser Zahl ist durch einen logisch-mathematischen
Gedankenprozell gefordert als logisches Endglied desselben und aus diesem Grunde ihre
Einfithrung berechtigt und nicht véllig willkiirlich.

Ubrigens sei noch bemerkt, dafl es sich dhnlich mit fast allen sog. fiktiven Grofien
der Mathematik verhilt, wie z. B. mit dem unendlich fernen Punkt einer Geraden,
der unendlich fernen Geraden und der unendlich fernen Ebene in der Geometrie, deren
bloBer Ersatz die unendliche Zahl in der Analysis ist.

[Nach dem ,,unendlich fernen Punkit* gehen alle Parallelen bestimmter Rich-
tung und ist derselbe also auch durch eine Gerade, eben ihre Richtung, gegeben. Kon-
struiert wird mit ihm, indem man weitere Gerade nach ihm zieht, d. h. Parallele, genau
so, wie ein im Endlichen liegender Punkt durch mindestens zwei Geraden als deren
Schnittpunkt bestimmt ist.

Die ,,unendlich ferne Qerade’ ist diejenige Linie, welche von jeder Geraden
in einem und zwar unendlich fernen Punkte geschnitten wird; sie ist daher auch jeder
anderen Geraden (im Endlichen) parallel. In jeder Ebene gibt es eine (als einzige)
unendlich ferne Gerade. Jeden ihrer simtlichen Punkte kann ich auffinden und an-
geben durch eine Gerade und ihre Parallele in der Ebene. Man konstruiert mit ihr,
indem man sie durch zwei parallele Ebenen festlegt, genau so, wie man eine im End-
lichen liegende Gerade durch den Schnitt zweier nicht parallelen Ebenen festlegt.

Die ,,unendlich ferne Ebene” ist diejenige riumliche Fliche, welche jede
Gerade des Raumes in nur einem Punkte schneidet. Sie enthilt alle unendlich fernen
Punkte und alle unendlich fernen Geraden, in denen sich je zwei parallele Ebenen
schneiden.

Legen wir eine Gerade durch zwei Punkte im Raume fest, so kénnen wir in
Analogie auch die unendlich ferne Gerade als Verbindung zweier unendlich fernen
Punkte festlegen, welch letztere durch die Richtungen je zweier parallelen Geraden
gegeben sind. Die Ebene, welche zu diesen Parallelen parallel ist, enthdlt dann die
beiden unendlich fernen Punkte und damit auch ihre Verbindungsgerade.

Eine Vorstellung von diesen unendlich fernen Elementen: Punkt, Gerade, Ebene
ist uns unmoglich.]

Diese Groflen gehéren auch in das Gebiet der durch Vorstellung nicht zuging-
lichen, sondern nur begrifflich, durch rein logische Entwicklung gewonnenen.
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Das némliche ist der Fall mit einer durch P gehenden, sich aus einer beliebigen
Anfangslage um P drehenden Geraden .

Stiitzen wir uns auf das fiinfte Euklidsche Postulat, wonach es durch einen
Punkt nur eine Gerade gibt, welche parallel zu einer anderen geht, so gibt es dem-
éntsprechend nur eine einzige Lage fiir die Gerade I, in der sie parallel zu ¢ ist,
nédmlich diejenige, in welcher sie mit g’ zusammenfillt. Dieser Lage schreiben
wir daher in Analogie dazu nur einen einzigen Schnittpunkt mit der Geraden g
zu, welchen man den unendlich fernen, d. h. unerreichbaren Punkt auf ihr nennt
und den wir hier mit 4., bezeichnen wollen!). Die Strecke von @ bis zu diesem
ist unendlich grof (unendlich lang), d. h. gréBer als jede angebbare vorhergehende.
Als MaBzahlen entsprechen diesen Strecken @4 endliche Zahlen, die stets groBer
werden und sich der der Grenzlage g’ von I entsprechenden ,,Grenzzahl, einer
unbegrenzt groBen Zahl, der MaBzahl der Strecke Q4.,, nihern. Diese als einzige
resultierende unendlich groBe Zahl entspricht dem Begriff der sog. eigentlichen
oder aktuell unendlichen Zahl; sie tritt als Grenze des Wachstums auf und
kann daher auch als Grenze aller endlichen Zahlen betrachtet werden, da sie als
solche nach obiger Betrachtung erscheint und grofer ist als jede der vorausgehen-
den endlichen, die, wenn auch sehr weit entfernten, aber im Endlichen?) auf der
Geraden g liegenden Schnittpunkten entsprechen.

P
g 7
4
e Ao
g g /7\ Az As A
Fig. 136.

Diese Zahl Unendlich (=) spielt also hiernach als obere Grenze genau die
gleiche Rolle, wie die Zahl Null (0) als untere Grenze der reellen, absoluten Zahlen.

In genau gleicher Weise kann man die Uberlegungen anstellen, wenn man
von z. B. der Anfangslage PA, aus die Gerade ! gegen @ hin fiihrt.

Man gelangt so auch zur Null3) als Grenze, zur auch ,,kleinsten unendlich
kleinen Zahl“.

Ebenso finden sich einerseits die bestimmten verschiedenen unendlich kleinen
Strecken in unmittelbarer Ausdehnung und Lage rechts von @, die aktuell un-
endlich kleinen Zahlen, die etgentlich unendlich kleinen Zahlen und an-
dererseits auch die unendlich kleinen Strecken und Zahlen als Verinderliche,
welche ohne Aufhéren ihrer Verinderung dem Endwert Null zustreben, die

1) ,,Jede Gerade hat nur einen unendlich fernen Punkt‘ ist daher nur eine andere
Ausdrucksweise des fiinften Euklidschen Postulates.

2) Nach fritherem liegt ein Punkt im Endlichen, solange noch ein anderer an-
gegeben werden kann, der noch weiter weg liegt. Fiir den der Parallellage entsprechen-
den Punkt auf ¢ trifft dies nicht mehr zu; er ist daher unendlich fern und ihm ent-
spricht die (eine, bestimmte) Zahl unendlich (c0); sie ist hier auch die erste unend-
lich groBe Zahl.

3) Null ist, absolut genommen, die kleinste Zahl iiberhaupt und kann daher
aufgefaBt werden als kleinste endliche Zahl und als kleinste unendlich kleine Zahl im
Sinne des Aktuell-Unendlichkleinen.
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uneigentlichen unendlich kleinen oder auch schlechthin unendlich
kleinen Zahlent).

Da wir spiter mit diesen unendlich kleinen oder unendlich groBen
Zahlen bzw.GrofBen?) werden operieren miissen, so ist es notwendig, daf wir

die wichtigsten Eigenschaften
und Rechnungsgesetze

derselben ableiten.

Haben wir irgendeine unendlich kleine Zahl im Sinne unserer
gegebenen Definition, so wollen wir dieselbe als von der ersten Ord-
nung oder vom ersten Grad unendlich klein benennen und be-
zeichnen sie mit 6. In Beziehung zu ihr werden wir nun eine
andere Zahl J, als mit ihr von derselben Ordnung oder vom
gleichen Grade unendlich klein bezeichnen, wenn der Quo-
tient aus ihnen beiden eine endliche, von Null verschiedene
Zahl ist und bleibt3).

Es ist also d; von der ersten Ordnung unendlich klein, sobald es é
ist und wenn zugleich -; = ¢, gleich einer endlichen, z. B. konstanten,

1
von Null verschiedenen Zahl ¢ ist, z. B. gleich 1. Wenn speziell (Sé =1,
1
dann ist = d,, sonst allgemeiner 6 = ¢ §, . Wir konnen daher auch sagen:

Eine unendlich kleine Zahl erster Ordnung dndert ihre
Ordnung nicht, wenn wir sie mit einer endlichen Zahl multi-
plizieren.

Bilden wir dagegen das Produkt zweier unendlich kleinen Zahlen
erster Ordnung, von d, und J,, so folgt zundchst einmal, daB dieses
Produkt d, - , sehr klein sein muB im Verhédltnis zu jeder dieser
Zahlen 6, und J,, denn wir wissen, daB ein Produkt um so kleiner
wird, je kleiner seine Faktoren sind. Ist nun J; eine dritte unendlich
kleine Zahl erster Ordnung, so kénnen wir nach obigem sie etwa dar-

stellen in der Form ¢, d,. Bilden wir dann den Quotienten % - % ,

so folgt: O

0y cd, ¢

1) In dhnlicher Weise kann man auch von den Betrachtungen im Zahlengebiet
der reellen Zahlen zu Betrachtungen im Zahlengebiet imaginirer und komplexer Zahlen
und GriBen iibergehen und kommt auf diese Weise auch zum Begriff von unendlich
kleinen und unendlich grofen imagindren und komplexen Zahlen bzw.
Gropen. Der geometrische Ort der ersteren ist der unendlich ferne Punkt der
imagindren Achse, derjenige der einfachen komplexen Zahl ,,der unendlich ferne
Punkt* ihrer Zahlenebene.

2) von denen die ersteren auch als infinitesimale oder infinite, die letzteren
auch als transfinite Zahlen bzw. GroBen ltezeichnet werden.

3) wie klein sie auch sein mdgen, beliebig klein.
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.1
oder, wenn wir Pk setzen:

1
9, %
63

= ¢, 0,

welch letztere Zahl aber, wie wir schon wissen, eine unendlich kleine
Zahl erster Ordnung ist.

Es folgt somit:

Das Produkt zweier unendlich kleinen Zahlen erster Ordnung divi-
diert durch eine ebensolche erster Ordnung ergibt einen Quotienten,
der gleich ist einer unendlich kleinen Zahl erster Ordnung und darum
nennen wir jene unendlich kleine Zahl, die durch Multiplikation zweier
unendlich kleiner Zahlen erster Ordnung entstanden gedacht werden
kann, eine unendlich kleine Zahl zweiter Ordnung oder zweiten Grades
in bezug auf die andere als vom ersten Grade. Ihre Definition
konnen wir daher folgendermaBen formulieren:

Eine unendlich kleine Zahl zweiter Ordnung ist eine
solche, welche durch Division mit einer unendlich kleinen
Zahl erster Ordnung eine unendlich kleine Zahl erster Ord-
nung ergibt.

Oder: Die unendlich kleine Zahl II. Ordnung bzw. ,,die Zahl,
welche von II. Ordnung unendlich klein ist“, muf} entstanden
gedacht werden koénnen durch Multiplikation zweier unendlich kleinen
Zahlen I. Ordnung, so dal wir auf Grund obiger Definition auch sagen
koénnen:

Durch Multiplikation zweier unendlich kleinen Zahlen
erster Ordnung entsteht eine unendlich kleine Zahl zweiter
Ordnung.

Ohne weiteres folgt daraus fiir zwei gleiche Faktoren, dafi auch
das Quadrat einer unendlich kleinen Zahl I. Ordnung eine
unendlich kleine Zahl II. Ordnung ist in bezug auf die zu qua-
drierende Zahl als von der I. Ordnung.

In analoger Fortsetzung gelarigen wir zur unendlich kleinen
Zahl III. Ordnung. Es wire dies also eine solche, welche durch
Division mit einer unendlich kleinen Zahl I. Ordnung einen Quotienten
gleich einer unendlich kleinen Zahl II. Ordnung liefert oder, durch eine
unendlich kleine Zahl II. Ordnung dividiert, eine solche von der I. Ord-
nung als Quotient ergibt.

Die unendlich kleine Zahl III. Ordnung folgt aus dem Produkt
einer unendlich kleinen Zahl I. und einer solchen II. Ordnung oder
aus drei miteinander multiplizierten unendlich kleinen Zahlen I. Ord-
nung, im speziellen als dritte Potenz einer unendlich kleinen Zahl
I. Ordnung.
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Setzen wir diese Betrachtungen fort, so kommen wir zu den
hoheren unendlich kleinen Zahlen, d. h. den unendlich kleinen
Zahlen hoherer Ordnung und finden allgemein:

la. Der Quotient aus einer unendlich kleinen Zahl be-
liebiger (m-ter) Ordnung, durch eine solche niederer (n-ter)
Ordnung, ist eine unendlich kleine Zahl, deren Ordnung
gleich ist der Differenz der Ordnungen von Zihler und
Nenner [(m — n)-ter Ordnung]:

6{114)

2

2a. Das Produkt aus einer unendlich kleinen Zahl
m-ter Ordnung in eine ebensolche Zahl n-ter Ordnung ergibt
eine unendlich kleine Zahl (m + n)-ter Ordnung:

(ng) . 5{{:) = Sm+n)

3a. Die n-te Potenz einer unendlich kleinen Zahl m-ter
Ordnung ist eine unendlich kleine Zahl (m - n)-ter Ordnung:

[6m]" = §em-m)

4a. Eine unendlich kleine Zahl 4ndert den Grad ihrer
Ordnung nicht, wenn wir sie mit einer endlichen, von Null
verschiedenen Zahl multiplizieren.

Oder:

Zwei unendlich kleine Zahlen sind von derselben Ord-
nung, wenn ihr Quotient eine bestimmte endliche, von
Null verschiedene Zahl ist und bleibt (eine unendlich kleine
Zahl von der 0-ten Ordnung).

Bilden wir die Summe mehrerer unendlich kleinen Zahlen
I. Ordnung, die z. B. J,, ;, d, + - + 0, heiBen mogen und in endlicher
Anzahl (n = endlich) vorhanden seien, so 148t sich leicht zeigen, daB
diese Summe wieder eine unendlich kleine Zahl I. Ordnung ist. Wir
konnen ja nach obigem alle diese Zahlen darstellen in der Form:

o = &
0y =¢, 0,
63 = 63 (Sl

0, = ¢, 0,
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so daB3 ihre Summe wird:

8=0+0+d+: - -+0=0[1+c+c+- -+ ¢
oder, wenn

l+c+eg+--+c,=c

S=c-4

und da letzteres eine unendlich kleine Zahl I. Ordnung ist, so folgt
dies auch fiir die ganze Summe. Da aber nach obigem nur aus dem
Produkt einer unendlich kleinen Zahl mit einer endlichen Zahl
(Konstanten) wieder eine unendlich kleine Zahl gleicher Ordnung folgt,
so ersieht man, daBl obige Behauptung nur fiir eine endliche Zahl
von Summanden gilt.

Betrachten wir die Differenz zweier unendlich kleinen
Zahlen gleicher Ordnung: J§, — d,, so koénnen wir diese nach
fritherem darstellen in der Form:

0, =c¢ &

Oy = ¢y 0
worin & gleicher Ordnung wie ¢; und d,, so daf3:

0y — 0y = 0(c; — ¢3)

Nun sieht man aus dieser Darstellung leicht, da wir den Schlul be-
ziiglich der Ordnung der Differenz zweier unendlich kleinen Zahlen
gleicher Ordnung nicht ohne weiteres so ziehen konnen, wie bei deren
Summe; d. h. wir diirfen, wenn ¢, und d, z. B. I. Ordnung sind, nicht
ohne weiteres schlieBen, daB diese Differenz auch unendlich klein
I. Ordnung sei. Es konnte ja eintreten, dal (¢c; — ¢,) selbst unendlich
klein ist; dann aber hétten wir es in d(¢; — ¢,) nach Definition mit
einer unendlich kleinen Zahl héherer, zum mindesten II. Ordnung zu
tun und also auch in der ihr gleichen Differenz 6, — d,.

Man erkennt auch, daB, sobald die Differenz (¢, — ¢,) unendlich
klein wird, die beiden unendlich kleinen Grofien d; und 6,, falls sie
in bestimmtem Zusammenhange stehen, in der Grenze gleich werden
miifiten.

Es ist daher, wenn wir den oben fiir die Summe ausgesprochenen
Satz auch fiir die Differenz aufrecht erhalten wollen, hier die Ein-
schrinkung zu machen, daB wir die Voraussetzung aufstellen, es
sei die Differenz (¢, — ¢;) eine endliche Zahl. Verhélt es sich
nicht so, dann mufB3 von Fall zu Fall naher untersucht werden, von
welcher Ordnung diese Differenz ist.

Unter dieser Voraussetzung aber, die wir nun ausdriicklich machen
wollen, gilt der Satz: Die Differenz zweier unendlich kleinen Zahlen
I. Ordnung ist wieder eine unendlich kleine Zahl I. Ordnung.

gesetzt wird:
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Erweitern wir diese Einschrénkung auf mehrere Subtraktionen,
so gilt der Satz auch fiir eine beliebige, aber endliche Anzahl von
Kombinationen aus Addition und Subtraktion.

Ist ¢ eine unendlich kleine Zahl II. Ordnung gegeniiber 4, so
kénnen wir mittels der als zuldssig bewiesenen Setzung & = ¢ 42 leicht
dartun, daB obiges Resultat auch fiir unendlich kleine Zahlen II. Ord-
nung gilt.

Ganz allgemein koénnen wir finden:

5a. Eine endliche Anzahl von Summationen und Sub-
traktionen unendlich kleiner Zahlen einer bestimmten
Ogmﬁergibt wieder eine unendlich kleine Zahl der
gleichen Ordnung, wenn fiir die Subtraktion die obige Ein-

schrainkung gemacht wird;

ein Satz, der auch fiir endliche Zahlen gilt.

Anders verhidlt sich die Sache in letzterer Hinsicht jedoch, wenn
wir die Summe aus unendlich kleinen Zahlen verschiedener
Ordnung bilden.

Um dies allgemein zu untersuchen, miissen wir uns zunéchst an
frither gesagtes erinnern, wonach eine unendlich kleine Zahl
(zundchst I. Ordnung) mit einer endlichen nicht verglichen
werden und daher gegeniiber einer solchen auch nicht in Betracht
fallen kann.

Es sei dann d eine unendlich kleine Zahl von der I. Ordnung und
¢ eine solche in bezug auf jene unendlich klein von der II. Ordnung.

Dann koénnen wir setzen:

& =c0?
und demnach:

O+e=0+cd=0(1+cd)

Nun ist aber (¢ d) eine unendlich kleine Zahl, 1 hingegen eine endliche.
Es kommt daher (c §) gegeniiber 1, was die Grofie anbelangt, nicht
in Betracht, woraus aber folgt, dall das Resultat, die gesuchte Summe,
eine unendlich kleine Zahl I. Ordnung ist:

04 e

d. h.:

Addiert man zu einer unendlich kleinen Zahl I. Ordnung eine
solche II. Ordnung, so kann man erstere als unverdndert betrachten.

Ahnlich verhélt es sich fiir unendlich kleine Zahlen iiberhaupt,
d. h. wenn wir zu einer unendlich kleinen Zahl bestimmter Ordnung
eine solche héherer Ordnung addieren.

Auch gilt das nidmliche fiir Subtraktion.

Kurz driickt man dieses Ergebnis auch aus, indem man sagt:
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6a. Bei Addition und Subtraktion einer endlichen An-
zahl vonunendlich kleinen Zahlen verschiedener Ordnungen
kann man die unendlich kleinen Zahlen héherer Ordnung
gegeniiber denen von niederer Ordnung vernachlissigen;

ein Satz, den wir im Gebiete der endlichen Zahlen natiirlich nicht
finden.

Kommt eine unendlich kleine Zahl I. Ordnung gegeniiber einer
endlichen Zahl schon nicht in Betracht, so ist dies, wie hier folgt und
in fritherem schon allgemein bemerkt wurde, um so mehr fiir eine un-
endlich kleine Zahl hoherer Ordnung der Fall, so dall wir auch allgemein
sagen konnen:

7a. Inder Addition oder Subtraktionzu einer endlichen
Zahl kann eine unendlich kleine Zahl (gleichgiiltig, welcher Ord-
nung sie ist) vernachlidssigt werden

oder:

,,Eine durch eine unendlich kleine Zahl vergroSerte oder ver-
kleinerte endliche Zahl kann als unverédndert betrachtet werden.

Das némliche pflegt man auch ofters in etwas weniger exakter
Weise in die Worte zu fassen:

,,Eine endliche Zahl @ndert ihren Wert nicht durch Hinzufiigen
oder Abziehen einer unendlich kleinen Zahl.*

Indem man nun auch solche unendlich kleinen Zahlen verschiedener
Ordnung oder verschiedenen Grades beliebigen allgemeinen Groéflen, wie
Lénge, Flache, Volumen, Mafle, Kraft, Geschwindigkeit, Arbeit usw.,
zuordnet, gelangt man zum Begriff der unendlich kleinen Grépen ver-
schiedener Ordnung, wie z. B. zu unendlich kleiner Ldnge wvon I.,
I1. usw. Ordnung, fir welche sich dann obige Resultate in analoger
Ubertragung aussprechen lassen.

Aus der eben gegebenen Darstellung erkennen wir deutlich, da
eine vollig unabhéngige Festsetzung dessen, was wir als unendlich
kleine Zahl bzw. Grofe I. Ordnung zu bezeichnen haben, nicht
moglich ist. Es handelt sich bei diesen Dingen nur um das Verhiltnis
der Ordnungen dieser Zahlen (Grofen) zueinander, fiir dessen Ent-
scheid wir die Kriterien angegeben haben, und sind die unendlich
kleinen Zahlen bzw. Grofen verschiedener Ordnungen nur als auf-
einander bezogene, als relative Grifen verstindlich, denen eine
selbstindige Existenz durchaus abgeht. XEs hat daher auch
nur Sinn von einer unendlich kleinen Zah! (GréBe) hoherer Ordnung
im Verhidltnis zu einer anderen zu sprechen, welch letztere
wir als von erster Ordnung fixieren. Warum wir gerade diese als
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von der I. Ordnung festlegen, ist meistens durch die Natur
der Aufgabe gegeben. Es wird im allgemeinen, wie wir noch an
Beispielen sehen werden, jene unendlich kleine GréBe sein, die
den Ausgangspunkt fiir die andern innerhalb der Aufgabe liefert.

Bilden wir einen Bruch, bei dem der Nenner unendlich klein
II. Ordnung gegeniiber dem Zahler von I.Ordnung ist, so wird der
Quotient eine sehr groBle Zahl. Denn wir haben dann

o 4 1 1

e ¢02 c¢co 9
und eine endliche Zahl (1) dividiert durch eine unendlich kleine Zahl (d,)
ergibt eine sehr grofle Zahl, wie wir sagen unendlich grofie Zahl. Daraus
folgt, daB der Quotient aus einer unendlich kleinen Zahl
I.Ordnungdividiertdurcheineunendlichkleine Zahl II. Ord-
nung eine unendlich groBe Zahl ist.

Auch bei diesen unendlich grofen Zahlen mull man verschie-
dene Grade oder Ordnungen unterscheiden, um in diesem Zusammen-
hang wieder auf die verschiedenen Ordnungen unendlich kleiner Zahlen
zu gelangen. Vor allem miissen wir auch hier zunéchst eine Zahl bzw.
GroBe (U,) als von der ersten Ordnung unendlich grof3 willkiirlich
fixieren, und nennen dann eine andere Zahl (U,) im Verhéltnis
zu dieser unendlich grofl von derselben Ordnung, wenn der
Quotient beider eine endliche, von Null verschiedene Zahl
ist, also:

U,

— =C oder U,=C-U,

U,
was uns, analog zu obigen Ergebnissen, sagt:

Eine unendlich groBe Zahl erster Ordnung &ndert ihre
Ordnung nicht durch Multiplikation mit einer endlichen
Zahl.

Eine unendlich grofe Zahl II. Ordnung wird analog der unendlich
kleinen Zahl als solche definiert, welche durch Division durch eine
solche I. Ordnung als Quotient eine unendlich grofie Zahl I. Ordnung
liefert. Bezeichnen wir sie mit V, so folgt also:

vV
v =Y
oder:

V=U-U;, =U-CU =002
d. h.: Eine unendlich groBe Zahl II. Ordnung kann auch entstanden
gedacht werden aus dem Produkt zweier unendlich groflen Zahlen

I. Ordnung
oder:
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Durch Multiplikation zweier unendlich groBen Zahlen
erster Ordnung entsteht eine unendlich grofe Zahl zweiter
Ordnung.

Wird in obigem C' = 1 gesetzt, so folgt: V= 1-U? oder wieder
allgemein :

V=102

was uns sagt, dall das Quadrat einer unendlich groen Zahl
I.Ordnung eine unendlich groe Zahl II. Ordnung ist in bezug
auf die zu quadrierende als von I. Ordnung.

In Ausdehnung des Gefundenen auf Zahlen héherer Ordnung er-
hélt man auch hier wieder analoge Sitze wie frither fiir die unendlich
kleinen Zahlen, ndmlich:

1b. Der Quotient aus einer unendlich groBlen Zahl be-
liebiger (m-ter) Ordnung, dividiert durch eine solche nie-
derer (n-ter) Ordnung, ist eine unendlich grofle Zahl, deren
Ordnung gleich ist der Differenz der Ordnungen von Zéhler
und Nenner [(m — n)-ter Ordnung]:

()

U‘l ‘
)

Uy

=U™-": m>n

2b. Das Produkt aus einer unendlich groflen Zahl m-ter

Ordnung in eine ebensolche Zahl n-ter Ordnung ergibt eine
unendlich groBe Zahl (m 4 n)-ter Ordnung:

U(im) . U(Z”) = [Jm+n)

3b. Die n-te Potenz einer unendlich groBen Zahl m-ter
Ordnung ist eine unendlich grofle Zahl (m - n)-ter Ordnung:

lU(m)]n = [(m-n)

4b. Eine unendlich grole Zahl &ndert den Grad oder
ihre Ordnung nicht, wenn wir sie mit einer endlichen Zahl
multiplizieren.

Oder:

Zwei unendlich grofe Zahlen sind von derselben Ord-
nung, wenn ihr Quotient eine bestimmte endliche, von Null
verschiedene Zahl ist und bleibt (eine unendlich grofie Zahl von
der 0-ten Ordnung).

Auch fiir Summation und Subtraktion ergeben sich in analogen
Betrachtungen zu den friiheren bei den unendlich kleinen Zahlen die
entsprechenden Sétze fiir unendlich grole Zahlen:



§ 16. Unendlich kleine, unendlich grofie und endliche Zahlen und Grofien. 255

5b. Eine endliche Anzahl von Summationen und Sub-
traktionen unendlich groBer Zahlen einer bestimmten Ord-
nung ergibt wieder eine unendlich groBle Zahl der gleichen
Ordnung, wenn wiederum fiir die Subtraktion die entsprechende
Einschrdankung gemacht wird.

6b. Bei Addition und Subtraktion einer endlichen An-
zahl vonunendlich grolen Zahlen verschiedener Ordnungen

darf man die unendlich groBen Zahlen niederer Ordnung
gegeniiber denen von héherer Ordnung vernachléssigen.

7b. Inder Addition oder Subtraktionzueinerunendlich
groBen Zahl (gleichgiiltig, welcher Ordnung sie ist) darf eine end-
liche Zahl vernachldssigt werden.

(,,Eine unendlich grofie Zahl bleibt unveréndert, wenn wir sie um
eine endliche Zahl vergrolern oder verkleinern.*)

Da der Quotient einer unendlich groBlen Zahl durch eine eben-
solche gleicher Ordnung eine endliche Zahl liefert, so folgt ohne weiteres,
daB er mit einer unendlich groBen Zahl hoherer Ordnung als Nenner
eine unendlich kleine Zahl sein mufl, und zwar einer solchen, deren
Ordnung gleich ist der Differenz der Ordnungen von Nenner und Zéhler.
Z. B. ergibt eine Division von einer unendlich grofien Zahl I. Ordnung
durch eine solche .II. Ordnung eine unendlich kleine Zahl I. Ordnung.

Umgekehrt kann man auch von den verschiedenen Ordnungen
der unendlich kleinen Zahl zu denen der unendlich groflen Zahlen ge-
langen, wenn man die Quotienten unendlich kleiner Zahlen bildet,
deren Zihler unendlich klein niederer Ordnung als die Nenner sind.

Beziiglich der Wahl der unendlich grofen Zahl I. Ordnung gilt
dasselbe, was wir oben bei den unendlich kleinen Zahlen beziiglich der
Wahl der unendlich kleinen Zahl I. Ordnung gesagt haben.

Hat man zwei unendlich kleine oder unendlich grofle Zahlen vor sich,
so kann man, wie aus dem Gesagten erhellt, ihnen natiirlich von vorn-
herein nicht ansehen, in welcher Ordnung sie zueinander
stehen, sondern es mufl aus der Natur der Aufgabe, aus der
sie hergeleitet worden sind, dieses ihr Verhéltnis ersichtlich
werden, ansonst ein Vergleich und damit eine Aufstellung
der Ordnung iiberhaupt ausgeschlossen wiare. Man achte daher
vor allem darauf, da man von unendlich kleinen oder unendlich groflen
Zahlen hoherer Ordnung nur sprechen kann in Beziehung zu einer
solchen als von der ersten Ordnung angenommenen. Als solche
kénnen wir willkiirlich eine beliebige in der Rechnung vor-
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kommende GroBe bezeichnen, indem wir immerhin auf ihre
Haupteigenschaft, bleibend beliebig klein zu werden, Riicksicht nehmep.
Ist aber die Wahl fiir eine solche getroffen, so sind damit
auch zugleich die Ordnungen aller andern GréBen in der
Rechnung festgelegt, sofern die Natur der Sache einen Vergleich
der GroBen mit der obigen, auf Grund bestimmter bekannter Be-
ziehungen unter sich oder zu einer dritten GroéBe nach gemachten An-
gaben und Bedingungen gestattet.

Fiir sich, losgerissen von dieser Beziehung, hat der Ausdruck ,,un-
endlich klein hoherer Ordnung® oder ,,unendlich gro8 hoherer Ordnung
gar keinen Sinn.

Damit zwei unendlich kleine Gréfien d; und d, als von bestimmter
Ordnung erkannt werden koénnen, miissen sie einen bestimmten
Zusammenhang zeigen, der entweder, fiir gleiche Ordnung, im Quotient
derselben eine endliche, von Null verschiedene Zahl oder, fiir ver-
schiedene Ordnung, bis zur Grenze, d. h. ihrem Ubergang in Null, un-
endlich klein oder im reziproken Wert unendlich grof3 bleibt.

Beispiele.
1. Der Bruch

5 —5 ergibt (durch Reihenentwicklung) fiir un-

o’ —a 1

endlich kleines 6 den Wert o= ¢, gleich einer Konstanten, womit
1

erwiesen ist, dal Zahler und Nenner unendlich klein von der gleichen

Ordnung sind.

2. Da -5 sich durch Reihenentwicklung unter Vernachléssi-

b
a’t+a-
gung hoherer Potenzen von § als vom Wert é— erweist, so ergibt sich
)
daraus, da der Quotient ———— den Wert é liefert, d. h. Zahler
a® 4 a-? 2

-und Nenner sind nicht unendlich kleine GroBen gleicher Ordnung;
sondern, da ihr Quotient eine unendlich kleine GroBe ist, so mul der
Zghler von hoherer Ordnung unendlich klein sein als der Nenner, und
ist der ganze Bruch eine unendlich kleine Gréfle gleicher Ordnung wie 4.

3. Durch analoge Untersuchung kann man zeigen, daB der Aus-
druck a® — a-9732 gegeniiber ¢ endlich ist und daher -ﬁs;y- 5
gegeniiber 6 von gleicher Ordnung unendlich klein ist. Das nimliche
folgt fiir a®+ a-% 4 2. Dagegen ist o’ + a~% — 2 gegeniiber J als un-
endlich klein von erster Ordnung unendlich klein zweiter Ordnung
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) \
und daher der Bruch - @ a2 mit d von gleicher Ordnung un-
) ‘
endlich klein, aber —— P Ea . — gegeniiber d von I. Ordnung, unendlich
grofl von I. Ordnung.
4. Analog findet sich ¢® —a=% — 2§ fiir 0 von der ersten auch

unendlich klein von der ersten Ordnung, aber ¢’ — ¢~ — 2§ unendlich
klein von der dritten Ordnung.
&2+ &? —I—S“‘ 1+8+8“ . . .. .
5. Der Bruch el e T 1Lt néahert sich fiir beliebig
kleines ¢ der Zahl 1 und bleibt endlich, woraus folgt, daf} (e2 4 &* + &%)
und (e2 4 &* 4 &) unendlich kleine Zahlen gleicher Ordnung sind,
wenn ¢ als unendlich klein erklart wird?l).

Um noch an einem geometrischen Beispiele, dessen Losung
wir spater haufig benutzen werden, zu zeigen, wie man iiber das Ver-
hiltnis der Ordnungen von unendlich kleinen Groflen eine Entscheidung
treffen kann, wahlen wir nachfolgende Darstellung:

Gegeben sei eine Kurve mit der zugehérigen Funktion y = f().

Wir wollen versuchen, ein sehr kleines Bogenstiick derselben, das
Bogenelement 4b durch die zugehérigen Koordinatendifferenzen Az
und Ay auszudriicken.

Nach dem Pythagordischen Lehr- —— ——
satz folgt aus dem rechtwinkligen Drei-
eck ABC:

bindungslinie zweier Punkte:
Bogen AD B> Sehne AB
und wir kénnen somit setzen:
Ab=Ads+ ¢ oder &= Adb— As
wenn ¢ die Differenz zwischen Bogen und zugehoriger Sehne bedeutet.
Es folgt somit mit Zuziehung der ersten Relation:
Ab2 = Az + Ay? 4+ 2eds + &2 = Aa? + Ay? + &’
wenn ¢ =2eds + &> gesetzt wird.

9 9 9 P S
AB" = AC” + CB~
oder | I
As? = Az? + Ay? { t
N
Nun ist nach dem bekannten Satze, sg lr;/ |
wonach die Gerade die kiirzeste Ver- S | }
| |
| |

Fig. 137.

1) was auch ohne weiteres mittels des Satzes 6a bzw. 7a (S. 252) erkannt wird.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. 1. 17
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Es 1dBt sich nun nachweisen, daB ¢ eine GroBe (Lidnge) von der
I1. Ordnung unendlich klein ist, falls wir 42 als unendlich klein
I. Ordnung festsetzen.

Zunachst sieht man, weil
tgo — Y
BX = T’
der Quotient von Az und Ay, ndmlich tg «, eine endliche Zahl ist
(es auch immer bleibt), 4y und Ax von gleicher Ordnung sein miissen
und also Ay auch eine unendlich kleine GroBle I. Ordnung ist, weil
wir es fiir 4z angenommen haben.
Ebenso ist dann auch die Sehne As eine unendlich kleine Grofe

I. Ordnung, weil der Quotient mit der Ausgangs-DefinitionsgroBe 4a:

x
—— = COoSX = @

Aas
eine endliche Zahl ist.
Das Dreieck ABC, dessen Inhalt sich als Produkt aus obigen
GroBen darstellt:

rapo =424y _

2

%Ax-dy
=%Aoz:(oulx)=aA:zc2

ergibt sich daher als unendlich kleine Grofe II. Ordnung.
Nun ziehen wir parallel zur Sehne 4s die Tangente an die Kurve
und ergénzen das Rechteck 4 BGH.
Dann ist:
AH 4+ HG +GB>ADB> AB
woraus
(AH + HG +GB)— AB> ADB — AB
AH+GB> ADB— AB
Wir ziehen nun ferner in den Punkten 4 und B die Tangenten an
die Kurve, welche sich im Punkt E schneiden, von dem wir auf 4B
die Senkrechte fillen und den FuBpunkt F erhalten.
Dann folgt:
EF > AH =BG
da Punkt E stets auBerhalb des Kurvenbogens, auf der konvexen Seite
desselben liegen wird.
Nun ist der Winkel » zwischen Tangente und Sehne im Punkt 4
sehr klein, wenn dies mit dem Abstand der Punkte 4 und B, also der
Sehne As zutrifft. Wihrenddem bei noch so kleiner Sehne As der
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Winkel « stets endlich gro8 bleibt, wird an der Grenze, wenn Punkt B
in A hineinriickt, der Winkel » zu Null, da dann die Sehne mit der
Tangente zusammenfallt.

Fiir 4s unendlich klein wird also <C» auch sicher unendlich klein.
Als ungiinstigsten Fall nehmen wir ihn als in dieser Kathegorie am
grofiten an, d. h. als unendlich klein von der ersten Ordnung gegen-
iber Az bzw. Ay und 4s.

Dann folgt o
tgy = E-F

T ar

ap - BT

tgy

Da AF ein endlicher_’l‘eil der Sehne A B ist, hier etwas mehr als
die Hilfte, so ist auch AF eine unendlich kleine GroBe gleicher Ord-
nung, also I. Ordnung, denn der Quotient der beiden Lingen 4B

und AF ist endlich: 4;1—': =>0,5.
AB

Da fiir sehr kleine Winkel die trigonometrische Tangente gleich
dem Winkel selbst ist, so ist mit Winkel » auch tg» unendlich klein
gleicher Ordnung!), und daher folgt nun, daB

tv—-li]E
Sy

eine unendliche kleine GroBe I. Ordnung ist, immer gegeniiber 4x bzw.
Ads = AB oder AF. Wenn aber AF unendlich klein I. Ordnung ist,
so folgt nach fritherer Definition, daB EF unendlich klein von II. Ord-
nung ist. o
Nun ist
AH =BG < EF

und somit sind A H und BG auch unendlich klein II. Ordnung, und
daher folgt aus

e=4b— As
— ADB— AB < AH +GB
daB ¢ als Summe zweier unendlich kleinen Gréflen II. Ordnung selbst
auch eine solche ist.

Daraus erkennen wir nun ferner, daB der Ausdruck 2¢ 4s als
Produkt aus einer endlichen Zahl, einer unendlich kleinen II. und einer

1) Vgl 8. 294/296, 312.
17%*
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solchen I. Ordnung gegeniiber Jx oder 4y eine unendlich kleine Grole
IT1. Ordnung ist und ¢* gar eine solche IV. Ordnung. Es wird somit

2eds +e2=¢’
eine unendlich kleine Grofie III. Ordnung gegeniiber Ax.
Im Ausdruck
Ab% = A2® + Ay? + &
in welchem A4x? + Ay? als Quadrate von unendlich kleinen Grofen

I. Ordnung solche II. Ordnung sind, kann daher die unendlich kleine
GroBe III. Ordnung ¢’ vernachlidssigt werden, so dafl wir erhalten:

Ab? = da? + Ay

Aus der ganzen Ableitung ersehen wir auch deutlich, was bereits
betont wurde, daB nur aus den gegebenen Beziehungen der
GroBen in der gegebenen Aufgabe allein auf ihre gegen-
seitige Ordnung geschlossen werden kann.

In Beriicksichtigung obiger Sitze geben die wunendlich kleinen
Groflen uns namentlich ein einfaches Mittel an die Hand, einen mog-
lichst einfachen Ansatz zur Losung eines Problems aufzustellen, indem
man mit ihrer Einfiihrung leicht ersieht, was fiir mitspielende Groflen
fiir die gewiinschte Genauigkeit des Resultates auBler Betracht fallen,
mit Recht vernachlissigt werden konnen. Man hat dazu nur nétig,
ihre verschiedenen Ordnungen zu beriicksichtigen, die, wie gesehen,
aus der Natur der Aufgabe sich ergeben und — was betont sein moge —
als solche immerhin nachgewiesen werden miissen, um mit Recht in
der Summe, einer rationalen Funktion, die einen Gréflen als von hoherer
Ordnung unendlich klein vernachldssigen zu diirfen.

Zum Schlusse wollen wir noch auf einige Analogien hinweisen, die
hier naheliegen; aber unter ausdriicklicher Betonung, daf} es sich dabei
nur um mehr oder weniger 4uflere Analogieen handelt.

Bildet man némlich den Quotienten aus einer unendlich kleinen

Zahl I. Ordnung durch eine endliche Zahl, also %, und stellen wir J dar

durch C 0, = acd;, so sieht man, dall der Quotient beider Zahlen
eine unendlich kleine Zahl ¢ d; = 0, ist. Man miifite also in Analogie
sagen, dafl die unendlich kleine Zahl I. Ordnung unendlich klein sei
gegeniiber der endlichen Zahl und also gleichsam @ unendlich klein
von der ,nullten Ordnung.¢

1
Bildet man auBlerdem noch -, = 0-1, was eine unendlich groBle

0

Zahl ergibt, so konnte man in ebensolcher Analogie sagen, die un-
endlich groBen Zahlen seien unendlich kleine Zahlen ,,negativer Ord-
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nung.” Natiirlich 148t sich das auch umkehren, d. h. die unendlich
kleinen Zahlen kénnen als unendlich grofle Zahlen negativer Ordnung
angesprochen werden.

Bleiben wir bei den ersteren, so hétten wir dann eigentlich nur
noch unendlich kleine Zahlen, ndmlich negativer, nullter und positiver
Ordnung. Man erkennt nun aber, da man bei dieser rein dulleren
Analogie vorsichtig sein muf}; denn wiirde man diesen Gedanken fest-
halten, so wiirden ja die endlichen Zahlen begrifflich als selbst-
stindige verschwinden, da sie eben nur noch als ein spezieller
Fall der unendlich kleinen Zahlen, namlich von der 0-ten
Ordnung erscheinen wiirden. Dal} dies nicht ohne weiteres zuléssig,
ist leicht einzusehen; denn das Primére, der Ausgangspunkt, sind ja
urspriinglich gerade die endlichen Zahlen, im speziellen die ganzen
Zahlen, und das Sekundére, Abgeleitete die unendlich kleinen. Hier
aber wiirde die Sache umgekehrt werden: die endlichen Zahlen wiren
das Sekundéare, die unendlich kleinen das Primére; aber letztere haben
ja ohne erstere keine Bedeutung, da ,,unendlich*‘ nur im Gegensatz zu
,,endlich® verstanden werden kann, welch letzteres also zuerst oder
primir da sein muf.

Wir wiederholen also, dafl man bei solchen Analogieen vor-
sichtig sein mufl und, wenn Schwierigkeiten auftreten, deren
Grund vornehmlich in solcher leichten Anwendung d&ullerer
Analogieen zu suchen haben wird.

Aus obigen Darlegungen, die zu Sitzen gefiihrt haben, welche
mit Ausnahme eines einzigen im Gebiete der endlichen Zahlen nicht
existieren, geht mit Deutlichkeit hervor:

Die unendlich kleinen Zahlen und ebenso die unendlich
groBBen bilden, nachdem sie aus den endlichen Zahlen in der
angegebenen Weise abgeleitet worden sind, Gebiete fiir sich
mit ihren eigenen Gesetzen, welche teilweise den endlichen
Zahlen nicht zukommen.

In zwei Kombinationen fithren sie selbst auf endliche Zahlen bzw.
Groflen zuriick:

Wie wir gesehen haben, ist eine dieser der Quotient zweier
unendlich kleinen Zahlen gleicher Ordnung, und wie wir durchblicken
lieBen, ist die andere Kombination als unendliche Summe be-
stehend aus unendlich vielen unendlich kleinen Groflen gleicher Ordnung.

Die beiden Félle sind hier von grofiter Bedeutung und werden
uns noch lange beschéftigen. Sie werden spéter in gewisser Modifikation
zu den Hauptgrundbegriffen der Infinitesimalrechnung, ersterer Fall
als sog. Differentialquotient, der letztere als Integral.
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§ 17. Grenzwert der Variablen.

Solch beliebig kleine Zahlen, wie wir sie im vorausgehenden be-
trachtet haben, die wir also schlieBlich auch als unendlich klein werdend
betrachten diirfen, konnen wir auch erhalten, indem wir die Differenzen
einer festen Zahl 4 und einer veridnderlichen Zahl z, also den
Ausdruck (4 — z), bilden.

Sind in

A <%’1 <x2 <x3 <"'<xn < vee

die x aufeinander folgende, fiir x angenommene Werte, so folgen die

Differenzen:
A—x, A—xy, A —25, -, A —2, -+

welche mit zunehmendem x beliebig endlich klein, unendlich klein
werden und bleiben und schlieBlich, sobald x den Wert A erreicht
hat, zu Null werden.

Behalten wir diese Ausdrucksweise bei, indem wir sagen, daf$}
(4 — x) beliebig klein gemacht werden kann oder, arithmetisch ge-
schrieben, daf}

di=4—x <e¢

sei, worin ¢ jede beliebig kleine positive Zahl sein kann, so haben wir
damit zugleich eine exaktere Ausdrucksweise als die vorhergehend
genannte, indem diese noch die Moglichkeit in sich schlieft, dafl sich
zwar x dem A4 beliebig anndhern kann, trotzdem aber aus irgendwelchen
niéher zu bestimmenden Griinden, die sich aus seinem Zusammenhang
mit einer andern Grofle ergeben, den Wert A selbst nicht annehmen darf.

Wir wollen daher in der Verallgemeinerung des von der Zahl
Gesagten mit Hilfe des sog. Grenzwertes oder Limes?) die Unterschei-
dung und Definition einfiihren:

1. Eine Veriinderliche . ndihert sich dem Grenzwert (oder dem
Limes) 4 heiBt, ihr Unterschied von 4 kann jeden beliebig kleinen
Betrag bleibend erreichen, jedoch selbst nicht null werden.

2. Eine Veriinderliche . hat den Grenzwert (oder die Grenze) A
heiit, es kann nicht nur der Unterschied zwischen x und .4 bleibend
beliebig klein gemacht werden, sondern er kann schlieBlich aueh selbst
null werden.

Diese Unterscheidung hat ihre Begriindung in dem tatséchlich vor-
kommenden verschiedenen Verhalten von verinderlichen GroBen in
ihrer Abhéngigkeit von anderen.

1y ,limes* ist die lateinische Ubersetzung des Wortes ,,Grenze‘.
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Statt in der Form:
Al = ‘A —x <&

driickt man diese Tatsache auch noch kiirzer und zugleich in einer fir
die beiden Falle leicht zu unterscheidenden Art aus durch die Schreib-
weise :

limoax ~ A4 1)

fiir den ersten Fall, fiir das sich dem Grenzwert nihern,
limwe = A4 1)

fiir den zweiten Fall, fiir das den Grenzwert haben
und sagt auch in beiden Fillen:

,,4 ist der Grenzwert (die Grenze) oder der Limes von z*.

Ist z. B. das Gesetz der Verinderung einer Variablen angedeutet
durch die Aufeinanderfolge der folgenden Werte:

x, = 0,3
z, = 0,33

z, — 0,333

2, = 0,3333 - - - 3,
so wird bei dieser Verdnderung der Unterschied der aufeinanderfolgenden
Werte zum konstanten endlichen Wert ;: immer kleiner; er kann be-

liebig klein erhalten werden, wenn man nur einen Wert herausgreift,
der eine geniigend grofle Anzahl von Dezimalen aufweist, wird jedoch
bei noch so groBer Stellenzahl nie ganz verschwinden.

In kurzer Angabe kénnen wir also schreiben:

1
lim0,333 - - - ~ -
im0, 3

1) Lies: ,,Limes von z, gleich® A, oder auch: ,,Der Limes oder der Grenzwert (die
Grenze) von z ist ,gleich® 4.

Wir machen speziell darauf aufmerksam, da sowohl das ,,oo% als auch besonders
das ,,=*-Zeichen hier eine andere Bedeutung als ihrer Aussprache entsprechend und ge-
wohnlich in den algebraischen Gleichungen und Relationen haben, daB sie weder ein
Gleichsein noch Ahnlichsein bedeuten, sondern ein Annéhern, also die Angabe eines
ganzen Naherungsprozesses, an Stelle von dessen langwieriger Umschreibung gesetazt,
in sich schlieBen.

Ist die Frage, welcher der beiden Fille vorliegt, ,,néhern* oder ,,haben®, un-
entschieden oder sonst nicht so von Belang, daB diese zu unterscheiden sind, so
entscheiden wir uns fiir die Verwendung des ,,=* -Zeichens.
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Wihrend es mit Betrachtung des Dezimalbruches bei einem Annédhern
an die Grenze — bleibt, konnen wir uns schliefSlich ein Erreichen dieses

Grenzwertes fir die Variable x denken und dann von diesem Gesichts-
punkt aus schreiben:

1
lime =
imz=,

Man gelangt zu dieser letzteren Auffassung, wenn man vom be-
1 . .
kannten Wert 3 ausgeht und durch Division dessen Dezimalbruch-
1
darstellung sucht, weil dann eben das . als Ausgangspunkt, die tat-

séchlich erreichte Grenze, von vornherein gegeben ist.
Auf diese Weise erhielte man eigentlich fiir diese Zahl zwei Dar-
stellungen :
1. als ein Dezimalbruch, der mit unbegrenzt vielen Dezimalen zu
. . r .
schreiben ist: 0,333 --- und sich einem Grenzwert 3 néhert, ohne

diesen so je zu erreichen:

lim0,333 - . - ~ 1

3
. I 1 . .
2. als ein gewohnlicher Bruch 3> welcher der Grenzwert eines mit

obigem gleichlautenden Dezimalbruches mit unendlich vielen Dezi-
malen ist:

:]3 = 1im0,333 - - -

Um diese scheinbare Zweideutigkeit zu vermeiden, wiahlen wir die
erstere Darstellung, weil sie auch fiir die iibrigen Dezimalbriiche, welche
nicht rationale Zahlen darstellen, zweckmafig ist, allerdings nur fir
die Rechnung; begrifflich ist fiir den Dezimalbruch und auch fiir die
iibrigen irrationalen Zahlen die letztere Darstellung in geschlossener
Form (als gewohnlicher Bruch bei den rationalen, durch ein Zeichen
bei den irrationalen, z. B. ]/"’7 statt 2,6457 - -, n statt 3,14159 - - .)
die exakterel).

Um ausfiihrlicher anzudeuten, da3 sich der Dezimalbruch mit un-

1
angebbar groBler Stellenzahl dem Grenzwert 3 nahert und denselben

die Variable x erst fiir unendlich groen Wert von n erreicht, kann man
dies in etwas prdziserer Schreibweise auch angeben durch:

1) Vgl hierzu das bei Einfilhrung der irrationalen Zahlen Gesagte, S. 6 u. ff.
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einerseits :
1
lim 0,333 - - - 3, ~
n~oc 3
andrerseits :
3 = am

/' unbeschrinkt groB)

' Jim - Zeichen lies:
(Unter dem 1mm eichen lLes n\\_g]eich unend]ichl),

. 5 . . .
Desgleichen kann _ der Grenzwert oder Limes eines bestimmten

periodischen, unendlichen Dezimalbruches genannt werden:
5
lim0,714 285 714 2857 - - - - g

und ist 1/7 der Grenzwert eines bestimmten Dezimalbruches mit un-
zdhlig vielen Dezimalen:

im2,645 751 - - - ~ | 7

Ein schones

¢

geometrisches Beispiel
fiir die anschauliche Darlegung des Unterschiedes zwi-
schen Grenzwert-Nahern und Grenzwert-Haben liefert
die Aufgabe, anhand nebenstehender Fig. 148 die
Summe der Flicheninhalte aller der Kreise zu be-
rechnen, die durch fortgesetztes Einschreiben von
Kreis und Quadrat entstehen. .
Die Inhalte der Kreise sind der Reihe nach: Fig. 135,

K, =04 7 =a*x
2 2
K_3=0_E'2.7:01)2.7:<(~)4—),7:(a7),-(:a,‘—',-, IL:af_-y.l

|2 V2 (2)° 2
/a 2
A':’;OGQJ:()F)‘I: (-/—E):rr /_2 T=ata ,1,4 a? (}—)l
)2 J (2 2
1\¢ 1,3
K, = = q? S =gl
\ a (,@) ata(y)

1) Das ,,~“-Zeichen und das ,,=°-Zeichen in ,n~> bzw. ,n = «* sind,
wie aus fritheren Betrachtungen folgt, durchaus gleichberechtigt, weil hier auch das
,»="*“-Zeichen nicht mehr sagen kann als das ,,c0*-Zeichen, ndmlich ein unbeschrinktes
Wachsen von n ausdriicken, was man einem Erreichen einer Zahl oo gleichwertig
denkt. Und auf das letztere, auf das Erreichen der Grenze als einer bestimmten
Zahl oo, kann sich das ,,=¢-Zeichen nur beziehen, ohne damit mehr zu sagen, als
das ,,oo“-Zeichen. In den Schreibweisen ,,n~o‘ oder ,;n = oo ist daher kein
prinzipieller Unterschied zu erblicken; er liegt nur in der Auffassung des unbe-
schrinkten Wachsens. Man kann daher ganz allgemein ohne weiteres das eine oder
das andere Zeichen, ,,co“ oder ,,=, gegeniiber dem Zeichen o verwenden.
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Somit die Summe:
ZK: atn 4+ la“".n -+ la"-’ﬂ + Iv—a'"’:r R
2 4 8

Wenn wir nun die Summe der Flicheninhalte als durch den angegebenen
ProzeBl entstanden und demnach diesen Proze8 Schritt fiir Schritt uns durch-
gefiihrt denken, gelangen wir nie zu dem ganzen Werte dieser Summe, wir
nahern uns bloB ihrem Grenzwert, oder — wenn wir diese Summe durch Ein-
fiihrung der in ihrem Ausdruck enthaltenen geometrischen Reihe ausdriicken —
die Summe:

Z=a2n<1+l+i+i+ )
2 2 92
nahert sich dem Grenzwert dieser geometrischen Reihe.

Denken wir uns aber den ProzeB dieser Konstruktion und Summierung
vollendet, dann miissen wir sagen, daf} dieser Grenzwert, die Summe der Kreis-
inhalte oder der geometrischen Reihe tatséichlich erreicht ist, d. h. die Gesamt-
summe der Flicheninhalte dieser Kreise (bzw. der geometrischen Progression)
hat den Grenzwert, der sich nach der Summenformel fiir eine unendliche geo-
metrische Progression findet:

Skowa 1 -2ata

1 1
1y )

In ersterem Falle wiirde es nur beim ,,sich ndhern‘‘ an diesen Grenzwert bleiben,
indem man ein Ende fiir die Kleinheit des Unterschiedes zwischen diesem und der
Summe niemals anzugeben imstande wére. Unter
\ Umstinden kann nun dieser tatsichliche Ubergang
durch die Natur der Variablen bzw. des Prozesses
verboten sein; dann bleibt es bei diesem ,,sich an-
nihern* und die Summe hat¢ dann keinen Grenz-
wert.

Ein solches Beispiel bietet z. B. die Betrachtung
nebenstehender Fig. 139, bei welcher wir uns in das
Quadrat nach angegebener Art 1, 4, 9 usw. Kreise
K gleicher GroBe eingezeichnet denken.

o e N Es leuchtet nun ein, daB, da die Kreise die
Fig. 139. Fliche des Quadrates mit zunehmender Zahl immer
vollstéindiger iiberdecken, ihre Summe stets einen be-

stimmten Flicheninhalt haben muB, der jedenfalls bei unzahliger Anzahl sich dem

Inhalt des Quadrates nahern miiite, wenn er nicht, wie hier, fiir alle erwidhnten
2

Zwischenstufen von der konstanten GroBe ﬁf ware.

Da aber vom elementaren Standpunkt aus, d. h. mit Ausschlull der
neueren mengentheoretischen Begriffe, ein Kreis mit dem Radius null als Punkt
keinen Sinn hat und sich solche Kreise also auch nicht zu einer Summe gleich
dem Quadratinhalt summieren konnen, so diirfen wir hier mit dem Kleinerwerden

1) Die allgemeine Formel fiir die Summe der unendlichen geometrischen Progression:

ay ay a, .
a +ay+a;+ - Fa,+ -, wenn — = =——=9q
a, a, @y _ 1

lautet: a
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der Kreise bzw. dem GroBerwerden ihrer Anzahl nicht bis zur Grenze gehen, so
daB man wohl sagen kann, ihre Inhalte werden immer und immer kleiner, nihern
sich dem Grenzwert Null, erreichen ihn aber nicht. Fiir die Inhaltsveriinderung
eines solchen Kreises gilt also das ,,co%-Zeichen: lim K 0. Dies ist ein Bei-
spiel fir das Nahern und Nicht-Haben eines Grenzwertes.

Einem anderen Fall stehen wir gegeniiber, wenn wir im ersten Beispiel jeweils
die Differenz zweier aufeinanderfolgenden Kreise ins Auge fassen und bestimmen.
Es wird dann der Inhalt

des 1-ten Kreisringes: R, = R pi =

(V@) ’ V§ / a*x
4

ﬁ2

- O

1 1
» 2-ten ’ R, = o T s = e ey — e
4 4 [(Vz) (2 ]
,» M-ten v R, = e’z ‘dl_ — 1 ]
4 (2"t (o

Die Ringe werden immer kleiner im Inhalt und nach Umfang, und da es
vom elementaren Standpunkt aus hier auch noch einen Sinn hat und man auf
keinen Widerspruch st68t, wenn man den Radius zu Null werden laf3t, indem wir
dann zum inhaltslosen, in einen Punkt zusammengeschrumpften Ring als Endwert
und Endresultat des Prozesses gelangen, so verbietet die Natur der Variablen,
des Kreisringes, hier nicht, bis ganz zur Grenze zu gehen. Wir konnen daher von
einem Néahern und Haben des Grenzwertes 0 dieser Ringe sprechen und schreiben:

lim R, — 0.

n=oco

Statt sich nun einem endlichen Zahlenwert mehr und mehr zu
nahern, kann eine verénderliche Zahl mit fortschreitender Verdnderung
immer gréfer werden, unbegrenzt zunehmen, so da8 sie jeden noch so
groBBen angebbaren Wert erreichen und iibersteigen kann. Man schreibt
dann:

limz ~ o0

bzw. lim a, ~ oo
n~oo

In Worten:

Eine Verdnderliche # niahert sich dem Grenzwert (oder
der Grenze) ool) heiBit, ihr Wert kann jeden beliebig groflen
Betrag erreichen und iibersteigen.

Will man von einem Erreichen dieser Grenze unendlich, der Zahl oo,
sprechen, so heiit es:

Eine Verinderliche x hat den Grenzwert (oder die Grenze)
oo heilit, ihr Wert hat durch den vollfithrten Grenziibergang

!} Beziiglich ,,00% als Zahl vgl. S. 244.
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einen Betrag erreicht, der gr6Ber ist als jede beliebig grofle
Zahl.
Man schreibt dann:

limer = co
bzw. limz, = oo 1)
n=on0

Es ist nun aber durchaus nicht ohne weiteres festgelegt, dafl eine
sich fortgesetzt &ndernde Grofle, Zahl sich einem bestimmten Grenz-
wert nahern miisse; es kann vielmehr auch vorkommen, dafB} die
Variable keinen Grenzwert besitzt. Solche Fille sind leicht denkbar,
wie z. B. fiir eine Zahl, die bestéindig abwechselnd gleiche positive und
negative Werte annimmt, oder eine andere, deren Werte abwechselnd
ab- und zunehmend, um einen mittleren, konstant bleibenden oder
sich mit &ndernden Wert oszillieren.

Dall von einem Grenzwert einer Variablen gesprochen wird und
werden darf, muf} daher, streng genommen, jeweils zuerst erwiesen sein,
weshalb wir uns im folgenden zunéchst der Untersuchung dieser Frage
zuwenden.

Um nun zu erkennen, ob eine Variable einer Grenze zustrebt, um
also die Existenz eines Grenzwertes nachzuweisen, bedient man
sich verschiedener Sitze. Einen von diesen wollen wir seiner Wichtig-
keit und héufigen Anwendung wegen hier anfithren. Er lautet:

Ist fiir jeden positiven, ganzzahligen Wert von n eine
Zahl z, eindeutig? bestimmt, und ist:

1. Hy +1 =2

fiir alle n
2. oy < N

wo N eine konstante Zahl bedeutet, so strebt z, mit un-
beschrinkt wachsendem =»n einem Grenzwert 4 zu, oder
konvergiert? gegen eine Grenze 4, d. h. es ist dann

limu, = 4

H =00

) Wenn an einem Ort das = -Zeichen steht, man also von einem Erreichen der
Grenze durch z, spricht, so muf} dies natiirlich auch mit der Variablen n ihrerseits zu-
treffen, da es anders fiir , nicht gut denkbar ist; es muB also auch unter dem ,,lim* das
= -Zeichen gebraucht sein. — Umgekehrt sieht man leicht ein, daB ein Anndhern und
Nicht-Haben einer Grenze auch nur fiir beide Grofien zugleich denkbar ist. Daraus
folgt, daB an beiden Orten stets das nimliche Zeichen zu gebrauchen ist.

%) d. h.; daB fiir jedes n die Variable x, auch stets einen und nur einen ganz
bestimmten Wert erhilt.

%) Wihrenddem diese Redewendung: ,,konvergierf gegen eine Grenze oder den
Grenzwert* fiir eine endliche Zahl, eine eigentliche Grenze nichts auf sich hat, ist sie
aus naheliegenden Griinden besser zu vermeiden, wenn diese Grenze keine eigentliche
Zahl mehr ist, also durch die ,,Zahl* oo reprisentiert ist.
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und zwar gilt dabei: wrp=Ad=N

z, 5 % 4 N
+ + + +

Ht
Fig. 140.

Als Beispiel hierfiir betrachten wir den Ausdruck:

wl)

( 1 )n+1

=1 el

Tn+1 + nt 1

Beniitzt man die Entwicklung nach dem binomischen Lehrsatz,

der fiir ganzzahlige, positive Exponenten ohne weiteres Giiltigkeit
besitzt, so folgt:

R R IR [ R IH)

n(n—1) 1 n(n — 1) (n —%) 1

Es ist dann:

I T TR B S
L2 (== 1) 1
123 an
) 226
n n n
I P R 1.2.3
/ —
Rl
-+

1-2:3...n
ferner:

R S RNy [ 8
(1+n+1> _1+(1 n+1Jr 2 n+1

+C§ﬁ@iﬂ%~~+@iﬂ@%ﬁw

=1+1_|_(n+1)” 1 n+nmr—1) 1

1-2 (n-}—1)2 1-2.3 (n+41)3
B T e P T S
1.2:3.--(n+41) (n+1)n+1
1 1 2
=1+1+1@“‘WTJ+}<L";IQ(”ﬁn+J
1-2 1.2-3

1 2 n
1@‘5?ﬂ@‘h+ﬁ‘“@‘ﬁiﬁ

g 1-2:3.--m4+1)
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Da aber: m + 1 > n und daher
1

n-+1 n

_2

und ebenso:

.2
n-+1 n

1 n+1
so folgt, dafl in der Entwicklung von (1 + ﬂ—f) in den Klammern

alle Briiche kleiner sind, als die entsprechenden der Entwicklung fiir
1 n
(1 -+ ;) und somit alle Zahler der Summenglieder der (» + 1)-Entwick-

lung grofler sind als die entsprechenden der n-Entwicklung; erstere
noch dazu um das letzte Glied groBer ist.
Es wird somit klar, daB3:

e > 0

Tpi1>> Ty
Andererseits konnen wir einsehen, dafl z, fiir noch so grofles n
stets kleiner als 3 bleiben muBl!), so daB:
2, <3
und also hier N = 3 gesetzt werden kann.
Nach obigem Satz sind daher die Bedingungen

oder

Tpp1 < Ty
z, <N

durch den Ausdruck =z, = (l -+ %) erfilllt; es mufBl also fiir diese

Variable z, fiir unbeschrinkt wachsendes n auch ein Grenzwert A4
existieren.

Daf} ein solcher vorhanden ist, scheint schon aus der geometrischen
Anschauung der Fig. 141 als selbstverstindlich hervorzugehen, in
welcher fiir verschiedene zunehmende Werte von n die entsprechenden

1 n
Werte des Ausdruckes (1 + —) durch ihre zugeordneten Zahlorte
veranschaulicht sind. "

z A
0 7 z,  z,z, [ N
+ ' P TP P '
s e ]
Flg. 141. a9 2 776

1) Vgl §. 274.
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Aber wir hatten schon gesehen, dafl die geometrische Anschauung
fiir derartige Beweise wohl ein Hilfsmittel der Vorstellung, nicht aber
Beweis sein kann, da dieser durch reine Zahlenbetrachtung gefiihrt
werden mufl, um von der geometrischen Vorstellbarkeit, die nicht
immer unbedingt vorhanden sein muf}, unabhéngig zu sein.

Da die GroBe x, die GroBle N niemals {iberschreiten kann, so gibt
es zwischen N und der ersten Zahl x; nur eine endliche Anzahl ganzer
Zahlen. Wir wollen nun unter diesen uns jene ausgew#hlt denken, die
von einer Zahl z, noch iibertroffen wird, und zwar sei die grofte der-
selben M. Da in unserm Beispiel

X = (1 + —i—>1= 2

und also
N > Tn>1 > Xy

so folgt mit N = 3, daBl M = 2 sein mul} und alle 2, mit einem Index
groBer als 1 zwischen M = 2 und N = 3 liegen.

Nun wollen wir das Intervall zwischen M =2 und M + 1 = 3,
welch letzteres hier speziell auch gleich N ist, in 10 gleiche Teile zer-
legen, so daB die Zahlenwerte, die den Endpunkten dieser Intervalle
zukommen, wiirden:

1 2 3 9
M+ﬁy M—F*].VO", M+E’ ) M+W, M+1

Unter diesen wihlen wir nun wieder die grofite Zahl aus, die von
einem z, noch iibertroffen wird. Es sei die Zahl, fiir welche der Zahler

in dem Bruche ¢, ist, so daB also diese Zahl M -+ TCIO— hieBe, wobei ¢,

eine ganze Zahl zwischen 0 und 10 ist. Daf} es ein solches Intervall
geben muB, in welchem z, liegt, ist leicht einzusehen, denn als Gegen-
teil wire nur moglich, da ein Endpunkt eines Intervalles in Betracht
kime, also z, auf einen solchen fiele. Dann aber gibt es stets, da x,,, ; > 2,
zu jedem = ein (n 4 1), so daB x, ., jenseits dieses Intervallendpunktes
lage, also im benachbarten Intervall, wieder zwischen zwei Intervall-
endpunkten, wie wir annehmen; und dies gilt, welches z, auch auf
einen Intervallendpunkt fiele.
Es ist somit auch:

C
M4+ L
@ > M+ 50

aber auch:
¢, +1
; ML
A T

wieder fiir jedes n .
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1
Fassen wir nun das Intervall M + 16—(1) und M + 91»13—-— ins Auge

und teilen wir auch dieses wieder in 10 gleiche Teile, so wiirden den
G2
10*
in welcher Form c,, wieder ganzzahlig, zwischen 0 und 10 ldge. Auch
unter diesen Zahlen wahlen wir wieder diejenige Zahl ¢, aus, fiir welche
¢ Cy
M+ 30 T 100
wird, so dal3:

Endpunkten der Teilintervalle die Zahlen zukommen: M - f;) +

die grofite ist, welche von einem x, noch iibertroffen

c c , C ¢ +1
M4 2+ 2 <wp= M+1o+ 20—
10 102 10 102
. A
'”*7—0’ My 17
V4 \\I | 70 ”Iff
P 27 22 27 2¥ 25 26 27/\ 26 29 7
¢ Cc2r7
Fig. 142. ”‘3'%”&.’”*7]-‘ 27

Indem wir dieses Verfahren fortsetzen, bekommen wir eine Zahl:

c C. C. Ck ..
D=M-+-L 2 3 _E f.
To0 Ta0e Tags T Ty T
also einen unendlichen Dezimalbruch. DaB dieser eine bestimmte Zahl
reprisentiert, wissen wir schon von fritherem, und nun laBt sich zeigen,

daB die durch diesen reprisentierte Zahl der Grenzwert fiir die Zahl x, ist.

Um dies zu beweisen, haben wir nach obigem zu zeigen, daf die
Differenz |D — a,| mit wachsendem 7 zur beliebig kleinen, positiven
Zahl werden kann.

Nach obiger Darlegung ist nun:

c Co C. Cp— ¢+ 1
< M 4+ 2L 2 By ket o ST 2
mEMA g e aer T T T or =7
und:
C C C C C
E=M1+ 2 4 %2 4 U S
T30 Taoe Taos T T qgEr T <
oder:
C. Cy C. C,
M4+ A ™ B TR .
T T10e T1or T e <
c Co c Cr G +1
M el E 3 k-1, YT
=M+ 75 T 10 T 100 T 0T T o8
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Nun ist aber der unendliche Dezimalbruch D, d. h. fiir k¥ = oo,
einerseits grofler als der endliche E und andrerseits kleiner, héchstens
gleich gro3, wie der unendliche Dezimalbruch J fiir k¥ = oo, so daB:

, 21 Ca C3 Ck
SR S T B oL % - p
H495 10 T 1o TioF <
‘ c Cy c. Ck=o + 1
M A2 oy, g EEe T
+ 10 102 + 103 + + 10k=o°

wobei das < -Zeichen beiderseits davon herriihrt, da =z, innerhalb
der Grenzen des Intervalles liegt, was beziiglich des linken nach Ge-
sagtem stets der Fall ist. Mit der rechten Intervallgrenze kann aber z,
zusammenfallen, worauf dann eine weitere Teilung in noch hohere
Intervalle ausgeschlossen ist, d. h. die Teilung und der Dezimalbruch
damit abbrechen und

c c G+ 1
=M+ o+ ’ ud

62 — PR
103 + + 10%

100 T

resultiert, also gleich einem endlichen Dezimalbruch und damit x, = D
gleich einer rationalen Zahl.

Fallt der Wert von a, aber fortgesetzt innerhalb der Grenzen so
gebildeter Intervalle, so nimmt der daraus entstehende Dezimalbruch
auch kein Ende und % durchlduft die Reihe der beliebig grofien ganzen
Zahlen. Stets aber bleiben obige Ungleichungen bestehen.

Wie ersichtlich, bleiben x, und D bestdndig, wie weit wir auch
die Teilung fortfithren mogen, d. h. wie hoch k steigen moge, innerhalb

. . 1 e .
zwei Werten eingeschlossen, die nur um - differieren, so dafl ihre

10
absolute Differenz unbedingt kleiner sein muf} als diese Differenz, also:
1
D <

Dies findet jedoch nur statt, wenn sich x, auch durch so viele
Dezimalen ausdriickt, als dem hochsten Intervalle ,,k* entspricht,
so daB es mit seiner letzten Dezimale in dieses k-te Intervall zu liegen
kommt, der entsprechend ja auch die Hohe von k£ zu wihlen ist. Dies
sagt, da} der Index n von a, eine bestimmte minimale Grofe haben
mufl, damit x, im k-ten Intervalle liegt und die letzte Ungleichung
erfiillt ist.

Da aber nun sowohl fiir D als auch fiir x, zwei gleiche Dezimal-

1 .
briiche gefunden wurden, die sich um T0F unterscheiden, und beide

GroBen zwischen diesen liegen, so héngt es lediglich von der Hoéhe der
Potenz k ab, sie zwischen zwei gleiche, um beliebig wenig differierende

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 18
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Zahlen einzuschlieflen, d. h. wir koénnen fiir geniigendes Weitgehen in
der Stellenzahl fiir D und z, einerseits und fiir die Ausdriicke £ und J
andrerseits aus den Ungleichungen fiir D und =z, stets die Bedingung
erfiillen, daB

|D — 2, < =¢

1
10%
was nach obigem Grenzwertkriterium aber nichts anderes sagt, als
daB die Variable x, mit wachsendem » der konstanten Zahl D als Grenz-
wert zustrebt, oder daf D der Grenzwert von z, fiir unbeschrinkt
wachsendes # ist; kurz geschrieben:

limz, ~ D

N~ 0o

Damit ist der Existenzbeweis eines Grenzwertes fiir die Variable ,,,

1 n
die in unserm Beispiel gleich (l + - ) ist, fiir unbeschrinkt wachsendes
n erbracht.
Dafl nun, wie oben behauptet,

l n
=(r+))

mit beliebig groBem 7 stets kleiner als die Zahl 3 und groBer als 2 bleibt,
also zwischen 2 und 3 liegt, 188t sich leicht mittels der Entwicklung
nach dem binomischen Lehrsatz nachweisen:

Da n ganzzahlig, so gilt ohne Einschrinkung die Entwicklung:

(L) S FR L ERT T

nne—1) 1 xnwmr—1)®m—2)1
1.2 2t 1.2.3 0wl
nn—1)(n—2)(n—3) 1

1-2-3-4 nt

—1+1+

Da
n>n—1>n—2>n—3>n—4...
und

so folgt:

n-
1-2
3
2
1
2

1
U1ty +ytgt et
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Vom zweiten Glied an stellt diese Summe nun eine geometrische
Progression dar mit dem Quotienten ¢ = 9 tiir welche bei unbeschrénkt

gioBer Gliederzahl als Summe resultiert:
1 1

und wir erhalten somit:
1 n
(1 -+ n) <14+2=3

Dal} dieser Ausdruck stets grofler als 2 bleibt, folgt ohne weiteres
aus der Betrachtung obiger Entwicklung, in welcher bereits die Summe
der ersten zwei Glieder gleich 2 ist, zu der dann in der Entwicklung
nur positive Glieder hinzukommen.

DaB wir oben mit der Zahl N = 3 gerechnet haben, folgt lediglich aus freier

Wahl; man hitte statt dessen fiir N jede beliebige Zahl, die groBer als 3 ist, in
gleicher Rolle verwenden koénnen, so z. B. 13.

n
In diesem Falle wiire dann nachzuweisen gewesen, dafB (1 + %) fiir alle

ganzzahligen n kleiner als 13 bleibt, was in gleicher Weise gelungen wiére, wenn
3 4 3 4 5

man die Glieder, statt vom vierten an mit 3 9°'3°3° 8 2" vom dritten
L u . . 22 (22)2 3 (22)3 3 4
an multipliziert hitte mit den Zahlen groBer als I'Té’ 53 B2 s

usw. Auch ist dies mit obigem Beweise getan, da mit einem Kleinersein als 3
auch ein Kleinersein als 13 erwiesen ist.

Der obige Satz gilt auch, wenn x, mit wachsendem 7 besténdig
abnimmt, d. h. wenn

1. Tpt1 = Ty

fiir jedes n
2, x, > N
so folgt i o 4
imx, =
”n =00 "
-obei
wobei = A=N

4

/}’ ;Z',;-Z« Z3 X2 X7
N f

™

+ t :
’ Fig. 143.

Der Beweis hierfiir liBt sich analog dem obigen erbringen oder
direkt auf diesen zuriickfiihren.
In letzterem Falle denke man sich von jedem , eine konstante
Zahl C > x; abgezogen und nehme von all diesen Differenzen z, — C
18*



276 Stetigkeit und Unstetigkeit.

den absoluten Wert, da die Zahlen alle negativ werden und es doch nur
darauf ankommt, einen Grenzwert nachzuweisen, fiir dessen Existenz-
beweis das Vorzeichen keine Rolle spielt. Wenn daher fiir alle ihre
absoluten Werte ein Grenzwert existiert, so ist dies auch fiir die negativen
Werte selbst der Fall.

Da aber C > x; vorausgesetzt wurde, so werden die Differenzen
z, — C mit wachsendem n immer gréfer. Sind diese der Reihe nach
gleich 4y, dy, Ay, ---, so wird

1. | dpyy| = 4,
2. A, < N—C|=D

Damit aber unterliegen die 4, denselben Bedingungen. wie
friher die mit n zunehmenden Zahlen (GroBen) x,, womit die Existenz
eines Grenzwertes fiir die |4, und damit auch fir die davon um
die konstante Zahl C' abweichenden, mit wachsendem n abnehmenden z,, .
erwiesen ist.

§ 18. Grenzwert der Funktion.

Nachdem wir so erkannt haben, was man darunter zu verstehen
hat: ,,eine Variable x nidhert sich einem Grenzwert‘, konnen wir nun
auch dazu iibergehen zu untersuchen, was es heilt, wenn man sagt:
»eine Funktion y = f(x) ndhert sich, sobald das Argument sich
dem konstanten Wert A nihert, einem bestimmten Grenzwert B.

DaB wir hierbei wieder die Unterscheidung machen miissen zwischen
dem ,,sich einem Grenzwert nihern‘‘ und einem ,,Grenzwert haben®, ist
selbstverstiandlich, wennschon wir der Kiirze halber nicht fortwiahrend
beide Fille wiederholen, wo es nicht unbedingt notwendig ist.

Denken wir uns zunéchst y = f(x) als Kurve dargestellt, so wiirden

wir folgende geometrische Definition

IS geben:
1___2__5(‘”4') f(x) nahert sich einem Grenz-
y & | wert B, falls sich der Punkt mit
l denKoordinaten (x,y) einem Grenz-
B }3/ punkt mit den Koordinaten (4, B)
| nédhert, wenn x an 4 beliebig nahe
g Tig. 144. —>Z  heranrickt.

Diesen Tatbestand wollen wir nun
so fassen, dal} er arithmetisch oder durch Zahlen ausgedriickt erscheint
und dementsprechend der Rechnung erst zugénglich wird. Dann lautet
die arithmetische Definition:
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/() ndhert sich dem Grenzwert B, wenn, sobald sich . der
Grenze 4 nihert, es moglich ist jeder noch so kleinen positiven Grofe
(Zahl) & eine ebenfalls beliebig kleine positive GroBe (Zahl) d derart
zuzuordnen, daf:

|B—f@r)| = |f(4) —flx) <e
wenn:

|Ad—x| <d

Mehr der geometrischen Ausdrucksweise angepallt mit der eigen-
artigen Schreibweise fiir Grenzwerte wird dieses Verhalten kurz ge-

schrieben :
lim f(x) ~ B
lime. A4
oder kiirzer

lim f(x) >~ B bzw. lim f(¢) = B
ax=A

x~ A

Dabei kann dieser Wert B von vornherein bekannt oder es kann
durch diese Formel auch nur ausgedriickt sein, dal} ein solcher Wert
existiert, fiir den, wenn auch noch unbekannt, B als Zeichen eintritt.

Ob nun von einem ,sich ndhern“ im engeren Sinne, wie wir es
frither bezeichnet haben, oder von einem ,,den Grenzwert haben‘‘ zu
reden ist, miissen die ndheren Umsténde jeweils lehren?).

Versucht man die oben gegebene arithmetische Formulierung
geometrisch anschaulich zu machen, so miissen sich dann die zugehdérigen
Punkte (z,y) in dem Rechteck, begrenzt durch die horizontalen
Geraden mit den Ordinaten

y=B+¢ und y=B-—¢
und die vertikalen Geraden mit den Abszissen
x=4+0 und 2x=4-—9
befinden, wie dies in den Figuren 145 und 146 angedeutet ist.
Mit andern Worten:

Gelingt es, unmittelbar vor oder nach diesem Wert
x =4 ein Intervall
A—o<z <4+
oder
|4 — x| =0
abzugrenzen, innerhalb dessen der absolute Funktionswert
bestindig von einem bestimmten Wert B weniger verschie-

1) In der Schrift werden wir auch hier im Limes das = -Zeichen benutzen, sofern
von einem Unterscheiden der beiden Félle nicht die Rede ist.
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Bessprz/ fur Nowerrn
Fig. 145.

Bersprel fir habden
Fig. 146.

denist, alscinenoch so kleine vonNullverschiedene positive
Zahl ¢, daBl also innerhalb dieses Gebietes die Beziehung
besteht und erhalten bleibt:

|B — ()] <e

wenn nur

0<|d—x <0

so nennt man B die Grenze oder den Grenzwert (Limes) der
Funktion f(z). '

Es leuchtet nun tatsichlich auch ein, da3, wenn die beiden

S letzteren Bedingungen erfiillt sind, fiir f(x) ein Grenzwert exi-

f stieren mufBl, sobald x sich der Grenze A nidhert und also

' A — x| beliebig klein wird, also auch ¢ beliebig klein sein kann.
s——————————————2 Es wird ja dann auch damit
e 7T 1| 'B—f(x)| fiir beliebig kleines ¢
SJes)p—————————— 7‘( I : | stets kleiner als dieses letztere
-7 | 1] Dbleiben und damit der Unter-

f/”{é' —————— ’ 2”7 % { | % schied zwischen B und f{x) auch
N P i L : | beliebig klein, was aber nichts
i} | Lo anderes sagen will, als dal} sich

N | I || | f(x) dem konstanten Wert B auf

§ { I ; | : beliebig kleine Differenz nihert,
Y ; F ey ?l(i(; ?S(;i‘er Grenzwert von

Fig. 14%. Fir einen vollig

strengen Beweis, der sich auf den Satz von der Einschachtelung der
Intervalle stiitzt, welch letzteren wir spéater auch noch ausfiihrlich ge-
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brauchen und darlegen werden, verweisen wir auf spezielle funktionen-

theoretische Werke?).

DaB auch die Existenz des Grenzwertes einer Funktion
sich ganz analog den en oben fiir die Variable genannten Bedingungen
unterziehen muB, 1468t sich ohne weiteres aus den dort gegebenen Be-

trachtungen durch direkte Ubertragung einsehen; braucht man ja nur

1 n
etwa in dem dort gegebenen Beispiele die ,,Variable* z, = [(l + Z) }

als Funktion
1 n
— o) = (1 + N

zu schreiben und aufzufassen, um sofort einen Fall fiir die Funktion
zu haben.

Es folgt somut als

Bedingung fiir die Existenz eines Grenzwertes B fir
die Funktion f(z), daBl mit positiv wachsendem oder abnehmendem
Argument, bezogen auf irgendeinen Anfangswert N,

a) wenn f(z) bestdndig zunimmt:

1. fiir entweder x’>x> N ,
see o) = 1l
oder v <w < N B —
2. fir entweder x> N
fley< M
oder x <N —

Dabei kann das Argument entweder bis ins Unbegrenzte wachsen
oder abnehmen oder auch einem bestimmten, endlichen Grenzwert
zustreben, welchen es mit demjenigen der Funktion erreicht.

b) wenn f(x) bestindig abnimmt:

1. fiir entweder ' >x> N “
. . x/ g x
oder ' <x <N } 1) = 1@
2. fir entweder x> N
. ) > M
oder x <N e

Es ist dann allgemein:

lim f(¢) =B bzw. lim f(x) =
r=a x=A
wobei fiir die Grenzwerte 4 bzw. oo und B natiirlich jedes Vorzeichen
moglich ist, von dessen speziellem Anschreiben hier, um allgemein zu
bleiben, wie bereits oben beim Grenzwert der Variablen, Umgang ge-
nommen worden ist.
1) Vgl. z. B. W. F. Osgood: ,Lehrbuch der Funktionentheorie® 1907.
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Zu obigen Ausfithrungen ist noch erginzend hinzuzufiigen, daf} es
fir die Funktion im allgemeinen nicht gleichgiiltig ist, von welcher
Seite her sich das Argument einem bestimmten Werte A nahert, ob
nur in wachsendem Sinne oder nur in abnehmendem Sinne, im geo-
metrischen Bilde: ob von links oder von rechts her. Es kann nadmlich
auch vorkommen, dall — wie wir gleich sehen werden — diese beiden
Grenzwerte der Funktion nicht gleich ausfallen.

Nameutlich in Riicksicht auf solche Félle ist es gegeben, zu unter-
scheiden zwischen einem Grenzwert von links und einem Grenzivert
von rechts.

Da die beiden Bewegungen, durch die man sich dem Grenzwert
néhert, entgegengesetzt sind, so werden sie durch entgegengesetztes
Vorzeichen charakterisiert, und dem allgemeinen Gebrauch entsprechend
bezeichnet man die Anndherung von links mit dem nachgesetzten
Minuszeichen (—), die von rechts mit plus ().

Man schreibt daher in Riicksicht darauf

fiir den
Grenzwert von links: lim f(r) ~ By
A"
fir den
Grenzwert von rechts: lim f(x) ~ B,
P
Als
Beispiele

behandeln wir zuerst die Funktion:

fle) = 2°

~ deren graphisches Bild in
Fig. 148 angegeben ist. Sie
besitzt fiir x = 0 den Wert
f(0) = 1 und néhert sich die-
sem Werte 1 mit gegen Null
wachsendem Argument (von
links) oder mit abnehmendem
(von rechts), um ihn schlief3-
lich auch selbst zu erreichen.
Mit anderen Worten: Diese
Funktion f(x) = 2% hat fur
x =0 den Grenzwert 1 (wir
erkennen dies auch daran, weil
wir durch Einsetzen von x =0
auch 2% =1 erhalten), so dal3:

lim 2% =
z=0
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DalBl dieser Grenzwert fiir 2* wirklich existiert, erkennt man leicht
auf Grund der fiir die Existenz eines Grenzwertes aufgestellten zwei
Bedingungen, welche lauten:

l~ xn+l é Ly

2. x, <N

Indertat ist stets: il > on
und solange x < 0 : <z B+ 1

Es muB} also bei einem von der linken Seite her sich dem Wert 0
nahernden x fiir 2° ein Grenzwert existieren. Da dies aber auch fir
jeden beliebigen Wert, dem sich x anndhert, zutrifft, so kann jeder
Zahlwert als Grenzwert fiir 2° gelten; dies auch im andern Sinne,
d. h. mit Annéherung der Variablen x von der rechten Seite gegen Null.

Es existiert daher fiir diese Funktion f(x) = 2% an jeder Stelle x
ein Grenzwert fir dieselbe, und zwar fiir abnehmendes und zunehmendes

Argument.
Ist nun dieser Grenzwert fiir x = 0 gleich 1, so muf3 sich nach obigem
fiar 0—xl<d oder =019
iB——2ﬂl<e " 2”‘§Bi‘e ergeben.
Es mul} also sein: B —20% <
und wenn B =1 die Grenze sein soll:
1 — 208 ¢ oder 2+9<1 A4 ¢ 1)

fir beliebig kleines 0.

1) Zerlegt, haben wir namlich die ' unter Vernachldssigung der hoheren Glie-

folgenden beiden Ungleichungen: der, da ¢ sehr klein ist, auch:
L 12t D
2 1. 279 & aus d): ‘2_'s<l+s
’ h 1
Aus der ersteren folgt: 5 <14«
o0 ] -
a) 1 277 <o+ ¢ 22 PRSP S
b) 1 2+ - & 1+
Aus d ;l t/ ebenfalls hinter dem zweiten Summand
us der zweiten folgt: sssiot s
_’?; vernachlissigt: 29 < 1 ¢ wie aus a).
°) I —-27" <+ i Es bleiben somit nur die beiden
d) 1 279> & Fille: otd 1 .
Weiter folgt | und 2% o1 g
aus a): o+td ) | von denen die erstere Ungleichung ganz
aus b): PRI B | selbstverstindlich ist, da 2% nie unter 1
’ ~ sinken kann.
aus c): 270~ 1 ¢ ! Damit reduziert sich die Bedingung

i | t4
oder —17 >1 -« ‘ 12 ( <
2 * schlieBlich auf die sie ganz ersetzende

s 1 N einfache Form:
2 e = ] 2 3 cee
SpLa T ltetet e , 2t8 o1 4
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Dies ist indertat moglich und der Fall fiir

In(l + ¢)

In2
d. h. es gelingt unmittelbar vor oder nach diesem Wert x = 0 ein
Intervall 0 — d <2 < 0+ 6 abzugrenzen, innerhalb dessen der Funk-

tionswert von 1 bestdndig weniger verschieden ist als die positive,
beliebig kleine Zahl &, ndmlich das Intervall

2t <14+ ¢ oder 6 <

P 1n(lﬁ:{—‘—_{5)
| In2
sy i) In gleicher Weise 1Bt sich zeigen, daB die

t Funktion

| y=/l) =2 )

{ deren Bild in Fig. 149a, b dargestellt ist, fiir
y=f(x)= 8 z = 0 den Grenzwert 0 besitzt, da
xmg erstens

! die Existenzbedin- :
! gungen desselben erfiillt |
! sind, nédmlich: |
fig._—>+x a) fiir positive, gegen -z<— , 0.7
¥ Null  abnehmende

Werte von x, also mit

. 3 3
Tyt =Xy Tyl =T,

l
P =f(x)=x*
ist auch stets, solange | xnegativ .0

1=2=0: z, > N

Fig. 149a.

wo N jede Dbeliebige negative Zahl
(< 0) bedeuten kann;

b) fir negative, gegen Null wachsende
Werte von x, also mit

gl g g
Tp41 = Ly * Tyt1 = Z, ‘y‘l_'/dt/
. i
ist auch stets, solange
Fig. 149b.

—1<2=<0: z, <N

wo N jede beliebige positive Zahl (> 0) bedeuten kann;

1) Wennschon wir auch hier fiir verschiedene Funktionen das nimliche Funk-
tionszeichen verwenden, entgegen einer friiher (S. 128) gemachten Angabe, so geschieht
dies in Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Gebrauche in Fillen, wo eine Verwechs-
lung nicht moglich ist und die Deutlichkeit der Darstellung dadurch nicht leidet, zum
Zwecke moglichster Vereinfachung.
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zweitens

fiir positive Werte von z
‘ 3,
mit (2| <d=Je auch a3 <e st

und damit, wenn wir die Grenzen von z und f(x) = «® wieder 4 und B
nennen, die allgemeine Grenzbedingung erfiillt ist:

Fir A—z|=0—2] =z <0
ist tatsichlich |B—a3|= 0—2% = 2% <¢

In den beiden eben behandelten Beispielen hat sich der Grenzwert
der Funktion sowohl von links als auch von rechts gleich heraus-
gestellt, so daB also:

lim {2°] = +1; lim [2%] = +1

z=0" £=0"
oder kurz
lim|2%] = +1
=0
und :
lim 23 = lim 23 = 0
z=0" x=0"
also .
limz? =0
x=0

wahrenddem sich andrerseits finden wiirde:

lim 2° — +o00o;  lim 2% —

=+ Zz=-nc
lim a3 = 400 lim 23 = —o0
x =+ T =-—-00

Die beiden Werte 0 und oo fiir x sind zwei ausgezeichnete, d. h.
besondere Werte, die sowieso mit Vorsicht behandelt werden miissen.

Aus diesem Grunde haben wir oben im besonderen den Punkt x = 0
untersucht, obgleich man eigentlich fiir Vollstindigkeit diese Grenz-
wertuntersuchung fiir jeden Punkt der Kurve machen miiite. Es ist
bei diesen Untersuchungen eben nicht zu vergessen, daB wir hierbei
ohne weiteres nicht die Funktion bzw. ihre Kurve als Ganzes vor uns
haben, sondern nur die einzelnen Werte bzw. Punkte derselben, von
denen wir oben 0 — und auch noch den an und fir sich unbestimmt
grolen Wert oo — herausgegriffen haben, ohne die Funktion weiter
zu kennen.
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Ein Beispiel, wo die beiden Grenzwerte nicht, wie oben gesehen,
fir einen Argumentwert von beiden Seiten einander gleich sind, er-
kennen wir in der Funktion:

1
Yy = f (x) = - 1
Ltk

deren geometrisches Bild in Fig. 150 wiedergegeben ist.

+314/%x)
|

1
y=f(x)=""-p
/ L Ik
|

(fiirk=>5)

Fig. 150.

Wie sich durch Einfiihren von beliebig sehr kleinen Werten fiir
das Argument in Ubereinstimmung mit dem sich damit ergebenden
Verlauf der graphischen Aufzeichnung konstatieren ldBt, néhert sich
der Funktionswert von der positiven Seite, d. h. von ,;rechts* her
dem Wert 0, von der negativen Seite, d. h. von ,links‘ her aber dem
Wert 1.

Es ist somit:

lim {'"’LT] =0 und lim [ 1 1] =41
z=0" z z=0" z
1+ k% 1+ k*

Die tatsdchliche Existenz dieser beiden Grenzwerte ergibt sich
genau gleich wie oben, wenn wir die beiden Bedingungen fiir das Nihern
von beiden Seiten untersuchen.

Im ersten Falle ist die Bedingung zu erfiillen:

1
‘0——1i<8

TS

oder .
‘ 1 ;<£

| 1

| + I
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woraus
Ink

o

so dafl die Bedingung B, — f(z) <& mit B, =0 erfiillt ist im
Intervall :

0 <

0<ae=0< —~~11nk —
In ( — 1)
&
Im zweiten Falle mul} sein:
1 |
1— | <¢
1+k 2
woraus folgt:

1
e

1+k
oder wie oben bereits?!):
Ink

]n(}- - l>

€

so dafl auch die Bedingung B, — f(x) < ¢ mit B, =1 erfiillt ist
im Intervall:

0 <

Ink

In (i — 1)
e

0> =—0> —

In gleicher Weise 146t sich

lim(z - sinz) = 0
z=0

bestimmen, wenn man der Einfachheit halber sinz durch den sicher
stets groBeren, an der Grenze 0 werdenden Wert x ersetzt, so dal} fir

) B — flz)] <e
hier folgt:
0 —zsinz, <e¢
oder
0 — 2 <e¢
2?2 <e
1) Der zweite Fall 1 - . [ E liefert wieder eine selbstverstandliche
1 1+k °
Relation: ——— - — <1+ ¢

1

1+k_-ls
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was der Fall ist im Intervall:

x:é..._"/é..-o..._*_'l/;

x=f(x)=x-sinx

HE4

!
|
i
|
i
i
|

b; 7
|

|

|

|
il']
|

|

i

Fig. 151,

Fiir nebenstehend in Fig. 152 angegebene Funktion, welche dadurch
definiert ist, daB y = f(x) jeweils gleich der groften ganzen, positiven
Zahl sei, die der Argumentwert im Intervall erreicht, folgt z. B.:

Ihr Grenzwert fiir x = 2:
a) Fir eine Anndherung von der
rechten Seite muBl sich ein Intervall

|
[
+y YIS ;— x=c-+-(c+0) also 2 -.-(2+ J) fin-
! [ den lassen, innerhalb dessen | B — f(z)| <¢
| neo ist. Dies ist der Fall fiir 6 =0 bis 1
; m—! | und B=3=B,, denn in diesem Inter-
| oz | vall 2=2--.(240)=2 bis 2+1)=3
| 1 ¥/® st nach Definition der Funktion f(z)= 3,
— E :; E so daB in ihm |B; — f(z)| =3 — 3|
4 e =0 <eist,
ol x=rd X Es ist also
: Fig. 162, lim f(x) = B, = 3
z=27

b) Fiir eine Annéherung von der linken Seite her mul} sich ein
Intervall z = (¢ — J) --- ¢ also (2 — 0) - - - 2 finden lassen, innerhalb
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dessen B — f(x)| < ¢ist. Dies trifft zu fiir 6 = O bis lund B =2 = B,,
denn in diesem Intervall x =2 — 0 =2-—-0bis 2 —1=1-..+2 ist
nach Definition f(x) = 2, so daf in ihm ‘B, — f(x) =2 — 2/ =0 <e.
Somit folgt auch
lim f(x) = B, = 2
x=2"

Erhilt man von beiden Seiten, von links und von rechts den nim-
lichen Grenzwert, so wire die nichstliegende, logische Schreibweise:
lim f(x) = B

z=A4
Man spricht in diesem Falle von einem Genzwert schlechthin
und hat es auch nur dann einen Sinn, die einfache Schreibweise

lim f(x) = B
x:A/( ) U%d
zu beniitzen. H \
In analoger Weise iibertrigt man diese Ver- ! RN @)
héltnisse auf den Grenzwert B der Funktion, | 12
wenn man andeuten will, ob mit abnehmendem ‘—J'—_:A;* —rE
oder zunehmendem Funktionsweri (der Or- r//z/!
dinate) dieser Grenzwert erreicht wird, und i 2)
erhilt auf diese Art noch die ndheren Umschrei- ! . ,,} 2
bungen, wie zum Beispiel: “4" —/7’ —rE
lim f(x) = B* vgl. Fig. 153a ff/”/!
z=A4" ! ¢
oder | N
lim f(x) = B~ ,, , 153b _.+,_._iﬁ.\:\ e
z=A" i X\
oder |
lim f(x) = B~ ,, ,, 153c
z=AT
lim f(x) = B+ ,, ,, 153d
r=A
usw.

Eine Funktion kann daher im allgemeinen in einem Punkt vier
verschiedene Grenzwerte besitzen. Man spricht daher, noch praziser
ausgedriickt, von einem Grenzwert der Funktion schlechthin,
wenn diese vier moglichen alle einander gleich sind.

Ist:

limf(x) =0
T=A

so nimmt fiir die nédmliche endliche Grenze des Argumentes in

deren Néhe der reziproke Funktionswert %= y unbegrenzt grofe
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Werte an; ihr Wert tiberschreitet jeden erreichbaren endlichen Wert,
der Funktionswert wird, wie man sagt, wnendlich grop, geschrieben
,,00%, so dall dann in obigem Falle:

1
l. ‘(_) =
)=
womit ausgesagt wird:

Ist die Funktion f(x) fiir Werte des Argumentes . in der niichsten
Umgebung von « = 4 definiert und gelingt es unmittelbar nach oder
vor diesem Wert bzw. dieser Stelle ein Intervall « — d < .« <« 4 d zu
bestimmen, abzugrenzen, innerhalb dessen der absolute Funktions-
wert f(x) iiber alles MaB wiichst, so daB er innerhalb dieses Gebietes
dem Zahlenwert nach groBer wird und bleibt als eine noch so grofle
Zahl w, daB also die Beziehung hesteht und erhalten bleiht:

£ ()| > o

8o sagt man, die Funktion besitzt die (uneigentliche) Grenze ,,unendlich*
und zwar 4o oder — a0, je nachdem der Zahlenwert der Funktion
in bleibend positivem oder bleibend negativem Sinne grofer wird als w .

Natiirlich sind auch hier, wie oben, in
fraglichen Féllen die Unterscheidungen
beziiglich der Anndherung von einer be-
stimmten Seite zu machen.

Als Beispiele hierfiir erwéahnen wir die
folgenden Fille in mehr oder weniger voll-
stdndiger Umschreibung:

limio=+oo bzw.
=0 X~
1 1
lim ] = toc; lim — )=t
z=0 x=0+ x
| S@=zln e )
Mg T
T T L] = e im | e
poe- o=l =T Tl el T
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tim | 1| Z
_lx—a r i
r=a l \ 7 . .
1 i ! 'ﬂx=m/@=d)
in 1 |4 o
z=at xr—a _ Tz
Fig. 156

S —0oC, wenn a > 1

=0 oo, wenn a <1

a, a=7
Sx)= laya:{éh%

"Log x

feor-tyx f
— %)

i Fig. 157.

lim [ tgz | — +oo
x=(2ni1)'z N

lim [ tge |=-—-oc

x:(?ni])f

Funktionen, deren Zahlenwert sich mit unbegrenzt wach-
sendem Argument einer be-
stimmten endlichen Grenze |
nihert, sind in folgendem an-
gedeutet:

lim a*=0, wenmn a <1
=+

lim a* =0, wenn a > 1

T =-00

lim |- T =+1- i
z=1co xf 2
L+k Fig. 159.
bzw.

- - +
[ ]
x=+o0 Z = -00 2

1+ k= 1+ k*
lim ! 1 =41
z =*too -
1+x‘-’.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 19
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Fig. 160. Fig. 161.

Schlieflich kann auch der Funktionswert zugleich mit dem
Argument unendlich werden, wie dies in folgenden Beispielen
zutrifft:

lim o*=+o00, wenn a>1
#=+oo

lim ¢* =400, wenn a <1

Tr=-00

vgl. Fig. 159.

00 fur 1
lim “Logx = <__|ioo ir Z i )

Z=+00

} vgl. Fig. 157.

Es kann auch eintreten, dafl der Funktionswert sich keinem Grenz-
wert néhert, wenn dies auch mit den Werten des Arguments der Fall
ist. Man sagt dann, die Funktion besitze fiir den betreffenden Grenz-
wert des Argumentes keine Grenze oder ihr Grenzwert ist un-
bestimmt. -

Funktionen, welche ein solches Verhalten zeigen, sind z. B. die
trigonometrischen fiir ein Argument, das unbegrenzt wichst oder ab-
nimmt (nicht ganz korrekt ausgedriickt: ,,sich der [uneigentlichen]
Grenze + oo ndhert). Indertat zeigt die Betrachtung ihrer geo-
metrischen Bilder fiir noch so groe Werte ein bestéindiges Wechseln
zwischen bestimmten positiven und negativen endlichen Werten bei

sinx und cosx, zwischen
WJ{! f(x)=sinx unendlichen Grenzen bei
! - tgxz und cotgz.
Es ist:

lim (sinz) = unbestimmt
z =too

lim cosz = unbestimmt
z=*to0

Fig. 162.

(Die Kurve dieser letzteren Funktion ist bekanntlich die ndmliche, wie
fiir sinz, mit dem Unterschied. daf} sie fiir x = 0 mit cosz = cos0 = 1
beginnt, also gegeniiber obiger Sinuskurve um eine Viertelwellenldnge
nach links verschoben ist.)
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lim tgz = unbestimmt; vgl. Fig. 158.

x=ZToo

lim cotgx = unbestimmt.
z=%c0

)

Ebenso ist:

1
lim (sin ( )) = unbestimmt.
=0 x

Fiir letztere Funktion sieht man diese Unbestimmtheit des Grenz-
wertes leicht ein, wenn man iiberlegt, dal dieselbe stets fiir Argument-
1

werte von der Grofle x = ——- ! gleich +1 und fiir =

, 7
—2—I2nn 2j—_(2n+l)n

gleich —1 wird. Wie klein auch der Wert von « werden moge, so wird
es immer ein beliebig kleines Intervall |6] > |z| > O geben, innerhalb
dessen fiir # solche Werte auftreten mit allen dazwischen liegenden,
so daB also die Funktionswerte in diesem nicht kleiner als eine beliebig
kleine Zahl ¢ sind und bleiben?).

1) Um dies streng nachzuweisen, haben wir nur zu zeigen, daB also in ein beliebig

1
kleines solches Intervall § immer ein Intervall ! bis (fiir

—g+2m SHEnta
das — - Zeichen gilt die Sache analog) gelegt werden kann. Es ist also zu beweisen,
daB moglich ist: . o

1 1 §+(2n+l)n—-2-—2n7r
- - <9 oder - p — <
Gtena 4@t (§+2nn) (§+(2n+l)n)

2 1

LSS N SR RN [

Sof b=

. 1 3
: e b o a(ben) (Beee) <

Ist also 7 entsprechend dieser Ungleichung gewilhlt, was immer moglich ist, da ja
beliebig groB werden kann, so ist obige Ungleichung exrfiillt.
19*
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Es hat also fiir diesen Fall lim sin ( l) sowohl als auch lim sin (—1—)
keinen Sinn. z=0 x z~0 x
Analog verhilt sich die Sache mit den Funktionen, welche sich aus

einem mit sin (—i—) durch Multiplikation bzw. Division oder Addition

bzw. Subtraktion verbundenen Gliede zusammensetzen, sofern dieses
Glied nicht &hnliche, aber entgegengesetzte Eigenschaften aufweist

von gleicher oder noch gréBerer Méachtigkeit, die diejenigen von sin (l>
abschwichen oder gar aufheben. x

wenn schon mit gegen
Null abnehmendem x
hier diese Funktion
jeden beliebigen,noch
so groBen Wert iiber-
schreitet; denn, wie
auch das Bild (Fi-
gur 164) zeigt, bleibt
dieser Wert nicht im-
mer grofer als eine
beliebig grofie Zahl;

So zeigt z. B. die Funktion 1. /1
[(x) = oo
+f(x) i
,;Tp analoge Verhédltnisse.
1 1 .
I H Es ist
SN 1 . (1
:’I | ‘\\ f(x):;c - Sin (5() 1 1
1 e lim [_ sin <~—>
2 r=0L T x
| unbestimmt,
|
|
|

vy er schwankt ebenfalls
—f(x) und nimmt auchdann
. noch jeden endlichen
Fig. 164.
Wert an.

Es ist die namliche Erscheinung wie oben, nur mit gegen die
f(x)-Achse (den Nullpunkt) sehr schnell wachsenden Wellenhohen
(schon der zweite Wellenscheitel ist ca. achtmal héher als in vorher-
gehender Figur), verursacht durch den in diesem Sinne sich #indernden

Faktor l
x
Also auch hier hat
lim [—1— sin (%)] keinen Sinn.

z<0
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Ahnlich steht es auch mit der Funktion

welche mit positiv oder negativ unbegrenzt wachsendem Argument
in immer gréfieren Schwingungen zu beiden Seiten der x-Achse sich
in gleichem Sinne &ndert, also auch positiv bzw. negativ unendlich
grofle Werte annimmt, die jede noch so groBe endliche Zahl {ibersteigen,
jedoch nicht dauernd, da es immer gewisse Stellen fiir gréfite Werte
von x gibt, fiir welche cosxz = 0 wird, ndamlich wenn 2 ein — beliebig
grofles — Vielfaches von g wird.

<

Aus diesem Grunde ist ebenfalls

lim (z-cosx) = unbestimmt (hat keinen Sinn).
T =40

Ebenso ist lim (x - sinz) = unbestimmt.
X =400
Anders verhilt sich die Sache jedoch mit der Funktion

/() . <1\ !
y=f(x) = x-sin —-) g . ])
x ,.5,1! f{x)=x~sm(—£ //
o . I -
Auch hier ist zu- N i o
folge der darin auftre- Ne ; 5
tenden Teilfunktion sin S | 3

1
(g;) ein bestdndiges Os-

zillieren in der Umge- -
bung des Nullpunktes
um die z-Achse vorhan-
den, aber mit gegen den-
selben fortwahrend ab-
nehmenden Ordinaten,
so daBl gegen den Null-
punkt, beim Anndhern
der Argumentwerte an
x =0 der Funktions-
wert sich in unendlich vielen Schwingungen, bleibend beliebig kleinen
Werten, dem Nullwert, die Kurve dem Nullpunkt, ndhert. Diese Funk-
tion erreicht daher ihren Grenzwert 0 fiir = 0, welchen Wert sie
in der Umgebung des Punktes 0 zudem noch unendlich oft annimmt.
Es hat daher hier einen Sinn, zu schreiben:

lim[x- sin (i)] =0

=0




294 Stetigkeit und Unstetigkeit.

In shnlichem Sinne folgt:
lim{x cos (lﬂ =0 1)
=0 x

Auch, weil stets der Sinus, absolut, kleiner oder héchstens gleich 1

ist, also |sin (—%) =1, so folgt:
. (1)5 _
zesin| | = [«
x/!
und da
limy =
z=0

so folgt erst recht

limz sin (—1> =0
z=0 x

und zwar sowohl fiir x = 0 als auch fiir x ~ 0.
Beriicksichtigt man, dafl mit wachsendem, sehr groBem z die

Funktion sin (;) sehr klein und, je kleiner das Argument des Sinus ist,
um so mehr der Sinus sich dessen Werte néhert, so folgt

.. . 1
fir & = oo : sin — = —
X X

besser geschrieben:
. o1 . 1
lim {sin —| = lim {—
Z =00 x z=co \ L
und damit erkennt man auch sofort den schon oben erwahnten Grenz-

wert dieser Funktion fiir positiv oder negativ unendliches Argument:

lim [x-sin(l” = lim x-l=1
x x

z =t z =too
1) Fir sehr kleines 2 kann namlich geschrieben werden:

f(x) = 0- sin(%) = (3sin(N ]21 -+ oc)

worin N gerade oder ungerade ganz und damit « stets ein spitzer Winkel und wenn o
eine sehr kleine und N eine sehr grofe Zahl bedeuten.
Dann wird:

f(0) = 5[sin(N—;£) cos & + cos (N%) sinoc} = {

Somit folgt:

é(i sinx), wenn N gerade

6(+ cos«), , N ungerade

28 Yan
lim [x . sin(l” = lim
z a=0 | o(L
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Ganz dhnliches Verhalten zeigt auch:

lim (x - COS %) =0
aber #=0

( 1
lim (x-cos > = 400 und lim (xcos}—) = —o00
= +00 x T =—00 x

Ein~ Funktion kann unter Umstdnden auch selbst fiir bleibend
beliebig groBie numerische Werte keine Grenze besitzen, wenn es ndmlich
moglich ist, bei Anndherung des Arguments an eine Grenze A eine
ebenfalls sehr groie Zahl
o anzugeben, die von
den Funktionswerten in l
nichster Nahe des Grenz- y=flar=zr sz |

() ¥,

fyl
f

punktes A4 fiir das Ar-
gument, also im Inter-
vall A —d<ax <A+
nicht dauernd iiber-
schritten wird. - - - —rd

Dies ist z. B. der
Fall mit der Funktion

y = [(x) = + cosx

wie ihr Bild Fig. 166 er-
kennen 148t. Selbst fiir
noch so grofle Werte des
Arguments schwingt die Fig. 166

Kurve stets um die Ge-

rade y =z als Achse, wird es also Werte der Funktion geben, die

grofer und kleiner sind als z.

1

'Ij'fle

Es ist also:
lim [z + cosz| = unbestimmt (nicht + oo)
z=+00
lim [z + cosz| = unbestimmt (nicht — oo)
X = —00

Gleiches oder &hnliches Verhalten zeigen auch die Funktionen:

y = [(x) = x — cosz

ferner
y = f(x) =« -+ sinx

und auch die bei absolut wachsendem Argument mit wachsenden
Schwingungen ihrer Kurve versehenen Funktionen
y =2 + zcosz = z(1 + cosx)

der .
© [(x) = a® + xcosx usw.
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Wie ersichtlich, gehort hierher die ganze Klasse der oszillierenden
Funktionen iiberhaupt, d. h. solcher, deren Werte gewissen periodisch
sich wiederholenden Schwankungen unterworfen sind.

Es kann aber auch in solchen Féllen durch bestimmte Definition des Argu-
ments eine derartig gebaute Funktion einen Grenzwert erhalten, wenn man dem
Argument nur bestimmte Werte in beschrinkterer Zahl zuschreibt.

Ist die Funktion z. B. so definiert, daf ihr Argument der Reihe nach nur

die Werte %, 57” , [9; , +++» annehmen kann, so besitzt die Funktion

fl@) = x. sinz
fiir x = 4-00 nur einen bestimmten Grenzwert, ndmlich -+ oo, da die Funktions-
werte der trigonometrischen Funktion dann fir alle Argumentwerte stets gleich
+1 sind und die Funktion daher diesen Wert auch fiir noch so groes Argument
besitzt.

Die Funktion:

¢ (x) = cosx

erreicht fiir x~+ oo die Grenze —1, wenn # = (27 + 1) 7 und die Grenze +1,
wenn z = 2n ., wobei n die Reihe aller ganzen Zahlen durchlauft.

Die Funktion:
frx)=x iy (x) = x 4 cosw
erreicht im gleichen Falle fiir x= tToo die Grenze too.
Schliefilich betrachten wir kurz noch als be-
sonders interessant und wichtig die folgenden

Grenzwerte :
2 - 069.. lim(2%) =1
e z=0
A R . T
4 .
. x . [sinz
o T U0 um( - >=llm< )=+1
z=0 \SINT z=0 X

Fig. 167.

Man erkennt letzteres wiederum sofort leicht bei Beachtung, daf3
an dieser Grenze der Sinus gleich
L dem Zahlwert seines Argumentes wird.

S50 ff/T

_sinx
S ==F=

A

g
#fé
!
8

Fig. 169.

Es ist ferner, wie man auch aus

/\: der Fig. 168 leicht ersieht,

. x .
lim (—) = unbestimmt
Fig. 168, r=too EINT
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(an der Grenze schwankend zwischen positiv und negativ unendlich
groflen Werten)

und
. sinx f/xi "
lim ) =0 “ y=flx)=(1+%)
g=too ' ¥ I E——

was man leicht daraus er-
kennt, daBl sinxz auch fir
noch so groBles Argument nie
iiber die Werte -1 hinaus-
kommt, also beziglich Grofie
2 in diesem Falle maBgebend
bleibt; der Sinus spricht nur beim Vorzeichen mit.
Es ist ferner:
1))
lim {(1 + T) j - 41

z=0t4> - 1)

2 3 4 & 6 7 8 9 w
Fig. 170.

= +2,71828 - -+ = ¢

i [ 27

w=teor © 7

und ebenso ist auch:
1

liml(l + x)*
r=0

=€

Fir die Falle, wo der Funktionswert im Punkt kein unbestimmter
ist, aber verschieden von den Grenzwerten, verweisen wir auf die spiter
ausfithrlich behandelten Beispiele?):

o
F(2) =D 'sin?z (cosa)"
n=0

_Nsin|@n o D
= 2n 1

n=u

D(x)

Es kann auch eintreten, dal} die Funktion f(x) einen bestimmten
Wert f(a) fiir einen bestimmten Wert des Arguments, @, hat, aber
keinen Grenzwert fiir diesen, weder von links noch von rechts oder
nur von einer Seite, besitzt.

Indem wir uns an das iiber die ,,unendlich kleine GréBe‘ als Ver-
anderliche Gesagte erinnern, kénnen wir, wie leicht einzusehen, unter
Herbeiziehung des Begriffes des Grenzwertes die Untersuchung

1) Vgl 8. 15.
2) Vgl. S. 344—351.
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der Ordnungenunendlich kleiner Grofen auf jene des Grenz-
wertes von Quotienten solcher zuriickfithren.

Es 148t sich dann sagen, dal zwei solche Gro8en von der nim-
lichen Ordnung sind, wenn der Grenzwert ihres Quotienten
eine endliche, von Null verschiedene Zahl ist, daB sie von
ungleicher Ordnung unendlich klein ist, wenn derselbe null
oder unendlich ist, (im ersteren Falle ist der Zahler, im letzteren
der Nenner héherer Ordnung); daf ihre Ordnung — wennschon sie
selbst beide unendlich kleine GroBen sein kénnen — nicht be-
stimmbar ist, wenn ihr Quotient keinen Grenzwert besitzt
und auBerdem dessen GroBe in der Nahe der Grenze auch nicht
nur zwischen endlichen Grenzen schwankt. Im letzteren Falle
wiren sie auch gleicher Ordnung, trotz unbestimmten Grenz-
wertes, jedoch bei Schwankungen zwischen von Null ver-
schiedenen, endlichen Zahlwerten.

So ergibt sich fiir die Beispiele, die wir schon friiher?) erwéhnt haben:

1. Bei
)
hm[ s o }
s=0LA" —a”

folgt durch Reihenentwicklung der Wert , also eine endliche,

1
2Ina
von 0 verschiedene Zahl. Demnach sind Zahler und Nenner von gleicher
Ordnung unendlich klein.

2. Auf gleiche Weise findet man:
0 T /6)
a+a-0l 6153(5 B
daher sind fiir unendlich kleines & Zihler und Nenner ungleicher Ord-
nung unendlich klein, und zwar ist der Zahler héherer Ordnung (der
gleichen wie J) als der Nenner.

3. Es wird:
i 0 l 3!
pi) P Rl ] Sl R

weshalb Zdhler und Nenner ungleicher Ordnung sind, und zwar ist
der Nenner von hoherer Ordnung (von der 3-ten gegeniiber d) unendlich
klein gegeniiber dem Zéghler.

4. Aus:

lim
5=0

i {82 + &3+ ¢t 1 [‘l‘j’—j + e‘} _
oo Lef et 4 o Ut et ed]
folgt, daB Zihler und Nenner unendlich klein von derselben Ordnung
sind, und zwar beide von der zweiten Ordnung, wenn ¢ von der ersten ist.

1) 8. 256 u. ff.
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5. Ein Beispiel anderer Art liefert uns die Berechnung des Grenz-
wertes :
) x’lt
im 5]

Er ergibt durch Reihenentwicklung den Wert co. Also ist der Nenner
unendlich klein von hoherer Ordnung als der Zshler. Und zwar ist,
wie die nihere Rechnung zeigt, diese Ordnung unbestimmbar, somit
Zghler und Nenner iiberhaupt nicht vergleichbar.

Die allgemeine Berechnung von Grenzwerten — die wir nach-
folgend noch an einigen Beispielen andeuten werden — fordert die
Kenntnis gewisser Regeln und

Siitze iiber die Grenzwerte zusammengesetzter Funktionen,

stets bezogen auf die ndmliche Grenze des Argumentes.

I. Der Grenzwert der Summe zweier Funktionen ist
gleich der Summe der Grenzwerte der Teilfunktionen.

Kurz geschrieben:
lim [£(a) + ¢ ()] = lim [£ ()] + lim [¢ )]

Zum Beweise miissen wir natiirlich voraussetzen, daB diese Grenz-
werte existieren, so daf also:

lim [/(®) + ¢@)] = B

lim(/(z)| — 5,
tim [ (1) — b,

Dann bedeutet die Existenz des Grenzwertes der linken Seite nach
unserer Darlegung, dal}

|B—[f(x) + ¢@)]| <&, wenn nur |4 —z| <9
und auf der rechten Seite folgt damit:

b, — f(@)] <&, wenn nur |4 —af <
und
|by — p)| <&, wenn nur |4 — x| <6

Es folgt somit:
by — f@)] + b — p(@)] <& + &
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und, solange wir nur reelle Gréen!) im Auge haben, wird dann weiter?):
[[by + bo] — [f(@) + p@)]] <& + &
|4 — x| <

wenn

wobei 0 die groBere der beiden Zahlen 6, und 0, bedeuten kann.
Setzen wir
&+ & =2¢

wobei ¢” beliebig klein sein kann, weil dies ja fiir ¢ und ¢, gilt, so folgt:

{6y + by) — [f{2) + p@)]| < &
|4 — x| <0

wenn

was aber nichts anderes ist als die Bedingung, da8

lim [/(@) + ¢ @) = by + by

Nun ist aber nach obigem:

lim[f(x) + ¢ (@)] = B

z=4
womit sich ergibt:
B =15, +b,

also indeitat die im Satz angesprochene Beziehung, welche sich
allgemein durch Einfithrung der Funktionsausdriicke fiir diese Grenz-
werte schreibt:

lim [/(@) + ¢ ()] = lim [/(@)] -+ lim[¢(@)]
W.Z.Z. W.

Ganz analog 1aBt sich der Beweis auch fiir die Differenz liefern,
so daBl allgemein gilt:

II. Der Grenzwert der Differenz zweier Funktionen ist
gleich der Differenz der Grenzwerte der Teilfunktionen.

Kurz geschrieben :
lim[f(x) — ¢ ()] = lim [ ()] — lim[g ()]
x=A x=A x=A

Das némliche 148t sich auch fiir eine beliebig oft wiederholte, aber
in endlicher Zahl gesetzte Kombination von Addition und Subtraktion
aussprechen :

1) Vgl 8. 119/20.
2) Vgl S. 4.
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ITI. Der Grenzwert einer Funktion, bestehend aus be-
liebiger, aber endlicher?) Zahl addierter oder subtrahierter

Teilfunktionen, ist orlelch den in gleicher Art verbundenen

Grenzwerten dieser Teilfunktionen.

D. h.:
11m[+f(x) +90(96) +w( @) e Ey)] =

= hmf(x) -+ hm(p( ) = lim oy (x) £ - 2 lim gy (%)
. z=4 =4

z=A

IV. Der Grenzwert des P_I;gég}{fgs_ zweier Funktionen

ist gleich dem Produkt der Grenzwerte der beiden Teil-
funktionen.

Kurz geschrieben:
im[£(>) - ¢ ()] = lim[f'(ac)] - lim[¢ (4t)]
x=A x=A4 x=A4

Auch hier 146t sich der Beweis, ausgehend von der Voraussetzung
der Existenz der drei Grenzwerte, leicht, wie folgt, erbringen:
Die linke Seite sagt dann aus:
1B —[/@)-¢@)]] <&
wenn
4 —x <0
Die rechte Seite sagt:

by — fl@)] <g&, wenn [4—z <9

und:
by — ()] <&, wenn |4 —z| <
Durch Multiplikation folgt dann:
by — 7@)] - |by — ¢ ()] < ¢ &
daher auch: ,
by — f@)] - [y — ¢ @)]] < &1 &
oder:

byby — by f(x) — by (%) + f(x) - ()] < &58
l(b b2“f“f’)+(2f”¢—"b2f—bl‘f’[<51£2 %)

1) Der Grenzwert einer Summe bestehend aus unendlich vielen Summanden
kann, er muB aber im allgemeinen nicht gleich der Summe der Grenzwerte der
Summanden sein. Wir werden dies spiter noch deutlicher erfahren (vgl. S. 436).

2) Lediglich der Abkiirzung und einfacheren, iibersichtlicheren Schreibweise halber
setzen wir nur das Funktionszeichen ohne das hier selbstverstindliche, dazu zu denkende
Argument, also z. B. ,,f* an Stelle von ,,f(x)*, wie es iibrigens in Fillen groBerer und
komplizierterer Ausdriicke ofters mit Vorteil praktiziert wird.
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oder, weil wir nur auf reelle GroBlen Riicksicht nehmen, so folgt:

a) wenn die beiden Klammern gleiches Vorzeichen haben?):

by — fop| + |27 @ — by [ —byop| <15
und daher:
byby — f-p| <éereg — |2/ @ —by[— by gl

b) wenn die beiden Klammergroflen entgegengesetztes Vorzeichen
haben, kann man vor der negativen das Vorzeichen herausheben und
erhilt dann die Differenz zweier Klammerausdriicke gleichen Vor-
zeichens, mit der wir — gleichgiiltig, welche wir als negativen Klammer-
ausdruck erhalten — schreiben konnen:

b1y — f) — 2Fp — by [ — bio)| <&

oder, da wir links nun die Differenz zweier Zahlen (der Klammern)
mit gleichem Vorzeichen haben, statt dessen

bibs — Fpl — [2Fp — by [ — byop| < &5

byby — | <ey&s + |27 — by [ — by @
Infolge der Voraussetzung ist
imf=25% und limep=~>a,
z=4 z=A4
und wird somit der rechts in der absoluten Klammer stehende Aus-
druck beliebig klein, und somit aus a) und b):
b1y — Fp| < &6g+ e, wenn |4 —az| <O

wenn ¢ die beliebig kleine Grofie bedeutet, die aus der absoluten
Klammer rechts stammt und wir mit 6’ wiederum die groBere der
beiden Zahlen ¢, und J, bezeichnen.

Mit ¢, & 1 & = ¢’ folgt dann
Biby — @) p@)] <, wemn |4 —a| <O
das heifit aber:
lim [f(2) - ¢ (%)] = b, - b,

rz=A
Da andrerseits nach Voraussetzung:
lim [/() - @ (2)] = B
z=4

ist, so folgt nun:

B == bl . b2
oder also:
lim [/(2) - ()] = lim f{(z) - lim ()
z=4 r=4 z=4
W. Z.Z. W.

1) Vgl 8. 4.
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Auch diese Regel 148t sich ausdehnen auf beliebig viele Faktoren
von endlicher Anzahl und leicht beweisen, wenn man alle Faktoren in
nur zwei Teilen unter zwei neue Funktionszeichen zusammenfaft und
auf diese beiden Funktionen den obigen Satz anwendet und so durch
Zerlegung in je zwei Faktorfunktionen unter bestdndiger Anwendung
des obigen Satzes bis zur volligen Zerlegung in alle Einzelfaktoren
fortfahrt.

Es folgt:

V. Der Grenzwert einer Funktion, bestehend aus einer
beliebigen, aber endlichen Anzahl miteinander multipli-
zierter Teilfunktionen, ist gleich dem Produkt der Grenz-

werte dieser Teilfunktionen.

D. h.:
lm([f(z) @) - p)----- ) (x)] = lim/(z) - lim ¢ (z) - Limy () - - -« - lim;;(:v)

r=A rz=4d z=4 r=4 x=4

Sind im besonderen die miteinander multiplizierten Funktionen
einander gleich, so folgt aus dem eben Gesagten sofort allgemein fiir
n Faktoren:

Wenn:

@) = @) = ple) = -+ = ()

lim [( ()] = (lim [£x)])"
d. h.: ‘

VI. Der Grenzwert einer ganzen, endlichen Potenz von

einer Funktion ist gleich dem in die namliche Potenz er-
hobenen Grenzwert der Funktion.

Im weiteren gilt obige Regel auch fiir den Quotienten mit der
Einschréinkung, wenn der Nenner nicht null wird:

VIL. Der Grenzwert eines Quotienten zweier Funktionen
ist gleich dem Quotienten der Grenzwerte der beiden Teil-
funktionen, solange die Nennerfunktion in der Grenze
nicht verschwindet.

Also:

hm [ F(x)]
)] _ o |
hm el 1151111[90 @1’ wenn M
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Beziiglich des Beweises haben wir wieder:

| .
iB—ml<€, wenn 4 —2x] <o

g (@)
by — /@) <& ”» |4 — x| <o
lb2__(/)(x)l <€2 IR IA—IUI <(>3
folglich
b, — /(@)
AL <
1y 'b_w
by —f@, e,
i e
Analog durch Division mit |¢(x)] == 0 :
bl - /(x) ‘ & ”
<l =& -
@ S p@
Somit:
o _ L b
’ b2 b2 + (]" q) < é —I— ¢
oder
‘(bl f) (bl / ’ ’”
=g+ (=) <o

woraus nach obiger Darstellung im Beweis fiir das Produkt, je nachdem
die beiden Klammergroflen gleiches oder ungleiches Vorzeichen auf-
weisen :

b ‘ , s 1D '
nTy SRR,
Nun ist:
b [ _bb—Ty
g by by ¢
und setzt man zufolge der Voraussetzung [b; — f(®)] < & mit Be-

gehung eines beliebig kleinen Fehlers (dessen Wahl ja nur von der
Wahl der beliebig kleinen Zahl ¢ abhéngt) /= b, — ¢, so folgt:

bbby — (b~
¥ b, by ¢
_ b1(l?g,f:‘£) + & ¢
by ¢
Nun ist nach Voraussetzung b, — ¢ =< ¢ und somit wird der Zéhler
beliebig klein, also auch der ganze Bruch, so daBl man setzen kann:
bl ]‘ ' . 8///

by
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womit dann folgt:

él_ —_ L' < 8/ + 8” i 8///
b2 ¢ l 7"
£
| b1 f (x) i "
=5 <&
bz @ () '
woraus aber:
‘ /(x) _bx
z= Al @ () by
und somit, da bereits
; M] _
im | 7] =
ju— blw
oder
lim|
lim[f (2) ] _ zlﬂlf(x)J
@ (@) 11'3[¢ ()]
W.Z.%Z. W.

Als Spezialfdlle erwdhnen wir noch die folgenden:

VIIL lig[o T ) =0C=E lim / (cc)
IX. lim[C-f(x)] = C-limf ()
x=A x=A
C c
X. llm [}‘(96) } = llzllif(w) s wenn f&)‘:i: 0

d. h.:

Eine Konstante darf als Summand oder Faktor unter
dem Limes-Zeichen stets ohne weiteres als solche Gr68e vor
dasselbe gesetzt werden.

Ganz allgemein ergibt sich aus obigen Betrachtungen:

Eine Gesamt-Funktion, gebildet aus einer beliebigen endlichen
Anzahl von Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen (ganzzahligen
Potenzen) und Divisionen beliebiger Funktionen besitzt einen Grenz-
wert, der gleich ist der gleichartigen Kombination der Grenzwerte der
einzelnen Teilfunktionen, wenn die im Nenner stehenden Funk-
tionen an der Grenze nicht verschwinden.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. T. 20
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D. h. fiir solche sog. rationale Funktionen, in denen nur diese vier
bzw. fiinf Grundoperationen auftreten, gilt:

lim [ (f @), 9 (@) $@), -+ - n@))] =

= F[lim/(x), lim ¢ (&), lim (@), - - - lim ()]
x=A x=A4 x=A x=A4

So ist z. B.
. @)+ p) — wx) - ()
1 =
P (o)
Jim £(@)] + lim (¢ ()] — lim (3 () - lim [ 2)]
- (lim o))
x=A
wenn li_nf}l le@)] 40
oder kurz: r=
. [f+@—y-n]_lm/+limg —limy-limy
hm[ o ] = (limg)? T

wenn: limg 3 0

Wenn schon die oben gegebene Darstellung die einwandfreie
Feststellung eines Grenzwertes gestattet, so kann sie es doch
stets nur in dem Sinne tun, daB sie einen schon vermuteten als solchen
bestétigt. Sie arbeitet ja, wie gesehen, nach dem Prinzip: ,,Wenn B
der Grenzwert sein soll, so muB ..., setzt also stillschweigend bereits
das Bekanntsein eines moglichen Zahlenwertes bis zu einem gewissen
Grade voraus.

Solange nun die Funktion sehr einfach und iibersichtlich gebaut
ist, kann diese Bedingung auch als erfiillt gelten. Diese Methode 146t
uns daher aber auch vollig im Stich, sobald es sich um zusammen-
gesetzte Funktionen oder iiberhaupt um kompliziertere Fialle handelt,
wo man den vermutlichen Grenzwert nicht gut erraten kann, um ihn
nur noch zu kontrollieren. Immerhin bleiben auch fiir solche Félle
obige Darstellungen grundlegend.

Die Schwierigkeit, einen Grenzwert zu erkennen, liegt oft darin,
daB die betreffende Funktion, wenn wir in ihrer vorliegenden Form
das Argument sich seiner Grenze ndhern lassen, thren Wert sich einer
der sog. unbestimmien Formen — wie ihr nicht gerade gliicklich ge-
wihlter Name andeutet — nihert, welche als Grenzwertform fiir die
Funktion wohl ganz bestimmte Werte haben koénnen, sie jedoch ohne
weiteres nicht erkennen lassen.
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. . sinx . .
LaBt man z. B. im Quotienten T das x immer kleiner werden,
. . sin0 0
so ndhert sich der Quotient der Form _1_116_ =0 Wenn schon, wie
wir oben auf andere Weise erkannt haben, der Quotient als Grenzwert

der Funktion eine ganz bestimmte Zahl, nimlich 1 ist, so geht dies aus

diesem Resultat 0 nicht ohne weiteres hervor, weil wir zunichst mit

dem Quotienten iiberhaupt nichts anzufangen vermégen, da ja

0
insbesondere die Division durch Null nicht gestattet ist. Wie aber trotz-
dem einem solchen” Quotienten eine symbolische Bedeutung gegeben

werden kann, dariiber vergleiche man VI, 8. 352 u. ff., insbes. S. 402—406.

. . . (1 .
Ebenso liefe der Quotient x-sm(x) mit immer wachsendem

1
Argument auf die Grenze oo -sin (;) =00 +8in0 = oo - 0 schlieBen,

ebenfalls eine Form, welche zunichst keinem bestimmten Wert zu
entsprechen scheint und doch, wie wir bei der Untersuchung dieses
Grenzwertes gesehen haben, hier 1 bedeutet?). Auch hier ist dieses
Produkt nur wie ein Symbol fiir den bestimmten mathematischen
Prozef3, ndmlich den der Grenzwerterreichung, aufzufassen.

Analog verhilt es sich mit dem Grenzwert ( 1+ %) fiir stets zu-
nehmendes Argument. Der direkte Ubergang zur Grenze wiirde uns
auf die Form: (1 + é) = (1 4 0)* = 1 fiihren, was in diesem Fall

nicht 1 ist, sondern, wie oben gesehen, die bestimmte Zahle = 2,718 - - . 2),
was uns sagt, dafl auch 1% eine ohne weiteres nichts Bestimmtes aus-
sagende Form ist.

Es ist in all diesen Fillen zur Gewinnung des richtigen und be-
stimmten Grenzwertes das Konstruktionsgesetz der Funktion,
die zu einem solchen Ausdrucke an der Grenze fiihrt, mit in Betracht
zu ziehen. .

So nimmt z. B. =2 fiir unbeschriinkt abnehmendes & auch zuletzt

. bx
. 0 0 . s . 0
die Form >0 an, jedoch ist ein Unterschied zum Grenzwert -

5-0 0 1 sinz

sinz . .
von —— vorhanden, indem der Ausdruck immer, als 5 s’ der
x z

5-te Teil des obigen bleibt und dies bis zur Grenze. Der Grenzwert

1) Vgl. S. 293/94.
2) Vgl. 8. 15.

20*
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dieses Ausdruckes wird denn auch —é und nicht 1, wie man leicht

erkennt, wenn wieder beriicksichtigt wird, daB an der Grenze fiir
2 =0:sinx = x und somit
A! sinx) . (1 x) 1.z 1 1
—_ =1 —_—— ] = —_— = . = - —
1133(5 z ) T\s . T s me T T

ist. Der Unterschied riihrt also daher, weil hier der Nenner 5-mal
grofler war und dies bis zur Grenze blieb, welcher Faktor 5 im Nenner

aber die unbestimmte Form % fiir die Grenze nicht beeinfluBte.

Ebenso ist 17 stets genau gleich 1, wenn dieser Ausdruck ent-
standen ist durch unbeschrinkt wiederholte Multiplikation von 1 mit
sich selbst. Es ist also bestimmt:

liml -1, 151, «ovee 1,017 =1

N~ 00
und hat mit der obigen unbestimmten Form 1% in diesem Falle (nur !)
nichts zu tun, weil eben das Entstehungsgesetz oder das Konstruktions-
gesetz dieser Potenz 1™ in diesem Falle bekannt ist und dasselbe nur
diese Losung zuldft.

Aus all dem folgt, dall, solange solche Formen auftreten ohne
tiefere Einsicht in das Entstehungsnetz, mittels dessen auf eine be-
stimmtere Aussage derselben weiter geschlossen werden kann, dieselben
als nichts sagend hinzunehmen sind, indem sie keine bestimmte
Antwort auf die Frage nach dem gesuchten Grenzwert zu geben
vermogen.

Sie sind daher zur Erreichung eines bestimmten Resul-
tates, auf das man ohne ndhere, weitere Untersuchung
bauen kann und will, fiir bestimmte Aussagen alsunbrauch-
bar zu vermeiden.

Derartige, hierfiir in Betracht fallende, sogenannte ,unbestimmte
oder wvieldeutigen Formen* kennen wir in den Ausdriicken:
0 oo o
0 s 0003 0r 005 005 0005 1
Um nun das Vorgehen kennen zu lernen, welches in vielen Fillen
zur Bestimmung des nicht so ohne weiteres erkennbaren Grenzwertes
auf elementarem Wege!) filhren kann, geben wir im folgenden einige
die verschiedenen Methoden charakterisierende Beispiele fiir die

1) Auf eleganterem und namentlich kiirzerem Wege erreicht man dieses Ziel mit
der Differentialrechnung, was uns spiter selbstverstindlich werden wird, da dieselbe
sich als spezielle, kiirzere und iibersichtlichere Form der Grenzwertrechnung erweist
(vgl. VI, 8. 352 u. ff.).
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Allgemeine Bestimmung von Grenzwerten.

Ist der Grenzwert, d. h. der Wert, welchem die Funktion mit dem
in bestimmtem Sinne sich dndernden Argument zustrebt, nicht klar
ersichtlich, so wird bei gemachtem ,,Ubergang zur Grenze* eine der
,,unbestimmten Formen‘‘ auftreten.

Ein erster Weg, den Grenzwert zu finden, besteht nun darin,

das Auftreten der unbestimmten Form beim Grenziibergang fortzu-
schaffen. Es gelingt meist, indem man durch Kiirzen, Reihenentwick-
lung u. dgl. ein die .,Unbestimmtheit* bewirkendes Glied herausschafft,

wie z. B. in lim (3—x;|_l> durch Kiirzen mit x:
=0
lim[f(?)—ﬂ_ | im(3+0) — 3
z=0 x | =0

Es folgt also die Regel:

I. Manformeden gegebenen Funktionsausdruck, dessen
Grenzwert gesucht ist, algebraisch solange um, bis mit dem
Ubergang des Arguments in seinen Grenzwert, der Funk-
tionswert keine unbestimmte Form mehr wird.

Ein ev. erhaltener .bestimmter Wert“ beim Grenz-
iibergang (keine der ,unbestimmten Formen) ist der gesuchte
Grenzwert.

So findet man z. B. aus:

lim [J(@ — 1) (0 + 3) — o]

W =00

bei direktem Ubergang zur Grenze zunichst die unbestimmte Form:
]/(oo———l) (oo—}—3) — 00 = ]’/oo © 00 — 00 = 00 — 00

Formen wir den gegebenen Ausdruck nach der Formel:
a?—b>=(a—+0b)(a—0)
a? — b2

a=b= i

um, so folg!:
Je-D@F - @ DY —0

lr/(w —Dw+3+ow

o+ -1 +3)
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woraus beim Ubergang zur Grenze nun folgt:

2w —3 oo
lim —
w=oo | 4 Y (w — 1) ( cu—l—3) 00
also wieder eine unbestimmte Form.
Die Division von Zéhler und Nenner mit der unendlich grol werden-

den Grofie bringt auch hier wie im allgemeinen die unbestimmte Form >
zum Verschwinden. Es folgt nédmlich bei Division mit w: e

3

lim |- & - 2= 2,

) 1f0—0 2
]1+__* 1+J1+0—0

w?

nicht mehr eine ,,unbestimmte Form‘, sondern eine ganz bestimmte
Zahl, der wahre, gesuchte Grenzwert der Funktion, so daf} also:
i [V — 1) 0+ 9) — 0] = +1

Auf analogem Wege findet sich:

%_%+B
lim 3w —5)(Tw—2 = lim ——
=00 V( )( ) ] ) =00 ]. - /21 41
- TV e "ot + ot
W w

Man erkennt nun, daB der Nenner mit wachsendem o immer
kleiner wird, wihrend der Zahler sich immer mehr der Zahl 20 nihert
also jedenfalls endlich bleibt. Daraus aber folgt, dafl der Wert des
Bruches mit zunehmendem w selbst iiber alle Grenzen wachst, was wir
dadurch ausdriicken, dafl wir sagen, er nahere sich der ,,Grenze oo
oder wie man kiirzer, aber nicht ganz exakt auch sagt, er werde un-
endlich (oc).

Es folgt somit

lim [YBw —5) (T —2) —w]=+oo

=20

Man beachte, dal man hier, um die Unbestimmtheit in der Form :

wegzuschaffen, durch das Quadrat von o dividieren mufite, worin eine
oft zum Ziele fiihrende Regel steckt, die auch beim Auftreten der

0
Form 9 fiir das Verschwinden des Argumentes mit Vorteil beachtet wird :
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Beim Auftreten der Form ?—; oder % dividiere manZahler

und Nenner durch die héchste Potenz der unendlich bzw.
null werdenden GrofBe.

Man findet ferner:

3 3

x a
hm[—z —2]
z=al 2?2 — a2

wenn man Kiirzung mit (x — a) beriicksichtigt:

I {xs —aj} o'+ azt a“’] 3a?
pmal@? — a? z+a

= lim

z=a

3a* _ 3
2

Den Grenzwert

bestimmt man am besten, indem man fiir ¢* die Reihenentwicklung

einfithrt :
x‘_’ x3 x4
Y] = [(””—f*fﬂ.‘“z.s.ﬂ"')“l]
lim =lim|—— —

z=0 x z=0

x

.’L‘3
__hm[l + — + I 2 3_|_ 1.5.3.2 + ]
=1404+0-+0+ +--
) [e‘——l
lim S| =
a=0t ® 4
Ferner wird
[ ogin? E)
. |1 — cosx . 2sin <2
| ey | T Hm) x) o
4sm cos 5
1

lim - } L
= |1 = = -
2=0 ) g) 2:1 2
_2 cos ( D)
Ein zweiter Weg zur Bestimmung von Grenzwerten fiihrt zum
Ziel durch algebraische Umformung — unter Anwendung oben ge-

gebener Grenzwertsitze — auf eine Form, deren Grenzwert bereits
bekannt ist:
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II. Man bringe die vorliegende Form der auf den Grenz-
wert zu untersuchenden Funktion durch Umformung auf
die Form eines bereits bekannten Grenzwertes, um diesen
dann einfiihren zu kénnen.

So ist es, wie bereits berithrt, mittels der Beziehungen:

lim (sinz) = lim bzw. lim [sin (g—)] = lim [ﬁ]
Z =00

z=0 =0 z=0ol X
und ]

lim(cosz) = 1 " lim[cos (ﬁ)j =1

z=0 z=00 X

leicht méglich, folgende Grenzwerte zu bestimmen :

sing lim (sinx)
1. i =1li = 220
ilfé (tg) ;I:no (cos x) lim (cosz)
z=0
limz
=20 = 1im(f> = lima = 0
lim(cosx) 4-o =0 -
=0
Analog findet sich:
lim [tg (a)] = lim ﬁ} =0
z=00 xS/ g=o0 LI
Ferner wird:
2 lim [w sin (—) = lim w - lim [sm (—)]
— lim @ - lim (ﬁ)
= lim [w _cx_] =«
(1) =0C w R

Mit der gefundenen Beziehung:
lim(tgz) = limz
z=0 z=0

folgt weiter:

3. 1im{ tg o ]=1im[ﬁ‘—} 1
a=oltg(n ) a=0lM & n

Mittels: h

lim [1 -+ i—r= e

2=00

findet man den Grenzwert:

1
4 lim(1 + né)®
=0
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Fiihren wir nimlich an Stelle von d die GroBe 1 ein und beriick-
sichtigen wir, daf3: (1

limé = lim <~>

d=0 W =20

w
so kénnen wir schreiben:

1 N W
lim(1 4 né)‘S = lim (l -+ _n_)
=0 =co w
. n 1 .
Wir setzen - = —; dann ist
(O] T

Ea . (I
tim () = tim ()
,1, l TN
lim(1 + nd)® = ]im(l + ~>
=0 - 7=20 T
-l YT
Qi (1) [f =

was auch ohne weiteres ohne die Beniitzung des Grenzwertsatzes iiber
die ganzzahlige Potenz schon aus der Uberlegung folgt, daB8 der mit n

und somit

1 T
potenzierte Ausdruck (l + —) sich mit wachsendem 7 nach fritherem
der Grenze e nihert. T

5. lim [(cos > + ¢sin Voc> }
=00 0] w
= lim [(cos‘) (1 + ctg ) }
(x w . 0]
= lim (cos ~—) - lim (l +ctg ~>
m=0oc (¢ m=2C 1
B . ) o \@
= lim (1 — sin? —7) lim |(l + ¢ ) }
m =20 ™ =00 0
‘1) i sini sin * .
. 1 2 o «; . 1 «
=lim {1 — — lim [(1 4+ co— J
4:_):00 l ) =00 w

a4 o

1
AR P w [ co
=lim,<l— I)J -lim[(l+l-~) 9}
imel} emoll @

= lim {(1 — ;)2}2“)- lim {((l -+ ! )e)m} =e0.%=1.%=¢%

o= 0
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Somit:

. 2 Lo\
lim [(cos --{—c-sm*) ]=ec‘"
w w

w=00

Ein dritter Weg fiir die allgemeine Grenzwertbestimmung 148t
sich wie folgt charakterisieren:

III. Man trachte die vorliegende Funktion durchirgend-
eine doppelte Ungleichung in zwei Funktionen einzu-
schlieBen, deren Grenzwerte fiir die gewiinschte Grenze
des Argumentes gleich ausfallen und sich leicht bestimmen
lassen. Die zwischenliegende Funktion mufl dann auch mit
ihrem Grenzwert zwischen den beiden gleichen Grenzwerten
liegen, also ihnen gleich sein.

Es sei zu bestimmen:

lim [ - ®) (@ + A (@ + 7) — o]

W =00

Zur Loésung gehen wir aus von der Ungleichung, welche giiltig ist fiir:
ppositivzl und 0 <a <b:

b‘u —_ wll
S et )
—a

‘ua/u—l §

wobei das obere Ungleichheitszeichen auch fiir ganze Exponenten gilt.

1) Zum Beweise dieser Formel gehen wir aus von der binomischen Entwicklung:
Aus der allgemeinen geometrischen Progression:

S=z+qz+q2z+ P +q”—1z=%£q,n.-:,71)= 1::94",.

g1 1-¢°°

folgt fiir: z = d"~%; ¢ = Y= m, ganzzahlig, die endliche Entwicklung:

b, N
)

pm—-1 + bm—?a + bm—s a2 + .. + bam—z + am—! — ,_,,V,_‘__bm—l
a
)
b
woraus fiir m ganzzahligc und > ¢ > 0 die allgemeine Formel resultiert:
bm s am

bi__;; =bm—1+abm—2+a2bm—3+ “ e +am—2b+am—i

welche man auch durch direkte Division erhilt.

Ersetzen wir in dieser rechts einmal alle b durch ¢ und dann alle @ durch b, so
ergibt sich die doppelte Ungleichung:

1. Exponent ganzzahlig, positiv:

a<b

mo__ gm

m.am—1<§)b ;’ <m.bm—1

(Fortsetzuny nebenstehend.)
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némlichen Bedingungen a < b erfiillen:

Setzen wir, unter Voraussetzung, | und daraus weiter:
daBl p>gq, beide positiv und ganz, 1 -22 p
#> 1L m=gq; a=1;b=uz, 1 -2t ¢
. fiir 1
so folgt aus der rechten Hilfte: a\?
2 — 1 v= (?)
PRSI P
be - a¢ p.? -1
um so mehr - — < —b¢
ol — 1 b—a q
z—1 <g-a? ' so daB schlieBlich, wenn man zusammen-
P
z? — 1 stellt und © = o setzt, folgt:
o < gattt q gt
2. Exponent positiv, unecht
¢ gebrochen:
¥ = < gar-1 a < b:
z—1 o b o
N aar1 <P T8 -t
(p—q) o7 <9x'(l+ztai4-tar 1) o b-a
qxp—q —1 Wir setzen ferner:
<qx 5 1
z—1 X = 3 wobei dann f ein positiver, echter
Wworaus:
p_¥-1 Bruch, a = 4f; b = BF; also auch B> 4
qg 221 Dann folgt:
1 1 1
b\? 1 st — 1 Bls-1
Daraus folgt fir z = ( ) : 4 (/) ) < B,—A-v <->B (ﬁ )
a B B - 4 f
4
b '3 . 1 1-4 B -4 1 3 -B
23 ; - A < o
P (a) ! ‘ B BF— 4F "B B
q9 b 1 Da sich die reziproken Werte um-
oder: a | gekehrt zueinander verhalten, wird, wenn
. » v | wir der Ubereinstimmung der Formeln
p T Loyeav . halber statt 4 und B nun hier auch a und b
q -a b a ‘ schreiben, was zuldssig ist, da sie die
|

In gleicher Weise findet man fir
3. Exponent positiv, echt

xz<l: |
m=¢g; b=1l;a=2 ‘ gebrochen:
aus der linken Hilfte obiger Ungleichung: { a<b:
1 — a9 J I Y Y
-1 : Raf-1 > T p-1
gt <l~z . fa b—a >Fb

Zusammenfassend besteht somit fiir a <<b die Ungleichung:
a) Wenn der Exponent positiv gréfer als 1:

gt
wa'~t < b “
b—-a

< pi—-1

b) Wenn der Exponent positiv kleiner als 1:
bt — gt
u a,‘“_l > gi > bt -1
b—a

Auf jeden Fall liegt somit fiir b > a der Ausdruck
bl - gt
b—a

1

zwischen uat- und wht—1




316 Stetigkeit und Unstetigkeit.

1
— , ferner a = w?

Setzt man hier u = 3
b= (w4 a)(w+p)(+7)

[(@ +a) (@ + B) (0 + 1*

1 Yo+ a) @+ Pty —o
o} x4+ f+y) o+ By +ay)+apy

Jw?

1__ —— e

| 0o

> JER
3[(w + &) (0 + p) (w +7)

1 > }(a)—}—oc) (w+pflo+y)—o
3 w?
w "’2l“+ﬂ+y+ ﬁ+ﬁy+a;/+ocof37}

1

2

> [
3[(w + &) (@0 + B) (@ + )]

1
P

] ]/(w—}—oc w—|»ﬂ)(w—|—y—w
T P o

aﬂ+ﬂy+ay+

w?
1

oolle e 2) e 1)
ﬁy"*fﬂ + xp 7]

1 &
latprre I v
a+p+y+

(LTI

Gehen wir nun zur Grenze, d. h. lassen wir o gréfler und groBer,

>

aﬂ+ﬂ7+a7+“ﬂ7
w w?

2

>3V(w+0¢)(w+/3)(w+y)—w>

unendlich groB werden, so folgt:
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“ﬂ+ﬁf%ﬁ7+“é4}

m?

1
ﬁjll{g[“‘l‘ﬁ‘f‘ﬂ"*‘

> hm {i/ (0 + &) (0 + p) (w + ) — w}

ot ptyt HEPTTSY
> lim S

sz ey

Nun ist aber, wie leicht ersichtlich:

il g IR

2
und ebenso:
atptyy LTSy 0Py
lim R S O

220+ 2]

womit folgt:

2@+ Bt ) > im (Yt a) @B o+~ o) > 5 @+ F+7)

=00
Der gesuchte Grenzwert ist nun in zwei gleiche Grenzwerte ein-
geschlossen und kann daher nur auch diesen gleich sein, so daf wir
finden: 4

tim {0 +-3) (0 A0+ ) — 0] = g &+ 5+

w =00

Wie auch die geometrische Betrachtung zur Bestimmung
von COrenzwerten herangezogen werden kann, 148t uns das folgende
Beispiel erkennen, in welchem wir die Bestimmung Y,
des Grenzwertes ﬁ/

/w>
i\ sz

auf einem andern Wege dartun wollen.
In nebenstehender Figur ist:

Bogen BAB > Sehne BCE

als Kreisbogen iiber seiner Sehne.
Da

ANODAD > Sektor OBAB
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so folgt fiir ihre Inhalte:

DAD'-04 _ FAK -04

3 > 5 woraus: DAD/> BAB

und wir erhalten damit die doppelte Ungleichung:
DAD > BAB > BCB
oder fiir die Halften: - -
DA > BA > BC
Nun ist, wenn x das ZahlenmafBl des Winkels « ist:

BC  BC

Sing = — = ——, woraus BC = r -sinx
OB r
DA DA _

tgx=__4=%, ’ DA =r-tgx
04 r

und der Bogen s in Zahlenmal} ist:
x=£=£, woraus AB=r-x
. 0 r

Setzen wir nun r =1, so folgt durch Einsetzen in obige Un-
gleichung :
tgx > x > sinz D)
oder

Dividieren wir die ganze Ungleichung durch sinz, so wird:

1 z
cosx sinz

>1

Diese Ungleichung bleibt bestehen fiir jeden beliebigen Wert
von z, also auch fiir die Grenze, d. h. wenn z zu Null herabsinkt, so daf3:

lim( ! >> lim( Z >> lim (1)
g=0\cosz/ ~ L_o\sinz/” ,_o

Da nun

. 1 1 1
il:ra(cosx) "~ lim(cosz) 1 1
z=0

so folgt:

1>lim( ad )> 1
smx

z=0

1) Man kann auch die Einsetzungen mit r machen und alsdann durch Division
mit r diese GroSe aus der Ungleichung herausschaffen.
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und wir finden unsern gesuchten Grenzwert wieder eingeschlossen in
zwei an der Grenze gleich werdende Werte, denen er daher nur auch
gleich sein kann, so dafl wir haben:

lim{ :
z=0LSINT

IV. Wohl der einfachste, meist auch gentigende Weg, der entweder
auf den gesuchten Grenzwert direkt hindeutet oder doch wenigstens
die Erkennung desselben ganz wesentlich erleichtert, ist der vermittels
graphischer Aufzeichnung des Bildes der Funktion begangene.

Wie bereits oben deutlich erkannt wurde, hdngt es lediglich von
der, Geduld und dem zeichnerischen Konnen der Person ab, das Ver-
halten der Funktion an der Grenze so zu erkennen, daB der Wert,
dem sie zustrebt, mit geniigender Sicherheit erkannt werden kann.

Als Beispiele hierfiir mégen die im vorhergehenden reichlich zu
den Grenzwertuntersuchungen beigegebenen graphischen Bilder der be-
treffenden Funktionen dienen.

V. Eine andere allgemeine Methode fiir die Bestimmung des Grenz-
wertes haben wir schlieBlich gelegentlich im § 17 iiber den Grenzwert
eines Argumentes gegeben, die sich darauf stiitzt, daBl wir die Ver-
anderliche nach einer Fundamentalreihe bzw. in einen unend-
lichen Dezimalbruch entwickeln, beziiglich deren wir im weiteren
auf § 20 iiber die Darstellung und Berechnung des Differentialquotienten
verweisen.

§ 19. Stetigkeit der Funktion.

Um die Bedeutung der Grenzwertbildung einer Funktion fiir
einen bestimmten Wert bzw. Punkt noch besser einzusehen, wenden
wir uns jetzt der Besprechung eines auch an und fiir sich nicht minder
wichtigen Begriffes einer Funktion zu, némlich der Stetigkeit oder
Kontinuitdt derselben.

Wie wichtig es ist, diesen Begriff so zu fassen, daB er arithmetisch,
d. h. durch Zahlen darstellbar sei, also auf Zahlenstetigkeit — welch
letztere, wie wir wissen, auf die Stetigkeit der Reihe aller reellen Zahlen
zuriickgeht!) — letzten Endes zuriickzufiihren ist, ergibt sich schon
daraus, daB alle Bestimmungen der Stetigkeit, die man aus ihrem
geometrischen Tatbestande, ihrer réumlich anschaulichen Existenz,
entnehmen wollte, indem man die Funktion durch eine Kurve dar-
stellte, wie z. B. Liickenlosigkeit, unmittelbare Aufeinanderfolge der
Punkte, Moglichkeit der Tangentenkonstruktion und andere, teils zu

1) Vgl S. 28 u. ff.,, 120/21, 239/40.
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allgemeine und damit zu weit sind, um sich arithmetisch darstellen zu
lassen, wie die ersten beiden erwidhnten, teils zu enge, wie die letztere.
Es muf daher die arithmetische Definition der Stetigkeit einer Funktion
so gegeben werden, daB sie eindeutig bestimmt ist, nicht Dinge enthalte,
welche bei ihrer Verwertung fiir die Funktion unwesentlich sind und
andrerseits weit genug, um all den Moglichkeiten Rechnung zu tragen,
die sich aus dieser Erhebung der Funktion in das reine Zahlengebiet
ergeben.

Diese allgemeinen Bemerkungen werden nun im folgenden im
einzelnen klarer werden.

Wir beschrinken uns im weiteren auf die Behandlung der Funk-
tion einer reellen Verénderlichen von der allgemeinen Gestalt y = f(x).

Sobald z und y z. B. als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes
aufgefalit werden, wird diese Beziehung, wie wir frither sahen, graphisch
durch eine Kurve dargestellt, und man koénnte daher versucht sein,
aus der Stetigkeit der sie darstellenden Kurve auf die Stetigkeit der
Funktion zu schlieBen, d. h. zu erkliren, daB eine Funktion ,,stetig®
oder ,kontinuierlich* heifle, wenn die sie veranschaulichende Kurve
stetig verlduft. Diesem miiite dann aber die Erkldrung, was man unter
,»Stetigkeit einer Kurve* versteht, vorausgehen. Soll es rein geometrisch
bzw. rdumlich geschehen, so miiite man sich auf die blole Anschauung
stiitzen, d. h. erkldren, dafl die unmittelbare Anschauung uns die
Stetigkeit der Kurve lehrt, welche Erklirung aber fiir Untersuchungen
von zahlenméfigen Zusammenhéngen, wie sie in der Funktion y = f(x)
stecken, nicht zureichend sein kann. Erstens kann sie in dieser Form
nicht in einen Zahlenausdruck umgesetzt werden, worauf es eben an-
kommt, und zweitens wiirde man Eigenschaften von Zahlenzusammen-
hingen auf solche, die einem ganz andern Gebiete, ndmlich der Raum-
anschauung angehéren, stiitzen, was man jedenfalls zu vermeiden
suchen mufl. Wenn aber von anschaulicher Stetigkeit gesprochen wird,
so darf auch an eine Punktfolge gedacht werden — denn die Punkte
sind etwas, was wir in die anschaulich geometrischen Gebilde hinein-
tragen —, woraus man aber nur noch deutlicher den Begriff der an-
schaulichen Stetigkeit als unzureichend erkennt.

Wenn man nun die Funktion y = f(z) durch eine Kurve darzu-
stellen sucht, so hat man, wenn ein rechtwinkliges Koordinatensystem
zugrunde gelegt wird, den Werten von x Punkte der z-Achse und ent-
sprechend den Werten von y Punkte der Ordinatenachse zuzuordnen.
Daraus folgt aber, dal die Frage nach der Stetigkeit der Punktfolge
auf der Kurve von der Stetigkeit der Punktfolge auf den Koordinaten-
achsen abhéngen mul}; diese aber ist von der Folge der Zahlenwerte x
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bzw. der y abhiingig, und deren Stetigkeit griindet sich auf die von
uns frither eingehend untersuchte Stetigkeit der reellen Zahlenreihe.

Man erkennt daraus, dal die Stetigkeit der Funktion nur gestiitzt
auf diese Stetigkeit und dadurch auch innerhalb des reinen Zahlen-
gebietes beantwortet werden kann. Um dies zu leisten und noch weitere,
die innern Eigenschaften der Funktion betreffende Fragen zu losen,
mullten wir uns vorerst mit den Zahlenwerten der Verénderlichen
z und y ndher beschiftigen.

Welchen Vorteil eine solche arithmetische Auffassung der Stetigkeit
haben muB, ist nicht schwer einzusehen, denn dadurch, da3 wir uns fiir
ihre Definition letzten Endes auf die Stetigkeit der reellen Zahlenreihe
stiitzen, haben wir alles auf ein gemeinsames Maf} reduziert, und ver-
mogen daher die Einzelheiten der Funktion, insbesondere in unmittel-
barer oder in ,,unendlich kleiner Umgebung der einzelnen Punkte, zu
ergriinden, und zwar mit der Exaktheit, mit der uns die Beherrschung
der Stetigkeit der reellen Zahlenreihe zugénglich ist.

Wir haben gesehen, daBl wir die Tatsache, eine Funktion f(x)
strebe einem Grenzwert B zu, falls x seinerseits dem Wert A zustrebt
(wobei ein ,,sich nidhern‘‘ dem Grenzwert oder ein ,haben‘ desselben
vorhanden sein kann), ausdriicken konnten durch die Schreibweise:

|B—[(2)] <e
wenn
|4 — x| <o
oder kiirzer auch:
limf(x) = B
z=4

Im AnschluBl daran sagen wir, indem wir die Stetigkeit auf
die Annahme des Grenzwertes stiitzen:

Eine Funktion heifit fiir die Zahl (oder in einem Punkt) x = 4
stetig oder Kontinuierlich, falls sie in einem Zahlen- (oder Punkt-)
Intervalle, welches diese Zahl (oder diesen Punkt) umgibt oder in der
Umgebung eines Punktes — wie man sich auch anders ausdriickt —
eindeutig erkldrt ist, was zutrifft, wenn man zu jedem Argumentwert
eindeutig den zugehérigen Funktionswert f(x) finden kann, und wenn
es innerhalb desselben gelingt, zu jeder beliebigen, noch so kleinen
positiven Zahl ¢ eine ebensolche Zahl & derart zuzuordnen, dafl

I7(4) — fl@)] <e
4 —2] <6

wenn nur

ist.
Nun bedeutet aber
|4 —a| <6

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 21
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nichts anderes, als es muB x innerhalb des Zahlenintervalles
(A4 0):--(4—0) liegen, d. h. wir konnen obige Stetigkeitsbe-
dingung auch schreiben und sagen:

Eine Funktion f(a) ist fiir & = 4 oder heifit in einem Punkt
x = A stetig,

wenn fiir

A=—d<x<A+4+d
oder
|4 —x| <d

die Ungleichung erfiillt ist:
lF(4) —f(x)| <e

Eine andere Form sagt auch im selben Sinne: wenn die Funktion die Be-

dingung erfiillt, daB fiir
r=A

A=fA+8~fd—n<e

wenn ¢, 5 und ¢ beliebig kleine, positive Zahlen sind.

Unter Beniitzung der Schreibweise mit ,,limes® ist
die Funktion f(x) fiir x = A4 stetig,

wenn
lim '(x) = £ (4)

Und zwar ist hier im allgemeinen an beiden Orten das Gleichheits-
zeichen anwendbar, da es sich um ein Grenzwert-Haben handelt.

Unter Zugrundelegung dieser Definition nennen wir eine Funktion
in einem Intervall @ bis b stetig, wenn obige Bedingung der
Stetigkeit fiir jeden Punkt desselben erfiillt ist, d. h. wenn fiir jeden
Wert 2 = z, im Intervall, also .

fiir
a<x<b
f () — f(acp)| <&
wenn
| —a,| <d

Dazu wire noch zu bemerken, daf}, falls der Punkt ein Endpunkt
des Intervalles ist, wir uns dann auf die Annéherung an den Endpunkt
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von nur einer Seite beschrinken miissen. Ob die Endpunkte des Inter-
valles mit in den Bereich der Giiltigkeit der Funktion einzuziehen sind,
wird im speziellen Falle jeweils zu entscheiden sein.

Wenn man diese Definition ndher betrachtet, so sieht man klar,
was sie erstrebt und was wir einleitend zu charakterisieren ver-
suchten:

Erstens verlegt sie den Begriff der Stetigkeit nicht in das all-
gemeine Bild der Funktion, sondern in den einzelnen Wert der un-
abhingig Variablen, in den einzelnen Punkt; sie baut also erst daraus
die Stetigkeitsdefinition fiir das ganze Bereich auf (gerade entgegen-
gesetzt der anschaulichen Definition der Stetigkeit, die vom ganzen
Bilde ausgehen mufB}), wodurch man die Funktion erst ins einzelne
verfolgen kann.

Zweitens fafit sie den Punkt — und das ist fiir alle arithmetischen
Darstellungen der Stetigkeit das Wesentliche — eben nicht als isolierten
auf, sondern aus einer Umgebung durch Anndherung an ihn entstanden;
daher die Grenzbetrachtung. Und damit néhert sie sich wieder dem
Entstehen stetiger Gebilde in der rdumlichen Vorstellung, diese also
gewissermaBen kopierend. Aber dabei beschréinkt sie sich auf die
unmittelbare Umgebung, wodurch wieder eine Hervorhebung des ein-
zelnen Elementes gegeben ist, was im Sinne des als erstes erwdhnten
Merkmales wirkt.

Zum arithmetischen Teil obiger Definition bzw. Bedingung der
Stetigkeit wire noch hinzuzufiigen die Frage nach der ndheren Be-
stimmung der Zahlen ¢ und 0 fiir die verschiedenen Punkte des Inter-
valles, da es im allgemeinen fiir 6 nicht gleichgiiltig sein wird, fiir welchen
Punkt z, des Intervalls man die Stetigkeitsbetrachtung macht, damit &
klein genug ausfillt, um die Bedingung |f(x) — f(x,)| < & zur Er-
fiillung zu bringen. Es frigt sich also, ob bei einem oder verschiedenen
in der Bedingung gesetzten Werten fiir ¢ fiir die verschiedenen Punkte
des Intervalles alle d stets mit demselben konstanten Wert zur Er-
fiillung der Stetigkeitsbedingung (|/(2) — f(z,)| < &, wenn |z — zy| < J)
geniigen werden oder nicht. L&B8t man zunichst beide Moglichkeiten
zu, so kann man demnach, je nachdem, ob bei beliebig kleiner, positiver
Zahl & das 0, welches den Definitionsbedingungen der Stetigkeit ge-
niigt, zu allen Punkten denselben, einen konstanten Wert haben kann
oder nicht — also von der Lage des Punktes zur Erfiillung der Be-
dingung unabhingig ist oder nicht — unterscheiden zwischen gleich-
mdpig stetigen und ungleichmdfig stetigen Funktionen.

Um fiir den Zusammenhang zwischen der ,,Stetigkeit und der
,.gleichméBigen Stetigkeit“ im besonderen einen wichtigen Satz an-
filhren zu konnen, miissen wir noch einen Begriff einfiihren, der das
Intervall betrifft.

21%*
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Wenn némlich zu dem Intervall @...b auch die Endpunkte «
und b selbst mitgezéhlt werden und dasselbe endlich ist, also

a<z=<b
so nennt man das Intervall abgeschlossen, im andern Falle nicht

abgeschlossen'), und der Satz, den wir eben meinten, lautet:
Wenn f(x) im abgeschlossenen Intervall

a<=x=2>b

stetrg ist, so ist f(x) in demselben auch gleichmdfig stetig.
Daraus ersieht man, dafB}, falls man stets ,,abgeschlossene Inter-
valle® betrachten kénnte, der Unterschied zwischen gleichméBiger und
,;ungleichméfBiger Stetigkeit fortfiele.
Den Beweis des obigen Satzes wollen wir hier, um nicht zu weit-
laufig werden zu miissen, nicht anfiihren. Ein Mittel, um diesen Beweis
zu fithren, werden wir bei einer andern Gelegenheit kennen lernen?).

Auch zahlenmaBig 148t sich die Unstetigkeit einer Funktion konsta-
tieren, wenn die oben genannten Bedingungen der Stetigkeit nicht
erfilllt werden.

Man sieht auch leicht ein, dal eine stetige Funktionin einem
abgeschlossenen Intervall auch endlich sein muf}, da ja nicht
endliche Werte derselben zur Unstetigkeit zu rechnen sind.

Einige

Beispiele
mogen das Gesagte erldutern. o

Wir betrachten zu dem Ende die Funktion

fiir zundchst positive Werte des Arguments.

Wegen des immer stérkeren Steigens mit abnehmendem z, das
in der Nahe des Nullpunktes in iiberaus rasches Wachsen von y mit «
iibergeht, wird der Unterschied |f(x) — f(,)| iiberall, auch in néchster
Nihe des Punktes # = 0 noch kleiner bleiben als eine beliebig kleine

1) Ein nicht abgeschlossenes Intervall, d. h. ein Intervall, dem die Endpunkte a
und b nicht angehéren, vermogen wir uns raumlich auch nicht vorzustellen, wihrend
wir begrifflich etwas ganz bestimmtes damit zu verbinden imstande sind, namlich die
Tatsache, daB die Funktion zwar fiir beliebig nahe Werte an a und b gilt, daB sie aber
fiir @ und b selbst ihre Giiltigkeit verlieren kann. Dies ist z. B. der Fall mit der Funk-

1
tion f(z) = . im Intervall 0. - -1, da sie fiir den Wert 2 = 0 versagt.

2) Vgl. S. 384. Methode der Einschachtelung der Intervalle und W. F. Osgood:
,,Lehrbuch der Funktionentheorie* I, 1907.
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Zahl e, wenn |z — x,| <0, wobei 0 eine entsprechend gewihlte,
beliebig kleine Zahl ist; er wird es aber in der Ndhe des Nullpunktes
nicht mehr sein, wenn 0 eine andere |

groere Zahl ist, die fiir ein Intervall
eines anderen Wertes von x bzw.
Punktes zwecks Erfilllung der Stetig-
keitsbedingung noch geniigend klein
war. Daraus folgt, dall die Funktion

fiir alle endlichen Werte, ausgeschlossen

x = 0, stetig ist; wenn wir aber x = 0

mit ins Intervall hineinnehmen wollten,

in ihm nicht mehr gleichmaBig stetig 7
wiire, weil dann eben hier dasselbe o, oi 7 Fig. 172,
das vorher fiir eine andere Stelle x

=~

y=f(x)=—; x>0

1 1
A =z
zu erhalten, und man also keinen konstanten Wert fiir 6 angeben
kann, der fiir alle Stellen des Intervalles mit Einschlufl der Endpunkte
geniigen wird.

Diese Funktion ist also sowohl im nicht abgeschlossenen Intervall
0 < x < oo als auch im abgeschlossenen @ < x < b, wobei a > 0 stetig,
aber nicht im Intervalle 0 << x < b.

Wenn nun von der Stetigkeit einer Funktion im besonderen ge-
sprochen wird, so muBl es auch Funktionen geben, die nicht stetig,
also unstetig sind. Die Unstetigkeit einer Funktion tritt demnach
dann ein, wenn die Bedingungen der Stetigkeit nicht erfiillt sind, und
kann die Art des Unstetigwerdens einer Funktion noch eine ver-
schiedene sein.

Aus obiger Definition der Stetigkeit der Funktion aus der Existenz
des Grenzwertes folgt, dafl Unstetigkeit stets dann vorhanden ist, wenn
die Funktion fiir einen bestimmten Argumentwert verschiedene Grenz-
werte besitzt, je nachdem wir uns von links oder von rechts nidhern ; denn
dann existiert ja schlechthin kein Grenzwert. Sind die beiden Grenzwerte
um eine endliche Zahl voneinander verschieden, so sagt man ,die
Funktion ist an dieser Stelle oder fiir diesen Wertdes
Argumentes unstetig (diskontinuierlich) durch endlichen
Sprung® und spricht kurz von Unstetigkeit (Diskontinuitdt) durch
Sprung.

Besteht die Unstetigkeit der Funktion darin, daf} die erstere Form
obiger Unstetigkeitsbedingung, welche sich in Differenzen von Argu-
ment- und entsprechenden Funktionswerten ausspricht, nicht erfiillt
wird, so kann sie eintreten, wenn die Funktionswerte fiir einen be-
stimmten (endlichen) Argumentwert unendlich grol werden. Man sagt

: |
geniigt hat, zu grof ist, um die Differenz |/(4) — f(a)| = ] <e
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dann, die Funktion erleide an dieser Stelle oder fiir diesen Wert des
Argumentes Unstetigkeit durch Unendlichwerden.

Betrachten wir z. B. die eben behandelte Funktion

1
y="_l)="
fir alle moglichen positiven und negativen reellen Werte des Argu-
mentes, so ergibt sich folgendes:

Geben wir der Variablen, von sehr groBen anfangend, immer
kleinere positive Werte, so wird der Funktionswert, stets positiv
bleibend, immer grofer und schlieflich bei verschwindend kleinen
positiven Werten des Argumentes positiv iiber alles Mall grof, wie
man sagt, positiv unendlich (4 o0).

Geben wir dem Argument hingegen stets negative Werte, von
sehr kleinen anfangend, stets grofier werdend, so wachsen die Werte
der Funktion von verschwindend kleinen negativen Werten zu immer
groBeren und werden fiir # negativ verschwindend klein, negativ sehr
groB, negativ unendlich (— o).

Es treten somit an der Stelle x = 0 zwei Moglichkeiten auf: y = 1-occ.

Gehen wir daher mit kleinster Anderung des Argumentes an der
Stelle « = 0 von negativen zu positiven Werten desselben iiber, so &n-

dert die Funktion ihren Wert von

ry — o0 zu -+ 0o, also mit einem
1 ,unendlichgroBenSprung®.
y=f(x)=" Konstruiert man das zuge-

horige graphische Bild der Funk-
tion, so zeigen sich diese Verhalt-

& nisse auch darin sehr deutlich;
o pri o vgl. Fig. 173.

A\ or 7 = Die analytische Untersuchung
; der Funktion macht nach friihe-
I rem die Stetigkeit abhéngig von

der Bedingung, daf§ fiir die Ste-
tigkeit im Punkte z = A

| (4 — f@)] <
4 sein muf3, wenn
Fig. 173. 4 —a <
Hier ist diese Bedingung fiir alle positiven und negativen Werte

des Arguments, also im ganzen Intervall — oo ... 4 oo erfiillt mit
alleiniger Ausnahme des Punktes x = 4 = 0.
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Fir x = 4 wird namlich hier:

A—ux.
Ad-x

|7(4) — f(x)|_|f,__1=’

Da, solange x nicht sehr nahe an 0 heranriickt, der Nenner 4x
nicht sehr klein ist, so wird mit

|4 —x| <o
. 4—x .
der Quotient Az auch sehr klein, also
! 1
|f(4) — @) = ! § o, ¢

Dies sagt aber, daB die Funktion f(z) = 1 fir alle Werte
und Punkte von x =4 0 stetig ist.
Anders verhélt sich die Sache fiir den Wert oder Punkt 4 = 0.
Dann wird A-2=0-2x=0 und daher, da & beliebig ist, fiir
[4 — x| =9:
. . 1 1! 1
|f(A)'“f(x)|"—?f" x| +3

1
Wiahrenddem hier —j? =0 iiber alle Grenzen grof}, ,,unendlich* ist,

1 .
wird zwar =3 fiir sehr kleines d auch sehr groB}, jedoch sein Unter-

0

schied kann gegeniiber der iiber alle Grenzen gehenden Zahl % = o0
nicht beliebig klein gemacht werden, da ja zu den Werten von % stets
noch eine beliebige endliche Zahl hinzugefiigt werden kann, ohne daB
ihre Summe die Zahl Tl) = oo erreicht.

Daraus folgt aber die Unstetigkeit der Funktion f(z) = -
filr z=0.

Da
lim (x) =0
z=0"
und
lim () = 0
z=0"
so folgt nach fritherem: ‘
lim (l) = 00
z=0" x

und
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Die vorliegende Funktion ndhert sich daher von rechts und von
links nicht demselben Grenzwert, und zwar in beiden Fillen einer un-
eigentlichen Grenze positiv bzw. negativ unendlich.

Es gibt daher fiir « = 0 auch keinen Grenzwert schlechthin, kein
lim (—al;) , was wiederum beziiglich der Stetigkeitsbedingung sagt, da
z=0 .
dieselbe nicht erfiillt ist, d. h. fir « = 0 die Funktion nicht stetig,
also unstetig ist.

Da der Funktionswert, von welcher Seite man sich auch dem
Nullpunkt néhern moge, unendlich wird, so spricht man auch in diesem
Falle von einer Unstetigkeit durch Unendlichwerden.

Ganz ahnlich verhilt sich die Funktion:

1

fiir den Punkt bzw. Wert « = a.

Es wird, wie aus ihrem graphischen Bilde, Fig. 1561) — welches
genau die gleiche Kurve wie die oben betrachtete ist, nur um +a
nach rechts vom Nullpunkt verschoben — deutlich ersichtlich ist:

Da fiir diese Funktion
[ 1 1 | A—=x |
A . J— | _ |
[7(4) = /@) ’.A——a x—a‘ E(A—a)(:c~a)!
ist, so folgt, daB, solange A4 == a, mit sehr kleiner Differenz IA.—— x|,
also fiir |4 — 2| < J, der Zihler sehr klein wird, nicht aber der Nenner,
und ist somit die Stetigkeit der Funktion damit nachgewiesen fiir alle
endlichen Werte (positiv und negativ) von x, welche verschieden
von a sind.
Hingegen fiir den Punkt z = 4 = @ wird, wenn:
4 — x| =la—2a| <o
| 1 1 1
)~ =

a—a r— a;

0 xr —
Wihlen wir |a — x| = ¢’, wobei 0" < 0, so folgt:

. 1 1

If(4) — [@)] = 0 * 5

1) 8. 289.
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das gleiche Resultat wie oben, womit auch, unter Berufung auf die dort
gegebene Erlduterung, die Unstetigkeit hier nachgewiesen ist. Es ist
somit die Funktion unstetig fiir x = a.

Auch die Funktion
/(@)

:;:2

deren Bild in Fig. 1541) wiedergegeben ist, zeigt ein solches Verhalten,
das sich jedoch von demjenigen der vorhergehenden Funktionen in
einem Punkt wesentlich unterscheidet.
Fiir diese Funktion ist:

lim (%) = 400

z=0" x
und
m ()
lim | — | = +o0

z=0" x*
d. h. fiir x = 0 erreicht die Funktion fiir Annédhern von links und von
rechts den niamlichen Wert. Die Funktion besitzt also fiir x = 0 einen,
wenn auch uneigentlichen Grenzwert schlechthin und hat die Schreib-

weise

o1
hm—2 = 400
z=0 T

eine gewisse Berechtigung.
Da aber die allgemeine Stetigkeitsbedingung

@) — [lxo)] <&
lx — x| <0

wenn

nur mit Ausschlufl des Wertes x, = 0 erfiillt ist, was man hier leicht
auf gleichem Wege wie oben fiir f(z) =ylc erkennt, so ist diese Funk-

tion nur im nicht abgeschlossenen Intervall 0 < |z| < |oo| stetig, also
mit Ausschlufl des Nullpunktes, nicht stetig im Intervall 0 < |z| = |oo|.

Ganz gleich verhdlt sich auch die Funktion

1
[(x) = (@ — o)

fiir den Punkt (Wert) x = ¢, deren Bild wir in Fig. 155%) angegeben haben.

1) 8. 288.
2) . 288.
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Wir untersuchen im weiteren die Funktion

ER
i A __ 2
) — @ = | — J=\ SheL N
1—a4 1—a® (1—a“)<1——a‘)!
11 1 11 i
a"(a“ @ —1) - at = —1 |
T S 1 x4 P
1—a4 —a® 4at la * —a4? — 14 a4
z-4 !
at? —1 '
- T A 1
l1—a % 4 a4% —qg4t !

Solange 4 4 0, wird mit |4 — x| < 6 auch der Zihler, nicht aber
der Nenner sehr klein, beliebig klein, je nach der Wahl von §; denn

z-A4
dann wird 2 4 sehr klein und damit ¢ 4 sehr angendhert gleicha® = 1.
Kritisch wird die Sache allein
Yy z-4 kd
r y= 1 fir A =0, weil dapn a4% =a?,
‘ s i also sehr groB wird, und daher dann
im Zahler wie im Nenner unendlich
. groBe Groflen entstehen.
T — —F Um diesen Fall genauer zu er-
kennen, kénnen wir in der zuletzt
\ aufgestellten Form Zahler und Nen-
U ner durch diese nachher ;mendlich
! -
&4 groB werdende GroBe a 4% dividie-
Fig. 174. ren, womit dann folgt:
| 1 x
o
adr i
|(4) — f@@)] = ) I T
e
a4z g4

Fir 4 = 0 folgt daraus:
110~ f@ =y

1—a*



§ 19. Stetigkeit der Funktion. 331

Gehen wir mit  von rechts sehr nahe an 0 heran, was der Setzung
2 — A < + 9 entspricht, so folgt
r—0=+d0==u
also fiir 4 =0:
‘ 1
fir 2—A4=0: f(4) —flx) =~ i
1—a®
welcher Ausdruck mit beliebig kleinem o sich dem Wert O néhert.
Néhert sich z von links dem Wert 0, was der Setzung z — 4 = —9
entspricht, so folgt

z—0=—0=u=x

also fir 4 =0:
fir xr — 4 = —9: f(A4) — flx) = - 1 l=ﬁ_!‘_T
l1—a * 1——
a’b

welcher Ausdruck mit beliebig kleinem J sich dem Wert 1 néhert.

Es folgt somit fiir
o — 4] =4 — x| <o

von rechts und von links nicht der ndmliche Wert fiir /(4) — f(x),
wohl im ersten Falle beliebig klein, aber nicht im letzteren.

Die Bedingung der Stetigkeit ist damit nicht erfiillt, die Funk-
tion also fiir 4 = 0 bzw. x = 0 unstetig, und zwar durch Sprung
von der GroBe 1, wie es auch das Bild der Funktion (Fig. 174) er-
kennen 1aBt.

In der Schreibweise des Limes erhalten wir:

1. Grenzwert fiir A = 0 von rechts:

e

2. Grenzwert fiir A = 0 von links:

) . , ] ,
lim [— 1} - 'm[——l»l J —lim| — | = +1
a=0" ) gal 0l g0e

Es folgt auch, gestiitzt auf obige Definition der gleichméfBigen
Stetigkeit, daf diese Funktion im Intervall rechts oder links von z = 0
mit EinschluB des Nullpunktes gleichmaBig stetig ist, weil bis und mit

z = 0 stets mit
4 —0|=0—96 <o
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fiir ein einmal gewihltes § im Intervall 0 < [¥| < [oo|, auch

() — f@)] = [f(0) — f@)] <e
werden wird, wie nahe man auch an Null herangehen mage.

Dies trifft aber nicht zu in einem Intervall, welches den Nullpunkt
einschlieBt, sich von der einen Seite iiber den Nullpunkt hinausgehend
erstreckt.

Es ist somit diese Funktion im Intervall

02 < +o0
oder
O0=ax> —o0

stetig, nicht aber im abgeschlossenen Intervall
—a=T=b
und um so weniger im nicht abgeschlossenen Intervall
—a <x<b
wobei a und b zwei beliebige, endliche, positive Zahlwerte, verschieden

von 0, seien.

In ganz analoger Weise zeigt die Funktion

1
1+ k®
Unstetigkeit durch Sprung, und zwar auch fir z =0, weil
einerseits:
+fix) 1
fr lim |[———| =0
z=0" T
TR i —tx 14k
'''''''''' —  andrerseits:
z i
S lim l_i—f} — 11
SR S Ry 2

wird, wie ihr bereits in Fig. 160Y) zi-
tiertes Bild erkennen laft.

Betrachten wir die Funktion:
x

el y =) =

Fig. 175. L

1—a®

so zeigt diese trotz der fast vélligen Ubereinstimmung (bis auf den
Zahler x) mit der oben behandelten ganz andere Eigenschaften beziiglich
Stetigkeit.

1) S. 200.
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Aus der hierfiir analog gefiihrten Stetigkeitsuntersuchung folgt

zunichst :
1 1
rali!

| | — z __ A
W) f) = | 4y - E AT A T ek A
1—a4 1—a* (\l—a;) <l—a-;)

z-4 !

FRY ii"l_‘A“’”“”jLA\

A—x— Aa® + zat . at |

[ S | f

l—a4 —a®4a4 2| - |

Wie ersichtlich, wird, solange 4 =0 mit |4 — x| < 0, auch der

z-A z-4
Ziahler sehr, beliebig klein (a 4z pihert sich dann a®=1 und za 4% dem

z-A
Wert «, also —« - a 4% 4 4 dem Wert A — z, der absolut kleiner als ist) ,
nicht aber der Nenner. Somit wird, solange der beziiglich der Stetig-
keitsuntersuchung beriicksichtigte Wert von x oder Punkt 4 mit dem
Nullpunkt nicht zusammenfillt,

mit |4 —x| <0
auch [f(4) — [(x)]| < ¢

und also die Stetigkeitsbedingung erfiillt sein. Aber noch mehr; auch
fir 4 =0 ist dies der Fall.

Um dies einzusehen, dividieren wir Zahler und Nenner durch
eine GroBe, welche uns in der obigen, letzten Form fir f(4) — f(x)
noch einen sehr groflen Zahler fiir |4 — x| <0 und 4 = 0 ergibe,

r-A
niamlich durch a 4% .
Es wird dann zunichst:

x— A A

T

ald a4z |

|£(A4) — f(&)] = 1 7!
poa— g l—at

adr g4 |

woraus man nun leicht erkennt, da} fir 4 = 0 und sehr kleine Gro3e

von |A — z| der Zdhler sich dem endlichen Wert x nihert, der Nenner
1

dem Wert 1 — a®
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Es folgt somit fiir 4 = 0:
lim [f@@) = lim | = | =0
z=a% z=0" 1— a‘;
und ebenso:

lim [f()] = lim {—iﬁ} -0

z=A" z=0" Z
1 —a*

womit aber die Stetigkeit der Funktion auch fiir =0 er-
wiesen ist.

Die Funktion

; ist also im ganzen Intervall —oo <z < +o00
l1—a”
mit Einschluf des Nullpunktes stetig.
Eine, wie hier im Nullpunkt, auftretende Ecke, d. i. eine plétzliche
vy Richtungsinderung mit zwei Tangenten
an die Kurve im selben Punkt, spricht
r somit nicht gegen die Stetigkeit ihres Ver-
Pz, ) laufes und ihrer Funktion im betreffen-
ﬂ | den Punkt.
| So ist z. B. die in nebenstehender
N i .,z Fig. 176 dargestellte Funktion innerhalb
des gezeichneten Gebietes durchaus als
stetig zu betrachten.
Eine Funktion kann auch mehrere Unstetigkeitsstellen beider
Arten aufweisen.
So besitzt z. B. die Funktion:

Fig. 176.

zwei Unstetigkeitsstellen, wie Fig. 177 erkennen laft, und zwar fiir
#=-+Va und = —)a, in welchen beiden Stellen sie unstetig
durch Unendlichwerden ist, mit an beiden Orten von links und rechts
verschiedenen Werten.

Man findet:

) — ) = | 5= o A7 |

|

2t—al | A?x? —a(x? 4 A2) + a?

@+A)@—4)
A222 — g(2® + A% + a®.

St

Wie ersichtlich ist, kann dieser Ausdruck fiir alle endlichen Werte

von z und von A, solange 4 & + Ya, nur fiir sehr kleine Werte von
(x — A) auch beliebig klein werden.
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Untersuchen wir
die Arten der Unste-
tigkeiten, indem wir
uns von beiden Seiten
den Punkten

e—+Va —L e

o
y i) .7:’ -a’ i:-z{

annahern, so folgt:
1. Punkt & =+ Va
Nihern von

rechts: Wir setzen ! l :
z =7V a -+ 6 und las- | . ;
sen dann 6 zu Null ! ¥ ?
herabsinken. Fig. 177
Dann wird:
b b
ot o=~

(]/a—}—6)2—a —2—6V;+62

— b b
neo- e [ <l -
alf(:f(]a_*_ ) x=(f$a)+ 2 —al a0 20Ya + 82 e

Nihern von links: Wir setzen = Ja — &
b
b b s

f(a— 6)__1/7 8i—a —20Yator  (2fa—8)8  2Ja—s

b
lim/(Ya — &) = lim [mb—-] = lim[— - L] } = —00
3=0 z=(+13)" ¥’ —a 21/2’_6

2. Punkt z = — Ya
Niahern von rechts: x = —V; + 6

- b b
— )= ——— =
}/a—}— ) (—fa—{—é)z——a —26]/a+62

L b b
limf|—}a+46]= lim [———}=l'm[— - ]=—
a:ofl ] ] e=(-1a) L2z —a 61=0 —26]fa+62 *

Nihern von links: # = —}a — §

b b
f(=Ya—0)=

(—Va—0P—a 20ya+ o

o b b
limf[—Ya—d] = lim | - |l =tim|— 2| =
imf(—fa =0l = lm | T | =lm| o] = e
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Eine etwas komplizierter gestaltete Funktion, welche in sich beide
Arten der Unstetigkeit vereinigt, ist

R

a+bae

Bei Untersuchung der Stetigkeit wird hier:

p— 2 p— &

A x ;

) =@ = ot~ —ae T
a+b4-c a+br e

o | il o (e

(@ +b4-%) (a+ b= %)

Ab— —. b ’
R i G L]

1 1
(a+b4-%) (a+b7%)
1 1
(Ab—a)(a+b* %) —(bx —a)(a+bi2)4
_ 4o : 1

Az(a+b4-9) (a + b2-0)

! L 1
1 A(a+ b4 —x(a+b> )
T 1 - a‘ T 1

A(a + ba-a) x(a+b2-2)

Wie der Ausdruck erkennen 148t, wird er bei beliebigem, endlichem
2 und endlichen Konstanten @ und b, solange 4 und A — @ verschieden
von Null sind, stets mit |4 — x| = 6 oder x = 4 + 4 auch, je nach der
Wahl von ¢ beliebig klein, < ¢

Es folgt dann ndmlich aus:

1 1

) = fla) = Ao ARt

Ala+ b4 w(a+ b

wenn wir im Zihler x durch A4 + § ersetzen:

! _ L v
AbA—“_bei‘S"lebA—a_( ,7'_ 6)bA:t:)~a

1
— A(b d-a _pAa-ath ai6)+6bA ats
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so daB3:
B U | _t
a . (A—x)a—{—A(b“‘“—b“*"i“?(Sb“‘“i")i
f@=-—" " e
A(a—f—b“"“) x(a+bA—ai(§) :
1 1

Da mit sehr, beliebig kleinem o die Glieder 54-¢ und b4-e%9,

worin A — a von Null verschieden, beliebig wenig differieren und
1

8.b4-a%0  aych /1)
beliebig klein aus- [
fallt, wie auch
|4 — x| =46, so
wird der Zahler Y% s
beliebig klein, - ~ Vlgrr
|
|
|

nicht aber der /' /’——___—
Nenner.

Die Funktion
ist somit stetig _, _ 0 o
fiir alle Werte =72
des Arguments
mit Ausnahme

der Punkte ﬂx)'a'*a,ibfw"g:f'

A=0und A=a.

Es folgt ndm-
lich fiir diese Stel- ~f1a)
len beziiglich des

ersten Falles wegen dem Faktor 4 im Nenner und beziiglich des zweiten
1

wegen der Potenz 4-% im Zihler fiir den ganzen Ausdruck bei beliebig
kleinem |4 — x| = 0 nicht auch eine von vornherein beliebig kleine
GroBe.

Die genauere Untersuchung fiir diese bestétigt dies auch in folgen-
der Weise:

1. Untersuchung fiir Punkt 4 = 0.
Wir erhalten:

a) als Grenzwert von rechts,

—tz

Fig. 178.

wenn wir x = 0 4 6 = -0 setzen:

p—2

im )= tima + 0| = =
z=0t 4=0 -
a-+bd-e

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 22
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b) als Grenzwert von links,

wenn wir £ = 0 — 0 = —0 setzen:
b— —_a—é b+ %_
lim f(z) =lim|a 4 ————— | =lim|a + — |.= +oo
xfo" 4=0 a—{—bim 4=0 a+b_m
2. Untersuchung fiir Punkt 4 = a.
Es folgt:
a) als Grenzwert von rechts,
wenn wir x = a -+ 0 setzen:
a
bh—
lim f(z) = lim | a + ~“—f6~ —a
z=a =0 3
a-t+b?
b) als Grenzwert von links,
wenn wir x = a — 0 setzen:
a
b —
lim f(z) = lim|a + a;fév =q — b—;——l
—a 5= -
= ° at+b 9

Wie wir sehen, fallen in beiden Punkten die Grenzwerte von beiden
Seiten nicht gleich aus, womit die Unstetigkeit in ihnen, also fiir
z=A=0und x = A = a, erwiesen ist. In beiden Féllen liegt daher
im speziellen eine solche durch Sprung vor, im letzteren durch end-
lichen, im ersteren durch unendlichen Sprung, was uns auch die Fig. 178
sehr schon erkennen lat. Und zwar rithrt die Unstetigkeit durch un-

endlich grofen Sprung von der Funktion (a — %) im Zahler, der end-
1
liche Sprung von der Funktion (a + bm) im Nenner her.

Auch die oben zitierte, einfach gestaltete Funktion y = 1 ¢ mit
1—a®
endlichem Sprung erhilt bei kleiner Abdnderung noch eine Unstetig-
keitsstelle mit unendlichem Sprung, womit sie dann also auch beide
Unstetigkeitsarten besitzt. Es ist die Funktion:

Y= —— 1
c—a”
welche unstetig wird fiir « = 0 und wenn der Nenner verschwindet,

1
also fiir ¢ — a® = 0 oder x = I;f;ic: .
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Man findet namlich fiir diese Punkte:
1. Fir x =0:
Grenzwert von rechts:

=0

i ; ! ) ,
fim [—- 1] — lim #} — lim *»1—] —0
L LI IO

Lc — a®- Lc — a®)

1 1
z=0"

Grenzwert von links:

1 1 . 1 1
lim |-~ | =lim|-— | =lim| — — |= —
z=0" — =0 e =0 1 c
c—a® ¢c— a4 C— 7
Y
L
2. Fir o = 0ga 1)
Loge
Grenzwert von rechts:
1 1
lim | —|=lim| ——
Loga\+ — 6=0 =
(oze) Lo —as o894
c — aLogc

Unter Anwendung der Grenzwertsitze folgt hieraus:

. 1 1
o [
x=( oga) C—d; ('Logawl_d)
¢ — lim

Loge aLogc
=0
Nun ist:
Loga ) Loge (Logc>2 (Logc>3
1: ) = —2— — P2 .
(Logc T Loga ¢ Loga +9 Loga +

Die Glieder nach dem ersten Gliede dieser Entwicklung kénnen, da ¢
Loga > 1

Loge ’
unter allen Umstédnden

beliebig klein gewahlt werden kann, selbst wenn @ > ¢, also
Loga
Loge
eine bestimmte endliche Zahl sein wird, wihrend J beliebig klein ge-
wihlt werden kann. Es kommt also zu diesem Zweck lediglich auf
die Wahl von J an.

doch beliebig klein gemacht werden, weil

1) Die Basis des Logarithmen-Systems ist beliebig — worauf wir mit der all-
gemeineren Schreibweise ,,Log hindeuten wollen —, da man ja durch Multiplikation
mit einer Konstanten, dem Modul, den Logarithmus stets in einem anderen System
ausdriicken kann, welche aber hier, ausgehend von einem bestimmten Logarithmen-
System, in Zihler und Nenner auftreten und daher durch Kiirzung wieder verschwinden
wiirde.

22%
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Begehen wir einen sehr kleinen

Stetigkeit und Unstetigkeit.

Fehler, der wiederum aus eben

erwihnten Griinden beliebig klein gehalten werden kann, indem wir
nach dem zweiten Gliede alles vernachléssigen, so folgt:

) 1 _ Loge 6(3%_0_)2
4 Loga s "~ Loga Loga
t Loge
Und damit wird nun:
1
Loga Loge _ (Logc)‘-’
lim |:a Loge } = lim [aLoga ca Loga] |
=0 5=0 J
B P - Nun ist:
Y~ T ~———— T Loge
hd o ~7x aqloge — ¢
was wir durch beidseitiges Lo-
¥--L5: %% garithmieren bestiitigen konnen
(unter Berufung auf den Satz,
1 daB gleichen Logarithmen auch
¥ gleiche Numeri entsprechen miis-
Fig. 179. sen). Damit folgt dann:
{g’%l Loga 6} = cLogc)‘l
~ L g Loge + lim [a (Loga 1
8=0 |

Da der Grenzwert im Nenner der Grenze a® = 1 zustrebt, so kénnen

wir statt dessen auch setzen:

(Logc)2
lim|a ‘\Loge) ] = lima%t® = lima*
5=0 £=0 £=0
und erhalten damit:
lim|————| = lim [—c—} -
6=0[ Loga +a] T e=oler]  lim(a)
aLogc e=0
Unser gesuchter Grenzwert wird nun:
T i
oga+ — e=0 9
”=G‘Tgc) c—a’ - lim (@?).
=0
Da
at>1
so bleibt
c
. < c
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und daher der Nenner:

positiv sehr klein, z. B.:

Damit wird dann schlieBlich:

1
lim |1 ] =lim <—) — foo
. Log a\+ - n=0 ‘I"'?/

- Logc) c—a

Auf genau gleichem Wege findet man auch den Grenzwert von

links:
r 1 1
lim i =lim[——s}
:(Iﬂ‘)‘ - e=0l0 — 0 @
Loge) "C — a”-
Es ist:
c-a*>c¢
also:
c—cat <0

z. B. gleich — ¢ und damit

. 1 . 1
lim |—|=Im (———) = —0o0
x:(Loga)— = F=0\ T ‘9

Loge) "C — @

Wie aus obigen Darstellungen folgt und bereits zwecks Bestimmung
des Grenzwertes betont wurde, kann man sich der unvollkommneren
Untersuchung auf Stetigkeit mittels graphischer Darstel-
lung der Funktion mit wohl in den meisten Fillen der praktischen
Anwendung geniigender Zuverldssigkeit bedienen. Die Sache macht
dann in diesem Falle lediglich mehr oder weniger hohe Anspriiche auf
die Geduld der Person durch die dazu notige, unter Umstinden sehr
zeitraubende Ausrechnung der Zahlenwerte fiir méglichst viele Bild-
punkte (zusammengehorige Wertepaare der Variablen zur Bestimmung
der Kurvenpunkte).

Die Unstetigkeitsstellen werden sich in der Zeichnung des Funk-
tionsbildes, sobald man mit den Wertannahmen fiir das Argument
in die Ndahe solcher kommt, leicht ohne weiteres zu erkennen geben,
wenn man sie zu beiden Seiten derselben vergleicht.

Wie aus obigen Untersuchungen auf Stetigkeit und Unstetigkeit
einer Funktion, insbesondere auch der ersten Form der dafiir genannten
Bedingung und nicht zuletzt auch aus der Betrachtung der geometrischen
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Funktionsbilder hervorgeht, ist eine Funktion stetig, solange einer
beliebig kleinen Anderung des Arguments (Zu- oder Abnahme) auch
eine beliebig kleine Anderung der Funktion entspricht.

Sind z. B. #; und x, die Abszissen zweier beliebig nahe gelegener
Punkte auf der z-Achse (Abszissen) mit dem Abstand Az, so muB
fiir Stetigkeit der Funktion an diesem Orte auch die Differenz der
zugehorigen Ordinatenwerte

Yo — = Ay
mit Az beliebig klein ausfallen, und zwar gleichgiiltig, ob vor oder nach
dem betreffenden Punkt.

Es muB sich also zu beiden Seiten eines Stetigkeitspunktes stets
ein beliebig kleines Differenzendreveck finden lassen, dessen beide
Katheten zugleich beliebig klein
¥/ 5 werden.

: ’ Da die Summe zweier Seiten
im Dreieck stets grofler ist als
die dritte, wird daher auch die
Hypotenuse in diesem Dreieck-
chen mit 4z und 4y beliebig
bzw. unendlich!) klein und das
ganze Dreieck beziiglich seines
Inhaltes gegeniiber Ax als von
I. Ordnung eine unendlich kleine
GroBe II. Ordnung

Wir erhalten daher, daB fiir Stetigkeit in einem Punkte P (z, y)
zu beiden Seiten desselben sich benachbarte Punkte P, (z;, %) und
P, (x,, y,) finden lassen, welche beliebig nahe bzw. ,,unendlich nahe*,
wie man auch nicht sehr gut sich ausdriickt?), zu ihm liegen, und kénnen
daher auch in geometrischer Formulierung uns ausdriicken:

7

Das geometrische Bild einer stetigen Funktion ist eine
sog. stetige oder kontinuterliche Kurve®), deren Punkte sich
im Gebiete der Stetigkeit iiberall in beliebig kleinen Ab-
stinden folgen.

Oder:

Eine stetige Funktion besitzt die Kigenschaft, dall in
ihrem geometrischen Bilde zu unendlich kleinen Abszissen-
differenzen auch ebenfalls unendlich kleine Ordinatendiffe-
renzen gehoéren.

1) aktuell unendlich klein.
2) Vgl. S. 240, 367.
3) Vgl S. 138.
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Beziiglich der
Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen

kann man zeigen, daf} diese sich aus dem diesbeziiglichen Verhalten
der Teilfunktionen ergibt.

Setzt sich z. B. eine Funktion aus der Summe zweier andern
Funktionen zusammen, so 148t sich leicht beweisen, daf3, sobald die
beiden Teilfunktionen stetig sind, auch die ganze Funktion, die aus
ihrer Summe gebildet wird, stetig sein muB.

Es lduft dies direkt auf eine Anwendung der frither gegebenen
Grenzwertsitze hinaus, was schon aus der einen Definitionsform der
Stetigkeit durch die Existenz eines Grenzwertes (von links und rechts
nur ein, der gleiche Wert) ohne weiteres einleuchtet.

Aber auch mit Anwendung der ersteren Formulierung des Kri-
teriums fiir die Stetigkeit folgt es, wenn z. B. f, (x) und f,(x) die beiden
Teilfunktionen sind.

Sind die beiden Funktionen fiir einen bestimmten Wert A des
Arguments stetig, so heifit dies, daB

by~ @] <& wemn |4—af <0,
und
lbz - f2(x)l <& ”» IA - xl < ’52
woraus durch Addition:
by +b — (it ) <e+e=e
wenn 4 — x| <6
wo 0 die groBere der Zahlen d; und J, bedeuten mag.

Diese Formel sagt aber nichts anderes, als dal (f; + f;) sich der
Grenze (b; + by,) ndhert, wobei aber (b; + b,) ein endlicher Wert ist,
da es fiir b; und b, nach Voraussetzung zutrifft.

Damit ist die Stetigkeit von (f; + /;), also der Funktion

F@) = @)+ @)
bewiesen, die sich als Summe aus f; (x) und f, () ergibt.

In Beobachtung der an friiherer Stelle gegebenen und bewiesenen
Grenzwertsiitze lassen sich in dieser Weise auch die analogen Satze fiir
die Stetigkeit der Funktion herleiten und beweisen, was wir dem Leser
im weiteren tiberlassen méchten.

Wir fassen folgend nur noch das Gesamtresultat, wie dort auch
hier, in einen Satz zusammen, der folgendermaflen lautet!):

~ Eine Funktion, gebildet aus einer endlichen Anzahl von Additionen,
Subtraktionen, Multiplikationen (ganzzahligen Potenzen) und Divisionen
anderer Funktionen, wird, solange die Teilfunktionen stetig sind, fiir

') Vgl. auch S. 350, Anm.
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den nimlichen Wert auch stetig, wenn die im Nenner stehenden
Funktionen an der Grenze nicht verschwinden.

Die Unstetigkeit der Funktion kann auch in der Weise auftreten,
daB, wenn man sich mit den Argumentwerten von beiden Seiten einem
bestimmten Werte nidhert, sich in beiden Fillen der Funktionswert
auch dem namlichen Werte B als Grenzwert nihert, man aber durch
direktes Einsetzen des Argumentgrenzwertes A einen ganz andern
Funktionswert erhilt, so daf3 also wohl

lim /(&) — lim /(z) ~ B

z~At z~A"

f@)fees = (4) = B

Hieraus folgt, dal die Bestimmung eines Funktionswertes
als Grenzwert niemals einfach durch direktes Einsetzen des
Argumentgrenzwertes erfolgen darf, wenn sich auch sehr oft,
ja bei den gewohnlichen Funktionen meist, im Resultat kein Unterschied
zeigt. Es zeigt vielmehr wiederum deutlich, dafl Grenzwertbestimmung
und Einsetzbestimmung eines Funktionswertes zwei grundverschiedene,
einander nicht ersetzende Operationen sind.

aber

Ein schénes Beispiel hierfiir bietet uns die Funktion

e o]
y -—-Zsin%(cosx)“
n=0

in entwickelter Form geschrieben:
y=F(zx)= sin%Z (cos?z)"=sin2a[1+cos2x+costz+ -+ - 4 Cos2" L]y — o
n=0

In der Klammer steht eine geometrische Progression, deren Quotient
cos2z Kkleiner als 1 ist und somit nach fritherem (S. 266) fiir unendliche
Gliederzahl die Summe besitzt:

1
Y S = N T eosiy
Unstetighert T nicht gehoben Damit wird: 1 —cos’a
1—cos?x
—F(2) = sin?® = =
, y () =sin®z 1—cos2x 1—cos2x
-‘B_<T-___.__\0_4 — T Da dieses Resultat ohne Einschran-
kung fiir # erhalten wurde, so sehen wir,

daf fiir jeden beliebigen Wert von x, wie
nahe wir damit auch an 0 herankommen,

y=F(x)=sin*x(cosx)**
- —_— n_=0 -
Fig. 18L. der Wert der Funktion y stets gleich 1
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und immer vom selben, positiven Vorzeichen fiir positive und negative
x-Werte ist, da ja sin’x und cos?x als Quadrate stets positiv ausfallen.

Es ist also auch:
lHmF(x) ~ 1

z~0

~ Ihr geometrisches Bild ist daher eine Gerade parallel zur 2-Achse
im Abstand 1 oberhalb derselben (vgl. Fig. 181).
Setzen wir dagegen in dem Ausdruck der Funktion

z=20
ein, so folgt

W

Yoo = > sin?z(cosz)?"/,_o

n=0

Il

F(2)/y-0 = sin®z[1 4 cos?x + costx 4 ---] ,_¢
—O[l 4141+ - ]=0-F0+0+ -
F(0)=0
Wir erkennen daraus, daf die vorliegende Funktion indertat

verschiedene Werte ergibt, je nachdem wir direkt x = 0 einsetzen oder
ob wir diesen Wert von z durch

Annsherung gewinnen; in welch ’WTI
letzterem Falle es gleichgiiltig ist, Unsterjgherr |y gehaben
von welcher Seite das Nihern
erfolgt. IL
Setzt man daher fest, dal man -}7
fiir = 0 nicht den Wert 0 als giil- =X~ —.—. 'EL ..... =z

tig betrachten will, sondern den l
Wert y,_o=F(0) =1, so stim- A o
men d:nn die Werte von y, die Y =F(x)=n§03m2x(cosx)
man durch direktes Einsetzen von  Fig 182
z = 0 und durch Anndhern von x
an 0 erhalt, iiberein, womit auch die Unstetigkeit der Funktion
y = F(x) verschwunden, behoben ist.

Eine solche Unstetigkeit einer Funktion nennt man daher eine
hebbare Unstetigkert.

Damit diirfen wir aber fiir diese Funktion nicht nur von einem
Annihern an den Punkt z = 0, sondern auch von einem Haben des
Grenzwertes fiir diesen Wert des Arguments sprechen.

Nehmen wir dagegen das schon behandelte Beispiel
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so ergibt sich nur eine scheinbare Ubereinstimmung mit obigem Falle
fiir den Argumentwert x — 0. Wir erhalten ndmlich durch direktes
Einsetzen :

0=

einen ,,unbestimmten‘* Wert, von dem wir wissen, daB er tatsdchlich
den Wert -1 hat?l), wihrend gleichzeitig

lim f(x) = lim f(x) o +1

z~0 z~0"
ist, womit aber gesagt wird, daB es sich hier um ein wirkliches direktes
Haben des Grenzwertes fiir « = 0 handelt.

Wir kénnen demnach resumierend auch sagen, dal von einem
Sichannihern an den Grenzwert nur dann gesprochen werden muf,
wenn durch das direkte Einsetzen des Argumentwertes, fiir welchen man
dieStetigkeit untersucht, entweder ein von den Annéherungswerten vollig
verschiedener Wert sich ergibt oder ein bestimmter Ausdruck, dem
sich unter keinen Umstidnden ein bestimmter Wert zuordnen 1a8t, der
also definitiv unbestimmt bleibt. Als Beispiele dafiir erinnern wir an

1 1
die besprochenen Funktionen?) f(x) = sin (;), @) = ;sin (%)

Wenn dagegen das direkte Einsetzen den gleichen Wert ergibt,
wie der Grenzwert fiir das Anndhern, oder wenn der durch direktes
Einsetzen entstandene ,,unbestimmte Ausdruck‘ sich doch als bestimmt
erweist und von gleichem Werte, wie der durch Annéherung gefundene
ist, dann haben wir es mit einem Haben des Grenzwertes zu tun.

Wie das folgende Beispiel zeigt, gibt es auch Fille, fiir welche
die Unstetigkeit nicht hebbar ist.

Es tritt in demselben wiederum eine Unstetigkeit im gleichen
Sinne ein, daf nimlich das direkte Einsetzen einen andern Wert liefert
als das Sichannihern an den betreffenden Argumentwert; aber nun
derart, daB dieses Annahern von rechts und links zu verschiedenen
Werten fithrt und auBerdem noch das direkte Einsetzen einen von
diesen beiden ebenfalls verschiedenen Wert liefert.

Die betreffende Funktion mit solchen Eigenschaften lautet:

y = D) = sinz + gl—lggf + §l—n55ﬁ +
oder kurz:

1) Vgl. S. 296.
2) §.291, 292.
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Da wir obigen Nachweis mit den bisherigen Darlegungen nicht
fithren kénnen, so miissen wir uns begniigen, die Resultate anzugeben.

Zunichst sieht man ohne weiteres aus der Form der Funktion,
daB fiir negative x auch der Funktionswert y negativ wird (weil ja der
Sinus eines negativen Winkels negativ ist), und ebenso, dafl fiir posi-
tives # das y auch positiv ausfillt. Also muf} jedenfalls auch in der
Nihe von = 0 sich der Funktionswert einem negativen bzw. positiven
Werte ‘annéhern.

Nun ist:

sindx  sinbx sin7x 7

sing g b b b= !

1) Fiir den bereits die einschligigen Beziehungen kennenden Leser wollen wir
die Ableitung dieser Formeln hier kurz anfiihren:
Wir gehen aus von der ,,Logarithmischen Reihe:

z 2? 23 2t
ml+g=F T +5 -5 -
welche auch allgemein fiir eine komplexe Zahl (Variable) z giiltig ist unter der Be-
dingung, da}
lz] < 1

Aus ibr folgt,{ wenn wir z durch —z ersetzen:

2° O
— 4 «+el, wenn |z <1

2 3 4
-2 =-|s+5+5+5+5

worin z eine gewéhnliche komplexe Zahl bedeutet, fiir die wir setzen kénnen:
z = r(cos¢ + i sing)
und daher:
In(l —2) =In(l - rcosq — i rsing)

die Klammer kann als wieder komplexe Zahl: [(1 — r cos¢) — ¢ rsin¢] abermals als
solche geschrieben werden:

(1 —rcosq -irsing) = R(cosy + isiny) = R - gl
wobei:
1 — rcosq = Rcosy
rsing = Rsiny
R=](l--rcosp)®+ (rsing)’ =1 -- 2rcosg + r?
dann wird:
In(l —rcosq --irsing) =InR 41y
Nun ist:
_ siny rsing
g cos 1 — rcosq
arctg reing
y =
und: 1 -rcosq

InR = 7; In(1 —2rcosq 4 r?)
Nach der Moivreschen Formel:

(cosg + ising)* = cosng + itsinng
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und
sin(—3%) sin(—52)

sin(—#) + g +

sin(—7 )
5 o7 trTog
welche Beziehungen fiir beliebige Werte von = gelten, also auch fiir

Annéhern an 0 von rechts (bei positiven xz-Werten) bzw. links (bei
negativen x-Werten).

wird fiir: z=r(cosp + tsing):

22 = r%(cos2 ¢ + £sin2¢)
2% = 1%(cos3 ¢ + 1 sin3 @)
2* = r*(cos4 ¢ + i sind @)
Setzen wir diese Ausdriicke in die Gleichung fiir In(1 — 2) ein, so folgt:
Inl —2)=InR+iy = %ln(l — 27rcosqg + 1Y +i-arctg%
2
= —r(cosp + ising) — % (cos2 @ + ¢sin2 @)

3
- %(cos:%(p + isin3¢) — - - -
tiir r = 1 folgt:

1 _ . ( sin @ ) -
5 In[2 (1 — cos¢)] + ¢ arctg T cosg )

cos2 ¢ + isin2¢ cos3 ¢ +isin3 ¢

= —(cosp — ising) — B 3 ..

Durch Gleichsetzung der reellen Werte einerseits und der imagindren Werte anderer-
seits folgt:

1 2
—In[2(1 - cos¢)] = — [cosp + SRY 4 cos3 g + -
2 2 3
sing . . sin2 ¢ sin3 ¢
arctg 1 —cosgp sing -+ 2 + 3 +
Nun ist:
1 —cos<p=2sin2% und sin<p=2sin%cos£
Daher:
U (1 _ 2)
1 — cose cotg2 =t 2 2
und also:
in @ T 9
arctg 1 —cosgp 2 2
und demnach das Resultat:
1 . sin2 @ sin3 ¢
g T g TSmet g gt
Setzen wir nun:
y_x* . 1 . y =
2—2—1—2 so folgt: g =a+7y
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Es nahert sich somit der Funktionswert y dem Werte +§ , wenn

wir uns mit & von rechts her dem Wert 0 nihern, dagegen dem Wert —
wenn sich z von links her dem Wert 0 annihert.

Setzen wir dagegen in die
Funktionsformel xz = 0 ein, so
wird y =0, da ja sadmtliche
Sinus zu 0 werden.

Die Funktion y= @ (x) stellt ————
zwel horizontale Gerade dar, =z

4 k]

+Z
z

4

oo
- sin@n+*1)
y-Pw nz,o ne7

deren eine im Abstande -+ %,

. . JT .
die andere im Abstande — —- Fig. 183.

4
von der z-Achse liegt, wie dies ja die obigen Summenreihenentwick-
lungen von ihr andeuten; zu ihrem geometrischen Bilde gehort aber
auch der Nullpunkt (vgl. Fig. 183).

Wir haben hier also den interessanten Fall, daB fiir einen be-
stimmten Argumentwert der Grenzwert der Funktion von rechts anders
ist als der von links, beide aber sind wiederum verschieden von dem
Funktionswert, den man durch direktes Einsetzen erhilt.

Bilden wir aus obiger durch Zusammensetzung eine neue Funktion

¥ = cosz + ()

also:
— L~ singr ) + SH}?,(; ) sind@ 4w
3
N sin2 % 7sin3_rl )
g T Sm S +

Setzen wir statt » wieder allgemein ¢, so wird:

¢ _ . sin2¢ sin3¢
=8 2 3 +
Durch Addition zu obigem Ausdruck fiir ;l - —;Z folgt schlieBlich:
T . sin3 ¢ sin5 ¢ ]
5 =2 [sm(p T3 5 T

giiltig fiir jeden (reellen) Wert von ¢, wie die niahere Untersuchung ergibt.
Setzt man statt ¢ die allgemeine reelle Variable z, so folgt schlieBlich:

. . . 1
%:2{sinx+ sm33z n sm55:c n sm77x n J’ 2] <o
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und beachten, dafl der Limes einer Summe gleich ist der Summe
der Limes der Summanden, daB also

lim ¥ = lim (cosz) + lim & (z)
so hatten wir in dieser eine Funktion, die durch direktes Einsetzen 1

liefert, durch Anndhern aber 1 + S , so daB:

4
lim P(x) ~ 1 + =
a~o” 4
lim Y(z) > 1 — x
z~0" 4
P) =1 1)
=0

Ihr geometrisches Bild zeigt Fig. 184.

y-lfﬂf/z/
_ . 3 sin(Zn+7)
y=gw myx% At
Jo
!
Z
A

R, A T

\

\
<

Y
-~y - &
Fig. 184.

1) DaB der Satz, eine Funktion, welche durch die Summe anderer stetiger Funk-
tionen gebildet ist, auch stetig ist, solange die Anzahl der Summanden-Funktionen
eine endliche ist, seine Richtigkeit hat, veranschaulichen deutlich die obigen Beispiele.

o0
Von y = Zsinzx(cosx)“ bestehen die Summanden alle aus stetigen Funk-
n=0

tionen, wihrend ihre unendliche Summe, wie gesehen, nicht stetig ist.
Ebenso ist die Funktion

sin3 x sind x

& (z) = sinx + 3 +——5——+...

bestehend aus unendlich vielen stetigen Funktionen, unstetig im Nullpunkt, wo ihr
F 4 F 4 .
Wert von -+ Y nach — Y springt.

Es folgt hieraus wiederum von neuem, daB bei derartigen Ubergéingen zum Un-
endlichen Vorsicht geboten ist.
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Da wir oben auch das Unendlichwerden einer Funktion angefiihrt
haben, so wollen wir noch folgende Definition einfiihren:

Eine Funktion heifit in einem Intervall endlich, wenn
die Werte, welche sie in den einzelnen Punkten annimmt,
ihrem absoluten Wert nach endlich bleiben oder, genauer
gesagt, wenn es eine positive endliche konstante Zahl gibt,
dievonder Funktionindiesem Intervall nichtiiberschritten

wird.

Soweit wir die Unstetigkeit bisher in Betracht gezogen haben,
bezog sie sich stets nur auf einzelne Punkte. Man sagt in solchen
Fillen, die Funktionen haben nur isolierte Unstetigkeitsstellen; sie
werden nur in isolierten Punkten unstetig. Doch ist dies nicht immer
notwendig so.

Man kann aus Funktionen, die nur in isolierten Punkten unstetig sind, mit
Hilfe des sog. Prinzips der Verdichtung der Singularitdten ausgehend,
Funktionen aufstellen, welche in unendlich vielen Punkten unstetig sind. Die-
selben (die Unstetigkeiten) konnen sich dann in der Umgebung eines einzelnen

fir x =0, wo-

Punktes hdufen — wie z. B. in der Funktion f(z) = 1

sin| —
x
fiir die Funktion sin (%) keinen Grenzwert besitzt, da sie den Nullpunkt in un-
zéhlig vielen Schwingungen zwischen +1 und —1 erreicht, also auch jhre Kurve
1
in néchster Nihe desselben unzihlig oft die x-Achse passiert, sin(?) also un-

zéhlig oft Null und somit

- unzahlig oft 4-oco oder — oo wird, wie auch
sin|—
z 1 1)1 .
in der frither betrachteten Funktion ;sin (;) —~ oder aber die unbegrenzt

vielen Punkte mit Unstetigkeitsstellen kénnen in gewisser Weise iliber das ganze
Intervall verteilt sein. Ist die Anzahl der Unstetigkeitsstellen endlich, so kann
man durch EinschlieBen der Unstetigkeitsstellen in unendlich kleine, besser gesagt,
beliebig kleine Umgebungen und AusschlieBen dieser aus dem Giiltigkeitsbereich
die Funktion fiir den Rest des Intervalles als stetig bekommen. Man nennt solche
Funktionen abteilungsweise stetig.

1) Vel 8. 291, 292.



V1. Differential und Integral.

§ 20. Der Differentialquotient.

Durch die Einfithrung und Betrachtung des Grenzwertes und, auf
ihm fuBend, jener der Stetigkeit, haben wir gelernt, uns mit Eigen-
schaften einer Funktion in der Néhe oder der Umgebung einzelner
ihrer Punkte zu befassen. Sie fithrt nun weiter dazu, diese Eigen-
schaften der Funktion noch in anderen Hinsichten zu untersuchen.

Auch geometrisch werden wir von selbst darauf gefithrt. Wenn
man nidmlich eine Kurve zeichnet und ihren Verlauf in der Gegend
eines Punktes genau kennen will, so sucht man vor allem die Tangente
in diesem Punkte zu ermitteln. Die physikalische Anwendung dieser
Tatsache fithrt uns zur Geschwindigkeit, die sich geometrisch auch
wiederum durch die Tangente (an die Wegkurve: Weg in Funktion
der Zeit) deuten laBt.

Die Konstruktion der Tangente an eine durch bestimmte Gesetze
gegebene Kurve in einem beliebigen Punkte derselben ist Sache der
Geometrie und schon friihzeitig von den Mathematikern geitbt worden.

Wir miissen aber wiederum trachten, unabhingig von der Geo-
metrie zu einem Begriff und seiner arithmetischen Darstellung zu ge-
langen, der mit dieser Tangente in innigem Zusammenhang steht und

sie fiir die arithmetische Betrachtung und ihre Umdeutung ins Geo-
metrische vollig ersetzt.

Wir gehen zu diesem Zwecke aus von der Umgebung eines Punktes
der stetigen Funktion:

y=[(x)

ndmlich fir # =a und y =5 und bilden fiir verschiedene Werte z,,
Xy, &g + + -, die sich dem Wert x = @ mehr und mehr annihern, die zu-

gehorigen Funktionswerte y,, y,, y5 + + +, welche sich damit dem Werte
y = b nihern.
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Als Beispiel wihlen wir im speziellen die Funktion:

3

y=f@="y
und setzen:
r=a=25
wofiir:
y=>5b= 5 = 2,604166 - - -
wird und erhalten:
z, =00 y, =0
z, =10 y¥o = 0,166 - - -
z; =20 y; = 1,333 .-
x, =22 y, = 1,77466 - ..
x5 =24 y; = 2,304
zg = 2,45 Y = 2,451020833 - - -
x, = 2,475 Yy, = 2,5268203125
xg = 2,4875 Ys = 2,565299153645833 - - -
zy = 2,49375 Yy, = 2,5846842041015625

x,0 = 2,496875 Y0 = 2,694413243611653645833 -

Wir bilden ferner die Differenzen:

a—x =dz, =25 b—y, =4y, = 2604166 ---

a—x, =Adxr, =15 b—y, =4y, =24375

a—x, =4z, =05 b—-y, =4y, =1,270833 - .-

a—a, =Adz, =03 b—-y, =4y, =0,8295

a—x, =Ax, =01 b—y, =4y, =0,300166 - --

a—x, =Adxg; =0,05 b—y, =4y, = 0,153145833 .. -

a—x, =4z, = 0,025 b -y, =4y, =0,077346354166 - - -
a--z, =4z, =0,0125 b—y, =d4dy, = 0,038867513020833 - - -
a—z, =4z, = 0,00625 b—y, =4y, = 0,019482462565104166. . .

a—a, = Az, = 0,003125 b— yy, = 4y, = 0,009753423055013020833 - - -

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 23
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und bekommen die Quotienten:
Ay, b—y, _ 2604166

Ah ot 2D —~ 1,04166 - - -
322 - Hz_ . 2"1*?575 = 1,625

jzz - %; ?;Z - &?23;? = 2,54166 - .-
,jzj=2:z: 0’30%1"1‘6“; — 3,00166 - - -

Z‘% _ 2 - -Z«: - 0’153(1)"155833"' — 3,0629166 - - -

j?;: - Z_ji - 0’077340‘?32:166 - — 3,003854166 - - -

jz:_ _ Z’_ : Zﬁ _ 0’03883,70511;5020833 — 3,10040104166 - - -
j%: _ Z - Z: - ?ﬁ°1948240‘?§ggg;°4166‘ T = 3,1171940104166 - - -
A _ b=ty _ O009T53423056013020838 -y o

Az,  a- =z, 0,003125

Wie ersichtlich, ist einerseits:

Ay, Ay, Ay, Ay,
Ay, Ay < Aw, < A, ~
allgemein:
AYnsa _ AYn
Ax,,+1 Ax.,,

und bleiben andererseits die Quotienten alle kleiner als eine bestimmte
Zahl N, z. B. 3,201); d. h. es ist und bleibt:

woraus aber nach fritherem notgedrungen fiir die Reihe der Zahlen

Ay, . .
: A-‘ﬁ ein Grenzwert existieren muB.
xﬂ

Da die Differenz zwischen diesem und Aﬂ , wie auch die Zahlen-

Az,

reihen- erkennen lassen, mit kleiner und kleiner werdenden Differenzen

A A
1) denn man sieht, daB die Werte der Y yon 5¥% an nur noch von den

Hundertsteln an zunehmen. Az Az,
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Az, und Ay, auch stets kleiner ausfillt, so wird dieser Grenzwert hier
erreicht, sobald 4z, und 4y, an ihrer Grenze angelangt sind, d.h. fiir

Az=0 und 4y =0.

S T

-7

o/
4 4z, 2z, P —rx
+ — T

Ly

== N
A2 dye Yo
Zr Az,

Fig. 185.

Um nun diesen Grenzwert, wie er sich nicht nur fiir den speziellen
Kurvenpunkt, mit den Koordinaten x=2,5 und y = 2,604166 - - -,
sondern allgemein fiir x = a und y = b, d. h. ein jedes Wertepaar (z, y)
dieser Funktion oder fiir jeden Punkt der Kurve in einer jeweils an-
deren Zahl finden lafit, ndher zu untersuchen, gehen wir aus von der

allgemeinen Form des obigen Quotienten:

AYn _ Y~
Az, x—ux,
Da
x— 1, = dax,
also auch

Ty =2 — Az,
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und
Y — Yn = Ayp = [(®) — flxs) = fx) — [(x — da,)

so kann man demselben auch die Form geben:

Ayn _ (@) — fl@ — Az,

Az, Az,

FaBt man nun die variablen Differenzen 4x, und 4y, nicht als
von den besonderen Koordinaten z,, y, des
Punktes @ abgeleitete Teile auf, sondern
ordnet man sie als verinderliche Teile von
z und y den Koordinaten des festliegenden
Punktes P zu, dem dem Grenzwert entspre-
chenden Grenzort der Bewegung, so kann man
die Indices von A2 und Ay weglassen und
den allgemeinen Quotienten auch schreiben:

dy _f@)—fe—An
Aax Ax

der in diesem Zusammenhang unter dem bezeichnenden Namen des
Differenzenquotient der Funktion f(x) bekannt ist.

Falls nun dieser Quotient einen Grenzwert besitzt, so sprechen wir
dann von diesem als einem Differentialquotient (D.-Q.), dem
somit die Schreibweise zukommt:

lim (j—i) —tm [f(w) - Z(;c — Aa)

Um anzudeuten, daB8 dieser fiir die verschwindende Differenz Ax

1) In spezieller Riicksicht- auf' spitere Betrachtungen weisen wir hier mit
Nachdruck darauf hin, daB der vorgesetzte griechische Buchstabe 4 (das ,,D*
im griechischen Alphabet) in Az, 4y, 4f(x) usw. nur die Bedeutung der ein-
facheren, abgekiirzten Schreibweise einer Differenz hat, in diesen Beispielen
als Az von zwei Werten z: Az =z, —=,, von zwei Werten y:y, —y,= 4y,
von zwei Funktionswerten f(z,) — f(z,) = 4f(x) und unter keinen Umstéinden

A
als ein selbstindiger Faktor aufzufassen ist, der etwa in Ty als T—y gekiirzt werden
‘ z Az

diirfte. A bildet mit dem nachgesetzten Buchstaben ein unzertrennliches Ganze, von
dessen durch denselben bezeichneter Grofle er etwas aussagt und dazu da ist, nimlich
von einer Differenz der durch den nachfolgenden Buchstaben reprisentierten GrofSe
spricht. Die Zeichenverbindung Az, 4y spielt die Rolle eines einzigen Buchstabens,
auch ebenso in 4 f(x) (wo es f(x) fiir sich allein auch schon tut, vgl. S. 124) und ist zu
lesen als ,,Differenz von‘ oder kurz ,,Differenz‘‘ noch 6fter nach dem Buchstaben ge-
sprochen: ,,Delta‘, wie z. B. in 4z = ,,Differenz von z*‘, , Differenz z*, ,,Delta-x*.
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eintritt, ist die vollstdndigere Angabe fiir den Differentialquotienten
der Funktion:

y = [(x)

(@) =@ = dx)
im (i) = am[ e =

Auf andere fiir ihn noch gebrauchliche Schreibarten, wie:

WUy

dx dx
oder:

) = S 17@) = Doy = D7)

werden wir spiter noch eingehender zu sprechen kommen, sowie auf
eine nihere Begriindung seines Namens und anderer fiir ihn gebrauchter
Bezeichnungen, wie: die Ableitung oder auch die Derivierte?).

Bilden wir nun diesen Grenzwert fiir unser Beispiel, so zeigt sich
in ihm, welcher Zahl die oben bestimmten Quotienten sich mehr und

mehr néhern.
© Zu dem Zweck bestimmen wir zundchst den Differenzenquotient.

Es ist in diesem Falle:
3
y=[lx)= E
folglich:
(v — d=)®

6 g

y—dy =[x — do) =
Somit folgt:
) e Ay & @A)

und es wird der Differenzenquotient dieser Funktion:

2 (o= e

Jg [(x) — (x—Jx) 6 6
Jdz Ax Az
2 — (@ — 322 Ax 4 3a da? — Axd)
6 Ax
_ 32 —3xdx+ Aa?
6

1) Vgl. S. 364, 403.
%) Vgl. S. 132.
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Lassen wir nun 4z mehr und mehr abnehmen und schlieBlich
gleich Null werden, so folgt an der Grenze:

lim (j_z) — lim [/1(242 r_ﬁxjﬁj]

1z=0 Az=0 Ax
. [3x2—3xAx+Ax'-’ 32
_ lim |3% 3842 _
Ax=0 6 6
i [0 1= 42 _
tm 19 ~ 2

welches also auch der Differentialquotient obiger Funktion ist:

d [« , x3) x? 2

ale)=r(5)=% )

Fiir unser Beispiel ist der Grenzwert gesucht fiir die Annaherung

des Argumentes z an den Zahlenwert @ = 2,5. Der damit entstehende
Grenzwert des Differenzenquotienten, dem sich dieser mehr und mehr

nahert, ergibt sich daher fiir £ = 2,5 aus dem erhaltenen allgemeinen
Ausdruck des Differentialquotienten:

x? 2,52
I =22 319
R Aty

Das ist auch der Grenzwert, dem die oben aufgestellten Quotienten
Ay,
Az,

Differenz angendhert werden konnen.

mehr und mehr zustreben und dem sie bis auf jede beliebig kleine

Schon aus dieser einfithrenden Darstellung ergibt sich, falls f(x)
als Kurve dargestellt wird, die geometrische Bedeutung des Grenz-
wertes dieses Differenzenquotienten.

Wie aus Fig. 185 ersichtlich, ist der Quotient % = Z—_rﬂ identisch
1 — %
mit der trigonometrischen Tangente des Winkels «,, welcher einge-
geschlossen wird von der z-Achse und der die beiden Punkte @, (x,, ¥,)
und P(a, b) verbindenden Sekante, so daB:

Ay, b —y
t =4 _ 7 I
8N =7 x, a—

1) Unrichtig und dem Sinn der richtigen Auffassung durchaus widersprechend
wire es, den Wert :52—- aus dem Differenzenquotienten herleiten zu wollen, indem man

darin kurzweg die direkte Setzung Az = 0 macht ohne ein Annidhern an diese Grenze
inbetracht ziehen zu wollen. DaB diese Setzung zum gleichen Resultat fiihrt, gilt z. B.
fiir diesen Fall, aus dem man in keiner Weise folgern darf, daB es nun immer so sein
muB. Es geniigt dazu, an das friither behandelte Beispiel S. 344/50 zu erinnern.
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Analog ist der Neigungswinkel der Verbindungslinie der Punkte
Qz(xz:.%) und P(“ab):
Ay, _b—9,

tgoy = —— = -
&% Az, a0 —x,

Setzt man diese Uberlegung fiir alle folgenden gebildeten Diffe-
renzenquotienten fort, so folgt:

Ays b—y,
tox, = —2° = — I
8% dzy,  a— 24

Ay _ b — Y10
Adx,, o — z,

tgoy, =

Unter gleichzeitiger Betrachtung der Figur beobachten wir aber,
daB alle diese Sekanten je langer, je mehr sich der Lage der Tangente,
gezogen im Punkt P(a,b) an die Kurve, anndhern, indem sie, sich um P
drehend, von dieser immer weniger abweichen. Ohne weiteres ist nun
klar, daB die dem Grenzwert des Differenzenquotienten entsprechende
Sekante schlieBlich mit der Tangente als ihrer Grenzlage zusammen-
fallen mufl und somit auch ihr Neigungswinkel & dem Neigungswinkel 7
der Tangente gleich wird.

Es ist somit:

Alililo j% = limtgx = tgv
d. h.:

Der Differentialquotient einer Funktion f(a) ist gleich der trigo-
nometrischen Tangente des Neigungswinkels der geometrischen Tangente
an ihre Funktionskurve.

Rechnen wir hiernach den Winkel 7 der Tangente im Punkte
{z =a=25

y— b — 2,604166 - - - aus, so folgt:

tg1/1=2’5 = 3,125
was einem Winkel entspricht von:
T=72015"19"

Ebenfalls zum Differentialquotienten als Grenzwert des Differenzen-
quotienten und als MaBgrofle fiir die trigonometrische Tangente der
geometrischen Tangente gelangt man, wenn man (in Fig. 185) z und y



360 Differential und Integral.

von der anderen, rechten Seite her, von grofleren Werten
als @ und b ausgehend in abnehmendem Sinne den Grenzwerten a und b
sich anndhern 1a8t.

Dieser Fall ist speziell in der Fig. 188 S. 362 des folgenden Beispiels
veranschaulicht.

Wie leicht ersichtlich, gelangt man, gestiitzt auf analoge Uber-
legungen, wie in Fig. 185 zum allgemeinen Ausdruck des Differenzen-

quotienten:
Az, Az,

und schlieflich, wenn man wieder
Az, und 4y, als Teile der Koordi-
naten z und y vom ,,Grenzpunkt‘‘ P
betrachtet, zur allgemeinen Form:

Ay _floe+ Ax) — f ()
Aax Ax

Fig. 187.

so daB sich in diesem Falle fiir den Differentialquotienten der Funktion:

y ="/
tim (42) = 1 0[f(ac +dw) — (@)

dx=0

ergibt:

Die néhere Untersuchung laft erkennen, dal die beiden Diffe-
rentialquotienten wohl, wie ihre verschiedene Form andeutet, im
allgemeinen einander nicht gleich zu sein brauchen, jedoch in
weitaus den meisten, ganz besonders der praktischen Erfahrung ent-
stammenden Betrachtungen, den nimlichen Wert besitzen. Dies trifft
insbesondere auch zu, wenn es sich um funktionale Zusammenhénge
handelt, die sich aus technischen Untersuchungen ergeben, um sog.
,,technische Funktionen®, bzw. die sie vertretenden analytischen Funk-
tionen (vgl. IV, S. 193—194, 235—238).

In der Bewegungslehre (Phoronomie) gibt, wie wir bei dieser Gelegenheit
auch bemerken wollen, der Differentialquotient die Geschwindigkeit des
bewegten Punktes oder Korpers an und ist gegeben als Grenzwert der Funktion,
die uns den zuriickgelegten Weg in Abhingigkeit von der Zeit angibt [s = f(f)].
Es ist nun aber klar, daf in jedem Zeitmoment der Koérper sich tatsichlich mit nur
einer Geschwindigkeit bewegen kann, also nur ein einziger Differentialquotient,
von welcher Seite wir uns auch dem Bewegungszustand nihern médgen, dem
Punkt der Weg-Zeit-Kurve nur eine einzige Tangente, entsprechen kann.

Ahnliches gilt fiir die Beschleunigung, die sich als Differentialquotient der
Geschwindigkeits-Zeit-Funktion [v = ¢(t)] ergibt.
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Auch in obigem Beispiele liegt eine Funktion vor, fiir welche das
Gesagte zutrifft, wie die folgende Ableitung beweist.

Es ist:
x3
T
dann folgt:
. x4+ Ax)3
und somit wird der Differenzenquotient der zweiten Art:
)
Ay _fw+do)—f=) 6 6
Az Ax Ax
_ '+ 307z + 3w da®  dat — o
- 6 Ax
_ 32?4 Bxdx + Aa?

6
Wir erhalten daher auf diesem zweiten Wege fiir den Differential-

quotienten den Ausdruck:
lim (ﬂ) — lim [f(x + dx) — f(x)}
dz=0\Ax/)  yz=0 Az
_ L (ﬁtf‘&iﬁﬂf) _ 3«
o 1z=0 6 6
et do) — f@)] _ o
Jlgl:ilo[ Ax B 2

also wirklich den gleichen Wert wie frither.
In letzterem Falle des Gleichseins konnen wir die beiden Formen

des Differentialquotienten in eine vereinigen durch die Schreibweise:

[ £ A%) — f(x)

. Ay
—U. = 1 — =
b-0 A:l:o Ax A]:';Io + dx

Die nimlichen Uberlegungen mit analogem Resultate lassen sich
mit einer anderen Funktion machen, wie z. B. an der Funktion:
x2(13 — x)
y=r@ =" 3

deren geometrisches Bild in Fig. 188 wiedergegeben ist.
Auch hier wird man konstatieren konnen, daB fir ein beliebig

ausgewihltes zusammengehoriges Wertepaar (z, y) der Differenzen-
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— — Ay, .. .
quotient Y7 gy, I =Y _ 2% Gich einem bestimmten Grenz-
T — Z, Ty, — X Az,
werte nihert, wenn die allgemeine Differenz Az, (und mit ihr hier

auch 4y,) kleiner und kleiner wird.

Fig. 185.

Dieser Grenzwert, der sog. Differentialquotient dieser Funktion,
findet sich, wie oben und, da die Funktion, wie die Figur vermuten
1a8t, innerhalb endlicher Grenzen stetig verlduft, auch leicht auf Grund
der fiir ihn aufgestellten allgemeinen Definitionsformel:
fx &= Ax) — [(x)

+Az

D.-Q. = lim [

Jz=0
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Es ist:
: (13 — x)

y =)= 5 36

Indem wir z durch (x + Az) ersetzen, bzw. dem Argument x einen
Zuwachs + Az zuteil werden lassen, folgt der entsprechend um Ay ge-
wachsene Funktionswert:

v+ dy = flo + 4z = @ E AP Z @ L A9

— 3,6

Durch Subtraktion der oberen von der unteren Gleichung folgt:
+ Ay =flx + dz) — f(x) =

_ et de?13 — @+ Az)| 6 [x2(13_l - 36]

40

und durch Division mit der Differenz A« folgt der Differenzenquotient:

Ay _ [+ do) — [@) _
Az~ + Az

(% & A2)*[13 (13 — (z -+ d2)] x2(13 — 2)
40 — 36 { 0 3’6}

4 dx

Wenn wir nun die Potenzen im Zihler entwickeln und moglichst
vereinfachen, so bleibt:

@ +2rdr+d42) (18 —x F A0 132
fl@+ d2) - fx) _ 7_7 o ) 40 T

+dx - R Y =
_ I8z 2adr 1340 2y 20 An -

vAdw’ 2t dx —2xAda* T da® -132° 1 2°
+40 Az

=$[26xjjl3zlx-— 22 yode —ax? T 2x dx — Ada?]

Wenn nun die Differenz dx sich mehr und mehr der Null nahert,
so sieht man leicht ein, dafl der obige Ausdruck sich dem Grenzwert:

1
—76(2690 — 322

néhert, welcher somit auch der Differentialquotient vorliegender Funk-
tion ist, so daB wir haben:

| £ dx) — [(2) _ 262 —32° _
leilo¥ —dx 40 B f()
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In noch etwas einfacherer und iibersichtlicherer Weise préasentiert
sich die Herleitung dieses Differentialquotienten, wenn wir die gegebene

Funktion in der Form:

y=f(x) = 1%(139::2—— x%) — 3,6

schreiben und behandeln.

Wie schon diese Beispiele zeigen, ist der Differentialquotient
einer Funktion f(x) wieder eine Funktion von x, aber eine
andere, die wir daher unter Auswahl eines anderen Funktionszeichens
analog angeben konnen mit @(x); ihr Grad ist hier um eine Einheit
Kkleiner.

Diese Funktion ¢ (x) besitzt wiederum ihre eigene, andere Funk-
tionskurve (vgl. Fig. 188) und da sie, wie eben gesehen, sich aus f(x)
herleiten 1a8t, sich durch Ableitung aus jener ergibt, so bezeichnet
man sie auch kurzweg als die Ableitung von f(x) oder mit dem ent-
sprechenden Fremdwort als die Derivierte, welcher Name fiir alle Funk-
tionen Anwendung findet, die nach diesen Gesetzen aus einer anderen
Funktion entstehen, zumal wenn man diesen gesetzmaBigen Zusammen-
hang der beiden Funktionen [f(x) und ¢(z)] betonen will.

In der Schrift deutet man diesen Zusammenhang nach dem Vor-
gehen von Lagrange') an durch das mit einem Strich versehene Funk-
tionszeichen: f'(z).

Ihre Ku;—ej die wir als ,,Differentialquotientkurve’ bezeichnen
koénnten, nennen wir kurz, wenn auch unkorrekter, die Differential-
Kurve der Funktion f(x).

In obigem zweiten Beispiel wird der Winkel der Tangente im
Kurvenpunkte mit der Abszisse x = 4-6 (y = +2,7) eine GroB3e haben,
welche sich findet aus der Beziehung:

26 — 32 ! 26-6 — 36?2
t — / — — R — ¢
A T N 40 Lz
tgr = pp =12
P’'S
7 =>50011"40" (vgl. Fig. 188¢)

Die Punkte, in denen 7 =0 ist, also die Tangente parallel zur
z-Achse (horizontal) verlauft, finden sich, wie leicht einzusehen, aus.
der Bedingungsgleichung
26 x — 3 22

tgt/rzo=tg0= 0= 10

1) ,,Théorie des jonctions analytiques, contenant les principes du calcul différentiel*
Paris 1797; 3. Aufl. 1847 (deutsch von Griison, Berlin 1798).
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Die erhaltene Gleichung:

26 — 322

40 =0

wird erfiillt durch z = 0 und es bleibt bei Division mit z noch die
Gleichung:

26 —3x =0
WOraus:

=" =866

26
3
als zweite Wurzel der quadratischen Gleichung folgt.

2, =0 und x, = 8% sind daher zwei Abszissenwerte, fiir deren
Kurvenpunkte tgz = 0 bzw. 7 = 0 wird und in denen die Tangente
parallel zur z-Achse zu liegen kommt; es sind die Punkte U und V.

Ihre Ordinatenwerte findet man durch Einsetzen dieser x-Werte
in die Gleichung der Kurve.

Ordinate von U : Yy =10 = *-z(;————— — 3,6/ =—3,6
r=0
2(13 —
Ordinate von V7 : Y, =1(83) = 2 0 Y 3,6/ = 4,537031...
z=8%

Schon durch Betrachtung der graphischen Darstellungen der obigen
Funktionen 148t sich einsehen, dal, wenn y seinen Wert mit x nicht
dndert, also fir alle Werte des Arguments die Funktion y = f(x) den
gleichen Wert beibehilt, die Kurve zur

parallelen Geraden zur z-Achse wird und 4 |
fiir alle Werte von x: |
tgt =T == O i
ausfallen muB (vgl. Fig. 189). | g = #onst =&
Es ist dann: i P ;
\ 1 t
— — — N [ !
y = f(x) = konstant = C . ‘ b i
und daher auch: ! . az i x| ;
oAU A0 ot
dzly_onst  dxz , Fig. 189,

d. h.
Der Differentialquotient einer Konstanten ist gleich
Null.

Auch analytisch 16t sich dieses Resultat bestétigen mit Hilfe des
Differenzenquotienten.
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Derselbe wird dann, da y =y, = C:
gy C—-C 0
Ax o Ax - 2';
Wenn nun aber der Differenzenquotient fir jeden Wert von
bzw. Ax bereits gleich dem unverdnderlichen Wert Null ist, so muBl
um so mehr der Differentialquotient als Grenzwert desselben — wenn
man bei konstantem Differenzenquotient itberhaupt von einem solchen
noch sprechen kann und will — auch gleich Null sein, denn ein Wert
einer Grofe, die nun einmal unverénderlich, fiir alle Argumentwerte
konstant ist, kann nur auch fiir den Grenzwert des Arguments gleichen
Wert besitzen, muf3 also hier auch null sein:

=0

. Ay ac ) d .
Al;liloﬂ/yzc =i =0  oder: W(L) =0
Ferner kommt, wie oben im zweiten Beispiel sich zeigt, eine ad-
ditive oder subtraktive Konstante zu einer Funktion fiir die Bildung
des Differentialquotienten nicht in Betracht, da sie in diesem einen
Beitrag Null liefert.
Dies erhellt auch ohne weiteres aus der allgemeinen Bildung des
Differentialquotienten nach obiger Methode wie folgt:
Ist die allgemeine Funktion mit einer additiven bzw. subtrak-
tiven Konstanten gegeben in der Form:
Y = fle) £ C = Flz)
so folgt zundchst fiir die Bildung des Differenzenquotienten:
Y+ 4Y = flx + dx) £ C
AY = flx + da) = C — | f(2) = O]
= fle+ 12) — [
AY _ fle+ 42) — [@)
Az Ax
Dies ist aber bekanntlich auch der Differenzenquotient der Funk-
tion y = f(x), so daf} ersichtlich ist, daB} die additive Konstante bereits

im Differenzenquotienten verschwindet; sie mufl dies daher auch in
dessen Grenzwert, im Differentialquotient tun.

Somit:

Es folgt:
ay . AY . [flz + d2) — [(2)
F ¥/ e R P
d d . . .
-&;[F(x)] = E;lf(x)J
oder:

S 1f @) £ 0] = S/ ()]
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d. h.:

Der Differentialquotient einer um eine Konstante ver-
mehrten (oder verminderten) Funktion ist gleich dem
Differentialquotienten der Funktion ohne Beriicksichtigung
der Konstanten.
oder:

Bei der Bildung des Differentialquotienten ist eine ad-
ditive (oder subtraktive) Konstante nichtin Betracht zu ziehen.

Man kann auch, in nicht streng richtiger Ausdrucksweise, wie dies
noch oft geschieht, die Sekante als Verbindungslinie zweier Punkte der Kurve
festhaltend, in Verfolgung eines etwas anderen Gedankengangse die Auseinander-
setzung erfahren:

,,Die aufeinanderfolgenden Differenzenquotienten geben jeweils die trigono-
metrische Tangente des Neigungswinkels einer Sekante an, die einen Punkt P(a, b}
mit einem sich ihm immer mehr nihernden Punkt ¢ verbindet. Mit unter alles
angebbare MafBl sinkenden Differenzen Az und 4y ndhert sich der wandernde
Punkt @ dem festen Punkt P auf unmittelbare Nachbarschaft, d. h. auf eine
unendlich kleine Distanz, in welchem Falle die Sekante zur Tangente wird und
der Sekantenwinkel zum Tangentenwinkel. Die Tangente erscheint hier als Se-
kante, welche zwei ,unendlich wenig entfernte‘ Punkte verbindet.

Wenn hiernach, aus dem Bilde der Entstehung heraus, davon gesprochen
wird, es sei die Tangente der Kurve die Verbindungslinie zweier unendlich be-
nachbarten Punkte oder zweier in unmittelbarer Nachbarschaft liegenden Punkte,
so ist dies nur eine bildliche Ausdrucksweise fiir den exakten Tatbestand,
daB die Tangente zwei zusammenfallende Punkte verbindet, wobei
aber in dem Begriff des Zusammenfallens der Weg, auf dem dies geschehen ist
(der Weg liangs der Kurve), mitzudenken ist. Tut man dies, dann ist das die
exakte Ausdrucksweise; im anderen Falle muBl man sich bewuft bleiben, daBl man
nur einen annihernden Ausdruck fiir den wahren Tatbestand gewihlt hat.

Wie aus oben gegebener Einfithrung des Differentialquotienten
mit der gelegentlichen Bemerkung: ,,Falls dieser Quotient einen Grenz-
wert besitzt* (vgl. S. 356) hervorgeht, besteht durchaus nicht immer
ein solcher Grenzwert der Funktion, also ein Differentialquotient der-
selben, sondern diese mufl dafiir bestimmte Eigenschaften besitzen,
damit im allgemeinen, d. h. einzelne spezielle Punkte ausgenommen,
fiir sie ein solcher existiere.

Diesbeziiglich 1a83t sich nun zunichst folgender Satz beweisen:

Besitzt eine Funktion in einem Punkt einen Differen-
tialquotienten, so ist sie in diesem Punkte stetig.

Wir setzen also voraus, daB
. (dy )
lim ( =4
Az=0 Ax

worin 4 eine positive, endliche Zahl bedeutet.
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Dies sagt uns aber, daf}, wenn dx sich nur sehr (unendlich) wenig

Y|
von O unterscheidet, der Quotient et auch nur sehr (unendlich) wenig

verschieden von A4 ist. Az
Bezeichnen wir mit u eine sehr kleine Zahl, die mit 4z zugleich
zu Null wird, so daB

limu =0
Az=0
80 konnen wir daher setzen:
dy
20 AT

Ist xy der Wert des Argumentes des betrachteten, der Unter-
suchung zugrunde gelegten Punktes der Funktion, so folgt nach obigem:

Ay = flay + 42) — f(z) = (4 + p) Aw
ey + 42) — f(a)] = |(4 + 1) A

Wenn nun Az beliebig klein wird und daher auch u, so kann man
hiernach

also ist

|[f(@y + Ax) — [(o)]

unter jeden beliebigen Wert bringen.

Wihlen wir z. B.
£

(4 + wdax= )
so folgt:
|f(xo + Ax) — f(wo)| = "; <e
wenn nur Az beliebig klein, also z. B.

Ao =g — | = & — x| <0
Daf} aber

[f(@o + d2) — [l@o)| = |1(@) — [(xo)| = |f (o) — f(2)] <&
wenn
|2 — x| <O

wo ¢ und 0 konstant, beliebig klein sind, ist nach fritherem die Be-
dingung dafiir, daf die Funktion f(z) im Punkte x = x, stetig ist.

Die Umkehrung des obigen Satzes konnen wir jedoch nicht be-
weisen, d. h. es 1lait sich nicht behaupten, daBl aus der Stetig-
keit der Funktion die Existenz des Differentialquotienten
folge. Wir haben es hier mit einem Falle zu tun, wo eine Bedingung
(die Stetigkeit) zwar notwendig, aber nicht hinreichend ist.

Dal} die Umkehrung dieses Satzes nicht beweisbar ist, folgt schon
daraus, daB es eben Funktionen gibt, welche zwar die Bedingung der
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Stetigkeit erfiillen, bei denen aber in keinem Punkte von einem be-
stimmten Differentialquotienten, keinem Grenzwert obiger Differenzen-
quotienten gesprochen werden kann, oder, geometrisch gewendet, wo
es keinen Sinn hat, von einer Tangente der Kurve zu sprechen.

Als Beispiel hierfiir wahlen wir die bekannte
WeierstraBlsche Funktion,

welche von Weierstrafs im Jahre 1851 bereits aufgestellt, allerdings
erst anno 1874 in einem Aufsatze von P. du Bois-Reymond ver-
offentlicht wurde?l).

Wir beschrdnken uns hier nur darauf, die Stetigkeit der Funktion
im Anschlusse an Kletn zu beweisen, wahrend wir auf die Bestimmung
des Differentialquotienten selbst im einzelnen verzichten miissen, da
es hier zu weit fithren wiirde. Statt dessen wollen wir versuchen,
den Aufbau der Funktion durch graphische Bilder nahe zu legen, sowie
dadurch auch das Resultat iiber den Differentialquotienten zu veran-
schaulichen (vgl. Taf. II).

Die Weierstrasche Funktion ist durch folgende Reihe trigono-
metrischer Funktionen gegeben:

y = Zb"cos(a”xn)
n=0

wofiir Bedingungen sind:

1. 0<b <1
2. a ungerade Zahl
3. am>1+%

Man sieht, daBl diese Summe eine Reihe unbegrenzt vieler Glieder
von Cosinus-Funktionen darstellt, wobei 6" mit wachsendem n immer
kleiner wird, da b ausdriicklich kleiner als 1 vorausgesetzt wurde.

Fiir unsere Betrachtungen, insbesondere fiir die geometrische Figur,
wollen wir einen speziellen Fall zugrunde legen, ndmlich annehmen:

a=13
1
b=, =05

1) Fiir Ndheres hieriiber vgl.:
Wiener, Chr.: ,,Geometr. und analyt. Untersuchung der WejerstraBschen Funktion.
Crelles Journ. f. d. reine u. angew. Math. 1881, S, 221.

Klein, F.: ,,Anwendung der Diff.- und Integral-Rechnung auf Geometrie.“ Vor-
- lesung 1901. Autographie v. Conr. Miiller. Teubner 1902, S. 83.
Dinid, U.: ,,Orundlagen fiir eine Theorie der Funktionen.“ Teubner 1892, S. 223.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I 24
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womnit alle Bedingungen erfiillt sind, insbesondere auch

a-b=6,5>1+§21=5,712
ist.
Unsere spezielle Funktion héitte dann also die Form:

o0 1 n .
Y = §<§) cos (13" x )

n=0

Um die Struktur der Funktion zu erkennen, wahlen wir das Vor-
gehen nach Wiener und Klein.
Ausgeschrieben lautet die Funktion:

y = cos(xzx) + %cos(l?)x n) + %cos(l32-xn) + %cos(lii?’xn) + .-

1
= cos(xn) + -;—cos(l3xn) + Zcos(169xn) 4 %005(219795:1) + ..

oder auch:

Y=Y+ Y+ Y +ys+ -

wobei wir die Glieder ¥,, ¥;, ¥, ¥y * - - als die Funktionen der Teil-
kurven, kurzweg sie selbst als die T'eilkurven der Weierstraischen
Funktion bezeichnen, deren analytische Ausdriicke dann sind:

Yo = cos(x 1)

y;.= = cos(13 x n)

Yo = — cos(169 x )

o

Y3 = — co0s(2197 x 7)

[e o]

Wie die Reihenentwicklung lehrt, erhalten wir die SchluBkurve
durch folgenden sukzessiven Aufbau:
Wir zeichnen. zunéchst die Cosinus-Kurve

Y, = cos(x n) in Taf. II gleich Kurve I
dann die Kurve

Y = %005(13 xn) in Taf. IT gleich Kurve 1T

und bilden aus beiden die resultierende Kurve durch Addition ihrer
Ordinaten mit gleicher Abszisse.
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Diese Kurve
y' = (Yo +y) in Taf. II gleich Kurve I’

nennen wir die erste Ndherungskuruve.
Dann suchen wir aus der letzteren und der Cosinus-Kurve y, die
zweite Naherungskurve:

y' =y + vy, =9, +y:+ys; in Taf. II gleich Kurve IT’

und fahren in dieser Weise mit der Zusammenstellung fort bis zur
m-ten Ndherungskurve, welche wir also durch sukzessive Uber-
einanderlagerung der ,,Teilkurven* erhalten und die sich immer mehr
der anzustrebenden Endkurve, die dem Gesamtausdruck, der Weier-
strafschen Funktion, entspricht, anndhert. Ihre Ordinaten sind gleich
der Summe aller Ordinaten der (m + 1) ,,Teil-Cosinus-Kurven‘ gleicher
Abszisse und ihr analytischer Ausdruck ist:

m
Y™ = Zb" cos(a" x 7)
n=0

Die erste Teilkurve
Yo = cos(x )

ist eine Cosinus-Linie, deren Wellenldnge gleich 4, = 2 ist und deren
Ordinaten (Funktionswerte) zwischen y = +1 und y = —1 schwanken
(vgl. Taf. II, Kurve I).

Die zweite Teilkurve

1
h=g cos(13 x )

hat eine Wellenléinge 4, = - und eine Ordinatenschwankung zwischen

2

3 13

+ o Sie ist also 13mal schmaler als obige und ihre Ordinaten gehen

nur halb so weit nach oben und unten; die Kurve verliuft daher steiler

mit viel mehr, aber kleineren Wellen, wie Fig. II, Kurve II bestéitigt.
Die dritte ,,Teilkurve‘

Yy = %005(13290:1)

hat eine Wellenlinge von also wieder 13 mal kleiner als die

2
13~ 160 ;
vorhergehende Kurve und eine Ordinatenschwankung zwischen + e
auch wiederum die Hélfte der vorausgehenden. Diese dritte Kurve
verlduft also wieder steiler in abermals zahlreicheren, aber weniger
hohen Wellen (Kurve III).

24%*
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Und so fortgesetzt kommen wir zu Teilkurven, welche Cosinus-
Linien sind mit Wellen von immer kleinerer Lénge, groBerer Zahl
(auf eine bestimmte Distanz), kleinerer Hohe und steilerem Verlauf;
diese werden, kurz gesagt, schmaler, niedriger und steiler?).

Hieraus erkennt man, dafl sowohl unsere zeichnerischen Mittel, als
auch unsere Vorstellung bald versagen, wenn wir diese Kurven und die
durch Ubereinanderlagerung derselben entstehenden Niherungskurven
in beliebiger Fortsetzung angeben wollen, welch letztere ja ins ndlose
fortgesetzt zu denken ist.

Mit einer sehr geringen Anzahl von ,,Teilkurven®, also der Angabe
einer gar nicht fernen ,Naherungskurve miissen wir uns, wie die
Taf. IT lehrt, begniigen, da wir sie weiter in Zeichnung und Anschauung
nicht verfolgen konnen. Den weiteren Weg zur Erreichung der Weier-
straflschen Endkurve miissen wir uns als durch die begriffliche oder
mathematische Definition gegeben denken und den Prozefl in Gedanken
weiter fortsetzen, wenn auch unsere sinnliche Anschauung erlahmt.

Infolgedessen konnen wir uns hier fiir den Stetigkeitsbeweis um
so weniger auf die geometrische Figur verlassen und gehen daher zu
dessen analytischer Darstellung iiber.

Zu diesem Zweck denken wir uns eine Naherungskurve von (m -+ 1)
Gliedern oder Teilkurven gebildet und bezeichnen den iibrig bleibenden
Teil der ganzen unendlichen Reihe als EKestkurve, so daf die Dar-
stellung der ganzen Funktion jetzt im allgemeinen Falle wird:

Endkurve = Néherungskurve 4 Restkurve
oder:

y =Z b" cos(a™ x 7) —{—Z b" cos(a" x n)
n=0

n=m+1

DaB der erste Teil rechts, die Summe der Naherungskurve, eine
stetige Funktion darstellt, ist ohne weiteres klar, da derselbe aus einer

1) DaB sie steiler verlaufen mit zunehmender Ordnung léBt sich auch leicht ver-
mittels des Differentialquotienten feststellen, wenn wir das frither erhaltene Resultat
verwenden, wonach der Differentialquotient den Neigungswinkel der geometrischen
Tangente angibt.

Der Differentialquotient der m-ten Teilkurve wird nimlich, wie wir vorgreifend
bemerken wollen:

aYn) _ a0 m — B™ g™ 7 sin(G™
iz — dz [b™ cos(a™ z w)] = b™ a™ x sin (a™ x 7)
Fiir einen Knotenpunkt, in dem die Cosinuskurve die z-Achse durchschneidet,
wo also bekanntlich cos(a™ z ) = 0, also sin(a™xx) = 1 ist, wird daher

a(Ym)
dz

woraus man leicht erkennt, daB mit wachsendem m die GrdBe tg v und daher auch 7,
also die Neigung der Tangente, zunimmt, trotz abnehmender Amplitude (Wellenhohe)
der Kurve.

=(a-b)"x = tgr
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endlichen Anzahl von Cosinus-Funktionen besteht, die jede fiir sich
stetig sind!). Demnach gilt dies auch fir ihre Summe nach einem
frither (S. 343) bewiesenen Satze iiber die Stetigkeit einer Funktion,
die sich aus einer endlichen Summe stetiger Funktionen zusammensetzt.

1) Es handelt sich hier nach obigem um den Stetigkeitsbeweis einer Funktion
von der allgemeinen Form:
y = ¢, cos(c, ¥)
worin ¢, und ¢, Konstante sind.
Man sieht nun leicht ein, daB es geniigt, den Beweis zu fiihren fiir eine Funktion:

y* = cos(c, )

da ja das Produkt aus einer Konstanten in eine stetige Funktion nach frilherem auch
stetig ist (vgl. S. 343).

Fiihren wir schlieflich an Stelle von (c,«) die Variable z ein, so hitten wir die
Stetigkeit der Funktion: *
y* = cosz = f(2)
zu beweisen, und also nach unserer allgemeinen Definition fiir dieselbe zu zeigen, daB:

'f(2) — f(z,)] = |cosz — cosz,l < ¢
wenn nur: } !
iz -2y <0

Ist: ,

6 >0

so konnen wir 6’ so annehmen, daf:
z-— 2y =0/
also:
2g=2— 0’
und somit: ,
€08z — €082, = €08z — Cos(z — 0’)
= 08z -- €082 cosd’ — sinz sind’

Nun ist ¢/ sehr klein und somit cosd’ sehr nahe gleich 1. Daher kénnen wir setzen:
cosd’=1—1p
wobei 7 ebenfalls sehr klein.
sind” wird auch sehr klein, weshalb wir setzen:

sind” =,
Damit folgt: .
cosz — €082, = €08z — cos (Ll — u) — sinz - 7,

= €08z -7 — §inz - 7,
| | . 7

[coSz — €08z, = 7, sinz — m cosz
1 )

i t \

Nun kann man beweisen, daB A eine unendlich kleine Zahl ist und somit der

R
Subtrahend gegeniiber dem Minuend vernachléssigt werden kann.
Um ersteres zu beweisen, gehen wir aus von den bekannten Entwicklungen:

872 874

L 873 78
smé’=5’~-5+-5_!~.+...

cosd’ =1 —

Da nun ¢’ unendlich klein, so sind nach friiherem die Potenzen unendlich
kleine Zahlen héherer Ordnung entsprechend der Héhe der Potenz, und wir kénnen
daher, indem wir cosd’ durch 1 -- 7 ersetzen, in der folgenden Gleichung:

é/ 2 6 /4
+ — »{_ P

PAl 4! (Fortsetzung umstchend.)

l—n=1-—
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woraus zunschst noch: 57t 84§’
"o wmte

unter Vernachldssigung aller Glieder, die unendlich klein héherer Ordnung sind
schreiben: NS

__|_4..

=9

woraus folgt, daB » gegeniiber ¢’ unendlich klein von II. Ordnung ist, da das Quadrat
72 R

von 0’ eine solche ist und ebenso o =°© 872,

Ebenso folgt aus der Entwicklu'ng fiir sind” = #,:

6/3 6/5
771=5I—§?+—5—!__+...

unter Vernachliassigung aller Glieder, die unendlich klein héherer Ordnung sind:
n =0’

wonach also 7, gegeniiber 4/ als unendlich klein I. Ordnung auch eine unendlich kleine
Zahl gleicher Ordnung, also auch I. Ordnung ist.

Der Quotient " wird demnach auf Grund fritherer Darlegungen eine unendlich

K kleine Zahl, deren Ordnung gleich ist der Differenz der
Ordnungen von Zihler und Nenner, also eine solche I.
Ordnung (gegeniiber 4”).

Auch aus geometrischen Betrachtungen kann man

'D anhand nebenstehender Figur das ndmliche Resultat ab-
.xﬂﬂl

3 leiten:
P’ Im Kreis mit dem Radius 1 ist:
sind = — =7, , also y, = PQ
P 11 h Q
cosd’ = O—?;:WE~-Q7€=1~)], also 5 = QR

Fig. 190.
Da < ¢ mit 6" an der Grenze zu Null wird, so ist dieser
Winkel und daher auch seine trigonometrische Tangente (die ja an der Grenze ihm
gleich wird), wie 4/, eine unendlich kleine Gréofe, also der Quotient:

QR
tge = % = unendlich klein (mindestens I. Ordnung.)
T
In dem obigen Ausdruck (sinz - % cosz) , in welchem sinz und cosz endlich
1

sind, fallt daher das zweite Glied 1 cosz gegeniiber dem ersten weg, so daf} wir schlie-
lich erhalten: T
|cosz — cosz,| = #, sinz

Da aber 7, und somit (y, sinz) mit ¢’ beliebig klein gemacht werden kann, so
folgt dies auch fiir |cosz — cosz,|, d. h. es ist:

|cosz — cosz,|
beliebig klein, wenn: ;

|2 — 2z, =0
beliebig klein ist.
Also auch: |cosz —- cosz,| < ¢
fiir:
lz — 2,0 <@

was aber nach frilherem die Stetigkeitsbedingung der Fundktion cos z ist.
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Es bleibt uns daher nur noch zu untersuchen, welchen Beitrag
zum ganzen Funktionswert die Restfunktion

[es]

R =Z b" cos(a" x 7)
n=m+1

liefert. Da es auf genaue Werte hier nicht ankommt, so wollen wir
ihn dadurch abschitzen, daBl wir den ungiinstigsten Fall ins Auge
fassen, d. h. den Fall, fiir den wir dessen gréBten Wert erhalten.

Wir suchen also die obere und untere Grenze fiir diese Restfunktion.

Die obere Grenze fiir alle Cosinus der Restfunktion ist aber +1,
die untere —1 und wir erhalten somit offenbar den ungiinstigsten Fall,
wenn wir in diesem Ausdruck alle Cosinus gleich +1 bzw. gleich —1
setzen.

Dann folgt:
fir die obere Grenze: Og =2 b"(+1) = Z b"
n=m+1 n=m+1

fur die untere Grenze: Upg =Z (—1) = —2 "

n=m+1 n=m+1
oder ausgeschrieben:
0R= bm+1—l—bm+2—|—bm+3+”'= bm+lll+b+b2+...]
Up=—bm+l —pm+2 —pm+3 — ... = —pm+1[]1 + b+ b2+ - -]

In beiden Klammern steht eine geometrische Progression mit un-
endlich vielen Summengliedern und dem Quotienten b.

Nun ist die Summe einer solchen mit dem Anfangsglied 1 und dem
Quotienten zwischen zwei aufeinanderfolgenden Gliedern g¢:

1
S = 1T—4
womit hier also folgt:
1
= pmtl _
Og b 1=
1
R m+1
Un=—0""0"%

Der wahre Wert der Restfunktion wird natiirlich zwischen diesen
beiden Extremen liegen. Bezeichnen wir daher mit € eine Zahl zwischen
+1 und —1, so kénnen wir daher die WeierstraBsche Funktion auch
allgemein darstellen in der Form:

m
1
— n n (,.) bm+1 -
Y gb cos(a"xm) -+ 1=

Versuchen wir dieses Resultat geometrisch zu interpretieren, so ist

zu sagen: Das erste Glied der rechten Seite stellt uns die m-te Nihe-
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rungskurve dar und die Ordinaten der Endkurve kénnen iiber dieselbe

oder unter dieselbe um nicht mehr als b™+! 1 hinausgehen bzw.
fallen. Mit anderen Worten: 1=

Die Endkurve mufl in jenem Streifen liegen, der sich mit dem

m+1

1—0b

als Mittellinie ausbreitet.

Fir unser Beispiel wiirde die totale Breite dieses Streifens, in
Richtung der Ordinatenachse gemessen, sein (vgl., Taf. II):

b

Ordinatenabstande zu beiden Seiten der m-ten Néherungskurve

B=2

O
m 41 9 m+1 m-1
L i)
1—9b 1 1 2 2
2
Wenn wir, wie in Taf. II, bis zur 2-ten Néherungskurve gehen
und der Zahleneinheit 1 die Lénge 10 em zuordnen, also in cm messen,

so wird:
1
B2=§=0,5w5cm
Wiirden wir etwa bis zur 100-ten Naherungskurve gehen, so wire

m =100 und daher die Breite des Streifens, in dem sich die ganze
Endkurve befindet:
1\® 1
By = (5) = 299

Beriicksichtigen wir, daB 210 = 1024 ~ 1000 = 102 ist, so folgt:
2 _ 2 _ 2 2

2100 (2191 = (1031 103

B,y 50,000 - - - 292

100 =

und daher in der Zeichnung, der Taf. II:
By 50,000---02 cm
28

d. h. die MaBzahl der Breite des Streifens, in dem die Endkurve ver-
lauft, ist fiir die 100-ste Niherungskurve bereits kleiner als zwei Quin-
tillionstel oder im MaBstabe der Zeichnung kleiner als 100%) Quadril-
lionstel Zentimeter! Wieviel kleiner wird sie erst noch werden, wenn
wir zu einer beliebig hohen Naherungskurve vorgehen?! — Jedenfalls
wird es eine Breite sein, welche praktisch iiberhaupt nicht mehr in
Betracht fallen kann.
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Um nun endlich zum Stetigkeitsbeweis fiir den Punkt x = x, zu
gelangen, haben wir allgemein:

m+1

Yo =y + O 3 = [(»)
prm+1

Yzo = ?/xo(m) + 6, 1-p flxy)

und es wird:
bm+1

(s — Yuo| = |[(@) — flay) | = 1?/z(m) = Yz, " 4 (6 — @) —b

176) — fla)] = 15 — 3]+ (0 — 6 P

Weil aber die Niherungsfunktion y™ nach obigem stetig ist, so
kann |y,™ — y, (™| unter jeden beliebigen Wert ¢ gebracht werden,
wenn nur |z — ,| geniigend klein (<) gewdhlt wird. Das nédmliche
gilt auch fiir den anderen Ausdruck, fiir das, was wir der stetigen
Néaherungskurve noch hinzuzuﬁigen haben:

pm+l |

(©—0) " .| =4

!
da ja mit wachsendem m die Zahl ”+!, in welcher nach Voraus-
setzung b < 1 ist, unter jede beliebig kleine positive Zahl ¢ sinken
kann, und somit gilt dies auch fiir die ganze rechte Seite, so daf3:

e If(w)“"/((xo)l <g+g=c¢
Ix-‘xot <0

Wir erkennen daber, daBl wir es hier indertat mit einer stetigen
Funktion zu tun haben.

Beziiglich des Differentialquotienten miissen wir uns mit obiger
Veranschaulichung unter Hinweis auf die Figur begniigen und ver-
weisen fiir eine ndhere Untersuchung nochmals auf die bereits an-

gegebene Literatur.
Das denselben betreffende Resultat ist, kurz gefafit, das folgende:

Die Weierstraf3sche Funktion:
Y =Z b" cos (a" x 1)
n=0
repréasentiert durch die oben aufgestellte Endkurve, hat fir

0<b<1l ; apos., ungerade ; ab>1+37”
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in keinem Punkte einen bestimmten Differentialquotienten, sondern
derselbe ndhert sich in jedem den Werten oo, und zwar -oco, wenn
wir uns von der einen Seite dem Punkte nahern, —oo, wenn es von
der anderen geschieht (vgl. Taf. II).

Dann aber kénnen wir nach unseren iiber die Existenz eines Diffe-
rentialquotienten gemachten Festsetzungen von keinem eigentlichen
Differentialquotienten sprechen.

Anhand der Taf. IT 146t sich dies auch leicht einsehen, wenn
man beachtet, dal zwei benachbarte, z. B. obere Gipfelpunkte in
der WeierstraBischen Kurve in der Abszissenrichtung beliebig nahe
zueinander liegen, zwischen ihnen aber sich das ganze sie verbindende
Kurvenstiick mit einem tiefsten Punkte befindet. Nun ist eine Nahe-
rungskurve mit noch so hohem m, solange wir nicht zur Grenze iber-
gegangen sind, eine wellenférmige Kurve, die, wie aus der Anschauung
einleuchtet, iiberall eine Tangente hat. Der trigonometrische Tangens
des Neigungswinkels derselben variiert zwischen einem sehr grofen
positiven und einem sehr groflen negativen Wert; also gibt es zwischen
zwei solchen sehr nahen Gipfelpunkten alle moglichen Werte fiir tgzr,
also auch von Differentialquotienten. In der Grenze geht die sehr
grofle positive bzw. sehr grofe negative Zahl in - oo bzw. — oo iiber
und demnach miissen diese, sowie alle Zwischenwerte, jedem noch so
kleinen Intervall, das zu einem Punkt herabsinkt, zugesprochen
werden. Der Differentialquotient kann also kein bestimmter Wert
sein, die Tangente keine bestimmte Lage besitzen. Vielmehr besitzt
die Weierstrafsche stetige Funktion in jedem ihrer Punkte unendlich
viele Differentialquotienten, die Kurve unendlich viele Tangenten.

Auf Grund der Uberlegung, daB eine ganzzahlige Potenz einer ungeraden
Zahl stets wieder eine ungerade Zahl ist und cos(e™ x #) null wird, wenn 2 ein
ungerades Vielfach von -2—-1?; ist, und weil @ ausdriicklich als ungerade Zahl voraus-
gesetzt wurde, wird dann auch fir jedes ganzzahlige n: cos (a”*t*z ) = 0, d. h.
die Stellen, wo die eine Teilkurve die 2-Achse schneidet, die sog. Knoten bleiben
auch solche fiir alle hheren Teilkurven; iiber diesen liegen daher auch die Schnitt-
punkte der Néherungskurven.

Es ergibt sich auch, da wir von der WeierstraBschen Kurve — welche in
einem sich lings einer stetigen Naherungskurve als Mittellinie hinziehenden Streifen
von beliebig kleiner Breite eingeschlossen und daher selbst auch {iberall stetig
ist — in den Knoten und Scheitelpunkten zwei Reihen von Punkten derselben
erkennen koénnen, die fiir sich im Gebiete der Variablen xz iiberall dicht liegen
und daB die Weierstraische Funktion als stetige Funktion schon durch die eine
der beiden Reihen vollig definiert ist.

Eine Funktion, die sich nur in einem einzigen Punkte so verhilt, dafl sie
darin, wie fiir alle anderen Punkte stetig ist, aber keinen Differentialquotienten
besitzt, ist die frither erwihnte Funktion

y=x- sin% (vgl. S. 293)
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oder_allgemeiner: 1
y=awsin_
Wir konnen dies folgendermafen einsehen:

sin% schwankt bekanntlich fiir verinderliches Argument nur zwischen den
Werten 41 und —1 und tut es daher auch hier fiir die Funktion bis in den Null-
punkt hinein.

Denken wir uns daher mittels vom Nullpunkt aus gezogener Sekanten den
Differenzenquotienten fiir beliebige Punkte der Kurve gebildet, so wird derselbe

immer dem Ausdruck :—‘Z gleich sein, was aber fiir diese Funktion gerade gleich

. . 1 . .
sm% ist, bzw. a - sin_-. Daraus folgt, daB der Differenzenquotient unserer

Funktion, vom Nullpunkt aus gebildet, stets zwischen den Werten -1 und —1
bzw. +a und —a schwankt und dies, wie klein wir auch 42 annehmen mogen
also auch bis zum Nullpunkt und in diesen hinein und damit auch bis zum Uber-
gang in den Differentialquotienten. Daher kann aber der Differentialquotient
keinen bestimmten Wert annehmen, die Funktion im Nullpunkt also keinen
bestimmten, eigentlichen Differentialquotienten besitzen.

Da wir oben bei der Bildung des Grenzwertes der Funktion einen
solchen von rechts und von links auseinander hieltenl), so muf} dies
auch, wie oben bereits angedeutet wurde, fiir den Differentialquotienten
als solchem geschehen, also ein Differentialquotient von rechts und
ein Differentialquotient von links unterschieden werden?).

Die dafiir geltenden Ausdriicke haben wir auch schon aufgestellt
in der Form3):

Differentialquotient von links: lim [f(x) —flw— daz)

R Ax

Differentialquotient von rechts: lim [f(x + Ax) — f(x)]
dz=0 Adx

Wir sprechen daher auch hier, analog wie beim Grenzwert?),
von einem Differentialquotient fiir einen bestimmten Argument-
wert oder in einem |

bestimmten V=it
Punkte schlecht- TI
weg nur dann,

.2
e +AZ)—fx)

1) ygl. 8. 280.
?) oder nach P. du
Bois- Reymond: ,,einsei-

=x+4%)

tient®, im speziellen der
,,vordere’ und der
,,hintere*‘.

1
I
l
l
tiger  Differentialquo- I y-dyfsfiz-dx
|
I
|

3) Vgl. S. 356, 360.
4) Vgl 8. 297. Fig. 191,
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wenn er von links und von rechts der gleiche ist (wie es z. B.

auch in frither behandelten zwei Beispielen [S. 353/61 u. 361/65] der Fall

fy=i*f/x)

)

war); es darf daher bei den eben behan-
delten und &hnlichen Funktionen von
einem Differentialquotienten in einem
bestimmten Punkte (Argumentwert)
schlechthin nicht mehr gesprochen
werden.

Hat die Funktion fiir den glei-
chen Argument- und Funktions-
wert zwel verschiedene, aber be-
stimmte Differentialquotienten
von endlichem Werte, der Kurven-
punkt somit zwei verschiedene, aber
bestimmte Tangenten, dann zeigt die
Funktionskurve da einen Knick
und die Funktion des Differential-
—> +x quotienten bzw.ihre

|
I

Sl

Fig. 192.

Y

rentialquotienten

¢ 7 ¢ Kurve erleidet an die-

ser Stelle eine Unstetigkeit durch
Sprung.

Eine solche Stelle besitzt z. B. die
Funktion:

xr —
fla)=a+ "
k=t —¢
—> *Z
fur x =b.

Sie ist stetig be-
ziiglich der Punktfolge um den Punkt x = b, hat
aber hier zwei verschiedene Differentialquotienten,
je nachdem man sich von links oder rechts dem
Wert oder Punkt x = b nihert.

Aus nebenstehender Figur, welche fir ¢ =1,5,
b=2,¢c=1, k=3 das Bild der Funktion darstellt,
geht dies schon deutlich hervor, indem sie im selben
Punkte A zwei voneinander um einen Winkel von
135° abweichende Tangenten erblicken la8t, deren
Neigungswinkel bekanntlich den beiden Grenz-
werten der Differenzenquotienten oder den Diffe-
von rechts und von links fiir diesen Punkt, d. h.

fiir # = 2 entsprechen. Auch die zugleich angegebene Funktionskurve
der Differentialquotient-Funktion, welche (die Berechnung dieses Diffe-
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rentialquotienten stillschweigend voraussetzend) hier zum Vergleich
mit der Grundfunktion angegeben ist, bestédtigt diese Sprungstelle in
auffallender Weise.

Aber auch auf arithmetischem Wege 1a8t sich diese Unstetigkeit
der Differentialquotient-Funktion oder kurz des Differentialquotienten
leicht nachweisen.

Bilden wir ndmlich den Differenzenquotienten dieser Funktion in
der Gestalt:

“ v(x-{—le)—b_l n xl——b ]
[+ d2) — [(x) _ k@rdn-b . ket —¢
Az -  Aw

so wird dieser fiir x = b:

1 1
flo+ da) — (@) kPt —¢ kPP
B T T

Az 0
i 1
_ k_lx —¢c k(» —c
-
1
— = 0

k4 — ¢

fle+ dx) — f(x)/ _ 1
Ax !

z=b ka__ ¢

Je nachdem man nun in diesem Quotienten Az positiv oder negativ
einfithrt und sich daher positiv oder negativ der Grenze 0 nihern laft,
erhilt man nun nach fritherem die beiden Werte des Differential-
quotienten von rechts und von links. s

Tiir positiv kleiner und kleiner werdende Differenz Az wird k4*
positiv iiberaus groB, also der ganze Quotient und damit auch der
Differentialquotient positiv sehr klein und schlieflich von positiven

Werten, ,,von der positiven Seite her®, zu Null: 0+.
1

Fiir negativ kleiner werdendes Adx wird k= '% = —— pogitiv
Ldz
iiberaus klein und schlieBlich, an der Grenze zu Null, also der ganze
Bruch und Differentialquotient gleich

1 1

-O—cz P
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Die vorliegende Funktion besitzt also von rechts den Differential-

quotienten gleich 0 und von links einen solchen, der gleich — 1 ist;
also fiir # = b zwei verschiedene Differentialquotienten. ¢

Die Winkel der beiden Tangenten an die Kurve der Funktion f(x)
im Punkte b finden sich aus:

tgay =0
tgx ——1
g&y = c

Sie werden im speziellen Falle entsprechend der graphischen Dar-
stellung:
&y =00
1
tga, = 1= —1 ; o, =135

Ein anderer Fall liegt vor, wenn die Funktionskurve in einem
Punkt nicht einen Knick, sondern eine Schlinge besitzt, wo sie sich
also selber kreuzt.

Die Schreibweise:

i |12 48— 160

4z=0 A dx

die sich auf das Bestehen nur eines Grenzwertes bezieht, hat daher in
diesem Fall keinen Sinn; die Funktion besitzt fiir x = b keinen Diffe-
rentialquotienten (schlechtweg), da derselbe an dieser Stelle eine Un-
stetigkeit (durch Sprung) erleidet. Man kann hier wohl von einem
Grenzwertndhern von links oder von rechts sprechen, aber niemals
von einem Grenzwerthaben; m. a. W. 42 kann hier sowohl alle posi-
tiven wie negativen Werte in der Ndhe von Null annehmen, darf selbst
aber niemals den Wert 0 selbst annehmen, wenn die Sache einen Sinn
behalten soll.

Es ist somit obige Berechnung der beiden Differentialquotienten
dahin aufzufassen, daB sie die beiden Grenzen angeben, an die das
Annédhern von rechts und von links statthat.

Die obige Funktion besitzt also fiir = b nicht ,,einen Grenz-
wert, sie hat in diesem Punkt keinen Differentialquotienten
schlechtweg.

DaB3 eine Funktion, wie die Weierstraflsche, stetig sei und doch
keinen Differentialquotienten besitze, scheint uns nach bisherigem
merkwiirdig, solange man mit den geldufigen Vorstellungen der Tan-
gente an die Sache herantritt, nicht aber, wenn man dieselbe arithme-
tisch fafit. Denn der Differentialquotient stellt uns eine
Eigenschaft der Funktion in einem Punkte dar, abgeleitet
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aus ihrem Verhalten zur ndchsten Umgebung, die aber nicht
eine notwendige Folge aus derjenigen sein muf}, die allein
far die Stetigkeit notwendig ist. Die Existenz obiger Funk-
tionen beweist, dal eben die zweite Eigenschaft, einen Diffe-
rentialquotienten zu haben, aus der ersten allein, der Stetig-
keit, nicht ableitbar ist. Es ist gleichsam eine hohere Stetigkeit
fir die Existenz des Differentialquotienten notig und diese spricht
sich in der Existenz des Grenzwertes, des Differentialquotienten, aus.

Wie jede Funktion kann auch die Funktion des Differential-
quotienten unendlich grofle Werte erhalten; sie wird dann unstetig
durch Unendlichwerden. Im geometrischen Bilde entspricht einem
solchen Falle die Tatsache, daf

tgow = oo
also
« = 90°

wird, d. h. die Tangente an die Funktionskurve senkrecht zur Ab-
szissenachse steht (vgl. Fig. 193). Es wird dann also:

D.Q. — tin 0[/(90 + dz) — (x)] .

+Adx
fy‘ﬂ’}l 4 /
' \\\ KZ’)
+ B+ g1z) \
¢ \ 4
P
yﬂz’) \\\
5 -
_ b y
i o | gpa
SO N . S e f ot Z
7 e 5
Fig. 198,

Auch hier ist es moglich, dafl die beiden Differentialquotienten
von beiden Seiten einander gleich (Fig. 193c) oder mit entgegenge-
setztem Vorzeichen behaftet sind:

I
- |,

i [f(x+Ax —/‘(w)J
dz=0

. — Aa) )
tm 125 _Zx'~-!=+

welch letzteres in Fig. 193a, b der Fall ist.
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§ 21. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Um die vielgebrauchte, von Letbniz eingefithrte Schreibweise %Z
fiir den Grenzwert des Differenzenquotienten der Funktion y = f(z) zu
begriinden, womit auch zugleich eine Erklirung des Namens Diffe-
rentialquotient gegeben wird, bediirfen wir der Erklarung des Be-
griffes eines Differentiales.

Zu diesem Zweck aber miissen wir einen dafiir notwendigen Satz

ableiten, der fir die Differentialrechnung iiberaus wichtig ist, den sog.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Da die streng arithmetische Ableitung dieses Satzes nicht ganz
kurz ist, indem sie einer Anzahl von Vorbereitungssitzen bedarf, so
wollen wir es dem Leser anheimstellen, diese Ableitung im einzelnen
zu verfolgen oder sich darauf zu beschrinken, die Sétze zu lesen, sowie
die denselben beigefiigten Erlauterungen aus der geometrischen Vor-
stellung und Anschauung als Anleitung zum Begreifen derselben zu
benutzen. Fir das weitere Verstindnis der Sache geniigt auch diese
letztere Form der Aneignung, wenn wir auch das Durchstudieren des
Beweises im einzelnen angelegentlichst empfehlen, insbesondere in Riick-
sicht auf spitere Entwicklungen.

Als ersten Satz fithren wir den folgenden an:

Sind J;, Jy, J3, -+ J, +-+ eine unbegrenzte Folge inein-
ander eingeschalteter Intervalle, d.h. eine Folge von
Strecken, deren jede in der vorhergehenden liegt, nimmt
ferner die Linge von J, mit wachsendem n gegen Null ab,
so gibt es einen und nur einen Punkt 4, welcher als innerer
oder Endpunkt jedem Intervalle J, angehort.

(Satz der eingeschachtelten Intervalle.)

2
e . e
I R

2

Fig. 194.

Aus der Anschauung folgt der Satz ohne weiteres durch Betrach-
tung nebenstehender Fig. 194.
Fur den arithmetischen Beweis nehmen wir an, es habe das Inter-
vall J, die Endpunkte &, und f,, und zwar sei die Lage, wie Fig. 195
andeutet, derart, daB:
&n < P
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Dann gilt aber auch, welche Zahlen n und m sein mdgen:
On < fim

Xy Xp Ky Ky A S /% /‘5 7
t + + + + t

Fig. 195.

Betrachten wir nun die Zahlen, die den linken Endpunkten
&y, &g, Oy +++ zukommen, so sind dieselben den Bedingungen unter-
worfen:

0‘1<0‘2 <0¢3<...

Hierin kann in einzelnen Féllen das =-Zeichen an Stelle des

<-Zeichens treten, nicht aber in allen, da sonst mit

By = g = Qg = *++
das Problem gelost wire, weil dann eben dies der im Satze geforderte
Punkt wire.

Es gilt daher allgemein:
1. Kyl = Oy
2. oy < Py
Dies aber sind die Bedingungen fiir die Existenz eines Grenzwertes,

womit daher folgt, daB fiir die «, ein Grenzwert 4 bestehen muB, so

dafl also gilt:
lima, = A4
n=o00
und ferner auch:
o, =4A
Da nun aber 4 der Grenzwert der «,, ist und wir schon wissen, daf3
“7[ < ﬁ m
fir jedes ganzzahlige, positive n und m, so mufl auch
4 =< P
sein.
Daraus folgt aber, dafl fir jedes » auch gelten muf:
=4 =P
d. h. es liegt 4 in jedem Intervall J, (wobei nicht ausgeschlossen ist,
dal A mit dem Endpunkte des einen oder anderen Intervalles zu-
sammenfallen kann).
Betrachten wir nun die rechten Endpunkte f§,, f,, f5 - der
Intervalle, so gilt fiir sie nach dem Zusatz zum Existenzsatze des
Grenzwertes:

1. ﬂn+1 g ﬂn
2. Pn> %y

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 25
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somit
limfp, = B
n=oo
fo=B
Da aber nach fritherem:
O‘n < /jm
so mul3:
&, = B .
Somit wird: sein.

&, =B =B,

Nun liegen sowohl 4 als B besténdig zwischen «, und f,, somit
mulf} dies offenbar mit ihrem Intervall | B — A| stets auch zutreffen,
d. h.

. lB - AI = ﬂn — On
sein,

Da nun aber mit wachsendem n das Intervall J, laut Voraus-
setzung gegen Null abnimmt, d. h.

lim J, = lim (6, — &,) =0

n=o0 n=0o0
so folgt, daB

|B—A4|=0
weil nur dann fir alle # obige letzte Ungleichung erhalten bleiben kann.
Damit ergibt sich aber:
B=4

d. h. daB ein Punkt 4 moglich ist, der allen Intervallen, sei es als
innerer, sei es als Endpunkt, angehort.

Die néhere Bestimmung dieses Grenzpunktes durch einen unend-
lichen Dezimalbruch kann wieder derart geschehen, wie es im Beispiel
fir den Nachweis des Grenzwertes geschehen ist (vgl. S. 269 u. ff.).

Im weiteren notieren wir den folgenden Satz, der sich auf die Be-
ziehung von Stetigkeit und Endlichkeit einer Funktion bezieht:

Ist die Funktion f(x) im abgeschlossenen Intervall
@ =z =0b stetig, so ist sie in ihm auch endlich.

Dafl der Satz nicht gilt, wenn das Intervall nicht abgeschlossen
ist, zeigt z. B. das Beispiel der Funktion:

/(@) - <z
da diese in diesem nicht abgeschlossenen Intervall stetig ist und erst

unstetig (durch Unendlichwerden) wird fiir x = 0, also im abgeschlos-
senen Intervall.
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Aus der geometrischen Anschauung folgt der Satz von selbst.
Denn, da wir das Unendlichwerden einer Funktion als Unstetigkeit
definiert haben'), so mufl daher die Funktion, wo sie stetig ist, end-
lich sein.

Arithmetisch beweisend kénnen wir sagen:

In einem inneren Punkte des Intervalles kann die Ungiiltigkeit
des Satzes nicht eintreten; denn nehmen + i)
wir dies an, so wiirde an einer Stelle, z. B. 1“
x = %y, [(x,) unendlich grol werden. Da- l
durch aber wiirde die Stetigkeit aufge-
hoben, denn man konnte dann nicht
erreichen, dafl die Bedingung der Stetig-
keit erfillt wiirde, d. h. daf3

/(@) — flmo)| <e

Srx
wird, wenn !
[y <0 |
ist.

Aber auch fiir den Endpunkt ist dies ausgeschlossen, da ja die
Stetigkeit im abgeschlossenen Intervall vorliegt, also auch fiir die End-
punkte, und zwar den linken Endpunkt von rechts und fiir den rechten
von links.

Analog verhélt es sich mit der Funktion die im Punkte

1
(®—0)*’
x = ¢ in gleicher Art unstetig wird, ferner mit p(x) = —i—, welche Funk-

tion im Punkte z = 0 positiv bzw. negativ oo wird (vgl. Fig. 155, S. 288
und Fig. 173, S. 326), u. a. m.

Der obige Satz iiber die Einschachtelung der Intervalle ermoglicht
es uns nun den weiteren Satz zu beweisen:

Ist f(x) im abgeschlossenen Intervall ¢ =<z <b stetig,
also (nach obigem Satze) auch endlich, so hat diese Funk-
tion darin einen gréften und einen kleinsten Wers.

Um den Satz vollig zu verstehen, miissen wir die in ihm enthal-
tenen Begriffe eines grdften und kleinsten Wertes und was da-
mit zusammenhangt, erliutern.

Stellt man die Funktion geometrisch als Kurve dar, so scheint es
wohl klar, was man unter dem gréfiten und kleinsten Wert einer
Funktion in einem Intervall zu verstehen hat; man denkt dann viel-
leicht sofort an Mazimum und Minimum. Aber Maximum in gewohn-

1) Vel. 8. 325 26.
25%*
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lichem Sinne und groBter
Wert sind nicht identisch,
ebensowenig wie Minimum
und Kkleinster Wert in
einem abgeschlossenen In-
tervall, wie nebenstehende
Fig. 197 lehrt.

Wir sprechen von
einem Mazximum bei B
und von einem Mint-
mum bei C; der kleinste
Wert aber ist bei A, der
groBite Wert bei D .

Auch konnen grofter und Fkleinster Wert existieren bei keinem
Maximum oder Minimum; auch erstere mit letzteren zusammenfallen

(vgl. Fig. 198).
[

HMaximum
Grojsier Wers

u. ke Minimum

!
|
! ke Maximum
!
!

Hleimster wert

!
i

Sind die Funktionswerte in den beiden Endpunkten des Intervalles
einander gleich, so fallt der gro3te Wert mit einem Maximum, der kleinste
mit einem Minimum zusammen.

Der oben ausgesprochene Satz erscheint uns unter Betrachtung
dieser Figuren, ins Geometrische anschaulich iibersetzt, ohne weiteres
klar zu sein.

Wir miissen ihn aber auch ohne geometrische Voraussetzung be-
weisen konnen und zu diesem Zwecke definieren, was unter gréftem
und kleinstem Werte einer Funktion zu verstehen istl):

Existiert eine feste Zahl G derart, dafl die Funktion f(z)
im Intervall a@:-+b nirgends einen Wert erreicht, welcher
algebraisch grofer als ¢ ist, daBl sie aber jeden Wert an-
nehmen und iitbersteigen kann, der gleich G — ¢, wo ¢ irgend-
eine beliebig kleine positive Zahl ist, so nennen wir G die
1) denn die geometrische Anschauung hilt sich an besondere Beispiele und das

Resultat aus solcher Betrachtung kann nicht allgemein giiltig sein, weil die Anzahl
der Moglichkeiten spezieller Lagen und Formen unbegrenzt ist.
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obere Grenze der Funktion f(x) im Intervalla.-- b (d. h. wenn
also G > flx) =G — ¢)..

Gibt es weiter einen Punkt z; im Intervall, fiir den
flx,) = @ ist, also ¢ =0, so nennen wir G den gréften Wert
der Funktion in diesem Intervall.

Ebenso sagen wir:

Falls eine Zahl K existiert, derart, daB die Funktion
im Intervall a---b nirgends groBer wird als K, dall aber
jeder Wert K + ¢ — wenn ¢ dieselbe Bedeutung wie oben
besitzt — erreicht wird, dal dann K die untere Grenze der
Funktion im Intervall ist. Existiert dann wiederum ein
Wert x;, fir den f(z)) = K ist, alsoe = 0,soheifit K der kleinste
Wert der Funktion im Intervall

DaB diese Unterscheidung von ,,oberer Grenze*‘ und ,,gréBtem
Wert‘‘ einerseits und ,,unterer Grenze“ und ,kleinstem Wert*“ an-
dererseits zweckmaBig ist, erkennt man daraus, dall, sobald das Inter-
vall nicht abgeschlossen ist, wohl obere und untere Grenze da sein
konnen, nicht aber der grofte und kleinste Wert.

Betrachtet man z. B. die Funktion

flo) =+ 32+ 2

im Intervall 0 <« < 1, so ist die obere Grenze gleich 6, die untere
gleich 2; jedoch werden diese beiden Werte selbst von der Funktion
nie erreicht. Erst wenn wir das Intervall abschlieBen, also 0 <z <1
setzen, werden 6 und 2 von x t~tsidchlich erreicht.

Wir erhalten auch einen grofiten und kleinsten Wert und unser
zu beweisender Satz sagt dann aus, daf eben diese Unterscheidung
hinfdllig wird, sobald man das Intervall als abgeschlossen an-
nimmt.

Da man aber nicht immer abgeschlossene Intervalle zu betrachten
hat, so ist diese Unterscheidung notwendig, abgesehen davon, daf sie
wieder einmal deutlich zeigt, daf ,ndhern einem Grenzwert und
,,haben‘ desselben nicht dasselbe ist.

Der Beweis des Satzes iiber die Existenz eines groiten und kleinsten
Wertes ist nach dieser Uberlegung nicht schwer zu erraten, wenn man
noch den folgenden Hilfssatz hinzunimmt:

Ist f(x) eine beliebige Funktion von z, welche aber in
ihren Werten iiber bzw. unter einer festen Zahl bleibt, so
hat f(x) eine obere bzw. uniere Grenze.
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Diese feste Zahl ist hierbei noch nicht als das @ und K in den vor-
hergehenden Definitionen zu nehmen, sondern wie das N im Satze iiber
den Grenzwert.

Der Beweis dieses Satzes ist analog dem iiber den Grenzwert ge-
filhrten, indem man an Stelle der x dort hier die verschiedenen f(x)
zu setzen hat.

Und nun gehen wir zum Beweise unseres oben erwiahnten Satzes
tiber, der, nochmals angefiihrt, lautet:

,»Ist f(x) im abgeschlossenen Intervall @ < x = b stetig, so gibt
es darin einen groBten und einen kleinsten Wert.*

Um zunédchst zu zeigen, dafl ein groBter Wert existieren muB,
beachten wir, daBl es — da die Funktion im abgeschlossenen Intervall
stetig und daher nach fritherem endlich ist — nach obigem Hilfssatz
fiir die Funktion im Intervall a --- b eine obere Grenze G gibt, und
nun ist zu beweisen, daB diese obere Grenze auch ein GroBtwert ist,
d. h. nach unserer Definition: Es ist zu zeigen, dall es einen Punkt
x =z, gibt, fiir den f(x,) = G ist.

Denken wir uns das Intervall in zwei Hailften zerlegt, so muB
auch in jeder der beiden nach unserem Hilfssatz eine obere (und untere)
Grenze existieren. Diese kann aber in keiner der beiden Héalften groSer
als @ sein, weil wir sonst gegen die Voraussetzung verstoffen. Aber es
koénnen auch beide zugleich nicht kleiner als G sein, denn sonst kénnte
es im ganzen Intervall auch keine obere Grenze ¢ geben. Daraus folgt,
daB eines dieser beiden Teilintervalle die obere Grenze G besitzen muf};
es heile J,.

Nun zerlegen wir dieses Intervall J, in zwei Teile, von denen J,
dasjenige Teilintervall sei, in welchem wiederum G die obere Grenze ist.

Und so fortfahrend erhalten wir eine unbegrenzte Folge von inein-
andergeschachtelten Intervallen, deren Grofle gegen Null abnimmt
und in deren jedem die obere Grenze G ist. Dann aber existiert, wie
wir oben bewiesen haben, ein einziger Punkt x = #, als Endpunkt oder
innerer Punkt aller Intervalle J,,.

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion ist fiir diesen
Punkt z,:

/(@) — (o) <e
wenn nur
@ — x| <0

Da die Intervalle J, gegen Null abnehmen, so konnen wir bei
geniigend groBem n J, kleiner als § werden lassen und darin mufl auch
stets G obere Grenze sein.
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Nach Definition dieser letzteren heillt dies aber, da die Differenz
|G — flxo)| < &

gemacht werden kann, worin ¢’, wie ¢, beliebig klein.

Dies 1la8t sich auch durch folgende einfache Rechnung noch besser
einsehen:

Da @ der obere Grenzwert von f(x) ist, so ist in dem angenommenen
Intervall nach obigem Satz:

G> flx) > G —w

wenn v die Rolle von ¢ spielt, d. h. auch eine beliebig kleine, positive
Zahl ist.
Dann folgt weiter:

|G — f@)| Z |f(@) — f@)| = |G — v — [(w)]
Nun ist aber nach obigem
[f(@) — )] <e
und daher fiir das obere Ungleichheitszeichen (> -.- >):
IG — v — flw)| <e

oder
G — flag)] <&+ v
Setzen wir:
et+v=2¢
so wird:
|G — f(zo)] <&’
fir das untere (< - - - <) direkt aus der gleichen Voraussetzung
G — flay)] <e

wie behauptet worden.

Nun ist G eine feste (konstante) Zahl und ebenso f(z,) ein be-
stimmter endlicher Wert und wird ihre Differenz so klein, wie nur
moglich erhalten, was nur moglich ist, wenn sie beide einander gleich
sind, d. h. ihre Differenz null ist; denn wire dies nicht der Fall, so
kimen wir auf den Widerspruch, dafl zwei feste endliche Zahlen ver-
schiedene, wenn auch sehr kleine, Differenzen haben koénnten.

Es muf} somit:

) flxy) =G
sein.

Damit ist aber bewiesen, daB es in unserem Intervall einen Punkt
x = , gibt, fiir den f(x) = @ ist, und somit existiert nach obigem in
demselben ein ,,groBter Wert der Funktion.

Wie man zur Angabe des Zahlenwertes fiir 2, theoretisch gelangen kann, lehrt
folgende Uberlegung:
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Man denke sich das Intervall a---b durch Teilpunkte beliebiger Wahl in
Teile zerlegt, etwa durch die den zwischen a und b liegenden ganzen Zahlen ent-
| sprechenden. Injedem derselben mufl
.f(x)‘ nach obigem eine obere und untere
] e Grenze existieren, die aber in keinem
T der Teilintervalle grofer bzw. kleiner
| als G sein kann, weil sonst nicht G im
' ganzen Intervall obere bzw. untere
! Grenze sein konnte. Es mufl daher ein
Teilintervall geben, in dem @ die obere
Grenze ist, es sei z. B. jenes zwischen
den Zahlen a, und (a, + 1), wobei na-
tiirlich @, und (a, + 1) zwischen a und
b liegen. Dann teilen wir dieses Teil-
intervall a, --- (@, +1) in 10 Teile
und machen fiir diese wiederum die gleiche obige Uberlegung. Es sei wiederum
¢, c, +1
ot 55 (55
ist. Dieses teilen wir wiederum in 10 Teile und finden das Intervall
¢ c, c, ¢, +1
(0'1'1' 0 + 162) + o+ (al'i—ﬁ'i‘""l@‘)
als dasjenige mit G' als oberer Grenze.
So fortfahrend nihern wir uns nach dem Satze iiber die Einschachtelung
der Intervalle einem bestimmten durch einen unendlichen Dezimalbruch defi-
nierten Punkte:

) dasjenige Intervall, in welchem @ die obere Grenze

c c c Cp
al+ﬁ+ 162_2,+T8_3..+ cee 4 Ton + ...
der eben der bewuBte Wert x, ist, fiir welchen:
flxy) =G
wird. ’

Man erblickt auch hier wieder deutlich die maBgebende Rolle,
welche die Abgeschlossenheit des Intervalles spielt, indem bei nicht
abgeschlossenem Intervall x =z, in einen Endpunkt desselben fallen
konnte, fiir welchen dann unser SchluB der Existenz eines groBten
Wertes der Funktion im (nicht abgeschlossenen) Intervall nicht gelten
wiirde, weil dann eben die Endpunkte des letzteren nicht ins Giiltig-
keitsbereich der Funktion zu zihlen wiren.

In ganz analoger Weise fithrt sich der Beweis fiir die Existenz
eines kleinsten Wertes der Funktion im abgeschlossenen Intervall.

Wir gehen nun zu einem weiteren Satze iiber, der insbesondere
fiir die Anwendungen iiberaus wichtig ist und lautet:

Wenn fir eine im abgeschlossenen Intervall a <x <b
stetige und damit endliche Funktion f(x) die den End-
punkten entsprechenden Werte f(a) und f(b) verschieden
sind, z. B. f(b) > f(a), und wenn N ein Wert ist, der zwischen
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f(b) und f(a) liegt, so daBl f(a) < N < [f(b), so gibt es stets min-
destens einen Punkt x =z, in diesem Intervall a-.-b, fir
den f(x) = f(x,) = N ist.

Die Betrachtung des nachstehenden geometrischen Bildes, welches
einer solchen Funktion entsprechen konnte, lehrt, dafl man, um einen
solchen Punkt zu finden,
nur den Wert von N als
Ordinate aufzutragen und
durch deren freien End-
punkt die Parallele zur
Abszissenachse zu ziehen
hat. Der sich ergebende
Schnittpunkt mit der Funk-
tionskurve ist ein solcher,
fir den flx) = N ; seine
Abszisse entspricht dem gesuchten Wert x = «,.

Um den Satz auch streng zu beweisen, gehen wir folgendermafien

Fig. 200,

vor:

Da sich die Natur der Funktion beziiglich Stetigkeit und Endlich-
keit, sowie Giiltigkeit innerhalb eines bestimmten, abgeschlossenen
Intervalles @ < ¢ = b nicht dndert durch Addition oder Subtraktion
einer endlichen Konstanten, so konnen wir obigen Fall leicht auf jenen
zuriickfithren, wo N = 0 wird, indem wir aus f(x) die Funktion
F(x) = f(x) — N bilden (was geometrisch einer Parallelverschiebung
des Koordinatensystemes in Richtung der Ordinatenachse nach oben
um die Distanz N gleichkommt).

Dann folgt:
F(a)=f(a) — N <0 (negativ)
Fb)=f0b) —N>0 (positiv)
Nun beachten wir z. B. den Punkt mit der Abszisse x,, = Z;’l;

dann ist F(x,) entweder gleich 0 oder verschieden davon.
Im Falle

F(x,) =0
wire unser Satz offenbar bewiesen, denn wir hiatten dann
i (xm) —N=0
d. h. es wire
f(@n) =N

also z,, der gesuchte Wert z,.
Wir kénnen daher fiir das Folgende diesen Fall ausschliefen.
Im Falle
F(x,) =0
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muf} in einem der beiden Teilintervalle @ - - - x,, oder z,, - - - b fiir F ()
nach obigem notwendig ein Vorzeichenwechsel stattfinden und zwar:

wenn F(x,) <0 (negativ), im Intervall ,, ---b

»  F(zy) > 0 (positiv), ,, ’ a Xy,
Jenes Teilintervall, in welchem der Vorzeichenwechsel eintritt,
Foh teilen wir wieder in zwei
f Halften und machen die

namliche Uberlegung,
und fahren dann so fort.

Wir erhalten so eine
unbegrenzte Folge inein-
andergeschachtelter In-
tervalle, die wieder einen
einzigen Punkt z = z,
fir F(x) bzw. f(z) be-
stimmen, der als End-
punktoderinnerer Punkt
allen diesen Teilinter-
vallen, die gegen Null
abnehmen, in deren je-
dem auch der Vorzeichenwechsel eintritt, angehort.

Es kommt somit der Punkt mit dem Vorzeichenwechsel, d. h.
F(x) =0, in jedem auch kleinsten dieser Teilintervalle vor, d. h. es wird

|F(x) — F(2)] = [0 — Fx)| <e
wenn nur
|2 — @ <0
Das heifit aber
Lim[]0 — F(%)|] =0
also
F(zy) =0

Womit aber zugleich auch folgt:
F(xy) = f(wg)) — N =0

ED) =1Y_

Zur niheren Bestimmung dieses Punktes konnen wir wiederum zunéchst
das Intervall a - - - b durch Teilpunkte, die den ganzen Zahlen zwischen a und b
entsprechen, in Teilintervalle zerlegen. Dann muB, wenn fir keinen der beiden
Endpunkte F(z) = 0 ist — womit der Punkt (Wert 2,) ja schon gefunden wire —
in einem dieser Teilintervalle ein Vorzeichenwechsel eintreten; es sei dies der
Fall im Teilintervall a, - - - (@, + 1), wobei unter Umstidnden unter a, auch die
niichste ganze Zahl unterhalb @ verstanden sein miifite, wenn nédmlich der frag-

oder
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liche Punkt im Intervall @ bis zur nichsten ganzen Zahl lage (in Fig. 202 zwischen
3,2; und 4); analog wire es auf der anderen Seite, bei b. DiesesIntervalla, - - - (2, +1)
teilen wir in 10 gleiche Teile und es sei wiederum das Intervall, in welchem der

&+ 1). Wieder-

um teilen wir dieses in 10 gleiche Teile und finden das Intervall mit dem Vor-
c, +1

Vorzeichenwechsel eintritt, erkannt mit (a1 + —1%) ( +

zeichenwechsel von (a + =L 1 + 10‘,) (al + f—b + TOZ—) . So fortfahrend

stellt sich der gesuchte Wert #,, die Abszisse des Punktes F(x,) = 0, als un-
endlicher Dezimalbruch dar:

x. =a +_c!_+
0 10

S BT B
0r Tov T

fiir den:
Flay) =0

f@ = flz) = N

In gleicher Darstellung ergibt sich aus der ersteren Halbierungsmethode
die Darstellung von 2, in der Form:

also auch:

C C C.
R R R

dargestellt in Form eines dyadischen Bruches, eine Zahl vom dyadischen Zahlen-
system. Natiirlich bedeuten hier ¢, ¢, ... andere Zahlen als in der obigen
Dezimalbruchdarstellung.

Bezieht man die Unterteilung auf das Intervall selbst, oder einen Teil des
selben, so ergibt sich die nachfolgende Darstellung:

& 0,2 2., d 0 d 4
Zy=a,+§+ 2,* 3+—--w+2*22+23+z¢f25f257‘ * 56
g 7y
z r\] I |m‘7 e 4.6
0 A
«c—————— —— —— e — - - — —— &=b-a-———— - ——— — —— >
7,
Ly, r L+ s Llpe m S # o
c 10 * 72 /03 '’ m 103
.
d,*,-? 44%!
a, G,'ﬁf Vi
— It . J

Damit gelangen wir schlieflich zum letzten Satze, der uns dann
zum Mittelwertsatz fithren wird; es ist:

o ——-
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Der Rollesche Satz.

Ist f(x) im abgeschlossenen Intervall a <=z =0b stetig
und in den inneren Punkten 2 desselben, a <z <b, mit einer
endlichen oder unendlichen Ableitung aber bestimmten
Vorzeichens!) versehen, und ist ferner f(a) = f(b) =0, dann
existiert mindestens ein innerer Punkt 2 = 2,, in welchem
die Ableitung f'(z) verschwindet, also f’(x,)) =0 ist fir ein
bestimmtes x, : a <z, <b.

Wenn die Funktionskurve in # = @ und « = b den Ordinatenwert
Null hat, so kann sie unter Voraussetzung der Stetigkeit weder fort-
wahrend ansteigen, noch fortwah-
S rend abfallen. Also muB sie zunéchst
ansteigen und dann abfallen oder
umgekehrt und dies kann sich im
Intervall auch ofters wiederholen
(vgl. Fig. 204).

Dann aber muB} es wenigstens
einen Punkt =z, geben, in dem
sie aus dem Steigen ins Fallen iiber-
geht und in diesem ist die Tangente
parallel zur Abszissenachse, also
7 = 0 und damit auch f'(z)) =0.

Der strenge Beweis dieses

i Satzes stiitzt sich zunichst auf den
Fig. 204 frither bewiesenen, wonach die ste-
tige Funktion im abgeschlossenen
Intervall sowohl einen groften als auch kleinsten Wert hat. Es muf}
hier aber notwendig einen solchen Wert innerhalb des Intervalles geben.
Denn nimmt die Funktion in £ =@ und =1>5 den Wert 0 an und
reduziert sich ihr geometrisches Bild nicht einfach auf die Strecke a—b,
so mul} sie im Intervall demnach kleinere oder groflere Werte ver-
schieden von 0 aufweisen, die eventuell sdmtlich kleiner als 0 sein
konnen. Ist aber letzteres der Fall, so muBl es nach fritherem Hilfs-
satz im Intervall eine untere Grenze geben, welche hier notwendig im
Innern des Intervalles liegen muBl, da die feste Zahl 0, unter der die
Funktionswerte bleiben, in den Endpunkten desselben als Funktions-
wert auftritt; sie ist daher auch zugleich der kleinste Wert im Inter-
vall, auch deshalb, weil nach obigem untere Grenze und kleinster Wert,
im abgeschlossenen Intervall identisch sind.

1) d. h. der Differenzenquotient ist auf beiden Seiten sehr groB, aber gleichen
Vorzeichens.
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Aus analogen Griinden erweist sich, daB fiir den Fall, daB alle
Funktionswerte groBler als 0 positiv sind, ein groter Wert innerhalb
des Intervalles (eine obere Grenze) vorhanden sein muB.

Existieren endlich zwischen # =@ und z=05b Funktionswerte
kleiner und groBer als 0, so 148t sich das vorliegende Intervall wieder
in Teilintervalle zerlegen, in deren wenigstens einem unbedingt der
Ubergang von kleineren zu groBeren Werten als 0, oder umgekehrt,
stattfinden mufB. Dieses Teilintervall greifen wir heraus und fahren
durch wiederholte Unterteilung und gleiche Auswahl fort. In un-
begrenzter Einschachtelung von Intervallen ergibt sich als Grenze ein
bestimmter Punkt und Wert # = x,, fiir den zu beiden Seiten Werte
der Funktion entgegengesetzten Vorzeichens auftreten, d.h. welcher
der Ubergang von positiven zu negativen Werten oder umgekehrt ist
und damit ein Punkt, in dem f(x) = f(x,) = 0 ist.

Und analog finden sich eventuell vorhandene weitere derartige
Punkte bzw. Werte.

In den durch solche Punkte, fiir welche f(x) = 0 ist, begrenzten
Teilintervallen muB3 aber jeweils aus bereits erwahnten Griinden wieder-
um je mindestens ein Punkt vorhanden sein, in dem eine obere oder
untere Grenze der Funktion bzw. ein gréBter oder kleinster Wert vor-
handen ist.

Existiert nun aber im Innern des Intervalles @---b ein groBter
Wert, so heift das, daB in diesem Punkt x = x, der Funktionswert /()
seinen groBten Wert erreicht und daher Punkte zu beiden Seiten von
ihm kleinere Funktionswerte aufweisen. Es wird daher die Differenz

(@ = Ax) — [l(ay)
hier negativ ausfallen.
Der Quotient |

[y + Ax) — [(x,) | |
+Adx ifa;,-lx) fm?o) Jf/x., +4X)
wird daher negativ und der Quotient | f

[y — Ax) — f(2)

4 Fig. 205.
—Adx

wird positiv.

Beim GrofBtwert erhalten daher die von links und von rechts ge-
bildeten Differenzenquotienten entgegengesetztes Vorzeichen.

Weil nun aber nach Voraussetzung die vorliegende Funktion in
jedem Punkt des Intervalles einen Differentialquotienten besitzt, der ja
der Grenzwert des Differenzenquotienten ist, so heilt das: Die Diffe-
renzenquotienten miissen sich mit beliebiger Annéherung (fiir beliebig
kleines 4x) an den Hochstwert oder Punkt z,, f(x,) aufstellen lassen
und erhalten auch dann noch stets entgegengesetztes Vorzeichen. Wiirde



398 Differential und Integral.

nun der Wert des bei der vorausgesetzt stetigen Funktion fir beide
Differenzenquotienten gleichen Differentialquotienten /’(x,) verschieden
von 0 sein, so miiite dieser zugleich positiv und negativ sein, was un-
moglich ist, da sich positive und negative Werte ein und derselben Zahl
nur in der Zahl Null treffen und daher nur gleich sein kénnen, wenn sie
beide gleich 0 sind. Es folgt somit, daf //(x,) gleich 0 sein muB.

Analog fithrt man den Beweis, dafl auch fir den kleinsten Wert
in z = «{ der Differentialquotient verschwinden muB: /"(xf) = 0.

Im ersten Falle spricht man von einem Maximum, im letzteren
von einem Minimum der Funktion f(z).

Und endlich ergibt sich nun
Der Mittelwertsatz,

der im Grunde genommen nur eine Verallgemeinerung des Rolleschen
Satzes ist und lautet:

Ist f(x) im abgeschlossenen Intervall a <z =05 stetig
und in jedem inneren Punkte a <« < b mit einer endlichen
oder unendlichen Ableitung bestimmten Vorzeichens?) ver-
sehen, so gibt es mindestens einen Punkt (Wert) z = #,, fir
welchen f(b) — f(a) gleich (b — a)- f'(x,) ist, so dafB:

fiir o <, <b:  f(b)—f(a) = (b—a)f'(x)

fm‘ oder:
1 : y, 8

. b a
| Fay = 1O =11

| 18)-fra) —a
’  [1%) Deuten wir diesen
i S| Satz zunichst geome-
trisch, mittels neben-

_i__‘l’_____J_______ __g_—"’_x stehender Figur, so steht

] i auf der rechten Seite

der letzten Gleichung

die trigonometrische Tangente des Winkels o, den die Sehne AB, die

Verbindungslinie der Punkte [a, f(a)] und [b, f(b)], mit der Abszissen-
achse bildet und der Satz sagt somit aus:

1) d. h. der Differenzenquotient ist auf beiden Seiten sehr groB, aber gleichen
Vorzeichens.
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Esgibtim Intervall wenigstens einen Punkt,in welchem
die Tangente zur Sehne durch die beiden Endpunkte des
Intervalles parallel ist.

Hieraus erkennt man, dafl es nur einer Transformation des Ko-
ordinatensystemes, einer Drehung seiner Achsen um den Winkel « be-
darf, um diesen Satz in den vorausgehend behandelten Rolleschen iiber-
zufithren, in dem die Tangente parallel zur z-Achse liegt und wére dann
so der geometrische Beweis geliefert.

Um auch den arithmetischen Beweis zu liefern, bilden wir
eine Funktion F(x) mit der Definitionsgleichung:

F(x) = (@ —a) [f(b) — f@)] — (b — a) [f(x) — f(a)]
welche die Eigenschaften hat:
1. fir xz=a ist F(@)=0
2. » x=b , F(b)=0
3. F(x) ist stetig, solange f(x) stetig ist, wie man leicht auf Grund

friher aufgestellter Stetigkeitssitze konstatiert.

Die Funktion F(x) erfullt also alle Bedingungen des Rolleschen
Satzes, woraus folgt, daBl es im Intervall @ - - - b wenigstens einen Punkt
x = x, gibt, in welchem F’(x) verschwindet, also F'(z) = F’(x,) = 0 ist.

Nun ist aber:

Flw) = 10) — fl@) — b — a) f(2)
F@)=(—a)[f) — f(a)l—(b—a)[f(x) f(@)]
folgt fir F(x + dx):
F@+ d2) = [(z + 42) — o] [f() — f(@)] — ¢ — o) [f(& + 42) — f(a)]

Subtrahiert man die obere Gleichung von der unteren und dividiert durch Az,
so folgt der Differenzenquotient von F(x):

F(zx + Az) — F(2)
Az

Gehen wir mit 4z zur Grenze 0, so gehen die beiden Differenzenquotienten
iiber in die Differentialquotienten, womit also folgt:

(_&%—_F @) )

denn aus:

= 10— f@) — b —a[EF 1D =1

)f(x+Ax)~f(x)]

O — 1@~ 6 —aE D

= lim
lz=0

lim
dx=0
= f() — f(@) — (b — a) lim (ﬁx_ﬂi%"f_(”))

4z=0

F'@)=f®) —f@— 0 —af@
Wird nun F’(z,) = 0, so folgt aus obigem:
0= f(b) — fla) — (b — a) f'(x,)
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oder
f) — fla) = (b — a) (o)

bzw.
o= 1010
W. Z. Z. W.

§ 22. Das Differential.

Denken wir uns nun ein solches Intervall, wie @ - - - b, von der Aus-
dehnung gleich 4z, wobei Az ein sehr kleiner Teil des urspriinglichen
Intervalles b — a sein kann, und also seinen Anfangspunkt (@) mit
dem beliebigen Punkt x zusammenfallend,
so folgt aus obigem Mittelwertsatz fiir

a=ux i fla)=f(2)

| 1+ 4) =z+ Az ; [fb) =[x+ Adx)

fiir dieses sehr kleine Intervall:
fle+ dz) — f(z) = Az - f'(x,)

Z@) T, (x+4x)0%)  wobei
Fig. 207. x <z <+ Az

Es ist also der kleinstmogliche Wert fiir z,:

Xy = X

und der groftmogliche Wert fir =, :

2y = + dax
weshalb wir auch schreiben kénnen:
Xy =2+ Odx
wenn:
0<B <1 1)

also O eine positive Zahl kleiner als 1 ist.
Und damit folgt die ganz allgemeine Beziehung:

fle+ d2) — fla) = dz - f'(x + 6 d2)
<O<1

Setzen wir noch wie frither, in Erinnerung an die allgemeine Schreib-
weise der Funktion:
y=rf@)

1) O (griech.) sprich: Theta.
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die Funktionsinderung im Intervall Adx:

[+ de) — f(z) =

so wird:

Ay = dxf'(x 4+ 6 Ax)
und damit:

dy .,

Tz =[x+ Odx)

Lassen wir nun Az kleiner und kleiner werden, schlieBlich in den
Grenzwert O iibergehen, so folgt:

llm(jx> = hm [f (x4 6 d2)]

dz=0
Wihrend damit die linke Selte der Gleichung zum bekannten
Differentialquotienten wird, verschwindet rechts der zweite Summand
an der Grenze, so daB} wir schlieBlich erhalten:

eine Gleichung, die wir bereits kennen und welche daher die Richtig-
keit der obigen Beziehungen nur bestitigt:
Beachten wir aber wieder die Form:

dy=dz-f'(x 4+ O Ax)

so geht daraus das Folgende hervor:

Aus fritherem wissen wir, da der Differentialquotient f’(z) im
Punkte x eine Eigenschaft der Funktion (die hohere Stetigkeit) definiert
und daher arithmetisch oder analytisch wieder eine Funktion darstellt.
Demnach héngen also 4z und 4y, aus denen er entstanden,
in ganz bestimmter Weise zusammen, denn ihr Quotient doku-
mentiert, je kleiner sie sind um so genauer, diese Eigenschaft. Dabei
spielt Az die Rolle des unabhiingig, Ay diejenige des abhéngig Ver-
anderlichen. &

Lassen wir nun Az und Ay im-

. dy-
mer kleiner Werden,.Was' wegen der s | /‘/xvdi)'-/'/x)g
vorausgesetzten Stetigkeit der Funk- | L a0+ )

tion zuldssig ist, so kommen wir
mit diesen Differenzen dem Punkt x
immer ndher. Damit nidhert sich
dann f’(x + @ Adx) immer mehr dem | '
Wert f”(x), welch letzterer Ausdruck e | |
uns die Eigenschaft von f(z) im l | l
Punkte x genau charakterisiert. : Fig. 208.
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Das sagt aber, daBl damit auch die Formel
Ay = Az - f'(x + O Ax)

sich immer mehr einer Grenze nahert, indem die Unbestimmtheit,
welche durch die innerhalb gewissen Grenzen beliebige GroBe © gegeben
ist, immer geringer wird, der Unterschied zwischen (x + @ 4z) und =
sich bestdndig verkleinert.

Denken wir uns nun den Grenziibergang vollzogen, d. h. Az zu 0
geworden, so scheint es, als kimen wir damit zu einer Selbstverstdnd-

lichkeit:
0=0-f"(x)

0=0
weil algebraisch jede endliche Zahl, mit 0 multipliziert, im Produkt 0
ergibt.

Aber schon die Algebra lehrt, da} sie die Null in ganz bestimmter
Weise definieren muf}, ansonst man nicht mit ihr rechnen kénnte, da
sie doch eigentlich keine Zahl ist, sondern erst zu einer solchen gemacht
werden mufl. Indertat fithrt die Algebra die Null ein als (@ — @), also
mit der Definition ¢ — @ = 01!) und die Algebra der hoheren komplexen
Zahlen kennt noch andere Bedeutungen der Null, wie wir bei den
Quaternionen gesehen haben.

In solcher SchluBfolgerung miissen wir uns sagen, dafl obige
»Nullen, die als Grenze von 4z und 4y entstehen, auchin
ganz bestimmter Weise, eben als Grenze der voneinander
abhédngigen Verringerungen von 4z und 4y charakterisiert
und definiert sind. Wir diirfen sie dann auch insofern nicht
schlechtweg als die gewohnliche algebraische Null auffassen,
sondern miissen ihnen eine symbolische Bedeutung bei-
legen, welche eben durch ihre Entstehung bedingt ist.

oder, algebraisch genommen:

In diesem Sinne schreibt man nun diese Nullen als da und
dy und nennt sie Differentiale.
Dann aber gilt auch der Ausspruch iiber die Unbestimmt-

heit des Quotienten fiur diese speziellen Nullen, die

dy

%)
sog. Differentiale dx und dy im allgemeinen nicht und wir
diirfen sie ohne Erzeugung von Unbestimmtheit durchein-

ander dividieren und erhalten den Quotienten Zy von be-
of dividieren o

1) Vgl 8. 3
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stimmter GroBe?), eine Eigenschaft der Funktion f(x) aussprechend,
eine andere Funktion von, die wir daher auch nach Lagrange
mit f’(x) bezeichnen.

Als Quotient zweier sog. Differentiale dy und dz be-
zeichnet man diesen Quotienten ganz spezieller Nullen mit dem
Namen Differentialquotient, welcher Name dadurch gerechtfertigt
wird?). 0
Man konnte daher diesen Differentialquotienten auch 0 schreiben.

Da aber seine Herleitung aus dieser Schreibweise gar nicht ersichtlich
ware und auBerdem man nicht wiiBte, auf welche Verinderlichen
(oben x und y) sich diese Nullen beziehen, man also duBerlich damit
den Kontakt mit dem Vorausgehenden verlieren wiirde, so ist die

d . . .
Leibnizsche Bezeichnungsart E?c{:_ unbedingt vorzuziehen; diese letztere
verleitet zu ihrem Vorteil auch nicht die ,,Nullen* hier als algebraische
Nullen3) hinzunehmen und sich im Quotienten dadurch einen unbe-

stimmten Ausdruck?) zu denken.

1) Wie man diese Grofle berechnet, haben wir gezeigt (vgl. S. 309 u. ff.).

2) Es leuchtet nun auch ein, daB man in der Schreibweise dz, dy, df(x) usw.
den Buchstaben d nicht als Faktor, wie etwa in d - z, d - y, d - f(x) usw. auffassen darf,
sondern dafB er analog dem friither beim vorgesetzten A fiir die Differenz Gesagten (vgl.
S. 356) ein Ganzes bildet mit dem nachfolgenden Buchstaben und nur als néhere Er-
lauterung einer mit der GrofBe, die letzterer vertritt, vorgenommenen Verénderung dient.
Er sagt ndmlich aus, dal die vorher bestandene Differenz zu Null geworden ist und geht
daher auch stets als Bezeichnung des Endzustandes der Verinderung einer Differenz
im Sinne des Kleinerwerdens hervor, kann also auch als ,,Grenzbezeichnung des A4*
fiir die Differenz aufgefaBt werden, die man gerade, weil es fiir den Grenzzustand 0 ist,
nicht mehr mit einem vorgesetzten 4, sondern mit einem vorgesetzten d bezeichnet.
Man liest diese Differenz dann als Differenz im Endzustand null oder als Differential,
wie z. B. dx = ,,Differential von z* oder auch kurz ,,Differential 2* oder, dem Buch-
staben entsprechend: ,,De von %, ganz kurz ,,De-z*‘.

In gleicher Weise gilt dies auch von diesen Bezeichnungen dz, dy, df(x) usw.

d
im Quotienten, wo auch d—z nicht als Z mit dem Faktor d, durch den man eventuell

dividieren oder mit dem man kiirzen kann, verstanden werden darf.

3) Im Differentialquotienten sind die Nullen in Zéhler und Nenner im Gegensatz
zum Quotienten algebraischer Nullen nicht unabhéngig voneinander, weil sie beide
aus dem Grenziibergang zweier, in Zihler und Nenner stehender Funktionen ein und
desselben Arguments (z) entstehen; es sind funktionentheoretische Nullen, denen wir
uns durch Grenziibergang ndhern konnen. Die algebraische Null — in der Algebra
eingefithrt mit der Definitionsformel (¢ — a) — ist null und entsteht nicht durch

0
einen NaherungsprozeS. o ist in algebraischem Sinne schon deswegen unmoglich,

weil eine der Grundregeln der Algebra, die Division mit 0, iiberhaupt als unzuldssig
erklart.

4) d. h. einen Ausdruck, der keinen bestimmten Wert besitzt. Damit ist nicht
etwa die frither behandelte sogenannte unbestimmte Form g— gemeint. Dieselbe er-

weist sich hiernach nun vielmehr, worauf die frithere Darstellung als Grenzwert schon
hinweist, als Differentialquotient von im allgemeinen bestimmter GroBe.

26*
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Die Rechnung, in der man sich mit der Bildung und Anwendung
des Differentialquotienten befallt und welche mit solchen Differentialen
iiberhaupt umgeht, ist bekannt als sog. Differentialrechnung oder
als das Differenzieren. Bilden wir von einer Funktion, z. B.
y = f(x), den Differentialquotienten, %—Z— = f’(x), oder das Differential,
dy = f’(x) dz, so spricht man von der Differentiation einer Funk-
tion nach einer Variablen, hier z. B. von der Funktion y nach «,
oder sagt auch: ,,Wir differenzieren die Funktion®, hier also
die Funktion y = f(z) nach .

Man sagt auch im direkten AnschluBl an die Schreibweise: ,,Wir
bilden den Differentialquotienten dy durch dz* bzw. , Wir bilden
das Differential“ dy gleich ,,f’(x) mal dz‘*, gegeniiber welcher Aus-
drucksweise die erst gegebene ,,---nach z* entschieden vorzuziehen
ist, da letztere die Bezeichnung ,,durch . -.*“ zu leicht auf ein direktes
Dividieren von einem Differential dy durch ein Differential dx ge-
danklich fithren kdénnte, ohne den Differentialquotienten als solchen in
Betracht zu ziehen, was ja nach obigem nicht richtig wirel).

Inwiefern nun unendlich kleine GréB8en (Zahlen), noch von
Null verschieden, beliebig der Null sich anndhern kénnend, Vertreter
dieser Differentiale oder Differentialien werden konnen, ist jetzt
leicht zu erkennen: Man hat dann eben in dieselben das Haben
des Grenzwertes 0 im allgemeinen hineinzudenken. Nur die
arithmetische Behandlung erfordert gleichsam stets etwas jenseits des
tatsichlichen Grenziiberganges zu bleiben; denn wenn wir einmal einen
Wert als fest, d. h. unverdnderlich, einsetzen, so ist nichts mehr zu
machen und ginge damit der Hauptsinn, der hier im Grenziibergang
liegt, die geradezu wichtigste Eigenschaft der Grofle, des Diffe-
rentials, (dieser Differential-Null), einen Grenzwert zu haben,
und zwar Null, verloren. Der feste, auch beliebig kleine Wert sagt uns
arithmetisch gar nicht, ob er einer stetigen oder anderen Verinderung
(Reihe von Werten) angehort; erst seine Umgebung und zwar die aller-
néchste, gibt uns Auskunft dariiber.

Unter diesen Gesichtspunkten kann man dann auch die frither
iber ,,unendlich kleine GroBen* ausgesprochenen Folgerungen und
Satze (vgl. S. 247 u. ff.) auch auf Differentiale ausdehnen und kommt
so auch zum Begriff von Differentialen verschiedener Ordnung?).

1) Wir verweisen diesbeziiglich auch noch speziell auf die Auseinandersetzungen
auf S. 410.

2) Und zwar wihlt man dann, solange keine besonderen abweichenden Fest-
setzungen gemacht werden, im allgemeinen dieses Differential (dx bzw. dy), als, in
erster Linie stehend, unendlich kleine GroBe I. Ordnung.
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In der geometrischen Veranschaulichung und Auffassung wird mit
Einfithrung des Differentials an Stelle der unendlich kleinen Grofle
das frither erwihnte charakteristische Dreieck mit den zusammen:
gehorigen beliebig kleinen Abszissen- und Ordinatendifferenzen als
Katheten bzw. mit den drei unendlich kleinen Seiten Az, 4y, 4s
zum sog. Differentialdreteck mit den Seiten dx, dy, ds ).

Wie mit diesem Differential zu rechnen ist, mufl dann
die Entwicklung im einzelnen lehren. Man rechnet ja oft auch
mit anderen Symbolen einer Grofle, die durch bestimmte Gesetze be-
herrscht sind und in bestimmter Weise, ihrer (der Symbole) Definition
entsprechend, deutbare Resultate ergeben.

Schreiben wir nun oben erhaltene Nullen als ,,Differential-
Nullen®, so wird die aus dem Mittelwertsatz beim Grenziibergang
erhaltene Beziehung lauten miissen:

dy =f'(x)dx %)

Vergleicht man dieses Resultat mit dem auf anderem Wege er-
haltenen Ausdruck firr den Differentialquotienten:

dy y
%=f(x)

so scheint es, als ob man einfach in dieser letzteren Gleichung beid-
seitig mit dax multiplizieren diirfte, also das dx wie eine bestimmte
Zahl, welche jedenfalls nicht Null sein diirfte, behandeln konne.
AuBlerdem trennt man bei dieser ,,Operation“ dy und dx von einander,
welche GroBlen ja aus der Ableitung des Differentialquotienten heraus

stets zusammengehoren.
In welchem Sinne dies nun gestattet ist, lehrt uns eben der Mittel-

wertsatz, denn die Gleichung
dy = f'(z) dx

ist ja nach obigem nichts anderes als der Grenzwert des fiir diesen
Fall angewendeten Mittelwertsatzes:

Ay =f'(x + O 4z) - Az

Daraus darf man nun aber nicht schlechterdings die Regel ab-
leiten, man dirfe mit den Differentialen ganz genau so
rechnen, wie mit bestimmten, wenn auch sehr kleinen —

1) Vgl. hierzu auch S. 342, 410.
2) Aus dieser Form erklirt sich auch die von Lacroiz gewshlte Bezeichnung

Differentialkoeffizient, da hier der Grenzwert % = f/(x) als Koeffizient von d»

erscheint. (,,T'raité du calcul différentiel et du calcul intégral.** 3 Bde. Paris 1797—1800;
2. Aufl. 1810—1813; 7. Aufl. 1867; deutsch Berlin 1830/31.)
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wie man zu sagen pflegt unendlich kleinen — Zahlen, was ja
allerdings sehr hiufig geschieht?!). Schon bei sog. zweiten Differentialen
wiirde man dabei auf Schwierigkeiten, ja direkt auf Fehler kommen.
Es ist immer zu beachten, da wir multiplizieren, dividieren usw.
nur mit wirklichen Zahlen diirfen, d. h. mit von Null verschie-
denen, also mit Ax, Ay usw. Die Ausdriicke mit ihnen werden
dann zum Grenzwert itbergefithrt, wobei dann die Differen-
tiale dx, dy als Symbole fiir die bestimmten,
bedingt entstehenden Nullen erscheinen.

Allerdings macht man es praktisch nicht so,
sondern man macht zundchst nur fir die 4 den An-
satz; z. B. wenn man die Lénge einer Kurve be-
stimmen will, so driickt man das 4s durch 42 und
Ay aus unter Anwendung des Pythagoréischen Lehr-
satzes. Dann hétte man den Grenziibergang zu vollfiihren, womit man
den Ansatz in den Differentialen bekommen kénnte, aus dem allein
dann die weitere Rechnung zu folgen hat.

Um aber diese doppelte Schreibweise zu vermeiden, macht man
den Ansatz zwar in Gedanken fiir die 4z und Ay, schreibt
aber dxr und dy, denkt also den Grenziibergang sofort auch wieder
ausgefiihrt. Doch miissen wir ausdricklich betonen, da# man sich auf
diese Faustregel nicht unbedingt verlassen darf, weil sie, wie schon
erwihnt, gelegentlich versagen kann. Man muf dann in solchen Féllen
unbedingt zuniichst auf die Gleichungin den 4z und 4y zuriick-
gehen und an ihr dann den Grenzibergang zu den Differen-
tialen vornehmen.

Um das Gesagte an einem wichtigen

Fig. 209.

Beispiel

zu erldutern, erinnern wir uns an das, was wir auf S. 257 u. ff. gezeigt
haben, daf in Fig. 137:

Ab% = Ax® + Ay? + ¢

1) Denn Multiplikation, Division usw. mit Null ist eine in der Algebra im all-
gemeinen unzuldssige Operation.

Man geht so weit, da man sie daher auch direkt mit unendlich kleinen Gré8en
(Zahlen) identifiziert und daher gar oft den nicht richtigen Ausspruch: ,,Das Differen-
tial ist eine unendlich kleine Gro8e*, womit man stillschweigend den Gedanken ,,ver-
schieden von Null““ verbindet, héren kann, den man dann noch ergénzt durch die Uber-
legung, gemi B der man sagt: Der Differentialquotient ist das nimliche wie der Differenzen-
quotient, nur mit dem Unterschied, daf} es sich hier um unendlich kleine Differenzen
(Zahlen) handelt im Gegensatz zum Differenzenquotient mit stets nicht unendlich-
kleinen, sondern endlichen Differenzen und GrdBen (Zahlen) und ihn daher auch als
Quotienten zweier unendlich kleinen GroSen (Zahlen) hinstellt. Wenn dies in der
Praxis, in den ihr in der Technik zukommenden einfacheren Fillen auch meist ohne
Folgen angenommen werden kann, so darf deshalb durchaus nicht auf diese als eine
etwa korrekte und einwandfreie Auffassung gebaut werden.
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wobei Ab das Element des Kurvenbogens und ¢” eine unendlich kleine
Grofe III. Ordnung gegeniiber Az und daher auch gegeniiber Ay und
Ab bedeutet.

Es unterschied sich also — so konnten wir sagen — das Quadrat
des Bogenelements von dem Quadrat der Sehne (4s? = A2 4 Ay?)
um eine unendlich kleine Grofle III. Ordnung gegeniiber dem Unter-
schied der Abszissen zu den Endpunkten des Bogenelementes A46b.

Da nun aber fiir die Anwendungen die Verdnderung der Bogen-
linge mit « verlangt wird, so dividieren wir obige Gleichung durch A x?
und erhalten:

462
Ae®

Aw~

Da ¢’ von der III. Ordnung unendlich klein ist gegeniiber Az, so
konnen wir nach unserer Einfithrung iiber die unendlich kleinen Zahlen
oder Gréflen auch schreiben:

g =0 Aa3
worin C eine Konstante ist.
Dies eingesetzt folgt:
Ab? A 2

oder

B

Nun gehen wir zum Grenzwert itber und benutzen den Satz, dafl
der Grenzwert einer Summe gleich ist der Summe der Grenzwerte der
einzelnen Summanden und ebenso den analogen Satz iiber das Produkt
und erhalten damit das Resultat:

lim(j—l;)2= lim (1) 4 hm(A ) + hm(OAx)

dx=0 dz=0 Ax=0

—l—l—hm(A ) + Clim Ax
dz=o\ Az 42=0

Nach dem Satze iiber den Grenzwert der ganzzahligen endlichen
Potenz folgt weiter:

[m(‘”’)] —1+4 [ hm("y)} + O lim Az
dz=0\ Az tz=0\ Az 42=0

In diesem Grenziibergang bis zum Grenzwert 4z = 0 werden nun
die Differenzen Az, Ay und Ab zu den oben erwihnten Differential-
Nullen, die wir im allgemein endlichen, von Null verschieden blei-

benden Grenzwert des Differenzenquotienten bekanntlich nicht
mit O schreiben, sondern mit dz, dy, db andeuten.
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Es wire hiernach also auch lim A« als Differential dx zu schreiben
und somit ergdbe sich: 42=0

1 () o

In diesem Zusammenhang, also nach vollfilhrtem Grenziibergang, wo
dem letzteren aber nicht mehr die rein symbolische Bedeutung zu-
kommt, wie bei der Ableitung des Differentials aus dem Mittelwert-
satz, sondern wo die durch ihn tatsédchlich erhaltenen Zahlenwerte in
Betracht kommen, ist dann auch fiir dx sein tatsichlicher Grenzwert
zu setzen, der eben Null ist. Dann ist auch Cdx = 01).

Es bleibt uns somit noch als Resultat die Beziehung:

db\?* dy\?
(%) _1+(dx)

:ll:' V"‘(d:}/r)

Und das ist der gewiinschte Zusammenhang von der Ver-
dnderung der Bogenldnge mit der Abszissenlange.

Wir haben damit auch streng nachgewiesen, dafl ¢’ beim Grenz-
ibergang tatsdchlich zu Null wird, also auf die Beziehung
von b zu « keinen Einfluf} hat.

woraus weiter folgt:

Mit Hilfe dieses Resultates, des Differentialquotienten,
leiten wir jetzt die entsprechende Glelchung in den Differen-
tialen ab:

Es ist Ab2 = Ax? + Ay? + &

Indem wir wieder ¢’ = C Ax* setzen, folgt:

Ab? = Ax? 4+ Ay? + C Adx?

Gehen wir nun zur Grenze iiber, so ergibt sich:

lim (4b2) = lim (422) 4 lim (4y2?) 4+ lim (C 43)
4z=0 Axr=0 lx=0 4z=0

oder: [ yim AbJ2 = [ lim Ax]? + [ lim Ay]* + 0| lim Ax]?
Ax=0 1z=0 Az=0 Ax=0

db? = dx? + dy? — Cda®
Wie aber aus obigem Resultat, der Ableitung des Differential-
quotienten folgt, hat ¢’ bzw. C da? keinen Einflu@ auf den Zusammen-
hang der drei Quadrate. Nur in Vernachldssigung dieses letzten Gliedes
stimmt die eben erhaltene Beziehung in den Differentialen mit der-

1) Man denke sich auch fiir einen Augenblick statt der Differentiale die Nullen

‘0\2 2
geschrieben und erkennt dann, daB in der Gleichung: (%) =14 (%) 4+ C -0 nur

die beiden Quotienten 0 eine von Null verschiedene Zahl sein kénnen (vgl. S. 306 u. ff.),

wihrend das Glied: C .0 verschwinden mu 8.
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jenigen in den Differentialquotienten, so dall wir berechtigt sind, ge-
stiitzt auf das Resultat in den Quotienten, auch hier die GroBe
C dx® wegzulassen!), womit dann folgt:

adb:=dx?+ dy?

eine Beziehung, die mit der oben erhaltenen
db - / (dy>2
A Vi R P
dx ’ + dx
vollig tibereinstimmt.

Wir erkennen daraus, da man fiir diese Unterschiede, wie hier &,
zunichst einmal nachweisen muB, daB sie indertat auf das Resultat
ohne EinfluB bleiben miissen, ehe man in der Gleichung der Differenzen
(42 usw.) sagen kann, & als unendlich kleine GroBe ITI. Ordnung ver-
schwinde gegeniiber den Groflen zweiter Ordnung (A4x? usw.) und dieser
Nachweis ist moglich in der Aufstellung des Quotienten der Differenzen
( Ab 462 Ay )

Ae O Aer dx )
Betrachten wir jedoch die Anfangsgleichung:
Ab2 = Ax? 4+ Ay? + &
und die Endgleichung
db? = da? + dy*

so konnen wir allerdings sagen, man erhalte die letztere aus der ersteren,
indem man erklirt:

¢’ als unendlich kleine Grofle III. Ordnung ist gegeniiber den un-
endlich kleinen GroBen II. Ordnung zu vernachlissigen, womit dann

Ab2 = Ax? + Ay?
resultiert, welche Gleichung in ihrer Form vollig identisch ist mit:
ab? = da? + dy?

woraus sich auch erklirt, daB man ,,praktisch® mit den Differentialen
direkt rechnen kann, ohne auf den Differentialquotienten zuriick-
zugehen.

1) Mit Hilfe der Ableitung am Differentialquotienten wurde gezeigt, daf das
Glied mit ¢/ auf die zu suchende Beziehung keinen EinfluB haben kann und da die
Beziehung zwischen den Differentialen auf dem Wege iiber den Mittelwertsatz aus
jener der Differentialquotienten abgeleitet ist, so mull dieses Resultat der Differential-
quotienten auch fiir die Differentiale selbst festgehalten werden. — Es ist hiernach
nicht nur Zufall, daB Newton und Leibniz, die Entdecker der Differentialrechnung, nicht
vom Differential ausgegangen sind, sondern eigentlich vom Differentialquotienten.

Das Differential hat ohne den Differentialquotienten gar keinen
Sinn; es ist eine aus dem Quotienten in rein mechanischem Ausbau
gewonnene GroBe und als Grenzwert fiir sich ohne diesen Werdegang eigentlich
nicht denkbar.
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Wie es damit zu halten ist, haben wir bereits erklirt und verweisen
hier nochmals nachdriicklich darauf:

Uber den Differentialquotienten, durch SchluBfolgerungen
ausdessen Grenzwertbildung, kann man korrekt in solchen allgemeineren
Fillen zur Aufstellung des Differentials (und zu Beziehungen
unter Differentialen iiberhaupt) gelangen, dessen Formel sich auch als
rein mechanische Erweiterung aus der Darstellung des Differential-
quotienten ergibt. Immerhin sind trotzdem die oft gehérten Ausspriiche:
,,Wir multiplizieren bzw. dividieren die ganze Gleichung mit dz* oder:
,, Wir multiplizieren mit dz hinauf“ bzw. ,,dividieren durch oder mit
dz*“ oder ,,mit dz hinunter nach dem Gesagten mit Vorsicht auf-
zunehmen.

Ahnliches gilt auch noch fiir andere Auslegungen, welche diese Verhiltnisse
darstellen sollen, die sich an Betrachtungen der Geometrie, Mechanik, Physik usw.
anschlieBen.

Wenn man z. B. das Differentialdreieck als rechtwinkliges mit den drei
»Seiten® dz, dy, ds zeichnet und anschreibt, so kann dies natiirlich niemals
der Wirklichkeit, d. h. dem gedachten Begriff, entsprechen, in welcher ja diese
Seiten keine Ausdehnung, die ,,Lange* null besitzen, weil sich das wirkliche Bild
des ,,Dreiecks* der drei Seiten in der Grenze iiberhaupt nicht mehr zeichnen liBt.
Es kann nur als unvollkommener Notbehelf zur Erleichterung der Beurteilung,
Untersuchung und Mitteilung an andere von Vorhandenem dienlich sein, wenn
es auch einem Zustande unmittelbar vor dem Grenzzustand entspricht und
dafiir — selbst bei noch so kleiner Zeichnung des Dreiecks — immer noch viel
zu grof ist.

Auch der oft gehorte Ausspruch, der sich nur zu leicht auch aus einer falschen
Interpretation der eben beriihrten Zeichnung des ,,Differentialdreiecks* ergibt,
daB ,,wir auf eine duBerst, ,unendlich‘ kleine Differenz des Arguments, d. h. auf
die Linge dx den zur Sehne ds gehdrenden Kurvenbogen db auch geradlinig
annehmen diirfen* und also die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks, ,,die
Bogensehne ds zusammenfallend mit dem Bogen db betrachten®, also auch die
Tangentenneigung und den Differentialquotienten ,,als konstant ansehen diirfen*:,
muB als durchaus unkorrekte Auslegung des im Geiste vorschwebenden Zustandes
erkannt werden. Eine solche Redensart darf niemals als vélliger und richtiger
Ersatz der tatsichlich vorliegenden Verhiltnisse in der Grenze gelten, da ja,
selbst bei noch so kleiner Differenz der Argumentwerte, der Bogen sich niemals
mit der zugehoérigen Sehne decken kann und die Tangente im allgemeinen an eine
Kurve bestindig ihre Richtung éndert.

| Analoges gilt fiir die Einfiihrung jedweder verinderlichen FunktionsgrsBe,
die man iiber ein unendlich kleines Argument-Intervall als konstant, unverinder-
lich auszusprechen pflegt.

In Ubertragung solcher Betrachtungen in die Bewegungslehre, wo man den
Weg als Funktion der Zeit darstellt, kann man den ebenso unkorrekten Ausspruch
horen: ,,Wir konnen die Geschwindigkeit des sich (beliebig) ungleichférmig be-
wegenden Korpers in einem sehr (unendlich) kleinen Zeitintervall als konstant
bleibend annehmen und erhalten damit die Anderung des Weges in diesem Zeit-
teilchen als ,Wegdifferential* nach dem Gesetz, welches fiir die Bewegung mit
konstanter Geschwindigkeit gilt (fiir gleichférmige) durch Multiplikation dieses
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Jkonstanten‘ Wertes und dem Zeitdifferential (als unendlich kleine GroBe)
(ds = v - dt).“ Diese Auslegung riithrt von einer Auffassung her, die den Diffe-
rentialquotienten als Quotient zweier unendlich kleinen GroBen hinstellt, gemaB

der man die Geschwindigkeit v = %% auch findet, ,,ijndem man annimmt, daB

sich der Korper in einem ,unendlich kleinen Zeitraum‘ gleichférmig bewegen
wiirde®, als Quotient aus Weg und Zeit. Das damit erreichte wenn auch gleiche
bzw. richtige Resultat ist aber kiinstlich, auf falscher Grundlage gewonnen und
darf nicht als Beweis fiir die Richtigkeit der gemachten Annahme bzw. eines
wortlich genommenen Ausspruches gelten.

In allen solchen Fillen hat man es stets nur mit einer mehr oder weniger
guten, meist unvollkommenen Darstellung zu tun, die in erster Linie aus nicht
strengster Auseinanderhaltung vom Zustande vor und in der Grenze und sonstiger
mangelnder Prizisierung entsteht, indem man — um nur ein Beispiel zu nennen —
z. B. auch, wie bereits angedeutet, in den ,,4“ denkt, aber dabei die ,,d* schreibt
und umgekehrt.

Mit Riicksicht auf das Folgende sei hier noch erwahnt:
Das Differential einer Konstanten ist gleich Null,

was ibrigens ohne weiteres einzusehen ist, wenn man tiberlegt, daf3
wenn y = konst = C, auch keine Differenz Ay verschieden von Null
moglich ist, also

4 y/y=konst =0

und dies auch bei noch so kleiner Differenz, an der Grenze der Fall
sein muf}, so daB:

limAg/y:konst = dy/y:konst =0
oder kiirzer fir y = C:

ac=90

Das nimliche Resultat folgt auch aus der geometrischen An-
schauung einer solchen Funktion:

y=fla) =C

welche nach Fig. 189 S. 365 durch eine zur xz-Achse parallele Gerade
dargestellt wird, aus welchem Bilde deutlich folgt, daB stets A4y = 0,
also auch in kleinsten Punktdistanzen, fiir zusammenfallende Kurven-
punkte: dy = 0.

Und schlieBlich sagt es auch der Mittelwertsatz, wonach aus seiner

Grenzformel :
dy = ['(x)d=

y="rl)=0C

fiir

mit dem fritheren Resultat:

ac

y,/y=c = f/(x)/f(,;):g = dz
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folgt:
dy/y=0 =0-de=0

d. h.
10) = 0

Betrachten wir das Differential einer Summe oder Differenz, be-
stehend aus einer allgemeinen Funktion und einer Konstanten, so folgt
aus ihrer Darstellung:

Y = f(z) + € — F(z)

nach dem Mittelwertsatz:
dY = F'(z) - dx

Nach dem Satz itber den Differentialquotienten einer solchen
Summe folgt aber

so daf3 daher

dY — dF(z) = f'(x)de

d[f(@) + O] = d[f(=)]
dlf(x) £ Cl =df(x) =f"(x)dx

oder

d. h.:

Das Differential einer um eine Konstante vermehrten

(oder verminderten) Funktion ist gleich dem Differential
der Funktion ohne Beriicksichtigung der Konstanten.

oder:
Bei der Bildung des Differentials ist eine additive (oder
subtraktive) Konstante nicht in Betracht zu ziehen.

Verfolgt man iiberblickend den bisher zurtickgelegten Weg kis zum
Differential, so sieht man, wie wir in unserem Verkleinern der end-
lichen Zahl (GréBe), von der wir ausgegangen waren, eigentlich bis zur
Null gelangt sind.

Aber dies ist nur die eine Seite der Sache.

Bisher haben wir immer nur zerlegt. Nun wollen wir auch zu-
sammensetzen und zwar innerhalb des stetigen Gebietes. — Man sieht
leicht ein, wie nahe bei einander die diesbeziiglichen Fragen liegen.

Wenn der Differentialquotient in bestimmter Weise mit der Tan-
gente einer Kurve zusammenhéngt und wir dadurch aus der gegebenen
Funktion die Tangente konstruieren konnen, diese also in eigentiim-
licher Weise von der Funktion der Kurve abhéngt und durch sie fest
bestimmt ist, dann miissen wir uns fragen, ob wir nicht auch das Um-
gekehrte leisten konnten.
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Prinzipiell muf} es moglich sein, eben wegen dieser fest bestimmten
Abhingigkeit, aus der Eigenschaft der Tangente, speziell, dafl ihre
Neigung mit dem Differentialquotienten in einfacher Weise zusammen-
héngt, auf diejenige der Kurve zu schliefen.

Die Aufgabe wire also:

Geometrisch: In jedem Punkt einer gesuchten Kurve kennt
man die Tangente. Wie lautet das Konstruktionsgesetz der zugehorigen
Kurve ?

Analytisch: In einem bestimmten Intervalle ist fiir jeden Wert
des Arguments der Differentialquotient bekannt. Wie lautet die zu-
gehorige Funktion ¢1)

Die Antwort hierauf, wie auch noch auf andere entsprechende
Fragen, gibt uns die sog. Integralrechnung.

§ 23. Das Integral.

Gehen wir also von der Existenz des Differentialquotienten

d )
Fey =@ =@

aus, so wiirden wir daher aus der Kenntnis von

y als Funktion von z zu bestimmen haben, d. h.:

..Es ist eine Funktion zu suchen, deren Differential-
quotient die Funktion ¢(x) ist.

Diese Operation bezeichnen wir zundchst symbolisch durch das
Zeichen / und haben demnach zu schreiben:

Jo@) =1

Nun wissen wir aber aus unserer Ableitung von ¢(x), daf diese
hier gesuchte Funktion nichts anderes als f(x) selbst ist, da ja

2 ) =@ = o

und somit wire das Resultat:
Jok) = [(x)

Allerdings ist dies noch nicht die allgemeinste Losung, denn wir
wissen, daf der Differentialquotient einer Konstanten gleich Null ist

1) In der Mechanik: Wie findet man aus der fiir jeden Zeitmoment bekannten
Geschwindigkeit den zuriickgelegten Weg des Punktes?
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und eine solche in additiver bzw. subtraktiver Beziehung zur Funktion
fir die Bildung desselben nicht in Betracht fillt; d. h. es ist auch:

2w+ 0= L) =@ = 9

und somit die allgemeine Losung:
Jo@) =f(x) £ C=F(x)

Fiir unser angefithrtes spezielles Zahlenbeispiel war:

und

P
=
&

I
B
2

8
SN—

I
ro| 8§,

Demnach folgt fiir dasselbe hieraus:
x?  ad

Nun aber kennen wir noch einen anderen Ausgangspunkt, ndmlich
den, welchen uns der Mittelwertsatz geliefert hat. Wir fanden dort,
daB statt vom Differentialquotienten auszugehen wir auch vom Diffe-
rential der Funktion ausgehen koénnen.

Wir erhalten dann:

dy = ['(x)dx
oder, da wir
@) = ¢ (@)
gesetzt, haben
dy = ¢(x)dx

und es wiirde nun unsere Aufgabe lauten, aus diesem Differential bzw.
aus der Differentialfunktion dy = ¢ (x)dx die Funktion y von z zu
finden, welche eben dieses Differential als solches besitzt oder:

,, B8 ist eine Funktion zu suchen, deren Differential die
Differentialfunktion ¢(x)dz ist.*

Bezeichnen wir nun diese Operation symbolisch mit dem Zeichen

e ‘
j 1), so wire die kurze Schreibweise fiir unsere Aufgabe:
I

1) Eine nahere Erklirung dieses Symbols folgt spiter, vgl. S. 422.
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Die Losung lautet, wie wir hier wiederum aus der Entstehung
von ¢(x) zum voraus wissen:

Auch dieses ist aber wieder nur eine spezielle Losung, da sich nach
fritherem auch das Differential beziiglich der Konstanten und ihrem
additiven Verhéltnis zu einer Funktion gleich wie der Differential-
quotient verhélt, also

» d[f@) = €] = d[f@)] = /(&) dx = p(x) dw
18T.

Und somit erhalten wir auch hier eine allgemeine Losung in der
Form:

/(P(w) dx =[f(x) £ €= F(x)

wie wir sehen, genau die gleiche, die bereits oben auf Grund des
Differentialquotienten erhalten wurde.

Wir erkennen also, daf das Resultat in beiden Fillen das gleiche
und daB nur der Ausgangspunkt verschieden ist, indem wir einmal
vom Differentialquotienten, das andere Mal vom Differential ausgehen.
Diese Unterscheidung wird heute nicht mehr gemacht, indem man still-
schweigend iibereingekommen ist, nur die zweite Schreibweise zu be-
nutzen und dies mit gutem Grund.

Die erste Aufgabe, welche Leibniz auf die Differentialrechnung
gefithrt hat war, wie wir noch im historischen SchluBwort niher zeigen
werden, die des sog. umgekehrten Tangentenproblems, d. h. aus der
Tangente — analytisch gesprochen aus dem Differentialquotienten —
die Kurve bzw. die Funktion zu finden. Dann aber ergibe sich als
natiirlich die Schreibweise:

Jo@=7f@)+C )
Geht man dagegen von den iibrigen Anwendungen aus, wie z. B.
von der Berechnung der Lénge einer Kurve und anderen, so ergibt sich
als die natiirlichere Schreibweise diejenige, welche vom Differential
ausgeht. Sie ist auch hauptsichlich in den technischen Anwendungen
immer die nichstliegende und daher jetzt ausschlieflich im Gebrauch?).
1) Schon Leibniz hat auch fiir diesen Fall das jetzt allgemein gebriduchliche
Zeichen / benutzt und z. B. geschrieben:

. dy
— ’ 4 — J
v=[v=[rw=[

?) Vgl. auch S. 418 u. ff.



416 Differential und Integral.
Wir schreiben daher stets und allgemein:

/w(x) dx=f(x)+C

und bezeichnen') den Ausdruck als unbestimmtes Integral.

Fiir unser Beispiel erhielten wir demnach:

Die Operation, die zur Bestimmung eines Integrals fiihrt, ist be-
kannt als die Integration einer Funktton beziiglich einer Vari-
ablen und man sagt dann: ,,Wir integrieren die Funktion.”

Die Funktion, auf welche sich die Integration bezieht, die also
unter dem Integralzeichen steht, heifit der Integrand.

Die Rechnung, welche sich mit der Bildung und Anwendung des
Integrals befafl3t, heillt Integralrechnung oder das Integrieren.

Um die hier in Betracht kommenden verschiedenen Schreibweisen
besser zu itbersehen, wollen wir dieselben im Anschlusse an das Gesagte
in Form einer schematischen Zusammenstellung nochmals wiederholen,
wobei wir, wie iiblich, die unbestimmte Konstante C' im Integral der
Einfachheit halber weglassen:

Schreibweise?®)
allgemein im Beispiel
1. Zugrunde liegende Funktion y = f(@) 23
oder Ausgangsfunktion. . 5
d d d d
2. Der Differentialquotient % = %) = %(y) = iz [f ()] 22
(,sDifferentialquotient-Funktion‘) v 5
Differential-Kurve . . . . . . Yy =f@® =D,y
3. Das Differential dy = df(@) = d(y) = d[f ()] L
(,,Differential-Funktion®). . .  y’dz = f/(x)dx = D, ydx 2 "
4. Das Integral
(,,Integral-Funktion*)
Integral-Kurve: dy ,df(@) d d
a) bezogen auf den j dx =] dx =j dx ®) :] H[f @1 / x_z _ ,‘T:*,
Differentialquotient . Jv'=Jf@ =D,y =] 2 6
b) bezogen auf das [ dy = j df(@) = / dy) = / d[f )] 2 =
Differential . . . . . . ; y ) 5 dx = ¢

f?/’dx =ff’(x) dx :/D, ydx =/q>(x) dx

1) Vgl S. 417, 428.
%) D,y ist namentlich in der englischen Literatur heimisch.
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Aus obigen Betrachtungen erkennen wir deutlich, daB das Integral
eine Funktion darstellt, die auf einem der Bildung des Differential-
quotienten bzw. des Differentials entgegengesetzten Wege gewonnen
wird, oder kurz:

Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation.

In diesem Sinne tritt sie uns namentlich in der ersten Darstellungs-
weise entgegen, die durch das Zeichen / gekennzeichnet ist.

Unsere Betrachtungen beziehen sich gewdhnlich auf die Unter-
suchung einer Funktion innerhalb eines abgeschlossenen Intervalles,
wodurch bedingt ist, dal die Variable x nur zwischen zwei Grenzwerten
varileren darf. In diesem Falle gelangen wir zum Begriff des be-
stimmten Integrals im Gegensatz zum obigen sog. unbestimmien
Integrall).

Sind @ und b die sog. Grenzen des bestimmten Integrales, innerhalb
welcher Werte sich also die Werte des Argumentes bewegen, so da8:

a<z=<b

80 gibt man dasselbe an in der Schreibweise:

z=b b
A LR T

Nun ist f’() diejenige Funktion, die als Ableitung der Funktion
f(x) erscheint, welch letztere nach Stellung unserer Aufgabe diejenige
Funktion ist, welche wir durch das Integrieren suchen:

J=[r@ds =@ x0

und man definiert nun als bestimmtes Integral:

Jup = /f' (@) de = [F @) = £(B) - f(a)

Ist im allgemeinen Falle eine beliebige Funktion f(x) zu integrieren,
so folgt als allgemeine Definition des bestimmten Integrals:

1. Jab =/f(x) dx = F(b) — F(a)

1) Auf Bezeichnung und Bedeutung beider Begriffe kommen wir noch ausfiihr-
licher zuriick (vgl. S. 428).

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 27
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worin F(b) und F(a) diejenigen Werte von F(x) wiaren, welche
man durch Einsetzen von £ =b bzw. x =a in diese Funktion
erhidlt und wobei F(z) die Bedingung erfiillt, daB

dF (x)
. T e
ist.
Die oben gegebene Einfithrung und Definition des Integrals besitzt
den groflen Nachteil, dal sie keinen eigentlichen Einblick in das ge-

wahrt, was das Integralzeichen / symbolisch darstellen soll; sie er-

laubt nicht gleichsam die Struktur dieser neuen Rechnungsart zu er
kennen. Ebenso ist das Entstehen der Funktion, die als Integral definiert
wurde, auf Grund obiger Darstellungen im einzelnen nicht zu verfolgen,
da sie das Operieren mit der noch unbekannten Integral-Funktion zur
Voraussetzung machen. Damit wird es aber auch schwer, in dieser
Form der Definition anzugeben, welches die Bedingungen sind, die eine
Funktion erfiillen mufl, damit sie integriert werden kénne, damit sie
integrabel sei.
Im folgenden bringen wir daher noch eine

andere Darstellung des bestimmten Integrals,

welche — hauptstichlich durch Cauchy, Dirichlet und Riemann
eingefithrt — uns den gewinschten Einblick gestattet, uns vor allem
erkennen l48t, unter welchen Bedingungen das Integral eine bestimmte
und exakte Bedeutung hat und die Ermittlung desselben von Opera-
tionen mit der zu integrierenden Funktion unter dem Integralzeichen
abhingig macht.

Wir teilen das Intervall @ - - - b, worin @ < b sein mége, in beliebiger
Weise in n Teile ein, soda die verschiedenen Endpunkte der Teil

intervalle seien:

O =15, Xy, Xy, Xz **+Lp_1, X =0
@ .8
—'l 1
T, z Z Z '
Fig. 210. z, %

Die Intervalle selbst sind dann:

2, —a=Adx, , 2 —ax,=Adx,, -+, b—2x, ;= A=z, vgl. Fig. 210.
Ist nun F(z) die Funktion, welche f(x) zum Differentialquotienten

hat, die wir im betrachteten Intervalle a - - - b, wie es f(z) ist, als stetig

voraussetzen, so folgt mit Anwendung des Mittelwertsatzes auf diese

Funktion:

Fe+ dx) — F(x) = AxF'(x -+ Oda) = Az f(x + O Az)
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indem wir 4z der Reihe nach mit jedem der Teilintervalle identifizieren:
1. Teilintervall:
F(a+ Az)) — F(a) = Az, - F'(a + 6, 4x,)
oder: F(zy+ Az) = F(x,) = F(a) + Az f(x, + O, Ax,)
2. Teilintervall: F(x,) =F(x) + dax,f(zx, + O, Ax,)
F(xa) = F(xz) + Az, flx, + O Axy)

F(-s) = F@n-s) + Ay [(@n-s + Opey Azo_y)

woraus durch Addition:

F(b) = F(a) —i—rZ:,"Axyf(a:y_l + 6, 4z,)

oder:
F@) — Fl@) =D f@,-1 + 60,4z, Az,
r=1

Darin bedeuten die 4z, bestimmte, im allgemeinen nicht gleiche,
beliebig gewihlte Teile des Intervalles @ - - - b und O, jeweils eine (nicht

immergleiche)zwi-
schen 0 und 1 lie- /
gende bestimmte, Ii
aber uns unbe- Az / {;|
kannte Zahl, wel- A I8l
che in ihrer GroBe Y= fiz) -] l lvg*{
abhéingt von den i L | g iél
Intervallteilen 4z R [ & P H
(durch die Art der }\ 5 g.} | } Q}l | E@
Einteilung) wnd  §§ 13| AN R
den Eigenschaften I3 388 1 & &8 | f“?
der Funktion F (z) Kl“\: SEN Lot 1L
: gl

G4z, 184 | 842, | 6’,1,4.?,;
oder f(z) (Verlauf __ar}muz,ld.z,| A I e
der Kurve). z, % % ER P Tty Zn,

wd/@w@ﬁ} z,ly+ 6,22, Zrt8,47;,

Aber unsere Fig. 211.

frithere Definition
des Integrals lehrte uns die Differenz F(b) — F(a) als das bestimmte
Integral der Funktion F(v) kennen, so da wir an Stelle derselben
auch den oben erhaltenen Summenausdruck fiir das bestimmte Integral
einfiilhren kénnen und daher erhalten:

v

Jab—/ x)dw_’zfx’v 1+ ()VAxi) 'xv

8
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Um die Unbestimmtheit dieser Summe, welche infolge der be-
liebigen Art der Einteilung in den x,_;, 4z, und den O, liegt, aus-
zuschalten, miissen wir zur Grenze gehen. Wir lassen die Az, immer
kleiner und schlieBlich zu Null werden, wobei dann auch mit ihnen
die (0,-4z,) in der Summe zu den z,_; verschwinden und ebenso
die Unbestimmtheit der f(z,-1 + O, - 4x,) Az, iiberhaupt wegfillt.

Mit dem Ubergang zur Grenze, den wir daher erstreben miissen,
tritt aber die weitere Frage auf, ob und wann ein solcher Grenzwert
der ganzen Summe, die auch eine Funktion ihres Argumentes z ist,
existiert, welcher Grenzwert durchaus nicht selbstverstindlich ist, wie
das Friithere iiber die Existenz eines solchen bereits zur Geniige gelehrt
hat. Mit der Beantwortung dieser Frage ist aber auch die Bedingung
fiir die Integrabilitdt oder Integrierbarkeit (Integrations-
fahigkeit) der Funktion f(x) gegeben.

Um obige Schwierigkeiten, die in der Anwendung der Definition
des bestimmten Integrals durch genannte Summe — welche dann
indertat die innere Struktur der Integralbildung im einzelnen Kklar-
legt — entstehen, zu umgehen, wollen wir diese neue aufgestellte De-
finition umformen.

Es 148t sich nédmlich nachweisen, da fiir die Grenzwertbildung
die Zahlen O vollig beliebige Zahlen zwischen 0 und 1 sein kénnen
und also auch bei der Grenzwertbildung nicht als bestimmte Zahlen
in Betracht fallen, womit dann obige Schwierigkeiten behoben sind.

Es seien {;, &y, {3+« {, je ein beliebiger Wert von z in dem je-
weiligen Intervalle dx,, Az, , Axy « - - Az, (vgl. Fig. 212); dann setzen
wir:

S =Zn,’f(4“v) Az, ——Z”:f(:cy_1 + 6, 4z,) Az,
rv=1 v=

- Z:‘[f(g — @1 + 6,42)| 4=,

Nun ist nach Voraussetzung f(z) im abgeschlossenen Intervalle
a <z <b stetig und damit nach einem uns bekannten Satze auch
gleichmifig stetig. Daraus aber folgt nach fritherem, da sich zu einer
beliebig kleinen positiven Zahl & eine bestimmte von x unabhiingige
Zahl 6 finden laBt, daB stets

[F@) — flwo)] < e
|z — x| <6

wenn nur

ist, wobei die Differenz |« — | irgendwo im Intervall a - - - b gewihlt
werden kann,



Denken wir
uns nun sémtliche
Intervalle Ax, klei-
ner als J§, was

durch entspre-
chende Wahl ihrer
Anzahl n jeder-
zeit erreichbar ist,
so folgt, wenn wir
z. B. im ersten In-
tervall Az, die
beiden verschiede-
nen x-Werte als

Cv = Cl s

(xv-—l + @v Axv)
(%o + 6y A2))
wihlen (vgl. Fi-
gur 212), weil

Az, < und um so mehr {, — (v, + O Ax,)| _ < o:

und

fa, -1+ 6, 4x,) _ <e

f(Cv) - f(xar—l + 61/ Ax,,)l Ax,:/vzl < SAZ‘,,/V:I
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Eine analoge Beziehung folgt fiirs zweite Intervall 4z, und schlief3-
lich fiir alle Intervalle, so daBl durch Summation sich ergibt:

D) — f@r + O, Az, -

v=1

n

() A,

v=1

1
h

Az, < Z e,
r=1

<ej’ Az,
y=1

— Zf(x,,_l + O, 4x,) Az, < e(b— a)
r=1

Nun kann aber ¢ laut der Definition beliebig klein gemacht werden,
wenn wir zuvor die Az, entsprechend klein wihlen, also auch ¢(b — a)
und daher die Differenz der beiden Summen links.

An der Grenze ist letztere gleich Null und daher folgt dann:

n n
lim f(Cv)Axv= lim Zf(zy~1+ @pr,,)Ax\
A, 20t el
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Nach frither Entwickeltem ist aber, unter vorldufiger Annahme
der Existenz eines Integrals der vorliegenden Funktion, ihrer Integrier-
barkeit:

S flay-1 + O dz) Az, = F() — /fx)dx

welche Beziehung sich ohne Einschridnkung fiir die Wahl der
Teile Az, ergeben hat, also auch fiir den Grenzfall (4x, = 0) gilt, so
dal hiernach:

b
lim Z'fxv + 0, Aw,) Az, — F(b) — F(a) =/f(x)dx

n=co p=
Ax, =0

womit dann aber folgt:

b

2. Jar= ff(w) da = lim Zf(e,,mx.

»=1
& Aac —-0

Wie ersichtlich, sind die Zahlen @ verschwunden und gelangen wir
damit zu einer bestimmten, unzweideutigen, leicht fabaren Form und
neuen Definition des bestimmten Integrals als Grenzwert
einer Summe:

Ist f(x) eine im Intervalla.--b stetige Funktion, so ist

das bestimmte Integral derselben: / f(x)dx gleich dem Grenz-

wert der Summe: Zf(é‘v)dxv, gebildet aus Produkten, deren
v=1

zweiter Faktor die durch beliebige Teilung gewdhlten Teil-
intervalle des Gesamtintervalles a --:b sind und deren
erster Faktor jeweils ein beliebiger Wert dieser Funktion
im betreffenden Teilintervall ist. -

Beriicksichtigt man, dafl das Leibnizsche Zeichen / nichts anderes

ist, als der stilisierte, langgezogene Buchstabe §, der Anfangsbuchstabe
vom Wort ,,Summe*, so liegt nun wohl der Grund fiir seine symbolische
Verwendung als Integralzeichen auf der Hand.
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Es leuchtet ein, daB dem so definierten Integral nur in dem Fall
eine Bedeutung zukommen kann, diese Definition nur brauchbar wird,
wenn sich danach fiir dasselbe ein bestimmter unzweideutiger Wert
ergibt, also der Grenzwert der Summe unter allen Umstinden einen
und nur einen bestimmten Wert besitzt und damit vor allem unabhingig
davon sein muB, wie, nach welchem Gesetz, die Einteilung in Teil-
intervalle erfolgt und welche Funktionswerte man in diesen wéhlt.
M. a. W.: Wire dieser Grenzwert vom Gesetz, wie die Differenzen Adx,
zu Null werden, abhiingig, so kénnten wir hier nicht von einem Integral
der Funktion sprechen.

Daher wollen wir definieren:

Das Integral existiert dann und nur dann, wenn dieser
Grenzwert der Summe nicht nur von {,, sondern auch von
der Art der Einteilung in die Teilintervalle Az, v6llig un-
abhingig und damit eindeutig bestimmt ist.

Und damit gelangen wir zur weiteren, schon oben erwéhnten A uf-
gabe, zu untersuchen, unter welchen notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen eine Funktion integriert werden
kann, also obiger Grenzwert eindeutig existiert.

Zu dem Zweck wollen wir zuerst festzustellen versuchen, was fiir
eine Funktion f(x) folgt, wenn sie integrabel ist. Wir erhalten damit
eine Bedingung, die fiir die Integrabilitit der Funktion vorhanden,
notwendig erfiillt sein muB. Es bleibt dann noch festzustellen, ob diese
Bedingung hinreichend ist, was aber leicht zu machen sein wird.

Da die f(,) beliebige Werte in den Intervallen Az, — die
Grenzen eingeschlossen — sind, so kénnen an ihre Stelle auch die
oberen und unteren Grenzen der Funktion in diesen Intervallen ge-
setzt werden, welche mit G, und K, bezeichnet seien. Weil nach Vor-
aussetzung die Funktion f(x) integrabel sein soll, also ein bestimmtes
Integral, in diesem einen bestimmten, endlichen Wert besitzen soll, so
miissen nach obigem alle dafiir aufzustellenden Ausdriicke einander
gleich sein, insbesondere miissen die so entstehenden Summenausdriicke
im Grenzwert gleich werden und vom Gesetz der Einteilung in die
Teilintervalle unabhéngig sein. Damit folgt:

lim Zf(é‘,, )Ax, = lim ZG’ Az, = lim ZK Ax,

Jx,,Oy ﬂ?’_oi 1xﬁ0,,

= bestimmte, endliche GréBe
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oder

lim Z‘G Az, — lim ZK Az, =0

4z,=0 3=

42,=0 =

lim Z’( KAz, =0

Adw,=0 y=1

d. h. die Summe Z(G, — K
r=1

w Az, muB Kkleiner als jede beliebige,

noch so kleine Zahl ausfallen und schlieBlich zum verschwinden ge-
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Fig. 218.

bracht werden koénnen.

Nun ist die Differenz @, — K, die
sog. Schwankung der Funktion im In-
tervall, die wir kurz mit D, bezeichnen,
womit dann fir die eindeutige Existenz
des Integrals folgt, daBl die Summe

Z D, Az, den Grenzwert Null haben muB.

Die Bedingung der Integrabili-
tét der Funktion ist somit:

limiﬂDw-,_/lx, =0
=1

ohne Riicksicht auf Art und Weise
der Unterteilung des Gesamtinter-
valles.

Hieraus kénnen wir noch eine andere Bedingung ableiten.
Solange namlich sémtliche Intervalle Az, ihren Zabhlenwerten nach
unterhalb einer bestimmten, sehr kleinen Zahl § bleiben, moge der groBte

”n
Wert, den die Summe ZD,.Ax,, erreichen kann, gleich d sein. Es

ist dann natirlich d von Az, abhéingig, eine Funktion von Az, und
zwar derart, daB d mit Az abnimmt und der Null zustrebt.

Ferner sei die Summe der Intervallingen, in denen die Schwan-
kungen D, grofler als die gegebene beliebig kleine Zahl ¢ seien, gleich s;
als Teil des Ganzen wird fiir diese letzteren der Ausdruck >’ D, Az,

kleiner ausfallen als 2 D, Az, und da fiir diese Intervalle alle D, > ¢,

so folgt, daB fiir dies; Teilsumme
' D, Az, > D¢ du,

> e A,
> €8
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und damit:

€8 <ZD,,Ax,,=D1Ax1+ D,Azy + +++ 4 D, Az, < d
r=1

Daher wird auch:
es <d

a<i
£

Nun ist ¢ eine beliebig kleine gegebene Zahl und, da der Grenz-
wert der Summe als existent vorausgesetzt wird, so kann auch d, un-
abhiéngig von ¢, beliebig klein ausfallen und damit, eben wegen der

Unabhingigkeit von d und ¢, auch f , also um so mehr auch s.

Dieses Resultat sagt uns aber:
Damit die Funktion integrabel sei, also der Grenzwert

n
der Summe Zf(é‘,,)Ax,. existiere, muBl noch die gesamte
r=1
GroBe der Intervalle,in denen die Schwankungen der Funk-
tion groBer als eine beliebig kleine positive Zahl & sind,
durch geeignete Wahl der Teilintervalle Az, beliebig klein
gemacht werden kénnen.

Um nun noch diese Bedingung als hinreichende nachzuweisen,
wollen wir zeigen, dafl auch die Umkehrung des eben aufgestellten
Satzes gilt, also:

Wenn die Funktion f(z) im abgeschlossenen Intervall
o =z =>b stetig und damit auch endlich ist und mit kleiner
werdenden, der Null zustrebenden Teilintervallen 4z, auch
die Gesamtgrofiederjenigen Intervalle,indenen die Schwan-
kungenderFunktiongrofieralseinegegebene, beliebigkleine
Zahl ¢ sind, gegen Null abnimmt, so existiert ein und nur

ein Grenzwert obiger Summe § =Zf(§,.)Ax,4 und damit das
r=1

bestimmte Integral der Funktion.

Fassen wir ndmlich diejenigen Intervalle zusammen, in denen die
Schwankungen grofer als ¢ sind und ist ihre Gesamtsumme wieder

n
gleich s, so liefern dieselben daher zur Totalsumme ZD,Ax,, einen
y=1

Beitr@g, der jedenfalls kleiner ist als s(¢ — K), wenn (@ — K) die
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Schwankung der
Funktion im ganzen
Intervall @ - - - b be-
deutet. Da die Funk-
tion endlich ist, kann
diese  Schwankung
auch nur endlich sein
und wird dann offen-
bar der iibrige Teil der
Intervalle zur ganzen
Summe einen Beitrag
liefern, welcher klei-
ner sein mull als

S

R I —
g

‘|~'%z’./ﬂx | |

I
||
| i [ O A O O O P E B
LELG 58 & & 345588, §5% B Tl jedem Intervall der-

al || ' 5 b—a)e, da ja in
15 Iy dzy Az Ay Az, Az Az selben die Schwan-

Fig. 214. .
kung kleiner als e,

hochstens gleich ¢ ist und wir zu dessen Bildung noch s von (b — a)
abzuziehen hétten.
Es gilt also:

Zn?D,,Ax,.és(G'—K)-{—(b—a)s
r=1

<=sD+(b—a)c

Nun kann aber, der gleichméBigen Stetigkeit halber, ¢ beliebig
klein gewahlt werden, also auch (b — a)e¢.

Und da nach Voraussetzung mit kleiner werdenden Intervallen A4z,
auch s beliebig klein wird, so mull demzufolge die ganze rechte Seite
obiger Ungleichung unter jeden beliebigen Betrag sinken, also der Aus-

7n
druck >’ D, Az, eine Grenze, 0, besitzen. Damit ist aber die Be-
r=1
hauptung obigen Satzes, daf} die Funktion unter genannten Bedingungen
ein bestimmtes Integral besitze, bewiesen.

Wir haben nun also gefunden, daf die Bedingung, die Summe:
ZD” Az, werde mit kleiner werdenden Az, zu Null, jedenfalls not-
r=1

wendig ist. Indem wir diese voraussetzten, folgte aus ihr eine zweite
Bedingung, von welcher wir bewiesen, daf sie hinreichend ist, und zwar
ergab sich aus ihrer Annahme auch wieder die erstere. Daraus aber
erkennt man, daB auch die erste Bedingung hinreichend sein muf}, da
aus dieser ja stets die hinreichende zweite Bedingung folgt.
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Zusammenfassend konnen wir daher sagen:

Als Bedingung dafiir, daB eine Funktion f(x) zur be-
b

stimmten Integration: /f(x)dx im abgeschlossenen Inter-
a

vall a <x<b geeignet sei, ist neben der gleichmiBigen
Stetigkeit der Funktion in diesem Intervall notwendig und

hinreichend, daB entweder die Summe ZDvAxv mit wach-

v=1

sendem n der Null zustrebt und sich ihr ohne Ende néhert,
sie erreichend, wenn Az, zu Null wird, oder, daBl die Summes
der Intervalle, aus einer beliebig gewonnenen Einteilung
des Gesamtintervalls a---b, in welchen die Funktions-
schwankungen groBer als eine beliebig kleine gegebene,
positive Zahl ¢ ist, mit Az, selbst zu Null wird.

Da sich bei einer endlichen und stetigen Funktion das Intervall
stets in so kleine Teilintervalle Az, zerlegen 1iBt, daB in diesen die
Funktionsschwankung D, kleiner als eine beliebig kleine Zahl ¢ aus-
fallt, also die obige Summe s ganz verschwindet, so folgt:

Eine in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funk-
tion ist stets integrierbar.

Sie bleibt auch noch integrierbar, wenn sie im Intervall
als immer endliche Funktion in einzelnen Punkten Un-
stetigkeit durch Sprung aufweist, so lange die Anzahl
solcher Unstetigkeitspunkte, in denen Spriinge stattfinden,
die eine Funktionsschwankung im umgebenden Intervall
Az, zur Folge haben, welche gréBer als eine beliebig kleine
Zahl ¢ ist, stets eine endliche bleibt.

Nur in dem Falle also, der sog. totalen Unstetigkeit, wo in jedem
beliebig kleinen Teilintervall, tiberall oder nur zum Teil, Spriinge und
daher Funktionsschwankungen auftreten, die immer grofler sind als
eine beliebig kleine positive Zahl, wird im Intervall g - - - b die Funk-
tion sich zur Integration nicht eignen.

Da in der Technik bzw. Physik Funktionen, die in allen
Punkten eines Intervalles unstetig, zufolge der allgemeinen Annahme
der Stetigkeit aller Naturvorginge!) unmoglich sind, kommen hier
integrationsunfahige Funktionenim allgemeinen nicht vor.

1) (,,Die Natur macht keine Spriinge.*)
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Haben wir nun in erwéhnter Weise das bestimmte Integral
b
[fwaz=Fo) - F@

auf vollig unabhéngigem Boden entwickelt und begriindet, so 148t sich
daraus auch wiederum der Begriff des,unbestimmten Integrals®
herleiten, der oft, ja meistens, als der erste verwendet wird, um
von ihm aus zum ,bestimmten Integral“ zu gelangen.

Bezeichnen wir némlich F(a) mit C, einer Konstanten, so
konnen wir, falls wir die untere Grenze des Integrals noch unbestimmt
lassen, C einen beliebigen!) Wert beilegen, indem wir eine Funktion f(x)
voraussetzen, die nach unten, d.h. gegen # = a hin unbeschrénkt giiltig
ist. Denn, ist F(x), das Integral der integrablen Funktion gefunden,
deren Integral nach obigem daher im gleichen unbeschréinkten Bereich
giiltig ist, so gibt es stets einen Wert x = a, fiir den F(a) = +C ist,
weil der ja noch innerhalb des unbeschrinkten Giiltigkeitsbereiches der
Funktion F(z) liegt.

Ebenso wollen wir nach oben die Grenze nicht mit = b ziehen,
sondern dafiir einen beliebigen Wert von x zulassen, der innerhalb des
Giiltigkeitsbereiches liegt, den Endpunkt desselben mit eingeschlossen.

Dann folgt fiir das Integral die neue Form:

J= @z =F@ +c

woraus man ersieht, daB das sog. unbestimmte Integral einfach
als das bestimmte Integral betrachtet werden kann mit
einer variablen oberen Grenze und statt der unteren Grenze
behaftet mit einer additiven oder subtraktiven, zundchstunbe-
stimmten KonstantenC, die sich jedoch sofort als bestimmt ergibt,
wenn wir die untere Grenze des Integrals in bestimmter Weise festlegen.

Damit aber gelangen wir in Ubereinstimmung mit der ersteren
Auffassung des Integrals als unbestimmtes.

Indem wir noch die obere Grenze « als selbstverstiindlich auslassen,
koénnen wir schlieBSlich auch schreiben:

-

J=[f@)dz=F@) +C

womit wir die vollige Ubereinstimmung mit der gewohnten Schreibart
des unbestimmten Integrals erreichen.

1) positiven oder negativen.
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kleiner als die Summe der mit der groferen Begrenzungsordinate der
Intervalle als Hohe gebildeten Rechtecke, andererseits immer groBer
als die Summe der mit der kleineren Begrenzungsordinate als Hohe ge-
bildeten Rechtecke, also:

z. B. im aufsteigenden Teil der Kurve, d. h. wenn mit zu-
nehmenden x auch y wichst:

Az, +y, Axy+ys Adwg+ -+ +yp Az, = f&) A2y + [(C) Ay + F(L5) Az - -+
v fC)Avn = yo dry, +y dwy,  +y, Ay + oot Yur Az,

oder:
n

S o) dz, = 3 1) A5 = 3 Ml o,

r=1

Bei nach rechts fallender Kurve ist < statt = zu setzen.

Da aber die-links und rechts stehenden Summen der Rechtecke fiir
noch so kleine Breiten der Rechtecke nicht verschwinden kénnen, wohl
aber sich einem gleichen bestimmten endlichen Grenzwert ndhern, nim-
lich dem Inhalt der durch die Kurve oben begrenzten Fliche ABba,
so mufl dies auch mit der von ihnen eingeschlossenen Summe:

Zf(&‘,,)Ax, an der Grenze der Fall sein, was uns wiederum darauf
r=1

schlieBen 148t, daB der Grenzwert dieser Summe eine bestimmte end
liche GroBe hat, die sich als Zahlenwert durch den Inhalt der Flache
A Bba ausdrickt.

Es geht also auch aus der rein geometrischen Betrachtung
des Problems die vollige Eindeutigkeit der obigen Summe her-
vor, sobald wir sie als Grenzwert fiir eine unbegrenzt grofle Zahl von
verschwindend kleinen, im iibrigen beliebig, gleich oder ungleich, ge-
wihlten Teilintervallen (Rechtecken) betrachten, in welchem Falle
sie einen ganz bestimmten, im allgemeinen von Null verschiedenen
Flichenwert annimmt, der dann nach obigem die geometrische Ver-
anschaulichung des bestimmten Integrals ist.

Wir finden somit:

b
lim 3" £(z,) Az, = Flicheninhalt 4Bbg = / /(@) dx
1
[

p=

oder:

b
[ f@)dz = lim {Summe aller Rechtecke Az, + f(CV)}

4z, =0
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oder:
b

/ (@)de = Lm {Rechteck az,dc + Rechteck z,x, fe

a iz,=0 + Rechteck z,z,hg + -« + Rechteck z,_ 1av,‘wv}
= lm [AF, + AF, + AFy + - - +AF,,]
Anx—:ioo
= lim [day, + Awyyy + Ay ys + -+ A2y + oo+ A2
4z, =0

b

/ f@)dz = lim 2 Az, -y, = hm E y, Az, = Flicheninhalt F,,
Nn=00 y= =00 y=
« Az, =0 Az,,-O

Diese geometrische Interpretation des bestimmten Inte-
grals fiihrt hiernach zur Deutung desselben als Inhalt einer ebenen
Fldche, die begrenzt ist von der Funktionskurve der unter
dem Integralzeichen neben dem Differential des Arguments
dz als Faktor stehenden Funktion f(x) (von der Differential-
kurve des Integrals, der Integralfunktion), von der Abszissen-
achse und von den beiden Endordinaten des Intervalles.

Kurz:

3. Jab=/f(x)dx=rab

Im Bilde seiner Differentiallurve hedeutet das bestimmte
Integral die zwischen dieser und der Abszissenachse liegende
Fléche.

Wie bereits aus obiger Betrachtungsweise folgt, ergibt sich das
bestimmte Integral in geometrischer Interpretation als Grenzwert einer
Summe von unbegrenzt vielen Rechtecken.

Es ist ja: ,
ff(x)dx_—. lim > (y, dy)
a A”x:c:o =1
oder: "
F,p = lim Z’AF,
4F, 20 "=

Die Rechtecke, die bei bestéindig wachsender Zahl der Teilinter-
valle, Az,, immer schmaler ausfallen, werden an der Grenze die Breite
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null erhalten, angedeutet durch das Differential d, und ihr Flichen-
inhalt sinkt dann ebenfalls zur GroBe einer Differential-Null herab;
wir bezeichnen es dann als Flichendifferential, dessen allgemeiner
Ausdruck und allgemeine Schreibweise, weil es als Element der Fliche F
auftritt, hier ist:
lim (4F,) = hm (y, dz,) = y, dx, = dF,
Az, =0 z,=0
so daB wir fiir das bestimmte Integral in geometrischer Deutung auch

schreiben kénnen:
b

ff(x)dx ~ fbydw =J/’ -

a

Z(AF

lim
n =00
AF=0

Da aber, wie oben bewiesen:
b

[ @) de = Fuy
J
so erhalten wir die Darstellung:
b

ab—/dr

a

In der Deutung des Integrals als Summe sagt zunichst dieses
Resultat nichts neues, daB nidmlich die gesamte Fliche F,; sich als
Grenzwert einer unendlichen Summe von Fliachendifferen-
tialen, von Teilen derselben, die durch Grenziibergang aus Recht-
ecken bestimmter Gestaltung entstanden sind, darstellt.

Das Neue bemerken wir aber darin, daB nun links und rechts
auch unter dem Integralzeichen die nimliche GroBie als Variable auf-
tritt, auf beiden Seiten steht ,,F*‘, und zwar links als solches, als In-
tegralfunktion, rechts einzig als Differential, als Differentialfunktion
unter dem Integralzeichen.

In Ubertragung auf die allgemein gebriuchliche Schreibweise er-
halten wir:

b
& [F@I =[dF(x) = lim > 4F(x)
e n=oo y=1
a AF7=0

welche Form sich auch sofort aus der oben geometrisch interpretierten
ergibt, wenn wir beriicksichtigen, daf}

f@)dx = dF(x)
gesetzt werden kann.

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 28
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Das heil3t:

Eine beliebige Funktion kann stets als Integral dargestellt werden,
genommen iiber ihr Differential als Integrand; natiirlich unter der still-
schweigenden Voraussetzung der Integrationsmoglichkeit?!).

Je nachdem wir die Grenzen als bestimmte oder unbestimmte ein-
fiihren, erhalten wir daraus die Darstellung einer begrenzten Grofle, wie

im bestimmten Integral:
b

[F(2)], = F(b) — F(a) = / @ F (x)

X
a

oder einer allgemeinen Funktion:
F(x) = / d F(x)

Und hieraus ergibt sich unter Voraussetzung des Bekanntseins
der Integralfunktion eine

andere geometrische Interpretation
des bestimmten Integrals,

welche zufolge seiner Bedeutung als Summe die eigentlich naher-
liegende ist.

Zeichnen wir die Funktionskurve zur Integralfunktion F(x), die
sog. Integralkurve der Funktion F'(x) = fiz), so entspricht der An-
derung 4z des Argumentes auf der Abszissenachse die Funktions-
anderung AF (x) auf der Ordinatenachse.

n
ZAF,,(x) bedeutet daher die Summe aller Ordinatenénderungen,
r=1

die zu den Az-Anderungen gehoren.

Teilen wir das Intervall x =a ---x = b wieder in »n Teile, so
finden sich die zu den Az, gehérigen Funktionsanderungen in den ent-
sprechenden Differenzen der Ordinaten und man sieht nun leicht aus
der Fig. 217, daB:

ﬁAFv(x) = AF,(x) + AFy(x) + -+ + AF,(x) + - -+ + AF,(»)
= Strecke BC = F(b) — F(a)

Nehmen wir immer mehr Teilpunkte x, an, so werden die Teil-
intervalle 4z, immer kleiner und ebenso — unter Voraussetzung einer
stetigen Funktion — auch die AF, (z); ihre Summe bleibt dabei aber

1) was iibrigens aus der allgemeinen Einfilhrung und Definition des Integrals
und seines Zusammenhanges mit dem Differential auch direkt folgt.
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unverandert gleich der Strecke b — a bei den Az und gleich der Differenz
der Endordinaten Y, — Y, — BC bei den AF ().

Y
B
T
T K
e | L
l |);/“tﬂ I };'ﬁ%)'); ey, 7
w11 |
BN IR |
NI
IR o4 }
P R O O R
¢ i i gy
Fig. 217.

Wir erhalten somit an der Grenze:

n
lim D' AF,(x) = BC = F(b) — F(a)
nb_oo =1
/ dF(x) = F(b) — F(a) = Strecke BC
“ d. h.:
Im geometrischen Bilde der Integralfunktion, die als
Differentialfunktion, gleich dem ganzen Integranden unter

dem/-Zeichen auftritt, d. h. im Bilde der Integralkurve.

bedeutet das bestimmte Integral eine gerade Strecke, die
gleich ist der Differenz der zum Intervall gehdérenden
Endordinaten.

Kurz:

b b
5. Jab =/f(w) dx =]dF(m) = BC

Im Bilde seiner Integrallurve bedeutet das bestimmte In-
tegral die der Differenz seiner Grenzwertordinaten entsprechende
Strecke.

28*
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Leicht sieht man, auch anhand des folgenden Beispieles, ein, daf,
wenn sowohl die Funktions- als Integralkurve [f(z) und F(x)] vom
Koordinatenanfangspunkt aus gehen, die Ordinaten der Integralkurve
und deren Differenzen dem Zahlenmall nach gleich sind den Inhalten
der durch das bestimmte Integral gegebenen, zu gleichen Abszissen-
werten gehorenden Fliche.

Im speziellen gibt die Ordinatenlinge der Integralkurve
den Inhalt der bis zu ihr reichenden Flédche der Funktionskurve
an (vgl. Fig. 221, S. 448),

In Beachtung des friiher einmal Gesagten?), dal die unendlich kleinen Grofen
auch als Vertreter von Differentialen betrachtet werden kdnnen — wenn wir sie
namlich nach der Auffassung der zweiten hiufigsten Art als Variable mit dem
Haben des Grenzwertes Null auffassen —, konnen wir das Integral auch als
Summe von unendlich kleinen Grofien hinstellen und zwar als Grenzwert einer
Summe von unendlich vielen unendlich kleinen Summanden. Ihre
unendliche Anzahl entsteht notwendig aus der endlichen, beim Ubergang zur
Grenze infolge der unendlich klein werdenden zu Null herabsinkenden Summanden.

Das bestimmte Integral (und auch das unbestimmte) ergibt sich damit als
treffendes Beispiel dafiir, daB der Grenzwert einer Summe von unendlich
vielen Summanden nicht immer gleich der Summe der Grenzwerte der Sum-
manden zu sein braucht, welch letztere hier alle null sind.

Wohl ist die algebraische Summe, selbst bei unendlich grofer Summanden-
zahl, die simtlich gleich Null sind, auch gleich Null; sie braucht es aber nicht fiir
unendlich viele unendlich kleine GréBen (Differentiale) zu sein, auch nicht un-
endlich klein, kann vielmehr jeden endlichen Wert annehmen, unter Umstinden
selbst unendlich groB ausfallen oder auch unbestimmt sein (wenn kein Grenzwert
existiert, also auch kein Integral).

Nun wollen wir unsere Ausfithrungen auch noch an einem
Beispiel

erldutern und wihlen dazu die Funktion:

O

y=1rf@)= ;p

welche geometrisch bekanntlich eine Parabel darstellt.

Die fiir das Teilintervall 4%, aufgestellte Schwankung der Funk-
tion, das ist die Differenz zwischen grofitem und kleinstem Wert der
2

Funktion im Intervall, wird fir vorliegende Funktion y = —2%:

,2 z,_ 1
ANl bl § =—(w,,2—x3_1)

2p 2p 2p

D’y =Y — Yp-1=

1) Vgl. S. 404.
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und daher:

ZD Az, = 22 2t ) dew, ——%j(xﬂ—xf_l)dw,,

v=1

1
= Hg(‘%’ — .‘,%_1) (w,, + x,,‘l) Am,,

Zn’DvAxv — %Zn’(xv + o)) dz?
=1

v=1
Nun ist (%, + @,-1) stets endlich im abgeschlossenen Intervall und
ferner z,_; < x,. Setzen wir daher statt jedem z, deren grofiten Wert
im Intervall, der gleich b sei, so folgt:

VZ:LJD,,A:&V <—2—15§2b/1x3 = %ZA:::?

Fiir unbeschrinkt zunehmendes » kann man den Zahlenwert des
grofiten Teilintervalles gleich der beliebig kleinen Zahl ¢ se.zen. Setzt
man diese fiir den einen Faktor Az, in obiger Summe ein, so folgt

dafiir der groBere Ausdruck 82 Ax,; man hat damit alle kleineren

Intervallwerte Az, durch das groﬁere & ersetzt.

Es wird dann:
n b n
D, Ax, < — ¢ Az,

Die rechte Seite mit der im allgemeinen endlichen Summe, aber
der beliebig kleinen Zahl ¢, besitzt (fiir » = o) die Grenze 0, womit
folgt::

limZn:'D,,Axv =0
v=1

und also die Bedingung der Integrabilitit derselben als erfiillt dargetan ist.
Damit ist streng erwiesen, daf§ fiir die vorliegende Funktion ; ;’
der Grenzwert existiert. Wiirden wir auch die analoge geometrische
Betrachtung durchfithren, so wiirde er sich im geometrischen Bilde
dieser Funktion wieder als Flichenstiick présentieren.

Um diesen Grenzwert zu bestimmen, kénnen wir, gestiitzt auf die
bisherigen Betrachtungen, von einer ganz beliebigen Einteilung
des Intervalles ausgehen, deren Teilintervalle wir dann kleiner und
kleiner werden, schlieBlich in Null iibergehen lassen, um bei jeder
beliebigen Einteilung zum nédmlichen Resultat zu gelangen,
dem Flicheninhalt des zwischen Kurve und Abszissenachse und den
Grenzordinaten gelegenen Flichenstiickes.




438 Differential und Integral.

Da hier die Funktion, deren Differentialquotient gleich der ge-
2 3

gebenen Funktion ;_p ist, ohne weiteres uns als Ex; bekannt ist —

wie sich zur Probe durch Bildung des Differenzenquotienten und folgen-

dem Ubergang zum Differentialquotienten in frither angegebener Art

leicht einsehen 148t — so konnen wir das den Grenzen bzw dem Inter-

vall @ ---b entsprechende bestimmte Integral, den Inhalt der Fliche
| ab BA leicht angeben als:

ylfr .

I

i
N g;a::b_ @x:a

B a1
= —_ . — . __(h3 — g3
Il TR T P
7 et 52+ ab+ a?) (b — a)
Fig. 218. c]ab'—_ 6p

Um auf direktem Wege, auf Grund der Definition als Summe,
diesen Wert des bestimmten Integrals zu finden, benutzen wir z. B.
eine Einteilung des Intervalles a - - - b in lauter gleiche Teilintervalle
Az,, etwa n an der Zahl, so daB:

Awy=Awy = Axy = -+ = Azy = - - - =Axn=b—;—'a

Die innerhalb dieser Teilintervalle auch beliebig zu wéhlenden
Werte (;, [, -+ wihlen wir jeweils so, daf die ihnen entsprechende
Ordinate bzw. FunktionsgréBe gerade halb so groB ist, wie die Summe
der beiden fir das Intervall in Betracht fallenden gréBten und
kleinsten Werte bzw. Ordinaten, welche bei dieser speziellen Funktion
stets zugleich die duBlersten Ordinaten des Teilintervalles sind.

Es wird dann also:

Xy~ + f Z,

Wir versuchen nun den Ausdruck fiir die Summe
n
(L) Az,
v=1

in diesem speziellen Falle aufzustellen.
Anhand der umstehenden Fig. 219 (S. 440) sieht man leicht
ein, daf3:
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fa) =@ _ %
o sty )
fa) ~flat22 %) _(iﬂgl;za)z
flag) = f(:a L) a,) ) (a+:;’; _a)2
flx 1>=f(a+(n_1)b~a>=(‘“L(";;)b a)a
o —flaeatT) -8

b—a
o g e
B
feg = @l ﬁ“ +3 il)} p(a + 4% )
f(;“f) _ ! (%=';)2+ fl) (a+(v1>b“;);+( 4 ﬂ;g)
[ = T Efla) <“+("‘T:;a{)2+ b
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Q=R

S04 = 2§ - = uy

T M R
: L szl (xS 5f < Cxx -t

i : (05 o (Eon) Mot . 6.
bty iy T 5% Sx
$22 « ()5 - %
cirgssy . 75 2
sz04 = (‘o) ‘s - ‘v
Hyszh =45
20 = No&.\.\«\% = ’r

w7, ) ode,

2%
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und es wird:

ey n,= e [l 250 4

R A IR

b_

= +2a2+ 4a + 2 (b”“)z
n n
L2404 84 2% g (b;“>2
1242 +124 27% 118 (—_—)2
n
— ‘h — 2
12421160 2 7% 1 32 (b “)
n . n
+
+2a2—|—4vatg-l—2r2<b—ai>2
n n
+
b—a 2(b—a\?
424+ 4(n — a nr—--—i—2(n~1)( - g
v
Zf(C,,)Ax, {(2n 1)a? +4ab [1+2+3+4+ (0 —1)]
r=1

+2( ; )[12+22+32+4?+~~~+(n—l)2]+b‘-’}

Nun ist bekanntlich:

n

2z=1+2+3+...+n=7ﬂ(7f%9 1)
z=1
und
222:12+22+32+ cee n?= n(n+11.)2(?;z—l—l) 2)
z=1

1) (arithmetische Progression).

2) Mit (n — 1)* = n® — 32% + 3n — 1 findet sich, wenn man der Reihe nach
fiir » alle ganzen Zahlen 1 bis n einsetzt, ein System von » Gleichungen, aus deren
Addition sich leicht diese Summe durch Aussonderung ergibt.



442 Differential und Integral.

Somit wird:
n
S0t 58 fon-nrsan 5 oV I )
v=1
- —nen—
—_l{2na2—a2+2(ab_a2)(n_1)+(b_a)2—(" g(n"_—l)erf}
—2ab-ta?)@2n—3n+1
pn{Q *n—a*+ 2ab—2a%) (n—1) + & ““;L" ”+)+b-=}
—af2 2ab a® + b2
=4—p—ﬁ{?[ab+bg+a’]n— 3 }
b—af2 2 2 )
=T{§(a +ab+b)—|— n_}
Somit:
n
, o fb—af2 . o, (@—b)
nhi;’f(cy)Ax,—nhi{Tp[-g(a Yab+b )+—3T}}
b—a 2
. —[a2 2
ip 3((1 +ab+b)

G_pa (a2 + ab —|—b2)

Womit wir also erhalten:
> b—a .
/——dw—hm Zf(é})dx,.= 67 (a2+ab—|—bz)

r=1
b

x? 1
R = — (b3 — a3
f2pdx ﬁp(b a?)

In Fig. 219 ist dies alles veranschaulicht fiir die speziellen Zahlen-

werte: p=10 ; a=4 ; b=9 ; n=10
also auch: 9_4
Axlex2= oo =Ag, = .- =Ax"=T=O,5
Es wird dann:
42
v, =4,0; f(xo) =55 =08
e Sty = "B o062 5, = 4257,...
n =455 @) :2’10=10125 10125+125
o D) =R 1195 5 ¢, - 4756,
x, =50 ; f(x,) 1,2 2
2 10 >f - 125+1,51?§_ 1,38125 ; &, = 5,255,,...
v, =55;flx;) = 2 10 = 1,5125
Tae =2y =855 flaa ) = 2o = 3,6125
3. 10 \ﬂ )~.3612o-|5405_383125"_ .
=Xy, = 9 0; /(I,,) = '9- = 4,05

2.10



§ 23. Das Integral. 443

Und als Wert fiir das Integral findet man im Bilde dieser Funk-
x? x?

2
tion f(x) = ;—p den Inhalt der Fliche zwischen der Kurve Er) =30

der x-Achse und den Ordinaten zu x = 4 und x = 9:

9

Fe [ Zgo——t (90— 45— 11,08
“120% T %10 = U0
4

Auch die Interpretation im Bilde der Integralfunktion
x3
~%p

1Bt sich leicht veranschaulichen, wie Fig. 220 S. 444 erkennen laft.
Es ist hierfiir:

3 3
x, z® 1

AF,(x) = F(x,) — F(z) = -6? — @ = 6p (2,3 — 2%
AF@) = F;) — Flx,) - % (5 — @,7)
AP, (2) — F(z,) — F(x,) - 35 (2 — a?)
AR = Fl) - Ple) = 5 Y
Somit:
Zn’ AFv(x)/ _ 61;5(”"3 — 2,%) — Strecke BC

r=1 le=a-b

und ebenso:

lim 2”: AF, () r - / dF@ v=fd (f_) =v[”_; dx = BC

n=oco 4= jvon r=a 6p’ 2
‘bis z=b « a a
oder also:
b
= 4y — BO = F(b) — F(a)
2p o o
@
b
[ @2 —- 1
Ay — = - (b3 — a3
/ 3, (v =B0= ¢ (")
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Faj=Z
1z, “5/ Je=70

l
|
l
l Z, =40, Flz)=1066,..
|
|
I

A5 (5)=0,452,
=45 FT,)= 15785 5t 33 M’;(z)
A5 (z)=0,56%,
xfﬂ,ﬁxz)%w”.? #3055 s -
4/5(2)=0,689,,,.
~,t.a=-£5,-r‘7sz=2,7rzy,% v =4 1o
i 1 \ § 2, 5
: | ! ! ] [ Z g/
i ' ! 2 iz‘a/;Z/sﬂ /
Lo P 5
Ty 7 Ty= 88 )05, 5. s ! _[i‘i] -7 (b{ a?
Y@y, N Py T
T L3 gy L e F1Y)-F1t o,
' =Lz d,/ﬁ."
V7
| + [
! | R
| 4 =[%ﬂ =%(s*%)
B | o Fﬂ) 4
I T"%F? = 71%.
i l
! I 256)
' e
. L V5
| uvecEIINS
- - - - - - v —-e———-o——.—__)._‘z
°9 7 bohn’ 7 ey 0P
Iz, 4z, 4z, Fig. 220. iz,

i
Fiir die oben schon angegebenen speziellen Zahlenwerte folgt:
3

4
7 =40;Flw) =gg5— 10666s.. N
4.53 /AFI (x) = 0,4520333. ..
o > AF, (@) = 0,564s5ss...
2y =50;F(®) =gy5= 2083...
550 D AR (2) = 0,6895s...
X3 = 5,5; F(x3) = 6-10 = 2’7729166' ..
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8,53
T,-1==%y =8,5; F(-'”n-l) = 6-10 = 10,2354g...
95 AFn(x) = 1,9145333. ..
X, =¥y= 9,0 o F(xn) = ﬁ) = 12,15
und weiter wird:

Um die Unabhéngigkeit von der Lage der Rechteckhéhe (, (zwischen
Kurve und Abszissenachse) innerhalb des Intervalles 4z, auch am
Beispiel zu demonstrieren, fithren wir die Berechnung fiir die erstere
Darstellung als Fliche nochmals durch, wobei wir aber diesmal die
¢, -Punkte in der Mitte der Teilintervalle wahlen. Es wird dann:

b—”a
. - Ty — Xy —’1‘9}1, B " . é —a
TET g AT g ety =0t 9y
% —a+Ax1+Jx2 —ap P b gt
n 2n 2
—_— ) / dxg b—a  b—a b—a
o5 _a+Jxl+Jx2—l—f2 =a 4 2 m +r—2—h——a+5~2-h
; b—a b—a b—a
& = =a+(—1) ‘n'+§'n =a + (2r—1]) %90
b—a b—a b—a
Co-1 = =a+(@n—2) “"‘*‘*‘2‘”_ (2('”' n— 1) 2
b—a b—a
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Somit folgt:

flE) =~y 5."%. 4
b
f(Cz) = @‘TZE‘?}*’)
ba);
1(&) = (fl fiz;%l* )
Fl&) = oo ;;) o)
Also:
Zf(c,)zm,,:élﬁ{( ) + a3 . Y +(a +5b—2_;‘3)2+...
S e +<a+(2n— =
e o)
ta+3 “(bn— @) <3 b;rba)2
ta 45200y (52 2)

+;2+ (2,@_., l)gw; ((2n_ 1)%g>2}

= !)_—_“{azn_}_ a~(b—a)[1_|_3+5+.”+(2n__1)]+
pn n
b—a\2

e R

Nun ist die Summe der n ersten ungeraden Zahlen:

Z 2z—1)=143+5+7+ -+ +(2n —1)=n? (arith. Progression)

z=1
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und die Summe der Quadrate derselben:
Dl@e— =143 45 T2 22— 1= S 1)
z=1

womit dann weiter folgt:

D

r=1
b— { (b—a2@n—1n |
= an+alb—a)n 4+ ——-
2pn taeb—a T 12w? -
T #s i)
a®+alb—a b—a)Pl- — o5
2p +al )+ "3 2w
1) Die Ableitung der letzteren, seltener getroffenen Summe sei hier kurz angegeben:
Es ist die Summe der Quadrate aller ganzen Zahlen (vgl. S. 441):
n
n(n +1)(2n +1)
Sp= D2 =12420 48 4424524 -+ (n— 1) g n= LT
Somit fiir eine gerade Zahl als Endzahl:
2n
S, = Zg2:12+22+32+42+52+ o @n—1) 4 @n) = 2n@n+l1)(4n1l)
el 1.2.3

Nun teilen wir diese Summe in zwei Halften, von denen die eine die Quadrate
aller geraden Zahlen hat, von denen sich 2% absondern li8t. Beide Summen erhalten
dann nur halb so viel Glieder als die obige, so da§ dann folgt:

124224324 424524 ... 4L 2 —1)2 4 2n) =
=14 324 5% 4 o+ @n 1) 2212 22 32 - o

2n n n
> = 2 ez—1p + 22 D722
z=1 z=1 z=1

Somit erhalten wir fiir die gesuchte Summe:

n
Z(Zz—l =Zz2 ‘Z‘ZZ-,'z2
z=1

2n@2n+1)(@4n+1) g+l 2n+1)

1-2-3 1.2-3

2n@2n+1)[4n 4+ 1 — 2(n + 1))
1.2.3

i

L o n@2rn+1)E2n—1) =n@dn’-—1)
2.(02“1) - 1.3 T
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n

. b 1
lim ;‘/(a)m=nh=ngo{ R A
_b—a (b — a)?
T 2p [“b+ 3
_ b(;“ [a2 + ab + b2

so daf auch hiernach:

b
x? 1
—_ = — (b3 — 3
fzpdw Gp(b a’)

Auch hierfir findet man leicht wieder die
graphische Veranschaulichung in einem mit spe-

ziellen Zahlenwerten gezeichneten geometrischen
Bilde.

In Fig. 221 ist dieselbe firr die némlichen Zahlenwerte, welche
oben schon genannt wurden, versucht; doch sind die Differenzen der
Einteilungen und ihrer Folgen zur fritheren Darstellung der unzu-
reichenden Grofie der Figur halber kaum ersichtlich.

Hingegen stehen sich hier die beiden Interpretationen des Inte-

5

grals an den in gleichem MafBstabe gezeichneten Kurven von

, x? x?
f(z) = 2p 20
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und
23 3
6p 60

in direktester und deutlichster Weise gegeniiber.

F(zx) =

In analoger Weise 1aft sich auch die vollige Belanglosigkeit der

Wahl der einzelnen Intervalle Az, — ob unter sich gleich oder un-
gleich, welcher Art die Einteilung auch sei — zahlenmiBig nach-
weisen.

Es leuchtet aus all diesem wiederum ein, dafl die Integration,
wie die Differentiation, nichts anderes ist als Bestimmung

eines Grenzwertes, fiir den das [- Zeichen die abgekiirzte

Schreibweise, wie das d-Zeichen in der Differentiation istl).
Differential- und Integralrechnung konnen daher mit einem Namen
auch ganz gut und treffend als eine Grenzwertrechnung bezeichnet
werden.

In welcher Weise man den Differentialquotienten und das Integral
auf elementarem Wege erreichen und damit in gewisser Weise diese
ersteren beiden durch den letzteren ersetzen kann, erhellt aus den ge-
gebenen Ableitungen und Beispielen zur Geniige. Man erkennt daraus
deutlich, daB die Einfithrung der Differenzierungs- und Integrations-
methoden mit neuen Symbolen einen unschitzbaren Vorteil liefert und
ein Abgehen von ihnen, wenn es iiberhaupt in Frage kdme, hieBe un-
ndtige, riesige Umwege statt elementarer, einfacher Methoden ein-
schlagen.

1) Das d als Grenzwert-Symbol einer zur Grenze Null herabsinkenden, durch
vorgesetztes 4 angedeuteten Differenz; z. B. von der Variablen (Funktion) y = f(z):
als (endliche) Differenz vor der Grenze:

dy = Af(x)
als solche in der Grenze unter dem Namen Differential:
dy = df(@) := lim (4 @)

das / als Grenzwert-Symbol einer aus unbegrenzt wachsender Summanden-

zahl, die ihrerseits als Differenzen der Grenze Null zustreben, bestehenden Summe,
angedeutet durch vorgesetztes 3 oder hier besser S; z. B. von der Variablen (Funk-
tion) y = f(x):

als (endliche) Summe vor der Grenze:

SAy=3Af@); SAy =8 Af(x)

als solche in der Grenze unter dem Namen Integral:

[y = [ar@: = [£6) do = tim[S(af@)] = tim[> (A F@D] -

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. I. 29



VII. Historische Schlu8betrachtung.

Kurzer Abri8 iiber den Entwicklungsgang
der Differential- und Integralrechnung.!)

So wie wir die Sache der Infinitesimalrechnung bis hierher dax-
gestellt haben, erscheint sie uns als geschlossenes, systematisch auf-
gebautes Ganzes. Logische Entwicklung ist das verkniipfende Band
und dem entsprechend der fertige Zustand. Anders gestaltete sich das ge-
schichtliche Werden unseres Gebietes, insbesondere der Differential- und
Integralrechnung. Auch dieses kennen zu lernen ist von grolem Inter-
esse. Ja man hitte vielleicht erwartet, da wir die historische Be-
trachtung an die Spitze des Buches stellen werden. Es geschah mit
Absicht nicht, weil wir der Uberzeugung sind, daB ein kurzer, ge-
schichtlicher Abri} — und um einen solchen kann es sich hier nur
handeln — nur dann mit vollem Verstindnis aufgenommen werden
kann, wenn seine Begriffe schon mehr oder weniger geldufig geworden
sind. Man verlange doch von einem Nichtmathematiker, dafl er die
Geschichte der Mathematik studiere; er wird sie bald trocken und un-
genieBbar finden, weil er ihre Begriffe nicht in ein lebendiges Ganze
einzuordnen vermag. Gewil ist oft der historische Weg der elemen-
tarere, aber er ist auch nur gar zu oft ein Umweg und kann nur von
dem gefordert werden, der sich ihm ausschlieflich widmet.

1) Fir Naheres vgl.: ‘
Moritz Cantor: ,,Vorlesungen iber die Geschichte der Mathematik. Leipzig. I. Bd.
2. Aufl. 1894, II. Bd. 1. Aufl. 1892, ITI. Bd. 1. Aufl. 3 Abteilgn.
1894, 1896, 1898.
C. J. Gerhardt: ,,Die Entdeckung der Differentialrechnung durch Leibniz.” Halle

1848.
— ,,Die Entdeckung der hoheren Analysis. Halle 1855.
M. Tramer: ,»Die Entdeckung und Begriindung der Differential- und Integral-

rechnung durch Leibniz im Zusammenhange mit seinen Anschauungen
in Logik und Erkenntnistheorie. Bern 1906. Inaug.-Diss., ersch.
als Bd. XLVII der ,,Berner Studien der Philosophie und ihrer Ge-
schichte®‘.
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Vorstellungen, welche wir in der Differential- und Integralrechnung
gefunden haben, begegnen wir schon bei den alten Griechen, denn sie
traten naturgemif auf, sobald es sich um Untersuchungen an krumm-
linig begrenzten Figuren in der Geometrie, insbesondere um Flichen-
bestimmungen an solchen handelte. Mannigfache Wege wurden ver-
sucht und die Bahn, die man schlieBlich einschlug, war die denkbar
natirlichste.

Man kannte aus der klassischen Geometrie — deren bekannteste
Vertreter uns in Pythagoras (um 582—507 v. Chr.), Buklid (um 300 v. Chr.)
und Archimedes (um 287—212 v.Chr.) bekannt sind — die Berechnung der
geradlinig begrenzten Figuren der Ebene und ebenflichig begrenzter
Korper im Raume. Wollte man also krummlinig begrenzte Figuren,
z. B. ihrem Flicheninhalte nach, bestimmen, so hatte der Weg nach
altbewéhrter, geometrischer Methode vom Bekannten zum Unbekannten
zu gehen. Es muften also die krummlinig begrenzten Figuren durch
geradlinig begrenzte bei gesetzméfBiger Annéherung zu erreichen ge-
sucht werden.

Deutlich erkennen wir dies an der viel zitierten Bestimmung des
Flacheninhaltes eines Parabelsegmentes bei Archimedes von Syrakus.
Auf zwei Wegen gelangt er zum Ziel:

Erstens mittels ein- und umgeschriebener Trapeze bzw. Drei-
ecke, mit Hilfe deren Summe er beweist, daBl der Flicheninhalt des
Parabelsegmentes dem */;-fachen des Flicheninhaltes eines gewissen
Dreieckes sich ndhert. Er geht dabei vorsichtig zu Werke, indem er
zeigt, daB jener parabolische Abschnitt weder kleiner noch grofler sein
kann als %/; jenes Dreieckes. Erst dann, nachdem somit in gewisser
Weise die Existenz des Flidcheninhaltes nachgewiesen worden war,
folgt seine Bestimmung als 4/, eines Dreiecks, welches mit ihm gleiche
Sehne und gleiche Hohe hat.

Zweitens konstruierte er ein Polygon, dessen Seiten sich immer
mehr dem Parabelbogen anschmiegen und zwar so, daf sich zeigen
1a8t, daB die Summe der iibrig bleibenden Abschnitte des Parabel-
segmentes iiber jenes Polygon kleiner gemacht werden kann, als jedes
beliebig kleine Flidchenstiick, d. h. dal man also den Fehler beliebig
klein machen kann oder mit unserer Bezeichnungsweise, dafl der
Fliacheninhalt jenes Parabelsegmentes die Grenze des Flacheninhaltes
jenes Polygons ist bei in bestimmter Weise gesetzméfig vermehrter Seiten-
anzahl (hier Verdoppelung). Indem nun Archimedes eine geometrische
Reihe aufstellt, deren neue hinzugefiigte Glieder die Vergrofierung des
Flicheninhaltes bei Vermehrung der Seitenzahl des Polygons angeben,
vermag er schlieBlich den Wert zu bestimmen.

Im vierten Jahrhundert n. Chr. hat Pappus von Alexandria, wenn
auch nicht neue Wege gezeigt, so doch die Reihe bekannter Sitze durch

29*
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Anwendung des Euklidischen und Archimedischen Verfahrens erweitert,
wenn auch, wie wir bei Gerhardt lesen, Schirfe der Beweisfiihrung bei
ihm fehlt.

Spitere Gelehrten haben die Sache vielfach nur kommentiert, oft
nur in philosophischem Sinne, wobei dann mathematisch nichts Neues
resultierte.

,,Brst als mit Kinbruch der tirkischen Horden in Europa die ge-
lehrten Griechen eine Zufluchtsstitte im westlichen Europa suchten
und zugleich die Kenntnis der griechischen Sprache verbreiteten, wurde
die Aufmerksamkeit der Abendlinder auf die Meisterwerke ihrer Lite-
ratur gelenkt und es begann das Studium der Geometer des griechischen
Altertums unmittelbar aus den Quellen.*

Der Weg, den diese Mathematiker benutzten, war der der Griechen,
aber die mathematische Strenge eines Archimedes wurde nicht mehr
eingehalten. Immerhin hatte sich so das urspriinglich nur ganz spezielle
Verfahren zu einem allgemeinen, einer Methode umgewandelt, welcher
man bezeichnenderweise den Namen Exhaustionsmethode, zu deutsch
Ausschopfungsmethode!) gab.

Selbst bei Kepler?) (1571—1630), der von der Notwendigkeit, den
Inhalt von Weinfissern3) zu berechnen, zu diesem Problem gefiithrt
wurde, sehen wir nicht die von den Griechen geforderte Exaktheit.
Allerdings verweist Kepler fiir die strenge Beweisfithrung auf Archimedes.
Es scheint immerhin auch gut gewesen zu sein, dafl der Phantasie ein
wenig Spielraum gegeben worden war, wenn auch dabei Fehler unter-
liefen; denn durch erstere wurde das Ubungsfeld erweitert und die Not-
wendigkeit, eine sicher fundierte allgemeine Methode zu schaffen, muBite
sich nur mehr aufdréingen.

Das Verfahren, welches Kepler einschlug, zeigen die folgenden
Ausfithrungen:

Um z. B. den Flicheninhalt des Kreises zu bestimmen, betrachtete
er ihn als die Summe sehr vieler, sehr schmaler, gleichschenkliger Drei-
ecke, deren Spitzen alle im Mittelpunkt des Kreises liegen und deren
auf der Peripherie befindliche, immer krumme Grundlinien er sich neben-
einander aufgetragen dachte. Nimmt man diese krummlinigen Stiicke

1) Ausschépfung der krummlinig begrenzten Linien, Flichen oder Kérper durch
geradlinig begrenzte, indem man sie in immer weitergehender Anniherung bis zu be-
liebig kleinem Rest durch in ihren Grenzen erforschte geradlinige Gebilde ,,ausschdpfte‘.

*) Johannes K eplerist uns als Entdecker der Planetengesetze, durch die noch viel
bedeutenderen Leistungen auf astronomischem Gebiet bekannt. Geboren in Weil (Wiirt-
temberg), studierte in Tiibingen Theologie, wirkte als Lehrer fiir Mathematik und Moral
am Gymnasium zu Graz, spiter, zuerst als Gehilfe des Astronomen Tycho Brahe, in
Prag; unverschuldet und durch politische Verhiltnisse in Geldnot geraten, nahm er
eine Lehrstelle in Linz an, flicchtete als Protestant nach Ulm und starb in Regensburg,

%) Nova stereomeiria doliorum vinariorum (,,neue Stereometrie der Weinfisser),
Linz 1615.
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geniigend klein, so kann man sie durch geradlinige ersetzt denken und
dann ergab sich fiir Kepler als Resultat dieser Zusammensetzung eine
gerade Linie, deren Lénge gleich dem Umfange des Kreises war. Er
konnte so den Inhalt desselben gleich demjenigen eines Dreiecks, dessen
Basis gleich dem Umfang und dessen Hohe gleich dem Radius des
Kreises war, setzen.

Analog setzte Kepler den Kugelinhalt aus sehr vielen Kegeln zu-
sammen, deren Grundflichen, wie er sich ausdriickte, ,,Punkte ver-
treten‘‘, wodurch jedoch die krumme Flidche derselben wiederum stets
nur angenihert durch die ebene ersetzt werden kann. Schon bei ihm
tritt gelegentlich der Gedanke auf, daBl man eigentlich dieser Dreiecke
bzw. Kegel unbegrenzt viele nehmen muf.

Den Gedanken der Zerlegung fithrte dann der Italiener Cavalieri?!)
(1698—1647) in seiner ,,Methode der Unteilbaren‘ 2) aus, ja, wie schon
der Name seiner Methode angibt, geht er bewulit noch weiter als Kepler,
indem er die Notwendigkeit des Zuriickgehens bei der Zerlegung in
kleine Teile bis auf in einer (Linie) oder zwei (Fliche) Dimensionen
unausgedehnte Gebilde erkennt und verbindet bereits damit die Idee
der Bewegung, des ,,FlieBens”, um aus den so erhaltenen letzten
Zerlegungselementen wieder riicckwirts die Flache oder den Korper zu
erhalten. Aber Cavaliers vermochte, als an ihn insbesondere im Streite
mit Guldin die Notwendigkeit herantrat, seine Methode zu begriinden,
dies nicht restlos zu leisten.

Von einer anderen Seite ndherte sich der Methode der Differential-
rechnung der Franzose Fermat3) (1601—1665). Er beschiftigte sich
mit Maxima- und Minima-Fragen. Dabei wendet er bereits ein Ver-
fahren an, welches beim Durchlesen uns an manche noch heute ver-
wendeten Vorstellungsweisen erinnert. Damit dies erhelle, zitieren wir
aus Cantors ,,Geschichte der Mathematik® %) die nachfolgende Stelle,
nach welcher Fermat seine Methode etwa folgendermaflen schildert:

,,Man setze in dem zu einem Maximum oder Minimum zu machen-
den Ausdrucke statt der Unbekannten 4 die Summe zweier Unbekannten
A + E und betrachte die beiden Formen als anndhernd gleich, wie

1) Bonaventura Cavalier:, von 1629 an Professor der Mathematik in Bologna.

%) ,,Geometria indivisibilibus continuorum nova guodam ratione promota‘ [Ubers.:
,,Eine neue, gleichsam durch die Vernunft geférderte Geometrie durch die Unteilbaren
der Zusammenhéingenden® (des Kontinuums)] 1635, kurz auch ,,die Indivisibilien‘
genannt.

8) Pierrede Fermat, auch gerne als erster ErschlieBer dieser Rechnungsmethode
genannt, einer der ersten Mathematiker Frankreichs, ist in Beaumont de Lomagne
bei Toulouse als Sohn eines Lederhéindlers geboren; widmete sich zuerst Rechts-
studien, wurde 1631 Parlamentsrat in Toulouse, 1638 geadelt, starb in Castres.
Er ist uns auch bekannt durch den von ihm aufgestellten, nach ihm benannten Fermat-
schen Satz.

4) Cantor: loc. cit. II. Bd. 1892, S. 783.
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Diophant sagte [adaequatur, ut loguitur Diophantus')]. Ist die an-
néhernde Gleichsetzung vollzogen, so streicht man auf beiden Seiten,
was zu streichen ist und behélt dadurch lauter mit E behaftete Glieder.
Teilt man durch E und streicht alsdann wiederholt [elidantur?)] die E
noch enthaltenden Glieder, so bleibt endlich die Gleichung iibrig, welche
den Wert von A4 liefert, der das Maximum oder Minimum hervorbringt.*
In Zeichen geschrieben, welche Fermat und seine Zeit noch nicht
kannten, sagt Cantor, heit die Vorschrift, man solle 4 aus
F(A+E)— F(A)

2= -0
E E=0

suchen, oder also besser aus:
ard) _
d4
Im ersten Beispiel von Fermat soll B in zwei Teile zerlegt werden,
welche das grofite Produkt geben, oder wie dieses Beispiel in den heutigen
Lehrbiichern der Differentialrechnung lautet: ,,Unter allen Rechtecken

mit gleichem Umfange soll dasjenige mit groBtem Flédcheninhalt gesucht
werden.

Die erste Annahme wihlt, hei3t es bei Cantor, die Teile 4 und
B — A4; die zweite A + F und B— 4 — E. Man mu8} also nach der
allgemeinen Vorschrift Fermats setzen:

AB—A)=(A+E)(B—A4A—E)
oder
AB — A2= AB — A2 — AE + BE — AE — E?

‘Was zu streichen ist, gestrichen, gibt:
0=EMB—24—E)

Nach Division durch E bleibt:
0=B—24—E

Nun wird E gestrichen und man erhélt als Resultat:

0=B-24
oder:
B
A4=3

Auch auf die Rektifikation (Bogenlingenbestimmung) von Kurven
wendet Fermat diesen Gedankengang an.

1) Ubers. ,,gleichgestellt (verglichen) wird, wie Diophant sagt.
) ("bers. ,,herausgestoBen, herausgetrieben®.
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Neben Fermat sind es namentlich noch zwei Franzosen Rober-
vall) und Pascal?), welche in jener Zeit viel zur Erkenntnis der hoheren
Analysis beitrugen, von denen ersterer schrieb:

Par tout ce discours on peut comprendre que la multitude infinie
de points se prend pour une infinité de petites lignes, et compose la ligne
entiére. L’infinité de lignes représente Uinfinité de petites superficies qui
composent la superficie totale. L’infinité de superficies représente U'infinité
de petits solides qui composent ensemble le solide totale’*.

Seine Auffassung wich von derjenigen Cawvalierts insofern ab,
als er sich dagegen verwahrte, wie jener, Ungleichartiges in direkten
Vergleich zu bringen, indem man die Linie aus Punkten (statt aus
kleinsten Linien), die Fliche aus Linien (statt aus kleinsten Flachen),
den Korper aus Flachen (statt aus kleinsten Korperteilchen) entstehen
lasse. Dies stand auch in gewissem Widerspruch zu Pascal, welcher,
ohne sie zu verdndern, Punkte zu Strecken, Linien zu Flichen, Flichen
zu Korpern hinzufiigen zu koénnen glaubte. In seinen Schriften gab
letzterer viel Anregung zu neuen Gesichtspunkten und ist ihm u. a. der
unbewuBte Hinweis auf das charakteristische Dreieck, das wir noch
heute im ,,Differentialdreieck’‘ viel verwenden, zu danken.

Es wurde also schon zu jenen Zeiten mit GroBen gerechnet, die
so klein sind, daBl sie gegen endliche Groflen vernachldssigt werden
konnen. Auch die Zerlegung der krummlinig begrenzten Fliche in
schmale Streifen und des krummlinig begrenzten Kérpers in diinnste
Scheiben kegelférmiger oder zylindrischer Gestalt war bekannt. Wohl
sah man, insbesondere Cavalieri, ein, dal die Bestimmung der Linge
einer krummen Linie, Kurve, oder des Flicheninhaltes einer krummen
Flidche, indem man sie aus geradlinigen bzw. ebenen Elementen durch
Summierung zusammengesetzt gedacht hat — wobei die geradlinigen
Elemente kleine Bogenstiicke und die ebenen Elemente kleine Stiicke
einer krummen Fliche ersetzen sollten — bis auf unbegrenzt kleine
solche Elemente zuriickgehen miisse, weil sonst ein Fehler begangen
werde. Ja, man erkannte, daBl dieses Zuriickgehen bis auf den aus-
dehnungslosen Punkt sich fortsetzen miisse, aber man konnte nicht
einsehen, wie aus einer solchen Summe von ausdehnungs-
losen Elementen wieder eine ausgedehnte Linie oder Fliache
werden konne.

1) Sein eigentlicher Name ist Giles Persone (Personier) (1602—1675), in einem
Dorfe Roberval im nordwestlichen Frankreich geboren, nach dem er Persone de Roberval
oder spater kurz Roberval genannt wurde; war in Paris zuerst am Collége St. Gervais
Professor der Philosophie, dann am Coll ge Royal fiir Mathematik.

%) Blaise Pascal (1623—1662), bekannt auch als Erfinder einer Rechenmaschine,
durch das Pascalsche Dreieck und den Pascalschen Satz (Pascalsches Sechseck); schrieb
schon mit 16 Jahren ein Werk iiber Kegelschnitte, kam 1631 von Clermont in der Au-
vergne nach Paris.
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So ist es denn die Zeit der ersten Hilfte des 17. Jahrhunderts,
welche als das Zeitalter der fruchtbarsten Foérderung der Idee einer
Infinitesimalrechnung zu gelten hat, in welcher Geburtszeit zuerst Auf-
gaben aus der heute als Integralrechnung bekannten Disziplin behandelt
wurden (Quadratur, Kubatur), denen sich alsdann solche aus der Diffe-
rentialrechnung (Maxima und Minima, auch vielseitige Beschéftigung
mit dem Tangentenproblem) anschlossen.

Alle diese Ideen haben nun Newton und Leébniz zusammen-
gefaBt und eine strenge Grundlage fiir die in diesen Keimen enthaltene
eigentliche Differential- und Integralrechnung geschaffen?).

Isaak Newton?) (1643—1727), der groBle Astronom und Mathe-
matiker, vor allem bekannt durch seine Entdeckung des Gravitations-
gesetzes, kam sowohl durch das Studium des Werkes von Wallis3):
,,Arithmetica Infinitorum® 4) (1655) als auch durch seinen sich ganz
besonders Bewegungsbetrachtungen widmenden Lehrer Barrow?d) auf
die Methode Cawalieris, wobei zu beachten ist, da Barrow ein Ver-
ehrer der Methode Cavalieris war. Wir begreifen daher auch, dafB3
Newton von der Bewegung ausging und sich als Aufgabe stellte,
aus den bekannten in verschiedenen Zeiten durchlaufenen
Wegen die Geschwindigkeit und umgekehrt aus der Ge-
schwindigkeit zu verschiedenen Zeitmomenten die Bewe-
gungsbahn eines Punktes, die in einer gewissen Zeit durch-
laufen wurde, zu besti mmen. Diese der reinen Bewegungslehre
entnommenen Begriffe iibertrug er dann auf alle mathematischen

1) Vorhandene Schriften lassen Newforn mit dem Jahre 1665/66 (in Cambridge),
Letbniz mit dem Jahre 1673 zur Zeit seines Pariser Aufenthaltes als Erfinder dieser
Rechnung deuten, deren Prinzipien Newton anno 1687 in der Schrift ,, Philosophiae
naturalis principia mathematica® [Ubers. : ,,Die mathematischen Anfinge der Philosophie
der Natur (Naturphilosophie)*‘] nur andeutungsweise, Leibniz dagegen nach Wort und
Schrift klar und deutlich festgelegt mit den Grundregeln bereits 1684 in der Abhand-
lung: ,,Nova methodus pro imis et imis, itemque tangentibus, quae nec fractas
nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis caleuls genus* (Ubers.: ,,Eine
neue Methode fiir die Maxima und Minima und ebenso fiir die Tangenten, welche sich
weder aus den gebrochenen noch aus den irrationalen Quantititen etwas macht und
welche fiir jene die eigentiimliche (ausgezeichnete) Art der Rechnung ist“) in aus-
gesprochenster, ausfiihrlicher und allgemeiner Weise verdffentlichte.

2) In Woolsthorpe bei Grantham in England geboren, bezog er 1660 das Trinity-
College in Cambridge, wo er seit 1663 ganz unter dem EinfluBl von Barrow stand, dessen
Nachfolger er anno 1669 wurde. Von 1696 in politischen Amtern tétig, wo er iiberdies
viel in MiBhelligkeiten verwickelt war, gab er seine Lehrtatigkeit 1701 auf, wurde
Miinzmeister, Parlamentsmitglied, Vorsitzender der Royal Society, 1705 in den Ritter-
stand erhoben.

%) John Wallis (1616—1703), seit 1646 Professor der Geometrie an der Uni-
versitit Oxford.

4) Ubers.: ,,Arithmetik der Unendlichen.

%) Isaac Barrow (1630—1677), von 1663 bis 1669 Professor der Mathematik
am Trinity College in Cambridge.
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Grofen oder Quantititen, um auch auf sie die Prinzipien der anhand
der Bewegung gefundenen sog. Fluwionsrechnung anwenden zu konnen.
Wie dies gemeint ist, charakterisieren wohl am besten die Worte
Maclaurins'), die in deutscher Ubersetzung folgendermaBen lauten:

,,Um aber in der Geometrie (im Gegensatz zur gemeinen Arithmetik,
mit Addition und Division von Zahlen unter sich) alle Abstufungen
der Gréfe erzeugen zu konnen wnd dadurch eine Methode zu finden, thre
Eigenschaften aus threr Entstehung herzuleiten, nehmen wir an, daf
(iberhaupt) die mathematischen Grofen durch Bewegung vergréfert
oder verkleinert oder gdanzlich erzeugt werden, oder durch ein bestindiges
Fliefen, das der Bewegung gleichkommi. Die so erzeugte Grofe
flieft und heift Fluente (Flielende).

So werden, tmmer unter Annahme eines gleichformigen ,,Fliefens
der Zeit, Linien erzeugt durch die Bewegung von Punkten, Flichen durch
die Bewegung von Linien, feste Korper durch die Bewegung von Flichen,
Winkel durch die Drehung threr Schenkel. Die Geschwindigkeit, mit der
eine Linie ,,flieft*, ist die ndmliche, wie diejenige des Punkies, von dem
angenommen wird, daf3 er sie erzeuge oder beschreibe. Die Geschwindig-
keit, mit welcher die Fliche ,,flieBt, ist die gleiche, wie diejenige einer
gegebenen geraden Linie, die, indem sie sich parallel zu sich selbst bewegt,
etnen rechten Winkel erzeugt, der immer gleich ist dieser Fliche. Die Ge-
schwindigkeit, mit welcher ein Korper . flieft*, ist der gleiche, wie die-
jenige einer gegebenen ebenen Fliche, welche sich parallel zw sich selbst
bewegend nach Annahme ein gerades Prisma erzeugt oder einen Zylinder,
der vmmer dem festen Korper gleich ist‘ usw.

»Die Geschwindigkeit, mit welcher eine Gréfe (iiberhaupt)
in jedem Zeitmoment, in welchem man sie entstehen lafit, ,.flieft, heift
Fluxion?); sie wird somit tmmer durch die Zu- oder Abnahme ge-
messen, welche diese Bewegung in einer Zeit erzeugt hdtte, wenn sie seit
diesem Moment gleichférmig ohne Beschleunigung oder Verzigerung fort-
gesetzt worden wdre usw.

Um anzudeuten, daB von einer GroBe die Fluxzion genommen
werden soll, setzt Newton tiber dieselbe einen Punkt; so bedeutet z. B.
y die Fluxion von y. Soll die Fluxion von der Fluxion genommen
werden, so gibt er dieses an durch zwei Punkte: y ; in Fortsetzung be-

zeichnet er als dritte Fluxzion von y und als die erste von § die GroBey ,

und schreibt weiter 4 , 7 %) usw.

1) Entnommen aus: ,,Traité des Fluxions; par M. Colin Maclawrin, Professeur
de Mathématique dans U Université d&’ Edinbourg. Traduit de I’ Anglots, par le R. P. Pe-
zenas, Jésuite, Professeur Royal &’ Hydrographie ¢ Marseille. Paris MDCCXLIX Tome
Premier* p. 6, 1.

%) Dieses Wort wurde zum erstenmal anno 1687 aus den ,, Prinzipien 6ffentlich

bekannt.
%) Diese Schreibweise, in der er lange schwankte, wurde erst anno 1693 bekannt.
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In gleichem Sinne spricht sich eine noch etwas weiter zuriick-
gehende, ebenfalls franzosische Ubersetzung nach der 1736 von John
Colson erschienenen englischen Ubersetzung des Newtonschen, in latei-
nischer Sprache abgefaften Manuskriptes!) aus, welch letzteres, ver-
mutlich von 1671, mit wahrscheinlicher nachtréglicher, teilweiser Um-
arbeitung, als die eigentliche Grundlage der diesbeziiglichen Forschungen
Newtons zu betrachten ist.

Wir lesen in dieser franzésischen Ubersetzung?):

sse -+« € Ceft de-ld que 7’ai dans ce qui fuit confideré les Quantités comme pro-
duites par une augmentation continuelle & la maniere de UE[pace que décrit un corps
en mouvement.

Mais comme nous n’avons pas besoin de considerer ici le tems autrement que
comme exprimé et méfuré par un mouvement local uniforme, et qu’outre cela nous
ne pouvons jamats comparer enfemble que des Quantités de méme genre, non-plus
que leurs viteffes d’accroif/ement et de diminution; je n’auras dans ce qui [ust aucun
égard au tems confideré proprement comme tel; mais je suppoferai que lUune des
Quantités propofées de méme genre doit augmenter par une Fluxion uniforme; d la-
quelle Quantité je rapporterai tout le refte comme [i ¢’étoit au tems; donc par Ana-
logie cette quantité peut avec raifon recevoir le nom de tems; ainfi quand dans la fuite
pour donner des idées plus claires et plus diftinctes, je me [ervirai du mot ,,T ems*, je
n’entends jamass le tems proprement pris comme tel, mais [eulement une autre Quan-
tité par Uaugmentation ou Fluxion de laquelle le tems peut étre exprimé et mésuré.

Jappellerai ,,Quantités Fluentes®, ou simplement ,,Fluentes® ces Quan-
tités que je confidere comme augmentées graduellement et indefiniment, je les représen-
terai par les dernieres Lettres de I’ Alphabet v, x, y et z pour les diftinguer des autres
quantités qui dans les Equations font confsiderées comme connués et déterminées qu’on
repréfsente par les Lettres initiales a, b, ¢ etc et je représenterai par les mémes dernieres
Lettres furmontées d’'un point b, &, § et 2 les viteffes dont les Fluentes sont augmentées
par le mouvement qui les produit, et que par conféquent on peut appeller ,,Fluxions*.
Ainfi pour la Vitesse ou Fluxion de v je mettrai o, et pour les viteffes de x, y, z je
mettrat &, ¥, Z refpectivement.

Gottfried, Wilhelm von Leibniz3) (1646—1716), berithmter
Mathematiker und Philosoph, einer der gréBten und umfassendsten
Gelehrten, ging dagegen von dem geometrischen Problem aus, das da-

1y ,,Methodus fluxionum et serierum infinitarum’ (Methode der Fluxionen und
unendlichen Reihen).

2) Vgl. ,,La Methode des Fluxions et des Suites infinies. Par M. le Chevalier Newton.
A Paris chez De Bure Uainé MDCCXL* p. 21.

%) Stammend aus einer aus Polen eingewanderten Familie, war er Sohn
eines Juristen und Professors der Moralphilosophie in Leipzig, wo er als friihreifer
Student schon mit 15 Jahren, 1661, die Universitdt bezog und sich zundchst philo-
sophischen Studien widmete; ging bald kurze Zeit nach Jena, um dort bereits
selbstindig begonnene mathematische Studien fortzusetzen; erwarb sich 1664 in
Leipzig die philosophische Magisterwiirde und promovierte 1666 in Altdorf (b. Niirn-
berg) zum Doctor beider Rechte, nachdem er in Leipzig vorher wegen zu jugend-
lichen Alters abgewiesen worden war. Im Jahre 1672 kam er in politischen Auf-
trigen nach Paris, wo er mit den damaligen dortigen berilhmten Mathematikern in
Berithrung kam, auch Huygens kennen lernte, welche alle von grofter Bedeutung
fiir seine daran anschlieBenden neu angeregten mathematischen Studien und Lei-
stungen wurden, kam 1673 zum erstenmal, nach Riickkehr von Paris und Aufenthalt
in Amsterdam, im Haag, in Delft und Hannover zum zweitenmal, 1676, auf kurze
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mals die Mathematiker besonders beschiftigte und welches die Aufgabe
enthielt, zu einer bekannten Kurve die Tangente zu bestimmen
und vor allem die Umkehrung zu losen, d. h. aus bekannten Eigen-
schaften der Tangente die Kurve zu finden. Die Untersuchung
dieser Aufgabe fithrte Leibniz zur Conception eines allgemeinen
mathematischen Calciils, indem er sich iiber die rein geometrische
Grundlage dieser speziellen Aufgabe erhob, durch die Einfithrung eines
allgemeinen, bestimmten Regeln unterworfenen Rechnungsverfahrens,
eines sog. Algorithmus. Dieser Calcil ist nun die Infinitesimal-
rechnung, unter welchem Namen wir Differential- und Integral-
rechnung auch zusammenfassen?). Er gab uns ferner alle die Zeichen
und Grundformeln derselben, die wir heute ausnahmslos verwenden ;
an ihn kniipft die moderne Entwicklung der hoheren Mathematik.

Es wiirde uns hier zu weit fithren, alle seine iiberaus zahlreichen
maflgebenden weiteren Schriften, unter die auch sehr viele Briefe an
befreundete Gelehrte zu zahlen sind, zu erwihnen, die, in steter Auf-
einanderfolge, einen vollstindigen Einblick in die von Leibniz ange-
strebte Ausgestaltung dieser Rechnungsart zu geben vermoégen, oder
auch nur besonders wichtige Stellen daraus ndher bekannt zu geben.

Wir beschrinken uns auf die Zitation von Jahreszahlen, die sich
auf das Erscheinen von Schriften mit diesbeziiglich hervorragendem
Inhalt beziehen:

1674, 1675 [Einfithrung des d- und /—Zeichens), 1676, 1684 (Ver-

offentlichung einer Abhandlung itber Differentialrechnung,
die noch heute nach Sprache und Schreibweise als erste Grundlage
mafBgebend ist?)], 1686 (f-Zeichen im Druck), 1687, 1688—89, 1690
(Begriindung und Verteidigung des einfachen und héheren Differential-
zeichens), 1692 (Flichenbestimmung einer gekriimmten Oberflache
mittels Inf.-Rechng.), 1693 (Integration und wiederholte Differentiation
von Differentialgleichungen in Reihengestalt), 1694, 1695 (Zahlenzeiger
héherer Differentiation, am Produkt gezeigt), 1696 (Einigung mit Joh.
Bernoulli iiber die Benutzung des Zeichens f ), 1697 (Differentiation
nach einem Parameter), 1701 (logische Grundlage der Infinitesimal-
Zeit nach London, ohne jedoch Newton personlich kennen zu lernen, um dann in
Hannover auf 11 Jahre der schon beim ersten Besuch angenommenen Wahl zum
Bibliotheksvorstand und Hofrat nachzukommen. In weiteren historischen und po-
litischen Arbeiten bereiste er Deutschland und Italien, kam nach Berlin, wo er 1700
die ,,Akademie der Wissenschaften‘‘ griindete, auch nach Wien; wurde 1709 geadelt als
Fresherr von Leibniz. Nach stets angestrengtester Beschéftigung durch einen ausgedehnten
Briefwechsel, staatsrechtliche und politische Fragen, die oft durch kleinere und
groBere Reisen unterbrochen wurde, beschloB er still sein Leben in seinem stets wieder
auf lingere Zeit bezogenen Hannover im Jahre 1716, im Auslande hochverehrt.

1) Dieser zusammenfassende Name entstand dadurch, daf in dieser Rechnungs-
methode die unendlich kleinen (infinitesimalen) Zahlen bzw. Grofien schon in ihren
Anfingen eine grundlegende Rolle spielten (vgl. S. 247, 404).

2) Vgl. S. 456 Anm.
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rechnung), 1702 (Partialbruchzerlegung, noch deutlichere Aussprache
als anno 1687 iiber die Grenzbetrachtungen in den Grundlagen zum
Infinitesimalealeiil), 1705 (Kritik einer 1704 erschienenen Newtonschen
Druckschrift iiber die Quadratur der Kurven), 1706 (Leibniz selbst
schreibt beziigl. ,,der grofien Erfindung seines Jahrhunderts‘: ,,Leib-
nizsche Infinitesimalanalysis®, ,,jener analytische Calciil, den man
Differentialrechnung und seine Umkehrung summatorische oder Inte-
gralrechnung nennt‘), 1712 (,,Observatio . . . .; et de vero sensu Methodi
infinstesimalis (Ubers.: ,,Beobachtung . ...; und die wahre Art der
Methode des Unendlichkleinen‘‘), 1713 (Verteidigung gegen das Com-
mercium Epistolicum, welche von einer englischen Priifungskommission
verfaBte Druckschrift ihn des Diebstahls an Newion bezichtigt, wogegen
er das Umgekehrte behauptet), 1714—16 (,,Historia et origo calculs
differentialis‘ [,,Geschichte und Ursprung der Differentialrechnung*]).

Da Leibniz nicht nur Mathematiker, sondern auch ebensosehr
Philosoph war, so hat er nicht nur die rein mathematische Seite dieser
neuen Rechnung behandelt, sondern er hat auch all die Vorstellungen
und Begriffe, auf denen sie ruht, streng und tief erfaft, wie aus dem
Studium seiner vielen mathematischen als auch seiner philosophischen
Schriften hervorgeht.

Die ersten Vorlesungen von Bedeutung iiber Infinitesimalrechnung
hielten die beiden Basler Briider Jacob und Johann Bernoulls
(1654—1705, 1667—1748), von denen der letztere auch dem Pariser
Marquis de I'Hospital Anregung gab zur Verfassung des ersten
Lehrbuches?) (nur) iiber Differentialrechnung im Jahre 1696 und spéter
seine Vorlesungen?) iiber Integralrechnung anno 1742 im Druck herausgab.

Von den spéteren Forderern dieser Disziplin sind vor allem noch
zu nennen Christian Wolff3) in Halle (1679—1754), der Basler Leon-
hard Euler?) (1707—1783) und die ebenfalls bedeutenden franzésischen
Mathematiker Joseph, Louis Lagrange® (1736—1813), Stlvestre,
Frangois Lacroix$) (1765—1843), Augustin, Louis Cauchy?) (1789
bis 1857) und Siméon, Denis Poisson®) (1781—1840).

1Y) ,,Analyse des infiniment petits pour Uintelligence des Lignes courbes.*

%) ,,Lectiones mathematicae de methodo integralium alliisque* (Mathematische Vor-
lesungen iiber die Methode der Integrale und anderes).

3) ,,Elementa matheseos universae*. Vorlesung, erschienen 1710, 2. Aufl. 1742.

4) ,, Introductio in analysis infinitorum.“ Lausanne 1748, 2 Bde. — ,, Institutiones
calcult differentialis®, Berlin 1755, 2 Bde. — ,,Institutiones calculi integralis‘‘, Peters-
burg 1768—70.

5) Vgl. 8. 364, Anm. — Auch ,, Mecanique analytique*, Paris 1788.

6) Vgl. 8. 405, Anm. — Auch ,,T'raité élémentaire du caloul différentiel et intégral*
(,,Der kleine Lacroix* genannt) Paris 1797, 2 Bde.

7) ,,Legons sur les applications du calcul infinitésimal 6 la géométrie*, Paris 1826—28,
2 Bde. — ,,Legons sur le calcul différentiel*‘, Paris 1829.

8) ,,Traité de mécanique‘, Paris 1811, 2 Bde. — ,,Théorie mathematique de lg
chaleur, Paris 1835.



Sach- und Namenregister.

(Die Zahlen bedeuten die Seiten, auf denen das betreffende Wort zu finden ist; die fettgedruckten
Zahlen die der Definition bzw. Einfiihrung des Begriffes.)

A

Abbildung der Zahlenreihe . . . .
Abbildungsort . . . . . . . . ..

Ableitung . . . . . . . . ... ..

' endliche . . . . . . ..
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. ckreis ... ... L. L.

, <linle . . . ... ... ..
-maBstab . . . . . . . ...
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' Wert . . . . . .. ..
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Aehse . . . . . . ...
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., imagindre . . . . , . . . ..
. reelle . . . . .. ... ...

Achsendiagramm . . . . . . . ..
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,, -koordinatensystem . . . . .
,, -kreuz, rechtwinkliges . . . .

,, -richtung . . . . . . ... ..

Addition . . . . . . . . . . ...

” algebraische . . . . . . . .

- geometrische . . . . . . .

. 51, 52, 57

. Vektoren, von . . . . . .
.41

. . 4, 48

) Quaternionen, von

) Zahlen, zweier komplexen

Zahlenwerte, absoluter .
Anderung Argumentes, des, beliebig
kleine . . . . . . ..

135

357, 364, 396

396, 398

396, 398

145, 150, 162, 163, 166, 171, 173, 177, 200,
201, 227, 277, 342, 370, 371, 393, 395
44/46, 136, 141, 144, 173, 174, 177/83, 190,
233/35, 383, 393, 396, 432, 434, 437, 445

. 342

180

177, 178, 180

145, 146, 176

106, 111

3, 4, 45, 46, 48, 58, 11, 79, 86

. 28

342

36

135, 164, 169, 177, 190, 200/03, 207, 211,
2929, 230

82

47, 247 Anm.

47

190, 191

233 Anm.

144, 234

191

84, 102

4, 305, 343, 393, 457
72 Anm.

92, 83

92, 83

342

" Funktion, der, beliebig kleine 342
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AuBeres Produkt
Affinitdt . . . . . . . . . ... ..
Affinitdtsverhdltnis
Aktionslinie
Aktuell-Unendlichkleines
Algorithmus . . . . . . . . . . ..
Amplitude, komplexer Zahlen . . .
Analysis, hohere
Anndherungskurve . . . . . . . . .
Approximationsmathematik
Archimedes . . . . . . . . . . . ..
Argument

- Funktion, der

. Grenze, seine
Argumentenwert

Ausdehnungslehre . . . . . . . . .
Ausdruck, analytischer
Ausgleichung . . . . . . . . .. L.
Ausgleichungskurve
v -linie
axia'er Vektor
Axiom(e), Anordnung, der
,,  Cantorsches . . . . . . . ..
. Rechnung, der
»»  Verkniipfung, der
Axonometrie

Barrow . . . . . . . .. 0L L.
Basis, Briggschen Systems, des
,» Logarithmensystems, des
,»  natiirlichen Log.-Systems, des
Bedingung, hinreichende
Integrabilitit, fir die
. notwendige
Bereich . . . . . . .. ...
Bernoulls, Jacob
Bernoulls, Johann
Besselsche Funktion
Betrag . . . . . ... ... ...
., Vektors, des
,»  skalarer
Beziehung, funktionale
' lineare
- quadratlsche
Bild, Funktion, einer stetigen . . .
,» geometrisches

. 424,
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14, 78/80
200, 201, 202, 206

459

. 41, 48, 58

I11, 455
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2%, 28, 38, 236, 237

451, 452

135, 136, 139, 144, 145, 152, 180, 189, 190,
191, 205/07, 289, 290, 293/97, 301 Anm.,
379, 403 Anm., 413, 434

125, 126, 128, 132, 150, 173, 276, 279, 280).
284, 307, 326, 363

287

135, 237, 284, 291, 321, 325, 337, 344, 346,
349, 365, 380, 410, 429

68 Anm.

195, 196, 370, 371

233

151, 166, 191

165, 168, 172, 183

80, 81, 98/107, 113

29

25, 26

29

29

207, 211

456

.. 225, 296
. 15, 339 Anm.
. 15,

224, 225
423, 425, 426
437
123, 426

. 342

135, 207, 218, 284, 290, 349, 350, 361, 393,
396, 437, 443, 448
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Bild, graphisches . . . . . . . . .. 143, 161, 163, 169, 199, 201, 205, 207,
218/23, 227, 234, 236, 280, 282, 319, 326,
328/30, 345, 369

. der Integralfunktion . . . . . 435
Bildort . . . . . . . ... .. .. 45, 169
sospunkt .o L 45, 135, 143, 199, 207, 208, 314
Bogenldnge . . . . . . . . .. .. 407, 408
Buchstaben, gotische . . . . . . . . 70, 72
» lateinische . . . . . . . 70
Brueh, echter . . . . . . . . . .. 4
. dyadischer . . . . . . . .. 395
v rationaler . . . . . . . . . . 7
unechter . . . . . . . . .. 4
C
Calcill, mathematischer . . . . . . . 459, 460
Cantor, G. . . . . . . . . .. ... 10, 25, 36, 29 Anm.
Cantor, M. . . . . . . . . . . . .. 450 Anm., 453, 454
Cardano . . . . . . . . . . .. .. 39 Anm.
Cartestus . . . . . . . . . . . . .. 198
Cauchy . . . . . . . . .. .. .. 418, 460
Cavaliers . . . . . . . . . . . . .. 453, 455
5 seine Methode . . . . . . . 456
Cayley . . . . . . . . . . ... - . . 61 Anm.
Colson . . . . . . . . . . . .. .. 458
Cosinus-Funktion. . . . . . . . . . 369, 373
Kurve . . . . . . . . ... 370, 371, 372 Anm.
Linie . . . . L L L L oL 311, 372
D
Darstelluug, analytische . . . . . . 194, 195, 196
. Funktion, der . . . . . 134, 196, 197
- geometrische . . . . . . 109
. ' der Funktion 135, 136, 154
graphische .. - 135, 142, 144, 169, 172, 173, 194, 196,

198, 204, 206
" ,, komplexer Zahlen 44
o MaBstab, ihr . . . . . . 140
. tabellarische, der Funktion 134, 137, 138, 197
vermittelst Punktreihe . 135

Zahlen, unendlich kleiner.

»” .. unendlich groBer . 245
Dedekind . . . . . . . . . . . . .. 21, 22, 25
Definition, arithmetische . . . . . . 320
Definitionsgleichung . . . . . . . . . 399

" -vektor . . . . . . . . .. 98
De U'Hospital, Marquis . . . . . . . 460
Derivierte . . . . . . . . . . ... 357, 364
Descartes . . . . . . . . . . . ... 198
Dezimalbrueh . . . . . . . . . .. 5, 6/11, 14, 264, 273

- begrenzter . . . . . . 35
" -darstellung . . . . . 264, 395

echter . . . . . .. .35
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Dezimalbruch, endlicher . . . . . . 2
' unechter . . . . . . .5
" unbegrenzter . . . . . }8, 14, 15, 19, 20, 26, 27, 33, 35, 38, 264,
. unendlicher . . . . . 265, 272, 273, 319, 386, 392, 395
. unendlich periodischer . 5, 9, 38, 265
Dezimalsystem . . . . . . . . . .. 10/13, 140
, teilung . . . . .. ... 115, 173
, -zahl . . . . . . ... ... 10/13
Diagramm . . . . . . . ... .. 142, 206
' Achsen- . . . . . . .. 190, 191
. Glocken- . . . . . . . . 206
. Polar- . . . . . . . .. 191, 207
’ Vektor- . . . . . . . .. 144, 206
Differential . . . . . . . . . .. 352, 384,400, 402,403/17,433/36,449 Anm.
. Argumentes, des . . . . 432
" Konstanten, der . . . . 411, 413
. Ordnung, verschiedener . 404
' -dreieck . . . . . . .. 405, 410, 435
- funktion . . . . . . . . 414, 416, 433, 435
. kurve ... L L L L L. 364, 416, 432
' null ... L 404, 405, 433
Differentialquotient . . . . . . . 261, 319, 356, 357/59,360,361/69,372 Anm.,
377/84, 397/99, 401, 403, 404/17, 438, 449
' einseitiger . . .
. hinterer . } 879 Anm.

, schlechtweg . . 379, 380, 382

” von links . . .
) von rechts . } 379, 380/82
' vorderer . . . . 379 Anm.
Differentialquotientfunktion . . . . . 380, 381, 416
. kurve. . . . . .. 364
Differentialrechnung . . . . . . . . 308 Anm., 384, 404, 409 Anm., 415,
449/53, 456, 459, 460
Differentiation . . . . . . . . .. 449
' einer Funktion nach
einer Variablen . . 404
Differenz . . . . . . . . . . .. 73, 325, 353, 354, 362, 363, 381, 391, 397,
401, 403 Anm., 406 Anm., 411, 420/24,
434, 436, 448, 449
’ unendlich kleine . . . . . 406 Anm., 410
” variable . . . . . . . . . 356
. verschwindende . . . . . . 356, 367
Differenzendreieck . . . . . . . . . 342
Differenzenquotient . . . . . . . 356, 357, 360, 361, 363/81, 396/99, 406,

408, 438
. geometrische Be-
. deutung, seine . 358, 359
Grenzwert, des . 384

Differenzieren . . . . . . . . . .. 404

Dimension . . . . . . . . . . .. 70
’ geometrische . . . . . . 70
. physikalische . . . . . . 70
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Diophant . . . . . . . . . ... .. 454
Dirichlet . . . . . . . . . . . ... 418
Diskontinuitit, durch Sprung . . . . 325
Diskriminante, der quadrat. Gleichung 39
Distanz, unendlich kleine . . . . . . 367
Division . . . . . . . . .. ... 4, 305, 310, 343, 363, 406 Anm., 457
’ Definition, ihre . . . . . . 107, 111, 112
. durch Null . . . . . . .. 307, 403 Anm.
' komplexer Zahlen . . . . . 42
” Vektoren, von . . . . . . 106, 110
DOcagne . . . . . . . . . .. ... 235 Anm.
Drehregel . . . . . . . . . . ... 90
., -richtung. . . . . . . ... .. 79, 98, 190
1)+ 79/81, 98, 191
-streckung . . . . . . . . ... 58, 59, 61, 62
Drehung, positive . . . . . . . . . . 82
Dreifingerregel . . . . . . . . . .. 82
Dreiflach . . . . . . . ... 0L 81
Dreikant . . . . . . . . . . . ... 81
Duw Bois-Reymond . . . . . . . . . 369, 379 Anm.
Duodezimalsystem . . . . . . . . . 10, 11/13
Durchdringungskurve . . . . . . . . 219
E
Eckenkurve . . . . . . . . .. .. 164
Eigenschaft, gerichtete . . . . . . . 68
. mefBbare . . . . . . . 116, 120
quantitative . . . . . . 67, 68, 116/18
" skalare . . . . . . .. 80
Einheit . . . . . .. ... ... 87, 116, 118, 119
. Gausssche . . . . . . . .. 39, 40, 44, 45, 49, 86
’ GroBe, der . . . . . . . . . 115
” imagindre . . . . . . . . . 39, 40, 44, 45, 49, 86
» negativ reelle . . . . . . . 40, 44
- Quaternionen, der . . . . . 50, 57
- reelle . . . . . . . . . .. 40, 45, 49, 50, 86
- Zahlen, der imagindren . . . 39, 40, 44, 45, 49, 86
- . der reellen . . . . . 40, 45, 49, 50, 86
Einheitspunkt . . . . . . . . . .. 6
.. -quaternion . . . . . . . . . 87 Anm.
. -strecke . . . . . . . ... 6, 8, 21, 44, 45, 118, 200, 206, 207, 211,
215, 225, 226, 227 Anm.
, -vektor . . . . ... ... 58, 59, 71, 74, 75, 84, 86, 87 Anm., 90,
94, 95, 105
Einsetzbestimmung . . . . . . . . . 344
Einschachtelung der Intervalle, Satz. 35 Anm., 384, 387, 392
Element(e), Abzihlbarkeit, der . . . 36
' ausdehnungsloses . . . . 455
" Euklid, des . . . . . . 7
. Flache, der . . . . . . 433
’ Kurvenbogens, des . . . 407
' Menge, der. . . . . . . 30, 35

Koestler-Tramer, Differential- u. Integralrechnung. 1.
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Endkurve . . . . . . . . ... ..

Weierstraf8sche . . . . . .
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Euler

' endliche . . . . . . .
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E2]
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’
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F
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’»
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195, 196
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368, 383, 413
282
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169, 171, 172
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384, 390, 394
74 Anm., 80

124, 127, 193, 195, 196

125, 130

125, 127, 130
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306, 308/10, 403 Anm.
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Sach- und Namenregister. 467

314, 319, 320, 322/38, 343/53, 360, 364/70,
373, 378/92, 396/404, 411/29, 434, 436/38,

449 Anm.
Funktion algebraische . . . . . . . 126, 236
’ analytische. . . . . . . . 194, 196, 199, 202, 204, 2]1. 213, 222,
236, 237, 360
. Bild, graphisches, der . . . 138, 191. 208, 225
" Darstellung, analytische, der 194
. . geometrische, der -
i ) graphische; der }135, 152, 158, 199
" ’ tabellarische, der 134, 149, 152, 157
. Definition, der . . . . . . 123, 124, 125
- Differential, ihr . . . . . 412, 413
” diskontinuierliche . . . . . 325, 328/30
. dreier Verdnderlichen . . . 207, 211, 215. 217. 219, 225
. dreifach zusammengesetzte 129, 130
' Einfithrung der . . . . . . 122
' endliche . . . . . . . .. 324, 351, 392, 425/27
v ganze . . . . . . . . .. 126
' echt gebrochene
N unecht ,, } ..... 126
. goniometrische . . . . . . 126, 233, 290, 296, 369
’ irrationale . . . . . . . . 126
. kontinuierliche . . . . . . 321
» Kurvendarstellung. . . . . 140
v lineare . . . . . . . . . . 198
mittelbare . . . . . . . . 129, 131, 132
. oscillierende . . . . . . . 296
. periodische . . . . . . . . 144
” Polygondarstellung, ihre . . 139
' rationale . . . . . . . . . 126, 305
' statistische . . . . . . . . 184
’ stetige . . . . . . . . .. 234, 321, 322, 324, 327, 328, 342, 350Anm.
352, 372, 373, 377, 392, 396, 398, 422, 425,
- 427, 434
» »  abteilungsweise . . 351
. ,»  gleichméBig . . . . 323, 331
» »  ungleichmiBig . . . 323
. technische . . . . . . . . 360
. transzendente. . . . . .. 126
' trigonometrische . . . . . 126, 233, 290. 296. 369
» unstetige . . . . . . . . . 325, 328/30
v . durch endlichen
Sprung . . . . 325, 330
” ' durch Unendlich-
werden . . . . 326

. Verinderlichen, der reellen . 320
. Veranschaulichung, ihre . . 133, 149, 179, 190

. Verhalten, ihr . . . . . . 147

' Verlauf, ihr . . . . . . . 147

. von einer Funktion . . . . 129, 131

' von einer Funktion von einer
Funktion . . . . . .. 130

30*



468
Funktion, Weierstraf3sche . . . . . .
" zusammengesétzte
Funktionales Verhéltnis . . . . . . .
Funktionséinderung . . . . . . . . .
, -ausdruck . . . . . . . ..
. sbegriff . . .. .. L.
) bild ... oL
" -darstellung . . . . . . ..
.  -gleichung . . . . . . . ..
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...............
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infinitesimale
,. irrationale

komplexe, einfach
gewohnlich
' hoéhere
konjugiert komplexe
negative
neue
noch so grof
» s Klein
positive
rationale
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Einfiibrung in die Differential- und Integralrechnung nebst Differen-
tialgleichungen. Von Dr. F. L. Kohlrausch, Dozent der Ausbildungs-

kurse am Kaiserlichen Telegraphen -Versuchsamt Berlin. Mit 100 Text-
figuren und 200 Aufgaben. Preis M. 6.—, in Leinwand geb. M. 6.80.

Lehrbuch der Mathematik. Fiir mittlere technische Fachschulen der
Maschinenindustrie. Von Dr. phil. R. Neuendorff, Oberlehrer an der
Konigl. hoheren Schiff- und Maschinenbauschule, Privatdozent an der
Universitat, in Kiel. Mit 245 Textfiguren und einer Tafel.

In Leinwand gebunden Preis M. 5.—.

Hohere Mathematik fiir Studierende der Chemie und Physik und

verwandter Wissensgebiete. Von J. W. Mellor. In freier Bearbeitung
der zweiten englischen Ausgabe herausgegeben von Dr. Alfr. Wogrinz
und-Dr. Arthur Szarvassi. Mit 109 Textfiguren.  Preis M. 8.—.

Trigonometrie fiir Maschinenbauer und Elektrotechniker. Ein Lehr-
und Aufgabenbuch fiir den Unterricht und zum Selbststudium. Von
Dr. Adolf Hef, Professor am kantonalen Technikum in Winterthur. Mit
112 Textfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 2.80.

Elementarmechanik fiir Maschinentechniker. Von Dipl.-Ing. R. Vogdt,
Oberlehrer an der Maschinenbauschule in Essen (Ruhr), Regierungs-
baumeister a. D. Mit 154 Textfiguren. In Leinwand geb. Preis M. 2.80.

Aufgaben aus der technischen Mechanik. Von Professor Ferdinand
Wittenbauer, Graz.
I. Allgemeiner Teil. Zweite, vollsténdig umgearbeitete Auflage.
773 Aufgaben nebst Losungen. Mit 572 Textfiguren.
Preis M. 5.—, in Leinwand gebunden M. 5.80.
II. Teil: Festigkeitslehre. Zweite, vermehrte Auflage u. d. Presse.
IIL. Teil: Flissigkeiten und Gase. 504 Aufgaben nebst Lisungen
und einer Formelsammlung. Mit 339 Textfiguren.
Preis M. 6.—, in Leinwand gebunden M. 6.80.

Festigkeitslehre nebst Aufgaben aus dem Maschinenbau und der Bau-
konstruktion. Ein Lehrbuch fiir Maschinenbauschulen und andere
technische Lehranstalten sowie zum Selbstunterricht und fiir die Praxis.
Von Ernst Wehnert, Ingenieur und Lehrer an der Stiddt. Gewerbe- und
Maschinenbauschule in Leipzig.

I. Band: Einfiithrung in die Festigkeitslehre. Zweite, ver-
besserte und vermehrte Auflage. Mit 247 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 6.—.

I1. Band: Zusammengesetzte Festigkeitslehre. Mit 142 Text-

figuren. In Leinwand gebunden Preis M. 7.—.

Elastizitit und Festigkeit. Die fiir die Technik wichtigsten Satze und
deren erfahrungsméfBige Grundlage. Von Prof. Dr.-Ing. C. v. Bach,
Stuttgart. Sechste vermehrte Auflage. Mit Textabbildungen und
20 Lichtdrucktafeln. In Leinwand gebunden Preis M. 20.—.
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Technische Schwingungslehré. Einfiihrung in die Untersuchung der
fiir den Ingenieur wichtigsten periodischen Vorgénge aus der Mechanik
starrer, elastischer, fliissiger und gasformiger Korper sowie aus der
Elektrizititslehre. Von Dr. Wilhelm Hort, Dipl.-Ing. Mit 87 Text-
figuren. Preis M. 5.60, in Leinwand gebunden M. 6.40.

Einfiihrung in die Mathematik fiir Biologen und Chemiker. Von
Prof. Dr. Leonor Michaelis, Privatdozent an der Universitdt Berlin. Mit
96 Textfiguren. Preis M. 7.—, in Leinwand gebunden M. 7.80.

Naturkonstanten in alphabetischer Anordnung. Hilfsbuch fiir chemi-
sche und physikalische Rechnungen, mit Unterstiitzung des Internasio-
nalen Atomgewichtsausschusses herausgegeben von Professor Dr. H. Erd-
mann, Vorsteher, und Privatdozent Dr. P. Kothner, erstem Assistenten
des Anorganisch -Chemischen Laboratoriums der Konigl. Techn. Hoch-
schule zu Berlin. In Leinwand gebunden Preis M. 6.—.

Physikalisch-chemische Tabellen v. Landolt-Bornstein. Vierte, um-
gearbeitete und vermehrte Auflage. Unter Mitwirkung zahlreicher
Physiker und Chemiker herausgeg. von Prof. Dr. Richard Bornstein, Berlin,
und Prof. Dr. Walther A.Roth, Greifswald. In Moleskin geb. Preis M. 56.—.

Technische Thermodynamik. Von Prof. Dipl.-Ing. W. Schiile. Zweite,
erweiterte Auflage der ,,Technischen Wéarmemechanik¢.
Erster Band: Die fiir den Maschinenbau wichtigsten Lehren nebst
technischen Anwendungen. Mit 223 Textfiguren und 7 Tafeln.
In Leinwand gebunden Preis M. 12.80.

Neue Tabellen und Diagramme fiir Wasserdampf. Von Prof. Dr. R.
Mollier, Dresden. Mit 2 Diagrammtafeln. Preis M. 2.—.

Die Entropietafel fiir Luft und ihre Verwendung zur Berechnung der
Kolben- und Turbo-Kompressoren. Von Professor P. Ostertag in Winter-
thur. Mit 11 Textfiguren und 2 Tafeln. Preis M. 2.80.

Der Entropiesatz oder der zweite Hauptsatz der mechanischen
Wirmetheorie. Von Dr. phil. H. Hort, Dipl.-Ing. in Dortmund. Mit
6 Textfiguren. Preis M. 1.—.

Die Entropie-Diagramme der Verbrennungsmotoren einschlieBlich der
Gasturbine. Von Dipl.-Ing. P. Ostertag, Professor am Kantonalen
Technikum Winterthur. Mit 17 Textfiguren. Preis M. 1.60.

Hilfsbuch fiir den Maschinenbau. Fiir Maschinentechniker, sowie fiir den
Unterricht an technischen Lehranstalten. Von Prof. Fr. Freytag, Lehrer
an den Technischen Staatslehranstalten zu Chemnitz. Vierte, ver-
mehrte und verbesserte Auflage. Mit 1108 Textfiguren, 10 Tafeln und
einer Beilage fiir Osterreich.

In Leinwand gebunden Preis M. 10.—, in Leder gebunden M. 12.—.
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Technische Messungen bei Maschinen-Untersuchungen und im Be-
triebe. Zum Gebrauch in Maschinenlaboratorien und in der Praxis. Von
Prof. Dr.-Ing. Anton Gramberg, Dozent an der Technischen Hochschule
Danzig. Zweite, umgearbeitete Auflage. Mit 233 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 8.—.

Technische Untersuchungsmethoden zur Betriebskontrolle, insbe-
sondere zur Kontrolle des Dampfbetriebes. Zugleich ein Leitfaden fiir
die Arbeiten in den Maschinenlaboratorien technischer Lehranstalten.
Von Ingenieur Julius Brand, Oberlehrer der Kgl. Vereinigten Maschinen-
bauschulen zu Elberfeld. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage.

In Vorbereitung.

Anleitung zur Durchfiihrung von Versuchen an Dampfmaschinen
und Dampfkesseln. Zugleich Hilfsbuch fiir den Unterricht in Maschinen-
laboratorien technischer Schulen. Von Franz Seufert, Ingenieur, Ober-
lehrer an der Kgl. Hoheren Maschinenbauschule zu Stettin. Dritte,
erweiterte Auflage. Mit 43 Textfiguren. In Leinwand geb. Preis M. 2.20.

Formeln und Tabellen der Wirmetechnik. Zum Gebrauch bei Ver-
suchen in Dampf-, Gas- und Hiittenbetrieben. Von Paul Fuchs,
Ingenieur. In Leinwand gebunden Preis M. 2.—.

Wirmetechnik des Gasgenerator- und Dampfkessel-Betriebes. Die
Vorgénge, Untersuchungs- und Kontrollmethoden hinsichtlich Warme-
erzeugung und Warmeverwendung im Gasgenerator- und Dampfkessel-
Betrieb. Von Ingenieur Paul Fuchs. Dritte, erweiterte Auflage. Mit
43 Textfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 5.—.

Berechnung, Entwurf und Betrieb rationeller Kesselanlagen. Von
Max Gensch, Ingenieur, Berlin. Mit 95 Textfiguren.
In Leinwand gebunden Preis M. 6.—.

Entwerfen und Berechnen der Dampfmaschinen. Ein Lehr- und Hand-
buch fiir Studierende und angehende Konstrukteure. Von Heinrich Dubbel,
Ingenieur. Dritte, umgearbeitete Auflage. Mit 470 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 10.—.

Die Steuerungen der Dampfmaschinen. Mit 446 Textfiguren. Von
Dipl.-Ing. Heinrich Dubbel. Erscheint im Frihjahr 1913.

Die ortsfesten Kolbendampfmaschinen. Von Professor Fr. Freytag,
Kgl. Baurat, Lehrer an den Technischen Staatslehranstalten in Chem-
nitz. Mit 319 in den Text gedruckten Figuren und 18 Tafeln.

Preis M. 14.—, in Leinwand gebunden M. 16.—.

GroBgasmaschinen, Ihre Theorie, Wirkungsweise und Bauart. Von
Heinrich Dubbel, Ingenieur. Mit 400 Textfiguren und 6 Tafeln.
In Leinwand gebunden Preis M. 10.—.
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Die Gasmaschine. Ihre Entwicklung, ihre heutige Bauart und ihr Kreis-
prozeB. Von R. Schéttler, Geh. Hofrat, o. Prof. an der Herzogl. Techn.
Hochschule zu Braunschweig. Fiinfte, umgearbeitete Auflage. Mit
622 Figuren im Text und auf 12 Tafeln. In Leinwand geb. Preis M. 20.—.

Das Entwerfen und Berechnen der Verbrennungsmotoren. Handbuch
fiir Konstrukteure und Erbauer von Gas- und Olkraftmaschinen. Von
Hugo Giildner, Oberingenieur, Direktor der Giildner-Motoren-Gesellschaft
in Miinchen. Dritte, bedeutend erweiterte Auflage. U. d. Presse.

Theorie und Konstruktion der Kolben- und Turbekompressoren.
Von Dipl.-Ing. P. Ostertag, Professor am Kantonalen Technikum in
Winterthur. Mit 266 Textfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 11.—.

Die Geblise. Bau und Berechnung der Maschinen zur Bewegung, Ver-
dichtung und Verdiinnung der Luft. Von Albrecht von Ihering, Kaiserl.
Regierungsrat, Mitglied des Kaiserl. Patentamtes, Dozent an der Uni-
versitdt zu Berlin. Dritte, umgearbeitete und vermehrte Auflage.
Mit 643 Textfiguren und 8 Tafeln. Erscheint im Friihjahr 1913.

Die Regelung der Kraftmaschinen. Berechnung und Konstruktion der
Schwungréder, des Massenausgleichs und der Kraftmaschinenregler in
elementarer Behandlung. Von Professor Max Tolle, Privatdozent an
der Technischen Hochschule in Karlsruhe. Zweite, verbesserte und
vermehrte Auflage. Mit 463 Textfiguren und 19 Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis M. 26.—.

Die Dampfkessel. Ein Lehr- und Handbuch fiir Studierende technischer
Hochschulen, Schiiler hoherer Maschinenbauschulen und Techniken so-
wie fiir Ingenieure und Techniker. Bearbeitet von Professor F. Tetzner,
Oberlehrer an den Kgl. Vereinigten Maschinenbauschulen zu Dort-
mund. Vierte, verbesserte Auflage. Mit 162 Textfiguren und 45
lithographischen Tafeln. In Leinwand gebunden Preis M. 8.—.

Die Dampfkessel nebst ihren Zubehorteilen und Hilfseinrichtungen.
Ein Hand- und Lehrbuch zum praktischen Gebrauch fiir Ingenieure,
Kesselbesitzer und Studierende von R. Spalekhaver, Regierungsbau-
meister, Kgl. Oberlehrer in Altona a. E., und Fr. Schneiders, Ingenieur
in M.-Gladbach (Rhld.). Mit 679 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 24.—.

Die Abwirmeverwertung im Kraftmaschinenbetrieb. Mit besonderer
Beriicksichtigung der Zwischen- und Abdampfverwertung zu Heiz-
zwecken. Eine kraft- und wérmewirtschaftliche Studie. Von Dr.-Ing.
Ludwig Schneider, Miinchen. Zweite, bedeutend erweiterte Auflage.
Mit 118 Textfiguren und 1 Tafel. Preis M. 5.—, in Leinwand geb. M. 5.80.

Die Zwischendampfverwertung in Entwicklung, Theorie und Wirt-
schaftlichkeit. Von Dr.-Ing. Ernst Reutlinger, Chefingenieur des be-

ratenden Ingenieurbureaus Bidag der Hans-Reisert-Gesellschaft m. b. H.
in Kéln. Mit 69 Textfiguren. Preis M. 4.—, in Leinwand geb. M. 4.80.

Zu beziehen durch jede Buchhandlung.
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