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Vorwort.

Ein Lehrbuch iiber Differentialgleichungen zu schreiben, das, wie
es ein rechtes Lehrbuch soll, nach allen Seiten hin in die Probleme,
den Geist, die Methoden und die Ergebnisse der Theorie einfiihrt, so daB
der Leser von da aus jeder Originalarbeit mit Verstindnis als etwas
nicht allzu fremdem gegeniibertreten kann, das scheint eine Unmog-
lichkeit zu sein.

So ergibt sich von selbst ein Bescheiden und so wird ein ein-
fiihrendes Buch immer nur eine Auswahl aus dem Stoff bringen kénnen.
BeeinfluBt durch meinen personlichen Geschmack, habe ich die Aus-
wahl getroffen. Dabei habe ich mich bemiiht, nicht Dinge beiseite
zu lassen, von deren Pflege auch in unseren Landen ErsprieBliches
erwartet werden kann. Ein auch in diesem Sinne modernes Buch
fehlt auf dem Gebiete der Differentialgleichungen. DaB es niitzlich
wire, ein solches zu schreiben, habe ich mir bei der Abfassung des
vorliegenden Werkes stets vor Augen gehalten. FEin Blick ins Inhalts-
verzeichnis wird des Niheren lehren, wie ich meiner Aufgabe nach-
zukommen suchte. Wie weit ich sie geldst habe, mag man nach der
Lektiire entscheiden.

Bei der Korrektur verdankte ich freundliche Ratschlige den Herren:
Courant, Kerékjdrto, H. Kneser, Knopp, Lettenmeyer, Perron.

Berlin, April 1923.
L. Bieberbach.
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Einleitung.

Unter einer gewéhnlichen Differentialgleichung versteht man eine
Beziehung
dy d?y d"y\ .
flon & 2 o Ta)=0

zwischen einer Funktion y(x) der einen Variablen x und den Ab-
leitungen dieser Funktion. Wenn Ableitungen bis zur xn-ten Ordnung
einschlieBlich vorkommen, so spricht man von einer Differential-
gleichung n-ter Ordnung. So ist also z. B.

ay .
E;——x—-y—O

eine Differentialgleichung erster Ordnung.

da? ay
T2 Fy=0
dagegen ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Be:
nennung Ordnung bezieht sich also auf die Hochstordnung der vor-
kommenden Ableitungen und ist nicht mit dem fiir einige Differential-
gleichungen noch zu erklarenden. Begriff des Grades zu verwechseln.

Wir werden z. B.

ay .

oder
dy 9
i TFYy=0
linear oder vom ersten Grad nennen, weil links eine lineare Funktion

:: und y steht. Das Adjektiv gewdhnlich bezieht sich darauf,
daB es sich um Funktionen y(x) einer Variablen x handelt. Es setzt
diese Differentialgleichungen in Gegensatz zu den particllen, bei
welchen es sich um Funktionen von zwei oder mehr Variablen handelt.

So ist also z. B.

von y’==

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung.
Bieberbach, Differentialgleichungen. 1



2 Einleitung.

Es kann auch vorkommen, daB ein System von mehreren Dif-
ferentialgleichungen fiir mehrere Funktionen einer Variablen vorgelegt
ist. Immer aber ist die Aufgabe der Theorie darin zu sehen, die
Eigenschaften derjenigen Funktionen zu ermitteln, welche einer vor-
gelegten  Differentialgleichung oder einem Sysiem wvom Differential-
gleichungen gemiigen. Die geringste Forderung ist es, einen expliziten
Ausdruck fiir diese Funktionen zu finden. Wichtiger ist es, heraus-
zubekommen, wie der funktionentheoretische Charakter, also z. B. der
Verlauf des Kurvenbildes der losenden Funktionen, von den Eigen-
schaften der Differentialgleichung abhdngt und aus denselben bestimmit
werden kann. Es erhebt sich die Frage, wie unter mehreren Lisungen
eine mit gegebenen Eigenschaften zu finden ist, es handelt sich darum,
den numerischen Verlauf einer als vorhanden erkanmien Lisung zu
finden, und viele dhnliche Aufgaben werden der Theorie vom mathe-
matischen Griibelgeist, vom Interesse des physikalischen, chemischen,
astronomischen oder technischen Praktikers gestellt. Allen diesen
allerverschiedensten Aufgaben muf eine Theorie der Differentialgleichungen
Rechnung tragen. Sie hat die Aufgaben zu klassifizieren und die Mittel
zu threr Bewtiltigung bereitzustellen, so daf jeder Spezialfall dann nuy
noch eine mehr oder weniger grofe Einzelarbeit verlangt.

Unsere nichste Aufgabe wird es sein, die einfachsten Differential-
gleichungen erster Ordnung zu untersuchen. Sie sollen von der Form
ay
dr (x7 y)
sein. Dabei sei f(x,y) in einem gewissen Bereich der x-y-Ebene
als eindeutige und stetige Funktion gegeben?).

Unter einer Lésung oder einem Integral einer Differentialgleichung
verstehen wir irgendeine der Differentialgleichung geniigende, also
differenzierbare Funktion. Ihr geometrisches Bild heiBt Integralkurve,

Wir wollen uns an Hand einer geometrischen Deutung zunichst
eine ungefihre Vorstellung iiber die zu erwartenden Ergebnisse ver-
schaffen.

Das geometrische Bild einer gewdohnlichen Differentialgleichung
erster Ordnung ist ein Richtungsfeld. Die Differentialgleichung erlaubt
es namlich, in jedem Punkt des Definitionsbereiches von f(x,y) die
Ableitung der gesuchten Funktion, d.i. die Steigung der gesuchten
Kurven zu berechnen. Wir konnen uns dieselben in jedem Punkt
durch ein Geradenstiick markiert denken, welches die verlangte Rich-

1) Wegen der Begriffe ,Bereich®“ und ,stetige Funktionen von zwei
Variablen* vgl. man z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 2. Aufl,,
auf S. 115 und auf S. 116.



Einleitung. 3

tung hat?). Fig. 1 veranschaulicht das Richtungsfeld der Differential-
gleichung i

dx y°

Man kann natiirlich nicht in jedem Punkt, aber doch in einigen,
die Richtungen markieren und so schon eine gewisse Vorstellung
iiber den Verlauf der Losungen

erlangen.  Man kann dazu offen- 4

bar in jedem Punkt des Be- —+ —
reiches beginnen, von da ein ~ N
Stiick Weges in der verlangten / ~— T~ \
Richtung gehen bis zu einem / T AN

Nachbarpunkt. Man wird dort / / /  +
wieder die verlangte Richtung | | 7N
einschlagen?) bis zu einem™ | | | |

Nachbarpunkt, dort wieder zu \ \ N1/ / | /
der verinderten neuverlangten \ ~ .1l 7
Richtung iibergehen usw. So AN

bekommt man etwa das Bild N\ ~4+ -
der Fig. 2. Man wird so durch N — —
jeden Punkt des Bereiches vor- 1
aussichtlich eine Kurve finden.

Gegen die Uberlegung kann man einwenden, dal man ja eigent-
lich schon sofort nach dem Verlassen des ersten Punktes die Rich-
tung dndern miiBte, nicht erst nach einer Weile, wenn anders
die gefundene Kurve iiberall
die verlangte Richtung einhalten
soll. Doch kann man sich mit der
— spiter durch einen biindigen
SchluB zu bestitigenden — Vor-

stellung trosten, daB man sicher /
eine gewisse Anndherung an
die wirkliche Losungskurve er-
halten wird, wenn man nur Fig. 2.

nie zu lange ein und dieselbe

Richtung einhélt. Eine gewisse Stiitze kann ja auch diese Hoffnung
schon vorlidufig in einer Reminiszenz aus der Integralrechnung finden.

Fig.

¥

1) Den Inbegriff eines Punktes und eines durch ihn gehenden Geraden-
stlickes, also analytisch das Zahlentripel (#,y,y’) nennen wir Linienelement.

%) Es konnte zweifelhaft sein, in welcher der beiden mdglichen Richtungen
man die Tangente im neuen Punkt zu verfolgen hat. Indessen ist es doch
klar, dafi man so vorgehen wird, dafi entweder die Abszissen » stdndig wachsen
oder stdndig abnehmen. Nimmt man auf diese Vorschrift Riicksicht, so kann
man nie im Zweifel sein, wie man weitergehen wird.

1*



4 Einleitung.
Betrachten wir namlich den speziellen Fall

2 — 1 (x),

so haben wir es gerade mit der Grundaufgabe der Integralrechnung
zu tun und wir wissen, daB3 dort tatsichlich die Naherungskurven bei
fortgesetzter Verfeinerung des Verfahrens gegen das Integral konver-
gieren. Die einzelnen Niherungen sind ja weiter nichts, als die
geometrischen Bilder der Niherungssummen, welche man bei der
Definition des bestimmten Integrales zu benutzen pflegt. Ersetzt man
nimlich die Kurve des Integranden durch ein Treppenpolygon und
zeichnet die Integralkurve dieses Treppenpolygons, so hilt diese Ge-
rade in den einzelnen Teilintervallen je eine feste Richtung ein. Diese
bei der ,graphischen Integration® benutzen Kurven sind es, die als
einfacher Spezialfall dessen auftreten, was wir auch bei den Differential-
gleichungen antrafen.

Wir wollen aus unserer Uberlegung die Vermutung entnehmen,
daf durch jeden Punki unseves Bereiches genau eine Integralkurve dey
Differentialgleichung gehen muf, oder analytisch ausgedriickt, daf es
genau eine dey Differentialgleichung genmiigende differenzierbare Funktion
y (x) gibt, die fiir x = x, den gegebenen Wert y = vy, annimmi, voraus-
gesetzt, daf3 der Punkt mit den Koordinaten x,vy, dem gegebenen Be-
reiche angehort, in welchem f(x,y) gewisse moch ndher anzugebende
Eigenschaften besitzt.

Wir wenden uns nun dazu, in einigen Fillen auf einem ersten
primitiven Wege die Losungen einer vorgelegten Differentialgleichung
wirklich alle anzugeben. Wir werden dann stets das eben Gefundene
bestitigt finden, wie denn auch fiir

& =1

die gewiinschte Losung bekanntlich durch

y =$ff(x)dx—i—y0

gegeben ist.

Man kann sich auch in dem vorhin gewéhlten Beispiel, losgelost
von jeder allgemeinen Methode?), leicht davon iiberzeugen, daB unsere:
Vermutung zutrifft. Denn da die Integralkurve den Punkt (x,y) mit

der Steigung —g passiert, muB} sie nach den Regeln der analytischen
Geometrie auf der Verbindungsgeraden dieses Punktes mit dem Ko-

) Wir werden bald eine solche auf unsere Differentialgleichung anwend-
bare Methode kennen lernen.



Einleitung. 5

ordinatenursprung?!) senkrecht stehen. Da sie also jeden ihrer Punkte
in derselben Richtung passiert, die auch der durch diesen Punkt
gehende, im Koordinatenursprung zentrierte Kreis einschligt, so sind
also die Kreise solche Kurven, welche iiberall die verlangte Richtung
besitzen. Durch

Xy =2
miissen also Losungskurven dargestellt sein. Man rechnet leicht nach,
daB die aus der Gleichung

%2 + y2 — 72
gewonnenen Funktionen tatsichlich der Differentialgleichung geniigen.
Denn differenziert man die Gleichung nach x, so hat man

x+yy'=0.
Also ist wirklich
r__ X
y e
DaB unsere Niherungskonstruktion eine gewisse Anniherung an die
Kreise liefert, wird man nicht verkennen, Ubrigens springen sie ja

in Fig. 1 recht deutlich in die Augen.

1) Deren Richtungstangens ist ja %, so dafi das Produkt der beiden Stei-
gungen tatsdchlich — 1 ist.



Erster Abschnitt.
Gewohnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung.

I. Kapitel.
Elementare Integrationsmethoden.

§ 1. Die Trennung der Variablen.

Wir wollen die Methode zunichst an der Differentialgleichung

dy x
ixT53=0
darlegen. Die Methode geht von der — zunichst unbewiesenen —

Annahme aus, daBl diese Gleichung Losungen besitzt. Denkt man
sich dann fiir y eine der Losungen der Gleichung eingesetzt, so muB
die Gleichung
ay
Yig = — %
identisch in x. gelten. Namentlich muB also das Integral der linken
Seite dem der rechten gleich sein. Das liefert
(4
dy R et
Zo
Das Integral linker Hand wird durch die Substitutionsmethode
berechnet, indem man durch y = (x) als neue Integrationsvariable y
selbst einfiihrt. Setzt man y(x,)=1y,, so findet man

y?_yOZ *x02__x2
2 2
Setzt man dann x> + y,* =%, so hat man in

x? 4 y2 =2
eine algebraische Gleichung, welcher die gesuchte Losung geniigen muB.



§ 1. Die Trennung der Variablen. 7

Umgekehrt sieht man auch leicht, daB jede dieser Gleichung ge-
niigende Funktion y (x) eine Lésung der Differentialgleichung ist. Damit
ist dann der anfinglich noch ausstehende Beweis fiir die Existenz der
Loésungen nachtréglich erbracht.

Bemerkung: Alle in diesem Kapitel zu besprechenden Methoden gehen
von der Annabme aus, dafi Losungen existieren, und jedesmal kann dieser Be-
weis dadurch nachgetragen werden, daf man hinterher verifiziert, dafi die
gefundene Losung tatsdchlich der Differentialgleichung gentigt. Wir wollen
aber diese eintdonigen Verifikationen in der Folge weder durchfithren noch er-
wihnen, zumal wir auch im folgenden einen allgemeingiiltigen Beweis fiir die
Existenz der Losungen kennen lernen werden.

Eine Differentialgleichung gilt stets dann als geldst oder, wie
man auch sagt, als infegrieri, wenn es gelungen ist, eine Losungskurve
durch einen beliebig gewdhlten Punkt des zugrunde gelegten Bereiches
zu finden. Das ist in unserem Beispiel der Fall. Verlangt man nam-
lich einen Kreis durch den Punkt (x,, y,) der oberen oder der unteren
Halbebene, so mul man nur % = x4 y,? setzen.

Die eben dargelegte Methode bleibt stets anwendbar, wenn die
vorgelegte Differentialgleichung die Form

ay _ ()

iz o)
besitzt. Dabei mdge f(x) im Intervall ¢ < x < b, @(y) dagegen im
Intervall ¢ <y < B stetig erklirt sein. ¢@(y) soll daselbst iiberdies
von Null verschieden sein!). Der Bereich, in dem wir die Differential-
gleichung studieren, ist dann das Rechteck a <x<b, ¢« <y < B.
Man kann die Gleichung so schreiben:

P (3) 2 =1 (x).

Denkt man sich wieder fiir y irgendeine bestimmte Lsung eingesetzt, so
kann man wie oben integrieren, und findet

yfyw (y)dy =sz(x)dx

als eine Gleichung fiir diejenige Losung, welche fiir x = x, den Wert y,
annimmt. Wenn die Funktionen f(x) und ¢ (y) nicht zu kompliziert
sind, wird man nun mit der weiteren Untersuchung der Lésung keine
Schwierigkeiten mehr haben. In komplizierteren Fillen kann es aber
geschehen, daB mit diesen einfachen Schritten erst die geringste Arbeit
geleistet ist. Ein solcher Fall tritt z. B. dann ein, wenn in einem
Punkt (x,, y,) des Rechtecks f(x,)= ¢ (y,) =0 ist.

1) Nullstellen von ¢ (y) werden der Behandlung zugénglich, wenn man
# und y vertauscht. So miissen nur die Stellen x,, y, aufier Betracht bleiben,
wo f(x;) =@ (¥,) =0 ist. Solche ,singulire* Stellen werden uns spiter niher
beschiftigen,



8 I,1. Elementare Integrationsmethoden.

Haufig tritt der Fall ein, daB erst nach Einfilhrung einer neuen
unbekannten Funktion oder nach Einfiihrung einer neuen unabhingigen
Variablen der eben eingeschlagene Weg gangbar wird. So hat z. B.

dy
ar=% +y
nicht die bisher zugrunde gelegte Form. Wihlt man aber
v=x-+y
als neue unbekannte Funktion, so wird die Differentialgleichung
dv
d—%— =7 + 1.
Nun konnen die Variablen getrennt werden. Man findet dann
v+41 .
og ;l:)_—}-_i =X — X,
oder
v=— 14 (v, 1) e= %,
Also wird

y=—2x—1-+4+{1 4 x5+ y,) e* 2.
Dabei ist noch v,= x, 4 y, gesetzt. Tatsichlich stellt diese Glei-
chung eine Funktion dar, die fiir x = x, den Wert y, annimmt.

Durch die gleiche Substitution werden bei allen Differential-
gleichungen von der Form

o =rfl+y)
die Variablen trennbar.

Ahnlich behandelt man y’= f(ax + 8v).

Es gibt eine weitere ziemlich umfassende wichtige Klasse von
Differentialgleichungen, in welchen sich durch eine einfache Substi-
tution die Variablen trennen lassen. Ich meine die homogenen Diffe-
rentialgleichungen. Sie haben die Form:

ay _ (v
ax =T (;) :
Hier hilft die Substitution
v=2,
X

durch die v als neue unbekannte Funktion eingefiihrt wird. Die
Differentialgleichung wird dann

v x4 v=f(v)
o=

Y =
X

oder

Die Variablen sind also getrennt. Will man aber hier die Methode
von S. 7 verwenden, so muB man durch f(v) — v dividieren und also
neben x == 0 auch f(v) — v = 0 voraussetzen. Dadurch gehen aber

gewisse Losungen der Differentialgleichung % =f <%> verloren. Wenn
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namlich die Zahl & der Gleichung f(¢) — ¢« = O geniigt, so ist y =cx
eine Losung jener homogenen Gleichung.

In wieder anderen Fillen fiihren andere Substitutionen auf eine
homogene Differentialgleichung. Fiihrt man z. B. in

d
(x—y)+ 22y L=0
v=y* ein, so erhdlt man die homogene Gleichung
v dv
Auf homogene Differentialgleichungen lassen sich im allgemeinen
auch die folgenden zuriickfiihren:

dy _ As+By+C
dx = ax—+by+c '

Falls namlich C =0 und ¢=0 ist, so ist die Gleichung bereits
homogen. Durch eine passende Transformation kann man aber diese
Gestalt herstellen. Der Gedanke ist der: Man betrachte die beiden
Geraden

Ax+By+4+C=0, ax—+by+c=0.
Man bringe durch eine passende Verschiebung des Koordinaten-
systems, also durch eine Substitution der Form:

x=u+h y=v+k
den Schnittpunkt der beiden Geraden in den Koordinatenanfang. Das
geht immer, wenn die beiden Geraden nicht parallel sind. Dieser
Fall werde also zunichst ausgeschlossen.
Durch die Substitutionsgleichungen wird also sowohl eine neue

Variable wie eine neue unbekannte Funktion eingefiihrt. Man findet

leicht, daB
av d_y

du  dx
ist. Die Substitution liefert also zunichst
dv __AutBv+(dr+Bri+C)
du =~ au-tbv+(ak+bktc)
Hier sind dann die %,% aus den beiden Gleichungen
Ah+Bk+C=0, ah+bk+4+c=0
zu bestimmen. Diese sind lésbar, weil die beiden Geraden nicht
parallel sein sollen. Die transformierte Gleichung ist dann homogen.
Wenn aber die beiden Geraden parallel sind, so kann man die
Gleichung #nicht auf eine homogene Gleichung zuriickfilhren, aber man
kann fiir b & 0 die Differentialgleichung so schreiben:

B B
S (axtbyto)+Cc—=°

ay _ b "
ax+by+c

arx
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Dann fithre man durch

v=ax-+by-+c
eine neue unbekannte Funktion v ein. Die Gleichung wird dann
B B ¢

l(dv >~_§f+cr b
b \dx a) == v

dv __(Btap+Cb—Be

ax ' v

oder

Dabei ist angenommen, dal 4 0 sej. Der Fall 5 = 0 erledigt sich
ja von selbst.

§ 2. Lineare Differentialgleichungen.

Die linearen Differentialgleichungen haben die Gestalt

d

T+ @)y +o#) =0
Die Koeffizienten f(x) und ¢ (x) mogen in einem Intervall stetig er-
klart sein. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen fiihrt
der Ansatz y = .y, durch den zwei Hilfsfunktionen u(x) und v (x)
eingefithrt werden. Die Gleichung wird dann

u(@ +fo)+u'v+@=0.
Nun bestimme man v aus der Gleichung:
(1) v+ f(®)v=0.
Dann bleibt fiir «:

wWo+@=0.

In beiden Gleichungen konnen dann die Variablen getrennt werden.
Man findet

z
-Jtmas
V= 1y,e %o
Daher wird
z
1 & +ff@ds
uz—v—ftp(x)e %o dx 4 u,.
0z
So hat man schlieBlich:
z
~ffrmaz +.rf(x)dz
Yy = vye %o {uo——ftpxe”u dx}
Dann wird

~Jf(x)wz +J'f(x)dm
y=e¢ % !yo"fwxe”" dx}

das Integral unserer leferentlalglelchung, welches fir x =, den
Wert y, annimmt.
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Wir wollen die Integration der linearen Gleichung noch etwas
anders darstellen. Zwar ist es im Grunde genau das Gleiche, doch
wollen wir die Gelegenheit benutzen, um an einem einfachen Beispiel
die Methode der Variation der Komstanien kennen zu lernen. Wenn
in der Gleichung

Y+ f®)y+ox)=0
@ (x)=0, die Gleichung also, wie man sagt, homogen') wire, so wiren
die Variablen getrennt und man finde als allgemeines Integral

z
-[fwde
y=ce Zo
Dabei ist ¢ eine beliebige Konstante?), die Integrationskonstante. Der
Grundgedanke der neuen Methode ist es nun, in die inhomogene
Gleichung
Y+ 1(0)y+ 9 (x) = 0,

in der also nun ¢@(x) nicht identisch verschwindet, mit dem Ansatz

z
—J'f(x) dz

y=c(x)e %
hineinzugehen, also die Konstante in ¢(x) zu variieren, d. h. durch
eine noch zu bestimmende Funktion von x zu ersetzen. (Man erkennt
jetzt wieder das Produkt von zwei Funktionen, das bei der ersten
Darstellung den Ausgang bildete.) Man findet dann

z
-Jraae
e % +@(x)=0

und berechnet daraus ¢ (x). Leicht findet man dann die schon vor-
hin angegebene Auflésungsformel wieder.

Auf die linearen Gleichungen 148t sich die Bernoullische Diffe-
rentialgleichung

Y+ @)y +e@)y"=0 (ns1)

zuruckfithren. Man hat sie nur so zu schreiben:

yry -yt f(x) + @ (x) =0,
1) Das Wort homogen wird also jetzt in anderem Sinne gebraucht als
bei den Differentialgleichungen
ay <y>
adx f ¥

auf S. 8. Jetzt bezieht es sich darauf, daf die linke Seite eine homogene
Funktion von 9’ und y ist, wihrend es sich frither darauf bezog, daf die rechte
Seite eine homogene Funktion von x und y war. Vorhin war iiberdies die
homogene Funktion von nullter Dimension, jetzt ist sie von erster Dimension.

%) Sie war vorhin mit v, bezeichnet.
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um zu erkennen, daB die Substitution v = y1~* auf die lineare Gleichung

! vV v-flx) o) =0

1—n

fiihrt.

Oft erwcist es sich als niitzlich, von der Differentialgleichung fiir
die unbekannte Funktion y(x) zur Differentialgleichung fiir die Um-
kehrungsfunktion «x(y) iiberzugehen. Ist namlich x(y) bestimmt, so
ist natiirlich damit auch implizite y(x) bekannt; jedenfalls sind zu
seiner Bestimmung keine Differentialgleichungen mehr zu lésen. Oft
ist aber die Differentialgleichung der Umkehrungsfunktion leichter an-

greifbar.
Wenn z. B. die Gleichung
d o -
éz (¥%siny — yx) =1

vorgelegt ist, so wird daraus
d : 9
d—i +yx —siny.x*= 0.

Das ist eine Bernoullische Gleichung fiir x, die wir integrieren konnen.

§ 3. Einparametrige Kurvenscharen.

In einem Bereich B sei die Funktion y (x,y) eindeutig und stetig
erklart. Thre Werte im Bereich B erfiillen dann eine gewisse Strecke
einer Zahlengeraden, der ¢-Achse. Versteht man dann unter ¢ irgend-
einen Wert aus diesem Intervall, so definiert die Gleichung

y(x,y)=c
eine Kurve des Bereichs B. Kurven, die zu verschiedenen ¢-Werten
gehoren, schneiden sich nicht im Bereiche B, weil in diesem Bereich
y(x,y) eine eindeutige Funktion ist. Die Gesamtheit dieser Kurven
bildet eine einparametrige Kurvenschar, ¢ heiBt der Parameter der
Schar. Eine solche Schar kann auch durch eine Gleichung der Form

@ (x.y,¢) =0
definiert sein. Es wird dann im allgemeinen nicht zu jedem x-y-Paar
nur ein ¢-Wert gehdren. Es werden vielmehr im allgemeinen durch
jeden Punkt des Bereiches B mehrere Kurven der Schar gehen. Die
Auflésung

¢ —v (%)
ergibt dann eine mehrdeutige Funktion vy (x,y), z B. die mit zwei
Vorzeichen wihlbare Quadratwurzel. Wir wollen voraussetzen, daB
@ (%,9,¢) in einem gewissen Gebiete G der x, y, ¢ eine eindeutige
stetige Funktion von x,y, ¢ ist, die stetige partielle Ableitungen nach x,

nach y und nach ¢ besitzt; %Zi sel von Null verschieden. In der Um-
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gebung eines jeden solchen der Gleichung ¢ (¥, y,c)= 0 geniigenden
Wertetripels %, y,,c, werden dann die bekannten Sitze iiber implizite
Funktionen verwendbar, und man hat daher in der Umgebung einer
jeden solchen Stelle (x,,y,) eine oder mehrere eindeutige und stetige
Auflésungen
c=y(x,9).

Wir setzen nun weiter voraus, daB w(x, y) mit stetigen ersten Ab-
leitungen versehen sei. Dann gilt der Satz:

Die Kurven einer jeden einparametrigen Kurvenschar geniigen
einer Differentialgleichung erster Ordnung.

Wenn man namlich die Gleichung

c=v(x9)
nach x differenziert, so bekommt man
0_ ¥ | 2wdy
0% oy dx’
und dies ist schon die gewiinschte Beziehung zwischen x,y,y" der
durch unsere Gleichung dargestellten Kurven.

Ist die Schar in der allgemeinen Form

¢ (%y,0)=
gegeben, so wird analog
0 op d
24T —0.
Eliminiert man dann ¢ aus diesen beiden letzten Gleichungen, so er-
hélt man die gewiinschte Differentialgleichung.
Zwei Beispiele werden die Dinge vollends klarlegen.

Die Tangenten einer Kurve

n=f(£)

machen eine solche einparametrige Kurvenschar

y=FfE&+r1@E(x—28
aus. £ ist der Parameter der Schar. Differenziert man nach x, so
findet man natiirlich
Y =f"(§)
fiir die Richtung der Tangenten. Nun hat man & aus beiden Gleichungen
zu eliminieren, wenn man nicht die beiden Gleichungen

y=r@+7x—8

Y =1
etwa als eine Parameterdarstellung der Differentialgleichung selbst
ansehen will. Tatsidchlich werden wir uns spiter mit Differential-

gleichungen befassen, die in dieser Form gegeben sind oder auf
diese Form gebracht werden kénnen.
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Wenn z. B.
n=74§
die vorgelegte Kurve ist, so hat man

y=£§"+2&(x—§)

y = 2&.
So erhilt man die Differentialgleichung

und

y= 3—)4—“—|—y' (\x—-:;») oder 9% —d4xy +4y=0

der Parabeltangenten.

Durch
X2yt =2
ist die Schar der konzentrischen Kreise gegeben. Also wird
x+yy =0

die Differentialgleichung der Schar.
Ebenso wird
2yy' —1=0
die Differentialgleichung der Parabelschar

y*=x-+C.

§ 4. Exakte Differentialgleichungen.

Die Bemerkungen des vorigen Paragraphen fiihren uns zu einer
weiteren Integrationsmethode.

Wenn namlich die Koeffizienten P(x,y) und Q(x, y) einer Dif-
ferentialgleichung P -- Q4" == 0 der Integrabilititsbedingung

aP _ 8Q
9y~ ox
genligen — solche Differentialgleichungen heiflen exaki —, so gibt

es nach bekannten Sitzen der Integralrechnung eine Funktion ¢ (x, y),
deren Ableitungen P und Q sind. Dann besagt aber die Differential-
gleichung, die man dann in der Form

op | dpady
ox T
schreiben kann, weiter nichts, als daf lings einer jeden Integralkurve
der Differentialgleichung die Funktion ¢ (x,y) einen festen Wert an-
nimmt. Dann wird also ¢ (x,v)=C die Schar der Integralkurven.

Wenn z. B. die Gleichung

o d
x"—{—ygd%%:O

vorliegt, eine homogene lineare Gleichung, die man auch nach S. 10
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behandeln konnte, so ist sicher die Integrabilititsbedingung fiir die
Koeffizienten erfiillt. Man berechnet dann bekanntlich die Funk-
tion @(x,y) so: Da die x-Ableitung von ¢ den Wert x? besitzt, so
findet man

o= [z 4 yio) =% 4 v().

Hier bedeutet y(y) eine Funktion von y, die nun aus der Bedingung
zu bestimmen ist, daB

oy 9
oy y
sein soll. Das liefert aber
y'(y) = 9>
Also wird
y3
() =g+
So finden wir
3+ 3
o="5"+o.

DaB die Ableitungen dieser Funktion die richtigen Werte haben, be-
statigt man leicht. So sind also

2 4yi=C

die Losungen unserer Differentialgleichung. Wiinscht man insbesondere
die Integralkurve durch den Punkt x,y,, so wird

2%+ 9 =x® + 9
deren Gleichung.

§ b. Der integrierende Faktor.

Wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung

P(x,9)+ Q)% =0

nicht der Integrabilitatsbedingung geniigen, so kann man doch hoffen
dieselbe durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion M (x, y),
die man Multiplikator oder auch integrierender Fakior nennt, in eine
exakte Differentialgleichung zu verwandeln. Denn wenn man annimmt,
daB die Differentialgleichung Losungen besitzt, und daB die Schar
ihrer Losungskurven durch

p(x,y)=c
gegeben ist, so mubB die Differentialgleichung auf die Form
o
dy EY’
dx g

oy



16 I,1. Elementare Integrationsmethoden.

gebracht werden konnen. Daher muB3

oy
P ox
Q  op
oy
sein. Daraus folgt
dp op
ox 0y
P Q0

Setzt man den gemeinsamen Wert dieser beiden Quotienten gleich M/ (x, ),
so findet man, daB

op op
%—_MP, Vayr_MQ

ist, daB also tatsichlich die Differentialgleichung
iy
MP-+4 MQ 70

exakt ist. Wie kann man nun aber eine solche Funktion M wirklich
bestimmen? Da die Funktionen MP und MQ der Integrabilitits-
bedingung geniigen miissen, so findet man fir M die partielle Dif-
ferentialgleichung

d(MP) _ 3(MQ)
= e

Man kann sie auch so schreiben:
oM oM opP 0
Py~ 5Z+M<5?_a_g) = 0.
Man mag geneigt sein, die Integration dieser partiellen Differential-
gleichung fiir schwieriger zu halten, als die der urspriinglich vor-
gelegten gewohnlichen Differentialgleichung. Indessen muf3 man be-
denken, daB man fiir unsere Zwecke nur irgend eine, lange nicht die
allgemeinste Losung der partiellen Differentialgleichung braucht. Und
tatsdchlich ist es oft leicht, aus dem bloflen Anblick der Gleichung
eine ihrer Loésungen zu finden. Einige Beispiele mogen dies klar-
legen.
Wenn etwa
1(or _00)

Q\dy ox

nur von x abhingt, so kann man der partiellen Differentialgleichung
durch eine Funktion geniigen, die nur von x abhidngt. Denn macht

man die Annahme
oM
oy =%

so reduziert sich die partielle Differentialgleichung auf

o ()

Jay ox
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oder M P,g,

Daraus findet man sofort

M=c¢
Die linearen Differentialgleichungen konnen z. B. auf diese Weise

integriert werden. Doch sind dies natiirlich nicht die allgemeinsten
hierher gehérigen Differentialgleichungen. Denn auch

. ay
y+xy—+siny 4 (x4 cosy) = =
kann so integriert werden. Ein Multiplikator ist ¢?. Das allgemeine
Integral wird
e®(xy + siny) =c.

Manchmal kann man Vorteil aus der Kenntnis des Zusammen-
hanges zwischen den verschiedenen Multiplikatoren ein und derselben
Differentialgleichung ziehen.

Wenn nimlich M (%, y) ein Multiplikator, und f(x, y) =c das all-
gemeine Integral®) einer gewihnlichen Differentialgleichung sind, so ist
auch M-f etn Multiplikator. Denn man rechnet nach:

?(MfP)__2(MfQ) — 2T ap — 2 arq 4 20D _fa<MQ>

0y ox
_ dy 0f of dy
—_MQ<dxay 5;) wegen MP‘f"MQ; =
— ofdy
=0 wegen + Gydx =

Da weiter das allgemeine Integral auch in der Form

p(f)=c¢
geschrieben werden kann, wenn man unter ¢ (w) eine willkiirliche
differenzierbare Funktion versteht, so ergibt sich, da auch

. o M-9(f)
ein Multiplikator ist.

Wenn umgekehri der Quotient zweier Multiplikatoren M, und M,
nicht von x und y unabhdngig ist, so stellt
Ml

M,

1) Vorbehaltlich einer spidteren schirferen Begriffsbestimmung werde
unter einem allgemeinen Integral irgend eine einparametrige Schar von Inte-
gralen der Differentialgleichung verstanden.

Bieberbach, Differentialgleichungen. 2
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das allgemeine Integral der Differentialgleichung dar. Wenn niamlich

af _ dy

ax M 1P + M 1Q ax
und

g _ dy

7r = M P+ M0
gilt, so stellen sowohl

fx,y)=c wie @@®y)=C

das allgemeine Integral dar. Liangs einer jeden Integralkurve haben
also sowohl f wie ¢ konstante Werte. Die Werte von ¢ sind also be-
kannt, wenn man die von f kennt. Daher kann ¢ als Funktion von
f dargestellt werden. Nun hat man aber

dop __ M, (P+Qy) M,

af — M (P+Qy" M’

Da aber weiter, wie wir eben sahen,

p="F(f)
ist, so ist auch
do ’
P ()
Daher ist wirklich
M.
W=F0=

das allgemeine Integral.

Man kann von diesen Bemerkungen auch auf die folgende Weise
zur Integration von Differentialgleichungen Gebrauch machen. Es sei
etwa ein Multiplikator von

WP+ 2+ @ +9)y =0

zu bestimmen. Wir schreiben die Differentialgleichung so:

(® 4 2%y) + (x +yy) = 0.

Betrachtet man dann erst einmal die beiden Differentialgleichungen

y?+#% =0  und  x4yy=0
gesondert fiir sich, so ist man leicht in der Lage, die samtlichen
Multiplikatoren einer jeden derselben zu bestimmen. Die erste be-
sitzt den Multiplikator x =3y~ % und x~2% 4 9~ 2% = ¢ ist ihr allgemeines
Integral. Also ist
x—sy—3F<x—2+ y—2>

der allgemeinste Multiplikator der ersten Gleichung. Ein Multiplikator
der zweiten ist 1 und x? 4- 9% = ¢ ist ihr allgemeines Integral.

Also ist '

f(x®+y?

ihr allgemeinster Multiplikator. Wenn es nun gelingt, eine Funktion
u finden, die als Multiplikator der beiden Differentialgleichungen zu-
gleich brauchbar ist, so ist dieselbe auch ein Multiplikator der wur-
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spriinglich gegebenen Differentialgleichung. Es kommt also darauf an,
der Bedingung

x—sy—3F<x—2 + y—e) —_ f(xﬁ _|__ y‘.’)

zu geniligen. Man sieht leicht, daB es hinreicht

[ +99) (6 +)7%  wnd Pty s by
zu wihlen. Daher ist

(2 + y?)=*h
ein Multiplikator der gegebenen Differentialgleichung. Man bestitigt
dies leicht.

§ 6. Die Clairautsche Differentialgleichung und
Verwandtes.

Die Differentialgleichungen

werden am zweckmiBigsten dadurch behandelt, daB man

y' =1
als neue unbekannte Funktion einfiihrt. Kennt man ndmlich erst ein-
mal ¢’ als Funktion von x, so setze man diese nur in die gegebene
Differentialgleichung, um damit eine Gleichung zwischen x und y allein
zu erhalten. Man verifiziert dann, daB sie ein Integral der Differential-

gleichung liefert. Den Verlauf des Verfahrens wollen wir uns jetzt
am Beispiel der Clairautschen Differentialgleichung

y=xy"+ 1)
etwas niher ansehen. Um eine Differentialgleichung fiir die neue
unbekannte Funktion

‘=19

zu bekommen, differenzieren wir

y=xp+(p)
nach 2. So finden wir
p=p+xp" +1(p)p

P’ (x+ () = 0.
=0

5+ (p)=0.

oder
Also ist entweder
oder aber

%
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Im ersten Falle wird

p=c.
y = xc -+ £(0)

das allgemeine Integral. Das ist also eine Schar von geraden Linien,
Im zweiten Falle aber wird

x = —f(p)
y=xp+f(p),
y=—2pf @)+ 1)

zusammen gibt eine Parameterdarstellung einer bestimmten Kurve
der x,y-Ebene mit p als Parameter, die gleichfalls der Differential-
gleichung geniigt. Denn auch fiir diese Kurve wird, wie man leicht
ausrechnet,

Daher wird dann

Dies mit

d. h. mit

y =9

Diese Einzelkurve, die zu dem schon gefundenen allgemeinen Integral
noch hinzutritt, nennt man ein singuldres Integral, wahrend man im
Gegensatz. dazu die im allgemeinen Integral enthaltenen Einzel-
integrale als paritkulire Integrale bezeichnet. Das Vorkommen
solcher singuldrer Integrale, das Taylor zum ersten Male im Jahre 1715
bemerkte, scheint im Widerspruch mit unseren seitherigen Auf-
fassungen iiber die Integrale der Differentialgleichungen zu stehen.
Wir wollen daher ibr Vorkommen mit dem allgemeinen Integrale in
Zusammenhang bringen und damit eine Aufklirung geben, die
Lagrange 1774 gefunden hat. Zu dieser Aufklirung fiihrt uns die
Bemerkung, daB im Falle der Clasrautschen Differentialgleichung
das singulire Integral einfach die Enveloppe der einparametrigen
Kurvenschar des allgemeinen Integrales ist. Will man namlich die
Enveloppe der Geradenschar

= xc + f(c)

bestimmen, so hat man bekanntlich?) diese Gleichung nach dem

1) Ohne auf eine allgemeine Theorie der Enveloppen einer beliebigen
Kurvenschar eingehen zu wollen, sei hier nur so viel gesagt. Bei den
Geradenscharen

y=uxc+f(c)

mogen vorab die folgenden Bemerkungen Platz haben. Da die Schargeraden
einander nicht parallel sind, so schneiden sich je zwei derselben. Wenn man
eine Kurve sucht, die von den Geraden der Schar beriihrt wird, so kann man
sich gegenwirtig halten, dafi zwei geniligend benachbarte Tangenten sich in
der Nidhe ihrer Beriihrungspunkte schneiden und dafi der Beriihrungspunkt der
Geraden ¢ als Grenzlage des Schnittpunktes der beiden Geraden ¢ und ¢-}- &
fir #-— 0 aufgefafit werden kann. Der Schnittpunkt aber bestimmt sich aus
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Parameter ¢ zu differenzieren und dann aus beiden Gleichungen ¢ zu
eliminieren. So findet man hier fiir die Enveloppe

= —f()

y = xc + f(c)-
Das ist aber gerade die Parameterdarstellung des singuliren Inte-
grales. Da aber nun die Enveloppe von den Kurven des allgemeinen
Integrals berithrt wird, so geniigen auch ihre Linienelemente der
Differentialgleichung, Unter einem Linienelement verstanden wir ja
ein Wertetripel %, vy, ¥ oder geometrisch einen Punkt %, y ver-
einigt mit dem Richtungstangens einer ihn passierenden Geraden.
Da dann aber alle Linienelemente der partikuliren Integrale der
Differentialgleichung geniigen, so geniigt auch ein jedes Linien-
element, das ein sqlches partikulires Integral mit der Enveloppe im

;:ien beiden Gleichungen
y=sxc+1()
y=xC+hr+flc+h
oder auch aus den beiden Gleichungen
y=xc+()
0 N1

Geht man nun zu %2 —» 0 tiber, so erhdlt man, wie im Text angegeben wurde,
zur Bestimmung des Punktes, in dem die Gerade ¢ die Enveloppe beriihrt,
die beiden Gleichungen

y=2e+f@) g Y=l O+
0=z+4f"(9), x=—1"(0),

die man also als eine auf den Parameter ¢ bezogene Darstellung der Enveloppe

auffassen mag. Man iuberzeugt sich weiter leicht, daf die Enveloppe in ihrem

Punkt ¢ von der Schargeraden ¢ berithrt wird. Denn die Gleichung der Tangente
an die Enveloppe im Punkte ¢ wird ja

y=xc+f(0).
Bei diesen letzten Darlegungen ist stillschweigend angenommen, dafi die
beiden Gleichungen
x=—1"(c)

y=—cf" )+ ()
tatsichlich eine Kurve bestimmen. Das ist nur dann nicht der Fall, wenn
f’(c) von ¢ unabhingig ist. Sei etwa f’(c)=q4. Dann wird f(c)=ac b,
also die Enveloppe durch den Punkt

¥x=—a, y=0b
geliefert. Tatsdchlich bestehen dann ja auch die Losungen der Differential-

gleichung
y==xy'+ay'+b
y=xc-+4ac-4b,

¥=—=—a, y=10

aus den geraden Linien
die alle durch den Punkt

hindurchgehen.
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Beriihrungspunkt gemeinsam hat, der Differentialgleichung. Da aber
die Enveloppe nur solche Linienelemente besitzt, so ist es nicht ver-
wunderlich, daB die Enveloppe der partikulidren Integrale der Diffe-
rentialgleichung geniigt. In diesen Bemerkungen ist schon das all-
gemeine Gesetz begriindet, daB stets die Enveloppen der partikuldren
Integrale als singulire Integrale der Differentialgleichung geniigen.

Auch bei der Lagrangeschen Differentialgleichung
)+ o()=0

erlaubt es die Einfithrung von
Y =,
die vorzunehmenden Auflosungsprozesse erst nach der Integration aus-
zufithren. Fithrt man ndmlich 9" = ein und differenziert nach x,
so erhilt man
L+pf(@)+yf @) + ¢ )¢ = 0.

Fiihrt man nun noch y statt x als unabhingige Variable ein, so erhilt man

L+ 8(B) + 91 B2 5o+ ¢/ (B)p5E — 0

fir p(y). Geht man Zur Umkehrungsfunktion y(p) iber, so wird
2 (LHDFB) +y b1 (B) + b0 (B) = O

und das ist eine lineare Differentialgleichung fiir y(p).

Hat man aus ihr y als Funktion des Parameters $ bestimmt, so
liefert die Differentialgleichung selbst leicht auch x als Funktion dieses
Parameters. DaBl man so wirklich die Losungen in Parameterdarstellung
gefunden hat, verizifiert man leicht durch Einsetzen in die Differential-
gleichung.

Ganz ahnlich .verfahrt man auch bei den anderen Differential-
gleichungen, die zu Beginn dieses Paragraphen aufgefithrt wurden.

§ 7. Ziel und Tragweite der elementaren Integrations-
methoden.

Nach unseren Erfahrungen kann man es wohl als das Ziel der
elementaren Integrationsmethoden bezeichnen, geschlossene Ausdriicke
fiir die Losungen von Differentialgleichungen zu finden. Als Hilfs-
mittel werden dabei die elementaren Funktionen und die Quadraturen,
d. h. die unbestimmten Integrale zugelassen. Es ist ja ein bekannter
Satz von Liouville, daB man nicht alle unbestimmten Integrale, auch
wenn die Integranden elementare Funktionen sind, durch elementare
Funktionen ausdriicken kann. Elementar heiflen dabei alle Funktionen,
die sich durch endlich oftmalige Anwendung algebraischer, exponen-
tieller und logarithmischer Prozesse explizit darstellen lassen. Ebenso
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sollen jetzt noch endlich viele Quadraturen zugelassen werden. Es
ist wieder ein Satz von Liowville, daB man nicht alle Differential-
gleichungen erster Ordnung auf diese Weise 16sen kann. Die Bei-
spiele, an denen das Liouville gezeigt hat, gehéren dem Gebiet der
sogenannten Riccatischen Differentialgleichungen an. Darunter ver-
steht man eine Differentialgleichung von dieser Gestalt:

(1) Y =y (%) + &y (%) y + a5 (¥)y°

Euler, dessen ,Institutiones calculi integralis auch heute noch die
reichste Sammlung elementar integrierbarer Differentialgleichungen
enthalten, hatte sich damit befaBit, elementar 1ntegrlerbare Fille der
speziellen Riccattschen Gleichung

2 y' 4+ y?=axm (a = Konstante)

zu finden. Sein Ergebnis ist dieses: Es ldft sich Trennung der
Variablen stets dann erreichen, wenn der Exponent m unter Verwendung
einer ganzen positiven Zahl k in einer der beidem Formen

— 4k d — — ik
=%rr1 oaer =1
geschrieben werden kann. Im ersten der beiden Fille macht man die
Substitution _— -1
J— m P YR
&=, m +1
und gelangt so zu der Differentialgleichung
' 2___ % m it — — 3
AR A —(m+1)2t mit # h—q"
In einer solchen geht man dann mit der Substitution
1 1 2
t=. Z=53—5
weiter und gelangt zu
: —4(k—1)
2 —_ )
22 = (m+1)2 mit ”“2(k—1)+1‘

Somit kommt man durch mehrmalige Verwendung solcher Substitu-
tionen in allen erwihnten Féllen nach endlich vielen Schritten
zu einer Differentialgleichung

Y 4yi=«
mit konstantem @, in welcher also die Variablen getrennt sind. Als
Grenzfall £ — oo ist unter den Riccatischen Gleichungen auch noch

Y+t =ax?
enthalten. Hier fiihrt die Substitution y =—1— zu einem der schon behan-
delten Typen. Liouville hat nun gezeigt, daB die hier aufgefiihrten die
einzigen Fille sind, in welchen spezielle Riccatische Gleichungen

elementar integrierbar sind. Damit hat er Beispiele von Differential-
gleichungen gegeben, welche nicht elementar integrierbar sind. Die
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Liouvillesche Arbeit, auf die wegen des Beweises verwiesen werden
muB, steht in Liowvilles Journal de mathématiques, Bd. 6 (1841).

Der Leser wird noch ein Wort iiber die allgemeine Riccatische
Gleichung (1) vermissen. Sie wird durch die Substitution

(3) = X Tdr

in die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

(4) agu” — (o) + e e)u’ + ago?u=0

iibergefiihrt!). Der von Euler behandelte spezielle Typus (2) fithrt auf
u” —axmy =20,

Z%ik_l elementar integriert werden kann. Elementar

sind weiter diejenigen dem allgemeinen Typus(1)angehérigen Gleichungen

zu integrieren, in welchen

die also fiir m =

’
oy . .
@ty = €, - + a, =¢, ist (wo ¢, und ¢, Konstantensind).

Denn dann bekommt die lineare Differentialgleichung (3) konstante
Koeffizienten und kann daher, wie wir S.116ff. sehen werden, elementar
behandelt werden. Bei Betrachtung der linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung werden wir nochmals auf die Riccatischen zuriick-
kommen und dann noch einen allgemeinen Satz iiber dieselben kennen
lernen.

II. Kapitel.

Die Methode der sukzessiven Approximationen und
verschiedene Anwendungen derselben.

Die bisher verwendeten Methoden sind recht primitiv und dem-
entsprechend ist ihre Tragweite gering. Natiirlich kann man in hin-
reichend einfachen Fillen ErsprieBliches mit denselben erzielen, aber
in komplizierteren Fillen werden die Resultate rechnerisch recht um-
stindlich. Daran #ndern auch nichts die Uberlegungen, durch die
Lie die Theorie der elementaren Integrationsmethoden auf eine
systematische Basis gestellt hat. Auch ist die Ausbeute fiir die Unter-
suchung der funktionentheoretischen Natur der Losungen und ihres
numerischen Verlaufes sehr gering, ganz abgesehen davon, daB es,
wie wir sahen, Fille gibt, wo diese Methoden gar nicht zum Ziele
filhren konnen.

Es ist daher an der Zeit, daB wir uns wieder auf unsere Auf-
gabe besinnen und uns nicht in das Studium der Losungsmethoden

1) Jede lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung kann durch
Umkehrung dieses Prozesses auch in eine Riccatische verwandelt werden,
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verlieren und nicht dariiber die Losungen selbst vernachldssigen. Dies
ist auch der Grund, weswegen ich hier auf Lie nicht niher eingehe?).

Wir wollen zunichst eine bequeme, gut konvergente Methode
zur niherungsweisen Integration von Differentialgleichungen kennen
lernen. Wir werden uns dabei auch gleichzeitig vergewissern, daf
in der Tat jede Differentialgleichung Losungen besitzt, und damit
zugleich die S. 4 ausgesprochene Vermutung beweisen.

§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen,

Zunichst wollen wir den folgenden Satz beweisen.

Existenztheorem: In der Differentialgleichung

dy
1) 5 =f%y)
sei (%, y) in einem gegebenen konvexen Bereiche®) B der x y - Ebene stetig

und geniige fiir jedes dem Bereiche angehirige Punktepaar (x,y,) und
(%, ¥o) der Lipschitzschen Bedingung

[F(x9) — F(%9) | S M|y, — 9],

wo M eine passende, von x, von y, und y, unabhingige positive Zahl ist.
In B sei ferner |f(x,y)| < M. Es seien weiter a und b zwei positive
Zahlen, die der Bedingung

b>aM

gentigen, und fiir die das Rechieck R:
(x— | <a, |y—y|<b

dem Bereiche B angehort. Dann gibt es gemaw eine samt threr ersten
Ableitung in |x — x| < a stetige Funktion y = @ (%), die der Diffe-
rentialgleichung (1) geniigt, fir die also in |x — x,| < a

¢’ (¥) =1 (%, 9 (%))

gilt, und die zugleich durch den Punkt (%, y,) hindurchgeht, fir die
also @ (%) = ¥, ist.

1) Sophus Lie hat in seinem gemeinsam mit Georg Scheffers herausgegebenen
Buch: Vorlesungen @ber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Trans-
formationen (Leipzig 1891) eine eingehende Theorie der elementaren Integrations-
methoden gegeben. Man vergleiche auch den gerade herausgekommenen Bd. ITI
der gesammelten Abhandlungen von Lie.

%) Unter einem ,Bereiche der » y - Ebene“ werde ein fiir allemal eine
Punktmenge dieser Ebene verstanden, die eine passende um jeden ihrer Punkte
gelegte Kreisscheibe gleichfalls enthdlt und die aufierdem aus nur einem Stlick
besteht, so daf man also je zwei ihrer Punkte miteinander durch einen dem
Bereiche angehdrigen Polygonzug verbinden kann. Enthidlt der Bereich tiber-
dies die geradlinige Verbindung eines jeden ihm angehdrigen Punktpaares,
so heifit er konvex.
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Die im Satz genannte Lipschitzsche Bedingung ist sicher dann
erfilllt, wenn f(x,y) eine in B stetige partielle Ableitung nach y be-

sitzt. Denn wenn diese dann in B der Ungleichung

0 .
%l < M gentigt,

dann lehrt der Mittelwertsatz, daB die Lipschitzsche Bedingung er-
fiillt ist.

Um zum Beweis das Verfahren der sukzessiven Approximationen
einzuleiten, geht man von irgendeiner stetigen bei x,, differenzierbaren
Funktion y, (%) aus, die nur der Anfangsbedingung y, (%,) = ¥, geniigen
und auBerdem dem Bereich. B angehéren mége. Man kann als solche
erste Naherung y,(x) etwa die Konstante y, (x) =y, wihlen. Man kann
aber auch, und das wird zweckmiBiger sein, den Polygonzug nehmen,
den wir schon auf S.3 erwihnt haben und der den bekannten Niherungs-
summen der bestimmten Integrale entspricht. Aber wie dem auch sei,
irgendeine solche erste Niherung y, (x) bildet den Ausgangspunkt. Die
weiteren Niherungen werden auf folgende Weise erhalten. Wire schon

D f (9, @)

so wire ¥, (x) eine Losung. Dies wird selten so sein. Daher setze
man

D5 — £ (%, 90 (%)

und bestimme hieraus y, (x) so, daB y,(x,) =y, wird. Dann wird
offenbar

y, (%) = yo+zf £ (%, 9 (%) dx.

ay,

Nun bestimmt man y, so aus —-* = f(x, 9, (x), daB y, (x,) = y, wird,
7
und findet Yy (£) = yo+ J F(% v, (%)) dx.
Zo
Alligemein wird
ayn

d7=f<x’yn—1)

und also Yo (%) = ¥o+ ff'(x, Yoy (%) d .

Wir wollen zeigen, daB der lim y, (x) existiert und daB die
nrw
Grenzfunktion y(x) = lim y,_(x) eine Losung der vorgelegten Diffe-
n—r»wo

rentialgleichung ist. Zunidchst erdrtere ich die Frage, ob man die
angegebenen Schritte tatsdchlich ausfithren kann. Das geht dann und
nur dann, wenn die Kurven y =y, (x) fiir das Intervall |x —x,| < a
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alle dem zugrunde gelegten Bereich angehéren. Fiir y, (v) wurde
dies vorausgesetzt. Fiir die anderen y, (x) aber wird.

x
|9 (2) = 90 | < [1£(%, v0oa) | d2 < M| 2 — 50|
Zo
Die Seitenlingen des Rechtecks R sind 24 und 2b. Nun ist
b
a < Iy
angenommen. Daher liegen fiir |x — x,| < a alle Néherungskurven

¥, (%) im Rechteck R.
Weiter bemerkt man, daB

l 1 (%) — v, (%)

l\ x— %

beschrankt ist. Unter N eine passende Zahl verstanden, hat man also

|91 (%) — 9o (%) | S N | % — |-

Ferner wird

1y2(x)_y1(x)l=|xf(f(x’ ¥1) — f(x’yo))dxléMle|y1 (x)—yo(x)idx‘

z
[%— 2"
SMN|[[|x— x| dx| =M N E0L,
Zo
Allgemein wird, wie man durch vollstindige Induktion nachweist,

|V (%) — ¥, 1 (%)] gMn—l.N.M;n!@f_
Denn nimmt man

|
| Yoy (8) — ¥, g (1) S M"—2.N'7

als richtig an, so folgt aus

Iln—1
— %

(n :_lj !

1u(2) = s ()= S {10 3,) 5 3
daB ’

1

lyn(x) - yn-l(‘x>| < Mif{yn—l - yn—‘.‘.ldxl < ‘Wﬂ_l'N"x—’.{o .

ist.
Die Reihe
(%) =lim y, (x)
=90 (*) + (90 = % (%) + . F (Y () — Yoy () + -

konvergiert hiernach absolut und gleichmaBig fiir alle ¥ mit |x—x,|<a.
Die Konvergenz ist mit der der Reihe fiir die Exponentialfunktion
vergleichbar. Sie ist also eine sehr gute. Wegen der gleichmiBigen
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Konvergenz ist y(x) stetig in |x — x| <a. Da y, (x) in R verluft,
ist f(x,y,) erklirt und eine stetige Funktion von x. Aus

Yo (%) = yo"}‘xff(x’ Vu_1) 4%

ergibt sich fiir » — oo, weil y,_,— v gleichmibBig fiir alle | x — %y |< a,

Daraus folgt

So haben wir also eine Losung der Differentialgleichung ge-
funden, die der gegebenen Anfangsbedingung geniigt. Wir wollen
uns noch iiberzeugen, daB sie tatsichlich die einzige LOsung ist.
Denn nimmt man an, Y (x) und y(x) seien zwei Lésungen, die der
Bedingung

Y (%) =Y (%) = %,
geniigen. u sei das Maximum der Differenz |Y (x) — y(x)| fiir
%< x < %)+ o ist dabei eine Zahl, iiber die wir gleich noch
niher verfiigen werden. Dann ist

f%Y) = fxy) | <MY —y][.
V' —y'=f(xY)—f(xy)

Y—y|SMpjxs—%|SMup-a.

Sei nun weiter ¢:e<i so ist
2M’

]Y(x)—y(x),g»;i fur x,<x < xp o,

Aus

folgt weiter

was nur dann keinen Widerspruch gegen die Definition von u be-
deutet, wenn u =0 ist. Dann fallen aber zwischen x=x, und
x = %,+ o beide Lésungen zusammen. Ebenso schlieBt man im
Intervall x)— ¢ < x < x, usw. Tatsichlich existiert also nur eine
Losung bei gegebener Anfangsbedingung?!). Der eingangs ausge-
sprochene Satz ist also nun in allen Teilen bewiesen. Die Gesamt-
heit der nach ihm vorhandenen Integrale machen das allgemeine Inte-

1) Man kann unschwer unser Ergebnis dahin erginzen, daf es
aufier der gefundenen keine Losung gibt, fiir die lim f(x) =y, ist. Wenn
. T2
man also von einer Losung f(x) nur voraussetzt, daf sie fiir », <x <#,-+a
“differenzierbar ist, und daB lim f (x) =y, ist, so ist sie schon mit der im Existenz-
z->a,
theorem angegebencn identisch.
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gral der Differentialgleichung aus. Jedes einzelne derselben heift ein
partikulires Integral. (Vgl. dazu die vorldufige Erklirung S.17.)

Bemerkung: 1. Unsere Beweisfilhrung 146t nicht erkennen, inwieweit
die gemachten Voraussetzungen fiir die Richtigkeit der Behauptungen not-
wendig sind. In dieser Hinsicht hebe ich folgendes hervor. Fiir die Existenz
der Losungen reicht die Stetigkeit von f(x,s) hin. Erst fiir die Einzigkeit
der Losung, d. h. ihre eindeutige Bestimmtheit durch die Anfangsbedingungen
mufi eine weitere Bedingung wie die Lipschitzsche gefordert werden. Dies
hat zuerst Peano erkannt. Einen besonders durchsichtigen Beweis hat Perron
Annalen 76 gegeben. Dafi die Einzigkeit der Losung ohne Lipschitz - Be-
dingung verloren gehen kann, sieht man schon an der Differentialgleichung

y'=vIr]
2
an der Stelle x=9=0. Denn y=0 und y:%—

durch diesen Punkt. Vgl. auch S. 83ff.

2. Die Gilite der Konvergenz unseres Verfahrens, d. h. die Zahl der Schritte,
welche man nétig hat, um eine gewisse Anndherung an die Integralkurve zu

X

" ] sind zwei Losungen
x
1

erzielen, hiingt wesentlich von der Zahl M, d.h. von dem Maximum von %

in dem Rechteck ab. Man kann sich geometrisch leicht {iberlegen, dafi man
es in einem gewissen Mafie in der Hand hat, durch eine passende Substitution,
die geometrisch auf eine Drehung des xy - Koordinatensystems hinauslduft,
hier einigermafien giinstige Verhiltnisse zu schaffen. Schon S.8 war von der
geometrischen Deutung der Differentialgleichung die Rede. Ihr geometrisches
Aquivalent war ein Feld von Linienelementen. Man kann demselben eine ge-
wisse Ubersichtlichkeit dadurch verschaffen, dafi man die Linien einzeichnet,
in deren Punkten Linienelemente gleicher Richtung liegen. Wir wollen sie

die Isoklinen der Differentialgleichung nennen. Wenn nun aif einen grofien

Wert hat, so bedeutet das geometrisch, dafi sich auf den Parallelen zur
y-Achse die Richtung der Linienelemente rasch dndert, daf also diese geraden
Linien die verschiedenen Isoklinen in rascher Folge durchsetzen. Wenn man
also das Koordinatensystem so legt, daf die Isoklinen einigermafien senkrecht

zur Richtung der x-Achse stehen, so wird im neuen System ;—f einigermafien
klein werden und dann wird die Konvergenz unseres Verfahrens besser. Das
kommt auch bei der geometrisehen Durchfithrung der Methode der sukzessiven
Approximationen zur Geltung.

3. Schon im vorigen Abschnitt wurde erwidhnt, dafi ein Unendlichwerden
von f(»,y) nicht notwendig ein singulires Vorkommen zu bedeuten hat. Es
kann einfach auf der Lage des Koordinatensystems beruhen, und bedeuten,
dafi eine Losung der y- Achse parallel wird. Schon damals stellten wir fest,
dafi man dem durch Anderung des Koordinatensystems, also z. B. durch Ver-

1
fx9)
konnen wir wieder zum Ziele gelangen. Aber es bleibt mifilich, daf z. B.
die Methode der sukzessiven Approximationen liber eine solche Stelle weg
nicht konvergiert. Auch die weitere Verlagerung des Koordinatensystems wird
keine voll befriedigende Antwort geben. Diese bekommt man erst, wenn man
zu einer Parameterdarstellung tibergeht. Man kann dann etwa durch irgend-

tauschung von x» und y, begegnen kann, Wenn also stetig bleibt,

. . d . . .
eine Gleichung 7";-: @ (¥, ¥) mit stetigem ¢ (¥,y) den Parameter ¢ einfithren.
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Tragt man ndmlich rechts die Gleichung y = f(+) einer Losung ein, so ge-
winnt man hieraus durch Quadratur ihre Parameterdarsiellung!), wobei noch
der =0 entsprechende Punkt auf jeder Ldsung beliebig w#hlbar bleibt, wie
es der noch auftretenden Integrationskonstanten entspricht. Durch Einfithrung

dieses Parameters ¢ kann man dann statt % = f (», y) auch schreiben % =f¢

und so diese eine Differentialgleichung durch das System #'=g¢, y'=f.p
ersetzen. Ein entsprechender Existenzsatz lehrt dann wieder, daB es unter ent-
sprechenden Bedingungen fiir f und ¢ genau eine Losung gibt, die fiir t =1,
die Werte %, und y, annimmt. Denkt man noch an die Willkiir in der Wahl
des ¢ =0 entsprechenden Punktes, so kann man auch sagen, es gehe nach wie
vor durch jeden Punkt x,, y, genau eine Losung,

Man kann nun aber auch auf Systeme direkt die Methode der
sukzessiven Approximationen ohne jede nennenswerte Anderung iiber-
tragen und so auch noch allgemeinere Systeme betrachten wie z. B.

dy
o =ry )
a
=e(® %),

Hier wird man dann x, y, z als drei Raumkoordinaten deuten. Geo-
metrisch bedeuten dann diese Gleichungen wieder, daBl jedem Raum-
punkt aus einem gewissen Bereich ein Linienelement zugeordnet wird.
Und dann geht wieder durch jeden Punkt eine Losung. Ich formuliere
nun gleich den Satz fiir das allgemeinste System:

d .
D f gy (= 1,2.m)

Die Funktionen f;(%,y,, ... Y,) seien in einem gewissen Bereich der
x,y;, also z. B. in dem Intervall |x — x| < a, |y —v0| < b, ein-
deutig und stetig erklirt und es sei die Lipschitz- Bedingung

erfiilli. Dann gibt es genau n in einer gewissen Umgebung von x stetige
und mit stetigen ersten Ableitungen versehenme Fumktionen y,(x), welche
diesen Differentialgleichungen gemiigen, und fiir welche y;(xg) = v ist.

Kommt insbesondere auf der rechten Seite x nicht vor, so kann
man x als einen Parameter ¢ auffassen und zu einem eine Gleichung
weniger umfassenden System iibergehen. Durch jeden Punkt des
%, y,-Raumes geht dann genau eine Losung, die das urspriingliche System
in Parameterdarstellung liefert. Denken wir insbesondere an das ebene
System zuriick, wo also zwei auf einen Parameter ¢ bezogene Diffe-
rentialgleichungen x’ = f(x,y), ' = g (%, y) vorliegen, soist dieser Riick-
gang auf eine Gleichung nur dann nicht méglich, wenn an einer Stelle

ax

. d
1) Es wird also i:qo(x, f ), also t:f(p(x’ Fe)”

dt
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%y Yo Sowohl f(x,,y,) wie g(x,, ¥,) verschwinden. Dann wollen wir
diese Stelle eine singulire nennen. Wir werden solche singuldre
Stellen bald noch ausfiithrlicher behandeln. Hier sei nur einiges an-
gefiihrt, was aus unseren seitherigen Darlegungen von selbst sich er-
gibt. Der fiir Systeme ausgesprochene Existenzsatz ist auch hier ohne
weiteres anwendbar. Es gibt genau eine Losung, welche fiir £ =1,
die Werte x, und y, annimmt, das ist eben die Lésung x = x,, y = y,;
der geometrisch in der x-y-Ebene keine Kurve, sondern eben nur der
singuldre Punkt entspricht. Auch hier ist wieder?) zu bemerken, daB
unsere Beweisfithrung die Behauptung mit umfaBt, daB es auch keine
weiteren Losungen gibt, die fiir /— 7, gegen x, und y, konvergieren.
Wohl aber kann es weitere Losungen geben, welche fiir {— oo
gegen x, und y, konvergieren. So sind ja z. B. fiir die Differential-
gleichung

dy v

dx  x’
deren singulirer Punkt x = y = 0O ist, alle Geraden y = mx Losungen.
In Parameterdarstellung kann man das System x’ = x, y’ =y wihlen
und

x=c¢lx,, y=¢ely,
werden Losungen, welche fiir f— — oo gegen x = 0 und gegen y = ()
streben.

§ 2. Die graphische Darstellung der Differential-
gleichungen,

Fiir unsere Zwecke ist die Darstellung vermittelst der Isoklinen
die wichtigste. Wir haben oben schon dargelegt, dall eine Differen-
tialgleichung

2 —f(xy)

jedem Punkt eines Bereiches B, in dem f(x,y) eindeutig, stetig und
mit stetigen Ableitungen erster Ordnung versehen sein soll, eine
Richtung zuordnet, und daB also eine Differentialgleichung durch ein
Feld von Linienelementen graphisch dargestellt wird Um nun in
diese Darstellung eine gewisse Ubersichtlichkeit zu bringen, verbinden
wir die Punkte des Bereiches, welchen die gleiche Richtung zugeordnet
ist, durch Kurven, die wir Isoklinen nennen. Wir versehen die einzelnen
Isoklinen mit Nummern und merken uns in einem nebenan verzeich-
neten Richtungsplan die zugehérigen Richtungen an ?).

1) Vgl, die Fufinote 1) auf S, 28.

?) Man konnte natiirlich auch gerade Linien der verlangten Richtung an
die Isoklinen selbst zeichnen. Es wiirde aber Wirrwarr geben, wollte man sie
hier so lang wihlen, dafi man mit einiger Sicherheit dann durch andere
Punkte Parallelen dazu ziehen kann.
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In Fig. 8 verzeichnen wir das Bild der Differentialgleichung
dy ¥
=y

Fig. 4 zeigt die Differential-
gleichung

% =" +9?,

wobei der kleinste Kreisradius als
Lingeneinheit gedacht ist.

Eine besondere Eigentiimlich-
keit weisen die Linienelemente der
linearen Differentialgleichungen auf.
Diejenigen Linienelemente namlich,

Fig. 3a. Fig. 3b. welche zu Punkten mit gleicher Ab-
szisse gehoren, sind auf einen festen

Punkt hingerichtet. Wenn nidmlich die Differentialgleichung

y +1(®)y+gx)=0
gegeben ist, so gehért das Linienelement des Punktes xy der Geraden
n=y—(f®)y+g&)(¢—=»
an. Das Linienelement des Punktes xy, aber liegt auf
1=y, — (f®)y, + () (¢ — x).

Beide Geraden schnei-
den sich im Punkt

1
§=x+f—(x_)’
_ &=
="

dessen  Koordinaten
also nur von x, nicht
von y oder y, ab-
hingen. Man kann da-
her die Leitkurve

1
§=x+fo)’

statt des Isoklinenfel-
des verwe‘nden, wenn Fig. 4a. Fig. 4b.
man zu jedem ihrer
Punkte die zugehorige Abszisse derjenigen Linienelemente anmerkt,
welche auf diesen Punkt hingerichtet sind. Natiirlich kann man vou



§ 2. Die graphische Darstellung der Differentialgleichungen. 33

hier aus auch leicht das Isoklinenfeld selbst zeichnen. Fig. 5 zeigt
das Bild der Differentialgleichung

y'=yx+1
mit der Leitkurve

1 1
§=x—;: 77=—;

7 —né—1=

Will man also z. B. das
zum Punkt (2, 3) gehorige
Linienelement finden, so
sucht man den Punkt der
Leithyperbel, dessen Ordi-

nate = — 1 ist und ver-
bindet ihn mit (2, 3). Dies
liefert die Richtung des Fig. 5.

Linienelementes (vgl. Fig.5;
an die Hyperbelpunkte sind die Abszissen x angeschrieben).

Will man etwa ausgehend von der Leitkurve die Isoklinen zeichnen,
etwa die zu y' = 2 gehorige Kurve, so lege man durch alle Punkte
der Leitkurve Parallele zu der gewiinschten Richtung der Linienelemente
und bringe diese mit den zu den einzelnen Kurvenpunkten gehorigen
Parallelen zur y-Achse zum Schnitt. So erhilt man zu jeder Abszisse

denjenigen Punkt, dessen Li-
nienelement die gewiinschte
Richtung hat.

Sowohl Isoklinenfeld wie
Leitkurve konnen auch mit
Vorteil verwendet werden,
wenn es sich darum handelt,
in der schon angedeuteten
Weise eine erste Niherungs-
l6sung der Differentialglei-
chung zu zeichnen. Fig. 6 zeigt
eine solche fiir die Differential-
gleichung

y ="+
Man kann die Niherungen natiirlich dadurch verbessern, daB man
die Isoklinen dichter wihlt. Auch empfiehlt es sich, in dem Gebiet
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Isoklinen die Niherungskurve nicht
mit einer der auf den Isoklinen vorgeschriebenen Richtungen zu
zeichnen, sondern dazu das arithmetische Mittel der auf beiden vor-
Bieberbach, Differentialgleichungen. 3

Fig. 6.
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geschriebenen Richtungen zu verwenden. DaBl dies Verfahren bei
geniigender Verfeinerung gegen die wahre Losung konvergiert, werden
wir bald beweisen und dabei gleichzeitig auch die Giite der bei jedem
Schritt erreichten Ndherung abschitzen.

§ 3. Wie beurteilt man die Giite einer Niherung?

Wenn man fragt, wie gut eine Niherung mit der gewiinschten
Losung iibereinstimmt, so verlangt man damit eine Abschitzung der
Differenz zwischen der Niherung und der Losung. Oben, bei der
zeichnerischen Behandlung der Differentialgleichung, waren wir in Ver-
suchung, schon zufrieden zu sein, wenn wir nur sahen, daB die be-
treffende Funktion angenihert der Differentialgleichung geniigt, oder
anders ausgedriickt, wenn sich herausstellte, daB die Richtungen der
Losungen angenihert mit den in den Punkten der Kurve im Feld
vorgeschriebenen Richtungen iibereinstimmten. Und hier erhebt sich
das Problem. Ich formuliere es so: Man hat zwei Differentialgleichungen

d
;l—z=f(x:y)’

&Yt Y) A Y).

Man wiinscht zu wissen, wie groB3 die Differenz zweier Losungen der
beiden Gleichungen sein kann, wenn diese Losungen den gleichen
Anfangsbedingungen geniigen. Man wird natiirlich erwarten, daB ein
kleines 4 (v,Y) einen geringen Unterschied der Lésungen bedingt,
oder mit anderen Worten, daBl die Losungen sich stetig mit der
Differentialgleichung #ndern. Es soll sich aber auch darum handeln,
den Unterschied der Lésungen abzuschitzen.

Man braucht nur wieder die Losungen nach der Methode der
sukzessiven Approximationen zu konstruieren. Dabei ergibt sich die
Beantwortung unserer Frage mit Leichtigkeit. Zur Erleichterung der
Rechnung wollen wir in beide Differentialgleichungen mit der gleichen
ersten Niherung hineingehen. Als solche wihlt man am besten eine
Lésung der zweiten Differentialgleichung, weil man sonst angesichts
der wenigen iiber A (x,Y) gemachten Voraussetzungen nicht sicher
ist, daB das Verfahren konvergiert. Diese erste Nidherung sei

Yo (%) = Y, ().
Die Losungen sollen so bestimmt werden, daB sie fiir x = x, den
Wert y =y, erhalten. Ich setze weiter voraus, dall

sei. Dann finde ich zunichst die beiden Niherungen

Y4 (x) =% +xfwf(x’ Yo (x)) ax
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und z z
Y (#) =%+ [ (% 9,(#)dx + [ A(x,y,(x))dx
Zo Zo
Ibr Unterschied kann so abgeschitzt werden
| Y, (%) — 9, (%) < 0% — %]
Daher wird weiter?)
[F(#9) — (6 Y) | < M|Y, —y, | <OM|x — x].
So erhidlt man dann die Abschitzung
Y, (x)—yg(x)l—‘
(4
— 1[4 ¥ — e ) dxt (4 (5 V) ds| < o g 20l
%o
Daraus ergibt sich wieder leicht

£ (5, Y) — £(5,99)| < M| ¥y — 3y | < 8M* 2L L g0 )5 — s,

—f—d[x—xol

Und daraus findet man

Yy — gy <o MRl gppla=mnl | gy ),
Durch vollstindige Induktion bestidtigt man leicht, daB allgemein
Y, =y < oMt ER gt B R0 g s s, .

Da aber nun fiir die Lésungen Y (x) und y(x) selbst
Y(3) = y() = lm (¥, (x) — 5, (4)}
wird, so findet man aus unseren Abschitzungen leicht:
Y (2) — 9()| < 8|2 — x| eM1osal
Diese Formel ist es, die wir gewinnen wollten.

Sie bringt u. a. zum Ausdruck, daf sich bei festen Anfangs-
bedingungen die Liosungen stetig mit der Differentialgleichung dndern.

Ich wende dies insbesondere an auf den Fall, daB die rechie
Seite der Differentialgleichung stetig von einem Parameter p abhdngt,
genauer, daf sie und die partiellen Ableitungen nach x und y stetige
Funktionen von x,y und dem Parameter u sind. Dann hingen awuch

1) M hat dieselbe Bedeutung wie auf S.25. Uberhaupt sollen auch hier
die dort tiber f gemachten Voraussetzungen gelten. Fur 4 wird die Lipschitz-
Bedingung nicht gefordert, wohl aber soll |4 | <43 in dem damals und auch
jetzt zugrunde gelegten Bereich gelten. Daneben mag man etwa die Stetig-
keit oder abteilungsweise Stetigkeit von A4 (v,y) voraussetzen. Unsere An-
nahme tiber Y, (#) hat natiirlich zur Folge, daf alle Y;(») mit Y (#) ilberein-
stimmen. Es ist aber zweckmifiig das in der Schreibweise nicht zum Ausdruck
zu bringen.

g
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die Losungen stetig von u ab. Wenn auferdem f(%,y, u) eine Ab-
lettung nach u besitzt, die ihrerseits stetig von x, vy, u abhdngt, so be-
sttzen auch die Liosungen stetige erste Ableitungen nach u.

Zum Beweis bilde man den nach u genommenen Differenzen-
quotienten auf beiden Seiten der Gleichung

ay (#, ¢
(F) T)=f(x,y(x, #)> 1) -
Man erhalt
a (y (”1/"+A,“)_:‘y(xn“)> _ eyt dy,u+-4w) —f#x 9,0
ax Au o Au '
Dafiir kann man kurz schreiben?)
d (4y\ _of Ay
(H) E(Z‘,})'—@(%Y‘l"?d%/“f‘ﬁdﬂ)ﬂ
0 .
+ Ly +ddy,ut94p)  (0<8<1).
Das ist also eine Differentialgleichung fiir den Differenzenquotienten g—%,

eine Gleichung, deren Koeffizienten an der Stelle 4 u =0 noch
stetig von dem in die Losung eingehenden Parameter 4 u abhingen.
Fir Au— 0 gehen die Koeffizienten der Differentialgleichung in die
der linearen Differentialgleichung

; d
(G) = 25 ®y,m)z+ Z—Z(x’ Y 1)

iiber. Man wird vermuten, dal die bei x; verschwindende Losung
von (H) bei diesem Grenziibergang Au— 0 stetig in die bei x, ver-
schwindende Losung von (G) iibergeht. Daher besitzt g—r‘ fir Au—0
einen Grenzwert, und somit ist die bei x, der Bedingung y(x,) =y,
geniigende Losung von (F) eine differenzierbare Funktion von u. Den
Beweis erbringt man am besten durch direkte Integration der linearen

Gleichung (G) (vgl. S.10). Die dort gegebene Auflésungsformel 148t
die Richtigkeit unserer Vermutung sofort erkennen.

Bemerkung: Alle Ergebnisse tibertragen sich unverdndert auf Systeme,

§ 4. Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen.

Der naiven Anschauung liegt die Auffassung nahe, daB eine
geringe Anderung der Anfangsbedingungen auch nur eine geringe
Anderung der Lésung nach sich zieht. Wir wollen die Richtigkeit dieser
Ansicht bestitigen und zugleich eine Abschitzung der Loésungsinde-

1) Im Falle, wo f(x,y,u) analytisch von y,u abhingt, entwickle man
rechts nach Potenzen von Ay und Adu.
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rung gewinnen. Auch hierzu leistet die Methode der sukzessiven
Approximationen gute Dienste. Es sei etwa

dy

=Y
die Differentialgleichung, und die Anfangsbedingung fiir die Lésung
Y (x) sei

Y (%) = %5

fir die Losung y(x) aber sei y(x,) =1y, -+ ¢, wo |&| < 7 sei
Dann sei etwa

Yo(x):yo . yo(x)=3’o+5 .
Y, (%) =9+ [ F(x, Vo) dx 9, (%) =1y, +¢ +,,f £, ¥4 (%) dx

@ z
Yy() =30+ 1w Ydx 3 @)=y, +e+ [ 1y, (0)dx.
Zg Zo
Daraus gewinnt man
Y () = 5 (0) | <+ My |x— x|
[Yo(#) — 3 (0)| <+ My |x— x|+ My
Vollstindige Induktion lehrt allgemein

| #—%!®

| % — 7, |®

V(%) —yu()| <n+Myla—zo|+ M9 =00 .+ M"Yy
Durch Grenziibergang folgt
Y (%) = y(2)| < meM 2=l

Wir haben damit zugleich auch die GroBe des Einflusses ab-
geschitzt, welchen eine Anderung der Anfangsbedingungen auf den
Verlauf der Integralkurve duBerstens haben kann. Hitte es sich uns
lediglich darum gehandelt, aufzuweisen, daB die Losung stetig von y,
abhingt, so hitte die Bemerkung geniigt, daB die Niherungslésungen
stetig von y, abhingen und daB die Reihe

Yo+ 2V — Ya-1)

gleichmiBig in y, konvergiert. Das folgt einfach daraus, daB die
Abschétzungen von der speziellen Wahl von y, unabhingig sind, wo-
fern nur (x,, y,) ein Punkt aus dem S. 25 eingefiihrten Rechteck ist.
Man gehe nur unter diesem Gesichtspunkt die Betrachtungen von
S. 26ff. erneut durch!

Die Losungen sind also stetige Funktionen der Anfangsbedingungen

y =%, %)
Ich werde nun weiter zeigen, daB die Losungen auch differen-

zierbare Funktionen der Anfangsbedingungen sind, daB also y(x,y,)
nach y, differenziert werden kann.

.
[#—%["
n!
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Zu diesem Zwecke beachte ich, daB natiirlich die eben benutzten
Néaherungslosungen nach y, differenzierbar sind und schitze diese Ab-
leitungen ab. Da ¢ die Differenz von Y (x) und y,(x) ist, so hat man

@z
n—V, F# 9 @) — (% Yo%)
_1.;._1_1-}—1 =Y. @ dx <1+ M|x — %].
Also ist auch

LSRR AEEEAL

Ebenso wird

Ny [fenfet 4,

&

Also wird fiir e—o0
dy, f dyl
=22 1 d
ay, +

Also

dyﬂ "“"‘o ’

dyo
Allgemein findet man

"y" <14 M|z—xy| .. 4 M E0l

Hieraus schheBt man leicht, daB die Reihe

yd (yn - yn-:L)
- dyo

absolut und gleichmiBig konvergiert. Daher ist bekanntlich auch

y (%, ¥,) = lim y, (%, ¥,)
n->wo

l—i—M’x—on—M2I

nach y, differenzierbar. Denn es gilt
d(}’n Yn - 1)
=1
dy + 2 0

Da die Reihe gleichmdBig in vy, konvergiert, so hdngt d%—:f—
sogar stetig von vy, ab. °

Die Betrachtungen dieses Paragraphen iibertragen sich wieder
unverindert auf Systeme. Hieraus oder auch direkt kann man weiter
schlieBen, daB die Losungen auch stetig von dem Anfangswert x,
abhingen. Man kann sie also in der Form

1) Y= @ (% %o, %)
schreiben und bat dann in @(x; %,,,) eine samt ihren Ableitungen

erster Ordnung stetige Funktion .vor sich. Man kann diese Gleichung
nach y, auflésen und schlieBen, da die Auflésung

Vo= (%, 9, %)
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sclbst samt ihren ersten Ableitungen stetig von x,y, x, abhingt. Die
Auflésung von (1) ist nidmlich einfach durch

Yo = @ (%05 %, )
gegeben. Wenn man nimlich mit (x, y) einen Punkt der durch (x,, y,)
gehenden Losung bezeichnet, so ist diese Losung auch durch diesen
Punkt bestimmt. Demnach muB insbesondere die durch x,y be-
stimmte Losung durch x,y, gehen. Also ist

Yo =P (%0 % %),
und diese Funktion ist samt den ersten Ableitungen stetig in den
mehrerwiahnten Rechtecken.

Bemerkung: 1. Ubrigens kann man die hier eben behandelte Frage auf
das S. 36 erledigte Problem zurlickftihren. Man mache dazu nur in

d
® E=f@9
die Substitution y =Y +4-¢. Dann geht eine Lsung von (D), die fiir ¥ = x,
den Wert y, hat, in eine Ldsung von
dY
——=F#Y+e)

tber, die bei » = #, den Wert y, - ¢ hat. So bekommt man aber etwas weniger
weitgehende Ergebnisse.

2. Dieselbe Uberlegung erlaubt es auch, den Einfluf einer gleichzeitigen
Anderung von Anfangsbedingung und Differentialgleichung zu beurteilen.
Wenn man dies z. B. auf Differentialgleichungen anwendet, deren rechte Seite

fx vy, 0
stetig von x,y und einem Parameter u abhiéngt, so erkennt man, daf die
Losung, welche fiur » =, den Wert y, annimmt, stetig von den beiden Varia-
blen y, und u abhangt Denn eine gleichzeitige geringe Anderung von 9, und
u zieht eine geringe Anderung von f(v,y,u) und also eine geringe Anderung
der Losung y nach sich.

§ b. Die Cauchysche Polygonmethode.

Cauchy hat die bekannte zur Definition des bestimmten Integrales
dienende Methode auf Differentialgleichungen iibertragen. Wir haben
den Ansatz dieser Methode schon mehrfach zur niherungsweisen Inte-
gration verwendet. Schon Euler lehrte ein genidhertes Integral dadurch
finden, daB man vom Anfangspunkt aus in der dort vorgeschriebenen
Richtung ein Stiick weit vorgeht, in einem gewissen Punkte dann zu
der dort vorgeschriebenen Richtung ilbergeht, um diese ein Stiick ein-
zuhalten usw. Ich will das Verfahren auch so beschreiben. Unter
allen moglichen Isoklinen ist eine gewisse Zahl aufgezeichnet. Nur
ihre Richtungen werden zur Zeichnung der Integralkurve verwendet.
Man geht vom Anfangspunkt in der dort vorgeschriebenen Richtung
vor bis zur néchsten Isokline, um dann in der auf ihr vorgeschriebenen
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Richtung ein Stiick voranzugehen bis auf die folgende Isokline usw.
Cauchy zeigte, daB dies Verfahren Funktionen liefert, die gegen das
wirkliche Integral der Differentialgleichung konvergieren, wenn man
nur die zu benutzenden Isoklinen geniigend dicht aneinandergelegt
hat. Wir wollen den Nachweis aus unseren seitherigen Darlegungen
entnehmen und zugleich zeigen, wie man die erreichte Genauigkeit
jederzeit abschitzen kann, Namentlich die Darlegungen des vorletzten
Paragraphen werden das alles érmdglichen. Die Euler-Cauchysche
Methode lauft offenbar darauf hinaus, in dem zwischen zwei Isoklinen
gelegenen Bereiche das Richtungsfeld als konstant anzunehmen, und
zwar so, daB in jedem Punkt die Richtung vorgeschrieben wird, welche
die eine der beiden Isoklinen angibt. Zwischen zwei Isoklinen ist
also das Feld stetig, wihrend es beim Ubergang iiber eine Isokline
einen Sprung erfihrt.

Die Cauchysche Methode verlangt also die Einfithrung eines
allerdings unstetigen Hilfsfeldes und einer Hilfsdifferentialgleichung
Y =F(xY)
die das gegebeneFeld und die gégebene Differentialgleichung %—3’? =f(x9)
approximieren. Die Funktion F (x, Y) ist dabei so erklirt: Aus dem
urspriinglichen Feld wird eine Anzahl von Isoklinen J, J,, ... heraus-

gehoben. Auf jeder werde je ein Punkt, namlich

(%0 ¥0)s (%2 91) -+
genommen. Dann sei auf J, und zwischen

Jo uwnd  J:F (% Y)=/f(%0 %)
auf J, und zwischen J, und J,: F (%, Y)=f(x,, ¥,) usw.
Ich schreibe dann die Hilfsdifferentialgleichung so
iy
&Y P Y)+{F (5 ¥)— f(5 ¥)}.

Setze ich dann noch F — f= A4, so werden die Betrachtungen von
S. 34ff. anwendbar, obwohl F unstetig ist und also auch nicht der
Lipschitzschen Bedingung geniigt. Jedenfalls soll f(x,y) der Lip-
schitzschen Bedingung geniigen und daher konvergieren die auf

ay

Ty =F (%)
beziiglichen Niherungen y,. Die auf .

iy

beziiglichen Niherungen Y, sind aber offenbar alle identisch, wenn
man eben fiir Y, die genaue Losung Y (x) dieser Differentialgleichung,
das bekannte Euler-Cauchysche Polygon, nimmt. Diese Tatsachen
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geniigen aber, um die Betrachtungen von S. 34 ff. anwendbar zu machen.
Man findet daher fiir den Unterschied zwischen der genauen Losung
durch (x,, y,) und der Euler-Cauchyschen Niherung

Y (%) =y (2)] < 8w — g | 1777
Dabei ist offenbar § weiter nichts als eine obere Schranke fiir die
Schwankung von.f(#, y) zwischen zwei aufeinanderfolgenden Isoklinen,

Diese kann beliebig klein gemacht werden, wenn man die Isoklinen
hinreichend dicht wahlt. Man hat also das Resultat:

Wenn die fiir die Euler-Cauchysche Naherung benutzten Iso-
klinen so nahe gewihlt sind, daf zwischen zwei aufeinanderfolgenden
die Schwankung von f(x,y) kleiner als & bleibt, und wenn ferner im
ganzen Bereich f(x,y) der Lipschitzschen Bedingung vom S. 25 ge-
ntigt, so ist der Unterschied zwischen der gemauen Losung von

dy

o =f = y)
und der Euler-Cauchyschen Naherung kleiner als
8| x — x| MRl

Man erkennt hieraus, daB es von Vorteil ist, eine etwas andere
Hilfsgleichung einzufiihren. Man approximiere namlich das Feld
zwischen zwei gezeichneten Isoklinen nicht durch den auf der einen von
beiden vorgeschriebenen Wert, sondern vielmehr durch das arith-
metische Mittel aus den auf beiden vorgeschriebenen Werten. Da-
durch wird der Fehler, z. B. in dem Fall, wo f(x,y) zwischen je
zwei gezeichneten Isoklinen monoton verliuft, auf die Hilfte herunter-
gedriickt.

§ 6. Integration durch Potenzreihen.

Wenn man die spezielle Voraussetzung macht, daB f(x, y) eine
analytische Funktion seiner Argumente ist, so werden auch die Losungen
der Differentialgleichung

ay
i = (%)

analytische Funktionen. Wir wollen uns.davon iiberzeugen.

Ich setze voraus, daB f(z w) fiir |z —zy|<a und jw—w,| < b
eine eindeutige analytische Funktion der beiden komplexen Variablen
z und w sei!). Es soll eine Losung der Differentialgleichung

dw
=1 ®v)
gefunden werden, die fiir z = z, den Wert »w = », annimmt. 2z, und w»,

1) Sie soll also nach z und nach w differenzierbar sein und als Funktion
der beiden Variablen z und w stetig sein.
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konnen dabei beliebige komplexe Werte sein. Man kann auch jetzt
die Losung nach der Methode der sukzessiven Approximationen finden.
Nur miissen jetzt einige Abschitzungen etwas anders gewonnen werden.
Wir bendétigen vor allem eine Abschitzung

[ (5w) —F(2%w)| S M|w, —w,|.
Diese gewannen wir S. 26 aus dem Mittelwertsatz'). Hier muB etwas
anders geschlossen werden. Man muB ja nur erkennen, daB

{f__(._“":_wx) —f (2,w,)

w, —

<M

ist bei passender Wahl von M. Nun ist aber dieser Differenzen-
quotient selbst eine analytische Funktion fiir |z — z,| < o, |0, — w, | <7

und |w, —w,| 7. (Fiir w,—w, kommt ja %}(z, w,) heraus.) Daher

gibt es eine Schranke M, wie wir sie suchen. Wir diirfen ruhig an-
nehmen, daBl sie so gewahlt ist, daB auch

[f(zw)| <M
gilt fir |z —z,| <9, |w.—w,| <r. Wir kénnen nun wie auf S. 26
die Methode der sukzessiven Approximationen ansetzen. Wir wihlen

nur aus bald ersichtlichen Griinden als erste Niherung w, (z) eine
analytische Funktion. Ich setze z. B. w,(z) =w,. Dann wird

%
w, (2)=w, +ff(z’ w,) dz
%0
leicht erkennt man nun auch, daB es eine Zahl M gibt, so da3
(1) |w,(2) —w,| <M|z— 2]
bleibt. Denn w, (2) ist ersichtlich eine analytische Funktion und kann

also in eine Potenzreihe entwickelt werden, die in der Umgebung
von z =z, konvergiert. Sie sei etwa

w, (2)=1wy+¢, (2—2,)+---
Dann wird
w‘z—(?;;% =C¢ ...

auch eine Potenzreihe und daher ist die Existenz der Zahl M gesichert.
Damit ist man nun in der Lage, genau wie auf S. 27 die weiteren
Niherungen abzuschitzen, wofern man nur geradlinig von z, nach z
integriert. Wir miissen uns nur noch &hnlich wie auf S. 27 ver-
gewissern, daB das Einsetzen der gefundenen Niherungen w, (2) in
f (2 w) zu analytischen Funktionen f (2, w, (2)) fihrt. Dazu ist eben
erforderlich, daB die Werte, die w, (z) annimmt, dem Kreis | w— w,| < b

1) Der Leser vergleiche zum folgenden stets die entsprechenden Dar-
legungen von S. 27.
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angehoren. Nun ist aber wegen w, (z)=w,+ f f(zw,_,)dz und

wegen (1) durch vollstindige Induktion
|2, (2) —wy| S M|z — 7.
‘Beschrinke ich mich also auf den Kreis
b
I =% } é M’
so ist sicher |w, (z) —w,| <b. Firr diese z ist also unsere Uber-

legung vollig in Ordnung. Wir gelangen durch sie zu einer gleich-
miBig konvergenten Folge von analytischen Niherungsfunktionen, die

daher fiir |z — z,]| g gegen eine gleichfalls analytische Grenz-

funktion konvergiert. Dlgse ist dann die gesuchte Losung der Diffe-
rentialgleichung. DaB es keine weitere gibt, die denselben Anfangs-
bedingungen geniigt, erkennt man, wie auf S. 28.

Als analytische Funktion kann man sie in eine Potenzreihe

w(z)=1wy+c, (2— 7))+ ...

entwickeln. Da man nun einmal wei, daB man ihre Koeffizienten
so wihlen kann, daB sie eine Ldsung der Differentialgleichung dar-
stellt, so kann man ihre wirkliche Bestimmung auch auf anderem
bequemerem Wege vornehmen. Dazu bietet sich die Methode der
unbestimmten Koeffizienten dar. Man geht mit der Reihe in die
Differentialgleichung hinein und bekommt dadurch gewisse Bedingungs-
gleichungen fiir die Koeffizienten, aus welchen man sie berechnen
kann.

Wenn niamlich der Differentialgleichung

%z—;—f(z’ w) = Yag(z — z) (w_wo)k

die Funktion
w=w,+ c (2 —2)+ ...
geniigen soll, so sind zur Bestimmung ihrer Koeffizienten ¢, nur die
Ableitungen von w an der Stelle z, zu berechnen. Denn es ist ja
1 d*w
“ = %7 a2k

z = Zo
Man entnimmt aber sofort der Differentialgleichung, daB

dw

¢, = 5
1 dz

3 = f (29, wo) = g,
2-—20

ist. Differenziert man die Gleichung einmal nach z und setzt z = z,,
so findet man
atw

of| dw
Ll + 5

aZUw wo dl

2l ¢y =

=801 416

z=1z, az’w=w z=1z,
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So weiterfahrend kann man sukzessive die Koeffizienten berechnen.
Denn jede neue Gleichung erlaubt es, einen weiteren Koeffizienten
durch die vorher schon bestimmten auszudriicken.

Auch die weiteren Betrachtungen von S. 34ff. lassen sich nun un-
verindert iibertragen. Insbesondere lehrt die Uberlegung von S. 36,
daB die Losungen analytisch von den Anfangsbedingungen abhingen
und analytische Funktionen eines selbst analytisch in die Differential-
gleichung eingehenden Parameters sind.

Auch auf Systeme lassen sich die Betrachtungen ohne weiteres
iibertragen.

§ 7. Ubertragung der Sémpsonschen Regel.

In der Integralrechnung lernt man verschiedene Formeln zur
numerischen Quadratur kennen. Die bekannteste ist die Simpsonsche
Regel, die lehrt, daB das Integral

ad

T =[x ax

angendhert durch die Formel

LW =2¢@+ 4 (a E) @+ n)

ausgewertet werden kann. Die Giite der Ubereinstimmung kommt
dort darin zum Ausdruck, daB die Entwicklungen von J (h) und von
J, (k) nach Potenzen von % bis zu den Gliedern vierter Ordnung
einschlieBlich {ibereinstimmen. Auch kennt man Formeln zur Ab-
schitzung des Fehlers.

Es ist ein gemeinsamer Zug aller dieser Formeln, den Integral-
wert niherungsweise durch eine lineare Funktion geeignet gewéhlter
Funktionswerte auszudriicken. Rumge hat es zuerst unternommen,
nach diesem Gedanken Néiherungsformeln zur Auflésung von Diffe-
rentialgleichungen zu gewinnen. Kuffa') hat in Verfolg dieser Unter-
suchungen durch eine lingere Rechnung folgendes Ergebnis ge-
funden.

Dasjenige Integral der Differentialgleichung

% = f(%, ),
welches fir x=x, den Wert y, besitzt, wird fir x = x, | » ange-
nihert durch die folgende Runge-Kutiasche Formel dargestellt:

y(xo+h)=yo+%(K1+ 2K, + 2K, + K,).

1) Zeitschrift fiir Math. u. Phys. 46, 1901
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Hier ist
(x yo)

X, 2: yO

[

K
K,

2

Kh)

f(xo+
Ks_f(xo+2’ Yo T {{Zh)’

K,=f(%+h yo+ Ksh).
Entwickelt man sowohl die Losung, wie diese Ndherung nach Po-
tenzen von k, so. erhidlt man Ubereinstimmung bis zu den Gliedern
vierter Ordnung einschlieBlich.

Was nun die Abschitzung des Fehlers anlangt, den man bei An-
wendung dieser Regel begeht, so gewinnt man durch einige Rechnung
auf Grund des Taylorschen Satzes das folgende Ergebnis. Der Unter-
schied zwischen der wahren Losung y, und der Naherungslosung y,
durch den Punkt (x,, y,) geniigt der Ungleichung

—x |5 NS —
‘yw__y”|<6MN|:r] N?|1|IN ll
Dabei ist folgendes vorausgesetzt: Im Gebiete B:|x — x| < a,
|y — 9,| < b geniigt f(x,y) samt seinen partiellen Ableitungen der
vier ersten Ordnungen den folgenden Bedingungen:

(%, )| < M,
a(t+k)f ‘N
oaisyE i (& L3).

Ferner soll
|2 — %N <1
aM < b
sein,. Ich will die dazu fithrenden Rechnungen nicht reproduzieren.
Auf eine Aufstellung zhnlicher Fehlerabschitzungen im komplexen
Gebiet kann verzichtet werden.
Ich will z B. fiir x = 0,2 dasjenige Integral von

y=x+y

berechnen, welches fir x = 0 verschwindet. Die Niherungsformel
liefert 0,0214, die genaue Loésung

y=¢e" —x—1
ergibt auf vier Dezimalen genau gleichfalls 0,0214.

Die Approximation ist also besser als sie die allgemeine Ab-
schitzung erwarten lieB. Denn diese liefert fir M =1, N=1, ¢ = 0,1,
b=10,2 immerhin als duBersten moglichen Fehler noch 102:. Hitte
man fiir x = 0,1 gerechnet, so hitte man als méglichen Fehler nur
%7 gefunden. Will man auch fir 0,2 eine gréBere Genauigkeit er-

reichen, so kann man erst den Wert der Losung fiir 0,1 berechnen
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und dann mit dem gefundenen Wert als Anfangswert nochmals die
Kuttasche Regel anwenden. Man hat dann aufler dem zweimal vor-

% noch den Fehler zu beriicksichtigen, der
davon herriihrt, da man am Anfang des zweiten Intervalles einen um

kommenden Fehler von

héchstens -1(‘0; ; falschen Anfangswert verwendet hat. Das macht aber nach

S. 37 fir den Wert der Lésung bei 0,2 hdchstens 1—3—4 aus. Daher

findet man durch zweimalige Anwendung der Kuttaschen Regel in
der eben angegebenen Weise die Loésung fiir x = 0,2 bis auf einen

Fehler von dullerstens 10

III. Kapitel.
Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

§ 1. Elementare Betrachtungen.

Es soll sich in diesem Abschnitt darum handeln, rein qualitativ
einen Uberblick iiber den Verlauf der Integralkurven zu bekommen,
also z. B. Orientierung iiber ihr Steigen und Fallen zu erhalten,
iiber ihre Konvexitit und Konkavitit, ihre Wendepunkte und einige
weitere Dinge, die wir bald angeben werden. Zunidchst soll in diesem
Paragraphen iiber die eben schon bestimmt genannten Fragen Auf-
schluB gegeben werden. Wenn die Differentialgleichung f(x, y, ¥') =0
vorgelegt ist, so trennt die Kurve f(x,,0) = 0 die Teile des Richtungs-
feldes, in welchen die Integralkurven steigen von denjenigen, wo sie
fallen. Diﬁerenziert man die Differentialgleichung nach x, so erhilt
man f,+f, 3’ -+ 1,y =0.

Daher hegen die Wendepunke der Integralkurven auf der Kurve,
deren Gleichung sich durch Elimination von y’ aus

f(x 9, 9)=0, + af

ergibt. Die Teile derselben, wo 5‘7}% = 0 ist, kommen dabei offenbar

im Allgemeinen nicht in Betracht. Diese Kurve trennt also auch die Teile
des Richtungsfeldes, wo die Integralkurven konkav sind, von denjenigen,
wo sie konvex sind. Ohne weiteren Zusatz kénnen diese Angaben nur
dann verwendet werden, wenn die Differentialgleichung in der Form
y’ = F (x, y) vorgelegt ist, und wenn dabei F(x, y) in einem Bereich
B als eindeutige Funktion erklirt ist. Dann wird F (x, y) = 0 der Ort
horizontaler Richtung der Integralkurven und

oF oF
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wird der Ort der Wendepunkte. Wir wollen an einem Beispiele die
Verwertung der Angaben niher kennen lernen.

Es sei zunichst 9’ =1 - xy vorgelegt. Der Ort horizontaler
Tangenten ist die Hyperbel 1 4 xy = 0, wihrend die Wendepunkte
auf der Kurve dritter Ordnung x 4 y 4 2y = 0 liegen*). Beide Kurven
sind in Fig. 7 punktiert eingetragen. Schon diese wenigen Bemer-
kungen erlauben es, zu erkennen, daB die Integralkurven den in Fig. 7
verzeichneten ungefihren
Verlauf haben miissen.
Man kann durch Betrach-
tung der Isoklinen der
Genauigkeit der Zeich-
nung noch etwas zu Hilfe
kommen, z. B. beachten,
daBl die Achsen stets
unter 45 Grad durchsetzt
werden. Aber nicht alle
Integralkurven kénnen die
x-Achse treffen. Auch
solche Kurven sind in
Fig. 7 zu sehen. Wenn
man nimlich etwa eine
Kurve, die im Punkte (-1, — 1) beginnt, fir wachsende x verfolgt,
so fillt sie stindig, verfolgt man sie aber fiir abnehmende x, so steigt
sie an, bis sie die punktierte Hyperbel trifft. Hier ist sie horizontal,
um dann bei weiter abnehmendem x wieder zu fallen.

Fig. 7

§ 2. Singulire Punkte.

Wir haben S. 26ff. bewiesen, daB unter gewissen Voraussetzungen
durch jeden Punkt eines Gebietes B nur eine Losung der Differential-
gleichung vy’ = f(x,y) geht. Die Voraussetzungen aber waren diese:
f(x,y) sollin B eindeutig und stetig sein und der Lipschitz-Bedingung

[, 9,) — F(%,, Y2) | S M|y, — v, |

geniigen. Dabei ist M eine von x» und dem Wertepaar y,y, nicht
abhingende feste Zahl. Wir wollen uns nun die Frageé vorlegen, in-
wieweit die Bedingungen auch notwendig sind fiir die Giiltigkeit des
Ergebnisses. Zunichst wollen wir uns erinnern (vgl. S. 29), daB die
bloBe Stetigkeit von f(x,y) schon die Existenz der Losungen zur

1) Da fiir grofie positive y dieser Ausdruck positiv ist, fiir grofie nega-
tive aber negative Werte annimmt, so hat in der Tat jede Integralkurve auf
dieser C; einen Wendepunkt. Ob der Ort der Wendepunkte wirklich nur aus
Wendepunkten besteht, bedarf ja auch der Uberlegung.
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Folge hat. Wenn nur f(x,y) eine stetige Funktion ist, so geht durch
jeden Punkt von B mindestens eine Losung hindurch. Aber ohne
weitere Voraussetzungen iiber f(x,y) kann man nicht nachweisen, daB
durch jeden Punkt nur eine Losung geht. Tatsichlich kann man
Differentialgleichungen mit stetigem f(x,y) angeben, welche mehrere
Losungen durch ein und denselben Punkt schicken. Das gilt schon
von der einfachen Differentialgleichung

y'=+Vy[.

Denn ihre Loésungen sind neben y =0 die Parabeln
y=1(x+h)?  (fir x>~ h)Y)
y=—31(x+h) (fir 5< —h),

welche bei x = — h die x-Achse beriihren.

Aber erinnern wir uns an die Definition der Losung: Ldsung heiB3t
jede differenzierbare Funktion, welche der Differentialgleichung geniigt.
Daher sind auch solche Kurven als Losungen anzusprechen, welche
aus einem geradlinigen Stiick und einem Parabelbogen bestehen. Z. B.

y=0 fir <0
y=14%* fir x>0
Ein weiteres Beispiel ist dieses: Die Losungen sollen durch fol-
gende Kurven geliefert werden
y=g¢ fir y<0
y=px*  fir 0<y<x®
y==x"+y fir y>a"
Daraus ergibt sich fiir das f(x,y) der Differentialgleichung
f(xy)=0 fir y<O
f(xy)= 2% fir 0y <L ®

f(x,y)=2x fir y2>x2

Dies so fiir alle x,y erklirte f(x,y) ist offenbar durchweg stetig?).
Gleichwohl gehen durch den Koordinatenanfangspunkt unendlich viele
Losungen, nimlich die zwischen y = 0 und y = x? gelegenen Para-
beln y = Bx2.

Man hat zeigen koénnen, daB stets dann, wenn durch einen Punkt,
wo f(x,y) stetig ist, mehrere Losungen gehen, dieselben zwischen
zwei duBersten Losungen liegen und den von beiden gebildeten
Winkelraum liickenlos ausfiillen.

(e, B, y Parameter
der Kurvenscharen)

1) Fur ¥ < —h wiire y’ nicht mebr positiv, so daf also nur diese Parabel-
bogen der Differentialgleichung gentigen.
%) Fiir (#,y) = (0,0) folgt dies daraus, dafi fiir alle (v,y) | f (#,y) | £ 27| ist.
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Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB eine stetige Differential-
gleichung durch jeden Punkt nur eine Losung schickt, haben wir in
der Lipschitz-Bedingung erkannt. Der allgemeineren Frage nach zu-
gleich notwendigen und hinreichenden Bedingungen wollen wir nicht
nihertreten.

Nun will ich weiter noch Differentialgleichungen betrachten, bei
welchen die Stetigkeit des Richtungsfeldes in einzelnen Punkten unter-
brochen ist.

Eine Stelle, wo eine oder die andere Voraussetzung unseres Existenz-
satzes von S. 25 nicht erfiilllt ist, soll stets eine singulire Stelle
heiBen.

Ich beginne mit einigen ganz einfachen, aber, wie wir sehen
werden, typischen Beispielen:

1. Ich betrachte zunichst
4y _y

dx x

und will den Verlauf der Losungen dieser Differentialgleichung in der N#he
des Koordinatenanfanges untersuchen. Da die Losungen die Geraden y=cx
sind, so zeigt sich, dafi alle Integralkurven den Koordinatenanfang passieren.
Denn jede Integralkurve ist durch einen ihrer Punkte (x,, 9,) festgesetzt. Die

durch diesen Punkt gehende Integralkurve ist y = Y0 . Tatsichlich ist ja auch
2

0
3—; fir (#,y)=(0,0) nicht stetig, und das ermoglicht es, daf durch den Punkt

nicht eine, sondern alle Losungen gehen. Aber nicht jede Unstetigkeit am
Koordinatenanfang hat diese Folge.

2. Wir brauchen nur die Gleichung

dy _ 'y

dx x

zu betrachten, um dies einsehen zu lernen, Man findet nimlich y =cx@ als
Losungen. Je nach der Beschaffenheit von a zeigen diese aber verschiedenes
Verhalten, Den Fall 2 =1 haben wir ja schon vorweggenommen. Ist aber a
tiberhaupt positiv, so erkennt man genau wie unter I, dafi nach wie vor alle
Integralkurven durch den Koordinatenanfang gehen. Sie beriihren dort alle bis
auf eine die x-Achse, wenn 4> 1 ist. Sie berithren alle bis auf eine die
y-Achse, wenn a <1 ist.

Zu den Losungskurven gehéren namentlich auch die #- und die y-Achse.
Wir sagen in all den bisher behandelten Fillen, es liege in (0,0) ein Knoten-
punkt der Losungen vor. Fiir die x-Achse erkennt man es, wenn man » und
y in der Differentialgleichung vertauscht, was stets als zuldssig angesehen
werden soll. Besser noch geht man zu einer Parameterdarstellung der Diffe-
X %;: % = gy liber.

Ein ganz anderes Bild bieten die Fille @ <~ 0 dar. Dann sind nimlich
durch

rentialgleichung, also z. B = x,

y:cxa

nHyperbeln® dargestellt, deren Asymptoten die x- und die y-Achse sind.
Diese beiden Geraden gehoren auch nach wie vor zu den Lésungen. Wir
Bieberbach, Differentialgleichungen. 4
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sagen in diesem Falle, es liege ein Saitelpunkt vor weil die Integralkurven
dhnlich aussehen wie die Héhenlinien in der N#he eines Gebirgssattels.

In allen diesen Fillen gibt es also Integralkurven durch den Koordinaten-
anfang, also durch den singuldren Punkt der Differentialgleichung. Darunter
waren immer mindestens zwei Geraden. Nur eine Gerade kommt unter den
Integralkurven von

3. ¢/ =f‘,,‘;':ﬂ vor. Die Integralkurven sind nimlich

y=2x(c+log|x|)
und darunter kommt nur die Gerade » =0 vor. Wir haben also noch einen
Knotenfall.

Nun werden wir endlich noch Fille kennen lernen, wo gar keine Kurven

durch den singuldren Punkt gehen.

4. So sind z. B. die Integralkurven von

dy_ _*

dx ¥
die Kreise

x24+yt=c.

Wenn die Integralkurven sich geschlossen um den singuliren Punkt
herumlegen, spricht man von einem Wirbelpunkt.

5. Endlich betrachte ich noch die Differentialgleichung der logarith-

mischen Spiralen: dy  x+ay

dx ax—y

Zur Integration dieser Gleichung fithrt man am besten Polarkoordinaten
durch

X=7COS¢Q
y=rsin ¢
ein. Dann wird die Gleichung
dr va
do - '
Also sind wirklich die logarithmischen Spiralen
r=cea®

die Losungen. Diese durchsetzen bekanntlich alle Strahlen durch den Ursprung
unter einem festen Winkel, dessen Tangens % ist. Daf dies der Fall ist, kann

man ja auch direkt aus der Differentialgleichung ablesen. Setzt man n#mlich

und

so kann man ja die Differentialgleichung so schreiben

y'=tg(ato).
Jedesmal dann, wenn die Integralkurven sich asymptotisch um den sin-
guliren Punkt herumwinden, spricht man von einem Strudelpunkt.
Die hier untersuchten Beispiele sind nun zunichst typisch fiir die homo-
gene Differentialgleichung
dy Ax+ By
dx  Cx+Dy’
wie wir im nichsten Paragraphen sehen werden. Sie sind aber auch typisch
fur eine ausgedehnte weitere Klasse von Differentialgleichungen (§ 6).
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§ 3. Die homogene Differentialgleichung ¢’ = 5%1%'

Da nach den Erfahrungen des vorigen Paragraphen geradlinige
Integrale durch den Koordinatenanfang hiufig eine gewisse Rolle
spielen, so wollen wir versuchen, etwaige derartige Geraden zu
Koordinatenachsen zu machen. Ich will daher zusehen, welche Verein-
fachungen die Differentialgleichung durch eine lineare Koordinaten-
transformation erfahren kann. Ich setze an

E=ax+ By
@ {n=ww—kéy'
Dann erhalte ich

dn _y+4-9y"

a8 afpy’’

Waren nun £=0 und # =0 Integralgeraden, so miiBte die
Differentialgleichung die Gestalt

a1 (4 konstant)

besitzen. Ich will daher versuchen, durch passende Wahl der «, g,
y, 6 die Differentialgleichung auf diese Gestalt zu bringen. Das fiihrt zu
7(Cx+ Dy)+d6(4x+By) _ ,yx-+9dy
«(Cz~+Dy)+p (Az+ By) ax 4By’
Setze ich dann ]
l="
=2

so habe ich zu verlangen, daB
x(yC+84)+ v(yD+6B) =4, (yx+ dy)
#(«C + p4) + y (@D + B B) = Iy (ex + By)
ist. Das fiihrt zu
@ (7(C—4)+é4=0 . {cx(C—-l,)—{—ﬁA:O
\yD+8(B—1)=0 @D+ f(B —Ay) =0
Das sind zwei Paar linearer Gleichungen mit je zwei Unbe-
kannten, die in ihren Koeffizienten iibereinstimmen, Sollen dieselben
losbar sein, so miissen 4, und ], die beiden Wurzeln der quadrati-
schen Gleichung

4 B—pu
(3) C—u D !:0
oder
2 _
sein. u?—u(B+C)— (4D —BC)=0

Wenn diese Gleichung zwei voneinander verschiedene Wurzeln
besitzt, so gehéren dazu vermoége der zwei Paar linearer Gleichungen
(2) vier Zahlen &, 8, y, 6, deren Determinante ¢d — fy von Null
verschieden ist. Denn man findet z. B. fiir AD 5= 0:

w:f=—A:(C—14,), y:6=—A4:(C— 1)
4%
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Fir AD = 0 aber wird B=1,, C==1,. Dann wird y =0 und man
darf ¢ sowohl wie 8 von Null verschieden nehmen. Daher ist nun
durch (1) wirklich eine lineare Substitution erklirt, welche die Diffe-
rentialgleichung auf die Form
0 5-i1
bringt. Dann sind auch § =0 und # = 0 Integralgeraden, so daB
es also fiir 4, 5= 4, stets zwei Integralgeraden gibt. Wenn nun die 4,
und 1, reell sind, so sind sofort einige der im vorigen Paragraphen
besprochenen Fille wieder zu erkennen. Wenn aber die 1, und 4,
konjugiert komplex sind, so bleibt erst noch zu untersuchen, welcher
der im vorigen Paragraphen besprochenen Fille sich unter dieser
komplexen Form verbirgt. Um das zu erkennen, mache ich die neue
Substitution
E=s-+1t
n=s—1t
So erhdlt man die Differentialgleichung
1—it!  dys—it ,  dt
T~ Lefir VOV =as

die sich auch in der Form

sATh
T st HG— L)

mit reellen Koeffizienten schreiben 146t. Man erkennt also den Fall
des Strudelpunktes. Die Integralkurven werden Spiralen, es sei denn, daf3
A+i=0

ist. Dann sind es geschlossene Kurven (Ellipsen). Es liegt also ein
Wirbelpunkt vor.

Nun bleibt noch der Fall zu behandeln, wo die quadratische
Gleichung (3) zwei zusammenfallende Wurzeln hat.

Ich behandele erst den Fall, daB die Gleichungen (2) identisch
erfillt sind, Dann muBl aber A =D =B und 0= C sein, so daf}
wieder die Gleichung

tl

y' =2
mit lauter geradlinigen Integralkurven vorliegt. Sind aber die Glei-
chungen (2) nicht identisch erfiillt, so konnen wir die eine Gerade,
welche dann herauskommt, immerhin durch eine lineare Substitution
zur £&-Achse machen. Wir miissen dazu nur in (1) die Koeffizienten
«, B aus (2) bestimmen, die y, ¢ aber zunichst noch beliebig an-
nehmen. Dadurch wird dann die gegebene Differentialgleichung auf
die Form

dn _ atb

!
ag &
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Cz+Dy

gebracht. Diese Gleichung kann aber nur eine einzige Integralgerade
besitzen. Denn sonst hitte auch die urspriingliche deren mehrere.
Man kénnte deren zwei durch eine Substitution der Form (1) zu Inte-
gralgeraden machen. Man konnte also die Gestalt (4) erreichen, und
es lige somit doch bei der Gleichung (3) einer der schon behandelten
Fille vor. Daher muBl nach der quadratischen Gleichung

| a  b—u
=0
1 1—u 0
auch b =1 sein. In der so erhaltenen Differentialgleichung
dn _ aktn
23 &
mache man nun weiter die Substitution 5 = az,. Dann geht sie in
dny _ Etm
& 3

iiber und die haben wir schon im vorigen Paragraphen untersucht.

Von Koordinatentransformationen abgesehen, sind also die im
vorigen Paragraphen studierten Fille die einzigen, welche bei den in
der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen
vorkommen.

Ich merke noch die rechnerischen Ergebnisse der Uberlegungen
an. Unsere Differentialgleichungen zerfallen zunichst mit Riicksicht
auf die Gleichung (8) in drei Klassen:

Klasse I: (B— C)?+44D>0
, I (B—CP+44D<0
, 1 (B—C)2444D=0.

Bei Klasse I kann das allgemeine Integral auf die Form

(yx + 6y)™™ (ax + By)"* = const.

gebracht werden. 1, und 4, sind die beiden Wurzeln der Gleichung (3).
o, B, y, 6 konnen aus (2) berechnet werden. Wenn dann A, und 4,
gleiches Vorzeichen haben, d. h. wenn

AD—-BC <O
ist, so haben wir einen Knotenpunkt. Wenn aber 4, und 1, ver-
schiedene Vorzeichen haben, wenn also

AD - BC>0
ist, so liegt ein Sattelpunkt vor?!).

Bei Klasse II kann gleichfalls das allgemeine Integral auf die

Form
(yx+ 69)™" (ex + By)"* = const.

1) Der Fall AD— BC==0 bietet kein Interesse, weil dann der Zihler
Az By durch den Nenner Cx -} Dy teilbar wird und sich also die Differential-
gleichung auf y’ — konst. reduziert.
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gebracht werden. Das ist keine reelle Schreibweise. Die Betrach-
tungen von S. 50 und von S. 52 lehren aber, wie dieselbe zu erhalten
ist. Man findet beim Ubergang zur Polarkoordinaten, wenn man be-
achtet, daBl ¢x + fy und yx -} 6y konjugiert komplex wird,

A+ y—a)z+ 6-Py
(ex 4 By) (yx 4 0y) =ce =t M e oy,

Es liegt im allgemeinen ein Strudelpunkt und ausnahmsweise ein
Wirbelpunkt vor. Insbesondere arten die Spiralen in Ellipsen aus,
wenn 1, + 4, =0 ist. Thre Gleichung wird

lex 4 By =c.
Setzt man
o=, + i,
B =B+ 1B,

so wird ihre Gleichung
(@ % + Byl + (a2 + oy = c.
Bei der Klasse III liegt wieder ein Knotenpunkt mit einer ein-
zigen Geraden
wx + fy=0

vor, deren Koeffizienten «, f sich aus (2) bestimmen.

§ 4. Allgemeine Sitze iiber den Verlauf der Integral-
kurven im reellen Gebiet.

Die bloBe Anwendung der Sitze iiber die stetige Abhingigkeit
der Integralkurven von den Anfangsbedingungen 14Bt weitgehende
schliisse iiber den Verlauf der Integralkurven einer Differential-

gleichung
dy _Q(*9)

dx~ Pz, y)

zu in einem Gebiete B, wo Zihler und Nenner als eindeutige und
stetige mit stetigen ersten Ableitungen nach x und y versehene
Funktionen erklirt sind. Es erweist sich fiir die Betrachtung als
zweckmiBig, die Integralkurven auf einen Parameter ¢ zu beziehen
und also die Differentialgleichungen in der Form

Y =Py, L=0(y)
anzunehmen. Bei den folgenden Darlegungen stiitze ich mich im
wesentlichen auf eine Arbeit von Bendixson: Acta mathematica,
Bd. 24 (1900).

Wir haben schon weiter oben festgestellt, daB zu jedem
Punkt x = x,, y =y, des Gebietes B genau eine Losung gehdrt, fiir

die lim x (f) = %,, lim y(§) =y, ist. Eine Anderung des Wertes #,,
t>to tt
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welchen man dem Punkte zuordnet, indert an der Lésungskurve x = x (2),
y =y () nichts; dadurch indert sich nur die Parameterdarstellung.
Das folgt sofort daraus, daB eine Substitution #, = ¢ 4- » die Differen-
tialgleichungen, auf deren rechter Seite ja der Parameter fehlt, nicht
indert. Eine solche durch einen Punkt x,, y, festgelegte Losung
wollen wir nun auf ihrem weiteren Verlauf verfolgen. Sie moge
etwa von x,, y, ausgehend ein Stiick weit nach der Methode der
sukzessiven Approximationen durch eine Reihe dargestellt sein. Ist
dann x,, y, mit dem Parameterwert f, ein weiterer durch diese Dar-
stellung erfaBter Punkt der Losung, so konnen wir fir x,, v,, ¢, er-
neut das Verfahren der sukzessiven Approximationen ansetzen und
so die Loésung ein Stiick weiter verfolgen. Nun sind zwei Fille
denkbar, entweder kann man dabei bei fallenden oder bei wachsenden
Parametern nicht iiber einen gewissen endlichen Grenzwert T des
Parameters hinauskommen, oder aber man kann dabei zu beliebig
groBen Werten des Parameters gelangen. Es geniigt dabei vollig,
wachsende Parameter zu betrachten. Der andere Fall wird durch die Sub-
stitution ¢, = — # auf diesen zuriickgefiihrt. Zunéchst ist leicht zu sehen:
Wenn man bei der Fortsetzung nicht zu beliebig groBen Parameter-
werten gelangen kann, wenn also die obere Grenze T der erreichbaren
Parameterwerte endlich ist, so kann die Lésungskurve fiir gegen T
wachsende Parameterwerte nicht im Inneren des Bereiches B bleiben.
Denn aus
PEGy@®)| <M, [QE®y®)| <M fir 4,<t<T
folgt
|2(8) — 2 ()| <Mt — 4], |y (t) —y (&) <Mt — 1]

Das bedeutet aber die Existenz der Grenzwerte

limx(f) =a, limy()=25.
t>T t->T

Diese konnen aber nach der vorhin erwihnten Feststellung von S. 31
nicht im Innern des Bereiches B liegen, weil man sonst die- Loésung
fiir T ibertreffende Parameterwerte verfolgen koénnte. Man gelangt
also mit #— T an den Rand des Bereiches.

Im anderen der beiden unterschiedenen Fille kann man die
Losung fiir beliebig groBe Parameterwerte. verfolgen. Hier will ich
den Spezialfall vorwegnehmen, daB beide Grenzwerte

lim x(¢), lim y(¢)
t> o t>o
existieren. & und b seien die beiden Grenzwerte. Dann ist, wie ich
zeigen will,
P(a, )=0 und Q(a, b)=0,

wofern nicht (2, b)) am Rande von B liegt. Wire nimlich z. B.
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P(a, b) & 0, so wire jedenfalls fiir geniigend groBe ¢ z. B. fiir £ >m

1PE@,y0)] > 252,
Daher wire durch Integration
2@ — 5 (m)| > 2520 — m)

so daB also gegen Annahme lim x(t):oo sein miiBte. Solche
t> ®

Stellen nun, fiir welche P(a, b)) =0 und Q(a, b) = 0 ist, nenren wir
singuldre Stellen der Differentialgleichung. Durch einen solchen Punkt
geht nimlich einmal die Losung x = a, y = b, welche das allgemeine
Existenztheorem liefert. Es ist aber nach dem eben Festgestellten
nicht ausgeschlossen, daB unter Umstinden noch eine weitere Inte-
gralkurve diesem Punkte fiir {— oo zustrebt. Auch stellt ja die vom
Existenztheorem gelieferte Losung x =4, y =105 in der x-y-Ebene
keine eigentliche Kurve dar. Schon die Betrachtungen des vorigen
Paragraphen haben uns einigen AufschluB iber die hier etwa zu er-
wartenden Moglichkeiten gegeben.

Ich wende mich nun zu dem allgemeinen Fall. Jetzt sollen also
die Punkte [% (), y(f)] fiir t— o0 einen oder mehrere Hiufungspunkie
in B besitzen. Es soll also im Inneren von B Punkie geben, demen
[x(2), v(t)] fiér beliebig groPe t beliebig nahe kommi. Am Rande von
B und in singuldren Punkten sollen dagegen solche Hdiufungspunkie
nicht liegen. Dann ist die Kurve €: x = x(f), y = y(t) entweder selbst
etne geschlossene Kurve, oder aber die Haufungspunkie fir ¢ — oo liegen
auf einer anderen geschlossenen Integralkurve.

Diese Aussage entspricht der schon fiir den Fall der Existenz
der Grenzwerte gemachten besonderen Feststellung. Denn die einem
singuldren Punkte (a, b) entsprechende Losung x =a, y =05 gehort
zu den geschlossenen Losungen, insofern als auf ihr zu verschiedenen
Parameterwerten derselbe Punkt gehort.

Zum Beweise unterscheide ich zwei Félle. Ich nehme zunichst
an, ein Haufungspunkt gehore der Losung L selbst an. Die Losung
soll also einem ihrer Punkte fiir beliebig groBe ¢ beliebig nahe kommen.
Dann ist die Losung notwendig geschlossen,

Als geschlossene Losung wird also, um es noch einmal zu
wiederholen, eine Losung  angesprochen, auf welcher zu einzelnen
Punkten mehrere Parameterwerte gehoren. D. h. also: einen solchen
Punkt passiert die Kurve nicht allein fir ¢ =1¢;, sondern noch fiir
einen anderen Wert ¢, 4 k. Daraus folgt aber, daB auch beliebige
Parameterwerte £, -7 und #, 4 % + v dieselben Punkte ergeben (S. 55).
Die simtlichen Kurvenpunkte sind also durch die zwischen £, und ¢, -+ &
gelegenen Parameterwerte bereits erschopft.
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Ich will jetzt zuerst beweisen, daB die Losung notwendig ge-
schlossen ist, wenn einer ihrer zu {— oo gehorigen Haufungspunkte
auf ihr liegt. Wenn P ein solcher Haufungspunkt ist, so denke ich
mir in demselben die Kurvennormale. Dieselbe muB in der Nihe
von P unendlich oft von der Losung getroffen werden, falls diese
nicht geschlossen ist. Denn sei @ irgendein weiterer, geniigend nahe
bei P gelegener Punkt der Lésung. P gehore zum Parameter p, Q zum
Parameter ¢g. Dann lehrt der Satz von der stetigen Abhdngigkeit der
Lésungen von den Anfangspunkten, daB3 in einem beliebig gegebenen
Parameterintervall p.-— 6§ <t < p -+ die Losung von den zu den
um g—p groBeren Parameterwerten ¢ — § <t << ¢+ 4 gehorigen
Losungspunkten nur wenig abweicht, wofern nur @ hinreichend nahe
bei P gewihlt ist. Stellt man also diese Uberlegung fiir eine gegen
P konvergierende Folge von Punkten (, an, deren Parameterwerte
g,— 0o streben, so erhilt man unendlich viele Kurvenbogen, die be-
liebig nahe an dem um P abgegrenzten Bogen entlang laufen, wenn
die Kurve nicht etwa selbst geschlossen ist. Dann fallen ja alle
diese Bogen zusammen. Nehme ich also an, die Kurve sei nicht
geschlossen, so miissen alle diese Bogen die Normale iiberschreiten,
und zwar miissen sie alle in hinreichender Nihe von P bei wachsen-
den Parameterwerten die Normale im gleichen Sinne iiberschreiten.
Auch dies folgt ja aus der Stetigkeitsbetrachtung, weil doch in hin-
reichender Niahe von P nur geringe Richtungsunterschiede der Inte-
gralkurven vorkommen. Dies aber fiihrt zu einer gestaltlichen Un-
moglichkeit. Denn P, sei z B. ein weiterer Punkt der Losung auf
der Normalen. Der Kurvenbogen PP, und das Normalstick PP, be-
grenzen dann einen Bereich, aus welchem die Losung nie wieder
austreten oder in den sie nie wieder eintreten kann, da sie ja das
Normalenstiick PP,, wenn iiberhaupt, so nur immer im selben Sinne
iiberschreiten kann. Daraus folgt, daB auf der Normalen die Schnitt-
punkte in derselben Reihenfolge aufeinander folgen, wie die zugehorigen
Parameterwerte auf der Kurve. Hier konnte also P nicht Hiufungs-
punkt der Schnittpunkte sein. Die Losung muB also-in diesem Falle
selbst geschlossen sein.

Ich betrachte nun den anderen Fall. P sei ein Hiufungspunkt,
der micht auf der zu untersuchenden Losung L liegt. Alsdann will ich
zeigen, daB die durch P gehende Losung L’ geschlossen ist. Jeden-
falls ist sofort zu sehen, daBl jeder Punkt der durch P gehenden
Losung L’ ein Hiufungspunkt von L ist. Das folgt wie eben aus
Stetigkeitsgriinden durch Betrachtung einer sich gegen P hiufenden
Folge von Punkten von L. Sind niamlich S und §’ geniigend nahe
beieinander gelegene Punkte von L und L’, so betrachte man die-
jenigen Integralkurven, die fiir ¢ = £, durch S oder S’ gehen. Fiir ein
beliebiges Interwall ¢, <¢ < T sind sie dann um so weniger vonein-
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ander verschieden, je niher S und S’ beieinander liegen. Daher kann
auch L’ keinem singuldren Punkt und auch nicht dem Rande von B
beliebig nahe kommen, weil sonst dasselbe (gegen Annahme) fiir L
zutreffen miiBte!). Daher muB nun auch L’ im Innern von B Haufungs-
punkte besitzen, die nicht singuldr sind. Diese Hiaufungspunkte liegen
aber notwendig auf L’. Anderenfalls sei R ein solcher Hiufungs-
punkt von L’. Dann mache ich im Punkte R bei L' dieselbe Be-
trachtung wie im vorigen Falle im Punkte P bei L. Die durch R
gehende Losung heie dann L”. Auf ihr errichte ich in R die Nor-
male und schneide diese mit L’. Wieder erkenne ich, daB3 auf dieser
Normalen die Schnittpunkte mit L’ in derselben Reihenfolge liegen
wie die zugehdrigen Parameterwerte auf L’. Es seien also R,, R,,
Ry drei solche Schnittpunkte und #, < #, < #, die zugehérigen Para-
meterwerte. Nun aber kann man einsehen, daB zwischen R, und R,
sowohl wie zwischen R, und R; die Normale nur einmal von L ge-
schnitten werden kann. Daraus wiirde dann folgen, dal R, nicht
Hiufungspunkt von L sein kann. Denn an L’ laufen doch, wie wir
gerade sahen, Bogen von L entlang. Um also z. B. zu erkennen,
daB die Normale zwischen R, und R, nur einmal von L geschnitten
werden kann, muB man nur bemerken, daB alle etwa vorhandenen
Uberschreitungen, falls nur R,, R,, R, geniigend nahe an R gewihlt
sind, im selben Sinne erfolgen miiBten. Da aber der Bogen R,R,
von L’ und das Geradenstiick R, R, einen Bereich begrenzen, miiBten
die Uberschreitungen abwechselnd in der einen oder der anderen Rich-
tung geschehen. Daher muB R auf L’ liegen. Denn die gegenteilige
Annahme fijhrt zu Widerspriichen. Daher ist L’ geschlossen.

Unser Satz ist damit bewiesen. Er kann aber noch durch die
folgenden Bemerkungen erginzt werden. Die Kurve L ist jedenfalls
eine Spirale, die sich in immer engeren Windungen an L’ heran-
legt. L’ nennt man einen Grenzzykel. Daraus ergibt sich weiter, daB
alle Lésungen, welche nur irgendeinmal geniigend nahe an L’ heran-
kommen, solche Spiralen sein miissen. Um das zu erkennen, er-
richte ich in einem Punkte R von L’ eine Normale nach der Seite,
auf der die Spirale liegt. Ich wihle die Normale so kurz, daB alle-
mal die Spirale L die Normale im selben Sinne {iberschreitet. Dann
wihle ich auf dieser Normalen irgendeinen Punkt und lege durch
denselben eine Lésung. Auch diese schmiegt sich dann fir {— oo
der Losung L’ an. . Denn wenn etwa ihr Anfangspunkt zwischen den
beiden Schnittpunkten R, und R, von?) L mit der Normalen liegt,
so verlauft die neue Lésung immer auf derselben Seite von L in deren

1) In dem Falle also, wo neben anderen auch solche Hiufungspunkte da

sind, lehrt unsere Betrachtung, daf jedenfalls ein ganzer, beiderseits von

singuliiren Punkten begrenzter Bogen von L’ von Haufungspunkten besetzt ist.
%) R, sei der ndher an R gelegene.
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Nihe. Ich verfolge sie bis zum nichsten Schnittpunkt mit der Nor-
malen. Der muB aber nun zwischen R, und R liegen, weil sonst die
neue Losung L schneiden miiBte.

Ich schlieBe noch einige Betrachtungen iiber das Verhalten der
Lésungen in der Umgebung einer geschlossenen Losung an. DaB
eine geschlossene Losung von einer Schar geschlossener Lésungen
umgeben sein kann, haben wir schon im vorigen Paragraphen am
Beispiel

dx dy
a= "V aT*
gesehen. Hier sind die Losungen die Kreise um den Ursprung als
Mittelpunkt. DaB auch in der Umgebung einer geschlossenen Losung
Spiralen liegen kénnen, und noch manches andere, sieht man an dem
Beispiel

d o . 1
‘g:——y—}—é(x“—I—yﬂ—l)xsm?Tl

¥y fir x* 471
TR AT
dt y y 22 +92 1
ax

dx "
Aber =7 und =% fir 2 4 y%=1.

Fiihrt man namlich Polarkoordinaten ein (x = 7 cos #, y= 7sin ),
so werden diese Gleichungen

dy . 1 .
2173267('2—1)51“;51—1 fir r=£1
dr .
E_‘) == 0 ﬁlr Y = .
Unter den Losungen sind also den unendlich vielen Nullstellen von
sin '—,1_—1 entsprechend unendlich viele Kreise enthalten, die sich gegen

den Kreis # =1 hiaufen. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden dieser
Kreise verlaufen aber die Losungen als Spiralen, die sich um jeden
der beiden Grenzkreise herumwinden. Dazwischen hingt namlich »
monoton von ¢ ab.

Es fallt auf, daB sich die Differentialgleichung zwar in der Um-
gebung der isolierten Kreise analytisch verhilt, daB sie aber auf
dem Hiaufungskreis selbst nicht analytisch ist. DaB tatsichlich so
etwas im analytischen Fall nicht vorkommen kann, ist leicht einzu-
sehen. Ich will ndmlich zeigen, daB in der Umgebung einer ge-
schlossenen Losung, auf der sich die Differentialgleichung analytisch
verhilt, entweder nur geschlossene Losungen oder nur Spiralen
liegen. Nehme ich nidmlich an, gegen eine geschlossene Losung
hiuften sich andere geschlossene Losungen, dann errichte ich in
einem Punkt P der Hiufungslosung eine Normale, und fiihre auf dieser
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Normalen den Abstand s von P als Parameter ein. Durch einen be-
liebigen Punkt s der Normalen lege ich eine Losung. Diese verfolge
ich in Richtung wachsender Parameter, bis sie zum ersten Male wieder
die Normale trifft. Das geschehe bei der Bogenlinge s,. Dann ist
nach S. 44 s, eine analytische Funktion f(s) fiir alle s, die zu Punkten
der Normalen aus der Umgebung der Hiufungslgsung gehoren. Fiir
diejenigen unendlich vielen Werte s aber, welche geschlossene Losungen
bestimmen, ist dann f(s)=s. Da dies aber nun in einem Intervall,
in dem f(s) analytisch ist, unendlich oft der Fall ist, so ist nach be-
kannten Sitzen iiber analytische Funktionen fiir alle s:f(s)=s und
das heifit, daB3 alle Losungen aus einer gewissen Umgebung der Hiu-
fungslosung geschlossen sein miissen.

Ich fiige noch eine Bemerkung iiber das Verhalten geschlossener Li-
sungen bet hinreichend geringey Abinderung der Differentialgleichung an.

Dafl bei hinreichend geringer Abianderung einer Differential-
gleichung geschlossene Losungen wieder in geschlossene Ldsungen
iibergingen, wird man schon angesichts des letzten Beispieles, in dem
man ja ¢ beliebig klein wihlen kann, nicht behaupten wollen. Wohl
aber kann man eine solche Aussage machen, wenn man von einer
Differentialgleichung mit einer einfachen und isolierten geschlossenen
Lisung ausgeht. Darunter will ich eine Lésung verstehen, an die sich
von auBlen und innen andere Losungen spiralig anschlieBen. Daher
die Benennung isoliert. Es moge aber auBerdem der Windungssinn
der Spiralen auBen und innen derselbe sein. Nur dann soll die ge-
schlossene Losung einfach heiBen. Alsdann gilt der Satz, daf eine jede
andere Differentialgleichung, die in einer gewissen Umgebung dieser
geschlossenen Lisung hinreichend wenig von der ersten verschieden ist,
in dieser Umgebung selbst eine geschlossene Losung besitzi. Zum Beweise
betrachte ich wieder die schon vorhin eingefiihrte Funktion s, = f(s),
die aber jetzt, wo die Differentialgleichung nur den in diesem Para-
graphen allgemein iiblichen Voraussetzungen geniigt, eine stetige mit
stetiger Ableitung versehene Funktion von s ist. Die entsprechende
Funktion fiir die abgeinderte Differentialgleichung sei s, = g(s). Hier
ist nun dem geringen Unterschied beider Differentialgleichungen ent-
sprechend die zweite Funktion nur wenig von der ersten verschieden.
Nach unseren Voraussetzungen ist nun in der Umgebung der ge-
schlossenen Kurve f(s) von einerlei Vorzeichen und es wird genau
einmal f(s) = s. Daher gilt das gleiche auch fiir die Funktion g’(s).
Wir haben genau eine geschlossene Losung fiir diese, die dazu noch
in der Nihe der geschlossenen Losung der urspriinglichen verliuft.
Unsere Betrachtung 148t auBerdem deutlich erkennen, inwiefern die
Voraussetzung, daB die geschlossene Losung einfach sei, wesentlich
ist. Anderenfalls braucht tatsichlich die Gleichung s = g(s) keine L&-
sung zu besitzen.
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Uber geschlossene Lésungen gilt nun weiter der folgende Satz:
Im Inneren einer jeden geschlossemen Liosumg L liegt mindestens ein
singulirer Punkt der Differentialgleichung. Eine im Innern der ge-
schlossenen Losung L beginnende Integralkurve muB fiir alle Parameter-
werte im Inneren bleiben. Wenn also im Inneren kein singulidrer Punkt
liegt, so muB eine solche Losung entweder selbst geschlossen sein
oder sich fiir {-»o00 und fiir £-» — oo spiralig um je einen Grenz-
zykel herumwinden. Ich filhre eine Hilfsfunktion f(x,, y,) ein. Die-
selbe sei gleich dem Inhalt, welchen die durch x,, y, bestimmte Lo-
sung umschlieBt, falls dieselbe geschlossen ist; sie sei aber dem von L
umschlossenen Inhalt F gleich, wenn die durch x,, y, bestimmte Lésung
eine Spirale ist. Diese Funktion f(x,,y,) besitzt dann im Inneren
von L eine untere Grenze, welche kleiner ist als der von L um-
schlossene Inhalt . Denn im Inneren muf ja mindestens eine weitere
geschlossene Kurve verlaufen, weil sich sonst die Spiralen entweder
einem singuldren Punkt nihern miiBten; oder aber es miiBten die
Spiralen sich fiir {— -+ 0o und fiir {—» — 0o demselben Grenzzykel
ndhern. Das aber liBt sich durch die mehrfach benutzte Stetigkeits-
betrachtung widerlegen, weil ein Vorzeichenwechsel von ¢ die Richtung
eines jeden Linienelementes umkehrt. Ich markiere eine Folge von
Punkten, deren zugehorige Funktionswerte gegen die untere Grenze kon-
vergieren, und wihle die Punktfolge so, daf} sie in L einen Grenzpunkt
besitzt. Dieser Punkt (g, b) ist notwendig singulir. Anderenfalls ginge
nidmlich durch denselben eine Losung L. Ware diese geschlossen,
so gibe es in ihrem Innern eine weitere geschlossene Loésung auf
der f(x,, ¥,) einen kleineren Wert als in der Nihe von (g, b) hitte.
Das kann nicht sein. Also miiBte die Lésung durch (4, b) eine Spirale
sein, Dann wire aber f(a, b) = F, also wire auch fiir alle Punkte
aus der Umgebung von (g, b) die Funktion f(x,, ¥,) = F. Denn durch
alle diese Punkte gehen dann wegen der stetigen Abhingigkeit der
Losungen vom Anfangspunkt Spiralen. Da somit die Annahme, daB
(a, ) nicht singuldr ist, zu Widerspriichen fiihrt, muB (g, b) ein singu-
lairer Punkt sein.

Man kann, wie man leicht sieht, und wie der Leser des niheren
durchiiberlegen moége, aus den vorausgegangenen Betrachtungen den
folgenden SchluB3 ziehen:

Eine Losung L, die fiir alle t ganz in einem einfach zusammen-
hingenden Bereich verlduft, der in seinem Inneren hichstens eine singulire
Stelle P enthilt, ist entweder eine P umschlicfende geschlossene Kurve,
oder ist eine Spirale, die sich einem solchen Gremzzykel anschlieft, oder
ste miindet im singuliren Punkt, oder sie ist eine Spirale, die sich an
eine Losung anschlieft, die sowohl fiir t— - 0o wie fiir t— — 0o im
singuliren Punkt miindet.
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Ich beschlieBe diese gestaltlichen Betrachtungen mit dem folgen-
den niitzlichen Satz. Eime singulire Stelle P sei von einem Kreise
umschlossen, in dem Reine weiteren singuldren Stellen liegen. Von zwei
Punkten seiner Peripherie mogen Losungen L, und L, ausgehen, die
in P miinden. Diese mogen zusammen mit der Peripherie des Kreises
etnen Bereich G bestimmen, in welchem keine wettere in P miindende
Lésung verlduft. Dann kann man wm einen auf L, und esnen auf L,
gelegenen Punkt (P, und P,) durch Kreisbogen .aus B solche Gebiete
ausschneiden, daf jede Losung, die in dem einen beginni, auch das
andere Gebtet passiert.

Ersichtlich ist dies eine Verallgemeinerung des Satzes von der
stetigen Anderung der Losungen bei Anderung der Anfangswerte.
Man kann diesen ja offenbar in ganz dhnlicher Weise formulieren.
Zum Beweise errichte ich in den beiden Punkten.P, und P, Nor-
malen, die in B hineinfilhren, und die so kurz sind, daB sie einander
nicht treffen, und verbinden ihre Endpunkte in G durch einen Kurven-
bogen. Der von P, P P, P, begrenzte Bereich sei B’. Alsdann lasse
ich in der Nachbarschaft von P, auf der Normalen in R eine Losung
beginnen. Diese kann nicht in P miinden. Sie kann nicht geschlossen
sein, da es sonst neben P noch singulire Punkte gibe, sie kann
sich aus demselben Grund keiner geschlossenen Losung anschmiegen,
sie kann sich aber auch keiner mit beiden Enden in P miindenden
Loésung anschmiegen, da dies sich mit unseren Annahmen nicht ver-
tragt. Also muB sie einmal wieder B’ verlassen. Das muB} auf einem
Punkt der Verbindungslinie P, P, geschehen. Ich darf ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB dieser Austritt S weiter
von P, ab, also niher an P, heran, als der Beginn R liegt. Den
Anfangspunkt lasse ich sich nun stetig auf P, hin bewegen. Dann
bewegt sich der Endpunkt S stetig von P, weg einer Grenzlage
zu.' Ich behaupte, daB diese Grenzlage P, sein mull. Denn
anderenfalls sei V der zwischen P, und P, gelegene Grenzpunkt.
Ich behaupte, dafl die durch ihn gehende Losung in P miinden miiBte.
Anderenfalls miiBte sie irgendwo die Verbindungslinie P, P, zum
zweiten Male in einem inneren Punkte U schneiden. Dann aber
miiBten aus Stetigkeitsgriinden alle in der Nachbarschaft von ¥ be-
ginnenden Losungen auch ein zweites Mal in der Nihe von U die Ver-
bindungslinie P, P, treffen. Das widerspricht aber der Definition von V.
Andererseits kann aber die in ¥ beginnende Lsung nach Voraussetzung
nicht in P miinden. Also muB V mit P, zusammenfallen. Darin liegt
aber der Beweis unseres Satzes. In G verlaufen also die Ldsungen
dhnlich wie in der Umgebung eines Sattels. Wegen weiterer Séitze
iiber gestaltliche Verhiltnisse sei auf die Arbeit von Bendixson ver-
wiesen. Ich gehe jetzt zu Anwendungen auf konkrete Differential-

gleichungen {iber.
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Bemerkungen. 1, Wir haben die S#tze dieses Paragraphen fir Dif-
ferentialgleichungen gewonnen, welche der Lipschitz-Bedingung gentigen. Brou-
wer hat in einigen Arbeiten tiber stetige Vektorverteilung auf Oberflichen in
den Amsterdamer Berichten von 1910 den allgemeineren Fall von nur stetigen
Differentialgleichungen behandelt und dort entsprechende Ergebnisse gewonnen.
Namentlich gilt auch der Satz von S. 61 fiir diesen allgemeineren Fall,

2. Hinsichtlich der Ubertragung dieser Sitze tiber den Gesamtverlauf von
Losungen auf Systeme ist noch wenig bekannt., Wir werden insbesondere
spidter bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung n#her auf die Dinge ein-
gehen, Hier liegen weitergehende Untersuchuungen vor.

§0. Die Differentialgleichungen x™ % =ay-+bx-B(x,y)

Ihrer besonderen Wichtigkeit wegen will ich diese Differential-
gleichungen nun zuerst behandeln. %(x, y) sei dabei eine Potenzreihe,
die keine Glieder von niedrigerer als der zweiten Dimension enthilt
und die in der Umgebung von (0,0) konvergiert. Von dem zu ge-
winnenden Ergebnis werden wir auch schon im folgenden Paragraphen
eine Anwendung machen. Ich beginne mit dem Fall 1. m eine un-
gerade ganze Zahl, a <0.

Zunichst wihlen wir eine Umgebung des Ursprungs, in welcher
kein weiterer singuldrer Punkt liegt., Als solche Umgebung kann ein
parallel den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck genommen werden.
Es wird durch die Lésung x = 0 in zwei Teilrechtecke zerlegt, die wir
getrennt zu betrachten haben. Zunichst wahle ich die Zahl § > 0 so,
daB die Punkte (0, 4) und (0, — ) dem Rechteck angehéren und daB

ad+ B(0,6) <0
—ad+ PO, —8)>0
ist. Dann kann man weiter die Zahl ¢ > 0 so wihlen, daB das von

den Geraden x = +¢ y= 14 begrenzte Rechteck ganz im erst-
genannten enthalten ist und daB fir [¥| <e

ad + bx + P (x, 6)< 0,
—ad+bx+B(x, —8) >0

gilt. Ich betrachte dann zunichst denjenigen Teil des kleineren Recht-
ecks, in dem x < 0 ist. In ihm gibt es, wie ich zeigen will, genau
eine Losung der Differentialgleichung, welche im Ursprung miindet.
Ich lege nun durch irgendeinen inneren Punkt P der Begrenzungsstrecke
y =0 dieses Rechtecks eine Losung der Differentialgleichung. Da in

diesem Punkt und in seiner Umgebun dy > 0 ist, so verlaBt diese

Losung mit zunehmendem x das Rechteck. Ebenso steht es auf der
gegeniiberliegenden Rechteckseite. Verfolgt man daher eine solche
Losung fiir abnehmende x ins Rechteck hinein, so muB sie die Recht-
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eckseite x = — ¢ treffen. Ich lasse nun den Anfangspunkt P auf
y =0 gegen den Punkt (0, §) konvergieren. Die Punkte, in welchen
die zugehérigen Losungen die Rechtecksseite x = — ¢ treffen, hingen
dabei stetig von der Lage des Punktes P ab und riicken monoton auf die
Rechteckseite y = — § zu. Sie streben daher einer Grenzlage S zu, wenn
P seiner angegebenen Grenzlage zustrebt. Legt man dann durch S eine
Losung, sa muB dieselbe im Ursprung miinden. Denn man kann sie
bis zum Verlassen des Rechtecks verfolgen. Dies kann nur auf
y = + & oder im Ursprung geschehen. Denn x = 0 ist eine sonst von
Singularititen freie Lésung und vertikale Tangenten kommen auf der
zu untersuchenden Losung nicht vor. Wenn aber die Losung durch S
in einem inneren Punkt einer der beiden Rechteckseiten y = 4- ¢
endete, so miiBte das .aus Stetigkeitsgriinden bei allen Loésungen
durch S beiderseits benachbarte Punkte ebenso sein. Das widerspricht
aber der Definition von S. Die Losung durch S muB also im Ur-
sprung miinden. Dies ist aber auch die einzige in der Rechtecks-
hilfte x < 0 gelegene Losung, welche im Ursprung miindet. Anderen-
falls seien nimlich y, (x) und y,(x) zwei derartige Losungen. Dann
hat man

xm ‘iyl_;_"ﬁl) =(y; — ¥, (a4 f(x).

x

Hier ist f(x) = EB»A(’E’,—?;})-:'T‘B@J&) eine Funktion von x, die sich nach
17 78
Potenzen von x, y, und y, entwickeln 1aBt und die fir x =0 ver-

schwindet, Daher gibt es eine Zahl ¢ derart, daf

IF@)| < g{ fiir |x| < o.
Ist dann — o < x, < 0, so ist (fir x; < x < 0)
fﬁz.(ﬁ)dz
zm
93 (%) — ¥o (%) = [y, (%) — ¥a (%5)] €™
Daher ist
z
1 AP

32 (8) — 95 (1)) > |9 (50) — ¥ ()] ¢ * °
> ’y1 (xo) — Y (xo)’

und das widerspricht der Annahme, daB y, (x) und y,(») im Ursprung
miinden sollen. In der Rechteckhilfte x << O gibt es also genau eine
im Ursprung miindende Lésung. Das gleiche ist in der Rechteck-
hilfte ¥ > Q0 der Fall. Das erkennt man am raschesten, indem man
diesen Fall auf den vorigen durch Vorzeichendnderung von x zu-
riickfiihrt.

Ich komme zum Fall 2: m ungerade ganze Zahl, a > 0.
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Ich konstruiere ein Rechteck genau wie im vorigen Fall. Jetat
ist aber fir |x|<e
ad+bx+ P (x,6) >0,
—ad+bx+ P(x, —38)<O.

Ich betrachte zuerst die Hilfte x>0 des Rechtecks. Eine in
diesem beginnende Losung kann bei abnehmendem x nach diesen
Ungleichungen das Rechteck weder auf y = -4 noch auf y = — ¢
verlassen. Sie kann ihm aber auch nicht {iber x = Q entrinnen. Sie
muB} also entweder im Ursprung miinden oder geschlossen sein oder
sich einer geschlossenen anschmiegen. Die beiden letzten Fille sind
ausgeschlossen, weil sonst im Rechteck weitere singulire Punkte ligen.
Also minden alle Lésungen im Ursprung. Ebenso schlieBt man in
der Hilfte x < 0 fiir wachsende x. -Jetzt ist also der Ursprung ein
Knoten, insofern als alle im Rechteck beginnenden Lésungen im Ur-
sprung miinden.

Im Falle 3: m gerade ganze Zahl, @ <0 sind keine neuen Er-
érterungen mehr noétig. Fiir x << 0 schlieBt man wie eben auf ein
Knotengebiet und fiir x > 0 greift die Uberlegung von Fall 1 wieder
Platz. In x> 0 liegt also nur eine im Ursprung miindende Lésung.

Im Falle 4: m gerade ganze Zahl, a >0 schlieft man fiir x > 0
wieder auf Knoten und fir x < 0 auf eine einzige im Ursprung
miindende Losung.

Die Fille @ = 0 erfordern eine eindringendere Behandlung. Auch
sie sind erledigt, wie wir sehen werden, wenn allgemein davon die
Rede sein wird, wie man jede analytische Differentialgleichung

ay _ % (”:_ZV_)

dx — B(x,9)
in der Nidhe des Ursprungs behandeln kann. Da wird sich zeigen,
daB man alles auf die eben behandelten Typen zuriickfiihren kann.

Es wird nun aber noch von Interesse sein, zu sehen, wie man
in allen diesen Fillen die unter Umstinden nur in einem Exemplar vor-
handene, im Ursprung miindende Losung wirklich berechnen kann.
Das geschieht mit Hilfe einer von Bendixson herrilhrenden Methode
der sukzessiven Approximationen. Man kann sie auch im Knotenfall
zur Berechnung der Losungen bis in den Ursprung hinein verwenden.
Uberhaupt erhdlt man so auch eine neue rechnerische Herleitung
unserer Ergebnisse. Perron hat in einer schénen Arbeit (Math.
Annalen 75) mit dieser Methode dann noch wesentlich allgemeinere
Differentialgleichungen von der Form

(1) =f(x,y)

erledigen kdnnen, wo dann fiir ¢ (%) und f (%, ¥) nur gewisse Stetigkeits-
Bieberbach, Differentialgleichungen. 5
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bedingungen erfiillt zu sein brauchen. Ich moéchte mich aber hier
damit begniigen, fiir den erwihnten Fall die Methode zu schildern.
Es geniigt, den Fall m =1, @ < 0 zu betrachten.
Dann nehme man als erste Ndherung y, = 0 und bestimme ¥, aus

x%:ayl—{—bx—i—%(x, 0)

so, daB entweder lim y, (x)==0 oder lim y(x) =0 ist. Ich will
x>4+0 z>»—0
den zweiten Fall weiter verfolgen. Man iiberlegt sich leicht, daB

0

yy = (— x)“f [bx + B (%, 0)](— x)* " ldx

x

der gestellten Forderung geniigt. Dann trage man y, ein und setze
0

v = (— 0 [ [b%+ B (% 9] (— 9" 'dx

x

So fahre man weiter. Die gefundenen Funktionen y, konvergieren
dann gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion y, welche der Differential-
gleichung geniigt und fir die lim y(x)=0 ist. Das Nahere der

x> —0
Beweisfithrung moge der Leser sich entweder selbst zurechtlegen oder

bei Bendixson oder Perron nachlesen.

§ 6. Die Differentialgleichungen 3—1 = ‘é,i igfzi ‘: g’ :; .

Unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen kann man den Satz
aussprechen, daB fiir das Verhalten der Losungen dieser Differential-
gleichung in der Umgebung von x=y==0 das Verhalten der
Losungen von

dy Ax+By

dx  Cx+Dy

in der Umgebung desselben Punktes maBgebend ist. Der Punkt
x=1y=0 soll auch fir die vorgelegte Differentialgleichung ein
singulirer sein, es sei also 6 (0,0)=¢(0,0)=0. Obwohl unsere
Uberlegungen meist viel allgemeiner gelten, wollen wir uns weiter
einer formal einfacheren Darstellung zuliebe auf den Fall beschrinken,
daB § und & als Potenzreihen in #, ¥ gegeben sind, die mit Gliedern
frithestens zweiter Dimension beginnen. Die Determinante der linearen
Glieder AD — BC sei von Null verschieden. Wir schreiben
auBerdem die Differentialgieichung in Parameterdarstellung:

9% — Cx+ Dy + B, (%)

(M
2 — 4%+ By + $,(%9).
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Ich beginne mit dem einfachsten Fall. Die beiden Wurzeln 4,, 4,

der charakieristischen Gleichung
C—i1 D |

v |
() | 4 B—1
seten reell und mit dem gleichen Vorzeichen versehen. Dann lift sich
eine Umgebung um den Ursprung abgrenzen, derart, dap die durch die
Punkte dieser Umgebung hindurchgehenden Losungen alle in den singu-
liren Punkt hineinlaufen.

=0

Wie wir wissen, kann man durch eine Koordinatentransformation
die Differentialgleichungen auf die Gestalt

Q) %y =A% + By (%15 91)
vy = % + Ay, + By (%15 ¥,)
bringen. Dabei sind 1, und 1, die beiden Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung und w ist nur dann von Null verschieden, wenn
Ai=14, ist. B,, B, sind wieder zwei Potenzreihen, die keine Glieder
nullter oder erster Dimension enthalten. Ich nehme zunichst u =0
an. Dann betrachte ich x? 4 y?, d.i. das Quadrat der Entfernung
der Punkte auf einer Losungskurve vom Ursprung. Man hat durch
Differenzieren
%%+ 9190 =421 + A¥] + %, B + 9, B,

Grenzt man somit eine geniigend kleine Umgebung um den Ursprung
ab, so besitzt darin dieser Ausdruck stets dasselbe Vorzeichen wie
A, x2 4+ 4,42, Dies ist aber eine definite Form, da A, und A, gleiches
Vorzeichen besitzen. Sind z. B. 4, und 1, positiv, so ndhert sich also
bei abnehmendem Parameterwert die Losungskurve stindig dem Ur-
sprung. Die Losungskurven miinden alle im Ursprung. Wir werden
spiter sehen, daB sie sogar in bestimmten Richtungen einmiinden.
Vorldufig zeigen wir aber nur, daB sie sich asymptotisch dem Ur-
sprung ndhern. Denn kime z. B. die Losubgskurve nicht auf niher
als ¢ an den Ursprung heran, so wire auf derselben die Ableitung
%,%, 4+ y,9," stindig oberhalb einer angebbaren Schranke. Und daraus
kénnte man abschitzen, daB einer Anderung des Parameters ¢ etwa um
die Einheit eine Verkleinerung der Entfernung um einen Betrag ent
sprechen miiBte, der selbst oberhalb einer wesentlich positiven Schranke
bliebe. Das widerspricht aber der Annahme, daf die Entfernung der
Lésungskurve oberhalb o bleibt fiir beliebig groBe Werte von &.

Ahnlich kann man im Falle schlieBen, wo u = 0, also die beiden
GroBen 1, und 1, gleich sind. Dann betrachte man den Ausdruck

7 + Ryl
der ja fiir positives % definit ist. Differentiation liefert

%%, + Ry, v = 4, %7 + kpxyy, + kA, y7 4 %, B, 4 ky, B,
5*
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und das ist nun fiir geniigend kleines positives & in einer geniigend
kleinen Umgebung des Ursprungs wieder definit. Daher schlieBt man
genau wie eben, dall alle Losungen in den Ursprung einmiinden.

Offenbar versagen diese Uberlegungen fiir den Fall, wo die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung zwar reell sind, aber verschiedenes
Vorzeichen besitzen. Wohl aber bleiben sie anwendbar in dem Falle,
wo die Wurzeln der charakteristischen Gleichung konjugiert imaginir
sind. Setzt man dann

j'1=/"'1_l"i/u'2: }'2=:u1—ilu‘3’

so kann man durch Koordinatentransformation nach S. 52 die Diffe-
rentialgleichungen auf die Form

) {’ﬁl =%+ ey, + By (%, 9;)
¥ = — pa%; + py; + By (%, 9,)
bringen, wo wieder die Potenzreihen ,, P, erst mit den Gliedern
zweiter Dimension beginnen. Wir betrachten wieder x? | 2, dessen
Ableitung
%%+ 9,9, = py (4] +91) + %, B, + 3, P,

ist. Betrachten wir den Fall u, & O niher. In einer geniigend kleinen
Umgebung des Ursprungs ist also wieder x,x,” 4 y,y," definit, und
daraus folgt wieder, daB} alle Losungen dieser Umgebung in den Ur-
sprung einmiinden. Ist aber u, =0, so gilt ein solcher Schluf nicht
und die Erinnerung an den friiher betrachteten Strudelpunkt lehrt auch,
daB jetzt nicht mehr immer die Losungen in den Ursprung miinden
miissen. Zur Klirung dieser Dinge sind tiefergreifende Erdrterungen
notig, die wir noch zuriickstellen wollen. Zur Entscheidung dariiber,
ob jetzt Strudel oder Wirbel vorliegt, reichem micht mehr die Glieder
erster Ordnung hin. Unsere Betrachtung 1aBt bisher noch nicht den
spezifischen Unterschied zwischen Knoten und Strudel oder Wirbel
erkennen, den wir in dem vorvorigen Paragraphen bei den homogenen
Gleichungen herausgearbeitet batten. Bevor wir uns also dem noch
ausstehenden Fall reeller 4, und A, mit verschiedenem Vorzeichen zu-
wenden, wollen wir diese Frage noch erértern. Es wird sich wieder
zeigen, daB bei reellen Wurzeln gleichen Vorzeichens stets der Knoten-
fall vorliegt. Da gehen also, aufler bei 4, = 4,, die Losungen alle
bis auf zwei unter Berilhrung derselben Geraden in den Ursprung
hinein. Diese beiden laufen in zwei um z verschiedenen Richtungen
in den Ursprung hinein. Bei komplexen Wurzeln aber liegt Strudel
oder Wirbel vor.

In dieser Hinsicht wollen wir einen von Bendixson herrilhrenden
Satz angeben, der in gewissem MaBe die Entscheidung liefert, wenn
er auch die vorgelegte Frage nicht vollstindig erledigt. Der Satz
bezieht sich sogar auf etwas allgemeinere Differentialgleichungen.
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Ich will ihn in dieser allgemeinen Fassung aussprechen, dann aber
nur fiir unseren Fall beweisen. An der Beweismethode wird dabei
nichts Wesentliches verloren gehen. Der Satz bezieht sich auf Dif-
ferentialgleichungen von der Form

(2) = Xut B(59)

H =Y, + % (%9).

Dabei sind X, und Y,, ganze rationale homogene Funktionen m-ter
Ordnung, wihrend die Potenzreihen %, und B, Glieder m-ter oder
niedrigerer Ordnung nicht enthalten. Der Satz lautet dann: Eine
Losung der Differentialgleichung, welche tm Ursprung miindet, ist eni-
weder eine Spirale oder sie miindet mit einer bestimmien Tangente ein.
Diese geniigt der Gleichung xY, —y X, =0.

Ich beschrinke mich, wie schon gesagt, beim Beweis auf den
Fall m=1. Man fiihrt Polarkoordinaten ein: x = g cos &, y = p sin .
Die Differentialgleichungen werden dann

3) {9’ =g{cos?- X, (cosd, sind})+sindY, (cos#, sind )} + 0P, (0, )
®'=cos .Y, (cosd, sind) — sin X, (cos &, sin?) -+ ¢%B, (0, ¥

Es gibt dann eine Zahl R, so daB die beiden Funktionen %, und $,
sich fir o < R, — oo <& < + oo nach Potenzen von g entwickeln
lassen. Man kann nun eine Zahl T so bestimmen, daB fiir
¢t > T die nun ndher zu betrachtende in den Ursprung miindende
Losung ganz im Kreise ¢ < R bleibt. Denn wahrend man sich auf
der Losung dem Ursprung nidhert, muB f-—»oco streben. Jedenfalls
darf man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da man
fir wachsende ¢ auf der Losung dem singuliren Punkt zustrebt. BloBe
Vorzeicheninderung von ¢ bringt dies ja notigenfalls mit sich. Wire
nun aber fiir ein endliches ¢ =1+

limx(¢) =0, limy(#)=0,

t>1 [ 2 7
so erhielten wir nach S. 31 einen Widerspruch mit der Tatsache, daB es
doch eine andere Losung gibt, welche fiir { =17 die Werte x = 0 und
y =0 annimmt; das ist namlich die triviale Losung x =0, y =0,
fir die also x# und y fiir alle £ den Wert Null haben.

Wir diirfen also annehmen, daB fiir £ > T die zu betrachtende
Lésung ganz im Kreise ¢ < R liegt und daB sie fiir — oo gegen
den Ursprung konvergiert. Wir hatten schon Polarkoordinaten g, ¢
eingefithrt. Deuten wir diese wieder als rechtwinklige Koordinaten
einer neuen Ebene, so verlduft die zu betrachtende Losung fiir ¢ > T
ganz im Streifen 0. < ¢ < R und strebt fiir £-—»o00 gegen die Gerade
o=0. Wir fragen nach den Grenzpunkten, die die Punkte der
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Kurve dabei auf g =0 bestimmen und beweisen, da es deren
nicht mehr als einen geben kann. Dieser Nachweis ergibt sich
besonders leicht in dem Fall, wo xY, — yX, nicht identisch ver-
schwindet. Dann gibt es ndmlich nur endlich viele Werte & fiir die

(4) cos .Y, (cos §,sin @) — sin #- X, (cos §,sin¥) =0

ist. Wenn dann unsere Losung auf ¢ =0 zwei verschiedene Grenz-
punkte hat, # =a und ¥ =g, so wihlen wir einen Wert &=y
zwischenbeiden, fiirden cosy- Y, (cosy, siny) —siny- X, (cosy, siny)==0
ist und wihlen R so klein, daB fiir 9=y, o <R auch &' 0 ist.
Dann kann also die den Streifen 0 < o < R durchsetzende Gerade
©® =y von unserer Losung nur einmal iiberschritten werden, denn
wegen des festen Vorzeichens von ¢’ miiBten alle Uberschreitungen
in der gleichen Richtung geschehen, also entweder in Richtung
wachsender oder in Richtung abnehmender . Daher mufl unsere
Losung entweder stindig oberhalb oder stindig unterhalb der Ge-
raden ¢ = y bleiben. Daraus folgt, daB sie nur einem Grenzpunkt
auf g = 0 zustreben kann. Liegt dieser im Unendlichen, so bedeutet
das offenbar, daB die entsprechende Losung in der x-y-Ebene eine
Spirale ist, da sie jede Gerade durch den Ursprung dann unendlich
oft durchsetzt. (Die Geraden ¢ =49, ¢ =d,42x ... der g-9-
Ebene geben ja alle dieselbe Gerade der x-y-Ebene.) Ist der Grenz-
punkt aber ein endlicher Punkt ¢ = &, so bedeutet dies, daB unsere
Losung in der x-y-Ebene in bestimmter Richtung « in den Ursprung
einmiindet. Diese Richtung ist durch die ¢#-Koordinate des Punktes
auf ¢ =0 bestimmt, dem die Losung in der g-¢-Ebene zustrebt.
Dieser -Wert aber geniigt der Gleichung (4). Denn auch ¢ =0
ist Losung der Differentialgleichungen (3). Der Grenzpunkt ¢ = «
muB also ein singulirer Punkt fiir diese Differentialgleichungen sein
und daher muB dort (4) erfilllt sein. Das bedeutet aber doch, daB
lings der Tangente
st xY, —yX, =0

Nun bleibt noch der Fall iibrig, daB xY, — y X, identisch ver-
schwindet. Dann ist offenbar

2Y, =yX, = a,xy,

wo a, konstant und =0 ist.
Also wir sind in dem Falle, wo X, =g,z und Y, = 4,y. In Polar-
koordinaten werden dann die Gleichungen:

o = 0ay+0* B, (0, ?)
B = o1 Sp,,(cos &, sin ) -+ "2 P, (0, ).

Dabei ist 7 eine passende positive oder verschwindende Zahl und
Sp., ein Polynom, von der durch den Index angegebenen Ordnung.
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Durch die Gleichung %’;‘: o filhren wir nun lings der zu unter-

suchenden Losung einen neuen Parameter # ein. Dann werden die
Differentialgleichungen
(5) o' =a,+e%,
B = 0" Seyr+ 0" B,

Nun sei ¢ =« irgendein Punkt auf 9=0. Es ist ein reguldrer
Punkt fiir das Gleichungssystem (5). Daher geht durch diesen Punkt
genau eine Losung. Ihr entspricht in der x-y-Ebene eine Losung,
die in der Richtung « in den Ursprung einmiindet. Umgekehrt ent-
spricht auch jeder Losung der Gleichungen (2), welche in der Rich-
tung « in den Ursprung einmiindet, eine Losung von (5), welche
durch g == 0, % = ¢ hindurchgeht. Da dies aber ein regulirer Punkt
ist, so gibt es auch nur eine Ldsung von (2), welche unter der
Richtung « in den Ursprung einmiindet. Ich betrachte weiter die
durch g =0, 9 =« 27 gehende Losung von (5). Ilhr entspricht
dieselbe Losung von (2). Beide Kurven der o-¢-Ebene schneiden
fir hinreichend kleines R aus dem Streifen 0 < ¢ < R ein Gebiet G
aus, das als umkehrbar eindeutiges Bild von ¢ < R der x-y-Ebene
anzusprechen ist. In diesem Gebiet miissen nun die Bilder aller
anderen Losungen von (2) liegen, welche durch Punkte ¢ < R hin-
durchgehen. Da nun bisher ja « ganz beliebig war, so haben wir
in jeder Richtung durch den Ursprung genau eine Losung. Dieser
entspricht eine durch g =0, & =« hindurchgehende. Alle so er-
haltenen Losungen von (5) bedecken nun aber offenbar das Gebiet G
vollstindig; d. h. durch jeden Punkt dieses Gebietes geht genau eine
der gefundenen Losungen hindurch. Das folgt sofort daraus, daB
diese Losungen stetig vom Anfangspunkt ¢ =0, ¢ = « abhingen.
Daher sind damit alle Lésungen von (2) im Gebiete ¢ < R erschopft.

Wenden wir nun diesen Satz von Bemdixson an. Er lehrt dann
jedenfalls, daB in dem Falle, wo unsere charakteristische Gleichung
komplexe Wurzeln hat, nur spiralige Losungen in- den Ursprung
miinden konnen. Denn die Gleichung fiir die Tangenten wird dann,
unter Zugrundelegung der Normalform (1) unserer Differential-
gleichungen:

Hy (27 +97) =0,

und diese hat ja keine reellen Nullgeraden. Aber aus dem Satz von
Bendixson ergibt sich im allgemeinen nicht, daB im Falle reeller
Wourzeln der charakteristischen Gleichungen die Losungen alle unter
bestimmten Tangentenrichtungen in den Ursprung miinden. Diesen
SchluB 1aBt nach unserem Beweisgang der Satz von Bemdixson nur
in dem Falle zu, wo x Y, — y X, identisch verschwindet. Das ist also
der Fall, wo in (I”) 4, = 4, und u = 0 ist. Uberhaupt folgt aus diesem
Satze, daB alle dem Nullpunkt zustrebenden Losungen unter bestimmten
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Richtungen dort ankommen, falls das nur bei einer derselben so ist.
DaB auch in dem noch ausstehenden Fall kein Wirbel vorliegt, werden
wir bald erkennen.

In den bisher betrachteten Fillen gehen jedenfalls alle einer ge-
wissen Umgebung des Ursprungs angehérige Losungen durch diesen
hindurch, falls nur eine derselben das tut. Wir wenden uns jetzt dem
Falle zu, daB} die charakteristische Gleichung reelle Wurzeln von ver-
schiedenem Vorzeichen besitzt. Diese seien dann 1, =1>0 und
Ag=—1"< 0. Dann kann man die Differentialgleichungen auf die

Form
(6) x:=).x+5131(x,y)
y = “—1'3’ + s‘Be(x’ y)
bringen. Da es uns vor allem auf die den Ursprung passierenden

Losungen ankommt, so machen wir die Substitution y = xy,. Dann
finden wir fiir y, die Differentialgleichung

(7> xfiﬁ=“(l+1')y1+x$1(x1: 2’1)'
ax A+ xPy (2, 91)

Dabei sind wieder §, und P, neue Potenzreihen, die nach Potenzen von x
und y, fortschreiten. Wir miissen diejenigen Losungen dieser Gleichung
aufsuchen, die fiir x— O endlich bleiben, oder doch so schwach un-
endlich werden, daB xy, — O strebt. Wir wollen zunichst diejenigen
Loésungen von (7) suchen, die durch x =0, y, = 0 hindurchgehen.
Dazu gehért namentlich x = O selbst. Dieser Losung entspricht aber
bei den Gleichungen (6) nur die triviale Lésung x =0, y = 0. Wi
wissen aber von S. 63/64, dal es noch genau zwei weitere Losungen
von (7) durch den Ursprung gibt. Diesen entsprechen dann Losungen
von (6), welche durch den Ursprung gehen und dort y = 0 beriihren.
Es gibt deren also genau zwei, von denen iibrigens die eine die posi-
tive, die andere die negative x-Achse beriihrt. Genau ebenso konnen wir
dann mittels der Substitution x = yx, zwei Losungen von (6) ausfindig
machen, welche durch den Ursprung gehen und dort x = O beriihren.
Damit sind dann alle Losungen bestimmt, welche im Ursprung eine
dér beiden Koordinatenachsen beriihren. Der Satz von Bendixson lehrt
aber dann weiter, daB alle dem Ursprung zustrebenden Loésungen von
(6) dort unter bestimmten Tangenten ankommen. Weiter lehrt der
Satz von Bendixson, daB als solche Tagentenrichtungen nur die beiden
Koordinatenachsen in Betracht kommen. Daher haben wir dann alle
Losungen durch den Ursprung gefunden. Es sind genau vier. Je zwei
beriihren eine der beiden Koordinatenachsen von verschiedenen
Seiten herkommend.

Ich stelie nun zunichst zusammen, was wir bis jetzt fiir die in
der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen
erreicht haben. Im Falle reeller Wurzeln der charakteristischen
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Gleichung gehen bei gleichem Vorzeichen sidmtliche einer gewissen
Umgebung des Ursprungs angehérige Losungen in diesen hinein. Das
gleiche ist im Falle komplexer Wurzeln der Fall, es sei denn, daB3 die
Wourzeln rein imaginir sind. Dieser Fall ist noch unentschieden. Im
Falle reeller Wurzeln von verschiedenem Vorzeichen gehen genau vier
Losungen in den Ursprung hinein. Im Falle komplexer Wurzeln
wurde weiter erkannt, daB die im Ursprung miindenden L&sungen
Spiralen sind. DaB sie im Falle reeller Wurzeln gleichen Vorzeichens
in bestimmten Tangentenrichtungen einmiinden, wurde erst in einem
Spezialfall gezeigt und bleibt jetzt noch allgemein zu zeigen. Unsere
letzthin angestellten Betrachtungen setzen uns dazu jetzt instand. Die Ent-
scheidung fillt besonders leicht in dem Fall, wo die beiden Wurzeln
der charakteristischen Gleichung verschieden sind. Die beiden in Be-
tracht kommenden Tangentenrichtungen sind dann aus
(8) x%(Ax+ By) —y(Cx+ Dy)=0
zu bestimmen. Sie sind, wie man leicht sieht, verschieden, sind es
doch die Richtungen der geradlinigen durch den Ursprung gehenden
Losungen der zugehdrigen homogenen Gleichungen. Wir diirfen das
Koordinatensystem so legen, daBl die Koordinatenachse x =0 in
keine dieser Richtungen fillt. Wir machen in den Gleichungen (I) die
Substitution: y = x%. Sie filhrt uns auf die Differentialgleichung
©) dn __A+By—7(C+Dy)+ 2P (#,7)
dx 2C+Dxn+ 2Py (%, 1)

fiir . Ihre auf der Losung x = O gelegenen singulidren Punkte werden
durch
(99 A+Bn—n(C+Dn)=0
gegeben. Es sind also deren zwei voneinander verschiedene, deren
n-Koordinaten mit den Richtungen der eventuellen Tangenten iiberein-
stimmen. In der Umgebung dieser beiden singuliren Stellen gehort
diese Differentialgleichung dem in der Paragrapheniiberschrift ge-
nannten Typus an. Wie man aus der Losung x = O sieht, sind die
Wurzeln der zugehoérigen charakteristischen Gleichungen beide Male reell.

Daher lehren die Betrachtungen dieses Paragraphen, daB durch
jeden der beiden singulidren Punkte auBer x = 0 noch weitere Losungen
hindurchgehen. Daraus folgt, durch Eintragen dieser fiir x — 0 gegen
bestimmte Grenzwerte konvergierenden Funktionen in y = zx, daB
durch den Ursprung gewisse Losungen von (I) mit bestimmter Tan-
gentenrichtung hindurchgehen. Daher gehen nach S. 71/72 alle im
Ursprung miindenden Lésungen in bestimmten Richtungen in diesen
Punkt hinein. Gleichzeitig wird erkannt, daB in jeder der beiden
moglichen Richtungen Losungen im Ursprung miinden,

Nunmehr ist es leicht, zu zeigen, daB tatsichlich ein Knotenpunkt
vorliegt, daB3 also tatsichlich alle Losungen bis auf zwei mit der einen




74 I, 3. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

der beiden Tangenten einmiinden. Zu dem Zweck miissen wir zeigen,
daB der eine der beiden singuldren Punkte von (9) auf x =0 ein
Knoten, der andere ein Sattel ist, daB also in den einen alle, in den
anderen nur vier Losungen einmiinden. Zwei von diesen vier werden
durch x = 0 selbst absorbiert, den beiden anderen entsprechen dann
zwei mit der einen der beiden moéglichen Tangenten einmiindende
Losungen von (I), wihrend alle iibrigen dem Verhalten des anderen
singuldren Punktes von (9) entsprechend in der anderen Richtung ein-
miinden. Um nun diese Verhiltnisse der beiden singuliren Punkte von
(9) einzusehen, muBl man sich ihre charakteristischen Gleichungen an-
sehen. Falls 9, und 7%, die beiden singuliren Punkte auf x = O sind,
so werden, wie man leicht nachpriift,

(C+D771"““)(D(’71—772)+/‘>=0

(C+ Dy — 1) (D (g — 7,) + ) =0
ihre charakteristischen Gleichungen. Um zu sehen, daB3 im einen Fall
die beiden Wurzeln verschiedenes, im anderen aber beide gleiches
Vorzeichen haben, ist nur festzustellen, daB das Produkt aller vier
negativ ist. Dies Produkt ist aber

— (C+ Dn,)(C + Dny)a® (n, — ny)*-
Und das ist wegen (9') gleich
— (CB — AD)d®-(n, — n,)-
Diese Determinante ist aber positiv, denn nach (I’) ist sie das Produkt
der beiden /, 4,, die gleiches Vorzeichen haben.

Etwas weitliufiger ist es, die gleichen Feststellungen im Falle
gleicher Wurzeln der charakteristischen Gleichung zu machen. Wir
kniipfen an (I”) an, wo wir 1, = 4,, u == 0 zu nehmen haben. Der
Fall 1, =4,, u=0 ist ja bereits erledigt.

Hier liegen aber nun gerade die Verhiltnisse vor, die wir bei
(9) zu vermeiden suchten. Denn « = 0 wird jetzt gerade die einzige
noch mogliche Tangentenrichtung. Daher machen wir jetzt in (1”)
die Substitution x, =y, und schreiben dann wieder y statt y,.
So bekommen wir

’ —puE+ 9B, (&, )

(10) d T Ly uly+yi R (8, )’

wo P, und B, Potenzreihen in &, y sind. Jetzt sind wir also auf eine
Differentialgleichung von der in diesem Paragraphen immer betrachteten
Gestalt gestoBen, bei der aber die Koeffizientendeterminante der linearen
Glieder Null ist. Die charakteristische Gleichung hat jetzt eine ver-
schwindende und eine nicht verschwindende Wurzel. Fiir uns handelt
es sich nur darum, zu erkennen, daB mindestens eine von y = 0 ver-

und
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schiedene Losung dieser Gleichung im Ursprung miindet. Denn y =0
entspricht ja der trivialen Losung x =0, y =0 der Gleichung (I”).
Als Gleichung fiir die mdéglichen Tangenten ergibt sich jetzt £y = 0.
Wir suchen also eine Lésung zu bestimmen, die in der Richtung & = 0
in den Ursprung miindet. Dazu machen wir den Ansatz & =y2z.
Das fiihrt zu der folgenden Differentialgleichung fiir z:

= Thit B )
Ly+%: (,2)

Dabei sind wieder §, und 9P, Potenzreihen, die nur Glieder zweiter
und hoherer Ordnung enthalten. DaB aber diese Differentialgleichung
Losungen besitzt, welche im Ursprung miinden, ist uns bereits bekannt.

So haben wir also mindestens eine Losung von (I”) gefunden,
die in Richtung von x =0 im Ursprung miindet. Nach dem Satz
von Bendixzson miinden daher alle in bestimmten Richtungen im
Ursprung. Da aber nur die Richtung x = 0 in Betracht kommt, so
miinden alle Losungen in dieser Richtung im Ursprung.

Damit ist nun die Diskussion der Differentialgleichungen

ay _ Ax+4By-+%P, (x,y)

dx =~ Cx+Dy+Py (%)

in dem in Aussicht genommenen Falle, da AD — BC == 0 ist, zu Ende
gefiilhrt. Man kann das Ergebnis dahin aussprechen, daB fiir das quali-
tative Verhalten der Losungen in der Nihe des Ursprungs in der Regel
allein die linearen Glieder maBgebend sind. Diese bestimmen sogar die
Richtungen, in welchen die Losungen im Ursprung miinden. Freilich
konnten wir bisher im Falle rein imaginarer Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichungen nicht den Wirbelfall vom Strudelfall trennen.
Hier sind eben tatsichlich die linearen Glieder nicht mehr allein maB-
gebend. Das erkennt man sofort an zwei Beispielen. So wird

) —x—248
T oy+298
durch die geschlossenen Kurven
% 4 y? 4 x* + y* = konst.
gelost. Hier liegt also ein Wirbel vor. Dagegen liegt bei
p_ —x=y (49D

M P

ein Strudel vor. Denn in Polarkoordinaten wird diese Gleichung

o' =o®.

. o . 1
Ihre Losungen sind die Spiralen g = — CETh

Da wir jetzt an eine Stelle gekommen sind, wo im Falle einer
nichtanalytischen Differentialgleichung die Dinge anders liegen kénnen,
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so will ich auch dafiir noch ein Beispiel geben. Ich betrachte die
Differentialgleichung

1
#+ (@ +yh)ysin o

dy _ +y*
dx R . 1 -
—y+(*%+y ),1's1n;?+‘yTz

Fiihrt man Polarkoordinaten ein, so wird sie
1
’ 3
== sin —
=20 e

und daraus erkennt man, den unendlich vielen gegen Null sich hiufen-
den Nullstellen der rechten Seite entsprechend, daB der Differential-
gleichung durch unendlich viele Kreise mit dem Nullpunkt als Mittel-
punkt geniigt wird. In einem von zwei aufeinanderfolgenden derartigen
Kreisen begrenzten Ring liegen aber keine weiteren geschlossenen
Integrale. Denn in einem solchen Ring ist ¢’ von einerlei Vorzeichen.
Die hier verlaufenden Integralkurven wickeln sich also spiralig um
die Begrenzungskreise herum.

Kehren wir zuriick zum analytischen Fall. Es hat seinen Sinn,
danach zu fragen, wie man nun bei einer vorgelegten Differential-
gleichung entscheiden kann, ob sie zum Strudelfall oder zum Wirbel-
fall gehort. Man kennt dafiir zwei verschiedene Methoden, eine von
Poincaré und eine von Bendixson. Die Poincarésche beruht auf fol-
genden Gedanken. Wenn eine Schar geschlossener Integralkurven
den Ursprung umschlieen soll, so wird man die Gleichung derselben
in der Form F == konst. annehmen diirfen. Es liegt nahe, es hierbei
einmal mit einer Funktion F zu versuchen, die sich nach Potenzen
von % und y entwickeln 1aBt. Fiir F ergibt sich dann aus den Diffe-
rentialgleichungen die Bedingung

dF oFdx oF dy
O0=3¢ =owat Toyar

Um F dieser Bedingung gemiBl bestimmen zu konnen, denken
wir uns die Entwicklung von F nach homogenen Polynomen der x, y
geordnet:

F=F 4+F,+4...
Dabei ist also F, ein homogenes Polynom k-ter Ordnung. Die Diffe-
rentialgleichung diirfen wir nach S. 68 in der Form

d
%:—y—l—Xg—Jf—...

ay
T x+Y,+...

annehmen. Daraus erkennt man sofort, daB F, = 0 sein muB. Ebenso
leicht findet man F,=x?--y?. Denn auf einen konstanten Faktor
kommt es bei der Bestimmung von F nicht an. Und ferner hat man
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die Bedingung, daB nach Ordnung von ar nach homogenen Poly-

dat
nomen alle diese einzelnen Polynome verschwinden miissen. Fiir das
Polynom F, findet man hiernach die Bedingung

o0F;, aFy

(11) y—a—x—x»5;=Gk.
Dabei ist G, ein Polynom kten Grades, das sich aus der Differential-
gleichung und denjenigen F,; zusammensetzt, deren Ordnung niedriger
als & ist. Zur weiteren Rechnung fiihrt man am bequemsten Polar-
koordinaten ein: ¥ = gcos®}, y = gsin¥. Dann erkennt man leicht,
daB fiir ein homogenes Polynom k-ten Grades gilt

G, = 0" 3(p, cosnd + g, sinnd).

In der Fourierreihe kommen dabei nur solche Glieder vor, deren
Nummer # dieselbe Paritit hat wie 2 und & nicht iibertrifftt. Man sieht
auch leicht ein, daB umgekehrt diese Bedingung dafiir hinreichend ist,
daB das g*-fache der Fourierreihe ein homogenes Polynom k-ten Grades
ist. Setzt man dann F,= 0" @ (¥) und G, = o"y (¥), so wird aus der
Gleichung (11) die folgende:

— =
Man kann ihr also dann und nur dann geniigen, wenn das Absolut-
glied in der Fourierreihe fiir y (9), d.i. also po= 0 ist. Das ist fiir
ungerades % offenbar von selbst erfiillt, da ja Qky)(ﬂ) ein homogenes
Polynom sein soll. Fiir ungerades % ist dann ¢ () eindeutig bestimmt,
da doch auch in @ () das Absolutglied Null sein muB. Bei geradem
k indessen bedeutet Verschwinden von p, eine besondere Bedingung,
und jetzt ist auch ¢ (9) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Ich bebaupte nun, dal das Verschwinden der $, eine notwendige
Bedingung fiir das Vorliegen eines Wirbels ist. Nehme ich nimlich
an, diese Bedingung des Verschwindens der p, sei bis zur Nummer
k= 2n erfiillt, fir k= 2% selbst aber sei sie nicht mehr erfiillt,
dann kann man eine Funktion ¢(J) aus

— 2 — (9 — 1y

bestimmen. Das ist gleichbedeutend mit der Bestimmung eines zu-
gehorigen homogenen Polynoms aus der Gleichung

dFy,  dF;,
ox oy

=Gy, — 7o (¥* + ¥*)"
Nun setze ich

F=3%"4-y*4+ F,+...+F,,.
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Dabei mogen die F,,... F,,_, ..., aus den Gleichungen (11) bestimmt
sein. Dann fallen in dem Ausdruck

dF

‘at
alle Glieder von kleinerer als 2#u-ter Ordnung weg, wihrend das
Glied 2#n-ter Ordnung

— po(#* + 5"

wird. Daraus folgt, dafl in geniigender Nihe des Ursprungs %—I; von
einerlei Vorzeichen ist. Ich will annehmen, es sei das negative. Dann
folgt hieraus, daB auf einer dieser Umgebung des Ursprungs angehérigen
Integralkurve x = x (£), y = y (£) bei wachsendem Parameter ¢ die Funk-
tion F monoton abnimmt. Mit wachsendem £ nihert sich also die
Integralkurve immer mehr dem Ursprung. Sie miindet also entweder
in denselben fiir £~ 00 oder aber sie hat eine Kurve F = ¢ als Grenz-
zvkel. Nun aber koénnen in unserem Falle einer analytischen Diffe-
rentialgleichung und einer analytischen Funktion F nur endlich viele
Kurven F = ¢ Integralkurven sein. Denn aus F — ¢ findet man als
Gleichung der Integralkurve y = f(x,c), und dies hingt analytisch
vom Parameter ¢ ab. Wenn diese Funktion nun fiir unendlich viele
sich gegen Null hiufende Werte von ¢ der Differentialgleichung ge-
niigte, so miite dies nach allgemeinen Sitzen iiber analytische
Funktionen fiir alle ¢ so sein, wiahrend wir doch von einer Inte-
gralkurve ausgingen, auf der F sich monoton &ndert, statt kon-
stant zu sein. Somit gibt es in unserem Falle, wo ein p,==0
ist, in einer gewissen Umgebung vom Ursprung keine geschlos-
senen Integralkurven. Daher miissen alle einer solchen Umgebung
angehorigen Integralkurven im Ursprung miinden. Daher ist fiir den
Wirbelfall das Verschwinden aller p, eine notwendige Bedingung.
DafBl sie auch hinreicht, zeigt Potncaré durch den Nachweis, daB
die fir F so zu findende unendliche Reihe konvergiert. Doch will
ich darauf nicht mehr eingehen.

Lieber will ich noch die Methode von Bendsxson schildern. Dieser
setzt von vornherein die Differentialgleichung in Polarkoordinaten an.
Man kann sie dann, wie man leicht sieht, auf die Form

do 2

d,g,—9°1('9)+9 () + ...
bringen. Diejenige Ldsung, welche fiir ¢ == 0 den Wert g, annimmt,
hingt analytisch von g, ab (S. 44). Sie 14Bt sich also fiir hinreichend
kleine g, in eine fiir alle 0 < & < 2a konvergente Reihe

0 (9, 00) = @0, (¥) + 00" 4, (%) +- - .
entwickeln. Aus g (0, g ) = g, folgt %, (0) =1, u, (0)=0(k=2,3...).
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Trigt man diese Reihe in die Differentialgleichung ein, so erhilt man
fir die #, die folgenden Differentialgleichungen

du
E}l =40 ('9)

d
—d—? = 1y, (9) + u," ¢y (9)

%u?; = 14y ¢, (8) + 204 %y 04 (F) + ,° ¢5 ().

Die Losungen sind durch die bei ¢ = 0O vorgeschriebenen Werte
vollig bestimmt. Fiir die Geschlossenheit der Losungen ist hinreichend,
daB die u, periodische Funktionen der Periode 2z sind. Diese Be-
dingung ist aber auch notwendig. Denn wiren etwa u,, u,, ... %,
periodisch, #, ,, aber nicht periodisch, so sei z. B.

u,.+1(2n) — uv+1(0) =d<0.
Dann wird

e(27, @) — @0, @o) = e’ **[4 + 2o (s +1(27) — % +1(0) + .. ]
Daher ist fiir hinreichend kleine g,
e (27 go) — (0, 0p) < 0.

0(0, @0) > 0(27,00) > 0 (47, 00) > -

Daher wird @ = 0 unendlich oft von jeder Loésung getroffen.
Die Bedingung ist also auch notwendig.

Man muB sich aber vor Augen halten, daB die Tragweite dieser
Betrachtungen begrenzt ist. Sie enthalten insbesondere bisher keine
Rechenvorschrift, nach der man in einem konkreten Fall vorgehen
kann. In dieser Richtung liegt nur eine Arbeit von Dulac (Bull. des
sc. math. 32 (1908)) vor, der fiir die Differentialgleichungen

ay _—y+a+brytes
dx ¥+ a 4% + by xy +-c,9°
die Diskussion vollig durchgefithrt hat. Hier geniigen 8 der unend-
lich vielen Bedingungen, wie man bei direkter Ausfilhrung der Inte-
gration sieht.

Ich will noch erwihnen, wie man im Sattelfall die vier reellen
Losungen durch den Ursprung wirklich finden kann. Bendixson hat
zu diesem Zweck ein Verfahren der sukzessiven Approximationen er-
sonnen, das dem S. 86 besprochenen durchaus analog ist und das
ich daher nicht mehr néher erértern will.

Zum SchluB dieser Betrachtungen noch den Hinweis, dal in der
Arbeit von Bendixsbn eine Methode entwickelt wird, die das Verhalten
der Losungskurven einer jeden Differentialgleichung

Also wird

ay — B (% 9)
iz By(% )
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in der Nahe deés Ursprungs festzustellen erlaubt. Durch eine Kette
bilinearer Transformationen wird eine jede solche Differentialgleichung
auf die in diesemm und dem vorigen Paragraphen ausfiihrlich dis-
kutierten Typen zuriickgefiihrt.

Bemerkung: 1. In zwei neueren Arbeiten in der Math. Zeitschr.
hat Perron den Gegenstand dieses Paragraphen erneut vorgenommen und in

weitem Umfang die Bedingungen fiir d(z, y) und &(z, y) angegeben, unter
denen der Satz dieses Paragraphen richtig bleibt.

2. Die Ubertragung der vorliegenden Ergebnisse auf Systeme hat bisher
nur diirftige Ergebnisse gezeitigt. Sie beschrinken sich wesentlich auf die
durch gewisse Reihenentwicklungen gewonnene Erkenntnis, da im Falle, wo »
der Wurzeln der charakteristischen Gleichung einen negativen Realteil haben,
eine y-parametrige Schar von Losungen fiir {— oo gegen den Ursprung kon-
vergiert. Wenn z. B. alle diese Wurzeln positiv reell sind, so kann dies ganz
analog wie S, 67 bewiesen werden. Ein dem allgemeinen Satz dieses Paragraphen
entsprechender ist bisher nicht bekannt. Doch hat das Wenige, was bekannt
ist, schon filr Fragen der Mechanik wichtige Dienste getan, Vollstindig kann
man natiirlich analog zu § 3 die Diskussion filr Systeme linearer Gleichungen
mit konstanten Koeffizienten durchfithren. Doch mdchte ich diese Dinge, fiir
die wir anliflich der linearen Gleichungen zweiter Ordnung noch Proben
bekommen werden, nicht mehr verfolgen.

§ 7. Uber die Verteilung der singuliren Stellen.

Man darf immer annehmen, daB durch eine vorgelegte Differen-
tialgleichung einem jeden Punkt einer geschlossenen Fliche eine sie
berithrende Richtung zugeordnet sei und daB es sich also darum
handelt, auf der geschlossenen Fliche Kurven zu finden, die jeden
Punkt in der dort vorgeschriebenen Richtung passieren. Denn
wenn zundchst eine der seither betrachteten Differentialgleichungen
9’ = f(x,y) in einem Bereiche der x-y-Ebene eindeutig erklirt ist, so
kann man ein Stiick dieses Bereiches durch stereographische Projektion
auf eine Kugeloberfliche projizieren und dann die in einem Stiick dieser
Fliache vorliegende Erkldrung der Differentialgleichung iiber den Rest
der Fliache so ergédnzen, daB eine auf der geschlossenen Kugeloberfliche
erklirte Differentialgleichung herauskommt. Dieser Gedanke gibt auch
die Moglichkeit an die Hand, die bisher besprochenen Ergebnisse auf
Differentialgleichungen der Form f(x,y,9’) =0 zu {libertragen, wo
etwa f(%,y,y’) ein Polynom sein mdge. Dann ist das Problem,
diese Gleichung zu untersuchen, nach Poincaré gleichwertig mit der
Untersuchung der Differentialgleichungen

as_ _of dy_ _of
at = ez at T " oz

az _of | _of

at =3 T oy

auf der Fliche f(x,y,2) =0 und somit haben wir wieder eine Diffe-
rentialgleichung, die jedem Punkt einer geschlossenen Fliche in ein-
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deutiger Weise eine sie beriihrende Richtung zuordnet. Tatsdchlich
definieren diese drei Differentialgleichungen Raumkurven, deren Pro-

jektion auf die x-y-Ebene -Z—i:%—:%:z liefert, so daB also diese
Projektionen der Differentialgleichung f (%, y, ¥') = O geniigen. Tatséch-
lich liegen diese Raumkurven auf der Fliche f(%,v,2) =0, falls man

ihre Anfangspunkte darauf wiblt. Denn lings der Kurven ist — = 0.

An diesen Ansatz kénnen wir also ankniipfen, wenn wir jetat
noch einen allgemeinen Satz iiber die Verteilung der Singularititen
vornehmen wollen.

Nach Poincaré ordnen wir einer jeden isolierten sin<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>