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Vorwort zur ersten Auflage.

Indem ich nachstehend die Vorlesung, welche ich im vergangenen
Sommer gehalten habe, in autographischer Ausarbeitung veréffentliche,
mochte ich einen neuen Schritt in der Richtung tun, der meine Be-
mithungen in den letztvergangenen Jahren vorwiegend gegolten haben:
die mathematische Wissenschaft als ein zusammengehoriges Ganzes
nach allen Seiten wieder so zur Geltung zu bringen, wie es frither, als
es noch keinen Spezialismus gab, als selbstverstindlich galt, insbesondere
aber zu erreichen, daB3 zwischen den Vertretern der abstrakten und der
angewandten Mathematik wieder mehr gegenseitiges Verstindnis Platz
greife, als augenblicklich besteht. Ich habe schon wiederholt darauf
hingewiesen, daf} in letzterer Hinsicht eine klare Erfassung des Unter-
schiedes und der gegenseitigen Beziehungen derjenigen beiden Teile der
Mathematik von zentraler Bedeutung sein diirfte, die im folgenden als
Prizisionsmathematik and Approximationsmathematik bezeichnet wer-
den. Ahnliche Gedanken sind in den letzten Jahren von den Herren
Burkhardt und Heun geduBert worden; man vergleiche die Antrittsrede
des ersteren [Ziirich 18971)], die neuerdings durch den Wiederabdruck
in dem ersten Heft von Bd. 11 des Jahresberichts der deutschen Mathe-
matiker-Vereinigung dem weiteren Kreise der Fachgenossen zuging-
lich geworden ist, und den Bericht von Herrn Heun tiber die kinetischen
Probleme der wissenschaftlichen Technik in Bd. 9 daselbst (1900—1901);
in diesem Berichte tritt das Wort ,,Approximationsmathematik®, soviel
ich weill, zum ersten Male auf; jedenfalls habe ich es von dort ent-
nommen. Um so mehr darf vielleicht eine ausfiihrliche Auseinander-
legung der in Betracht kommenden Gegensitze, wie sie die folgende
Vorlesung fiir das Gebiet der Geometrie gibt, nunmehr auf Interesse
und Verstdndnis in weiteren Kreisen rechnen.

Zugleich vervollstindige ich mit dieser Vorlesung die Auseinander-
setzungen, welche ich verschiedentlich itber die Methoden des mathe-
matischen Unterrichts, insbesondere des mathematischen Hochschul-
unterrichts gab (siche z. B. Jahresbericht, Bd. 8, 18908—1899). Meine
Ansicht ist nach wie vor, daB der Unterricht der Anfinger, sowie der-
jenigen Zuhérer, welche die Mathematik nur als ein Hilfsmittel fiir
anderweitige Studien gebrauchen wollen, von den anschauungsmiBigen
Momenten einen naiven Gebrauch machen soll; die Uberzeugung, daB
dies aus pddagogischen Griinden, mit Riicksicht auf die Veranlagung
der Mehrzahl der Studierenden, notwendig sei, kommt in den letzten

1) Mathematisches und naturwissenschaftliches Denken.



VI Vorwort.

Jahren sichtlich immer mehr, insbesondere auch im Auslande, zur Gel-
tung. Aber nicht minder ist meine Uberzeugung (was ich nie unter-
lassen habe, hinzuzufiigen), daB ein solcher Unterricht, entsprechend
der heutigen Entwickelung der Wissenschaft, fiir die Ausbildung der
Fachmathematiker auf der Oberstufe nicht geniigt, daBl hier vielmehr
neben den Tatsachen der Anschauung die zentrale Bedeutung des
modernen Zahlbegriffs und der weitgehenden mit ihm zusammen-
hingenden Entwickelungen hervortreten muf. Und nun vermisse ich
in den Lehrbiichern und Vorlesungen, welche ich kenne, die Uber-
leitung von der einen Auffassung zur anderen. Hier will sich die fol-
gende Darstellung als eine Ergénzung einschieben; ihr bestes Ziel wird
erreicht sein, wenn sie sich eines Tages als tiberfliissig erweisen sollte,
weil die Uberlegungen, die sie bringt, zu selbstverstindlichen Bestand-
teilen jedes hoheren mathematischen Unterrichts geworden sind.

Gottingen, den 28. Februar 1902. F. Klein

Vorwort zur zweiten Auflage.

Das Folgende ist im wesentlichen ein unveranderter Abdruck der ersten
Ausgabe dieser Vorlesungen vom Jahre 1902. Nur an einzelnen Stellen
sind einige Ungenauigkeiten verbessert, sowie in gelegentlichen Zusitzen
Hinweise auf neuere Publikationen gegeben, die in engstem Zusammen-
hange mit den in der Vorlesung gegebenen Entwickelungen stehen. Am
Schlusse ist ein Abdruck des ,,Gutachtens der Gottinger philosophischen
Fakultit betreffend die Beneke-Preisaufgabe fiir 1901, auf das die Aus-
fithrungen des Textes verschiedentlich Bezug nehmen, hinzugefiigt.

Gottingen, den 5. Januar 1907. C. H. Miiller

Vorwort zur dritten Auflage.

Die Vorlesung F. Kleins, die jetzt mit dem Untertitel ,,Prizisions-
und Approximationsmathematik™ als Band III der ,,Elementarmathe-
matik vom hoheren Standpunkte aus’ zum erstenmal in Buchform
erscheint, ist einige Jahre vor den in den ersten beiden Binden ver-
Offentlichten Vorlesungen gehalten worden. Gleich diesen ist sie nach
Zielsetzung und Wahl der Darstellung bestimmt, auf einen groBeren
Leserkreis zu wirken. Als Autographie wird die Vorlesung unter dem
Namen ,,Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geo-
metrie (Eine Revision der Prinzipien)“ in der mathematischen Literatur
seit langem zitiert, Die Titelinderung geschieht auf den eigenen Wunsch



Vorwort. VII

von F. Klein, mit dem ich noch in den beiden letzten Monaten vor
seinem Tode iiber die fiir die Herausgabe erforderlichen Arbeiten eine
Reihe von Unterredungen hatte. Klein glaubte mit dem neuen Titel
der Tendenz der Vorlesung besser gerecht zu werden, als es durch den
fritheren geschah.

Bei der Redaktion der Vorlesung wurden dieselben Grundsitze be-
folgt, die fiir die Veréffentlichung der ersten beiden Binde mafigebend
waren. An der urspriinglichen Darstellung wurde im ganzen festgehalten,
im einzelnen jedoch iiberall da gedndert und eingeftigt, wo sachliche
und stilistische Erwigungen es notwendig erscheinen lieBen. Die Zu-
sdtze, von denen ein Teil natiirlich durch die Notwendigkeit bedingt
ist, die neuere Literatur zu beriicksichtigen, wurden, wenn der Organis-
mus der Vorlesung es erforderte, in den Text eingegliedert, sonst aber
in Form von (in eckigen Klammern stehenden) FuBnoten angefiigt.
Das Figurenmaterial wurde vielfach verbessert und besonders in dem
letzten Teil der Vorlesung, der von den gestaltlichen Verhiltnissen der
Raumkurven und Flichen dritter Ordnung handelt, erginzt. Dieser
Abschnitt, der uns Kleisn als den Meister in der Kunst der plastischen
Darstellung geometrischer Formen zeigt, als der er weithin bekannt ist,
war urspriinglich fiir Leser gedacht, die die dort besprochenen Modelle
zur Hand haben. Hier muBte durch Erginzung des Figurenmaterials
und Einfilgungen in den Text das Ganze so gestaltet werden, daBl der
Leser auf diese Modelle nicht mehr angewiesen ist. Fiir die Einfiigungen
leistete mir eine Vorlesung Kleins aus dem Jahre 1907 iiber Flichen-
theorie und Raumkurven gute Dienste.

Das ,,Gutachten der Goéttinger philosophischen Fakultiat betreffend
die Beneke-Preisaufgabe fiir 1901, das 1907 dem zweiten Abdruck
der damaligen Autographie hinzugefiigt wurde, ist jetzt weggeblieben,
da es bereits in Band II der gesammelten mathematischen Abhand-
lungen Kleins zum Wiederabdruck gelangt ist.

Bei der Redaktion des Textes wurde ich von Herrn A. Walther,
Gottingen, durch viele wertvolle Ratschlige unterstiitzt. Am Lesen
der Korrekturen beteiligte sich neben ihm noch Herr H. Verme:l, Kéln,
der auBerdem wieder die Herstellung der Register iibernahm. Mein
Kollege H. Homann unterstiitzte mich, indem er eine Reithe von Mo-
dellen der hiesigen Mathematischen Sammlung photographierte. Mit
Herrn Prof. Courant insbesondere hatte ich manche fiir den Fortgang
meiner Arbeit wichtige Unterredung. Den genannten Herren schulde
ich far ihre Hilfe herzlichen Dank. Auch der Verlagsbuchhandlung
Julius Springer bin ich fur die Bereitwilligkeit, mit der sie meinen
Wiinschen entgegenkam, zu groBem Dank verpflichtet.

Gottingen, den 31. Januar 1928. Fr. Seyfarth.
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Einleitung.

Durch die neuzeitliche mathematische Literatur geht ein tief-
greifender Zwiespalt, der Ihnen allen entgegengetreten sein muf: die
Interessen und Gedankenginge der Theoretiker sind von denjenigen
Methoden, deren man sich bei den Anwendungen tatsichlich bedient,
auBerordentlich verschieden. Hierunter leidet nicht nur die wissen-
schaftliche Ausbildung des einzelnen, sondern auch die Geltung der
Wissenschaft selbst. Es scheint auBerordentlich wichtig, den hieraus
entstehenden Mifstinden entgegenzuarbeiten. Die Vorlesung, die ich
hier beginne, will dazu einen Beitrag liefern, indem sie die verschiedenen
Arten mathematischer Fragestellung, wie sie hier und dort naturgemiB
sind, sozusagen vom erkemministheoretischen Standpunkt aus in klare
Beziehung zueinander zu setzen versucht. Sie sollen nach der einen
Seite die Interessen der modernen Theoretiker verstehen lernen, nach
der anderen Seite aber ein Urteil dariiber gewinnen, welche Teile der
mathematischen Spekulation fiir die Anwendungen unmittelbare Be-
deutung haben. Ich zweifle nicht, daf Thnen die so zustande kommende
Entgegenstellung verschiedener Gesichtspunkte interessant und férder-
lich sein wird. Mochte die Vorlesung erreichen, dafl Sie spiter an IThrem
Teile beitragen, die arg vereinseitigte Entwicklung unserer Wissenschaft
wieder zu einer allseitigen, harmonischen zu gestalten!

Das Programm, das ich hiermit aufstelle, ist allerdings viel zu um-
fassend, als daB es sich in einem Semester nach allen Seiten hin ent-
wickeln lieBe. Ich werde daher wesentlich nur ein Gebiet der Mathe-
matik in den Vordergrund riicken, namlich die Geometrie. Die Praxis
der Geometrie umfaBt das geometrische Zeichnen und das Vermessungs-
wesen, denen nach der theoretischen Seite die von den Griechen be-
gonnene abstrakte Behandlung geometrischer Probleme gegeniibertritt.
Ich werde die auf beiden Seiten in Betracht kommenden Fragen analy-
tisch behandeln. Dies ist an sich nicht notwendig; man kann auch
so vorgehen, daf man nirgends aus dem geometrischen Gebiete als
solchem heraustritt. Indessen hat sich die Ausbildung der von mir
zu besprechenden Fragestellungen wesentlich im AnschluBl an die
Amnalysis vollzogen: insbesondere kommt fiir uns die Entwicklung und
Bedeutung der Differential- wnd Integralrechnung in Betracht.

Als Literatur kann ich kein Lehrbuch nennen. Ich werde von Fall
zu Fall die Einzelliteratur zitieren und im iibrigen mit Vorliebe auf die

Klein, Elementarmathematik III. 1



2 Von den Funktionen reeller Verinderlicher.

Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften hinweisen, deren Ziel
es ist, die ganze Mathematik des 19. Jahrhunderts zur Darstellung zu
bringen und ihre gesamte Literatur zu gruppieren.

Wollte man das gleiche Programm auch noch auf andere Gebiete
der Mathematik ausdehnen, so wiirde es sich insbesondere um die
Fragestellungen der mathematischen Naturerklirung (Mechanik usw.)
handeln. Eine Reihe hierhergehériger Ideen ist in dem Gutachten
enthalten, welches unsere Gottinger philosophische Fakultidt im Jahre
1901 bei der Feier der Bemeke-Stiftung erstattet hat'). Im iibrigen
kniipfe ich wesentlich an eine eigene Arbeit an, die ich 1873 unter dem
Titel ,,Uber den allgemeinen Funktionsbegriff und dessen Darstellung
durch eine willkiirliche Kurve in den Erlanger Berichten ver6ffentlicht
habe?). Ich kann auch auf den sechsten Vortrag meines Evanston-
Kolloquiums ,,Lectures on Mathematics, Neuyork 1894%), franzdsisch
von L. Laugel, Paris 1898, verweisen. Der Titel des Vortrages lautet:
On the mathematical character of space-intuition and the relation of
pure mathematics to the applied sciences.

Ich wende mich nun sogleich dem ersten Teile meiner Vorlesung zu,
den ich tiberschreibe:

Erster Teil

Von den Funktionen reeller Veridnderlicher
und ihrer Darstellung im rechtwinkligen
Koordinatensystem.

I. Erlauterungen iiber die einzelne Variable a.

Ich beginne systematisch in der Weise, daBl ich zunéichst gar nicht
von Funktionen spreche, sondern vorab die unabhdngige Verinderiiche x
selbst ins Auge fasse und sie mir in {iblicher Weise auf einer Abszissen-
achse durch einen Punkt darstelle, dessen Entfernungen vom Anfangs-
punkt |x| Langeneinheiten betrigt und der fiir positives x rechts; fiir
negatives x links vom Anfangspunkt liegt. Ich wiinsche das. Interesse
auf die Genawigkeit der Konstruktion eines solchen Punktes zu richten.
In dieser Beziechung ist zu bemerken: Wenn ich irgendeines der empiri-
schen Verfahren anwende, zu denen ich das Zeichnen, Messen, das visuelle
Auffassen durch das Augenmall oder auch das geistige Reproduzieren

1) Math. Annalen, Bd. 55 (1902). — (Abgedruckt in F. Klein: Gesammelte
math. Abhandlungen Bd. II, S. 241—246.)

2) Wieder abgedruckt in den Math. Annalen, Bd. 22 (1883) (und in F. Klein
a. a. O. S. 214—224).

3) Neuer Abdruck, besorgt von der American Mathematical Society. New
York 1911. — (Den genannten Vortrag findet man auch in F. Klein a. a. O.
S. 225—231.)



Erlauterungen iiber die einzelne Variable x. 3

durch rdumliches Vorstellen rechne, so kommt dem Ergebnis der Kon-
struktion nur beschrinkte Genauigkeit zu, was ich fiir das Messen mit
einigen Zahlenwerten belegen will.

Bedient man sich beim Messen unter Zuhilfenahme von Mikroskop
und Fadenmikrometer der duBlersten heutzutage erreichbaren Prizision,
so kann man beim Messen von 1 m die Genauigkeit nicht wesentlich
itber 0,1 p steigern. Will man noch weiter gehen, so droht die Licht-
wirkung in den verschirften Mikroskopen wegen Auftretens der Beugung
zu versagen und die Molekularstruktur der Materie in ihre Rechte ein-
zutreten, so daB also die physikalischen Gesetze, denen Licht und Materie
unterworfen sind, eine gréBere Genauigkeit beim Messen zu verbieten
scheinen. In Metern ausgedriickt ist 0,4 # = 107" m, so daB} also die
durch direkte Messung gefundenen Léingenangaben in Metern bestenfalls
bis zur 7. Dezimale zuverlissig sind.

Ahnlich liegen die Verhiltnisse beim Zeichnen und Messen durch
AugenmalB, nur daB hier der Schwellenwert, d. h. der Wert, iiber den
hinaus sich die Genauigkeit der Beobachtung nicht mehr steigern li8t,
natiirlich viel groBer ist. Als oberster Satz, der kein mathematischer
Satz, wohl aber grundlegend fiir die Anwendungen der Mathematik ist,
laBt sich demnach folgender aufstellen: In allen praktischen Gebieten
gibt es eimen Schwellenwert der Genauigkert.

Wie steht es nun mit dem rdumlichen Vorstellen ?

Wir kommen mit dieser Frage in ein umstrittenes Gebiet, da hier
die Philosophen zu den verschiedenen Zeiten die verschiedensten
Ansichten aufgestellt haben. Insbesondere erscheint bei vielen von
ihnen die raumliche Vorstellung als etwas absolut Exaktes. Demgegen-
tiber ist hervorzuheben, daB der moderne Mathematiker zahlreiche
Beispiele von Raumgebilden anzugeben vermag, deren ridumliche Vor-
stellung wegen der Feinheit der in Betracht kommenden Struktur
schlechterdings unméglich erscheint. Ich glaube also auch beim vium-
lichen Vorstellen an einen Schwellenwert, will Thnen aber diese Ansicht
nicht etwa aufzwingen, sondern nur an den verschiedenen Stellen auf
die erwihnten Gebilde hinweisen und die rdumliche Vorstellbarkeit
derselben IThrer eigenen Priifung iiberlassen. Ich formuliere hinsichtlich
des rdumlichen Vorstellens lediglich folgenden Satz: 0Ob awuch beim Vor-
stellen viumlicher Gebilde ein Schwellenwert existiert, ist umstritten und
mag der wiederholten Priifung an spiter mitzuteilenden Beispielen iiber-
lassen bletben.

Vergleichen Sie nun mit diesen empirischen Verfahren zur Fest-
legung der Zahl x dhve arithmetische Definition, wie sie in der Lehre
von den reellen Zahlen gegeben wird, so bemerken Sie, daB bei der
arithmetischen Definition die Genauigheit unbegrenzt ist.

Wir verstindigen uns zunichst iiber diese arithmetische Definition
einer reellen Zahl x, kurz gesagt, iiber den modernen Zahlbegriff.

1*
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Um nicht zu weit ausholen zu miissen, werden wir sagen, dal wir
die Gesamtheit der reellen Zahlen als dargestellt durch die Gesamtheit
der Dezimalbriiche ansehen, wobei wir also auch einen wunendlichen
Dezimalbruch als Reprisentanten einer bestimmten Zahl gelten lassen.
Wird nun auch umgekehrt hierbei jede reelle Zahl durch einen einzigen
bestimmiten Dezimalbruch dargestellt?

Hier fithren wir den Satz an?): Jeder endliche Dezimalbruch kann
so abgedndert werden, daB man die letzte Ziffer um eine Einheit ver-
mindert und dann lauter Neunen folgen 14Bt. Dies ist aber, wie sich
beweisen 148t, die einzige Unbestimmtheit, auf die wir in der Dar-
stellung reeller Zahlen durch Dezimalbriiche stoBen. Also: Jeder end-
liche oder unendliche Dezimalbruch liefert eine Zahl, und jede Zahl, von
dem gevade evwihnien Ausnahmefall abgesehen, nur einen Dezimalbruch.

Wie unterscheiden sich bei dieser Darstellung die rationalen und
irrationalen Zahlen? Als Antwort ist aus den Elementen bekannt:

Als Dezimalbruch geschrieben ist eine rationale Zahl ZZ— , womund # + 0

ganze Zahlen sind, dadurch kenntlich, dal der Dezimalbruch entweder
abbricht oder periodisch auslduft. Auch das Umgekehrte ist richtig,
wie beildufig erwidhnt sei.

Es ist natiirlich erforderlich, die gewohnlichen Rechengesetze, welche
zundchst nur fiir die rationalen Zahlen aufgestellt sind, auch auf die
Irrationalzahlen auszudehnen. Als eine Darstellung, in der diese Ein-
ordnung der Irrationalzahlen in leichtfaBlicher und doch sehr eingehender
Weise vollzogen wird, sei insbesondere die in K. Knopps Theorie und
Anwendung der unendlichen Reihen (2. Auflage, Berlin 1924) enthaltene
empfohlen. Im iibrigen wolle man in der Enzyklopidie der mathe-
matischen Wissenschaften das Referat von A. Pringsheim: Irrational-
zahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse, Bd. I, S. 490—146 ver-
gleichen (in Betracht kommen zunichst S. 49 bis 582); sie sollten von
jedem Mathematiker gelesen werden).

Und nun der Punkt, auf den es mir besonders ankommt: Die Dar-
stellung einer reellen Zahl durch einen Dezimalbruch ist absolut genau.
Der Dezimalbruch liefert die reelle Zahl selbst; der Schwellenwert, von
dem wir oben sprachen, sinkt also in der abstrakten Arithmetik unter jede
Grenze. Damit haben wir den fundamenialen Gegensatz zwischen Empirie
und Idealisierung, den ich in diesem besonderen Falle so formuliere:

Im ideellen Gebiet der Arithmetik gibt es keinen von Null verschiedenen
Schwellenwert wie im empirischen Gebiet, sondern die Genawigkeit, mit
der die Zahlen definiert oder als definiert angesehen werden, 1st unbegrenzt.

Der hier im speziellen Falle zwischen der empirischen Festlegung

1) Vgl. Bd. I, S. 34—37.
2) [Das Referat wurde 1898 abgeschlossen. Man vgl. auch 4. Pringsheim:
Vorlesungen fiber Zahlenlehre, Erste Abteilung. Leipzig 1916.]
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einer Grofe in der praktischen Geometrie und der genauen Definition
in der abstrakten Arithmetik festgestellte Unterschied von begrenzter
und unbegrenzter Genauigkeit findet sich immer wieder, wenn man
irgendein Gebiet der dufleren Wahrnehmung oder der praktischen Be-
tatigung mit der abstrakten Mathematik vergleicht. Er gilt fiir die
Zeit, fur alle mechanischen und physikalischen Gréfen und namentlich
auch fiir das numerische Rechnen. Denn was ist das Rechnen mit sieben-
stelligen Logarithmen etwa anderes als ein Rechnen mit Néherungswerten,
deren Genauigkeit nur bis zur siebenten Stelle reicht ? Andererseits kann
man, wie wir noch sehen werden, in jedem Gebiet an der Hand geeigneter
Axiome zur absoluten Genauigkeit fortschreiten; wir setzen dann eben
an die Stelle der empirischen Gebilde ein idealisiertes Gedankending.

Diese Unterscheidung zwischen absoluter und beschrinkter Genauig-
keit, die sich als roter Faden durch die ganze Vorlesung ziehen wird,
bedingt nun eine Zwesteilung der gesamiten Mathematik. Wir unterscheiden:

1. Prizisionsmathematik (Rechnen mit den reellen Zahlen selbst),

2. Approximationsmathematik (Rechnen mit Niherungswerten).

In dem Worte Approximationsmathematik soll keine Herabsetzung
dieses Zweiges der Mathematik liegen, wie sie denn auch nicht eine
approximative Mathematik, sondern die prizise Mathematik der approxi-
mativen Bezichungen ist. Die ganze Wissenschaft haben wir erst, wenn
wir die beiden Teile umfassen:

Die Approximationsmathematik ist derienige Teil unserer Wissen-
schaft, den man in den Anwendungen tatsichlich gebyraucht; die Prizisions-
mathematik ist sozusagen das feste Geriist, an dem sich die Approxi-
mationsmathematik emporrvankt.

Ich illustriere diese Zweiteilung der Mathematik zunichst am Zahlen~
rechnen, bei dem der genannte Gegensatz nicht durch verwickelte psycho-
logische Verhiltnisse verdunkelt wird, sondern unmittelbar hervortritt.

In der Prizisionsmathematik operieren wir mit den reellen Zahlen
selbst, wie sie oben durch endliche oder unendliche Dezimalbriiche
dargestellt wurden. Wie 148t sich nun in der Sprache der Pri-
zisionsmathematik etwa der Ndherungswert bezeichnen, der die Zahl
% =6,4375284 ... bis auf 7 Dezimalen genau gibt? Die Mathematik
hat bereits aus dem 18. Jahrhundert das Funktionszeichen E als Ab-
kiirzung des franzosischen Wortes ,,entier”’. E (x) ist die groBte ganze

Zahl, die in x enthalten ist. Mit Hilfe dieses Zeichens driickt sich der
(107%)
107
Rechnen mit siebenstelligen Dezimalen statt mit der Zahl x mit der Zahl
E (10°%)
107

obige Niherungswert offenbar als E aus, so daf} wir also beim

operieren'). Nehmen wir die Ideenbildungen der Priizisions-

1) Bricht man den Dezimalbruch nicht einfach ab, sondern rundet ihn auf,
so behalt alles seine Giltigkeit, wenn man E (107#) als die im Intervalle 10°% — %
bis 10" % -4 enthaltene gréBte ganze Zahl definiert.
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mathematik als MaBstab, so konnen wir sagen: Wir arbeiten in der
Approximationsmathematik beim Zahlenrechnen gay wicht mit den Zahlen %,
sondern mit den zu den Zahlen x gehorvenden E-Funkiionen.

Ganz ahnlich 148t sich der Unferschied zwischen empivischer und
abstrakter Geometrie oder vielmehr die Beziehung der empirischen Geo-
metrie zur abstrakten umschreiben.

Zunichst reden wir von dem Charakter der praktischen Geometrie.
Es ist dies diejenige Geometrie, mit der wir es zu tun haben, wenn wir
konkrete raumliche Verhiltnisse beherrschen wollen, also beim Zeichnen
und Modellieren, sowie beim Vermessungswesen. Hierbei sind alle
Operationen nur bis zu einer gewissen Schwelle genau. Daher wird
man in diesen Disziplinen Definitionen und Leitsitze folgender Art
aufstellen:

Ein Punkt in diesen Disziplinen ist ein Koérper, der so kleine Aus-
dehnungen hat, daBl wir von ihnen absehen.

Eine Kurve, insbesondere eine gerade Linie, ist eine Art Streifen,
bei dem die Breite im Vergleich zur Linge wesentlich zuriicktritt.

Zwei Punkte bestimmen eine Verbindungsgerade um so genauer,
je weiter sie auseinanderliegen. Liegen sie dicht beieinander, so sind
sie zur Festlegung der geraden Linie sehr ungeeignet.

Zwei gerade Linien bestimmen einen Schnittpunkt um so genauer,
je weniger der Winkel, den sie miteinander einschlieBen, sich von einem
rechten unterscheidet. Wenn der Winkel kleiner und kleiner wird, wird
der Schnittpunkt immer ungenauer.

Nun aber die abstrakte Geometrie: Hier kennen wir solche unbestimmte
Aussagen nicht. Das liegt daran, daBl die abstrakte Geometrie damit
beginnt, diejenigen Aussagen, die in der praktischen Geometrie an-
gendhert gelten, in absoluter Form als Axiome an die Spitze zu stellen.
Hier liegt also eine ganz entscheidende Gedankenwendung vor. Es
werden Beziehungen, die in praxi nur approximativ richtig sind,
als streng richtig postuliert und auf Grund der so verabredeten
»Axiome® in der abstrakten Geometrie Folgerungen durch rein logische
Schliisse gezogen. Hier lauten dann die den obigen entsprechenden
Formulierungen:

Ein Punkt hat keine rdumliche Ausdehnung.

Eine Linie hat nur Linge.

Zwei Punkte haben eine vollig bestimmte Verbindungsgerade.

Zwei gerade Linien, die sich treffen, haben stets einen bestimmten
Schnittpunkt.

Worauf ich in diesem Zusammenhange Ihre besondere Aufmerk-
samkeit zu lenken habe, ist die Verbindung zwischen diesen beiden ganz
verschiedenen Arten der Geometrie (entsprechend dem Ubergange, der
eben in der Arithmetik durch Einfithrung der E-Funktion bewerkstelligt
wurde). DaB eine solche Verbindung besteht, wird stillschweigend von
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jedermann zugegeben. Man wendet, obwohl die abstrakte Geometrie
in ihren Grundlagen iiber die Bedingungen der praktischen Geometrie
hinausgeht, die Ergebnisse der abstrakten Geometrie immer auf prak-
tische Verhiltnisse an. Soll dies in rationeller Weise geschehen, so ist
nétig, dasjenige zu entwickeln, was die Theorie der Beobachtungsfehler
genannt wird. Man sagt: Jede Beobachtung oder praktische Konstruk-
tion ist mit einem Fehler behaftet; richtiger wiirde man wohl sagen:
Jede Beobachtung legt im Sinne der abstrakten Geometrie nicht be-
stimmte GréBen, sondern nur Spielrdaume fiir Gréfen fest. Und die
Frage, in welcher Form die abstrakte Geometrie in der praktischen
Geometrie ihre Anwendung findet, beantwortet sich dann so:

Man hat zu untersuchen, innerhald welcher Grenzen das Resultat der
mathematischen Uberlegung sich abindert, wenn man die Daten, die der
Uberlegung zugrunde liegen, als inmerhalb ihres Spielrawms variabel
ansieht.

Ich gehe jetzt zum Ausgangspunkt unserer ganzen Betrachtung
zuriick, wo wir die Zahlen den Punkten einer Abszissenachse zuordneten
und hinzufiigten, daB die praktische Ausfithrung dieser Operation nur
mit beschrankter Genauigkeit geschehen kann. Wollen wir genaue
Ubereinstimmung haben, so miissen wir diese durch ein empirisch nicht
kontrollierbares Axiom festlegen und uns damit auf das Gebiet der
abstrakten Geometrie begeben.

Wir postulieren, daf jede rveelle Zahl x (im Sinme unserer obigen
Definition) esmem und nur einem Punkte der Abszissenachse und ebenso
jedem Punki x eine und nur eine Zahl zugehdren soll.

Dieses Axiom ist die Grundlage fiir die analytische Geometrie,
sofern wir dieser prizisionstheoretischen Charakter beilegen wollen,
sagen wir kurz fiir die Prazisionsgeometriet). Nun bestreite ich nicht,
daB die Anschauung uns fresbt, eine solche Festsetzung zu treffen, ich
behaupte aber, daBl wir mit unserer Festsetzung diber die sinnliche
Anschawung und unser Vorstellungsvermogen hinausgehen. Was ich damit
meine, mache ich an zwei Beispielen klar, die ich aus dem Gebiete der
Mengenlehre nehme, die in der heutigen Mathematik bekanntermafen
eine bedeutsame Rolle spielt.

Eine Zahlenmenge und also infolge unserer Definition auch eine
Punktmenge, welche der Abszissenachse angehért, ist ein Inbegriff
irgendwelcher Zahlen oder Punkte %, so definiert, daB von jeder vor-
gegebenen Zahl oder jedem Punkte x feststeht, ob er zu dem Inbegriff
gehort oder nicht.

Lassen Sie uns zwel einfache Punktmengen als Beispiele wahlen:

a) alle rationalen Zahlen oder Punkte x = %von 0 bis 1.

1) [Das oben genannte Axiom ist als Camntor-Dedekindsches Axiom von der
Stetigkeit der Geraden bekannt.]
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Diese liegen auf der Strecke 0...1 ,iiberall dicht“. Nehmen Sie
ein noch so kleines Teilintervall, so enthilt es immer noch rationale
Zahlen in unendlicher Zahl, und doch ist dieses Teilintervall, wenn
eine so grobe Ausdrucksweise statthaft ist, noch durchléchert wie ein
Sieb, da ja unbeschrinkt viele irrationale Zahlen, die nach der Definition
unserer Punktmenge nicht angehéren, noch in ihm Platz finden sollen!
Hier frage ich: Kann man sich dies rdumlich vorstellen, eine {iberall
dichte Punktmenge, die das Kontinuum noch nicht erschépft? Die ab-
strakte Definition ist klar, die Vorstellung jedenfalls fiir mich unméglich.

b) Alle Zahlen von 0 bis 1 mit Ausschiuf der Grenzen 0 und 1, d. h.
eine Strecke, von der die Endpunkte abgetrennt sind.

Unsere riumliche Vorstellung scheint uns zu lehren, daB man keine
Strecke aufhoéren lassen kann, ohne die Enden der Strecke zuzuzihlen.
Also wird man sich auch den Inbegriff aller Zahlen von 0 bis 1 mit
Ausschlufl der beiden Grenzpunkte rdumlich kaum vorstellen kénnen,
so gewill damit eine wohldefinierte Menge gegeben ist.

Diese Bemerkungen haben eine wichtige methodische Folge, die ich
so formuliere:

Da die Gegenstinde der abstrakien Geometrie nicht als solche von der
raumlbichen Anschawung scharf erfafit werden, kann man einen strengen
Beweis in der abstrakten Geometrie nie auf blofe Anschawung griinden,
sondern muf auf eine logische Ableitung aus den als exakt giiltig voraus-
gesetaten Axiomen zuriickgehenl). Trotzdem behilt aber auf der anderen
Seite die Anschauung auch in der Prizisionsgeometrie ihren groBen
und durch logische Uberlegungen nicht zu ersetzenden Wert. Sie hilft
uns die Beweisfithrung leiten und im Uberblick verstehen, sie ist
auBerdem eine Quelle von Erfindungen und neuen Gedankenverbin-
dungen. Man vergleiche hierzu die Antrittsvorlesung:

Holder, O.: Anschauung und Denken in der Geometrie. Leipzig 1900.

Ich habe vorhin den Unterschied zwischen Prizisionsmathematik
und Approximationsmathematik betont und hervorgehoben, dafl erst
beide zusammen die ganze Wissenschaft ergeben. Der Fehler, an wel-
chem der heutige Betrieb der Wissenschaft krankt, ist der, daB sich
die Theoretiker zu einseitig mit der Prizisionsmathematik beschiftigen,
wihrend die Praktiker eine Art approximative Mathematik gebrauchen,
ohne mit der Prizisionsmathematik Fiihlung zu haben und mit deren
Hilfe zu einer wirklichen Approximationsmathematik vorzudringen.

Den hiermit aufgezeigten Gegensatz von Theoretiker und Prakiiker
will ich noch an einem weiteren Beispiel erliutern, welches ich dem
iiblichen Unterrichtsbetriebe der elementaren Geometrie entnehme.

1) Dieser Forderung wird heutzutage vermutlich jeder theoretische Mathe-
matiker zustimmen; itberzeugend erscheint sie mir aber erst, wenn sie so wie im
Texte aus der Ungenauigkeit unserer raumlichen Auffassung begriindet wird.
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Die Elementargeometrie wird seit Euklid vorwiegend als Prizisions-
mathematik betrieben; es werden bei ihr also gewisse Axiome (die als
exakt giiltig postuliert werden) an die Spitze gestellt, aus denen dann
rein logisch neue Sitze und Beweise abgeleitet werden. Die Folge ist,
daBl Unterscheidungen nétig werden, die fiir die praktische Geometrie
ohne Bedeutung sind.

In dieser Beziehung erwihne ich zuerst den Unterschied zwischen
kommensurablen und inkommensurablen Strecken. Bemerken Sie, dalB,
wenn wir mit beschrinkter Genauigkeit beobachten, dieser Unterschied
iberhaupt fortfillt. Zum Beispiel ist die Diagonale des Einheits-
quadrates ]/5:1 414 .... Wir kénnen diesen Dezimalbruch in fort-

schreitender Anniherung mit :g, 1321 , 1;101;‘ bezeichnen, d. h. ihn durch

den Quotienten zweier ganzer Zahlen soweit annihern, wie ein noch
so kleiner gegebener Schwellenwert verlangt. Setzen wir den Schwellen-

wert z. B. gleich =, so ist damit jegliches praktische Bediirfnis der

106 ’
messenden Geometrie gedeckt. Dariiber hinaus zu gehen hat nur
theoretisches Interesse. Also:

Der Uniterschied zwischen kommensurabel und inkommensurabel in
seiner strengen Form (und also auch der Begriff der Irvationalzahl) gehirt
ausschlieflich der Prizisionsmathematik an.

In welchem Sinne wird aber der Praktiker die Worte ,, kommensurabel‘
und ,,inkommensurabel‘‘ gebrauchen, wenn er sie nicht vollig aus seinem
Sprachschatze verbannen will? Ich denke im Augenblick wesentlich
an die Astronomie und speziell an die Storungstheorie. Nehmen Sie
z. B. die Einwirkung des Jupiter auf einen kleinen Planeten, etwa
Pallas. Was meint der Astronom damit, wenn er das Verhiltnis der
Umlaufszeiten von Pallas und Jupiter kommensurabel nennt ? Wie groB3
die Umlaufszeit eines Planeten ist, 148t sich wegen der Stérungen ver-
schiedenster Art, die dabei in Betracht kommen, von vornherein nur
mit beschrinkter Genauigkeit, d.h. in den iiblichen Einheiten aus-
gedriickt nur bis auf eine bestimmte Anzahl Dezimalen genau an-
geben. Wenn also der Astronom sagt: Zwei Planeten haben kommen-
surable Umlaufszeiten, so kann er damit nur meinen, daB sich die
gefundenen Umlaufszeiten wie zwei kleine ganze Zahlen verhalten, im
Falle des Jupiters und der Pallas wie 18:7. Wire das bei irgend-
einer Beobachtung oder Rechnung gefundene Verhiltnis aber z. B.
180 000 : 73 271, so wiirde man die Umlaufszeiten nicht mehr kommen-
surabel nennen.

Gehen wir nun an der Hand des Euklid weiter und stellen uns die
Frage: Ist eine vorgelegte Aufgabe durch Zirkel und Lineal lisbar, d. h.
fiihrt eine endliche Anzahl von Anwendungen der genannten Instru-
mente zu einer Lésung? Auch hier miissen wir antworten:
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Die Frage, ob eine Strecke durch Zirvkel und Lineal konstruierbar ist,
gehort ebenfalls in den Beveich der Prizisionsmathematik, sie bezieht sich
darauf, ob unter Voraussetzung der Axiome esne genaue Lisung moglich ist.

In dieser Hinsicht hat das Altertum uns bekanntlich drei funda-
mentale Aufgaben als vermutlich unldsbar hinterlassen, deren wirkliche
Unlésbarkeit dann tatsichlich in der Neuzeit bewiesen wurde. Es
sind dies:

a) Die Dresteilung eines belvebigen Winkels,

b) die Verdoppelung des Wiirfels, d. h. die Konstruktion von 1/5,

c) die Quadvatur des Kreises, d.h. die Konstruktion der Zahl
7= 3,1415926 . .. aus der Einheitsstrecke.

Worauf ich an gegenwirtiger Stelle aufmerksam zu machen habe, ist,
daB3 die ganze Behauptung: es sei unméglich, die Aufgaben a) bis c)
durch eine endliche Anzahl von Anwendungen des Zirkels und Lineals
zu losen, der Prizisionsmathematik und nicht der Approximations~
mathematik angehort. Praktisch kann man jede der Aufgaben so ge-
nau, wie empirisch méglich ist, mit Zirkel und Lineal 16sen?). So 148t
sich 7 z. B. leicht durch Konstruktion der einem Kreise ein- und um-
geschriebenen Vielecke annihern; es sind aber auch weit einfachere
und oft sehr sinnreiche Approximationen gegeben worden. Vielfach ist
auch ein rein praktisches Verfahren am Platze. Um einen Winkel in
drei gleiche Teile zu teilen, wird man so lange probieren, bis die Teilung
mit hinreichender Genauigkeit gliickt, eine Methode, die praktisch viel
besser ist, als wenn man erst bis auf einige Dezimalen rechnet und
dann die Lésung in die Figur eintrigt [vgl. die Konstruktion der
Teilungsmaschinen fiir die Kreise an geoditischen und astronomischen
Instrumenten?)].

Ich kniipfe nunmehr wieder an unsere Entwicklungen iiber die
Punktmengen an. Wir waren zu dem Schlusse gekommen, daf3 wir bei
Beweisen der Prizisionsmathematik uns nicht kurzweg auf die An-
schaulichkeit berufen diirfen, so wichtig die Figur sein mag, um uns
im groflen iiber die Voraussetzungen des jeweiligen Beweises zu unter-
richten. Ich gebe jetzt zwei sehr einfache Sidtze iiber Punktmengen,
bei denen dies bereits zur Geltung kommt; es wird darauf ankommen
zu verstehen, was die beziiglichen Beweise eigentlich leisten.

1. Es sei auf der Abszissenachse eine unendliche Punktmenge ge-
geben, die nicht iiber einen fest gegebenen Punkt A hinausgeht (sie

1) [Uber die betreffenden Unmoglichkeitsbeweise vgl. Bd.I, S.56—60,
S.123—124, S.256—269. Fur die Naherungsverfahren sei auf das besonders
reichhaltige Buch Th. Vahlens: Konstruktionen und Approximationen (Leipzig
1911) hingewiesen.]

2) [Genaueres hieriiber findet man in L. Ambronn.: Handbuch der astrono-
mischen Instrumentenkunde Bd. I (Berlin 1899), Kap. IX, S.433—437.]
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braucht nicht bis an 4 heranzureichen). Man nennt eine solche Punkt-
menge nach rechts (oben) beschrinkt. Die Behauptung lautet dann: Es
gibt einen vechien (obeven) Grenzpunkt der Menge.

2. Es sei auf der Abszissenachse eine zwischen zwei Punkten 4 und B
liegende unendliche Punktmenge gegeben. Dann gibt es zwischen A und B
mindestens einen Hiaufungspunkt, d. h. eine Stelle von der Avt, daf in jeder
noch so kleinen Umgebung von ihy unendlich viele Punkte der Menge liegen.

Wenn man solche Sitze zuerst hort, so erscheinen sie einem viel-
leicht selbstverstindlich. Sie sind allerdings selbstverstindlich, freilich
in dem hoéheren Sinne, der die Summe aller mathematischen Einsicht
darstellt, dafl ndmlich die Mathematik im Grunde tiberhaupt die Wissen-
schaft von den selbstverstdndlichen Dingen ist. Wir wollen und kénnen
bei unseren Sitzen nichts Uberraschendes bringen, sondern haben nur
deutlich zu sehen, wie sich die Sitze an den Zahlbegriff anschlieBen,
den wir bei unseren Entwicklungen an die Spitze gestellt haben.

Wie steht es mit unserem ersten Satze?

Die Punktmenge ist wohldefiniert, d.h. es steht von einem Punkt
fest, ob er der Menge angehért oder nicht. Es kann nun sein, daf
ein Punkt der Menge angehdrt, der wirklich die gréBte Abszisse hat;
dann reprasentiert er ohne weiteres die gesuchte obere Grenze. Bei-
spiele fiir solche Mengen sind: a) Die Menge aller Punkte zwischen 0
und 1 mit EinschluBl von 1; b) die Menge, die alle Punkte der vorigen
Menge und den Punkt 2 umfaBt. Im ersten Fall ist Punkt 1, im zweiten
Punkt 2 der obere Grenzpunkt. Eskann aber die Menge auch so beschaffen
sein, daB in ihr kein am weitesten rechts liegender Punkt vorhanden
ist, d. h. sie reprasentiert uns, wenn wir ihre Punkte nach den GréBen
der Abszissen geordnet denken, eine stets wachsende Menge, hat aber,
obwohl sie nicht iiber einen gewissen Punkt A4 der Abszissenachse hinaus-
geht, kein Maximum. Ein Beispiel dieser Art ist die von uns bereits
betrachtete Menge aller Punkte zwischen O und 1 mit Ausschlull der
Grenzen. In diesem Falle werden wir unter dem rechten (oberen) Grenz-
punkt einen Punkt verstehen, der selber der Menge nicht angehort,
links von dem aber in beliebiger Nahe noch Punkte der Menge liegen.
Wir umfassen offenbar alle drei in den genannten Beispielen auftreten-
den Fille, wenn wir definieren:

Der nicht notwendig zur Menge gehovende Punkt G heifst ihy vechier
(oberer) Grenzpunkt, falls vechts von G kein Punkt dev Menge mehr liegt,
aber vechis von G — € 1mmer, wie klein auch € sei, mindestens ein Punkt
der Menge gefunden werden Eannt).

1) Fir den Fall, daf8 G nicht zur Menge gehort, folgt, da ¢ beliebig klein ge-
wahlt werden kann, aus der obigen Definition, daBl im Intervalle G — s < <G
unendlich viele Punkte der Menge liegen. G ist also dann Haufungspunkt der
Menge. Wenn G dagegen zur Menge gehort, braucht das, wie Beispiel 2 zeigt,
nicht der Fall zu sein (isolierte obere Grenze).
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Nachdem wir uns hieriiber verstindigt haben, kniipfen wir an die
Idee der Darstellung einer reellen Zahl durch einen unendlichen Dezimal-
bruch an und beweisen die Existenz der oberen Grenze folgendermaBen:

Wir sehen zunichst nach, welche ganzen Zahlen von Punkten der
Menge iiberschritten werden, welche nicht. Dies ist .méglich, da wir
die Menge als wohldefiniert voraussetzten. a sei die gré8te ganze Zahl,
die noch tiberschritten wird, so daB @ 41 nicht mehr iiberschritten wird.
Es sind nun zwei Falle méglich. Entweder wird @ +1 von irgendeinem
Punkt der Menge erreicht, oder es wird von keinem Punkt der Menge
erreicht. Im ersten Falle ist a1 die obere Grenze der Menge.

Im zweiten Falle teilen wir das Intervall a . . . a4 1 in 10 gleiche Teile
und erhalten so mit leicht verstdndlicher Abkiirzung die Dezimalbriiche

a=a,0; a+01=a1; a4+0,2=a,2;...;2-+0,9=a,9; a+1=a-1,0.
Wir vergleichen diese Zahlen mit den Punkten der Menge und finden
wieder eine gréBte Zahl a, a,, die noch {iiberschritten wird, wihrend
a, a;+1 [a+ 1,0 im Falle a, = 9] entweder erreicht oder nicht er-
reicht wird.

Im zweiten Fall teilen wir das Intervall 4, 4, . .. a, a,+1 abermals
in 10 gleiche Teile und haben als Begrenzungspunkte

a,a;0; a,a1...; a,a;9; a,a, + 1,0.

Diese Zahlen vergleichen wir wiederum mit den Punkten der Menge
und erhalten zwei Zahlen a, a, @, und a, a; a,--1. Man siecht, wie der
ProzeB weitergeht und daB er entweder nach einer endlichen Anzahl
von Schritten eine Zahl ergibt, welche der Menge angehért und die
gesuchte obere Grenze darstellt, oder aber zu einer unendlichen Folge
von Intervallen fiihrt, von denen jedes in allen vorhergehenden enthalten
ist, wihrend die Lange unbegrenzt gegen Null abnimmt. Auf Grund der
Weierstraschen Definition der Gleichheit reeller Zahlen legen die
beiden Folgen der linken und rechten Intervallendpunkte je denselben
unendlichen Dezimalbruch fest?). Dieser reprisentiert dann die in Frage
stehende obere Grenze. Ich fasse vielleicht den Gedanken des Beweises
kurz so zusammen:

Wir beweisen die Existenz des oberen Gremzpunkies, indem wir das
Mittel angeben, ihn als exakten Dezimalbruch wivklich herzustellen®).

Bei dem zweiten Satze, der von K. Weierstral wegen seiner Bedeu-
tung fiir die Funktionentheorie in seinen Vorlesungen stets besonders
hervorgehoben wurde, tun wir der Allgemeinheit keinen Abbruch, wenn
wir die Grenzen, zwischen denen die aus unendlich vielen Punkten
bestehende Punktmenge mindestens einen Hiufungspunkt haben soll,
als die beiden aufeinander folgenden ganzen Zahlen @ und a-+1 an-

1) [Vgl. Bd. I, S. 36—37.]

%) [Ganz entsprechend wird matiirlich fiir eine nach unten beschriankte Menge
die Existenz des unteren Grenzpunktes bewiesen.]
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nehmen. Bezeichnen wir den Hiufungspunkt mit x,, so lautet die
Definition des Haufungspunktes:

%o heifit ein Hiujungspunkt, wenn zwischen xy—& und x,-+e, wie
klein auch das positiv und also von Null verschieden angenommene & sein
mag, immer noch wnendlich viele Punkte der Menge liegen.

Wir fithren den Beweis unseres Satzes wieder in der Weise, da3 wir
einen Dezimalbruch x,, der die verlangte Eigenschaft hat, wirklich
herstellen, oder vielmehr uns iiberlegen, wie wir ihn in jedem konkreten
Falle herstellen kénnen.

Wir teilen zunéchst das Intervall @ bis a 4 1 wieder in 10 gleiche Teile:

a0 a1 a2...a9 a-+1,0
| S —————

und iberlegen uns, dall mindestens in einem dieser Intervalle von den
unendlich vielen Punkten unserer Menge unendlich viele Punkte liegen.
Das betreffende Intervall sei @,a, a,a,-+1. Fir dieses Intervall,

dessen Linge nur 445 der des urspriinglichen betrigt, wiederholen wir
denselben SchluB, nachdem wir zuvor auch hier 10 gleiche Teilintervalle

| ——

a, ;0 a, ;1 ... a, .9 a, a; + 1,0
—

gebildet haben. Das so erhaltene Intervall (seine Linge ist 34 der
des urspriinglichen), in dem noch unendlich viele Punkte unserer Menge
liegen, sei @, a;a, a, a;a,+1. Sie sehen, wie wir wieder zu einer un-

endlichen Folge von Intervallen kommen, von denen jedes in allen
vorhergehenden enthalten ist und deren Lingen gegen Null streben.
Der durch die Intervallfolge bestimmte unendliche Dezimalbruch x,
stellt nun in der Tat eine Haufungsstelle der gegebenen Punktmenge
dar, da in jedem Intervall der Folge unendlich viele Punkte der Menge
liegen. Sie bemerken also auch hier: Die Existenz eines Hdiufungspunkies
%o wird in der Weise gezeigt, daff man das x, durch einen nach bestimmien
Regeln verlaufenden Prozef als Dezimalbruch gewinnt, womit wiv auf
unsere Grunddefinition dev Zahl als einen in allen seinen Stellen bestimmien
Dezimalbruch zuriickkommen.

Die beiden hier herangezogenen Sitze {iber Punktmengen sollten
Thnen ein Beispiel dafiir sein, was fiir Dinge die Prizisionsmathematik
schon im Bereiche einer einzelnen unabhingigen Variablen behandelt
und wie hier die Beweise zu fithren sind, wo wir vermdge des von uns
festgehaltenem Prinzip der absoluten Genauigkeit nach der von mir
vertretenen Auffassung iiber die Anschauung hinausgehen.

II. Funktionen y = f(x¢) einer Verdnderlichen wx.

Alles Bisherige bezog sich nur erst auf die Definition der unab-
héngigen Verdnderlichen ». Gehen wir jetzt zu den Funkttonen y =7 (x)
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iiber und fragen uns, was hier vom Standpunkte der Prézisionsmathe-
matik, was vom Standpunkte der Approximationsmathematik zu
sagen ist.

Die allgemeinste Definition dev Funktion, iiber die wir in der modernen
Mathematik verfiigen, beginnt damit, festzulegen, welche Werte die
unabhingige Veridnderliche ¥ annehmen soll. Wir setzen fest, x soll
eine gewisse ,,Punktmenge’ durchlaufen, wobei die Sprechweise also
geometrisch ist, aber durch das Cantor-Dedekindsche Axiom (S. 7) fest-
gelegt wird, was arithmetisch gemeint ist.

y heift dann eine Funktion von x, in Zeichen y={f(x), innerhalb
der Punktmenge, wenn zu jedem x der Menge ein bestimmies vy gehort
(dabei sind x und y als scharf definierte Zahlen, d. h. als Dezimalbriiche
mit wohldefinierten Ziffern aufgefafBt).

Gewohnlich durchlduft x kontinuierlich ein Stiick der Achse, d. h.
die Menge simtlicher Punkte zwischen zwei festen Punkten s und #.
Man nennt in anderer Sprechweise eine solche Punktmenge ein Inter-
vall mn, und zwar spricht man von einem abgeschlossenen Intervall,
wenn die Endpunkte zum Intervall, von einem offenen Intervall,
wenn die Endpunkte nicht zum Intervall gehoren. Wir erhalten damit
die dltere Definition einer Funktion, wie sie z. B. Lejeune-Dirichlet ge-
brauchte: y heifit eine Funktion von x in esnem Intervall, wenn zu jedem
Zahlenwerte x, der tn dem Intervalle liegt, ein wohldefinierter Zahlen-
wert y gehort.

Dies wire die am weitesten gehende Fassung des Funktionsbegriffes
in der Prizisionsmathematik. Wiederum verweise ich auf ein Referat
von A. Pringsheim in der mathematischen Enzyklopidie:

Pringsheim, A.: Allgemeine Funktionentheorie. Enzyklop. d. math.
Wiss. Bd. 2 (abgeschlossen 1899), S.1 bis 53.
wo in schéner Weise dargestellt wird, wie die Verallgemeinerung des
Funktionsbegriffes sich durchgesetzt hat.

Was ich nun auf der anderen Seite iiber den Funktionsbegriff in der
empirischen Mathematik zu sagen gedenke, habe ich bereits in meiner
am Schlusse der Einleitung zitierten Arbeit {iber den allgemeinen
Funktionsbegriff dargelegt. Sie kdnnen das jetzt unmittelbar Folgende
als eine Ausfithrung der damals skizzierten Ideen ansehen.

Ahnliche Gedanken entwickelt M. Pasch 1882 in zwei Schriften,
in denen trotz ihrem geringen Umfange sehr interessante Uberlegungen
vorkommen. Es sind dies die ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie*,
Leipzig 1882 [wo Pasch mit den empirisch gegebenen Punkten und Ge-
raden beginnt und zu abstrakten Formulierungen aufsteigt!)], und
namentlich die ,,Einleitung in die Differential- und Integralrechnung®,
Leipzig 1882. Dieses Buch méchte ich Threr Aufmerksamkeit ganz be-

1) [2. Auflage mit einem Anhange von M. Dehn tber ,Die Grundlegung der
Geometrie in historischer Darstellung. Berlin: Julius Springer 1926.]
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sonders empfehlen; man vergleiche auch die parallellaufenden Er-
lauterungen von Pasch in Bd. 30 der Annalen von 1887, S. 127—1311).

In neuerer Zeit wurde das Problem des Aufbaus einer empirischen
Geometrie im Sinne einer durch genaue Experimente kontrollierbaren
und der Wirklichkeit nicht widersprechenden Wissenschaft von dem
ddnischen Mathematiker J. Hjelmslev in mehreren Arbeiten behandelt:

1. Die Geometrie der Wirklichkeit. Actamath.Bd. 40 (1916), S.35—66;

2. Die natiirliche Geometrie. Abhandl. aus dem math. Seminar
der Hamburgischen Universitit Bd. 2 (1923), S. 1—36;

3. Elementaer Geometri (3 Bde.), Kopenhagen 1916-—1921; ein Lehr-
buch, das in mehreren Schulen in Dinemark eingefiihrt ist.

Nach dieser literarischen Abschweifung fragen wir:

Wie mag uns in der empivischen Geometrie eine Gleichung y=1f(x)
entgegenireten ?

Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem fest und fragen,
wieweit uns y als Funktion von x durch eine Kurve gegeben ist, die wir
uns entweder durch einen zusammenhingenden Federstrich zeichnen
oder uns auch durch einen Registrierapparat (der etwa die Temperatur
als Funktion der Zeit liefert) gegeben denken (Abb. 1). TUbrigens
konnen wir uns eine Kurve auch festlegen, indem wir gar keinen zu-
sammenhingenden Zug machen, vielmehr unstetig einzelne Punkte
aneinanderreihen (Abb. 2). Allerdings erscheint uns aus der Nihe ge-

¥ y

Abb. 1. Abb. 2.

sehen das Punktaggregat als unstetig, trotzdem aber haben wir das
Gefithl, daB es uns eine ganz bestimmte Kurve festlegt, und beim Be-
trachten aus der Ferne glauben wir sogar eine stetige Kurve zu sehen.

Was uns hier an einem einfachen Beispiele entgegentritt, ist fibrigens
eine Eigentiimlichkeit unseres Gesichissinnes, die auch sonst zur Geltung
kommt. Blicken Sie z. B. auf einen entfernten Wald, aus dem nicht
gerade einzelne Biume besonders hervorragen, so meinen Sie einen
zusammenhingenden Saum zu sehen, ebenso setzen Sie diese Eigentiim-

1) P.du Bois-Reymond handelt in seiner ,,Allgemeinen Funktionentheorie,
Tubingen 1882, zwar auch fortgesetzt von dem Unterschiede der ,,idealistischen®
und der ,,empirischen‘ Auffassung (den er auf die Raumanschauung als solche
tibertragt), nimmt aber dann keine positive mathematische Wendung, sondern
verliert sich in der Ausspinnung der von dort aus nach seiner Meinung entspringen-
den Antinomien.
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lichkeit unseres Sehens voraus, wenn Sie von einem UmriB3 eines be-
haarten menschlichen Kopfes sprechen. Wir miissen also sagen: Eine
grofle Anzahl Rleiner Gegemstinde dicht beieinander geschen lift in uns
die Vorstellung des Kontinuums entstehen.

Ich hatte vorhin von einem zusammenhingenden Federstrich ge-
sprochen. Wiirden wir ihn aber mit einem gentigend scharfen Mikroskop
betrachten, wiirde er sich als aus vielen kleinen Flecken zusammen-
gesetzt erweisen. Wir haben also unserem letzten Satze noch hinzu-
zufiigen: Awuch wenn wiv glauben, ein Konlinuum vor uns zu haben,
wird uns die genauere Betrachtung hiufig tiberzeugen, daf wir nur die
dichte Aufeinanderfolge kleiner Teilchen betrachten.

Ich habe diese Eigentiimlichkeit hier zunichst nur bei der Gesichts-
wahrnehmung nebeneinanderliegender Gegenstande zur Sprache ge-
bracht. Sie gilt aber auch bei zeitlich aufeinanderfolgenden Wahr-
nehmungen. Die Tatsache, daB in kurzen Intervallen aufeinander-
folgende Gesichtseindriicke sich verschmelzen, als ob ein Kontinuum
vorliege, beobachten wir besonders schon beim Kinematographen.

Zu untersuchen, wie dies zu erkliren sei, ist Sache der Physiologen
und Psychologen. Ich will hier nur erwihnen, daf die Elemente unserer
Netzhaut aus unstetig aneinandergereihten Nervenstibchen bestehen
und dafl wahrscheinlich jedes einzelne Stibchen nur einen bestimmten
Gesichtseindruck fortpflanzen kann, so daBl also fiir uns zwischen der
Beobachtung eines wirklichen Kontinuums und einer Menge in hin-
reichend kleinen Abstinden aufeinanderfolgender Dinge kein Unter-
schied ist. Aber ein wirkliches Urteil dariiber, wie weit physiologische
und psychologische Untersuchungen iiber das Zustandekommen des
Sehens, iiber die Struktur der Netzhaut, iiber die chemischen Verinde-
rungen, die das Licht auf der Netzhaut durch Bestrahlung hervorbringt,
iiber die Dauer dieser Verinderungen usw. ein niheres Eindringen in
die Tatsachen der sinnlichen Wahrnehmung gestatten, muB} ich selbst-
verstdndlich dem Fachmann #iberlassen. Wir berufen uns hier nur auf
die Tatsache als solche.

Im Anschlufl an unsere letzten Ausfithrungen fragen wir nun: In
welcher Weise wird vermdge einer empirischen Kurve y als Funktion
von x bestimmt ?

Wir antworten: x und v sind beide nur bis auf einen Schwellenwert
genau festgelegt. Daher: Die empirische Kurve legt y nicht als scharfe
Funktion von x fest, sondern definiert das einem x zugehorige vy nuy mit
einem begrenzten Grade von Genawigkert.

Wir schreiben dies etwa:

y=1[f(x) £e,

wo das unbestimmt bleibende & (das wir uns gegebenenfalls wieder als
eine Funktion von x denken mégen) einer Ungleichung |&| << d ge-
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niigen wird, der absolute Betrag dieser kleinen GroBe ¢ also unterhalb
eines Schwellenwertes 0 liegt.

Ein solches Gebilde y=7f(x)d-¢& von gewisser Breite habe ich in der
erwiahnten Arbeit von 1873 einen ,, Funktionsstreifen’ genannt, so daB
wir auch kiirzer sagen konnen: Die empirisch gegebemne Kurve definiers
uns nicht eine Funktion, sondern einen Funktionsstreifen.

Da also der Verlauf der Funktion durch eine empirisch gegebene
Kurve nur bis zu einem gewissen Grade genau versinnlicht werden kann,
stellen wir nunmehr die mehr psvchologische Frage in den Vordergrund,
die ich schon oben als umstritten bezeichnete: Kann man sich eine
Funktion unter dem Bilde einer riumlich angeschauten Kurve exakt
vorstellen ?

Dieses ,,Vorstellen einer Kurve ist nicht mit der Auffassung des
Gesetzes zu verwechseln, nach dem auf Grund der als absolut richtig
vorausgesetzten Axiome die Kurve scharf definiert werden kann. Viel-
mehr handelt es sich um die lebendige Erfassung einer konkreten Gestalt.

Meine Antwort auf die gestelite Frage ist nach dem, was ich oben
iiber die Vorstellbarkeit von Punktmengen auf der Abszissenachse
sagte, nicht mehr tiberraschend; ich habe sie bereits in der genannten
Note von 1873 so formuliert: Auch wenn man sich eine Kurve nicht
zeichnet oder mit dem Auge verfolgt denkt, sondern wenn man sie sich nuy
vorstellt, hat die Kurve eime beschrinkte Gemauigkeit und entspricht
also nicht dem scharfen Funktionsbegriff der Prizisionsmathematik, son-
dern der Idee des Fumktionsstreifens.

Die Richtigkeit dieser Auffassung soll weiterhin in der Weise hervor-
treten, daB ich an der Hand der Axiome die mannigfaltigsten Kurven
klar definieren werde, die man sich ganz gewill nicht vorstellen kann
(so gewil man das Gesetz ihrer Erzeugung klar versteht).

Eine entgegenstehende Ansicht ist in der mathematischen Literatur
insbesondere von A. Kdpke in den Math. Ann. Bd. 29 (1887), S. 123—140,
vertreten worden. Ich gehe darauf um so lieber ein, weil ich annehme,
daB diese Ansicht, wenn auch nicht in scharf formulierter Form, weit
verbreitet ist.

Um den Standpunkt Kopkes verstehen zu kénnen, muBl ich etwas
vorwegnehmen, was ich spiter ausfithrlicher behandeln werde.

Unter den Funktionen gibt es eine besondere Klasse, die der stetigen
Funktionen, die wieder als besondere Unterklasse die differenzierbaren
Funktionen in sich schliefen. Ist die Differentiation beliebig oft maog-
lich, so heiBen die Funktionen wumbeschrinkt differenzierbar.

Kipke sagt nun, dafS wir uns diejenigen Kurven y==[(x) genaw vor-
stellen kinnen, deven f(x) nicht mur stetig, somdern auch umbeschrinki
differenzierbar ist, daf wir uns aber auf der anderen Seste solche Kurven,
die stetigen Funktionen ohne Differentialquotienten entsprechen, schlechtey-
dings nicht vorstellen konnen.

¢

Klein, Elementarmathematik III. 2
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Sie sehen, wie dies von meiner Ansicht abweicht. Wihrend ich
behaupte, daBl unsere riumliche Vorstellung an sich und immer ungenau
ist, meint Kopke, daB sie vollig ausreichend sei fiir eine bestimmte
Klasse von Funktionen, daBl sie aber fiir andere Funktionen versage.

Man sollte meinen, daB die Physiologen und Psychologen sich mit
dieser Frage beschiftigt hitten. Es scheint dies nicht der Fall zu sein,
wie denn auch der einzige Forscher, der aufler Képke und mir von mathe-
matischer Seite an diese Fragestellung ausfithrlich herangetreten ist,
M. Pasch in seinen bereits genannten Lehrbtichern, sowie in den Math.
Ann. Bd. 30 (1887) sein diirfte. So wenig werden die wichtigsten Fragen
behandelt, die auf den Grenzgebieten verschiedener Wissenschaften
liegen. Im vorliegenden Falle diirfte fiir die Vernachldssigung der
Fragestellung ibrigens mit in Betracht kommen, da die moderne
Arithmetisierung der Mathematik (d.h. ihr konsequenter Aufbau auf
Grund des modernen Zahlbegriffs) auBerhalb der mathematischen
Fachkreise immer noch wenig bekannt und noch weniger nach ihrer
Wichtigkeit verstanden ist.

Um so lieber mache ich hier von mir aus einen kleinen Exkurs diber
Naturphilosophie, indem ich die folgende, durch den vorliegenden Zu-
sammenhang gegebene Frage aufstelle: Wenn wir eine scharfe Funktion
y=F(x) weder empirisch realisieren, noch uns tideell vorstellen kinnen,
wie steht es dawnn wmit der Schérfe der sogenannien Naturgesetze? Sind sie
exakt oder approximativ?

Nehmen Sie irgendein Gesetz, wie es die Physik oder die Natur-
wissenschaft behandelt, z. B. das Fallgesetz:

12 ,
y:%+ct+c.

Wieweit wird dieses Gesetz durch die Beobachtung bestitigt? Wir
miissen auch hier sagen: nur approximativ. Ebenso beschreibt ein
geworfener Korper keine genaue Parabel, ja die ballistische Kurve kann
betrachtlich von einer Parabel abweichen. Ein Tennisball vermag
eine Kurve mit einer nach oben gerichteten Spitze zu beschreiben.

Wie kommen wir nun dazu, ein solches Gesetz als absolut genau zu
formulieren und die Abweichungen stérenden Einfliissen bzw. Be-
obachtungsfehlern zuzuschreiben ?

Es kommt hier ein neues Prinzip in Betracht, das Prinzip der Ein-
fachheit der Naturerklirung oder der Okonomie des Denkens, das sich in
dem vorliegenden Falle so aussprechen 1d3t:

Bei der Aufstellung der N atuygesetze greift man (nicht evst auf Grund aus-
driicklicher Uberlegung, sondern unwillkiivlich) nach den einfachsten IFormeln,
die die Evscheinung mit hinveichender Genawigheit darvzustellen vermigen.

Was hier speziell von den Fallgesetzen gesagt ist, gilt auch fiir die
scheinbar gesichertsten Naturgesetze, z. B. fiir die Gesetze von der Kon-
stanz der Masse und Energie.
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Bei den meisten Versuchen (besonders chemischen) ist die Masse
leidlich konstant, in einer Formel ausgedriickt:

M =konst 4 &(?),

wo ¢(¢) eine nur sehr kleine Werte annehmende Funktion der Zeit ist,
iber welche man sonst nichts Bestimmtes in Erfahrung gebracht hat

Analoges gilt fiir die Energie. Auch sie ist bei den Versuchen leidlich
konstant, aber von einer absoluten Genauigkeit ist gar nicht die Rede?),
so daBl wir sagen miissen: Awuch unsere allgemeinsten und fiiv die Welt-
auffassung wichtigsten Naturgeseize sind tmmer nur in esnem beschrinkien
Bereich mit beschrinkter Genauigkeit experimentell bewieser. Man mdchte
sagen:

Die genauwe Formulierung der Natuvgesetze durch einfache Formeln
beruht auf dem Wunsche, die dufeve Evscheinung durch moglichst ein-
fache Hiljsmaittel zu beherrschen.

Vom wissenschaftlichen Standpunkte aus sollte man bei jedem
Naturgesetze — damit es nicht zu einem Dogma wird, d. h. einem Satze,
den wir fiir unumstdBlich richtig halten, ohne mehr nach den Beweis-
grinden zu fragen — allemal die Frage stellen: Innerhalb welcher
Genauigkeitsgrenzen ist es durch die Beobachtung erwiesen? Meist
wird man finden, daf dies mit viel weniger Genauigkeit statthat, als
man gewohnlich glaubt.

Ich will das Gesagte an einem Beispiele belegen, das ich der Astro-
nomie entnehme, d. h. einer derjenigen empirischen Wissenschaften, bei
denen die Genauigkeit am weitesten getrieben ist. Ich beziehe mich
dabei auf das Werk:

Newcomb, S.: The elements of the four inner planets and the funda-
mental constants of Astronomy. Washington 1895.

In diesem Werke hat Newcomb auf Grund seiner Lebensarbeit iiber
die Bewegung der groBen Planeten fiir sdmtliche ,,astronomischen
Konstanten“ die besten Werte angegeben, welche die heutige Astro-
nomie zu beschaffen weill, sowie gleichzeitig den Spielraum, innerhalb
dessen er sie als sicher bestimmt ansieht?).

Auf S. 118 bis 120 duBert er sich dariiber, wie genau das Newtonsche
Geselz der gegemseitigen Schwereanzichung zweter Massen:

’
f= kwfzm , (k feste Konstante)

durch die Beobachtung bestitigt wird.

1) Diese Genauigkeit ist sogar bislang recht gering und jedenfalls sehr viel
weniger betrichtlich als bei den Versuchen, durch welche die Konstanz der Masse
nachgewiesen werden soll.

%) [Eine Zusammenstellung neueren Datums findet man in dem Enzyklopadie-
artikel (VI2, 17; abgeschlossen 1919) von J. Bauschinger: Bestimmung und Zu-
sammenhang der astronomischen Konstanten, wo ebenfalls die Konstanten kon-
sequent als Intervalle angegeben werden.]

Q%
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Er unterscheidet dreierlei Beobachtungen:

1. Beobachtungen auf der Erde, wo 7 zwischen einigen Dezimetern
(Laboratoriumsversuchen) und der Linge des Erdradius enthalten ist;

2. Beobachtungen, bei denen das Intervall fiir » zwischen der Linge
des Erdradius und dem Abstande der Sonne von der Erde liegt (Fall-
gesetze, Mond- und Erdbewegungen relativ zur Sonne);

3. Beobachtungen, bei denen 7 bis zu dem Zwanzigfachen des Ab-
standes Sonne—Erde anwichst (Bewegung der fernsten Planeten).

Was die Giiltigkeit des Newtonschen Gravitationsgesetzes angeht
bzw. die Genauigkeit, mit der dieses Gesetz in den drei Fillen durch
die Beobachtung zweifellos konstatiert wird, so setzt Newcomb die
Unbestimmiheit

1. fiir das erstgenannte Intervall gleich & des fiir die Anziehungs-
kraft f sich ergebenden Betrages,

2. fiir das Intervall von der Linge des Erdradius bis zum Abstand
Sonne—ZErde gleich 5¢%5 des fiir f sich ergebenden Betrages,

3. und nur fiir das Intervall bis zu den entferntesten Planeten als
sehr gering an.

Natiirlich ist z. B. in dem ersten Intervall diese Genauigkeit nicht
so zu verstehen, daB das Gesetz Werte liefert, die bis auf 4j falsch
sind, sondern nur so, daB das vorhandene Erfahrungsmaterial einen
solchen Fehler moglich erscheinen 148t.

Als Merkwiirdigkeit fiige ich hier an, daB der amerikanische
Astronom Hall, um gewissen Irregularititen in der Merkurbewegung?)
Rechnung zu tragen, das Newtonsche Gesetz in der folgenden Form

ansetzt:
f= __kmm’
y2+0,1574.2077 "
Nach allem miissen wir also sagen (und damit besteht meine Behauptung
zu Recht):

Die Genauigkest, mit der die allgemein geltenden Naturgesetze zwingend
durch das Experiment bewiesen sind, ist selbst im Falle des Newtonschen
Anzichungsgesetzes nur sehr beschrinkt.

Im AnschluB an diese Ausfithrungen lassen Sie mich gleich die natur-
philosophische Frage zur Sprache bringen, welche die Goéttinger philo-
sophische Fakultit in dem bereits in der Einleitung genannten Gut-
achten {iber die Beneke-Preisfrage behandelt.

Auch hier ist wesentlich von dem Unterschiede zwischen der approxi-
mativen GroBenschitzung und der strengen Zahldefinition die Rede.
Besonders wird dort aber die Frage nach der inneren Konstitution der

1) [Bekanntlich hat hier die Einsteinsche Relativitatstheorie grofie Fort-
schritte und Anderungen der Auffassung gebracht. Eine ausfiihrliche Kritik des
Newtonschen Gravitationsgesetzes findet man in dem Enzyklopadieartikel (VI 2,
22) von S. Oppenheim (abgeschlossen 1920).]
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Materie berithrt. (Sie werden bald sehen, wie dies mit unserem engeren
Gegenstande zusammenhingt.)

Bei der Frage nach der inneren Natur der Materie gibt es zwes extreme
Ansichten:

1. Die eine will die Materie als wirklich den Raum kontinuierlich
erfilllend ansehen (Kontinuititstheorie),

2. die andere als eine Anhiufung getrennter, streng punktférmiger
Massen (extreme Atomtheorie).

Die Mehrzahl der Naturforscher steht heutzutage in der Mitte. Sie
sehen die Materie als molekular aufgebaut an, wobei aber die Molekiile
nicht als Punkte gedacht werden, sondern als komplizierte Welten fiir sich.

Das erste Extrem wurde frither insbesondere von F.Ostwald und
seiner Schule (Energetiker) vertreten, die jegliche Atomtheorie ablehn-
ten. Die zweite Auffassung findet sich vor allem bei den franzdsischen
Mathematikern der klassischen Schule, insbesondere Laplace, und blieb
lange herrschend; z. B. galt sie 1847 Helmholtz in seiner ersten Abhand-
Iung noch als Zielpunkt. Die Annahme ist dabei, da die getrennten
,,Massenpunkte* mit ,,Zentralkriften aufeinander wirken. Es handelt
sich um eine Verallgemeinerung der Anschauungsweise, welche seit
Newton in der Astronomie herrschend war.

Ubrigens ist dieses zweite Extrem gelegentlich noch wesentlich ge-
steigert worden. Man ging von der Frage aus: Sollte nicht, ebenso wie
der Raum nur diskontinuierlich mit Materie gefiillt ist, auch die Zeit
diskontinuierlich sein? d. h. muB nicht moéglicherweise jede Bewegung
als in nur diskontinuierlichen Zeitintervallen stattfindend, als sprung-
haft aufgefalit werden? Man wird zu dieser Fragestellung gefiihrt,
wenn man sich die Wirkungsweise des Kinematographen iiberlegt, der
uns diskontinuierliche Vorginge als kontinuierlich vortiuscht. In der
Tat haben W. K. Clifford (On theories of the physical forces, Proceedings
of the Royal Institution 1870, abgedruckt in ,,Lectures and Essays,
Bd. I, S.120 bis 138, London 1901) und L. Boltzmann derartige Vor-
stellungsweisen beftirwortet?).

Wie kénnen so verschiedenartige Ansichten nebeneinander bestehen ?
Dies ist die berechtigte Frage, bei der das eigentliche Interesse des
Mathematikers an diesen Dingen anhebt. Wir miissen sagen:

Die verschiedenen Voraussetzungen werden gegebemenfalls mit Riick-
sicht auf die ungenauwe Natur unserver simnlichen Wahrnehmung gleich
gute Evklirungen abgeben konnen, weil es sich bei der simnlichen Wahy-
nehmung in der Tat nicht wm Bezichungen dev Prizisionsmathematik,
sondern wm solche der Approximationsmathematik handels.

Die so aufgestellte Formulierung wird gern angenommen werden.
Aber im Grunde nimmt sie das Resultat ernster mathematischer Be-

1) [Bekanntlich ist die oben berithrte Vorstellung diskontinuierlicher Zustands-
anderungen in der modernen Quantentheorie zur vollen Geltung gekommen.]
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trachtung vorweg. Der Mathematiker hat weder die Fihigkeit noch
die Aufgabe zu entscheiden, was der ,,Fall der Natur ist, er muf3 das
— soweit es Uiberhaupt mdglich ist, hier zu einem bestimmten Resultate
zu kommen — dem berufenen Naturforscher iiberlassen. Er kann aber
entscheiden und soll entscheiden, wieweit die verschiedenen Primissen
auf Grund geeigneter Voraussetzungen gegebenenfalls nahezu zu den-
selben Ergebnissen fithren. In der Tat eine groBe Aufgabe fiir die
Approximationsmathematik!

Nach diesen allgemeinen Erérterungen wende ich mich wieder einer
bestimmten Fragestellung zu:

Jedermann verbindet mit der Idee der empivischen (etwa mit dev Hand
gezeichneten) Kurve gewisse Eigenschaften. Ist es moglich, den Begriff
der exakten Kurve, d.h. im vorliegenden Zusammenhange die Funktion
y=f(x) der Prizisionsmathematik so eimzuschrinken, daf wir analoge
Eigenschaften bei ithr wiederfinden ?

Ich fithre die Eigenschaften, an welche ich dabei denke, hier der
Reihe nach auf:

1. Eine erste Eigenschaft, welche wir der empirischen Kurve tat-
sichlich beilegen, ist die Kontinuitit, d. h. wir haben die Vorstellung,
daB die Kurve in den kleinsten Teilen zusammenhingt.

Dem wird entsprechen, dal f(x) durch alle Zwischenwerte geht,
oder genauer:

Ist (@) =4 und f(b) =B, so sollen alle Werte zwischen 4 und B
von f(x) im Intervalle x=:a bis x=:0 wirklich angenommen werden.
Wir werden lernen, dafl die sogenannten ,,stetigen’ Funktionen diese
Eigenschaft haben (Abb. 3).

2. Diezweite Eigenschaft, die wir dem empirischen Verhalten der Kurve
entnehmen, ist die Eigenschaft, ihrer Kontinuitdt entsprechend mitsamt
der x-Achse und den Ordinaten zweier ihrer Punkte einen bestimmten
Flichewinhalt abzugrenzen (Abb. 4). Hierbei ist an Kurven gedacht,
die von einer Parallelen zur y-Achse in einem Punkte geschnitten werden.

a
Abb. 3. Abb. 4. Abb. 5.

Hieraus ergibt sich fiir die stetige Funktion f(x) keine neue Ein-
schrankung. Wir werden vielmehr finden, daB der Flicheninhalt, d. h.

b
das bestimmte Integral f { (%) d x bei jeder im Intervalle a = x = b stetigen
a
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Funktion wohldefiniert ist, mit anderen Worten, daB jede stetige Funk-
tion ¢ntegrierbar ist.

3. Wir achten nun auf den Allgemeinverlauf der empirischen Kurve,
d. h. auf das Anwachsen bzw. Abnehmen der Ordinate, und finden,
daf} die Ordinate nur endliche Werte annimmt, im Intervallinnern oder
an den Intervallenden einen gréfiten und kleinsten Wert hat, und im
Intervall nur eine endliche Anzahl Maxima und Minima daybictet (Abb. 5).

Bei einer arithmetisch definierten stetigen Funktion y=f(x) kénnen
die Maxima und Minima in einem endlichen Intervall eine Hiufungsstelle

haben. Ist z. B. y=sin % (Abb. 6), so schwankt die Funktion in dem

Intervall x= % bis % = — % unendlich oft zwischen y =-+1 und
y = —1 hin und her [die Anzahl der Oszillationen wichst bei Anndherung
y 7 ,
Y ok S0 /8
.\ Py [ ..
// \\
S Y= P <
a1 |
y = sin— y = #sin—
Abb. 6. Abb. 7.

an den Nullpunkt unbeschrinkt]. Oder die Funktion y=x sinix hat

in einem endlichen, den Nullpunkt enthaltenden Intervall wiederum
unendlich viele Maxima und unendlich viele Minima (Abb. 7). Das
zweite Beispiel hat den Vorzug, daB die Funktion nicht nur rechts und
links von Null, sondern auch im Nullpunkt selbst stetig ist.

Da also bei einer stetigen Funktion y == f(x) keineswegs ausgeschlos-
sen ist, daB sie in einem endlichen Intervalle unendlich viele Maxima
und Minima hat, so miissen wir, wollen wir in dieser Hinsicht Uber-
einstimmung mit der empirischen Kurve herstellen, als besondere Be-
dingung fordern:

Die Funktion y=f(x) soll im gerade betrachieten Intervalle in eine
endliche Zahl monotoner Stiicke zerfallen.

4. Wir legen einer empirischen Kurve eine Richtung bei. Was ver-
stehen wir da unter Richtung? Wir wollen hier eine moglichst un-
befangene Antwort geben, d. h. nichts in die Definition hineinmengen,
was wir etwa bereits aus der Differentialrechnung wissen.

Die gezeichnete Kurve reprisentiere uns einen Strom von endlicher
Breite, die Ordinate ¥ sei also nur bis auf einen Schwellenwert ¢ be-
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stimmt. (Ist die Breite des Stromes zu bedeutend, so miissen wir das
Folgende auf einen schmileren Mittelstreifen beziehen.) Um nun die
Richtung festzulegen, verfihrt man in praxi folgendermafen:

Man nimmt (Abb. 8) auf der Abszissenachse ein Stiick 4%, welches
groll gegen die Breite des Stromes (Streifens) ist, aber klein gegen-
tiber seinem Gesamtverlauf, sucht fiir die Abszissenwerte x und x -+ A x
die Ordinaten y bzw. y+ Ay und verbindet deren Endpunkte durch
eine gerade Linie. Diese ist dann natiir-
==~ lich nicht scharf bestimmt, denn die

beiden Punkte, die sie verbindet, sind
es ja nicht. Aber diese gerade Linie gibt
das, was wir in praxi die Richtung des
y+4dy Streifens an der betrachteten Stelle nennen
und was nur mit miBiger Genauigkeit be-
stimmt ist. Wir messen sie!) durch den

. . Y| . ..
% Differenzenquotienten 73: . Wir kénnen
A S also kurz sagen:
Abb. 8. Eine empirische Kurve hat an jeder

Stelle eine Richtung, festgelegt innerhalb
ewnes im Einzelfalle zu bestimmenden Spielyaums durch den Differenzen-
4y

quotienten T tnter Ax = 0 eine Grife von bestimmier Grofenordnung ver-

standen, klein gegendiber dem Gesamtverlauf, grof gegeniiber dem Schwellen-
wert des Stretfens. Die empirische Kurve stimmt erfahrungsgemify mit der
Verbindungsgeraden von %,y nach x--Ax, y-+Ay annihernd diberein.
Hat nun auf der anderen Seite jede stetige Funktion einen Differen-
Halguotienien ?
Wir definieren den Differentialquotienten als

. Ay
Iim ==, Ax+0
Ag—o 4%

und schreiben dafiir abkiirzend %, wo die 4 andeuten sollen, dafl wir uns

den Grenziibergang gemacht denken. Dabei miissen wir aber bedenken,
daB der Differentialquotient aus dem gerade besprochenen Differenzenquo-
tienten durch 2w e1 Grenziiberginge entsicht, die in ganz bestimmter Reihen-
folge vollzogen werden sollen, indem wir erstlich die Breite des Streifens
und dann das Stiick 4x der Abszisse unbegrenzt verkleinern.

Als allgemeinen Grundsatz iiber Grenziiberginge flechte ich hier
ein: Was bei einem Grenziibergang herauskommt, kann a priovi schlechter-
dings wicht gesagt werden. Insbesondere aber ist, wewn mehrere Gremz-
iberginge auszufiihven sind, deren Reihenfolge gemau zu beachten.

1) Noch allgemeiner kénnte man —j% = 2;1—_%2 setzen, wo #; und #, links und
17 e
rechts von # in geeignetem Abstand genommen werden.
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Frither befolgten die Mathematiker diesen Grundsatz nicht immer
und glaubten an die Existenz eines Differentialquotienten jeder stetigen
Funktion. Man weil3 aber seit den Untersuchungen von B. Bolzano,
B. Riemann und K. Weierstra, daBl stetige Funktionen als solche
gar keinen bestimmten Differentialquotienten zu haben brauchen, d. h.

daB fiir —j% gegebenenfalls gar kein solcher Limes, wie wir ihn gerade defi-

nierten, existiert. Wir werden das weiterhin noch ausfithrlicher erliutern.

Wie mag wohl die gegenteilige Ansicht entstanden sein? KEs ist
nicht bestimmt zu sagen, wo der FehlschluB lag. Es scheint aber, daf
die verkehrte Annahme, da8 eine stetige Funktion immer einen bestimm-
ten Differentialquotienten haben miisse, dadurch hervorgerufen wurde,
daB man bei unserer empirischen Kurve den Schwellenwert und das
Stiickchen Ax gleichzeitig verkleinert dachte, und zwar so, daBl das
Wesentliche der Figur, d.h. die Ubereinstimmung der geraden Linie
mit der Kurve fiir das Intervall 4x bestehen blieb. Man hielt also auch
bei der strengen Funktion allgemein die Vergleichbarkeit mit einer
geraden Linie fiir ein kleines Stiick aufrecht.

Wenn diese Interpretation richtig ist, so liegt der Fehlschiuf darin,
daB man zwei Gremziiberginge gleichzeitrg wnd sozusagen in gleichem
Mafe machte, die vorschriftsmifig nacheinander zu machen sind.

Wir werden uns die Moglichkeit der Nichtexistenz des Differential-
quotienten bei stetigen Funktionen spiter noch genauer klarmachen. Hier
geniigt es uns, zu wissen, daf} eine stetige Funktion keinen Differentiai-
quotienten zu haben braucht, so daB wir also, wenn wir in Uberein-
stimmung mit unserer empirischen Kurve, die doch sicher eine Rich-
tung hat, bleiben wollen, die Existenz eines Differentialquotienten der
stetigen Fumktion als Bedingung auferlegen miissen.

5. Ebenso ist es bei jeder empirischen Kurve keine Frage, daB sie
eine Kriimmung besitzt.

Die Kriimmung einer Kurve wird dabei durch den reziproken Wert

1 des Radius o eines Kreises gegeben, der durch drei zweckmaBig ge-
wihlte Punkte der Kurve geht. Sind die drei Punkte

% Y x4+ Ax, y+Ady; x+24x, y-+ 24y + A2y,

so kommt fiir die Kriimmung wesentlich die zweite Differenz A2y,
oder wenn wir durch (4x)2? dividieren, der zweite Differenzenquotient
(—% in. Betracht. Er gibt das MaB der Abweichung von der geraden

Linie (42y=0); wir konnen ihn auch in der Form schreiben:
flr +24x) —2f(x + Ax) + 1 (%)

(4%)

Wie werden wir die drei Punkte praktisch wiahlen? Offenbar wieder
in Abstinden, die gegen die Breite des Streifens groB, gegen seine




26 Von den Funktionen reeller Veranderlicher.

Gesamterstreckung klein sind. Die Schirfe, mit der der zweite Diffe-
renzenquotient oder demnach die Kriimmung bei einem empirisch vor-
gelegten Streifen gemaf unserer Festsetzung definiert werden kann,
ist, weil jetzt drei Punkte auf dem Streifen verschiebbar sind, jedenfalls
geringer als die Schirfe, mit der wir den ersten Differenzenquotienten
und damit die Richtung der Kurve festlegten.

Diese Unbestimmtheit der Festlegung wichst, wenn wir weitergehen
und von dem dritten, vierten, ... Differenzenquotienten reden wollen.

Beider prizisionsmathematischen Kurve miissen wir nattirlich wieder,
um die Analogie mit der empirischen Kurve aufrechtzuerhalten, die
Existenz des zweiten und der hoheren Differentialquotienten postulieren.

Die Punkte 4. und 5. zusammenfassend folgere ich also:

Dawat diejenigen Eigenschaften, die wir einer empivisch gegebenen
Kurve hinsichtlich Richtung und Kriimmung (erster und hoherer Diffe-
renzenquotienten) beilegen, bei eimer scharf definierten Funktion sich in
sinmgemifer Weise wiederfinden, werden wir die Funktion nicht nur als
steteg und wmit einer endlichen Anzahl von Maxima und Minima im end-
lichen Intervall behaftet vorausseizen, somdern ausdriicklich annehwmen,
daf sie einen ersten und eine Reihe hoherer Differentialquotienten (soviel
man gervade benutzen will) besitztl).

Fiir das unmittelbar Folgende ist unser Programm durch die letzten
Entwicklungen festgelegt. Wir haben die den Kurven beigelegten, aus
der Erfahrung entnommenen Eigenschaften fiir die Funktionen y=f(x)
vom Standpunkte der Prizisionsmathematik streng zu definieren.

1. Zunichst die Definition der Stetigkedt.

Ich gebe hier geschichtlich an, dafl diese und die Mehrzahl der
iibrigen in Betracht kommenden Definitionen in die Wissenschaft Ein-
gang gefunden haben durch die fundamentalen Werke:

Cauchy, A. L.: Cours d’analyse Bd. 1. Paris 1821, und Résumé des

lecons données sur le calcul infinitésimal. Paris 1823,
in die Cauchy (1789 bis 1857) seine Vortrige an der Ecole polytechnique
hineingearbeitet hat.

1) Man konnte natirlich an die Ubereinstimmung noch weitere Forderungen
stellen. Bei einer empirischen Kurve ist durch die zu einem Punkte gehorige
Richtung, Kritmmung usw. ein Stiick des weiteren Verlaufs vorausbestimmt (was
insofern selbstverstandlich ist, als wir die zu einem Punkte gehorige Richtung,
Kriimmung usw. erst aus diesem Verlauf festlegen). Otfto Kopke aus Ottensen
[den ich S. 17 erwahnte und gelegentlich der Hamburger Naturforscherversamm-
lung ausfithrlich gesprochen habe] hialt es fiir zweckmiBig, diese Vorausbestim-
mung auch bei den prizisionsmathematischen Funktionen y=j/(#) als eine For-
derung festzuhalten. Er kommt dadurch natiirlich zu Funktionsklassen, die enger
sind als die im Texte betrachteten. Fir die so ausgesonderten Funktionen méchte
Képke einen hoheren Grad von Anschaulichkeit in Anspruch nehmen als fir die
anderen. Ich mache demgegeniiber natiirlich geltend, daB nach meiner Auf-
fassung tiberhaupt keine Funktionen anschaulich sind, sondern immer nur Funk-
tionsstreifen.
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Unabhingig von Cauchy ist in dieser Hinsicht ein anderer Forscher
titig gewesen, dessen Name erst spit in die groBere Offentlichkeit ge-
drungen ist. Esist dies Bolzano (1781 bis 1848) in Prag (seit 1817), iiber
dessen Bedeutung fiir die Geschichte der Differential-und Integralrechnung
man die Arbeit von O. Stolz in den Math.Ann. Bd. 18 (1881), S. 255—279:
Uber Bolzanos Bedeutung fiir die Geschichte der Infinitesimalrechnung
vergleichen moge. Es ist hier wie so oft in der Wissenschaft ergangen.
Die historische Entwicklung kniipft nur an einen Namen an, wihrend
die Moglichkeit zu einer solchen Entwicklung an mehreren Stellen
gleichzeitig gegeben war.

Wie lautet nun die Cauchysche Definition der Stetigkeit?

Eine Funktion y=f(x) heiBt in einem Punkte x =, stetig, wenn
sie erstens fiir diesen Punkt eindeutig erklirt ist und wenn sich zweitens
zu jeder positiven Zahl 7, mag sie auch noch so klein sein, eine solche
positive Zahl & angeben 148t, daB fiir alle Innenpunkte %, x” eines jeden
den Punkt x, enthaltenden Intervalls |f(x) —f(x') | <7 ausfillt, sofern
nur |x—«'|<{ ist. Etwas anschaulicher ausgedriickt: Wie wir auch
7 wihlen, immer soll es moglich sein, um x, herum ein Intervall von
einer solchen Linge 0 >0 abzugrenzen, daB fiir alle Punktepaare x, %’
des Innern dieses Intervalls die Funktionsdifferenz ihrem absoluten
Betrage nach kleiner als # ist. :

Erfiillen die Forderung |f(x) —/(#)|<<# nur solche Intervalle, fiir
die x, Endpunkt ist, so sagt man, daB} die Funktion y =f(x) im Punkte
%, einseitig stetig ist; man nennt sie insbesondere vorwirts stetig oder
riickwirts stetig, je nachdem die Intervalle d sich rechts oder links von
%, erstrecken. Wir kénnen nun leicht definieren, was man unter einer ,,in
einem Intervalle stetigen Funktion zu verstehen hat. Man wird darunter
eine Funktion verstehen, die in jedem Punkt des Intervalles stetig ist; im
Falle des abgeschlossenen Intervalls aber
wird man fiir den linken Endpunkt nur
Vorwirtsstetigkeit, fiir den rechten End-
punkt nur Riickwirtsstetigkeit verlangen. T

Wir beweisen nun auf Grund dieser De- fla)
finition, daB eine im abgeschlossenen Inter- @it
vall a =< x < b stetige Funktion alle Werte N\ -
zwischen f(a) und f(b) durchlduft. <—a— \1,0(5”7)

Wir beweisen den Satz in einer spe-
ziellen Form, bei der aber das allgemeine Abb. 9.
Prinzip durchleuchtet. Es mdége f(x) an
zwei ganzzahligen Stellen x =a und x=a -1 betrachtet werden, dabei
sei f(@)>0 und f(a+1)<<O (Abb. 9). Wir beweisen, dal dann f (x)
zwischen ¢ und a1 mindestens einmal durch Null geht.

Empirischist ganz klar, da eine stetige Kurve, wenn sie bei a oberhalb
und bei @+ 1 unterhalb der Abszissenachse verlauft, mindestens einmal

K
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die Achse schneidet. Theoretisch miissen wir aber beweisen, daf der in
Rede stehende Satz sich aus der von uns gewdhlten Definition dev Stetig-
keit auf Grund des ein fiir allemal festgelegten Zahlbegriffs herlesten lift.
Anders ausgedriickt: Es handelt sich darum, die ZweckmiBigkeit der
Cauchyschen Definition der Stetigkeit zu erproben, indem wir beweisen,
dal aus ihr dasjenige Theorem folgt, welches durch die Kontinuitit
der empirischen Kurve (infolge unserer natiirlichen Ideen iiber Konti-
nuitdt) unmittelbar gegeben ist.

Der zu beweisende Satz lautet also, nochmals wiederholt: Eine Funk-
tion, die im Sinne von Cauchy tm Intervall a =< x = a -+ 1 stetig und bes
x = a positiv, bet x = a -+ 1 negativ ist, besitzt zwischen a und a -+ 1
mindestens eine Nullstelle.

Der Beweis hat denselben Zuschnitt wie unsere Beweise iber die
Punktmengen, er ist ein ,,Dezimalbeweis‘.

Wir teilen das Intervall a=a, bis a,-+1 in 10 gleiche Teile nach
den einstelligen Dezimalbriichen

ay,0; ag,1; ag,2; ...; a5, 9; ap-+1,0.

Wenn dann nicht fiir einen der Teilpunkte f(x) gleich Null ist' (was
wir ausschlieBen, da dann nichts mehr zu beweisen wire), so gibt es
ein erstes Intervall a4, @, ... a,, a;+1, an dessen linkem Endpunkt
f (%) noch positiv, an dessen rechtem Endpunkt j(x) negativ ist, so daB
fiir dieses Zehntelintervall eben dasjenige stattfindet, was fiir das ganz-
zahlige Intervall gilt.

Das Zehntelintervall a,, a, . . . a4, a; +1 teilen wir jetzt in 10 Hun-
dertelintervalle

gy, 210; ay, ay1; ay, 125 ... ay, a19; a4, a1+1, 0,

wo wieder f () fiir einen der Teilpunkte verschwinden kann, was wir indes
ausschlieBen wollen. Wir wihlen wieder das erste dieser Intervalle, an
dessen linkem Endpunkt f(x) positiv, an dessen rechtem Endpunkt f(x)
negativ ist. Durch unauthérliche Fortsetzung dieses Prozesses entsteht,
wie man leicht einsieht, eine Intervallschachtelung, d. h. eine unendliche
Folge von Intervallen, von denen jedes folgende in allen vorhergehenden
liegt und deren Lingen unbegrenzt gegen Null abnehmen. Die beiden
Folgen von Dezimalbriichen, die zu den linken und rechten Intervall-
endpunkten gehdren, haben daher denselben Dezimalbruch %, zu ihrem
Grenzwert. Wir wollen zeigen, daB infolge der Cauchyschen Definition
der Stetigkeit f(x,) gleich Null wird. Dieser Satz 1iBt sich auf einen
allgemeinen Grumdsatz reduzieren.

%, ist der gemeinsame Limes einer fallenden und einer steigenden
Folge von Dezimalbriichen; fiir die erstere ist f(x) positiv, fiir die letz-

t tiv: i
ere negativ fiir alle %, die

xozlimaolao,allao, alazf ... mit f(%)>0, Glieder der
xo=limay+1|ag, a;+1]ag, aga,+1/| ... mit f(x)<0, Folge sind.
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Nun gilt firr stetige Funktionen der Satz:

Wenn x, der Grenzwert einer Pumkiefolge %, %,, ... ist, dann isi
auch f(x,) der Gremzwert dev Folge der Funktionswerte f(xq),f(%s) ...

Dies folgt einfach aus dem Wortlaut der Cauchyschen Definition
der Stetigkeit und der Definition des Grenzwertbegriffs.

Hiermit ist aber unser obiger Satz unmittelbar bewiesen: Denn
einmal erscheint hiernach f(x,) als Limes einer Folge nur positiver
Zahlen, das andere Mal als Limes einer Folge nur negativer Zahlen.
Beide Tatsachen sind nur vertraglich, wenn f(x,) =0 ist.

Bei dem Beweise haben wir zuletzt einen Satz benutzt, der fast
wichtiger als der bewiesene Satz selbst ist. In Zeichen lautet er:

Ist {(x) stetig, so ist f(lim x) =lim/ (x) .

Wir kénnen aus diesem Satz noch einen weiteren ableiten, der uns
spater niitzlich sein wird:
Wir wihlen als Punktmenge x zundchst die Menge der rational-

zahligen Punkte x= —Zf der Abszissenachse. Durch sie kénnen wir alle

irrationalen Zahlen f{festlegen, nimlich als Grenzwerte unendlicher
Folgen von rationalen Zahlen. Es ist also fiir ein irrationales x,
f(xy) =f(lim rat. #) =limf (rat. ),

in Worten: Der Werteverlauf einer stetigen Funkiion ist schon dann
in allen Punkien eines Intervalls bestimmi, wenn ev fir alle vational-
zahligen Punkte dieses Intervalls festgelegt ist. — Dieses Ergebnis
kénnen wir sofort verallgemeinern, wenn wir an den von uns bereits
eingefithrten Begriff der Punktmenge denken, die in einem Intervalle
(@, D) diberall dicht liegt. Eine solche Punktmenge liegt dann vor, wenn
jedes Teilintervall von (a, b), auch wenn es noch so klein ist, Punkte
der Menge enthilt. Man sieht, daB fiir eine solche Menge simtliche
Punkte von (@, b) Haufungsstellen sind und daf sich mithin zu jeder
Stelle %, des Intervalls (@, b), auch wenn sie nicht zur Menge gehort,
aus der Menge Punktfolgen herausheben lassen, die x, zum Grenzwert
haben. Wir erhalten somit den Satz: Eine stetige Funktion ist in allen
Punkten eines Intervalls definieri, wemn sie fiiy alle Punkte einer das
Intervall iiberall dicht erfiillenden Punktmenge gegebem ist.

Als Menge koénnen wir beispielsweise auch die Gesamtheit der end-
lichen Dezimalbriiche wihlen (da schon diese hinreichen, um auf der
Abszissenachse eine iiberall dicht liegende Punktmenge zu bestimmen),
so daB wir als Korollar haben:

Eine stetige Funktion ist vollkommen definiert, wenn sie fiir alle diejenigen
Zahlen x definiert ist, die sich als endliche Dezimalbriiche anschreiben lassen.

2. Wir kommen jetzt zu dem zweiten Punkt, wo von der Umgren-
zung eines Ilicheninhalts die Rede war.

Wir haben das Gefiihl, daB jedes empirische Kurvenstiick mitsamt
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der x-Achse und den Ordinaten seiner Endpunkte einen Flichen-

inhalt umgrenzt. Um diesen ndherungsweise zu ermitteln, kann man

das Papier ausschneiden, wigen und mit dem Gewicht eines bekannten

Flicheninhalts, z. B. 100 cm?, vergleichen.

\\ Durch diese Gewichtsmethode findet man
oft brauchbare Ergebnisse.

Ein weiteres praktisches Verfahren ist
die mechanische Quadyatur oder numerische
Integration, wozu die Trapezformel und
die Simpsonsche Regel zu zihlen sind.
Um nur die Trapezformel anzufithren, so

z teile man das Intervall in so kleine Stiicke
Ax (die zweckmiBig gleich grol gewdhlt
werden), daB3 die Kurvenstiicke zwischen

den Ordinatenpunkten der einzelnen 4x als annihernd geradlinig be-
trachtet werden kénnen und daB sich ihre Flaiche demgemiB als Trapez-
fliche berechnen 148t (Abb. 10). Durch Summation aller Trapezinhalte
findet man dann fir den von der Kurve umspannten Fldcheninhalt:

Yo + Y1 Y1+ s Yn—1 T Yn
AxT— + Ax—Tf + o+ /Jx——fzﬁ
=A7x(yo+2y1+ A 2Yn1 V) -

Ein drittes praktisches Verfahren beruht auf der Benutzung des
Planimeters?).

Bei der praktischen Bestimmung des Flicheninhalts liegt die Haupt-
fehlerquelle ibrigens nicht in der Ersetzung der Fliche durch eine
Rechteckssumme und in der Willkiir der Wahl von 4%, sondern vor
allem in der endlichen Breite der gezeichneten oder sonst empirisch
gegebenen Kurve, die den Flicheninhalt abgrenzt. So ist z. B. bei
einer Linge von 10 cm und einer Breite von 4+ mm des Streifens der aus
der Breite entstehende Fehler 4 cm?2.

Wie werden wir nun theoretisch diese Dinge fassen?

Die theoretische Betrachtung beginnt mit der Summe S ZZA Xy fu (%)

Y

a=x, x, 2, T3 Zy=b
Abb. 10.

wo n die Zahl der Intervalle irgendeiner Unterteilung des Intervalles

a = x = b und f, () irgendeine Ordinate in dem Teilintervall 4x, be-

deutet, und untersucht, wie sich diese Summe verhilt, wenn die Maximal-

lange 4, der Teilintervalle gegen Null konvergiert, und damit natiirlich

»n unbegrenzt wichst. Ergibt sich ein Grenzwert fiir jede der Bedingung

A4,— 0 gentigende Folge von Unterteilungen und jede Wahl der £, (x),
b

so bezeichnen wir ihn mit f f(%) dx und nennen ihn das bestimmie Inte-

a
gral von f(x) zwischen den Gremzen a und b. Die Frage, die wir im
folgenden zu entscheiden haben, ist:

1) [Vgl. etwa Bd.II, S.11—16.]
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Wann existiert ein solcher Limes, d. h. wann ist die Funktion f(x)
integrierbay ?

Der erste, der diese Frage aufgeworfen und in allgemeiner Weise
behandelt hat, war B. Riemann in seiner Habilitationsschrift (1854):
Uber die Darstellbarkeit einer willkiirlichen
Funktion durch eine trigonometrische Reihe?). y —

Wir beginnen damit, dal wir eine im f
Intervall a = x =<<b beschrinkie Funktion be- R
trachten, d. h. eine solche, fiir welche der o
Absolutbetrag der Funktionswerte eine feste -
-positive Zahl K nicht tiiberschreitet. Eine b
solche Funktion braucht nicht stetig zu sein. a =Az~ b
Sie hat, wie wir nachher beweisen werden, Abb. 11.
in dem ganzen Intervall, wie in jedem Teil-
intervall, je eine obere und untere Grenze. Ist G, die obere, g, die
untere Grenze fiir das Teilintervall A%, (Abb. 11), so liegt f, (¥) zwischen
g, und G,. Wir finden somit: Unsere wrspriingliche Summe A Zpf i (%)
liegt zwischen zwei Grenzen 2 A%,G, und 2 A%,g,, und diese beiden
Summen unterscheiden sich um die Differenz > A%, D,, wo D, =G, —g,
ist und Schwankung der Funktion f(x) im u®" Teilintervall heil3t.

Nun 148t sich aber, wie wir nicht weiter ausfithren wollen, zeigen, daB fir
beschrankte Funktionen die beiden Summen Y A#,Gy und 2 A¥%ugu mit 4,0
zwei Grenzwerten A und B zustreben, zwischen denen dann 2 f(%u)A%u gleich-
falls stets liegen muB. Haben 4 und B denselben Grenzwert C, so muB also
auch der Grenzwert von X f(¥u)Ad#, existieren und ebenfalls gleich C sein.
A und B sind aber sicher dann gleich, die beschvinkie Funktion f(¥) also inte-
grievbar, wenn die 3, A%, Dy dadurch beliebig klein gemacht werden kann, daB
man die Maximallinge 4u der Teilintervalle hinreichend klein macht.

Wir behaupten insbesondere: Fiir jede im abgeschlossenen Intervalle
a = x =0 stetige Funktion — eine solche ist notwendig beschrimkt — kann
die Summe DA %, D, belicbig klein gemacht werden.

Bevor ich den Beweis geben kann, muB ich noch einen feinen Punkt
iiber Stetigkeit erwihnen, den ich aber nicht ganz ausfithren werde:

Wir hatten eine Funktion f(x) an der Stelle x, stetig genannt, wenn es
zu jedem # ein & gibt, so daB fiir alle ¥ mit

folgt. v — x| <& 1@ — 1) [ <7

Wie #ndert sich nun die Stetigkeit, wenn x, durch das Intervall
a...b hinwandert, d.h. was ¢st das Maf3 der Stetigkeit, wenn x, das
Intervall durchlauft?

Wir kommen zu dieser Fragestellung, wenn wir eine Kurve be-
trachten, die einmal flach, das andere Mal steil ansteigt. Offenbar kann
ich an einer Flachheitsstelle x,, fiir dasselbe 5 ein gréBeres & angeben
als an Steilheitsstelle x,,, so daB also & bei gegebenem 7 fiir ver-

1) Mathematische Werke, S. 213—251.

Z
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schiedene Stellen x, duBerst verschieden sein kann [je nachdem die
Kurve flacher oder steiler verliuft (Abb. 12)].

Wir kénnen uns dies durch eine Hilfskurve, die uns eine Beurteilung
des MaBes der Stetigkeit gestattet, klarer machen.

Wir wihlen x, als Abszisse und etwa 10%* &, als Ordinate. Die ent-
stehende Kurve (die uns fiir gegebenes n die Abhingigkeit des & von x,
gibt) wird im ganzen Intervalle positive Ordinaten haben. Damit ist
aber noch nicht ausgeschlossen, dafl die Hilfskurve in der in Ab-
bildung 13 angedeuteten Weise verlduft. Es koénnen nimlich die Ordi-
naten an einer oder mehreren Stellen der Null beliebig nahekommen, um
an den Stellen, wo sie nach der Kontinuitidt Null werden sollen, plétzlich
in die Hohe zu springen. Damit wird der Forderung, da die Funktion
iberall positive Werte haben soll, in der Tat geniigt. Die Hilfskurve
wiirde also eine Unstetigkeit darbieten. Tritt ein solches Verhalten ein,

04,

Z

Abb. 13. Abb. 14.

so nennen wir die Ausgangsfunktion ,,ungleichmiBig stetig” in dem
Intervall. Wir werden sagen:

Durch die Annahme, daf eine Funktion in einem jeden einzelnen Punkte
des Intervalls stetig ist, scheint zundchst noch nicht ausgeschlossen, daf die
Stetigkeit diber das ganze Intervall hin ungleichmdfig ist, d.h. daB es Stellen
gibt, wo das & kleiner wird als eine noch so kleine vorgegebene GroBe.

Wir haben dagegen eine gleichmdifige Sietigkeit in dem Intervall,
wenn die §-Kurve wohl auf und ab schwankt, doch jener Ausnahmefall
nicht eintritt (Abb. 14), d. h. wenn wir bei vorgegebenem # eine GréBe &
derart angeben kénnen, daB fir alle Punktepaare x, x, des Intervalls
gleichzeitig, sobald nur |x—x,| <& ist, auch |f(%)—f(x,)| <7 ist.

Jetzt kommt der Punkt, dessen Beweis ich der Kiirze halber iibergehe.
Man zeigt, daB die schlimme Maoglichkeit der ungleichmiBigen Stetigkeit,
an die wir beildufig dachten, fiir die im abgeschlossenen Intervall stetige
Funktion von vornherein in Wegfall kommt, weil das abgeschlossene
Intervall ¢n sich kompakt ist, d. h. jede seiner Punktfolgen einen zum
Intervall gehérigen Hiufungspunkt besitzt.

Es gilt also der Satz: Jede Funktion, die in einem abgeschlossencn
Intervalle stetig ist, ist in diesem auch gleichmdfig stetig.

Wegen des Niheren verweise ich wiederum auf A. Pringsheim:
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Aligemeine Funktionentheorie. Enzyklopidie der math. Wissenschaften
Bd. 2, S.18Y).

Ich habe hier auf die Moglichkeit einer ungleichméBigen Stetigkeit
deshalb so ausfiihrlich aufmerksam gemacht, weil wir spiter bei Fragen
der Reihenkonvergenz mit analogen Moéglichkeiten zu rechnen haben.

Nunmehr nehme ich die Frage der Integrierbarkeit der stetigen
Funktionen wieder auf.

Da wir wissen, daB f(x) gleichmiBig stetig im abgeschlossenen Inter-
vall a = x < b ist, kénnen wir ein & ein fiir allemal so finden, daf3 im
ganzen Intervall, wenn nur |x— x,|<<§& ist, |f(x)—7(%,)|<7m wird.
Waihlen wir also die Linge 4 %, << £, so wird in dem Intervall A%, die
Schwankung G, — g, <7 oder D,<<7. Fiir die Summe der mit 4z,
multiplizierten Schwankungen folgt jetzt:

DA%, D, <y Ax, =n (b — a),

d. h.: Fir eine im abgeschlossenen Intervall stetige Funktion f(x) kénnen
wir >'A%,D, kleiner machen als # (b — ) und damit kleiner als jede
vorgegebene positive Zahl; es ist also eine solche Funktion stets integrierbar.

3. Wir betrachten unter Punkt 3 die Frage nach dem grofSten und
kleinsten Wert einer stetigen Funktion.

Die Ordinate einer empirischen Kurve hat in einem Intervall immer
einen kleinsten und einen gréBten Wert [der unter Umstidnden an den
Endpunkten des Intervalls zu suchen ist ,
(Abb. 15)]. Die Frage ist: Hat eine idealisierte TS T
Kurve, d. h. eine Funktion y=f(x), die natfir-
lich im Intervall beschrinkt bleiben soll, im
Sinne der Prizisionsmathematik in dem Inter-
vall @ ... b einen groften Wert?

Wir miissen hier zunichst zwischen oberer
Grenze und groftem Wert unterscheiden. Iir . T
erstere gilt der Satz: Ist f(x) eine im Inter- Abb. 15.
vall a = x << b beschrinkte Funkiion, dann gibt es
fiir die y-Werte des Intervalls sicher eine obere (und eine untere) Grenze,
wie bereits auf S. 31 bemerkt wurde.

Der Beweis folgt einfach aus unserem ersten Satz iiber Punktmengen
S.11—12. Inder Tat: Zu jedem x unseres Intervalls gehort ein bestimmtes
v, so daB wir dem Intervalle der x-Achse entsprechend auf der y-Achse
eine wohldefinierte Punktmenge erhalten, die nach oben beschrinkt ist.
Fiir eine solche Punktmenge aber haben wir die Existenz der oberen
Grenze bewiesen.

1) [Vgl. auch 4. Pringsheim: Vorlesungen iiber Zahlen- und Funktionenlehre
II, 1. Leipzig 1925, S. 54—56 und F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre,
II. Aufl., Berlin 1927, Kap. 8, S. 197.]

Klein, Elementarmathematik III. 3



34 Von den Funktionen reeller Veridnderlicher.

Unbekannt bleibt aber zundchst noch, ob diese obere Grenze der Punki-
menge angehort, ob sie also zu einem bestimmien x als Ordinate gehirt
oder nicht, ob also die obere Grenze evveicht wird oder micht. Ich will
zunichst ein Beispiel geben, wo dies nicht der Fall ist. f(x) sei definiert
fiir alle Punkte zwischen +1 und —1 durch die Punkte eines Halb-
kreises, dessen Mittelpunkt in Null liegt und dessen Radius 1 ist, nur
fiir den Wert x=0 sei f(x)=0. Also:

Y= '1/’1/:;5] fir ¥ +0,
y=0 fir =0,
wie durch die Abbildung 16 angedeutet wird. Es handelt sich um eine
wohldefinierte, allerdings unstetige Funktion. Die obere Grenze ist 1,
welche aber nicht erreicht wird, da fiir
y x = 0, wo allein sie erreicht werden
konnte, nach Definition f(0) =0 ist.

Im Gegensatz hierzu erreicht eine
im Intervall a=x=0 stetige Funk-
tion ihre obere Grenze, d. h. eine in
dem Intervall a <x =05 stetige Funktion

- o ——>x hat einen groften Wert. Wesentlich fiir

Abb. 16. die Giltigkeit dieses Satzes ist, daf

die Intervallendpunkte mit zum Inter-

vall gerechnet werden. K. Weiersiraf hob diesen Satz in seinen Vor-
lesungen stets besonders hervor.

Zunichst: Eine im abgeschlossenen Intervalle stetige Funktion ist
nach oben beschrinkt, hat also eine obere Grenze G. Wir kénnen nun
mit Hilfe des Dezimalverfahrens die Existenz einer Stelle x, erschlieBen,
welche die Eigenschaft hat, daB in jeder noch so kleinen Umgebung von
ihr G die obere Grenze ist. Wir teilen das Ausgangsintervall in zehn
gleiche Teile und wahlen unter den Teilintervallen das erste aus, fiir
welches G obere Grenze ist. Mit diesem Teilintervall verfahren wir
ebenso wie mit dem Ausgangsintervall. Die unbeschrinkte Fortsetzung
dieses Prozesses liefert eine Intervallschachtelung, welche eine Stelle x,
der gewiinschten Art definiert. So weit ist der SchiuB fiir jede nach
oben beschridnkte Funktion f zu machen, daf aber dann f(x) = G ist,
gilt wicht fiiv jede beschvinkte Funktion, wohl aber ausnahmslos fiir jede
im abgeschlossenen Intervall stetige Funkiton. Letzteres wollen wir jetzt
noch ausdriicklich zeigen.

Wir tun dies auf indirektem Wege, indem wir annehmen, daB
f(%,) = G’ sei, wo G’ kleiner als G ist. Aus der Stetigkeit der Funktion f ()
folgt, daB wir um x,ein Intervall so abgrenzen kénnen, daB die Differenz

[7(%) —F (%) [=7
ist, wo wir n ausdriicklich kleiner als G — G’ wihlen wollen. Es liegen
also die Funktionswerte zwischen G'—# und G'-+#. Da aber G'-+75
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immer noch kleiner als G ist, so folgt, daB G fiir unser Intervall nicht
obere Grenze ist, was wir aber doch wegen der Definition der Stelle x,
annehmen miissen. Der Widerspruch 148t sich also folgendermafen
formulieren: Wire f(x,) = G'<< G, so wiirde man infolge der Stetigkeit
von f(x) um x, ein Intervall abgrenzen kdénnen, derart, dal simtliche
Funktionswerte um mindestens eine feste positive Zahl ¢ kleiner als G
sind, was mit der Annahme, G sei die obere Grenze fiir jedes den
Punkt %, umgebende Intervall, unvereinbar ist.

Fassen wir zusammen, so sehen wir, daf3 sich die Kontinuitit, die
wir bei der empirischen Kurve voraussetzen, bei den im abgeschlossenen
Intervalle stetigen Funktionen der Prizisionsmathematik wiederfindet,
und daB auch die Eigenschaften: Umgrenzung eines Flicheninhalts und
Existenz des groBten und kleinsten Wertes bei diesen statthaben.

Wie bereits hervorgehoben wurde, werden wir auBerdem im Interesse
der Ubereinstimmung mit den empirischen Funktionen ausdriicklich
voraussetzen, daB es bei unserem f (x) nur eine endliche Zahl von Maxima
und Minima, d. h. von groBten und kleinsten Werten in bezug auf je
eine gewisse, wenn auch vielleicht kleine Nachbarschaft, in jedem end-
lichen Intervall gibt. '

4. Wie steht es mit der Existenz des Differentialquotienten bei unserem
Fa)?

Wir sagen zunichst: Bei der empirischen Kurve sahen wir die
Richtung als durch den Differenzenquotienten % (4% von bestimmter

GroBenordnung) definiert an. Bei der Funktion y ==f(x) der Prizisions-
mathematik definierten wir sie durch den Differentialquotienten
ay . Ay

ax =Ax~+0 A
Die Frage ist: Existiert ein solcher Limes, und zwar fiir alle gegen
Null konvergievenden Folgen Ax, derselbe Limes?
Damit ich véllige Klarheit in dieser Frage erziele, beginne ich mit
einem DBeispiele.
Wir wihlen die bereits oben (Abb. 7, S. 23) herangezogene Funktion

o1
) = XSl —.
9’ X

Sie lauft von rechts wie links mit sich immer dichter folgenden Schwin-
gungen zwischen den Geraden y = +x und y = —x auf den Nullpunkt
zu, in welchem selbst sie iibrigens stetig ist. (Man vergleiche den Wort-
laut der Cauchyschen Definition.) Wir bilden uns fiir den Koordinaten-
anfangspunkt und einen beliebigen anderen Punkt (#,y) den Diffe-
renzenquotienten. Er wird offenbar

Ay _ v _ sin L.

Ax x x

Was werden wir nun von dem Differentialquotienten sagen kénnen ?
RE
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sin% ist eine Funktion, die bei unbeschrinkt kleiner werdenden x
unendlich oft zwischen -++1 und —1 auf und ab schwankt. Also: Der
Differenzenquotient % schwankt, wenn Ax gegen Null geht, fort-
gesetzt zwischen +1 und —1 hin und her, ohne sich einer festen Grenze
zu nihern. Die Zahlen -1 und —1 sind in der Wertemenge, welche der
Differenzenquotient annimmt, die obere und untere Grenze, wie klein man

auch das Intervall nehmen mag, in welchem sich A x bewegt. Man erkennt,

daB hier Existenz und GroBe des Grenzwertes der Folge Z‘ZV von der

Wahl der Folge Ax, abhingt. Ziehen wir nur die Folgen Ax, in Be-
tracht, fiir die er existiert, so kann er jeden Wert von —1 an bis
41 einschlieBlich annehmen. y
Bezeichnen wir fiir positives § die obere Grenze aller ZI%’ die wir
im Intervalle 0 << x < ¢ fiir die Stelle 0 bilden kénnen, mit G (0, d),

die untere mit g (0, 8) und die Grenzwerte lim G (0, 4), lim g (0, 8) mit D+
>0 >0

und D,, die entsprechenden fiir negatives § sich ergebenden Grenz-
werte mit D~ und D, so ist in unserem Beispiel:

D+=+1: D+=—'—1; -D_=+1, D__—“-'—l.
Die so definierten vier Zahlen heiflen die vier Derivierien oder verall-

gemeinerten Ableitungen der Funktion y = xsin% an der Stelle 0; ins-

besondere werden D+ und D, die vordere obere bzw. untere Ableitung,
D~ und D_ die hintere obere bzw. untere Ableitung genannt. Vier der-

; artige Zahlen kénnen wir nun an jeder

/ - . . . .
4§ Stelle einer stetigen Funktion bilden, wie
> o) wir weiterhin noch zu erértern haben.
X . . .
% Q,’ Zur Veranschaulichung #ndern wir
~ / . .. . .
N / unser voriges Beispiel ein wenig ab, so

A - / daB die Funktion rechts und links von
“~ /‘l der y-Achse nicht mehr symmetrisch
ist. 'Wir schreiben

/
J)
N .1
- y = ax sin — rechts,
< X
=,

\

\ y = bx sin% links, mit a 4+ b % 0.
\

\ Das geometrische Bild ist dann eine

\ Kurve, die rechts zwischen -tax und
< —ax, links zwischen +-bx und —bx
5 schwankt und im Nullpunkt stetig ist
\ (Abb. 17).
Unsere vier Grenzen des Differenzenquotienten fiir unbeschrinkt
kleiner werdendes Ax sind dann
D*=a, D,=-—a, D =b, D_=-b,

3]

-~

Abb. 17.

7
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d. h.: Wir haben hier ein Beispiel, bei dem die vier Derivierien ver-
schieden sind.

Wir gehen in der Verallgemeinerung noch einen Schritt weiter.
Unserem Beispiel wohnt nimlich noch die Besonderheit inne, daB der
Differenzenquotient den Grenzwert, auf welchen sich seine obere bzw.
untere Grenze fiir gegen Null konvergierendes 4x hinbewegt, schon
selbst unendlich oft annimmt. Man kann aber sehr leicht Beispiele
bilden, wo dies nicht der Fall ist.

Es sei y=1y,sin %,Wo v, die Ordinate (
einer Kurve ist, welche nach Art der

Abb. 18 unter 45° durch den Nullpunkt
geht.

Hier erreicht % nicht +1 und —1,

kommt aber diesen Grenzwerten seiner Abb. 18,
oberen und unteren Grenze beliebig nahe.

Wihlen wir fiir y, eine gesetzmiBige Kurve, etwa eine Lemniskate
(um eine geschlossene analytische Formel zu haben), so sind y, und »
durch die Gleichung

(22 +9])° = 22— 9}
aneinander gebunden, d. h.

VIVSVWP_1 \2— (24 + 1)

V=

fir das Kurvenstiick im ersten Quadranten.
Mithin lautet unsere Funktion

V)V8x2+1—(2x2+1)
2

.1
Sin —.
X

y:

Es ergibt sich fiir die Punkte 0,0 und xy, wobei x positiv ist,
der Differenzquotient

dy 1 |1/18%+ 1] — @22+ 1) sin L
Ax — x 2 x
_ 21 — 4% .1
- V81| + a2+ | T F

Fur x— 0 nidhert sich der erste Faktor unbeschrinkt der 1, wihrend
der zweite zwischen 41 und —1 unendlich oft hin und her schwankt.

Hier schwankt ’213; zwischen DY = -+1 und D™= —1, wenn Ax gegen

Null geht, aber diese Werte selbst werden von 2% nicht angenommen.

Durch diese Beispiele diirfte folgendes klargeworden sein: Es sei
irgendeine stetige Funktion y=f(x) gegeben. Wir markieren den
Punkt (x, y) und konstruieren nach rechts 4x und das zugehdrige Ay,
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dann gibt es zwei Grenzwerte D* und D, denen die obere und untere

Grenze von % bei unbeschrinkt kleiner werdendem Ax zustrebt.

Ebenso werden, wenn A% von links gegen Null geht, die Grenzen von

% zwei bestimmte Grenzwerte D~ und D_ haben. Dabei k&énnen

auch oo bzw. —oo als Grenzwerte auftreten. Also: Wie immer die
stetige Funktion f(x) beschaffen sein mag, stets werden, wenn A4 x gegen

Null geht, die vier Grenzen des Differenzenquotienten % vier Grenz-

werten zustreben, von der einen Seite her den Werten Dt und D o
von der anderen her den Werten D~ und D _1).

Wenn DT=D +» S0 werden wir sagen, dafl die Funktion nach rechts
einen ,,Differentialquotienten® (eine Ableitung) besitzt; ebenso bei
D~ =D _, daB} sie einen linksseitigen Differentialquotienten hat.

Von einem einzigen bestimmien Differentialquotienten einer Funktion
an einer Stelle werden wiv dann und nur dann veden konnen, wenn sdmi-
liche vier Derivierte ecinander gleich sind.

Wenn man sich in dieser Weise klarmacht, wie viele Bedingungen
zu erfiillen sind, damit eine Funktion in jedem Punkte einen Differential-
quotienten hat, so muB man sich wundern, daBl es iiberhaupt solche
Funktionen gibt. Dieses Stadium der Verwunderung ist das andere
Extrem, dessen Gegenstiick durch die gedankenlose Gewchnungsansicht
gebildet wird, der zufolge jede stetige Funktion einen Differentialquo-
tienten besitzen soll?).

Nach diesen allgemeinen Erorterungen beschiftigen wir uns nunmehr
ausfiihrlich mit einem Begspicle einer stetigen Funktion, die an keiner einzigen
Stelle einen Differentialquotienten in dem von uns bezeichneten Sinne hat.

1) [Eine genauere Untersuchung der vier Derivierten findet man bei
C. Carathéodory, Vorlesungen tiber reelle Funktionen, 2. Aufl., Leipzig 1927.]

2) [In dem bekannten Werke ,,Les Atomes von jJean Perrin [ins Deutsche
iibersetzt von A. Lottermoser (1914)] findet man das Obige treffend ergdnzende
Bemerkungen. Dort sagt Perrin auf Seite IX und X' seines Vorwortes: ,,Wir
bleiben noch vollkommen in der experimentellen Wirklichkeit, wenn wir mit
Hilfe des Mikroskops die Brownsche Bewegung beobachten, welche jedes kleine
in einem Medium in Suspension befindliche Teilchen hin und her bewegt. Um an
seine Bahn eine Tangente anzulegen, miiBten wir einen wenigstens anniahernden
Grenzwert fir die Gerade finden, welche die Stellungen dieses Teilchens in zwei
sehr nahe beieinander liegenden Zeitpunkten miteinander verbindet. Nun, soweit
man diese Untersuchung durchfithren kann, verandert sich diese Richtung fort-
wihrend, wenn man die Zeitdauer zwischen zwei Beobachtnngen immer mehr
abkiirzt. Aus dieser Untersuchung kann der unvoreingenommene Beobachter
nur die Vorstellung der Funktion ohne Differentialquotienten, aber nicht im ge-
ringsten die einer Kurve mit Tangente ableiten.

Man vergleiche auch die interessanten Bemerkungen E. Borels in seinem 1912
gehaltenen Vortrage ,,Les théories moléculaires et les mathématiques‘:, abgedruckt
als Note VII in seiner ,,Introduction géométrique & quelques théories physiques
(Paris 1914).]
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Wir wihlen die bekannte Funkiron, die Weierstraf um 1861 auffand,
die aber erst 1874 in einem Aufsatze von P.du Bois-Reymond ver-
Offentlicht wurde (J. f. Math. Bd. 79. 1875)%).

Die Weierstrafsche Funktion ist durch eine unendliche trigonometrische
Reihe von der Form -

y = > b cos (a” 7x)
0

gegeben, wo b > 0 ist, aber, damit die Reihe konvergiert, <1 sein mufS und
a und das Produkt ab gewissen, noch ndher anzugebenden Bedingungen
2u gentigen haben.

Wir wollen uns zunichst an einem Zahlenbeispiel den Aufbau der
Funktion klarmachen. Es sei b=}, a=75; also

y = coszmx -+ }cos5ax + L cos25nx 4 L cos125ax+ ---
Wir betrachten zuerst die Teslkurven:

Yo = COSTX,
vy, = 4 cos5ax,
vy, =3 cos25nx,

aus denen durch Uberlagerung die Kurve y hervorgeht.

Das Kurvenbild von y,=cosn« ist eine gewChnliche Kosinuslinie
von der halben Wellenlinge 1, deren erste positive Nullstelle bei x =%
liegt.

Die Funktion y,=1%cos 57tx gibt eine Wellenlinie, deren Hdohe
zwischen -4 und —3% schwankt, deren erste positive Nullstelle bei
% =+ liegt und deren halbe Wellenlinge 4 betrigt. Die Wellenlinie y,
verlduft daher steiler als y,. Dabei messen wir die Steilheit der Teil-
kurven passend durch den absoluten Betrag der Steigung in einer

Nullstelle. Fiir y, betrigt dann die Steilheit 1%3—;9

. . d
sie bereits auf Zi&’ =3 angewachsen.
¥ lw=1s 2

=, fir y, ist

z=%

1) [WeierstraB’ eigene Darstellung findet man in Bd.2 seiner Werke, S. 71
bis 74. Man lese hierzu die sehr interessanten Briefe von Weierstraff an P. du
Bois-Reymond und L. Koenigsberger, die in Bd. 39 (1923), S. 199—239, der Acta
math. versffentlicht wurden. — 30 Jahre vor Weiersivap hat, wie erst vor einigen
Jahren entdeckt wurde, bereits Bolzano ein Beispiel einer nirgends differenzier-
baren stetigen Funktion konstruiert. Vgl. hierzu G. Kowalewski: Bolzanos Ver-
fahren zur Herstellung einer nirgends differenzierbaren stetigen Funktion. Leipziger
Ber. (math.-phys.) Bd. 74 (1922), S. 91—95; Uber Bolzanos nichtdifferenzierbare
stetige Funktion. Acta math. Bd. 44 (1923), S.315—319. — Was die sonstige
Literatur des in Rede stehenden Gegenstandes angeht, so sei verwiesen auf:
Knopp, K.: Ein einfaches Verfahren zur Bildung stetiger nirgends differenzierbarer
Funktionen. Math. Zschr. Bd. 2 (1918), S. 1—26; und 4. Rosenthal: Neuere Unter-
suchungen iiber Funktionen reeller Verdnderlichen. Enzyklopadie der math. W.
Bd. 2, S. 1091—1096.]
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Die Funktion y,=+ cos257x gibt eine Wellenlinie, die abermals
steiler als die vorhergehende verlduft. Die erste positive Nullstelle liegt
bei x = Y, die halbe Wellenlidnge betrigt -, die Ordinaten schwanken
zwischen —l—% und ~—%. Fiir die Steilheit ergibt sich 2%’—”

Die folgenden Teilkurven verlaufen entsprechend mit immer ge-
steigerter Steilheit und geringerer Hohe. Die Amplituden nehmen nach
einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten § ab, die Wellenldingen da-
gegen viel rascher. nach einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten 1,
wahrend die Steigungen sehr rasch anwachsen nach einer Reihe mit
dem Quotienten §. Als springenden Punkt, durch dessen Beachtung
der Erfolg spiter wesentlich bedingt ist, merken wir an: Die einzelnen
Teilkurven, welche diberlagert die Endkurve ergeben, stellen Wellenlinien
von abnehmender Amplitude, aber sehy stark zunehmender Steilheit dar.

Wir verlassen nun das Zahlenbeispiel und gehen zu der urspriinglich

gegebenen Funktion y=_ 1" cosa’zx zuriick. Bei ihr unterscheiden
wir 0
1. Teilkurven y, = b’ cosa’nx,

m
2. Niherungskurven Y, =>'b” cosa’nx
0

(Y,, ist die Summe von m+1 Teilkurven).

In bezug auf die Teilkurven haben wir fiir a>1, b <<1 jedenfalls
den Satz: Mit wachsendem » werden Amplitude und Wellenlinge der
Teilkurven unbeschrinkt kleiner. Werden die Teilkurven aber auch
immer steiler, wie in unserem Zahlenbeispiel?

Der Differentialquotient ‘g{ ” wird gleich —a”0’z sina’zx; fir eine

Nullstelle von vy, wird hiernach:

dyv _ »
'dx — (ab)x.

Sobald also ab>>1 ist, wichst die Steilheit der Teilkurven, obwohl
sie an Hohe unbegrenzt abnehmen, mit zunehmendem » unbegrenzt.

Wir sagen nunmehr etwas iiber die Ndiherungskurven. Haben wir
uns erst klargemacht, wie eine solche Niherungskurve aus der néchst-
vorangehenden entsteht, so werden wir in der Lage sein, uns ein ge-
wisses Bild von der bei unbeschrinkter Fortsetzung des Prozesses ent-
stehenden Endkurve zu machen.

Es ist

Y, = coszx + beosanx,

d. h. also: Die Niherungskurve Y, hat man sich in der Weise entstanden
zu denken, dal man der gew6hnlichen Kosinuslinie eine feinere Wellen-
linie iiberlagert.
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Bilden wir Y,, so ist
Y, = cosmx + bcosanx -+ b2cosalnx,

d. h. hier tritt zu der vorigen eine noch feinere Wellenlinie hinzu.
Ist hiermit der organische Aufbau der Néherungskurven gegeben?),
so erlahmt doch unsere Vorstellungskraft rasch, wenn wir die ent-

———— Y= COSTT X
Y= COSTX+3COS57%.
Yo =COSTX+3COS5wx+4COS257m%.

T~

:.>_

o0
Abb. 19. Nihrungskurven der Weierstraschen Kurve Zb" cosa¥mwx fiir b=%, a=5.
0
1, a=5 genommen. Ich schlieBe mich

1) Vgl. Abb. 19; hier ist wieder b
mit dieser Zeichnung und den folgenden Betrachtungen an die Entwicklungen
von Chr. Wiener in Journ. f. Math. 90 (1881), S.221—252 an, ohne indessen seine
unrichtige Kritik der WeierstraBschen Behauptungen aufzunehmen. [Die Dar-
stellung Wieners ist sehr lehrreich in Hinblick auf die unklaren Vorstellungen, die
gelegentlich mit dem Begriffe des Differentialquotienten verbunden werden. Man
vergleiche damit die klare Erwiderung von Wedersiraf (Werke Bd. 2, S.228—230).]
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stehende Kurve als Ganzes iiberblicken wollen ; wir miissen uns vielmehr
sehr bald mit der logischen Definition begniigen, die ich so formuliere:
Jede folgende Niherungskurve ergibt sich dadurch aus der voran-
gehenden, dafl dieser eine meue feinere Welle von Rletnerer Amplitude,
aber noch wumverhiltnismafig viel kleimerer Wellenlinge iiberlagert wivd.
Was kénnen wir nun iiber die Endkurve aussagen?
Wir denken uns die m-te Ndherungskurve konstruiert und schreiben
daher
y = Db cosa’nx =Y, + Db cosa’nx.
0

m+1

Die einzelnen Summanden in der Summe > b’ cosa’nx haben alle
m+1
denselben Faktor $”*l. Indem wir ihn herausziehen, folgt

oo
y =Y, 4 I cosamt vy,
0

Wir schdtzen nun die unendliche Summe ab und geben damit eine
obere und untere Schranke fiir y, d.h. einen Streifen an, in dem die
WeierstraBsche Kurve liegt.

Eine obere Schranke erhalten wir, wenn wir die Kosinus samtlich 41,
eine untere, wenn wir sie simtlich gleich —1 setzen. Also erhalten wir

Obere Schranke fir y: Y, -+ (1+b-+82+4 . ..)
Untere Schranke fir y: Y, +0™* (—1—b—102...)

In den Klammern steht eine geometrische Reihe, die konvergiert,
da wir das positive b ausdriicklich kleiner als 1 voraussetzten. Somit

ist das Resultat y = Y, + &b™"'. T_i—:—b, wo ¢ ein unbekannter Faktor

zwischen 41 und —1 ist, die Grenzen allenfalls eingeschlossen. In
Worten:
Die Ordinate der Endkurve ergibt sich aus der Ovdinate Y, der Nihe-
rungskurve vom Zeiger m, indem man einen Betrag addiert, dey die Gestalt
bt
1—0b
Mehr geometrisch kénnen wir auch sagen:
Unsere Endkurve ist eingeschlossen in einem Streifen von der Breite
bm

21—:;, dessen Mittellinie die Niherungskurve Y,, ist.

e mit —1=¢e=1 hat.

Ist z. B. b=0,1 und messen wir in Zentimetern, so ergibt sich fir

m 7
m =06 die Breite 2%:2%’19— = % 10-%, d. h. eine Breite, die unter
dem liegt, was mit dem schéirfsten Mikroskope wahrzunehmen ist.
Ist also b einigermaBen klein, so sinkt die Breite des Streifens mit zu-

nehmendem s auBerordentlich rasch herab. Jedenfalls folgt aber auf
diese Weise die Stetigheit dev Funktion vy, und zwar folgendermallen:
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Y, ist stetig als endliche Summe stetiger Funktionen. Was noch
hinzugefiigt wird, damit wir die Endkurve erhalten, ist bei geniigend
groBem m gleichmiBig klein fiir alle x. Beides zusammengenommen
heiB3t aber nichts anderes, als daB} y stetig ist. Wir wollen hierfiir noch
kurz die Formeln geben:

Es sei
pm+1
y#) = Yn+e 7,

4 7 ’ bt
y(x) =Y, +¢ T35’
so ist
7\ | , , pm+1
5@) = 3() | = | Yo — Yo+ (o — )7
7 ” pm+1
6 — () | = | Yo — Yol + 16— )5y .
K N2 ~
und also
ly@) —y@) [+ =17.
In Worten: N -
Wir nehmen erstlich m so groB3, daB ; (e—&')- 1b_ 2 < ,7
wird, nachher nehmen wir x’ so nahe an x,daB | Y,,— Y7, |< 77 ausfallt

dann wird auch |y—+9'| kleiner als irgendein vorgegebenes positives
1. Wir fassen zusammen:

Da die Breite des Streifens bei b<C1 mit wachsendem # beliebig
klein gemacht werden kann und andererseits die N#herungskurve Y,
eine stetige Funktion ist, ist auch die Endkurve fiir b <1 stetig.

Wir kénnen aber noch mehr iiber die Endkurve aussagen. Es ist
bei geeigneter Wahl von a moglich, fiir sie bestimmte Punkte, nimlich die
Knoten und Scheitel, von vornherein in geschlossener Form anzugeben.

Zunichst die Knoten:

Der Kosinus eines Winkels wird Null, wenn das Argument ein un-

gerades Vielfaches von % ist. Wir nehmen x= 2“’;;;,1

Zahl ist. Dann ist « nx——(2g+1) , cosamnxzcos(zg—}—ﬂizt-:

Setzen wir nun weiterhin a als ungemde Zahl voraus, so werden, da das
Produkt ungerader Zahlen ebenfalls ungerade ist, auch a™*lzx,

, WO g eine ganze

a"* 27, ... von der Form (2g+1)%, und wir erhalten:
cosa™tlax = cosa™ Pnx = ... = 0.
Ist also x= —%#, wo g eine beliebige ganze Zahl und a eine un-

gerade ganze Zahl ist, so hat an dieser Stelle nicht nur die m-te Teilkurve
eine Nullstelle, sondern auch jede folgende Teilkurve, und die Endkurve
stimmt an dieser Stelle hinsichtlich ihrer Ordinate mit der (m —1)-ten
und allen folgenden Niherungskurven iiberein. Es gibt also auf der
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Endkurve Punkte, die zugleich auf der (m — 1)-ten Naherungskurve und
allen folgenden Né&herungskurven liegen. Diese Punkte nennen wir
Knotenpunkie; sie liegen iiberdies auf den Ordinatenlinien, die zu den
Nullstellen der Teilkurven gehdren. — Ist 2g+1 durch a teilbar, so
wiirde der in Frage stehende Knotenpunkt schon bei einer fritheren
Niherungskurve aufgetreten sein; diesen Fall brauchen wir aber ferner-
hin nicht weiter zu beachten.

Da fiir den Exponenten s und ebenso fiir g beliebig groBe ganze
Zahlen eingesetzt werden konnen, andererseits @ >1 vorausgesetzt
wurde, so folgt nebenbei, dal die Punkte, welche die Ordinatenlinien
der Knotenpunkte auf der x-Achse ausschneiden, iiberall dicht liegen,
d. h. daB in jedem noch so kleinen Teilintervall unendlich viele Knoten
vorkommen.

Eine Kleinigkeit schwieriger, aber fiir unseren Beweis der Nicht-
differenzierbarkeit der WeierstraBschen Funktion allein von Bedeutung
sind die Scheitel. Diese Bezeichnung werden wir sowohl auf gewisse
Punkte der Naherungskurven als auch der Endkurve anwenden. Unter
den Scheiteln von Y, verstehen wir die Punkte dieser Kurve, die sich

fir x = Eg;, ergeben, unter g wieder eine ganze Zahl verstanden, unter den
Scheiteln der Endkurve die Gesamtheit der Stellen ¥ = o (m=0,1,2,...).

Die m-te Teilkurve hat an diesen Stellen ihre Maxima und Minima,
denn es wird dort: m
cosa™mx = cosmg = (—1)7.
Da a ungerade ist, so ist auch
cosamtlay = cosang = (—1)7.

Dasselbe gilt fiir alle folgenden Teilkurven, so daf wir das Resultat
haben: Die Scheitel der Niherungskurven und folglich auch der End-
kurve liegen auf den Ordinatenlinien, die durch die Maxima und Minima
der Teilkurven gehen.

Far einen Scheitel x = % hat fiir ¥ = m das v-te Glied der Weier-

straBschen Reihe den Wert 5" (—1)Y.

Infolgedessen 1aBt sich fiir einen Scheitel die Reihensumme leicht
angeben. Bezeichnen wir mit Y, ; die Ordinate, welche die Naherungs-
kurve vom Zeiger m —1 an der betreffenden Stelle hat, so ergibt sich:

y =Y+ (—1)- 2
Projiziert man die Scheitel der WeierstraB8schen Kurve auf die x-Achse,
so liegen diese Projektionen natiirlich aus demselben Grunde wie die der
Knoten iiberall dicht. Das Ergebnis unserer bisherigen Uberlegung ist also:

Die Weierstrafische Funktion ist, wenn 0<b<<1, a eine ungerade
Zahl und gréfer als 1 ist, iiberall stetig und legt auf der x-Achse zwei uns
bekannte, iiberall dicht liegende Pumkimengen fest. Als stetige Funktion




Funktionen y = f(x) einer Veradnderlichen x. 45

ist sie schon durch die Werte in den Punkien der einen dieser beiden
Mengen vollstindig definiert.

Die nichste Frage, die sich nun ganz systematisch anschlieBt, ist:

Wie steht es an jeder Stelle x mit den vier Grenzen D*, D D7, D_
der Differenzenquotienten ? Wir werden finden, daB die vier Derivierten
fir keinen Punkt x einen gemeinsamen endlichen oder unendlichen
Wert haben, so daB also fiir keine Stelle ¥ unsere Funktion einen end-
lichen oder unendlichen Differentialquotienten hat. Es geniigt natiirlich
schon, zu zeigen, daB zwei der vier Derivierten, etwa Dt und D_,
verschiedene Werte haben.

Das Beweisverfahren von Weserstraff ist summarisch, insofern die
Stellen x nicht weiter klassifiziert werden. Wir folgen ihm, um nicht
zu viel Zeit mit diesem Gegenstande zu verlieren; es wire indessen
leicht, noch tiefer in die Einzelheiten einzudringen.

Es sei %, die Stelle, fiir welche die Existenz des Differentialquotienten
zu untersuchen ist. Wir betrachten zunéchst die m-te Naherungskurve.
Von den beiden der Stelle x, benachbarten Scheiteln dieser Naherungs-
kurve wihlt Weierstra3 den néchstliegenden; wenn x, gerade in der
Mitte liegt, den nach links gelegenen (Abb. 20). ;
Ist g% die Abszisse dieses Scheitels, wo natiir-
lich &, eine ganze Zahl ist, so hat er also die
Ungleichung:

— 3 < xga™ — Oy = 4 %.
Dieser so festgelegte Scheitel hat auf der m-ten
Niaherungskurveseinerseitszwei Nachbarscheitel,
von denen der linke die Abszisse x’, der rechte
die Abszisse %’ haben soll. Fiir »" und %' be- Abb. 20.
stimmt man die Ordinaten der Endkurve und
verbindet die so erhaltenen beiden Punkte %', ¥' und %", 9" mit dem
gegebenen Punkte x,, ¥,. Auf diese Weise legt man zwei Differenzen-
quotienten der Endkurve fest und hat nun zuzusehen, ob diese sich einem
gemeinsamen endlichen oder unendlichen Grenzwert nihern, wenn die
Differenzen %' — x, und %'’ — %, beide gegen Null gehen. Wir werden
sehen, daB dabei fiir hinreichend groBe Werte des Produktes ab

’ Y/
Y =% ud 2=
¥ —x, 2" — x,

unendlich groBen Werten von verschiedenem Vorzeichen zustreben,
oder beide zwischen — oo als unterer und --oo als oberer Grenze
oszillieren, womit sowohl die Existenz eines endlichen als auch die
eines unendlichen Differentialquotienten ausgeschlossen ist.

Zunichst wollen wir die Differenzen " — %, und %" — %, untersuchen.
—1 ” O + 1

am
X o= und W=

Da
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ist, ergibt sich:

, Oy — 1 —xga™  —1 — (%a™ — &)
x——x()" am - am™ >
1 — (vga™ — &)
” — 0 L
27— % = o

oder aber, wenn wir mit WeierstraB fiir die Differenz x,a™—«,, die
Abkiirzung %41 einfithren,

"7,_9‘0:_1 ;;fw: x”—x0=1_a;f”m+1
Da |%ms1]| =% ist, so folgt, daB fiir a>1 die beiden Differenzen mit
wachsendem m gegen Null gehen, was wir auch ohne weiteres hitten
an der Tatsache erkennen konnen, dafl die Punktmenge, die den Scheiteln
der Endkurve auf der x-Achse entspricht, dort {iberall dicht liegt.
Die Werte fiir ¥" und 9" schreiben wir in der folgenden Form:

m=—1 =)
y’zg b cosa’mwx’ — (—1)%m bm%; b,

m=—1 O
y”:Z b cosa’ nx’ — (—1)%m b”‘Eb”.
0 0

4 —_— . . 3 .
Fiir den Differenzenquotienten z 7 3;0 ergibt sich dann, wenn wir die
- o

Differenz y'—y, gleich in zwei Teile zerspalten:
m=1
Y =y 2; b cosavmx’ — cosavmx,
¥ - % m ¥ — %,

oo
+ 2—1 bty (—1)am+1 1+ Cosaaxy
0

/
¥ — %,

Der Gedanke, welcher der Spaltung zugrunde liegt, ist, die Differenzen-
m—1
quotienten der (m — 1)-ten Naherungskurve Zb" cosa”’mx und der ,,Rest-

kurve* Zb” cosa’mx zu trennen. Wir gehen jetzt zur Abschitzung
m

dieser beiden Quotienten {iber.

Fir den Differenzenquotienten der (m—1)-ten Naherungskurve er-
gibt sich, wenn wir die im Zihler stehende Differenz in ein Produkt
iiberfithren:

m
cosavmy’ — cosavmy,
-S. l7id 0 — v b

¥ — %, ¥ — %,

4
—.sinagvx

Xy — &

1 . 2
Erweitern wir mit a"z und setzen ;  fiir = ° folgt:
=  —

¥,
cosavmx’ — cosarmx, 2 . Xo +
E b” 0 — E — b 7w — = .sina@’ 7 ~%——.
¥ — x, Xo — ¥ 2
el I
2
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Xo — ¥

sina»x

Da sowohl

. ¥, £ .
als auch lsma”n %‘ J =1 ist, so

%y — &

2

ergibt sich, daB der absolute Betrag des Differenzenquotienten der

amb™ — 1
ab—1

nicht erre1cht (ab ist gréfer als 1

(m — 1)-ten Néherungskurve kleiner oder gleich nZ XV =z

ist und bestimmt den Wert 7t —— b aron —

vorausgesetzt). Wir diirfen also den Differenzenquotienten der (m — 1)-ten
Niherungskurve gleich
am™b™
87'[;5*—_—1‘, (—"'1<8<+'1)
setzen.

Indem wir uns nunmehr zum Differenzenquotienten der Restkurve
wenden, erhalten wir:

o0
E’u bt (—q)*mt1 1+CoSaaxyy 1)%m gm m 2 ’6”1 +cosa@r a1y )
0

¥ — x, Hpt1 + 1

Das erste Glied der hier auftretenden unendlichen Reihe wird

1+ CcoSmHptq
Fm+1 + 1

Da
1 1
Y <App1= —+ PR

ist cos@xy,.1=0. Der Nenner x,,1--1 schwankt zwischen 4 und £
Mithin ist:
1 - COSTH 41
Fmt1 + 1

Die folgenden Glieder der Reihe sind ebenfalls entweder positiv oder

gleich Null, so daB auch die Summe der Reihe =% ist.

—1)%m
( ,)~—-e=e'

=2,
=3

Unter 7’ eine positive Zahl =1 verstehend und

setzend (so dafBl & wie ¢ zwischen —1 und -1 liegt), kdnnen wir jetzt
schreiben:

v =
,T:;Z = (—1)%mamb™y’ ( + ¢ b_1>
Damit ist fiir den linksseitigen Differenzenquotienten der Weierstraf3-
schen Funktion eine Abschitzung gelungen. Eine analoge Formel
erhalten wir fir den rechtsseitigen Differenzenquotienten, namlich:

Y — 9 — (__,l)ocm+1ambm7]” (% + & 7 _) ,

¥ — x, ab —1

nur ist hier noch der Faktor (—1) hinzugetreten, da «"'— %, positiv ist,
wihrend oben #'— %, negativ war.
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Wir wiinschen nunmehr in den Differenzenquotienten zu erreichen,
daB der Beitrag, den die Restkurve zum Differenzenquotienten gibt,
grofer ist als der Beitrag, den die (m — 1)-te Niherungskurve liefert,
Durch eine qualitative Uberlegung kommen wir hier vorab zu dem
Schlusse:

Man wird dafiir Sorge tragen miissen, daB die Teilwellen, die auf
die (m—1)-te Ndherungskurve aufgesetzt sind, moglichst steil werden.
Die Steilheit hingt aber ab von dem Produkte ab; wir werden also
ab hinreichend groB machen miissen.

Quantitativ gestaltet sich die Sache so:

Wir wihlen den ungiinstigsten Fall: ¢’ (und auch &) gleich —1,

dann muB 2 >_"__ sein, d.h.
3 ab —1

ab>1+4 37” .
Diese Bedingung nelmen wir jetzt als erfiillt an. Dannist 3’ (—i— e’ﬁ”_—J
sicher eine positive Zahl $7,, die von m abhingt. Dasselbe gilt fiir

w2 ” 4 Y
EEE ub—“T)— -
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ab ———I 2 T
a <?~ ab “7>

ab—1

Wir erhalten:
, 2 ’
pm = 77/ . E‘ + n-eé

%

:,: - 17//. % + 17//. 8”

Setzen wir zur Abkiirzung:
2 4 o
3 ab—1_ T
so ist
D

m

Wwo nun ¢ eine von # unabhingige Zahl ist.
Damit folgen fiir die Differenzenquotienten entweder die Beziehungen:

/ y,_ y
= (—)many, = (—1)mmanhng,

1. ’” ° Oder 2. .
A Y =
x//__}‘sé(——’l)um+lambmq’ szg(_'l)am-‘—lambmq:

je nachdem (—1)** = -1 oder (—1)*» = —1 ist.

Hiermit haben wir die Endformeln, auf welche sich der WeierstraBsche
Beweis fiir die Nichtexistenz eines Differentialquotienten stiitzt. Wir
lassen nimlich in unseren Differenzenquotienten # immer gréfer und
grofer werden, damit #’ von links und %" von rechts unbeschrinkt
an x, heranriickt. Wenn es einen endlichen Differentialquotienten
gibe, dann miiBten die beiden Differenzenquotienten sich unbegrenzt
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demselben endlichen Werte nihern. Gibe es einen bestimmten wu#n-

endlichen Differentialquotienten, so miifiten die beiden Differenzen-

quotienten, nachdem |’ — x,| und |x” — x,| hinreichend klein geworden

sind, schlieBlich dauernd mit demselben Vorzeichen ins Unendliche

wachsen. Wenn wir aber # in den beiden Endformeln fiir die Diffe-

renzenquotienten wachsen lassen, so sind drei Fille zu unterscheiden:
1. Alle &, (bis auf endlich viele) sind gerade; dann strebt

’ —
Y =2 gegen -0, y,, yo | gegen —oo.
0

2. Alle &y, (bis auf endlich viele) sind ungerade, dann strebt

— Yo Y — y
7— gegen —00, p

- gegen ~+o0.

3. Liegt weder Fall 1 noch Fall 2 vor, so bedeutet es keine Ein-
schrankung der Allgemeinheit, anzunehmen, dafl (—1)*» mit wachsen-
dem m alternierendes Vorzeichen besitzt. Dann bilden aber sowohl die

- Y= - .
z - yo wie die i ® eine oszillierende Folge mit der unteren Grenze
- )

— 00 und der oberen Grenze -oo. Also hat die Weierstrafsche Funk-
tion in keinem Fall an der Stelle x,, die ganz beliebig war, einen be-
stimmten endlichen oder unendlichen Differentialquotienten.

Ich will das Wesentliche der Sache noch an einer Abbildung ver-
stindlich machen. Wir nehmen (Abb. 21) %, in einem unteren (¢, un-
gerade) Scheitel der m-ten Niherungskurve und denken
uns, daB er unterer Scheitel fiir alle folgenden Nédherungs-
kurven bleibt. Dies setzt voraus, daB alle &pir (v =0, 1,
2, ...) ungerade sind. Dann nimmt die Hohendifferenz
der Nachbarscheitel bei wachsendem s allerdings ab und
ebenfalls ihr seitlicher Abstand von x,, aber weil wir das
Produkt ab so groB genommen haben, nimmt die Hohen-
differenz unverhiltnismaBig viel langsamer ab als der hori-
zontale Abstand. Die Folge ist, daB die beiden Sekanten,
die den Differenzenquotienten entsprechen, bei wachsen-
dem m unbegrenzt steiler werden, so daB ihre Steigungen
mit entgegengesetztem Vorzeichen unendlich grof werden. Hierbei
nahmen wir an, daB ein unterer Scheitel der m-ten Teilkurve unterer
Scheitel der (m - 1)-ten, (m -+ 2)-ten, . . . Ndherungskurve bleibt. Wenn
die Zahlen &,.,(» =0,1, 2,...) gerade sind, wird #, natiirlich fiir
die betreffende Teilkurve oberer Scheitel, die Nachbarscheitel werden
untere Scheitel. Die Abbildung kehrt sich also um, der Widerspruch
gegen die Annahme eines bestimmten Differentialquotienten bleibt dabei
aber der gleiche?).

1) [Der Leser wird vermuten, daB fiir die Nirgendsdifferenzierbarkeit der
WeierstrafBschen Funktion bereits die Bedingung @b > 1 statt der von uns an-

Klein, Elementarmathematik I1I. 4
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Unsere Betrachtung der WeierstraBschen Funktion hat ergeben, daf3
die Voraussetzung der Stetigkeit bei einer Funktion noch nicht die
Existenz eines Differentialquotienten bedingt. Wollen wir von einer
stetigen Funktion, daB sie einen ersten, zweiten und héhere Differential-
quotienten besitzt, so miissen wir ihr das vielmehr ausdriicklich als
Bedingung auferlegen.

Blicken wir auf die Entwicklungen dieses Abschnitts zuriick, so
ergibt sich folgendes: Wir legten der empirischen Kurve gewisse Eigen-
schaften:

1. Kontinuitit,

2. Vorhandensein eines groB3ten und eines kleinsten Wertes, endliche
Anzahl von Maxima und Minima in einem endlichen Intervall,

3. Vorhandensein einer Richtung und

4. einer Krimmung usw.
von Hause aus bei. Damit etwas Analoges bei einer Funktion der
Prizisionsmathematik stattfand, muBten wir bei dieser nacheinander
die Eigenschaften:

1. Stetigkeit im abgeschlossenen Intervall,

2. endliche Anzahl von Maxima und Minima im abgeschlossenen
Intervall,

3. Vorhandensein eines ersten Differentialquotienten und

4. eines zweiten Differentialquotienten usw.
ausdriicklich voraussetzen.

Es wird so aus der Gesamtheit der Funktionen eine ganz bestimmte
Klasse von Funktionen ausgeschieden, die aber allgemeiner als die
analytischen sind, da wir nicht einmal die Existenz der Differential-
quotienten beliebiger hoher Ordnung, geschweige denn die Darstellbar-
keit durch die Taylorsche Reihe verlangen. Ich nenne diese Funktionen
mit Jacobi ,verniinftige Funktionen*).

Bei Einfithrung dieses Ausdrucks kénnen wir also sagen:

Qualitativ (d. h. der Art nach) finden sich die Eigenschaften, welche

7w
genommenen schirferen ab> 1 -+ 3? geniigt, und daB die Bedingung ,,a ist eine

ungerade Zahl* nichts mit dem Wesen der Sache zu tun hat. In der Tat hat
G. H. Hardy (Transactions of the American Mathematical Society Bd. 17 (1916),
S..301 bis 325) bewiesen, daB die Bedingungen 0 << b << 1 und ab = 1 hinreichen,
wenn man unter Nichtdifferenzierbarkeit versteht, daB kein endlicher Differential-
quotient vorhanden ist. LaBt man die Beschrankung auf endliche Differential-
quotienten fallen, so reicht die Bedingung ab == 1 nicht hin, um die Nirgends-
differenzierbarkeit zu sichern. — Diese Tatsachen hat bereits Weierstraf3, wie aus
seinem auf S.39 erwihnten Briefwechsel mit L. Koenigsberger hervorgeht, ge-
kannt, ohne etwas dariiber zu verdffentlichen. Die oben aufler 0 <<b <1 ge-

forderten Bedingungen: a ist eine ungerade Zahl, ab> 1 -+ 37” haben den Vor-

zug, eine elementare Untersuchung zu erméglichen.]
1) Weiter unten sprechen wir in demselben Sinne von ,,reguldren‘ Funktionen
oder ,,reguliren’ Kurven.
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man diblicherweise den empivischen Kurven beilegt, bei denjenigen Funk-
tionen y={f(x) der Prizisionsmathematik wiedey, welche wir verniinflige
Funktionen nennen.

Damit ist noch nichts iiber die Frage der quantitativen Uberein-
stimmung gegeben, iiber die wir jetzt in dem folgenden Abschnitt etwas
sagen wollen.

III. Von der angeniherten Darstellung der Funktionen.

Anndiherung empivischer Kurven durch verniinftige Funktionen.

Es sei eine empirische Kurve gegeben. Die Frage ist: Koénnen wir
eine Funktion y=/f(x) der Prizisionsmathematik so bestimmen, daB
sie fiir jedes x die empirische Kurve hinsichtlich der Ordinate, Richtung
und Kriimmung hinreichend genau approximiert? Da wir fiir diesen
Zweck der Approximation keine komplizierten Funktionen benutzen
werden, sondern nur Funktionen von einfacher analytischer Bauart,
so reiht sich an die eben gestellte Frage sofort die andere:

Wie weit kann man eine empirische Kurve nach Gesamiverlauf, Rich-
tung und Kriimmung durch einfache analytisch definierte Funktionen
anndhern?

 Wir iiberzeugen uns zunichst an einem beliebig vorgelegten Bei-
spiele, daB wir jede empirische Kurve mit beliebiger Anndherung
durch eine verntinftige Funktion ersetzen koénnen. Es sei verlangt, die
durch die Abbildung 22 gegebene Beziehung zwischen Ordinaten und
Abszissen durch eine Funktion y=/(x) mit
hinreichender Genauigkeit darzustellen. Wir
schreiben der Kurve ein geradliniges Polygon
von so grofer Seitenzahl ein, daB3 seine Seiten
merklich mit den korrespondierenden Kur-
venstiickchen zusammenfallen. Wie dies im |
Einzelfalle auszufithren ist, ich meine, wie Abb. 22,
lang die einzelnen Seiten und wo die ein-
zelnen Endpunkte zu wihlen sind, dariiber kénnen wir hier nichts
Allgemeines aussagen ; jedenfalls aber kénnen wir jede empirische Kurve
mit der durch die Verhaltnisse gebotenen Genauigkeit durch ein gerad-
liniges Polygon ersetzen!); und dieses Polygon vertritt uns ein Gesetz
y=/(%), welches wir als eine Ann#herung an das durch die Kurve
gegebene Gesetz betrachten kdénnen.

Damit haben wir indes noch keine Funktion, die wir tiberall differen-
zieren kénnen, geschweige denn eine solche, deren Differentialquotienten
iiberall mit der ,,Richtung’* der empirischen Kurve iibereinstimmen;
die innerhalb der verlangten Fehlergrenzen vorhandene Ubereinstim-
mung mit der empirischen Kurve bezieht sich nur erst auf die Ordinaten.

1) Dies ist ein Ergebnis der praktischen Erfahrung und tritt als solches an
die Spitze unserer mathematischen Uberlegung.

4%
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Um auch in bezug auf die Richtung das Entsprechende zu leisten,
verfahren wir am einfachsten so, dal wir aus der vorgelegten empirischen
Kurve, deren Ordinate v heillt, eine erste ,,abgeleitete Kurve* dadurch
herstellen, dal wir fir die urspriingliche Kurve den die Richtung fest-

4y

4y legenden Differenzenquotienten (vel.
YiY1iYs o i Ax

d S. 24) an jeder Stelle x ermitteln und
Y ————— seinen Wert als Ordinate y, einer neuen
| Kurve y,=/f,(x) auftragen (Abb. 23).
4y, Da die empirische Kurve uns nicht ge-

2 g
s/ dx - : . It

4 nau gegeben ist, sondern einen ,,Streifen
4 darstellt, wird die Richtung % zwischen
T ziemlich weiten Genauigkeitsgrenzen

% schwanken ; die ,,erste abgeleitete Kurve

wird also eine ziemlich bedeutende Breite

haben; eine Kontrolle liegt darin, daB allemal (innerhalb der zuldssigen
Genauigkeitsgrenzen) f fi(x)dx=f(x) sein muB.

Entsprechend konnen wir eine ,,zweite abgeleitete Kurve’ kon-

Abb. 23.

struieren, indem wir die Richtung % der ersten abgeleiteten Kurve

als Ordinate y, auftragen. Natiirlich ist diese dann in einem noch
hoéheren MaBe unbestimmt usw.

Nachdem wir dies durchgefithrt haben, ersetzen wir die Kurve v,
durch ein geradliniges Polygon und erhalten dadurch eine Funktion
f5(x), die zweimal integriert uns eine Funktion f(x) gibt, die die vor-
gelegte Kurve hinsichtlich der Ordinate, Richtung und Krimmung
mit der gewiinschten Genauigkeit darstellt. Kurz in Formeln:

Vo = f5(%), ylszz(x)dx: y:fyldxzf(x).

Ich fasse noch einmal zusammen:

Um eine zweimal differenzierbare verniinftige Funkiion so zu bestimmen,
daf sie micht blof die Ordinate einer vorgelegten empivischen Kurve,
sondern auch die Richtung der Kurve und die Kriimmung tnnerhalb der
jeweils gegebenen Genawigkeitsgrenzen darstellt, konstruiert man zu der
gegebenen Kurve die erste und zweite abgeleitete Kurve, so genau dies im
empivischen Gebiet moglich ist, ersetzt die zweite abgeleitete Kurve durch
ein gevadliniges Polygon und definiert dadurch eine Funktion f,(x),
welche zweimal integriert die gesuchte Approximationsfunktion f(x) ergibi.

Dies ist natiirlich nur eine Methode zur Ermittlung einer verniinftigen
Funktion von den gewollten Eigenschaften; jeder Mathematiker wird
sich sofort andere Methoden ausdenken kénnen.

Wie eine solche Methode im einzelnen zu handhaben ist, unterliegt
von Fall zu Fall der praktischen Entscheidung. Wir bewegen uns hier
gar nicht allein auf dem streng logischen Gebiete der reinen Mathematik,
sondern auf einem Gebiete, in dem auBer den rein logischen Schliissen
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der Mathematik noch ein gewisses Gefiihl fiir das Praktische, Zweck-
mifBige und Erreichbare eine bedeutsame Rolle spielt. Da wir nicht
auf die einzelnen Anwendungsgebiete eingehen koénnen und doch nicht
wiinschen, uns stets so unbestimmt wie eben auszudriicken, wollen
wir bei der weiteren Frage nach der approximativen Darstellung durch
einfache analytische Formeln uns statt der empirischen Kurve von
vornherein eine ,,verniinftige” Funktion y=/(x) gegeben denken, die
je nachdem einmal, zweimal (oder auch &fter) differenzierbar sein soll,
und fragen: Wie weit ist es moglich, eine solche verniinfiige Funktion
durch einfache analytische Ausdriicke (Polynome, trigonometrische Summen
usw.) 2u approximieren?

Wir verpflanzen also unsere approximative Betrachtung ganz auf
das Gebiet der reinen Mathematik, wo sich alle Voraussetzungen scharf
bezeichnen und daher auch alle Aussagen scharf formulieren lassen.
Den ,,angewandten’” Disziplinen iiberlassen wir es aber, zu beurteilen,
was mit unseren Entwicklungen in den einzelnen Fillen praktisch ge-
leistet werden kann.

Behandeln wir also nunmehr die

Anniherung einer verniinftigen Funkiion durch einfache analytische
Ausdriicke.

Die analytischen Formeln, die man zumeist zur angeniherten Dar-
stellung benutzt, sind

a) endliche Polynome

y=A+Bx+Cx*+ --- +Kz",

b) endliche trigonometrische Rethen (trigonometrische Polynome oder
Summen)
Y = a, + a,cosx + dycos2x 4+ --- -+ a,cosnx,

+ by sinx + bysin2x + --- + b, sinnx.

Wir haben davon zu reden, wie weit verniinftige Funktionen durch
diese einfachen Funktionen dargestellt werden kénnen und wie weit
sich insbesondere die Approximation auch auf die Differentialquotienten
bezieht.

In den Lehrbiichern ist die Approximation der Funktionen durch
endliche Reihen hiufig vernachlissigt gegeniiber der Frage nach der
exakten Darstellung durch unendliche Reihen (Taylorsche, Fouriersche
Reihen usw.). Dies ist aber eine ganz andere Frage, die ihrerseits zwar
sehr wichtig ist, in den Anwendungen aber nie zur Geltung kommt.
Denn bei den Anwendungen kann es sich naturgemifl nur darum han-
deln, wieweit und in welchem Sinne man durch endliche Reihen approxi-
mieren kann. Die Einseitigkeit vieler Lehrbiicher ist nur so zu ver-
stehen, dafB die Verfasser nicht aus der Praxis heraus schreiben, sondern
lediglich auf Grund theoretischer Beschiftigung.
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Bei der Approximation kann man eine der folgenden beiden Ideen
heranziehen. Man kann:

a) die endlichen Polynome und die endlichen trigonometrischen Reihen
nur an einzelnen Stellen an die Funktion bzw. ihre Differentialquotienten
anschliefen,

b) die Koeffizienten aus dem Gesamtverlauf ewtnehmen, indem man
etwa nach der Methode der Ekleinsten Quadrate die Summe der Fehler-
quadrate zu einem Minimum machit).

Ich beginne mit den Polynomen, welche sich nur an einzelnen Stellen
an die gegebene Funktion anschlieBen.

Es sei y=F(x) und es seien # Stellen x=n, f8, ..., ¥ gegeben, an
welchen das gesuchte Polynom genau die Ordinate der Funktion geben
soll.

Das Polynom niedrigsten Grades, welches nur # Konstanten ent-
halt, wird uns durch die bekannte Lagrangesche Interpolationsformel
gegeben:

(r—B) r—p) o (x =) (r— ) (x—7) s (= )
V=10 a=pa—n——n O G=ag=—p =0t
r —)@x—p)---
Oy e=h

Sie liefert uns ein Polynom (# —1)-ten Grades, welches an den ge-
gebenen Stellen in der Tat genau dieselben Ordinaten besitzt wie die
Funktion y=f(x). Fiir x=p0 ist z. B. Y=/(8).

Jetzt ist zu untersuchen, wie weit an anderen Stellen als den # ge-
gebenen das Lagrangesche Interpolationspolynom unsere Funktion
anndhert.

Wir bezeichnen, um dies zu entscheiden, unser Polynom Y mit
O(x) und den Rest y—Y mit R(x). Dann wird:

y = 0 + R(x).

Da der Ausdruck R (x) fiir x=0, f, ... verschwindet, kénnen wir den
Faktor ¢ (x)=(x—&) (x—f) -+ (x—») aus ihm herauszichen und

schreiben :
y= 0+ @) - 7).

Gleichzeitig geben wir der Lagrangeschen Formel die Gestalt:

TP x—a ¢ 0) %~

O =10 o | 10) 9

Soll die Lagrangesche Formel fiir ein gegebenes Intervall brauchbar
sein, so muB |7(x)| ((¥) ist in jedem abgeschlossenen Intervall be-

1) [Die oben angefithrten Probleme wurden schon in Bd.I (S.205—215;
S. 241—255) behandelt. Unnotig erscheinende Wiederholungen wurden im fol-
genden vermieden.]
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schrinkt) in diesem Intervalle hinreichend klein bleiben. Wir haben
also die folgende zentrale Fragestellung:

Vermag man v(x) so in Grenzen einzuschliefen, daff O (x) als ange-
ndherter Ausdvuck fiir f(x) gelten kann?

Man bezeichnet das Gebiet, mit dem wir uns hier beschiftigen,
gewohnlich mit dem Worte Interpolation oder Einschaltung. Dieser
Name hat darin seinen Ursprung, daB man sich den Wert «, fiir den man
die Funktion f(x) annihern will, innerhalb des Intervalls &, £, ..., 7
gelegen denkt. Unsere Frage betrifft aber auch solche x, welche au3er-
halb des Intervalls liegen (Extrapolation)t).

Von diesem allgemeinen Ansatz gehen wir zu speziellen Fallen iiber,
indem wir annehmen, da3 zwei oder mehrere Punkte &, 3, . . . zusammen-
fallen, d. h. daB uns an einzelnen Stellen auch der erste und weitere
Differentialquotienten gegeben sind ?).

Sind uns auBer f(x), f(8) ... auch f (&), () ... gegeben, so ent-
steht die Frage:

Wie konstruiert man ein Polynom, welches an den Stellen «, £, v,...
nicht nur die gewollten Ordinaten, sondern auch die vorgegebenen Diffe-
rentialquotienten hat (oskulierende Interpolation)?

Es 146t sich dies entweder direkt erledigen oder auch aus der La-
grangeschen Formel durch Grenziibergang ableiten, und es ist dann
die Frage, wie weit das so gewonnene Polynom zur Approximation fiir
/(%) und seine Differentialquotienten zu gebrauchen ist.

Lassen wir insbesondere alle Punkte «, f, ..., ¥ in einen Punkt a
zusammenfallen, so ergibt sich die Taylorsche Formel:

. 74 (n — 1,
f(x) = f(a) +@(x—— a) +/‘—2‘(;i)(x—a)2+ +](cn_)(1aT)!(x““)"_l
+7(x) - @ —a".
- Auf ihre Herleitung aus der Lagrangeschen Formel, die sich ibrigens
leicht ergibt, gehe ich hier nicht ein3).

Was uns nun bei der Lagrangeschen Formel und ihren Spezialfillen
besonders interessiert, ist, wie wir schon .sagten, die Abschitzung des
Restgliedes.

Als Grundlage fiir die Abschitzung ziehen wir den als Theorem von
Rolle bekannten Spezialfall des Mittelwertsatzes der Differentialvechnung
heran. Dieses Theorem heit: Es sei F (2) eine im abgeschlossenen Inter-
valle a =z=<0b stetige Funktion, die [iir jeden Punkt des Intervallinneren
einen Differentialquotienten besitzt. Es sei ferner F (a) =F (b) =0. Dann

1) [In Bd. I, S. 247 wurde darauf hingewiesen, dafl es zweckmaBiger ist, statt
,, Interpolation das die Extrapolation mitumfassende Wort ,,Approximation‘
zu gebrauchen. Neuerdings wird bei Interpolation stets stillschweigend auch die
Extrapolation mit umfat gedacht.]

2) [Naheres findet man in Bd. I, S.247—252.]

3) [Die ausfithrliche Behandlung findet man in Bd. I, S.247ff.]



514 Von den Funktionen reeller Veranderlicher.

hat die Ablettung F'(2) im Inneren des Intervalls mindestens eime Null-
stelle (Abb. 24).

Der Beweis dieses Satzes ist einfach. Wir erinnern uns an den Satz

von Weierstraf, nach dem jede in einem abgeschlossenen Intervalle

——— R stetige Funktion entweder im Intervallinnern

/\\ oder an einem der Intervallenden einen gréBten

-+ ; > Wert besitzt. Wir schlieBen nun den trivialen

Abb, 24, Fall, daB3 I (z) konstant gleich Null ist, aus und

nehmen zunichst an, daB F (z) im Inneren des

Intervalls @ . . . b nicht ohne positive Werte ist. Dann muf F (z) seinen

groften Wert an einer Stelle & des Intervallinneren annehmen. Aus

der eindeutigen Bestimmtheit des Differentialquotienten folgt aber dann
sofort F’ (&) =0.

Hiatte F(2) im Intervallinneren nur negative Werte, so wiirde man
nach dem gréBten Wert von —F (2) fragen und zu dem gleichen Er-
gebnis kommen.

Die einfachen Elemente, auf die sich dieser Beweis aufbaut, sind,
wie Sie sehen, der WeierstraBlsche Satz und die Voraussetzung der ein-
maligen Differenzierbarkeit von F(2).

Wir werden jetzt den Satz auf drei Punkte a, b, ¢ ausdehnen, fiir die
F (2) verschwinden soll. Aus zweimaliger Anwendung unseres Theorems
folgt, daBl F"'(z) mindestens einmal im Intervall a . ..c¢ verschwindet.

Damit erhalten wir folgenden Satz, den ich in der Form ausspreche,
in der wir ihn brauchen werden:

Ist F(2) eine Funktion, die an k Stellen verschwindet, ist ferner I (2)
in dem durch diese Nullstellen [estgelegtem abgeschlossenen Intervalle
stetig und hinveichend oft differenzierbay, dann hat dev (k — 1)-te Differen-
tialquotient von F(z) im Inneren des gemannten Iniervalls mindesiens
eine Nullstelle.

Dieser Satz fithrt uns nun bei der Lagrangeschen Interpolations-
formel folgendermaflen zur Abschitzung des Restes.

Wir betrachten die Funktion

F@) =1 — 0@ —r@#)- 9@,

wo 6(2) [vom (n—1)-ten Grade] das Lagrangesche Polynom ohne Rest-
glied bedeutet und ¢ (2) (vom #n-ten Grade) der auf S. 54 eingefiihrte
Faktor ist; x ist ein beliebiger, aber fest gewdhlter Wert der unabhéngi-
gen Verdnderlichen z. Fiir die Funktion F(z) kennen wir nun eine
Reihe von Nullstellen. Erstens werden fiir «, 8, ..., sowohl f(2) — O (2)
als auch @ (2) =0, mithin auch F(z) =0. Ferner ist x eine Nullstelle.
Denn fiir z= x ist nach Definition f(x) = @ (x) + 7(x) - ¢ (x); also
F(x) =0.

Somit kénnen wir auf F(z) das Rollesche Theorem in seiner all-
gemeinen Form anwenden, indem wir k=# 41 nehmen. Es folgt, da3
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F™ (2) mindestens eine Nullstelle £ im Inneren des Intervalles & ..., x
hat. Rechnen wir diesen #-ten Differentialquotienten aus, so kommt

F(2) = [ () — 7 (x) + m!
[(©(2) als vom Grade (n—1) gibt additiv den Beitrag 0 und 7(x) als

Konstante gibt multiplikativ den Beitrag 7 (x), @ (2) =2" + --- liefert
den Zahlenfaktor #!]. Also haben wir fiir das betreffende &:

fOE) —r@x)n!=0

()

7 (%) = et

und damit

Setzen wir diesen auf so einfachem, aber doch sehr sinnreichem
Wege gefundenen Wert von 7(x) in die Lagrangesche Formel mit Rest-

glied ein, so folgt )
16) = 600 + g 17

wobei &, uns sonst nicht bekannt, irgendwo in dem Intervalle «, 3, . ..,
v, x liegt. Wir haben somit das Ergebnis:

Die Lagrangesche Formel ist brauchbar, mit anderen Worten, f(x)
wird durch O (x) approximiert, sofern der Ausdruck @ (x)-f™ (&): n! fir alle
im Intervall gelegenen & eine hinveichend kleine Gyofe ist. Dabei ist einerlei,
ob x zwischen & ... oder auBerhalb davon liegt. Unsere Formel mit
Restglied dient ebensowohl zur Interpolation wie zur Extrapolation.

Wollen wir jetzt insbesondere die Taylorsche Formel anschreiben,
so folgt:

’

n!

/ (n—1) (r)
iW=1@+" 0w —a+ o+ IS — a4 B a,
Die Form des Restgliedes ist hier dieselbe, die man in der Differential-
rechnung bei der Behandlung der Taylorschen Reihe als Lagrangesches
Restglied vorzutragen pflegt.

Ubrigens haben wir es bei der Taylorschen Formel nur mit Extra-
polation zu tun, daalle «, B,...,v in einen Punkt & zusammen-
riicken. 2

Ich beabsichtige nun an einer Reihe ]
von Beispielen die Bedeutung der eben
behandelten Dinge klarzumachen.

In erster Linie spreche ich von der
Anwendung der Lagrangeschen Formel,
die Sie alle bei dem Gebrauch von Loga-
rithmentafeln von ihr machen. Wir /

2,

X

finden in den Tafeln den Logarithmus
zweier Zahlen ¢ und a+1. Die Frage
ist: Diirfen wir geradlinig interpolieren,
d. h. das Stiickchen der Logarithmuskurve zwischen den Ordinaten
loga und log(a--1) durch die Sehne ersetzen? (Abb. 25.)

Abb. 25.
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Die Lagrangesche Formel liefert fiir den Fall =2 und f(x) =logx:
logx=Iloga+ (x—a) {log(a+41)—loga} +R.

Zur Abschitzung des Restes

R=1E

x—a)(x—a—1),

Ao8% _ M ynd () = — 2, wo M der Modul
des Logarithmensystems ist. Das Produkt (x—a) (x—a —1) hat als
Kurvenbild eine Parabel, die ihre im Intervall a==x=a 1 dem ab-

ermitteln wir /' (x) =

soluten Betrage nach groBte Ordinate ——- fiir
“_H“_H) = a + % annimmt (Abb. 26). Tragen
wir d1ese Werte in die obige Formel ein, so kommt

als obere Schranke des Fehlerbetrages |7(%)|, den
wir durch Weglassung des Restgliedes begehen,

M
Z : a7 8—54 Also:
:74 Wenn wiv einen Logarithmus mit Proportional-
teilchen berechnen, so bekommen wiv einen Wert, der

S5 Hierbei ist £
irgendein Wert zwischen 4 und (2 + 1). Der Fehler ist also dem

absoluten Betrage nach gewi3 kleiner als

Abb. 26. .o .
b zu Rlein ist, aber hichstens um

M
8a?’

Machen wir uns noch die GréBe des Fehlers numerisch klar. Wir
wollen siebenstellige Tafeln benutzen, wo wir die Logarithmen fiinf-
stelliger Zahlen ohne weiteres angegeben finden. Es ist also  und mithin
auch & funfstellig. Den Modul M =0,43429... der gewdShnlichen
Logarithmen ersetzen wir durch die etwas groBere Zahl 0,5 und erhalten,
indem wir fiir ¢ die kleinste fiinfstellige Zahl (fiir welche der Fehler am
groBten ist) wahlen, als obere Schranke des Fehlers 3 10(’)(5)002 =16 1 1087
ein Betrag, der wesentlich kleiner ist als der Fehler, der dadurch heraus-
kommt, daf} die Logarithmen der fiinfstelligen ganzen Zahlen nur bis
auf sieben Stellen mitgeteilt sind?).

Als zweites Beispiel wiirden Erliuterungen zum Taylorschen Satz
zu geben sein:

’ n-— n)
10 =t@+ P w—a 4 + D g 1 DO e,

1) [In seiner letzten Vorlesung (1911) tiber Differential- und Integralrechnung
trug Klein iiber die Berechnung des Abrundungsfehlers, der dadurch entsteht,
daB zum Interpolieren nicht die genauen Werte von loga und log (¢ + 1), sondern
nur Naherungswerte benutzt werden, ausfithrlich vor. Uber diese bis jetzt leider
nicht verdffentlichte Darstellung, bei der Klein in schéner Weise die Idee des
Funktionsstreifens zur Veranschaulichung heranzieht, berichtet W. Lorvey in der
Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterricht Bd. 43 (1912), S. 544—556.]
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Diese Formel hat auch dann ihre gute Bedeutung, wenn f(x) nicht
unbegrenzt differenzierbar ist. Hingegen wird in allen Biichern ge-
wohnlich vorausgesetzt, daB f(x) unbegrenzt differenzierbar ist. Wenn
dann der Rest bei wachsendem # absolut genommen unter jeden
Betrag hinabsinkt, kann f(x) gleich der entstehenden unendlichen Reihe
gesetzt werden. Dies ist in zahlreichen Fillen fiir hinreichend kleine
]x ——u[ der Fall; man hat dann ein ,,Konvergenzintervall“. Konvergiert
die Reihe fiir jedes endliche x, so wird f(x) als ganze Funktion bezeichnet.

Falls iiberhaupt Konvergenz stattfindet, ist es interessant, das Ver-
halten der den aufeinanderfolgenden Teilsummen der Taylorschen Reihe
entsprechenden Niherungskurven zu untersuchen. Dies ist im ersten
Band dieses Werkes an der Hand von Zeichnungen ausfiihrlich geschehen,
so daB wir hier nicht noch einmal darauf zuriickzukommen brauchen?).

Ich gehe nunmehr zur Behandlung der weiteren Frage iiber: Wie
weit ermoglicht die Lagrangesche Formel mit Restglied die Approximation
des Integrals bzw. der Differentialquotienten einer Funktion yv=f(x)?

Zunichst die Approximation des Integrals.

Hieriiber findet man das Wichtigste in den meisten Lehrbiichern,
da die auf die Lagrangesche Formel gegriindete numerische Auswertung
des von einer Kurve umspannten Flicheninhalts iiberall im Gebrauch
ist (sog. mechanische Quadratur oder numerische Integration). Dagegen
wird die Fehlerabschitzung oft fortgelassen oder nicht so éingehend be-
handelt, wie es fiir den praktischen Gebrauch der Formeln notwendig
ist?). Hier gebe ich nur eine kurze Zusammenstellung von vier wichtigen
einfachen Fillen, ohne auf die Einzelheiten der Rechnung einzugehen.

b

Zu berechnen sei “f fx)dx. £3)”
a) Es seien in den Punkten « und b die Werte el
der Funktion f(x) gegeben. Das zwischen den i
Ordinaten f(a) und f(b) liegende Stiick ihrer ,,, ¢
Kurve ersetzen wir durch die Sehne (Abb. 27). .~
Aus der Lagrangeschen Formel fiir » =2 erhalten
wir durch Integration:

[;(x)dx=&)—j—f@(b—a)___f1@(i;@j a 13

12 ’ Abb. 27.
a

b
d.h. ] J(x)dx ist gleich dem Inhalte des Trapezes plus einem Restgliede,
a

in dem & eine uns unbekannte GroBe in dem Intervall @. . . b bezeichnet.

1) Bd. I, S.241—245.

2) [Vgl. hierzu etwa C. Runge u. H. Kénig: Numerisches Rechnen. Berlin 1924;
J. F. Steffensen: Interpolationslaere. Kopenhagen 1925 (englische Ausgabe: Inter-
polation. Baltimore 1927; deutsche Bearbeitung in Vorbereitung).]
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b) Eine andere Methode, geradlinig zu interpolieren, ist, die Kurve

durch ihre Tangente fiir die Abszisse 4 —2'_ % zu ersetzen. Dann kommt:
b
b " (@) (b — a)®
[1eads = F52) 0 — 0+ TEL

a
d. h. der Fehler wird halb so grofl wie im vorhergehenden Falle und hat
entgegengesetztes Zeichen.

in der

Merkwiirdig ist hier, daB der Richtungskoeffizient f’ (u ‘2*— 4
Endformel nicht auftritt. In der Tat ist es fiir den Inhalt des Trapezes,
durch welches wir den Kurveninhalt
approximieren, gleichgiiltig, in welcher
Richtung die betreffende Trapezseite durch
den Punkt x:ujb, y=f<a;l_b) hin-

durchlduft (Abb. 28).
c) Wollen wir entsprechend fiir =4
die Lagrangesche Formel anschreiben,
d. h. die Kurve y = f (%) durch eine Parabel
dritter Ordnung approximieren, so empfiehlt es sich, die Parabel da-
durch zu bestimmen, da man fiir die Punkte 2 und b sowohl die Ordi-
naten als auch die Richtungen der Parabel gibt. Man erhilt dann:

ﬁ(x +f()(b_a)_f,(b)“f’(u)( a)? +]”V()(b——u)

12 720

(elnfachster Fall der sog. Eulerschen Summenjormel).
d) Eine andere Art, die kubische Parabel festzulegen, ist, sie durch
die Endpunkte der Ordinaten j(a) und f(b) und durch den End-

) gehen

punkt der Ordinate f(%) mit vorgegebener Richtung f’ (

zu lassen (Abb. 29). Dann fillt wieder f’( ;— b
Es wird

) in der Endformel heraus.

b
f”f(x)dx:f()+4f(a6 )+f(b>(b_

Die letzte Zeile enthilt die Inhaltsbestimmung, die bei der sog.
Simpsonschen Regel in Anwendung kommt?).

Was nun die Frage angeht, wieweit die Lagrangesche Formel mit
Restglied den Differentialquotienten von f(x) approximiert, so machen
wir folgenden Ansatz:

1) [Von ausfithrlicheren Werken iiber mechanische Quadratur, iiber Inter-
polationslehre. und numerisches Rechnen tiberhaupt sei neben den bereits er-
wahnten Biichern von Rumnge-Konig und Steffensen besonders ,,The calculus of
observations* von E. T. Whiftaker und G. Robinson (London 1924) genannt.]

()0 —ap
4~ —sgo -



Von der angeniherten Darstellung der Funktionen. 61

Die Funktion
f(x) — O(x),

hat # uns bekannte Nullstellen &, 8, ..., ». Zum Vergleiche von f’ ()
mit @' (x) fragen wir nach den Nullstellen der Funktion /' (x) — @' (x).
Aus dem Mittelwertsatze konnen wir sofort schlieBen, daf3 sie min-
destens (#—1) Wurzeln «’, (', ..., ¢’ zwischen o ...» hat. Nun ist
der Ansatz, den ich hier vorschlage, der, da wir, unter vy (x) das Produkt
(x—a&') -+ (x—p') verstanden,
Fx)=0"@)+s®)- v g
setzen, wo man s(x) ganz analog wie das 7 (x) in
der Stammformel berechnen kann (vgl. S.56—57). Pl
Es folgt leicht ,
_ I
st =G
so dalBl das Resultat so in Worte zu fassen ist:
So gut wir setzen kinnen

1(x) = Ox) + Ji(%(?_ g (x), Abb. 29,

4

S
>

S
N

+

o

genaw so gut haben wir eime Anmdherungsformel [ir den Differential-
quotienten

) =0+ 5w,

(n —
wo y(x) das Produkt der neuen Faktoven (x—a'), ..., (x—u') und &
eine uns unbekannte Grife im Intervall o', ... W', x ist.

Im Einzelfalle muB3 man natiirlich zusehen, wie man sich mit der
Funktion v (%) zurechtfindet. Kann man die Wurzeln von v (x) nicht
einzeln bestimmen, so kann man doch zuweilen den Wert von v (x)
abschitzen?).

Ich méchte an dieser Stelle noch einige Zwischenbemerkungen ein-
flechten, um den Begriff der

analytischen Funktion

allgemein zu besprechen und klarzulegen, wieweit er hier eingreift oder
vielmehr nicht eingreift.
Wir gehen von der Taylorschen Formel aus:

) =@+ @ —a) 1 T2 (g f T gy,

(n—1)! n!
Ich bemerke hier nochmals ausdriicklich, daB die Taylorsche Formel
mit Restglied nicht die unbeschrinkte, sondern nur die #-malige Diffe-

1) [Vgl. im tibrigen zu der mathematisch recht interessanten Frage der nume-
rischen Differentiation das S. 59 zitierte Buch von Steffensen.]
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renzierbarkeit der Funktion f(x) vorausetzt. Ich fiige der Deutlichkeit
halber noch hinzu: In den Anwendungen wird die vorstehende Formel
nach Moglichkeit so gebraucht, dafl man in dem Intervalle, mit dem
man sich beschiftigt, das Restglied vernachldssigen darf.

Wann nennen wiv [(x) nun eine analytische Funktion ?

Dazu sind zwei Bedingungen erforderlich:

Erstlich muf es formal mdoglich sein, die Taylorsche Formel bis ins
Unendliche fortzusetzen, d. h. die Differentialquotienten beliebig hoher
Ordnung miissen existieren und der Rest mufS schlieflich bei wachsendem
n beliebig klein werden.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, dann darf man fiir alle Innen-
punkte eines gewissen Intervalls

' (a)

() = f(a) + ’Uff) & —a) + 57" (x —a)? + - ininf.

setzen.

Es ist zweckmiBig, die Formel mit endlicher Gliederzahl und Rest-
glied den Taylorschen Satz, die Formel mit unendlicher Gliederzahl die
Taylorsche Rethe zu nennen, so daB wir jetzt sagen konnen:

(%) heifst in der Umgebung der Stelle x = a eine analytische Funktion,
wenn f(x) innerhald eines den Punkt a wmgebenden Intervails durch die
Taylorsche Reihe darstellbar ist.

Damit ist schon gesagt, dafl der Begriff der analytischen Funktion
nur der Prazisionsmathematik angehért. Wir. erwdhnen ferner, dafl
man sich erst verhdltnismaBig spit die Bedingungen klargemacht hat,
unter denen die Taylorsche Reihe eine Funktion in einem Intervalle
darstellt.

Die alte Ansicht war, daf hierzu allein schon die formale Konvergenz
der Reihe geniige. DaB einzelne Punkte eine Ausnahme bilden kénnen,
hatte allerdings schon Cauchy bemerkt. Es gibt aber Funktionen, die
unbegrenzt differenzierbar sind und die an keiner Stelle durch die
Taylorsche Reihe dargestellt werden. In dieser Hinsicht hat 4. Prings-
heim') 1893 einen gewissen Abschlufl erreicht, indem er angab, welche
Bedingungen zu der unbegrenzten Differenzierbarkeit der Funktion
noch hinzukommen miissen, damit die Taylorsche Reihe die Funktion
wirklich darstellt, damit also der Rest fiir unbeschrinkt wachsendes #»
unter jede vorgegebene GroBe herabsinkt.

Mit dem Umstande, daB diese verschiedenen Dinge nicht immer
scharf geschieden sind, hingt zweifellos die von uns schon wiederholt
genannte Awnsicht (die man in vielen Biichern findet) zusammen, daf
wm der Natur nur analytische Funkiionen vorkdamen.

1) Mathematical papers read at the International Mathematical Congress held
in Chicago 1893. New York 1896, S.288-304; Math. Annalen Bd. 44 (1894),
S. 57—82.
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Wenn man diese Ansicht niher priift, so ergibt sich, daB sie aus
zwei Quellen hervorgewachsen ist:

1. aus der Meinung, daB in der Natur nur Funktionen vorkommen,
die differenzierbar und damit unbegrenzt oft differenzierbar sind (einer
Auffassung, die fiir das landliufige Denken zugleich mit der Stetigkeit
der Naturerscheinungen gegeben erscheint);

2. aus dem Umstande, daBl man von der Notwendigkeit der Prings-
heimschen Bedingungen nichts wullte und sich um sie keine Sorge machte.

Ich stelle einer solchen Ansicht nattirlich die andere entgegen, daB
wir es bei den Naturvorgidngen unmittelbar nur mit Funktionsstreifen zu
tun haben und dafl die Entscheidung der Frage, ob es sich empfiehlt, die
Naturvorginge prizisionsmathematisch auf bestimmte Klassen stetiger
Funktionen zu beziehen, tiber unser Wahrnehmungsvermégen hinausgeht.

Ganz etwas anderes ist es aber, wenn die Mathematiker aus mathe-
matischen Griinden die analytischen Funktionen bevorzugen, und ich
will hier in einem Anhange etwas {iber die mathematischen Vorziige der
analytischen Funktionen sagen.

Diese liegen in dem Umstande begriindet, daBl man die analytischen
Funktionen auch fiir komplexes ¥ =u -+ ¢v definieren kann. Setzt man
den Wert x=wu+4v in die Taylorsche Reihe ein, so erhidlt man sofort
die Entwicklung der Funktion f(x) fiir komplexe Variable. Umgekehrt
aber beschriankt sich die Theorie der komplexen Funktionen auch auf
die so entstehenden analytischen Funktionen. Also:

Die analytischen Funktionen einer veellen Variablen gestatten eine
Erwesterung auf komplexe Variable.

Wie sich dies im einzelnen gestaltet, muB in einer Vorlesung iiber
Funktionentheorie entwickelt werden. Ich kann hier nur einzelne
springende Punkte hervorheben.

Zunichst iber das Konvergenzgebiet der Taylorschen Reihe.

Die Funktionentheorie zeigt, daB das Konvergenzgebiet der Taylor-
schen Reihe fiir einen Punkt x in der
komplexen Ebene (¥x==u-1iv) diejenige
um x als Mittelpunkt herumgelegte Kreis-
scheibe ist, deren Rand durch den nichst-
gelegenen ‘singuldren Punkt der Funktion
hindurchgeht (Abb.30). Wie die Reihe sich
auf dem Rand verhilt, bleibt zweifelhaft
und ist von Fall zu Fall zu entscheiden.

Beschrinken wir uns auf reelle Ver-
dnderliche, so hat dieser Satz hier offen-
bar folgende Riickwirkung: Das Konvergenzgebiet erstreckt sich im
Reellen immer gleich weit nach rechts und links von der betrachteten
Stelle aus, unentschieden bleibt aber, wie sich die Reihe in den End-
punkten verhilt (Abb. 31).
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Ich erldutere aus der Theorie der komplexen Funktionen noch die
Begriffe: Funktionselement und analytische Fortsetzung.

Man nennt nach Wesersiraff die Taylorsche Reihe einer Funktion
/(x) an einer Stelle a ein Funktionselement von f(x). Es ist also im
Inneren des Konvergenzkreises um a definiert.

Man kann nun aber in zahlreichen Fallen
iiber dieses Gebiet weiter hinausgehen, indem
man in seinem Inneren einen neuen Wert &
annimmt und die urspriingliche Reihe nach
Potenzen von (¥ —a) in eine andere nach Potenzen von (x—b) um-
setzt. Diese neue Reihe konvergiert moglicherweise in einem Kreise,
der iiber den ersten hiniibergreift. Man bekommt also eine Definition
der Funktion fiir ein neues Stiick der komplexen Ebene. Diesen
ProzeB, den man gegebenenfalls beliebig weiterfithren kann, bezeichnet
man als analytische Fortsetzung der Funktion. Jede dabei auftretende
Taylorsche Reihe heilt ein Funktionselement der Funktion.

Zusammenfassend werden wir sagen: Die urspriingliche Reihe ergibt
unmittelbar nur ein erstes Element der in Betracht kommenden analy-
tischen Funktion. Man kann aber in vielen Fillen durch sog. analytische
Fortsetzung iiber den ersten Bereich hinausgehen und so die Funk-
tion in immer groBeren Bereichen definieren. Die analytische Funktion
schlechtweg genommen ist der Inbegriff des ersten Elementes und der aus
thm durch analytische Fortsetzung entstehenden neuen Funktionselemente.

Die nghere Ausfithrung gehort in eine Vorlesung iiber analytische
Funktionen. Fiir uns kommt mehr die philosophische Seite der Sache
in Betracht. Wir fragen zunichst: Was miissen wir von einer analy-
tischen Funktion wissen, damit wir ein Funktionselement fiir sie kennen
(aus dem wir dann fernerhin auf den Gesamtverlauf der Funktion
schlieBen kénnen) ?

Offenbar ist dazu erforderlich, aber auch ausreichend, da3 wir die
Koeffizienten f(a), f' (a), . . . in der zum Punkte x = a gehorigen Taylor-
schen Entwicklung kennen. Diese sind als Grenzwerte von Differenzen-
quotienten definiert, so dal sie festgelegt sind, wenn wir das zu einer
beliebig kleinen Umgebung von x = a gehérende Stiick der Kurve
kennen. Damit haben wir das Ergebnis: Das Funktionselement seiner-
setts ist bei eimer analytischen Funkiion durch ein beliebig kleines Stiick
der Kurve y==f(x) vollkommen gegebenl).

Sie sehen, welche besondere Bewandtnis es mit den analytischen
Funktionen hat. Sie werden bereits durch ein beliebig kleines Stiick

x-R x+R
&
Abb. 31.

1) [Lange hat man geglaubt, daB allein die analytischen Funktionen die
Eigenschaft haben, durch Anfangswert und die zugehorigen Ableitungen in
ihrem Gesamtverlauf bestimmt zu sein. E. Borel hat nachgewiesen, daB es auch
nichtanalytische Funktionen mit dieser Eigenschaft gibt. Man vergleiche hierzu
T. Carleman, Les Fonctions Quasi Analytiques. Paris 1926.]



Von der angeniherten Darstellung der Funktionen. 65

in ihrem Gesamtverlauf gegeben, aber wohlverstanden nur im Sinne
der Prizisionsmathematik, da sich nur hier die Koeffizienten f(a),
f (a) ... als Grenzwerte von Differenzenquotienten definieren lassen.

Wenn wir uns jetzt wieder nach der mathematischen Darstellung der
Naturerscheinungen umschauen, so macht man gewdhnlich den Ansatz,
daB man die Koordinaten x, ¥, z als analytische Funktionen der Zeit
anschreibt:

x =), y=1wy(t), z= ().

Dies fithrt nach unseren obigen Bemerkungen zum vollkommenen
Determinismus, die Bahn eines Teilchens in einem noch so kleinen Zeit-
intervall legt unverbriichlich die Bahn in allen folgenden Zeiten fest.
Wir miissen daher sagen:

Wenn es wahr ist, daB in der Natur nur analytische Funktionen vor-
kommen, daB insbesondere die Bewegung jedes einzelnen Teilchens
durch analytische Funktionen x =@ (f), y =1 (), 2= () geregelt wird,
dann ist zwingend richtig, daB3 der Verlauf der Welt durch ihr Verhalten
in einem beliebig kleinen Zeitintervall vorausbestimmt ist.

Das sind Folgerungen, die manchem unsympathisch sind. Daher
findet man dieser ersten Ansicht verschiedentlich die andere gegeniiber-
gestellt, wonach die Bahnen nicht durch analytische Funktionen, son-
dern nur durch Differentialgleichungen wmit analytischen Koeffizienten
gegeben sind. Also etwa

% = gnalytische Funktion von x, v, z, ¢, %, %, ‘fi—j

Diese Auffassung ist die, welche sich aus dem Studium der theore-
tischen Mechanik herausgebildet hat. Sie fithrt nicht zu ganz denselben
strengen Folgerungen wie oben. Es kénnen ndmlich die Lsungen solcher
Differentialgleichungen mit analytischen Koeffizienten sozusagen ,,Ver-
zweigungsstellen® darbieten, wo es fraglich ist, ob der Punkt auf der
einen oder anderen Bahn weitergeht. Man denke an die Beziehung
zwischen den allgemeinen Integralkurven
einer Differentialgleichungerster Ordnung und
den singuliren Losungen, welche als Enve-
loppe der ersteren auftreten konnen (Abb. 32).

In einem solchen Verzweigungspunkt
wire dann nach der genannten Ansicht die
Bewegung eines Punktes nicht allein durch
die allgemeinen mechanischen Naturgesetze Abb, 32.
bestimmt, sondern es ist die Moglichkeit
offengelassen, daB der Punkt hier noch durch einen auBermechanischen
AnlaB determiniert wird. Besonders J. Boussinesq in Paris hat diese
Idee mit Leidenschaft verfolgt und glaubt geradezu in dem Umstande,
daB bei der Integration der Differentialgleichungen mit analytischen

|
[}
\
\
A /

Klein, Elementarmathematik III. 5
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Koeffizienten sich solche Verzweigungsstellen einstellen kénnen, den
Platz gefunden zu haben, wo in die allgemeine mechanische Weltordnung
eine andere Potenz (biologischer oder ethischer Art) sich einmengen
kann. Er meint durch das Auftreten solcher Stellen sowohl das Vor-
handensein des freien Willens als auch den Unterschied zwischen leben-
der und toter Materie erkliren zu kénnen. Es entscheidet nach ihm also
das Prinzip des lebenden Organismus in einem solchen Verzweigungs-
punkte iiber den Weg des betreffenden Massenpunktes. Man vergleiche
in dieser Beziehung die Verdffentlichung:

Boussinesq, J.: Conciliation du véritable déterminisme mécanique
avec lexistence de la vie et la liberté morale. Paris: Gauthier-Villars
1879.

Sie verstehen, welche Kritik ich an dieser Auffassung iiben werde.

Es handelt sich bei Boussinesq tiberall um Ideen der Prizisions-
mathematik (Bestimmtheit einer analytischen Funktion durch ein
kleines Stiick usw.). Wenn wir uns aber erinnern, daf} alle Natur-
beobachtungen nur mit beschrinkter Genauigkeit moglich sind, so
erscheint es als eine durch nichts bewiesene Annahme, zu sagen, dafl
bei der Natur selbst die besprochenen Beziehungen der Prézisions-
mathematik zugrunde liegen. Soll es iiberhaupt die Prizisionsmathe-
matik sein, so erinnern wir daran, daBl diese auch andere Ideen enthilt,
z. B. diejenige der unstetigen Funktionen von unstetigen Variablen,
die ebensogut bei der mathematischen Naturdarstellung zur Verwen-
dung kommen kénnten'). Es bewegt sich aber diese ganze Diskussion,
bei welcher uns die Beobachtung gar keine Entscheidung liefern kann,
von vornherein jenseits der Erfahrung auf metaphysischem Gebiet.
Hiernach ist die Boussinesqsche Theorie nicht deshalb mathematisch
unsicher, weil sie aus der Voraussetzung heraus, es handle sich in der
Natur um analytische Differentialgleichungen, falsche oder unsichere
mathematische Folgerungen zbge, sondern weil sie die genannte, un-
bewiesene Voraussetzung an die Spitze stellt. Wir kénnen zusammen-
fassend sagen:

Der schwache Punkt bei allen devartigen Betrachtungen ist der, daf
es sich um willkiirliche Bevorzugung bestimmier Ideen und DBegriffsbil-
dungen der Prizisionsmathematik handelt, wihrend die Beobachtungen
in der Natur immer nur angendherte Genawigkeit besitzen wund in
sehr verschiedener Weise auf prizisionsmathematische Dinge bezogen
werden konnen?). Uberhaupt aber bleibt es fraglich, ob das Wesen einer
richtigen Naturerklirung auf prizisionsmathematischer Basis zu suchen
ist, ob man fje tiber eime geschickte Verwendung der Approximations-
mathematik hinausgelangen Rann.

1) [Man vgl. hierzu die Ausfithrungen von E. Borel in seinem bereits auf S. 38

zitierten Vortrage tiber die Molekulartheorien und die Mathematik.]
2) Vgl. die Idee der vollstindig unstetigen Welt nach Art der Kinematographen.
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Wir hatten diese ganzen Erérterungen an die Lagrangesche Inter-
polationsformel angekniipft, die uns zum Taylorschen Lehrsatz und
weiterhin zur Taylorschen Reihe und damit zum Begriff der analytischen
Funktion fithrte. Wir gehen nun zu der Inferpolation durch trigomo-
wmetrische Reihen tber und betrachten zunichst endliche, dann unend-
hche Reihen dieser Art.

Wir nehmen die Funktion f(x) periodisch mit der Periode 2 7 an,
so daB f(x+2n)=f(») wird.

Man macht zur approximativen Darstellung einer solchen Funktion
gerne den Ansatz der folgenden trigonometrischen Reihe:

fx) = %"— + a,cosx + -+ + a,cosnxy + bysinyg + -+ + b, sinnx 4+ R

- a—z" —|—Z(awcosvx + b,sinvy) + R = O (x) + R,
r=1

wo der Rest R weggelassen wird, wenn er seinem Betrage nach un-
bedeutend ist. Die Reibe @ (x) enthilt eine ungerade Anzahl (2 #-41)
von Konstanten.

Zur Aufstellung der Reibe @ (x) verfahren wir zunichst analog wie
bei der parabolischen Interpolation und denken uns also vor allem die
2 741 Konstanten durch 2 %+ 1 Werte f(x,), (%), . .. der Funktion
f(x) festgelegt. Es handelt sich dann darum, einen Ausdruck @ (x)
aufzustellen, welcher fiir x=x,, #%;,... die Funktionswerte f(x,),
(%), ... gibt.

Wir kénnen das gesuchte ©(x) gleich in einer Gestalt anschreiben,
die der Lagrangeschen Formel analog ist, ndmlich in der folgenden:

. X —x . K — % . ¥ —%
sin ~— 1 .sin > £ ...sin 5 2n
O (x) = 1 () . Xg— Xy . Hg— ¥ . ¥o — ¥an
sin . sin ... sin
2 2 2
. X —X . X —x . ¥ —x
sin ~0 . sin > 2 ...sin 5 LLE
+ (%)
1
% — % . X — % %, — %
sin =1 % .sin A 2 ...sin2t 2n
2 2 2
¥ — % . x—x X — Hop_
sin % .sin 1 sin Zn=1
1 (o) — o 22
SiIl 2n O-sin 2n 1---sin 2n 2n—1
2 2 2

Durch wiederholte Anwendung der bekannten Formeln fiir cos & - cos 8
ist es moglich, in jedem Zahler eine Summe von Kosinus und Sinus der

5*
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Vielfachen des Winkels herauszubringen, was doch unser urspriingliches
Ziel war. Wir merken uns also:

Der Ausdruck ©(x) laft sich ganz nach Amnalogie des Lagrangeschen
Polynoms aufstellen, worauf nur eine formelle Umsetzung nitig ist, um
die Form:

22 .
O (x) = > -l—; (a, cosvx -+ b, sinvx)

2u erhalten.

Diese Art der Interpolation wird in der Praxis oft gebraucht ; allerdings
meist unter der besonderen Annahme, daB alle Punkte %y, x,, ..., %,,
dquidistant sind, und zwar so, daB das Intervall x,, 2,27 in (2#4-1)
gleiche Teile zerlegt wird. In diesem Falle 148t sich die Reihe ©(x)
einfacher, als eben gezeigt wurde, durch eine direkte Methode berechnen.
Die #dquidistanten Punkte sind:

27
Xos x]_:xo‘l—"z-,ﬂ*ﬁ +25%’_ﬁ , —~x0+2%2—n+1,
die zugehorigen Funktionswerte seien mit vy, ¥4, ..., Vs, bezeichnet.

Dann haben wir zur Berechnung der Koeffizienten a,, b, die folgenden
(27 +41) linearen Gleichungen:

a, . .
Vo = —29— + a, cosxy 4« -+ 4 a,cosnxy + bysinxg + - + b, sinnz,,

a . . .
Vo = —2“— + ay COSXgy - + -+ - @, COSHXgy, + by SINXyy, + -+ + by SINN Xy, .

Die Aufldsung nach den a, und b, geschieht nun einfach dadurch,
daBl man einmal jeweils die »-te Reihe des Systems mit cospux,, das

andere Mal mit sinpx, (¥ =0, 1, 2, ..., 2%) multipliziert und dann
addiert. Erinnert man sich noch, daf x, und «,,, sich um ﬁ%

voneinander unterscheiden, so kommt, wenn ich die Einzelheiten {iber-
gehe, alsEndresultat: .
n

2n + 1
7Yy COS UK, == Ay 5
0

2n
Ew Yy sinpuy, = b, -
0

Die so gewonnene Interpolationsformel wird in der Praxis sehr oft
benutzt, ebenso wie eine andere, bei der eine gerade Zahl dquidistanter
Beobachtungen vorausgesetzt wird!). Ist z. B. in der Lehre vom Erd-

1) In der Meteorologie benennt man diese Formeln nach Bessel; siehe dessen
Aufsatz in den Astronomischen Nachrichten von 1828, S. 333—348: Uber die
Bestimmung des Geselzes einer peviodischen Evscheinung.
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magnetismus die Aufgabe gestellt, die Abhingigkeit der Deklination
auf einem Breitenkreise von der geographischen Linge zu geben, so
beobachtet man etwa an 2% - 1 dquidistanten Punkten die Deklina-
tion?), berechnet die Koeffizienten a,, b, nach obigen Formeln und
erhilt die gesuchte Funktion in Form einer endlichen trigonometri-
schen Reihe. Dabei ist der Rest als unwichtig vernachlissigt; ob dies
gegebenenfalls gerechtfertigt ist, muB3 der Praktiker beurteilen.

Es ist nun besonders intevessant, in der vorstehenden Formel die Stellen,
an denen die Ordinaten gegeben sind, unendlich dichi zu wihlen. Dann
folgt fiir @ (x) rein formal eine unendliche trigonometrische Reihe

O (x) = %" +Z(ﬂ‘“ cosux + b, cosuw).
u=1

Wir wollen zusehen, was dabei aus unseren Formeln fiir 4, b, wird.

Wir bezeichnen den Abstand ﬂzi—1 zweier aufeinanderfolgenden

Ordinaten f(x,) und f(x,,;) mit Ax,. Dann erhalten wir aus unseren
obigen Formeln:

2n
! 4
aM=; Vy COSUX, « A%y,
=0

2n
1 .
b, = ;Zyv sinux, - A%, ,
r=0

und wenn wir Ax, gegen Null streben, also # unbeschrinkt wachsen
lassen, ergeben sich als Grenzwerte die beiden Integrale:

Ay = %/f(x) cospuxdx,
0

27
bM:i”/f(x)sinde.
0

Die mit diesen Koeffizienten gebildete unendliche Reihe @ (x) ist
die bekannte Fouriersche Reihe. Indem wir die Untersuchung des Restes
R(x) verschieben, kénnen wir das Bisherige so zusammenfassen:

Die Approximation von f(x) durch eine unendliche Fouriersche Reihe
ordnet sich als besonderer Fall unter die Approximation durch eine end-
liche, dquidistanten Ordinaten entsprechende trigonometrische Rethe unter?).

1) Oder auch man verschafft sich diese Deklination durch vorherige Inter-
polation aus Beobachtungen an Nachbarorten.

2) [Vgl. zu diesen Dingen eine in den Abh. a. d. Math. Seminar d. Hamb.
Univ. erscheinende Arbeit von 4. Walther, wo durch Ubertragung auf fastperio-
dische Funktionen der rein periodische Fall neu behandelt wird.]
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IV. Ndhere Ausfithrungen zur trigonometrischen Darstellung
der Funktionen.

Mit den vorstehenden Erliuterungen ist noch nichts iiber das Rest-
glied, also die Konvergenz der Fourierschen Reihe gesagt, worauf ich
jetzt eingehe.

Ich bemerke zunichst, daB sich fir das Restglied der endlichen,
dquidistante Ordinaten benutzenden trigonometvischen Reihe, soweit ich
sehe, in der Literatur keine bequeme Formel vorfindet?). Und doch ist
es diese Reihe?), die in den Anwendungen meist gebraucht wird, wenn
man es mit periodischen Erscheinungen, die als Funktionen der Zeit
dargestellt werden sollen, zu tun hat. Ich mache hier einige Disziplinen
namhaft, die sich dieses Hilfsmittels bedienen: die Meteorologie (Dar-
stellung des Temperaturwechsels und anderer meteorologischer Erschei-
nungen als Funktion der Zeit), Schallanalyse, Lehre vom Erdmagnetismus
(Abhingigkeit der magnetischen Elemente auf einem Breitenkreise von
der geographischen Linge) und die Elektrotechnik (Anderung der
Intensitit der Wechselstrome mit der Zeit). DaB aber auf die Ab-
schatzung des Restes besondere Aufmerksamkeit verwandt werden mus,
lehrt ein Resultat, das aus der Praxis der Meteorologie hervorgegangen
ist und das ich hier etwas eingehend schildere, weil es in den ganzen
Gedankengang der Vorlesung hineinpaft.

Wir denken uns die 24 Stunden des Tages als Abszissen auf einer
Achse abgetragen und vielleicht fiir vier von ihnen, beispielsweise
12 Uhr nachts, 6 Uhr vormittags, 12 Uhr vormittags, 6 Uhr nach-
mittags, die beobachtete Temperatur als
| i Ordinate aufgetragen (Abb. 33). Man hat
g i nun versucht, den Verlauf der Tempe-
]

+

——— e e

o = e e

1

1

H ' raturkurve aus diesen vier Werten mittels
e ! ! ! der endlichen trigonometrischen Reihe
2% 6 M 6" %W festzulegen. Hierbei hat sich (indem man

ADD- 3. sich darauf verlieB, daB das Restglied als
unbedeutend zu vernachlissigen sei) das merkwiirdige Resultat ergeben,
daBl das Minimum der Temperatur mehrere Stunden vor Sonnenaufgang
liegt. Dieses Resultat, dasin sdmtliche Lehrbiicher iiberging und {ibrigens
zu den merkwiirdigsten Erklirungen Anlaf gab, erwies sich aber als
falsch, seitdem man die selbsttdtigen Registrierapparate hat. Diese
lassen erkennen, daB das wahre Minimum unmittelbar vor Sonnenauf-
gang liegt, indem die Kurve bis zur Ordinate des Sonnenaufgangs
{z. B. bei 6 Uhr vormittags) herabsinkt und hier plétzlich wieder stark
ansteigt (Abb. 34 unten). Diese Bewegung nach unten und das starke

1) Vgl. den Vorschlag in Anmerkung %) auf S.72.
2) Bzw. die andere, die sich bei Einfithrung einer geraden Zahl aquidistanter
Ordinaten ergibt.
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Aufsteigen der Kurve treten aber bei den der Interpolation zugrunde-
liegenden Daten nicht hervor, so daf} die interpolatorische Kurve hier-
iilber naturgemifl keinen Aufschluf3 gibt (Abb. 34 oben). Wie schon
hervorgehoben, ist dieser betrdchtliche
Fehler durch die Vernachldssigung des
Restgliedes entstanden'). Wir kommen
hiermit zu folgendem Resultat:

Wie weit man in der Praxis mit 6
derartigen  Interpolationsformeln zu
gehen hat, um hinreichende Uberein-
stimmungen mit den Beobachtungen zu
bekommen, muf in jedem einzelnen Falle %
kontrolliert werden. Ein Beispiel dafiir, Abb. 34.
daB eine rein formale Interpolation ohne
diese Kontrolle zu ganz falschen Angaben fithren kann, ist das eben zur
Sprache gebrachte Beispiel aus der Meteorologie, das iibrigens von den
Meteorologen selbst richtiggestellt wurde.

Was nun insbesondere die , Fouriersche'* Rethe angeht, so ist die
Untersuchung iiber deren Konvergenz und darstellende Kraft seit der
klassischen Arbeit von Dirichlet im 4. Bande des Crelleschen Journals
(1829) Gemeingut aller Lehrbiicher urnid Vorlesungen geworden. Man
fithrt die Untersuchung meist in der Weise, daB man die (2 7% 1) ersten
Glieder der Reihe in eine Summe S,(x) zusammenfaBt, die sich —
wie wir bereits in Bd.I auf S. 211 ableiteten — in folgender Gestalt
schreiben 148t: o

)

|
:
|
I

I ]
v
! i
' !

:

sin ZL;_J (E—%)

sin} (§ — x)

act.

Sal®) =5 | 1®)

-7T

Hierbei ist die Integrationsvariable zum Unterschiede von der als
fest zu betrachtenden Stelle x mit & bezeichnet. Nunmehr sieht man
zu, welchem Grenzwert das Integral zustrebt, wenn # unbeschrinkt
wichst. Es zeigt sich, daB in zahlreichen Fallen in der Tat der Grenz-
wert die darzustellende Funktion f(x) ist. Indem ich die Einzelheiten
der Rechnung iibergehe, erwihne ich folgendes:

Man kann die Summe der (2 # 1) ersten Terme der Reihe in Form
eines Integrals geschlossen darstellen und iiberzeugt sich, daB dieses
Integral fiir # — oo jedenfalls dann unserer mit 2 7 periodischen Funk-
tion f(x) zustrebt, wenn diese im Intervalle 0 = x = 2 7 die folgenden sog.
Dirichletschen Bedingungen erfillt: 1. f(x) ist eindeutig und beschrankt.
2. f(x) ist abteilungsweise stetig, d. h. es besitzt nur eine endliche

1) Wegen der Literatur und der Einzelheiten siche den Aufsatz von A4d.
Schmidt: Uber die Verwendung trigonometrischer Reihen in der Meteorologie.
Programm des Gymnasium Ernestinum zu Gotha vom Jahre 1894.
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Anzahl von Unstetigkeitsstellen. 3. f(x) ist abteilungsweise monoton,
d. h. es hat nur eine endliche Anzahl Maxima und Minima.

Diese hinreichenden, aber freilich nicht notwendigen Bedingungen
sind bei einer nach unserer Ausdrucksweise verniinftigen Funktion
immer erfiillt, insbesondere dann, wenn f(x) fiir 0 << » =< 2 7 ,stiick-
weise glatt” ist. So nennen wir f(x), wenn das Intervall 0 =x =2 =
in endlich viele Teilintervalle zerlegt werden kann derart, daf die
Funktion f(x) selbst und die Ableitung f(#) im Inneren jedes Teil-
intervalls stetig sind und sich in den Randpunkten bei Anniherung aus
dem Inneren des Teilintervalls endlichen Randwerten ndhern. Die Kurve
y=f(x) ist also, wenn sie stiickweise glatt heift, im allgemeinen stetig
und mit stetiger Tangente versehen, kann aber endlich viele Spriinge
und Ecken (aber keine Spitzen mit vertikaler Tangente) aufweisen.

Man kann iibrigens das Dirichletsche Integral fiir S, (x) auch be-
nutzen, um zu sehen, wie weit eine vorgegebene Funktion f(x) durch
eine endliche Anzahl von Gliedern ihrer Fourierreihe approximiert
wird. Man hat hierzu dieses Integral nur in geeigneter Weise abzu-
schitzen?) (vgl. Bd. I, S.211£).

Ich erinnere hier noch an folgende Eigenschaften der Fourierschen
Reihe:

Sie hat die Kraft, auch wnstetige Funktionen einfacher Art dar-
zustellen, d. h. Funktionen mit einfachen Sprungstellen (die in 0=<x =27
ebenso wie die Maxima und Minima nur in endlicher Anzahl vorhanden
sein sollen). An der Sprungstelle selber ist der durch die Reihe gegebene
Funktionswert das arithmetische Mittel aus den Funktionswerten, die
man erhilt, wenn man sich von links und
rechts der Unstetigkeitsstelle ndhert (Abb. 35)
oder in Dirichletscher Bezeichnung:

A—>00 2

Dies sind lauter Dinge, die bereits im
I. Bande dieses Werkes behandelt wurden.
Fiir die Formeln a,, b, der Koeffizienten der
Fourierreihe wurde jedoch eine andere Ableitung gegeben, die zuerst
Bessel in seiner auf S. 68 angefithrten Abhandlung gebracht hat. Da wir
hernach bei anderer Gelegenheit den Grundgedanken der Besselschen
Ableitung verwenden, erscheint es zweckmiBig, an ihre Hauptziige zu
erinnern,

Wenn die Funktion /(%) durch eine endliche trigonometrische Reihe

____\4,_\

L
Abb. 35.

a
E"—l— a,Cosx + -+ - a,cosnx
+ by sinx + --- 4 b, sinnx

1) Dieselbe Methode schlage ich fiir die endliche Reihe vor, die dquidistante
Ordinaten benutzt.
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dargestellt werden soll, so kann ich mir, unbestimmt zu reden, die Auf-
gabe stellen, die Koeffizienten A und b, so zu bestimmen, dafB3 die
Approximation eine ,,méglichst gute ist. Es liegt dann nahe, einen
Ansatz zu machen, der an die Methode der kleinsten Quadrate ankniipft.

Wir bilden uns die Differenz

f(x) — %o _ @y COSY — «++ — @, COSNK
2 =[(x) — Sa(%),
— bysiny — --- — b,sinnx
sehen diese als Fehler der Darstellung an und stellen die Forderung, die
Summe der Fehlerquadrate, erstreckt iiber das Intervall 2 7, also das
Integral:

27
[t — s.wprax,
0

zu einem Minimum zu machen. Durch diesen plausiblen Ansatz {inden
wir dann das, was wir die ,,beste’ Approximation der Funktion f(x)
durch eine endliche trigonometrische Reihe nennen werden. Wenn wir
dieses Minimumproblem lisen, so ergebem sich unabhingig davon, wie
grof wir n nehmen, genau die Fourierschen Werte der Koeffizienten a,
und b,. Man braucht sogar nicht alle Glieder vom Index 1 bis 7 (n=p)
hinzuschreiben, sondern kann beliebig viele von ihnen beim Ansatze
weglassen ; das Resultat ist fiir die in Ansatz gebrachten Glieder immer
dasselbe. Ich schlieBe mit dem folgenden Satz ab:

Irgendein endliches Aggregat von Gliedern der endlichen Fourierschen
Reihe ergibt eine Approximation von f(x), welche unter allen Approxi-
mationen, die man durch trigonometrische Glieder der herausgegriffenen
Art 2uwege bringt, nach der Methode der kleinsten Quadyate die beste ist.

Es gibt zahlreiche Apparate, welche von der Annahme aus, daf die
Kurve y=f(x) gezeichnet vorliegt, die mechanische Berechnung einer
Anzahl Koeffizienten der Fourierschen Reihe gestatten. Man nennt
diese Apparate in Anlehnung an die englische Ausdrucksweise ,,iar-
monische Analysatoren'. Die Englinder bezeichnen nimlich die Zer-
legung einer Funktion in periodische Einzelterme als ,harmonische
Analyse*, wobei das Wort harmonisch daran erinnern mag, daB in der
Akustik sich zum ersten Male die Zerlegung von Schwingungen in
Einzelschwingungen moglichst einfachen Charakters aufgedringt hat.
Der Analysator, den ich Thnen vorfithren werde, in der Konstruktion
von Coradi (Ziirich), nach den Ideen von Henrici (London), gibt je ein
a, und ein b, fir pu=1,2,..., 6; was das konstante Glied a, angeht,

27

so ist dieses gleich % / / (¥)d %, also ein in der Ausgangsfigur vorkommen-
0

der Flicheninhalt und kann als solcher sofort mit einem Planimeter
ausgewertet werden.
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Ich schicke der niheren Beschreibung des Apparates folgende Be-
merkung voran:

Um die Koeffizienten der Fourierschen Reihe zu berechnen, haben
wir die Integrale

27 27
@y = / 1@) cosux und b, = / 1) sinux g
Ja Ja
b 0

auszuwerten (wo das Kurvenbild von f(x) sich irgendwie von x=0 bis
x =2 erstreckt). Natiirlich werden wir solche Integrale im allgemeinen
durch die frither erwihnten Methoden der mechanischen Quadratur be-
rechnen kénnen und sind hierauf sogar angewiesen, wenn wir nur eine
diskontinuierliche Anzahl von Beobachtungen zur Verfiigung habenl).
In dem Buche

Kirsch: Bewegung der Wirme in den Zylinderwandungen der
Dampfmaschine. Leipzig 1886
sind graphische Methoden zur angeniherten Berechnung der Koeffi-
zienten entwickelt?). Liegt dagegen die Kurve gezeichnet vor, so kénnen
wir einen kontinuierlich arbeitenden Apparat anwenden.

Um zu verstehen, wie insbesondere unser Apparat arbeitet, ist eine
Umsetzung der Integrale durch partielle Integration nétig. Wir haben:

i

2m A 27
1 o 1 [ysinpux|2= 1 [sinpx
@, = ﬂ/ycos,uxdx— p [ 7 }0 - " a
0

0

27 27
1 . - 1 [ycospx|27 1 [cosux
bﬂ—n/ysm,uxdx_——n{ 7 }0 —}—nf " ay.
0 0

Nach Einsetzen der Grenzen fallen, wenn vy == f(x) stetig, nicht nur

stiickweise stetig ist, die ersten Terme rechterhand fort, so dafBl die

wesentlichen Integrale, an die der Apparat ankniipft, folgende sind:
27

]sinﬂxdy und /cos,uxdy.
0 0

Die Auswertung dieser Integrale bewerkstelligt der Apparat so:

1) Die Fouriersche Reihe kommt dann gegebenenfalls auf die frither be-
sprochene endliche trigonometrische Reihe mit ihren durch Summen definierten
Koeffizienten zuriick.

2) [Vgl. hierzu auch H.v. Sanden: Praktische Analysis 2. Aufl. (1924), S. 122
bis 135, wo man auch die rechnerischen Methoden entwickelt findet. Uber die
Durchfithrung der Rechnung vgl. man das bereits (S. 59) zitierte Buch von C. Runge
u. H. Kénig und das Tafelwerk von L. W. Pollack: Rechentafeln zur harmonischen
Analyse. Leipzig 1926. AuBerdem sei auf die Ausfithrungen von H. Friesecke,
J- Groeneveld, W. Lokmann, R. von Mises, H. Pollaczek-Geivinger und L.Zipperer
in Bd. 2 (1922), Bd. 3 (1923) und Bd. 6 (1926) der Zeitschr. f. angewandte Mathe-
matik und Mechanik hingewiesen.]
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1. Zunichst besteht er in der Hauptsache aus einem rechtwinkligen
Rahmen, der infolge geeigneter Rollenfithrung nur parallel der y-Achse
verschiebbar ist (Abb. 30).

2. An dem Rahmen entlang bewegt sich parallel mit der x-Achse
ein Schlitten mit Stift Sz, so daB

3. durch die kombinierte Bewegung des Rahmens und des Schlittens
relativ zum Rahmen die Méglichkeit gegeben ist, mit dem Stifte eine
beliebige, gegebene Kurve zu umfahren.

4. Das wichtigste Organ des Apparates ist eine mattgeschliffene
Glaskugel an der dem Schlitten gegeniiberliegenden Seite des Rahmens,
die so angebracht ist, daB sie bei der Bewegung des Rahmens durch
Rollen auf der Unterlage jeweils eine zu dy proportionale Drehung um
einen Durchmesser parallel der x-Achse erfahrt (Abb. 37).

5. Pressen wir an die Glaskugel eine Registrierrolle an, so wird diese
von dem Parallelkreis, den sie beriihrt, eine Drehung der Kugel auf-
nehmen, die mit dy cosg proportional ist, wenn ¢ die ,,Breite“ des
Parallelkreises bedeutet (der Proportionalititsfaktor hingt von den
Dimensionen des Apparates ab und sei mit ¢ bezeichnet).

Eine ebensolche Rolle, die unter 90° gegen die erste orientiert ist,
registriert die Drehung cdy sing. Beide Rollen sind mit Zahlwerken
versehen, so daB wir sofort

fccoswdy und fcsirupdy
ablesen koénnen.

6. Ein weiterer wesentlicher Bestandteil des Apparates sorgt dafiir,
daB die ,,Breiten” der einen oder anderen Registrierrolle gleich ux
werden (4 =1, 2,..., 6 in unserem Apparat), wie es doch nétig ist,
um die Integrale:
Jcosux dy und [sinuxdy
zu erhalten.

7. Zu dem Zwecke werden oberhalb der Glaskugel auf dem Apparate
Messingscheiben mit passend gewédhlten Durchmessern angebracht. Die
Befestigung einer solchen Scheibe ist derart, daB ihre Drehung die
beiden Registrierrollen mitnimmt. Diese Drehung wird aber dadurch
dem x des Fahrstiftes proportional, daf} ein diinner Silberdraht, der an
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den Fahrstift angekniipft ist, um die Messingscheibe herumgefiihrt wird;
vgl. Abb. 38.

8. Wihle ich jetzt die Radien der Messingscheiben so, daf3 sie sich
wie 1:%:---: % verhalten, dann wird die Drehung der Scheiben und
damit die ,,Breite‘“ ¢ meiner Registrierrollen der Reihe nach proportional
1-%,2-%,..., 6+x sein, und ich werde jeweils an beiden Rollen die
beiden Integrale, auf die es fir ¢ =1, 2. .., 6 ankommt, mit gewissen
Apparatkonstanten multipliziert ablesen kénnen. Die Theorie ist also
duBerst einfach. Die eigentliche mathematische Erfindung steckt in der
Umformung der Integrale durch partielle Integration. Diese so um-
geformten Integrale werden dann ganz systematisch am Apparate kon-
struiert, indem zuerst dy, dann die Komponenten cospux dy, sinpx 4y,

hergestellt werden, wobei die Haupt-
aufgabe ist, die ,,Breiten‘‘ der Regi-
strierrollen dem jeweiligen u x gleich-
zumachen.
Des weiteren wollen wir auf die
Frage eingehen, in welcher Weise
eine Funktion durch Teilsummen
ihrer Fourierreihe approximiert wird.
Wir stiitzen uns dabei vorwiegend
auf Zeichnungen, die wir im An-
schluBl an zwei Beispiele entwerfen.
Auf eine solche mehr induktive Betrachtungsweise beschrinke ich mich
bei einer ersten Einfithrung um so lieber, als dabei sofort eine Menge
von Einzelheiten begriffen werden, die in der abstrakten Theorie oft
schwer verstindlich sind.

Als erstes Beispiel wihle ich eine Funktion f(x), deren Bild ein durch
die Punkte 4= &7 (A = 0,1, . . .) der x-Achse gehender Zug von Strecken
ist, die unter einem Winkel von 45° abwechselnd steigen und fallen.
Die Funktion f(x) ist also periodisch mit der Periode 27 und hat im
Intervall 0 =< x < 27 folgenden Verlauf:

f#) ==, wenn ngég,
T 3z

i —_— —_— <z
f#) =7 —x, wenn S E=r="",
f(x) =—02n — %), wenn %”gxgm.

Sie ist tiberall stetig, aber nur stiickweise analytisch, da ihre erste
Ableitung bei (2k — 1) g (=0, =1, £2...) Sprungstellen hat. Die
Fourierkoeffizienten a, von f(x) miissen sidmtlich gleich Null sein,

da — wie man unmittelbar sieht — f(x) eine ungerade Funktion ist.
Die Kosinusglieder der Fourierreithe von f(x) fallen also weg. Die
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Koeffizienten b, der Sinusglieder rechnen wir nach der oben (vgl. S. 69)
angegebenen Formel aus und erhalten

4 (sinx sin3x |, sin5x
f(x):;( 12 T TT3E 52 —)’
wobei die Berechtigung des Gleichheitszeichens daraus folgt, dafl die
Dirichletschen Bedingungen erfiillt sind.
In Abb. 390 sind die ersten beiden Anniherungsfunktionen
4 sinx
W=7

4 (sinx sin 3 x)

SZ(x) = 12 32

T

Abb. 39.

durch ihre Kurven dargestellt. Die erste Ndherungskurve hat den Typus
einer Sinuslinie, welche die gegebene Kurve im Intervall (0, g—) einmal
schneidet und sich nach Moglichkeit dem tiber (0, ) liegenden Dreieck
anschmiegt; die zweite Naherungskurve weist im Intervall <0, %) zwel

Schnittpunkte mit der Originalkurve auf und windet sich relativ zu
dieser schlangenartig hin und her. Man wird fragen, ob mit wachsendem
n die Zahl der Schwitte der Niherungskurven s, (x) mit der Originalkurve
umbegrenzt wichstl). Dies ist in der Tat, wie beildufig erwdhnt sei, fiir
unser Beispiel f(x) der Fall.

Was die Approximation der Ordinaten von f(x) anlangt, so wird
diese mit wachsendem # unbegrenzt besser, und zwar fiir alle x. DaB3
auch die Richtung der Originalkurve approximiert wird, diirfen wir
dagegen nicht fiir alle Punkte erwarten, namlich bestimmt nicht fiir

die Punkte x=(2k —1) 5 (k=0, £1,...). Dort haben samtliche

Niherungsfunktionen s, (x) den Differentialquotienten Null, ihre Kurven
also eine zur x-Achse parallele Tangente, wihrend die Originalkurve
an dieser Stelle eine Ecke hat.

1) [Diese Frage wird in der Arbeit von L. Fejér: Math. Ann. Bd. 64 (1907),
S. 273—288, untersucht.]
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Ehe wir auf die Approximation der Richtung fiir die iibrigen % ein-
gehen, wollen wir als zweites Beispiel die mit 27 periodische Funktion
g (x) heranziehen, die im Intervalle 0 < x = 27 wie folgt definiert ist:

s wenn 0o<x<m,

wenn x =0 oder =z oder =2,
n<lx<27m.

y In Abb. 40 ist das Bild
von g(x) gezeichnet; g(x)

, wenn

Bk

slq o

I

ist wie das f(x) des vorigen

Beispiels stiickweise analy-
tisch, aber im Gegensatz
zu diesem nur stiickweise

Abb. 40. stetig. Nach dem Dirich-
letschen Satz 14Bt sich g (x)

durch seine Fourierreihe darstellen. Man erhilt
gl =% SIRIE  SE
In Abb. 41 sind in einem anderen MafBstab als bei Abb. 40 die
Kurven der Niherungsfunktionen s, (%), sg (%), S11(%), S16(%) gezeichnet.
In Ubereinstimmung mit dem Vorigen bemerken wir zunichst, dafB

auch hier die Zahl der Schnittpunkte der Original- und Anniherungs-
kurve um so groBer wird, je mehr Glieder der Reihe wir beriicksichtigen’).
Wie steht es aber mit der Anniherung der Ordinate selbst?

1) [Fiir die Hetstellung der Abb. 41 wurde ein Diapositiv des Math. Instituts
der Universitat Goéttingen verwendet.]



Nahere Ausfithrungen zur trigonometrischen Darstellung der Funktionen. 79

Wir kommen hiermit zu einem feinen Punkt, der weiterverfolgt zur
sog. ,,ungleichmifigen Konvergenz* der Fourierschen Reihe in der
Nihe der Sprungstellen der darzustellenden Funktion fithrt. Die Sache
ist folgende: ‘

Betrachten wir etwa die Nidherungskurve sg(x), so sehen wir, daf}
sie die Ordinaten von g(x) schon ganz gut approximiert fiir alle x, die
nicht zu nahe an einer Sprungstelle liegen. Kommen wir aber nahe
genug an eine solche heran, so wird die Approximation schlechter und
schlechter. Gehen wir z. B. von rechts an den Punkt 0 heran — diesen
aber selbst ausschlieBend —, so hat die Ordinate der Originalkurve

bestindig den Wert —Z—, die der N#herungskurve aber schieBt von

einer gewissen Stelle ab weiter als sonst itber % hinaus, um schlieBlich

sehr rasch auf 0 herabzusinken. Dieser Sachverhalt wird prinzipiell
nicht anders, wenn wir zu den Niherungskurven si; (%) und s;4(%)
iibergehen. Wenn man bei festgehaltenem # nur nahe genug an die
Unstetigkeitsstelle herangeht, wird f(x) nicht approximiert.

Wenn ich dies in Form einer allgemeinen Sentenz fassen darf, die
natiirlich an sich keine Beweiskraft hat, die Sache aber verstindlich
macht, so heiBt es:

Fiir jeden bestimmten Wert x = x, kénnen wir in der Gliederzahl
der Reihe so weit gehen, dal3 die Ordinate der Niherungskurve mit der
Ordinate der Originalkurve ,befriedigend tibereinstimmt. Je ndher
aber das %, an der Unstetigkeitsstelle liegt, um so gréBer mufl man das
»n nehmen, damit die gewollte befriedigende Ubereinstimmung eintritt,
und weiter, wenn man die #-te Ndherungskurve gibt, dann kénnen wir
mit dem %, so nahe an die Unstetigkeitsstelle herangehen, dal mit diesem
gegebenen % noch keine befriedigende Ubereinstimmung erzielt wird.

Was das Beispiel induktiv erldutert, faBt man theoretisch so:

Die unendliche Fouriersche Rethe einer dem Dirichletschen Bedin-
gungen gentigenden Funktion f(x) Ronvergiert zwar [ily alle Stetigkeits-
stellen x gegen f(x), bei Anniherung an eine Unstetigheitsstelle der Funk-
tion erscheint aber die Konvergenz unbeschrinkt verlangsamt®).

Man kann nun meinen, daB dann die Reihe an der Unstetigkeits-
stelle gar nicht konvergiert. Es ist aber gerade das Gegenteil der Fall.

Denn der Mittelwert £(0+9) _; §0=0)

links, um den es sich handelt, ist gleich Null, und diesen Wert ergibt
bereits die erste Annidherungskurve. Man kommt zu der bezeichneten
irrigen Meinung, weil man sich unwillkiirlich den Grad der Konvergenz
gemil elementarer Gewdhnung als stetige Funktion von x denkt, was
er aber in Wirklichkeit eben nicht ist. Man nennt die hier auftretende
Erscheinung der bei Annidherung an eine Stelle unbegrenzt verlang-

der Grenzwerte von rechts und

1) [Naheres in Bd. 1, S.211—213.]
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samter Konvergenz die ,,ungleichmdifige Konvergenz'* der Reihe; diesen
Begriff klarzumachen war ein Hauptzweck der hier von mir gegebenen
Erlauterungen.

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dafl die Naherungskurve sq(x)
und ebenso die folgenden in der Nihe einer Unstetigkeitsstelle relativ
weit iiber die Originalkurve hinausragen, bevor sie sehr steil zu Null
herabsinken bzw. ansteigen. Verfolgt man dieses Verhalten der Nihe-
rungskurven fiir immer grofer werdendes », so ergibt sich die bereits
in Bd.I, S.214 bis 215, behandelte Gibbssche Evscheinung. Sie besteht in
folgendem: Es sei 4 B das die Sprungstelle iiberbriickende Ordinaten-
stiick. Dann approximieren fiir wachsendes » die Kurven s, (%) nicht
A B, sondern ein iiber die Punkte 4 und B gleich weit hinausragendes
Ordinatenstiick CD. Dabei ist

(o]

AC=pBp=40F0 st =0 [z,

JT X

Der Wert des Integrals / % d x betrigt etwa 0,09 7z, so dal also die

Strecken AC und BD rund 9% des Sprunges 4 B betragen. Dieses
Resultat gilt fiir alle Funktionen g(x), die durch ihre Fourier-Reihe
dargestellt werden und Sprungstellen besitzen.

Werfen wir noch einmal einen Blick auf Abb. 41, diesmal auf die
Phasendifferenzen zwischen den Maxima und Minima der verschiedenen
Niherungskurven achtend, so wird uns der Gedanke nahegelegt, statt
der Teilsummen s, (x) ihre arithmetischen Mittel, also

Sole) =sp; Sy = 2L B, g, 2Bl Tamralbly;
zur Approximation zu verwenden. Diese arithmetischen Mittel sind
von L. Fejér in mehreren bertthmt gewordenen Annalenarbeiten unter-
sucht worden'). Fejér zeigt, daf durch die arithmetischen Mittel S, (x)
fiir einen umfassendeven Funkiionenkreis Approximation moglich ist als
durch die Teilsummen s,(x) der zugehorigen Fourierveihe. In vielen
Fillen, wo die Fourierreihe selbst divergiert, konvergieren die arith-
metischen Mittel der Teilsummen gegen den Wert der darzustellenden
Funktion. Die Gibbssche Evscheinung insbesondere tritt bei Approximation
durch die S, (x) bei Funktionen vom Charakter der in Abb. 41 dar-
gestellten nichi auf.

Nunmehr komme ich auf die 4Approximation der Richtung durch die
Niaherungskurven zuriick. In bezug auf unsere erste Kurve habe ich zu
bemerken, daB bei ihr die Richtung auBer in den Scheitelpunkten aller-
dings durch die sukzessiven Ndherungskurven approximiert wird. Da-
gegen wird im zweiten Beispiele zwar der Verlauf der Ordinaten, aber

1) [Math. Ann. Bd. 58 (1904), S. 51—69 und die bereits auf S. 77 zitierte Arbeit.]
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nicht der Verlauf der Kurvenrichtung approximiert. Die Relativoszilla-
tionen zwischen Anniherungskurve und Originalkurve werden im Gegen-
teil mit wachsendem m immer steiler. Ein #hnliches Verhalten der
Anniherungskurven tritt allemal ein, wenn es sich um eine Original-
kurve mit Unstetigkeitsstellen handelt.

Den Grund hierfiir kénnen wir fiir unser Beispiel leicht folgender-
maBen einsehen.

Bei unserer ersten Kurve konnen wir leicht die Ableitungskurve
zeichnen; sie wird fortgesetzt aus Stiicken mit den Ordinaten 1 und

—1 bestehen, die in den Intervallen (O, 325), (g‘, §2£
In unserem zweiten Beispiel wird die Sache schwieriger. Hier
erhalten wir ndmlich im allgemeinen g(x) = 0, nur an den Sprungstellen
der Kurve wird der Differentialquotient unendlich gro8.
In unserem ersten Falle ist die Ableitungskurve selbst wieder durch

eine Fouriersche Reihe

) ... abwechseln,

" 4 cos3x cos Sx |

fx) = ;(cosx - -+ — )
darstellbar, wobei an einer Sprungstelle der Mittelwert der beiden
Sprungstellenwerte dargestellt wird. Und wie aus dem Vergleich mit
der Fourierschen Reihe fiir die Originalkurve

4 sinx sin 3x 21‘17595
H(x) = — ( 12 32 52 )

hervorgeht, kann sie geradezu durch gliedweise Differentiation der
letzten Reihe erhalten werden. Demnach ist ganz klar, dal unsere
sukzessiven Naherungskurven nicht nur die Ordinaten, sondern —
auBer in den Scheitelpunkten — auch die Richtung der Originalkurve
approximieren.

Ganz anders ist die Sache bei unserem zweiten Beispiel. Wollten
wir durch gliedweise Differentiation der Originalreihe

JT

siny | sin3x

gl =T+
die Reihe
cosx + cos3x 4 cos5x 4 ---

ableiten, so konvergiert diese gar nicht, so daB3 wir uns schon darum nicht
wundern kénnen, wenn die Ndherungskurven den Differentialquotienten
nicht approximieren. Und so wie in unserem Beispiel ist es immer, wenn
man durch Fouriersche Reihen Funktionen darstellt, die Sprungstellen
haben, und dann die Ableitungen dieser Funktionen in Betracht zieht?).

1) [Uber die Approximation der Richtung durch die Naherungskurven der
Fourier-Reihe findet man genauere Ausfithrungen bei L. Kronecker, Vorlesungen
itber Mathematik, Bd. 1 (1894), S. 98—99 und vor allem in E. W. Hobson: The
theory of functions of a real varibale. 2. Aufl. Cambridge 1926, Bd. 2, S. 639—643.
In dem letzteren Werke wird tiberhaupt die Theorie der Fourier-Reihe sehr ein-
gehend behandelt.]

6

Klein, Elementarmathematik III.
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Ganz anders wieder verhalten sich die Fejérschen Mittel der diver-
genten Reihe: 008 - 0834 - - .
Diese haben — von den Sprungstellen abgesehen — fiir alle x die Ab-
leitung von g(x) als Grenzfunktion. Die arithmetischen Mittel der
Originalreihe approximieren somit in jedem von Sprungstellen freien
Intervalle sowohl die Ordinate wie die Richtung der Ausgangsfunktion
g(x). Dieses Resultat gilt fiir alle g (%), welche im Intervalle 0 << x << 2=
bis auf eine endliche Anzahl von Stellen, an denen sie einen einfachen
Sprung erleiden, stetig sind und eine stetige Ableitung g’(x) besitzen
(stiickweise glatt sind). Den Beweis moge man in der bereits zitierten
Annalenarbeit (Bd. 58, 1904) von Fejér nachlesen.

Dies ist das wenige, was ich in diesem Zusammenhange {iber die
Fourierschen Reihen sagen wollte!). Zum Schlusse dieses ganzen Kapitels
iiber Interpolation und Approximation von Funktionen einer Variablen
will ich noch besonders auf die Arbeiten von P. L. T'schebyscheff, dem
hervorragenden russischen Mathematiker, hinweisen.

Tschebyscheff hat sein ganzes Leben hindurch immer wieder die
Frage der angeniherten Darstellung von Funktionen durch analy-
tische Ausdriicke einfacher Bauart behandelt; er ist Approximations-
mathematiker par excellence gewesen.

Seine Abhandlungen sind in franzésischer Ubersetzung von Markoff
und Sonin in zwei Binden herausgegeben worden. Der erste Band ent-
hilt die mannigfachsten Ansitze zur Interpolationslehre, und ich hebe
hier besonders folgende drei Abhandlungen hervor:

1. Sur les fractions continues. Journal de mathématiques pures et
appliquées (2-te Reihe) Bd. 3 (1858) = Werke 1, S.203—230;

2. Sur les fonctions qui différent le moins possible de zéro. Journal
de mathématiques pures et appliquées (2-te Reihe} Bd. 19 (1874) =Werke 2,
S. 189—215;

3. Sur le développement des fonctions 4 une seule variable. Peters-
burg, Bulletin de 1’Acad. Bd. 1 (1859) = Werke 1, S. 501—508.

Im ibrigen will ich zur Charakterisierung der Tschebyscheffschen
Arbeiten folgendes erwdhnen: Wir hatten bereits in unserer eigenen
Darstellung der Approximation zwei Fragestellungen sich durchkreuzen
sehen.

Das eine Mal gaben wir fiir eine Kurve eine Anzahl von Ordinaten
und verlangten einen einfachen Ausdruck, der an den gegebenen Stellen
dieselben Ordinaten hat. Das andere Mal zogen wir die Ideen der
Methode der kleinsten Quadrate heran.

1) [An'Literatur zu den Fourierschen Reihen seien noch die Enzyklopadie-
referate von H. Burkhardit (IL A 12) und von Hzlb und Riesz (I C 10) genannt; auBler-
dem sei auf die Darstellungen in Courant-Hilbert: Mathematische Physik 1. Berlin
1924 und in K. Knopp: Unendliche Reihen (bereits auf S. 4 zitiert) hingewiesen. ]
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Man kann nun diese Ideen verbinden, indem man folgendermallen
verfahrt: Wir wollen eine Kurve durch ein Polynom #n-ten Grades dar-
stellen: 4 bx bR e R
in dem (» + 1) Konstanten vorkommen. Sind uns nun nur (# + 1)
Beobachtungen (Ordinaten) gegeben, so fallen wir natiirlich auf die
Lagrangesche Interpolationsformel zuriick. Haben wir aber mehr als
(n + 1) Beobachtungen, so ist Gelegenheit, die Ideen der Methode der
kleinsten Quadrate mit heranzuziehen, indem man ndmlich verlangt,
daB die Summe der Fehlerquadrate bei der Legung der Parabel #n-ter
Ordnung ein Minimum wird. Diese Aufgabe ist noch einer Verallgemei-
nerung fihig, wenn die verschiedenen Beobachtungen ein verschiedenes
Gewicht haben, so daBl man die Summe aus (Fehler)?. (Gewicht) zu
einem Minimum zu machen sucht. Hierfiir hat Tschebyscheff ab-
schlieBende Formeln mit Hilfe einer Kettenbruchentwicklung gegeben,
so daB ich vielleicht seine Leistung kurz so charakterisiere:

Eine erste Serie seiner Arvbeiten bezieht sich davauf, daB mehr Be-
obachtungen gegeben sind, als unbekannte, zu beniitzende Koeffizienten in
der Interpolationsformel vorkommen, und daf man diese Koeffizienten
aus der Forderung bestimmi, daf die Summe der mit geeigneten Gewichten
multiplizierien Fehlevquadrate ein Minimum werden soll.

Tschebyscheff war aber nicht im einseitigen Glauben an die Methode
der kleinsten Quadrate befangen, so daB er in anderen Arbeiten erreicht,
daB nicht die Summe der Fehlerquadrate, sondern der absolute Betrag
des groften vorkommenden Fehlers ein Minimum wivd. Dies geschieht
in der wunderbaren Arbeit, die den Titel fithrt: Sur les fouctions qus
différent le moins possible de zéro. Sie werden gleich sehen, wie das ge-
meint ist. Es sei ein Polynom #-ten Grades mit dem hochsten Gliede x»
gegeben; die Aufgabe ist, die Koeffizienten der anderen Glieder so zu
bestimmen, daf fiir zwischen 41 und —1 liegende x méglichst geringe
Abweichungen von Null -vorkommen. Tschebyscheff bekommt auch
hier eine sehr einfache SchluBformel.

Und nun noch eine dritte Art von Untersuchungén.

Sie beziehen sich darauf, daB die simtlichen Ordinaten einer Kurve
als gegeben angesehen werden, aber mit einem von der Abszisse x
abhingigen Gewichte. Man sucht Reihenentwicklungen, welche eine
so gegebene Kurve nach den Grundsitzen der Methode der kleinsten
Quadrate moglichst gut approximieren, wobei sich ziemlich alle in praxi
gebrauchten Reihen je nach der Art der Gewichtsverteilung auf die
verschiedenen Beobachtungen ergeben. Als praktisches Beispiel hat
Tschebyscheff u. a. die Frage der Geradfiihrung durch Kurbelgetriebe
(das Gesetz des Kurbelgetriebes ist die darzustellende Funktion) heran-
gezogen. — Ich habe diese Arbeiten von Tschebyscheff iiber Interpolation
hier erwihnt, erstens weil sie an sich sehr wertvoll sind, und zweitens,

6*
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weil sie in Deutschland immer noch zu wenig bekannt sind. Auch das
Referat iiber Interpolation von J. Bauschinger im 6. Hefte des 1. Bandes
der Mathematischen Enzyklopddie (I D 3), dessen Lektiire ich iibrigens
jedermann, der mit Interpolation zu tun hat, empfehlen will, enthilt
keine rechte Wiirdigung der Tschebyscheffschen Arbeiten. Es erscheint
erwiinscht, daB dem deutschen mathematischen Publikum einmal ein
zusammenfassender Bericht dieser Arbeiten vorgelegt wird.

V. Funktionen zweier Veranderlicher.

Ein kurzer Riickblick auf den bisherigen Aufbau der Vorlesung zeigt
uns, daB wir sowohl bei der Behandlung der Variablen x als auch der
Funktionen f(x) einer Veranderlichen stets den Gegensatz zwischen
Approximations- und Prizisionsmathematik zu betonen hatten. An
die Approximationsmathematik schliefen sich dann die verschiedenen
praktischen Anwendungen der Mathematik an.

Dabei liegt die Geometrie gewissermaBen in der Mitte. Wir gebrau-
chen die Geometrie hier vorwiegend zur leichteren Erfassung abstrakter
Betrachtungen. Da steht die Sache folgendermaBlen: Soweit wir von
Kurven handeln, die wir zeichnen und uns konkret vorstellen, erliutern
wir zunichst Beziehungen der Approximationsmathematik, andererseits
aber ist die geometrische Vorstellung geeignet, auf das Ideal hinzu-
weisen und dadurch indirekt seine Bedeutung verstdndlich zu machen,
wie wir uns z. B. die WeierstraBsche Funktion klarmachten, indem wir
die sukzessiven Nidherungskurven in Betracht zogen?).

Genau so stellt sich nun die Sache, wenn wir jetzt zu Funktionen
zweter Verdnderlicher iibergehen. Wir beginnen auch hier mit Erliu-
terungen, die dem Gebiete der Prizisionsmathematik angehdren, wobei
mein Ziel ist, gewisse fundamentale Beziehungen durch Konstruktion

geometrischer Figuren deutlicher zu machen,
als es durch die gewohnliche abstrakte Dar-
stellung geschieht.
Zunichst sei etwas iiber den Bereich der
Variablen x, vy gesagt. Mit den Fragen:
Was ist der allgemeinste Bereich x, y,
wann ist er ein Kontinuum usw.? kimen
wir tief in das Gebiet der Mengenlehre
hinein. Ich gehe erst spiter hierauf ein; vorldufig sei auf das schon
zitierte Enzyklopadiereferat von A. Rosenthal verwiesen.

Unser Bereich sei der Einfachheit halber ein Kreis oder ein Rechteck,

dessen Seiten den Koordinatenachsen x, y parallel gewéhlt sind (Abb. 42) ;

1) SchlieBlich koénnte man wohl alle Gebiete der Anwendungen in demselben
Sinne benutzen, wie es hier mit der Geometrie geschieht; wir wollen uns jedoch
hier in solche Spekulationen nicht zu- sehr vertiefen.
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fiir diesen Bereich sei unsere Funktion definiert. Was damit begrifflich
gemeint ist, ist wohl ohne nihere Erliuterung klar. Es soll zunichst
nur festgesetzt sein, daBl zu jedem Wertsystem (%, y) des Bereiches
ein bestimmter Wert 2 zugehért. Es muBl aber in jedem Falle aus-
driicklich vermerkt werden, ob die Randpunkte zum Bereich gehéren
sollen oder nicht; im ersteren Falle nennt man den Bereich abgeschlossen,
im anderen Falle offen. Neuerdings findet man haufig die Bezeichnung
,,Bereich® im Sinne von ,,abgeschlossener Bereich® und fiir ,,offener
Bereich das Wort ,,Gebiet‘.

Wann werde ich nun f(x, y) an einer Stelle x;, v, Steftg nennen?
Folgende Definition wird ‘sofort Ihren Beifall haben: Wir betrachten
die Differenz

[7(x, v) — f (%o, Yol |

und nennen eine Funktion f(x, y) im Punkte x,, v, stetig, wenn sie
erstens dort eindeutig erklirt ist und zweitens sich fiir jedes noch so
kleine gegebene positive § ein von Null verschiedenes ¢ derart finden
1aBt, daB fir alle x, v, bei denen (x — %)%+ (¥ — ¥0)2 << 02 ist, auch

If(x: y) — (%, yo)!< 0

wird. [Der Kreis mit dem Radius ¢ um %,, v, ist von uns natiirlich nur
der Einfachheit halber gewihlt; das Wesentliche ist, dal wir fiir noch
so kleines d um %,, ¥, herum einen Bereich abgrenzen kénnen, innerhalb
dessen |f(x, y) — f(%,, ¥o) | << & Dbleibt.]

Diese abstrakte Definition der Stetigkeit hat, wie Sie sehen, noch
keine Schwierigkeit. Wir kommen aber schon auf kompliziertere Ver-
hiltnisse, wenn wir ganz einfache analytische Ausdriicke betrachten,

z. B. die rationale Funktion
25y
L=
Diese Funktion ist an allen Stellen (x, ) stetig, ausgenommen an
der Stelle (0, 0), fiir welche sie nicht definiert ist, da fiir ¥ =0, y =0
Zzhler und Nenner gleich Null sind. Es fragt sich, ob die Funktion fiir
die Stelle (0, 0) sich so definieren 148t, daf3 sie auch an dieser Stelle
stetig wird.
Fiithren wir Polarkoordinaten

X =7rcosg, y =rsing
ein, so ergibt sich fiir » + 0 der von » unabhingige Wert
Z=sin2¢.
Das Natiirlichste ist, die Definition der Funktion dahin zu ergénzen,
daB auch fiir » = 0 die Funktion den Wert z = sin2¢@ annimmt.

Ihr geometrisches Bild ist eine Regelfliche 3. Grades, die in der
Mechanik den Namen ,,Zylindroid fithrt. Diese Fliche besteht, wie
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die dem Wérke von B. St. Ball: A treatise on the theorv of screws,
Cambridge 1900, entnommene Abb. 43 zeigt, aus lauter der xy-Ebene
parallelen Geraden, welche die z-Achse schneiden.

Haben wir nun durch unsere Festsetzung erreicht, dal die Funktion z
an der Stelle x = 0, y = 0 stetig ist? Offenbar nicht, wie ein Blick auf

die Abbildung lehrt: Die Funk-
tion ist an der Stelle (0, 0) nicht
eindeutig erklart; sie kann dort
jeden Wert von — 1 an bis zu
-1 hin annehmen. Wohl aber
ist z lings jedes Weges stetig,
der zum Nullpunkt hin fiihrt.
Durchsetzt nimlich eine Kurve
y =g (%) den Nullpunkt mit
der Steigung tg @ und lassen
wir (x, y) ldngs dieser Kurve
dem Punkte (0, 0) zustreben,
so geht z gegen sin2¢, also nach einem Wert, den die Funktion fiir
x = 0; y = 0 wirklich annimmt.

Hiatten wir die Funktion an der Stelle (0, 0) eindeutig erklirt, ihr
etwa den Wert 0 beigelegt, so wire zwar dem ersten Teil unser Stetig-
keitsdefinition geniigt, aber nicht Stetigkeit lings jeden Weges erzielt
und damit, wie man leicht erkennt, der zweite Teil der Stetigkeitsdefini-
tion nicht erfiillt. Wir werden sagen:

Schon bei den rationalen Ausdriicken zweier Verinderlicher tritt
die Evscheinung der Stetig-Vieldeutigkeit auf, welche doch durch unsere
begriffliche Festlegung des Funktionsbegriffes zundchst ausgeschlossen ist.

Im Anschlufl an diese erste Schwierigkeit, die bei den rationalen
Funktionen zweier Variabler auftreten kann, will ich gleich noch eine
zweite erldutern:

Es sei die Funktion f(x, y) fir eine Stelle x,, v, etndeutig definiert;
sie sei ferner stetig fiir jeden durch das Azimut @ gegebenen Strahl,
lings dessen wir auf den Punkt x,,v, zuschreiten (Abb. 44). Ist (%, y)
dann fiir %,y tm Stnne unserer voraufgeschickien all-
gemeinen Definition stetig? Ausfithrlicher ausgedriickt :
Es lasse sich fiir jedes @ und fiir jedes noch so kleine
positive § ein g (der Index soll die Abhingigkeit
von @ andeuten) derart angeben, daB fir alle » << g4

|/ (%g + 7cos @, y, + 7sin O) — flxy, vo) | <O

Ist dann f(x, y) an der Stelle x,, vy, schlechthin stetig?

Es ergibt sich, da dies nicht der Fall zu sein braucht, so daB} eine
Funktion, die fiir jede von x,, y, ausgehende Fortschreitungsrichtung
stetig ist, noch nicht schlechtweg stetig zu sein braucht.

Abb. 44.
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Um dies zu erliutern, komme ich zuerst auf das zuriick, was wir bei
der ungleichmifigen Konvergenz der Fourierschen Reihe lernten (vgl
auch die fritheren Erlduterungen iiber gleichmiBige Stetigkeit S. 31—33).

Die ungleichmiBige, d.h. unendlich verzégerte Konvergenz der
Fourierschen Reihe einer den Dirichletschen Bedingungen gentigenden
Funktion an einer Unstetigkeitsstelle x, kénnen wir uns durch eine
(Treppen-)Kurve versinnbildlichen, indem wir zu jedem aus einer passend
gewdhlten Umgebung von x, etwa links von diesem herausgegriffenen x
die Anzahl'n der Glieder bestimmen, die zur Erzielung eines fest vor-
gegebenen Anniherungsgrades mindestens beriicksichtigt werden miissen,

und den Quotienten ;L jeweils als Ordinate zu

x auftragen. Die Kurve, die wir so erhalten

(Abb. 45), wird x, beliebig nahekommen, in x, i
selbst aber eine von Null verschiedene Ordi- |
nate haben, wie Abb. 45 schematisch zeigt. b, 45"””

Obwohl die Konvergenz bei Anndherung an die
Stelle x,unendlich verlangsamt wird, herrscht an allen Stellen Konvergenz!

Ahnliches haben wir hier bei der azimutalen Stetigkeit.

Wir denken uns ein positives ¢ zweckmiBig und ein fiir allemal fest
gewihlt, berechnen zu jedem von %, y, ausgechendem Strahle mit dem
Azimut O die obere Grenze von 0o und tragen diese als Radiusvektor auf
dem Strahle von x,, y,aus ab. Wir erhalten so eine Kurve (Abb. 46), die
uns den Grad der azimutalen Stetigkeit fiir die
verschiedenen Werte von @ veranschaulicht. Es
ist nun moglich, daB bei dieser Kurve allerdings
zu jedem O ein von Null verschiedenes ¢y exi-
stiert, daB aber g4 trotzdem in der Nihe gewisser
©-Werte jeden festen Wert ¢ unterschreitet. Es
ist dies dann der Fall, wenn sich die Kurve bei
Anniherung an bestimmte Azimute beliebig nahe Abb. 46.
an den Punkt x,, v, heranzieht, um dann fir
die betreffenden Azimute selbst wieder in eine von Null verschie-
dene Entfernung zu riicken. Ich fasse zusammen: Findet bloB azi-
mutale Stetigkeit statt, so ist nicht ausgeschlossen, daBl go bei An-
niherung an einzelne Werte von @ der Null beliebig nahe kommt,
wenn es nur fiir die betreffenden Werte @ selbst wieder einen posi-
tiven Betrag annimmt.

Fiir einen solchen Fall wird man nun ersichtlich um x;, ¥, herum
unmoéglich einen Kreis mit einem festen Radius ¢ > 0 so beschreiben
konnen, daB fiir alle Punkte im Inneren des Kreises die Differenz
f(x, y) —f(%,,v,) ihrem absoluten Betrage nach unter ¢ bleibt.

Ein Beispiel einer Funktion, die azimutale Stetigkeit, aber nicht
Stetigkeit schlechtweg besitzt, erhdlt man auf folgende Weise. Es sei O
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das Azimut des Radiusvektors, der vom Nullpunkt zum Punkte (x, y)
geht. Wir kénnen schreiben @ = arc (¥, y) fir alle vom Wertesystem 0, 0
verschiedenen Wertesysteme x, y. Wir definieren folgende Funktion:

F(x,y) = (7% — 6?) ?’[/1““@_ fir 6 +0,
Fx,y)=0 fir ©=0,
F(0,0)=0.

Diese Funktion ist fiir alle », y eindeutig. Sei ferner » gleich
H/}Ef{:yAzl und p eine beliebige positive Zahl. Dann ist die Funktion
z:f(x, y) _—_W’F(x, y)

an der Stelle 0, 0 nur azimutal stetig.

DaB3 die Funktion z azimutal stetig ist, ist unmittelbar klar. Denn
F (%, y) ist lings eines Radiusvektors konstant, #? aber ist fiir alle (x, y)
stetig. Schlagen wir nun um den Nullpunkt einen Kreis mit dem Radius
0, dann gilt fiir alle Innenpunkte dieses Kreises:

[f(x ) — 10,00 | =[x y) | <|F (x,y)],
und zwar kommt |/(x, y)| dem |07 F («, )| beliebig nahe, wenn (x, )
dem Kreisrand zustrebt. Mag nun das festgewihlte d eine noch so kleine
positive Zahl sein, so kénnen wir doch dadurch, da wir arc (x, ¥) noch
viel kleiner wahlen, |F (, y)| und damit [0?F (x, v)| so groB machen,
wie wir wollen. .

Es 4st also azimutale Stetigkeit noch micht dasselbe wie Stetigkeit
schlechtweg. Damit die azimutale Stetigkeit zur Stetigkeit schlechtweg
wird, miissen wir ausdriicklich verlangen, dafl es sich um gleichmiBige
azimutale Stetigkeit handelt (d. h. eben, dal die Angabe eines fir alle
© giiltigen und von Null verschiedenen ¢ méglich ist). Hiermit diirfte
dieser immerhin feine Punkt erledigt sein.

Bei den in einem abgeschlossenen Bereiche stetigen Funktionen
haben wir nun analog den Sitzen fir eine Funktion einer Variablen
den Satz von der Ewistenz des griften und kleinsten Wertes und dem
kontinuierlichen Durchlaufen aller Zwischenwerte, wie Sie sich ebenfalls
selbst iiberlegen wollen.

"~ Die nichstliegenden Fragen sind nun:

Wann ist eine stetige Funktion f(x, y) differenzierbar, unbeschrinkt
differenzierbar und in eine Taylorsche Reihe entwickelbay ?

Wir haben zundchst von den ersten partiellen Differentialquotienten:

einer Funktion zu reden. Sie brauchen natiirlich nicht zu existieren;

wir postulieren vielmehr ihre Existenz und fragen dann nach den héheren

Differentialquotienten, zunichst den zweiten Differentialquotienten:
% f *f 0% f aef

o= axayr  ayoxr  ar
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Hier miissen wir sagen:

Soll eine stetige Funktion f(x, y) an irgendeiner Stelle nicht nur die
ersten Differentialquotienten, sondern auch die zweiten und die fol-
genden héoheren Differentialquotienten haben, dann muf8 man nicht
nur deren Existenz ausdriicklich postulieren, sondern auch besonders
untersuchen, ob die Differentiation unabhingig von der Reihenfolge

ist, d. h. ob z.B. -&%28% = d;—Z&f;
Auf die letzte Frage gehe ich weiter unten ein. Vorab nehmen wir

die Existenz aller Differentialquotienten und auch die durchgingige

Vertauschbarkeit der Differentiationen an und fragen:

Ist {(x,v) dann in die Taylorsche Rethe
(¥ — %) po + (¥ — Y0) 40

wird.

1, 9) = f(%,y0) + — 10
+ (x — 7)o +2(% — xo)z(!y = Yo)So + (¥ — 20)%%s
+ ..........................................

2 2
(s = 07% = 5%;) entwickelbar ?

Wir miissen nach unseren fritheren Bemerkungen die Antwort geben:

Damit die Taylorsche Entwicklung gilt, geniigt keineswegs die
Existenz der Differentialquotienten und die Konvergenz der formal
aufgestellten Reihe, sondern es treten Pringsheimsche Bedingungen
dazu, was darauf hinauskommt, dal das Restglied bei wachsendem #
der Null beliebig nahe kommen soll. Nur wenn dies alles zutrifft,
nennen wir f(x,y), zunidchst im Konvergenzbereich der Reihe, eine
analytische Funktion der beiden Variablen x,y.

Und wir mégen hinzufligen: Solcherweise muf also eine grofe Anzahl
von Voraussetzungen zusammenkommen, damit f(x,y) eine analytische
Funktion ist.

Wir werfen jetzt einen kurzen Blick auf die Anwendungen und fragen:
Wrie steht es mit den in der Mechanik und Physik gebrauchten Funktionen
von zwei oder mehreven Variablen?

Die iibliche Ausdrucksweise in den Anwendungen ist die, dal man
jede Funktion als analytisch ansieht und sich dann berechtigt glaubt,
die Reihe bei den Gliedern erster, zweiter oder dritter Dimension ab-
zubrechen, ,,weil dies eine geniigende Anndherung gibt®.

Demgegeniiber hat unsere Kritik einzusetzen.

Ganz gewifl denkt man bei einer solchen Ausdrucksweise nicht an
den gerade auseinandergesetzten exakten Begriff der analytischen
Funktion. Man bewegt sich vielmehr von vornherein auf dem Gebiet
der Approximationsmathematik und nimmt kurzweg an, daB die vor-
kommenden Abhidngigkeiten mit hinreichender Annidherung durch
Polynome ersten, zweiten, dritten Grades darstellbar seien. Es liegt
also bei der iiblichen ‘Ausdrucksweise das Hauptgewicht auf dem Nach-
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satze: Die Annahme ist, dafi die in den Anwendungen vorkommenden
Funktronen mit geniigender Anniherung durch Polynome ersten, zweiten,
dritten Grades dargestellt werden kénnen. Dal es sich ,,in Wirklichkeit*
um analytische Funktionen handle, ist fiir die kritische Auffassung,
die ich hier vertrete, nicht zuzugeben; wir haben kein Mittel, es zu
konstatieren.

Die Frage ist: Kommen tatsichlich in den Anwendungen nur Ab-
hingigkeiten wvor, bei demen die gemamwie Approximation statthaft ist;
ist insonderheit in der Praxis (bei Zugrundelegung der Bedeutung,
welche die Differentialquotienten iberhaupt fiir die Praxis haben) stets
3;6%7; = 6525 ? Oder ist die ganze Annahme nur eine landldufige, uns
nur durch Gewdhnung, nicht durch wirklichen Sachverhalt nahegelegte ?

Wir miissen sagen: Es gibt in der Praxis Beispiele genug, bei denen
es micht gestattet ist, aézaf = 6628]‘ 2u setzen.

Um dies klarzumachen, fragen wir vorab:

Unter welchen Vomusseizungen beweist man innerhalb der Prizisions-

mathematik, dafs 0x 8;» = &3 af 1st? Nachher machen wir uns dann

Beispiele zurecht, bei denen diese Voraussetzungen nicht erfiillt sind,
indem wir unter den Flichen Umschau halten, die uns die Praxis vor-
fithrt.

2

Es ist 5 folgendermaBen definiert:
Jdyox
Zunichst ist

0f .ty +h)—fwy)

gy — m 2 =q(x,9)
und

dq o02f

g + 4, 9) —qx y)
- .

Vereinigen wir beide Gleichungen, so kommt:

¢ =21 lim (hmf(x+h,y+k) =ty =ty ) +f(x,.v))’

k—>0

2
63 af erwichst aus dem rechter Hand stehenden Bruche, wenn wir

zuerst £ und dann 4 gegen Null streben lassen.
Ahnlich haben wir:

T dxdy hk

k—>0

i

h—0

2
so daB wir den anderen Differentialquotienten 66 I 3y bekommen, wenn

wir die beiden Grenziiberginge in der umgekehrten Reihenfolge machen,
namlich zuerst # und dann % gegen Null konvergieren lassen.
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Es-kommt also die Gleichheit der beiden Differentialquotienten auf die
Frage hinaus, ob die beiden Grenziiberginge vertauschbar sind oder nicht.

Wir werden jetzt mit Hilfe des Mittelwertsatzes den gewohnlichen Fall
herausarbeiten, wo wivklich s = s’ ist.

Es ist Fx+ 0y — )

b 9) = lim )

h—>0
Nach dem Mittelwertsatze gilt unter der Voraussetzung, daB 4 in (x, y)
und einer Umgebung U von (x, y) existiert (eindeutig und endlich ist),
bei passender Wahl von % die Beziehung:
fE+hy) — [, y) =h-plx+0hy),

wobei 0 <& < 1.

Jetzt nehmen wir $ in U nach y differenzierbar an. Dann kénnen
wir abermals den Mittelwertsatz anwenden und haben nach passender
‘Wahl von %:

plc+Ohy+ k) — p+0hy) =k-s+9hy+nk),
wobel 0 << % << 1, oder zusammenfassend:
o +hy+k) —fxy+R)—ia+hry)+ iy
=h-k-s(x+0h y+yk).
Wir dividieren beide Seiten dieser Gleichung durch % und schreiben:

h, B — h’ ] ) R) — 3y

Setzen wir jetzt die Existenz von ¢ in (, y) und U voraus, so geht
beim Grenzilbergang & — 0 die linke Seite dieser Gleichung iiber in

gl +nv) — g y).
Fiir die rechte Seite aber gilt, wenn wir die weitere Voraussetzung

hinzunehmen, daB sin der Umgebung U fiir konstante Werte von # stetig
nach v ist,

ims(x -+ 9k, v + nk) = s(x +3h, ).
k—>0
Mithin folgt:
h,y) —qx,
Q(Ltij%_.‘l(i!l —s(x 49N, y).
SchlieBlich setzen wir noch voraus, dafl s an der Stelle (x, y) stetig
in bezug auf x ist. Lassen wir dann A nach O streben, so ergibt sich

hmqu +h, :Vil - ‘](75: ») — s(x, y) .
h—>0
Der auf der linken Seite stehende Grenzwert ist jedoch nichts anderes

als s’ (%, ¥). Mithin: s’ (x, v) existiert und ist gleich s (x, y).
Bei unserem Beweis muBten wir nicht nur die Existenz von ¢, ¢, s

an der Stelle (x, ) und einer Umgebung U von (x, y) voraussetzen, son-
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dern auch s gewisse Stetigkeitsbedingungen auferlegen. Wenn wir die
eine oder andere dieser Voraussetzungen fallen lassen, kdnnen wir nicht
mehr erwarten, daB s’ — sofern es existiert — gleich s ist?).

Wir wollen nun sehen,
dafl in der Tat bei den
Flichen, die wir tiglich
betrachten?),  Beispiele
auftreten, bei  denen
s == s ist.

Ich entnehme das Bes-
spiel der Awchitektuy.

Es mogen sich 2 zy-
lindrische Gewdlbe mit
kongruenten  halbkreis-

férmigen Querschnitten kreuzen, so daB} sie sich in einem , Kreuz-

gewdlbe“ durchdringen (Abb. 47). Wir wihlen den Scheitel als Koordi-

natenanfangspunkt, die 2-Achse vertikal nach oben und wollen nun

fir den Anfangspunkt die Werte s und s’ berechnen. Damit wir

ein brauchbares Resultat er-

halten, das nicht durch die

Symmetrie des Gewodlbes ver-

deckt ist, denken wir uns das

ganze Gewdlbe unter einem

Winkel « mit 0 <<a <45°

gegen das Koordinatensystem

x, v orientiert, so dal die Pro-

jektion in der x, y-Ebene die in

Abb. 48 dargestellte Lage hat.

Wir berechnen uns fiir jeden

Punkt des Gewoélbes p und ¢ als

Grenzwerte von Differenzen-

quotienten. Im Scheitel wird dabei jedenfalls $ = 0, ¢ = 0, da ent-

lang der Mittellinie jedes Gewdlbes die Tangentialebene horizontal
ist; also $(0,0) = ¢(0, 0) = 0.

1) [Die Frage der Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge in dem oben
erérterten Fall wurde das erste Mal griindlich behandelt von H. 4. Schwarz in
seiner Arbeit: Uber ein vollstindiges System von einander unabhingiger Voraus-
setzungen zum Beweise des Satzes: _(_9» <¢9f(x, y)) = i(&f(x, y)>. (Ges. math.

dy ox ox\ Oy
Abh. Bd. 2, 1890, S. 275—284). — Fiur Funktionen von drei und mehr Verander-
lichen und partielle Ableitungen von hoherer als der 2. Ordnung ist die Unter-
suchung durchgefithrt von L. Neder (Math. Zeitschr. Bd. 24 (1926), S. 759—72)].

%) Oder genauer gesagt (da wir niemals scharfe Flichen beobachten): unter
den idealen Flachen, deren Studium uns durch die tigliche Beobachtung nahe-
gelegt wird.
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Was sind nun s(0,0) und s(0,0)? Wir definieren sie als Grenzwerte
folgendermaflen:

p(0. k) —£(0,0)

s = lim e, s’ = lim
b0 >0

q(h,0) —4(0,0)
- .

Wihlen wir # und % der Bequemlichkeit halber positiv, so liegt der
Punkt 0,k im Gewdlbe 1; durch p wird das Ansteigen oder Fallen des
Gewolbes 1 in der Richtung x gemessen. Es ist also $(0,%) negativ.
Dagegen liegt der Punkt /,0 im Gewolbe 2; durch g wird das Ansteigen
oder Fallen dieses Gewdlbes in der Richtung v gemessen. Es ist also
q(h,0) positiv. Aus dieser qualitativen Uberlegung folgt:

s entsteht durch Grenzilbergang aus einem negativen Differenzen-
quotienten, s” entsteht durch Grenziibergang aus einem positiven Diffe-
renzenquotienten. Wenn also s und s’ nicht beide gerade Null werden,
kann s nicht gleich s’ sein.

Um den Grenziibergang rechnerisch zu verfolgen, fithren wir nun
Formeln ein.

Fiir die urspriingliche Lage, in der die Mittellinien der Gewdlbe
den Achsen x, y parallel sind, haben wir die Formeln:

2=C,— C,v2+4+ ... fiir Gewolbe 2, 7
2=Cy— Cyx%2+ --- fiir Gewdlbe 1; \ I 7
die linearen Glieder fallen wegen 4 (0, 0) = 0,

¢ (0,0) =0 fort, die Glieder von hé&herer als VAN

der zweiten Ordnung sind der Einfachheit halber 7/ N

weggelassen, weil sie fiir das abzuleitende Re- // I N

sultat doch ohne Einflu§ sein wiirden. N
Nehmen wir jetzt die in Abb. 48 dargestellte Abb, 49.

Lage an und bezeichnen (wie die Abb. 49 an-

deutet) die verschiedenen Partien des ganzen Gewdélbes mit I, ..., 1V,

so haben wir

fiir T und IIT (Gewdlbe 1):
2=Cy— Cy(xcosax-+ ysinax)2 — ...,
fur II und IV (Gewdlbe 2):
2=Cy— Cy{(—xsinx + ycosax)z — ...
zu setzen. Damit wird
fiir T und I1I:
p = —2C;xcos?x — 2C,ysinx cosax — ---
g = —2C,xsinacosax — 2C;ysin?x — ---,
fiir I und IV:
p = —2C,xsin?x 4 2C;ysinx cosg — - --

g = +2C;xsinxcosa — 2C;ycos?o - -~ ..
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Im Scheitelpunkte des Kreuzgewdlbes gilt nach diesen Formeln
in der Tat fiir beide Gewdlbe p =0, ¢ = 0. Im iibrigen aber findet
langs den Durchdringungskurven der Gewdlbe eine Unstetigkeit in den
Werten von p und ¢ statt; die beiden Wélbungen stoBen mit einem Knick
aneinander.

Wir berechnen nun s fiir den Anfangspunkt. Aus p(0,%) in I kommt,
indem wir die héheren Glieder der Reihenentwicklung weglassen:

s = lim —2Gifsinac S;mx CO8% — Cysin2a.
B0
Fiir s’ ergibt sich dagegen in IV bei Weglassen der hoheren Glieder

¢ = lim T2&uhsine S}inagoﬂ = +4C,sin2« .
h=>0

Somit ist im allgemeinen s = s’, und nur dann kommt s =s’, wenn
die Koordinatenachsen den Mittellinien parallel sind.

Berechnet man den Wert von s fiir in der Ndhe von 0, 0 liegende
Stellen der Gewodlbeteile II und IV, den Wert von s  fiir ebensolche
Stellen von I und III, so ergibt sich bis auf Glieder héherer Ordnung

s=+C;sin2a, §=—C;sin2«.

Man sieht also, daB sowohl s(x, y) als auch s’ (v, y) an der Stelle
(0, 0) unstetig ist.

Dies Beispiel hat, wie Sie sehen, nichts Abstraktes und Schwieriges,
sondern etwas ganz Alltdgliches. Wir kénnen es z. B. in der Weise
verallgemeinern, daB3 wir eine Fliche von der Form eines Regenschirm-
daches erhalten. Sobald der Schirm zwar aufrecht, aber nicht nach
rechts und links symmetrisch in bezug auf die xz- und xy-Ebene ge-
halten wird, tritt allemal der hier besprochene Fall s = s’ uns zu
Héaupten in der Spitze ein. Wir kénnen daher vielleicht so abschlieBen:

Solche Flichenformen, bei denen s und s’ im Sinne des hier erlduterten
Beispiels verschieden sind, sind im Grunde alltiglich, und es ist nur Folge
unserver zu wemig auf Selbsttdtigkeit und gemaue Betrachiung konkveter
Verhdltnisse gerichieten Evziehung, daf8 wiv nicht daran denken (und
immer nur kritiklos die Ansitze iibernehmen, die wir in den Biichern
finden).

Soviel iiber die Funktionen zweier Verdnderlicher von prizisions-
mathematischer Seite. Ich gehe jetzt dazu iiber, noch etwas iiber sie
von seiten der Approximationsmathematik zu bemerken, dhnlich wie
oben auf die prizisionsmathematische Behandlung der Funktionen f(x)
ein Kapitel {iber Interpolation und Annidherung folgte.

Wie wivd man eine Funktion f(x,y) approximieren ?

Das Nichstliegende ist, f(x, y) durch homogene Polynome steigender
Ordnung in %,y anzundhern:

z=fy-+H+ it -,
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was in der Mechanik und Physik, wie wir erwihnten, vielfach benutzt
wird.

Das andere ist, dal man den trigonometrischen Reihen entspre-
chend die Funktion durch Laplacesche Kugelfunktionen zu approximieren
sucht.

Ich iibergehe hier den ersten Punkt und gedenke nur efwas diber die
Laplaceschen Kugelfunktionen mitzuteilen, so viel, daBl ihr Wesen und
ihre darstellende Kraft verstidndlich wird.

Es soll sich hier also um eine Verallgemeinerung der trigonometri-
schen Reihen handeln. Zu dem Zwecke miissen wir, das Argument jetzt
mit @ anstatt wie frither mit x bezeichnend, die Reihe fiir f(w)

flw) = (12—0 +a,cosw + -+ Fa,cosnw A+ .-,
+bsinw + -+ +b,sinnw -,

formal etwas anders einfithren, als wir es seither taten.

1. Wir deuten w als Zentriwinkel und denken uns die Werte 2z einer
mit 25 periodischen Funktion f(w) entlang
einer Kreisperipherie aufgetragen; der Radius 1
mag 1 sein (Abb. 50).

2. Diese Funktion f(w) wird nun durch
Paare einzelner Terme a, cosnw + b, sinnw
approximiert, deren Gesetz wir durch Ein- h

fibrung rechtwinkliger Koordinaten etwas z
anders ausdriicken.
Es ist cosw = x, sinw = y, also
cosw + 18w =x 41y, Abb. 50.
und nach Moivre
cosnw + isinnw = (x + 1y)", cosnw — 1sinnw = (¥ — 1y)".

Es lassen sich hiernach (in sehr bekannter Weise)

3. cosnw und sinzw als homogene Polynome #n-ten Grades in x, y
ausdriicken. Dasselbe gilt fiir a, cosnw 4+ b, sinnw. Alle diese Poly-
nome F geniigen der einfachen Differentialgleichung:

2 F

AF =9 +_~o

x2

weil (x + 79)" und (¥ — ¢¥)” ihr geniigen. Und nun ist das Wichtigste,
daB diese Differentialgleichung fiir unsere Polynome charakteristisch ist.

Das ist so gemeint:

4. Wenn ich ein homogenes Polynom #-ten Grades suche, das der
Gleichung AF = 0 geniigen soll, dann komme ich von selbst dabei auf
eine Verbindung a cosnw -+ b sinnw.

Es folgt dies durch eine einfache Abzihlung: Ein homogenes Poly-
nom F vom n-ten Grade hat (n + 1) Koeffizienten. In dem zugehdrigen



96 Von den Funktionen reeller Veranderlicher.

AF hat man ein homogenes Polynom (# — 2)-ten Grades mit (# — 1)
Koeffizienten, das identisch Null sein soll. Damit sind die (n - 1)
Koeffizienten (# — 1) Bedingungen unterworfen; 2 Koeffizienten bleiben
noch willkiirlich (also @ und & in unserem Ausdruck).

Bezeichnen wir die genannten Polynome O-ten bis #-ten Grades mit
F,, Fy, ..., F,, so haben wir das Resultat:

Man kann die gewohnliche trigomometrische Rethe fiir f(w) als eine
Rethenentwicklung bezeichnen, die nach homogenen Polynomen steigenden
Grades von x, vy fortschreitet, wobes jedes Polynom F, der chavakleristischen
Gleichung 5925; + %%2"- = 0 geniigt. Hernach seizt man x = cosw,
y=sinw.

Dabei ist noch gar nicht die Rede davon, ob wir uns mit einer unend-
lichen oder endlichen Reihe beschiftigen, sondern es ist nur das rein
formale Gesetz der Terme gemeint. Weiterhin besteht die Kunst natiir-
lich in der zweckmiBigen Berechnung der zunichst noch willkiirlichen
Konstanten a,, b,.

Indem ich die gewdhnlichen trigonometrischen Reihen so schildere,
werden sie verallgemeinerungsfihig fiir mehrere Verdanderliche. Wir gehen

nur um eine Dimension in die Hohe.

Wir denken uns eine Kugel vom

Radius 1 und auf ihr einen Punkt

durch die Koordinaten «, v, 2 ge-

geben. Fithren wir sodann sphi-
rische Koordinaten ¢, ¢ ein, wo ¢,
die geographische Lange, von 0 bis

2n und 9, die Poldistanz, von 0

bis & lduft, so haben wir folgende
y Formeln (Abb. 51):

x = sind cos ¢,

y =sindsing,
2 = cos}.
Abb. 51. Es sei uns nun eine Funktion

(@, ) auf der Kugel gegeben.
Wir wollen sehen, ob wir sie durch eine analoge Reihe von homogenen
Polynomen »-ten Grades (» = 0, 1, 2, ...) in %, v, z darstellen kénnen,
welche diesmal der Gleichung
®RF, &F, @F,
AF, = T o2 T e T 0
geniigen. Also:

(9, ¢) = Fy+ Fy 4o + F, -

Ob die Reihe, falls sie unendlich ist, konvergiert und ob die endliche
Reihe unsere Funktion f(9, ¢) irgendwie zweckmiBig approximiert,
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ist eine Sache fiir sich, von der wir vorliufig gar nicht sprechen.
Es handelt sich nur darum, das rein formale Gesetz anzugeben,
welches sich als eine naturgemiBe Verallgemeinerung des fritheren an-
sehen 148t.

Ein einzelnes Polynom F nennen wir eine Laplacesche Kugelfunktion,
so dafl wir als Definition erhalten:

Unter ewmer (Laplaceschen) Kugelfunktion verstechen wiv zundchst ein
homogenes Polynom n-ten Grades in x, v, z, welches der Differentialgleichung
AF = 0 geniigt.

Spiéter werden wir unter einer Kugelfunktion #-ten Grades im engeren
Sinne denjenigen Ausdruck verstehen, der dadurch entsteht, daB wir fiir
%, v, 2 ihre Ausdriicke in ¢, ¢ einsetzen.

Uberlegen wir uns, wieviel Konstanten in FF,, noch unbestimmt bleiben.

Ein beliebiges F,, (x, v, 2) hat (—"-ﬂz—@iz)— Konstante (das folgt durch

vollstandige Induktion aus der Tatsache, daB F, drei und F, sechs Kon-
stanten hat). Bildet man AF, so erhilt man ein Polynom (» — 2)-ten

Grades mit (—n—fz—l)—n Konstanten. Soll dieses identisch verschwinden,

so werden den Koeffizienten (i——é—”—” Bedingungen auferlegt; es bleiben

also noch
m+1)n+2)—m—1)n _ 4n42
2 2
Konstanten willkiirlich, so daBl wir den Satz haben:

Die allgemeinste Kugelfunktion n-ten Grades enthdlt noch 2n + 1 un-
bestimmte Parameter; und zwar treten diese Parameter linear auf, weil
sich aus AF =0 nur lineare Bedingungsgleichungen fiir die Koeffi-
zienten von F ergeben.

Wir bestitigen dies fir # = 2. Das allgemeinste Polynom zweiten
Grades lautet

=2n + 1

Fy = a93%% -+ @gpy? + 5522 + 205,92 & 205, 2% - 20357 .

Bildet man AF,= 0, so kommt

2(ay1+ dgp -+ az3) = 0.

Es sind also die 6 Koeffizienten einer linearen Bedingung unterworfen,
so dall noch 5 Koeffizienten willkiirlich bleiben, wie es sein muB.
Wir wollen fiir die vier niedrigsten Fille die Polynome wirklich
angeben. Man macht das in iiblicher Weise so, daB3 man an die Darstel-
lung in spharischen Koordinaten ankniipft und in einer speziellen
Tafel (vgl. die Tafel auf S.98) fir n=0,1, 2, 3, 4, ..., je 2n-+1 spe-
zielle Kugelfunktionen gibt; die allgemeine Kugelfunktion des betreffen-
den Grades erhilt man dann als Summe dieser noch mit beliebigen
konstanten Faktoren versehenen speziellen Kugelfunktionen.

Klein, Elementarmathematik III. 7
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Kugelfunktionen der vier ersten Grade.

Von den Funktionen reeller Veradnderlicher.
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Ich bemerke, dal man die erste verti-
kale Reihe der Tafel berechnen muB?),
die anderen ergeben sich einfach, wenn
man diese ersten Glieder unter Weg-
lassung gewisser Zahlenkoeffizienten
nach cos¢ differenziert und mit den an-
gegebenen Faktoren multipliziert.

Die allgemeinste Kugelfunktion F,
setzt sich also aus den neun hingeschriebe-
nen speziellen Kugelfunktionen F, linear
mit beliebigen Koeffizienten zusammen.

Um eine bestimmte Aufgabe vor uns
zu haben, wollen wir eine gegebene
Funktion f (¢, ¢) durch die vier ersten
Kugelfunktionen moglichst gut im Sinne
der Methode der kleinsten Quadrate
approximieren. D. h. wir setzen

109, 9) =Fy+ F, + Fy, + Fy + F,
-+ Rest

und fordern, daf3 die Summe der Fehler-
quadrate, also das iiber die Kugelober-
fliche mit dem Flachenelement do ge-
nommene Integral

S = Fo—Fy— o = F)tedo

ein Minimum wird. Von der in den
Biichern meist ausschlieflich behandel-
ten Entwicklung einer Funktion in eine
unendliche Reihe von Kugelfunktionen
sehen wir demnach ab und beschiftigen
uns lediglich mit der praktisch allein in
Frage kommenden Approximation durch
eine endliche Reihe. Unsere Aufgabe ist,
die 25indem Ausdruck Fy+ F, + -« +F,
eingehenden unbekannten Koeffizienten
so zu berechnen, daB der Minimumforde-
rung geniigt wird.

1) Die Nachpriifung der angegebenen Poly-

nome ist natiirlich sehr einfach. Man setze

z. B. statt F,— 5 cos%9— 3 cosd

unter Riickgang zu rechtwinkligen Koordinaten
Fy=152 —32(x®+ 32 + 2%

und {iberzeuge sich, daB AF; verschwindet.
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Das sieht nun so aus, als ob wir 25 lineare Gleichungen allgemeinster
Bauart mit 25 Unbekannten auflésen sollten. So schlimm ist es aber
nicht, da die einzelnen Gleichungen bereits nach je einer Unbekannten
aufgeldst sind, wie wir sofort sehen werden.

Um die Rechnung bequem durchfithren zu kénnen, gebrauchen wir
Summenzeichen und schreiben fiir die in der ersten vertikalen Reihe
der Tabelle aufgefithrten Kugelfunktionen in tiblicher Weise P, (cos).
Dann sind die iibrigen

sin”4) cosv @ PO (cos9)

7

sin”¢ siny ¢
wo der Index » bei P, die »-fache Differentiation nach cosd (unter
Wegwerfung auftretender Zahlenkoeffizienten) andeutet. So wird die
ganze Reihe

n
(@&, @) = > Z‘ [(@n,»sin”d cosvep + by, , sin’ & sinyg) PM (cosd)],
0

n=

gL

(=3

=

wofiir ich zur Abkiirzung

> 2 (@n,s Py + bus i)
schreibe.
Wenn man zunichst die Summe der Fehlerquadrate aufsucht:

JU@, @) — (22 0,y Pay + iy W) 2o,

so ergibt sich fur die in den @, b quadratischen Gliedern wegen der
sog. Orthogonalititseigenschaft der Kugelfunkiionen eine auBerordentliche
Vereinfachung.

Bezeichnen ndmlich F’ und F” zwei verschiedene von unseren
speziellen 25 Kugelfunktionen, dann wird /F'F"’do = 0, oder im be-
sonderen

SO V'do =0, STV do = [ &' Wdo=0, [P¥P do=0Y.

Dadurch wird die Funktion £ (namlich die Summe der Fehlerquadrate,
die durch geschickte Annahme der Koeffizienten a, b zu einem Minimum
gemacht werden soll) sehr viel einfacher, als man eigentlich annehmen
kénnte. Sie heiB3t

Q= [Pdo—2> [{-F-do+2> [F?do,

1) [Vgl. das analoge Verhalten der bei den trigonometrischen Reihen auf-
27 27
tretenden Integralef cosuxcosrxdx, jsin wxsinvydy fir ¢ +» und des Inte-
2z
grals / sin ux cos ¥ ¥dx sowohl fiir # = » als auch fiir ¢ =7.]
0
7*
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wo die Summen iiber alle speziellen Kugelfunktionen, die oben angegeben
wurden, zu nehmen sind. In @und ¥ ausgedriickt, lautet die Funktion

Q=ffdo— 23 an, [1Dyrdo + by, [1¥,,do]
+ X XMay,, [ D do + by, [Py ,do].

Um sie zu einem Minimum zu machen, setzen wir die nach a,, und
b,., genommenen partiellen Differentialquotienten gleich Null. Wir
erhalten:

1 0R R
5 vas = S 1Purd0 + a0, [ B, ,d0 =0,
1 0 .

S o = S ¥ardo + by [V ,d0=0.

Die Integrale sind dabei immer iiber die ganze Kugeloberfliche zu
erstrecken. Wie man sieht, enthilt jede einzelne der sich ergebenden
25 Gleichungen nur eine Unbekannte; wir bekommen ohne weiteres:

_ [®nvdo JF¥nndo

Damat ist das Problem geldst. Wir fiigen noch folgende allgemeine
Bemerkung hinzu:

Das Schéne bei dieser Bestimmungsweise ist, daf (gerade wie bei
der Fourierschen Reihe) der Wert der einzelnen a,, , bzw. b, ,, wie er
sich aus der Minimumforderung fiir die Summe der Fehlerquadrate er-
gibt, gar nicht davon abhingt, welche anderen Indizespaare #, y man
bei der Approximation von f daneben benutzen will, so daBl ein einmal
berechneter Koeffizient a,, , bestehen bleibt, auch wenn man spiter die
Reihenentwicklung beliebig ausdehnen will. Haben wir also fiir eine
Anndherung durch Kugelfunktionen bis zur vierten Ordnung die 25 Ko-
effizienten berechnet, so werden diese, falls wir zu Kugelfunktionen
fiinfter Ordnung gehen, nicht verdndert, es treten vielmehr nur 11 Koeffi-
zienten neu hinzu.

Alles dies betraf den rein formalen Ansatz der Reihe. Fir einen
LEinblick in das Wesen der zundchst nur formal definierten Kugeljfunkiionen
gehen wir wieder von der Fourierschen Reihe aus.

Die Fouriersche Reihe baut sich aus Termen cosng, sinng auf;
wie diese auf der Kreisperipherie verlaufen, insbesondere wo die Null-
stellen liegen, ist ohne weiteres ersichtlich. Die Zahl der Nullstellen
ist 27 und wichst also mit wachsendem #. Gleichzeitig sind die Null-
stellen gleichmalig iiber die Kreisperipherie verteilt (Abb. 52).

Ahnlich ist es nun zunichst bei den Funktionen P, (cosd), d.h.
P,(2).

Wir denken uns eine Kugel und fragen nach den Nullstellen der
Funktion P, (2). Ich behaupte, ohne hier den Beweis zu geben, da es
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sich nur um eine erste Ubersicht iiber die Kugelfunktionen handeln
soll, folgendes:

P, (2) hat n reelle Nullstellen zwischen z = —1 und z = 41, die
in bezug auf z = 0 symmetrisch liegen, d. h. es gibt # reelle, zum
Aquator symmetrisch liegende Parallelkreise auf der Kugel, auf denen
P, (z) = 0ist. Es trennt also eine solche Kugelfunktion P, (z) die Kugel

S "
o
\‘—;_/

Abb. 52, Abb. 53.

in (n - 1) Zonen, in denen P, (z) abwechselnd positiv und negativ ist.
Danach nennt man die P, (z) nach dem Vorgange der Englinder ,,zonale
Kugelfunktionen'* (Abb. 53).

Neben die Kugelfunktion P, (cos#) hatten wir andere gestellt,

welche die Faktoren anszjz} sin”¢ hatten. Nehmen wir vorab gleich

den hochsten Fall v =%, so wird
P (cos?) = 1, und wir haben es mit
den Kugelfunktionen:

cosn ¢ - sin® ’
sinz ¢ « sin™

zu tun. Fragen wir hier nach den
Nullstellen, so kommt es wesentlich
je auf den ersten Faktor an (der zweite
gibt uns jeweils die Pole der Kugel).
Wir erhalten:

Die Kugelfunktionen smp}sin”ﬂ

sinn ¢

zerlegen die Kugel in 2# von Meridianen
begrenzte gleichwinklige Sektoren (Kugelzweiecke), fiir welche die
Kugelfunktionen abwechselnd positiv und negativ sind. Die betrach-

teten Kugelfunktionen erhalten deshalb den Namen: ,,seklorielle Kugel-
funktionen’ (Abb. 54).
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Nun zu den Zwischenféllen:
cosy @ sin” ¢ PO (cosd)
siny ¢ sin” ¢

Dem ersten Faktor entsprechen, wenn er gleich Null gesetzt wird,
» Meridiane, die den Aquator in gleich lange Bégen zerlegen, dem zweiten
(wie nicht schwer zu sehen ist) # — »
zum Aquator symmetrisch liegende
Parallelkreise, so daB damit die Kugel-
fliche, abgesehen von den Polgegenden,
fir die sich Dreiecke ergeben, in ein-
zelne Vierecke zerfiallt, weshalb man
diese Kugelfunktionen zuweilen als
tesserale Kugelfunkitonen' bezeichnet?)
(Abb. 55).

Somit wird man, wie cosn @, sinn @
entlang der Kreisperipherie als oszillie-
rende Funktionen bezeichnet werden
kénnen, auch unseren Kugelfunktionen
in bezug auf die Kugel dieselbe Be-
nennung beilegen, indem man dabei ganz genau vor Augen sieht, wie
die Gebiete mit positiven und negativen Funktionswerten abwechseln.
Es ist natiirlich duBerst interessant, dies bis zu numerischen Einzel-
heiten zu untersuchen, insbesondere zu sehen, wie die positiven und nega-
tiven Gebiete der verschiedenen Kugelfunktionen iibereinandergreifen.

Aus solchen oszillierenden Funktionen baut sich die Reihe auf, die
wir untersuchen. Es fragt sich, wie genau die Funktion { (9, @) in einzelnen
Punkten approximiert wird, d. h. ob wir den Fehler abschiitzen kénnen.

Dariiber berichte ich nur:

Der Fehler, d. h. die Differenz zwischen der darzustellenden Funktion
und der endlichen Summe 148t sich an jeder Stelle in geschlossener Form
durch ein iiber die Kugel erstrecktes Integral angeben, wieder genau
entsprechend dem, was uns von der Fourierschen Reihe her bekannt ist.

Die betreffende Abschédtzung findet sich in den Lehrbiichern, nur daf3
dort oft einseitig das Gewicht darauf gelegt wird, zu zeigen, daB bei un-
endlich wachsendem # in dem Falle, daB} f(x, y) eine ,,verniinftige’* Funk-
tion ist, dieser Rest gegen Null konvergiert, wihrend es in der Praxis
darauf ankommt, den Rest fiir endliches # numerisch abzuschitzen?).

1) [Nach dem griechischen Worte fiir ,,vier‘].

?) [Die unendlichen Reihen, die bei der Entwicklung nach Kugelfunktionen ent-
stehen, zeigen in vieler Hinsicht dhnliches Verhalten wie die unendlichen Fourier-
schen Reihen. Man vgl. L. Fejér, Uber die Laplacesche Reihe, Math. Ann. Bd. 67
(1909), S. 76 —109, und die beiden Arbeiten von H. Weyl iiber die Gibbssche Er-
scheinung in der Theorie der Kugelfunktionen in Bd. XXIX (1910), S. 308-—323, und
Bd. XXX (1910), S. 337—407, der Rendiconti del lircolo Matematico di Palermo.]
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Wie weit man da mit dem # zu gehen hat, d. h. wieviel Glieder der
Kugelfunktionenentwicklung man gegebenenfalls gebraucht, um die
fiir jeden praktischen Fall ausreichende Genauigkeit zu bekommen,
das geht in keiner Weise aus unserer theoretischen Entwicklung hervor
und kann nur jeweils von Fall zu Fall entschieden werden.

Als berithmtes Beispiel fithre ich die Arbeit von Gauf aus dem Jahre
1839 an: Allgemeine Theorie des Ervdmagnetismus (Resultate aus den
Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838 = Werke
Bd. 5, S.121—193). Dort wird das Potential V' der erdmagnetischen
Kraft, dessen partielle Ableitungen

ov ov ov

Ve X, Ty = Y, 2= VA

die Kraftkomponenten geben, nach Kugelfunktionen bis zur vierten
Ordnung numerisch berechnet (wobei es sich um 24 Koeffizienten han-
delt, da eine additive Konstante beim Potential nicht in Betracht
kommt). '

Diese Rechnungen sind seit 1839 verschiedentlich mit besserem Be-
obachtungsmaterial wiederholt worden, besonders von Newmayer in
Hamburg?). Es zeigt sich hierbei, daBl die Anndherung mit Kugel-
funktionen bis zur vierten Ordnung ein Gesamtbild gibt, welches durch-
aus gut ist, und dafl dieses Gesamtbild nicht besser wird, wenn man zu
den Kugelfunktionen fiinfter Ordnung fortschreitet. Gau/ hat hier,
wie iiberall, ein hohes Feingefiihl fiir die Bediirfnisse der Praxis gehabt.
Auch die Durchfithrung der Rechnung im einzelnen ist hochinteressant.

1) Unter Mitwirkung insbesondere von Ad. Schmidt. [Genauere Literatur-
angaben findet man in dem Referat von Ad. Schmidt iber Erdmagnetismus,
Enzykl. der math. Wiss. VI 1, 10, Nr. 20.]



Zweiter Teil.

Freie Geometrie ebener Kurven.

Wir wenden uns nunmehr zum zweiten Hauptteile dieser Vorlesung,
den ich ,freie Geometrie ebener Kurven‘ iiberschreibe. Der Zusatz
,,fre1i” soll bedeuten, daB es sich nicht um Definitionen und Entwick-
lungen handelt, die an die Wahl eines festen rechtwinkligen Koordi-
natensystems gebunden sind, wie es die bisherigen Betrachtungen iiber
den Funktionsbegriff vorwiegend waren. Aus Griinden der Raum-
ersparnis beschrinken wir uns auf die Behandlung der ebenen Kurven.

Es ergibt sich wieder von selbst die Zweiteilung in prizisionsmathe-
matische und approximationsmathematische Betrachtungen. Wie bis-
her werden wir unsere Uberlegungen an die Ideenbildungen der analy-
tischen Geometrie anschlieBen, d. h. der Geometrie, die sich (auf Grund
der geometrischen Axiome) explizit auf den Zahlbegriff stiitzt, im
Gegensatz zur synthetischen Geometrie, die auf Grund derselben Axiome
an den Figuren selbst operiert. Zu unserer Art der Behandlung liegt
an sich keine sachliche Notwendigkeit vor. Man konnte alle Fragen,
die ich im folgenden zu berithren habe, auch von seiten der synthetischen
Geometrie fassen, aber einmal wiirde dabei der Ausblick auf andere
Gebiete der Mathematik, die von den Synthetikern noch nicht bearbeitet
sind, verlorengehen, und andererseits liegen die betreffenden Unter-
suchungen in der Literatur fast ausschlieBlich in analytischer Form vor.

Das Verhiltnis von Analysis und Geometrie ist hier im Prinzip kein
anderes als im ersten Teil: Wir prizisieren die geometrischen Ideen,
indem wir sie mit analytischen Entwicklungen begleiten, und wir be-
leben die Analysis durch den Hinblick auf die geometrischen Figuren.

I. Prazisionsgeometrische Betrachtungen zur ebenen
Geometrie.

Wir beginnen mit den prizisionsgeometrischen Betrachtungen. Es
wird sich dabei um Dinge handeln, fiir welche die Mengenlehre grund-
legend ist. Durch folgende Zusammenstellung sei an die einfachsten
hierhergehérigen Definitionen erinnert:

1. Die Koordinaten x, y- eines Punktes sind Zahlen im Sinne des
modernen Zahlbegriffs, d. h. fiir uns definiert als endliche oder unend-
liche Dezimalbriiche mit positivem oder negativem Vorzeichen.
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2. Eine Menge solcher Punkte wird, wenn sie unendlich ist, an sich
Objekt einer eingehenden mathematischen Untersuchung. Dabei er-
geben sich sehr bemerkenswerte Unterscheidungen?):

a) Eine unendliche Punktmenge (x, y) kann abzdhlbar sein oder nicht.
Sie heiBt abzihlbar, wenn es auf irgendeine Art méglich ist, ihre Ele-
mente den natiirlichen Zahlen umkehrbar eindeutig zuzuordnen.

b) Unter einem Intervall versteht man die Gesamtheit der Punkte,
die im Innern eines Rechtecks liegen, dessen Seiten den Koordinaten-
achsen parallel sind. Will man besonders betonen, daf§ die Punkte des
Rechtecksrandes nicht zum Intervall gehéren, so spricht man von einem
offenen Intervall. In dem anderen Falle, wo die Randpunkte mit zum
Intervall gerechnet werden, heiBt das Intervall abgeschlossen. Bei der
Gesamtheit der Punkte eines beliebig berandeten Ebenenstiickes spricht
man von abgeschlossenem Bereich und offenem Bereich (= Gebiet) [vgl.
S. 852)].

c) Eine unendliche Punktmenge (x, y) heillt beschrinkt, wenn die
Koordinaten aller ihrer Punkte dem absoluten Betrage nach unterhalb
einer festen positiven Zahl bleiben.

d) Ein Punkt P(x, ) ist Haufungsstelle einer gegebenen unendlichen
Punktmenge, wenn in jedem noch so kleinen Intervall (Bereich) der
xy-Ebene, das P als Innenpunkt enthilt, unendlich viele Punkte der
Menge liegen. Es gilt der Satz:

Jede unendliche Punktmenge (x,v), die beschrinkt ist, besitzt min-
destens eime Hdufungsstelle.

e) Ist P Haufungsstelle einer Punktmenge, so kann P selbst zur
Menge gehéren oder nicht. Enthilt eine Punktmenge ihre simtlichen
Haufungsstellen, so heit sie abgeschlossen.

f) Eine Punktmenge heilt in sich dicht, wenn jeder ihrer Punkte
Haufungsstelle der Menge ist.

g) Eine Punktmenge heilit perfekf, wenn sie abgeschlossen und in
sich dicht ist.

h) Eine Punktmenge liegt in einem Intervall (Bereich) I der x y-Ebene
tiberall dicht, wenn in jedem Teilintervall (Teilbereich) von I unendlich
viele Punkte der Menge liegen. Die Menge aller rationalen Punkte der
xy-Ebene ist z. B. in jedem Intervalle dieser Ebene iiberall dicht. Ist
die Menge in keinem Teilintervall (Teilbereich) von I diberall dicht, so
heilt sie nirgends dicht in I.

1) [An Literatur kommen fiir das Folgende vor allem in Betracht: 1. Der
bereits erwahnte Enzyklopadieartikel II C9 von 4. Rosenthal. — 2. Jordan, C.:
Cours d’Analyse, 3. Aufl., Bd. I. Paris 1909. — 3. Hausdorff, F.: Grundziige der
Mengenlehre, 2. Aufl. Leipzig 1927. — 4. Carathéodory, C.: Vorlesungen ftiber
reelle Funktionen, 2. Aufl. Leipzig und Berlin 1927. — §. Hakhn, H.: Theorie der
reellen Funktionen Bd.I. Berlin 1921.]

2) [Fir die genauere Behandlung des Begriffes ,,Bereich’ vgl. S. 114—116.]
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Sie sehen, es sind dies lauter Begriffsbildungen, die an sich leicht
aufzufassen sind, deren Wiirdigung und Verstdndnis aber erst aus der
Beschiftigung mit konkreten Beispielen erwichst.

Ich mochte Thnen nun von vornherein die Uberzeugung erwecken,
dafl es sich beim Studium der Punktmengen um echt geometrische
Fragestellungen handelt. Statt also Beispiele zu betrachten, die man
sich, wie es sonst wohl geschieht, scheinbar willkiirlich arithmetisch zu-
rechtmacht und die dadurch den Eindruck des Kiinstlichen hervorrufen,
wollen wir ein geometrisches Erzeugungsprinzip einer Pumnkimenge be-
nutzen, welches sich in der Theorie der automorphen Funktionen ent-
wickelt hat.

Wir betrachten zunichst die Transformation durch reziproke Radien
oder die Inversion am Kreise.

Es sei ein Kreis vom Radius ¢ gegeben und ein Punkt $ auBerhalb
des Kreises. Dann gibt das in der Formel 77" = 02 ausgedriickte Gesetz
der Inversion einen Punkt $’ im Innern des
Kreises, den man den zu p inversen Punkt
nennt (vgl. Abb. 56). Diese Transformation
durch reziproke Radien nennt man gelegent-
lich auch ,,Spiegelung am Kreise*; dies ist
aber nur cum grano salis zu verstehen, weil
wir keineswegs etwa das Gesetz der optischen
Spiegelung am Konvexspiegel haben. Nur
wenn der Kreis in die gerade Linie ausartet,

Abb. 56. haben wir direkt Spiegelung im optischen
Sinne.

Von dieser Transformation setze ich die Eigenschaft, Kreise stets
wieder in Kreise zu transformieren und dabei die GréBe der Winkel,
unter denen sich die Kreise schneiden, zu erhalten, ihren Sinn aber
umzukehren, als bekannt voraus. Dabei ist hervorzuheben, daf3 die Ge-
rade mit zu den Kreisen gerechnet wird und einfach als Kreis mit un-
endlich groBem Radius anzusehen ist. Das Unendliche erscheint als
einzelner Punkt; die Geraden sind diejenigen Kreise, die durch den
Punkt oo gehen. Man kann die Beziehung zwischen  und p’ auch
dadurch definieren, daBl man sagt: » und ' sind die gemeinsamen
Punkte eines Biischels von Kreisen, welche den Grundkreis K orthogonal
schneiden. Diese Definition hat den Vorzug, nur mit Elementen zu
operieren, welche bei irgendwelcher weiteren Inversion invariant sind.

In der Theorie der automorphen Funktionen werden beliebig viele
derartige Transformationen miteinander kombiniert. Nehmen Sie fol-
gendes Beispiel: Es seien drei einander ausschlieBende Kreise K, K,,
K, und in dem dem AuBeren der drei Kreise gemeinsamen Bereiche ein
Punkt p gegeben. Wir konstruieren die zu p inversen Punkte p,, p,, P5
und _gehen von diesen Punkten aus weiter, indem wir sie ebenfalls an
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den gegebenen Kreisen spiegeln usw. Symbolisch bezeichnen wir die
verschiedenen so entstehenden Punkte durch

(p) St St S3n SESESE .

wobei S;, S,, S; die Spiegelungen an den Kreisen K,, K,, K; und
®,, P,, ..., ganze Zahlen bedeuten, die angeben, wie viele Male hinter-
einander eine der Transformationen auszufiihren ist. Da jede Inversion
eine involutorische Transformation ist, stellen S, S5, S; immer die
identische Transformation dar, und es geniigt, die Zahlen «,, f,, ...
auf die Werte 0 und 1 einzuschrinken. Die Frage ist: Wie koénnen
wir uns von der

Menge der so ent-

stehenden Punkte

ein Bild machen?

Welche Haufungs-

stellen hat sie?

Wir beschiftigen
uns m  folgenden
also mit esner Menge
solcher Punkte, die
aus einem gegebenen
Punkt p dadurchher-
vorgehen, daff man
drer  bestimmite In-

Versionen in trgend-

welcher Kombination

auf thn anwendet,

dafl man also auf

ihn die ganze Gruppe der ,, Transformationen’ anwendet, die aus unseren
drei ,,Evzeugenden’ evwdchst. Wir nennen die betreffenden Punkte kurz
zu p dquivalente Punkte.

Sollte jemand einwenden, diese Fragestellung sei trotz ihrer rein
gebmetrischen Form immer noch sehr kiinstlich, so ist zu erwahnen, da83
die in Rede stehende Punktmenge von W. Thomson und B. Riemann
schon um das Jahr 1850 bei Aujgaben der Elektrostatik betrachtet wor-
den ist. Studiert man nimlich das Gleichgewicht der Elektrizitdt auf
3 Rotationszylindern mit parallel gestellten Achsen (deren Normal-
schnitt unsere ebene Figur wird), so fithrt die ,,Methode der elektrischen
Bilder genau zur Erzeugung und zum Studium unserer Punktmenge.

Wir wollen die Aufgabe zunichst fir den einfacheren Fall in Angriff
nehmen, daB nur zwei sich ausschlieBende Kreise K; und K, gegeben
sind (vgl. Abb. 57); die zugehdrigen Inversionen nennen wir S; und S,.

Ein erster Kunstgriff ist, daB wir nicht einen einzelnen Punkt p,
sondern die simtlichen Punkte des dem AuBeren der Kreise gemein-
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samen Bereiches, den wir mit 1 bezeichnen, fortgesetzt den Operationen S,
und S, unterwerfen. Die dabei entstehenden Bereiche nennen wir zu 1
(und damit auch zueinander) dguivalent; wir werden sehen, dafB} sich
diese Bereiche liickenlos aneinanderfiigen, ohne irgendwo iibereinander-
zugreifen, wobei schlieflich die ganze Ebene bis auf zwei Punkte a,
und a, tiberdeckt wird, die wir als Gremzpunkte bezeichnen wollen.
Die Ubersicht diber die Menge untereinander dquivalenter Punkte ist ge-
wonmen, sobald wir erst die Ubersicht iiber diese untereinander dquivalenten.
Bereiche haben. Denn irgendein Punkt p des Ausgangsbereiches wird
in jedem einzelnen der dquivalenten Bereiche seinerseits einen und nur
einen dquivalenten Punkt haben.

Zu dem Bereich 1 ergeben sich durch Anwendung der Spiegelungen
S; und S, zunichst zwei neue Bereiche, die wir selbst S; und S, nennen.
S legt sich lickenlos lings K, an 1 an und ist seinerseits nach innen hin
von einem neuen Kreise begrenzt, der in der Abbildung K3 genannt ist,
weil er das (durch S; entstehende) Bild des Kreises K, ist. Genau so
legt sich an 1 der Bereich S, mit dem innern Begrenzungskreis K] an.

Jetzt handelt es sich um Konstruktion weiterer zu 1 Aquivalenter
Bereiche und schlieflich der Gesamtheit dieser Bereiche. Zu dem Zwecke
wollen wir zunichst einmal die Bereiche S; und S, je an ihrem innern
Begrenzungskreise spiegeln, also S; an K3, S, an Kj. Ich behaupte,
daB die neuen Bereiche, die sich glatt in die ,,Offnungen® hineinlegen,
welche die Bereiche S; und S, darbieten, aus 1 durch einfache Kom-
bination der Operationen S,, S, hervorgehen, also zur Serie der von
uns gesuchten dquivalenten Bereiche gehéren.

In der Tat, betrachten wir die Spiegelung an K). Zwei Punkte, die
in bezug auf K] invers liegen, gehen vermoge S, aus zwei solchen Punkten
hervor, die in bezug auf K, invers liegen. Denn jene sind die Basis-
punkte eines zu K7 orthogonalen Kreisbiischels, und also sind die beiden
Punkte, aus denen sie vermdge S, hervorgehen, Basispunkte eines
Kreisbiischels, das zu demjenigen Kreise orthogonal ist, aus dem K
vermoge S, hervorgeht, d. h. zu K,. Der Bereich, welcher aus dem
Bereiche S, durch Inversion an Kj entsteht, 148t sich daher auch so
erzeugen, dal man den Bereich 1 durch die Operation S; in den Bereich
S, verwandelt und dann auf diesen die Operation S, anwendet. Der
neue Bereich wird also durch S, S, zu bezeichnen sein und gehort in der
Tat zur Serie der von uns gesuchten, zu 1 ,,dquivalenten‘ Bereiche. —
Genau so wird der Bereich, der sich aus S; durch Spiegelung an K5
ergibt, mit S,S; zu bezeichnen sein.

In der so geschilderten Konstruktion liegt nun tiberhaupt das Fort-
setzungsprinzip, dessen wir uns zur Erzeugung immer neuer zu 1 dqui-
valenter Bereiche bedienen werden. Wir werden jeden new gewonnenen
Bereich (jetzt also zunichst die Bereiche S;S, und S,S;) ¢mmer wieder
an seinem inneren Begrenzungskreise spiegeln. Solcherweise entstehen
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(rechts in Abb. 57) einerseits die liickenlos aufeinanderfolgenden, inein-
andergeschalteten Bereiche S,, S;S,, $55:5,, $15,5;S,, . . ., anderer-
seits (links in Abb. 57) die ebenso aufeinanderfolgenden S,, S,S;,
515,51, ..., die sich auf die zwei schon genannten Grenzpunkte a,
und a, unbeschrinkt zusammenziehen.

Und nun ist das Schéne, daB3 die solcherweise durch unser Fort-
gangsprinzip gelieferten Bereiche die Gesamtheit der gesuchten unter-
einander dquivalenten Bereiche erschopten. In der Tat kommt ja jede
Zusammenstellung, die wir aus den Symbolen S; und S, durch Wieder-
holung bilden kénnen, mit Riicksicht darauf, daB ST =1 und S =1
ist, auf eine bloBe Aufeinanderfolge abwechselnder S;, S, hinaus, und
jede derartige Aufeinanderfolge findet sich als Benennung fiir eines
der durch unser Fortgangsprinzip erzeugten Gebiete wieder. Endet
die Aufeinanderfolge, die wir betrachten mégen, mit S,, so findet sich
das zugehoérige Gebiet in Abb. 57 rechter Hand, sonst linker Hand.

Wir haben in der durch unser Fortgangsprinzip erzeugten Figur
also die Gesamtheit der untereinander Aquivalenten Bereiche vor uns
und damit auch einen Uberblick iiber die Gesamtheit der zu p dqui-
valenten Punkte. Wir bemerken gleichzeitig, daB3 die Gesamtfigur nicht
nur in bezug auf K, und K,, sondern in bezug auf jeden einzelnen
Kreis, lings dessen zwei Nachbargebiete aneinander grenzen, also z. B.
in bezug auf K} oder in bezug auf K3, sich selbst invers ist. Der Beweis
mége hier fiir den Kreis K gefithrt werden. Durch die Inversion an
K] entsteht, wie wir wissen, aus dem Gebiete S, das Gebiet S;S,.
Die Inversion an K4y hat also ihrerseits das Symbol S;'S,S,, oder, was
wegen S; = 1 dasselbe ist, S,S;S,. Will ich nun diese Operation auf
irgendeinen der von uns erzeugten Bereiche anwenden (der selbst durch
irgendeine Aufeinanderfolge der Symbole S;, S, gegeben ist), so habe
ich dieser Aufeinanderfolge einfach die Buchstabenfolge S,5,S, hinzu-
zusetzen, wodurch, wie ersichtlich, die Benennung eines anderen, ohne-
hin in unserer Figur vorhandenen Bereiches entsteht. Hierin liegt der
Beweis. Mit dem so bewiesenen Satze haben wir zugleich eine Verall-
gemeinerung unseves Fortgangsprinzipes.

Wir hatten bisher den Kreis K} nur so benutzt, dall wir an ihm den
angrenzenden Bereich S, spiegelten und dadurch den gleichfalls an-
gremzenden Bereich S;S, gewannen. Wir kénnen offenbar ebensowohl
die sdmtlichen drei schon vorher konstruierten Bereiche, nidmlich die
nebeneinanderliegenden Bereiche S,, 1, S;, gleichzeitig an K spiegeln
und erhalten dadurch mit einem Schlage drei neue Bereiche, ndmlich
S1Ss, 55515, 515,5:S,. Dann haben wir im ganzen sechs nebenein-
anderliegende Bereiche, und diese kénnen wir dann alle sechs gleichzeitig
an dem inneren Begrenzungskreise von S$,;5,5;S5, spiegeln, um wmat
einem Schlage sechs neue Bereiche zu haben usw. Ich nenne dieses Ver-
fahren das erweiterte Fortgangsprinzip.
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Die hiermit geschilderten Beziehungen, welche man an einer Figur
ins einzelne verfolgen moge, geben uns nunmehr das Mittel, um auch in
den schwierigeren Féllen zurechtzukommen, in denen Inversionen an
mehr als zwei gegebenen Kreisen unbegrenzt oft miteinander kombiniert
werden sollen. Wir betrachten zunichst den Fall unserer urspriinglichen
Aufgabe, der sich auf drei einander ausschlieBende Kreise K,, K,, K;
bezog.

Wir nehmen speziell den Kreis K; als Gerade an (vgl. Abb. 58).
Um ein von den Kreisen K,, K, und der Geraden K gemeinsam einge-

grenztes Gebiet 1
zu erhalten, miis-
sen offenbar K,
und K, entweder
beide links oder
beide rechts von
K; liegen. Wir
unterwerfen das
Gebiet 1 den In-
versionen an K,
K,, K; und erhal-
ten die Bereiche
S1, S5, S; mit je
zwel inneren Be-
grenzungskreisen
K5, K5 usw. Un-
ser Fortgangs-
prinzip erfordert jetzt, daBl wir jeden der neuen Bereiche S, S,, S; an
den Kreislinien, durch welche er nach innen begrenzt ist, weiterspiegeln.
Es entsteht jeweils ein neuer Bereich, wieder mit zwei inneren Begren-
zungslinien. An diesen spiegeln wir abermals und so fort ins Unendliche.
Es wird so die ganze Ebene ,,einfach‘ mit unendlich vielen untereinander
dquivalenten Bereichen iiberdeckt bzw. mit lauter Mengen von unend-
lich vielen unter sich dquivalenten Punkten, mit Ausnahme der Grenz-
punkte, denen die Offnungen der jeweils konstruierten Bereiche, indem
sie unbeschrankt kleiner und zahlreicher werden, zustreben. Es ent-
steht die Frage: Was lat sich fiber die Menge der Grenzpunkte noch
Verniinftiges aussagen, nachdem die Vorstellungskraft schon nach
wenigen Inversionen ermiidet?

Zunéchst fasse ich noch einmal das Wesentliche in drei Nummern
zusammen:

1. Nicht einen einzelnen Punkt $, sondern den ganzen Bereich 1
(Fundamentalbereich) unterwerfen wir den Transformationen.

2. Die Vervielfiltigung unseres Ausgangsbereiches geschieht am
besten so, daBl man jeden neu erhaltenen Bereich oder auch die ganze
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bis dahin erhaltene Figur immer wieder an den freien kreisférmigen
Begrenzungslinien, die er darbietet, spiegelt. (Urspriingliches und er-
weiltertes Fortgangsprinzip).

3. Die ganze Ebene wird solcherweise mit unendlich vielen Bildern
des Ausgangsbereiches, die sich liickenlos aneinanderschliefen, voll-
stdndig bedeckt, bis auf die Grenzpunkte, denen man bei Fortsetzung
unserer Konstruktion zustrebt.

Man kénnte nattirlich auch vier, finf oder mehr Ausgangskreise
annehmen. Da tritt dann aber eine Verwicklung ein, die ich jetzt be-
zeichnen will. Oder vielmehr: ich will hervorheben, daB3 unsere auf
3 Kreise beziigliche Figur noch einen gewissen Charakter der Einfachheit
besitzt.

Drei Kreise haben bekanntlich einen und nur einen Orthogonalkreis,
und dieser gemeinsame Orthogonalkreis geht bei den Inversionen
S, Ss, S; in sich selbst iiber, weil er der einzige Orthogonalkreis ist.
Er geht daher auch bei allen Kombinationen dieser Inversionen in sich
selbst iiber. Es folgt, daB alle die unendlich vielen Kreise, die aus drei
Ausgangskreisen durch Inversion entstehen, auf dem festen Orthogonal-
kreis senkrecht stehen, daf3 sich also alle Bereiche, die aus dem Funda-
mentalbereiche erwachsen, gleichsam auf den Orthogonalkreis stiitzen,
d. h. sie durchsetzen ihn und sind in bezug auf den Orthogonalkreis
selbst symmetrisch. Die Bereiche ,,reihen” sich entlang dem Ortho-
gonalkreis ,,aneinander. Infolgedessen sind alle die Grenzpunkte,
von denen wir reden, auf der Peripherie des gemeinsamen Orthogonal-
kreises angeordnet. Das ist nun insofern sehr beruhigend, weil wir auf
diese Weise sozusagen einen Halt zur Beurteilung der Lage der Grenz-
punkte haben.

Gehen wir nun aber zu vier und mehr sich nicht schneidenden
Kreisen iber, die so liegen, daB sie einen gemeinsamen Bereich
umgrenzen, so kann im besonderen allerdings auch hier ein Ortho-
gonalkreis existieren, so daf dann die Grenzpunkte das ndmliche Ver-
halten zeigen. Im allgemeinen existiert er aber nicht, so dall es
keinen Ariadnefaden gibt, der uns mit Sicherheit durch das Labyrinth
der aquivalenten Bereiche und ihrer Grenzpunkte hindurchfithren
kénnte.

Nun wollen wir aber auch im allgemeinen Falle etwas iiber die
Mannigfaltigkeit der Punkte aussagen. Zunichst wiederhole ich, dal3
eine riumlich konkrete Vorstellung des Resultates schon bei # =3
und um so mehr bei # > 3 unmoglich ist; unsere Vorstellungskraft
findet gar bald an den ersten Inversionen ihre Schranken?), und es gelten

1) Es ist dies ein besonders schones Beispiel fiir meine Behauptung, daf die
Gegenstinde der Prazisionsgeometrie jenseits unseres Vorstellungsvermogens
liegen.
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auch fiir uns hier vor dem Unendlichen stehend die Worte Schillers
(,,Die GroBe der Welt*):

Senke nieder
Adlergedank’, dein Gefieder!
Kithne Seglerin, Phantasie,
Wirft ein mutloses Anker hie.

Aber um so bewundernswerter ist es, dall man, auf begriffliche
Definition unserer Punktmenge sich stiitzend, iiber sie tatsdchlich etwas
aussagen kann. Dies ermdglicht zu haben, ist das besondere Verdienst
von G. Cantor (1845-—1918), der zum ersten Male auch das Unendliche
als solches den mathematischen Uberlegungen zu unterwerfen lehrte.

Es sei der nebenstehend gezeichnete Kreis (Abb. 59) ein Begrenzungs-
kreis unserer Abbildung, in den alle Details der AuBenfigur hineingespiegelt

werden. Es ist klar, daB nicht das ganze Innere des
Kreises mit Grenzpunkten ausgefilllt ist, sondern
daB in ihm zunichst neue von Grenzpunkten freie
Bereiche mit neuen kreisférmigen Begrenzungen Platz
finden. Wir schlieBen, daB man keinen endlichen
Bereich, auch kein endliches Stiick einer Kurve an-
geben kann, die iiberall dicht mit Grenzpunkten be-
setzt wiaren. Wir kommen also zu unserem ersten
Schluf:
1. Aus unserem Forigangsprinzip evgibt sich, daf
die Menge der Grenzpunkie wirgends dicht liegt.
Wir nehmen nunmehr einen Grenzpunkt heraus
und umgeben ihn mit einem kleinen Begrenzungs-
kreis (Abb. 60). Dann ist klar, daBl man, da die ganze AuBenfigur in
diesen Kreis hineingespiegelt wird, mit unendlich vielen Grenzpunkten
in diesen Begrenzungskreis hinein. und somit unserem anfénglichen
Grenzpunkt beliebig nahe kommt, d. h. jeder Grenzpunkt unserer Ab-
bildung ist selbst eine H&ufungsstelle unendlich vieler Grenzpunkte.

Die Menge der Gremzpunkte ist daher tn sich dicht.

Wir wollen noch untersuchen, ob diese Menge vielleicht sogar perfekt
ist, ob sie also alleihre Hiufungsstellen enthilt. Es sei p eine Haufungs-
stelle von Grenzpunkten. Dann befinden sich in jeder noch so kleinen
Umgebung von p Grenzpunkte. Wir kommen nun sofort zu einem
Widerspruch, wenn wir annehmen, da3 $ nicht selbst Grenzpunkt ist.
Der Punkt p liegt dann nidmlich entweder im Innern oder auf dem innern
Begrenzungskreis irgendeines der dquivalenten Bereiche, der B heiflen
moge. Im ersten Fall 148t sich um ¢ eine Umgebung angeben, die nur
innere Punkte von B enthilt, also im Widerspruch zu unserer Annahme
keine Grenzpunkte aufweist. Im zweiten Falle spiegeln wir B an seinem
inneren Begrenzungskreis und erhalten eine aus Innen- und Randpunkten
des Bereiches B und seines Spiegelbildes bestehende Umgebung, die
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ebenfalls — im Widerspruch zu unserer Annahme — von Grenzpunkten
frei ist. Wir gewinnen so den Satz:

2. Die Menge der Grenzpunkie ist perfek.

Die Sitze 1. und 2., nach unserer am Endlichen gebildeten Ge-
wohnung scheinbar unvertrédglich, schlieBen sich hier, wo wir es mit
unendlichen Punktmengen zu tun haben, nicht aus.

Wir fragen weiter nach der Mdchtigkeit der Grenzpunkte. Der einzelne
Grenzpunkt ist vollstindig durch eine unendliche Aufeinanderfolge der
Ziffern 1, 2, 3 charakterisiert, die nur so gebildet ist, daB zwei be-
nachbarte Ziffern nie einander gleich sind.

Nun ist die Frage: Wieviel solcher unendlicher Folgen gibt es?

Die Michtigkeit aller dieser Kombinationen von drei Zahlen ist,
was ich nicht noch weiter auseinanderlegen will, so gro wie die Machtig-
keit aller dyadischen Briiche, d.h. aller Briiche, die nach Potenzen
von % fortschreiten. Wir kommen somit auf die Mdchtigkeit des
Kontinuums.

Sie sehen, wie wir schon bei dem allereinfachsten Beispiele auto-
morpher Figuren die wunderschonsten Eigenschaften der Mengen bei-
einander haben!

Die Theorie der automorphen Funktionen fithrt dazu, noch sehr viel
kompliziertere Figuren als die jetzt von uns besprochenen zu betrachten
(vgl. die zahlreichen Abbildungen in Fricke-Klein: Theorie der auto-
morphen Funktionen Bd. 1, S. 428ff. Leipzig 1897). Uberhaupt treten
unendliche Mengen von Punkten oder sonstigen Gebilden, die die Geo-
metrie betrachtet, immer notwendig ein, sobald man in die Geometrie
die Idee des gesetzmiBig unendlich fortschreitenden Konstruktions-
prozesses einfiithrt. Das heiB3t aber, daB3 die Mengenlehre nicht nur fiir
geometrische Figuren der Theorie der automorphen Funktionen, son-
dern genau so fiir zahlreiche andere Teile der Geometrie ihre grund-
legende Bedeutung besitzt.

Ferner aber: Alles dieses ist natiirlich Prizisionsmathematik. In
der Approximationsmathematik geht das hier Charakteristische voll-
stdndig verloren.

Drittens will ich der Hoffnung Ausdruck verleihen, dal die Mengen-
lehre, sowie sie der Geometrie ihre Hilfe bietet, auch umgekehrt durch
letztere neue Forderung erhalten moge. Oft erscheinen die Beispiele,
welche die Mengentheoretiker heranbringen, als etwas Kiinstliches,
wiahrend wir doch, von der Geometrie ausgehend, wie wir sahen, auf
bequemem Wege zu echten Fragen der Mengenlehre gefiihrt werden.
Die Geometrie ist da noch der wunderbarsten Weiterbildungen fahig?)!

1) [In neuerer Zeit ist die Mengenlehre fiir den Zweig der Geometrie, der als
Topologie bezeichnet wird, sowohl in Hinsicht auf die exakte Begriindung als auch
fiir die Weiterbildung von ausschlaggebender Bedeutung geworden. Ferner hat die
Mengenlehre bei Untersuchungen iiber abwickelbare Flichen, iiber Minimal-

Klein, Elementarmathematik III. 8
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Die niichstliegende weitere Frage, die auch wieder auf dem Boden
der Funktionentheorie erwachsen ist und fir die zuerst Weierstraf in
seinen Vorlesungen eine Antwort nétig hatte, ist:

Wann werden wir eine zweidimensionale Punkimenge, d. h. eine Menge
der Ebene ein Kontinuum (oder auch.: Beveich) nennen ?

Als einfachstes Beispiel bietet sich fir das, was wir ein Kontinuum
in der Ebene nennen, die Gesamtheit der Punkte im Innern eines
Kreises oder Rechtecks dar, wobei wir jetzt durch Verabredung die
Randpunkte von der Menge selbst ausschlieBen wollen.

flachen, bei der Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen, bei Unter-
suchungen iiber Vektorfelder und konvexe Gebilde Anwendung gefunden. Man
findet die hierhergehorige Literatur in dem schon wiederholt angefithrten Enzyklo-
padieartikel Rosenthal auf S. 1013 angegeben.

Es erscheint unumginglich, die auf S.114—127 gemachten Ausfithrungen durch
den Hinweis auf eine der neuesten Erkenntnisse der mengentheoretischen Topologie,
die Entdeckung eines im Gegensatz zu allen fritheren Definitionen geniigend
weiten und doch der naiven Anschauung véllig entsprechenden prizisen Begriffs
der Dimension, zu erginzen. Diese Entdeckung- haben erst in neuester Zeit un-
abhingig voneinander und fast gleichzeitig Kar! Menger aus Wien und Paul
Urysohn (1898 —1924) aus Moskau gemacht, nachdem schon Henri Poincaré in
seinem Aufsatz ,,Pourquoi I'espace a trois dimensions“ (Revue de Métaphysique
et de Morale 20 (1912), S. 484, abgedruckt in den ,,Derni¢res Pensées‘) den Weg
zur Lésung des 2000 Jahre alten, bereits in dem Anfang der Elemente Euklids
auftretenden Problems angedeutet hatte. Dieser neue Dimensionsbegriff gab den
AnstoB zu einer ausgedehnten Theorie, deren Hauptresultate'bislang aber erst
zum Teil eine ausfithrliche Darstellung erfahren haben, und zwar durch P. Urysohn
in dem groBen ,,Mémoire sur les Multiplicités Cantoriennes (Fundamenta Mathe-
maticae Bd.VII. 1925 und Bd. VIII. 1926; Fortsetzung in den Verhandelingen
der Amsterdamer Akademie 1927), durch K. Menger in zahlreichen Arbeiten
in den Wiener Monatsheften fiir Mathematik und Physik und den Amsterdamer
Proceedings. Niahere Nachweise hierfiir findet man z. B. in den FuBnoten des im
36. Band des Jahresberichtes der Deutschen Mathematikervereinigung (S. 9ff. der
schriigen Paginierung) skizzierten Vortrags. Weitere kiirzere Ubersichten des aus-
gedehnten Ideenkreises liegen vor in dem von Menger selbst verfalten ,,Bericht
iiber die Dimensionstheorie’ (Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung
Bd. 35 (1926), S.113—150) sowie in den beiden Arbeiten P. Alexandroff, Dar-
stellung der Grundziige der Urysohnschen Dimensionstheorie, Math. Ann. Bd. 98
(1927), S. 31—63, und W. Hurewicz: GrundriB der Mengerschen Dimensionstheorie,
ebenda Bd. 98 (1927), S.64—88.

Die erwahnte Definition griindet sich auf den Umgebungsbegriff (vgl. F. Haus-
dorff: Grundziige der Mengenlehre, 2. Aufl., S. 228) und ist die logische Abstrak-
tion der anschaulich evidenten Tatsache, da8 man zur Herausnahme eines Punktes
samt kleiner Umgebung aus einem dreidimensionalen XKoérper eine zweidimensionale
Fliche, aus einer zweidimensionalen Fliche eine eindimensionale Kurve, aus einer
eindimensionalen Kurve eine aus zwei Punkten bestehende, nulldimensionale
Menge zu entfernen hat. Dieser Dimensionsbegriff ist natirlich derart, daB die
im klassischen Sinne #-dimensionalen Gebilde (z. B. ein Wiirfel des #-dimensionalen
euklidischen Raumes oder auch der #-dimensionale euklidische Raum selbst)
auch nach der neuen Definition #-dimensional sind. Den Beweis dafiir findet man
in den Arbeiten von Menger und Urysohn.]
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. Wir nehmen die folgenden beiden Eigenschaften in die allgemeine
Definition eines ebenen Pumkikontinuums?) auf:

1. Zunichst verlangen wir ,,den Zusammenhang® der Menge: Zwei
Punkte der Menge kénnen immer durch einen Polygonzug von endlicher
Seitenzahl verbunden werden, dessen Punkte simtlich der Menge an-
gehoren.

2. Ferner soll es méglich sein, um jeden Punkt der Menge einen Kreis
zu beschreiben, so daf alle seine Innenpunkte der Menge angehoren.

Was nun die Frage nach dem Rande einer solchen Punktmenge
betrifft, so erlauben uns unsere bisherigen Kenntnisse hier schon die
mannigfachsten Beispiele fiir die Begrenzung heranzubringen:

1. Alle Punkte der Ebene bis auf einen Punkt kénnen der Menge
angehéren.

2. Indem wir uns an das auf S. 110—113 behandelte Beispiel aus der
Theorie der automorphen Funktionen erinnern, sehen wir, da3 ein Kon-
tinuum auch von einer unendlichen Menge von Punkten begrenzt werden
kann, die aber nirgends dicht zu liegen brauchen.

3. Des weiteren kann die Begrenzung von einer Kurve im gewéhn-
lichen Sinne (Kreis, Rechteck usw.) gebildet werden.

4. Es gibt aber noch andere Begrenzungen. Die folgende wurde von
W.F. Osgood betrachtet?).

Wir beschrinken uns z. B. auf die positive Halbebene (alle Punkte
oberhalb der x-Achse) und machen an bestimmten Stellen geradlinige
Einschnitte senkrecht zur x-Achse (Abb. 61),
die wir im Gegensatz zu den sonstigen Punkten
der Halbebene nicht mit zum Bereich zdhlen
wollen. Nunmehr denken wir uns die Zahl
dieser Einschnitte stets groSer werdend.
Wenn sie nur in keinem Abschnitt der x-Achse
tiberall dicht liegen, gibt es immer noch

Streifen des Bereiches, die sich zwischen den Abb. 61.
Einschnitten hindurch an die x-Achse heran-

ziehen. Dal es solche nirgends dichte und dabei perfekte Mengen von
der Michtigkeit des Kontinuums gibt, sahen wir frither; man erinnere
sich an die Grenzpunkte auf dem Orthogonalkreis unserer automorphen
Figur. Wir sehen also, daB8 ein Kontinuum auch unendlich viele Ein-
schnitte besitzen kann, die sich so gruppieren, wie die Punkte einer
nirgends dichten, aber trotzdem unendlichen und dabei perfekten
Menge!

1) [In der neueren Topologie versteht man nach Canfor unter einem Kontinuum
eine nicht nur aus einem Punkt bestehende abgeschlossene zusammenhingende
Menge. Das im Text definierte ,,ebene Punktkontinuum' ist begrifflich identisch
mit einem zusammenhingenden Gebiet der euklidischen Ebene.]

2) Vgl. z. B. Transactions of the Amer. Math. Soc. Bd. 1 (1900), S. 310—311.

8*
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Diese vier Beispiele zeigen uns, wie mannigfaltig die Begrenzung
eines Bereiches (die man doch gewohnlich kurzweg als Kurve voraus-
setzt) sein kann, so daBl wir dem heutigen Stande der Wissenschaft
entsprechend sagen miissen?):

Ein Kontinuum kann Grenzen der allevverschiedensten Avt haben, und
eine Kurve kurzweg als Gremze eines Bereiches zu definierven, ist vollig
unzuldssig, natiirlich nur im Gebiete der Prizisionsmathematik, wo wir
es mit den auf Grund des modernen Zahlbegriffs idealisierten Gebilden,
hier speziell mit den idealisierten Gebilden der Raumanschauung zu
tun haben. Wie definieren wiv denn nun eine Kurve ? Dazu macht man
folgenden Ansatz:

Man gibt eine Variable ¢, die alle Werte eines abgeschlossenen Inter-
valls @ =< ¢ = b durchlaufen soll und setzt die Koordinaten eines Punktes
gleich eindeutigen und stetigen Funktionen dieser Hilfsvariablen, also
x = @(t), vy = y(f); von der solcherweise definierten Punktmenge sagt
man, daB sie eine Kurve bildet. In freie Worte gefaBit, lautet also die
Definition einer Kurve:

Eine ebene Kurve ist eine Punktmenge dey Ebene, die ein eindeutiges
und stetiges Bild eines abgeschlossenen Intervalls einer Geraden ist.

Unwillkiirlich mischen sich ibrigens bei einer solchen Definition
der Kurve durch einen Parameter ¢ mechanische Auffassungen ein. Man
kann ¢ als Zeit fassen (woher auch die gewdhnliche Bezeichnung durch
den Buchstaben ¢ riihrt) und sagen: Wahrend der Parameter ¢ die Zeit
von a bis b durchliuft, durchliuft der Punkt x = @ (f), y = v () die
Kurve. Oder anders gefaB3t: Die Kurve ist die Bahn eines Punktes, der
sich wihrend eines Zeitintervalls stetig bewegt. Dies ist alles sehr leicht
zu verstehen. Schwieriger wird es, wenn wir nach den gestaltlichen Ver-
hilinissen fragen, die bei einer so definierten Kurve auftreten kénnen.

Ich muB hier insbesondere auf eine Entdeckung von Peano aufmerk-
sam machen, die er 1890 verdifentlichte?) und die von Hilbert 1891
geometrisch erldutert wurde3). Es handelt sich um die Bemerkung,
daf eine durch die esndeutigen und stetigen Funktionen x = @ (f), v = v (t)
definierte Kurve ein ganzes Flichenstiick vollig bedecken kann. Kurven
dieser Art nennt man Peano-Kurven; es ist nicht schwer, sich ein Bei-
spiel einer solchen Kurve zu bilden.

Ich sage zunichst, was mit einer solchen Kurve nicht gemeint ist.
Es konnte nimlich jemand, wenn er von dem Peanoschen Ergebnisse
hort, auf die Verhiltnisse bei den Epizykloiden als etwas Altbekanntes
hinweisen.

1) [Vgl. hierzu und zu dem Folgenden A4. Rosenthal: {iber den Begriff der
Kurve. Unterrichtsblatter fiir Mathematik u. Naturwissenschaften Bd. 30 (1924),
S. 75—79. Vgl ferner FuBnote 1) auf S. 124.]

2) Math. Annalen Bd. 36 (1890), S.157—160.

3) Math. Annalen Bd. 38 (1891), S.459——460.
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Lassen wir auf einem Kreis mit dem Radius R einen anderen mit
dem Radius # abrollen und nehmen das Verhiltnis 7% irrational, so
beschreibt ein auf dem Umfang des abrollenden Kreises beliebig, aber
fest gewihlter Punkt eine Epizykloide, die sich niemals schlieft und
infolgedessen den ringférmigen Bereich, in dem sie liegt, mit Einschluf3
seiner Begrenzung tiberall dicht be-
deckt (Abb. 62). Das heiit jedoch
nicht, daB jeder Punkt dieses Be-
reiches auf der Epizykloide liegt,
sondern nur, daB wir ihm so nahe
kommen konnen, wie wir wollen,
wenn wir von der Anfangslage des
erzeugenden Punktes aus auf der
Kurve geniigend weit entlang gehen.
Es ist nicht schwer, auf der Be-
grenzung und im Inneren Punkte
anzugeben, die von der Epizykloide
nicht erreicht werden.

Der erzeugende Punkt sei bei Be-
ginn der Rollbewegung Beriihrungs-
punkt zwischen festem und bewegtem Kreis, habe also die in unserer
Abbildung durch o bezeichnete TLage. Wir denken uns nun auf dem
festen Kreis die Punkte p markiert, die von o um einen Bogen von der

Linge % 2@ R abstehen, m und » als ganze Zahlen vorausgesetzt.
Da bei irrationalem if— die Lange % 27 R inkommensurabel zum Um-

fange 227 des abrollenden Kreises ist, kann keiner der Punkte p auf
der Epizykloide liegen. Nehmen wir ferner denjenigen zu unserem
festen Kreise konzentrischen Kreis %, auf dem aufeinanderfolgende
Epizykloidenzweige Bogen von der konstanten Linge b abgrenzen, so
muf3 b inkommensurabel zum Umfange » dieses Kreises sein. Wire
das nicht der Fall, miiBte sich, wie man leicht erkennt, die Epizykloide
schlieBen. Es sei a ein auf % liegender Zykloidenpunkt und ¢ ein anderer

Punkt auf 2, der von @ um den Bogen ZZ— u absteht, m und # wieder als

ganze Zahlen vorausgesetzt. Wie oft auch die Bogenlidnge b von a aus
auf % abgetragen wird, der Punkt ¢ wird nicht erreicht. Er liegt also
nicht auf der Epizykloide.

Also realisiert diese Kurve, wie interessant sie auch an sich sein
mag, nicht das, wovon in dem Peanoschen Satz die Rede ist, indem bei
Peano eine Kurve hergestellt werden soll, die jeden Punkt eines Flachen-
stiicks fiir einen bestimmten Wert von ¢ wirklich erveicht.

Nun gleich zur geometrischen Erliuterung der Peano-Kurve!

Wir wihlen als Beispiel eine Kurve aus, die das abgeschlossene
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quadratische Intervall 0 =<x =1, 0=y =1 der xy-Ebene vollstindig
bedeckt. Diese Kurve definieren wir als Grenzkurve C,, einer Kurven-

Yy

77

&

a

Abb. 63.

folge C;,C,,Cy... Dabei sei C; die vom
Koordinatenanfangspunkt 0,0 nach dem
Punkt 1,1 gehende Diagonale des Quadrats
(Abb. 63). Als Parameter ¢ fithren wir, vom
Punkt 0,0 aus messend, die durch ]/2 divi-
dierte ,,Bogenlinge” von C, ein. Als Funk-
tionen ¢, (f) und 1w, (f) ergeben sich dann
x=1¢, y=1t,wenn ¢ das Intervall 0 = ¢ =
durchlduft (vgl. Abb. 64).

Jetzt kommt nun der entscheidende
Schritt, der uns C, liefert. Wir behalten

den Anfangspunkt und Endpunkt der Diagonale bei, teilen das Quadrat
in 9 kleinere Quadrate und fithren fiir C, statt der groBen Diagonale 9
Kkleinere ein, die in diesen neuen Quadraten liegen!), und die so anein-

val

y andergereiht sind,
wie Abb. 65 zeigt.

I 209)

Die  Abbildung
weist an den
Stellen, an denen
%), die Kurve von
einem Teilquadrat
in ein anderes
ubertritt, Abrun-

b

dungen auf, damit

[N

7

Abb. 64. sich die Aufein-

anderfolge der ein-

zelnen Teile der gemeinten Kurve besser verfolgen 14Bt. Man erkennt,
daB zwel Punkte im Innern des groBen Quadrates, nimlich der den
Quadraten 1, 2, 5, 6 und der den Quadraten 4, 5, 8, 9 gemeinsame

g

&

4.

37

0

Abb. 65.

Eckpunkt, von C, zweimal durchlaufen wer-
den. Die neue Kurve ist offenbar dreimal

so lang wie C,, hat also die Linge 3 }2.
Definieren wir den Parameter ¢ als durch
3 V2 dividierte Bogenlinge von C,, so er-
halten wir fiir x = @, (), v =, (f) die in den
Abb. 66 und 67 dargestellten Streckenziige (da-
bei lduft ¢ wieder von 0 bis 1). Die Kurve ¢,
entsteht dann dadurch aus v,, dall man diese
im MaBstab 1:3 verkleinert und dreimal

1) Statt 9 kénnten wir ebensogut, ohne daB sich etwas Wesentliéhes anderte,

das Quadrat einer ungeraden Zahl >3 nehmen.
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lings der Diagonalen ¢, nebeneinander zeichnet. Die Kurve v, ihrer-
seits erwdchst dadurch aus ¢,, dafl man dieses seitlich auf  des Aus-
gangsquadrates zusammendriickt und die entstehende Figur bzw. ihr
durch Spiegelung an einer vertikalen Geraden gewonnenes Bild drei-
mal alternierend nebeneinander stellt.

Den Ubergang von Cq zu C, wiederholen wir nun in jedem unserey
neun kleineren Quadvate und fahren so unbegrenzt fort.

Wie wir von C, zu C, durch Neunteilung des Quadrates {ibergingen,
so gehen wir von C, zu C,; durch weitere Neunteilung der einzelnen
Quadrate und ersetzen jede bisherige Diagonale durch einen gebrochenen
Linienzug, der entweder die urspriingliche Kurve C, selbst oder ein
Spiegelbild von ihr in verkleinertem MaBstabe darstellt [Abb. 68].

Ahnlich verfahren wir, um C, herzustellen, und so fort.

Wollen wir nunmehr dem Friiheren entsprechend y = ¥, (f) zeichnen,
so teilen wir das Intervall 0 = ¢ =<1 in 9 Teile und ebenso das Intervall
0 = y =1 und erhalten dann eine Kurve v, (f), die aus 27 geradlinigen
Stiicken besteht, deren jedes selbst wieder aus 3 einzelnen Stiickchen
(Gliedern) zusammengesetzt ist, so daBl wir im ganzen 81 Glieder haben,
entsprechend den 81 Diagonalstiicken der Kurve C; [Abb. 69%)].

1) [Man denke sich in Abb. 69 jedes der neun gezeichneten Teilquadrate
wie in Abb. 68 unterteilt.]
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Vergleichen wir iibrigens ¥; mit ¢,, so kénnen wir sagen, ¥, er-
wichst aus @, wie ¥, aus @;.

Die Kurve ¢4 erwichst nun wieder, indem man die eben gezeichnete
Kurve w,, nachdem sie im MaBstab 1:3 gezeichnet ist, lings der
Diagonalen ¢, ansteigend dreimal aneinanderreiht.

Man kann aber auch @z aus @, und ¥, aus vy, ableiten. Allgemein gilt:

Um von ¢, zu ¢, (oder von vy, zu v, fiir # &1 zu schreiten,
zerlege man erstlich jede geradlinige Seite von ¢, (oder y,) in 3 gleich
lange Glieder und ersetze dann jedes geradlinige Glied durch einen

dreizackigen Haken, der mit ihm den An-

fangs- und Endpunkt gemein hat (Abb. 70).
Dieses Fortschreitungsgesetz fiir die Kurven
Abb. 70. @, und v, erinnert an dasjenige fir die Teil-
kurven der Weierstrafischen Kurve, nur dalB} statt
der Sinusschwingungen hier geradlinig-zackige Schwingungen {iiberein-
andergelagert werden. Die Hohe dieser Zacken wird, je groBer # wird,
immer unbedeutender, die Breite aber nimmt unverhiltnismiBig viel
rascher ab, so daf} die Zacken ihrer Gestalt nach immer steiler und steiler

werden?).

Ich versuche nun, die Grenzkurven ¢, ¥, C. etwas genauer
zu schildern. '

Nennen wirAnfangs-, Endpunkt von ¢, und v, und die Stellen, in denen
die verschiedenen geradlinigen Stiicke dieser Kurven aneinanderstoflen,
Gelenkpunkte (so daBl y; und @; je 82 Gelenkpunkte haben), so haben
wir in diesen Gelenkpunkten durchweg Punkte, die auch zu ¢,,; und
Y,.1 und zu allen folgenden Kurven gehdren. Die Kurven ¢, bzw.
Yoo sind iiberall dicht von solchen Gelenkpunkten besetzt. Wir bekom-
men also ein vollstdndiges Bild der stetigen Kurven ¢, und v, indem
wir uns fiir steigende Werte von # die jedesmaligen Gelenkpunkte der
Kurven ¢,, v, konstruiert denken und beachten, daB diese in ihrer
Gesamtheit der Grenzkurve angehéren.

Gehen wir nun zu den Kurven C, zuriick, so entsprechen, Anfangs-
und Endpunkt ausgenommen, den Gelenkpunkten der Kurven ¢, und v,
die Knickpunkte, in denen die Diagonalen sich unter rechtem Winkel
aneinandersetzen und die (soweit es sich um Knickpunkte im Inneren
des Ausgangsquadrates handelt) mehrfache Punkte der C, sind und es
auch fiir die C,, werden. Die bei einer C, auftretenden Knickpunkte
bleiben bei allen folgenden €, (n > n,) ungeindert erhalten, nur da@
immer mehr Knickpunkte dazwischengesetzt werden.

Dap nun die Kurve Co, das Quadrai 0=x=1, 0=y =1 voll-
stindig bedeckt, kann man so beweisen: Zur Konstruktion von C, hatten

1) [Die Stetigkeit der Funktionen ¢o und ¥, wird auf S. 122 bewiesen. — Trotz
ihrer Stetigkeit sind sie nicht differenzierbar, also ,,Weiersirafsche Funktionen'.
Vgl. hierzu L. Bieberbach: Differentialrechnung, 2. Aufl. Leipzig 1922, S. 107—111.]
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wir das Quadrat in neun gleiche Teilquadrate eingeteilt, zur Konstruk-
tion von Cj jedes dieser Teilquadrate wiederum in neun gleiche Quadrate
usw. Jedem der Teilquadrate entspricht ein auf der Strecke 0 =17=1
liegendes Teilintervall. Nun koénnen wir einen beliebigen, auf dem Rande
oder im Inneren des urspriinglichen Quadrats liegenden Punkt @ als
Grenzpunkt einer unendlichen Folge ineinandergeschachtelter Quadrate
ansehen, deren Diagonalen [, mit wachsendem # unbegrenzt gegen 0
abnehmen. Dieser quadratischen Intervallschachtelung entspricht, wie
ein Blick auf unsere Abbildungen lehrt, eine lineare Intervallschachtelung
auf der ¢-Achse, die einen Punkt P des Intervalls 0 =<¢ =1 definiert.
Es existiert also mindestens ein Parameterwert ¢,, der den Punkt Q liefert.
Dieser mul3 daher der Peano-Kurve C,, angehéren. Wir kénnen nun
weiter im Anschluf} an unsere Abbildungen leicht beweisen, dal zu jedem
t-Wert nur esn Punkt der Peano-Kurve gehort, daBl also die durch sie
vermittelte Abbildung der Strecke 0 = ¢ = 1 auf das Quadrat 0 = x =<1,
0=y =1 eindeutig ist. Zum Beweise fithren wir folgende Zahlung
der Teilintervalle ein:

I. Zshlung fiir die Teilintervalle der Strecke 01.

Die bei der ersten Teilung T, entstehenden Intervalle zihlen wir
von links nach rechts und nennen sie

Sy, 09y v, 0.

Bei der zweiten Unterteilung 7', wird jedes 0, in neun gleiche Teile
geteilt, und die neuen Teilintervalle wiederum von links nach rechts
zdhlend, erhalten wir in d, die Teilintervalle

011, 0 )

. 115 %125 -+ -5 19,

in 6, s 5
315 Ogps -+ - » Oag,

me, s
Og1» Ogays - - -5 Ogg-

Teilungs- wie Zahlungsprozel denken wir uns unbeschrinkt fortgesetzt.

Ist ein Punkt P der Strecke 01 nicht Intervallendpunkt irgendeiner
Unterteilung, so gibt es eine und nur eine Intervallschachtelung, die
ihn festlegt. Ist Punkt P aber Endpunkt eines Teilintervalls, so gibt
es (aufler fiir die Punkte 0 und 1) zwei ihn definierende Intervallschachte-
lungen. Von diesen enthilt von einer gewissen Unterteilung ab die eine
nur die rechts an P anstoBenden, also mit 1 endigenden, die andere
nur die nach links an P anstoBenden, also mit 9 endigenden Intervalle.
Z. B. wird der rechte Endpunkt von 6,, sowohl durch die Schachtelung

61’ 612’ 6129-‘ 61299’ e
als auch durch die Schachtelung

015 0135 Oyars Orgiys - - -
definiert.
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II. Zahlung fir die Teilintervalle des Quadrates iiber 0.
Die bei der ersten Unterteilung entstehenden neun Teilquadrate
numerieren wir, wie Abb. 65 zeigt, von 1 bis 9 und nennen sie

Nis> Nas -5 M-
Diein 7, bei der zweiten Unterteilung entstehenden Quadrate werden mit

bezeichnet. Mrs Mr2s v 7o r=123....9

Bei der Numerierung dieser 81 Quadrate beachten wir folgende
Vorschriften: a) Ohne ein Teilquadrat zweimal zu passieren und ohne
einen Sprung zu machen, werden erst die Quadrate von 7,, dann ebenso
die von 7, usf. mit den Nummern 1 bis 9 versehen. b) Auch beim Uber-
gang von 7, zu 1,, allgemein von 7, zu 9, ,,, machen wir keinen Sprung,
so daB das mit 9 bezifferte Teilquadrat von 7, und das mit 1 bezifferte
von 7,,, eine Seite gemeinsam haben (vgl. Abb. 68).

Teilungs- und Numerierungsproze denken wir uns unbeschrinkt
fortgesetzt.

Man erkennt: Jedem linearen Intervall dy,,,,...,q, entspricht ein
und nur ein quadratisches Intervall %4, 4,,...,s, und mithin jeder
Intervallschachtelung (d) nur esne Intervallschachtelung (1). Ist dem-
nach ein auf 01 liegender Punkt P nicht Endpunkt eines Teilinter-
valles, so gehort zu ihm nur es# Bildpunkt Q im Innern des Quadrates.
Dies ist sicher auch der Fall, wenn P in 0 oder in 1 liegt. Ist P sonst
Endpunkt eines Teilintervalles und sind () und (§’) seine beiden Inter-
vallschachtelungen, so legen gemifl der Zihlungsvorschrift b) die
ihnen entsprechenden quadratischen Schachtelungen (%) und (n’) eben-
falls nur einen Punkt Q fest. Damit’ist bewiesen, daB jedem Para-
meterwert ¢ nur esn Punkt der Peano-Kurve entspricht.

SchlieBlich sei noch der Beweis fiir die Stetigkest der Funktionen
X = @y (%), ¥y = Po(x¥) und also der Peano-Kurve selbst erbracht.
P und P’ seien zwei auf der Strecke 01 liegende Punkte, ¢ und ¢ ihre
Parameterwerte, (6) und (&') ihre Intervallschachtelungen. Ist ¢
bzw. ¢ Endpunkt eines Teilintervalles, so bedeute (6) bzw. (6') immer die
linke Intervallschachtelung; den Fall, daB ¢ oder # im Nullpunkt
liegen, schlieBen wir vorderhand aus. Die Schachtelungen (6) und (')
mogen # Teilintervalle gemeinsam haben. Sind nun Q und Q' die auf
der Peano-Kurve liegenden Bildpunkte von ¢ und #, () und (%)
ihre quadratischen Intervallschachtelungen, so ist die Anzahl der ()
und (n') gemeinsamen Teilquadrate ebenfalls #. Lassen wir ¢ sich ¢,
unbegrenzt nahern, so wichst # unbeschrinkt und gleichzeitig nimmt
deshalb die Minimallinge der () und (J") gemeinsamen Intervalle un-
begrenzt gegen Null ab. Da aber mit wachsenden # die Diagonale
der Teilquadrate unbegrenzt kleiner wird, ergibt sich:

Q0 —~o0 fir P — P.
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Damit ist die Stetigkeit der drei Kurven ¢ (), ¥ (f), Co fiir alle
Stellen des Intervalles 01 bewiesen. (Die Erledigung fiir den Fall, daB P
im Nullpunkt liegt, ist trivial.)

Wir gehen nunmehr an folgende natiirliche Fragestellung heran:

Die Peano-Kurve ist doch nicht dem #dhnlich, was man im gemeinen
Leben eine Kurve nennt. Wie muf ich daher die Definition x = @ (),
y = () einer Kurve einengen, bzw. welche Haupteigenschaften muf ich
von einer so definierten Kurve verlangen, damit wiv ein Analogon zuy
empirischen Kurve erhalten? Diese Frage hat in einfacher Weise C. Jordan
in seinem Cours d’analyse beantwortet:

Unsere Peano-Kurve hatte unendlich viele Knickpunkte und damit
auch unendlich viele Doppelpunkte (die genauere Uberlegung zeigt,
daB sogar unendlich viele dreifache und vierfache Punkte auftreten);
die Argumente ¢ im Intervalle 0 ==¢=1, fir welche ein mehrfacher
Punkt eintritt, liegen iiberall dicht. C. Jordan verlangt nun, daB die
durch die Formeln x = @(f), y = w(¢) definierte Kurve im Inneren
des Definitionsintervalls keinen mehrfachen Punkt besitzt, d. h. daB
nicht zwei oder mehr Werte #,, 4,, ..., (@ <t;, < b, a <<ty <<b,...)
existieren, fiir welche gleichzeitig

pl) =9l), vt)=v),...

ist. Fiir die Intervallendpunkte a und & wird diese Bedingung nicht
vorgeschrieben. Ist sie auch fiir diese Punkte erfiillt, so nennt man
das zu ¥ = @(f), v = y(f) gehorige Kurvenbild eine offene Jordansche
Kurve. Ist aber ¢ (a) = ¢ (b) und v (a) = v (b), so fallen Anfangs- und
Endpunkt der Kurve zusammen, und man nennt die Kurve eine ge-
schlossene Jordansche Kurve. Eine offene Jordansche Kurve ist dem-
nach ein umkehrbar eindeutiges und stetiges Abbild einer Strecke, eine
geschlossene Jordansche Kurve ein umkehrbar eindeutiges und stetiges
Abbild eines Kreises.

Es gilt nun der fiir die Analysis- fundamentale Satz:

Jede geschlossene Jordansche Kurve teilt die Ebene in zwei zusammen-
hingende Gebiete, deren gemeinsame Grenze sie ist.

Um klarzumachen, daB der Satz nicht selbstverstiandlich ist, be-
merke ich: Das Paradoxe bei der Peano-Kurve liegt durchaus nicht in der
Sache, sondern in der Ausdrucksweise, dafi wiv nimlich bei thr das Wort
Kurve' in etnem allgemeineren Sinne gebrauchen als zulissig ist, wenn wir
die Analogie mit der empivischen Kurve festhalten wollen. Um den Gegen-
satz der Jprdanschen Entwicklungen moglichst deutlich hervortreten
zu lassen, will ich vorab nicht von einer Jordan-Kurve, sondern einer
Jordanschen Punktmenge sprechen, von der wir dann zeigen, daB sie,
was die Zusammenhangs- und Zerlegungsverhilinisse betrifft, mit den
gewdhnlichen Kurven der empirischen Geometrie iibereinstimmt. In
der Tat, sagt man kurzweg: Jede durch x = @(f), v = w(f) definierte
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geschlossene Kurve, die der Jordanschen Bedingung geniigt, trennt die
Ebene in einen duBeren und inneren Bereich, so klingt das trivial. Der
Grund hierfiir liegt darin, daBl man das Wort Kurve hierbei unwillkiir-
lich in zweierlei Bedeutung auffaB3t. Vielmehr sollte man ausfithrlicher
folgendermaBen sagen: Ausgehend von dem empirischen Gebiete, wo
es einfach klar ist, daB jede geschlossene Kurve die Ebene in einen
duBeren und inneren Bereich trennt, haben wir zu fragen: Wie ist im
Idealgebiete die Definition einer Punkimenge x = @ (f), v = y(f) einzu-
schrdnken, damitwiv einen analogen Satz evhalten) ? Die Antwort ist: Zu dem
Zwecke sind x = @ (t), y = (t) den Jordanschen Bedingungen zu unterwerfen.
Hinterher mag man dann eine solche Punktmenge eine Kurve nennen!
Damit ist die Bedeutung des Satzes selber gegeben. Was den Beweis an-
geht, so referiere ich nur kurz die Hauptgesichtspunkte, da man die ge-
nau zu iiberlegenden Details besser in Jordans Cours d’analyse nachliest.

Wir denken uns eine Punktmenge x = @ (f), vy = v (f) gegeben, die
den Jordanschen Bedingungen entspricht. C. Jordan beginnt dann
damit, eine unendliche Folge geradliniger Polygone P,, P,, Ps, ...,
von denen jedes folgende das vorhergehende umschlieft und keines im
Inneren einen Punkt der Menge enthilt, zu konstruieren und weiter eine

1) [Der neue auf S.114 erwiahnte Dimensionsbegriff gestattet auch, das Problem
einer verniinftigen Kurvendefinition zu erledigen: Eine Kurve ist ein kompaktes
eindimensionales Kontinuum. Dabei heiit ein Kontinuum K kompakt, wenn jede
unendliche Teilmenge aus K einen Haufungspunkt besitzt, der natiirlich, da ein
Kontinuum eine abgeschlossene Punktmenge ist, zu K gehért. Von der naiven
Anschauung ebenfalls als Kurve angesprochene wnichtkompakte eindimensionale
Kontinua (Parabel) lassen sich den soeben erklarten ,,allgemeinen‘* Kurven durch
Hinzufiigen des Punktes ©© unterordnen.

Dieser Kurvenbegriff, nach dem in Ubereinstimmung mit der Anschauung
solche Punktmengen wie die Peanoschen nicht als Kurven anzusprechen sind,
ist die Verallgemeinerung des Begriffs der Cantorschen Kurve, unter der man ein
keine inneren Punkte besitzendes beschrianktes Kontinuum der euklidischen
Ebene versteht. An Literatur iiber Kurventheorie sind u. a. zu nennen: K. Menger:
Grundziige einer Theorie der Kurven. Math. Ann. Bd. 95 (1925), S.277—306,
sowie weitere in dieser Zeitschrift, den Amsterdamer Proceedings und den Funda-
menta Mathematicae erschienenen Arbeiten. Die betreffenden Urysohnschen
Untersuchungen haben im 2. Teil des ,,Mémoire sur les Multiplicités Cantoriennes‘
(Verhandelingen der Amsterdamer Akademie 1927) ihre Darstellung gefunden.
SchlieBlich sieche noch P. Alexandroff: Uber kombinatorische Eigenschaften
allgemeiner Kurven. Math. Ann. Bd. 96 (1926), S. 512—554.

Jede Kurve in einem wenigstens zweidimensionalen euklidischen Raum ist
Grenze eines Gebietes, namlich des zur’ Kurve komplementiren; doch zeigen
einfache Beispiele, daf8 die Umkehrung nicht gilt. Bemerkt sei noch, daB in der
euklidischen Ebene in einem gegeniiber dem alten erweiterten Sinne die ge-
schlossenen Kurven als solche Gebietsgrenzen definiert werden, die beschrankte
Kontinua bilden, die Ebene in wenigstens zwei Gebiete zerlegen und die gemeinsame
Grenze aller dieser Teilgebiete sind. Die alten (Schoenfliesschen) geschlossenen
Kurven sind unter diesen allgemeinen geschlossenen als ,,regulare’ dadurch
ausgezeichnet, daB sie die Ebene in genau zwei Gebiete zerlegen (vgl. die vorhin
erwidhnte Arbeit von P. Alexandroff).]
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andere unbegrenzte Folge Pj, P, Pg, ... von Polygonen, in deren
AuBerem kein Punkt unserer Menge zu finden ist und bei denen
jedes Polygon das vorhergehende ausschlieBt (Abb. 71). DaB ein
geradliniges Polygon die Ebene in
2 Bereiche teilt, wird nun bei Jordan
aus der Elementargeometrie als be-
kannt angenommen, ist aber ebenfalls
spiter bewiesen worden/ Polygonsatz]?*).

Nachdem man diesen allgemeinen
Gedanken hat, wird dann weiter ge-
zeigt, daB} jeder Punkt, der der Menge
nicht angehért, in eines der Polygone
P bzw. P’ hineinkommt, und daB schlieBlich die Punkte unserer
Menge selbst als Hiufungspunkte der beiden Polygonfolgen P, und
P, ibrigbleiben.

Bei diesem Beweisgange bildet die Anschauung von den empirischen
Kurven her den Wegweiser. Jede einzelne Aussage ist aber logisch auf
Axiome zu stiitzen, wobei sich als Kern der moderne Zahlbegriff ent-
puppt. Das Resultat kann auch so gefalit werden: Fiir das Grenzgebilde
der Polygonumfinge gilt, was filv die Polygonumfinge selbst gilt.

Man kann den Jordanschen Satz mit dem zu Anfang der Vorlesung
mitgeteilten Satz in Parallele stellen, daf} eine stetige Funktion zwischen
zwei Werten, die sie annimmt, auch alle Zwischenwerte erreicht. Genau
so errichtet die geschlossene Jordan-Kurve zwischen ihrem Inneren
und AuBeren eine liickenlose Schranke.

Aus dem Vorherigen ist klar, daB wir unsere Jordansche Punkimenge,
was die Zusammenhangs- und Zerlegungsverhiltnisse betrifft, mit dem
Namen Kurve belegen kénnen. Wird sie aber auch in anderen Be-
ziehungen Analogien mit der gewohnlichen Kurve aufweisen?)? Mit
anderen Worten: Kénnen wir bei der Jordan-Kurve von Bogenlinge,
Tangente, Kriimmungsradius sprechen, oder welche Einschrinkungen
hinsichtlich ¢, ¥ miissen noch hinzukommen, damit dies moglich ist ?
(Nattirlich miissen dann bei der Punktmenge der Prézisionsgeometrie
statt der nur angeniherten Auffassung im empirischen Gebiet ent-
sprechende scharfe Definitionen zugrunde gelegt werden).

Wir gehen zunichst auf die Frage nach der Bogenlinge einer Jordan-
schen Kurve ein.

) [Vgl. B.v. Kerékjirié: Vorlesungen tiber Topologie I. Berlin 1923, und tber
neuere Beweise des Jordanschen Kurvensatzes die Angaben bei G. Feigl, Uber einige
Eigenschaften der einfachen stetigen Kurven Teil I, Math. Zschr. 27 (1927), S. 161.]

2) [{Oben sind eine ganze Reihe von Begriffen wie ,,Erreichbarkeit”, ,,Un-
bewalltheit®, ,,zusammenhéngend im kleinen®, ,,irreduzibles Kontinuum®, die in
der modernen Topologie bei der Behandlung des Xurvenbegriffs eine hervor-

ragende Rolle spielen, nicht behandelt; beziiglich ihres Studiums sei auf den
Enzyklopadieartikel Rosenthal und daseben zitierte Buch von Kerékjarté verwiesen. ]
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Wir teilen das endliche Intervall @ << ¢ < b fir ¢ irgendwie in Teil-
intervalle 4,¢, A,¢, ...und bekommen diesen Zuwiichsen entsprechend
fitr x und y die Inkremente A, %, 4;v; 4,%, 4,9y, . . . Die entsprechenden
Punkte der Jordanschen Menge verbinden wir geradlinig, so daB die
Liange der aufeinanderfolgenden Strecken

VAiwd 4+ 4,97 Vdex® + 4,97 ..

wird. Wir legen nun unserer Punktmenge eine Bogenlinge bei, wenn
der Umfang des so konstruierten geradlinigen Polygons, d. h.

2 YA, + 4,57

fiir den Fall, daB man das Intervall ¢ =¢=0 in immer zahl-
reichere und unbeschrinkt kleiner werdende Teile zerlegt, unab-
hingig von der Art der Intervalleinteilung einem endlichen Grenzwert
zustrebt.

DaB dies nicht ohne weiteres nétig ist, sehen wir an dem Beispiele
der Peano-Kurve, bei der doch unsere Frage nach der Bogenlinge,
nachdem wir einmal die Kurve durch einen Parameter ¢ dargestellt
haben, durch das Auftreten der Doppelpunkte nicht beriihrt wird.
Hier haben wir fiir C, die Lange ]E, fur C, 3]/5, fir Cy 972, ...,
fir C, 371 |/2, ... und es ist sonach klar, daf} die Linge der ge-
radlinigen Polygone C,, die je in Gelenkpunkte unserer unendlichen
Punktmenge eingespannt sind, mit wachsender Seitenzahl keineswegs
einem endlichen Grenzwert entgegengeht, sondern iiber alle Grenzen
wichst.

Auch hier will ich die Beschrinkungen, die wir den Funktionen
@ und y auferlegen miissen, damit der Jordanschen Punktmenge eine
Bogenlinge zukommt, ohne Beweis angeben, indem ich nur auf den
springenden Punkt aufmerksam mache.

Ich muB dazu einen in der modernen Funktionentheorie viel-
gebrauchten Begriff einfithren, namlich den der Funktion von beschrinkter
Schwankung. Eine Funktion f(x) ist im Intervall @ == x = b von be-
schrinkter Schwankung, wenn fiir jede Intervallteilung a = x, < x; << %,
o< %, <x, =0 die Summe

[F(x1) — [ (%) | + |f(x2)“‘f(x1)l+

unter einer festen endlichen Schranke 4 bleibt.

Wir fragen wieder: Ist uns ein Beispiel einer Funktion bekannt, die
nicht von beschrinkter Schwankung ist? Ich erinnere an die beiden Funk-
tionen ¢ und %, deren Kurven wir bei dem Beispiel der Peano-Kurve als
Grenzen geradliniger gezackter Kurvenziige konstruierten. Hier ist so-
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L3
fort geometrisch ersichtlich, daB die Summe X|f(x,) — f(x,_,)| mit
wachsendem # iiber alle Grenzen wichstl). ' ‘

Was nun die Bogenlinge einer Jorvdan-Kurve betriffi, so bewerst
C. Jordan, daff eime solche im Simme unsever Definition herauskommt
dann und nur dann, wenn @ und W Funkiionen von beschrinkter Schwan-
kung sind.

Fragen wir weiter, wann die Jordan-Kurve eine Tangenie bzw. einen
Kriimmungskreis besitzt, so kénnen wir jedenfalls eine hinreichende
Bedingung angeben: Damit ndmlich unsere Punktmenge an jeder Stelle
eines gegebenen Intervalls eine Tangente und einen Kriimmungsradius
besitzt, ist jedenfalls ausreichend, daBl ¢ und w zweimal im Intervalle
differenzierbar sind?).

Wenn alle unsere gemnannten Einschrinkungen:

1. @ und v im Intervalle stetig,

2. ohne Doppelpunkte,

3. @ und ¥ von beschrinkter Schwankung,

4. eine endliche Anzahl » (v =2) von Malen differenzierbar
fir unsere Punktmenge erfillt sind, dann wollen wir sie in Hinsicht
auf die analogen Eigenschaften bei der empirischen Kurve kurzweg als
Kurve bezeichnen. Soll aber der Gegensatz zu der Peano-Kurve und
dhnlichen Gebilden betont werden, so werden wir von ihr als einer
reguldren Kurve sprechen. Oder noch priziser: Wir nennen die so
definierte Punktmenge zunéchst ein regulires Kurvenstiick. Eine regulire
Kurve soll dann aus endlich vielen solcher Stiicke zusammengesetzt sein
und kann daher auch wieder Doppelpunkte (in endlicher Zahl) besitzen.

Ich fiige noch hinzu, daB man auch vielfach als ein regulires Kurven-
stiick ein solches bezeichnet, das wir frither ,,glatt” nannten, also ein
solches, das in jedem seiner Punkte eine Tangente besitzt und die Eigen-

schaft hat, daB die Tangente beim stetigen -

; . -7
Fortschreiten entlang der Kurve sich ol N
stetig dreht (Abb. 72), was noch nicht P

soviel verlangt, wie das Vorhandensein /ﬁ\
eines Kriimmungsradius. Wir werden Abb. 72.

iiberhaupt unserer Definition der regu-
liren Kurve eine gewisse Elastizitdt lassen, indem wir unsere An-
forderungen an die ersten und hoheren Differentialquotienten von

1) [Funktionen von nicht beschrinkter Schwankung werden jetzt durch die
Untersuchungen von N. Wiener fiir die theoretische Physik wichtig (Theorie des
weiBen Lichtes). Vgl. N. Wiener: Verallgemeinerte trigonometrische Entwicklungen.
Nachr. der Ges. der Wiss. zu Gottingen aus dem Jahre 1925 (Berlin 1926), S. 151—158,]

2) Es ist dies nicht notwendig, weil man eventuell einen Parameter ¢, fiir den
dies der Fall ist, durch einen anderen Parameter #, = f(f) ersetzen kann, fir
den es nicht stimmt. Man hat nur f(#) als zwar monotone, stetige, aber nicht
differenzierbare Funktion einzufithren.
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@, v jeweils den Verhiltnissen anpassen. Im iibrigen erinnere ich an
die entsprechenden Entwicklungen des ersten Teils dieser Vorlesung,
die sich nur dadurch von den jetzigen unterscheiden, daBl wir uns auf
Punktmengen beschrinkten, die sich in der Form y = f(x) darstellen
lieBen. Wenn wir nach der jetzt gewahlten Ausdrucksweise eine reguldire
Kurve haben, so sprachen wir damals entsprechend von einer ,ver-
niinftigen Funktion.

Wir fragen weitergehend : Welche Bezichung besteht zwischen den nun-
mehr definierten Gebilden der Prizisionsmathematik und dem, was wir im
empirischen Gebiet kurzweg ,,Kurve' nenmnen ? Um hier Undeutlichkeiten
in der Sprechweise zu vermeiden, die dadurch hervorkommen, dafl
wir in beiden Gebieten das Wort Kurve gebrauchen, und um anderer-
seits mich kurz auszudriicken, will ich fortan in der Prazisionsmathe-
matik von der Idealkurve, der wir gegebenenfalls das Attribut ,,regulir
geben, im empirischen Gebiete von der empirischen Kurve reden.,

Ich behaupte:

Man wird zu einer empivischen Kurve allemal eine regulire Idealkurve
sich hinzudenken konnen, die mit thr in allen wesentlichen Eigenschaften,
die wiv oben bei den Kurven y = f(x) zur Sprache brachten, iibereinstimmt,
ndmlich soweit, als dies 1n Anbetracht der beschrinkten Genauigkeit der
empivischen Verhdlinisse tiberhaupt moglich ist.

Den Beweis denke ich mir in der Weise gefithrt, daB ich annehme,
es sei moglich, die empirische Kurve in eine endliche Anzahl solcher
Stiicke zu zerlegen, welche, je auf ein geeignetes Koordinatensystem
bezogen, durch eine Formel v = f(x¥) — auch was Richtung und ge-
gebenenfalls Kriimmung angeht — mit hinreichender Anndherung dar-
gestellt werden koénnen (vgl. die Auseinandersetzungen S. 51—52).
Wir haben also eine endliche Zahl von Koordinatensystemen

%11, XoVas -y XnYn

und in jedem derselben ein regulidres Stiick einer Idealkurve

Y= f1(%), Vo=fa(%), ..., Vo = fn(%n);

diese Stiicke schlieBen sich (vermdége der gegenseitigen Lage der Koordi-
natensysteme) mit Endpunkt und Anfangspunkt aneinander, so daB
ein zusammenhingendes Ganzes vorliegt. Wir fithren jetzt ein einheit-
liches Koordinatensystem XY und einen Parameter ¢ ein, dessen in
Betracht kommendes Intervall wir in # Teilintervalle zerlegen. Liegt
¢ im ersten Teilintervall, so nennen wir es #;, liegt es im zweiten, £, usw.
Die Kunst ist dann, die # Formeln

y1=rl(%), Vo = f2(%a) -+ Y = Ju(%n) ,
zu einem einzigen Formelpaar

=9, y=v(@
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derart zu verschmelzen, daBl fiir £ =1#, das Stiick y, = f,(x,), fiir
t =1, das Stiick y, = f5(%,), ... dargestellt wird. Und gleichzeitig
sollen @, ¥ in diesen Teilintervallen ebensooft nach #¢ differenzierbar
sein, wie bzw. f; nach x,, f, nach %,, . ... Dies aber wird sich in ein-
fachster Weise durchfithren lassen, wenn wir

ly = &% + By, by = 0% + By, ...

setzen und die Konstanten «, § hier so bestimmen, daB der Endwert
von ¢, (der dem rechten oder dem linken Endwert von x, entspricht) mit
dem Anfangswert von 7, (der dem linken bzw. rechten Endwert von x,
entspricht) zusammenfillt, ebenso der Endwert von £, mit dem Anfangs-
wert von f; usw.

Die hiermit skizzierte Entwicklung 148t die Moglichkeit offen, daf
die verschiedenen Idealkurvenstiicke y;= f; (%), Vo= /fs(%,), ..., die
wir aneinanderreihten, in ihren gemeinsamen Punkten verschiedene
Richtungen bzw. Kriimmungen darbieten. Dementsprechend wird die
vorgelegte empirische Kurve Punkte, in denen sich ihre ,,empirische
Richtung oder Kriimmung sprungweise #4ndert, in endlicher Zahl be-
sitzen diirfen. Die resultierende Idealkurve x =@ (f), v = w(f) ist
dann nattirlich mit den entsprechenden Singularititen behaftet.

Wir mégen den vorstehenden Uberlegungen noch ihre Umkehrung
hinzufiigen, indem wir fragen: Welche Eigenschaften der veguliven Ideal-
kurven x = @ (t), vy = @ (t) kommen fiir das empirische Gebiet in Betracht ?

Ersichtlich alle diejenigen, die erhalten bleiben, wenn wir die @, v
innerhalb solcher Grenzen, dieim einzelnen Falle vorgegeben sind, beliebig
abindern, d. h. diejenigen Eigenschaften, von denen die Approximations-
mathematik handelt. Wir kénnen di