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Vorwort. 
Umfassende Versuche haben die wichtigsten theoretischen Grundlagen del' 

Grundwasserbewegung weitgehend geklart.Als wesentliches Ergebnis steht fest, 
daB das DARcysche Gesetz einen groBen Giiltigkeitsbereich besitzt und daB 
auf diesel' Grundlage mit den Verfahren del' Behandlung komplexer Fimktionen 
und mit del' Entwicklung del' geeigneten Randbedingungen (freie Ober£1ache, 
Sickerstrecke) ebene Grundwasserstromungen mit befriedigender Genauigkeit 
untersucht werden konnen. 

~m 1. Teil del' vorliegenden Arbeit sind die theoretischen Grundlagen der 
Stromungslehre, soweit sie die Grundwasserbewegung betreffen, tinter kritischer 
Augabe des vielfaltigen Schrifttums zusammengestellt. Eine von Prof. Dr. WEINIG, 
Berlin, in del' Zeitschrift "Wasserkraft und Wasserwirtschaft" Jg.31 (1936) 
H.13 unter dem Titel "Graphisches Verfahren zur Ermittlung del' Sickerstro
mung durch Staudamme" angedeutete Methode zur Untersuchung von Potential
stromungen wird ausfiihrlich ausgearbeitet und begriindet. Da das heutige Schrift
tum nul' wenige, dem Bauingenieur zusagende Abhandlungen iiber eine rechneri
sche odeI' graphische Losung von schwierigeren, praktisch interessierenden Poten
tialstromungen bis zum Endergebnis aufweist, wurde den entwickelten Verfahren 
ein verhaltnismaBig umfangreicher Platz eingeraumt. Diese Verfahren sind im 
allgemeinen nicht nur bei del' Untersuchung von Grundwasserstromungen an
zuwenden, sondern auch bei der Betrachtung von Potentialstromungen, die bei 
Uberfallproblemen, in offenen Gerinnen und bei Stauerscheinungen an Pfeilern 
in Gerinnen mit gewissen Einschrankungen als vorhanden angesehen werden 
konnen. Das erwahnte WEINIGsche Verfahren ist insbesondere dann sehr wertvoll, 
wenn die Randbedingungen nicht in analytischer Form festgelegt werden konnen. 
Es ist dies meist und in ausgepragtem MaBe dann del' Fall, wenn die Stromungen 
nicht den Forderungen del' klassischen Hydrodynamik entsprechen, sondern durch 
Formwiderstande, Reibungseinfliisse, StoBverluste usw. beeinfluBt werden und 
den Gesetzen der Potentialtheorie nicht mehr innerhalb del' technisch festgelegten 
Randel' gehorchen, sondern unter Bildung von Ablosungsgebieten neue Randel' 
erhalten, die in del' Fliissigkeit selbst gebildet werden. 

Del' II. Teilder Arbeit befaBt sich mit verschiedenen Grundwasserstromun
gen. Jede einzelne wurde als besonderes, Problem ausgesucht und behandelt. Die 
Losung del' den jeweiligen Randbedingungen entsprechenden LAPLACEScheIi 
Differentialgleichung erfolgte mathematisch und graphisch odeI', wo eine rein 
mathematische Behandlung schwierig odeI' unmoglich wurde, rein graphisch. Als 
Hauptbeispiele wurden Falle del' Praxisausgesucht, fUr die auch Losungen durch 
einfachere Naherungen aufgestellt wurden. Die graphisch erhaltenen Ergebnisse 
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sind in den einzelnen Beispielen mit der dritten Dezimale angegeben, der aber 
keine Genauigkeit zuzumessen ist. Die graphischen lntegrationen wurden mit 
den bekannten Verfahren .durchgefiihrt. 

Der III. Teil bringt die Beschreibung einiger Versuche, mit denen die Brauch
barkeit der Verfahren iiberpriift wird. 

Die Abfassung der Arbeit ware mir nicht ohne das Entgegenkommen von 
Herm Prof. Dr.-lng. H. WITTMANN, Direktor des FluBbaulaboratoriums der 
Technischen Hochschule Karlsruhe, moglich gewesen, dem ich dafiir danke. 
Herm Prof. Dr.-Ing. P. Boss, Betriebsleiter des FluBbaulaboratoriums, schulde 
ich besonderen Dank fiir die Unterstiitzung durch seinen wertvollen Rat. 

Karlsruhe, im September 1942. 
MAX BREITENfiDER. 
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I. Theoretische Grundlagen der Stromungs]ehre, 
unter besonderer Beriicksichtignng der 

Grundwasser bewegung. 

A. Die Grundgleichungen. 
Eine Bewegung in einer Ebene liiBt sich zweckmaBig in die zwei Komponenten 

parallel zu den beiden Koordinatenachsen zerlegen. Bei stationarer Grundwasser
bewegung besteht nach der Erfahrung ein linearer Zusammenhang zwischen 
dem Standrohrspiegelgefalle und der Filtergeschwindigkeit und auch deren 
Komponenten. :pie Filtergeschwindigkeit ist bei den uns interessierenden Grund
wasserstromungen von Punkt zu Punkt verschieden. Sie ist eine von den Rand
beaingungen abhangige Ortsfunktion. 

Wenn s die Richtung der Filtergeschwindigkeit in einem Punkt ist, dann 
ist ds ein Element der Stromlinie. 

Die Standrohrspiegelhohe h setzt sich zusammen aus der geodatischen Hohe z 
und der Druckhohe ply 1. Das Standrohrspiegelgefalle J einer Stromlinie ist 
gleichdem negativen (aus rechnerischen Grunden) Differentialquotienten von h 
in der Richtung s: 

J = _dh 
ds . 

Die Stromung durch das PorengefUge ist im groBten Teil des Bereichs laminar, 
wobei es sich meist urn sehr feinkorniges Material handelt. Wir legen daher den 
gesamten Untersuchungen das von DARCY auf versuchstechnischem Wege er
mittelte Gesetz 

v = kJ 
zugrunde. 

kist der Bodenbeiwert oder die Durchlassigkeitszahl des Bodens. Ihre 
Dimension ist cm/sec oder m/sec. Wir nehmen bewuBt dabei Abweichungen 
zwischen gerechneten und tatsachlichen Stromlinien an einigenausgezeichneten 
Stellen in Kauf. Bei Anwendung eines versuchsmaBig aufzustellenden Wider
standsgesetzes in Potenzform 

J = av + bv 2 oder v = ex J{1 

wurden die Berechnungen un~.9:l~()~~~c()hw(')E~: Nach unseren AusfUhrungen ist: 

v=--k~~. 

1 Die kinetische Energiehohe 'v2j2g kann im allgemeinen wegen der Kleinheit der Ge
schwindigkeit vernachlassigt werden. Die Vernachlassigung wird in einigen besonderen 
Punkten unendlich groBe Geschwindigkeit in der Rechnung ergeben. 

Breitenoder, Grundwasserstromungen. I 



2 .Allgemeine Moglichkeiten zurLOsung d~r LAPLAcEschen Gleichung. 

Die' Geschwipdigkeitskomponenten in: den Richtungen der KOQrdinaten
achsen 'x und ysind u und v. Es· ist 

. k oh 
u = - iJx' 

iJk 
v =-'--k iJy 

Wiewirspater sehen werden, entsprechen diese Gleichungen im Aufbau del'l 
Grundgleichungen der Potentialfuuktionen. 

Auf die naheren Zusammenha~ge zwischen Grundwasserbewegung mid der 
Potentialbewegung einer idealen J!'liissigkeit solI hier nicht eingegang.en werden. 
Wichtig ist' das Vorhandensein einer formalen tThereinstimmung der beiden 
BewegungserschehIungen .. Wir erkalten dadurchdie Moylichkeit, die Potential
tkeorie zur L08Ung von GrundWa88eraufyaben zu verwenden. 

Die Bestimmung der Stromungsformen einer Grundwasserbewegung in fein
porigem Material besteht demnach in der Integration der Differentialgleichung 
von LAPLACE 

iJ2 h iJ2 h 
iJx2 +iJ y2=O. 

Wir'miissen jene Losung dieser Gleichung aufsuchen, die den besonderen Rand
bedingungen der jeweiligen Au~gabeentspricht. 

Schrifttum. FORCHHEIlIIER, PH.: Hydraulik. Leipzig: Teubner 1930. - DACHLER, R.: 
Grundwasserstromung. Berlin: Springer 1936 (mit weiteren Quellen). - EHRENBERGER, E.: 
Z. ost. Ing.- u. Archit.-Ver. 1928 H.9/1O insbes. S.74. 

B. Allgemeine Moglichkeiten zur Losung der ,LAPLAcEschen 
Gleichung. 

1. Die mathematischen Verfahren. 
Wir verwenden zur Losung der Differentialgleichung von LAPLACE die Hilfs

mittel, die uns die Funktionentheorie zur Verfiigung stellt. Doch sind die Ver
fahren der angewandten Mathematik noch nicht so weit durchgebildet, daB aIle 
in cler vorliegenden Abhandlung durchzufiihrenden Beispiele exakt mathematisch 
gelost werden konnten. Nicht allein, daB die erforderlichen Transformationen 
oft mittels elliptischer mid ahnlicher Modulfunktionen unter groBen Schwierig
keiten (schon rein zeitlich) erfolgen miissen, sondern es stehen fast uniiberWindliche 
Hemmnisse entgegen, die nur mit Hille des KOEBEschen Schmiegungsverfahrens 
beseitigt werden konnten. 

Unter einfacken Verkaltni88en aber las8en 8ick bei Grundwa88er8triYmungen mit 
freier Oberflache Mittel und Weye zur unmittelbaren (matkemati8chen) L08uny der 
LULAcE8chen Gleickung, linden. 

Das wertvollste Hilfsmittel der Funktionentheorie fiir unsere Aufgaben ist 
die Theorie der konformen Abbildung. Die konJormen Abbildungen werden her
gestellt durch komplexe Funktionen .. Zwischen diesen komplexen ~unktionen 
und den Potentialfunktionen bestehen eigentiimliche Beziehungen. Diese Be
ziehungen {uBen letzten Endes darin, daB iil beiden Klassen von Funktionen 



Die 'mathematischen Verfahren. 

1. die Differentialgleichungen'Von CAUCHY-RIEMANN 

arp a", 
ex = ay , 
ax ay 

'arp=a",' 

Brp a", 
ay = '- ax ' 
ax ay 
a1p = - arp 

3 

und 2. die schon erwahnte und aus ,den CAucHY-RIEMANNschen Gleichungen 
herzuleitende LllLAcEsche Differentialgleichung einerseits auf Grund rein 
mathematischer Uberlegungen, andererseits. auf Grund rein physikalischer Uber
legungen gewonnen. werqen konnen. 

Das wesentliche Merkmal konformer Abbildungen ist, daB durch eine analytische 
Funktion die Gebilde einer Ebene auf die andere Ebene so abgebildet werden, 
daB einander entsprechende Winkel gleich sind. ,Eine solche Abbildung 'heiBt 
winkeltreu oder konform, weil in den beiden Abbildungsebenen einander ent
sprechende, unendlich kleine Gebilde infolge der Winkeltreue geometrisch ahnlich 
sind. 

Wir betrachti:lll nun die fUr die konforme Abbildung besonders geeignete Art 
von Funktionen. 

Komplexe Funktionen. 

Die allgemeine komplexe GroBe' wird dargestellt durch 

z = x + iy 

und ist durch Festlegung der reellen Zahlen x und y bestimmt. Tragt man den 
Wert x auf der x-Achse, den Wert y auf der y-Achse eines rechtwinkligen Systems 
auf, so ist durch einen Punkt P der x, y- oder z-Ebene eine komplexe Zahl dar
gestellt. Die Darstellung bedient sich alsodurchaus der vom reellen Zahlengebiet 
her gelamigen Methode. 1m reellen Zahlengebiet wird allerdings eine Zahl durch 
einen Punkt auf einer Linie von 0 aus aufgetragen. 1m komplexen ZahIengebiet 
wird eine Zahl durch einen Punkt in der komplexen Ebene dargestellt. Oder 
umgekehrt stellt ein Punkt in der Ebene einen ganz bestimmten komplexen 
Wert dar. 

Die Darstellung der komplexen GroBen durch Punkte in der Ebene, welche 
durch die reellen Werte x und y festgelegt werden, gestattet, mit komplexen 
GroBen Rechnungsoperationen vorzunehmen, deren Durchfiihrung graphisch ver
folgt werden kann. 

Man kann eine komplexe Zahl zu einer anderen Komplexen addieren oder 
die beiden voneinander subtrahiereh, die beiden miteinander multiplizieren oder 
durcheinander dividieren. 

Wenn die Summanden usw. in einer Ebene x, y als Punkte dargestellt waren, 
kann,die Summe usw. in einer neuen Ebene cp, 'If' als Punkt aufgetragen werden. 

Man kann von einer komplexen Zahl den reziproken Wert bilden, man kann 
sie potenzieren, 10garithmieren, den sin, <&0) usw. von ihr bilden. Der von dem 
Punkt der x, y-Ebene neugebildete Wert wird als Zahl in der cp, 'If'-Ebene auf
getragen. 1st in der x, y-Ebene an Stelle des einzelnen, Punktes eine auf einer 
beliebigen Geraden oder Kurve liegende Punktfolge durch eine entsprechende 
Folge komplexer ZahIen, oder sind mehrere Geraden oder Kurven gegeben, so 
kann man obige Rechenprozesse du,rchfiihren und erhalt in der cp, 'If'-Ebene eine 

1* 
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odeI' mehrere neue Punktfolgen, deren entsprechende Verbindungen neue Kurven 
darsteilen. Die Kurven in beiden Ebenen stehen in dem Zusammenhang der
jenigen Funktion, mit del' eben die Transformation von del' x, y-Ebene auf die 
p, 1p-Ebene voilzogen wurde. Die verwendeten Funktionen miissen in· dem 
betrachteten Bereich analytisch sein, d. h. stetig sein und fiir aIle Punkte stetige 
Ableitungen besitzen: 

Es sei p + i1p = f(x + iy), 

wobei p und 1p reeile GroBen sind. Dann bedeutet p den reellen, i1p den imaginaren 
Teil von f(x + iY). Fiir den weiteren Teil unserer Untersuchungen wollen wir 
festlegen, daB in del' x, y-Ebene nur Orthogonal-Trajektorien auftreten sollen. 
An und fiir sich konnten aile moglichen Linien in del' x, y-Ebene vorhanden sein. 
Aus mathematischem Interesse konnte man sie auch mit del' Funktion f in die 
p, 1p-Ebene transformieren. Abel' fiir die weiter zu verfolgenden physikalischen 
Betrachtungen del' Potentialbewegung kommen eben nul' die Orthogonal-Trajek
torien in Frage, was spateI' ohne weiteres ersichtlich wird. Wir verfolgen jetzt 
einen rein mathematischen ProzeB: 

Durch partielle Differentiation erhalt man: 

aus ~ = p + ilP = f(z) = f(x + iy), 

o(q; + itp) d(q; + itp) ii(x + iy) d(q; + itp) 
AX = d(x + iy) - ax = d(x + iy) , 

da 
iJ(x + iy) _ I 

ax - ist, 

e(q; + itp) d(q; + itp) iJ(x + iy) . d(q; + itp) 
oy = d(x + iy) oy = ~ d(x + iy) , 

o(x+iy) . 
--'-~---"'-'- = 't 

oy 
da 

ist. Demnach ist: 
o(q; + itp) . ii(q; + ilp) --'-' ___ ----''-' = 't --'-' ___ ----''-' 

oy ax' 

oq; + i O", _ ioq; + i~(itp) _ iOrp _ otp 
oy oy - ax ax - ax ax . 

Da die reeilen Teile links den reellen rechts, die imaginaren links den imaginaren 
rechts gleich sein miissen, ist 

orp Gtp orp otp 
8x = oy , oy - 8x . 

Das sind die CAUCHy-RIEMANNSchen Differentialgleichungen. Partielle Diffe
rentiation del' beiden Gleichungen nach x bzw. y liefert: 

iJotp o0tp 
oy ii2 rp ax -- und - ---

ax oy2 iiy 

hieraus 02rp 02rp 
~+~2=O. ax- uy 

Das ist die LAPLAcEsche Differ.entialgleichung. Entsprechend gilt: 
02tp 02tp 
ox2 + oy? = O. 

Diese Ergebnisse sind durch rein mathematische Ubedegungen abgeleitet. 
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"Obertragen wir also die festliegenden Orthogonal-Trajektorien der z-Ebene 
durch eine Funktion auf die g-Ebene, so erhalten wir in der konformen Abbildung 
wieder Linien, nnd zw~r wieder Orthogonal-Trajektorien, wegen der winkel
treuen Abbildung. Ein Beweis, daB die Winkel unverandert iibertragen werden, 
kann in diesem Rahmen nicht gegeben werden. 

Die Trajektorien stehen in den beiden Abbildungsebenen zueinander im 
Verhaltnis: 

q; + i'IjJ= I(x + iy). 

Insbesondere muB es eine ganz bestimmte Funktion geben, die die Orthogonal
Trajektorien der z-Ebene auf die g-Ebene als exakte Rechtecke abbildet, so daB 
dort die einzelnen Linien achsparailele Gerade geben. Das Aufsuchen dieser 
Funktion bedeutet nichts anderes, als die LAPLACESche Differentialgleichung so 
zu lOsen, daB die integrierte Gleichung zerlegt werden kann in: 

q; = q;(x, y), 

i'IjJ = 0; 

x=x(q;,'IjJ), 

iy = 0; 

'IjJ = 'IjJ(x, y), 

q; = 0; 

y=y(q;,'IjJ), 

x=O, 

q; = q; (x, y) heiBt: q; gleich Funktion von x und y. Man kann dann aus der 
g-Ebene den Wert q; einer bestimmten betrachteten Linie der Schar als konstant 
herausgreifen, weil die Linie als Achsparailele immer einen konstanten Abszissen
wert hat. Der.Koordinatenwert ist dabei immer = O. Diesen konstanten Wert 
fiihrt man in die Gleichung ein und hat damit eine Gleichung, in der x und y 
als Veranderliche vorkommen. D. h. diese Gleichung legt die' Kurve, die das 
Bild der q;-Linie ist, in der z-Ebene fest. Das gleiche gilt fiir den Wert 'IjJ. Die 
beiden unteren Gleichungen legen achsparallele Gerade der z-Ebene als Kurven 
in der g-Ebene fest. Der Fall interessiert uns im besonderen weI\iger. q; und 'IjJ 

durchwandern nun aile die konstanten Werte des Netzes der g-Ebene. Mit 
der Funktion, die aus der Integration der LAPLACESchen Gleichung gewonnen 
wurde, wird dann das Netz der z-Ebene gewonnen. Der Gang einer solchen 
Integration der Differentialgleichung von LAPLACE iiber den Weg einer konformen 
Abbildung wird spater an Beispielen gezeigt. 

Poten tialfunktionen. 

Wir betrachten eine Stromung in einer x, y-Ebene. In einem bestimmten 
Punkt der Strombahn 8 sei die Geschwindigkeit b. Die achsparailelen Geschwindig
keitskomponenten seien u und v. Wenn es sich um eine Potentialstromung 
(verlustlose Stromung) handelt, muB 

- dqy 
tJ=ds' 

V - aqy sern' - iJy • 
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ffJ ist nach HELMHOLTZ das Geschwindigkeitspotential del' Stromung an del' 
betrachteten Stelle. In del' Grundwasserstromung wird del' abstrakte Begriff 
des Geschwindigkeitspotentials· durch den negativen k-fachen Wert del' Stand-. 
rohrspiegelhohe fiir den betrachteten Punkt dargestellt. 

Die. beiden Gr:undlagen del' Potentialstromung sind 
1. die Kontinuitat del' Stromung, 
2. die wirbelfreie S~l'omung. 
Zu 1. Wil' betrachten ein Fliissigkeitsteilchen von den Abmessungen dx ,.dy 

und del' Tiefe 1 normal zur Ebene (Abb: 1): Stromungen sind nur in del' Ebene 
vorausgesetzt. 

Bei OA und OB stl'omt die Fliissigkeit in das Element und tritt bei AO und 
BO wieder heraus. Die Geschwindigkeiten des Eintritts sind 7~ und v, sie andern 
. h b· A .... + iJu d d + iJv d SIC elm ustntt In U iJx. x un v iJy y. 

Es stromt in das Element die Fliissigkeitsmenge 

dx v + ely 1l, 

!I wahrend. die ausstl'omende Fliissigkeitsmenge 

A 

o 
Abb.l. 

dX(v + :; dy) + dY(u + ~: dX) 
betragt. 

SolI die Kontinuitat gewahrt sein, muD del' Untel'
schied zwischen eintretender und austretender Flussigkeits-
menge Nullsein. . 

Also 

x 

Diese Gleichung stellt die Kontinuitatsbedingung fur die ebene PotentialstroIliung 
dar. 

Zu 2. Wir betrachten wieder ein Flussigkeitsteilchen von den Abmessungen 
dx, dy und del' Tiefe 1 senkrecht zur Ebene (Abb. 2). Die Geschwindigkeiten 

in del' x-Richtung seien u, in del' y-Richtung v .Wir nehmen an, das 
Element erfahre eine Drehbewegung. Dann ware die Zunahme del' Ge-!I 

schwindigkeit v langs del' x-Achse als Zentrifugalbeschleunigung ~: dx. 

Diese bewirkt ein Drehmoment gegen den Uhrzeigersinn. Ebenso bewirkt 
del' Geschwindigkeitszuwachs von u langs del' y-Richtung ein Drehmoment 
im Uhrzeigersinn. Da ja in einer Potentialstromung keine Wirbel entstehen 

konnen, was vorausgesetzt wurde, miissen die Winkelgeschwindig. 
keiten del' angenommenen Drehbewegung einander gleich sein. 

eu iJv 
iJy dy ex dx 

----;[Jj d x ' 

eu _ iJt' _ 0 
iJy iJx - . 

X" 

Abb.2. 

Diese Gleichung nennt man die Gleichung del' Wirbelfreiheit fur die ebene Poten-
tialstromung. . 



Es muB, nun sein: 

Die mathematischen Verfahren. 

ocp 
U=ax ' 

ocp 
v = oy , 

7 

dl1 beim Einsetzen diesel' Werte in die Gleichung del' Wirbelfreiheit diese erfullt 
wird. Das ergibt durch Einsetzen die Kontinuitatsgleichung zu: 

02cp (j2cp 
~iJ2+~iJ2=O. 
X. Y 

Das eiltspricht im' Atlfbau del' schon erwahnten LAPLACE8cnen Gleichung. Die 
Gl~ichung selbst ist aus rein physikalischen Uberlegungen gewonnen. Aus del' 
LAPLACESchen Gleichung konnen ruckwarts die CAUCHY-RIEML~Nschen Differen
tialgleichungen erhalten werden. 

Wir erinnern uns, daB bei den komplexen Funktionen war 

rp = rp(x, y). 

Demnach ist das Potential eine Funktion del' Ortskoordinaten x und y des be
trachteten Stromungspunktes. Wenn q; konstant ist, erhalten wir aus del' Funk
tion rp = rp(x, y) die Gleichung einer Kurve in del' z-Ebene. Auf dieser Kurve 
ist das Geschwindigkeitspotential konstant. Man nennt solche Kurven Aqui
potentialkurven, Potentialkurven odeI' Niveaukurven. 

LaBt man rp in del' ;-Ebene eine Reihe (insbesondere mit gleichen wertmaBigen 
und, streckenmaBigen Intervallen) von Werten annehmen, so stellt 

rp = rp(x, y) 

eine Schar (insbesondere mit gleichen wertmaBigen, nicht streckenmaBigen Inter
vallen) solcher Aquipotentiallinien in del' z-Ebene dar. 

Der oben erlauterte Begriff des Potentials und del' von ihm erzeugten Ge
schwindigkeiten laBt darauf schlieBen, daB die Geschwindigkeit del' Flussigkeits
teilchen in Richtung der Tangente an die Potentiallinie = Null ist, weil ja dort 

IJ =,~rp = 0 
dB 

wird, da drp = 0 auf der Potentiallinie ist. Es ist dort rp = const und drp dem
nach als Zuwachs odeI' Abnahme Null. 

In.allen anderen Richtungen ist die Geschwindigkeit nicht = O. Die Richtung 
del' resultierenden Geschwindigkeit muB senkrecht zur Potentiallinie gerichtet 
sein, weil die Orthogonale denkurzesten Weg zur nachstwertigen Potentiallinie 
darstellt und damit auf dem relativ kurzesten Weg das Potential um drp ver
mindert wird. (Analogie: an einer schiefen Ebene [hier Stromungsbereich] ist 
die groBte Geschwindigkeit [hier Potentialabfall nach Weg] senkrecht zu den 
Hohenlinien [hier Potentiallinien]; diese Richtung ist die Fallinie [hier Strom
linie]. Del' Weg eines Fliissigkeitsteilchens ist also durch die Linie gegeben, die 
die Potentiallinien senkrecht schneidet. Man nennt diese Linie StroIrilinie. Ihr 
kommt del' Wert 1p = const ZU, weil sie die konstante GroBe des links odeI' rechts 
von ihr im Bereich flieBenden Stromes wertmaBig angibt. LaBt man den Wert V' 
eine Reihe [insbesondere mit gleichen wertmaBigen und streckenmaBigen Inter-
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vallen] von Werten der ~-Ebene annehmen, so erhalten wir eine Schar [insbesondere 
von wertma.Bigen, nicht streckenmaBigen Intervallen] solcher Stromlinien in der 
z-Ebene. 

Es wurde hier schon stillschweigend der Begriff einer Transformation von 
einer ;-Ebene auf eine z-Ebene erw-ahnt, wie dies bei der konformen Abbildung 
durch komplexe Funktionen vorkommt. Eine nahere Erklarung folgt noch, 
aber das beidermalige Auftreten der LAPLACESchen Gleichung IaBt diese Analogie 
fast ohne Erklarung zu. 

Man hat also in der z-Ebene eine Kurvenschar 

cp = cp(:c, y) ; 

(cp Ortsfunktion der Punktkoordinaten einer Potentiallinie), hierauf senkrecht 
stehend ebenfalls eine Kurvenschar. Nach den Ergebnissen bei den komplexen 
Funktionen kann diese nut dargestellt werden durch die Funktion 

1p = 1p(x, y); 

('1fJ Ortsfunktion der Punktkoordinaten einer Stromlinie). 
Damit sind cp und 1p eindeutig zu erklaren als die reellen Teile einer komplexen 

GroBe 

Die Kurvenscharen bilden miteinander krummlinige Rechtecke; bei gleichen 
wertmaBigen Intervallen sind es in der ~-Ebene mit seinen exakten Rechtecken 
und gleichen Ordinaten- wie AbszissenmaBstaben streckenmaBig Quadrate. 
Infolge der konformen Abbildung mit der komplexen Funktion sind es damit in 
der z-Ebene krummlinige Quadrate. In der ~-Ebene mussen es deshalb exakte 
Rechtecke bzw. Quadrate sein, weil die Funktionen 

cp = cp(x, y) 1p = 1p(x, y) 

auf Grund rein physikalischer Uberlegungen gewonnen wurden, ibr Aufbau 
aber den besonderen Losungen der LAPLACESchen Differentialgleichung entspricht, 
bei der die Funktion ermittelt worden war, die ein exaktes Rechteck auf krumm
linige Rechtecke abbildet. 

Mit anderen Worten ausgedruckt: Betrachten wir die (cp,1p)- oder ~-Ebene. 
Die dort auftretenden Orthogonal-Trajektorien sind exakte achsparallele Recht
ecke, da ja cp und 1p eine Reihe konstanter Werte durchlaufen sollen. Die 
Gleichungen der Trajektorien lauten fUr die ~-Ebene 

cp = const, 1p = const. 

Wahlen wir die Intervalle wertmaBig und hier auch streckenma.Big gleich, dann 
erhalten wir an Stelle der Rechtecke Quadrate. 

cp nimmt im allgemeinen Werte an von Null bis ± Unendlich oder einem 
endlichen Wert und wirdbei der Grundwasserstromung dutch den k-fachen 
Wert der Standrohrspiegelhohen dargestellt. Alle Punkte gleichen Potentials 
haben gleiche Standrohrspiegelhohe. 

1p nimmt Werte an zwischen Null und einem endlichen Wert und gibt die 
GroBe des Stromes an. 

Wir verschaffen uns durch Messungen das Quadratgebilde del' Grundwasser
stromung (Messen der StandrohrspiegelhOhen und Farben der Stromlinien gIeichen 



Die gra phischen oder Netzverfahren. 9 

Wertes). Dann muE eine bestimmte komplexe Funktion 

ep + i1p = f(x + iy) 

bestehen, die das Quitdratgebilde der z-Ebene auf das exakte Quadratgebilde 
der ~-Ebene iibertragt. 

Da wir aber im aIlgemeinendas Quadratgebilde der Grundwasserstromung 
eben nicht kennen, sondern im Gegenteil, ohne Versuche anzustellen, erst suchen, 
miissen wir noch den Hauptsatz der Funktionentheorie von CAUCHY heranziehen, 
der besagt: . 

"Eine analytische Funktion im lnnern eines Bereichs ist voIlstandig bestimmt 
durch die Randbegrenzung des Bereichs." 

Wenn uns also die analytischen Randbegrenzungen des Grundwasserstromungs
bereichs bekannt sind, ist es uns moglich _. ohne Kenntnis der Strom- und 
Potentiallinien im lnnern des Bereichs, d. h. ohne Versuch -, diesen Rand 
mittels funktionentheoretischer Untersuchungen auf ein rechteckigesGebiet 
abzubilden. Mit der gleichen Funktion, die den Rand iibertragt, werden ja 
auch aIle iibrigen Linien iibertragen. 

Dieses Ubertragen des Randes braucht nicht unmittelbar auf den Recht
ecksrand erfolgen. Man kanri des ofteren diesen Rand zuerst auf einen andern, 
ni~ht rechteckigen Rand und nach verschiedenen Zwischeniibertragungen erst 
auf den Rechtecksrand abbilden, wenn diese einzelnen Schritte leicht erfolgen 
konnen. Bei diesem Vorgehen wird die Funktion gewonnen, die Strom- und 
Potentialfunktionsebene (Rechtecksebene, (ep, 1p)- oder ~-Ebene) mit der Grund
wasserstromungsebene (x, y- oder z-Ebene) verbindet. 

Das Nahere wird bei den einzelnen Beispielen erliiutert. Als Ergebnis 'ist 
festzuhalten : 

Komplexe Funktionen und Potentialfunktionen entsprechen sich im A ufbau 
vollstandig. Dadurch konnen wir die in der Funktionentheorie entwickelten Ver
fahren zur Losung der LAPLAcEschen Gleichung auf dem Weg uber die durch kom
plexe Funktionen hergestellten konformen Abbildungen fur die Potentialfunktionen 
verwenden. 

Schrifttum. KAUFMANN, W.: Angewandte Hydromechanik. Berlin 1931. - ROTHE
OLLENDORF-POHLHAUSEN: Funktionentheorie und ihre Anwendung in dd Technik. Berlin: 
Springer 1931. - OSGOOD, W. F.: Funktionentheorie Bd. 1, 2. Aufl. Berlin u. Leipzig 1912.
HOLZMULLER, G.: Einfiihrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften und der kon
formenAbbildungen. Leipzig 1882. - RIEMANN-WEBER: Die Differentialgleichungen und 
Integralgleichungen der Mechanik und Physik. Braunschweig 1930 u. 1935. - KLEIN
FRICKE: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd. 3. Berlin: Springer 1923. -
Theoretische und praktische Beispiele: HAMEL, G.: Uber Grundwasserstriimung. 
Z. angew. Math. Mech. Bd. 14 (1934) H.3. - HAMEL, G., u. E. GUNTHER: Numerische 
Durchrechnungen hierzu. Z. angew. Math. Mech. Bd. 15 (1935) H. 5. - ROSSBACH, H. F.: 
Uber Grundwasserstriimungen. Ing.-Arch. Bd. 7 (1936) H. 1 u. 5 - Uber eine ebene Poten
tialstriimung. Mh. Math. Phys. Bd. 45. 

2. Die graphischen odeI' Netzverfahren. 
Wenn die Randbedingungen der Grundwasserstromung bekannt sind, kann mit 

Hilfe des Netzverfahrens eine allerdings nichtexakte, aber doch einfache Losung 
gefunden werden. 
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Das Verfahren muB angewendet werden, wenn die Randbedingungen ana
lytisch nicht darstellbar sind. Das Grundsatzliche des Netzverfahrens besteht 
in der zweckmaBigen Auswertung der geometrischen Beziehungen, die das 
Stromungsbild jeder Potentialstromung auszeichnen. 

Mit anderen Worten, es ist in das. Gebiet das Quadratnetz der Strom- und 
Potentiallinien durch Probieren einzuzeichnen. 

Schrifttum. PRASIL, FR.: Technische Hydrodynamik, S. 56ff. Berlin: Springer 1926.
DACHLER, R.: Grundwassel'stromung, S. 125. Berlin: Springer 1936. 

3. Die versuchstechnischen Verfahl'en. 
Es kommen hier vor allem der Filterversuch im Modell oder das elektrische 

Verfahren in Frage. 
Wenn die Randbedingungen fur die Stromlimen bekannte, (feste) sind, sind 

beide Verfahren mit gutem Erfolg anzuwenden. 
Wenn aber eine Randstromlinie zugleich freie Oberflache ist, gibt das erste 

Verfahren an der freien Oberflache schwer meBbare Bilder und verursacht fUr 
brauchbare Ergebnisse einen verhaltnismaBig groBen Aufwand an Betriebs
einrichtungen. Die Auswertung der MeBergebnisse bedarf meist noch ver
schiedener Verbesserungen, damit man ein Stromungsbild nach der Potential
theorie erhalt. 

Das zweite Verfahren ist bei Stromungen mit freierOberflache unmittelbar 
uberhaupt nicht anzuwenden, mittelbar meist nur naherungsweise (Sickerstrecke). 

Schrifttum. DACHLER, R.: Grundwasserstromung. Berlin: Springer 1936. - HOFF·. 
MANN, R.: Grundwasserstromung unter Wehren. Diss. Techn. Hochschule Karlsruhe. -
CASAGRANDE, L.: Naherungsverfahren zur Ermittlung del' Sickerung in geschiitteten Dammen 
auf undurchlassiger Sohle. Bautechn. 1934 H.15. - ERRENBERGER;R.: Vel'suche fiber 
die Ergiebigkeit von Brunnen und Bestimmung del' Durchlassigkeit des Sandes. Z. OSt. 
Ing.- u. Archit.-Ver. 1928 H.9/14. 

c. Besondere Nloglichkeiten zur Losung der LAPLACESchen 
Gleichung. 

Bei del' Ermittlung der Potentialstromung nach den Verfahren B 1, 2, 3 
erhalt man Stromungsbilder, aus denen man die Geschwindigkeitsverteilung im 
Stromungsbild durch umstandliche und meist nur wenig genaue Differentiation 
ermitteln muB. 

Diese Geschwindigkeitsermittlung erfolgt dort folgendermaBen: Es verhalt 
sich zahlenmaBig im Quadratnetz del' Stromung: 

~ d1p 
ds dn 

(Ableitung aus CAUCHy-RIEMANNscher Gleichung); 
ds = Abstand zweier Potentiallinien in Richtung del' Stromlinie. eines Qua

drates. (Gemessen in der Langeneinheit.) 
dn = Abstand zweier Stromlinien in Richtung del' Potentiallinie. (Gemessen 

in del' Langeneinheit.) 
Del' Differentialquotient des Potentials in del' Stromlinienrichtung ist abel' 

gleich v, also d cp _ 
d," = --- dn = vdn 

'r ds ' 
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d. i. gleiohdem DurchfluB zwischen den beiden Stromlinien. AIidererseitsist 

- d'IJI' LI'IJI 
v= dn·~ Lin' 

Wenn· alsa aus einem . Quadrat L1 tp als DurchfluB undL1 n als Strecke entnommen 
wird, so kann man fiir das entsprechende Quadratfeld derStromungsebene 

- LI'IJI 
Vn• = ·Lln 

errechnen; das um so genauer wird, je feilier das Quadratnetz eingeteilt ist. Die 
relative GroBe des Quadrates gibt einen Anhaltspunkt fiir die GroBe der Ge
schwindigkeiten. Kennt man in irgendeinem Punkt des Netzes die tatsiichliche 
Geschwindigkeit, so kann man durch die verscliiedenen GroBen der Quadrate 
an anderen Punkten die dortige Geschwindigkeit ermitteln. Istan einemPunkt 
des Quadrates mit der Seitenlange dna die Geschwindigkeit va bekannt, so ist 
sie im Mittel an den Punkten des Quadrates mit der Seitenlange dnb 

(Kontinuitat) . 

Die GroBe ist skalar, die Richtung wird durch die Richtung der Stromlinie an 
dem betrefferiden Punkt gegeben. 

Je groBer ein Quadrat ist, um. so langer ist der Weg, auf dem das Potential 
um. seine konstante Wertdifferenz abnimmt. Es erzeugt damit eine kleinere 
Geschwindigkeitals bei kleineren Weglangen; 

In singularen Punkten ist die Abbildung nicht mehr winkeltreu. Man erhalt 
dort keine rechten Winkel mehr. Aus dem Verschwinden der Winkeltreue an 
einer Stelle eines Stromungsgebietes kann immer auf. ein besonderes Verhalten, 
Null- oder Unendlichwerderi der Geschwindigkeit geschlossen werden. 

Es wird nun im folgenden ein Verfahren entwickelt, dasdiese Geschwindig
keitsverteilung im Stromungsfeld ergibt, bevor das Strom- und Potentiallinien
netz endgiiltig bekannt ist. Vorhanden sein miissen nur samtliche Randbegren
zungen. Diese bra,uchen keine analytisch festgelegten· Linien zu sein. 

Das Verfahren kann zwischen das rein mathematische und rein graphische 
Verfahren eingereiht werden. 

Der groBe Vorteil dieses Verfahrens besteht aber nicht allein in der raschen 
und primaren Geschwindigkeitsermittlung, sondern darin, daB mit. sehr groBer 
Genauigkeit Strom- und Potentialliniennetze aufgestellt werden konnen, wenn 
fiir deren Bestimmung alle iibrigen Verfahren versagen. 

1. Del' Rodograph. 
(Die Theorie der Methode, ohne Verwendung des fUr dieses Verfahren erst 

spater aus der Kinematik iibernommenen Begriffs "Hodograph",wurde von 
KIRCHHOFF entwickelt.) 

Vorbemerkung. Die im Schrifttum 6ft iiblichen Darstellungen von Problemen 
aus'der Potential- und Stromungslehre stammen vielfach von stark mathematisch 
eingestellten Verfassern, wodurch den meisten Ing~nieuren das Verstandnis 
erschwert wird. Es werden dabei oft in abstrakter Weise Funktionen aufgestellt, 
deren Bedeutung der Ingenieur nicht geniigend ein:schatzen k~nn, weil er keine 
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Stromlinien, d.h .. keine praktische Anwendung dabei sieht. 1m Hodographen
verfahren dagegen treten Strom- und Potentiallinien in konkreter Form in 
Erscheinung, wobei dieses sich aber grundsatzlich von der abstrakten Methode 
in nichts unterscheidet. Da nun der Hodograph wieder als Stromungsfeld auf
gefaBt werden kann, kann die dortige Stromung mit den sonst hierfiir geeigneten 
Methoden und Verfahren weiter behandelt werden (Quell-Senken-Methode, 
elektrisches Verfahren oder das in der Folge zu entwickeInde Verfahren). Es 
erhebt sich hier die Frage, warum man nicht mit diesen Methoden in der Grund. 
wasserstromung die urspriingliche Stromungsebene selbst untersucht; die Ant
wort hierauf ist . die, daB Randbedingungen, die in der urspriinglichen Ebene 
noch unbekannt sind, auf Grund physikalischer Gesetze im Hodograph bekannt 
sind. 

Als Ergebnis halten wir fest: 
I nfolge der Verwendung mancher uniibersichtlicher Zwischenumformungen bleibt 

das Hodographenverfahren anschaulicher und dem Ingenieur zusagender. 

Erlauterung des Begriffs "Hodograph". 
Die Potentialstromung kann durch die komplexe Potentialfunktion 

; = cp + i1p 

in Abhangigkeit von der komplexen Koordinate 

z = x + iy 
dargestellt werden: 

cp + i1p = f(x + iy) , 
; = ;(z) 

(cp = Potential-, Niveaufunktion; 1p = Stromfunktion) 
(x und y Koordinaten in der Stromungsebene). 

(1) 

(2) 

Wenn u und v die Geschwindigkeitskomponenten in Richtung der x- bzw. y~Achse 
im Punkte z sind, so ist 

. ag 
w=u-tv=az' (3) 

Jede Funktion ; = ;(z) oder z = zW, die eine winkeltreue Abbildung aller 
Gebilde in der ;-Ebene auf die z-Ebene oder umgekehrt vermittelt, muB als 
differenzierbar vorausgesetzt werden. Bildet man die erste Ableitung von ; 
nach z, also 

~: =w=f'(z), 

dann ist auch w eine Funktion von z und vermittelt eine winkeltreue Abbildung 
zwischen der w-Ebene und der z-Ebene. Nach den RegeIn iiber das Differenzieren 
zusammengesetzter Funktionen ist aber 

og dg oz oz 
ox = dz ax und wegen ox = I , 

w = dg = og = o(rp + i'ljl) ~ arp + i a'ljl 
dz ax ax ox ax . (4) 



Del' Hodograph. 13 

Betrachtet man q; als die Niveaufunktion und tp als die Stromfunktion einer 

ebenen Potentialbewegung in del' z-Ebene, dann ist ~: = u, d. h. gleich del' 

Geschwindigkeitskomponenten in del' x-Richtung und ~~ = - v = - ~: ' d. h. 

gleich dem negativen Wert del' Geschwindigkeit in del' y-Richttmg und daher 

. 0; 
w = u - ~v = (jz' (5) 

Dies istaber eine analytische Funktion von z, da ja ; eine solche ist. Wenn wir 
daher in einer neuen Abbildung, del' w-Ebene, zu jedem Punkt z del' z-Ebene 
einen Punkt w eintragen, so gehen Linienziige del' z-Ebene in Linienziige del' 
w-Ebene iiber und sind wegen des analytischen Charakters del' Abbildungs
funktion konform· zueinander. 

Wenn wir also z. B. ein Netz von Strom- und Potentiallinien (tp = const; 
<p = const) del' z-Ebene (Stromungsebene) in diesel' Weise auf die w-Ebene 
iibertragen, so erhalten wir eine konforme Abbildung derselben. Man nennt 
diese spezielle Abbildung mittels des Geschwindigkeitsvektors w den "Hodo
graph". 

Del' Geschwindigkeitsvektor del' Stromung ist eigentlich 

w'=u+iv, (6) 

wist also del' zur Geschwindigkeit konjugierte Vektor odeI', mit anderen Worten, 
w entsteht aus w' durch Spiegelung an del' x-Achse. Man bezeichnet sowohl die 
Abbildung del' Stromung durch ihr Geschwindigkeitsfeld w' = u + iv als auch 
die dazu spiegelbildliche durch w = u - iv als Hodograph. 1m Interesse einer 
eindeutigen Ausdrucksweise bei del' mathematischen Behandlung wollen wir 
in del' vorliegenden Abhandlung die Bezeichnung "Hodograph" auf die Ab
bildung w beschranken und die Abbildung w' als "gespiegelten Hodographen" 
bezeichnen, del' bildlich die Geschwindigkeitsrichtungen richtig ergibt. Bei del' 
rein graphischen Behandlung wird als Hodograph die Abbildung w' benutzt, 
was abel' bei del' Integration entsprechend zu beriicksichtigen ist. 

Durch eine konforme Abbildung geht eine Potentialstromung stets wieder 
in eine (symbolische) Potentialstromung iiber, die unter Umstanden physikalisch 
nicht realisierbar bzw. denkbar zu sein braucht. Wir konnen daher das Linien
netz, das wir in del' w-Ebene erhalten, selbst wieder als Strom- und Potentiallinien 
einer neuen (symbolischen) Stromung auffassen. Wenn es nun gelingt, diese 
neue Stromung theoretisch zu erfassen, d. h. ; als Funktion von w zu entwickeln, 
so kann man auch die Losung fiiI' die z-Ebene, d. i. ; (z), finden. 

Nach G1. (5) ist 0; 
w = OZ ; 

daraus folgt 
(7) 

Wenn ; als Funktion von w und damit w als Funktion von; bekannt ist, so laBt 
sich das Integral ausfiihren, und man erhalt 

z = z(~) 

und daraus durch Umkehrung 
(8) 

(9) 
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Die nachstehenden-Ausfiihrungen sollen den Begriff des Hodographen noch
mals in etwas anderer Form erlau~ern, und zwar zum besseren Verstandnis der 
rein graphischen Behandlung. Hierbei wird nun an Stelle des Begriffs "gespiegelter 
Hodograph" nur noch der Begriff ,)Hodograph" ·verwendet. 

1st der Punkt Al (Abb; 3) die Abbildung des Punktes A der z-Ebene auf 
diew-Ebene und ist Ai das Spiegelbild des Punktes Al gegen·die u-Achse, dann 
sind die Koordiuaten von Ai auch dar Richtllng nach gleich den Geschwindig~ 
keitskomponenten im Punkte Ader z-Ebene unddie Strecke OAi ist gleich dem 
Geschwindigkeitsvektor w.{ im Punkte A. Bewegt sich der Punkt A der z-Ebene 
langs'der Stromlinie '!PI nacho B ,dann bewegt sich der entsprechende Punkt Al 

~-Ebene z-E.bene w-Ebene . 

y v 

----~r-~r-~·~~r7--~U 

Abb.3'. -v 

#otlo!lrapn zur 
Stroinlinl'f,Y; 

in der iv-Ebene langs einer Linie nach B1 , deren Spiegelbild gegen die :u-Achse 
dadurch ausgezeichnet ist, daB die vom Ursprung gezogeIien Fahrstrahlen OAi, 
OBi usw. die bildlich richtigen Geschwindigkeitsvektoren fiir die Bewegung langs 
der Stromlinie in der z-Ebene bilden. Eine Linie mit dieser Eigenschaft wird 
in der Kinematik als der "Hodograph" der betreffenden Bahnkurve bzw. Strom
linie .bezeichnet. 

Da Strom-, und Potentiallinien in ihrer Bedeutung miteinander vertauscht 
werden konnen, kann man auch entsprechend den Hodograph einer PotentiaIDnie 
bestimmen. 

Die G1. (2) lautet: ( +.. ) z = x ~y. 

Um die ·funktioilelle Abhangigkeit der einzelnen Abbildungen voneinander zum 
Ausdruck zu bringen, schreiben wir G1. (9) folgendermaBen: 

~(z) = cp(x, y) +. itp(x, y), (1O} 

cp(x, y) Potentialfunktion; tp(x, y) Stron;tfunktion, 

d~d(Z) = -u(x) + iv(y) = -w(z) . 
z , (ll) 

Aus w(z), ~(z):~(w) 

~(w)::: cp(u(x) , v(y») + itp(u(x), v(y»). (12) 

~(w) stellt die Stromung in der Hodographenebene dar. Wie oben nachgewiesen 
'wurde, sind die Abbildungen der w- (Hodographen-) Ebene konform zu denen 

1 Entnommen aus: DACHLER: Grundwasserstromung, S.53. :Berlin: Springer 1936. 
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der z-Ebene, was auch aus der Moglichkeit der Eliniin8!tion yon ~ aus ~(z) und 
~'(w) sich ergibt. . 

In der Hodogr~phenebene bilden die Abbildungen der Lillien gleicher Ge
schwindigkeit der z-Ebene konientrischeKreise um den Ursprllngund die Ab
bildungen der Lillien gleicher GeschWindigkeitsrichtung der ~-Ebene sind Strahlen 
durch den Ursprllng, Eine Schar kOnZentrischer Kreise und das Strahlimbiindel 
durch ·dereh Mittelpunkt stellen aber zwei zueimtnder rechtwinklige Linien-, 
systeme dar und entsprechen iinmer 6inem Funktionenpaal', das die Differential
gleichungen von CAUCHy-RIEMANN und . die Differentialgleichung YOn LAFLACE 
befriedigt. Da nach unseren Voraussetzungen die w-Ebene und die z-Ebene 
zueinanderkonform abgebildet sind, miissen auch in der z-Ehene die Linien. 
gleicher GeschWindigkeit (Isotachen) und die Linien gleicher Geschwindigkeits
richtung (Isoklinen) ein rechtwinkliges Netz bilden. Dabei ist zu beachten -' 
was spater bewiesen wird -, daB die Isotachen als Logarithmus ihrer GroBe 
als Inv auftreten, die Isoklinen als Arkus ihrer GroBe als arcpo. 

Oben Wlil'de bewiesen; daB die Abbild'ung der Stromung der z-Ebene auf 
die konforme w-Ebene wieder als (symbolische) Stromung aufgefaBt werden kann 
und dargestellt wird durch <lie komplexe Funktion: 

~(w) =: cp (u (x) , v(y)) + i1p(u(x} , v(y)). 

Aus Grunden der Einfachheit und UhersichtliQhkeit wollen wir Gl. (12) wie folgt 
anschreiben: 

P = e + ia. (13) 

Es seien {} und 'YJ die Stromungsgeschwindigkeitskomponenten der Bildstromung 
in der w- (Hodographen-) Ebene, v die absolute GroBe, 'II die der resultierenden 
Richtungsgeschwindigkeit. 

Genau wie. wir fiir d.ie Stromung in der z-Ebene 

ermitteln, finden wir 

B~ 
-w=Bz 

- BP {} 
-I) = Bw = - + ~'YJ . (14) 

Um den funktionellen Zusammenhang wieder zum Ausdruck zu bringen, schrei-, 
ben wir Gl. (14) 

-b(w) = {}(e) - i'YJ(a). (15) 

Wenn wir also die Stromung in der w- (Hodographen-) Ebene als urspriingliche, 
tatsachliche Stromung betrachten,' stellt das an der {}-Achse in der konformen 
b-Ebene gespiegelte 'Bild irgendeiner Stromlinie der w-Ebene den Hodographen 
dieser Stromlinie dar. Die b-Ebene ist die Hodographenebene zur' w-Ebene. 
Die Abbildungen der Linien gleicher Geschwindigkeit der w-Ebene in derb-Ebene 
-sind wieder konzentrische Kreise, und die Abbildungen derLinien gleicher Ge
schwindigkeitsrichtung der w-Ebene werden in der. b-Ebene durch Strahlen 
durch den Ursprung'dargestellt. 

Es folgt nun, eine Zwischenbetrachtung, die uns die Funktion zwischen 'den 
Isotachen und Isoklinender Stromung in der w-Ebene und ihren Abbilduugen 
in derzugehorigen Rechteeksebene geben soIl. 
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Wenn wir die Darstellung von komplexen GroBen durch Punkte in del' Ebene, 
weiche durch den absoluten Betrag I r I und die Amplitude p festgeIegt werden, 
(Polarkoordinaten) durchfiihren, so erhaIten wir fill den Fall· des natilllichen 
Logarithmus foIgende Ergebnisse: 

(Die Buehstabenbezeiehnung del' Zwisehenbetraehtung hat mit del' del' 
allgemeinen Abhandlung unmitteIbar niehts gemeinsam.) 

Wir untersuehen nun die Abbildung 

Iogarithmiert : 

Del' ModuI ist: 

Dann ist 

z = rei<p = r(eosp + isinp), 

Inz = In'rei <p = Inr + Inei<p = lnr + ip. 

r = yx2 + y2, 

tgp = 'iL. 
x 

Inz = In yx2+y2 + i arc tg'iL. 
x 

(16) 

(17) 

(18) 

Wir untersuehen nun die Abbildung: 

w = Inz = It T iv. (19) 

Entspreehend Gl. (18) ist: 

In z = In 1/ x 2 + y2 + i arc tg ~. , 

n = In -V x 2 + y2 = In r , 

y 
v = arc tg x = P , 

w = Inr + ip. 

(20) 

(21) 

(22) 

Denkt man sieh in del' z(x, y)-Ebene einen Kreis gezeiehnet, also r = eonst, 
so entsprieht diesem Kreis wegen n = In r = eonst in dem Koordinatensystem n, 
v der w-Ebene eine iur v-Aehse paralleIe Gerade (Abb.4). 

z -Ebene w-£bene Beim Durehlaufen des Kreises 
r = eonst nimmt p aIle Werte VOn 

;y 1)' Null bis < 2 n an, also 

2.7[" 

Abb.4. 

0<p<2n. 
Wegen v = p entsprieht demnaeh 
dem Kreis der z-Ebene ein Ab
schnitt auf del' zur v-Aehse par
allelen Geraden von der GroBe 

v = 0 bis v = 2n, 

wobei v im BogenmaBe zu mes
sen ist. 

Uber die GroBe von r ist noeh niehts angenommen. Wiihlt man den Radius 
des Kreises der z-Ebene r = e±n", dann wird 

n= lnr = ±nn. 
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Der Kreisschar 
8n: 

... e ±s der. z-Ebene 

entsprechen Geraden 
n 2<J; 3n 8n 

u = 0, ±g' ±S' ±S' ... ±s derw-Ebene. 

Die Lange aller dieser Geraden war v = 2n. Wird nun in der z-Ebene cp = const 
angenomnien, so bedeutet.dies eine durch den Nullpunkt gehende, unter cp zur 
positiven x-Achse geneigte Gerade. Wegen v = cp entspricht dieser Geraden 
der z-Ebene ebenfalls eine Gerade der w-Ebene, die jedoch im Abstap.d v= <p 
parallel ist zur u-Achse. 

Dem Geradenh"iischel 

n ±2n ±3n 4n 8n cp = ± 0, ± 8" ' 8' 8 ' ± S' ... ± S der z-Ebene 

entsprechen die Geraden 

n . 2n ± 3n 4n . 8n . 
v=O, ±S! ±s' 8 ; ±s' ... ±s der w-Ebene. 

Die Schar kOnZentrischer Kreise und das Strahlenbiindel durch den Nullpunkt 
der z-Ebene gehen durch die konforme Abbildung w = Inz in ein Quadratnetz 
der w-Ebene fiber, wobei die Quadratseiten parallel sind zur u- bzw. v-Achse. 
Mit anderen Worten: Mittels der Funktion des natiirlichen Logarithmus bildet 
man das Orthogonalnetz von Ursprungsstrahlen und konzentrischen Kreisen 
auf das exakte Orthogonalnetz der anderim Ebene abo 

Daher Isoklinen- uhd Isotachen auch symbolische Potentialstromung. 
FUr unsere vorliegende Untersuchung erhalten" wir: 

iJp - {}. 
iJw = -tJ = - + ~'f/. 

Durch Logarithmieren ergibt sich: 

da 

In :~ =; q = r + is = In[ -i3(w)) = l~v + i(n - '/I), (23) 

In - i3 = In-y02 + 'f/2 - iarctg ~, 

In -y02 + 'f/2 = lnv, 

-arc tg ~ = (n - '/I) . 

Die Gl. (23) ist aber eine Funktion der Gl. (15), damit der Gl. (13) und, wegen 
der Identitat von Gl. (13) und (12), der Gl. (12), d. h. eine Funktion der kom
plexen Veranderlichen W. 

Die funktionellen Zusammenhange sind folgende: In der q-Ebene ist ein 
exaktes rechtwinkliges achsparalleles Netz. Die zur r-Achse paralleien Linien 
haben die Werte lnv und die zur s-Achse parallelen Geraden haben die Werte 
arc(n - '/I). 

Dieses Netz wird durch die Funktion des natiirlichen Logarithmus aus dem 
Orthogonalnetz aus Ursprungstrahlen und konzentrischenKreiE!en der ( -i3)-Ebene 

Brcitenoder, Grundwasserstromungen. 2 
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iibertragen. Dieses letztere Netz stellt aber bekanntlich das aus der w-Ebene 
durch die Funktion -I) = iJP/ow in die (-I»-Ebene transformierte Isotachen
Isoklinen-Netz dar. Damit ist die Kette des Zusammenhangs geschlossen. 

In den verschiedenen Abbildungsebenen aus der w-Ebene sind die Isoklinen 
wertmaBig gleich arc(n - v)O; die Isotachen wertmii.Big gleich lnv. Dies laBt 
sich auch durch folgende tTbel'Iegung nachweisen: In der (-iJ)-Ebene muB das 
transformierte Isotachen-Isoklinen-Netz, also das Netz aus Kreisschar und 
Strahlenbiischel je Quadrate bilden. Dies ist nur moglich, wenn das Strahlen
biischel den Kreisumfang in gleiche Teile teilt. WertmaBig hat jeder Strahl die 
GroBe arc (v)o. Die Halbmesser r der zugehorigen·Kreisschar miissen zur Er
fiillung der Netzbedingung wachsen, nicht im linearen VerhaItnis arc2l0, sondern 
im ExponentiaIv,.erhaItnis eln'll = v. 

Man kann die tTberlegung auch umgekehrt anstellen: Wir haben ein exaktes 
Quadratnetz in der q-Ebene. Dabei setzen wir voraus, daB 

q = Inv + i(n - v) 

ist, d. h. die Parallelen zur Ordinate haben den Wert 

Inv = const, 
die Parallelen zur Abszisse 

i(n - v) = const. 

(24) 

Bilden wir dieses Netz auf eine Ebene ab, in der das Quadratnetz aus konzentri
schen Kreisen und den PoIstrahIen besteht (polares Netz) - dies solI ja in der 
(-iJ)-Ebene so sein ....:..., dann kann dies erfolgen mit der Funktion: 

(+1» = eq 

I) = {} + i'YJ = e(ln'll+i(7t-v)) = eln'llei (7t-v) (25) 

= e1nv (cos(n - v) + i sin(n - v») . 
Reeller Teil gleichgesetzt: 

{} = elnv(cos(n - v» = vcos(n - v). 

Imaginarer Teil gleichgesetzt: 

'YJ = e1n'll(sin(n - v» = vsin(n - v). 
v eliniiniert: 

{} 
'11=--;----, 

cos(:n - v)' 

'YJ = {}tg(n - v). (26) 

Mit veranderlichem Parameter v stellt diese Gleichung das Polstrahlenbiischel dar. 

v eliminiert: 
(n - v) = Vi' 

{} 
Vi = arc cos- , 

. 'II 

'YJ = v(sin(arccos~)), 
• 1] {} 

arc Sill - = arc cos - . 
'II 'II 
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1} und 1J sind die Koordinaten des gleichen Punktes, also ist 

>(}2 + 1J2 = v2• 

19 

(27) 

Mit veranderlichem v als Halbmesser stellt die Gl. (27) die konzentrische Kreis
schar dar. 

Bei den vorstehenden Betrachtungen wurde von der Stromung im Hodo
graphen als Ursprungsstromung ausgegangen. Dies geschah im Hinblick auf 
gewisse Erfordernisse, die die weiteren Ausfiihrungen mit sich bringen. Zu dem 
w-Hodographen als Stromungsebene war ja dann nochmals der zugehorige 
b-Hodograph erforderlich. 

Dazu ist folgendes zu sagen: Bei Stromungen, deren Rander alB bekannt 
festliegen, tritt dann die z~Ebene sofort als Stromungsebene an die Stelle der 
w-Ebene und die w-Ebene an die Stelle der b-Ebene. Grundsatzlich aber bleibt 
sich alles gleich. 

Schrifttum. DAOHLER: Grundwasserstromung. Berlin: Springer 1936. - BETz, A., 
u. E. PETERSOHN: Anwendung der Theorie der freien Strahlen. Ing._Arch. Bd.2 (1931) 
H.2. 

2. Das Isoklinen-Isotachen-Verfahren. 
a) Die Ermittlung des Netzes. 

Die bisherigen Ausfiihrungen ergaben: Das Netz der Isoklinen 'V = const 
und Isotachen ·In v = const der Potentialstromung bildet in der Stromungsebene 
ein Orthogonalnetz. Dieses Ergebnis benutzen wir fiir die Anwendung eines 
N etzverfahrens. 

Wenn die Randbegrenzungen des Stromungsgebietes gegeben sind, kann 
man nach dem allgemeinen Netzverfahren das Stromlinien- und Potentiallinien~ 
netz durch Probieren und Verbessern unmittelbar einzeichnen. Unter einfachen 
Umstanden ergibt dies annehmbare Losungen. Bei schwierigeren Verhaltnissen, 
insbesondere bei Grundwasserstromung mit freier Oberflache und Sickerstrecke 
fiihrt dieser Weg zu keinem Ergebnis, da man von vornherein das Verhalten der 
Strom- und Potentiallinien auf gewissen Randern nicht sicher beurteilen kann. 

Wir gehen darauf hinaus, das Netz der Isotachen und Isoklinen in den 
Stromungsbereich einzuzeichnen. Dies erfolgt durch Probieren und Verbessern 
so lange, bis ein einwandfreies Netz vorliegt. Ein wertvolles Hilfsmittel dabei ist, 
daB uns die Isoklinenwerte auf den Randern bekannt sind. 

Gang der Aufg~be: Der Stromungsbereich wird in einem Koordinatennetz 
beliebig, aber moglichst zweckmaBig orientiert. 1m Stromungsbereich werden 
die Rander, die Stromlinien sindund die, die Potentiallinien sind, fiir sich unter
sucht. Durch haufiges Tangentenziehen an die Stromlinien werden die Richtungen 
der Strombahn und damit der Geschwindigkeiten in bezug auf das Koordinaten
netz festgelegt. In zweckmaBiger und geniigender Weise beschrankt man sich 
dabei auf Intervalle von arc 5°. Dann zeichnet man rein dem Gefiihl nachin 
das Innere des Bereiches weitere Stromlinien, ohne diesen irgendwelche Werte 
beizulegen. An diesen Stromlinien bestimmt man wieder die Bahnrichtungen 
im Intervall von arc 5 ° . 

Auf den Potentiallinien stehen die Strombahnen senkrecht. Man bestimmt 
auf ersteren durch Tangentenziehen die N eigungswinkel im lntervall arc 5 ° 
zum Koordinatennetz und zieht von diesen Winkeln n/2 ab, dann erhalt man die 

2* 
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Geschwindigkeitsrichtungen der Stromui;tg in, den entsprechenden Punkten. Sind 
die :aii.nder keine Strom- und Potentiallinien, sondem 2\. B. Sickerlinien, so sind 
auf ihnen im Hodograph die Geschwindigkeitsrichtungen trotidem festwstellen. 
Dariiber siehe ein spateres Kapitel. 

Nun verbindet man a1].e Punkte gleichen (arcv)-Wertes miteinander. Man 
erhalt eine Kurvenschar, dieum so regelmaBiger ist, je genauer man die Strom
ij.nienschar in den Bereich einzeichnen konnte. Man gleicht,' aus und zieht durch 
Probieren die Orthogonalschar der Isotachen lnv. Jetzt wird das Netz so lange 
unter Beachtung der Randbedingungen verbessert, bis es als einwandfreies 
'Quadratnetz vorliegt. Das Ergebnis ist das symbolische, Stromungsnetz der 
Isotachen~Isoklinen im tatsachlichen' Stromungsfeld. 1st der Stromungsbereich 
dUfCh Strom- und Potentiallinien begrenzt, so brauchen diese Linien im all
gemeinen keine Isotachen oder Isoklinen zu sein. Mit anderen Wort!'ln: Das 
symbolische Netz der Isoklinen-Isotachen hat am Rand nicht unbedingt volle 
und abgeschlosseneQuadrate. Diese kann man sich zum besseren tlberblick 
durch Fortsetzen iiber den Rand hinaus einzeichnen. 

1m Innern deE; Bereiches ist das Aufstellen des Isotachen-Isoklinen-Netzes 
nicht schwierjg. Trotzdem kann es vorkommen, daB mehrere Gruppen von 
gleichen Isoklinenwerten im Innern des Bereiches auftreten. Wollte'man aIle 
durch zusammenhangende Linien verbinden, wiirden sich die Isoklinen unter 
sich selb.st schneiden, was der Theorie widerspricht. Es gibt aber einen oder 
mehrere eindeutig festliegende singulare Punkte, in dem sich nur zwei gleich
namige Isoklinen unter 7&/2 (in den meisten hier in Betracht kommenden Fallen) 
schneiden; im gleichen singularen Punkt schneiden sich zwei gleichnamige Iso
tachen unter 7&/2. Isoklinen und Isotachen schneiden sich unter 7&/4 im singularen 
Punkt. Der singulare Punkt heiBt Verzweigungspunkt (mehrblatterige RIE
MANNsche Flachen). Er bildet gewissermaBen die VerkehrE;insel, von der aus die 
Stromung in ihre Bahnen gelenkt wird. In einem Verzweigungspunkt der Iso
tachen und Isoklinen hat die Stromlinie und Potentiallinie der Stromung je 
einen Wendepunkt. Weitere Schwierigkeiten bilden singularePunkte auf dem 
Gebietsrand. Entweder ist dieser singulare Punkt ein Bruchpunkt des Strom
linienrandes oder Potentiallinienrandes oder ein tlbergang des Stromlinienrandes 
in einelll- Punkt zur Potentiallinie, sei dies auf einer Geraden oder durch einen 
Knick. Auf jeden Fall andert sich das Isoklinenfeld sprungartig in diesem Punkt 
von dem Wert, der beim Eintritt in den Punkt vorhanden war, auf den Wert, 
der beim Austritt aus dem Punkt maBgebend ist. Aile dazwischenliegenden 
Werte fallen dem Punkt zu. Die Isoklinen haben in diesem Punkt das Aussehen 
der Stromlinien von Quellen oder Senken. 'Die bisher durchgefiihrten Unter
suchungen iiber Quell-Senken-Stromung ergaben, daB das Potential'im Quell
punkt 00 und im Senkurigspunkt - 00 ist. Da bei der symbolischen Stromung 
hier In vf die Stelle des Potentials vertritt, mu'B die Geschwindigkeit in einem 
Isoklinen-Quellpunkt 00 und in einem Isoklinen-Senkenpunkt 0 sein. Man muB 
nur beurteilen konnen, welche Punkte Quell- und welche Senkenpurikte sind, was 
sehr einfach ist. 

In der Gegend dieser Punkte und auch in der Gegend sonstiger Eckpunkte 
des Stromungsrandes, die nicht Quell- oder Senkenpun:kte sind, bereitet die noch 
zu beschreibende Ermittlung der Strom- und Potentiallinien aus den Isotachen-
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Isoklinen einige Schwierigkeiten. Dort ist das Isotachen-Isoklinen-Netz so eng, 
daB man die genaue Ubersicht verliert. Ein brauchbares Ergebnis ist demnach 
dort nicht abzuleiten. Da hilft man sich nun mit der aus genauen Untersuchungen 
gewonnenen Erkenntnis, daB in der nachsten Umgebung dieser Punkte die de
formierte Stromung geniigend genau ersetzt werden kann durch diejenige Stro
mung, die an solchen Punkten ohne Einschrankung durch die iibrigen Rander, 
also im undeformierten Zustand, auftritt. Diese einfachen Sonderfalle konnen 
exakt ohne weiteres behandelt werden. 

In einiger Entfernung von diesen singularen Punkten werden diese idealisierten 
Netze durch die Rander deformiert. In einem besonderen Abschnitt ·wird eine 
Auswahl dieser Sonderfalle dargestellt. 

b) Die Auswertung des Netzes (s. Tabelle S. 98). 
Der bisherige Weg fUhrte zur Einzeichnung des Isotachen-Isoklinen-Netzes. 

Die Isoklinen haben aIle ihre Wertbezeichnung arc5 0, arc 2 .5°, arc 3·5 ° usw. Die 
Isotachen haben noch keinen zahlenmaBigen Wert. Ihre allgemeine Bezeichnung 
ist In VI' In V2 usw. Das Vorhandensein des Quadratnetzes stellt von vornherein 
die Forderung auf, daB die Intervalle beider Scharen wertmiif3ig gleich sind. 
Also muB In VI urn arc 5 ° kleiner sein als In V 2 usw. 

oder 

usw. 

Inv2 = lnvi + arc5°, 

Inv2 -lnvi = arc5° = ~, 

In (~) = 3~' 

2:r 

Vj =.~2_ = V ·0 916 
Jt 2' , 

e36 

Man muB nur eine beliebige, aber zweckmaBige Isotache mit dem Wert 
VI = 1 versehen, dann sind aIle Isotachen mit Werten belegt. Diese willkiirliche 
Festlegung bedingt am Ende der Untersuchung das Feststellen eines sich ohne 
weiteres ergebenden Vergleichsfaktors. 

Wir gingen bei der Erklarung der Potentialstromung aus von der Formel: 

- drp (f R' h d S . . b = dT = lC tung er trom(1jJ)-LmIen). 

Daraus ergibt sich riickwarts 
qJ = f5df, 

wo iJ die resultierende Geschwindigkeit, f den resultierenden Weg in der Strom
linienoahn bezeichnet. 
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Betrachtung eines Stromungsfeldes. 

Zwischen den festen Randstromlinien "Po und "Pq geht der Strom "P durch 
(Abb.5). 

Den Querschnitt, gebildet von einer Potentiallinie, die von den Stromlinien 
senkrecht geschnitten wird, durchstromt der Strom. 

Es ist '1'. 

"P = [5d8rp , 
'1'. 

wo b die veranderliche Stromgeschwindigkeit langs der Potentiallinie von der 
Lange 8rp ist. 

Wenn wir einen beliebigen nicht durch eine Potentiallinie gebildeten· Quer-

\ 
\ 
~ 

Abb.5. 

schnitt von der Richtung v. betrachten, ergibt sich fiir die senkrecht zum Quer
schnitt stehenden Geschwindigkeitskomponenten von b: 

5r = 151 sin (v - v.), 

151 =V. 

Die Summe des StromeI'! ist = der Summe des Produktes aus senkrecht 
zum Querschnitt stehenden Geschwindigkeitskomponenten mal Wegelementen 

. '1'. 

1p = [v sin (v - v,) d8. 
'1'8 

Der Weg kann beliebig gekriimmt sein, seine Kriimmung wird durch das die 
Neigungen anzeigende '1'8 beriicksichtigt .. 

Die Kriimmung der Stromlinien wird durch v angezeigt. ZahlenmaBig gleich 
bleibt das Ergebnis bei Integration in entgegengesetzter Richtung: 

'1'. 

"P = [v sin (v, - v) d8. 
'1'. 

Das groBte Potentialgefalle liegt in Richtung der Stromlinien. Zwischen 
zwei Potentiallinien f/Jb. und f/Ja ist der Unterschied: 

rpt 

f/Jb - f/Ja = f/J = [5df , 
rpa 
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wo di das Wegelement auf einer Stromlinie ist. Verfolgen wir einen anderen 
Weg, z. B. den Weg s mit der Richtung v" so muB zwischen CPb und CPa der Dnter
schied wieder cP sein. Hier kann aber nur die in die Richtung s fallende Kom
ponente Us von tJ das Potential vermindern. 

oder 

Us = 151 cos (v - vs), 

'Ph 

CPb - CPa = cP = fv cos (v - v8 ) ds, 
(pa 

'Tb 

cP = fvcos(vs - v) ds. 
'Pa 

Zusammenstellung des Ergebnisses. 
8 = 8 (<p-Ende) 

cP = fvcos(vs - v) ds, 
s = 0 (<p-Anfang) 

,= 8C,1' = ''1'.) 

'1jJ = fv sin(vs - v) ds, 
8=0("P=0) 

wobei cP das Potentialgefalle und '1jJ den StromdurchfluB zwischen zwei Punkten 
des Bereiches gibt, wenn iiber eine beliebige Verbindungslinie s zwischen den 
beiden Punkten das Integral ausgedehnt wird. In kurzen Worten ausgedriickt 
ist diese Feststellung der Hauptsatz der Funktionentheorie1 . 

1st ~ = cP + i'1jJ = f (v , v) = f (w) in dem einfach zusammenhangenden Be
reich des Hodograph iiberall analytisch und eindeutig, dann ist das bestimmte 

8=8 

Integral J f(v, 11jds unabhangig vom Verlauf des Weges s, wenn nur 8 sich irgend-
8=0 

wie von s = 0 bis s = s erstreckt. Mit diesen Formeln ist die graphische Aus-
wertung des Isotachen-Isoklinen-Netzes leicht moglich. 

Ermittlung von '1jJ, (Abb.6). 

Man legt zwischen die beiden Randstromlinien, die jeder Bereich haben muB, 
moglichst giinstige Integrationswege und ermittelt graphisch die Integrale, die 
jedesmal den gleichen Zahlenwert fUr '1jJ ergeben miissen. Diese Probe muB 
unbedingt erfiillt werden. Andernfalls ist das Isotachen-Isoklinen-Netz zu iiber
priifen und zu verbessern. Der Integrationsweg wird in einem Koordinaten
system auf der Abszisse abgewickelt, und zwar in einem zu wahlenden MaB
stabsverhaltnis zwischen Auftragung und Natur bzw. entsprechend der Lange 
der Zeichnung. Dann iibertragt man als Ordinaten die langs des Integrationswegs 
im Netz angetroffenen Isotachen mit ihren Zahlenwerten. Gleicherweise iiber
tragt man als Ordinaten die Werte sin(vs - '/I), die man sich langs des Weges 
herstellen muB aus der jeweiligen Neigung des Integrationsweges und den im 
gleichen Punkt angetroffenen Isoklinen. Das Produkt aus vsin(vs - v) wird auf 
der jeweiligen Ordinate wieder aufgetragen. Dann wird die Flache zwischen 
Ordinate, Abszisse, SchluBordinate und Linie vsin(vs - '/I) in Intervallen vom 
Nullpunkt aus als Integralkurve (graphisch oder nach der SIMPsoNschen Regel) 

1 ROTRE-OLLENDORF-POHLRAUSEN: Berlin: Springer-Verlag 1931, S. 18,3. 



24 Besondere M6glichkeiten zur Losung der'LAPLACEschen Gleichung. 

aufgetragen. Die Endordinate dieser Integralkurve stellt den Gesamtstrom 'IfJ 
zwischen 'ljJo und 'lfJq dar. 'IfJ ist ein Zahlenwert, hergestellt aus den Zahlenwerten 
fur v, sin (')I. - ')I) und del' Lange 8. Nun bestimmt man, wieviele,Unterteilungen 
des Gesamtstromes man haben will. Entsprechend ~iesem Verhaltnis teilt man 
die Endordinate ein und ubertragt diese Ordinate' auf die 'IfJ-Kurve. Zu den 
gewonnenen Punkten sucht man die Abszissen auf. Diese Abszissenpunkte 
werden auf den Weg 8 im Stromungsfeld ubertragen. Diese Punkte geben die 
Durchgangspunkte derjenigen Stromlinien an, die den Bereich in die gew-unschten 

!:: 
.~~ 
!!c:: 
~~ 
I?~ 
~I\;j 
~~ 
~ ... N' 
~~ ~ 
{!~ ~ 
!ij~ 0;'; 

~~ ~~ 
~1! ~~ 
~~ ~~ 
~~ <t~ 
~ ~~ 
~~1: 
I~ ~~~ 
~ J::'I~ 
.§: :S'A<§ 
0; ~I<ij 

~ .~~~ ~=~f 
~ ~.~::, }!: 

t t..:...,:t t~-:--~~~_+-~q.~ __ 
IIUrchJ'il1Y$PUnKle sur S Ii7r X l! lL 1,r 'YV- (Orllicl7) 

If 2 If or 
S' (f>lalJ,stab des W'eges in der Natur) 

oderStrec/ren/ange d. Zeichnung 
-lIbgewicke/tes S mIl besllmmter Einnel/: 

Abb.6. 

Teile unterteilen. Das Verfahren wird fur aIle Integrationswege wiederholt. Die 
Verbindungslinien der Durchgangspunkte sind die Stromlinien. 

Bis jetzt hat fUr die graphische Behandlung die willkurliche Wahl von VI = 1 
im Isotachen-Isoklinen-Feld keinen EinfluE gehabt. Wenn Zweifel vorhanden 
waren, nach welcher Seite der Isotachenschar V zunimmt, von VI = 1 aus be
trachtet, so ist nach der richtigen Losung ein fur allemal festgestellt: V nimmt in 
der Richtung zu, aus del' der Strom kommt odeI' entspringt. Damit kann v abel' 
nach del' anderen Richtung hin nur abnehmen. Bei genauer Beachtung dieses 
Grundsatzes gibt es auch bei einem Verzweigungspunkt keine Schwierigkeiten. 

Ermittlung VOn cp, (Abb.7). 

1m Stromungsbereich muE im allgemeinen eine Randpotentiallinie da sein, 
durch die der StromfluE am Ende seiner Bahn begrenzt wird. Diese Rand
potentiallinie kann zu einem Punkt zusammenschrumpfen, dann ist sie eine 
Senke. Sie kann unter Umstanden im Unendlichen liegen, dann ist sie auf dem 
Zeichenbogen nicht mehr darstellbar. Auf jeden Fall kann man ihr irgend
einen Zahlenwert zuweisen zwischen 0 und irgendeiner positiven odeI' nega
tiven Zahl. 1m Fall del' Senke wird der Wert zu - 00, was sich aus exakten 
Untersuchungen ergibt. 1m normalen Fall gibt man ihr abel' den Wert cp = o. 
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Diese Wahl eines Wertes fUr ffJ entspricht der Wahl der Nullebene beim 
Aufstellen der BERNoULLIschen Energiegleichung. 

Die andere Randpotentiallinie des Bereiches liegt dort, wo der Strom in den 
Bereich eintritt oder iiberhaupt seinen Anfang. nimmt. 1m letzteren Fall liegt 
die Potentiallinie im Unendlichen oder sie schrumpft zu einem Punkt zusammen 
und wird damit zur Quelle mit ffJ = + 00. Die Werte cler ersteren Linien liegen 

-Ilbgewicke/Ies S 
Abb.7. 

!/'= ~ + ffY U.s.w. 

-~ 
If· 

_'l!!: 
If 

9'= S"e + e1( 

_1;1" 
IJ. 

(#rl/ich) 

zwischen 0 und einer positiven oder negativen Zahl, sind aber mit der Wahl 
von cp fiir die Endpotentiallinie abhangig von dieser. 

Es werden nun zwischen die beiden Randpotentiallinien verschiedene zweck
maBige Integrationswege gelegt. 

1. Fall. Die beiden Randpotentiallinien liegen im Endlichen, d. h. sie sind 
auf dem Zeichenbogen darstellbar. Man wickelt den Integrationsweg' s auf 
der Abszisse eines Koordinatensystems ab, und zwar beginnt man an der End
potentiallinie. Der MaBstab ist der gleiche wie bei der 1p-Ermittlung. Als Ordi
natenwerden wieder die langs des Integrationsweges ermittelten v und COS(Y8 -v) 
aufgetragen und deren Produkt gebildet. Dann wird die Integralkurve 
cp = J vcos(Ys - y)ds ermittelt. War bei der Endpotentiallinie ffJ = irgendeiner 
Zahl gewahlt, so wird diese Zahl auf der Ursprungsordinate im MaBstab del' 
Integralordinate aufgetragen und von diesem Punkt aus beginnt die Integral
kurve. 1m allgemeinen war aber f{J = 0 gewahlt, dann beginnt die Kurve im 
Ul'sprung. Die Endordinate der Integralkurve stellt 

dar. 

s = s ('1' Anfang) 

ffJAnfang - f{JEnd = ffJ = f vcos(Ys - y) ds 
8= o ('PEnrl = 0) 
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1st <PEnd nicht 0, so kommt dazu noch sein Wert. Da man mit denselben 
Zahlen und MaBstaben wie bei 'tfl gearbeitet hat, verwendet man ohne weiteres 
die dortigen Uberlegungen. Man hatte sich fiir eine bestimmte Unterteilung 
von 'tfl entschlossen. Da bei einem Quadratnetz der Strom- und Potentiallinien 
zahlenmaBig <P und 'tfl gleich wachsen miissen, so tragt man die Teilstrecke 
fiir 'tfl('tfl/4 oder ahnliches) auf der Endordinate von <P, zweckmaBigerweise in 
der Ordinatenhohe des Beginns der Integralkurve anfangend, abo Diese Teilung 
braucht nicht aufzugehen. Dann iibertragt man iiber die Integralkurve auf die 
Abszisse die Teilpunkte und von dort auf den Weg s im Stromungsfeld. Auf 
den verschiedenen Integrationswegen bilden die so ermittelten Punkte gleichen 
<p-Wertes die Durchgangspunkte fiir die Potentiallinien, die dann leicht ein
zutragen sind. Falls die Teilung auf der Ordinate nieht aufgegangen ist, treten 
an der .Restseite aueh keine Quadrate auf. 

Die bisher ermittelten Zahlenwerte fUr 'tfl und <p hangen, wenn der MaBstab 
bei s beriicksiehtigt ist, nur von der willkiirlichen Wahl von VI = 1 abo Die bild
liehe Darstellung des Quadratnetzes hangt von der Wahl der Unterteilung des 
Stromes ab, iiber die GroBe des Stromes und Potentials sagt es noeh gar niehts aus. 

Praktiseh gibt es nun verschiedene Falle: 
Gegeben der Strom in ZahlengroBe, z. B. a cbm/see. Gesueht seine Ge

sehwindigkeitsverteilung in der Stromungsebene. Dann wird die Endordinate 
'l.p=q 

'tfl = !vsin(vs - v) ds = a 
'1'=0 

gesetzt. 

Daraus ergibt sieh ein Verhaltniswert VI = ~ , und alle iibrigen v werden dann 
'IjJ 

in diesem Verhaltnis geandert. Da nun die wertmaBigen Intervalle von 'tfl be
kannt sind, sind diese auch fiir <p gegeben. In der Grundwasserstromung oder 
irgendeiner Potentialstromung, deren Gesehwindigkeit folgendem Gesetz ge
horeht: 

v = kJ, 

ist dann der Zahlenwert fiir das Potential noeh mit k zu multiplizieren. 
2. Fall. Die eine Randpotentiallinie liegt in einer Senke oder Quelle oder 

unendlieh fern. 
Dann beginnt man eben mit der.anderen. Sofern die andere eine am Strom

anfang gelegene Potentiallinie ist, sind die iibrigen Potentiale kleiner, d. h. man 
tragt in dem Koordinatensystem die Ordinaten naeh der negativen Riehtung abo 

1m FaIle derEndlinie als Senkenlinie oder der Anfangslinie als Quellenlinie 
wird die entspreehende End- oder Anfangsordinate =F co. Die Integralkurve 
nahert sich dieser Ordinate asymptotisch. Man fangt mit der Ordinateneinteilung 
an der bekannten Seite an. 1m Fall der unendlich fernen Potentiallinie wird die 
Abszisse unendlich lang. Die Einteilung wird an der bekannten Ordinate voll
zogen. 

3. Fall. Einige Uberlegungen erfordern die Falle, wenn beide Randpotential
linien unendlieh fern liegen, eine reine Quell-Senken-Stromung vorliegt oder 
Stromungen "Quelle ins Unendliche" oder "vom Unendlichen in Senke" gegeben 
sind. 
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Man muS sich dann einen festen Punkt verschaffen, von dem aus man die 
.Ermittlungen durchfiihrt. . 

Man wahlt gegebenenfalls symmetrisch gelegene Punkte oder Linien oder 
sonst einen markanten Punkt und weist dem Punkt bzw. der Linie ein Poten
tial rp = 0 oder einer endlichen Zahl zu. Samtliche Integrationswege gehen von 
diesem Punkt aus. Diese werden dann auf der positiven (Weg zur Quelle) und 
negativen (Weg zur Senke) x-Achse aufgetragen, die entsprechenden Isotachen
Isoklinen-Werte auf der positiven und negativen Ordinate. 

Ergebnis. Die Stromlinienschar und die Potentiallinienschar wird aus dem 
Isotachen-Isoklinen-Netz durch graphische Integration gewonnen. Das ent
standene Netz muS ein krummliniges Quadratnetz seii:t~ 

Das Beispiel 1 der Anwendungen ist mit allen Einzelheiten durchgefiihrt. 
Schrifttum. WEINIG, F.: Die ebene Potentialstromung in gewohnlichen Kriimmern 

undin Kriimmern mit Umlenkschaufeln. Wasserkr. u. Wasserwirtsch. Jg. 29 (1934) H.17.
WEINIG, F., u. A. SmELDs: Graphisches Verfahren zur Ermittlung der Sickerstromung durch 
Staudamme. Wasserkr. u. Wasserwirtsoh. Jg. 31 (1936) H. 13. 

D. Randbedingungen. 
Um die Losungen von Grundwasseraufgaben durchfiihren zu konnen, ist 

die -Kenntnis der Randbedingungen notwendig. Die Form des Gebietsrandes 
und die Bedingungen, die langs des Randes erfiillt sein mussen, sind von ent
scheidender Bedeutung, da ein Potential in einem F.elde bestimmt wird durch 
sein Verhalten auf dem Rande (CAUCHY), soweit nicht im Innern des Feldes selbst 
Singularitaten (Quellen, Senken) auftreten. 

Die Randbedingungen konnen sehr verschiedener Art sein. Die Form des 
Gebietsrandes kann von vornherein gegeben sein, wie etwa eine feste, geradlinige 
Begrenzung eines Grundwassertragers. 1st 8ie eine freie Oberflache, so muB 
sie aus den. Randbedingullgen ermittelt werden. 

Wir wollen fiir den vorliegenden Fall vier verschiedene Moglichkeiten unter-
scheiden: 

1. Begrenzung durch eine undurchlassige Sohle. 
2. Begrenzung durch freies, ruhendes oder langsam bewegtes Wasser. 
3. Begrenzung durch freie Oberflache. 
4. Begrenzung durch Hangquelle (Aussickern). 
1. Die undurchlassige Schicht stellt immer eine Stromlinie dar, weil die 

Filtergeschwindigkeit dort nur parallel zum festen Rand sein kann. Der feste 
Rand kann analytisch einfach oder abschnittsweise darstellbar sein oder nicht 
und ermoglicht dementsprechend eine rechnerisch genaue Losung oder schlieBt 
eine solche von vornherein aus. 

Die Potentiallinien stehen senkrecht auf der undurchlassigen Schicht. 
1st die undurchlassige Grenze in der z-Ebene analytisch festgelegt durch 

x(s), y(s), s ihre Bogenlange, dann ist der Winkel gegenuber den Achsen gegeben 
durch dx 

dB = cos IX , 
dy . 
dB = smIX. 

Die Bedingung fiir die Stromlinie lautet: 

tp(x, y) = tpi = const. 
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Die Bedingung fiir das Senkreehtstehen der Niv-eaulinien lautet, wenn n die 
Riehtung der Niveaulinie bedeutet: 

ihp 
an = o. 

Ferner sind die Gesehwindigkeitskomponenten parallel zur x- und y-Aehse: 

U = ~~ eos.x, 
orp . 

v == AS Sll.x. 

1st die undurehlassige Grenze geradlinig, so ist 

V Sin'IX 

U = cos IX , 

d. h. in der w- (Hodographen-) Ebene wird die Stromlinie dureh einen Absehnitt 
des zu dieser Linie in der z-Ebene parallelen Polstrahles dargestellt. 

2.' In diesem FaIle handelt es sieh um Bosehungen von Kanal-, FluB", Ab
zugsgrabendammen und von Staudammen, die erne fast ruhende Wasse:t;sehieht 
absehlieBen oder um die Stellen eines Grundwassertragers, die sehr weit von der 
Senke (Abzugsgraben) entfernt sind, und zwar in einem lotreehten zur Stromungs
ebene senkreehten Sehnitt. 

In ,jedem Punkte eines solehen Randes ist die Standrohrspiegelhohe h die 
gleiehe. 

h = Yo + ~, 
Yo = geodat. Hohe der freien Wasserspiegeloberflaehe, d. h. es ist g; = - k h = eonst. 

Die Begrenzung dureh das freie Wasser ist eine PoteIitiallinie. 
Die Stromlinien und damit' die Gesehwindigkeitsriehtung der zugehorigen 

Grundwasserbewegung stehen senkreeht auf diesen Grenzen. 
1st die Grenze geradlinig, so ist diese Potentiallinie der z-Ebene eine Gerade 

in der w- (Hodographen-) Ebene, und zwar senkreeht zu der Potentiallinie der 
z-Ebene dureh den N:ullpunkt der w-Ebene. Unter Vernaehlassigung der Trag
heitskrafte (DARcy.Gesetz) konnen wir unter Umstanden fiir die Gesehwindig
keiten senkreeht zu diesen Niveaulinien unendliehe Werte erhalten. Es kann 
naehgewiesen werden, daB bei Voraussetzung eines strengen Widerstandsgesetzes 
unter Berueksiehtigung der Tragheitskrafte und unter Voraussetzung der kineti-

h' E . h"h '(u2 + v2
) d U dli h d hI' t se en nergle 0 e ~ as nen ewer en ausgese ossen IS • 

3. Die freie Oberflaene oder der Grundwasserspiegel stellt unter AuBeraeht
lassung der Kapillarwasserzone (Unterdruekzone) die Grenze der, wasserfUhrenden 
Sehieht an eine lufthaltige Sehieht des Grundwassertragers unter Atmospharen
druok dar. Sie ist im stationaren Zustand immer eine Stromlinie bzw. -£lache, 
aber im Gegensatz zur gegebenen festen Randstromflache ursprunglich nicht 
bekannt. Es ist also: 'IfJ ,= const. Fiir die freie Ober£lache gilt 

P = PAtm = const. 

J!.. +Yo = h. 
i' 
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Dader Druck Hings einer freien Oberflache Null ist; jst 

p=O, 

k·= Yo' 
dk = dyo, 

Llk=Llyo, 

p=-~k, 

29 

d. h. Niveauliriien, die ja auf der freien Oberflache,senkrecht stehen, schneiden, 
falls sie vom Standrohrspiegelunterschied LI h sind, die·freie Oberflache in Punkten 
vom lotrechten Abstand LI Yo' . 

Wenn s die Stromungsrichtung des Grundwasserspiegels ist, dann ist die 
Oberflachengeschwindigkeit VOb: 

VOb = - 88ksk = ~:= _k~~o = ksina, 

wenn eX die Neigung des freien Grundwasserspiegels gegen die Waagrechte ist. 
Auf Grund dieser Zusammenhange kann die Oberflachengeschwindigkeit leicht 

ermittelt werden, wenn die Form des Grundwasserspiegels und der'Durchlassig
keitsbeiwert bekannt sind, oder die E'rmittlung eines der Werte ist moglich, 
wenn die heiden anderen gegeben sind oder gemessen werden konnen. 

Die groBtmogliche Oberflachengeschwindigkeit erfolgt bei lotrechter Ober
flache; sie ist 

- k . n k 
VObmax = - sm 2- = - , 

d. h. gleich der Durchlassigkeit. 

Die waagrechte Komponente der Oberflachengeschwindigkeit ist am grofiten 
bei einer Spiegelneigung. von 45 0 , sie ist 

7. • k . n n· k 
UOb = 10 sma cos eX = sm 4 cos 4 ="2' 

d. h. gleich der. halben Durchlassigkeit. 

Fur die freie Oberflache gilt: 

kit k + kpAtm -p= = Yo -y-' 

kh+p =0. 

Diese Gleichung, differentiert nach 0 s, gibt: 

8kh + 8q; = 0 
os {)s ' 

multipliziert mit op!os gibt 

wegen 

heiSt die Gleichung 

k8k 8q; + (iJq;)2 = 0 
os 08 08 ' 

ok . - = sma 
08 

. 0 q; (8 q;)2 
ksma as + 08 = 0" 
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wegen 

VOb = ksinex und orp = ksinex 
08 ' 

VOb sin ex = v = Geschwindigkeitskomponente parallel zur y-Achse der z-Ebene. 

kv + (~~Y= 0, 

orp '/-2+ 0 iii = VOb= V U V", 

U = Geschwindigkeitskomponente parallel zur x-Achse der z-Ebene. 

kv + u 2 + v 2 = 0 , 

u 2 + v 2 + kv = 0 , 

u2 + (v + iY= (it 
Diese Gleichung stellt einen Kreis dar mit dem Mittelpunkt u = 0, v = -kj2, 
Radius = kj2 . . Der Kreis ist der geometrische Ort der Endpunkte der Ge
schwindigkeitsvektoren. 

Da die Geschwindigkeitsvektoren, vom Nullpunkt der w- (Hodographen-) 
Ebene aus aufgetragen, in ihren Endpunkten die Bilder der Hodographenpunkte 
der entsprechenden Punkte der Stromlinie, also auch der freien Oberflache in 
der z-Ebene ergeben, haben wir in der Verbindungslinie dieser Endpunkte das 
Bild del' Stromlinie in der w-Ebene. Diese Verbindungslinie ist fUr die freie Ober
flache del' Kreis, wie oben beschrieben wurde. 

Das bedeutet fUr uns, daB wir die in der z-Ebene urspriinglich unbekannte 
Form del' freien Oberflache in der w- (Hodographen-) Ebene in Form eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt v = -kj2 und dem Halbmesser r = kj2 oder eines Teil
stiickes dieses Kreises fiir unsere Untersuchungen von vornherein als bekannt 
annehmen konnen. 

4. Die Hangquelle odeI' die Sickerflache ist das Austreten am luftseitigen 
Hang und bildet dort die Grenze des von der Stromung erfiillten Grundwasser
tragers gegen die a£mospharische Luft. Diesel' Rand kann im allgemeinen wedel' 
Strom- noch Niveauflache sein, d. h. '1fJ =l= 0; q; =l= O. Das Grundwasser tritt durch 
die Sickerflache in Form einer Hangquelle frei aus, verdunstet dort odeI' es flieBt 
in dunner Schicht iiber die Sickerflache abo 

Die Form des Randes 1st urspriinglich bekannt; er kann aIialytisch erfaBbar 
sein oder nicht. Del' Druck langs der Sickerflache ist Null. 

p = const = 0, 
damit wird 

h = Yo' 

d. h. Potentiallinien, zwischen denen ein Standrohrspiegelunterschied Ll h be
steht, schneiden die Sickerflache in Punkten, deren lotrechter Abstand Ll Yo = Ll h 

. E' b' 0 kh d oq; k ok kOYo k . fJ 1st. s 1st eI P = : q; = - un ~ = - ~ = - :0-- = - SIn . 
u81 u81 uSI 

81 bedeutet die Richtung del' Sickerflache und schlieBt mit der Waagrechten 
den Winkel fJ ein. 
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dip/08l ist nicht die volle Geschwindigkeit, sondern nur die Komponente 
in der Richtung der Sickerflache, sofern der Grenzfall Sickerflache = Stromflache 
nicht a~tritt. D. h. die oben begriindete Randbedingung der Sickerstrecke 
erzwingt, daB der Geschwindigkeitsvektor b der durch die Sickerstrecke aus
tretenden Stromlinie so groB wird, daB seine Projektion auf die Sickerstrecke 

~tp = -ksinfJ 
u81 

wird. Es ist dann leicht abzuleiten: 
atp . 
-a = u cos{J + v sin{J , 

81 

wobei u = x-Komponente und v = y-Komponente von b ist. Folglich gilt fUr 
die SickerfHiche 

ksin{J + ucos{J + vsin{J = O. 

Langs einer lotrechten Sickerflache ist die auf diese entfallende Komponente 
von b: v" =-k 

k· n + n+.n 0 sm 2 ucos 2 vsm 2 = , 

V= -k. 

Die die Sickerflache unter irgendeinem Winkel y schneidende Stromlinien
geschwindigkeit b ist dann selbst = - k, falls dieser Winkel 0 0 betragt; sie wachst 
theoretisch bei den zugrunde gelegten Vereinfachungen beziiglich des DARCY
Gesetzes und der kinetischen Energiehohe bis unendlich, wenn der Winkel 90 0 

betragt. Bel lotrechter Sickerflache ist b = -lc tgy. 
1st die Sickerlinie geradlinig, so ist ihr Bild in der w- (Hodographen-). Ebene 

auch eine Gerade: 
ksin{J + ucos{J + vsin{J = O. 

Dies ist eine Gerade senkrecht zur Sickerlinie der z-Ebene, sie geht immer durch 
den Punkt v = -k, das ist der tiefste Punkt des unter 3 beschriebenen Hodo
graphen-(Kreises). Da v" = ksin{J ist, ist durch die GroBe des zu irgendeinem 
Punkt der Sickerstrecke im Hodographen gezogenen Polstrahles 'die Grundwasser
geschwindigkeit b im zugehorigen Abbildungspunkt der z-Ebene gegeben. 

Die AbbiIdungen sind konform, also miissen in der z-Ebene und w-Ebene 
entsprechende Strom- und Potentiallinien die Sickerstrecke unter gleichen 
Winkeln schneiden(infolge der Spiegelung des Hodographen mit entgegen
gesetzten Vorzeichen-antikoform), d. h. wenn wir einen Polstrahl auf die Sicker
strecke ziehen, so ist er der Geschwindigkeitsvektor der zugehorigen Grund
wasserstromung. Da aber die Sickerstrecke im Hodographen um + n/2 gedreht 
und noch gespiegelt ist, muB die zugehorige Stromlinie die Sickerstrecke im 
Hodographen im Schnittpunkt des betrachteten Geschwindigkeitsvektors unter 

einem Winkel schneiden, der zwischen ihr und Stromlinie' (i + ()(.) ist (zwischen b 

und Stromlinie (i - 2()(.).) 
Die im gleichen Punkt auftreffende Potentiallinie steht senkrecht dazu. 
Graphisch wird das Verfahren so durchgefiihrt, daB der Hodographenursprung 

iiber den tiefsten Punkt der freien Oberflache im Hodographen gespiegelt wird. 
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Vom neuen Pol werden Strahlen auf die Sickerstrecke gezogen. Diese Strahlen 
sind Tangenten an die Potentiallinien auf der Sickerstl'ecke. Die Stromlinien 
sind senkrecht dazu. Mit .diesem Vel'fahren sind die Isoklinenwerte auf der 
Sickerstrecke .im Hodograph genau und einfach zu ermitteln. 

Schrifttum. HAlVIEL, G.: Uber Grundwasserstromung. Z. angew. Math. Mech. Bd.14 
(1934) H. 3. - WEINIG, F., U. A. SHIELDS: Graphisches Verfahren zur Ermittlung der Sicker
strolllung durch Staudamme. Wasserkr. u. Wasserwirtsch. Jg.31 (1936) H. 13. 

E. Die Transformation des Hodographen in die 
Grundwasserstromungsebene. 

1. Das allgemeine Verfahrim. 
Nach den friiheren Ableltungen wird die Stromungsebene oder z-Ebene auf 

die Hodographenebene oder w-Ebene abgebildet durch die Funktion 

U mgekehrt ist: 

_ .L' _ ,_ dt; 
10 - U I ~v - Z -- dz . 

z = x + iy =fdz'~- - rd !; ~j'~ -. w - u + 'iv' 

Ist ds die Lange des Bahnelementes in irgendeinem Punkte des Stromungsgebietes 
und unter dem Winkel IX gegen die x-Achse geneigt, so ist 

drp orp. 
10 = ds = oy smlX 

da bei, gleichem Potentialabfall und kiirzerem Weg dy (Kathete) gegeniiber ds 
(Hypothenuse) ohne sinlX ein groBeres 10 (Geschwindigkeit) erzeugt wiirde. 
Ebenso gilt 

Hieraus durch Umkehrung 

dip orp 
10 = ds = ox cps IX • 

_ fOrp sin <x 
y- w ' 

x = (orp :os<x .' 

Es ist del' Stl'omdurchfluB durch ein auf der Potentiallinie liegendes Langen
element an: 

und 

Hieraus durch Umkehrung 

wdy 
dljJ=wdn=

cos <x 

wdx 
.dljJ = wdn = -.~. 

Sill 0( 

. j'dtp coS<x 
y= -.~w~-, 

_ (dtp sin<x 
x-. ~u-.-, 
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Zusammenstellung: 
({J" 11'" 

_feos()(. d _fsin", d x - w cP - w 'V', 
'1'1 

If! 1J'1 -f Sin'" d - fCos ()(' d y- w cP- w 'V" 
'1'1 

Hat man im Hodographen das Strom- und Potentialliniennetz, so kann es graphisch 
integriert werden, und damit wird das Strom- und Potentialliniennetz der Grund
wasserstromung <erhalten. 

Integration des Stromlinien- und Potentialliniennetzes. 

Die Stromlinienschar im Hodographen hat ihre Zahlenwerte, z. B. 

'V'0=0; 'V't=t; 'V'k=t; 'V't=!; 'V'=1,0. 

Die Potentiallinienschar< wachst um die gleichen Werte 

IfJEnd = 0; CPl = 0 + t; CP2 = t; CPa = t; CP4 = t; CPs = 1; usw. 

Das Netz kann auf Grund der friiheren Integrationen noch viel enger unterteilt 
werden. Man verfolgt die Bahn der zu intergrierenden Stromlinie im Hodo
graphen. Dann tragt man auf die Abszisse eines Koordinate:risystems mit 
!PEnd = 0 im Ursprung in einem beliebig gewahlten MaBstab die Zahlenwerte 
fur CPl' CP2 usw. mit gleichen Abstanden vom Ursprung aus auf, d. h. man wickelt 
die auf der Strombahn auftretenden Potentialwerte zahlenmaBig (nicht strecken
langenmaBig) auf die Abszisse abo Diese Abwicklung sollte mit moglichst feinen 
Unterteilungen erfolgen. Hierzu ist die Aufstellung der Verteilung von cP langs 
einer Stromlinie sehr nutzlich, die bei der Ermittlung von cP aus dem Isoklinen
Isotachen-Netz schon hergestellt werden kann. 

Nun greift· man in moglichst engen Abstanden Punkte auf der Stromlinie 
im Hodographen heraus und zieht zu diesen Punkten den Poistrahl W. Der Pol
strahl w bildet mit der Waagrechten den Winkel lX. Man bildet fur die be
trachteten Punkte COSlX/W und sin/lX. Diese Werte werden als Ordinaten auf
getragen uber den Abszissen cP, deren zugehorige Punkte auf der Stromlinie 
mit den gerade betrachteten Punkten zusammenfallen. Da der Vektor "k" im 
Hodographen vorlaufig gleich 1 gesetzt wird, ist der MaBstab fiir die ubrigen 
Vektoren w gegeben. Zu den Kurven cosrx/w und sinrx/w werden die Integral
kurven graphisch gebildet, man erhalt 

f cos()(.d 
x= W- cr, 

f Sin ()(. d y= -W cp. 

Zwei aufeinanderliegende Ordinatenwerte x und y der beiden Integralkurven 
sind die Koordinaten der Stromlinie in der Grundwasserstromung. 

Die Ermittlung der Koordinaten der Potentiallinien erfolgt analog. Betrachtet 
wird dabei die Bahn einer Potentiallinie im Hodograph. Auf ihr ist die Verteilung 
von 'V' maBgebend. Man kann sich aber diese Integration ersparen, wenn man 

Breitenoder, Grundwasserstromungen. 3 
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die Schnittpunkte der Potentiallinienmit den Stromlinien im Hodograph auf
sucht. Die Koordinaten xund y des transformierten Punktes sind in der Strom
linienintegration leicht aufzufinden. Die Verbindungslinien der entsprechend 
transformierten gleichwertigen Schnittpunkte ergeben die Potentiallinien der 
Grundwasserstromung .. 

Im allgameinen ist die ganz genal1e Verteilung der Strom- und Potentiallinien 
in der Grundwasserstromungsebene nicht sowissenswert wie die genaue Ver
teilung der Strom- und Potentiallinien aufdem Rand (Grabenein- .und -aust:t:itt, 
Sickerstrecke, Randstromlinien usw.). Wenn man die Randwerte mit groBter 
Genauigkeit ermittelt hat, kann man durch Fortsetzung der Linien im Feld 
und unter Beachtung ihrer Quadrateigenschaft dieStromung genligend genau 
darstellen. Ein in der Grundwasserstromungsebene entworfenes Isoklinen
Isotachen-Netz erganzt diese Bilder. 

Als Koordinatenursprung fiir die einzelnen Linien im Grundwasserstromungs
bereich gilt immer derjenige transformierte Punkt der entsprechenden Hodo
graphenlinie, bei dem die Integration begonnen wurde. 

Dieeinzelnen Linien unter sich stehen noeh in keinem Zusammenhang. 
Dieser Zusammenhang wird durch eine weitere Integration' hergestellt. 
Man zieht dazu 
eX) eine Randpotentiallinie oder 
(J) die Sickerstreeke heran. 
Zu eX) Dureh die Randpotentiallinie geht der Strom 1p durch. Bekannt ist 

auf ihr im Hodograph die Verteilung von 1p,dazu die Geschwindigkeiten .der 
einzelnen Stromelemente fiir die Grundwasserstromung (Geschwindigkeitsvek
toren). Nun ist fiir die Grundwasserstromung die Lange 8",. der Endpotential
linie 

'1'=1/1 

8",.= f~. 
'1'=0 

(Integration liber die Lange 8~. der Endpotentiallinie im Hodograph.) 
Man tragt auf der Abszisse eines Koordinatensystems in irgendeiner Ein

heit 1p = 1 auf und unterteilt die Streeke in "PIn. Diese "PIn sucht man im Hodo
graph auf q; = 0 auf und stellt den Geschwindigkeitsvektor w, d. h. die. Lange 
des Poistrahies bis zu den entsprechenden Punkten "PIn fest. . 

. '1'='1' 

l/w wird als Ordinate liber den zugehorigen Punkten aufgetragen und fd;:: 
'1'=0 

gebildet. Die Endordinate der Integralkwvll stellt die Streckenlange von 
q; = 0(8",,) im Grundwasserstromungsbild dar. Aus der Integralkurvekann 
man auch Teillangen und ihren zugehorigen DurchfluB entnehmen. 

Zu (J) Die' Sickerstrecke kann allein odeI' in Verbindung mit einer End
potentiallinie auftreten. 'Die letztere wird wie unter eX) behandelt. 

Die Stromlinien treffen auf del' Sickerstreeke in der Grundwasserstromung 
unter einem Winkel eX auf. 1m Hodographen wird dieser Winkel eX dureh den 
Winkel zwischen Polstrahl w zum Abbildungspunkt und der Waagrechten an
gegeben. 
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Die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Sickerstrecke in der Grund
wasserstromung ist bei lotrechten Sickerstrecken (z-Ebene) 

WCOSIX. 

Die Lange qer Sickerstrecke SSt ermittelt sich aus 

dSs/wcoslX = d"P, 

'1'='1' 

s -/~ SI - wcoso:' 
'1'='1'1 

1m allgemeinen ist 
'1'='1' 

S. =/ dtp 
8, w coso: sinfJ ' 

'1'='1'1 

wo f3 der Winkel zwischen Sickerstrecke und der Waagrechten der z-Ebene ist. 
Das weitere Verfahren ist analog dem unter IX) beschriebenen. Aus dem 

Hodograph muB man noch den auf die Sickerstrecke entfallenden Anteil von "P 
und den auf die Endpotentiallinie entfallenden Anteil von "P entnehmen, was 
aus dem Stromliniennetz bzw. seiner Ermittlung sich ergibt. Diese Anteile von "P 
werden in einer zu wahlenden Einheit mit Unterteihmgen "P/n als Abszissenlangen 
fur die 1ntegrationen aufgetragen. 

Auf den so ermittelten Sickerstrecken und Endpotentiallinien der Grund
wasserstromung sucht man die Punkte aus der Integralkurve auf, durch die die 
Strom- bzw. Potentiallinien gehen. Damit hat man die Koordinatennullpunkte 
und den Zusammenhang des Stromungsnetzes. festgelegt. 

Das Stromungsnetz muB wieder aus krummlinigen Quadraten bestehen. 

2. Beriicksichtigung des k-Beiwertes. 
·Man hat zweckmaBigerweise dem Gesamtstrom des :aodographen den Wert 

"P = 1 zugeteilt. Die Durchlassigkeit k wurde dort auch mit 1 angenommen. 
Mit diesen Werten ergaben sich Koordinaten x undy als ZahlengroBen. Man 
muB sich nun ffir das CGS-System oder ffir das technische MaBsyste:rp. entscheiden. 
1m ersten Fall sind die Koordinaten in cm, die Wassermenge als 1 cm3/sec und 
die Schichtdicke als 1 cm gegeben; im zweiten Fall x und y in m, q als 1 m 3/sec 
und die Schichtdicke als 1 m. 

Die Modellahnlichkeit ist linear. 
1st beim gleichen geometrischen Stromungsbild q nicht gleich 1, sondern 

gleich qa' so muB sich k entsprechend geandert baben, oder die Koordinaten 
werden bei gleichbleibendem k zu xqa und yqa' 1st k nicht gleich 1, sondern 
gleich ka' so muB sich q entsprechend geandert haben, oder die Koordinaten 
werden zu x/ka und y/ka bei gleichbleibendem q, was leicht einzusehen ist. 

Andern sich q = 1 und k = 1 in qa und ka' dann werden die Koordinaten 
(aus q = 1; k = 1) zu 

xCf'!. 'und yCf'!. 
k. k •. 

q/k stellt also den MaBstab des Stromungsbildes dar. 

3* 
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3. Kritik des Isotachen-Isoklinen-Verfahrens einschIieJUich der 
Hodographen-Integration. 

Grundbedingung fiir das GeJingen der Aufgabe ist der Entwurf eines einwand
freien lsotaehen-Isoklinen-Netzes. Fiir die Netzteilung muJl man noeh eine 
zulassige Grenze nach oben und eine noeh geniigende Grenze naeh unten finden. 
Nach den durehgearbeiteten Vergleiehsuntersuehungen geniigt dafiir der Netz
abstand im Wert von are 5°. Nun gibt es aber Netze mit mehreren singularen 
Punkten. Diese singularen Punkte . sind von den Randbedingungen abhangig. 
Ihr Wert liegt eindeutig fest. D. h. der Ort braueht nieht auf einer Isoklinen 
mit runden 5 ° zu liegen. DaB die Singularitat vorhanden ist, weiB man, und 
so ist man unbewuBt bestrebt, den singularen Punkt in das are5°-Netz einzu
beziehen. Derartige und ahnliehe tJberlegungen bringen in das Netz haufig 
kleine Abweiehungen hinein. Die erste Kontrolle ist das gleiehe Zahlenergebnis 
der·1p-Ermittlung auf den versehiedenen Integrationswegen. Die zweite Kontrolle 
ist das Entstehen eines krummlinigen Quadratnetzes naeh Ermittlung der 
«p-Linien. Gegebenenfalls konnen hier kleinere Abweiehungen - entstanden 
zum Teil dureh nieht fein genug unterteilte graphisehe Integration - ausge
gliehen werden, damit ein einwandfreies Netz entsteht. Aus einem einwand
freien Hodographennetz laBt sieh bei geniigend feiner graphiseher Integration 
das Grundwasserstromungsnetz ohne in der Zeiehnung erkennbaren Fehler 
gewinnen. 

FUr das Beispiel Nr. 7, das dureh ei;ne funktionentheoretisehe Untersuehung 
exakt iiberpriift wurde, wurde absiehtlieh ein nieht ganz genaues Netz entworfen. 
Bei einem Punkt, der etwa 10 em von der Senke entfernt auf der freien Ober
flaehe liegt (qjk = 1 em), trat eine Abweiehung von 2 mm als Hoehstfehler auf. 
Die Abweiehung konvergiert aber sofort wieder zur exakten Losung, was aus einem 
Vergleieh der Integralkurven zu ersehen ist. In Prozenten auf die exakte Ordinate 
umgereehnet, betragt der Hoehstfehler 2,7%. Man muB dabei bedenken, daB 
sieh eine freie Oberflaehe derartiger Stromungen an der Kapillarzone haufig 
auf eine derartige Genauigkeit gar nieht einmessen laBt, da sie ihre Lage bei 
den geringsten physikalisehen Zustandsanderungen um ahnliehe Betrage andern 
kann. 

Aueh eine mathematisehe Kontrolle sieht sieh theoretiseh sehr einfaeh an, 
wenn die Abbildungsfunktion abgeleitet ist. Bei der numerisehen Durchreehnung 
hat man aber haufig unzahlige Gleiehungen 4. und hoheren Grades zu losen, 
und da ist man wieder auf graphisehe Verfahren mit groberen oder feineren Er
gebnissen angewiesen, je naeh der zur Verfiigung stehenden Zeit. 

Uber die aufzuwendende Zeit seien noeh einige Ausfiihrungen gestattet. 
Bei einfachen Strombildern mit gegebenen Randern kann man in wenigen Stunden 
ein Ergebnis erhalten . 

. Bei sehwierigen Grundwasserstromungsaufgaben mit freier Oberflaehe und 
Siekerstreeken muB man bei einiger Ubung sehon mit 100 und mehr Arbeits
stunden reehnen. Eine mathematisehe Ermittlung, sofern iiberhaupt noeh mog
lieh, benotigt dann aber Woehen und Monate Arbeitszeit. 
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F. Beispiele liir QneU.Senkenstromnngen, Eckstromnngen nnd 
ahnliche (Abb. 8-17). 

In nii.chster Nahe von singularen Punkten und EckpUnkten des Isotachen
IsokIinen-Netzes konnen folgende exakt ermittelte Grundbeispiele geniigend 
genau iibernommen werden. 

Dabei ist hei den Stromungen in odel' urn 
Ecken zu beachten: Wenn ~ der Winkel der 
Ecke ist, in dem die Stromung stattfindet, 
und zwar in Teilen von ~ ausgedriickt, 

dann ist die Abbildungsfunktion der betref
fenden Stromung 

~ =z". 

Fur -x und y Polarkoordinaten r, ~ einge
fuhrt, gibt: 

cp + i1jJ = r"(cos~ + i sin~)" 

hieraus 
= r" cosn~ + ir" sinn~, 

cp = r" cosn~; 

1jJ = r"sinn~. 

Die Winkelhalbierende stellt eine Potential
linie dar, die beiden Schenkel des Winkels ~ 
sind Randstromlinien (auch symbolisch zu 1 

verstehen). 

n=3 

n-f 

Abb.8 u. 9. 

Langs der Winkelhalbierenden ~ = ~/2n als Potentiallinie ist 

" . n3:; " 11J=r sm-=r· '/' 2n' 

langs des einen Schenkels mit (X = 0 ist 

cp = r"cosn. 0 = rn. 

D. h. auf der Winkelhalbierenden geht in der Entfernung r die Stromlinie 1jJ=r" 

durch. Ahnlich bei cp. FUr alle Winkel (X < ~ ist die Geschwindigkeit der Stro
mung in der Ecke = Null. Diese Ecken stoBen die Stromlinien abo Fur ~ > ~ 
istdie Geschwindigkeit im Endpunkt unendlich groB. Diese Ecken ziehen die 
Stromlinien an. 

Schrifttum. PRASIL, FR.: Technische Hydrodynamik, S. 170ff. Berlin: Springer 1926. 
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Abb. 10. ~ = z'. 

Abb. 11. ~ = In (z' - a'). 
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Abb. 14. ~=~. 

'15.7l/so 
Abb. 15. ; = lnz. 



Beispiele Hir Quell-Senkenstromungen, Eckstromungen und ahnliche. 41 

.... .... .... ... 
{: t..l N ~ 

"'I~"'I~"'\)!,"I~ 

Abb.16. ;=z+Inz. 

I I I I 
..:.. t\.> <.., i::: 

"I~"'I~ "'I~ "'I::t 
-+Zs.!f 
+2'1-f 

+ ZJ 7f
+zz7f
+212f 

+202f 

+'197f
+18f 

- +17?f 
+16-f 

-+1Slj 

---+ 1lf f 
---+1J7j-

. +121£ 
8 

+11f 

+10-f 

+9-f 
-+ 8 7f-
--+7f 

+ 6f 
+5f 

-+lff 
-+ 31£ ____ 8 

+2f 
-+ 1f 

9'=0 

--1f 
- 2 zr 
o 8 

-Jf 
--Iff 
--sf 
--6f 



42 Anwendungen der Theorie. 

Abb.17. ~=lnz+(J,. 
z-a 

II. Anwendungen der Theorie. 
1m vorliegenden Teil werden verschiedene Beispiele mit dem Isotachen

Isoklinen-Verfahren behandelt. Weitere Beispiele werden mathematisch durch
gerechnet, soweit dabei einfachere Funktionen in Frage kommen. 

1. Grundwasserstrom tiber waagrechter Sohle mit Schlitz in del' 
Sohle (Abb. 18); ferner Abb. 47-68, S. 98-105. 

a) Aufstellung des Hodographenrandes. 
Hier sind die Grundsatze von I, D zu bel'iicksichtigen. Grundbedingung bei 

jeder konformen Abbildung ist, daB der Bereich beim Umfahren in gleicher 
Reihenfolge bei beiden Abbildungen immer entweder nur zur Rechten bzw. 
nur zur Linken bleibt. Der Hodogl'aph muB sich genau wie del' Grundwasser
str6mungsbereich schIieBen. Da del' Hodograph nach einer friiheren Festlegung 
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die gespiegelte konforme Abbildung -ist, 
Umfahrungssinn rechts-links. 

entspricht sich hier und nur hier der 

Man entwirft sich ein unge-
fahres Bild der Grundwasserstro
mung. 1m Hodograph (Abb. 19) 
zeichnet man den Halbkreis vom 
Durchm:esser k = 1 ein, der das 
Bild der freien Oberflache ist. per 
Punkt A falit damit in den Pol, 
denn bei A alf;! unendlich fernem 
Punktder z-Ebene ist v = O. Die 
waagrechte Randstromlinie ,BC 
wird zum waagrechten Geschwin

Y-AcI1se 

z-Ebene 

R 
Or. W. -Slriimun!l 

00_ 

=-Pa 

oo'!.- ____ 8-"2_~ ___ * 
Abb.18. 

digkeitsvektorOC. Da Punkt B in der z-Ebene im 00 wie A liegt, und dort 
v = 0 ist, fallt' er in der w-Ebene mit v = 0 in den Pol. Bei C ist v = 00, da 
die Stromlinie um -7&/2 abbiegt. Damit - i 00 

falit C in den ~endlich fernem Punkt b 
der w-Ebene. CD ist Potentiallinie. Auf 

w-£bene. 

ihr stehen die Stromlinien senkrecht. 
Also sind die Geschwindigkeitsvektoren 
der Punkte zwischen C und D Lotrechte. 
Die Geschwindigkeitsvektoren gehen in 
der w-Ebene vom Pol' aus, also fallen 
sie in ihrer Lage aIle mit der negativen 
Ordinate zusammen. Bei D tritt die 

lIodograph. 

freie Oberflache ein, sie ist dort lotrecht Pz Abb. 19. 

geneigt. Damit wird v = k sin 90 0 = k. 
Somit fallt D im Hodograph mit dem . b ~ +(T-Acnse 

tiefsten Punkt des Halbkreises zusam- zoe 

men. ,Der Punkt C ist im Hodograph als unendlich ferner Punkt festgelegt. 
Beim Umfahr n im Sinn ABCDA liegt das Gebiet in der z-Ebene dauernd zur 

Linken, im Hodograph dauernd zur Rechten. z-Bereich und w-Bereich schlieBen 
sich entsprechend. 

b) Ableitung der Abbildungsfunktion. 
Wir miissen nun suchen, den bekannten Bereich der w-Ebene (Hodograph) 

auf den Rechtecksbereich der g-Ebene (Strom- und Potentialfunktionsebene) 
(Abb.20) abzubilden. Der Rand des 
Rechtecks in der g-Ebene wird aufge
stellt: A liegt in der z-Ebene im 00, 

also muB es ein 00 groBes Potential 

]/'-Acnse e=Ebene 
Strom -unt! Polenlial/'unlrlions-Ebene 

haben, da ja die freie Oberflache -8 C Y'=o +.!I'-lIchse 

dauernd steigt und q; = -kh ist. Dann: -oo--=-9!.~o~===~W».===~r::_=oo::E: 
muB aber auch B ein 00 groBes Poten- ~'"L;II;---';.o~='"""'"""'-'1, ~'l'='.-~l~·'===,R~_l:-+~~~ 
tial haben, C und D liegen auf q; = 0 . 
AIle Strom- und PotentiaIlinien sind 

Abb.20. 

gerade in der g-Ebene. Der Umfahrungssinn von z-Ebene und g-Ebene ist der 
enisprechende. Wenn der Rand abgebildet ist, ist ja nach CAUCHY auch das 
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Innere festgelegt. Man probiert aIle moglichen Funktionen durch, bis eine pas
sende gefunden ist. (Im mathematischen Schrifttum bieten sich viele solche 
Untersuchungen als Beispiele.) Man setzt 

W = sin~; cos~; ®in~, ln~ usw. 

Eine einfache Funktion ist beispielsweise 

1 
W=-' 

~ , 

Sie solI naher untersucht werden. 

z-Ebene 

Punkt A 
B 

w-Ebene 

o 
o 

; -Ebene 

±= 
±co 

" 
D (0 + i· I) = (0 -\'1) = i· I 

(±co±i.co) 

(0 - i· I) = --!~. ~ = - i·1 
(0+2.1) 

C 

Punkt D bestimmt eindeutig die Abbildung. 

Linie AB 

Linie BC 

Die Punkte stimmen. 

Punkt wird (+ co) Punkt 

enthalt die Punkte 1 
von den Koordinaten (u + i· 0) = (+'P + i· 0) 

Linie CD: 

o 

ihre Punkte haben 1 
die Koordinaten (0 + iv) = (0 - i1fJ) 

__ 1_._ = _.!.. = (0 - i1p) 
(0 + ~v) v 

LinieDA: In der ~-Ebene liegen auf ihr diePunkte mit den Koordinaten: (rp -i· I). 
Nun ist 

~ = (1p _ i. I) = .!.. = _1~. "" 
w (U+2V) 

oder: 
I = urp - in + irpv + v. 

Nach der Theorie miissen reelle und imaginare Glieder rechts und links der 
Gleichung sich je entsprechen bzw. die Summe der reellen und die Summe der 
imaginaren Glieder fiir sich je = 0 sein. 

Aus (2) 

in (1) 

urp + v-I = 0, 

u - rpv = O. 

1t 

rp = v' 
u2 . 

-V+v-1=0, 

u 2 + v2 - V = O. 

(1) 

(2) 

Diese Gleichung enthalt die Punkte in der w-Ebene, die auf der Geraden DA 
in der ~-Ebene liegen. 
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Die Gleichung lii.Bt sich umformen zu 

u 2 + (v -t)2 = t. 
Das ist die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunktskoordinaten 

u=O; v=+t, 
Halbmesser = t. 

Damit ist der Rand des Bereichs der ~-Ebene auf den Rand des Bereichs der 
w-Ebene abgebildet, damit auch das Bereichsinnere mit der Funktion 

;=p+i1p=! =_1_ .. 
w u + ~v 

c) Integration des Hodographen. 
Diese erfolgt mit der bekannten Formel: 

Z = x + i = (dl; = Jd(1P + .i'll') 
y • w (u + $v) , 

Z = J ~~ ; da w = 1- ' 
Z =J~M = t~2. 

Diese Funktion bildet die Strom- und Potentialfunktionsebene auf die Grund
wasserstromungsebene abo 

d) Aufstellung der Gleichungen fiir Strom- und Potentiallinien. 

Es ist: z -...: x + iy = t(~)2 = t(p + itp)2, 

aus (2) 

in (1) 

aus (2) 

in (1) 

x +'iy = tp2 + iptp -t1p2, 

X - t p2 + t 1p2 + i (y - P 1p) = 0. 

Reell = 0. Imaginar = 0. 

1 1 y2 
X - 2 q;2 + 2 1P2 

p2X - ip4 + ty2 
y2 
y2 

=0, 

=0, 

= JL, 
IP 

=0, 

=0, 
=-2 p2X + p4, 
= q;2(q;2 _ 2:.c) • 

Gleichung der Potentiallinien. 

JL 
,1 y2 1 

x - 2 "1'2 + 21p2 

V' ' 

=0, 

2X1p2 _ y2 + 1p4 =0, 

y2 = 1fJ2(tp2 + 2:1:). 

Gleichung der Stromlinien. 

(1) 

(2) 
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Setzen wir nun einzelne konstante Werte der g-Ebene ein: 

qJ zwischen 0 und + 00; 

"p zwischen 0 und -1, 

dann erhalten wir d~e Gleichungen der in die z-Ebene transformierten Potential
und Stromlinien mit der entsprechenden Wertigkeit. 

Diskussion der Gleichungen (s. Abb. 48, S.98). 

Die Gleichungen sind vom Aufbau 

y2=2px+p2. 

Das sind zwei Parabelscharen (Orthogonaltrajektorien), deren gemeinsamer 
Brennpunkt im Ursprung liegt und deren Achse mit der x-Achse zusammenfallt. 

Die Gleichung der freien Oberfiache ("p = -1; k = 1) ist: 

y2 = 2x + l. 
Bei einem anderen VerhaItnis von qjk wird die Ordinate 

y=Y2x+l 
zu 

y = v' i (2X + t) , 
hieraus 

y2=i(2x+t)· 

Diese Formel entspricht im Aufbau der von DUPUIT auf Grund praktischer Vber
legungen erhaltenen Formel ffir Zustromung fiber waagrechter Sohle zu einem 
lotrechten Graben. Die DupUITsche Formel ist nicht einwandfrei abgeleitet, da 
die Randbedingungen der Grabenwand nicht beachtet sind. Wie sich in den 
spateren Untersuchungen herausstellt, ist sie unter Umstanden eine gute Nahe
rungsformel. DUPUIT hatte die Geschwindigkeiten in einer Lotrechten in den 
einzelnen Punkten als gleich groG vorausgesetzt und kam damit mit anderen 
(falschen) Bedingungen zum gleichen Ergebnis wie oben. 

Um die Geschwindigkeiten in Richtung der Stromlinien zu erhalten, differen
ziert man die Potentialfunktion qJ nach x und y. 

y2 = rp2(rp2 _ 2x), 

rp4 _ 2rp2 X _ y2 = 0, 

rp2 = X ± -YX2 + y2, 

rp = ± Vx + l'x2 + y2. 

Die Geschwindigkeitskomponenten sind: 
Brp Brp 

U = Bx; v = By' 

x + yx2 +y2 
U = -===~=========-2YX2+y2'-YX+yx2+y2 ' 

V= Y 
2 yx2 + y2. -Yx + yx2 + y2 
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Setzt man Polarkoordinaten ein, r und y, so ist die resultierende Geschwindigkeit 
in Richtung der Stromlinien 

_ /---. l/r2 + r2 cos2 y + 2r.2 cosy + r2 sin2 y 
Ibl = 1 u 2 + v2 = V 4r2(rcosy + r) , 

lEI = V21r' r = V2~2' 
d. h. der geometrische Ort der Punkte gleicher GeschwindigkeitsgroBe (1so
tachen) ist eine konzentrische Kreisscllar. Als zweites suchen wir die Punkte 
gleicher Geschwindigkeitsrichtung (1soklinen) auf: 

Dazu stellen wir die Gleichung der Tangentenrichtung an die Stromlinien auf. 

y2 = 1jJ2(1jJ2 + 2x) , Gleichung der Stromlinien, 

y = 1jJY"P2+2x , 
dy 2'IjJ2 
dx 2'IjJ y'IjJ2 + 2x ' Tangentenrichtung, 

dy 
dx = tgP • P = Winkel mit der x-Achse. 

Fur eine 1sokline ist 

dy 'IjJ 
-d = tg p = const = -=====-

x y' 'ljJ2 + 2x ' 

'ljJ2 'ljJ2 'ljJ2 ( 1 ) 
x = 2tg2v -2 = 2 tg2j; - 1 . 

Aus der Stromliniengleichung ergibt sich 

"P4 + 2 "P2X - y2 = 0, 

"P2=[-x±1~]' 

"p = V -x ± 1X2 + y2 . 
(b) in (a) eingesetzt: 

hieraus 

x = - ~ [tg~V - 1] (x _1X2 + y2) , 

x2 + y2 = _[ 1 4~]2 + x2 + [14X2 ]' 
--1 --1 
tg2v tg2v 

y2[ctg2p -1]2 = 4x2 (1 + [ctg2p - 1]), 

1 
Y = 2x (ctg2v _ 1) ctgP. 

Gleichung der 1soklinen. 

(a) 

(b) 

FUr eine bestimmte 1sokline ist p = const, also stellt die Gleichung eine 
Ursprungsgerade dar. 

da 

2 tgv 
Y = x (1 _ tg2V) , 

2 tgv • 
tg2p = (1 _ tg2V) 

ist, ist der Winkel, den die 1sokline mit dem Wert arcpo mit der x-Achse bildet, 
gleich 2p. 
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Die Isotachen und Isoklinen der Grundwasserstromung in der z-Ebene sind 
Ursprungsgerade und konzentrische Kreisscharen fiir den vorliegenden Fall. 

Ihre Transformation in den Hodographen mit der Funktion ' 

d~ 1·2 1 
w=-=--=-

dz 2 Y2z Y2Z 
ergibt wieder Isotachen und Isoklinen als Ursprungsgerade und konzentrische 
Kreisscharen, allerdings in anderer Anordnung. 

Isotaohe fiir v = 0 

" 
" 

" v=oo 

" v = 1 

z-Ebene 

Kreis; r = 00 

" 
r=O 

r=t 

w-Ebene 

Kreis; r = 0 

r = 00 

r=l 

Die Isoklinen treten im Wert arc'JI° auf, die Isotachen, wie frillier nachgewiesen, 
im Wert lnv. Ihre wertmaBige Zunahme muB bei QUadJ:atnetzen gleioh sein. 

1st q/k nicht gleich 1, so ist fiir v am geometrisch ahnlichen Punkt zu setzen vk 
und fiir den Halbmesser im Hodographen r = r k, fiir den Halbmesser in der 
Grundwasserstromung r = rq/k, das v wird am geometrisch ahnlichen Punkt 
zu vk. 

Eine weitere Besonderheit der vorliegenden Abbildungsfunktion ist, daB die 
Isotachen und Isoklinen der transformierten Bildstromung im Hodographen, als 
Ursprungsstromung betrachtet, wieder konzentrische Kreise und Ursprungs
gerade und deren Abbildung durch d;/dw usw. wieder solche sind, allerdings 
edesmal anders angeordnet. 

e) Ermittlung der Hodographenstromung mit dem Isotachen-Isoklinen-Verfahren. 
Aus dem aufgesteIltenHodographen sind die beidenRandstromlinien81 = trans

formierter freier Oberflache mit "P = 1, 8 2 = transformierter Stromung entlang 
der undurchlassigen Schicht mit '''P = 0, die beiden Randpotentiallinien P1 
= transformiertem Schlitz mit cp = 0, P 2 = transformierter unendlich ferner 
Potentiallinie mit cp = 00 zu ersehen. P 2 ist Quellpotentiallinie cp = 00. Man 
zeichnet von dort ausgehend ungefahr den Stromungsverlauf zwischen 8 1 und 8 2 

ein; aIle Stromlinien stehen auf P1 senkrecht. Man bestimmt auf den Linien 
die Punkte gleicher Tangentenrichtung tg'JI°, verbindet sie als Isoklinen arc'JI° 
und zieht die Orthogonalschar der Isotachen dazu. Nach geniigender Verbesserung 
liegt das Q~adratnetz der Isotachen-Isoklinen fiir die Stromung in der w-Ebene 
vor. Besondere Schwierigkeiten treten keine auf. Der Isotache, die durch den 
untersten Punkt des Halbkreises geht, legen wir den Wert V1 = 1 bei. Zum 
Quellpunkt zu steigt v beim Netzabstand arc5° im Verhaltnis 1'2 = vlearc5° 

Vom Quellpunkt weg fallt v im Verhaltnis 

V- 2 = v1 earc (-5°). 

Zur Erniittlung von "P werden verschiedene Integrationswege 8 mit Richtungs
winkel 'JI8 festgelegt, die aus Abb.49 S. 99 zu ersehen sind. Mit k = 1 als Langen
einheit wird die Integration durchgefiihrt. In Zahlen ergibt sich daraus "P = 0,99. 
Bei den einzelnen graphischen Integrationen wurden die Ordinaten der "P- (Inte
gral-) Kurven doppelt so groB wie die Ordinaten der verschiedenen Integranden-
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kurven gewahlt (s. Abb. 50-56, S. 100-101). Die Ordinate'lJ', jetzt als Einheit 
'IJ' = 1 betrachtet, wurde jeweils in4(n) gleicheTeilegeteilt. Damit werden die (ljn)-

Punkte auf del' Integralkurve ermittelt. Die Abszissenpunkte der t (~)-Punkte 
wurden auf die Integrationswege ubertragen und gleichwertige Punkte mit
einander als Stromlinien verbunden. 

Als Integrationsweg fUr die Ermittlung von rp wahlt man jetzt die Strom
linien selbst. Selbstverstandlich konnte man die Verteilung von rp auf beIiebig 
festgelegten Integrationswegen 8 bestimmlln, ahnlich wie die Verteilung von 'IJ' 
ermittelt wurde. . Vor allem ist dies zur Dberpriifung des Feldes zu empfehlen. 
Wenn das Isotachen-Isoklinen-Netz genau stimmt, muB auf den StromIinien 
cos(vs - v) = cosO = 1 sein, da ja Integrationswegrichtung und Richtung der 
Stromlinie in jedem Punkt zusammenfallen, gleich groB sind und ihr Unterschied 0 
wird. Damit erha1t man zugleich die spater erfbrderliche Kenntnis der Ver
teilung von rp Mngs 'IJ'. 

Mit genau der gleichen Langeneinheit k = 1 wird rp als Zahl ermittelt; rp wird 
auf den Stromlinien gegen den Quellpunkt zu 00. Als Ausgangswert dient rp = O. 
rp wird im gleichen oder anderen OrdinatenmaBstab wie 'IJ' aufgetragen. Man 
sucht die Ordinate rp heraus, die zahienmaBig 'IJ' = 0,99 ist. (Bei den einzelnen 
graphischen Integrationen wurde fUr die Ordinaten der rp- [Integral-] Kurven 
der 0,2fache MaBstab wie fUr die verschiedenen Integrandenkurven verwendet 
[s.Abb. 57-61, S.101-103].) Diesem Ordinatenwertweist man den Wert: zahlen
maBig = 'IJ' zu. Damit hat man auch die Einh,eit fUr rp. Die Ordinate wird, 

von 0 beginnend, in gleiche Teile ~ (~) eingeteilt, die Teilpunkte auf die Integral

kurve und auf die Abszisse ubertragen. Damit gewinnt man die Ortspunkte 
auf 'IJ', durch die die rp-Kurven durchgehen. Punkte mit gleichem rp-Wert ergeben 
in ihren Verbindungslinien die Potentiallinien. 

Das Strom- und Potentialliniennetz des Hodographen ist aus Abb. 62, S. 103 
zu ersehen. 

f) Integration der Stromlinien und der Potentiallinien des Hodographen, kurz: 
Hodographenintegration. 

StromIinien. Auf der Abszisse wird rp mit einer zweckmaBig gewahlten Ein
heit 1 aufgetragen. Aus den Integralkurven rp, die langs 'IJ' aufgestellt sind 
(s. Abb. 57-61, S. 101-103), kann man beliebige rp-Punkte (Ordinaten) langs 7f! 

(d. h. in den graphischen Integrationen langs der Abszisse 8) herausnehmen und sie 
auf die Abszisse rp (in der vorliegenden Integration Abb. 63-67, S.104-105) mit 
ihren Werten (zahlenmaBig = 'lJ'j4; 'lJ'j2 usw.) ubertragen. Andererseits kann man 
diese beliebigen rp-Punkte als Ortspunkte auf 'IJ' im Hodographen aufsuchen und 
cos iXjw, siniXjw bilden. (1m Hodographen sind dann diese rp-Punkte nicht mehr 
mit "zahlenmaBig = 'lJ'j4, 'lJ'j2 usw." bezeichnet, sondern wegen des gleichen 
Wertverhaltnisses unmittelbar mit rpj4; rpj2 usw. ZweckmaBigerweise wahlt man 
als "beliebige rp-Punkte" solche, die der Netzeinteilung des Hodographen ent
sprechen oder leicht herstellbare Unterteilungen davon.) Diese Zahlenwerte 
sind die Ordinaten zu den entsprechenden rp-Punkten. Die Integralkurve wird 
im vorliegenden Beispiel eine Gerade, da siniXjw = 1 1St langs 'IJ' (Kreise 1m 

Breitenoder, Grundwasserstromullgen. 4 
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Hodograph). Bei der Abszisse f{! = 1 muB Y = lin sein, da 

= (siulX d = ~ .1. 
Y J tv f{! n 

eoslX . d h' U db' l' d eoslX 0,707 1 ---;;;;- WIr 1er zur rsprungsgera en; e1 f{! = WIr ---;;;;- = 0,707 = . 

Die Integralkurve x wird hier zur Parabel, da x = fec;;1X df{! = Dreieeks-
inhal.t ist. 

Mit den angegebenen je ubereinandergelagerten Ordinatenzahlenwerten fUr 
die Integralkurven x und Y (MaBstab fUr qlk = 1 em: y bei f{! = 1 ist 1 em; bei 
anderem qlk andern sieh die Koordinaten des Grundwasserstromungsfeldes im 
Verhaltnis dieses anderen qlk) kann man die Stromlinien in em maBstablieh 
!1uftragen. Das gezeiehnete Ergebnis wurde maBstablieh fUr dasVerhiiltnis q/k 
= 1 em aufgetragen. 

Potentiallinien. Will man genaue Kontrollen haben, dann wird fUr die 
f{!-Linien das entspreehende Verfahren durehgefUhrt. 

Man kann abel' aueh die Integralkurven x und y fUr die Stromlinienkoordi
naten in den Abszissenpunkten betraehten, wo f{! = 1-;Q; l usw. in del' Einheit ist. 
1m Grundwasserstromungsfeld gehen dureh diese Punkte (x, y) del' Stromlinien 
ja aueh die gewunsehten Potentiallinien f{! = -}, f{! = ~ usw. dureh. 

1m Grundwasserstromungsfeld ist 'IjJ nieht mehr eine reine Zahl, sondern es 

stellt den Wasserstrom 'IjJ = q [(rn2 odeI' ern2) mal der Tiefe del' entspreehenden see see 
"j rna em" Einheit senkreeht zur Stromungsebene , also see odeI' -see dar. 

f{! ist ebenfalls keine reine Zahl mehr, sondern del' abstrakte Begriff des 
Potentials wird ausgedruekt durch f{! = -kh, da -;df{!/dh = del' Durchlassigkeit k 
ist (s. 1. Teil). Hierbei bedeutet h die Standrohrspiegelhohe, d. h. die Hohe del' 
Wassersaule in einem in den Grundwassertrager eingefUhrten Glasrohr fUr den 
Punkt del' Stromungsebene, del' mit dem unteren Ende des Standrohrs zusammen
fallt. Bezogen werden die allgemeinen Standrohrspiegelhohen auf eine horizon tale 
Grundlinie, praktiseh auf die Standrohrspiegelhohe del' Punkte auf f{! = O. 1m 
Grundwasserstromungsfeld hat nun -f{! an einem beliebigen Punkte des Feldes 
den Wert del' k-faehen Standrohrspiegelhohe des Punktes. An einem Punkte A 
del' freien Oberflaehe ist del' Standrohrspiegel gleich del' freien Oberflaehe. 
Dort ist - f{! A = k X (Differenz: Standrohrspiegel A - Standrohrspiegel<p=o), Diesel' 
Wert f{! gilt fur die dureh A gehende Potentiallinie. 1st die Potentiallinie f{! = 0 
nieht waagreeht odeI' gekniekt usw., dann gilt als Bezugspunkt del' geodatiseh 
am hochsten liegende Punkt H von f{! = O. Also -f{! A = k(YA - YH)' wobei Y die 
Ordinaten des Stromungsfeldes sind. 

Auf del' freien Oberflache sind die Ordinatenuntersehiede von Potentia.Ilinien 
mit gleichbleibendem Potentialunterschied gleiehbleibend. 

Zusammenhang des N etzes. 

FUr die einzelnen Stromlinien ergab sieh x und Y im Ausgangspunkt zu 0 
und O. Um den Zusammenhang zu erhalten, wU'd f{! = 0 aus dem Hodographen 
in die z-Ebene durch Integration transformiert. 1m Hodographen kennt man 
ortsmaBig die Punkte auf f{! = 0, WO 1p = 0, 'IjJ = J, 'IjJ = i, 'IjJ = t, "I) = 1 
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durchgehen. ZweckmaBig hat man uberhaupt die Verteilung von 'IjJ auf q; = 0 
festgestellt. Man wahlt auf einer Abszisse (s. Abb. 68, S. 105) 'IjJ = I. Dann stellt 
man fUr die einzelnen 'IjJ-Punkte auf cp = 0 die GroBe des Polstrahles· w fest, 
mit k = 1 als Einheit. Man bildet I/w und tragt diese Zahlen uber den zugehOrigen 
'IjJ-Punkten der Abszisse auf. Die Linie I/w ist hier die 1. Meridiane. Die Integral-

kurve Scp = fd: wird zur Parabel mit der Endordinate 

Scp == 1; 1 = Dreiecksinhalt. 

Scp = 0,5 f allgemein. 

FUr die einzelnen Stromlinien findet man die Abstande in der z-Ebene, indem 
man die Teilpunkte auf der Abszisse 'IjJ/4, 'IjJ/2 usw. auf die Integralkurve und auf 
die Endordinate ubertragt. Diese Teilordinaten, ins Verhaltnis gesetzt zUr Ge
samtordinate 0,5 q/k, ergeben dann die Abstande der ernzelnen Stromlinien auf 
dem Schlitz in der Sohle q; = 0, gemessen von 'IjJ = 1,0q aus. 

2. Grundwasserstrom tiber waagrechter Sohle in einen Graben mit 
lotrechten Boschungen und der Wassertiefe t = 0 • 

Boschung = reine Sickerstrecke. S. Abb.69-74, S. 105-107. 
Vor bemer kung. DU1.'UIT hatte fUr die freie Oberflache eines Grundwasser

stromes in einen Graben mit lotrechten Boschungen eine Gleichung aufgestellt, 
die identisch ist mit der Gleichung 

y2 = 2fx+(iY 
des 1. Beispiels. Er ging dabei von del' gleichbleibenden Geschwindigkeit der 
Stromung in einer Lotrechten aus. Die Randbedingung der Grabenwand war 
dabei leicht zu berucksichtigen. 

Wie nun tatsachlich die Geschwindigkeitsverteilung ist, zeigen die Isotachen 
der Abb. 73, S.106. Andere Forscher stellten auf anderen Wegen, wie im 1. Bei
spiel gezeigt, das Bild der Stromung mit Schlitz in der Sohle auf. Sie setzten 
dann auf die Stelle der Ordinate x = 0 die Grabenwand und lieBen rechts der 
Ordinate den Stromungsbereich, der ein ganzes q; = 1 als Potentialverlust be
inhaltet, wegfallen1. Aber den Randbedingungen wird die Aufgabe nicht 
gerecht. 

Die Randbedingung einer Sickerstrecke wurde fruher schon abgeleitet. Durch 
folgende "Oberlegung kann man sich die Notwendigkeit einer Sickerstrecke noch
mals ldarmachen. Das Grundwasser stromt einem Graben zu, aus dem es sofort 
wegflieBen oder verdunsten kann; also mit der Wassertiefe t = O. Der Grund
wasserstrom konnte in der untersten Grabenecke einstromen, und zwar in einem 
Punkt. Bei eiher endlichen Wassermenge muB dann v = 00 sein. Das kann fUr 
die gesamte Wassermenge theoretisch und praktisch nicht der Fall sein. Also 
muB ein endlicher Eintrittsquerschnitt da sein, und der ist die Sickerstrecke. 

1 KOZENY, J.: Theorie und Berechnung der Brunnen. Wasserkr. u. Wasserwirtsch. 
Jg. 28 (1933) H. 8 S. 88££. 

4* 
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a) Aufstellullg des Hodographenralldes. 

(Siehe hierzu Abb.70 und 71, S. 105-106.) 

Die freie Oberflache wird zum Halbkreis. Da sie in die Sickerstrecke tangential 
und damit lotrecht einmundet, ist der letzte Geschwindigkeitsvektor lotrecht, 
der Halbkreis vollstandig. Die unendlich ferne Potentiallinie der z-Ebene wird 
zum Pol der w-Ebene, da v = 0 ist. Die Randstromlinie entlang der undurch
lassigen Soble wird zum waagrechten Poistrahi. Das Bild der Sickerstrecke in 
der w-Ebene geht durch den untersten Punkt des Halbkreises und steht senkrecht 
auf derjenigen der z-Ebene. Der w-Bereich schlieBt sich im antikonformen Sinne 
zum z-Bereich. Wo Sickerstrecke und waagrechte Stromlinie zusammentreffen, 
wird v (theoretisch) unendlich. 

b) Isotachen-Isoklinen-Netz. (S. Abb. 69, S. 105.) 
Die Isoklinen liegen durch Tangentenziehen auf dem Halbkreis eindeutig 

fest. Die waagrechte Stromlinie ist 'V = 0 0. Auf die Sickerstrecke zieht man 
vom gespiegelten Pol die Strahlen und errichtet in den Schnittpunkten der 
Strahlen mit der Sickerstrecke die Senkrechten zu den Strahlen. Die Winkel 
zwischen diesen Senkrechten und der Sickerstrecke geben die Isoklinenwerte 
an. Einfacher tragt man auf der Sickerstrecke vom Halbkreisaus die tg-Werte 
der Winkel zwischen 0 und 90° in der Einheit k abo Die Endpunkte der tg-Werte 
sind die Punkte der zugehorigen Winkel. (Letzteres gilt nur bei lotrechter Sicker
strecke in der z-Ebene.) 

Zwischen die Randstromlinien probiert man den Stromungsverlauf ein und 
ermittelt die Isoklinenwerte. Senkrecht zu den ermittelten Isoklinen kommen 
die Isotachen zu liegen. 

1m Feld liegt ein Verzweigungspunkt. Die hier durchgehenden Isotachen 
werden willkfirlich V1 = 1 genannt. 

Die Isoklinen quellen aus dem Halbkreis heraus und stromen zum Teil ins 
Unendliche, anderenteils in den unteren Halbkreispunkt als Senke. Dort macht 
die freie Oberflache von -180° auf +0° einen Sprung, damit sie mit dem 
Winkel 0° in die Sickerstrecke einstromt. AIle Isoklinen zwischen 0 und -180° 
stromen in diese Senke ein. 

Das gleiche gilt ffir die Sickerstrecke. Del' Verzweigungspunkt teilt den Iso
klinenstrom. In der Gegend des Verzweigungspunktes ist das Bild das einer 
deformierten vierblattrigen Hyperbel. 1m oberen Blatt geht v ->- 00 im oberen 
Halbkreispunkt, symmetrisch dazu ware bei Fortsetzung des Bereichs das gleiche 
der Fall. In den beiden anderen Blattern gegen die Senke imd das Unendliche zu 
nimmt v ->- 0 abo 

c) Ermittlung der Hodographellstromung. 

Auf zweckmaBig gelegten Integrationswegen wird 1fJ ermittelt. Erforderlich 
ist, Mngs der Sickerstrecke als Integrationsweg die Verteilung von 1f! zu be
stimmen. Damit kann man auf del' Sickerstrecke cl,ie Ortspunkte 1fJ/4 , 1fJ/2, t1fJ 
einzeichnen. Die Schnittwinkel kennt man ja bereits mittels der tg-Werte. 

Ebenso bestimmt man langs del' Sickerstrecke und samtlicher Stromlinien 
die Verteilung von r:p. Ais Ausgangspunkt nennt man das r:p beim Schnitt Halb-
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kreis-Sickerstrecke Null und bezieht dieanderen mit + oder ~ darauf. Zum 
Quellpunkt zu nimmt cp zu, von fum weg abo 1m Verzweigungspunkt wenden die 
Strom- und Potentiallinien von der Konkaven zur Konvexen. 

d) Hodographenintegration. 
Sie kann ohne besondere Schwierigkeiten durchgefiihrt werden. Den Zu

sammenhang in der z-Ebene ergibt eine Hodographenintegration langs der Sicker
strecke 

S.= --. f dq; 
$, W cosO(. 

Die Sehnittwinkel der Strom- und Potentiallinien mit der Sickerstrecke in der 
z-Ebene werden ohne weiteres aus dem Hodographen iibernommen. 

Die Lahge der Siekerstreeke ergibt sich zu dem festen Wert 0,744 qjk. 
Nachbemerkung. Eine mathematisehe Ableitung der Abbildungsfunktion 

fiir Beispiel 2 wurde von G. H.A.M:ELl allgemein gegeben. Zur Transformation 
miissen elliptisehe Modulfunktionen herangezogen werden. Die Anleitung fiir 
eine numerische Durchrechnung fiir ein Beispiel hierzu gibt E. GUNTHER 2. Die 
den Ingenieur letzten Endes interessierendenErgebriisse sind darin nicht geniigend 
herausgestellt. 

In der Abhandlung spricht HAMEL von Bereitstellung besonderer Mittel der 
Hoehschulvereinigung zur Mogliehkeit der Durehrechnung und in der numerischen 
Durchreehnung von del' "miihsamen Arbeit", die notigen numerisehen Rech
nungen auszufiihren. Und das nur fiir 1 Beispiel. 

Es ist deshalb erforderlich, fiir Naherungsergebnisse den Wert der einfachen 
DupUITsehen Formel zu kritisieren. Fiir das gleiehe qjh wurden beide freie 
Oberflaehen auf Abb. 74, S. 107 eingezeiehnet. 

Die DupUITsehe Formel ergibt den Austritt der freien Oberflaehe an der 

Grabenwand zu 1· qjk, 'da' y = V f(2X + -~) fiir x = 0 zu q/k wird. 

Die vorstehend ermittelte Austrittshohe ist 0,744 qjk. In ziemlieh kurzer 
Entfernung von der Grabenwand fallen beide Oberflaehen dauernd aufeinander, 
was aus dem Isotaehen-Isoklinen-Netz bzw. dem Strom- und Potentialliniennetz 
d~r beiden Hodographen zu ersehen ist. Bei q/k = 1 em ist die Neigung der 
freien Oberflachen in einer Entfernung von 20 cm vom Grabenrand 3 0 • Kommt 
nun der Strom nieht vom Unendlichen, sondern in sehr groper Entfernung aus 
einer lotreehten Potentiallinie (lotreehte Grabenwand des Speisungsgrabens), 
also mit waagrechter Stromlinie heraustretend, dann kann man mit einiger 
Naherung die DUPUITsche Parabel verwenden, da die Neigungen fast gleieh sind 
und die Gesehwindigkeit ziemlich ahnlieh verteilt ist. 

In der Praxis gibt es nun zwei FaIle: 
1. kist bekannt, q ist bekannt. Gesueht der Verlauf der freien Oberflaehe. 
Die Antwort darauf gibt das Verfahren der Aufgabe 2. 
2. kist bekannt. Versehiedene Punkte der freien Oberflaehe sind bekannt. 

Gesucht q. 

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 14 (1934) H.3. 
3 Z. angew. Math:. Mech. Bd. 15 (1935) H. 50 
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Man zeichnet fiir qlk = 1 das Bild nach Aufgabe 1 und 2. Sind die Punkte 
in weiteren Entfernungen yom Grabenrand bekannt, so sucht man mit ihnen die 
DUFUITsche Gleichung zu erfiillim und erhalt daraus qlk und q. 

Sind die Oberflachenpunkte in nachster Entfernung yom Grabenrand be
kannt, so sucht man die Oberfi11che nach Aufgabe 2 mit qlk = 1 em odeI' I m 
so zu vergroBern oder zu verkleinern, daB sie mit den Punkten zur Deckung 
kommen. Aus dem AnderungsmaBstab ergibt sich qlk und q. 

Letzten Endes konnte auch k ermittelt werden, wenn q und der Verlauf 
der freien Oberfl11che bekannt ware. 

Zwischen den einzelnen Stromungsbildern ist der Unterschied im Verlauf 
der Stromlinien nicht so auffallend wie bei den Geschwindigkeitsverhaltnissen. 
Es werden daher fiir alle Beispiele 1m Hodographen das transformierte Isoklinen
Isotachen-System der Grundwasserstromungsebene eingetragen. Es besteht in 
dieser Transformation aus Ursprungsstrahlen und konzentrischen Kreisen. Unter 
Benutzung der Strom- und Potentiallinie:q.integration wird das Gesehwindigkeits
netz ebenfalls ubertragen und unter Beaehtung der Randbedingungen uber
priift. 

3. Grundwasserstrom tiber waagrechter Sohle in einen Graben mit 
lotrechten Boschungen und einer gewisstlll Wassertiefe. 

Vorbemerkung. (Gegenuber 2 ist somit ein Teil der Bosehung Sieker
stieeke bzw. Potentiallinie.) In Beispiel 2 war angenommen worden', daB der 
Graben so breit ist, daB er das zudringende Grundwasser so raseh abfiihren 
kann, daB die Wassertiefe praktiseh = 0 ist. Im Fall einer groBen Baugrube 
als Graben konnte dies aueh zutreffen. Nun ist diese rasehe Wasserabfiihrung 
aber haufig nieht moglieh, und so stellt sleh im Graben eine bestimmte Wassertiefe 
ein. Ein Teil der benetzten Grabenwand bildet eine Potentiallinie. Man konnte 
nun annehmen, daB in diese Potentiallinie der gesamte Strom einflieBen wiirde, 
was jedoeh nicht der Fall 1st. Selbst wenn der Wasserstand relativ sehr hoeh 
ist, verbleibt uber ihm bis zur freien Oberflaehe eine aueh noeh so kleine Sieker
streeke ubrig. Bei gegebenem qlk ist fiir einen aus dem Unendliehen kommenden 
Strom bei einer gegebenen (aus hydraul. oder sonstigen Griinden) Wassertiefe t 
im Graben die Lange der Siekerstreeke eindeutig bestimmt. Oder bei einem aus 
dem Unendliehen kommenden Grundwasserstrom uber waagreehter Sohle bildet 
die Wassertiefe im Graben den eindeutigen 'Parameter fUr die Lange der Sieker
streeke und die Lage und Form der freien Oberflaehe. 

a) Aufstellung des Hodographenrandes. 
Siehe hierzu Abb. 75-81, S. 107-109. 

Die Aufgabe wird nun nieht so gelOst, daB man die Wassertiefe im Graben 
in em oder m festlegt, um die unbekannte Siekerstreeke usw. zu finden; nieht 
einmal so, daB vielleieht Potentiallinienlange und Siekerstreekenlange zueinander 
ins Verhaltnis gesetzt werden konnten, um die freie Oberflaehe zu finden. Der 
Parameter kann nur im Hodographen als Lange der dortigen waagreehtenStrom
linie 1p = 1 angenommen werden. Es ist dann abzuwarten, was als Ergebnis 
herauskommt. Um aIle Mogliehkeiten zu beriieksiehtigen, muBte der Parameter 
im Hodographen absehnittsweise geandert werden, die Aufgarbe dafiir jedesmal 
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durchgefiihrt werden und die Ergebnisse graphisch verbunden werden, um 
Zwischeneinschaltungen zu ermoglichen. 

Die freie Oberfliiche wird im Hodographen zum ganzen Halbkreis, die Sicker
strecke setzt sich !'LIs Waagrechte daran im unteren Halbkreispunkt. In der 
z-Ebene folgt an die Sickerstrecke in gleicher Richtung die Potentiallinie mit 
dem niedersten Potential cp = O. Diese Linie wird in der w~Ebene senkrecht 
zur z-Linie und durch den Pol gehend aufgetragen. Die Geschwindigkeit an dem 
untersten Punkt der Sickerstrecke ist 00, also muB das Bild des obersten Poten
tiallinienpunktes der z-Ebene in der w-Ebene im 00 beginnen. Die Potential
linie cp = 0 zieht sich dann vom 00 zum Pol waagrecht hin. Die Punkte auf ihr 
sind die Endpunkte der Geschwindigkeitsvektoren der senkrecht zu ihr auf
treffenden Stromlinien der z-Ebene. Nun miissen wir noch die waagrechte 
Randstromlinie 'IfJ= 1 im Hodographen unterbringen. Sie wird durch den waag
rechten Poistrahl dargestellt. J etzt fallen 'IfJ = 1 und cp = 0 zusammen. Das 
kann nicht der Fall sein. Deshalb muB es einen Grenzpunkt zwischen beiden 
geben. 'IfJ = 1 geht vom Pol bis zum Grenzpunkt, wo cp = 0 beginnt. Die Lange 
der Linie 'IfJ = 1 ist der erwahnte Parameter, der das z-Bild eindeutig bestimmt. 
Die Lange 'IfJ = 1 gibt die Geschwindigkeit der waagrechten z-Stromlinie beim 
Eintritt in das Grabenpotential und die kleinste Geschwindigkeit auf der Linie 
cp ~ 0 in der z-Ebene an. FUr den vorliegenden Fall wurde sie zu 1 k gewahlt. 

Grenzpunkt und unendlich ferner Punkt sind singulare Randpunkte, bei 
denen die winkeltreue Abbildung nicht gegeben ist. Der w-Bereich schlieBt sich 
im antikonformen Sinn zum z-Bereich. 

b) Isotachen-Isoklinen-Netz. (S. Abb. 75, S. 107.) 
Auf dem Halbkreis 'IfJ = 0 und der Sickerstrecke liegen die Isoklinenpunkte, 

wie bekannt, fest. 'IfJ = 1 ist Isokline 0°, cp = Oist Isokline +90°, da die Strom
linien senkrecht nach oben auf cp = 0 auftreffen. Die Feldstromung muB nun 
gefiihlsmaBig eingezeichnet werden. Teilweise trifft sie auf cp = 0 auf, teilweise 
auf der Sickerstrecke. Das Isoklinen-Isotachen-Bild wird ahnlich wie bei 
Beispiel 2. Doch geht vom Grenzpunkt auf dem waagrechten Polstrahl ein neuer 
EinfluB aus. Die Isoklinen miissen dort von 0 auf 90° springen. Alle zwischen
liegenden quellen aus dem Punkt heraus. In der Gegend des Punktes gleicht 
das Bild einer Quelle, die durch den Parallelstrom verdrangt wird. Isokline 0 ° 
bildet die DiskontinuitatsIinie mit einem Staupunkt. 

1m oberen Halbkreispunkt und im eben genannten Quellpunkt ist v = 00. 

1m unteren Halbkreispunkt und im unendlich fernen Punkt ist v = O. Der 
Verzweigungspunkt im Feld teilt den Isoklinenstrom. 

c) Ermittlung der Hodographenstromung. 
Neben den normalen Integrationen zwischen den beiden RandstromIinien 

untersucht man die Verteilung von 'IfJ auf cp = 0 und der Sickerstrecke. Die 
Summe beider muB ja das gesamte 'IfJ ergeben. 

d) Hodographenintegration. 
Sie ist nach Beispiel 2 durchzufiihren. Die Potentiale werden auf das Graben

potential cp = 0 bezogen. Erforderlich ist die Bestimmung der Lange der Sickero 



56 Anwendungen der Theorie. 

strecke und del' Randpotentiallinie cp = 0, mit den Integralen 
¥' = 'lJ'Si 

S -f~ und 8i - W cos IX 

',p=o 

Wenn die Eintrittsgeschwindigkeit von "p = 1,Oq in den Graben = kist, ist 
eindeutig die Wassertiefe im Graben t = Sq:, = 0,411 qjk und die Lange del' 
Sickel'stl'ecke SSi = 0,469 qjk. 

Nachbemerkung. Die DUPUITsche Formel wurde bisher immer so an
gewendet, daB eine Sickerstrecke nicht beriicksichtigt wurde. Die freie Ober
flache ging unmittelbar in den Grabenwasserstand iiber, del' bis zum Schnittpunkt 
von Oberflache mit Grabenwand heraufreichte. DaB dies nach del' Theorie 
unmoglich ist, ist nachgewiesen. Richtig angesteIlteVersuche ergeben ebenfalls 
klar die Sickerstrecke (SOHAFFERNAK, SOHOKLITSOH, KOZENY, EHRENBERGER, 
CASAGRANDE). Dem aufmerksamen Betrachter einer Grabenboschung im Grund
wasserkessel entgeht del' stark feuchte Streifen, die Sickerstrecke, gegenilber 
del' Kapillarzone nicht. 

Fiir das vorliegende Verhaltnis von Wassertiefe und Sickerstrecke wurde 
die DupUITsche Stromung zum Vergleich herangezogen (s. Abb.80, S.109). 

Das Ergebnis ist: Wenn Wasserstand und Sickerstrecke fast gleich lang sind, 
kann die Stromung mit groBter Annaherung mit del' DupUITschen Formel unter
sucht werden. MaBgeblich ist die Eintrittshohe del' freien Oberflache in den 
Graben. 

Die Frage del' naherungsweisen Giiltigkeit del' DUPUITschen Parabel kann 
erschopfend beantwortet werden, wenn fiir die verschiedenen GroBen des Para
meters vSohle im Hodographen die GroBen und Verhaltnisse von Wassertiefe zu 
Sickerstrecke in del' z-Ebene errechnet werden. 

Auf Grund einer allgemeinen Betrachtung del' Verhaltnisse bei Vel'anderung des 
Parameters vSohle zwischen ° und 00 und unter Verwendung del' beiden durchgel'ech
neten FaIle mit v = lk und v = 00 werden die davon abhangigen Werte: Sicker
streckenlange SSi und Lange del' Endpotentiallinie Scp, schatzungsweise in Abb. 81, 
S.109 aufgetragen. Hiel'llach gilt die DupUITsche Naherung bis zum Verhaltnis 

Scp, = (2 -:-- 3) . 
S8i 

4. Grundwasserstrom durch einen Damm mit Iotl'echten Boschungen. 
Wassel'tiefe im Abzugsgl'aben t = O. VOl'del'e Boschung = reine Sickm'strecke. 

Siehe Abb. 82-87, S. 109-111. 

Vorbemerkung. Die DupUITsche Parabel gilt nul' fiir die Stromung aus 
dem Unendlichen zu einem Schlitz in del' Sohle. Fiir clie Stromung aus dem 
Unencllichen zu eimim Graben mit lotrechten Boschungen kann in einer gewissen 
Grenze die DUPUITsche Parabel naherungsweise verwendet werden, was fiir 
annahel'lld zutreffende Verhaltnisse durch praktische·Versuche bestatigt wurcle. 

Wenn abel' die Stromung praktisch nicht meht. als aus clem Unendlichen 
kommencl betrachtet werden kann, wenn also das Entnahmebecken sehr nahe 
an den Abzugsgraben heranriickt, dann andel'll sich die Verhaltnisse: Derdurch
stromte Bereich wird zum Damm. 
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a) Aufstellullg des Hodographenralldes. 

FUr den vorliegenden Fall, daB im Abzugsgraben kein Wasser steht, ist die 
Aufgabe bestimmt durch einen einzigen Parameter. Es ist die GroBe der Sohlen
geschwindigkeit am Wassereintritt in den Damm. 

Durch diese GroBe wird die geometrische Form des Grundwasserstromungs
bildes eindeutigfestgelegt. Wie bei den friiheren Beispielen kann die geometrische 
Form im voraus nicht festgelegt werden. Man kann nur fur verschiedene Werte 
des Parameters die Aufgabe durchrechnen, die Ergebnisse zusammenstellen und 
durch Zwischeneinschaltung entsprechend verwerten. 

Es sind lotrechte Dammboschungen gegeben. Deshalb wird die freie Ober
flache im Hodographen zum ganzen Halbkreis. Die Sickerstrecke setzt sich als 
Waagrechte im unteren Halbkreispunkt daran. In der z-Ebene folgt an die 
Sickerstrecke die waagrechte Stromlinie. Sie wird durch den parallelen PolstrahI 
im Hodographen dargestellt. Ihr Schnittpunkt mit der Sickerstrecke liegt im 
Unendlichen. An die waagrechte Sohle schlieBt sich in der z-Ebene die lotrechte 
Endpotentiallinie, die eine praktisch in Ruhe befindliche Wassermasse abschlieBt. 
Diese Potentiallinie wird im Hodographen durch den dazu lotrechten Poistrahl 
dargestellt. Hier wiirden· nun Potentiallinie und Stromlinie aufeinanderfallen, 
was .. nicht moglich ist. Um die Voraussetzung der konformen Abbildungzu 
erfullen, muB ein TrEmnungspunkt zwischen beiden Linien vorhanden sein. Yom 
Unendlichen bis zu diesem singularen Punkt geht die Stromlinie, von hier bis 
zum Pol die Potentiallinie. Die letztere Strecke stellt den Parameter dar. Fur 
den vorliegenden Fall wurde sie zu 1 k gewahlt. 

Der w-Bereich RchlieBt sich im antikonformen Sinne zum z-Bereich. 

b) Isotachell-Isoklillell-Netz. (S. Abb. 82, S. 109.) 

Auf dem Halbkreis und auf der Sickerstrecke liegen die Isoklinenpunkte, 
wie bekannt, fest. Die Stromlinien quellen nicht wie bei Aufgabe 2 aus dem Pol 
(z-Ebene aus dem Unendlichen mit v = 0) hervor, sondern aus der Anfangs
potentiallinie mit der dem Parameter der Aufgabe entsprechenden GroBtgeschwin
digkeit. Bei Aufgabe 2 war Vo 00 = endlicher Wassermenge, hier muB fur einen 
endlichen Eintrittsquerschnitt die Geschwindigkeit einen endlichen Wert haben. 
1m Hodographen ist diese Anfangspotentiallinie gleich der Isokline (-90°). Die 
anschlieBende Stromlinie ist Isokline (0°). Der singulare Punkt ist Quellpunkt 
der Isoklinen zwischen (-90°) und (0°). Der Pol ist ebenfalls Quellpunkt fur 
die Isoklinen zwischen (-90°) und (0°). Der untere Halbkreispunkt ist wie 
ublich Quellpunkt fur die Isoklinen zwischen (-180°) und 0°. 1m Feld treten 
zwei Verzweigungspunkte auf. Halt man fest, daB im Unendlichen v = 0 ist, 
dann sind die ubrigen Isotachenwerte auf Grund der fruheren Angaben fast 
mechanisch abzuleiten. Das ganze Bild gleicht einer durch verschiedene Dis
kontinuitatslinien zerlegten komplizierten Quell-Senken-Stromung. 

c) Ermittlullg der Hodographellstromullg. 
Neben den normalen Integrationen zwischen den beiden Randstromlinien 

und auf der Sickerstrecke untersucht man die Verteilung von 7p auf der Anfangs
potentiallinie. Der ,Vert 7p auf cp = 0 stellt auch den Gesamtstrom dar. 
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d) Hodographenintegration. 
Sie bietet grundsatzlich nichts Neues. Als SchluBkontrolle gilt: 

S8t + Y Freie Oberflache = SAnfangspotentiallinie' 

Die Dammbreite wird durch XFreie Oberfliiche gegeben. Man kann dazu noch die 
Lange der waagrechten Stromlinie durch Integration aus dem Hodographen er
mitteln. 

Mit dem angenommenen Parameter = 1 k wird 

S8i = 0,74f; Scpo = 1,49; f; Yob. Flilche = 0,75 f; X ob• Fliiche = 1,08{. 

Nachbemerkung. Erst in neuester Zeit! wird im Schrifttum der Versuch 
gemacht, die freie Oberflache nach Beispiel 4 mit Hille der DupUITschen Parabel 
zu untersuchen. Durch die Auswertung von Ver!;luchen entsprechender Grund
wasserstromungen wurde festgestellt, daB Anfangs- und Endpunkt der freien 
Oberflache auf der Parabel 

Yo = -L + 1 £2 + h2 

liegen. FUr die Berechnung der Ergiebigkeit soIl diese Gleichung sehr brauchbar 
sein. Die Parabel selbst soIl der Form der freien Oberflache nicht entsprechen. 
In der Gleichung stellt Yo die Austrittshohe der freien Oberflache an der lot
rechten Grabenboschung, h die Eintrittshohe und L die Breite des Dammes dar. 

Betrachten wir aus Beispiel 1 die DUPUITsche Parabel: 

y2=f(2x+f) 
fUr 

x=O wird y=f, 
also 

nach Yo aufgelOst: 
y~ + 2xyo - y2 = 0 

Yo = ~x + yx2 + if?' , 

setzen wir x = Lund y = h, dann ergibt sich 

Yo = f = - L + Y L2 + h2 • 

Also die erwahnte Gleichung ist die DupUITsche Parabel. 
Merkwiirdigerweise paBt die Gleichung fast annahernd fUr die Langenver

haltnisse der vorliegendenAufgabe (s. Abb. 87, S.IlI). Wenn man nun aber die 
Ergiebigkeit mit der Formel nachpriifen will, wird das Ergebnis falsch. Das 
Beispiel 4 ergibt eine AustrittshOhe der freien Oberflache von 0,74 q/k. Es ist 

1 Neue Untersuchungen zur Berechnung von Grundwasserstromungen. Veroffentlicht von 
Prof. Dr. ZUNKER, Breslau, fur Dipl.-Ing. KONRAD CHWALLA t, Oppeln. Bautechn. 1938 
H.8 u. 12. 
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q = 1 und k = 1 im Beispiel. Dann muB Yo = III werden, es ist aber 0,74 oder 
umgekehrt muBte ' 

q = yok = 0,74. '1 sein, es ist aber, 1,0, 

was wiflder nicht stimmt. 
Eine naherungsweise Verwendung der DupUlTschen Parabel ist also bei 

Dammdurchstromung nicht statthaft. 

6. Grnndwasserstrom dureh eiilen Damm mit lotrechten Bosehungen. 
Wasserstand im Abzugsgraben; Vordere Boschnng: Siekerstrecke und 

Potentiallinie. S. Abb. 88, 89, 114, S. Ill, 112, 125. 
Vorbemerkung. Die mathematische Behandlung von Grundwasser

stromungen mit Sickerstrecke ist im allgemeinen schon sehr schwierig, wenn 
die Stromung aus dem Unendlichen kommt .. Die Transformation des Hodographen 
auf die obere Halbebene muB bei den bisher durchgefuhrten Beispielen mit ellipti
schen Modulfunktionen 

erfolgen. 
Hat das Anfangs- und Endpotential einen endlichen Wert (Damm) , dann 

muB die obere Halbebene auf ein im Endlichen geschlossenes Rechteck der Strom
und Potentialfunktionsebene mit Hllie des SCHW ARZ-CHRISTOFFELSchen Integrals 
ubertragen werden. Dies fiihrt auf ein elliptisches Integral erster Gattung 
(doppeltperiodische elliptische Funktionen). 

Die numerische Durchrechnung wird durch das Fehlen von tabulierten 
Werten erschwert, und man muB haufig doeh noch graphiseh integrieren. Der Ge
nauigkeitsgrad in der dritten Dezimalstelle wiegt die aufgewandte Miihe nicht auf. 

Aufstellung des Hodographenrandes. Die Aufgabe verwertet die 
Erkenntnis von Beispiel 3 und 4, d. h. die Geschwindigkeit del' waagreehten 
Stromlinie kann beirn Eintritt in den Abzugsgraben nieht 00 werden, falls dort 
Wassel' steht. 1m Hodographen sehlieBt sieh an das Bild der waagreehten Strom
linie das del' vorderen Randpotentiallinie an, die sieh im Unendliehen mit dem 
Bild der Siekerstreeke schneidet. 

Es sind jetzt 2 Parameter fUr das geometrisehe Bild del' Grundwasserstromung 
bestimmend. Die groBte Eintritts- und die groBte Austrittsgesehwindigkeit, wobei 
die letztere die groBere von beiden sein muB. 

Die Aufgabe selbst wurde im einzelnen nieht durehgefUhrt. 
Naehbemerkung. Aus del' schon erwahnten Veroffentlichung von HAMEL 

und GUNTHER uber Grundwasserstromung1 wurde das durehgereehneteBeispiel 
ubernommen. Leider sind die willkUrliehen Annahmen del' Parameter nieht im 
Hodographen vorgenommen worden, sondern in del' oberen Halbebene, so daB 
uber ,die zugrunde gelegten Gesehwindigkeiten unmittelbar (ohne sehwierige 
Ruekreehnung) nichts bekannt ist. 

FUr das in Abb. 88, S. III dargestellte Bild ist qlk nieht bekannt. Zeiehnet 
man mit Hille des Netzverfahrens die Stromlinien 'lfJ/4, 'lfJ12, t'IfJ ungefahr ent
spreehend ein und die dazugehorigen Potentiallinien, dann erkennt man, daB 

1 Z. angew. Math. Mech. Bd. 15 (1935) H.5. 
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man zu den 4 Stromintervallen etwa 3,3 Potentialintervalle erhalt. Del' gesamte 
Potentialabfall ist abel' rp = kh fur freie Oberflache und Sickerstrecke. 'IjJ = q 
= 1 cm 2/sec angenommen, gibt 

rp = 3,3· t = k(0,124 + 0,116).4., 

3,3·0,25 I 
k = 0,240 A = T . 3,44 cm/sec, 

damit 
q I'A 
7; = 344 = 0,29U , , 

SSi + SVord.P.L. = (0,124 + 0,081) A = 0,225 A = ~'~~~ 4 t = 0,77 { . , . 

Dieses ungefahr richtige Ergebnis stimmt mit den Untersuchungen fur Beispiel 2, 
3 und 4 sehr gut uberein. Die Berechnung del' Austrittshohe del' freien Oberflache 
nach DUl'UIT ergibt 

Yo = -L + yL2 + h2 = -0,1585 + YO,15852-+ 0,3212, 

Yo = 0,200, 

tatsachlich ist Yo = 0,205. 
Also auch hier merkwurdige Ubereinstimmung, obgleich die Ergiebigkeits

berechnung wieder falsch ist mit 

Hier heiBt es 

q 
Yo = 7C' 

q 
Yo"'" 0,77 k' 

Die Form del' freien Oberflache stimmt ahnlich wie bei Beispiel 4 mit del' DUPUIT
schen Parabel nicht uberein. Zu einer volligen Erschopfung des Problems muBten 
wieder fur die verschiedensten Werte del' beiden Parameter im Hodographen die 
Aufgaben gelOst werden und i co +1J' 

die Ergebnisse in einem raum- t 
Z -£bene C W £b lichen Koordinatensystem auf- - ene 

getragen werden. In del' 
Abb. 89, S. 112 wurden diese co __ A Sa 

Verhaltnisse nach allgemeiner 
Betrachtung schematisch ein
getragen. 

6. Grundwassel'stl'om tiber eine lotrechte 
Wand, aus dem Unendlichen ins 

Unendliche (Abb.21). 
S. Abb. 90-94, S. 113'--116. 

a) Aufstellung des Hodographenrandes 
(Abb.22). 

Del' freien Oberflache entspricht del' 
vollstandige Halbkreis, da die freie Ober
flache in unendlicher Tiefe lotrecht wird. Abb.21. 
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A., B. fallen in den Pol, in der w-Ebene, da vA. = VB = 0 ist. Bei Punkt D. und 
E. nimmt die Geschwindigkeit die GroBe k an (lotrechte Sickerstromung). Also 
Hegen D'I,IJ und E'I,IJ auf dem lotrechten. Polstrahl im Abstand k vom Ursprung, 
d. h. auf demunteren Halbkreispunkt. Die Stromlinie BO wird zum Poistrahl 
in der Richtung B. - 0.. O'I,IJ fallt ins Unendliche, da die Stromlinie um -1'&/2 
ihre Richtung andert. Die Stromlinie 0. - Dz wird zum' vom unendlich fernen 
Punkt Ow nach DU! gerichteten Poistrahl. Die Geschwindigkeit va ist 00, 'l!D = k. 
Der Hodograph ist antikonform geschlossen. 

b) Ableitung der Abbilduugsfunktiou. 

Der Bereich der .w-Ebene muB auf das Rechteck der ~-Ebene (Abb.23) 
abgebildet werden. Diese Abbildung laBt sich J;licht nnmittelbar durchfiihren, 
sondern nur schrittweise. 

4-£bene 

Y=i3C 

s. 
-OO+-J) oc 

Abb.23. 

I. Schritt. Der w-Bereich (Abb.24) wird mit dem Kreisdurchmesser k so 
vergroBert, daB k/2 = 1 wird 

2w 
w[=T 

Koordinaten 

w-£bene von 

A und B 

E und D 

0 

F 

Koordinaten 
von 

A und B 

EundD 

0 J. 
C-Z·co 

Abb.24. F 

(Abb.25). 

w-Ebene 

(0 + iO) 

(0 -ik) 

(O±ioo) 

(~- i~) 

wI-Ebenc 

(0 + iO) 

(0 - i2) 

(O±ioo) 

(1 - i 1) 

+z:r -i·co fa I. Schritl 

wI-£bene 

WI=2: 

Abb.25. 
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II. Schritt (Abb. 26). Die w,rEbene wird um +i 1 verschoben. 

( ") (2W +.) 1 wn = wJ T t = T t. 

Koordinaten 
von 

A und B 
E und D 
C 
F 

wI-Ebene 

(0 + iO) 
(O - i2) 
(O±ioo) 
(I -ill 

wn-Ebene 

(0 + ill 
(0 - ill 
(0 ± ioo) 
(1 + iO) 

+V':ot 11l. SchriN 

!fu 

III. Schritt (Abb. 27). 

~c 
-ioo 

Der wJJ-Bereich wird um C o'1~!!:i4il~~~~~~@4~~ ~'lll.'JJI +n/2 gedreht 

. . . ('i2W ) 2 
Wl1l = tWn =t{WJ + t) = -tc - 1 . 

Abb.27. 

wlIl-Ebene Koordinaten von 
A und B 
E und D 
C 
F 

wII-Ebene 

(O + ill 
(0 -ill 
(O±ioo) 
(1 + iO) 

(-1 + iO) 
(+1 + iO) 
(± (X) + iO) 
(0 + il) 

IV. 'Schritt (Abb. 28). Der wIlrBereich wird am Einheitskreis gespiegelt. 

If? Schrill 

IT.Schrill 

Ay;By-

Abb.29. 
-----

1 1 1 1 3 

WIV = WI~ i WII i(W;+i) (i2W -)' 
--1 

Koordinaten ' k 
von 

A und B 
E und D 
C 
F 

wlIl-Ebene 

(-1 + iO) 
(+l+iO) 
(=t= (X) + iO) 
(0 + ill 

wIv-Ebene 

(-1 + iO) 
(+1 + iO) 
(0 + iO) 
(0 -- ill 

V. Schritt. (Abb. 29). Der wIv-Bereich 
wird auf die obere Halbebene geklappt 

1 1 
wI' = -WII' = --- = --. '-

WIll t 101/ 

I 1 
.-oc-----,-

i(WI + i) e r 
Koordinaten 

\~-1 

von wIv-Ebene wv-Ebene 

A und B (-1 + iO) (+1 - iO) 
E und D (+1 + iO) (-1 - iO) 
C (0 +- iO) (0 - iO) 
F (0 - ill (0 + ill 

1 Hiitte 25. Auf I. Ed. 1 S. 144 c, 1. 2 Hiitte Ed. 1 S. 144 c, 2. 3 Hiitte Ed. 1 S. 144 c, 3. 
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Bis zum V. Schritt waren die Transformationen linear, die das Bild als solches 
nicht anderten. 

VI. Schritt (Abb.30). Der wv-Bereich mrd auf die rechte obere Viertels
ebene abgebiIdet. Das erfolgt mit der linear gebrochenen Transformation: 

WVI = (I + wv) = (1 - WIV) = (1 ~ :11) 
\1 - Wv 1 + W/V 1 1 +-

WIlli 

I i) ( i) 1+- 1+--. 

= (~ _ ~[ = 1 _ WI t ~ 
Wll WI+ ~ 

1+---
_ ~k~ + i ( i) 

WVI - -----i - - . 
1---

2w . 
T+~ 

Koordinaten von 

A und B 

D und E 
c 
P 

Der Halbkreis geM in 

wv-Ebene 

(+1 - iO) 

(-l-iO) 
( o -iO) 
( 0+ ill 

uVI = 0 tiber. 

und 

+i·oo 
~8yz 

J!I. .schrill 

wYT-£bene. 
w - 7+Wv 
w- l-:Wy 

Abb.30. 

wVl-Ebene 

(+00 + iO) 
( O+ioo) 
( 0+ iO) 
( 1 + iO) 
( 0+ ill 

VII. Schritt (Abb.31). Die rechte obere Viertelsebene wird auf die obere 
Halbebene abgebildet. +7rYJ! 

1!lI . .schriff 

( 
i)2 1+ ---

2w . -+t 
2 k 9 

WVII = (WVI) = i ' -
1---

2w . 
T+ t 

Koordinaten von 

A und B 
und 

D und E 
C 
F 

-BI!D 
-.4 ~-oo 

wJllI-£bene 

WIOE:(W1!£)2 

~ -7---=£"'F"'-

Abb. 31. 

wVl-Ebene wVIl-Ebene 

(+00 + iO) ( 00 + iO) 
( O+ioo) und (-00 + iO) 
( o +iO) (+ 0+ iO) 
( 1 + iO) ( 1 + iO) 
( 0+ i1) (- 1+ iO) 

Der Winkel bei D, E mrd verdoppelt. Dort ist damit die Abbildung nicht 
mehr mnkeltreu. 

1 Hiitte Ed. 1 S. 144 c, 4. 2 Hiitte Ed. 1 S. 145 c, 5. 
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Nun bleibt die Aufgabe ubrig, den' Bereich der g- oder cP, 'IJ'-Ebene (Strom
und Potentialfunktionsebene), (Rechtecksebene) aufzustellen und auf W VIl ab
zubilden (s. Abb. 23). 

Wir wissen dabei nur, daB sich ein Parallelstrom yom pos. Unendlichen 
(cp.4 = CPB = + (0) zum neg. Unendlichen (CPD = CPR = - (0), uber die Punkte C 
und F mit unbekannten Koordinaten, ergieBt. 

Konforme Abbildung eines konvexen Polygons (g-Bereich [Abb. 23]) 
auf eine Halbebene (wv;z;Bereich)1. 

Die Abbildungsfunktion wird mit Hille des SCHWARZ-CHRISTOFFELSchen 
Integrals abgeleitet. Es ist 

1J)YIl 

t: f f ,dwYII 
\00 = (WVll) = ( '--'-:--(.;-=----:--, 

WYII - 'UVII,)"" WYll - 'UYll.)"" 
WVIIo 

UVIl, = (0 + iO) = EVIl' D VIl ' 

U VII• = (± 00 +, iO) = AVII ' BVII ' 

U VIl" U VIl.' /Xl' /X2 = reelle Werte, 

UVIl, > UVII, ' 

/Xl + /X 2 == 2 , 

0< IXI <:: 1, 

0< IX2 oS 1. 

gist eine in der oberen Halbebene (iwVIl::=:: 0) eindeutige und analytische 
Funktion, denn sie hat die Ableitung: 

d~ dWYll - f'( ) 
d - WnI· 

WYIl (WYII - 'UYIl,)"" (wYII - nYII,)"" 

/' (WVIl ) heiBt das Verzerrungsverhaltnis der Abbildung, wobei !f'(WVIl)! die 
Langenanderung, arc/, (WVIl ) die Drehung miBt. In den kleinsten Teilen sind 
sich ja die entsprechenden Linienelemente ahnlich. 

Es ist: 
arc{/' (WVIl» '= -IXI arc (wVIl - UVIl) - IX2 arc (WVII - U VII,)· 

Diese Ableitung existiert fiir jeden Wert 

W VII == UVIl, und U VII, . 

Gerade auch fiir den unendlich fernen Punkt AVII = B VIl ' W VII = U VII, existiert 
die Ableitung. 

Wenn der Integrationsweg in der wVIrEbene von - 00 bis + 00 die beiden 
singuIaren Punkte UVII, und UVII, durch einen kleinen Halbkreis umgeht, bleibt 

arc{f' (wVIl». 
stetig. 

Jeder der einzelnen Strecken AVII - EVIl und BVII - 'DVII der uvIl-Achse 
entspricht auf der ;-Ebene ein, Stuck einer Geraden und wegen der Stetigkeit 

1 Hierzu ROTHE-OLLENDORFF-POHLHAUSEN: Funkentheorie, S.70, 16. Berlin: Springer 
1931. 
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von !(WVII ) ergibt die Abbildung dieser Geradenstiicke. in der ~-Ebene eimlu 
Polygonzug (unendlich langer Streifen), wennwVII die uvlI-Achse von - 00 

bis + 00 durchlauft. In der Um~~bung von UVII, rnmmt der Arkus von (WVII - uvuJ 
von n auf 0 ab, also ist die Anderung von 

arc (I' (WVII)) gleich (-IXI ) ( -n) = IXI n. 

In der Umgebun~ von U VII, rnmmt der Arkus von (WVII - uVII,) von 0 auf +n 
ab, also ist die Anderung von 

arc (f' (WVII )) gleich (-Ix2) (-n) = 1X2 n. 

IXln ist der AuBenwinkel des Polygonzuges (Streifens) der ~-Ebene in del' Ecke 
- oo(E, D). 

iX2 n ist der AuBenwinkel des Streifens der ~-Ebene in der Ecke +00 (A, B) . 
Die Summe diesel' AuBenwinkel betragt: 

IXln + 1X2n = 2n, 

IXI = 1, 
1X2 = 1. 

~ ist auch beiwVII = ±oo regular; der oo-ferne Punkt wird aUs dem Iritegral 
weggelassen, da wirarc (f'(wVIl)) schon kennen und I f'(wVII ) [ = const ist. Somit 
enthalt der Streifen der ~-Ebem; genau die 2 Ecken UvII, und U VII, , er ist konvex 
und geschlossen. Die Abbildung ist an den Ecken nicht winkeltreu, die beiden 
Exponenten IXI und 1X2 sind = 1. Die E IXn = 2 enthitlt keine gebrochenen Werte, 
deren Auswirkung einen Ausdruck 1 f(x), I(x) = ganze Funktion' 3. oder 
4. Glades, ergeben wiirde. Daher kann hier ein elliptisches Integral 1. oder 
II. Gattung oder gar ein ABELsches Integral vermieden werden. 

l: - f dWYlI - f dWYlI - In ~ - (WYll - UYlll)' - W Yll - WVII' 

WVIl in W ausgedriickt ergibt die Abbildungsfunktion fiir die w-Ebene auf die 
~-Ebene. 

Es ist 
ik 

1 + 2w + ik 2w + ik + ik W + ik 

1 _ ik 
2w +ik 

2w + ik - ik W 

Damit 

~ = In(W: iky = 2In(W: ik). 
Jetzt muB noch del' Punkt C in der ~-Ebene festgelegt werden. 
Es ist: 

w-Ebene wVlI-Ebene 

C (O±ioo) (1 + i· 0) 

WVII-Wert eingesetzt. 

~ = fP + i'tjJ = In(w;iI) = In(uVIl + .ivVII) , 

fP+ i 'tjJ=lnl=O. 

Also hat C die :Koordinaten:fP = 0, 'tjJ = 0 . 

Breitenoder, Grundwasserstriimungen. 5 
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Festlegung des Punktes F. 

F 
rp + i'IjJ = In(-I) = +in, 

rp = 0, 
'IjJ=n. 1 

.Also hat F die Koordinaten: ffJ = 0, 'IjJ =;n; . 

wVII-Ebene 

(-1 + i· 0) 

Da aber F irgendwo auf der freien Oberflache der z-Ebene liegt, liegt es 
damit auf der Linie, der der Gesamtstromwert 'IjJ zukommt. 

Also 
'IjJ=n. 

Die Abbildungsfunktion ist demnaqh 

~=2In(w+ik). 
w 

Wenn nun 'IjJ nicht gleich n ist, sonderngleich q, muB ~ sich vergroBern im Ver
Mltnis q/k. 

Wenn man die RegelfaUe von QueU-Senken-Stromungen naher untersucht, 
kann man oft enge tThereinstimmung mit den Rodographenst;romungen finden. 

In PRASIL2, 2. Aufl., S.184 finden wir dasNetz der subtraktiven tTherlagerung 
zweier gleich starker polarer Netze bzw. einer QueUe und einer gleich starken 
Senke (s. auch Teil I, Kap. F). 

Die Abbildungsfunktion lautet mit unseren Bezeichnungen: 

Hn(w +~) -In(W -~) ~ln (:: t). 
Es ist das Netz der apolonischen Kreise. Wir betrachten das Netz auBerhalb 
des strichpunktierten Einheitskreises und nehmen die QueU-Senken-Punkte aUf 
der Imaginarachse an. Ferner verschieben wir die QueUe in den Ursprung, die 
Senke in den Punkt (0 - ik). Das ergibt die Abbildungsfunktion 

~ =In (w· ~ ik). 

Aus den eingeschriebenen Funktionswerten entnehmen wir, daB zwischen Achse 

und Einheitskreis der Strom 'IjJ = !~ n = ; flieBt. Raben wir nun q als Strom, 

so andert sich ~ im Verhaltnis: 
2q 

Also 

1 Hiitte Bd. 1 S. 67, 13. 
2 puSu., Fr.: Technische Hydrodynalnik. Berlin: Springer 1926. 
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Auf Grund dieser "Oberlegungen gibt DACHLER in seiner "Grundwasserstromung" 
S.98 die betrachtete Stromung, allerdings mit anderen Vorzeichen1• 

Es ist: 

hieraus 

e) Integration des Hodographen. 

""~ 
w + ik = we2q , 

ik 
w=~, 

e2q - 1 

fd~ If( ,,< ) z =. ~ = -;---- e2q -1 d~ 
w ~k ' 

2q ,,~ ~ 
z = ink e2q - ik' 

Diese Funktion bildet die (Rechtecks-) Ebene auf die Grundwasserstromungs
ebene abo 

d) Aufstellung der GIeichungen der Strom- und Potentiallinien. 

2q ,,~ ~ 
z--e2q ---ink ik' 

,+. _ ~ 2""'1 (<p+i'l'l _ (tp + itp) 
x ~Y-inke ik ' 

(tp + itp) 
ik 

2q i-<P (n .. n ) itp tp = -. -e- '1 cos-"p+ ~Sill-"P + - --
~nk 2q 2q k k' 

. " . "" n 
2q -'I' n 2q -'I' -'I' itp tp 

x + iy = -. -e2'1 cos-"P + -e2q sin 2q + - _ ... 
~nk 2q nk k k 

Reeller Teil = 0 gesetzt 

2q "'P • ntp tp 
X = -e2q Sill- -'-. 

nk 2q k 

Imaginarer Teil = 0 gesetzt 

2q "'P ntp tp 
y = - - e2'1 COS- + - . nk 21] k 

(1) 

(2} 

1 Die dort angedeutete LOsung stammt Iaut FuBnote von A. BARANOFF: TIber die LOsung 
von Grundwasseraufgaben mit freier Oberflache. University Research Institute. Shanghai 
1935. In englischer Sprache. 
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Aus (1) 

in' (2) 

aus (2) 

in '(I) 

Anwendungen der Theorie. 

2' [(' k ;n;(p] 1jJ = -'l arc cos !E - y) ::.- e- 2q . 
n k 2q . 

2 .!!e [ [( ) nk _ n~]] 
X == n! e llq Sill[ arccos ; - =~J2q e llq 

2q (Cf! )nk--- - arc cos - - y - e' .llq " , nk 'k 2q . 
Gleichung, der Potentiallinien. 

Die 1jJ-Werte und !p-Werte schreiten bei der exakten Behandlung in Einheiten 
VQn :r& vorwarts. 

rp = q gesetzt. 

y = _ (x + q_) ctg _"'- + ~K In[n, k (x + i),] 
k 2 nk 2q . n ' 8m 2 . 

ctgi-=O, sini-=l, 

y == :~lll(;: x + i) - (x +~), 
Gleichung der freien Oberflliche 

oder fiir die freie Oberflache !p = ky gesetzt 

2"ky l [ nk - nkYJ] , 
X = ;& e 2q sin arc cos (y - y) 2q e 2q " 

[ :n:kY] 2q nk -~ 
---arccos (y-y)-e 2q 

nk 2q' 

n 
arc cosO = 2" 

2 nky 
q - q 

x=;;;e llq -Ii" 

. n I Sill'2= , 

Gleichung der freien Oberfliiche. 
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Diskussion der K urven. 

Die freie Oberflache hat die Form einer im MaBstab 2q/nk vergroBerten 
logarithmisehen Linie. 

Die iibrigenStromlinien sind ebenfalls logarithmisehe Linien, iiberlagert. 
dureh eine Ger:;Lde. 

Die Potentiallinien sind iranszendente Kurven VC'''l der Form 

x = c1sin[arccosC2Y] ~ c3 arceosc2 b. 

Die Gleichungen der Isotachen und isoklinen der Grundwasserstromung werden 
so verwickelt, daB sich eine exakte Behandlung nieht lohnt. Man entwirft sie 
am besten . mit dem Isotaehen-Isoklinen-Netzverfahren. 

Der theoretische Gang ist: Aufstellung der Differentialgleiehungen von Strom
und Potentiallinien. 

Ein ,anderer Weg,das Isotachen-Isoklinen-Netz zu finden, ist folgender: 
Das in die Hodographenc (w-)Ebene transformierte Isotachen-Isoklinen-Netz 

ist bekanntlieh das Netz aus konzentrischer Kreisschar und Polstrahlen. 
Dieses Netz bildet sich auf das Rechtecks- (t = r + 'is-)Netz ab mit der 

Funktion: 
t = Inw 

und invers 

fiir die Werte 
o ::::: r <: 00 , r entspricht In v , 

" 
v. 

Die Linien des Hodographen bilden sich aber auf die z-Ebene ab mit der 
Funktion: 

z = f(w). 
Es ist 

ik 
w = ~ (s. Abs. c). 

e2q - 1 . 

~ III W ausgedriickt: 

2 -=- 2 q In (W + ik) 
z=~e2q,. W _~In(W+ik). 

~:n;k ~:n;k . w 

w = et eingesetzt: 

s = ~eln(e'~/k) _ ~In(~+:Jlc) 
'I:n;k ~:n;k ,e' , 

2q [e1n(e'fikJ ] 
Z=i:n;k e' -In(et+ikl+t. 
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Diese Funktion bildet das Isotachen-Isoklineil-Netz der Grundwasser
stromung abo 

Wenn die Stromung mit graphischen Methoden ermittelt wird, kann man das 
Isotachen-Isoklinen-Netz der Grundwasserstromung auBer durch unmittelbares 
Einprobieren einfacher auf folgende Weise erhalten: 

Das in die w-Ebene transformierte Netz besteht immer aus einer Kreisschar 
und aus Poistrahlen. 

Der durch den Ordinatenpunkt -ik gehertde Kreis hat als Isotache den Wert 
Ink. Den Isoklinen-Poistrahlen muB man die arc1l-Werte der z-Ebene zuweisen. 
Zum Pol hin geht v ..... 0 zurUck, vom Pol weg gegen 00. 

Man sucht auf den zu transformierenden Strom- und Potentiallinien der 
w-Ebene die entsprechenden Schnittpunkte mit den Kreisen-Isotachen und 
Geraden-Isoklinen auf. Diese Puilkte libertragt man mittels der x- und y-Iiltegral
kurven auf die z-Ebene; aus der entsprechenden Verbindung der Puilkte gleichen 
Wertes erhaIt man das Isotachen-Isoklinen-Netz der z-Ebene. 

e) Ermittluug der Hodographenstromung mit dem Isotaehen-Isoklinen-Verfllhren. 
Siehe Abb.91-92, S. 113-114. 

Das Netz ist ohne singulare Puilkte im Bereich und daher leicht aufzustellen. 

f) Hodographenintegration. 
Sie bietet keine besonderen Schwierigkeiten. Der Zusammenhang wird her

gestellt durch Integration langs der Potentiallinie cp = o. 
Da die lotrechten Stromlinien rechts der Wand v = k haben, ist die Breite 

der Gesamtstromung im Unendlichen b = q/k. Diesem Wert nahert sich die 
Strombreite asymptotisch. 

7. Grundwasserstrom fiber 
kommend, in einen 

eine lotrechte Wand, aus dem Unendlichen 
waagreehten Schlitz flieBend (Abb.32). 

t~ 
Siehe Abb. 95-99, S. 116-119. 

Wie bei der Grundwasserstromung 
liber einer waagrechten Sohle, bei der 
der Strom in einen waagrechten 
Schlitz flieBt (Aufgabe 1), solI hier 
bei der Stromung liber eine lotrechte 
Wand ein waagrechter Schlitz, an
grenzend an das obere Ende der 
Wand, angenommen werden. 

z-£bene 

00 
Abb.32. 

c W-£bene 

Abb.33. 

a) Aufstellung des Hodographenrandes 
(Abb.33). 

Der freien Oberflache entspricht 
der vollstandige Halbkreis, da die 
freie Oberflache in die waagrechte 
Sickerstrecke senkrecht einmlindet. 
A z' B z fallen in den Pol des w-Be
reiches, da VA = VB = 0 ist. Bei 
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Punkt E. hat die Geschwindigkeit den Wert k . .Also liegt Ew auf dem lot
rechten Poistrahl im Abstand k yom Ursprung, d. h. auf dem unteren Halb
kreispunkt: Die Stromlinie BG wird zum Poistrahl in der Richtung Bz - 0 •. 
Ow fiiJIt ins Unendliche, da die Stromlinie um (-11:/2) ihre Richtung andert. Die 
Potentiallinie G.E. setzt sich aus' den Endpunkten der lotrecht einmiindenden 
Stromlinien zusammen. Demnach stellen in der w-Ebene die Endpunkte der 
lotrechten Geschwindigkeitsvektoren diePotentiaIIinie dar. Der Hodograph ist 
antikonform geschlossen. 

b) Ableitung .der Abbildun~sfunktion. 
Der Bereich der w-Ebene (Abb.34) muB auf den Rechtecksbereich der 

~-Ebene abgebildet werden. Diese Abbildung laBt sich nicht unmittelbar durch
fiihren, sondern nur schrittweise. 

w=wW· 

Um die Form des Potential- und 
Stromliniennetzes ill der w.Ebene ohne 
Beriicksichtigung des Durchlassigkeits-

..i· v 
w-Ebene 

beiwertes k und der Wassermenge q, -oo-C -"00 
also_ rein mathematisch, zu finden, ~~OWlII.1alB~-_-_-_-_-_-.k-_-:"'-_-:"'-_--.j"E--i;.,.;;;'u.~ 
wurden hier verschiedene lineare Trans- Abb.34. 

formationen weggelassen. Diese Trans-
formationen werde~ erst bei der Hodographentransformation (Integration) 
durchgefiihrt. 

Der Halbkreis wird als Einheitskreis angenommen. Der Bereich w wird von 
vornherein in die obere Halbebene, 3mw > 0, als WI (Abb.35) gelegt. 

hfr-Ebene 

-OO.-C 

Abb.35. 

Nach den Ergebnissen der Aufgabe 6 wird WI abgebildet auf die obere Halb
ebene wII durch die linear gebrochene Transformation 

(Abb.36). 

Koordinaten von 
A und B 
o 
E 

wrEbene 

(- I +.iO) 
(±oo + iO) 
<+ l+iO) 

W.I£- £b.ene 

b
~ 

" !'l~':3j' e· B-=. 
,£ 1 C "VI 

Abb.36. 

wII-Ebene 

(±!X> +iO) 
(+ 1+ iO) 
( 0 + iO) 
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Wir stellen nun das Reehteek in del' ~-Ebene auf (Abb. 37). 
Dabei wissen wil', daB sieh ein Pal'allelstl'Oll VOIl1 Unendliehen CPA = CPB = =f 00 

zum PoteI1tial f/JeE = 0 bewegt. Wir el'halten vel'mutlieh erne tl'anszendente 
Funktion und weisen dahel' dem Strom 

c.-Ebene den l'eellen Wert n zu. 

=-8~~~~Y~=~z~'K~l~S~2~~~~~ 
oo-Pt -E-

Die Halbeben6 Wu wird auf den 
~-Bereieh abgebildet mittels des Ansatzes 
von SCHWARZ-CHRISTOFFEL. Wir folgen 
dabei dem entspreehenden Gang bei Auf
gabe 6. 00-11 ~~~~=.z=~ 'Y=O S, (I'reie Ooerl7.iche) 

Abb.37. 

Ull, = (0 + iO) = E, 

Un. = (+ 1 + iO) = C, 

un, = (± 00 + iO) = A, B , 

Xl + x 2 + xa= 2 , 

Es ist 

un" un., un" Xl' X 2 , Xa = l'eelle Werte, 

Un. > uu. > Un, , 

0< Xl ~ 1, 

0< x 2 -< 1, 

0< xa -< 1. 

In del' Umgebung von un,nimmt 'del' ArkUl"l von (wu - un,) von 0 auf +nj2 
ab, also ist die Anderung von are(f'(wIl») gleieh 

(-xl)(-i)=xli· 

In del' Umgebung von UrI, nimmt der Arkus von (UIl - UIl ) von +nj2 auf 
+n ab, also ist die Anderung von arc (f' (wIll) gleieh ' 

In del' Umgebung von un, nimmt der Al'kus von (WII - uII ) von +n auf 0 
ab, also ist die Anderung von are(f'(wIl)) gleieh ' 

(-Xa) (-n) = Xan. 

Xl ~ ist del' AuBenwinkel des Polygonzuges (Streifens) del' ~-Ebene in del' 

Eeke (0 + in) =E. 

X2 i ist der AuBenwinkel des Polygonzuges (Stl'eifens) del' ~-Ebene in der 

Eeke (0 + iO) = C. 
xan ist del' AuBenwinkel des Polygonzliges in del' Eeke (-00 + iO) = A 

und B. ' 
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Die Summe dieser AuBenwinkel betragt: 

also 

Es ist 

nn 
IXI "2 + IX2"2 + IXa n = 2n , 

WIIo 

IXI = l, 
IX2 = l, 
IXa = 1. 

Der co-ferne Punkt wird aus dem Integral weggelassen, da are(f' (wIl) bekannt 
ist und If' (wIl) I = eonst ist. 

~= r dwu, =r~~ 
• YWll(WII - 1) . YW~J - Wll ' 

~ = mrQ;of - t +, Wn = mrQ;of(l-2wn> = In(I - 2Wll+ VI + 4w}z- 4WII-I) *, 
- -~f 

~ = In(I - 2WIl + V4w}z - 4w[~). 
Wit verifizieren das Ergebnis: 

Koordinaten von wII-Ebene ~ -Ebene 
A und B (±co + iO) -00, 

C (+ 1 + iO) (0 + in), 

also sti1nmt die Annanme 

E (0 + iO) (0 + iO). 

Die gleiehe Umfahrung des ~-Bereiehs und wzrBereiehs laBt das Gebiet zur 
gleiehen Seite liegen. 

Inverse Funktion: 

gesetzt, giht 

ausmultipliziert: 

e" = 1 - 2WlI + V4w}z - 4WlI 

- 4e"wII = 1 - 2e" + eU , 

- 4e"wJ + 8e<wj - 4e" = w~ - 2e;w1 + e2 ;wJ 

* Nach Hiitte Bd. I S. 75ff. 

+ 2w[ - 4e<w[ + 2e2 <w[ 

+ 1- 2e< + en. 
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Man kann diese Funktion auch ohne das SCHWARZ-CHRISTOFFELsche Integral 
erhalten, durch schrittweises Weiterabbilden der wII-Ebene auf das' Rechteck. 
Diese Methode ist immer moglich, wenn das SCHW ARZ-CHRISTOFFELsche Integral 
kein eiliptisches Integral' wird. 

Das Rechteck der ~-Ebene wird auf das Innere des in der oberen Halbebene 
+Y; S'm:> ~l gelegenen Halbeinheitskreises abge-

er -Ebene bildet durch 

Abb.38. 

~1 = e~ (Abb.38). 

Koordinaten von 

A und B 
C 
E 

~-Ebene 

-00 

(0 + in) 
(0 + iO) 

~1 wird auf die obere Halbebene S'm:> ~2 abgebildet durch 

~2 = (1 + ;1)2 = (1 + l)2 1 - ~1 1 _ i (Abb. 39). 

Koordinaten von 

A und B 
C 
E 

~1-Ebene 

( 0 + iO) 
(-1 + iO) 
(+I+iO) 

';,a-£bene 

;z-Ebene 

1 + iO) 
( 0 + iO) 
(±oo+iO) 

Bei der gleichen Umfahrung bleibt der Bereich zur gleichen Seite. 

~1-Ebene 

(0 + iO) 
(- 1 + iO) 
(+ 1 + iO) 

~2' muB nun auf die obere Halbebene S'm :> ~3 so abgebildet werden, daB ~3 

0. Er--'l-.jC 
Abb.40. 

Koordinaten von 

A und B 
C 
E 

;z-Ebene 

1 + iO) 
( 0 + iO) 
(±oo + iO) 

identisch ist mit wn . Diese 
Abbildung erfolgt durch die 
Funktion: 

(Abb.40). 

;3-Ebene 

(±oo+iO) 
( 1 + iO) 
( 0 + iO) 
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Die Abbildung ist konform. mit dere2-Ebene und mit der wII-Ebene identisch. 
Also ist: 

oder 
1 

1 _ (1 + el;)2 = (1 + .!.)2 ' 
1- el; Wl 

ausmultipliziert gibt dies: 

-4e;wJ + 8e/;w1 - 4e/; = w} - 2e1;w} + e2/;wj 

was zu beweisen war. 
Inverse Funktion: 

nach w1 geordnet: 

. +2w1 - 4e1;w1 + 2e2 1;w1 
+1 - 2el; + e2 /;, 

wi + wj2e< + wJe2 1; + 2WI -12wIel; + 2wI e2 • + 1 + 2e. + e2 1; = 0, 

hieraus: wJ(1 + 2·el; + e2 1;) + 2w1(1 - 6e1; + e2 1;) + (1 + 2e1; + e21;) ~ 0, 

2 (1 - 6el; + e2 1;) 
WI + 2WI (1 + el;)2 + 1 = O. 

. (1 - 6e~ + e2 .) 1/(1 - 6e1; +e2 1;)2 
wI = - (1 + e~)2 ± r (1 + e1;)4 - 1. 

FUr die Folge wird an Stelle WI der Einfachheit halber nur w geschrieben. 

W = u + iv, 

;=rp+i'IjJ. 

Wir gehen von der impliziten Gleichung aus und ordnen diese um: 

w2[e2 • + 2e1; + 1] + w[2e2 1; - 12el; + 2] + e21; + 2e1; + 1 = 0 

(w + 1}2(e. + 1)2 = 16we.; 

komplex zerlegt in reell und imaginar: 

(u + iv + 1)2(e'1'(cos'IjJ + i sin'IjJ) + 1)2 = 16(u + iv) (e'P(cos'IjJ + i sin'IjJ) 

ausmultipliziert: ('IjJ zur. Abkiirzung weggelassen) 

[u2 + 2iuv - v2 + 2u + 2iv + 1] [e2'1'(cos2 + 2i sincos - sin2) + 
+ 2e'P(cos + isin) + 1] = 
+ [16ue'1'(cos + isin) + 16ive'P(cos + isin)] , 

reell = 0 = imaginar = 0 gesetzt: 

e2'P[(u2 + 2u + 1 - v2) (cos2 - sin2) - 2(2uv + 2v) sin cos] 

+e'P[2(u2 + 2u + 1 - v2) cos - 2(2uv + 2v) sin - 16ucos + 16vsin] 

+[(u2 + 2u + 1 - v2) = 0 = 
ie2'P[(2uv + 2v) (cos2 - sin2) + 2(u2 + 2u + 1 - v 2) sin cos 

+ie'P[2(2uv + 2v) cos + 2(u2 + 2u + 1 - V2) sin - 16u sin - 16v cos 

+[2uv + 2v] ., 
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Substitutionen: 

I. 
e2'P[(u2 + 2u + 1 :....- v2} cos2 - 2 (2uv + 2v) sincos - (u2 + 2u + 1 - v2) sin2] 

+ e.'P[{2(u2 + 2u + 1 - v2) - 16u} cos - {2(2uv + 2v) -'- 16v} sin] 

+[u2 + 2u + 1 - v2] = 0 = e2 'P(X + e'P{J + 1'. 

II. 
e2'P[{2uv +2v) cos2 + 2(u2 + 2u + 1 - v2) sincos -(2uv + 2v) sin2] 

+e'P[{2(2uv + 2v) -16v}cos+ {2(u2 + 2u + 1 - v2) ~ 16u} sin] 

+[2uv + 2v] = 0 = e2'Pa + e<Pb + c, 

in I. 

in II. 

wenn 

eX = ycos2 -.2<5 sin cos - ysin2 =Av 
{J =(2y - 16u) cos - (2<5 - 16v) sin = Bi, 

II· II· . , 
a = <5 cos2 + 2y sin cos - <5 sin2 = A 2 ,. 

b =; (2<5 - 16v) cos + (2y - 16u) sin = B 2, 
II II 
I; 

y = u 2 + 2u + 1 - v2 

<5 = 2uv + 2v 
8 = 2u2 - 12u + 2 - 2v2 

/; =4uv - 12v. 

Aus Gl. I und II nach e'P aufgelost und gleichgesetzt: 

wenn 

-fJ ± Y fJ2 - 4",,, -b ± yb2 - 4ac 
2", 2a 

y{J2 - 4IXy = yBr- 4AIOI = WI' 

yb2 - 4ac = yB~ - 4A20 2 = W2 

gesetztwird, so ist: 
-BIA2 + WIA 2 = -B2AI + W2A I 
-A2BI + AIB2 ~ -ASWI + A IW2 

A~B~ - 2 AIA2BIB2 + A~B~ = As~ - 2 A I A 2WIW2 + A~~ 
A~(B~ - ~) - 2 AIA2BIB2 + ·A~(B: - ~) = -2 A IA 2WIW2 

-~= -Bi+ 4A I OI ; -~= -B~ + 4A20 2 
4AIA~01 - 2 AIA2BIB2 + 4A~A202 = -2A]A2 WIW2 

(2A 20 1 - BIB2 + 2AI O2)2= (-WIW2) 2 .= (B~ - 4AI 0 1) (B~ - 4A20 2) 

4A~~ - 4A2B1 B 20 1 + 8AIA 20 I 0 2+ BiB: - 4AIB I B 20 2 + 4AiC: 

=BiB~ - 4AIBiOI - 4A2B~02 + 16 A I A 20 l 0 2 = 0 
B~ = /;2COS 2 + 28/;sincos+ 82 Sin2 

BIB~ = 8/; cos2 + (8 2 ~ /;2) sin cos + 8/; sin2 

B~ = 82 COSS - 2s/; sin cos + /;2 sin2. 
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COS4 1jJ I sin 'If. COSS 1P sinz 1jJ cos'l"tp I sins¥, cos1jJ I sin"1p 

.AiO~ = t52 [+1'2 ~4yt5 +21'2-

-I 

+4yt5 

f 

+1'2] 

-2.A1 .A20 1 02= -2yt5. [+yt5 +21'2 -yt5 +2t52 +yt5 
-2t52 -4yt5 _21'2 

-yt5 

+.A~Oi = 1'2 [ +t52 +4yt5 -2t52 -4.yt5 +t52 

+4,,2 ] 

+A1BiOl = I' [yC2 +2ysC +ys2 -2M2 _,,&2 

-2t5C2 -4t5C -2"sC 

-"C2 

-.A1B 1B 20 2 = -t5 . [ysC +1'(82 - C2 ) -ysC +2t5eC +ysC 
-2t5eC -2t5 (e2 - C2) _1'2 (S2 - C2) 

-yst; 

-.A2B 1B 2 0 1 = -I' . [t5sC +t5(S2 - C2) -t5sC - 2y8C 
+2ysC +2Y(S2 -C2) -t5(S2 - C2) +t5sC 

-t5sC ] 
+.A2Bi02 = t5 . [t5s2 -2t5sC +t5C2 

+21'82 -41'sC +2yC2 

=0 -t5s2 +2t5sC -t5C2] -=0 

Diese Gleichung zusammengefaBt (1Jl weggelassen): 

COS4[y2C2 - 2yaBC + a2B2] 

+ sin2 cos 2 [4y4 + 8y2a2 + 4154 + y2C2 _y2B2 - 4yaBC + a2B2 - a2 C2] 

-sin4[y2B2 + 2yaBC +a2C2] = 0 
oder: 

oder: 

COS 2[(y2C - bB)2COS2 + (yC ~ aB)2Sin2] 

-siri2 [( YB+ aC)2 sin2 + (yB + OC)2 cos2] 

+4 sin2 cos2 [(y2 + (5 2)2] = 0 

cos2[(yC - ae)2] + 4 sin2cos2[(y2 + (5 2)2] + sin2[ -eye + aC)2] = 0 

(yC - ae)2 = A2 
(y2 + (52)2 = B2 

-( YB+ aC)2 = _C2 

Allgemeine Form der Gleichung 

A 2 coS2 + 4B2 sin2cos 2 - C2sin2 = O. 

Substitution: 

y = (u + 1)2 - v 2 = t2 - v 2 

a=2(u+1)v =2tv 

e = 2(y- 8u) = 2(t2 - v2 ) - 16t + 16 

C = 2(b- 8v) = 4tv - 16v 

gilt: cos21Jl[16v3 + 16vt2 - 32vtY+ 4sin21Jlcos2 1Jl[v4 + 2v2t2 + t4]2 

-sin2 1Jl[2v4 + 4v2t2 + 2t4 - 16t3 - 16v2t + 16t2 -16v2]2 = O. 
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Das ist die Gleichung fUr die 'VI-Linien (Stromlinien) in einem t - v-Koordinaten
system (t = u + 1) 

Fiir 1JI = 0 und 'VI = n 

wird die Gleichungzu 

und 

v3 + vt2 - 2vt = 0 

v=O (Gerade, Ordinate) 

v2 + t2 - 2t = O. (Kreis durch Pol und t = 2,mit Halbmesser = 1) 

Durch Einsetzen verschiedener Werte von 'VI in die Gleichung, moglichst mit 
gleichen Wertunterschieden zwischen 0 und n, erhiilt man die Schar der Strom
linien im Hodograph. 

Aus der komplexen Abbildungsfunktion kann man nun durch Eliminieren 
von 'VI eine -Funktion p = f(u, v) herstellen. Damit hat man .die Gleichung der 
p-Linien, Potentiallinien im Hodograph. 

Man kann aber auch in die komplexe Funktion 'VI mit einem festen Wert 
einfiihren (z. B. 'VI = nj4). Dann laBt man p verschiedene Werte mit den gleichen 
Unterschieden wie bei 'VI annehmen und ermittelt die zugehorigen Koordinaten. 
Fiihrt man das Verfahren fUr verschiedene Werte von 'VI durch, so erhalt man 
das Potentialliniennetz. 

Gibt man in dem Netz dem Halbkreisdurchmesser den Wert k und dem 
Gesamtstrom den Wert 'VI = 1, so hat man bei gleichbleibenden geometrischen 
Verhaltnissen den Hodograph fUr qjk = 1. 

c) -Integration des Hodograph. 
Beim Aufsuchen der Abbildungsfunktion des Hodograph wurde die wrEbene 

als Hodograph angenommen, um durch Transformationen und Beiwerte keine 
unnotige Belastung fUr das Aufzeichnen des Strom- und Potentialliniennetzes 
des Hodograph zu erfahren. 

Zum Zwecke der Hodographenintegration muB zwischen wrEbene und 
w-Ebene die Beziehung hergestellt werden. 

Dabei vertauschen wir die Koordinaten der Ebene, so daB die waagrechten 
Achsen v und y, die lotrechten u und x sind. D. h. wir drehen dadurch ohne 
Transformation. 

1. Schritt. Die w-Ebene wird auf die wa-Ebene so abgebildet, daB kj2 = 1 
wird. 2w 

wa=/i' 

II. Schritt. Die wa-Ebene wird so verschoben, daB der Kreismittelpunkt 
in den Ursprung fallt. 

2w 
Wb = (wa + 1) = Ii - 1 

oder _ Wb k + k _ ~ ( + 1) w- 2 -2 Wb • 

Die wb-Ebene ist identisch mit der wrEbene, also 

k 
W = 2 (WI + 1). 
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GemaB Aufgabe 6 ist: 

z=f~· 
Auf Grund der Ermittlungen zu Beginn der 'Vorliegenden Aufgabe ist: 

ok ( (1 - 6e'; + e2~) (1 - 6e~ + e2~)2 ) w--1-+ -1 
o - 2 (1 + e<)2 (1 + e,;)4 ' 

k (1 + 2e. +~2," - 1 + 6i - e2S' 
w=-' '+ 

2 (1 + e~)2 

+ 1 1"1 +36e2~ + e4S -12es + 2e2~ -12ess -1-4e2s - e4~ -4e,"-2e2S-4e3S) 
(1 + i)2 0 ' 

_ (2eS + (i -1)N) 
w - 2k (1 + e~)2 • 

Also: 
1 f (1 + e,")2d~ 

Z = 2k 2es ± (± e'" =f 1) Y -e'" • 

Nun miissen wir noch den Zusammenhang zwischen q und "p = :n; herstellen. 
Es oist mathematisch: 

~ = f(w). 
Es ist physikalisch: 

D. h. wir setzen 

Damit wird 

Substitution: 

dw = !;dt, 

gibt 

Zwischenrechnung: 

o V ~~ 
lnt=ln -eq ~=cp+i"P. 



80 Anwendungen der Theorie. 

Hauptwert des Logarithmus1 : 

/ -n l" n "1 -g. ~<p n 2'1' n 
In l -eq = In -e2q sin-'ll' + i e q cos-'l:' 

2q 2q 

= VS'I' +iarctg[ -ctg;;]. 

[ l/~'/~l z = L - 1 + 2In i ~eq +. -eq 
nk "0" -I; 

-e q 

oder 

z = L[i[;: + in.-L n; + ie;!] nk I q . 

Das ist die Abbildungsfunktion zwischen Strom- und Potentialfunktions
(~-) Ebene und Grundwasserstromungs- (z-) Ebene. 

d) Aufstellung der Gleichungen der Strom- und Potentiallinien. 
Die komplexe Funktion 

[ 
1 l~ "l/~l z=L - .+2Inr -e q '+ -e q . 

nk 11 " -I; 
-e q 

wird zerlegt in reelle und imaginare Glieder. 
n~ n~ 

X + iy = iLe- 2q cos mp + L e-2Il sinn", + 
nk 2q nk 2q 

+ 2q InVe%'I' _ 2iJL arc tg [ctgn",] + 
nk nk 2q 

Reelle Glieder = O. 
n~ ~~ 

X = L e - 2q sin n", + !£ _ JL e2ll sin n", . 
nk 2q k nk 2q (I) 

Imaginare Glieder = O. 
n~ c n~ 

q -- n", 2q r n"'j q - n", y = - e 2 q cos - - -- arc tg. ctg - + - e 2 q cos --- . 
nk 2q nk l 2q nk 2q 

(II) 

In II 11' = 0 und k x = cp gesetzt 

y= JLe-;:x _ 2q arctg[ctg n ",] + _[.e~!x 
nk nk 2q nk 

oder 
y = nqk (e-;:" + e;> - 3r), 
Gleichung der freien Oberflache. 

1 Hiitte Bd. 1 S. 67. 
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Ermittlung der Stromlinien. Elimination von rp aus Reell und1maginar: 

aus (II) 

11:'1' ng; x~'E 
( -- -) k 
e 2q - e 2q = n' 

!L.sin~ 
nk 2q 

2 q [:n:1pl 
( _ "''1' n'1') Y + nk arc.tg ctg 2q 
e 2q + e2q = . 

!L. cos :n:1p 
nk 2q 

:'1' 1 [Y + !qk arc tg [ctg ;; l] ]. /1 [Y + !1 arc tg [ctg ~;1]2 
e~q=~ ± / ~ -1, 

2 !Lcosn'1jJ ,4 !Lcosn'1jJ 
nk 2q nk 2q 

_2q ll[y+~arctg[ctg;;lJ I l/l[y+~arctg[ctg;;l]2 '.1' 
rp - n In 2" -~-- q n'1jJ - ::c / 4 q n'1jJ - 1 

nkcos 2q nkCOS2q 

(I) 

(II) 

aus (I) 

1l(P nrp 

1 - e q = e2q 

"''1' 1I:
cr [ 1 

e q + e 2q - 1 = 0, 

!L.sin n'1jJ 
nk 2q 

nk ~K cos n'1jJ ,4 !L. cos n'1jJ I 
2q I rp= -nln -

x _ 2q In 1[~!1 arc tg [ctg *l] ±]~[ Y + ~ arc tg [ctg *1.]2 - 1) 
_____ ______ n~_ 2q nk 2q ____ _ ._ 

2q sin n'1jJ 

± 
1 
4 

nk 2q 

2q I[y + !1 arc tg [ctg ~;1] ~/-:-[y ~ !1 arc tg [ctg ~; l]Z-j2 I 
x - -In - ± ~ -1 

nk 2q cosn'1jJ 4 !L.cos:n:1P 
nk 2q nk 2q J --- +1. 

!L sin n'1jJ 
nk 2q 

Breitenoder, Grundwasserstromungen. 6 
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gibt: 

.Anwendungen der Theorie. 
fjJ(l) = fjJ(lI) gesetzt ; 

1p = f(x, y) . 

f[ Y + ~arctgJctg*] 1 ± Vi[Y + ~arctgJctg~]]2 - 11 
. ~cos~ JLcos~ 

nk 2q nk 2q 

x _ 2q Inj[Y + ~arctg [ctg*]] ± V~[Y + ~ arc tg {ctg*]]2 _ II 
nk 2q cosmp 4 JLcosntp 

nk 2q nk 2q 

2q sin ntp 
nk 2q 

x _ 2q In/[Y + ~arctg [ctg*lj ± V~ [Y + ~arctg [ctg*l]2_ 1]2 
n k 2q cos ntp 4 JL cos ntp 

nk 2q nk 2q 
-"--------+l. JLsin ntp 

nk 2q 

Das ist die allgemeine Gleichung der Stromlinien. 

Ermittlung der Potentiallinien. Elimination von 1jJ aus Reell und 1ma
ginar. Aus (I): 

x __ 'e 

sin ~~ = ( _~ k '!.'f') = [1] , 
JL e 2q _e 2q 
nk . 

aus (II): 

nach Umordnung 

arcsin[l] = arc cos [2] 

[2] = cos (arcsin[I]) . 

are'" [c"'~~J ~ f :.(, -~: + c~=) co+re,;nf!. (,:;, ~ ,*) 11- '1~:' 

~: ~ arec"'f ",[:. (, -~: + ,~=) c+,,"n [!. (,:~ ~ ,~d]- .]~: l' 

(a) 

(h) 
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In (1) eingesetzt: 
rp=/(x,y). 

in (a) eingesetzt: arcsinf (x-i) 1 
l:Je - ~: - e~:) J 

f [ ("'!' n'!') I [ x - t 11 1 k 1 
=arcctgltg :k e-2i[ +e 2q COS(rCSin :Je-~: -e~:) --y ~ql 

Das ist die allgemeine Gleichung der Potentiallinien. 

Die Gleichung del' freien Oberflache lautete: 
nk nk q --x q --x q 

y=-e 2q +-e 2q --. 
nk nk k 

Fiir das Beispiel 6lautete die Gleichung del' freien Oberflache (bei vertauschten 
Koordinaten) 

nh: 
2q oX q 

Y=nk e - q --y;' 

Die Entfernung del' freien Oberflache von del' lotrechten Wand am Schlitz 
betragt: 

x = ° gesetzt" 
q 

Y = nk (2 -- n) , 

q 
y= -0,363-y;. 

Die Uberstromungshohe a libel' del' lotrechten Wand ist: 

nh: nle -x --x 
Y = ° geRetzt: ° = e 2 q + e 2 q - n , 

2q (n l/~--) x = dIn T ± /4" - 1 , 

x = 0,652 i . 
Die beiden Gleichungen flir die freien Oberflachen nach Beispiel 6 und 7 

haben einen sehr verwandten Aufbau. 
Man muB berlicksichtigen, daB del' Koordinatennullpunkt bei del' Aufgabe 7 

mit dem oberen Ende del' lotrechten Wand zusammenfallt, bei Nr. 6 abel' urn 
2qjnk libel' diesem Punkt liegt. 

Beide Gleichungen auf Wandende als Koordinatennullpunkt bezogenl lauten: 

(Beispiel 7) 

und 
nh: 

2q-x-I q 
Y =--e 21f nk --y;. (Beispiel 6) 

6* 
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:nk 

FUr groDe x wird del' Wert des Gliedes ..L e -2q '" --+ 0 . Dann lautet mit 
nk 

annahernder Giiltigkeit: 
nk 

y = :k e2q'" - i (Beispiel 7) 

und nk 
2q -",-1 q 

Y=-e 2q --. nk k . (Beispiel 6) 

Die Stromung uber die gleiche Wand nach Beispiel 6 hat eine hoher gelegene 
freie Oberflache (urn rund 0,4 q/k) bei gleichem q/k als die Stromung nach Bei
spiel 7. 

e) Ermittlung del' Hodograpbenstromung mit dem Isotachen-Isoklinen-Verfahren. 

Siehe Abb.97, S.117. 

Das Netz ist ohne singulare Punkte im Bereich und daher leicht aufzustellen. 
Urn die Genauigkeit des Verfahrens uberpriifen zu konnen, wurde das Netz 

mit nicht ganz reinen Quadraten eingezeichnet. Nach Durchfiihrung del' ver
schiedenen Integrationen ergab sich eine groDte Abweichung von 2,7% del' 
Ordinatenwerte an einem Punkt der freien Oberflache zwischen mathematisch 
und graphisch erhaltenen GroDen. Die beiden Linien konvergieren sehr rasch 
wieder, was aus einem Vergleich der Integralkurven zu entnehmen ist. 

f) Hodograpben-Integration. 

Sie bietet keine besonderen Schwierigkeiten. Del' Zusammenhang wird her
gestellt durch Integration langs der Potentiallinie q; = 0. Der graphisch er
mittelte Wert ist fur S,po = 0,366 q/k, der mathematisch ermittelte Wert 
Sq;o = 0,363 q/k. 

8. Grundwasserstrom aus dem Unendlichen zu einem Graben mit durchliissiger 
Sohle und lotrechten Boschungen. Boschung ist reine Sickerstrecke. 

Siehe Abb. 100-106, S. 119-121. 

Vorbemerkung. Der Fall, daD der Graben bis auf die undurchlassige Sohle 
herabreicht, ist eigentlich in der Praxis sehr selten. Meist liegt die als praktisch 
undurchlassig anzusehende Sohle tiefer als die Grabensohle. Der allgemeinste 
Fall hierfur ist der, daD die undurchlassige Sohle unendlich tief ist. 

Es lassen sich nun viele Moglichkeiten £iiI' die Grundwasserstromungsbilder 
aufstellen. Der vorliegende wird von einem Parameter (Sohlenbreite) bestimmt. 
Wenn im Abzugsgraben Wasser steht, bestimmen zwei Parameter (Sohlenbreite 
und Wassertiefe) die Aufgabe. 

1st die undurchlassige Sohle nicht unendlich tief, so sind drei Parameter 
(Sohlenbreite, Wassertiefe und Tiefe der undurchlassigen Schicht) maDgebend. 
Die gleiche Zahl Parameter ergeben em eindeutig festgelegtes Stromungsbild, 
wenn der Entnahmegraben dazu noch in endliche Entfernung heranruckt. 
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a) Anfstellung des Hodographenrandes. 
1m Grundwasserstromungsbild kann die lotrechte Stromlinie als Symmetrie

achse betrachtet werden. Dies bestatigt ein spater noch zu schildernder Grund
wasserstromungsversuch. Die freie Oberflache wird durch den Halbkreis dar
gestellt. Da die Stromung aus dem Unendlichen kommt und die Grabenboschung 
lotrecht ist, ist sie der ganze Halbkreis. Die Sickerstrecke ist die bekannte Parallele 
zur Waagrechten ddrch d~n unteren Halbkreispunkt. Die Niveaulinie der Graben
sohle ist der aus dem Unendlichen kommende lotrechte Polstrahl im Hodograph. 
Andererseits ist die lotrechte Stromlinie der z-Ebene ein lotrechter Po~strahl. 
Aus Griinden der Konformitat muB die Stromlinie der untere Teil des lotrechten 
Poistrahls sein, und zwar in seiner Lange als Parameter der Aufgabe. 

b) Isotaehen·Isoklinen·Netz. 
Die Isoklinenpunkte liegen auf Halbkreis und Sickerstrecke fest. Die lot

rechte Stromlinie ist 'V = +90°, die lotrechte Potentiallinie ist 'V = +IS0°. 1m 
Feld tritt ein Verzweigungspunkt auf. Der Pol ist Quellpunkt fiir die Isoklinen 
von +90 bis 0°. Der untere Halbkreispunkt ist Senkenpunkt fiir -ISO bis 0°. 
Der Endpunkt der lotrechten Stromlinie ist singularer Punkt und Quellpunkt 
fiir die Isoklinen zwischen +IS0 und +90°. Auf der lotrechten Stromlinie liegt 
ein singularer Punkt (Verzweigungspunkt), der Staupunkt ist. Das ganze Bild 
stellt komplizierte, sich gegenseitig verdrangende Quell-Senken-Stromungen dar. 

e) Ermittlung der Hodographenstromung 
und 

d) Hodographenintegration 
bieten keine neuen Probleme. 

Der Parameter der Aufgabe beeinfluBt die Lange der Sickerstrecke und die 
Lange der Sohle. Bei Parameter = 1 k wird BSi = 0,26 q/k und Bso = 0,43 q/k. 

Nachbemerkung. Die mathematisch einfach darstellbaren Gleichungen 
der freien Oberflachen nach Beispiel 6 und 7 und eine gewisse Verwandtschaft 
zwischen den einzelnen Randbedingungen geben Veranlassung, deren naherungs
weise Verwendung zu untersuchen. 

Die GroBe der UberstromungshOhe in Beispiel 6 ist a = 0,923 q/k. Tragt 
man diesen Wert (q/k = q/k der vorliegenden Aufgabe) von Sohlenmitte, ab
gewickelt tiber halbe Sohle und Sickerstrecke ab, so kann man durch den ge
fundenen Endpunkt die dem Grundwert q/k entsprechende logarithmische Linie 
legen und einen Vergleich tiber den ahnlichen Verlauf der beiden freien Ober
flachen anstellen. Fiir den hier gewahlten Parameter stimmt der Vergleich 
annehmbar, vielleicht ware die Ubereinstimmung mit der freien Oberflache nach 
Beispiel 7 noch besser. Gibt man dem Parameter veranderliche Werte, so ergibt 
sich nach allgemeiner Betrachtung schematisch das Bild der Abb. 106, S. 121. 

Der Giiltigkeitsbereich fiir die Uberlagerung mit der logarithmischen Kurve 
kann als zutreffend auf das Verhaltnis 

geschatzt werden. 

halbe Sohlenbreite <: 5 
Sickerstrecke = 
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9. Grundwassel'strom aus dem Unendlichen zu einem Graben mit durchliissiger 
Sohle, lotrechten .Boschungen und Wasserstand im Graben. Boschung ist 

Sickerstrecke und Potentiallinie. 

Siehe Abb. 107-113, S. 122-125. 

Vorbemerkung. Durch das Vorhandensein eines Wasserstandes im Graben 
wird ein weiterer Parameter in die Aufgabe eingefuhrt. Wie spateI' ersichtlich 
wird, wird die lotrechte Graben-Potential-Linie del' z-Ebene im Hodograph 
durch einen vom Unendlichen in das Gebiet hereinragenden Schlitz dargestellt. 

Dadurch wird die Aufgabe fur die mathematische Behandlung praktisch 
unlOsbar. Bei allen Transformationen wird diesel' Schlitz mitgeschleppt und 
konme theoretisch mit dem KOEBEschen Schmiegungsverfahren dem Rand 
angeschmiegt werden. 

a) Aufstellung' des Hodographcnrandes. 

Freie Oberflache und Sickerstrecke, lotrechte Stromlinie und Sohle (Potential
linie) des Grabens del' z-Ebene werden wie bei Beispiel 8 im Hodograph dar
gestellt. Zwischen Grabensohle und Sickerstrecke kommt die lotrechte Graben
potentiallinie. ImHodograph muB ihr del' dazu senkrechte Polstrahl entsprechen. 
Sie trifft die Sickerstrecke im Unendlichen. Wenn diese Potentiallinie bis zum 
Pol hel'eingeht, ist del' Bereich in zwei Teile durch diesen Schlitz geteilt. Das 
ist ein Grenzfall. Del' Bereich muB abel' zusammenhangend bleiben. Die Poten
tiallinie kommt vom Unendlichen (Schnittpunkt mit del' Sickel'strecke) hereIn 
und wendet wieder zum Unendlichen, wo sie die lotrechte Potentiallinie des 
Hodograph schneidet. Sie besteht gewissermaBen aus zwei Linien. Del' Punkt 
mit dem geringsten Polabstand entspricht in del' z-Ebene irgendeinem von 
vornherein nicht bekannten Punkt del' lotrechten Graben-Potential-Linie, wo die 
Geschwindigkeit ihren Geringstwert annimmt. Diese Geschwindigkeit wurde im 
vorliegenden Fall zu I k gewahlt. 

Die beiden Abbildungen entsprechen sich im antikonformen Sinn. 

b) Isotachen-Isoklinen-Netz. 

Die Isoklinen-Werte liegen auf del' Berandung im Hodograph fest: Halbkreis, 
Sickerstrecke, waagrechte Potentiallinie auf del' unteren Seite mit +90°, da 
die StromIinien nach oben senkrecht einmiinden; auf del' oberen Seite mit -90°, 
da die Stromlinien nach unten senkrecht einmunden. Am Umkehrpunkt gehen 
aIle Isoklinen zwischen +90 und -90 0 durch, es besteht also dort eine Quelle. 
Die lotrechte Potentiallinie ist Isokline + 180 0, die lotrechte StromIinie ist 
Isokline + 90°. Del' singulare Punkt zwischen beiden ist Quellpunkt fiir die 
Isoklinen von + 180 bis + 90 0. Del' Pol ist Quellpunkt HiI' die Isoklinen von 
+90 bis 0°. Del' untere Halbkreispunkt ist Senkenpunkt HiI' die Isoklinen von 
180 bis 0°. 

Tm Unendlichen (Senke) ist v = 0, in den Quellpunkten v = 00 und in del' 
Senke v = O. 

Die waagrechte Potentiallinie wirkt wie eine Trennwand HiI' die auf ihrem 
Ende sitzende Quelle. 
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1m Felde befinden sich zwei Verzweigungspunkte, wobei der obere ein typischer 
Staupunkt ist, der Verzweigungspunkt auf der lotrechten Stromlinie ist ebenfalls 
Staupunkt. 

Es sind drei eigentliche Quellen vorhanden, die sich gegenReitig verdrangen 
und eine ausgebildete Senke. 

c) Ermittlung der Hodographenstromung. 
Grundbedingung ist wieder, langs der gesamten Berandung die entsprechenden 

Werte und ihre Verteilung zu ermitteln und auBerdem geniigend Feldintegrationen 
durchzufiihren. Eine wichtige Kontrolle ist die Integration von der einen Poten
tiallinie zur anderen, deren Summe Null sein muB. 

d) Hodographenintegration. 
Wenn man einige tThung hat, geniigt es, nur die Randwerte zu integrieren. 

Das Grundwasserstromungsfeld wird dazu entworfen und die Netzpunkte werden 
durch Differentiation iiberpriift. 

Die beiden Aufgabenparameter werden je zu 1 k gewahlt. Es ergibt sich dabei: 

S:;o = 0;298 ~ ; S<p, = 0,387 ~ ; SSi = 0,082 ~ . 

Nachbemerkung. Die Summe der eben erwahnten drei Langen betragt 
0,767 q/k. Die tTherstromungshOhe a = 0,923 q/k der Aufgabe 6 mit der logarith
mischen Kurve wurde auf dem Rand abgewickelt und die freien Oberflachen 
miteinander verglichen. 

Man sieht daraus, daB fUr tTherschlagsberechnungen die Naherung brauchbar 
ist. Wenn ahnliche geometrische Bilder eines Graben· oder Baugrubenquerschnitts 
vorliegen, dann miBt man von Sohlenmitte bis zum Eintritt der freien Oberflache 
die Berandungslange a. Der k·Wert als Bodenkonstante kann ermittelt werden. 
Dann ist q = 1/0,923ak m3/sec und lfdm. "Oberschlagig konnte man aus q und a 
auch k ermitteln. 

Diese Naherung gilt aber nur in einem gewissen Bereich, der durch die Para. 
meter bestimmt wird. 

Es wurde versucht, in Abb. 113, S. 125 diese Verhaltnisse nach allgemeiner 
Betrachtung schematisch darzustellen. 

10. Einige Grundwasserstromungen mit verwickeIteren Randbedingungen. 
Der nachste Fall einer GrundWa8serstromung zu einem Graben mit lotrechten 

Boschungen 1l,nd Wasserstand im Graben ist der bei tiefliegender undurchlassiger 
Bohle. Es tritt ein weiterer Parameter auf, und zwar die waagrechte Stromlinie. 
Der Hodograph wird durch sie vom Pol aus geschlitzt (s. Abb. 114, S. 125). Die 
beiden Schlitze konnen sich im Grenzfall beriihren. 1m iibrigen muB der Strom. 
linienvektor kleiner als der Potentiallinienvektor sein. Der GroBtwert des Strom· 
linienvektors gibt die groBte auftretende Sohlengeschwindigkeit in einem von 
vornherein nicht bekannten Sohlenpunkt an. Diese Stromlinie kehrt im Hodo· 
graph wieder zum NuUpunkt hin um. MaBgeblich sind drei Parameter. 

Kommt die Stromung iiber der undurchlassigen Sohle nicht mehr aus dem 
Unendlichen, sondern von einem in der Nahe gelegenen Speisungsgraben mit 
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lotrechter Boschung, dann tritt ein 4. Parameter hinzu. Diese lotrechte Potential
lillie kann im Hodograph nur durch einen waagrechten Poistrahl abgebildet 
werden; dort ist aber die waagrechte Strotnlinie auch unterzubringen. Aus 
Griinden der Konformitat miissen beide zusammenfallen. Auf der unteren Seite 
liegt die Potentiallinie, aufder oberen die Strorillinie. 

Eine weitere Grundwasserstromung ist die Durchsickerung eines Kanaldammes 
wer undurchliissiger Bohle (s. Abb. 115, S. 126). 

Es gibt hier drei wesentlich verschiedene Klassen des Hodograph,die ihr 
hauptsachlichstes Merkmal in den unterschiedlichen Sohlengeschwindigkeiten 
haben: 

1. Summe der beiden Boschungswinkel <90 0 • 

2. 
3. 

" " " " 
" 

Es ware interessant, diese Fragen durch geniigend Untersuchungen so zu 
lOsen, daB eine liickenlose graphische Ubersicht iiber die Verhaltnisse gewonnen 
werden konnte. Man konnte dadurch manchen Zweifel, der in neuester Zeit 
im Schrifttum iiber dieses Problem bekanntgeworden ist, beseitigen. 

In Abb. 116, S. 126 werden die VerhaItnisse der Zustromung zu einem Polder
gebiet wer tiefliegender undurchliissiger Bohle allgemein dargestellt. Die vor
liegende Aufgabe wird durch 5 Parameter bestimmt. 

SchluBbetrachtung. In Fallen, in denen die Grundwasserstromung selbst 
nicht im einzelnen untersucht werden solI, leistet der Hodograph wertvolle 
Dienste. Nach einem Satz der Funktionentheorie treten die GroBtwerte einer 
Funktion immer auf dem Rand auf. In unserem Fall interessieren die GroBt
werte der Geschwindigkeiten, iiber die man sich durch Aufstellen des Hodo
graphenrandes ein gutes Bild verschaffen kann. Wesentlich dafiir ist aber, daB 
die bekallliten Rander aus Geraden bestehen. 1st das nicht der Fall, so muB 
durch Ersatz der gekriimmten Rander mittels Polygonen eine Naherungsmoglich
keit geschaffen werden. An den Polygonpunkten treten dann GroBt- und Kleinst
werte auf, die bei den gekriimmten Randern nicht vorkommen. 

III. Versuc4e. 
A. Grundwasserstromungsversuche. 

Zu Beginn der vorliegenden Arbeit wurd~ das DARcysche Gesetz ohne Ein
schrankung den Untersuchungen zugrunde gelegt. Nach neueren Untersuchungen 
wird dem DARCyschen Gesetz ein groBer GUltigkeitsbereich fiir praktische Auf
gaben zugewiesen. Dabei wird erwahnt, daB der lineare Zusammenhang, den 
DARCY zwischen dem Standrohrspiegelgefalle und der Filtergeschwindigkeit fest
stellen konnte, nicht in aller Strenge bestehtl. 

Diese Tatsache ist sehr wichtig fiir die Beurteilung der durchgefiihrten Ver
suche. 

Der Schwerpunkt der Untersuchungen wurde auf die Ermittlung der Stro
mungsbilder gelegt und nicht auf die Feststellung der DurchfluBgroBen. Diese 

1 DACHLER: Grundwasserstromung, S.6. 
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Feststellung hangt von sehr schwierigen k-Wertbestimmungen1 ab, die den 
Umfang der vorliegenden Arbeit iiberschreiten wiirden. FUr ein und denselben 
Sand konnen zwei Grenzwerte fiir die Durchlassigkeit2 gefunden werden: ' 

a) bei loser Schiittung, 
b) fest zusammengeriittelt. 

Der zweite Wert kann unter Umstanden nur die Halfte des ersten betragen. 
Schwierig ist es, den Lagerungszustand in der Versuchsrinne richtig zu erfassen. 

Die Versuche wurden in einer rd. 3 m langen, 0,75.m hohen und 0,25 m 
breiten Rinne durchgefiihrt. Auf der Vorderseite der Rinne war eine 1,20 m 
lange Spiegelglasscheibe angebracht3• 

Mittels Glasdiisen wurde an geeigneten Stellen unter leichtem Uberdruck 
eine FarblOsung in die Sickerstromung eingebracht. Die durch die Stromung 
mitgefiihrte Farba gibt in ihrem Verlauf die ungefahre Form einer Stromlinie 
an. An Punkten mit geringer Geschwindigkeit hat die spezifisch schwerere Farb
lOsung bei waagrechter Stromung die Moglichkeit, abzusinken. Dadurch entsteht 
der Eindruck, als ob die Stromlinien dort nach unten durchgebogen sind, was 
tatsachlich nicht der Fall ist. 

Es sind also zwei Umstande da, die keine volle Ubereinstimmung zwischen 
dem Versuchsbildund dem Rechnungsbild zulassen. Die Abweichungen vom 
DARcyschen Gesetz und die Unterschiede zwischen der spezifisch schwereren 
Farblosung und dem Wasser. 

Hinzu kommt bei der freien Oberflache der oft nicht unbetrachtliche Kapillar
saum, dessen Wasser vermutlich auch in langsamer Bewegung ist und das Er
gebnis beeinfluBt. 

Es wurden fiir zwei Beispiele des Teiles II die Stromungsbilder untersucht. 

1. Grundwasserstrom iiber eine lotrechte Wand, aus dem Unendlichen ins 
Unendliche. 

(Beispiel 6, Teil II.) 

Die Verhaltnisse des Unendlichen kOhnten natiirlich nicht dargestellt werden. 
In der Gegend der Uberstromungsstelle an der lotrechten Wand ist aber der 
EinfluB der verhaltnismaBig weit entfernten endlichen Berandung nicht iiber
maBig groB. Abweichungen werden aber entstehen. Die Versuche wurden in 
zwei Anordnungen durchgefiihrt. 

a) In 1,50 m Entfernung links von der lotrechten Messingblechwand wird 
der Grundwassertrager durch ein lotrechtes Sieb vom Wasserspeisungsgraben, 
der gleichbleibenden Wasserspiegel hat, getrennt. Rechts von de~ lotrechten 
Wand wird der Grundwassertrager in einiger Entfernung ebenfalls durch ein 
lotrechtes Sieb abgeschlossen. Dort wird der Wasserspiegel tiefstmoglich ab
gesenkt. 

Diese Berandung konnte im Hodograph nach langwierigen Berechnungen 
natiirlich auch erfaBt werden. 

1 DACHLER: Grundwasserstromung, S. 15. 
2 z. ost. lng.- u. Archit.-Ver. 1928 H.9/1O. 
3 Z. ost. Ing.- u. Archit.7Ver. 1928 H. 9/10 (Methodik der Versuchsdurchfiihrung). 
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Abb.41 zeigt die etwaige Form der Stromlinien. Als Grundwassert:diger 
diente Rheinsand (Huttenheim) von 0,5-3,0 mm Durehmesser. Der Sand wurde 
vor dem Versueh mehrmals gewasehen. 

Das zum Versueh benutzte Wasser wurde abgekoeht. Am Ubereieh und den 
Rtieklaufen wurde ein freies Einlaufen des Wassers vermieden. Diese MaB
nahmen dienten dazu, das Wasser von der gelosten Luft zu befreien bzw. Luft
aufnahme zu verhindern. Die Luft sehlagt sieh sonst wahrend des Versuehs 
in den Poren nieder und verandert die Durehlassigkeit des Sandes. 

Die freie Oberflaehe wurde mittels in den Sand eingesteekter Drahtnetz-

Abb. 41. Grundwasserstromung tiber cine lotreehtc Wand. 

rohrehen eingemessen. Uber dem sieh darin eingestellten Wasserspiegel befand 
sieh ein rd . 3 em starker Kapillarsaum. 

Del' Versueh dauerte 6 Stunden, urn gleiehbleibende Verhaltnisse zu be
kommen. Wahrend dieser Zeit werden aIle Temperaturen auf gleieher Hohe 
gehalten. In Abb. 117, S. 127 ist die freie Oberflaehe eingetragen, wie sie der 
Versueh ergab. Die Uberstromungshohe tiber der Wand betrug 4,97 em. 

Aus Aufga.be 6 entnehmen wir, daB diese Hohe 

a = 0,923q/k 

betragt. Die Gleiehung der freien Oberflaehe lautet: 

:nk 
2q - q 

x = - e2q 
nk - k ' 

Mit dem gemessenen Wert ist 

q/k = 1,083· 4,97 = 5,38 em. 

Damit kann man die Form der freien Obe'dlaehe reebnen. 
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Ergebnisse (h = Hche der Punkte iiber lotreehter Wand. 2q ) h=Y+nk' Werte in em. 

h 

'" Rechnung Rechnung Versuch (5,38) (4,60) 

0 4,97 4,97 4,25 
15 10,12 8,61 9,12 
30 11,60 10,23 11,19 
45 12,56 11,26 12,46 
60 13,42 12,03 13,38 

Die erreehneten Punkte liegen tiefer als die dureh den Versueh ermittelten. 
Dies laBt sieh daraus erklaren, daB in der Gegend der "Oberstromungsstelle das 
DARCYsehe Gesetz nieht mehr gilt und an seine Stelle ein Potenzgesetz der Form 
v = kJ'" tritt!. 

EHRENBERGER gibt v <:: 0,3 em/sec bei einem Korngemiseh mit dmax = 3,0 mm 
als Giiltigkeitsbereieh fiir das DARCysehe Gesetz an. Es istzu beriieksichtigen, 
daB der Durehlassigkeitsbeiwert meist dureh einen solehen Versueh ermittelt 
wird, wo v iiber dieser Grenze liegt. 1m vorliegenden Versuch wurde k in zu
sammengeriitteltem Zustand zu 0,7 em/sec ermittelt. Die Gesehwindigkeiten 
an der Dberstromungsstelle liegen also weit iiber dem Grenzpunkt der Giiltigkeit 
des DARcYSehen Gesetzes. 

DACHLER gibt an Stelle des DARCysehen Gesetzes fiir grobporiges Material 
die Potenzformel 

v = IXJP. 

Die Beiwerte sind, wie siehaus einem angegebenen Sehaubild ergibt, so gestaltet, 
daB sieh im Bereich der groBeren Gesehwindigkeiten bei gleiehem J naeh dem 
Potenzgesetz eine geringere Gesehwindigkeit ergibt als naeh dem DARcysehen 
Gesetz. 

Da das Potenzgesetz fiir den vorliegenden Versueh an der Dberstromungs
stelle in Betraeht kommt, ergibt sieh folgende Feststellung: 

Wird die Dberstromungshohe a naeh dem Versueh zu 4,97 em ermittelt 
und gilt dabei ein Potenzgesetz, dann ist die Wassermenge, die durehflieBt, 
geringer, als sie bei gleiehen geometrisehen Verhaltnissen das DARCysehe Gesetz 
ergeben wiirde. Wird nun eine Gleiehung zur Bereehnung verwendet, die das 
DARCysehe Gesetz als Grundlage hat, dann ist bei a = 4,97 em und gleiehem k 
(d. h. wenn k = IX ist) 

qDarcy = 1,083'4,97 k. 

Das tatsaehlieh durehflieBende q ist kleiner. Damit wird das Verhaltnis q/k 
reehnungsmaBig groBer, als es sein darf, wenn an Stellen, wo das DARCysehe 
Gesetz gilt (flaeher Teil der freien Oberflaehe), Rechnung und Versueh iiberein
stimmen sollen. 

Deshalb wurde fiir ein kleineres q/k = 4,6 em die freie Oberflaehe iiberpriift 
(s. Tabelle S. 91). An dem flaehen Teil ist die "Obereinstimmung besser als mit 
q/k = 5,38 m. 

1 Siehe EHRENBERQER: Z. cst.lug.- u. Archit.·Ver. 1928 H.9/1O. 
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b) Um die Berandung etwas mehr den Verhaltnissen anzugleichen, die dem 
theoretischen Fall der Stramung aus dem Unendlichen entsprechen, wurde ein 
kreisfarmig gebogenes Drahtsieb als Behalter fUr den Grundwassertrager vor
gesehen. An das Sieb grenzt das praktisch in Ruhe befindliehe Wasserbeeken 
an. Die Form des Siebes entsprieht etwa der an dieser Stelle vorhandenen 
Potentiallinie der Grundwasserstramung. 

Die Stromlinien wurden an einzelnen Stellen siehtbar gemaeht, und zwar 
der Reihe nacho Wegen der erforderliehen Sichtbarkeit wurde die Farbkonzentra-

Abb.42. Grundwasserstromung tiber eine lotrechte-Wand. (Anpassung an die Verhiiltnisse der Stromung ails 
dem Unendlichen ins Unendliche.l 

tion sehr stark gewahlt. Dadureh wirkt sich das graB ere spezifisehe Gewieht 
sehr ungiinstig aus, indem die gefarbten Linien an einigen Stellen nach unten 
durchgebogen sind (s. Abb.42 u. 43). 

Der verwendete Grundwassertrager war sorgfaltig gewasehener Sand zwischen 
0,5 bis 2,0 mm Durehmesser (Rheinsand, Huttenheim). Die gefarbte freie Ober
flaehe war dureh den Kapillarsaum (stellenweise bis 12 em) ungiinstig beeinfluBt. 
Die Unterkante Kapillarsaum lag beimFarbungsversueh um a = 10,5 cm iiber 
der Oberkante der lotreehten Wand. Die Durchlassigkeit des Sandes wurde in 
einem Versueh mit 12 zeitlieh weit auseinanderliegenden Abstanden in einem 
MeBgerat zur Bestimmung des k-Wertes naeh TERZAGffi im Mittel zu k 
= 0,26 em/sec bei 20 ° C ermittelt. Der WasserdurehfluB wurde beim Farbungs
versueh·in der 25 em breiten Rinne zu rd. 81 em3/see im Mittel gemessen (t = 20 °). 

Es ist reehnungsmaBig q = 1,083 . 10,5·0,26·25 = 73,8 cm 3/see. 
Es wurde dabei angestrebt, die Lagerung bei beiden Versuchen dureh gleiehen 

Einfiillungsvorgang ahnlich zu maehen. Ob die Ubereinstimmung tatsachlich 
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vorhanden war, konnte nieht beurteilt werden. Bei der Gegeniiberstellung 
zwischen freier Oberflaehe naeh Reehnung und Versueh gilt das gleiehe wie bei 
Versueh a. 

Fiir einen weiteren Versueh wurden einige Punkte der freien Oberflaehe in 
Drahtnetzrohl'ehen eingemessen. Dabei war die Dberstromungshohe a = 3,77 em. 

Hieraus erhalt man: 

qjk = 1,083' 3,77 = 4,09 em. 

Wird der eingemessene Punkt mit x = 51,5 em und Rohe iiber lotreehter Wand 

Abb.43. Grundwasserjltromnng tiber eine lotrechte Wand. (Anpassung an die VerhiHtnisse der Stromung aus 
dem Unendlichen ins Unendliche.) Teilweise Sichtbarmachung der StromJinien. 

h = 18,2 em in die Gleiehung der freien Oberflaehe: 
nk 

x= 2Q e2q Q 
nk -T 

eingefiihrt, so ergibt sieh qjk zu 3,20 em. 

Ergebnisse (h = H6he der Punkte iiber lotrechter Wand. h = y + ~). Werte in cm. 

It 

'" Rechnung Rechnung Yersuch (4,09) (3,20) 

0 3,77 3,77 2,95 
15 12,08 10,22 12,79 
50 15,46 12,84· 15,72 
31,5 18,26 14,36 18,20 

Das Ergebnis zeigt uns wieder, daB es zweekmaBiger ist, irgendeinen Punkt 
der eingemessenen freien Oberflaehe an ihrer flaeheren Stelle mit den Koordinaten 
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in die Gleichung einzuftihren, urn dann annehmbare Ubereinstimmung zwischen 
Rechnung und Natur zu erhalten, als die Uberstromungshohe zugrunde zu legen 
(s. Abb. 118, S. 127). 

N ach Durchfiihrung geniigender Versuche konnte man vielleicht zu dem 
allgemeinen Ergebnis kommen, geometrische GroBen in der Gegend groBer 
Geschwindigkeiten nicht mit ihrem voUen Wert in die auf dem DARCYschen 
Gesetz beruhenden Gleichungen einzufiihren, urn die Form der freien Oberflache 
oder k oder q zu ermitteln. Dies wiirde auch dem Potenzgesetz = IX JP ent
sprechen, . wenn das Gesetz dem in DACHLERS "Grundwasserstromung" S. 14 
gegebenen Schaubild ahnlich ware. 

2. Grundwassel'stl'omung zu einem Graben mit lotl'echten Boschungen und 
Wassel'stand, tiefliegende undurchHissige Sohle und Speisungsgl'aben in 

endlicher Entfernung. 
Diesel' Fall entspricht. dem in Teil II, 10 erwahnten Beispiel. 
Das Grundsatzliche dieses Versuches sollte sich darauf beschranken, zu zeigen, 

A bb. 44. Zustromung zu einem Graben bei tiefliegendel' undurchlassigel' Soh Ie. 

daB auBerlich symmetrisch angeordnete Versuche sich tatsachlich in del' Stromung 
symmetrisch vel'halten. 

In den Grundwassertl'ager war ein l'echteckiger Graben aus Drahtnetz ein
gelassen. Rechts und links war am Ende del' Versuchsrinne je ein Wasserspeisungs
graben angelegt, yom Sand durch eine Drahtnetzwand abgetrennt. 

1m Graben wurde das Wasser durch einen Heber auf gleichbleibender Hohe 
gehalten, ebenso in den Wasserspeisungsgraben. An nichtsymmetl'ischen Punkten 
wil'd, rrach dem erwahnten Verfahren, FarblOsung eingebracht. 

Als wesentliches Ergebnis wird festgehalten, daB del' an del' Sohle von rechts 
her entlang wandernde Farbfaden in der Achse des Grabens lotrecht empol'
steigt (s. Abb.44). 
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B. Versuche mit dem elektrischen Gleichstromvedahren. 
Versuchstechnik siehe WITTMANN-Boss: Wasser- und Geschiebebewegung in gekriimmten 

FluBstrecken, S.32ff. Springer 1938. 

Unmittelbar lassen sieh diese Versuehe nieht anstellen, da die eine Rand
stromlinie, die freie Oberflaehe, nieht bekannt ist. Man konnte allerdings die 
freie Oberflaehe annehmen, mit deren Verfahren das Stromliniennetz bestimmen 
(bei Vorhandensein einer Siekerstreeke Verfahren unmoglieh). Damus bestimmt 
man das Isotaehen-Isoklinen-Netz und priift naeh, ob die Bedingung v = k sin IX 

fUr die Isotaehen- und Isoklinenwerte auf der freien Oberflaehe erfiillt ist. Andern
falls sind Verbesserungen erforderlieh. Das Verfahren 1st sehr umstandlieh. 

Abb. 45. Ermittlung del' Stl'omIinieu im Hodogl'aph mit dem elektrischen Gleichstromvel'fahren. 
(Beispiel II, 7.) 

Besser ist es, die Erkenntnisse des Teils I zu verwerten und die symbolisehe 
Stromung im Hodograph zu untersuehen. Das geht aber aueh nur an, wenn 
keine Siekerstreeke vorkommt. 

Man legt an den Halbkreis den einen Pol und an die andere Randstromlinie 
den anderen Pol einer Akkumulatorenbatterie und untersueht auf dem mogliehst 
groBen Neusilberbleeh die Linien mit gewahltem gleiehbleibendem Potential
unt.ersehied. ,1m vorliegenden Fall sind diese Linien mit gleiehbleibendem elek
trisehem Potentialuntersehied die Stromlinien von gleiehem Wertuntersehied 
in der Hodographenstromung, Je groEer das Neusilberbleeh ist an den Stellen, 
wo der Hodograph sieh ins Unendliehe erstreekt, desto ahnlieher werden die 
Stromlinien dem theoretisehen Fall. Das Ergebnis muE in die Grundwasser
stromungsebene mittels Integration transformiert werden (s, Abb.45), Tritt 
in der Aufgabe eine Siekerstreeke auf, dann wird dieses Verfahren nur fUr eine 
NaherungslOsung giiltig. Denn die Randbedingung der Siekerstreeke kann mit 
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der elektrischen Methode nicht erfaBt werden. Naherungsweise kann man das 
Feld uber die Sickerstrecke hinaus fortsetzen, wenn man an den Halbkreis im 
unteren Punkt beriihrend einen Viertelkreis als Pol gleichen Wertes anschlieBt 
und durch dessen unteren Punkt das Neusilberblech parallel zur Sickerstrecke 

Abb. 46. Ermittiung del' Stl'omlinien im Hodogl'aph mit dem elektrischen Gleichstromverfahren. 
(Beispiel II, 2.) 

abschneidet. In der Gegend des unteren Halbkreispunktes wirkt sich diese 
Berandung so aus, daB auf der Sickerstrecke die Stromlinien ihrer theoretischen 
Lage nahekommen. Die so ermittelten Stromlinien sollten aber nur dazu dienen, 
eine Erleichterung fur den Entwurf des Isotachen-Isoklinen-Feldes, insbesondere 
bei einer verwickelten Hodographenberandung, darzustellen. Giinstig wirkt es 
sich bei dies em Verfahren aus, wenn aIle AusmaBe moglichst groB gewahlt werden 
(s. Abb. 46). 



Bildanhang 
mit den Abb. 47 bis 118. 

Breitenilder, Grundwasserstromungen. 



98 Abb. 47 u. 48. 

Tabelle der e'Y -Werte 
zur Auswertung der Isoklinen-I8~tachen-Netze. 

Lfde • . vO I ev I Nr. e-v (fde., I> 
Nr. V ev I e-V 

1 0 1 1 21 100 5,728 0,175 
2 5 1,091 0,916 22 105 6,250 0,160 
3 10 1,191 0,839 23 110 6,821 0,147 
4 15 1,299 0,769 24 115 7,441 0,134 
5 20 1,417 0,705 25 120 8,120 0,123 
6 25 1,547 0.646 26 125 8,862 0,113 
7 30 1,688 0,592 27 130 9,670 0,103 
8 35 1,842 0;542 28 135 10,551 0,095 
9 40 2,009 .0.497 29 140 11.513 0,087 

10 45 2,193 0,456 30 145 12,566 0,080 
11 50 2,394 0,418 31 150 13,708 0,073 
12 55 2,611 0,383 32 155 14,958 0,067 
13 60 2,849 0,351 33 160 16,321 0,061 
14 65 3,llO 0,322 34 165 17,814 0,056 
15 70 3,394 0,295 35 170 19,433 0,051 
16 75 3,702 0,270 36 175 21,221 0,047 
17 80 4,040 0,248 37 180 23,141 0,043 
18 85 4,408 0,227 38 185 25,257 0,040 
19 90 4,810 0,208 39 190 27,555 0,036 
20 95 5,249, 0,190 40 195 30,066 0,033 

undurchlassige Sohle 

Abb. 47. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstromung. 

c -"L __ ..... u .... tferSohle 

-4/:.5--' .7,soracl1e In ('V'-5). WtJ 

Abb. 48. Strom- und Potential
linien der Grundwasserstromung. 

Isotachenund Isoklinen der Grundwasserstromung. 

?r.-5 = 11; • e arc (-201 ill/' 
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Abb.60-62. 
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Abb. 60. Ermittlung von f(J auf 'I' = 3/4• Abb. 61. Ermittlung von cp auf 'I' = 1. 
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Abb. 62. Strom- und Potentiailinien im Hodograph. 
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:Abb .. 68. Ermittlun.g der 
Streckenlinge von 'P = 0 

im Grundwasser-
. Str6m,ungsbild. 

Abb.67. Hodographen-Integra.tion '" = 1,0. 
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Abb.69. 

----20°-- .7.sokMe V-arc (-20,,) 
------fv-.)------ JoSotache In (-u,,2 ° 

roo {-1I,;)-v,·e arc '1:10' i.r/: 
.-_.-fIf50).-.-.- Jnte$rationoSwe$ 7{, ~ (-'15") 

Isoklinen nnd Isotachen der Bildstr6mung im Hodograph. 
Netzabstand = arc 50. 

Abb. 70. Strom- und PotentiaUinien im Hodograph. 



106 Abb.71 ..... 73. 

Slckerstrecke 

I 
~ Gt'sben 

.. I 
undurchlassige Sollie 

Abb. 71. Strom- nnd Potentiallinien der Grundwasserstramung. 
'" ".00 'V,• ;Y-1 o· 

---- -1{5° ,J.solrline '].1- 81"C (-115") 
---'-----7IS------ :.78Dlac/1e In (-7/s).wo 

-7IS 0 Vi '0 arc(-20j i8t. 

Abb. 72. Strom- und . Potentiallinien im Hodograph. 
IsokIinen- uod Isotachen-Netz der Grundwasserstroinung (z-Ebene), abgebildet irn 

Hodograph' (w-Ebene). Netzabstand = arc 50. 

--9'_ 
0_". -

---- -au" ,:boIr/;i7e p- arc (-3Il:) 
------- -v. ------'.z...vaG7e In (-7l¥), 10'0 

-~ -Ur' e arc(-?sy is/' 
Abb. 73. Strom- und Potential- Ur-A' 
linien der Grundwasserstrornung. 

Isoklinen und Isotachen der Grundwasserstrornung. Netzabstand = arc 150. 



Abb.74-76. 

undurchl8ssiqe SDhle 

O'er/auf' tier Freien Oberfillche 
nach Dupuit. 

Abb.74. Strom- und PotentiaJlinien der Grundwasserstromung. 

'11-.00 -gO' 

r 
k 

1 
1J'. 0 

----20'--- .:Jso/rline V=erc (-20") 
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1170 (-'lI,j) ~V; -e arc (-IOV ist 

Abb. 75. Isoklinen und Isotachen der Bildstromung im Hodograph_ 
Netzabstand = arc 100. 

/ 
/ 

/ 

\ 
I 
I 

is.! 
I 

I 
I 

/ 

~~-------------------

------:r-- F {. 'I -- ---------------_._-
Sickerstrecke 130'511 51·06 

Abb. 76_ Strom- und Potentiallinien in1 Hodograph. 
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108 Abb.77-79. 

Abb. 77. Strom- und· Potentiallinien der Grundwasserstromung. 

I 

I / / I 

/1 l~ / 
/ .- / ~ 

~'t=~.-...L-~/._.-'-. ----'---

-----115"---- ; J,sokline = V = arC (-lJ5,,) 
--------VS-------;Jsofacile In (-V's), wo 

-Z:',- ~ It,'e arc (-20) isl. 

Abb. 78. Strom- uQd Potentiallinien im Hodograph. 
Isoklinen- und Isotachen-Netz der Grundwasserstromung (z-Ebene), abgebildet im 

Hodograph (w-Ebene). Netzabstand = arc 50. 

undurchlassige 

----- -7S" .. Jsokline arc (-75") 
-------~ ----- ;J,sofache In 14,"'0 

-l{; - tf·e arc (-7.5") isl 
'V; -It. 

Abb. 79. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstromung. 
Isotachen und Isoklinen der Grundwasserstromung. Netzabstand = arc 150• 



Abb. SO-S2. 

Verleul' dar Ifeien Oberfliic/7tJ 
nachDupuil: 

Abb. SO. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstromung. 

rr:~- . ---~-----
K Sfd Hodo9rsP..!:! 

-----_._._---_.-.-
Siclrer3frecke"/ 

~ 
~ 
I 

?UA ! 

.§£!tjglfellsfJer?ch derNIJwung....!!!lSi:!.Jl1.!l!i1.. 4f! < (2-3) 

schkngesmwindiglrelf belm 6rw/;eneklfrilt -

6r. I'I.-Slromung.. 
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Abb. S1. Darstellung der etwaigen Langen von Sickerstrecke und Endpotentiallinie 
bei Zustromung aus dem Unendlichen zu einem Iotrechten Graben iiber undurohlassiger Sohle. 

'\1'-0 

k 

, 
::t-"'t--!--!--i-i-i-' ' H 

-----50· : .:J.so/rline v~ erc (-50") 

·----~------f7fs)--------------: .:J,sol'ache In (-715), wo 

(-VS)=Vi -e erc(-20j;,sf. 

Abb.S2_ lsoklinen und Isotachen der Bildstromung im Hodograph. 
Netzabstand = arc 50. 
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Abb.83-85. 

Abb. 83. Strom- und Potentiallinien im Hodograph. 

ruhander Wasse e el 

undurchlassige Sohle 

Abb. 84. Strom· und Potentiallinien der Grundwasserstromung. 

-----'15' :J,solrline 7J= arc (--'15") 
------~------- :Jso/ac/Je In (-1/5)' wo 

-~ = V,·e arc(-20) isf. 

Abb. 85. Strom- und PotentiaIliriien im Hodograph. 
Isoklinen- und Isotachen-Netz der Grundwasserstromung (z-Ebene) 

abgebildet im Hodograph (w-EbeneJ. Netzabstand = arc 50. 



Abb.86-88. 

Abb. 86. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstr6mung. 
Isoklinen und Isotachen der Grundwasserstromung. Netzabstand = arc 15~. 

Abb.87. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstromung. 
Vergleich der freien Oberflache mit der Dupuit'schen Parabel. 

I 
I 
I 
I 
I 
I .~ 

I /" 

I ~ 
I I i1 _.,..,anti I ~ nn6/V1ben 

~l.'o I I 
Ahb. 88. Grundwasserstromung durch einen Damm mit lotrechten Boschungen. 
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112 Abb.89. 

Stark schraffieder l8iI: 
6liltig.keifsbereich tier Oll/J{//~ $chen Parabel 

~
.s 

-- I Go w. Stromung 

lhliltlll... SlcJcerslMcke 
I • 
I ~ 
I nvdP.L-J .,.. 

! !, 

Abb. 89. Darstellung der etwaigen Langen von Sickerstrecke, vorderer Potentiallinie, 
y Oberflache bei Durchsickerung eines Dammes mit lotrechten B6schungen 

tiber undurchlassiger Sohle. 



Abb. 90 u. 91 •. 

Abb. 90. 'Strom~ und Potentiallinien 
der Grundwasaerstr6mung •. 

--"",·_-:.:btJ/r1lne V-arc "'311-
-------v,; -----.. Jrot_ m (-v,;),10'0 

fJl).~·e =(72';81: 

Abb. 91. Isoklinen und Isotaehen 
der BiIdstromung im Hodograph. 

Netzabstand = are 60. 

Breitenlider, Grundwas8erstriimungen. 
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114 Abb~ 92 .. 

I 
I 
/ 

/ 
Y-Q / 

----./ 
''',,/'' 

/ 

/ 
/ 

/ 

Abb. 92. Strom- und Potentiallinien im Hodograph. 



Abb.93. 

------- - -w--------, .:holrline P-aN> (-'15,,) 
-----z.$ : .7.s01'.ache In f-lI8J; IfID 

-~-Z'r 'e arc:r25") I .. , 

Abb. 93. Strom- und Potentiallinien im Hodograph. 
180klinen- und Isotachen-Netz der Grundw&l!8erstromung (z-Ebene) 

abgebildet im Hodograph (w-Ebene). Netzabstand = arc 50. 

lUi 

8* 



116 Abb. 94 u. 95. 

----_+,1/50 .' :molrl,ne ]J.arc(i-'I5") 
---------v;,-------: .:78oleche in (-71;,),10'0 

-~/.1'7 'e liP{; (-50' isl 
V; sir' 

Abb. 94. Strom- ulld Potentiallinien der Grundwasserstromung. 
Isotachen und Isoklinen der Grundwasserstromung. 

Abb. 95, Exakt ermittelte 
Strom- und Potentia-llinien 
der Grundwasserstromung; 

q =:1t (cemjsek) 
k = 1,666 cmjsek 
q 
T= 6:1t (em) 

Netzabstand = arc 150, 

' .... -------
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Abb. 96 n. 97. 

'Abb.97. laoklinen and Isotaoben 
der Biidstt<Smung im Hodograpb. 

Netzabstand = aro 50. 

11'1 

Abb. 96. Strom- nnd Potential
linien im Hodograpb; 

(Exakt e1'lilittelt.) 
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Abb.98. 

\ 

-------

/// 

// 

i 
/ 

/ 

/ 

1 
I. 

//X~ 

/ 

..-..-' 
-- -- . -30· : .Jsolrline P = arc (-30' 

I -~------1 ----~-~-----:.:Jsofache /n (-'Vf,.), wo 
'-.-- -~ - 11;'e arc(-15,,) ;.sf. 

Abb. 98. Strom- und Potentiallinien' im Hodograph. (Exakt ermittelt.) 
IsokJinen- und Isotachen-Netz der GrundwasserstrOmung (z-Ebene) 

abgebildet im Hodograph (u:-Ebene). Netzabstand = arc 150. 



'
~
1
5
·
 

-
-

_
_

 -J
O

O
 _

_
_

_
 ' .

7s
o/

(li
ne

 v
-a

ra
 (

-3
0

, 

-
-
-
-
-
V

fq
-
-
-
-
:.

:;
s
o

fs
c
h

e
 I

n
.!

''1
Ii

o
),

w
o

 

-?
li

o 
• 

e 
a

rc
 (

-'
IS

, 
,)

sf
. 

?J
i~
Ir
. 

A
bb

. 
99

. 
E

xa
k

t 
er

m
it

te
lt

e 
St

ro
m

-
un

d 
P

ot
en

ti
al

lin
ie

n 
de

r 
G

ru
nd

w
as

se
rs

tr
om

un
g.

 
Is

ot
ac

he
n 

un
d 

Is
ok

lin
en

 d
er

 G
ru

nd
w

as
se

rs
tr

om
un

g.
 

N
et

za
bs

ta
nd

 =
 

ar
c 

15
0.

 

-
-
-
-
~
'
I
S
 

,J
.s

ok
li

ne
 V

-m
v:

(-
II

S"
j 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
(
~
)
_
-
-
-
-
-
-
-
-
-
'
,
7
.
$
-
l
n
 (-

1.I
O)

.W
tI 

(-
~)

-1
Ii

'e
 .

. r
c(
-~
;s
f.
 

A
bb

. 
10

0.
 I

so
kl

in
en

 u
nd

 I
so

ta
ch

en
 d

er
 B

ild
st

ro
m

un
g 

im
 H

od
og

ra
ph

. 
N

et
za

bs
ta

nd
 =

 
ar

c 
50

. 

~ $ !" j -.... ce
 



120 Abb, 101,...,,103. 

I 
I 

I~--~------I ......... , 
I ... 
I ... 
I " 
1,'0 \ 
I , 
I \ 
I \ 
I, 

I I 
I I 1-........ I 
I ... I 
I , I 
I " 

"""""" 
" , 

\ , , 
\ , 

\ ._._._._._._._._._ . ....l..._ 
Sickerstreeke !-6S.50"1 

Abb. 101. Strom- und Potentiallinien im Hodograph. 

q-

Verlauf des WIiII!ereinlr!I!a" 

Abb, 102. Strom- und Potential
linien der GrundwasserstrOmung. 

----fS'--"-'Jstlkli'" Y-III'C(-¥G' 

------115----- ''':'vs~/'a!;/{tlJ/!"MI; 

Abb. lOa. Strom- und Potential
linien im Hodograph. 

180klinen- und Isotachen-Netz der 
GrundwasserstrOmung (z-Ebeml) 

abgebildet im Hodograph 
(w.Ebene). Netzabstand = arc 50. 



Abb. 104 -106. 

---r---,_ "."",HG' ---.,a------ ''-In(-,,,,;'" 
-",.,_./Ii'C(-t6"J/8I: .,.k 

121 

Abb. 104. Strom- nnd Potential~ 
linien der Grnndw888erstromung. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Iaoklinen nnd I80taohen der 
Grundw888erstromung. 
Netzabstand =.aro 150 • 

Abb. 105. StTom- und Potentiallinien 
I der Grundw888erstromung. 

1_ ::~ l-rC~."~ 

Abb. 106. Darstellung der etwaigen Langen von Sickerstrecke und balber 
Sohlenbreite bei Zustromung aus dem Unendliohen zu einem lotrecbten 

Graben mit dnTohlissiger Sohle. 
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Abb. 109 u. 110. 

Abb. 109. Strom- nnd Potentiallinien der Grundwasserstromung. 

----«r'---:.1solrline lJ- arc(-lI5; 
------'If-----.'.:Jaofacne in (-1I5)1WD' 

-~-~ -e arc(-20) i.st. 

Abb. BO. Strom- und Potentiallinien im Hodograph. 
Isoklinen- und Isotachen-Netz der Grundwaaseratromung (z-Ebene) 

abgebildet im Hodograph (w-Ebene). Netzabstand = arc 50. 
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1~4 Abb. III u. 112. 

Verlauf' der axalaren Werle 
der WB8SeI'eintiitJ;sqescJiwindig/reilen. 

---. -15'---'.:ho/(line Y • arc (-IS:) 

-----(-v;)-----'.7.solacl7e In r-lI;.).wo 

_~ .. e. arc (-;5' isr. 

Vi =1(, 

Abb. Ill. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstromung. 
Isoklinen . und Isotachen der GrundwasSerstromung. 

Netzabst&nd = arc 15°. 

Abb. 112. Strom- und Potentiallinien der Grundwasserstromung. 



Abb. 113n. 11". 12Q 

1 
1 
1 
1 

-.1 
1 
1 

-1. -
llJ---"~---
1 :._.~-;;;-..... _._ 

Abb. ] 13. Ds.rs1;ellung der eiws.igen tingen von Siokerstreoke, Endpotentis.llinie 
nnd hs.lber Soblenbreite bei Znstr6mung s.us dam UnendJichE"Jl zu einemlotreohten 

Grs.ben mit durchlissiger Sohle. 

Grundws.sserstrOmung. 

I 
I 
I 
I 
I"'m! Rand" L. 

I 
I 
I 

B! 

'Grundwasserstromung. 

~~r 
·6 .;. • .l wau4k_ I 
It ""-t!rBbBn _.J 

H6ndPol.1.7 E"'-durchl'8sip8obltJ 

c 0 

undurchlll88ige Silhltl 

'Bers.ndung des Isots.ohen
Isoklinen-Netzes im Hodogrs.ph. 

7/'0 A b/"J:~L. If vndurr:/II.&I!Ie f vtN'd:!!..iIIJ!.P!!:.f __ Uso...... o· L tt·_ . -so· -0-_ 
Vrzw.PAf. VBrzw,Plrt 

k heie O~ --+-1' .... 00 

xJlm:m:Pkt. 
Z&'O ._ .. ___ • _______ ._. ___ ~O ... OO 

E Sidersl't'eth 

Abb. 114. 

Bers.ndung des lsota.ohen
Isoklinen-Netzes im Hodograph. 

11 " FI ~I 
• .ftdw'Chl Sohle I 

E .... ~ xv .... zw.PId. 

t!lIJ IDlNchie 8m-/. 
lIIItftIrcIII.Sohltl 

A.B +~. C'v .. _ 6~=.li.ft;F1..!4~~-~.JW2=-
o Ve.-.rM'PAt. IC'VerzmAtl. +90° H_oo 
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Abb. 115 u. 116. 

Grundwasserstromung. 

1/ 

C 
undurchl68Sige SollIe 

Abb. 115. 

Berandung des lsot&ehen
IsokIinen-Netzes im Hodograph. 
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Berandung des Isotaehen
Isoklinen-Netzes im Hodograph. 
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Abb. 116. 
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Abb. 117 U'. 118. 

to __ f.j.S.38_ .•• «J/7"",) 

OJ • (1;.I/.I11"", ••• li.ts_) 

Abb, 117. Vergleioh zwischen Reobnung und Versuch. 

W.Sp. 

Wasser 

MaBstab 1: 12,5. 

,0 
I , , 

X~--~I------------------------~ 
I 
I 
I 
I 
\ 

0\ 
'\ '" \ ~\ 
~.\ 

\.\ .. , 
-:'0-', , , 

" ', .... .......... 

undllrchliissige SDhle 

-.... _------

o vrechn,," Punltltl 
(!f'II.09cm,a'3.77C111) 

·111 erMdmeftl PunJde 

(!f'3.2tJatI. B'2,96cm) 

Abb. 118. Vergleich zwischen Rechnung und Versuch. 
MaBstab 1: 12.5. 
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