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Vorwort.

Es bedarf kaum ecines Wortes der Rechtfertigung, wenn neben
den schon vorhandenen funktionentheoretischen Lehrbiichern nunmehr
die Vorlesungen von Adolf Huywitz tUber allgemeine Funktionentheorie
und elliptische Funktionen crscheinen. Der Verstorbene, der in scl-
tener Weise die Eigenschaften des groBen IForschers mit denen des
akademischen Lehrers verband, pflegte seine Vorlesungen auf die sorg-
faltigste Weise, auch in duBerlich abgerundeter Form, schriftlich nieder-
zulegen. So war es beit der Ierausgabe moglich, fast durchweg wort-
lich das Hurwitzsche Manuskript zu benutzen und, abgesehen von den
letzten Kapiteln aus der Theorie der elliptischen Funktionen. von
grolberen Ergidnzungen und Berichtigungen abzusehen: auch wo solche
Ergdanzungen nétig waren, konnten alte Ausarbeitungen Hiurwitzscher
Vorlesungen zugrunde gelegt werden. Die trotz alledem nicht geringe
Miihe der genauen Priifung und Erginzung des Manuskriptes hat zum
groBen Teil mein Kollege und Freund Carl Ludwiy Stiegel auf sich
genommen und dadurch die Herausgabe {iberhaupt erst ermoglicht.

Der Raumersparnis halber wurde auf den Abdruck eines ein-
leitenden Abschnittes tber die Theorie der recllen Zahlen und Funk-
tionen verzichtet, was trotz aller Bedenken um so eher geschchen
konnte, als jetzt iiber diesen Gegenstand sehr zahlreiche und allen
Bediirfnissen Rechnung tragende Darstellungen vorliegen. Demgemaily
behandelt der erste Abschnitt sogleich die allgemeine Theorie der
analytischen Funktionen ciner komplexen Variablen.  Der Aufbau
dieser Theorie wird im Geiste der Weserstrafschen Ideenbildungen
auf arithmetischer Grundlage konsequent vollzogen. Im zweiten Ab-
schnitt wird, ebenfalls von Weierstraflschen Gesichtspunkten aus, eine
knappe, aber recht vollstindige und iibersichtliche Einfithrung in die
Theorie der elliptischen Funktionen gegeben.

Bei aller inneren Konsequenz des so errichteten Gebaudes kann
der Lernende sich heute mit den Gesichtspunkten der Weierstrafischen
Theorie allein nicht mehr begniigen. Hieraus ergab sich der Plan,
in einem selbstindigen Anhang eine Einfihrung in den Riemannschen
geometrisch-funktionentheoretischen Gedankenkreis zu geben. Viel-
leicht ist der so entstandene dritte Abschnirt etwas umfangreicher
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VI Vorwort.

geworden, als es der urspriinglichen Absicht entsprach. Ich hoffe
aber, damit eine wirkliche Liicke in der Literatur ausgefiillt zu haben,
indem ich versuchte, die Darstellung iiber die elementaren Teile hinaus
bis tief in die Problemstellungen der modernen geometrischen Funk-
tionentheorie zu filhren. Dabei habe ich, vielfach an eigene und
fremde Arbeiten ankniipfend, zum Teil auch mit neuen Wendungen,
den Gedanken des Dirichletschen Prinzipes in den Mittelpunkt ge-
stellt. Wie weit meine subjektive Uberzeugung, daB auf diese Art
der einfachste Zugang zu dem umfassenden Problemkreis gewonnen
ist, auch objektive Berechtigung besitzt, kann nur die Aufnahme
dieser Darstellung beim Publikum erweisen.

Das vorliegende Buch als Ganzes gibt, aus drei verhiltnismaBig
selbstindigen und fiir sich allein lesbaren Abschnitten bestehend,
einen einfiihrenden Uberblick iiber die meisten wichtigen funktionen-
theoretischen Gedankenreihen, die hier zwar nicht wie in anderen
modernen Darstellungen (z. B. der von Bieberbach) ausdriicklich mit-
einander verschmolzen erscheinen, deren Zusammenhinge aber doch
wohl hinreichend klar hervortreten diirften. DaB in den SchluBkapiteln
etwas hohere Anforderungen an das Selbstdenken des Lesers gestellt
werden als in den ersten Abschnitten, entspricht der Natur der Sache
und ist wohl auch vom pidagogischen Standpunkte aus nicht un-
zweckmiBig. Ich habe hier zur Erleichterung der Ubersicht in der
etwas knappen Darstellung von dem typographischen Hilfsmittel des
Fettdruckes mehr Gebrauch gemacht als in den vorangehenden Teilen
des Buches. Auch sonst wird der Leser manche UngleichmiBigkeiten
im AuBeren des Buches bemerken, die ich mit der Entstehungs-
geschichte des Ganzen zu entschuldigen bitte. — Dem Anfinger, der
dieses Buch zum Selbststudium benutzen will, mag empfohlen werden,
zugleich mit dem ersten Abschnitt die ersten vier Kapitel des dritten
zu lesen.

Bei der Korrektur und der Anfertigung des Registers haben
Kollegen Sizgel und mir die Herren Bessel-Hagen, Bieberbach, Grandjot,
Artin, Emersleben, Hellinger, H. Kneser, Mettler und Rogosinsks geholfen.
Ihnen allen, besonders den drei erstgenannten, von denen viele Rat-
schlige und Verbesserungen herrithren, sage ich herzlichen Dank.

Ebensolcher Dank gebiihrt auch der Verlagsbuchhandlung, welche
in groBziigiger Weise allen Wiinschen entgegenkam und bei dem
vorliegenden Buche trotz aller Schwierigkeiten der Zeit aufs neue
ihren Unternehmungsgeist bewdhrt hat.

Gottingen, im Juni 1922.
R. Courant.
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Erster Abschnitt.

Allgemeine Theorie der Funktionen
einer komplexen Verdnderlichen.

1. Kapitel
Die komplexen Zahlen.

§ 1. Begriff der komplexen Zahl.

Die Einfiihrung der komplexen Zahlen hat ihren Grund bekanntlich
in dem Umstande, dal die Gleichungen zweiten Grades (mit reellen
Koeffizienten) in zwei Kategorien zerfallen: in solche mit Losungen und
solche ohne Losungen. Jedesmal, wenn man in mathematischen Unter-
suchungen auf die Unmoglichkeit gefithrt wird, gewissen Aufgaben zu
geniigen, so versucht man durch eine Erweiterung
der fundamentalen Begriffe diese Unmoglichkeit
zu beseitigen. So fillt die Unmdglichkeit, gewisse
quadratische Gleichungen aufzulosen, fort, wenn
wir das Zahlenreich erweitern durch Einfithrung
der komplexen Zahlen. Um die komplexen Zahlen
zu definieren, betrachten wir die Gesamtheit aller
Zahlenpaare (g, b), welche wir durch die Punkte
einer Ebene geometrisch versinnlichen wollen (Fig. 1). Jedem solchen
Zahlenpaar ordnen wir das Zeichen

a-bs
zu, in welchem der Buchstabe 7 zunichst nur als ein reines Symbol
anzusehen ist. Wir setzen sogleich fest, dal im Falle § =0 statt
a + 04 einfach a geschrieben werden soll, im Fall ¢ = 0 statt 0 4 b¢
einfach b7 und statt 14 einfach 4. Die allgemeinen Zahlen a, welche
wir von jetzt ab reelle Zahlen nennen wollen, sind also als Symbole
den Punkten zugeordnet, deren zweite Koordinate Null ist.

Den Symbolen a -+ b7 geben wir nun dadurch den Charakter
von Zahlen, daB wir bestimmte Festsetzungen iiber das Rechnen mit
diesen Symbolen treffen. Dementsprechend werden wir von jetzt an
die Symbole @ - b¢ als komplexe Zahlen bezeichnen. Wir nennen a

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 1



2 I, 1. Die komplexen Zahlen.

den reellen, bi den smagindren Teil, a und b die Komponenten der
komplexen Zahl a 4 bs. Die Zahlen b7, deren reeller Teil ver-
schwindet, heiBen 7ein tmagindr. Endlich heiBt die Zahl 17 =14 die
imagindre Einhest.

Die Addition der komplexen Zahlen a + b4 und &’ -+ 8’4 definieren
wir durch die Gleichung
) (@4 b3)+ (@' +¥3)=(a+a")+ (b + ¥')s.

Offenbar geniigt die Addition, wie im Gebiete der reellen Zahlen,
dem kommutativen und dem assoziativen Gesetze.

Uberdies ist die Addition eindeutig umkehrbar, oder, indem wir
diese Umkehrung der Addition wieder als Swubirakiton bezeichnen:
die Subtraktion ist stets in eindeutiger Weise ausfiihrbar.

Die Muliiplikation von a -+ bi und a’ -+ 3's definieren wir durch
die Gleichung

) (@ + bi) (@’ + ¥'3) = (aa’ — bY) + (ab - ba')i.
Nehmen wir ¢ =a’=0, b =10 =1, so ist also speziell
) 10 =142= — 1.

Ein anderer wichtiger spezieller Fall der Definitionsgleichung (II) ist
der folgende:

(I (a + b1) (a — bi) = a® -+ b

Er enthilt das Gesetz der Multiplikation zweier ,konjugierter Zahlen,
worunter wir zwei komplexe Zahlen verstehen, welche dieselben ersten,
aber entgegengesetzte zweite Komponenten haben.

Aus der Gleichung (II) ist ersichtlich, daB (a4 b2) (a’ + '3)
dieselbe Zahl vorstellt, wie (a’ -+ V'3)(a + bs), daB also das kommu-
tativz Gesetz fiir die Multiplikation der komplexen Zahlen gilt.

Sind ferner

e=a-+bi, o =a +¥bi, a"=a"Ib"s
drei komplexe Zahlen, so ergibt eine leichte Rechnung, daB die
beiden Zahlen (¢e’)e” und «(«’c”) identisch sind, also
()" = a(a’a”).
Es gilt also auch das assoziative Geselz fir die Multiplikation. Da
die Komponenten des Produktes (a - b¢)(a’ 4 b'7) homogene lineare
Funktionen von 4/, &’ sind, so gilt ersichtlich die Gleichung
(e 4+ o") =o' + ae”
fir je drei komplexe Zahlen «, «’, «”; d.h. das distributive Geselz
ist giiltig.

Nach (II) ist ein Produkt zweier komplexer Zahlen Null, wenn
ein Faktor Null ist. Aber auch umgekehrt:

Ist esn Produk! Null, so ist notwendig ein Faktor des Produktes Null.
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In der Tat folgt aus

(a—+ bi)(a" 4 ¥4i)=0,
(a — bi)(a’ — V'4)(a + bi) (@’ + 0'5) =0

ist, oder, wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren in einem Produkt,
(@ -+ b3)(a — bi)-(a’ + b'0)(a" — Vi) = (a® + 8%) (a7 =0.

Daher mull entweder

a®+ =0 oder a’? +¥*=0

daf3 auch

sein. Im ersten Falle ist ¢4 = b =10, also der Faktor a + 67=0,
im zweiten Falle 'ist a’ =84 =0, also der Faktor a’ - b'i=0.

Endlich bemerken wir, daB die Division, mit Ausnahme der Di-
vision durch Null, eine stets eindeutig ausfilhrbare Operation im
Reiche der komplexen Zahlen ist. Denn betrachten wir die Gleichung

(1) (@ + bi)x = (a’ + ¥'9),
so folgt aus derselben

(@ 4 b x = (a — bi)(a’ 4+ V%)

und hieraus, wenn g -}- b7 nicht Null ist,
1 . .
B= (@ — b7)(a’ 4 b'3).

Dieser Wert von x befriedigt auch wirklich die Gleichung (1), welche
demnach stets eine und nur eine Losung zuldBt.

Die Gleichungen

(a — b))+ (@’ — Vi)=(a+a") — (b+ V)i,
(@ — bi)(a’ — b'4)= (aa’ — bY) — (ab/ + ba')s
zeigen, wenn man sie mit (I) und (II) vergleicht, daB die Summe
resp. das Produkt zweier komplexer Zahlen in den konjugierten Wert
iibergeht, wenn man die Summanden bzw. die Faktoren des Produktes
durch ihre konjugierten Werte ersetzt. Oder in anderer Ausdrucks-
weise: Ordnet man jeder komplexen Zahl ihre konjugierte Zahl als
Bild zu, so entsteht dadurch eine Abbildung des Systems aller kom-

plexen Zahlen auf sich selbst von der Eigenschaft, dal Gleichungen
von der Form

«tf=y, a—f=y, of=y
bestehen bleiben, wenn man die in ithnen vorkommenden Zahlen
durch ihre Bilder ersetzt. Daraus folgt dann sofort, daB tiberhaupt
jede Gleichung zwischen komplexen Zahlen, deren beide Seiten durch
ausschlieBliche Anwendung der Operationen der Addition, Subtraktion
und Multiplikation gebildet sind, bestehen bleibt, wenn man jede der
komplexen Zahlen durch ihre konjugierte Zahl ersetzt.
1*
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§ 2. Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen.
Sitze iiber den absoluten Betrag.

Die komplexen Zahlen lassen sich dadurch den Punkten einer
Ebene eindeutig umkehrbar zuordnen, dal man der komplexen Zahl
a=a-}+b<
den Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten (@, 4) entsprechen 1iBt.
Zur Vereinfachung werden wir in der Folge den Punkt, welcher einer
komplexen Zahl « entspricht, ebenfalls mit ¢ benennen. Die Ebene,
durch deren Punkte wir die komplexen Zahlen reprisentieren, nennen

wir die ,,komplexe Zahlenebene. Der Koordinatenanfangspunkt, welcher
der Zahl O entspricht, heie der ,,Nullpunkt«,

Die Entfernung » des Punktes ¢ vom Nullpunkt ist (Fig. 2)
r=Va®+ 0 =V(a-+bi)(a—bi).

Diese GroBe wird der absolute Betrag der
komplexen Zahl ¢ genannt und nach Weiersiraf
mit | &| bezeichnet. Diejenigen Zahlen, welche
ein und denselben absoluten Betrag 7 besitzen,
werden offenbar durch die Punkte einer Kreis-
peripherie mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt
und dem Radius 7 reprisentiert. Die einzige

komplexe Zahl, deren absoluter Betrag O ist, ist die Zahl 0. Ferner
beweisen wir leicht:

Der absolute Betrag der Differenz o — o ist die Entfernung der
betden Punkte o und o.
In der Tat, ist g=a +bs, « =a’ + i, so wird

«—d=(a—a)+b—¥V)
und folglich

o — | =V(a — dF+ (6 — b
Einige weitere wichtige Sitze tiber die absoluten Betrige erhalten
wir durch folgende Betrachtungen.

Bezeichnen wir mit «, f zwei komplexe Zahlen, mit «,, g, die
zu ihnen konjugierten Zahlen, so ist

la] =Vee,, 1Bl = vﬂﬁm laB| = V(ep)( “oﬂo)—vo‘“o VBB,
und folglich
O lep|=1e|-|B].

Ersetzen wir hier e durch -2 7 (8 +0), so kommt ’ 2

g ,z:%

‘|81
und daraus

(1) d

o |
i 7*
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Die Gleichung (I) 1aBt sich leicht auf ein Produkt ¢By...4 von
beliebig vielen komplexen Zahlen ausdehnen; fiir ein solches Pro-
dukt gilt

() leBy..-a|=lel-|B]-]r] .- |4]
und speziell, wenn alle Faktoren einander gleich angenommen werden,
(1) ] = e,

Wenn wir die Gleichung (I) auf das Produkt
(a+bi)(@a" —0b'i)=aa"+ bV — (ab — ba')e
anwenden, so ergibt sich die merkwiirdige Identitat
@+ (@2 + V%) =(@aa" + 0?2+ (al — ba').

Aus derselben schlieBen wir, daB
1v) Va2+b’-Va—"‘tf—~Z’Eg}aa’+bb’|
ist, wobei das Gleichheitszeichen nur steht, fal'ls

at/ —ba’'=0, dh.a:b=a’":¥

ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, falls die Punkte
e=a-+4bi, o' =a"Jbi
mit dem Nullpunkt in einer Geraden liegen (Fig. 3).
Vergleichen wir nun den absoluten Betrag einer Summe
ata'|
mit den absoluten Betrigen der Summanden |«| und |a’!.
Es sei e=a-+ b4, «’ =d 4+ b’'¢, dann ist
let-o' = (a+a')? 4+ (b+ )2
=(a®4 0% 4 (a'? 4+ 0'?) 4 2(aa’ + 0¥
und folglich nach (IV)
let+e' PP+ [/ P4 2|aa’+ 00" | <|a?+ |/ P+ 2] |||
und endlich
W) e+ o'l < le|+ ],

Diese sehr hiufig zu brauchende Ungleichung hat eine einfache
geometrische Bedeutung. Betrachten wir nimlich die drei Punkte
(Fig. 4)

0, o, a+ e,
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so bedeutet |« | «’| die geradlinige Entfernung des Punktes « -+ o’
vom Punkte 0, wihrend |e| die Entfernung des Punktes ¢ vom
Punkte 0 und |¢’| die Entfernung des Punktes « vom Punkte ¢ 4- ¢’
bedeutet,

Die Ungleichung (V) sagt also nichts anderes aus, als daB die
Summe der beiden letzteren Entfernungen mindestens so groB ist,
wie die erstgenannte Entfernung.

Ersetzen wir in (V) die Zahl &« durch die Zahl ¢ —¢', so kommt
e <le—e'| 4|

und hieraus

V) le — o' | 2> || —|&].

Indem wir — ¢’ fiir ¢’ schreiben, gewinnt die vorstehende Un-
gleichung — da | — «'|==]ea’| ist — die Gestalt
V") oo’ 2] =[]

Nach (V) und (V") liegt also der Wert von |« --a’| stets
zwischen den beiden Grenzen |a|— |a’| und |e|-|a’|.

Der Winkel ¢ zwischen der Halbachse der positiven reellen Zahlen
und der Richtung vom Nullpunkt zur komplexen Zahl ¢ wird der
Winkel oder die Amplitude von e« genannt und mit arc ¢ bezeichnet.
Offenbar ist (Fig. 2)

a=vrcosp, b=rsing, a=a-+bi=r(cosp 4 ising).
Dieser Darstellung von o« werden wir noch spiter begegnen
(S. 0).

Wir wollen nun noch kurz die geometrischen Konstrukiionen be-
sprechen, welche der Addition und der Multiplikation der komplexen
Zahlen entsprechen.

Sind ¢ und &’ zwei Punkte in der komplexen Zahlenebene, so
ist g—tﬂ’ der Mittelpunkt ihrer Verbindungsstrecke. Daraus folgt,

daB3, wenn

I(?‘ ’ ’
et =+
ist, die Punkte e, o/, §, 8’ die Ecken eines
Parallelogramms bilden (Fig. 5). Um also
~ r aus «, o', S

Fig. 5. f=a-+a —§
zu konstruieren, erginze man das Dreieck S« o’ zum Parallelogramm
BepB’e’, dann ist die B gegeniiberliegende Ecke §’ der zu kon-
struierende Punkt. Wihlt man B =0, so ist hierin die Konstruktion
fir die Summe « - ¢’ enthalten, wihlt man «'=0, so hat man
offenbar die Konstruktion fiir die Differenz « — 8.
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Betrachten wir nun in der komplexen Zahlenebene zwei Drei-

ecke ¢o’a” und Bg’p"” (Fig. 6), so sind dieselben &hnlich, wenn

o —« B'—8

" —a _pﬂ_'j
ist. Denn zunichst folgt aus vorstehender Gleichung, indem man
beide Seiten um 1 vermindert,

o —a” ,3' —p"

" Za T TR

und indem man zu den absoluten Betrdgen iibergeht

Elx,—“]:'lx"—“i:‘a,‘—al’lzlﬂl_‘ﬂi:‘ﬂ”"ﬁ{:lﬂl_ﬂ”|,

d. h. die Seiten des Dreiecks «e’«” sind pro-

portional den Seiten des Dreiecks gg’g”. Eine

ndhere Betrachtung, die wir iibergehen, zeigt, daB

die beiden Dreiecke ae’«” und gg’g" gleich-

orientiert sind, d. h. wenn der Punkt «” zur

Linken der Durchlaufungsrichtung eea’ liegt, so

auch der Punkt 8”7 zur Linken der Durchlaufungs-

richtung g ’, und wenn der Punkt ¢” zur Rechten

der Durchlaufungsrichtung « ¢’ liegt, so auch der

Punkt B zur Rechten der Durchlaufungsrichtung

BB".Y)

Sind fiinf der Punkte «, &', ¢”, 8, B’, B”, etwa die ersten fiinf,

gegeben, so kann man hiernach den sechsten

B =B+ (B — B

« —a

leicht konstruieren. Man hat nur nétig, iber g’ ein Dreieck g 8’8"
zu errichten, das dhnlich und gleichorientiert mit dem Dreieck e¢e’«”
ist. Nehmen wir speziell

=0, p'=1, =0,
”
so erhalten wir eine Konstruktion fir den Quotienten <., wihrend
o

der Annahme
=0, aa=0, =1

eine Konstruktion fiir das Produkt 8’e«” entspricht.

—>
1) Nimmt man an, dafi der Punkt ¢ zur Linken der positiven Richtung 01
der Achse der reellen Zahlen liegt, so liegt «” zur Linken oder zur Rechten

der Durchlaufungsrichtung «e«’, je nachdem die zweite Komponente des
4
o —« i L.
Bruches ———— positiv oder negativ ist.
o —«
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§ 3. Konvergente Zahlenfolgen. Die Zahlenkugel.
Eine Folge komplexer Zahlen

(V) e, =a,+b1, gg=a,+0bi, ..., «,=a,+b,i,

wollen wir komvergent nennen, wenn jede der beiden Folgen reeller

Zahlen
{“1’ R
(2) U0s byy o0y B, ...
konvergent ist'). Es sind dann

lima, —=a, lim), =5
bestimmte endliche Zahlen. Wir nennen ¢ = q -+ ¢ die Grenze der
Zahlenfolge «,, @,, ..., «,, ... und schreiben
limeg, =e.
n—x

Wir wissen, daB fiir die Konvergenz der Folgen (2) notwendig
und hinreichend ist, daB zu jeder beliebig klein vorgeschriebenen
positiven Zahl ¢ der Index # so bestimmbar ist, daB
(3) la, —a,| <e und |, —b,|<e
ist, falls nur 2 und % > » sind.

Hieraus werden wir jetzt den ,Fundamentalsaiz der Konvergenz‘
fir das komplexe Zahlgebiet ableiten:

Die Zahlenfolge

Gy Cgy wvey Oy one

ist immer und wur dann Ronvergemt, wemm zu jedem positiven & der
Index n so gewdhit werden kann, daf

o — e, | < e
ist, sobald k und h groBer als n sind.
Offenbar ist dies eine notwendige Bedingung; denn aus (3) folgt
| — | =V(a, — ) + (b, — b, <V2-e,
und ¥ 2-¢ kann ebenso jede beliebige positive Zahl darstellen, wie
¢ selbst. Die Bedingung ist aber auch hinreichend, denn aus

|“k_“h|=‘/(“k_“h)2+(bk— by)? < e

folgt
ja,—a,|<e und |b,—b,|<e,
also das Bestehen der Ungleichungen (3).

1) Definitionen und einfache Tatsachen aus der Theorie der unendlichen
Reihen mit reellen Gliedern werden als bekannt vorausgesetzt. Man vergleiche
etwa das Lehrbuch von Kunopp, Unendliche Reihen. (Anmerkung der Heraus-
geber).
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Wir bemerken hier sogleich, daB die Bedingung des Fundamental-
satzes der Konvergenz schon erfilllt ist, wenn nur zu jedem positiven ¢
der Index # so gewihlt werden kann, daB

I“k - ‘xn| <e
ist, falls & > n ist. Denn ist letztere Bedingung erfiill, so konnen

wir zu % den Index # so bestimmen, daB
, & &
= <g  G—e, <y
ist, unter %2 und % zwei beliebige Indizes > # verstanden. Dann
ist aber
Lo — e | = | (o, — @,) + (&, — &) ]
é]“k~“n]+]“h_“n}<%+%:8’
also wirklich die Bedingung des Fundamentalsatzes der Konvergenz
erfillt.
An die Definition der konvergenten Zahlenfolgen kniipfen wir
nun noch eine weitere Definition.
Wenn die Zahlenfolge

Oy, Cyy vovy Gy ve

die Figenschaft hat, daB zu jeder beliebig groB gewihlten positiven
Zahl G der Index # so bestimmt werden kann, daB
|| >G
ist, sobald B > # ist, so wollen wir sagen, die Zahlenfolge hat die
Grenze unendlich, und wir driicken dies durch die Gleichung
lim ¢, = 00
fn=0o0

aus. Um fiir das hierdurch eingefiihrte Symbol co ebenfalls eine geo-
metrische Darstellung zu erhalten, stellen wir folgende Uberlegung an.

Wir betrachten eine Kugel, deren
Mittelpunkt sich senkrecht iiber dem
Nullpunkt der komplexen Zahlenebene
befindet, welch letztere wir uns hori-
zontal liegend denken wollen (Fig. 7).
Verbinden wir den héchsten Punkt N
der Kugel mit dem Punkte ¢ der kom-
plexen Zahlenebene geradlinig, so
schneidet die Verbindungsgerade die
Kugeloberfliche auBler in N noch in
einem weiteren Punkte, den wir eben-
falls & nennen wollen. Diese Konstruk-
tion, welche jedem Punkte der Ebene
einen bestimmten Punkt der Kugel zuordnet, nennt man ,stereo-
graphische Projektion”. Jede komplexe Zahl ¢ findet nun auf diese
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Weise einen ihr entsprechenden Punkt e der Kugel. Umgekehrt ent-
spricht, mit Ausnahme des Punktes NV, jedem Punkte der Kugel eine
bestimmte komplexe Zahl. Und nun wollen wir festsetzen, daB der
Punkt N als Repriasentant des Symboles co angesehen werden und
dementsprechend ,Punkt co“ heiBen soll.

Betrachten wir eine Zahlenfolge «,, «,, ..., e, ..., fir die
lim ¢, = oo
NnN=awm
ist, so ndhern sich die Punkte «,, «,, ..., @, ... der Kugel mit wach-

sendem Index immer mehr dem Punkte N, wihrend die entsprechen-
den Punkte der Zahlenebene immer weiter vom Nullpunkt abriicken.
Es entspricht also der Punkt N dem unendlich Fernen der Zahlen-
ebene. Deshalb sprechen wir zuweilen kurz vom ,umendlich fernen
Punki“ der Zahlenebene, worunter wir uns dann aber immer den
Punkt oo der Zahlenkugel vorzustellen haben. (Diese in der Funk-
tionentheorie allgemein adoptierte Auffassung des unendlich Fernen
der Ebene als eines ,,Punktes« steht in charakteristischem Gegensatz zu
der Auffassung der projektiven Geometrie, in welcher bekanntlich das
unendlich Ferne der Ebene als eine ,Gerade“ angesehen wird.)

Der Vollstindigkeit halber wollen wir hier die Formeln kurz ab-
leiten, die zwischen den Koordinaten eines Punktes (x, y) der Zahlen-
ebene und den Koordinaten (&, %, {) des entsprechenden Punktes der
Zahlenkugel bestehen. Wir nehmen den Nullpunkt der Zahlenebene
als Anfangspunkt und lassen die positive Z-Achse mit der Richtung ON
zusammenfallen.

Der Radius der Kugel heifle 4 und die Entfernung ON heile e.
Dann ist die Gleichung, welche ausdriickt, da3 der Punkt (¢, 5, {) auf
der Kugeloberfliche liegt:

Bt ——aP=ad,

£ 4 =2a(e—{)— (e~ )
Liegen nun der Punkt N (O, O, ¢), der Punkt (&, , {) der Kugel und
der Punkt (x, Y, 0) der Zahlenebene in einer Geraden, so ist
=0 y—0 0—¢

E—0 9—0 ¢—e¢'

oder

d. h.

77
e—C"

w—e- S Y=g

e—_’

Hieraus folgt
E+9*_ o2 2a—(e=9
2 g __ 3, 2. .
x4 yP=c¢ C—7F e Py
Es driicken sich also x, y und x®+ ¢? durch folgende Formeln ver-
moége &, 9, { aus:

3 en Y
(I) x—.:e—_—z’ yze_c’ x?+y =g._4‘_ 2




§ 4. Grenzwerte unendlicher Zahlenmengen. 11

Umgekehrt folgt:
_ 2aex _ 2aey . 2a e
(1 f=mipas 1= grpra $=

Betrachten wir in der Zahlenebene diejenigen Punkte, welche der
Gleichung
(4) A +y)+Bx+Cy+D=0
geniigen, so bilden dieselben eine Kreisperipherie oder, falls 4 — 0
ist, eine Gerade. Der Kiirze halber werden wir jede Gerade in der
komplexen Zahlenebene auch als ,Kreis“ (mit unendlichem Radius)
bezeichnen, so daB also die vorstehende Gleichung (4) in jedem Falle
einen Kreis in der Zahlenebene definiert.

x2+y2+82'

Den Formeln (I) zufolge geniigen die Koordinaten (&, n, ) der
Gleichung

A2 —e)+ B % ¢ 4 D=0

oder T
(5) Bel+Cen+(Ae® — D).+ Ae? (2a —¢)+De =0,

wenn (v, y) der Gleichung (4) geniigt. Die Gleichung (5) stellt eine
Ebene vor, wenn &, 4, { als laufende Koordinaten angesehen werden,
Da eine Ebene die Kugel in einem Kreise schneidet, so folgt:

Jedem Kreise in der Zahlenebene entspricht ein Kreis auf der
Zahlenkugel.

Der Satz darf offenbar auch umgekehrt werden, da die Koeffi-
zienten 4, B, C, D so gewihlt werden konnen, daB die Gleichung (5)
eine beliebige Ebene darstellt. Also:

Jedem Kryeise auf der Zahlenkugel entsprich! ein Kreis in der
Zahlenebene.

Diejenigen Kreise der Kugel, welche durch den Punkt oo hindurch-
gehen, entsprechen den Geraden der Zahlenebene. Daher sagen wir,
daB eine Gerade ein Kreis sei, welcher durch den unendlich fernen
Punkt der Zahlenebene hindurchgeht.

Die leicht beweisbare Tatsache, daB die stereographische Projek-
tian eine Eonforme Abbildung der Ebene auf die Kugel darstellt, d. h.
daB der Winkel zwischen zwei Kurven in der Ebene derselbe ist,
wie der Winkel zwischen den entsprechenden Kurven auf der Kugel,
sei hier nur beiliufig erwihnt.

§ 4. Grenzwerte unendlicher Zahlenmengen.

Bezeichnet ¢ eine positive Zahl, so wollen wir unter der ,,Um-
gebumg e« eines im Endlichen liegenden Punktes ¢ der komplexen
Zahlenebene die Gesamtheit derjenigen Punkte z verstehen, welche
der Bedingung |z —«| <& geniigen. Diese Punkte erfiillen das



12 I, 1. Die komplexen Zahlen.

Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius ¢ (Fig. 8).
Die Zahl ¢ nehmen wir als MaB der GroBe der Umgebung. Auf der
Zahlenkugel bilden die Punkte einer Umgebung des Punktes ¢ das
Innere eines um den Punkt ¢ sich legenden Kreises, der sich mit
abnehmendem ¢ immer mehr auf den Punkt ¢ zusammenzieht. Unter
der Umgebung ¢ des unendlich fernen Punktes wollen wir die Ge-

samtheit derjenigen Punkte z verstehen, die der Bedingung |z| >%
geniigen. Diese Punkte erfiillen das AuBere eines Kreises mit dem
Mittelpunkt 0 und dem Radius % Auch hier nehmen wir ¢ als MaB

fir die GréBe der Umgebung. Auf der Zahlenkugel stellt sich die
Umgebung ¢ des unendlich fernen Punktes als das Innere eines Kreises
dar, der um den Punkt co der Kugel abgegrenzt ist und um so kleiner
wird, je kleiner ¢ ist.

Wir betrachtea nun ein System 2 von unend-.
lich vielen komplexen Zahlen. Dasselbe wird geo-
metrisch durch ein System von unendlich vielen

Bax

% Punkten der Zahlenebene oder der Zahlenkugel dar-
gestellt, welches wir ebenfalls mit 2 bezeichnen
wollen. Dabei wollen wir nicht ausschlieBen, daB

Fig. &, unter den Zahlen des Systemes X sich gleiche

finden, in welchem Falle ein und derselbe Punkt dem
Punktsystem mehrfach zugerechnet werden muB.

Das Punktsystem 3 auf der Zahlenkugel bildet eine Punktmenge
im dreidimensionalen Zahlenraum, in welchem unsere Kugel liegt.
Die Grenz- oder Hdufungsstellen dieser Punktmenge 2 sind gewisse
Punkte der Kugel.

Wenn ¢ eine solche Grenzstelle ist, wo « eine endliche komplexe
Zahl oder auch ¢ = oo sein kann?), so liegen in jeder noch so kleinen
Umgebung von ¢ unendlich viele Punkte der Menge 3. Wir kénnen
daher aus X eine Zahlenfolge

Oy, Gy COgy vy Gpy o n
so herausheben, daf3

limeg, =«

Nn—an

ist. Daher nennen wir ¢ auch einen Grenzwert des Zahlensystems X,
Wir kniipfen an diese Betrachtung noch folgende Sitze:

Liegt eine Zahlenfolge

Oy, Cgy ooy Gy ooe
vor mit der Gremze «, so daf also

lime, =«

n=uo

1) Bekanntlich gibt es flir ein System von unendlich vielen Punkten auf
der Kugel stets mindestens eine Haufungsstelle (Héufungsstellensatz) (A. d. H.).
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ist, so besitzt das aus den Punmkien o, @,, ..., ¢, ... bestehende
Punktsystem nur die eine Grenzstelle «.
Umgekehrt:

Besitzt ein Punkisystem der Zahlenkugel nur eine Grenzstelle «,
so ist das entsprechende Zahlensystem abzdhibar, 1@t sich also in eine
Rethenfolge

€, Cgy «ooy Gy o
bringen, und es ist dann
lim o, =c.
n=—ac

Wir wollen den letzteren Satz unter der Annahme beweisen, dab
die eine Grenzstelle o im Punkte oo liegt. Man erkennt leicht, daBl

die Schliisse, die wir in dieseth Falle machen, auch fiir jeden be-
liebigen Wert von « anwendbar bleiben.

Es liege uns also ein unendliches Punktsystem X vor mit der
einen Grenzstelle co. Betrachten wir irgendeine Umgebung & des
Punktes oo, so konnen auBerhalb derselben nur endlich viele Punkte
von J liegen. Im anderen Falle wiirde nimlich eine von oo ver-
schiedene Grenzstelle von X existieren. In der komplexen Zahlen-
ebene wird die Umgebung ¢ durch das AuBere des Kreises mit dem

Mittelpunkt 0 und dem Radius %— dargestellt. Im Innern eines solchen

Kreises liegen also immer nur endlich viele Punkte von ZX.

Wir beschreiben nun um den Nullpunkt eine Reihe von Kreisen,
deren Radien nach irgendeinem Gesetze ins Unendliche wachsen, und
zerlegen dadurch die Ebene in die Stiicke I,

II, I1I, ..., welche, abgesehen vom ersten, lauter
Kreisringe sind (Fig. 9).

Diesen Stiicken entsprechend, teilen wir die
Punkte von X in Gruppen (I), (II), (Il), ... ein,
indem wir in jede Gruppe diejenigen aufnehmen,
welche in dem betreffenden Stiicke liegen. Jede
einzelne Gruppe enthilt nur eine endliche Zahl
von Punkten. Diese ordnen wir immer so, daB
diejenigen voranstehen, welche dem Nullpunkte
naher liegen.

Auf diese Weise erkennen wir, dal die Zahlen von 2 sich in
eine Folge
0y, Gy, O, O, .-

bringen lassen und zwar derart, daB
CAFSTAESENESEARY

und lim ¢, = oo ist.
n=a0
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§ b. Konvergenz der Reihen mit komplexen Gliedern.

Die Reihe
(1) w 4w, Fw, .. +w,
deren allgemeines Glied
w, = 4%, 17,
eine komplexe Zahl ist, heiBt Zonvergent, wenn

li_rn(wl—{—w2+w3+...+wn)=s

einen bestimmten endlichen Wert vorstellt, wenn also die Folge der
Teilsummen

S, =w,, S,=1w,+w,, S = w, - w, + w,,
eine konvergente Zahlenfolge bildet. Die Zahl s heillit dann die
Summe der Reihe (1). Hieraus folgt, da die Reihe (1) dann und
nur dann konvergiert, wenn die beiden Reihen

@) U=thy g+ ... +u, 4 ...
w=uv,4+v,+... +9,+...
konvergieren, sowie daBl s = u - ¢v ist.

Ferner folgt aus dem Fundamentalsatz der Konvergenz, an-
gewandt auf die Zahlenfolge s, s,, S,, ..., das allgemeine Konvergenz-
kriterium:

Die unendliche Reihe

w, +w,+w, ...+ w, ...
konvergiert dann und nur dann, wenn zu jedem positiven ¢ der Index
n so bestimmt werden kann, daff die Ungleichung

| @iy T g+ T 0, < e
fiir jeden Index k erfillt ist*).

Wir wollen nun eine konvergente Reihe (1) unbedingt konvergent
nennen, wenn sie bei beliebiger Umstellung der Glieder konvergent
bleibt und ihre Summe nicht dndert. Fiir die unbedingte Konvergenz
ist notwendig und hinreichend, daB die Reihen (2) unbedingt kon-
vergent sind, und dies ist bekanntlich dann und nur dann der Fall,
wenn die Reihen

(3)

konvergieren.

{Iull—[—|u2|—|—...—{—|un[+...
AR ESE Py

Da nun

1) Insbesondere ist also notwendig, daf w, mit wachsendem » gegen 0
konvergiert.
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ist, so konvergiert mit den Reihen (3) zugleich die Reihe

4) lw, |+ w |+ ...+ |w,|+-...
Da ferner sowohl |u, | als auch |v,| nicht gréBer als
o =V o
sind, so konvergiert mit der Reihe (4) auch jede der beiden Reihen

(8). Daher diirfen wir folgendermaBen sagen:

Eine Reihe w, +w,+ ...+ w, ... konvergiert stets und nur
dann unbedingt, wenmn sie ,,absolut Ronvergiert, d. h. wenn die Reihe
der absoluten DBetrdge

0, [ [y [,

konvergent ist.

Aus einer gegebenen unendlichen Reihe

(5 w,tw,+...+w, +...

kann man in mannigfaltiger Weise eine unendliche Anzahl von Reihen
Wy, + Wa, + Wo, + ...
wp, + wp, +wp, ...

(6) w71+w73+w73+"'

derart bilden, daB jedes Glied w, der urspriinglichen Reihe in einer
und nur einer der neuen Reihen auftritt. Beispielsweise wirde

w, +wy+w, +w, +wy, + ..
w, +w, + w, +w,, ...

Wy + 1wy +w, + ...

W Fwy, +- -

w15

eine derartige Zerlegung der Reihe (1) in unendlich viele Reihen
sein. Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen, den wir als
Doppelreshen-Saiz bezeichnen werden:

Wenn die Reihe (5) absolut Romvergiert und die Summe s besiizt,
so konmvergiert auch jede der Reihen (8) absolut, und wenn die Summen
dieser Rethen mit s, sy, S, ... beziiglich bezeichnet werden, so kon-
vergiert auch die Rethe

(7) Sy Sy 85t

absolut, und thre Summe ist s.
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Die Reihe
lwa,’+ }wazl + [wasf—,_"'
ist konvergent, weil ihre Teilsummen unterhalb der endlichen Zahl
S =w, |+ [w |+ |wg]| 4 ...
bleiben. Die erste der Reihen (6) ist daher absolut konvergent, und

in gleicher Weise folgt, daB jede einzelne der Reihen (6) absolut
konvergiert.

Sei nun
S=w, +w,+w; } ...
und
§; = Wa, + Woy + Wo, + ...
Sy = wp, + wp, + wp, + ..
Sy=w, +w,+w, ...
Dann wird

— (S F s+ +s,)=w,+w, ...

sein, wo %4> %y, ... diejenigen Indizes bedeuten, die in den ersten
m Reihen (6) nicht auftreten. Ist nun % eine beliebig angenommene
natiirliche Zahl, so werden fiir geniigend groBe Werte von m die
Glieder w,, w,, ..., w, in den ersten m Reihen (6) vorkommen und
also »x,, %, ... lber u# liegen. Dann wird

s syt 50| S |4 |+ =
sein, wo 7, den Rest der Reihe

EARSUAE SR S

bezeichnet. Da nun # so angenommen werden kann, daB 7, kleiner
als eine beliebig klein vorgeschriebene Zahl ist, so hat man

lim(s, +s,4...+5s,)=s.

Die Reihe (7) konvergiert also und hat die Summe s. DaB diese
Reihe absolut konvergiert, folgt aus den Ungleichungen

Isllélwaxl_’—'wa,’—f‘-..
| $a| < [wpy |+ g, |+ ...

n

aus welchen man sofort
:s1l+:32}+"‘+Ism1§]w1’+|w21+lw3[+"'zs
schlieBt. Die Reihe
Sy T8 [ s+

ist demnach konvergent, da ihre Teilsummen unterhalb der festen

Zahl S bleiben. Hiermit ist der Doppelreihensatz in allen Stiicken
bewiesen.
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Mit Hiilfe des Doppelreihensatzes ist es leicht, folgenden wich-
tigen Satz zu beweisen:

Das Produkt s-s' der Summen s und s’ zweier absolut konver-
genter Rethen
s =w, +w, +w;, ...
sS=w'+w+w ...
wird durch die ebenfalls absolut komvergente Rethe
s-8' =w w4 (w,w, +w,w/) 4 (0,0 + w,w,’ 4 wyw/') 1 ...

+ (w,w,’ +wwq_, +...+w,w ). ..

dargestellt.
In der Tat ist die aus den Gliedern
14 4 ’ ’ ’ ’
(8) ww', ww,),, ww', ww', ww,, ww’', ...

gebildete Reihe absolut konvergent. Betrachten wir namlich irgend-
welche Glieder dieser Reihe, so ist die Summe ihrer absoluten Be-
trige nicht groBer als

(o |+ o[+t o, ) (o) [+ 2 |+ A+ ),
wenn # der hochste Index ist, der in jenen Gliedern auftritt. Um so
mehr iiberschreitet diese Summe nicht das Produkt W.W’, wo

W' =lw'| + 1w/ |+ jw/ |+ ...

ist.

Nach dem Doppelreihensatz ist nun die Summe der aus den
Gliedern (8) gebildeten Reihe einerseits gleich

w,w) + (0,0 + wyw,) + (w0 + wyw) + wyw,)) ...
und andererseits gleich der Summe der unendlich vielen Reihen

_ ’ ’ ’ ’
S,=w, v, +w,w +ww' 4 ... =w,5,

Sy = wewll + wywy +wywy . = wes”
Sy = wyw) + w0, + wyw + ... =wys,
b
d. h. gleich
w, s + w,s' w8’ +...=s-5.

§ 6. Komplexe Variable und Funktionen derselben.

Betrachten wir ein System 2' von komplexen Zahlen uhd setzen
wir fest, daB die komplexe Zahl z=x -} 7y mit jeder Zahl dieses
Systems X identifiziert werden darf, so pennen wir z eine kom-
plexe Variable und 2 ihr Gebiet. Dies Gebiet 3 wird geometrisch
durch ein Punktsystem in der komplexen Zahlenebene oder auf der
Zahlenkugel dargestellt. Wie frither wollen wir das Punktsystem eben-
falls mit 3 und ebenfalls als ,,Gebiet* der komplexen Variablen z

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 2
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bezeichnen. Bedienen wir uns der Darstellung der Zahlen von X
durch die -Zahlenkugel, so brauchen wir dann den Fall nicht aus-
zuschlieBen, in welchem der Punkt oo zu dem Punktsystem X gehort,
in welchem also unter den Zahlen von 2 auch der Wert oo vorkommt.

Wenn nun jedem Wert, den z annehmen darf, also jeder Zahl
von 2, nach einem bestimmten Gesetze ein komplexer Zahlenwert
w = u -+ ¢v zugeordnet ist, so nennen wir w eine Funktion von z.
Ist wie oben z=x- ¢y, so sind dann # und v reellz Funktionen
der reellen Variablen x und y. Wenn uns also % als Funktion von z
gegeben ist, so kommt das darauf hinaus, daBl uns im reellen Ge-
biete zwei Funktionen # und » von x und y gegeben sind.

Betrachten wir das Punktsystem 2 (sei es in der Zahlenebene
oder auf der Zahlenkugel), welches das Gebiet der Variablen z ist
so entspricht jedem Punkte von 2 ein bestimmter komplexer Zahlen-
wert w. Stellen wir den letzteren wieder geometrisch als Punkt in
einer Zahlenebene oder auf einer Zahlenkugel dar, so erhalten wir
den verschiedenen Werten, die w annimmt, entsprechend ein Punkt-
system 3’. Dabei kann das Punktsystem 3’ ein und denselben Punkt
mehrfach enthalten, was eintritt, wenn verschiedenen Werten von 2
derselbe Wert w zugeordnet ist,

Nun stellt sich die Abhingigkeit des Wertes von w von dem
Werte von z geometrisch offenbar so dar:

Die Punktsysteme 2 und 2’ siehen in der Beziehung zueinander,

dapP jedem Punkiec von 3 ein bestimmier Punkt von ' zugeordnet ist.

Wenn wir die Punktsysteme 3 und 2’ auf der Zahlenkugel be-

trachten, so brauchen wir den Fall nicht auszuschlieBen, in welchem

zu dem Punktsysteme 3’ der Punkt co gehort, in welchem also unter

den Funktionswerten w auch w = oo vorkommt.

Wir wollen nun den Begriff der Stefigkest einfiihren.

Es sei z, ein bestimmter Wert der Variablen z,

geometrisch dargestellt durch den Punkt z, von 2,

und es sei w, der zugehdrige Funktionswert, geome-

trisch dargestellt durch den Punkt w, von 2’. Wenn

nun z, eine Hiufungsstelle der Punktmenge X' ist, so

g. 10, sagen wir, w sei stetig fiir den betrachteten Wert z,,

falls w, endlich ist und zu jeder beliebig kleinen Um-

gebung e von w, sich eine Umgebung ¢ von z, so angeben laft,

daB den Punkten von 2, welche in letztere Umgebung fallen, Punkte

von 3’ entsprechen, die in die Umgebung ¢ von w, fallen (Fig. 10).

Diese Bedingung 148t sich auch durch folgende ersetzen:

Haben die Punkte 2, 2", 2", ... von X die eine Gremzstelle z,, so

sollen die enisprechenden Punkte w', w”, w"”,... von 3’ die cine end-

liche Gremzstelle w, besilzen.
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Betrachten wir den Fall, wo z, einen endlichen Wert besitzt, so
driickt sich die Bedingung der Stetigkeit offenbar folgendermaflen aus:

Die Funktion w, welche fiir z =z, den Wert w, anwimmi, ist
fiér z, stetig, falls zu jedem beliebig klein vorgeschriebemen positiven &
die positive Grofe O so bestimmi werden kann, daf |w — w,| < & ist,
sobald |z — z,| << O 1st.

Dies bleibt auch noch giiltig fiir den Fall, wo z, unendlich ist,

. . . . 1
wenn wir nur dem an sich sinnlosen Symbol z — co die Bedeutung =

beilegen.
Ist z. B.
w — zn
so kénnen wir als Gebiet der Variablen z die ganze Zahlenkugel
mit AusschluBf des Punktes z = oo annehmen. Ist z, ein bestimmter
Wert von z, so kommt w, = z,” und also
W — Wy =" — gt =(z — z,) (2" 12" 22 + ... + 27V

und folglich

lw — wy| = |z — z,] | 2* 1 272z, . A 2p
Siz—z) |t r2r + . 4 ra-1),
wo wir |z|=7, |z)| =7, gesetzt*haben. Betrachten wir nun die

Umgebung & des Punktes z,, so ist fiir jedes z dieser Umgebung
offenbar 7 = |z| < OM =7, -+ 6 (Fig. 11). Daher wird dann

|0 — wy| <[z — 20| ((rg+ Oy~ + (1 + O 2 7o+ 0) +- )
< nd-(ry—+ o1
Nun ist es klar, daB wir § so klein wahlen
konnen, daB |w — w,| unter einem beliebig vor-
geschriebenen ¢ liegt. Also ist w =2" stetig
fir jeden endlichen Wert von z. Ebenso zeigt
man, daB allgemeiner dasselbe gilt fiir jede
ganze rationale Funktion

w=gayz" +az"1'+...+a,

§ 7. GleichmiBige Konvergenz.

Wir betrachten eine Reihe

(1) s=w, +w,+w,+...+w, +...,
deren Glieder Funktionen der komplexen Variablen z sind. Das Ge-
biet dieser Variablen sei 2, und fiir jeden dem Punktsystem 3 an-
gehérenden Punkt z moge die Reihe (1) konvergieren. Die Summe
s der Reihe ist dann ebenfalls eine Funktion der Variablen z.

2*
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Bezeichnen wir mit 7, den nten Rest der Reihe, so daB3 also

S—(w1+w2 —[—w3—}—...+w")=rn
oder
(2) s=w, +w,fFw,+...+w,+7r,
ist, so folgt aus der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe, daB fiir
jeden bestimmten Punkt z des Gebietes ¥
(3) Irlcl <&
ist, sobald der Index k groBer als ein geeignet gewihiter Index #
geworden ist. Dabei bedeutet, wie gewdhnlich, ¢ eine beliebig klein
angenommene positive Zahl.

Wenn nun zu beliebig gogebensm positivem & der Index n so fest
gewihlt werden kann, daP fiir k > n die Ungleichung (3) besteht fiir
jeden beliebigen Punkt z des Gebietes =, so heift die Reihe (1) im
Gebiet 3 gleichmapiy konvergeni®).

Die Bedeutung dieses Begriffes der gleichmifligen Konvergenz
beruht wesentlich auf folgendem Satze:

Sind die Glieder der Reihe
s=w,+w,+w, +...Fw, + ...
fiir das Gebiet = stetige Funkiionen von z und Romvergiert die Reihe

fiir das Gebiet = gleichmdfig, so ist auch die Summe s der Reihe fiir
das Gebiet 3 eine stetige Funktion von z.

Denn ist ¢ eine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl, so
kann der Index # zunichst so gewihlt werden, daB in der Gleichung

s=s,+7,
der absolute Betrag von 7, kleiner als % ist fiir jeden Punkt z des

Gebietes 3. Bezeichnet dann z, einen bestimmten Punkt von J und
nehmen wir in vorstehender Gleichung 2z =z, so kommt etwa

0_ 0 0

§'=s"+7r,
und

|s = =]s, =50+ 7, =’ | Sls, = s [ +ra| + 7]
Da s, als Summe einer endlichen Anzahl stetiger Funktionen
selbst stetig ist, so kénnen wir die Umgebung § von z, so wihlen, daB

lsn—s’l‘lo‘<_§_

1) Zum Verstindnis des Begriffes der gleichmidfigen Konvergenz dient
am besten die Betrachtung einer ungleichmifiig konvergenten Reihe, z. B.
© )

der Reihe 21 m, welche, wie der Leser leicht nachpriifen wird, im
n—

Intervall — 1< # <+ 1 ungleichmifig konvergiert. (A.d. H)
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ist fiir jedes z, welches dieser Umgebung angehort. Fir eben diese

Umgebung ist dann
&

|3_30I‘.<’§‘+%+§=8;
womit die Stetigkeit von s dargetan ist.
Die gleichmibBige Konvergenz einer Reihe 1aBt sich haufig mit
Hilfe des folgenden Satzes feststellen:

Es seten

W, + Wy 1w, ...

0+ 0 +o+ .
2wei Rethen; die Glieder der erstem Rethe seien Funkitonen wom z in
dem Gebiete 2, die Glieder der zweiten Reihe konstanie positive Zahlen.
Wenn dann fir jedes z im Gebiete 2 die Ungleichungen

lw, | <o, m=1, 2, 3, ...

gelten, so konvergiert die erste Reihe filr das Gebiet 2 absolut und
gleichmdfig, wenn die zweite Reihe Romvergent ist').

DaBl die erste Reihe absolut konvergiert, folgt aus

lw,! + |w, |+ ... +w,| <o+ 0,4 .-+ 0,< 0,4+ 0.+ 0, .- . ininf.
Da ferner fiir jedes z im Gebiete 2 der Rest der ersten Reihe die
Ungleichung

Wy + e+ [ S [ 0,0+ S0 Qe+
erfilllt, also kleiner oder gleich dem Reste der zweiten Reihe ist, so
leuchtet auch die gleichmiBige Konvergenz der ersten Reihe ein.

Unser Satz gestattet noch eine bemerkenswerte Verallgemefnerung.
Wir wollen zwei Reihen betrachten:

(W) Wi+ W, +Wy+...,
(w) w, + w, + w, ...,
deren Glieder Funktionen von z im Gebiete 3 sind.

Wenn nun fiir jedes z in diesem Gebiete

(Wl = |w,|

ist,” so soll die Reihe (W) eine ,Majorante der Reihe (w) fiir das
Gebiet 2’ heiBen. Umgekehrt heiBe (w) ,,Minorante“ von (W). Wenn
zwei Reihen in dieser Beziehung zueinander stehen, so bedienen wir
uns zuweilen der Bezeichnung

(W)> (w) oder auch (w)<€(W).
Nun gilt offenbar folgénder Satz:

Ist fiir das Gebiet 2 die Rethe (w) Minorante der Reihe (W) und
konvergiert die Reihe der absoluten Betrdge der Glicder von (W) gleich-

1) Vgl. den Begriff der reguliren Konvergenz im 6. Kap. § 2.
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mapig fir das Gebiet X, so konvergiert die Reihe (w) absolut und
gleichmdfig filr das Gebiet 2.

Fir den Fall, daB die Glieder der Majorante (W) positive Kon-
stanten sind, geht dieser Satz in den vorhergehenden iiber.

2. Kapitel.
Die Potenzreihen.

Die Theorie der analytischen Funktionen, wie wir sie hier
nach Weierstraf3 entwickeln wollen, stiitzt sich auf die Betrachtung
der Potenzreihen. Daher werden wir uns in diesem Kapitel eingehend
mit den Eigenschaften dieser Reihen zu beschiftigen haben.

§ 1. Konvergenzgebiet einer Potenzreihe.
Es sei
(1) PE)=cot+ciz4+cg2t+...Fc, 2"+ ...
eine Potenzreihe, deren Koeffizienten Cos Cys Cqs -+ C,» .. irgend-
welche komplexen Zahlen sind.

Diejenigen Punkte z in der komplexen Zahlenebene, fiir welche
die Reihe konvergiert, bilden dann das »Konvergenzgebiet (auch ,Kon-
vergenzbereich“ oder ,,Konvergenzbezirk”) der Potenzreihe. Jedenfalls
gehort der Punkt z = 0 dem Konvergenzgebiete an.

Es gibt auch Potenzreihen, welche nur fir z = 0 konvergieren,
deren Konvergenzgebiet also aus dem einen Punkte z = (Q besteht.
Wir werden nachher zeigen, dafl z. B. die Reihe

1+z++ 2122+ Fnlr ...
eine derartige Reihe ist.
SchlieBen wir diesen Fall aus, so wird $(z) auch konvergieren
fir einen geeignet gewidhlten Wert z,, der von Null verschieden ist.
Wenn nun

CoTt 239t oz .. 2"+ ..
konvergiert, so ist sicher
lime, 2)" =
n=w
Die Punkte Cos C1%gs Cy zog, ..v5 €,%5"% ... haben also die einzige
Hiufungsstelle Null, und es ist daher méglich, um den Nullpunkt
einen Kreis zu beschreiben, der alle diese Punkte in seinem Innern
aufnimmt. Ist g der Radius dieses Kreises, so ist

|an0n‘[<0
fir n—=0,1,2,3, ...
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Wir beschreiben nun um den Nullpunkt irgendeinen Kreis, der
den Punkt z, ausschlieBt, und bezeichnen mit ¢ den Radius dieses
Kreises (Fig. 12). Ist dann z ein beliebiger Punkt im Innern oder
auf der Peripherie dieses Kreises, so ist

\n n
lcnzh‘:|6n20”|'g#<g<é—l> .
Setzen wir zur Abkiirzung

e —&k
. . . i 20| ’
so wird also die Reihe
g+gk+gk 4. gk 4 ...
fir den betrachteten Kreis eine Majorante der Potenzreihe
Coteyzdcyzt 4.4 2" ...
sein. Die erstere Reihe konvergiert als geometrische Reithe mit dem
Quotienten 2 << 1. TFolglich gilt der Satz:

Wenn die Potenzreihe B (2) fiir z = z, konvergiert, so komvergiert
sie absolut und gleichmdfig fiir die Punkte jedes Kreises mit dem
Mittelpunkt O und einem Radius, der kleiner als |z,| ist.

Sie konvergiert daher insbe-
sondere absolut fiir jeden Wert 2,
dessen absoluter Betrag kleiner als
|z,| ist, also fiir alle Punkte z im
Innern desjenigen Kreises, der den
Mittelpunkt O hat und dessen Peri-
pherie durch den Punkt z, gelht.

Wir betrachten nun die Ge-
samtheit derjenigen Kreise C mit
dem Mittelpunkt O, welche die Eigenschaft haben, daB im Innern eines
solchen Kreises die Potenzreihe 9 (z) konvergiert. Es sei » die obere
Grenze der Radien dieser Kreise (wobei ein unendlich groBer Wert
von 7 nicht ausgeschlossen ist) und K der Kreis mit dem Mittelpunkt
0 und dem Radius 7 (Fig. 13). Ist z ein Punkt auBerhalb dieses Kreises,
so kann P (2) fir diesen Punkt nicht konvergieren. Denn es wiirde
sonst einen Kreis (mit dem Radius |z|) geben, in dessen Innern §(2)
konvergiert und dessen Radius > 7 ist.

Ist dagegen z ein Punkt im Innern des Kreises K, so wird $(2)
fiir diesen Punkt konvergieren; denn unter den Kreisen C gibt es
solche, deren Radien beliebig dicht bei # liegen, also auch solche,
die den Punkt z in ihr Inneres aufnehmen. Wir haben damit folgenden
Satz erhalten:

Ist R(z) eine Potenzreihe, so gibt es einen Kreis K mit dem
Méttelpunkt O von der Eigemschaft, daP P(z) konvergiert fiir jeden
Punkt z im Innern des Kreises K, daP dagegen B (2) divergiert fiir
feden Punkt z auferhalb des Kreises K.
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Ob ®(z) fiir die Punkte der Peripherie des Kreises K kon-
vergiert oder divergiert, bleibt unentschieden.

Diesen Kreis K nennen wir den Konvergenzkreis von ‘,B(z), seinen
Radius » den Konvergenzradius von P (z).

In dem ausgeschlossenen Fall, in welchem R (z) nur fiir z=0
konvergiert, wollen wir. sagen, der Konvergenzradius r sei Null, und
entsprechend, der Konvergenzkreis K reduziere sich auf den Nullpunkt.

Ist der Konvergenzradius » (also die obere Grenze der Radien
der Kreise C) unendlich, so bedeckt der Konvergenzkreis K die ganze
komplexe Zahlenebene, und die Potenzreihe §(z) konvergiert dann
fir jeden Wert von 2. Eine solche Potenzreihe nennen wir ,be-
standig” konvergent,

Das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe R (z) besteht nun offen-
bar aus den Punkten, die im Innern des Konvergenzkreises liegen,
zu welchen Punkten eventuell noch diejenigen Punkte der Peripherie
des Konvergenzkreises hinzukommen, in welchen §(z) konvergiert.

Wegen der oben bewiesenen gleichmiBigen Konvergenz einer
Potenzreihe stellt eine Potenzreihe §(z) im Innern ihres Konvergenz-
kreises eine stelige Funkiion vor.

§ 2. Bestimmung des Konvergenzradius.
Nach Cawuchy kann man den Konvergenzradius einer Potenzreihe
(1) RP)=coFciz+c,22+...+c, 2"+ ...
auf folgende Weise aus ihren Koeffizienten bestimmen.
Wir bilden uns die Zahlenfolge

— | J— 4 n—
(2) el Viels Viegls Viedls s Vi,
Alle Glieder dieser Folge sind als reelle nicht-negative Zahlen zu
nehmen.
Unter den Haufungswerten dieser Zahlen ses der grofte I, d. h.

ZZH{/!_E;‘, dann 1st

,_1
T

der Konvergenzradius dev Potenzrethe (1).
Zum Beweise denken wir uns einen beliebig fixierten Wert 2.
Dann ist
Tim V[e, 2" =1]z).
Ist nun
lz|>1,

so ist fiir unendlich viele Indizes »

i/}—c:z-"—[>l, also |¢,2"|>1,



§ 2. Bestimmung des Konvergenzradius. 25

und es findet Divergenz statt, weil lim ¢, 2" nicht Null sein kann;
ist aber

lzl<1,
so ist von einem gewissen 7 ab
&
V|c,a"| <k,

wo % eine zwischen 7|z | und 1 fixierte Zahl bedeutet.
Also ist, wenn C eine geeignete positive Konstante bedeutet,
BEH<LCA+E+R+... +E+...)
woraus die Konvergenz von $(z). folgt.

Der Fall /=0 (d. h.r= oo) tritt dann und nur dann ein, wenn
die Zahlenfolge (2) die einzige Hiufungsstelle 0 besitzt, d. h. wenn

”n
lim Vic,|=0
n=c’
ist.
Die Potenzrethe
cot izt 4 ... Fc, 2" 4.
konvergiert bestindig dann und nur dann, wenn
| (-
lim Vlc,| =0
n=w
18t
Fiir die vorstehenden Sitze wollen wir nun einige Beispiele be-
trachten.

Fir die Potenzreihe
1424244224264,

n — —
ist V[ ¢,| gleich 1 oder 0, je nachdem # ein Quadrat ist oder nicht.

Die Zahlenfolge (2) hat also die -beiden Haufungswerte 0 und 1;
es ist /=1 und r:—%—:l.
Fir die Reihe
22 2"
1tz grt ot Srt.o
ist
1
C” = m .

Wir betrachten nun

(n!)"=[1-n]-[2(n— 1)]-[8(n — 2)][%1]
Unter den # Faktoren der rechten Seite ist keiner kleiner als #.
Denn es ist

a(n—a+1)—n=(a—1)(n—a)=>0
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fir a=1,2,3,...,n Folglich ist
(2 >=n",  nl> V)", 1”/;';_! = Vn

und daher
n 1 1
Vs
Hiernach ist
n n
1 =1 1_
Jim V[c, | = lim Vn_ 0,

und die betrachtete Reihe konvergiert also in der ganzen komplexen
Zahlenebene.
Fiir die Reihe
1fz4 2122l ...
ist
lim Ve, ' = lim Val = co;
folglich { = 0o und r = % = 0. Die Reihe konvergiert also nur fiir
2=0.
Wir erwédhnen schlieBlich noch folgenden hiufig gebrauchten Satz
iiber den Konvergenzkreis:
Stehen die Potenzrethen
BE)=cotcztc, 22+ ... 4 2"+ ..
Bi@=cy +e /24224 " ...
i der Beziehung zueinander, daf von einem gewissen Index ab be-
standsg
lenl < e
ist, so st der Konvergenzkreis vom P (z) mindestens so grof wie der
von B, (2).

Denn fiir jeden Punkt im Innern des Konvergenzkreises von
B, (2) konvergiert §, (z) absolut, folglich auch P (2).

§ 3. Rechnung mit Potenzreihen.

Betrachten wir mehrere Potenzreihen
P.(2), Ba(®)> -, B (2)
so wollen wir den kleinsten unter ihren Konvergenzkreisen als ge-
meinsamen Konvergenzkreis der Reihen bezeichnen. Fiir jeden Punkt
innerhalb dieses Kreises konvergieren simtliche Reihen, und zwar
absolut; fiir jeden Punkt auBerhalb dieses Kreises divergiert wenigstens
eine der Reihen.

Durch formale Addition zweier Potenzreihen
B@=c Pzt W
P, (2) = c82)+c(12)z+ —|—c("2)z" -+ ...
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entsteht die neue Potenzreihe
1) B, (2) + B, (2) = (el 4= @) - (0 - @)z ...
4 (D e
Diese konvergiert fiir jedes z, fiir welches sowohl P, (2) wie B, (z)
konvergiert. Das gleiche gilt offenbar von der Differenz

(2) B (2) — B (2) = () — o) + (40 — )z + ..
4 (e — @) L

Wenn wir ferner das Produkt der beiden Reihen P, (2) und

B, (2) bilden:

(3) B, (2) By (2) = W e 4 (e @ 4 @ W)z + ...,

so ist die hierdurch erhaltene neue Potenzreihe (absolut) konvergent
fir jedes z, fiir welches $,(2) und %, (z) absolut konvergieren, und
die Summe dieser neuen Potenzreihe ist dann das Produkt aus den
Summen der Reihen %, (z) und g, (z).

Durch wiederholte Anwendung dieser Bemerkungen erhalten wir
folgenden Satz:

Es bedeute G (B, (2), B, (2), .., B, (2)) eine ganze rationale Funk-
tion der Potenzrethen P, (z), Py (2)s ..., B, (2), also einen Ausdruck,
der durch ausschliefliche Anwendung der Operationem der Addition,
Subtraktion und Muliiplikation aus diesen Reihen zusammengesetzt ist.
Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (1), (2) und (3) lap:
sich dann diese ganze Funklion wieder in die Form einer Potenzrethe
bringen. Die auf diese Weise entstehende Reihe P (z) konvergiert ab-
solut fiir jedes z im Innern des gemeinsamen Konvergenzkreises der
Reihen B, (2), B, (2), --., B, (2), und fiir jedes solche z besteht die
Gleichung

G(S‘Bl(z)’ S'Bg(z): sy SBk(z))=2B(z),
in welcher unter B, (2), By (2), --.» B, (2) und B(2) dic Summen der
Rethen fiir den betreffenden Wert von z zu verstehen sind.

Wir gehen nun zur Betrachtung der Diwvision der Potenzreihen

iiber und wollen zunichst den Quotienten

1
(4) l—ez2—cy2—cy2®— ...
ins Auge fassen, wobei wir annehmen, daB die Potenzreihe im Nenner
einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt. Dann ist der
grofite Hiufungswert [ der Zahlenfolge

—— | JE— | Jp—
leils Vial, Viel - Vied -
endlich, und es liegen daher diese Zahlen unterhalb einer geeignet ge-

wihlten positiven Zahl. Verstehen wir unter g eine derartige Zahl
so ist fiir jeden Index

®) leu] < ¢
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Dies vorausgeschickt, bestimmen wir die Potenzreihe
(6) E}(z):l—{—klz+k2z2—l—k3zs+...—§—knz"—i~...
so, daB formal?)
() M—cqz—ca®—ca®—..) (1 FRr Ry R ) =1
wird. Wenn wir nach (3) das Produkt ausfithren, so kommt
14 (ky—c)) a4 (ky—cy by — ¢g) 2 4 (ky — c by — ok, — c)P+ .. .=1,
und diese Gleichung ist formal befriedigt, wenn
ky=c;, ky=ck +c, k= €y Ry F ey +cy, ..
genommen wird.
Nun findet man nach (5) sukzessive:
Ik ] <g !kaf§.?01|lkll+ | < g+ g =2¢g,
Ry e llby 1o Tk 4oy <28 468+ g =4g%, ...
Allgemein ist
(8) EARS-LaT &
In der Tat, nimmt man dies bis zu einem gewissen Index # hin
als bewiesen an, so folgt

fkn+1|ziclkn+02kn—1+---+0n+1|
Sleyllka] 4 C?’!k"—l|+"'+lcn+l|

und also
[Bayr| < gron—lgnfg®on—2gn=tf | p gntiy gnit
=gTA+14+242%4 ... 4 2-1) = gntl. 95
Die Ungleichung (8) gilt also allgemein, weil sie fiir # — 1 gilt.
Aus dieser Vergleichung folgt, daB die Potenzreihe (6) eine
Minorante von )
14+gz+2'g%224-22g328 4 . L on-1gngn
ist. Die letztere Reihe konvergiert aber absolut, solange
1
2¢
ist; unter derselben Bedingung konvergiert daher auch die Reihe (6)
absolut. Also folgt:

Fiir alle Punkte z im Innern des Kreises mit dem Mittelpunkt 0

\z|<

und dem Radius % gilt die Gleschung

\ 1 -2 :
(9) 1—512—5222—0328—...=1+k1z+k22 +ksz3+“.
Im Innern dieses Kreises konvergiert nimlich die Reihe auf der
rechten Seite, wie eben gezeigt wurde. Aber auch die Reihe

Y) D. h. wenn wir mit den Potenzreihen nach denselben Rechenregeln
wie mit endlichen Summen rechnen (A, d. H.).
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1—c,2—cy2% —cy;2° — ... konvergiert in jenem Kreise; denn der

Konvergenzradius » = —i_ dieser Reihe ist, wegen ! < g, nicht kleiner

als % und um so mehr groBer als gl'é; Hierdurch gewinnt die formal

gebildete Gleichung (7) eine Bedeutung. Fir |z| < 2ig ist ferner

M —cz—c22— ... [ =1 —|c,z| —|eg2®| — ...
1 1
>1———2——2—§—...=0,
also der Nenner in (9) von Null verschieden. Daher folgt (9) aus (7).
Sei jetzt

Pl)=ayta,z+4 a2+ ...
eine Potenzreihe, deren erster Koeffizient @, von Null verschieden
ist und die iiberdies einen nicht verschwindenden Konvergenzradius
besitzt. Dann kénnen wir setzen

B@)=ay(1 —cy2—0,2" —2° —..),
wo
2 . @y . a3
Cl_——fa;, CQ— _a;) 03_“‘_;0,

ist. Es wird dann nach dem vorigen Satze

1 1 1 1, & ky

‘.]3(z)= 0' l—ciz—c,22—cy28—..

fiir diejenigen Werte von z, deren absoluter Betrag kleiner als eine

geeignet gewihlte positive Zahl —21_g ist. Fiir g darf man irgendeine

positive Zahl nehmen, die groBer ist als jede Zahl der Reihe

3 n
a, a,
) ’ D R -

Wenn also §(z) nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt und
fiir z =0 nicht Null ist, so gibt es eine andere Potenzreihe 0 (z) mit
ebenfalls nicht verschwindendem Konvergenzradius, so beschaffen, daB
in einem geeignet gewahlten Kreise mit dem Mittelpunkte Null % (z)
und £ (z) beide konvergieren und in der Beziehung

1
i — 00

%
%

&
) e

% @y %

zueinander stehen.

Hieraus folgern wir nun sofort:
Eine gebrochene rationale Funktion der Potenzrethen

B, (2), B (@) oo B, (2)

18t In eimem wicht verschwindendem Kreise wieder als Potenzreihe dar-
stellbar, wenn die Potenzrethen P, (z), B,(2), ..., B, (2) nicht ver-
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schwindende Konvergenzradien besiizen und der Nemner der vationalen
Funktion fiir z =0 nicht Null ist.

§ 4. Prinzip der Koeffizientenvergleichung.

Dieses Prinzip beruht auf folgendem Satze:

Es sei B (z) eine Polenzreshe, die wicht ,identisch Null“ ist, das soll
heiBen, deren Koeffizienten nicht sémitlich Null sind. Der Konvergenzradius
der Potenzreshe sei nicht Null. Dann kann man stels eine Umgebung o
der Stelle z = 0 bestimmen, innerhalb deven B (2), aufer etwa fir z =0,
nirgends verschwindet.

Sei ¢, der erste nicht verschwindende Koeffizient der Potenz-
reihe P(2), so ist

Ble) =240y + i1 2+ ppa?® + ) =2 B (2),
wo P, (z) zur Abkiirzung steht.

Die Potenzreihe §, (z) hat denselben Konvergenzkreis wie §(z).

Da eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzkreises eine stetige
Funktion ist, so konnen wir eine Umgebung 6 des Nullpunktes be-
stimmen, innerhalb welcher %, (2) von ®,(0)=¢, um eine GréBe
verschieden ist, deren absoluter Betrag kleiner als |¢,| ist. In dieser
Umgebung ist

B, @) = (B ) — B, O)+ 6 =] — B, (0) — B, (O] > 0.
In der betrachteten Umgebung kann also §(z) nur fiir z=0 Null
sein, und zwar ist dieses der Fall oder nicht, je nachdem % > O oder
k=0 ist.

Der soeben bewiesene Satz 1aBt sich offenbar auch so aus-
sprechen:

Diejenigen Werte wvon z, fiir welche eine Potenzreihe P (z) ver-
schwindet, also die sogenammien ,,Nullstellen” von P(z), konnen nicht
die Grenzstelle 2 = 0 besitzen.

Hieraus folgt nun weiter, daB zwei Potenzreihen miteinander
identisch sein miissen, wenn fiir unendlich viele Werte von z, welche
die Haufungsstelle z — O besitzen, die beiden Potenzreihen konver-
gieren und denselben Wert haben. Denn die Differenz der beiden
Reihen muB nach dem letzten Satze identisch Null sein. Also:

Aus der Gleichung

CoFcrzFcg+...=c) +c24cy 2?4 ..
darf man
Co==Co> Ca=20s Cu=20 ...
schlieBen, wenn die beiden Seiten der Gleichung nicht verschwindende
Konvergenzradien besitzen und die Gleichung fir unendlich viele Werte
von z mit der Haufungsstelle z =0 gill.
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§ b. Ausdehnung der erhaltenen Sitze.

Die bisherigen Resultate sind unmittelbar zu ibertragen auf
Potenzreihen von der Gestalt

(1) B@Ea)=c,+cz—a)tcgiz—aP®—+...+c,(z—a)+....
Setzt man bei einer solchen Potenzreihe

z—a=1{,

Bzla) =cy+c,C+ P4 4, 0"+ ...,
also eine nach Potenzen von ( fortschreitende Reihe. Ist » der Kon-
vergenzradius der letzteren, so konvergiert oder divergiert die Reihe (1),
je nachdem

so wird

|i=|z—a|<r oder >vr
ist. Die Punktez, fiir welche |z — a| < 7 ist, erfiillen das Innere des
Kreises, der den Mittelpunkt ¢ und den Radius 7 besitzt. Also:

Zu jeder Potemzreihe P (z/a) gehort ein Kreis mit dem Mittel-
punkt a, innerhalbd dessen die Reihe konvergiert, auperhald dessen die
Reihe divergiert.

Dieser Kreis heiBt- der Konwzrgenzkreis, sein Radius der Kon-
vergenzradius der Reihe P (z/a).

Betrachten wir einen Kreis, der den Mittelpunkt 4 hat und dessen
Radius (um beliebig wenig) kleiner ist als der Konvergenzradius so
konvergiert P (z/a) fiir alle Punkte dieses Kreises absolut und gleich-
mafig.

Die Summe der Potenzreihe §(z/a) stellt daher insbesondere im
Innern des Konvergenzkreises eine stetige Funktion von z dar.

Eine rationale Funktion von mehreren Potenzreihen P, (z/a), ...,
B, (2/a) ist in einem wicht verschwindenden Kreise mit dem Miitel-
punkt a wieder in der Form einer Potenzreihe P (z/a) darstellbar, wenn
die Potenzreihen B, (z[a), ..., B, (z]a) wicht verschwindende Konvergenz-
radien besitzen. und der Nenner der vationalen Funktion fir z = a nichi
verschwindet.

Entsprechendes wie fiir die Potenzreihen $ (z/a) gilt auch fiir die
Reihen der Gestalt

(2) Pz/oo) =co+ 2424 ..+ 24
Diese konvergieren oder divergieren, je nachdem
>7, di |z[>- oder |z]<—

1 1
’;—!<r oder ?

ist, unter  den Konvergenzradius von cg ¢, 2 4 ¢, 2 + ... 4 ¢, 2" 4 ...
verstanden. Eine Reihe von der Gestalt (2) konvergiert oder diver-
giert also, je nachdem der Punkt z auBerhalb oder innerhalb eines
gewissen Kreises mit dem Mittelpunkt O liegt.
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Die Ausnahmestellung des Punktes co verschwindet, wenn wir
die komplexen Zahlen durch die Punkte einer Kugel darstellen. Es
gilt dann, gleichgiiltig ob & endlich oder oo ist, der Satz:

Jeder Potenzrethe P (2[a) entspricht auf der Kugel ein Kreis,
welcher die Kugel in zwei Gebiete zerlegt von folgender Beschaffenheit:
Im Innern desjenigen Gebietes, tn welchem der Punkt a liegt, kon-
vergiert P (z[a), im Innern des anderen Gebietes divergiert B(z[a).

Der wesentliche Inhalt des vorigen Paragraphen iibertragt sich
auf die Potenzreihen P(z/a), wo a endlich oder oo sein darf, in
dieser Form:

Wenn die Koeffizienten einer Potenzreihe B (z|a) nicht samitlich
verschwinden, so kann man um den Punkt a eine Umgebung so ab-
grenzen, daf innerhalb derselben P (z|a), aufer ewa fiiy 2= a, nirgends
verschwindet.

§ 6. Die Umbildungen einer Potenzreihe.

Wir betrachten eine Potenzreihe

(1) Pila)y=cy+c(z—a)+c,z—a)P+ ...,
deren Konvergenzradius 7 nicht verschwindet.
Es sei b ein Punkt im Innern des Konvergenz-
kreises von P (z/a) (Fig. 14). Wir kénnen dann
z2—a=0—a)+@E—0)=04¢
setzen, wo 0 und { Abkiirzungen fiir b —aqund z — b
resp. sind.
Die Potenzreihe P (z/a) nimmt dadurch die Ge-
stalt an:
(2 B@la)=co+c,(0+C)Fcg(@+ P+ g6+ + ...
= ot [ey 8 4 ¢, 14 [0 8 + 26, 8L + ¢, 7]
+ [cg 8° + 803 02 4 8¢, 682 + ¢, 314 ... .
Wir fragen jetzt: diirfen wir hier auf der rechten Seite nach
Potenzen von { =z — b anordnen?

Fig. 14.

Das ist jedenfalls dann erlaubt, wenn die Reihe der absoluten
Betrage

3) ool +lend]+ e El+1eg0® |+ | 26,08+ [y ..
konvergiert. Eine Reihe aus lauter nicht negativen reellen Gliedern
konvergiert aber, sobald sie bei irgendeiner beliebigen Anordnung der

Glieder konvergiert. Daher konvergiert die Reihe (3), wenn die
folgende Reihe

(4) feo!Flea (18] 1ED +Teal (8] F+1E1 + gl (18] + L]+
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konvergiert. Die letztere Reihe ist nichts anderes, als die Reihe der
absoluten Betrige von $(z/a), wenn|z —a[durch ||+ [(] ersetat
wird. Die Reihe (4) konvergiert also, falls
8141cl<r, dh |z—b|<r—|b—a]

ist. Diese Bedingung ist fiir jeden Punkt 2z erfiillt, der im Innern
desjenigen Kreises liegt, dessen Mitteipunkt 4 ist und der den Kon-
vergenzkreis von % (z/a) von innen beriihrt (Fig. 15). Liegt also z im
Innern dieses Kreises, so diirffen wir die rechte Seite in der Glei-
chung (2) nach Potenzen von { = (z — b) anordnen.

Wir wollen nun folgende Terminologie einfiihren:

Setzt man in einer Potenzreihe § (z/4) an Stelle von z — a iiberall
(b — a) 4 (2 — b), entwickelt sodann jedes Glied der Potenzreihe nach
Potenzen von (z — b) und ordnet schlieBlich die ganze Reihe nach
den Potenzen von (z — b) an, so soll die dadurch erhaltene Potenz-
reihe B, (2/b) eine , Umbildung der Reihe P (z/a) heiBen.

Es gilt dann der Satz:

Die Umbildung B, (z/0)
konvergiert sicher im Innern
desjenigen Kreises, der den
Mittelpunkt b hat und den
Konvergenzkreis der Reihe
P (z/a) wvom inmen berithrt.
Innerhalb des genannten Krei-
ses besteht iberall die Gleichung

B (z/a) = B, (s/b)-
Ein entsprechender Satz gilt fiir die Potenzreihen R (z/00).
Es sei

(5) Befoo) =t B+ Fmt
konvergent auberhalb des Kreises |z| =7 und b ein Punkt auBerhalb

dieses Kreises (Fig. 16).

Wir setzen
wo ( zur Abkiirzung fiir 5 — 2z steht.

Dann kommt
6 = G % L BTSN
( ) %(Z/OO) Co+b_c+(b_c)2+(b_c)a+
Solange nun [{| < |b|, d. h., solange z in dem Kreise liegt,

der b als Mittelpunkt hat und durch den Nullpunkt hindurchgeht, ist

1 1 ;& &
vt sttt

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 3
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und nach den Sitzen des § 3 auch

1 1 2¢

@—_-55:7)3-}—?—'—...
1

(b C b3+b4+

Daher ist dann
(M) Blloo) = o+ o (k4 St )b ea (Gt +

Hier diirfen wir nun nach Potenzen von { anordnen, wenn

i lal (gl + ) Hlal (G 5]+ )+

b

d. h. wenn
1 1
Lol el —ygr 1o qer=reE T
konvergiert. Dies ist der Fall, wenn
o] —|¢l>r, dh |b—z|<|b|—7
ist, wenn also z in demjenigen Kreise mit dem Mittelpunkt & liegt,
der den Kreis |z| =7 von auben beriihrt.
Innerhalb dieses Kreises ist also
(8) B (z/00) = B, (2/0),
wo %, (z/b) diejenige Potenzreihe ist, die durch Anordnung der rechten
Seite der Glelchung(7) nach Potenzen von { = b — z entsteht. Diese

Potenzreihe nennen wir die , Umbildung der Reihe P (z/oo) fiir den
Punkt b.

§ 7. Die Ableitungen einer Potenzreihe.

Betrachten wir den Koeffizienten von (=2z—"5 in der Umbil-
dung B, (z/b) der Potenzreihe

(1) B(z/a )—co—Q—cl(b——a—{—C)+ce(l?—a—}—é')"—{—...—|—cﬂ(b—a+4‘)"—]—...,
so ist derselbe
¢, +2c,(0 —a)+8c,(b—aP+...Fnc,(b—a)yt+....
Wir wissen, daB diese Reihe fiir jeden Punkt 5, der im Innern des
Konvergenzkreises von $(z/a) liegt, konvergiert. Mit anderen Worten:
Die Reihe
(2) ¢, +2c(F—a)+38cz—a?+...fnc,(z—apt+4...
hat einen Konvergenzradius 7/, der mindestens so grof3 ist, wie der
Konvergenzradius 7 von P(z/a), also

Yy =>v.
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Vergleichen wir nun die beiden Reihen
co toz—a)+cz—aP+4...4+c,(z—a)+...,
o+ z—a)+2c,@&—alP+...fnc,(z—a)+ ...,
so ist # der Konvergenzradius der ersten, 7’ der Konvergenzradius
der zweiten. Da aber |c, | < |nc,|(n=1,2,..), so ist der Kon-
vergenzradius der ersten mindestens o groB wie der der zweiten, also
r=>7.

Folglich ist #' = . Die Reihe (2) bezeichnen wir mit $’(z/a) und
nennen sie die ,abgelestete* Reihe von P(z/a).

Es gilt also der Satz:

Die abgeleitete Reihe
B (z/a) =c, +2¢c,(z—a)+ 8c3(z —a?+ ... +nc,(z—ay1+4...
hat denselben Konvergenzkreis wie die urspriingliche Reihe

B(zla) =co+c,;(z—a)+ oz —a)+-..+c (z—a) +....

Die Potenzreihen

B(z/a), B'(z[a), B"(z/a), B"(z[a), ...,

von denen jede die abgeleitete Reihe der vorhergehenden Reihe ist,
haben also samtlich denselben Konvergenzkreis wie $R(z/a) selbst.
Wir nennen R® (z/a) die nte abgeleitete Reike von P(z[a), wobei wir,
um diesen Begriff auch fiir den Fall # = 0 anwendbar zu machen,
unter der Q" abgeleiteten Reihe $0(z/a) die urspriingliche Reihe
% (z/a) selbst verstehen wollen.

Wenn wir in der Gleichung (1) auf der rechten Seite nach Po-
tenzen von { = z — b anordnen, so ergibt sich als Darstelluing der
Umbildung %, (z/b) von P(z/a), wie man leicht erkennt:

(8) B(a/a)— Py (2/) — B0 /a)+ B (5Ja)z—b) ..+ ¥(]a) =4
Diese Entwicklung ist, wie wir wissen, sicher giiltig im Innern
des Kreises mit dem Mittelpunkt b, der den Konvergenzkreis von
B (z/a) von innen beriihrt.
Setzen wir z=15b -4, so folgt aus (3) fiir alle Werte von #,
deren absoluter Betrag eine gewisse GroBe nicht tiberschreitet,

'2) — a , n—1
‘B(b+h/})‘ $ (b/a) =513(b/a)—§—...+‘B‘”)(b/a)hn—!—|—--~-

Da nun die Potenzreihe rechter Hand eine stetige Funktion von 4
ist, so kommt
. B®+h/a)— B(bja)
Die Potenzreihe $(z/a) definiert also im Innern ihres Konvergenz-
kreises eine stetige Funktion von z, welche differentiierbar ist, und
3*
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zwar ist der Wert der abgeleiteten Reihe ’(z/a) immer der Differential-
quotient von P(z/a). Der Begriff des Differentialquotienten einer fiir
ein gewisses Gebiet 2 der Variablen z betrachteten Funktion f(z) ist
dabei so aufzufassen:

Ist 2 ein bestimmter Wert der Variablen, dargestellt durch einen
bestimmten Punkt des Punktsystems 2, so betrachte man den Quo-
tienten

f@)=1@
z—z
wo z, einen von z verschiedenen und verdnderlich gedachten Punkt

des Systems % bezeichnet.
Gibt es nun einen endlichen bestimmten Wert f’, von der Art, daB
f)—f@ f
2y —Z

absolut genommen kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene
positive Zahl ¢ ist, sobald 2z, einer geeignet gewihlten Umgebung des
Punktes z angehort, so driicken wir diese Tatsache durch die Gleichung

lim f(Z,) - f(z) — f’

nes 17
aus, nennen f(z) fiir den betrachteten Wert z im Gebiete X differen-
titerbar und bezeichnen f’ als den Differentialquotienten von f(z) fir
den betrachteten Wert z. Es ist f/ von 2z abhingig und also im Gebiete
2 wieder eine Funktion von z. Der Differentialquotient dieser Funk-
tion, wenn er existiert, heiBt der zweite Differentialguotient von f(z) usf.
Die Ableitung $’(z/a) von $P(z/a) ist ihrerseits im Konvergenzkreis
von P (z/a) differentiierbar und hat als Differentialquotienten " (z/a)
usf. Die Potenzreihe §(z/a) definiert also im Innern ihres Konvergenz-
kreises eine Funktion von z, welche Differentialquotienten aller Ord-
nungen besitzt.

§ 8. Unmittelbare Fortsetzungen einer Potenzreihe.

Die Konvergenzkreise zweier Potenzreihen $(z/a) und ,(z/a,)
mogen ineinandergreifen; S sei das ihnen gemeinsame Stiick und b
ein Punkt innerhalb S (Fig. 17).
Wenn nun die Gleichung
B(z/a) = B,(2/ay)
fiir unendlich viele Punkte innerhalb S gilt, die
dort die Haufungsstelle b haben, so gilt dieselbe
Gleichung fiirjeden beliebigen Punkt c innerhalb S.
Aus der Voraussetzung folgt, daB die Um-
bildungen von $P(z/a) und P,(z/a,) fir den
Punkt b identisch sind. Denn diese Umbildungen



§ 9. Ein Hilfssatz iiber Potenzreihen. 37

sind Potenzreihen von (z — b), die fiir unendlich viele Werte in be-
liebiger Nahe von & einander gleich sind. Fiir diejenigen Punkte der
geradlinigen Strecke bc¢, welche ins Innere des Konvergenzkreises
jener gemeinsamen Umbildung von $(z/a) und P, (z/a,) fallen, besitzen
die letzteren Potenzreihen immer den gleichen Wert. Auf der Strecke
be gibt es also Punkte p von der Beschaffenheit, daB $§ (z/a) = B, (z/a,)
fir jeden Punkt der Strecke b gilt. Wir betrachten die Entfernungen
dieser Punkte $ von dem Punkte 4. Es sei bg die obere Schranke
dieser Entfernungen (Fig. 18). Wir behaupten: der Punkt ¢ fillt mit ¢
zusammen. Denn in einem geniigend kleinen um ¢ beschriebenen
Kreise gilt B(z/a) = B, (z/a,), weil diese

Gleichung fiir alle Punkte der Strecke bg ; C'_ \
gilt. Wenn nun ¢ von ¢ verschieden b P \_‘f/
wire, so wiirde hiernach die Gleichung Fig. 18,

P (2/a) = B, (z/a,) auch noch fijr ein Stiick

der Verlingerung der Strecke bq iber ¢ hinaus gelten, was der Be-
deutung des Punktes ¢ widerspricht. Da ¢ mit ¢ zusammenfillt, so gilt
P (z/a) = B, (z/a,) auch fir z=¢, w.z b. w.

Stehen zwei Potenzreihen in der eben betrachteten Beziehung
zueinander, haben also ihre Konvergenzkreise ein Stlick gemeinsam
und besitzen die Reihen innerhalb dieses Stlickes {iberall denselben
Wert, so heiBt jede der Reihen eine ,unmitielbare Forisetzung” der
andern.

§ 9. Ein Hilfssatz iiber Potenzreihen.

Sind a,, 4,, 4_,, a,, a_,, ... komplexe Zahlen, so wollen wir unter
dem Zeichen

n=+w
(1) a,
die Summe der beiden Reihen
ag+a,+ay+ag+ ...
(2) !

{ a,‘+a_gt+a_g+...

verstehen. Nur wenn diese beiden Reihen konvergent sind, stellt
also das Symbol (1) eine bestimmte komplexe Zahl, namlich die
Summe der beiden Limites

lim(ay +a, +a,+...+a,), lLm(a_,+a_y+...a_,)

vor. Die Summe dieser beiden Limites konnen wir auch durch

k=n
lim  a,
m=w k=-m
n=0o
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andeuten. Nach diesen Festsetzungen wollen wir nun eine Summe
der Gestalt

n=-+4+w

(3) Pl = S,

n=—ak
betrachten. Fiir einen bestimmten Wert von z besitzt P(z) einen
bestimmten endlichen Wert, wenn fiir das betreffende 2z die beiden
Potenzreihen

Pl2)=co+ 2+ 22+ ...,
B3 = =i

Z
beide zugleich kanvergieren. Die Reihe (z) konvergiert im Innern eines
Kreises |z| =7, die Reihe $,(z) auBerhalb eines Kreises |z|=17,.
Offenbar haben die beiden Konvergenzgebiete von $(z) und %P, (2)
nur dann ein Stiick gemein, wenn 7 >, ist. Und zwar ist dieses
gemeinsame Stiick ein Kreisring. Diesen nennen wir den Konvergenz-

ring von P(z). Da sowohl R(z) wie B, (%)_im Innern dieses Kreis-

ringes stetige Funktionen von z vorstellen, so gilt gleiches fiir

P() =B+, (})-
Eine Summe der Gestalt P (z) wollen wir eine Laurentsche Reihe
nennen. Eine gewodhnliche Potenzreihe konnen wir offenbar als eine
Laurentsche Reihe ansehen, in welcher die Ko-
effizienten ¢_,, ¢_,, ... simtlich Null sind.
Es sei nun p der Radius eines Kreises mit
dem Mittelpunkte O, dessen Peripherie ganz im
Innern des Konvergenzringes von P(z) verlduft
(also 7, < o < 7) (Fig. 19).
Lings der Peripherie dieses Kreises ist P(z)
und folglich auch der absolute Betrag | P (z)| von
P(z) eine stetige Funktion. Folglich besitzt | P(z)| auf der Kreis-
peripherie ein endliches Maximum, so daB fiir jeden Punkt z der Kreis-
peripherie
(4) |P(2)| <M
ist, unter M eine endliche nicht negative Zahl verstanden. Es besteht
nun der ebenso merkwiirdige wiz wichlige Satz, daf fiir jeden Index n
die Ungleichung
(5) cal- " <M
gilt, wenn lings der Kreisperipherie |z| = o die Ungleichung (4) er-
falit st
Wir beweisen diesen Satz zunichst fiir den Index # =01).

) Einen anderen Beweis siehe 5. Kap., § 7.
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Da die Reihen $(z) und ‘Bl( ) langs der Peripherie des Kreises

lz| =g gleichmiBig konvergieren, so konnen wir s und # so be-
stimmen, daB in der Gleichung

(6) P(z)= YczkF+ 0

der Wert von § der Ungleichung

(M |0 <e

geniigt fiir jeden Wert von z, dessen abscluter Betrag gleich o ist.

Dabei bedeutet, wie gewéhnlich, ¢ eine beliebig klein gewihlte posi-
tive Zahl. Es ist dann

(8) f()—fo+26kz"~ (2) =
k=—m

fir alle diese Werte z absolut kleiner als M -} ¢, also

(9) |fz)| < M +e.

Das Komma an dem Summenzeichen in (8) soll andeuten, daB bei
der Summation iiber 2 der Wert 2 = 0 auszuschlieBen ist. Wir wahlen
etzt irgendeine Zahl £ vom absoluten Betrage 1, die jedoch so be-
schaffen sein soll, daB keine ganzzahlige positive und negative Potenz
von & gleich 1 wird. (Die Existenz derartiger Zahlen & wollen wir
nachher nachweisen.) Sei dann s eine positive ganze Zahl und

2o=0, 2, =£&0, z,=~&%9 ..., z_,=2~§819,
so sind dies s Punkte auf dem Kreise ]zl =g, und wir finden leicht
2+l +. ..+ (25— 1 X gks_q
(10) f(o) f(l)s f( 1):co_|__s_2lc Qk__?_.
—m &°—1
Nun ist

‘IZ’Cw"E s

ﬂ’k—l}qslkw )=2-2,

Al
WO
" k
l= y| CRO I
2 | #-1]

von s unabhingig ist, Hieraus und aus (10) folgt

]cojg[f(%)‘“f(z‘)'j"Hf(z‘“iﬂ+2—;<M-{-s—}—z—:

Da wir s beliebig groB und ¢ beliebig klein annehmen diirfen,
so folgt schlieBlich

(11) [l S M.
Betrachten wir jetzt

+o
z7*P(2) = ¢, 2",

k=~
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so ist in dieser Reihe ¢, das von z freie Glied. Ferner ist lings des
Kreises |z|=¢
'z P(2)| < 0" M.
Folglich gilt nach (11)
“Cn[ —g Q_nM’

woraus die zu beweisende Ungleichung (5) unmittelbar folgt.

Es eriibrigt noch die Existenz von Zahlen & nachzuweisen, deren
absoluter Betrag gleich 1 ist, ohne daB irgendeine Potenz von & mit
ganzzahligem positiven Exponenten den Wert 1 besitzt.

Eine solche ist z. B. die Zahl & = :—}_:
Wire namlich £ =1, so folgte

(2—apr=0241i=(2—i+ 2= (20" 4+ n(2 — ) (21 4...

und hieraus
(24)" = (2 — 1)(4 + Bji),
wo A und B ganze Zahlen bedeuten. Nimmt man die Quadrate der
absoluten Betrige der beiden Seiten, so ergibt sich
4" =5(4% 4 B?),

eine Gleichung, die einen Widerspruch involviert

3. Kapitel.
Der Begriff der analytischen Funktion.

§ 1. Monogene Systeme von Potenzreihen.

Es sei % (z/a) eine Potenzreihe
otz —a)tcy(z—a)+ ...
mit nicht verschwindendem Konvergenzradius. Dieselbe besitzt un-
endlich viele unmittelbare Fortsetzungen. Diese haben ihrerseits wieder
unmittelbare Fortsetzungen usf.

Alle auf diese Weise entstehenden Potenzreihen nennen wir
wFortsetzungen« der Potenzreihe P(z/a), so daB also P(z/d) eine
Fortsetzung von % (z/a) heiBt, wenn entweder P (z/b) in frilherem
Sinne eine unmittelbare Fortsetzung von %P (z/a) oder das Endglied
einer Reihe

R(z/a), B(zla"), B(]a”), ..., B(z[aV), PB(2/b)
ist, in welcher jedes Glied eine unmittelbare Fortsetzung des vorher-
gehenden ist.

Nach den Sitzen, die wir frither kennen lernten, kénnen wir den
Begriff der Fortsetzung auch so fassen:

Jede aus einer Potenzreihe B (z/a) durch eine oder mehrere Um-
bildungen entstehende Potenzreihe heift eine Forisetzung von P (z[a).
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Ferner leuchtet unmittelbar ein, daB die Reihe §(z/a) Fortsetzung
von P (z[b) ist, wenn letztere Reihe Fortsetzung der ersteren ist.

Ein solches unendliches System von Potenzreihen, welches aus
einer Reihe P (z/a) und allen ihren Fortsetzungen besteht, nennen
wir ein ,monogenes System von Potenzrethens.

Wir behaupten, daB jede beliebige in einem solchen System
enthaltene Potenzreihe als erzeugende Reihe angesehen werden
kann, daB also die Reihe P (z/a) keine ausgezeichnete Stellung in
dem System einnimmt. Diese Behauptung 148t sich offenbar auch so
aussprechen: Jede Potenzrethe des Systems ist eine Forisetzumg feder
anderen.

Sind ndmlich B (z/5) und P (z/c) irgend zwei Potenzreihen des aus
der Reihe P (z/a) erzeugten Systems, so ist $(z/c) eine Fortsetzung
von $R(2/a) und P(z/a) eine Fortsetzung von P(z/b). Folglich ist
auch $(z/c) eine Fortsetzung von $(z/b), w.z. b.w.

Wir bemerken schlieBlich noch, dal wir in ein uns vorliegendes
monogenes System von Potenzreihen auch jede Potenzreihe P (z/oc0)
aufnehmen, von welcher eine Fortsetzung in dem Systeme vorkommt..
Dabei ist unter einer Fortsetzung einer Reihe P (z/occ) jede Reihe zu
verstehen, die aus P (z/o0) durch eine oder mehrere Umbildungen
hervorgeht. — Aus. vorstehendem ergibt sich der evidente Satz:

Ein System von Potenzrethen bildet ein monogenes System, wenn

1. jede Potenzreshe des Systems eine Foriselzung feder andern
ist, und

2. jede Umbildung einer Potenzreihe des Systems ebenfalls zum
System gehort.

§ 2. Definition der analytischen Funktion.

Jedes monogene System von Potenzreihen definiert eine bestimmte
Funktion f(z) der komplexen Variablen z. Ist z, irgendein Wert
von z, so betrachten wir die Potenzreihen, deren Konvergenz-
kreis 2z, in sich aufnimmt. Die Werte, welche diese Potenzreihen fiir
z =z, annehmen, ordnen wir dem Werte 2z, zu. Dadurch ist eine
bestimmte Funktion f(z) von z erklirt, die fir z =2, eindeutig oder
mehrdeutsg ist, je nachdem die genannten Potenzreihen fiir 2= z,
alle den namlichen Wert annehmen oder nicht. Offenbar kénnen wir
die Werte dieser Funktion, die einem bestimmten Argumente 2, ent-
sprechen, auch so definieren:

Man betrachte die dem monogenen System angehdrenden Potenz-
reihen B (z]z,). Die konstanien Glieder dieser Potemzreihen sind dann
die Werte der Funktion f(2) fir z = z,.

Diese Definition halten wir auch noch fiir 2, =occ fest Wenn
also dem Systeme von Potenzreihen auch eine oder mehrere Potenz-
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reihen P (z/o0) angehdren, so sollen die konstanten Glieder dieser
Potenzreihen die Werte der Funktion f(z) fiir z =00 sein.

Eine Funktion vom z heift eine analytische Funkiion, wenn sie
in dieser Wetse durch ein monogenes System von Potenzveihen erklirt
werden kann. Jede Reihe dieses Systems heift ein ,,Element der
Funktion f(z).

Hierbei ist nun noch folgendes zu beachten: Liegt uns ein mono-
genes System von Potenzreihen vor, so ist es denkbar, daB ein be-
stimmt fixierter Wert z, von z iiberhaupt nicht in den Konvergenz-
kreis irgendeiner Potenzreihe des Systems hineinfallt. Dann ist die
betreffende Funktion f(z) fiir z = z, nicht definiers.

Die Gesamtheit derjenigen Werte z,, die ins Innere des Kon-
vergenzkreises von Potenzreihen des monogenen Systems fallen und
fiir die also auch dem System angehérende Reihen $(z/z,) existieren,
bezeichnen wir als den ,Stetigkestsbereich* der Funktion f(z). Und
zwar soll jeder Punkt so oft dem Stetigkeitsbereich zugezihlt werden,
als es werschicdene Potenzreihen (z/z)) des monogenen Systems gibt.

Dabei ist der Fall nicht ausgeschlossen, daB zwei verschiedene
Potenzreihen % (z/z,) dasselbe konstante Glied haben, so daf ihnen
ein und derselbe Wert f(z,) entspricht.

Aber man erkennt leicht, daB dieses nur fiir mehrdeutige Funk-
tionen eintreten kann, dafl also folgender Satz gilt:

Ist die amalytische Funktion f(z) durchgehends eindeutig, so ist
jeder Pumkt z, ihres Stetigkeilsbereichs nur einfach zu zihlen; die
Funktion heifit dann schlechthin ,eindeutige Funkiton*.

Angenommen, es wiren P(z/z,) und P, (z/z,) zwei verschie-
dene Funktionselemente von f(z), so wiirden in einer geniigend
kleinen Umgebung der Stelle z, fiir jeden von z, verschiedenen Punkt z,
die beiden Potenzreihen verschiedene Werte besitzen und daher f(z)
fir jeden solchen Punkt z, mindestens zweideutig sein, entgegen der
Annahme.

§ 3. Eindeutige Zweige einer analytischen Funktion.

Betrachten wir irgendein System % von Punkten in der kom-
plexen Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, so kann sich ein be-
liebig fixierter Punkt 4 auf drei Arten gegen die Punktmenge ver-
halten.

Entweder gehéren alle Punkte einer geniigend kleinen Umgebung
des Punktes ¢ der Menge X an.

Oder es gehort kein Punkt einer geniigend kleinen Umgebung
des Punktes g der Menge 2 an.
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Oder endlich es fillt in jede noch so kleine Umgebung des
Punktes ¢ sowohl mindestens ein Punkt, der zur Menge gehort, wie
auch mindestens ein Punkt, der nicht zur Menge gehort.

Im ersten Falle sagen wir, a liege im Innern der Menge X' oder
sei ein ,innerer Punkt von 3; im zweiten Falle, g liege auBerhalb
der Menge 2 oder sei ein ,duferer” Punkt von 2; im dritten Falle
endlich sagen wir, g liege an der Grenmze von X oder sei ein Be-
grenzungspunkt von 3. Ein Punkt g heie ein ,isolierfer Begren-
zungspunkt der Menge X, wenn in einer geniigend kleinen Umgebung
von g der Punkt g der einzige Punkt ist, der nicht zur Menge ' gehort.

Fiir uns sind nun in der Folge solche Punktmengen 3 von Wichtig-
keit, die folgende Eigenschaften haben:

Erstens: alle ihre Punkte sind innere Punkte.

Zweitens: je zwel Punkte 4 und b der Menge lassen sich durch
eine stetige Linie!) miteinander verbinden, deren Punkte samtlich der
Menge angehoren.

Zur Abkiirzung wollen wir jede Punktmenge, welche diese beiden
Eigenschaften hat, eine ,,Domdne 2) nennen.
Betrachten wir z. B. eine geschlossene
knotenlose stetige Linie C, welche die Zahlen-
ebene in zwei Stiicke zerlegt, so werden die
Punkte im Innern eines solchen Stiickes  eine
Domine bilden. Dies gilt auch noch, wenn wir
einzelne Punkte ', ”, ... und Linienstiicke }
im Innern des betreffenden Stlickes ausscheiden
(Fig. 20). Die Begrenzungspunkte einer solchen
Domine sind die Punkte der Linie C, die
Punkte der ausgeschiedenen Linienstiicke / und die ausgeschiedenen
Punkte ', $”,... . Die letzteren sind isolierte Begrenzungspunkte
der Domaine.

1) Unter einer stetigen Kurve in der Ebene der komplexen Variabeln
2=x+41ty versteht man eine Menge von Punkten, deren Koordinaten x, y als
stetige Funktionen

¥=9(), y=v()
einer reellen Variabeln ¢ in einem gegebenen Intervall ¢, <¢< ¢, definiert sind.
Geschlossen heifit die Kurve, wenn

P )=, y () =y ()
ist, einfach oder kmotemlos, wenn filr kein anderes Wertepaar t=/¢, ¢t =¢" die
zugehdrigen Punkte zusammenfallen.

Eine einfach geschlossene stetige Kurve zevlegt die Ebeme stets in zwei Gebiete.
Den Inhalt dieses ,,Jordanschen Kurvensatzes, der eines arithmetischen Be-
weises fihig ist, miissen wir hier als anschaulich gegeben postulieren. (A. d. H.)

%) In der Literatur wird sonst statt ,Domine“ meist ,offenes Gebiet* oder
noffener Bereich“ oder auch schlechthin ,Gebiet“ bzw. ,Bereich“ gesagt. (A.d.H.)
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Endlich wollen wir noch folgende Terminologie beziiglich der
Fortsetzung einer Potenzreihe einfithren. Wenn wir die Fortsetzung $(z/0)
der Potenzreihe $(z/a) dadurch herleiten, daB wir die Potenzreihen

P (zla), B(z/a), Bza"), -, B(zla™), P(z/d)
bilden, von denen jede eine Umbildung der vorhergehenden ist, so
wollen wir sagen, die Fortsetzung von 9 (z/a) sei durch Vermittelung
der Stellen a', a”, ..., a" erfolgt.

Es sei jedem Punkte z einer Domdne D ein bestimmier endlicher
Wert w nach irgendeinem Gesetze zugeordnet, so dap also w als Funk-
tion von z in der Domdne D gegeben ist. Wenn wun die Werte der
Funktion w fiir eine geniigend kleine Umgebung jeder Stelle a der
Doméne D durch eine Potenzrethe P (z[a) darstellbar sind, so sagen
wiy, w Sei rveguldr in D.

Dann kénnen wir folgenden fumdamentalen Satz beweisen :

Es gibt eine analytische Fumktion f(2), so daf fir jedes z von
D die Funktion w(2) einen der Werte von f(2) vorstellt. Wir nennen
w (2) einen in der Domine D eindeutigen Zweig von f(z).

Alles was wir zu beweisen haben, ist, dal die Potenzreihen
P (z/a) und $(z/b), welche in den Umgebungen zweier beliebiger
Punkte ¢ und & der Domine D die Werte von w darstellen, Fort-
setzungen voneinander sind.

Es sei a ein Punkt der Domine D und 7 der Radius des groBten
Kreises mit dem Mittelpunkt @, innerhalb dessen die Werte von w

durch 9 (z/a) darstellbar sind. Ist dann r fiir ge-
eignetes 4 unendlich, so liegt b im Innern des Kreises
(a, 7), und P (2/b) = w (z) ist Umbildung von P (z/a). —
Ist aber # endlich fiir jedes a, so zeigen wir zunichst,
daB 7 eine stetige Funktion von a innerhalb der Do-
miane D ist. Es sei a ein beliebig fixierter Punkt

i der Domine D. Ferner sei ¢’ ein Punkt, dessen

N Entfernung d von a kleiner als % ist (Fig. 21).
Da die Umbildung P (z/a/a’)?) von P (z/a) mindestens in dem Kreise
mit dem Mittelpunkt ¢’ und dem Radius » — d die Werte von w dar-
stellt, so ist ' >7 —d oder » — ¢’ < d, wo ¢’ dieselbe Bedeutung
fir ' hat, wie » fir @. Da aber ¢ im Innern des Konvergenz-
kreises von P (z/a/d’) liegt, so ist auch » >¢"—d oder 7' —r £ d.
Es liegt also #' — 7 zwischen —d und 44, d. h. es ist

lr'—7r|L4d.
Da d beliebig klein genommen werden kann, so ist also in der Tat
v eine stetige Funktion von 4.

1) R (z/a/a’) geht aus P (z/a) hervor, indem z—a durch z—a'— (a—a")
ersetzt und dann die Funktion nach Potenzen von ¢ — a' entwickelt wird. (A.d.H.)
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Seien nun ¢ und b irgend zwei Punkte der Doméine D. Wir
verbinden dieselbe durch eine stetige Kurve, die ganz in D liegt.
Da 7 sich liangs dieser Linie stetig dndert, so besitzt » ein Minimum o,
welches den Wert von ¢ fiir einen gewissen Punkt der Kurve ab
darstellt und daher von Null verschieden ist.

Wir wiahlen nun auf der Kurve ab zwischen ¢ und b die auf-
einanderfolgenden Punkte a,, a,, @3, ..., a,, so daB in der Reihe

aa a,a,...a,b
der Abstand zweier aufeinanderfolgender Punkte < g ist (Fig. 22).
Die Potenzreihen

B(zfa), B(zla), B(zlay), -, B(zla,), B(z/b),
welche in der Umgebung jener Punkte die Werte
der Funktion w darstellen, sind dann so beschaffen,
daB3 jede durch Umbildung der vorhergehenden er-
zeugt werden kann, da der Konvergenzkreis jeder
dieser Reihen den Mittelpunkt des Konvergenzkreises
der nichstfolgenden Reihe in seinem Innern enthilt.
Es ist daher wirklich, wie gezeigt werden sollte, §(2/6) eine Fort-
setzung von P (z/a).

Fig. 22,
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Betrachten wir eine rationale Funktion

) BE) byt byzd. b2

g®  aytazt...+a, e’
deren Zihler vom rte® Grade, deren Nenner vom #nt Grade sei, so
besitzt dieselbe fiir jeden endlichen Wert von 2, fir welchen der
Nenner nicht verschwindet, einen bestimmten endlichen Wert w. Sie
definiert also in der komplexen Zahlenebene, wenn wir die Wurzeln
der Gleichung
(2) ay+az+...+a,2"=0
ausschlieBen, eine eindeutige Funktion von z.

Ohne den Fundamentalsatz der Algebra vorauszusetzen, kann
man einsehen, daB die Gleichung (2) hochstens # Wurzeln besitzt.
Denn ist z=2, eine Wurzel von (2), so ist die linke Seite g(2)
ohne Rest durch (z — z,) teilbar; wirden nun z=2;, 2=2,, ...,
Z=12,4+1 -+ 1 verschiedene Wurzeln von (2) sein, so wiirde die
ganze Funktion g(z) durch die ganze Funktion (n - 1)*r Grades
(z—2)(2 — 2,) ... (2 — 2441) teilbar sein, was widersinnig ist. Man
darf anBerdem voraussetzen, daB keine Wurzel von (2) zugleich Wurzel
von k(z) =0 ist, weil sonst A(z) und g(z) einen gemeinsamen Faktor
hitten. Von dem gréBten gemeinsamen Teiler kann man aber g(2)
und A (z) von vornherein befreit annehmen.
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Betrachten wir nun die ganze Zahlenebene oder lieber gleich
die Zahlenkugel mit Ausschlu® der etwa vorhandenen Nullstellen des
Nenners g(z) und des unendlich fernen Punktes, so haben wir eine
Doméane D vor uns, in welcher w:%% einen eindeutigen Zweig
einer analytischen Funktion vorstellt. Denn ist a ein beliebiger Punkt
der Domine D, so ist

h(2) hla-(z—a) _ PBlz—a)

@ gar@e—a)  Rl—a)’
wo P, (z — a) und R, (z — a) im Endlichen abbrechende Potenzreihen
(namlich ganze rationale Funktionen von z — a) vorstellen, von welchen
die zweite fiir 2 = g nicht Null ist. Folglich ist nach den fritheren
Satzen

(3) w=%$(z—a)
in einer geniigend kleinen Umgebung der Stelle a.
Es ist aber %)l eine eindeutige analytische Funktion von z.

Denn die Potenzreihen (3), welche wechselnden Werten von a ent-
sprechen, bilden ein ,monogenes System“. Dall je zwei der Potenz-
reihen (3) Fortsetzungen voneinander sind, folgt aus dem schon be-
nutzten Satze, nach welchem w einen eindeutigen Zweig einer analyti-
schen Funktion darstellt. Daf3 aber auch, unter §(z/a) eine der Potenz-
reihen (3) verstanden, jede Fortsetzung derselben zu den Potenzreihen (3)
gehort, geht unmittelbar daraus hervor, daB jede Umbildung von B (z/a)
in ihrem Konvergenzkreise den Wert von {71(% darstellt. Durch fort-

gesetzte Umbildungen kommt man also aus dem System derjenigen
Potenzreihen, die —Z% in der Umgebung irgendeines Punktes der
Zahlenkugel darstellen, in der Tat nicht heraus. In dem System
dieser Potenzreihen kommt auch eine dem. Punkte oo entsprechende
Reihe P (z/a) vor, wenn # > 7 ist. Denn dann hat man
1\~

re % (?>+ L (1)n-r_§ <1>

=B(-)-

z

g %(1)“—#...-{—_%.

z
Ist dagegen # < 7, so gibt es eine solche Reihe *,B(%) nicht.

Zusammenfassend kénnen wir sagen:

Eine rationale Funktion % ist eine eindeutige analytische Funk-
tion. Der Stetigkeiisbereich umfaft alle Werte von z wmit Ausschiuf
der Nullstellen des Nemmers g(z) wnd — wenn der Grad des Zdhlers

groBer als der des Nemmers ist — mat Ausschiuff von z == 0o.
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k(@)

Da an den ausgeschlossenen Stellen i )unendhch wird, so kann

kein Funktionselement existieren, welches eine dieser Stellen im
Innern seines Konvergenzkreises enthielte. Die ausgeschlossenen
Stellen bilden also notwendig die Bzgrenzung des Stetigkeits-
bereiches.

Als zweites Beispiel wollen wir eine bestindig konvergierende
Potenzreihe

PE)=co+c 242"+ ...
betrachten. Dieselbe definiert eine eindeutige analytische Funktion,
deren Stetigkeitsbereich durch alle Werte von z mit eventuellem Aus-
schluB des Wertes z = co gebildet wird.

In der Tat ist jede Umbildung P (z/a) von P (z) ebenfalls eine
bestindig konvergierende Reihe, und diese Umbildungen bilden daher
das aus % (z) entspringende monogene System von Potenzreihen.

Wir wollen nun zeigen, daB, abgesehen von dem Falle, wo (2)
sich auf das Anfangsglied c, reduziert, der Punkt co nicht zu dem
Stetigkeitsbereich der durch % (z) definierten Funktion gehort.

Zu diesem Zwecke beweisen wir den Satz:

Wenn die bestindig konvergierende Reihe % (z) sich micht auf ihr
Anfangsglied reduziert, so gibt es in feder moch so kleinen Umgebung
des Punktes 0o mindestens esmen Wert von z, fiir welchen

|B@)|>6

wird, unter G eine beliebig groP vorgeschricbeme positive Zahl ver-
standen.

Wir betrachten eine Umgebung des Punktes oo,
d.h. das AuBere eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0.
Sei ferner G eine beliebig vorgeschriebene positive
Zahl und es werde.angenommen, daB

1B <G
sei, fiir jeden Punkt z in der betrachteten Umgebung Fig. 23.
des Punktes co. Wenn dann r den Radius eines

Kreises mit dem Mittelpunkt 0 bedeutet, dessen Peripherie ganz in
jener Umgebung verlauft (Fig. 23), so ist

A (n=0,1,2,3,...)

nach dem Hilfssatz in § 9 des vorigen Kapitels.

Hieraus folgt
G

n =’n'

|¢
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Da wir nun 7 beliebig groB annehmen konnen, so ist |¢,|, falls
»n > 0, kleiner oder gleich einer beliebig klein zu machenden positiven
Gr6Be und daher

c,=0.
Folglich muB sich dann $(z) auf das erste Glied ¢, reduzieren.

Damit ist offenbar unser Satz bewiesen.

Wenn nun z=co dem Stetigkeitsbereiche der durch $(z) defi-
nierten Funktion angehdren wiirde, so hitte man in einer geniigend
kleinen Umgebung des Punktes co

BE =k 2+ E4

Fiir groBe Werte von z wiirde §(z) wenig von %, verschieden
sein und daher | (2)| unter einer endlichen positiven Zahl bleiben.
Folglich gehért, wie behauptet wurde, z = co nur dann dem Stetig-
keitsbereiche unserer Funktion an, wenn $(z) = ¢, ist und also die
Funktion sich auf eine Konstante reduziert.

Eine analytische Funktion, welche durch eine bestindig konver-
gierende Reihe P (z2) definiert werden kann, nennt man nach Weier-
straf eine ,ganze Funktion“. Wenn die Reihe $(z) abbricht, so ist
die betreffende ganze Funktion ,rafional”, im andern Falle ,trans-
zendent*.

Als letztes Beispiel wollen wir den Quotienten zweier bestindig
konvergierenden Reihen
B, (2)

B (2)

betrachten. Zunichst beweisen wir den folgenden wichtigen Satz:

w =

Die Nullstellen einer bestandig konvergierenden Potenzrethe P (%)
konnen keine tm Endlichen liegende Hdufungsstelle haben.

Betrachten wir niamlich einen beliebigen endlichen Wert z = g,

so ist
B@) =P, (z—a),

wo die rechte Seite die Umbildung von $(z) fiir z=a bedeutet.
Nun wissen wir, daB in einer geniigend kleinen Umgebung von z =a
die Reihe , (z — @) nicht verschwindet, auBer etwa fir z=a. Da-
her ist also z=a keine Hiufungsstelle der Nullstellen von $(2).

Wenn wir nun aus der Zahlenkugel die Nullstellen von % (z),
wenn solche existieren, und den Punkt oo ausscheiden, so entsteht
eine Domine, in welcher w in der Umgebung jeder Stelle als Potenz-
reihe darstellbar ist. Daraus schlieBen wir wieder, daB der Quotient
zweier bestindig konvergierender Potenzreihen eine eindeutige ana-
lytische Funktion darstellt, deren Stetigkeitsbereich die Zahlenkugel
ist mit AusschluB gewisser Punkte. Die letzteren besitzen, wenn sie
in unendlicher Anzahl vorhanden sind, die eine Haufungsstelle oo.
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§ 5. Die Elementarzweige und ihre singuldren Punkte.

Eine einzelne Potenzreihe § (z/a), welche dem monogenen
Systeme angehort, das die analytische Funktion f(z) definiert, be-
zeichneten wir als ein ,,Element“ der Funktion f(z). Im Innern ihres
Konvergenzkreises definiert die Potenzreihe $(z/a) einen eindeutigen
Zweig von f(z); wir wollen einen solchen Zweig einen ,,Elementar-
2weig* nennen.

Betrachten wir einen Punkt s auf dem Konvergenzkreise von
$(z/a)., so gibt es entweder eine Potenzreihe §(z/s) mit nicht ver-
schwindendem Konvergenzradius, die eine unmittelbare Fortsetzung
von P(z/a) ist, oder es gibt keine derartige Potenzreihe. Im ersten
Falle wollen wir s einen reguldren, im letzteren Falle einen singuldren
Punkt des Elementarzweiges nennen. Wir beweisen nun in diesem
Paragraphen den fundamentalen Satz:

Auf der Peripherie des Konvergenzkreises von P (z/a) liegt immer
mindestens ein singuldrer Punkt.

Beim Beweise setzen wir der Einfachheit halber a =0. Ist a
von Null verschieden, so sind die nachfolgenden Betrachtungen nur
unwesentlich zu modifizieren.

Es sei also

P =cot izt + ...
eine Potenzreihe, » ihr Konvergenzradius und K ihr Konvergenzkreis.

Nehmen wir nun an, da3 nicht nur im Innern, sondern auch
auf der Peripherie des Konvergenzkreises jedem Punkte a eine un-
mittelbare Fortsetzung % (z/a) von $(z) entspricht, so wird der Kon-
vergenzradius 7, dieser Fortsetzung eine stetige Funktion von 4 sein,
Dies folgt aus einer &dhnlichen Betrachtung, wie wir sie in § 3 an-
gestellt haben.

Wenn nimlich 4’ geniigend nahe bei a liegt, soist |7, —7, | <d,
wo d die Entfernung |4’ —a| der beiden Punkte voneinander
bedeutet. Da nun die Punkte ¢ im Innern und auf der Peripherie unseres
Kreises eine abgeschlossene Menge ) bilden, so besitzt 7, ein Mini-
mum g, welches von Null verschieden ist.

Hieraus wiirde nun, wie wir zeigen werden, weiter folgen, daB
der Konvergenzradius von % (z) nicht », sondern > wire.

Wir beschreiben zu dem Zwecke um den Nullpunkt einen
Kreis K’ mit dem Radius 7 4-6, wo o eine positive Zahl < g be-
deutet. Den Ring zwischen K und K’ bezeichnen wir mit C, wobei
wir die den Ring begrenzenden Kreisperipherien mit zu dem Ringe
zdhlen wollen.

) Eine Punktmenge heifit abgeschlossen, wenn sie ihre Hiufungspunkte
oder Grenzpunkte enthiilt. Eine auf einer abgeschlossenen Punktmenge stetige
Funktion besitzt ein Maximum und ein Minimum (A.d. H.).

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 4
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Fir das Innere und die Peripherie des Kreises K’ definieren wir
nun eine eindeutige Funktion von z folgendermafien:

Liegt z im Innern des Konvergenzkreises K von $(z), so soll
flz) =B @)

sein. Gehort dagegen z dem Ringe C an, so bestimmen wir einen

Punkt ¢ im Innern von K so, daB sein Abstand von z kleiner als g

ist (Fig. 24). Dann fallt z ins Innere des Konvergenzkreises der Um

bildung B (z/a) von P(z), und wir setzen nun fest, daB
f(z) = B (z/a)

genommen werden soll. Der hierdurch definierte Wert f(2) ist un-

abhingig von der Wahl des Punktes a. Denn nehmen wir statt a

einen andern Punkt ¢’ zu Hilfe, so daB der Kon-

1z vergenzkreis von $(z/a’) ebenfalls den betrach-

teten Punkt z umfaBt, so sind $(z/a) und P (z/a’)

unmittelbare Fortsetzungen voneinander und daher

B (z/a’) = B (z/a).
Die so definierte Funktion f(z) ist (fiir den
Kreis K* inklusive seiner Peripherie) eine ein-

deutige und stetige Funktion. Folglich hat |f(z)| ein endliches Maxi-
mum, welches wir mit g bezeichnen wollen.

Fig. 24.

Nun sei ¢ wieder ein Punkt im Innern des Kreises K. Wir be-
schreiben um « als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius ¢. Langs
der Peripherie dieses Kreises ist

zZ—a

f@)=B(la) =B @+ ¥ (@7 + - (@

n!

absolut bestindig < g. Folglich gilt

| B (@)

<y (n=0,1,2,...).
Es ist aber

(")( )"é'm(k n)uck“k "= 2( )ck“k "

k=n
Lassen wir a auf einem Kreise mit dem Mittelpunkt 0 und dem
Radius « <7 wandern, so ist dabei besténdig

| B (a) |
| n! = o"
und folglich
( )l0k|0‘k ”é an
o

Da wir « beliebig dicht bei » nehmen koénnen, ist
| ¢l (ﬁ) rto" <g.
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Wir nehmen # =20, 1, 2, ...,k und addieren; so kommt

[er|[(r+-of <(B+1)g
und folglich

pe<Se+1 (1)

Die rechte Seite konvergiert aber so weit wie

z \k
28 <r+ o) ’
also fiir |z] <74 0.
Ebensoweit miite auch $(z) konvergieren.

Da dies gegen die Voraussetzung ist, weil K der Konvergenz-
kreis von §(z) sein sollte, so ist die Annahme unzulissig, dal auf
der Peripherie von K kein singuldrer Punkt liege. Unser Satz ist
also nunmehr bewiesen.

Betrachten wir, um ein Beispiel fir die Anwendung dieses Satzes
zu geben, den Quotienten zweier bestindig konvergierender Potenz-
reihen

Py (5) by +bz+by ...

BG@)  aptaztaglt
wobei wir a, von Null verschieden voraussetzen wollen. Der Einfach-
heit halber wollen wir iiberdies annehmen, daB $(z) und P, () keine
gemeinsame Nullstelle besitzen.

Wir wissen, daB in der Umgebung der Stelle z = 0 eine Gleichung

gilt. Welches ist nun der Konvergenzkreis der Reihe %, (2)?

Auf dessen Peripherie muB ein Punkt s vorhanden sein, fiir
welchen §(2) verschwindet. Denn sonst wiirde in der Umgebung
jedes Punktes s der Bruch %(%) in die Form einer Potenzreihe  (z/s)
gesetzt werden konnen, welche offenbar eine unmittelbare Fortsetzung
von $,(z) ware. Da der Konvergenzkreis von %, (z) im Innern keine
Nullstelle von § (z) enthalten kann, weil fiir eine solche 8, (2) unend-
lich wiirde, wihrend doch $,(z) im Innern des Konvergenzkreises
stets einen endlichen Wert besitzt, so folgt, daB der Konvergenzkreis
von B, (z) derjenige Kreis mit dem Mittelpunkt O ist, dessen Peri-
pherie durch die dem Punkie z==0 ndchsigelegene Nullstelle von P (z)
hindurchgeht.

Entwickeln wir beispielsweise

22
1—6:—2°
4%
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nach Potenzen von z, so erhalten wir
zﬁ
1—6z—2°
Diese Entwicklung ist giiltig in demjenigen Kreise mit dem
Mittelpunkt Null, der durch die dem Nullpunkt nichstgelegene Wurzel
der Gleichung

=224 622+3724 4 ... .

22+62—1=0
geht. Die Wurzeln sind
z,=—3-+V10, z=—3—YV10.
Der Radius des in Betracht gezogenen Konvergenzkreises ist daher
V10 — 3.

§ 6. Der Fundamentalsatz der Algebra.

Wir wollen nun auf Grund der Untersuchung des vorigen Para-
graphen einen sehr einfachen Beweis fiir den Fundamentalsatz der
Algebra geben. Es sei

n
g =ay+az4a,z>+ ... +a z
eine ganze Funktion nte Grades, wobei # > 0, a, &= 0 vorausgesetzt
werde.

Wiirde nun g(z) fiir keinen Wert von z verschwinden, so wire.

! 2
@ “o+“1z+“222+...+anz"200+c1z+c-:z + ..

wo die rechte Seite einen unendlich groBen Konvergenzradius besitzt,
also eine bestindig konvergierende Reihe ist.

Da aber andererseits die linke Seite von (1) in einer gewissen
. . . 1 . .
Umgebung von z = oo in eine Potenzreihe von - entwickelbar ist,
weil die linke Seite ja in die Form
1 1

Fa 1 1 1
an‘f‘ﬂn—l?'}‘an—g ;§+"~+ao‘z;[

gesetzt werden kann, so muf3 nach § 4 die rechte Seite sich auf das
Anfangsglied ¢, reduzieren. Die dann aus (1) folgende Gleichung

1=(a,+a,z+a,22+ ... +a,2")c,
ist aber widersinnig. Folglich muB notwendig mindestens eine Wurzel

der Gleichung g(z) = 0 existieren.

Hieraus leitet man in bekannter Weise den Satz ab, daB jede
ganze Funktion nter Grades als Produkt von # Linearfaktoren dar-
stellbar ist.
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§ 7. Singuldre Punkte eines eindeutigen Zweiges.

Der Stetigkeitsbereich oder Definitionsbereich?) einer eindeutigen
analytischen Funktion f(z) ist eine Punktmenge, welche beiliufig be-
merkt unter den Begriff einer Domine fillt. Die Punkte an der
Grenze des Stetigkeitsbereichs nennen wir die singuliren Punkie
der Funktion f(z). Diese singuldren Punkte bilden eine abgeschlossene
Menge, d. h. eine Hiufungsstelle von singuliren Punkten ist ebenfalls
ein singulirer Punkt. Dieser Satz ist nur ein spezieller Fall des all-
gemeinern:

Ist 2 drgendeine Punktmenge, so bilden die Punkie an der Grenze
von 2 slets eine abgeschlossene Menge.

Ein Punkt $ liegt an der Grenze von 2, wenn in jeder Um-
gebung von p mindestens ein Punkt liegt, der zu 2 gehért, und auch
mindestens ein Punkt, der nicht zu X' gehért. (Vgl S. 43)

Ist nun @ eine Haufungsstelle der Punkte p,, p,, p;,..., die
ihrerseits an der Grenze von 2’ liegen, so fallen in jede Umgebung
von a Punkte p, (und zwar in unendlicher Anzahl) hinein. Um einen
solchen Punkt $, kénnen wir eine Umgebung (p,) so klein abgrenzen,
dal sie ganz im Inneren der betrachteten Umgebung von a liegt
(Fig. 25). Daher wird in letztere mindestens ein Punkt, der zu X
gehért, und mindestens ein Punkt, der nicht zu 2 gehért, hineinfallen,
weil dieses fir die Umgebung (p,) gilt. Folglich ist a4 ebenfalls ein
Punkt an der Grenze von 3.

Betrachten wir nun einen singuliren Punkt der
Funktion f(z), so wird derselbe entweder Hiufungs.
stelle anderer singulirer Punkte sein oder nicht. Im @
letzteren Falle nennen wir ihn einen ,,isolierten 2%
singuliren Punkt. Ein isolierter singulirer Punkt ist
also ein solcher, um welchen sich eine so kleine
Umgebung abgrenzen 1ift, daB in derselben kein Fig. 25,
weiterer singuldrer Punkt der Funktion liegt.

Betrachten wir einen Elementarzweig P (z/a) der eindeutigen
analytischen Funktion f(z), so ist jeder singuldre Punkt s dieses Ele-
mentarzweiges auch ein singuldver Punktovon f(z). Denn da fir den
Punkt s keine Fortsetzung $(zjs) von P (z/a) existiert, so ist s selbst
kein Punkt des Stetigkeitsbereiches von f(z), und folglich ist s ein
Punkt an der Grenze des Stetigkeitshoreiches.

Wenn wir daher die singuliren Punkte einer eindeutigen Funktion
kennen, so konnen wir sofort den Konvergenzkreis eines Funktionen-
elementes %P (z/a) angeben:

1) Vgl. zu diesen Ausfilhrungen die mehr anschaulichen Betrachtungen
im dritten Abschnitt, 4. Kap., § 4.
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Der Kreis mit dem Mittelpunkt a, dessen Pevipherie durch einen
singuldren Punkt geht, welcher a zumdchst liegt, ist der Konmvergemz-
kreis der Reihe P (z/a).

Wir haben nun schlieBlich noch die Einteilung der singuliren
Punkte in wesentlich singulire und auferwesentlich singuldre ausein-
anderzusetzen.

Wenn fiir einen singuliren Punkt s eine Umgebung existiert,

innerhalb welcher die Werte, welche der reziproke Wert f~1(;) von

f(z) annimmt, durch eine Potenzreihe § (z/s) darstellbar sind, so nennen
wir s einen aupPerwesentlich singuldren Punkt oder auch einen ,,Pol“
von f(z); im anderen Falle nennen wir s einen wesentlich singuldren
Punkt. Betrachten wir einen Pol s der Funktion f(z) einmal néher
In der Umgebung von s ist nach der gegebenen Definition eines Poles

1 .
(1) As=al =+ enl— 9+ = =P Be—)
wobei wir ¢, als nicht verschwindend voraussetzen. Hier ist fiir den
Fall s = oo unter z — s der reziproke Wert von z, also %, zZu ver-

stehen. Nun folgt aus (1), daB in einer geeignet gewahlten Um-
gebung von s

1 1 1
fle) = o BE—9 s Bu(z — )
oder, ausfiihrlich geschrieben,
1 1
() f@=;:¢%+m%w+n¢(%=i

ist. Daraus geht hervor, da %k > 0 ist. Denn sonst wiirde f (z) nach
Potenzen von z — s entwickelbar sein, also s entgegen der Voraus-
setzung nicht zu den singuliren Punkten gehoren.

Die Zahl £ nennen wir die Ordnung des Poles. Lassen wir den
Punkt z des Stetigkeitsbereiches in den Punkt s iibergehen, so wird
nach Gleichung (2) f(z) unendlich groB und zwar derart, daB

tim{ (z — ) £(2)} — gy

einen endlichen, von Null verschiedenen Wert erhilt. Wir driicken
diese Tatsache dadurch aus, daB wir sagen, f(z) werde fiir z =35
von der ke Ordnung unendlich“.

Setzen wir die Gleichung (2) in die Form
a P—1
(3) f(z)= - k—{— —sl" st al e CRRRE

so sehen wir, daB

10— (ot it ) — et a9
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in der Umgebung von s in eine Potenzreihe B (z/s) entwickelbar ist
und fir z = s endlich bleibt. Wir sagen deshalb, f(z) werde an der
Stelle s unendlich wie

(4) g<zis>=(2f)s)k+ & "L"'+ak—1

(z =gt z—s’

. . 1 . .
Diese ganze Funktion von ;- hennen wir den ,,meromorphen Teil

(oder Haupiteil) von f(z) fir den Pol s.

Die Definition der singuliren Stelle 1Bt sich nun auch ohne
weiteres auf den Fall iibertragen, daB die Eindeutigkeit von f(z) nicht
fiir ihren ganzen Stetigkeitsbereich vorausgesetzt wird, sondern dafB
nur ein eindeutiger Zweig betrachtet wird.

Es sei F ein Stiick der Zahlenebene, begrenzt von einer oder
mehreren einfach geschlossenen Linien L, L, L, ..., die simtlich
einer Doméne D angehdren. Im Innern von F mégen die isolierten
Begrenzungspunkte 4,, a,,..., a, der Domine D liegen. Dagegen
sollen alle iibrigen inneren Punkte von F der Domine D angehéren.
Wenn nun f(z) eine in der Domine D regulire Funktion ist, so wollen
wir sagen, f(z) sei auf der Fliche F regulir, abgeschen evemtuell von
den Punkten a,, a,, ..., a,.. Die letzteren Punkte nennen wir, falls
in ihnen die Funktion f(z) nicht auch noch regulir ist, singuldre Punkte

von f(z). Ist a ein beliebiger dieser singuliren Punkte, so heiBt
er ein Pol, wenn ]% auch noch im Punkte z—=a reguliar ist, im
andern Fall heifit er wesentlich singulir. Ordnung und meromorpher
Teil eines Poles werden genau wie oben definiert.

Aus der Gleichung (2) folgern wir endlich noch den wichtigen
Satz:

Ein Pol ist stets eine isolierte singuldre Stelle.

In der Tat, betrachten wir irgendeine Stelle z, in derjenigen
Umgebung von s, in welcher die Gleichung
S
f(z)=ﬁ(ﬂo+al(z—s)+...)=g%z—/s)lk
gilt, so konnen wir fiir eine geeignet gewdhlte Umgebung von z, die
rechte Seite dieser Gleichung als Potenzreihe von z—z, darstellen.
Folglich ist z, keine singulire Stelle von f(z).

Wir werden spiter (Kap. 5, § 7) den wichtigen Satz beweisen:

Ist in der Umgebung einer isolierten singuldren Stelle die Funktion
f(z) esndeutig, so nimmt ihr absoluter Betrag dort beliebig grofe Werte an.

Im Gegensatz zu den singuliren Stellen werden wir in der Folge
jede Stelle des Stetigkeitsbereiches einer eindeutigen analytischen
Funktion auch eine ,reguldre Stelle nennen.
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§ 8. Die singuliren Stellen der rationalen und der
ganzen Funktionen.

Eine Funktion f(z), die durch eine bestindig konvergierende
Reihe darstellbar ist, also eine sogenannte ,ganze Funktion®, besitzt
im Endlichen keine singulire Stelle. Dieser Satz 1iBt sich auch
umkehren:

Eine eindentige analytische Funktion, die im Endlichen keine
singuldre Stelle besilzt, ist eine ganze Funktion.

Denn der Konvergenzkreis jedes Funktionselementes mul3 sich
ins Unendliche ausdehnen.

Fir die Stelle oo kann, wie wir wissen, eine Entwicklung 513(%)
nur dann existieren, wenn die bestindig konvergierende Reihe sich
auf eine Konstante reduziert. Also gilt:

Eine eindeutige Funkiion®), die iiberhaupt keine singuldre Stelle
besilzt, ist eine Konstante.

Ist eine ganze Funktion f(z) = ¢y ¢,z 4 c,2% ... fiir alle end-
lichen z beschrdnkt, d.h. gibt es eine Konstante M derart, dafi fir
alle endlichen z

[f@) =M
ist, so gilt nach dem Hilfssatz von Kap. 2 § 9 die Ungleichung
le, 0" <M (n=1,2...)

fiir beliebig groBe Werte von p; dies ist aber nur méglich, wenn
c,=0 ist:

Jede beschvinkte ganze Funktion ist eine Komstante (Salz von
Liouville.)

Betrachten wir nun weiter eine ganze Funktion f(z), fir die
z =00 eine auferwesentlich singulire Stelle ist.

Wenn a,z* -+ a, 28! 4 ... 4 a;_;z der meromorphe Teil von f(z)
an der Stelle z = 0o ist, so hat die Differenz

f(z) — (ag2® 4+ a,zF 14 ... 4 ap_12)
den Punkt co nicht mehr zum singuliren Punkte, und da sie ebenso-

wenig im Endlichen eine singulire Stelle besitzt, so ist sie eine Kon-
stante g,, also

f(2) = agz* 4+ a, 2% + ...+ ar_12 + @

1) Den Zusatz ,analytisch* unterdriicken wir, weil es sich hier und im
folgenden immer nur um ,analytische“ Funktionen handelt.
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Eine eindeutige Funktion, dic nur die auferwesentlich singuldire
Stelle z = oo besiizt, ist eine ganze rationale Funktion.

Und hieran kniipft sich sofort der Satz:

Eine eindeutige Funktion, welche die eine wesentlich singuldye
Stelle 2 = 0o besitzt, ist eine ganze transzendente Funkiion und wm-
gekehrt: jede ganze transzemdemte Funkbion besitzt die eine wesentlich
singuldre Stelle z — oo.

Betrachten wir nun weiter eine raftonale Funktion

__ﬁiz_)_ bo+by 2+ ...+ z"
8@ aytazt...ta,t

Die singuliren Stellen derselben sind die Nullstellen des Nenners und,
falls » > #n ist, die Stelle co.

Ist z =z, eine Nullstelle des Nenners g(z) und ist (z — z,)* die
héchste Potenz von z — z,, durch die g(z) teilbar ist, so wird

1 h(2)

= m -2

wz(z—-zo) 6@ (z—z)

wo P, eine Potenzreihe mit nicht verschwindendem Anfangsglied ist,
weil wir 4(z) und g(z) ohne gemeinsamen Faktor voraussetzen, so

daf} fir z =2z, der Bruch nicht Null sein kann.

2
£ (2)

Es ist also z=2, ein Pol von der Ordnung %Z. Ebenso sieht
man leicht ein, daB, fiir » > #, der Punkt z =00 ein Pol von der
Ordnung » — # ist. Also:

wEine rationale Funktion besitzt nur auferwesentlich singulire
Stellen.*

Wir beweisen nun die Umkehrung dieses Satzes:

Eine eindeutige analytische Funktion f(z), die nur auferwesent-
Vich singulire Stellen besitz!, ist notwendig eine rationale Funktion.

Wenn die singuliren Stellen von f(z) samtlich auferwesentlich
sind, so ist ihre Anzahl endlich., Im anderen Falle wiirden sie nim-
lich mindestens eine Hiufungsstelle haben, die wesentlich singuldr
sein wiirde. Seien nun

25 Zys e B,

die singuliren Stellen von f(z) und

. )
al® al® a,

G ) =t

2 — 2 =& (z—z) (z—z,)ki

der der Stelle z = 2, entsprechende meromorphe Teil von f(2) (wobei,
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s . 1 .
wie immer, falls 2z, = oo ist, — an Stelle von z — z; zu setzen ist).

Dann wird die Funktion

f(z)—g1<z_z> g2<ziz>_' —g7‘<z—lz,>

eine eindeutige analytische Funktion sein, die iiberhaupt keine singu-
lire Stelle mehr besitzt und folglich eine Konstante C ist. Hieraus folgt

rO=C+e (i) +a () + - +e (25,

eine Gleichung, die nicht nur unseren Satz enthilt, sondern zugleich
zeigt, daBl jede rationale Funktion in ,,Partialbriiche zerlegt werden
kann.

§ 9. Einige allgemeine Sétze iiber analytische Funktionen.

Wenn die Funktion f(z) oder ein Zweig von f(2) in der Doméine D
eindeutig ist und in der Umgebung jeder Stelle ¢ der Domine D
durch eine Potenzreihe % (z/a) darstellbar ist, so wollen wir sagen, f(2)
sei ,,veguldr* in der Domine D. Aus den Gesetzen der Rechnung
mit Potenzreihen gehen nun unmittelbar folgende Sitze hervor:

1. Sind f,(z) und f,(z) in der Domdne D reguldr, so gilt gleiches
von den Funktionen f, (2) + fo(2), f,(2) — fa(2) und f, (z)-f,(2)-

2. Allgemein: Jede gamnze rationale Funktion mit konstanten Ko-
effizienten von f,(2), f, (2),--., f, (2) ist in der Domdne D reguldr, wenn
fi(), £, (), fi (2) es sind.

3. Es sei P, ein aus unendlich vielen verschiedenen Punkten der
Domdne D gebildetes Punktsystem, welches denw Punkt a der Domdne
zur Héufungsstelle hat. (Z. B. werden die Punkte einer beliebig kleinen
Linie, die in der Domine D liegt, ein solches Punktsystem bilden.)
Wenn nun die Funktion f(z) in der Domdne D rveguldr ist und fiir
die Punkte von P, Null ist, so ist sie identisch Null.

Denn die Potenzreihe § (z/a), welche f(z) in der Umgebung der
Stelle g4 darstell, muf3 identisch verschwinden und folglich auch alle
ihre Fortsetzungen.

4. Wenn f, (z) und f,(2) in der Domane D regulir sind und dic
Gleichung f,(2) ={f,(2) fiir alle Punkte eines Punkisystems P, gilt,
so gilt dieselbe Gleichung in der gamzen Domdne D.

Denn f, (z) — f, (2) ist dann notwendig identisch Null.

Ein spezieller Fall des Satzes 4 ist der folgende:
Ist f(z) in der Domine D regulir, so gilt die Gleichung

f(z) =B (z/a)
in jedem Kreise mit dem Mittelpunkt ¢, der ganz ins Innere von
D fallt.
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5. Bedeuten f, f,, - - -, f,, Funktionen, die in der Domdne D reguldr
sind, wnd G (fy, fy,-. ., f,) eine ganze rationale Fumktion derselben mit
konstanten Koeffizienten, so gilt die Gleichung

G (f,, fe""’fk)=0
flér alle Punkte der Domdne D, wenn sie fiir die Punkie eines Punkt-
systems P, gilt.

Betrachten wir eine in der Domine D regulire Funktion f (2), so
ist in einer geeigneten Umgebung einer beliebig gewihlten Stelle g
von D

f(z) = B (z/a)
und daher fiir einen Punkt z dieser Umgebung
tim EEB=I i)
Also gilt der Satz:

6. Eine in der Domdne D regulire Funktion f(z) besitzt eimen
Differentialquotienten f'(z), welcher in der Umgebung einer Stelle a der
Domdne durch die abgeleitete Reihe derjemigen Reihe dargestellt wird,
welche in der Umgebung der Stelle a die Funmktion f(z) darstellt. Der

Differentialquotient f' (z) ist daher wieder eine in der Domdne D vegu-
lare Funktion,

Wenden wir diesen Satz wiederholt an, so erhalten wir den
allgemeineren Satz:

1. Eine in der Domdne D regulire Funktion f(z) besitzt Diffe-
rentialquotienten aller Ordnungen f'(2), [” (z), £ (2), ..., welche in D
ebenfalls regulire Funktionen sind.

In der Umgebung der Stelle a sei

- (e —ap

(&) =B (z]a)=c, + ¢ ﬂf—[—ce—r—{—...—{—cn(z—;!a—)n—l—....
Dann ist
FO@) =B ela) = e+ enen ET2 4.
Also gilt £ (a) = ¢,, und daher ist
1&) =B =@+ @) =) +7" () G .4 ) P
die Reihe, welche f(z) in der Umgebung von a darstellt.

Die Kombination der Sitze 5 und 7 ergibt:

8. Befriedigen die in der Domdne D reguliren Funktionen fis
fys- - [y eme algebraische Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienien

Glfis farerorfor s Faseer £y £l ) = 0
fiér alle Punkie eines Punkisystems P,, so gilt diese Differential-
gleichung filr alle Punkte der Domdne D.
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Wir wollen aus diesen Sitzen noch einige Folgerungen ziehen.
Es sei f(z) in der Domidne D regulir, ferner a ein Punkt der
Domaine. Dann wissen wir, daB fiir eine geeignete Umgebung von g

f(z) = P (z/a)

ist, unter sJs(z/a) eine Potenzreihe von z — g verstanden.

Betrachten wir nun diejenigen Kreise mit dem Mittelpunkt q,
deren Inneres ganz in der Domine D liegt, so wird unter ihnen ein
groBter vorhanden sein. Dieser gréBte Kreis ist dadurch charakteri-
siert, daB seine Peripherie mindestens einen Punkt enthilt, der an
der Grenze der Domine D liegt. Sein Radius ist der kiirzeste Ab-
stand des Punktes 4 von den Punkten an der Grenze von D.

Bezeichnen wir mit D(q) das Innere des Kreises, so ist D (a)
eine Domine, die ganz in der Domine D liegt. Nun gilt der Satz:

Die Gleichung

besteht fiir die Domdne D (a).

Es sei, um dies zu beweisen, K ein Kreis mit dem Mittelpunkt g,
innerhalb dessen 9 (z/a) konvergiert und dessen Inneres der Domine D
angehért. Da f(z) ebenso wie % (z/a) im Innern von K regulir sind
und in einer geeigneten Umgebung von a {ibereinstimmen, so ist
nach Satz 4

f(z) = % (2/a)
iiberall im Innern von K.

Nun konvergiert aber §(z/a) in dem Kreise D (a), denn andern-
falls wirde die Peripherie des Konvergenzkreises C von $(z/a) ganz
in D(a), verlaufen und im Innern des Konvergenzkreises C wire
f(z) = P (z/a). Hieraus wirde folgen, daB zu jedem Punkte der
Peripherie des Konvergenzkreises eine unmittelbare Fortsetzung von
P (z/a) existiert, was dem Satze von § 5 widerspricht.

Die Reihe §(z/a) konvergiert also iiberall in D (a), und folglich ist
f(z) = B (z/a)
tiberall in D(a), w.z.b. w.

Es seien D und D, zwei Dominen, die einen Punkt ¢ und folg-
lich auch eine gewisse Umgebung des Punktes 2 gemeinsam haben.
Wenn nun

(%) f(z), g(z), k(2), ...

ein System von in D reguliren Funktionen sind, und ebenso

(21) £, (2), g ), kb (2), ...



§ 10. Der Weierstrafische Summensatz. 61

ein System von in D, reguliren Funktionen, so soll letzteres ,unmaittel-
bare Fortsetzung“ des ersteren heiBen, wenn die Gleichungen

f(z) =h (z>’ g(z) =& (Z), h(z) =h, (z)’ e
fir die Umgebung eines den Dominen D und D, gemeinsamen
Punktes a gelten.

Sind ferner D, D, D,, ..., D, Doménen und 2, 3, 3,,..., 2
Systeme von Funktionen, die in ihnen bzw. regulir sind, so wollen
wir, wenn jedes System eine unmittelbare Fortsetzung des vorher-
gehenden ist, auch jedes System schlechthin eine Fortsetzung des
Systems 2 nennen.

Bei diesen Definitionen soll natiirlich auch der Fall nicht aus-
geschlossen sein, in welchem jedes der betrachteten Systeme nur
aus einer einzigen Funktion besteht.

Ist das System (f.(z), g,(z),...) eine Fortsetzung des Systems
(f(2), g (2), .-.), so gilt das gleiche offenbar noch, wenn wir die Sy-
steme durch Aufnahme von Differentialquotienten der in ihnen ent-
haltenen Funktionen erweitern. Also beispielsweise wird dann auch
das System (f£.)(2), f.(2), g,.(2), ...) eine Fortsetzung von (f’(z), f(2),
g(2),...) sein.

Betrachten wir nun ein System von Funktionen

@, g2, 1@,
die in einer Domdne D regulir sind, und nehmen wir an, daf} zwischen
denselben eine algebraische Gleichung mit konstanien Koeffizienten der
Gestalt

G(f2) 8@ h (@, s [, € @ K @seens (@) =
besteht, so gilt dwselbe Glewhung au,h fiir 7ede Forisetzung jenes Sy-
stems von Funktionen.

Dies ist der sogenannte Satz von der Permanenz einer Funkiio-
nalgleichung.

§ 10. Der Weierstrafische Summensatz.

Es seien
$.(2), Ba(2), -0 B,02),

Potenzreihen, deren Konvergenzradien simtlich gréBer sind als eine
positive Zahl g, so daB der Kreis K mit dem Mittel-

punkt Null und dem Radius g ganz im Innern des
Konvergenzkreises jeder einzelnen der betrachteten

Potenzreihen liegt (Fig. 26). Fiir die Punkte der

Peripherie dieses Kreises K moge ferner

B, () + By () o B )+ =

gleichmdfig konvergieren. Fig. 2
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Dann ist filr jeden Punkt z im Innern von K

B+ B@+ -+ 8.6+ =B,
wo P (z) dadurch entsicht, daP man auf der linken Seite der vorstehen-
denGleichung immer die Glieder zusammenfaBt, welche mit derselben Po-
tenz von z multipliziert sind.

Wir setzen
@©
%, () = St
k=0
Dann ist die Behauptung des Satzes die, daB
Cp=c @ .. e

einen endlichen Wert hat, daB ferner

$(2) =2 e 2*
=0
fiir jeden Punkt z im Innern des Kreises K konvergiert und gleich
| B+ B @)t B @)+
ist.
Da die unendliche Reihe, deren allgemeines Glied B, (2) ist, fiir
die Punkte der Peripherie von K gleichmiBig konvergiert, so kann

man zu der beliebig klein vorgeschriebenen positiven GroBe ¢ die
ganze Zahl N so bestimmen, daB die Ungleichung

(1) IS'BM+1 (Z)—*—SB,H_;)(Z)—*— + Busm (z)] és

gilt fiir jeden Punkt z der Peripherie von K, sobald # > N, m aber
ganz beliebig gewdhlt wird. Aus dieser Ungleichung folgt (nach dem
Hilfssatz in § 9 des vorigen Kapitels)

(2) } C%n+1) + C;:z+2) —+ ... _{_ ng+m) { é
Daher wird

&
ok

cp =10+ ¢® - c® | ...
ein endlicher bestimmter Wert, und wenn man
(3) Cp == 4 c® ... el 4
setzt, so ist nach (2) ‘
& "
@ | < &, firn> .

Sei nun z ein Punkt im Innern des Kreises K und o, der ab-
solute Betrag von z. Dann ist

R

(5) (P44 .. 4 ¢ 2k = By (2) + By (2) + ... + Pu(2)

k=0
konvergent. Ebenso konvergiert auch

(6) Szt =02,
k=0
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da diese Reihe nach (4) eine Minorante von

S ()2
kéz)e <9 ) l_ﬂ_
e
ist. Zugleich hat man
(7 0@ <——
18
e

Die Reihe
B+ B+ 4 B (2) +20(2) Zkgz)ckzk =P ()
konvergiert daher ebenfalls fiir den betrachteten Wert von 2z, und es ist

|$(z)_($1(z)+$‘;(z)+---—l—%n(z))l:ID(z)i—é—l_s?‘,

e
sobald # > N ist. Hieraus folgt endlich

PER=P@+B@+ . + 8@+
womit nun unser Satz in allen Stiicken bewiesen ist.

Der Satz bleibt offenbar auch giiltig, wenn alle in Betracht
kommenden Potenzreihen nach Potenzen von z — a fortschreiten, nur
daBl dann der Kreis K nicht den Mittelpunkt O, sondern den Mittel-
punkt @ besitzt.

Es seien jetzt
fl(z)’ fz(z): seey fﬂ(Z),

Funktionen, die simtlich in der Domine D regulir sind. Die Reihe

(8) L@ +hHE+ -+ +

konvergiere fiir jeden Punkt z der Domine D, und es werde voraus-
gesetzt, dall um jeden Punkt 4 der Domine D ein ganz in der
Doméne liegender Kreis existiert, auf dessen Peripherie die Reihe (8)
gleichmifig konvergiert.

Dann ist die Summe
(O+h@H+.. +fE+...=F(

esne in der Domdne D regulire Fumklion, deven Ableitungen durch
gliedweise Differentiation jemer Summe entstehen, so dap die Gleichung

FO() = f® (@) 4 £P (2) + ... + P E) + ...

wn der Domdne D gilt, unter k eine beliebige positive ganze Zahl ver-
standen.

Wir betrachten einen beliebigen Punkt 4 der Domine D. Es
sei K der Kreis mit dem Mittelpunkt «, lings dessen Peripherie die
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Reihe (8) gleichmiBig konvergiert. Da in einer Umgebung D (a) des
Punktes a, welche den Kreis K in sich enthilt,

%) = B, (el0) = S 7 1 (o) —

ist, so ist im Innern des Kreises K die Summe

FER=£E) 66+ + @+
der Reihe (8) dargestellt durch die Potenzreihe

9) Sz — a,
k=0 7°
wobei
(10) cp = fl(k) (@) + fﬂ"‘) (@) ...+ f’i”) (@) + ...

ist. Folglich ist F (z) reguldr in der Domine D.

Vergleichen wir ferner die Taylorsche Entwicklung von F(z):
3 1
F(2) = é’) < F® (a) (z — a)
mit der Entwicklung (9), so kommt

F® (a) = £ (a) + £ (@) + ..+ P (@) ... -

Da hier nun a jeder beliebige Punkt der Domine D sein kann, so
ist unser Satz in allen Stiicken bewiesen.

Diesen Satz werden wir in der Folge als den Weierstrafschen
Summensatz bezeichnen. Als Beispiel seiner Anwendung wollen wir
den folgenden Satz beweisen:

Ist P(2) = j’ cx 2% eine Poltenzreile und f(z) in der Domdne D
0

reguldr, ist ferner filr jeden Punkt a in der Domdne D der zugehorige
Punkt f(a) in dem Kowvergenmzkreice von P (2) gelegem, so ist auch

F(z)= S’ck [f(z)]F in der Dcmdne D regulir, und die letztere Gleichung
0

bleibt richiig, wenn man sie beliebig oft nach z differentiiert.

Es sei a ein Punkt der Domiane D; dann liegt nach Voraus-
setzung der Punkt f(z) im Innern des Konvergenzkreises C der
Reihe $(2). Wir beschreiben einen mit C
konzentrischen Kreis C’, der kleiner ist als
der Kreis C, aber den Punkt £ (a) in seinem
@ Innern enthilt (Fig. 27). Ferner beschreiben
wir in der Domine D) einen Kreis K um «
mit einem so kleinen Radius, daB fiir jeden
Punkt z auf der Peripherie dieses Kreises K
der Punkt f(z) ins Innere des Kreises C’
fallt. Dies ist wegen der Stetigkeit von f(z) moglich.
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Da nun fir die Punkte im Innern des Kreises €’ die Potenz-
reihe P (2) gleichmipig konvergiert, so ist

F(@)=Salr@F

fir die Punkte z der Peripherie des Kreises K gleichmdpig kon-
vergent. Der Weierstrafische Summensatz findet also hier Anwendung
und zeigt die Richtigkeit unseres Satzes.

Ein spezieller Fall dieses Satzes ist der folgende Satz:

Wenn 3 cyzb bestindig konvergiert, so ist 3'c [fR)E in der
k=0 k=0

Domdne D reguldr und beliebig oft gliedweise differentiierbar, wenn
f(z) in der Domdne D regulir ist.

4. Kapitel

Untersuchung einiger spezieller analytischer
Funktionen.

§ 1. Die Exponentialfunktion.

Wir wollen untersuchen, ob es eine analytische Funktion f(z)
gibt, welche die Eigenschaft besitzt, ihrem Differentialquotienten £’ (z)
gleich zu sein.

Sei

B (sfa) = Slc, e—ar

ein Funktionselement von f(z). Dann muB die abgeleitete Reihe
1

¥lela) = 26” z—a)l)v =.§'cn+1-—‘.‘“

mit P (2/a) zusammenfallen. Hierfiir ist erforderlich und hin-
reichend, daB

Cpt1 = Cy, d. i € =Cps Gy ==1Cy, C3 =20y usf.

ist, oder also, daB simtliche Koeffizienten ¢, untereinander gleich
sind. Wird ihr gemeinsamer Wert mit ¢ bezeichnet, so ist

(1) B afa) —c- 5

Die hier auftretende Potennelhe ist nun besidndig konvergent
und definiert daher eine ganmze transzendenie Funktion. Also:

Es gibt eine, bis auf einen konstanten Faklor ¢ bestimmie ganze
transzendente Funktion, welche mit threm Differentialguotienten identisch
ist. Das der Slelle a entsprechende Funktionselement dieser Funktion
hat die Gestalt (1).

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 5
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Wir wollen nun iiber den konstanten Faktor so verfiigen, daB
das zur Stelle z = 0 gehorige Funktionselement

1ot o4t

wird. Bezeichnen wir mit f(z) die hierdurch véllig bestimm'e ganze
transzendente Funktion, so ist nach (1) auch

ﬂ@=02

(Z—-a)

oder
flz4a)=c-f(2)-
Setzen wir hier z =0, so kommt, da f(0) =1 ist, f(a) =c¢ und
folglich
flz+a)=f(a) f(2)-
In dieser Gleichung bedeuten z und a zwei beliebige endliche
Werte, so dal wir auch

(2) f(2, +2) = f(2)) £ (22)
schreiben konnen. Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung
entsteht

(2) flatz+z+.+2) = 2)f2)E) - fE)

Indem wir 2z, =2z, = 2z, = ... =12, =1 setzen, ergibt sich

fm)=[f]"
Definieren wir nun die Zahl ¢ durch die Gleichung
3=f(1)=1+—117+"217+%‘+---’
so sehen wir, daB fiir jedes ganzzahlige z
f(z)=e¢
ist. Wir werden dadurch darauf gefiihrt, unsere Funktion f(z) tber-
haupt fiir jeden Argumentwert z durch das Symbol
el

zu bezeichnen.

Die sich unmittelbar darbietenden Eigenschaften dieser Funk-
tion ¢* sind die folgenden:

1. Es ist in der ganzen Zahlenebene

e2=1+1'+2'+ + +

Die Funktion ¢* ist also eine gamze transzendente Funktion; sie hat
die eine wesentlich singulire Stelle z = oo

2. Es ist
ae)
dz

= é*.
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3. Es ist fiir je zwei Argumente 2z, und g,

gats = gh1.p%

Die hierin ausgesprochene Eigenschaft der Exponentialfunktion heiB3t
thr ,, Additionstheorem.

4. Insbesondere ist

1

e-—z

Die Funktion ¢ hat daher stets einen von Null verschiedenen Wert,

besiizt also keine Nullstelle.

efei=¢"=1 oder ¢ =

§ 2. Die trigonometrischen Funktionen.

Betrachten wir, unter z einen beliebigen endlichen Wert ver-
stehend, die Gleichung

® dr=1 izt G+ EE L

so 1aBt sich die rechte Seite derselben in der Form
cosz - isinz
schreiben, wenn wir zur Abkiirzung setzen:

z2 24
COSZ=1—§‘!'—’—"*4~!—+...,

(2) . 23 25
San:Z——g‘!—{—a——}-....

Da diese Potenzreihen bestindig konvergieren, so folgt:

Die Funktionen sin z und cosz stnd ganze transzendente Funktionen.
Da
(3) 6% = cosz -} ¢sinz
ist, so lassen sich die Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen
aus denen der Exponentialfunktion ablesen.

Wir stellen hier die hauptsichlichsten Eigenschaften zusammen:

1. Es ist

dsinz dcosz .
(4) 5, = C0sz, ——= —sinz

und sinQ =0, cosO0 = 1. Die Funktion sinz ist eine wungerade, die
Funktion cosz eine gerade Funktion, d. h.
sin(— 2z) = — sinz, cos(— z)=cosz.
Dies alles folgt auch sofort aus den Definitionsgleichungen (2).
2. Es ist
(5) sinfz 4 cos®z=1.
5*
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Die Multiplikation der beiden Gleichungen
&% = cosz -} isinz, e “¥=cosz—isinz
ergibt die Gleichung (5).
3. Fiir die trigonometrischen Funktionen gelten die Additions-
theoreme
©) { sin(z, + 2,) = sinz, cosz, } c?s 2 sTn 2y,
' cos (2, + z,) = cosz, cosz, — sinz, sinz,,
deren Beweis unmittelbar aus
gt — gin.gin, d. i

cos(z, + z,) + i sin(z, + z,) = (cosz, - isinz,)(cosz, - isinz,)
folgt.

Wir wollen nun zeigen, daff die Funktionzn sinz und cosz fir
reelle Werte von z mit den in der Elementarmathematik so bezeichneten
Funktionen identisch sind.

Zu dem Zwecke betrachten wir die Gleichungen
(M x¥=cosz, y==sing,
in welchen z alle reellen Werte annehmen soll und x und ¥ als recht-
winklige Koordinaten in einer Ebene gedeutet werden mogen.

Die durch (7) dargestellten Punkte (x, y) befinden sich nach (5)
auf dem Kreise

2% 4 9y?=1.

Fir z =0 befinden wir uns im Punkt S (x =1, y =0); fiir

kleine positive Werte von z liegen cosz und 51%'2 nach (2) dicht bei
dem Wert 1, so daB der Punkt P (x,y) dann
positive Koordinaten besitzt (Fig. 28). Aus den
Gleichungen (4) folgt nun weiter, daB x = cosz
zunichst abnimmi, y = sinz zunichst wdchst, wenn
z von Null ausgehend anwichst. Aber sinz muf}
schlieBlich notwendig einmal vom Wachsen ins Ab-

dsinz

dz
muBl, wenn z von Null aus wichst, einmal von

positiven zu negativen Werten iibergehen. In der Tat ist
2 2 6 2
cosz:l——ﬁ-(l z) z(l z)—....

nehmeniibergehen, mitanderenWorten =Co0sz

2\" 7 3.4/ 61\" " 738
Nehmen wir z = 2, so werden die Klammern
22 22
1 — 34 1 —Fg
samtlich positiv, und daher
4 1 1
COS2< 1 “j[(l—?): ——A3,
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d. h. cos2 ist negativ. Zwischen z =0 und z= 2 gibt es daher einen
kleinsten Wert, fiir welchen cosz durch Null hindurchgehend von
positiven zu negativen Werten iibergeht, wihrend bis zu diesem Werte
hin cosz das Vorzeichen nicht wechselt. Den betreffenden Wert von 2z

. . . T
bezeichnen wir mit 5

Wenn z von 0 bis % wichst, wichst sinz bestindig (mit Riick-

sicht auf (4)) und zwar von 0 bis 1, weil cos%:O und daher,

r
5 =
ab (wieder mit Riicksicht auf (4)). Der Punkt x = cosz, y =sinz

wegen (5), sin 1 sein muB. Zugleich nimmt cosz von 1 bis 0

durchliuft also den Quadranten SS’, wenn z von 0 bis 725 wichst.

Nach den Additionstheoremen (6) ist nun

. b . w .
[ sin (z 4 ~2~> = sinz-cos—- —+ cosz-sin—5 = cosz,

®)

T T . . T .
cos <z -+ §~> = C052:COS5 —sinz-sing — — sinz.
. . . . T .
Lassen wir hierin z von 0 blS——2~ wachsen, so erkennen wir,

daB der Punkt (7) den Quadranten S’S” durchliuft, wenn z von

% bis n wachst.

Endlich folgt aus den Gleichungen
cos(— z) =cosz, sin(— z2)= — sinz,
daB der Punkt (7) den Halbkreis $”S” S durchliuft, wihrend z von
— @ bis 0 wichst. Zusammenfassend kénnen wir sagen:

Der Punkt

%=cosz, ¢y =sing

durchliuft die Peripherie des Kreises x® -+ 4* = 1 gerade einmal, wenn
2 von —; bis -z wichst.

Bezeichnen wir nun mit ¢ den Bogen S P, den wir zugleich als
MaB fiir den Zentriwinkel POS nehmen, so ist

(Z—f)z == g—;)n —}—. <Z-—z’i>g = (— sinz)® 4 (cosz)? =1
und folglich, da fiir z =0 auch ¢ = 0 ist,
p=z.
Es ist also z michis anderes wie der von S aus gerechnete Kreis-
bogen. Insbesondere ist % der vierte Teil des Kreisumfangs oder 27

der Gesamtumfang des Kreises.
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Aus den Gleichungen (8) folgt, indem man z durch z -’2' ersetzt,

©) sin(z + @) = — sinz,
{ cos(z+ @) = — cosz

und hieraus, indem man z durch z | n ersetzt,

(10) sin (z 4 2n) = sing,
cos(z + 2m) = cosz.
Die Gleichungen (8), (9), (10) iibertragen sich auf die Exponen-
tialfunktion in dieser Weise:

et(ﬁ'“‘g) _ ieix’ et — eiz’ elten) — eiz’

Gleichungen, die offenbar auf die einfacheren

4
£ —

Py, =1, &T=41

fiihren.

Diese Gleichungen zeigen:

Die Exponentialfunktion besitz! die Periode 2in, d. h. es ist

ert2in — e,
und die trigonometrischen Funktionen sinz und cosz besttzen die
Periode 27, d. h. es ist
sin(z 4 2a) = sinz, cos(z -} 27) = cosz.

Betrachten wir den Punkt ¢ = cosep 4 ising, so durchliuft
derselbe gerade den Kreis mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius 1,
wenn ¢ von — ; bis - & variiert. Der Punkt g ef®, wo g eine reelle

positive Zahl ist, durchliauft also den Kreis mit dem Mittelpunkt O
und dem Radius ¢. Hieraus schlieBen wir:

Jede von Null verschiedene komplexe Zah! z lift sich, und zwar
nur auf eine Weise, tn die Form selzen
z2=06% (—a<epln).
Der Faktor ¢ ist der absolute Betrag von z; den Winkel @ nennen
wiy die ,,Amplitude” von z.

§ 3. Der Logarithmus.

Unter dem Zeichen logz verstehen wir diejenigen Werte w,
welche die Gleichung
(1) v =z
befriedigen. Da die Exponentialfunktion nur endliche von Null ver-
schiedene Werte annimmt, so bleiben die Werte 2 =0 und z = o0
auBer Betracht.
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Ist nun z ein gegebener von Null verschiedener Wert, so sei
Z=p-e® (—a<p<Za).
Die Gleichung (1) lautet dann, wenn wir w = u 479 setzen,

1" etett =g,
und folglich muf3

(2) e“ =, etv—9) — 1
sein.

Lassen wir # die Werte 0 bis co durchlaufen, so wird
u? u?
e“=1—|—u—{~ﬁ—{——3~!—{—

. . 1. . .
von 1 bis oo variieren, und da e—“=-e~“ ist, sa wird ¢* von 1 bis O

abnehmen, wenn # von O ausgehend alle negativen Werte durch-
lauft. Daher hat die Gleichung
=p
eine einzige reelle Losung #, die wir mit /(g) bezeichnen wollen.
Um alle Losungen der Gleichung
ev—9) =1
zu bestimmen, setzen wir fiir einen Augenblick
v=@+1;
dann haben wir die allgemeinste Losung der Gleichung
et =1
zu suchen. Durchliuft ¢ das Intervall 0... 2z, so durchlauft der
Punkt ¢* den Einheitskreis. Folglich ist ¢ = 2z die kleinsie positive

Lésung unserer Gleichung. Ist £ nun eine beliebige Ldsung, so
konnen wir

t=2nm 47
setzen, wo 0 <7 < 2x und # eine ganze Zahl ist. Dann wird
¢l = git—itna — git. (gRin)—n — 1
und folglich » = 0. Die allgemeinste Losung von ¢ =1 ist also
t=2nmn,
unter # eine beliebige ganze Zahl verstanden, und
v=¢@ + 2nxn
ist also die allgemeinste Losung der Gleichung ¢/®—%) = 1.
Damit sind wir zu folgendem Resultat gelangt:
Ist
z2=0-¢? (—a<pa)

etn gegebener von Null verschiedener Wert, so ist die allgemeinste
Léosung der Gleichung
=2z
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die folgende:
w=1I1()+ip+2nni.
Dabei bedeutet 1(o) die einzige veelle Losung u der Gleichung
¢ =e
und n eime beliebige ganze Zahl.

Da die ganze Zahl # beliebig bleibt, so ist logz eine wunendlich
vieldeutige Funktion von z. Den der Annahme # = O entsprechenden
Wert nennen wir den Hauptwert der Funktion logz und bezeichnen
ihn mit /(z). Es ist also

l2)=1(0)+i9,
wo @ den absoluten Betrag von z und ¢ die der Bedingung
— < ¢ £ & geniigende Amplitude von z bedeutet. Ferner driicken
sich durch den Hauptwert /(z) alle Werte von logz vermdge der
Formel
logz=1(z)+2nnd

aus.

§ 4. Der Logarithmus als analytische Funktion.

Wir wollen diejenige Domine D betrachten, die von allen
Punkten der komplexen Zahlenebene mit AusschluB der negativen
Achse der reellen Zahlen!) gebildet wird. Auf der Zahlenkugel ent-
steht diese Domane, wenn wir die Hilfte desjenigen Meridians der
Kugel ausschetden, welcher die reellen Zahlen reprasentiert.

In der Domine D ist der Hauptwert I(2)
*@ des Logarithmus eine eindeutige und stetige
Funktion. Wir werden jetzt zeigen, daf
diese Funktion in der Doméne D regulir
Fig. 29. ist. Es sei a ein Punkt der Domiane D
(Fig. 29). Dann haben wir zu zeigen, daf

in einer gewissen Umgebung von a eine Gleichung der Form

(1) ly=l(a)F+c,z—a)Ftcyz—a’+...=1(a)+ P

gilt. Soll diese Gleichung gelten, so muB

e¢@+® =z  oder ¥ = —2

sein, fiir geniigend kleine Werte des absoluten Betrages von 2z — a.
Es muB dann auch

1+ 5+ =1

und, da wir nach z differentiieren diirfen (nach § 10 des vorigen
Kapitels), auch

P+p+5+.) =9 L=1,

1) Hierbei ist der Nullpunkt mit auszuschliefien.
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d. h.
1
(2) SB':CI—{—2ca(z—a)—]—3€8F2—a)2+'--:‘%‘=a+(z_a)
zl_i‘_“_}_(z“ﬁ)__ + ...

a a a®
sein. Demnach mufl die Reihe § folgendermaBen lauten:
z—a 1 (z—a\? , 1 (z—a)\? 1 z—a)‘ _
6 =" (S s (T () -
Diese Reihe konvergiert nun in demselben Kreise wie ihre abgeleitete
Reihe 9, also in dem durch die Bedingung
|z—a
1_a— <1
bestimmten Kreise. Dieser Kreis, den wir mit K, bezeichnen wollen,
hat den Mittelpunkt 4, und seine Peripherie geht durch den Nullpunkt.

Fir jeden Punktz, der im Innern des Kreises K liegt, ist aber
wirklich
(4) FAtB — .

Denn zunichst kommt

2 3
#@+% — g (1 +e+ PP D ene—a)
und, indem wir die Ableitung nehmen,
] 3
a¥(1+2+3 48 g,
oder, weil P’ = —} ist,

Pz —a)=29P,/(z — a).

Setzen wir nun

Pz—a)=a—+b(z—a)t+b(z—aPt...,

so kommt
at+b(z—a)4+b(z—a?+...=[a+(z — a)]
[by + 26y (2 — @)+ By (z — a)® + .. ]
und durch Koeffizientenvergleichung
=1, b,=0, b;=0,....
Daher ist P, (z — a) =a 4 (¢ — a) =z und damit die Gleichung (4)
bewiesen. Aus dieser Gleichung geht hervor, daB fiir jeden Punkt z
im Innern des Kreises K a

la)+B=1(z)+ 2uni
ist, wo # eine ganze Zahl bezeichnet.

Es bedeute nun D (a) wieder den gréBten Kreis mit dem Mittel-
punkte @, dessen Inneres ganz der Domine D angehort. Dieser
Kreis D(a) fallt mit K, zusammen, wenn der Punkt g eine nicht
negative Abszisse hat. Im andern Falle dagegen wird der Kreis D (a)
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kleiner sein als der Kreis K,; nidmlich D (a) wird derjenige Kreis
sein, der a zum Mittelpunkt hat und die Achse der negativen reellen
Zahlen beriihrt.

Nun sehen wir leicht ein, daB im Innern von D(a) die Zahl »
bestindig Null ist. Denn es ist
1
n=g—[l(a) + P —I(z)]
im Innern von D(a) stetig, und da »n fir z=a Null ist, so muB #
als ganze Zahl bestindig Null sein,

Hiermit sind wir zu folgendem Resultate gelangt:

Der Hauptwert des Logarithmus 1(z) ist in der Domdne D eine
regulire Funktion. Es gilt nimlich in der Umgebung D (a) eines be-
licbigen Punkies a dev Domdne D die Gleichung

z2—a 1 (z—a)? 1 (z—a\?
1=+ -5 (5 + 5 (&) -+

Zugleich zeigt diese Gleichung (vgl. (2)), daf 1(z) die Differential-
gleichung

dl@@ 1

az z
befriedugt.

Wir bemerken noch, daB, wenn z sich in einen Punkt —p der Achse
der negativen reellen Zahlen hineinbewegt, [(z) stetig in den Wert
I(g) + n+ oder in den Wertl(p) — ¢ iibergeht, je nachdem sich z
von der Seite der positiven oder von der Seite der megativen Ordi-
naten nach dem Punkt — g bewegt.

Betrachten wir nun die Werte

I(z)+ 2nami,
so bilden dieselben fiir jedes bestimmt gewihlte n ebenfalls eine
regulire Funktion in der Domine D. Diese
Funktion heife fiir einen Augenblick f, (so
daB also f, der Hauptwert [(z) ist).

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Funk-
tionen f_,, f_,, for fi> far - - - eindentige Zweige
etner und derselben analytischen Funkiion
sind.

Offenbar geniigt hierfiir der Nachweis,
daB ein Funktionselement  (z/a) von f, zur

Fortsetzung ein Funktionselement $(z/b) von f,,, besitzt, unter »
eine beliebige ganze Zahl verstanden.

Wir wihlen @ und b als Spiegelpunkte beziiglich der Achse der
reellen Zahlen und so, daB die gemeinsame Abszisse von ¢ und b
negativ ist (Fig. 30). Die Konvergenzkreise von P(z/a) und P (z/b)
‘haben ein Stiick der Achse der negativen reellen Zahlen gemein.
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Ist — o irgendein Punkt dieses gemeinsamen Stiickes, so ist
fir 2= —p
B (z/a) =1(0) +ni+ 2nni,
B(afb) =L@ — mi+ 2(n+ V)i,
folglich  (z/a) = P (z/b), und daher ist B(z/b) eine unmittelbare Fort-
setzung von P (z/a).

Der Logarithmus ist hiernach eine unendlich vieldeutige Funktion,
die sich aus den in der Domdne D eindeutigen Zweigen l(z) -+ 2nmi
zusammensetzt. Die Eigenschaften des Logarithmus gehen im iibrigen
aus denen der Exponentialfunktion hervor.

Z. B. folgt aus

elognt+logz, — glogzl . elogz — 2, 2%y
daB logz, - logz, einen Wert von log(z, z,) vorstellt.

Die Gleichung
(5) logz, + logz, = logz, z,
ist demnach so aufzufassen: versteht man unter logz und logaz,
irgend zwei bestimmte unter den unendlichen vielen Werten, die
diese Zeichen vorstellen, so ist logz, --logz, einer der unendlich
vielen Werte, welche log (z, z,) besitzt.

Fiir die Hauptwerte des Logarithmus stellt sich die Gleichung (5)
so dar: Es sei

2y=0,67", z,=0,e" (—a<@p,<m, —a<l@,Za.
Dann ist
zy) +1(z) =1(2,2,)+ 2n e,
wobei # = 0 oder 4 1 oder — 1 ist, je nachdem die Summe ¢, - ¢,
der Amplituden von z, und z, der Ungleichung
—a< @, + @, <a oder +a<le +o@,<2n

o oder — 27 <, +@, < —a
geniigt.

§ b. Die allgemeine Potenz.

Bedeutet m eine positive ganze Zahl, so versteht man unter der
Potenz z” das Produkt aus m Faktoren, von welchen jeder gleich z ist.
Will man diesen Begriff der Potenz z” ausdehnen auf beliebige Ex-
ponenten s, so erreicht man dies am einfachsten mit Hilfe des
Logarithmus. Wir setzen

1 2
(1) oM = emlogz — 1 -{—mlogz—{—(i;%z) 4 ...

Nach dieser Definition wird die Funkiion z™ im allgemeinen un-

endlich. viele Werte haben, nimlich die Werte

(2) emlli@+enmi] — gml(s), gme2nxi (n=0’+1’ _1’+2’ _2,_._).
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Nur wenn unter den Zahlen
(3) eminat (p=0, 1, +2,+£3,..)
bloB endlich viele verschiedene sind, wird auch z” nur eine endliche
Zahl verschiedener Werte haben. Soll nun

em2nmi — om-2n'wi (% + n’)
sein, so muf

em(n—n’)‘Z:u' =1,
folglich m(n — »’) eine ganze Zahl und also m eine rationale Zahl
sein. Wenn umgekehrt m = —:— (r und s teilerfremd; s > 1) eine ratio-
nale Zahl ist, so sind unter den Zahlen (3) nur die s Zablen

L2nni

et (n=0,1,2,...,5s—1)
4
voneinander verschieden, und 27 = zs ist dann eine s-deutige Funktion.
Denjenigen Wert von z”, der dem Hauptwert von logz ent-
spricht, der also durch
oM = gMmi2)
definiert ist, wollen wir den ,,Hauptwert“ von z™ nennen und mit ()
bezeichnen. In der Domdne D, die durch Ausscheidung der Achse
der megativen reellen Zahlen aus der Zahlenebene ewtsteht, ist (z*) eine
reguldrve Funktion.
In der Tat gilt in der Umgebung D(a) irgendeiner Stelle a der
Domine D die Gleichung

e R 1 -
und daher auch
(z'”)=e’”’(’)=1+mﬂ§+m2§+...=$l,
a)_}__%(z—a)"_’_”‘

a

wo

@) B = oo+, (5

wieder eine Potenzreihe von z — a bedeutet.
Nun folgt durch Differentiation

m
—emi(®) — ’
—e” @ =B/,

oder

m$1=[a+(z~a)]$1’=a[1+ - ]5.]31'.

Beriicksichtigen wir (4), so kommt

nZe (5 =

o1+
=32 06, (5 + Sne, (S
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und durch Koeffizientenvergleichung
(n+1)c, ., = (m — n)c, (m=0,1,2,..).
Hieraus finden wir sukzessive

m m(m-—1) R _mm—1)(m—2)

9T 7% @= T3 % % 1.2.3 ‘o
allgemein
Cp == My Co
wo
_m(m—=1)...(m—n+1)
M = 1-.2...2 )

der n'* Binomialkoeffizient zur Basis m ist.

Fir ¢, ergibt sich aus ¢ = , indem wir z=a setzen,
¢o = e™@ = (gm). Daher wird also in der Umgebung D(a) des Punktes
a die Darstellung gelten:

) =@t m o () o (5

a a

Die iibrigen Werte vor z” entstehen aus dem Hauptwerte (z7)
durch Multiplikation mit den konstanten Faktoren (3).

Hieraus schliefen wir, daf die Werle von 2™ in eindeutige Zweige
zerfallen, die in der Domdne D regulire Funktionen sind und die,
ebenso wie es beim Logarithmus der Fall war, zu ein und derselben
analytischen Funktion gehéren.

Aus der Definitionsgleichung (1) folgt noch
z?'z;" = gmlogzn+mlogzy emlog(xlz,)’
also
(6) 22y = (2, 2,)"

Diese Gleichung ist so aufzufassen: Das Produkt aus einem be-
liebig gewidhlten der Werte von 2z und einem beliebig gewihlten der

Werte von zy ist stets einer der Werte von (z,z,)".
Ahnliches gilt von der aus (1) folgenden Gleichung

@ log (z) = mlog z,

sowie der hieraus sich ergebenden Gleichung

[zm]m, — gmllog(zm) — emlmlogx’ d. 1.

(8) [zm] ™ = zmm,
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5. Kapitel
Die Integration analytischer Funktionen.

§ 1. GleichmiBige Stetigkeit und Differentiierbarkeit
analytischer Funktionen.

Einen Bereich in der Zahlenebene oder auf der Zahlenkugel, der
aus allen Punkten innerhalb und auf einer einfach geschlossenen?)
stetigen Kurve besteht, wollen wir eine ,Elementarfléche” nennen.

Beispielsweise bilden die Punkte im Innern und auf der Peripherie
irgendeines Kreises eine Elementarfliche.

Liegt eine Elementarfliche E mit allen ihren Punkten in einer
Domine D, in welcher f(z) regulir ist, so soll f(z) auch auf der
Elementarfliche E reguldr heifien.

Bedeutet a einen beliebigen Punkt der Elementarfliche (gleich-
giiltig ob er im Innern oder auf der Begrenzung liegt), so ist

) f&)=1(@) +(z — ) f'(@) + — a2 0 1.

fir alle Punkte z der Domine D, welche der Umgebung D(a) des
Punktes @ angehéren. Diese Umgebung D(a) ist das Innere des
groBten Kreises mit dem Mittelpunkt ¢, der noch mit allen seinen
inneren Punkten der Domiéne D angehért. Bezeichnen wir mit 7,
den Radius dieses Kreises, so ist 7, eine stetige Funktion von a.
Da die Elementarfliche E ein abgeschlossenes Punktsystem vorstellt,
so besitzt auf ihr 7, ein Minimum, welches eine von Null verschie-
dene positive Zahl ist. Wir bezeichnen in der Folge mit p eine posi-
tive GroBe, die (um beliebig wenig) kleiner als jenes Minimum an-
genommen werden soll. Es ist dann fiir jeden Punkt ¢ der Ele-

mentarfliche . > 0.

Beschreiben wir um jeden Punkt der Elementarfliche E einen
Kreis mit dem Radius g, so bilden die innern Punkte und alle Punkte
auf den Peripherien dieser Kreise einen Bereich E’, der die Elementar-
fliche E ganz enthilt. Dieser Bereich E’ liegt ganz in der Domine
D und stellt ein abgeschlossenes Punktsystem vor. Da die Funktion
f(z) stetig ist, besitzt |f(z)| im Bereiche E’ ein Maximum M, so daB
fir jeden Punkt z von E’

(2) &) <M

ist. Insbesondere gilt diese Ungleichung fiir die Peripherie eines
Kreises vom Radius g, dessen Mittelpunkt ein beliebiger Punkt ¢ der
Elementarfliche E ist. In Riicksicht auf (1) folgt daraus

3) %lf‘"’(a)[gg m=0,1,2,..).

1) Vgl Anni. 1 auf S, 48.
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Diese Ungleichungen, in welchen M und p feste positive Zahlen
sind, gelten also fiir jeden Punkt der Elementarfliche E. Wir koénnen
hieraus einige wichtige Folgerungen ziehen.

Es seien ¢ und b zwei Punkte der Elementarfliche E, die der

Bedingung geniigen, daB ihr Abstand kleiner ist als eine unterhalb
¢ liegende positive Zahl §, also:

(4) b —a| < 6 <o
Dann ist nach (1)
(5) f(®) — f(a)=(—a)f (a) + (b — )%f (“)

und nach (3)

I}
O~ @) < 8- T+ T 4. =ML

Da wir § nun so .klein annehmen kénnen, dal M '-976_<8 wird, wo
1—=
e

& > 0 beliebig klein vorgeschrieben ist, so gilt der Satz:

»Ist f(z) auf der Elementarfiiche E reguldr, so kann man nach
Annahme einer beliebig kleinen positiven Grofe ¢ die positive Grofe O
so bestimmen, daf

[f0) —fl@)| <e
ist, sobald a wund b irgend zwei Punkle der Elemeniarfiiche E be-
zeichmen, die der Bedingung |b — a| < O gendigen.«

Dieser Satz, welcher nichts anderes besagt, als daB f(z) ,.gleich-
mafig« stetig ist, hdtte auch aus allgemeineren Prinzipien gefolgert
werden konnen.

Schreiben wir die Gleichung (5) in der Form

@) —f(a f’(a) — (b _ a)f;(!“) 4 — )‘Jf (a)

T b—a

und setzen zur Abkiirzung
so folgt

M
_s

|
e

7l <d-= +

Lad
!
|

und hieraus schlieBen wir:
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»Ist f(z) auf der Elementarfiiche E reguldr, so kann man nach
Annahme einer beliebig kleinen positiven Grofe ¢ die positive Grofie 6
so bestimmen, daf die durch die Gleichung

f(b) f(“) —f(@+y

definserte Grofe y der Bedmgung |y| < & geniigt, sobald nur |b —a| <6
ist, wo auch tmmer die Punkte a, b auf der Elementarfiiche E an-
genommen werden.

Da die Ableitung f’'(z) auf der Elementarfliche E regulir und
folglich auch gleichmiBig stetig ist, so 14Bt sich der vorstehende Satz
dahin verallgemeinern:

»Ist € > O vorgeschrieben, so kann man & > O so bestimmen, daf} die
durch die Gleichung

b
f ( ) f (“) (c) +y

definierte Grofe y der Bedmgung
iyl <e
gendigt, sobald a, b, c auf der Elementarfliche E irgendwie, jedoch den
Bedingungen
|b—a|<d, |c—a|<é

entsprechend angenommen werden.«

Die in den letzten beiden Satzen ausgesprochene Eigenschaft von
f(z) deuten wir kurz dadurch an, daB wir sagen, f(z) sei auf der
Elementarfliche E ,gleichmdfig differentiierbar. DaB in den vor-
stehenden Sitzen ¢ und b als voneinander verschiedene Punkte voraus-
gesetzt werden, braucht kaum besonders hervorgehoben zu werden.

§ 2. Integration der Potenzreihen.

Eine Potenzreihe

1) Blla)=cot+ez—a)+ele—af+
stellt im Innern ihres Konvergenzkreises C eine regulire Funktion
f(2) dar. Bilden wir nun die Reihe

@ BEla)=ctcl—a)+FE—a+2E—a+...,

unter ¢ eine beliebig gewihlte Konstante verstanden, so fillt die ab-
geleitete Reihe von §, (z/a) mit $P(z/a) zusammen. Daher hat B, (z/a)
denselben Konvergenzkreis C, und die im Innern dieses Kreises durch
B, (z/a) definierte regulire Funktion f,(2) geniigt der Gleichung

(3 L2~ 1)

Wir nennen f, (2) ein unbestzmmtes Integral von f(z).
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§ 3. Integration der Ableitung einer reguliren Funktion.

Wir beweisen nun einen allgemeinen Satz, der sich auf zwei in
einer Doméne D regulire Funktionen f(z) und f, (z) bezieht, von denen
die eine die Ableitung der anderenist, zwischen denen also die Gleichung

dfl (z) f()

besteht.

Es seien z,und z zwei beliebig im Innern von D fixierte Punkte.
Wir verbinden dieselben durch eine im Innern von D verlaufende
stetige Linie L, die rektifizierbar sein soll. Zwischen z, und z. schalten
wir auf dieser Linie L die Punkte z,, z,,..., z,_, ein (Fig: 31) und
bilden nun die Summe

(1) Sfx)dz= f(cl) (23— 29) + f(Cs) (2g—2) + .- +F(C,) (z—2,_4)s
wobei [, 0, ..., {, Punkte der Linie L bedeuten, die bzw. auf den
Stiicken z,...2,, 2,...24, ..., Z,_,...2 beliebig angenommen sind.

Wir wollen nun zeigen, daB3 die Gleichung

@) lim X'f(z) 4z = £, (z) — £, (20)
gilt, in welcher das Limeszeichen bedeutet, daB man die Anzahl der
Punkte z,, z,,...,2,_, ins Unendliche anwachsen lassen soll derart,
daB die Stiicke, in welche die Linie L durch die
Punkte zerlegt wird, unendlich klein werden.

Wir schlieBen die Linie L in eine Elementar-
fliche ein, die ganz im Innern von D liegt. Auf
dieser Elementarfliche sind f,(2) und f/(2) = f(2)
reguldr. Ist daher ¢ > O beliebig klein vorgeschrieben,
so werden in den Gleichungen

fl(zl)_fl(zo) —

Fig. 31.

zl _zo f(cl) + }’l’
f<_>—_-_f<_>_= £(Ca) + 70

die Gr('iBgn Y4> Yas--- absolut genommen Kkleiner als ¢ sein, sobald
die einzelnen Stiicke 292y, 2;%y, -.. der Linie L geniigend klein sind.

Nun folgt aus den vorstehenden Gleichungen
h(&) = fi(z) = Zf @Az 47, (21— 20) + 1 (2 —2) + -+ 1,6—2,-)
oder

Zf(z)Az = fl(z) - f1(zo)+ R,

IR =lr,(2, — 20) + ralts — 2) 4 - + 74z — 2,_)) |
<e{lz,— 2|+ |2 —2|+.  +]2—2,_,[}

wo

ist.

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 6
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Da |z, — 2,|, |2, —#,|, ... die Lingen der der Linie L einbe-
schriebenen Sehnen z,z,, z,2,, ... sind, so ist
|R| <&,

unter / die Linge der Linie L verstanden.

Hieraus folgt nun in der Tat, weil ¢ beliebig klein angenommen
werden durfte,

lim 3f(z) 4z = f,(2) — f,(z,) -

Den hier betrachteten Limes bezeichnen wir mit

sz(z)dz

und nennen ihn das durch die Linie L erstreckte Integral von f(z)dz.
Die Linie L heiBt der ,,Inlegrationsweg”. Die Gleichung (2) 4Bt sich
demnach so schreiben:

® J ) dz =)~ £iG)

Sie lehrt, daB der Wert des Integrales unabhingig ist von der Wahl
der die Punkte z, und z innerhalb der Domine D verbindenden
Linie L.

Lassen wir den Punkt z mit dem Punkte z, zusammenfallen, so
zeigt die Gleichung (38):

Das durch eine geschlossene rektifizierbare ganz im Innern der

Domdne D liegende Kurve erstreckte Integral f f(z)dz hat den Wert
Null. Da nach der Bemerkung von § 2 im Konvergenzkreise C eine
Funktion f(z) stets als Ableitung einer Funktion f, (z) dargestellt werden
kann, so schlieBen wir nun:

Im Innern eines Kreises, in welchem f(2) reguldr ist, ist

_!if(z) dz

von dem Integrationswege unabhingig, und das durch eine geschlossene
rektifizierbare Linie gemommene Integral f f(z)dz ist Null.
Wir werden in § 5 diesen Satz wesentlich erweitern, indem wir

zeigen, daB an Stelle von C eine beliebige Elementarfliche E treten
kann.

§ 4. Beispiele.

Ein prinzipiell wichtiges Beispiel bildet das Integral
_d_z
z
Es sei D die aus allen Punkten der Ebene mit Ausschluf3 der
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negativen Achse der reellen Zahlen bestehende Domine. In dieser
Domine ist /(z) eine reguldre Funktion und

Daher gilt der Satz:

Das in der Doméne D von einem Punkie a nach irgendeinem
andeven Punkie b genommene Integral
fée
Z
a

hat den Wert 1(b) — I(a).

Dabei ist der Integrationsweg, d. h. die a mit b verbindende
Linie L, liangs welcher das Integral genommen wird, ganz in der
Domdne D liegend vorausgesetzt. Welchen Wert hat das Integral,
wenn die Linie L nicht mit allen. thren Punkien in der Domdne D
liegt?

Wir wollen diese Frage zunichst fiir den einfachen Fall behan-
deln, daB die Linie L die Achse der negativen reellen Zahlen nur ein-
mal durchschneidet, etwa im Punkt
— ¢. Durchliduft man die Linie L
vom Anfangspunkt ¢ bis zum End-
punkt b, so moge die Uberschrei-
tung der Achse der negativen reellen
Zahlen von der Seite der positiven
nach der Seite der negativen Ordi-
naten hin geschehen, wie das in
der Figur 32 angedeutet ist. Es seien nun « und f zwei zu beiden
Seiten des Durchschnittspunktes — o der Linie L mit der Achse der
negativen reellen Zahlen angenommene Punkte der Linie L. Dann
wird

d
f z+f——l“)—l(a)+l(b)—l(ﬂ)
sein. Lassen wir « und B in den Punkt — g hineinriicken, so wird
1) in 1) +7i, L(B) in L(o)— i
iibergehen. Daher kommt

bdz

(1) a7=l(b)—l(a)—{—2nz.

Wiirde die Linie L von der Seite der negativen nach der Seite
der positiven Ordinaten iibertreten, so wiirde in vorstehender Gleichung
an Stelle von -+ 2 ¢ auf der rechten Seite — 27z¢ zu schreiben sein,

6*
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Betrachten wir nun einen Integrationsweg L, der die Punkte «
und b verbindet und die Achse der negativen Zahlen in beliebig

vielen Punkten s, s,, ..., s, durchschneidet.
Wir wollen jedem einzelnen Punkte s, die Einheit g = 41
oder & = — 1 zuordnen, je nachdem die Linie L im Punkte s, von

der Seite der positiven auf die
Seite der negativen Ordinaten
oder umgekehrt von der Seite
der negativen auf die Seite der
positiven Ordinaten durch die
Achse der negativen reellen
Zahlen hindurchtritt. Inder bei-
gesetzten Figur 33 wiirden z. B.
den Punkten s, s,, S5, s, der Reihe nach die Einheiten ¢ = + 1,
gg=—1, gg=-41, ¢, = 1 entsprechen.
Nun gilt offenbar fiir das durch die Linie L erstreckte Integral
f % die Gleichung:
b

(2) %Z—zl(b)—l(a)—}—27m'(£1—]—£,_,—{—...—{—er).

a

Die Summe ¢, ¢, ... —{- ¢, heilbt die Windungszahl der Linie L.
Lassen wir die Punkte 2 und » zusammenfallen, so ergibt die
Gleichung (1) das Resultat: Es is¢
(3) z_ 21,

Z

wenn das Integral in ,positivem Sinne” um den Nullpunkt erstreckt wird.

Diese Ausdrucksweise soll bedeuten, daB das Integral durch eine
einfach geschlossene Linie L, die den Nullpunkt einschlieBt, erstreckt
werden soll, wobei L in demjenigen Sinne durchlaufen wird, welcher
dem Sinne des Zeigers einer Uhr entgegengesetzt ist. Diesen Durch-
laufungssinn werden wir stets den positiven, den entgegengesetzten

den #egativen nennen.

Betrachten wir nun das etwas allgemeinere Integral

b
dz
]= R
a

z—2z
wo z, eine Konstante bedeutet und der Integrationsweg a« mit b ver-
bindet.
Setzen wir
2 —Zy = C,

so durchlduft [ eine Linie L/, wihrend z die Linie L durchliuft;
und zwar entsteht L’ aus L durch eine Parallelverschiebung der
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komplexen Zahlenebene (Fig. 84). Bei dieser Parallelverschiebung
geht die durch z, parallel zur Achse der negativen reellen Zahlen
verlaufende Gerade in diese

Achse iiber. Nun ist offen-

bar unser Integral J gleich

dem Integral

bf—zo ac
a—zg C ’
letzteres erstreckt durch
die Linie L'. Hieraus folgen
nachstehende Sitze:
Es sei g die durch 2,
parallel zur Achse der nega-
tiven reellen Zahlen laufende Halbgerade. Dann ist

> az
: e O — 7)) — e — ),
wenn der Integrationsweg die Gerade g nicht trifft, dagegen

[-==lb—z)—la—z)+2mi(e, + &, +..-+¢),

z—2,
wenn der Integrationsweg die Gerade g in 7 Punkten trifitt Dabei

sind ¢, &, ..., ¢ diesen Punkten einzeln zugeordnete positive oder
negative Einheiten.

Ferner:

Das im positiven Sinne um den Punki z=2z, erstreckle Integral
_dz
=)

hat den Wert 2n1i.

Betrachten wir als zweites Beispiel, unter % eine von — 1 ver-
schiedene ganze Zahl verstanden, die Funktion

1
fi(®) =g — 2,
so ist

=)= — 2

Die beiden Funktionen f(z) und f,(z) besitzen, wenn » positiv
ist, die eine singulire Stelle z = co, wenn # negativ ist, die eine
singuldre Stelle z=z,. Es sind also f(z) und f, (z) jedenfalls regular
in der Domine D, welche aus allen Punkten mit AusschluB der
Punkte z =z, und 2z = oo gebildet wird. Daher gilt

J &=z dz = [0 — 2P — (@ — 2]

fiir jeden Integrationsweg, welcher nicht durch den Punkt z, geht.
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Insbesondere ist
f(z —2z)'dz=0

fir jeden nicht durch gz, hindurchgehenden geschlossenen Integra-
tionsweg.

Das im positiven Sinne um z=z, erstreckte Integral
[z —z)dz

st also tmmer Null mit Ausnahme des Falles n = — 1, in welchem
das Integral den Wert 271 besitzt.

§ 5. Integration regulirer Funktionen.

Es sei wie im § 1 f(2) regulir in der Doméne D, und E be-
zeichne eine in der Domine D angenommene Elementarfliche, Ferner
moge o dieselbe Bedeutung haben wie im § 1, so daB also jeder
Kreis vom Radius p, dessen Mittelpunkt der Elementarfliche E an-
gehort, ganz im Innern der Domine D verliuft.

Wir verbinden zwei Punkte ¢ und b, die im
Innern der Elementarfliche E liegen, durch eine
rektifizierbare Linie L, die ganz im Innern der
Elementarfliche E verlauft (Fig. 35).

Es sei m kleiner als der kiirzeste Abstand
der Punkte von L von der Begrenzung von E,
so daB3 jeder Kreis vom Radius m, dessen
Mittelpunkt ein beliebiger Punkt der Linie L
ist, ganz im Innern von E liegt.

Wir zerlegen nun die Linie L, indem wir zwischen 4 und b auf
ihr die Punkte 2z, z,, ..., 2, einschalten, in Stiicke L, L,,..., L,
und zwar seien diese Stiicke so klein, daB der Abstand zweier auf-
einanderfolgender Punkte a = z, 2,, 2,, ..., Zs—1, b = 2,, kleiner als p
und kleiner als s ist. Wir bezeichnen das durch die Linie L,
(=1, ..., n) erstreckte in § 3 definierte Integral

2
f f(z)dz
k-1

kurz mit (L,) und setzen

£ N b b
C)+E)+ A+ T)=[+ [+ + [ =[Daz= (D).
a % n—-1 @

Es soll sich in diesem Paragraphen um den Nachweis handeln,
daf der Wert dieses durch die Linie L erstrecklen Integrals von der
Wahl der Linie L unabhdngig ist und dap dieser Wert, angesehen als
Funktion der oberen Gremze b, im Inmern der Elementarfliche E regu-
ldr ist.
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Man kann die Linie L, (k=1, 2, ..., n) ersetzen durch die
Verbindungsgerade G, ihrer Endpunkte, ohne den Wert des Integrals
f f(z)dz dadurch zu dndern. Dies folgt unmittelbar aus dem Satze
von § 3. Die geraden Strecken G, liegen dabei ganz im Innern von E.

Es ist also

(L) =(G) + (G)) + ..+ (G) = (6),
wo G den aus den Geraden G,, G,, ..., G, zusammengesetzten ge-
brochenen Linienzug bedeutet.

Um die Unabhingigkeit des Integralwertes von der Wahl der
Linie L darzutun, geniigt es hiernach, die Gleichheit der beiden In-
tegrale (G) und (G’) zu beweisen, unter G und G’ zwei von a nach b
filhrende gebrochene Linienziige verstanden, von denen jeder sich aus
einer endlichen Zahl von geradlinigen Strecken zusammensetzt, die
ganz im Innern von E liegen.

Durchlaufen wir den Linienzug von G’ in umgekehrter Richtung,
so dndern wir dadurch nur dasVorzeichen des betreffenden Integrals (G”).
Folglich kommt der Nachweis der Gleichung (G)=(G’) auf den Nach-
weis des folgenden Satzes hinaus:

Das Integral f f(2)dz, erstreckt durch den Umfang eines Polygons,
dessen Seiten sdmilich im Innern von E liegen, ist gleich Null. Be-
trachten wir ein solches Polygon, so kénnen
moglicherweise zwei nicht aneinander-
stofende Seiten desselben sich schneiden,
so daB3 der Umfang des Polygons sich selber
durchsetzt. In diesem Falle zerlegen wir
den Umfang in einzelne Stiicke, von denen
jedes fiir sich einen knotenlosen, in sich
zuriicklaufenden Linienzug bildet. Offenbar
geniigt es, flir jedes solche Stiick das Ver-
schwinden des Integrals f f(z) dz zu beweisen.

Sei nun P ein Polygon, dessen Umfang sich nicht selbst durch-
setzt und im Innern von E liegt. Den Umfang des Polygons P be-
zeichnen wir der Kiirze halber ebenfalls mit P. Dann handelt es sich
um den Nachweis, daBl (P)=0 ist.

Zunichst bemerken wir, da, wenn die Polygone P, und P,
eine Seite gemeinsam haben (Fig. 36) und P, 4 P, das Polygon be-
deutet, welches von den Seiten von P, und P, mit AusschluB der
gemeinsamen Seite gebildet wird,

(Py) + (Py) = (P, + Py)
ist. Denn die auf die gemeinsame Seite von P, und P, sich be-
ziehenden Integralteile zerstéren sich, weil diese gemeinsame Seite
bei dem Integral (P,) in entgegengesetzter Richtung zu durchlaufen
ist, wie bei dem Integral (P,). Hieraus folgt nun:
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Koénnen wir das Polygon P in Polygone P,, P,, ..., P, zer-
legen, fiir welche die Integrale (P,), (P,), ..., (P,) sdmtlich Null
sind, so ist auch (P)=(P,)+ (P,) +... +(P,)=0.

Dies ist nun tatsichlich fiir jedes Polygon P, dessen Umfang
sich nicht selbst durchsetzt und ganz im Innern von E liegt, mdglich.

Man zerlege namlich die Ebene durch dquidistante Parallelen zur
Achse der reellen und imaginiren Zahlen in Quadrate, deren Dia-
gonalen kleiner als ¢ sind (Fig. 37). Durch diese Parallelen wird die
Polygonfliche P in Sticke P,, P,, ... zerlegt, von
welchen jedes einzelne ganz in einem Kreise mit dem
Radius g, dessen Mittelpunkt ein Punkt von E ist, liegt.
Jedes einzelne Integral (P,), (P,), ... ist daher nach
dem vorigen Paragraphen Null und folglich auch das
Integral P. Hierbei haben wir stillschweigend ange-
nommen, dafl die Fliche des Polygons P ganz im
Innern von E liegt. Es st aber in der Tat leicht zu
zeigen, dafl kein Punkt tm Innern von P auf der
Grenze oder auferhalb von E legen kann.

Denn ist p ein solcher Punkt, so gibt es, wenn er nicht selbst
auBerhalb, sondern an der Grenze von E liegt, doch in seiner Nihe
Punkte im Innern von P, die auBerhalb F liegen. Sei p’ ein solcher
Punkt. Da E ganz im Endlichen liegt, so gibt es auch auBerhalb
von P Punkte, die auBlerhalb E liegen. Sei p” ein solcher Punkt.
Dann gibt es keine p’ mit p” verbindende Linie, die nicht Punkte
von E enthielte, da jede solche Linie den Umfang von P trifft.
Dies widerstreitet aber der Annahme, daB E Elementarfliche ist.

Nachdem wir gezeigt haben, daB der Wert des Integrals

b
[fR)dz

von der Wahl der g mit b innerhalb E verbindenden Linie L un-

abhingig ist, beweisen wir nun, daf dieser Wert innerhalb E eine
reguldre Funktion vom b 4st. Wir wollen die obere
Grenze jetzt mit z statt mit b bezeichnen, die untere
Grenze mit z, und

2z
fi(2) =ff(z)dz
2,
setzen, wobei der Integrationsweg ganz in E liegt.

Sei nun g ein beliebiger Punkt in E (Fig. 38). Liegt dann z in
einer Umgebung von g, die ganz in D hineinfillt, so ist

f#)=co+ec (z—a)Fcy(z—a)P+...
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und nach § 3
ff(z)dz=co(z—a)—I—Lfi(z—a)’—l—;—z(z—a)3—1—....

Nun koénnen wir die z, und z verbindende Linie so wihlen, daB
sie den Punkt g enthilt. Dann ist

@ 66 = f 1@z = [ @5+ f re)as

=c—}—co(z——a)—|-%(z—a)‘~’—{—...,
a
WO ¢ = ff (2)dz von z unabhingig ist.
%

Die Gleichung (2) zeigt, daB f,(z) innerhalb E regulir ist und
dap 268 _ 1) st

Jede andere innerhald B regulire Funktion f(z), welche ebenfalls
der Gleichung d—gi—z)-=

um eine Konstante. Denn ist in der Umgebung einer Stelle a von E

f@)— &) =k+k@E—a)+hE—al+...,

f(2) gentigt, unterscheidet sich von f,(2) nur

so folgt, da die Ableitung von f(2) —f,(z) verschwindet, daB
k,=Fky,=Fk;=...=0 sein muB. Folglich ist

f(z)=f1(z)—}—k,
und diese in der Umgebung der Stelle a4 giiltige Gleichung gilt nach
fritheren Sitzen fiir das ganze Innere von E.

§ 6. Der Cauchysche Satz.

Es sei E eine Elementarfliche, auf welcher f(z) reguldr ist. Be-
trachten wir nun eine geschlossene rektifizierbare Linie L, die ganz
im Innern von E liegt, so wird dieselbe durch zwei beliebig auf ihr
angenommene Punkte a, b in zwei Stiicke L,
und L, zerlegt (Fig. 39).

Nach dem vorigen Paragraphen ist nun

(Ll)fbf(z) dz =(L=)ff(z)dz
oder ‘ ’

‘Ll)fbf'(z) dz —}—‘Lﬂ)ff(z) dz=0.
a b
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Die Summe der Integrale linker Hand ist aber gerade das durch

die geschlossene Linie L genommene Integral ff (2)dz. Es gilt also
der Satz:

Liegt die geschlossene vektifizierbare Linie L ganz in einer Ele-
mentarfliche, auf welcher f(2) reguldr ist, so ist

ff(z)dz:O,

wenn das Integral durch die Linde L erstreckt wivd.

Dieser von Cauchy entdeckte Satz gehort wegen seiner mannig-
faltigen Anwendungen zu den wichtigsten Sitzen der Analysis.

Wir wollen, ehe wir zu solchen Anwendungen ibergehen, noch
einige Bemerkungen an den Cawmchyschen Satz kniipfen.

Es sei L eine einfach geschlossene rektifizierbare Linie, welche
eine Elementarfliche E begrenzt, die mit allen ihren Punkten der
Domine D angehért. Wir konnen dann die Elementarfliche E in
eine geschlossene Linie L’ einschlieBen, welche eine ebenfalls ganz in
der Domine D liegende Elementarfliche E’ begrenzt (Fig. 40). Wenn
nun f(z) in der Domine D regulir ist, so folgt nach dem Cauchyschen
Satze

[fR)dz=o0,

das Integral erstreckt durch die Linie L.

Es gilt also die Gleichung f f(z)dz=0 fir jede einfach ge-
schlossene rektifizierbare Linie, die eine Elementarfliche begrenzt, auf
welcher f(z) reguldr ist. Wir betrachten nun ein Flichenstiick G der
komplexen Zahlenebene, begrenzt von einer endlichen Zahl einfach
geschlossener rektifizierbarer Linien L, L,, L,,..., die sich gegen-
seitig nicht treffen und von denen die eine, L, die iibrigen einschlieft.
Das Flichenstiick G mége einschlieBlich seiner Randlinien L, L,,
L,,... ganz in einer Domine D liegen, in welcher f(z) reguldr ist
(Fig. 41). Wir wollen dann der Kiirze halber sagen, f(z) sei auf der
Fldche G reguldr.

Bei der einzelnen geschlossenen Linie wollen wir als positiven
Durchlaufungssinn denjenigen nehmen, welcher dem Sinne des Uhr-
zeigers entgegengesetzt ist. Je nachdem das Integral ff (2)dz durch
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eine geschlossene Linie L im positiven oder im negativen Sinne er-
streckt wird, bezeichnen wir dasselbe mit ff(z) dz oder ff(z) dz.
L+ L~

Endlich wollen wir unter dem durch die Begrenzung oder den
Rand von G in positivem Sinne erstreckten Integrale f f(z)dz die
Gt

Summe

L!f(z)dz—i—ilff(z)dz—t;[f(z)dz + ...
verstehen?).
Es gilt nun folgender Satz:

Das Integral f f(2)dz, in positivem Sinne durch den Rand einer
Fliche G erstreckt, auf welcher f(z) reguldr ist, hat den Wert Null.

Zum Beweise (bei welchem wir drei Randlinien L, L,, L, voraus-
setzen wollen) verbinden wir die Linie L mit den Linien L, und L,,
sowie L, mit L, durch rektifizierbare im Innern von G verlaufende
Linien. Hierdurch zerfillt die Flache G in zwei Elementarflichen E,
und E, (Fig. 42). Die im positiven Sinne durch den Rand von E, bzw.

E, erstreckten Integrale f f(z)dz sind nun gleich Null, folglich auch
ihre Summe. Nun werden die Hilfslinien bei
der Integration durch den Rand von E, gerade
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen
wie bei der Integration durch den Rand von E,.
Die betreffenden Integralteile heben sich daher
bei der Addition auf, und die Summe jener
beiden Integrale ist also identisch mit dem
im positiven Sinne durch den Rand von G
erstreckten Integrale ff (z)dz.
Betrachten wir den speziellen Fall des letzten Satzes, in welchem
die Fliche G nur zwei Randlinien L und L, be-
sitzt (Fig. 43), so haben wir dann die Gleichung

L‘If(z)dz-lllif(z)dz=0, /4
aus welcher
[f(z)dz= [ f(z)dz
L Ly
folgt. Also:

Begrenzen die Linten L und L, ein Fldchenstiick, auf welchem
f(z) reguldr ist, so dndert sich der Wert des Integrales

L.Tff(z)dz

nicht, wenn man die Linte L durch die Linie L, erselzt.

Fig. 43.

1) Man sagt: Der Rand eines Gebietes wird positzv umlaufen, wenn das
Gebiet dabei zur Linken bleibt. Im obigen Falle wird dann die Kurve L im
positiven, alle andern Kurven im negativen Sinne durchlaufen. (A.d.H).
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§ 7. Folgerungen aus dem Cauchyschen Satz.
Der Laurentsche Satz.
Es sei L eine einfach geschlossene rektifizierbare Linie, welche
eine Elementarfliche E begrenzt, auf der die Funktion f(z) regulir ist.
Bedeutet z, einen Punkt im Innern dieser Elementarfliche E,

so ist auch f (z) 1) =1 (x) auf E regular (Fig. 44).
]
Folglich ist
f &) —1 (z) f@)adz az
f 0) 4 Df s — ) S —. =0

z—z, oz

Der Faktor von f(z,) hat, wie wir frilher gesehen haben (§ 4), den
Wert 277. Also ist
1 (f@)dz
f(zo) =

2aid z—z "
Lt

Wir wollen die Bezeichnung ein wenig dndern. Den auf L ver-
anderlichen Punkt bezeichnen wir mit ¢ statt mit z und den im
Innern von L beliebig angenommenen Punkt mit z statt mit z,. Dann
heiBt unsere Formel:

\ 1 al
(1) CRFIES
Diese Formel zeigt, daBl man die Werte von f(z) im Innern von L
berechnen kann, wenn man die Werte von f(z) auf der Linie L
kennt. Denn der Wert des Integrals hangt nur von den Werten f(£) ab.
Die Formel (1) 148t sich leicht ver-
allgemeinern. Es sei G eine Fliche,
A O begrenzt von einer endlichen Anzahl von
LinienL, L,, L,,...,L,, von denen die
O erste, L, die iibrigen einschlieBt. Auf
G sei f(z) regulir. Wir fixieren inner-
halb G willkiirlich einen Punkt z,,
legen um z, eine Linie K, die eine
ganz in G liegende Elementarfliche einschlieBt, und scheiden diese
Elementarfliche aus G aus (Fig. 45).

Dadurch erhalten wir eine von den Linien L, L,L,,...,L und K
f@

2y

begrenzte Fliche G’, auf welcher P

Fig. 44, Fig. 45.

reguldr ist.
Folglich ist das positiv durch den Rand von G’ erstreckte Inte-

gral f &dz gleich Null, woraus wir die Gleichung
f(z) 1) 1 (1@
2mf 4z +2‘:.2f it

27:1 z—-zo z—2z, z2—2,

schlieBen. Dle linke Seite stellt nach Formel (1) f(z,) dar.
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Ersetzen wir wieder z, durch z und schreiben wir in den Inte-
gralen { statt z, so kommt

= %
L+

Diese Formel driick! wiedsyum den Wert von f(z) ¢m Inmern der
Fldche G durch die Werte dieser Funktion auf dem Rande von G aus.

Von der Formel (2) wollen wir nun eine interessante Anwendung
mach:n. Es sei R ein Kreisring, begrenzt durch zwei Kreise mit
dem Mittelpunkt @. Die Punkte dieses Kreisringes, zu welchen wir
die Punkte auf den Peripherien der Begren-
zungskreise #icht rechnen, bilden eine Domine.

Es moge f(z) in dieser Doméane regulir sein.
Fixieren wir einen beliebigen Punkt z in dem
Kreisring, so kénnen wir einen zweiten Kreis-
ring mit demselben Mittelpunkt 4 konstruieren,
der ganz in dem urspriinglichen Kreisring liegt
und 2z in seinem Innern enthdlt. L, und L,
seien die diesen zweiten Kreisring begrenzenden
Kreise (Fig. 48). Dann ist nach der Formel (2)

(3) f@)=hHG)+1 ()

wobel . e
fl(z)zgn,i E—z
(4) b
1

YT —z
-
ist. Wenn { auf L, liegt, so ist lz—— a|<|l— a| und also
(5) Z_al—-k <1.

Der Wert %, ist unabhingig von der Lage des Punktes { auf L,
weil |{ —a| langs L, konstant bleibt, namlich den Radius des
Kreises L, vorstellt.
In dem Integrale fl(z) substituieren wir
1 1 z—a (z—a) (z—a)"

T—z (Ca)—(@—a) = a+(§' G T Eap T T G —a)
und integrieren dann gliedweise. Hierdurch kommt

6) £(d)=cot6, (2 — a) 0, (2 — @ + ...+ cucs (2 — aP1 £,

wobel gesetzt ist

1 ¢ fal
(7) by = éT,I ) ¢— )k+1’
1 z—a\"f(O)de
(8) "ﬂ‘ﬁ (C—-a> t—z

L*



(9)

(13) £l zm
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Mit unendlich wachsendem % verschwindet 7,- Denn es ist

nl<an [leze [ [ E 1ae = 2,,Jl L9 |jaz),
Ly
und nach (5) ist lizn k*=0. Also ist
f, (2 2m fc)dz—co—{—cl(z—a)+cg(z——a)9+...—|—ch(z—a)"+....

.

Bei dem Integrale, welches den Koeffizienten ¢, definiert, darf
statt des Kreises L, auch irgendein anderer Kreis mit dem Mittel-
punkt a, der ganz im Kreisring R liegt, als Integrationsweg ge-

@

i ist im Kreis-

nommen werden. Denn die integrierte Funktion (
Z—a

ring R reguliar. Ja man darf statt L, allgemeiner einen beliebigen
einfach geschlossenen Integrationsweg nehmen, der den Punkt a4 ein-
schlieBt und ganz im Innern des Kreisringes R verlauft. Hieraus
folgt beildufig, daB ¢, von der Wahl des Punktes z im Kreisring R
unabhingig ist. Es stellt f, (z) nach (9) eine im Innern des groBeren
Begrenzungskreises des Ringes R regulire Funktion vor.

Betrachten wir nun

1 d
= [0
Lg*

so bemerken wir zunichst, da8 fiir jeden Punkt ¢ der Kreisperipherie
L, die Ungleichung

.
gilt. Daher werden wir in dem Integrale substituieren

1 (& —a)p® (£ —a)
z—;‘—z——a+(z-a)2+ a)"—l_ +(z ay [z2—1]"

Hierdurch kommt

1 ,
(10) fz()—‘c 15 “I‘C 2(z a)2+ —n@'{",u

wobel gesetzt ist

(11) =gz [TOC —apat,
12) = r J(i—},;) =
Lg*

Ebenso wie 7, verschwindet auch r”' mit unendlich wachsendem #.
Also ist

f(ﬁ)dé‘

1 1
_gmﬁ+...+c_”(—z:‘“-);+ .
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Auch hier darf bei dem Integrale (11), welches c_; definiert, die
Kreisperipherie L, durch jede andere ganz im Kreisring liegende
Kreisperipherie mit dem Mittelpunkt 4 ersetzt werden. Die Glei-
chung (13) zeigt, daB f, (z) eine auBerhalb des inneren Begrenzungs-
kreises unseres Kreisringes regulire Funktion ist. Beachten wir noch,
daB der Integrand in (11) aus dem in (7) hervorgeht, wenn wir in
diesem — %k an Stelle von. & schreiben, so konnen wir das Resultat
unserer Untersuchung so aussprechen:

Ist die Funktion f(z) reguldr in einem Kreisringe mit dem Mittel-
punkte a, so lipt sich f(z) in diesem Ringe darstellen durch eine nach
positiven und nagativen Potenzen®) von z — a forischreitende Potenzreihe:

)= Se,e— o'

Die Glieder mit positiven Potenzen bilden eine Potenzreshe P (z — a),
welche in dem groPeren den Ring begremzenden Kreise Rownvergiert, die

Glieder mit negativen Potenzen bilden eine Polenzreihe B, %) , welche

auferhalb des kleineren den Ring begremzenden Kreises komvergiert.
Ist ferner L einz Kreisperipherie mit dem Mittelpunkt a, die ganz
im Innern des Kreisvinges liegt, so hat man

1 f@ac
(14) c”———é_n_z ﬁq_—l.

Insbesondere ist

(15) e =gz | O L.

Der vorstehende Satz ist unter dem Namen des Lawrentschen
Satzes bekannt. Aus der Gleichung (14) lesen wir sehr leicht den
Hilfssatz iiber Potenzreihen ab, welchen wir am SchluB des 2. Kapitels
bewiesen haben.

Es folgt niamlich aus (14)

If®114g]
|C '——2n Ic |”+1

Wenn nun lings der Kreisperipherie L bestindig
fOl<M
ist, so hat man

1ag)|
”l—zﬂrlf a]”+1

1) Der Kiirze halber nennen wir eine Potenz (2~ a)® eine ,,positive oder
. megative’ Potenz, je nachdem der Exponent n>0 oder <0 ist.
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Es ist aber |{ — a| =, dem Radius des Kreises L; ferner [d{|=ds,
dem Bogenelement des Kreises L. Daher kommt

M 1 M
le, éz_”.g—_”ﬂj‘ds =
Lt

eine Ungleichung, die den Inhalt jenes Hilfssatzes bildet.

Aus dieser Ungleichung wollen wir jetzt noch die Folgerung
ziehen, dafl ene n einem Kreisvinge mit dem Milielpunkt a reguldre
Funktton nur auf eine Weise nach positiven und negativen Potenzen
von (z — a) eniwickelbar ist. Angenommen nimlich, es wire

+o
fl2) =X (z— a)",

Fli) = Sc®(z — a,

so folgte
+®
0= (et — ) (z — a)"

Die Potenzreihe rechts stellt also eine regulire Funktion im Kreis-
ringe vor, die den konstanten Wert 0 hat. Daher kénnen wir M =0
setzen. Dadurch erhalten wir [¢{ —¢®| < 0 und folglich ¢ = c®.

Mit Hilfe des Lawurentschen Satzes kénnen wir den schon in
Kap. 3, § 7 angekiindigten Satz beweisen:

Der absolute Belrag jeder in der Umgebung einer isolierten singu-
ldren Stelle eindeutigen analytischen Funkiion nimmi dort beliebig grofe
Werte an.

Anders formuliert: Eine in der Umgebung eines Punkies a ein-
deutige reguldre Funktion f(z) von beschrankiem absoluten Betrag ist in
diesem Punkte selbst reguldr.

Betrachten wir ndmlich in der obigen Lawurentschen Entwicklung
den Koeffizienten ¢, (# = —1, —2,...), und ist M eine Schranke fiir
Lf(2)| in der Umgebung von a, so konnen wir, da der innere Kreis
des Kreisringes beliebig klein genommen werden kann, in der Ab-

schitzung |c,,| g%ﬁ, die Zahl p beliebig klein wahlen, woraus sofort
c_, =0, c_, =0,..., also die Regularitit von f(z) in z=gq folgt.

Eine wichtige Folgerung des hiermit bewiesenen Satzes ist der
Satz von Weierstrap:

Eine in der Umgebung einer wesentlich singuldren Stelle a ein-
deutige Funktion kommi in belicbiger Ndhe dieser Stelle jedem be-
liebigen Werte & beliebig nahe.
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Wire dies fiir einen Wert ¢ nicht richtig, so wiirde die Funktion

f(z);—a nach dem vorigen Satze im Punkte z =a regulir bleiben;
somit wire f(z) — &, also auch f(z), in z = a entweder regulir oder
hitte dort einen Pol, also jedenfalls keine wesentlich singulire Stelle.

§ 8. Die Residuen der analytischen Funktionen.

In der Domine D sei die Funktion f(z) regulir. Ferner sei a
ein isolierter Begrenzungspunkt von D, so daBl also in einem ge-
niigend kleinen um g beschriebenen Kreise der Mittel-
punkt ¢ der einzige nicht zur Domine D gehérige

Punkt ist. Betrachten wir nun einen Kreisring mit
dem Mittelpunkt 4, der ganz in der Domine D liegt e
(Fig. 47), so haben wir innerhalb desselben nach dem

Laurentschen Satze:

M =S E—a =Be—a+ % (1),

Der Radius des inneren Begrenzungskreises des Kreisringes kann

Fig. 47.

nun so klein gewdhlt werden, wie man will. Daher wird g, (z_la>
eine beslidndig konvergierende Potenzreihe sein.
Wir filhren nun die folgende Definition ein:

Der Wert des positiv um den isolierten Begrenzungspunkt a ge-
nommenen Integrales

1
5.7 [f)ax
soll das Restduum ven f(z) an der Stelle z = a heifien
Fiir dieses Residuum gebrauchen wir nach Caucky die Bezeichnung

rIF@)
Nach Gleichung (15) des vorigen Paragraphen ist dieses Residuum
der Koeffizient von i in der Entwickelung (1) von f(z) in der Um-

gebung von z = a nach positiven und negativen Potenzen von z — a.

Hierbei haben wir a als endlich vorausgesetzt. Wir wollen in-
dessen den Begriff des Residuums auf den Fall 4 = co ausdehnen,
Es sei also der Punkt co ein isolierter Begrenzungspunkt einer Do-
méine D, in welcher f(z) reguldr ist. Wihlen wir zwei Kreise mit
dem Mittelpunkt 0 und mit geniigend groBen Radien, so wird in dem
von diesen Kreisen begrenzten Kreisring f(z) regulir und also in
der Form

@) )= S e, = %) + %, (3)

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 7
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darstellbar sein. Hier wird, beildufig bemerkt, P (z) eine bestindig
konvergierende Reihe sein, weil wir den Radius des duBeren Be-
grenzungskreises unseres Kreisringes beliebig groBl nehmen diirfen.

Als Residuum von f(z).fiir den Punkt oo bezeichnen wir nun den
Wert von

g—;—i [ f(z)dz,

wenn wir das Integral in megativem Sinne durch etnen Kreis erstrecken,
der ganz in der Domdne D liegt und dessen Auferes, abgesehen vom
Punkte co, cbenfalls ganz der Domdne D angehort.

Fiir dieses Residuum wenden wir die Bezeichnung
r ()]

an. Nach dem vorigen Paragraphen ist sein Wert der negativ ge-
nommene Koeffizient von % in der Entwicklung (2) der Funktion f(z)
in der Umgebung von z = co.

Wair wollen nun die ,Cauchysche Residuenformel” ableiten.

Wir nehmen an, f(z) sei auf einem Flichenstlick F, abgesehen
von den Punkten a,, a,,..., @, regulir, Die Begrenzungslinien L,
L,,L,,... von F setzen wir als rektifizierbar voraus
(Fig. 48). Wir umgeben die Punkte 4, a,, ..., a,
mit kleinen Kreisen K, K,, ..., K,, die sich
gegenseitig ausschlieBen und ganz im Innern von
F liegen. SchlieBen wir die Flichen dieser Kreise
aus F aus, so erhalten wir eine Fliche F’, begrenat
von den Linien

L,L,L,...K K, ...K

und auf der Fliche F’ wird die Funktion f(z) reguldr sein.

r?

Nach dem Cauchyschen Satz ist das positiv durch die Berandung
von F' erstreckte Integral ff (z) dz gleich Null. Hieraus folgt

2—1—;1. jf(z)dz —}—é—lﬁ ff(z)dz—{-%mff(z)dz +...+9—17iff(z)dz=0.
(F*) Ky~ Ky~ r

Die auf die Kreise K,, K,, ..., K, beziiglichen Glieder dieser Gleichung
stellen die negativ genommenen Residuen der Funktion f(z) an den
Stellen @, , a,, ..., a, vor. Folglich ist

(3) 7t § (@) dz = rIr@] +7If@] 4+ r[F@)-

F*
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Als Beispiel der Anwendung dieser Residuenformel betrachten
wir das Integral

+o
T=[R(@)dz,

WO R(z) eine rqtiomnale Funktion bezeichnet, die fiir reelle Werte von
z nicht unendlich wird und fiir z = co mindestens von der zweiten
Ordnung Null wird, worunter wir meinen, daB 22 R(z) fiir z =00
einen endlichen Grenzwert ergibt.
Wir verstehen unter p eine positive Grofie, die spéter unendlich
groB werden soll. Uber dem Stiick
—p...+p der Achse der reellen
Zahlen als Durchmesser beschreiben
wir einen Halbkreis K und denken
uns p schon so grofl gewihlt, daB
die oberhalb der Achse der reellen
Zahlen liegenden Pole der rationalen
Funktion R (z) simtlich innerhalb des Halbkreises liegen (Fig. 49).
Die Gleichung (3), angewendet auf die Flache dieses Halbkreises,
liefert:

(4) {R dz+fR(z)dz_2m);r[R()]

wobei die Summe iiber alle Pole @, von R(z) zu erstrecken ist, die
positive Ordinaten besitzen.

Nun verschwindet das tiber die Halbkreisperipherie K genommene
Integral f R(2)dz fiir p =o0. In der Tat ist fiir geniigend groBe
Werte von |z|, d. h. in der Umgebung von z = o0,

[
R@)=5+5 . =501 +e),
wO ¢ mit % verschwindet, Daher ist, wenn z auf K liegt,

R@| =L 1ol < L e

sobald |z| = so groB geworden ]Sf, daB |e| < 1 ausfdllt. Aus vor-
stehender Ungleichung folgt

'fR z)dz|<f|R(z)Hdz| < 2'” f|dz[ =Elpﬂn,

>

weil f |dz| die Lange des Halbkreises K ist. Mit unendlich wachsen-
4

2i¢|m

dem p nihert sich und also auch [ R(z)dz der Grenze Null.
K

*
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Die Gleichung (4) geht daher fiir p — co iiber in

(5) wa (2)dz = 274 S 7[R ()],

—_ ap

wobei iiber alle Pole ¢, von R(z) mit positiv-imagindrem Teile zu
summieren ist.

Beispielsweise wird

+ o
dz . r 1
% __ R
f(zz+1)n = 2m1 f’ |_(z2+1)"}'

Um das Residuum zu berechnen, haben wir nach Potenzen von

2—t=h
zu entwickeln. Nun ist
1 1 1 ik
| ) (O N (ICTE RO (2i)"h"[ 2}

O

. 1. . .
Der Koeffizient von + in dieser Entwicklung lautet

T T ) (n— 1)1

_l_.n(n+1)(n+2)...(2n——-2).<i)”—1__1 1 @n—2)!

@iy (n—1)! 2

und dieses ist also der Wert des in Betracht kommenden Residuums.
Daher finden wir

i dz = 2n—2)!
f(22+1)" = 2t (D (e— 1)1

§ 9. Bestimmung der Null- und Unendlichkeitsstellen
einer Funktion.

Es sei F entweder eine Elementarfliche oder eine von einer
endlichen Anzahl von einfach geschlossenen Linien begrenzte Fliche.
Die Randlinien werden rektifizierbar vorausgesetzt. Nun moge f(2)
auf der Fliche F regulir sein, abgesehen von den Punkten a,, a,,..., a,,
welche Pole von f(z) sein sollen. Auf dem Rande von F soll f(z)
weder verschwinden noch Pole haben. Die im Innern von F vor-
handenen Nullstellen von f(z) seien b, b,,:..,b,. Ihre Anzahl ist

R 8
notwendig endlich, da sie keine Hiufungsstellen besitzen kénnen.

Die Funktion f-;% ist nun offenbar auf F regulir, abgesehen

von den Punkten a,,a,,...,a,, by, by, ..., b,.
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Besitzt f(z) in der Umgebung einer Stelle ¢ die Entwicklung
(1) f(z) = coe — @) + ey (e — )" (co =+ 0),

wobei % eine positive oder negative ganze Zahl bezeichnet, so ist

(&) = keye— )~ +
und folglich

L9 L t9@—a)

zZ—a

Der Punkt ¢ ist dann also ein Pol von %%2 und % das zugehérige
Residuum. Wenn % eine positive Zahl ist, so ist @ eine Nullstelle
von f(z), und zwar soll diese Nullstelle eine k-fache oder ,von der
Multiplizitdt“ k heiben. Wenn dagegen & eine negative Zahl ist, so
ist ¢ ein Pol von f(z) und — £ seine Ordnung oder — wie wir auch
sagen werden — es ist ¢ eine — &-fache Unendlichkeitsstelle der Funk-
tion f(z) oder auch eine Unendlichkeitsstelle von der ,, Multiplizitdt —k.
Der Residuensatz ergibt nun

1 3 .
2——7”.]";(2))01 kb kb bk, — (b by ),

wo ki, Ry, ..., k, die Multiplizititen der Nullstellen b,, b,, ..., b, und
hyshy, ..., h, die Multiplizititen der Unendlichkeitsstellen a,, a,,...,a,
bedeuten. Rechnen wir nun jede Nullstelle und jede Unendlichkeits-
stelle so oft, wie ihre Multiplizitit angibt, so ist &, + &, + ...+ &,
die Gesamtzahl der Nullstellen -und A, + &, + ...+ h, die Gesamt-
zahl der Unendlichkeitsstellen von f(z) innerhalb der Fliche F. Also:

Bezeichnet N die Gesamizahl der Nullstellen, U die Gesamizahl
der Unendlichkeitsstellen von f(z) innerhalb der Fliche F, so ist

’ 1
) e ’;(:))d =N—U.

Hieraus ergibt sich bezlauﬁg ein nener Bewess fiir den Fundamental-
satz der Algebra. Ist namlich

f(2)=2"4az* 14 a,2" 24 ... +a, ,
so hat man fiir geniigend groB8e Werte von

'@ nz" ...

@~ 2 F.. + + 5+
Wihlen wir fiir F eine Kreisfliche, begrenzt von einem Kreise mit
dem Mittelpunkt 0, dessen Peripherie im Innern des Geltungsbereiches
der vorstehenden Entwicklung liegt, so kommt (§ 7, Formel (15))

1 rrf'e
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und folglich, da f(z) nicht unendlich wird, also U =0 ist,
N = =,
d. h. f(z) verschwindet genau #-mal

Das Integral f ff, ((:) dz = dff(g) J‘d log f(z) geht durch die Sub-
stitution
fla) =¢

in das Integral J‘—~ iiber. Hieraus .ergibt sich eine neue Deutung

der Formel (2'). Wenn niamlich z eing der Begrenzungslinien L der
Fliche F durchlduft, so wird der Punkt { = f(z) eine geschlossene
Linie L beschreiben. Das Integral

L '@, 1 f ag

2m f(z) 2wiJ ¢

1!

gibt daher nach Kap. 5, §4 die Wmdungszahl der Linie L an. Also
kénnen wir den Inhalt der Gleichung (2’) auch so aussprechen:

Der Punkt z beschreibe die Randlinien L, L,, L,, ... der Fliche F
wnd zwar die dufzre Randlinie L in positivem, die inneren Randlinien
in negativem Sinme. Dann wird der Punkt { = f(z) gewisse geschlos-
seme Linien L, L,, L,, ... durchlaufen. Die Summe der Windungs-
zahlen der letzteven Linien gibt dann die Anzahl der Nulistellen, ver-
mindert um die Anzall der Unendlichkzitsstellen, welche f(z) innerhalb
der Fliche F besitzt.

Zwei Funktionen f(z) und (p(z) seien auf der Fliche F regular.
Lings des Randes von F sei bestindig | (2)| < |f(2)|. Da |@(2)] =0
ist, so kann f(z) auf dem Rande von F nicht verschwinden. Ebenso-
wenig kann f(z) -+ ¢.(z) in einem Punkte des Randes von F Null sein,

weil [f(z) -9 ()| 2 |f@)]—|e@] >0 ist

Setzen wir nun

f@)+o@
=1 -
3) 12y pu=y(e),
so ist nach Voraussetzuhg # = Z;.% lings des Randes von F bestindig

absolut genommen kleiner als 1, und es ist daher auch das Maximum
von || lings des Randes von F eine positive Zahl ¢ <<1. Der
Punkt 4 (z) = 1 + » fillt also niemals auBerhalb des Kreises mit dem
Mittelpunkt 1 und dem Radius o, welcher Kreis den Nullpunkt aus-
schlieBt.

Nun folgt aus (3)
e’ _ [ v
f+e T T
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folglich

1 oeffte’ 1 ef! 1 ry’
Txid fro dz_‘sz?dqusz;dz.
Ft F+ F+

Das letzte Integral ist aber Null, weil der Punkt y(z), wihrend z
eine Randlinie von F durchliuft, eine den Nullpunkt ausschlieBende
Kurve beschreibt, deren Windungszahl also Null ist.

Die vorstehende Gleichung lehrt also, daB die Funktion f(z) + ¢(2)
genau dieselbe Anzahl von Nullstellen auf der Flache F besitzt, wie
die Funktion f. Also:

Sind die Funktionen f und @ auf dev Fliche F reguldr und ist
lings des Ranmdes vom F bestindig || < |f|, so besitzt die Funklion
f -+ @ genau so viele Nullstellen innerhalb F wie die Funktion f.

Diesen Satz verallgemeinert man leicht auf den Fall, in welchem
f und @ in der Fliche F eine endliche Zahl von Polen besitzen. Es
tritt dann in dem Ausspruch des Satzes an die Stelle der Anzahl der
Nullstellen nur die Differenz zwischen dieser Anzahl und der Anzahl
der Unendlichkeitsstellen.

Als Anwendung des vorstehenden Satzes wollen wir beweisen,
daB eine auf der Fliche F regulire Funktion f(z), die auf der Fliche
nirgends verschwindet, die folgende Eigenschaft besitzt:

Sowohl das Maximum wie das Minimum des absoluten Betrages
von f(z) findet sich auf dem Rande der Fliche F.

Angenommen, das Minimum von |f(z)| finde sich nicht auf
dem Rande von F. Dann wire lings des Randes

| £ (@) < |£()]
wo z, derjenige Punkt innerhalb F ist, fiir welchen das Minimum von
| f(z)| statfindet. Folglich wiirden f(z) und f(2) — f(z,) innerhalb F
dieselbe Zahl von Nullstellen haben. Diese Zahl ist aber O fiir f(z)
und mindestens 1 fiir £(z) — f(z,), da letztere Funktion die Nullstelle
z =1z, hat. Die Annahme, von der wir ausgingen, fithrt also zu
einem Widerspruch.

Finde sich auf dem Rande von F nicht das Maximum von |f(2)],
so wire fiir einen geeignet gewahlten Punkt z, im Innern von F die
Ungleichung |f(z)| < |f(2,)| langs des Randes erfiill. Also hatte
f(zo) — f(z) dieselbe Zahl von Nullstellen innerhalb F wie f(z,), was
wiederum widersinnig ist.

Die Gleichung (2') ist nur ein spezieller Fall der folgenden:

4) - z"ff'(g)dz=2bl—2'al,
F+
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in welcher A eine nichtnegative ganze Zahl bedeutet und die Summen
iiber die Null- bzw. Unendlichkeitsstellen von f(z) im Innern von F
auszudehnen sind. Dabei ist jede Stelle so oft zu beriicksichtigen,
wie ihre Multiplizitit angibt.

6. Kapitel.
Die meromorphen Funktionen.

§ 1. Begriff der meromorphen Funktion.

Unter einer meromorphen Funktion verstehen wir eine eindeutige
Funktion, die im Endlichen keinen wzsentlich singuldren Punkt besitzt.

Zu diesen Funktionen gehéren die ganz:n Funktionen, welche
im Endlichen iiberhaupt keinen singuliren Punkt haben; ferner !die
rattonalen Funktionen, welche nur Pole und zwar in endlicher Anzahl
besitzen koénnen.

Das charakteristische Merkmal einer meromorphen Funktion ist
dieses:

Bedeutet a4 einen beliebigen Punkt im Endlichen, so ist fiir eine
passend gewihlte Umgebung von a entweder

(1) f(&)=co+c,(z—a)+c,(z—a)®+...,
wenn namlich 4 ein regulirer Punkt ist, oder aber
(2) 0= Tl tal—a taE—a+.),

wenn namlich g ein Pol #*r Ordnung ist. Es istin (2) ¢,<4=0. SchlieBen
wir den Fall, wo f(z) identisch Null ist, aus, so wird in (1) ein erster
Koeffizient in der Reihe ¢, ¢,, ¢,,... vorhanden sein, der nicht Null
ist. Die beiden Fille (1) und (2) konnen daher so zusammengefaBBt
werden:

Eine Funkiion f(z), die nicht identisch Null ist, ist dann und
nur dann meromorph, wenn fiiy jede endliche St:lle a eins Darstellung
der Gestalt

@) f@A=@E—aflt+eal—a+ak—a'+..)  (o+0)
gilt, unter k eine (positive, verschwindends oder megative) ganze Zahl
verstanden. Die Zahl & mége Ordnung der Stelle a fiir f(z) heiBen.

Hieraus folgen nun nachstehende Sitze:

1. Jede Konstante ist eine meromorphe Funktion.

2. Summs und Differenz zweier meromorphey Funktionen sind
wieder meromorphs Funktionen.

8. Produkt wnd Quotient zweier meromorpher Funktionen sind
wieder meromorphe Funktionen.
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Zusammenfassend kénnen wir sagen:
4. Eine rationals Funktion von meromorphen Funktionen

R(fys far e i)

mit konstanten Koeffizienten ist wieder eine meromorphe Funktion.

Z. B. ist der Quotient zweier ganzer Funktionen eine meromorphe

. . . . . sinz
Funktion. Da sinz, cosz ganze Funktionen sind, sind also tgz = cosz’

cosz . ey o . .
cot z = —S(i’% meromorphe Funktionen. Uberhaupt gehéren die meisten
in der Analysis auftretenden eindeutigen Funktionen zu den mero-
morphen.
Deshalb ist es gerechtfertigt, diese Funktionen ndher zu unter-

suchen. Ehe wir dazu iibergehen, wollen wir einige Betrachtungen
iiber unendliche Reihen anstellen.

§ 2. Regulire Konvergenz.
Wir betrachten die Reihe

(1) L@ +hE+ -+ LE+ - (F),

deren Glieder f, (2), f,(z), ... fiir ein endliches Gebiet G der Ebene
gegebene Funktionen sind. Ferner sei fiir jedes z im Gebiete G (Fig.50)

(2) L@ L8, [hBISea - [LE]|Ze,
WO &, E,..., &,, ... positive Konstante sind, deren Summe
(3) &ttt e+ (e)

konvergiert. Wir sagen dann: die Reihe (1) sei reguldr
konvergent, Die Beziehung der beiden Reihen bezeichnen
wir wie frither auf S. 21 durch (F) <€ (e).

Eine regulir konvergente Reihe konvergiert abso
lut und glzichmdBig im Gebiete G. Es ist ndmlich

far1@+ [ Sr, =t T8t
und also fiir jedes z in G kleiner als eine fest vorge-
schriebene Zahl 6 > 0, wenn » groB genug geworden ist.

Ist das Gebiet G eine Domine, in der f,(z), f,(2), ... reguldr
sind, so ist nach dem Weierstrafschen Summensatz die Summe F (z)
der Reihe (1) ebenfalls in G eine regulire Funktion. Wenn wir
fir das Gebiet G einen Kreis mit dem Mittelpunkt ¢ annehmen
kénnen, so sagen wir kurz, die Reihe (1) konvergiere reguldr ,in der
Umgebung der Stelle a*. Falls die Reihe

fl.‘+1(z)+fk+2(2) +...

im Gebiete G regular konvergiert, so sagen wir, der k' Rest der
Reihe (1) konvergiere regulir.

Fig. 50.
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Wenn dieser Fall eintritt, kénnen wir in der Domine D die
Summe F (z) der Reihe (1) in die Form

F@Q=H@+ @)+ + @+ @)
setzen, wo @ (z) eine in der Domine D regulire Funktion ist, voraus-
gesetzt, dabB f, .. (2), f,.4(2), ... reguldr in D sind.
Es gilt der Satz:
Sind f,(z), f,(2), .

.. vegulir in einer Umgebung der Stelle a und
15t filr diese Umgebung

() + @)+ £ (2) + .

reguldr konvergemi, so kowvergiert auch die Reihe
RME+E@+ 1+
reguldy fiir die Umgebung von a.
Gelten ndmlich die Ungleichungen

h@<e, [6@<e, o [f,@)]<Le,,

fir alle Punkte eines Kreises vom Radius ¢ und dem Mittelpunkt a,

so ist dem Satz von Kap. 2, § 9 zufolge fiir alle Punkte des Kreises
e

lz—a|l< 5

JCIES NTCIE

) ’ &n
2., <=z ...

g ’ lfn (Z)' = g_

2 2 2
und aus der Konvergenz von

&+ e ...
folgt die von

_9_+£_+
2 2

§ 3. Die meromorphen Funktionen mit einer endlichen
Anzahl von Polen.

besitzt, so ist sie eine ganze Funktion.

Ist f(2) eine meromorphe Funktion, die keinen Pol im Endlichen
vorhanden, so seien diese

Sind nur endlich viele Pole
a;, a,,
und

a(=2) al

1
) o al2g)
die zugeh6rigen meromorphen Teile.

Z — ar
Dann 1st

6= Za(25) + 6,

wo G(z) eine ganze Funktion bedeutet.

@,
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§ 4. Die meromorphen Funktionen mit unendlich vielen
Polen.

Hat eine meromorphe Funktion unendlich viele Pole, so kénnen
dieselben nur die eine Hiufungsstelle co haben. Denn jede Hdu-
fungsstelle von Polen ist eine wesentlich singulire Stelle, und wir
haben ausdriicklich vorausgesetzt, daB f(z) nur die wesentlich singu-
lire Stelle co hat. Da hiernach in jedem Kreise mit dem Mittel-
punkt Null nur endlich viele Pole von f(2) liegen konnen, so lassen
sich die Pole nach wachsenden absoluten Betrigen anordnen. Die Pole
bilden dann also eine Reihe

Qs Ays Ay, Ags Ags---
von der Beschaffenheit, daB
Iao‘§(a1{gl“e!gla:;]lé{a.i‘é"'
und
lima, = oo

7n=0u0
ist. Wir bezeichnen die zugehoérigen meromorphen Teile von
f(z) mit
1 1

Fo(z)zg(,(z_ao), F, (z)=g1<:71>,..., F,(x)=g, <z_lu’..),... .

Ist die Stelle z =0 ein Pol von f(z), so ist notwendig a,=0. Also
jedenfalls sind a,, a,, a,, ... von Null verschieden.

Es sei C, ein Kreis mit dem Mittelpunkt O, dessen Radiys
kleiner als |a,| sei. Die Punkte a,, a,, a5, ... liegen simtlich
auBerhalb des Kreises C,. Jetzt sei C, ein Kreis
mit dem Mittelpunkt 0, dessen Radius grofer als
der Radius von C,, aber kleiner als |a,| sei.

Die Punkte a,, a,; ... liegen siamtlich auBerhalb
des Kreises C,. Nun sei wieder C, ein Kreis
mit dem Mittelpunkt Null, dessen Radius groBer
als der Radius von C,, aber kleiner als |a3| ist
(Fig.51). So fortfahrend erhalten wir eine Reihe

von Kreisen C,, C,, C;, ... mit dem gemein-
samen Mittelpunkt 0 und bestindig wachsenden Radien , Diese
Kreise sind so beschaffen, daB der Pol a4, von F, () =g, <;‘_La—>

auBerhalb des Kreises C, liegt. Da der Radius des Kreises C, be-
liebig dicht unter |g,| angenommen werden darf, so konnen wir
voraussetzen, dafl der Radius von C, mit # ins Unendliche wichst.
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§ 6. Der Mittag-Lefilersche Satz.
Es sei eine Reihe von meromorphen Funktionen

Fo(x), Fy (), Folz)s -y Fo(@), .
gegeben.

Die Kreise
Ciy Gy, Gy, ..., C
mogen den Mittelpunkt 0 haben, ihre Radien

nrer

Fas Tas Vs ooy Fppyono

mogen bestindig und zwar ins Unendliche anwachsen.

Es werde vorausgesetzt, daB die singuliren Stellen von F,(2)
samtlich auBerhalb des Kreises C, liegen.

Auf der durch den Kreis C, vorgestellten Fliche ist F, (z) regular
und also
(1) F,(o)=co+cztcy2®+..., fir |2]<v,.

Dabei konvergiert diese Potenzreihe gleichmdfig fiir alle diese-
Werte von z. Ist also ¢, eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl,
so kann man den Index N so wihlen, daB die ganze Funktion

(2 by () =cy+ 2+ cg2® + ... en 2N
der Bedingung
(3) |F,(2) — b, ()| <,
geniigt, sobald |z| <, ist.
Nun mogen ¢,, ¢,, &, ... positive Zahlen sein, die 'so ange-
nommen sind, daf
4) LR e e S

konvergiert. Dann koénnen wir zeigen, daB
() F()=Fo() +{F,(s) = by (a)} + {Fa (&) — by @)} + - -
+{F, () — h,(2)}+ ...

in jedem endlichen Gebiete der Ebene einen reguldr konvergierenden
Rest besitzt.

In der Tat sei G ein solches Gebiet und C, der erste Kreis der
Reihe C,, C,, C;, ..., welcher G ganz in seinem Innern enthilt.
Betrachten wir dann

(6) D (z) = {F,,(2) — I (2)} + {Frsr1@) — by @F 4+

so konvergiert diese Reihe in G regulir, weil dieselbe nach (3) eine
Minorante der Reihe

&+ &+ ..
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ist. Nehmen wir fir G einen Kreis K mit dem Mittelpunkt a, so ist
& (z) reguldr innerhalb K (Fig. 52).
Da nun

Fla)=Fo@)+{F, )= h @} + ... +{F_, () — b1 @)} + Pz)
ist, so leuchtet ein, daB F (z) sich in der Umgebung von z =4 eben-
falls reguldr verhilt, wenn der Punkt z = a fiir keine der Funktionen
Fy(2), F (2), ..., F,_,(z) ein Pol ist. Im andern Falle kann z = qa
fir F(z) nur ein Pol sein, und zwar ist der zugehorige
meromorphe Teil von F(z) dann gleich der Summe
der meromorphen Teile derjenigen Funktionen F (z),
F, (z), F,(2),..., welche z = a zum Pol haben. Da
der Kreis K beliebig groB angenommen werden kann,
so leuchtet ein, daB die Reihe F (z) in jedem beliebig
groBen, aber ganz im Endlichen liegenden Bereiche
der komplexen Zahlenebene, nach Abtrennung einer
endlichen Zahl von Anfangsgliedern, absolut und
gleichmiaBig konvergiert.

Fig, 52,

Wir wollen nun den folgenden speziellen Fall des
eben bewiesenen Satzes besonders hervorheben:

Es sei gegeben eine mnach wachsenden absoluien Betrdgen geordnete
Reihe von Zahlen

Qs @y Gy Ags - -

mit der Haufungsstelle lim a, —o0o. Jeder Zahl a, ser zugeordnet

Nn=0

. . . 1
eine ganze rationale Funklion von o

— %n

F” (z> = &n (z—l a,,) '

Dann lassen sich die ganzen rationalen Funktionsn h,(z), hy(2),. ..
so bestimmen, daf

1 1 1
Fi)=g(25) +{a2) —mo) +{a (2 —ne)
1
+--~+{é’n<;_—a;> *h,.(z)}—F
in einem beliebig angenommenen ganz im Endlichen liegenden Bereich

nach Abtrennung einer endlichen Zahl von Anfangsgliedern reguldir
konvergiert.

Die Funktion 4, (z) besteht aus geeignet gewdhlten Anfangs-

gliedern der Entwicklung von gn(z 1a> nach aufsteigenden Potenzen
von z.

Der vorstehende Satz wird der Mittag-Lefflersche Satz genannt.
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§ 6. Allgemeiner Ausdruck einer meromorphen Funktion
mit unendlich vielen Polen.
Es sei nun f(z) eine meromorphe Funktion mit den Polen
Qo> Ays Agy wevy Bysenny
die wir nach steigenden absoluten Betrigen angeordnet denken. Die
zugehdrigen meromorphen Teile von f(z) seien

go<ztlzz—O>’ g1<;_laj)’ ga(.:lﬁ S g(f;) e

Nach dem Mittag-Lefflerschen Satze konnen wir jetzt
1 1

FO=6 (25 + 3 e (25) — 1.0

bilden. Die Funktion F(z) ist dann eine meromorphe Funktion,
welche dieselben meromorphen Teile besitzt wie f(z).

Folglich ist f(z) — F(z) = G (z) eine ganze Funktion. Also gilt
A =60+ () + Se (1) - 5.0).

2 — a,
Eine jede meromorphe Funktion 1Gpt sich also darstellen als
Summe einer ganzen Funktion und einer Rethe von rationalen Funk-
tionen, von welchen fjede einzelne im Endlichen nuy eimen der Pole
von f(2) zum Pol hat.
Eine solche Darstellung von f(z) nennen wir eine ,Partialbruch-
zerlegung® von f(2)

§ 7. Der Fall einfacher Pole.
Wir wollen hier den hiufig auftretenden Fall besonders disku-
tieren, in welchem die den Punkten
Aoy Bys gy vy By oo

zugeordneten meromorphen Teile die Gestalt
‘o o % n
z—ay,” z—a’ z—ay’ "’ z—a,’ "’

besitzen, so daBl es sich also ausschlieBlich um einfache Pole
hangdelt. Da

(7 Cn 1 c z 22
"‘=__'—’"'=__n<1+2,;+a7+“'>’

z—a, n % an
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und also

@) FO=;+ 3

Cn

=52+ + 2 “IJ
zu setzen. Die Gleichung (2) 148t sich auch so schrelben

) PO -2+ ST

Z— Qp

und die ganzen Zahlen %, siad nun so zu wihlen, daB in jedem ead -

lichen Gebie der z-Ebene die vorstehende Summe nach.Abtrennung

einer endlichen Zahl von Anfangsgliedern regulir konvergiert,
Betrachten wir nun irgendein endliches Gebiet der z-Ebene, so

wird, sobald der Index n geniigend groBl geworden ist, ;z absolut

n

genommen unter einer beliebig klein gewidhiten Zahl und folglich

1 —aﬁ beliebig dicht bei 1 liegen, wo auch der Punkt z in jenem

n

Gebiete angenommen werden moge. Wenn daher ¢ eine beliebig
klein gewihlte positive Zahl bedeutet, so kann der Index v so an-
genommen. werden, daB fiir n >»

’1_11
ay |

zwischen 1 — ¢ und 1 - ¢ liegt, also

R
<:_> =, ;" zwischen
S
ap, '
[(_iy’nﬁ .1 und (f,>"n._@ 1
| \@, a,| 1—¢ Qy a,| 1+4¢

Folglich wird die Reihe F{z) in jedem endlichen Gebiete nach Ab-
trennung von endlich vielen Gliedern dann und nur dann absolut
konvergieren, wenn

)2
absolut konvergiert fiir jeden Wert von z. Ist aber diese Bedingung
erfilllt, so wird die Reihe F(z) in jedem endlichen Gebiete reguldr
konvergent sein. Denn liegt irgendein Gebiet vor, so sei g die obere
Grenze des absoluten Betrages von z in diesem Gebiete. Ferner werde

zu der positiven Zahl ¢ <1 der Index » wie oben bestimmt, dann
ist in dem betrachteten Gebiete

) S,

eine Minorante von

(4) Py
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Da letztere Reihe aus konstanten positiven Gliedern gebildet ist,
so ist die Reihe (3) und folglich auch (2') in dem betrachteten Ge-
biete nach Abtrennung von endlich vielen Gliedern regulir konvergent.

Es gilt also der Satz:
In der Gleichung (2) bzw. (2') sind die Zahlen k, so zu wihlen, daf

20? <Z )k” Cn
U2 Gn

1

fiir jeden Wert von z absolut konvergiert.

Wir fragen nun zunichst: Wann diirfen wir die Zahlen %, simt
lich gleich ein und derselben Zahl m setzen?

Dies ist dann und nur dann erlaubt, wenn

) m ©
Sz 32y
”n

n=1 ‘%n an 1 a

fiir jedes z absolut konvergiert. Hieraus folgt:

In der Gleichung (2) baw. (2') darf man die Zahlen k, samilich
gleich ein und derselben Zahl m setzen, wenn

3 leal

Pyt | ap |m+1

konvergiert.
Wann kann ferner &, = # genommen werden?

Offenbar dann, wenn

2 C,
3 —2_7" oder auch 3 -2_ "

#+1 n+1
an an

bestindig konvergiert, also
n+1

Vial

[

lim 0
ist. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn der obere Limes von "+11/|7;]
endlich ist, oder wenn

e, 2"

einen nicht verschwindenden Konvergenzradius hat.

Also insbesondere:

Fiir den Fall, daf dic absoluten Betrdge der Zdhler c, der mero-
morphen Teile unter einer festen positiven Grenze blesben, darf man
k,=mn

setzen.
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§ 8. Beispiele.

Als Beispiele wollen wir die Funktionen

E4 F4 nCcoszm z-sinzmw
- s , mCOt 2z = — , wtg2zm = -
simnzm CcCoszm smmzx coszm
betrachten.

Aus den Definitionsgleichungen
f2m g—izn $37 +e—i:n
37 , COSZ == 9
folgt, daB die Nullstellen von sinzzn
0. 1, '—1, 2, ‘“2) 3: ""3)

sind und die Nullstellen von coszxn

sin 27z ==

1 1 3 38
2’ 2} 27 2,
Betrachten wir nun zunichst die Funktion
J
[(2)=—=—.
simerw

Ihre Pole sind in der Form
z=1n
enthalten, wo # jede ganze Zahl bedeuten kann.

Um den meromorphen Teil, welcher dem Pole # entspricht, zu
finden, setzen wir

z2—n=~h, also z=n-+h.

Es wird dann

- n _ =0 1=
fz) = sin(n By~ sinka —_hn—h;]'ls—f—

oder
— 1\» e 1 n
&= +5m =S+ 96— ),
wo P wie immer eine gewohnliche Potenzreihe andeutet. Der mero-

=1y

morphe Teil ist also .
&—n

Den Polen
0o, 1, —1. 2, —2, 3, —3,
entsprechen also der Reihe nach die meromorphen Teile
L N T T S
g’ z=1" z24+1" 22" 242" z—3" z+3
Es wird demnach

2 | 1 1 1 1
= ’a’.'m+1 = 1—m_+'i + 1™+t -+ gm+1 + gm+1 +ee

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 8
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konvergent, wenn wir m = 1 wihlen. Daher stellt

Fo =1+ S{0 5]+ -0 -1

n=++w 1

=i+ 2 o+

eine meromorphe Funktion mit denselben meromorphen Teilen wie

- vor, und folglich ist
sin w2

(1) 2 =6@+ i+ I~

sin %z z P = z—n n
Dabei deutet das Komma an dem Summenzeichen an, daB in der
Summe das # = 0 entsprechende Glied auszulassen ist. G(z) bedeutet
eine ganze Funktion, auf deren Bestimmung wir spiter eingehen
wollen.

Bei der Funktion
b4

1) = cosom

n—1

5 der meromorphe Teil

entspricht dem Pole z = 2

=1

2n—1"

und es ist daher

F4 + n 1 1
2) w2 (1 [ 2n—1+2n—1]+61(z)’
P~ Ty

unter G, (z) eine gewisse ganze Funktion verstanden.

Die Funktion
f(2) = mcotzm

hat die Nullstellen von sinzz zu Polen. Dem Pole
z2=mn
entspricht die Entwicklung
__mcosm(nt+h) mcosmh 1
fn+ )= snanrh) — smah — T B
und folglich der meromorphe Teil
1

z2—n’

Also ist

(3) ncotzn=Gg(z)—}—%—|-;f<, 1 +_1_)

Z—n n
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Die Funktion

fz)=mtgzn
hat die Nullstellen von coszz zu Polen, und dem Pole
_2n-1
=
entspricht die Entwicklung
2n—1 _ asin(n—§)x+ha) —mcosha _ 1
f( 2 +h)_ cos(n—3a+hm)  sinkx _——ﬂ—{—%(h)

Daher wird
(4) wt :<>.'7t—G(:z)—+Za’D 1 !

gam=032) — = {Z 2n—]+2n—l}'

T2 T2

Die in den Partialbruchzerlegungen (1) bis (4) auftretenden ganzen
Funktionen G(2), G,(2), G,(z), G;(z) bleiben zu bestimmen. lhre Be-
stimmung verursacht gewisse Schwierigkeiten, die aber auf dem von
Cauchy eingeschlagenen Wege zur Herstellung der Partialbruchzer-
legungen fortfallen. Cawuchys Verfahren wollen wir im folgenden Para-
graphen auseinandersetzen.

§ 9. Cauchys Methode der Partialbruchzerlegung.

Es sei f(z) eine meromorphe Funktion mit unendlich vielen Polen.

Die von Null verschiedenen Pole seien a,, a,,.... Ferner sei g,=0.

Allgemein heiBle g, (z—_la—) der dem Pole ¢, entsprechende mero-
. 1 1 .

morphe Teil von f(z). Unter g, (z—_—a:) =g, (z—) verstehen wir, wenn

a,= 0 ein Pol von f(z) ist, den meromorphen Teil von f(z) fiir diesen Pol.

Andernfalls sei g, (l) identisch Null.

t4

Wir betrachten nun eine einfach geschlossene rektifizierbare Kurve
C, welche durch keinen der Pole von f(z) hindurchgeht und die Punkte
ay=0, a,, a,, ..., a, in ihrem Innern enthalt.

Fiir jede natiirliche Zahl m ist das Integral

1 1 1 z 1
(1) ]=g;;J-f(C)(E__—z_E_F_"'—' Cm)dc’
C+
welches sich auch in die Form
1 M f)as
@) J= i;f s
C+

setzen 1aBt, nach dem Cauchyschen Residuensatze leicht auszu-
werten. In diesem Integrale wollen wir unter z einen im Innern der
8*
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Kurve C beliebig fixierten Punkt verstehen, der jedoch mit keinem
der Punkte a, a,, a,, ..., a, zusammenfallen soll. Dann sind die
Punkte

2, a4,=0, a, a,...,a

r

die Unendlichkeitspunkte der integrierten Funktion im In-

b
nern von C.
Dem Punkte { = z entspricht das Residuum
f(2)-
Beim Punkt { = @, haben wir folgende Entwicklungen:

fO=g(;10) +BC—a,),

: L %)
C—zﬁf—ak—(z—-ak) (z‘_“k_}_(z—ak)g+(z-—ak)3+"')'

Der Koeffizient von 7 la in der Entwicklung von
¢ —a
1
Q)=
lautet daher
1
- gk (Z -— ak) ’

Bezeichnen wir den Koeffizienten von in der Entwicklung von

a
17

nach steigenden Potenzen von { — a, mit hk(z), so ist h, (z) eine ganze
Funktion (m — 1)*» Grades von z, und das dem Punkte @, ent-
sprechende Residuum im Integrale J lautet dann

®) ~(6-25) — ).

Nach dem Residuensatze ist nun

__f(z) - Z (gk(z—a ) —hk(z)>

@ ro=Zlal) - ne) on R

Wir lassen nun, unter z einen festliegenden Wert verstanden, die
Kurve C sich immer mehr und mehr ausdehnen, so daB die Anzahl

— QT +EF+
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der in ihr Inneres fallenden Punkte Ags By Ay, Ay, - .. Uber alle Grenzen
wichst. Wenn nun hierbes der Wert des Integrales

d
%) R Ll ([f@ar

o 27” Cm(f—z)

unter alle Gremzen sinkt, so gilt ﬂir den betrachteten Wert von z die
Gleichung

(6) 0 =2 (e (25 —n6).

In bezug auf die ganzen Funktionen (m — 1)%*® Grades A, (z) ist
noch folgendes zu bemerken. Man hat

1 2™ ©ag
8 (;ta;) — Mm@ = =g ;n—@jg
(ag)
wobei das Integral im positiven Sinne um den Punkt g, zu erstrecken
ist. Wenn nun %2> 0, also @, von Null verschieden ist, so diirfen
wir in vorstehender Gleichung den Punkt z auf eine beliebig klein
gewihlte Umgebung der Stelle 2 = O einschranken. Da die Entwicklung
der rechten Seite nach Potenzen von z mit dem Gliede 2™ beginnt,
so ist klar, daB %, (z) die Summe der ersten m Glieder in der Ent
wicklung von

nach aufsteigenden Potenzen von z vorstellt.
Wenn k= 0 ist, so ist

ho(9) = — 5 [FO[ -

(0)
wobei das Integral positiv um den Nullpunkt genommen ist.

Da in der Umgebung von{ =20
Q) =(3) +eotettet+..
ist, so wird
o &) = — (6 - €47+ €a 7 - -ty 2773).

Was den Wert des Integrals R angeht, so ist jedenfalls

f(td:l 1
‘Ri-——?‘n.f[ Cm+1 Il_.ii
I

Wenn nun die Kurve C sich so ausdehnt, daB ihre Punkte immer

. . . . & . . . .
weiter hinausriicken, so wird 1 — = immer dichter bei 1 liegen. Es

¢
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wird also, wenn ¢ eine beliebig gewihlte positive GroBe < 1 bezeichnet,

schlieBlich
, 11
Rl<g 1=
[

fode
it

sein. Hieraus folgt:

Die Entwicklung (6) von f(z) ist sicher giiltig, und zwar fir jeden
Wert von z, falls ber unendlicher Ausdehnwung der Kurve C das Integral
[l1oae

m+1
gl et

den Gremzwert Null annimm!,

§ 10. Beispiele.

Als erstes Beispiel betrachten wir
4
(1) f&)=<nas"

Die Kurve C setzen wir zusammen aus
den 4 Seiten des Quadrats
X = i l) Y= :t i )
wobei 1==7r 41 sein soll, unter 7 eine posi-
tive ganze Zahl verstanden (Fig..53). Ist {
ein Punkt auf einer der vertikalen Seiten
dieses Quadrats, so ist

{=x(+3+iy, (-isy=+4%)
und folglich

+ = +2x +x
f(C)Zco;- = >y = B At .
iy e~y 4 oY afy® | wyt
TR TR
Auf diesen vertikalen Seiten ist daher bestindig
(@) SIE%2
Auf einer der horizontalen Seiten des Quadrats ist
(=diltx (—isx<+17),
also
_ %im 2ia T2in
f(C) - ST _ il - einx e+ _ gmima gt = gnleis’nx_—e—nle-_tinx'

Der absolute Betrag des Nenners ist mindestens gleich

enl — g—n}.

und nimmt also mit wachsendem 4 unbegrenzt zu.
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Daher besteht die Ungleichung (2) auch auf den horizontalen
Seiten des Quadrats, sobald 4 =7 4} eine gewisse Grenze iiber-
schritten hat. Es ist also dann

I

JI

Lings der Seiten des Quadrats ist nun |{|>7 4. Daher gilt
al 1

”f g( ')’"“ 'f}dcl o 8(r+g)

& "ty ( + §)

€m+1
da f |d¢| den Umfang des Quadrats vorstellt. Es liegt demnach
¢

r@Qat
cm+]
unterhalb —— und verschwindet daher mit unendlich wachsendem 7,

iy

wenn wir m = 1 nehmen.

;-m+1 £m+1

Die Gleichung (6) des vorigen Paragraphen ergibt nun
z N4 n 1
®) = e (A + D),

[t n

womit nicht nur ein neuer Beweis der Gleichung (1) in § 8 erbracht
ist, sondern zugleich die in letzterer Gleichung auftretende ganze Funk-
tion G (2) als identisch Null erkannt worden ist.

Als zweites Beispiel betrachien wir
(4) f(z)=amacotmz = ”—;{% .

Die Kurve C identifizieren wir, wie beim vorigen Beispiel, mit
dem Umfang des Quadrats x =t 1, y=+41, wo A=r-41 ist
Auf den vertikalen Seiten des Quadrats ist { = + (r + 1) 4+ iy, also

-y __eﬂy

(C)— asinmiy T e
_ cosxiy i Ay v’

Dieser Bruch dndert seinen absoluten Betrag nicht, wenn ¢ durch
~— 4 ersetzt wird. Fiir ein positives y ist aber

A S i
positiv und kleiner als 1. Daher hat man
(8) FQ) <=

auf den vertikalen Seiten des Quadrats.
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Auf den horizontalen Seiten des Quadrats ist { = + 471 %, also
einxel;ln+e—inx.etln

f(C)Z?r.T[‘ einxeiln_e—inxei-ln .

Fiir sehr groBe Werte von 1 liegt f(f) dicht bei Friam.

Folglich ist fiir geniigend groBe Werte von A lings aller Seiten
des Quadrats

(6) O <n+e,

wo & eine beliebig gewahlte positive Grobe bedeutet. Hieraus folgt
nun weiter, daB das Integral

ﬂ f(L')dC
Cm+1 .

fir m =1 mit unendlich wachsendem A==7 4} verschwindet.

Daher gilt
5 it
(N ”C‘”“*‘ﬁ_{,\z_n 7).
In analoger Weise erhalt man
+®
(8) cosmz —n-{—n:%’m(—l) < 2n—1 + 2n—l>’
T )
+ oo 1
(9) ntgnzz—n=g;< -—2_,”:1_}— 2,”_1)
2 2

Die letzteren Gleichungen lassen sich iibrigens auch leicht aus
den Gleichungen (3) und (7) ableiten, indem man in diesen z durch
2z % ersetzt und hierauf einige einfache Umformungen vornimmt.

FaBt man in (3) und (7) je zwei entgegengesetzten Werten von #
entsprechende Terme zusammen, so kommt

(10) P (et M R B
(11) ncotnz:%—}—ng <_é7+'z_§1-7>'

§ 11. Ganze Funktionen mit vorgeschriebenen Nullstellen.

Fiir viele Untersuchungen ist es wichtig, den allgemzinen Aus-
druck einer ganzen Funktion zu kennen, die an vorgeschriebenen
Stellen und nur an diesen verschwindet.

Wir wollen zunichst den allgemeinen Ausdruck derjenigen ganzen
Funktionen aufsuchen, die #berhaupt nicht verschwinden.
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Bezeichnet G (z) eine derartige Funktion, so ist

G'() 2
ce) =cotcr2+ce2* ...
eine ganze Funktion, weil %T(:)l keinen Pol besitzt.

Hieraus folgt

2

§ G . G(2)\ z
JE(;dZ——lOg (a@) —COZ"}—CI?—’—...
oder
log G (2) =1og G (0) +coz ¢, %+ .=H(2),
wo H ({z) wiederum eine ganze Funktion bedeutet.

Die vorstehende Gleichung ergibt nun:
(1) G(z) =@,

Da umgekehrt die Funktion ¢#® eine ganze Funktion ohne Null-
stellen ist, wenn H (z) eine beliebige ganze Funktion bedeutet, so liefert
(1) die allgemeine Form der ganzen Funktionen, die nirgends ver-
schwinden.

Wir betrachten nun zweitens diejenigen ganzen Funktionen, welche
nur an einer endlichen Zahl gegebener Stellen verschwinden, und zwar
an jeder dieser Stellen mit einer beliebig vorgeschriebenen Multiplizitdt.

Wir schreiben uns zundchst die gegebenen Stellen auf, jede
einzelne so oft, wie die Multiplizitit derselben angibt. Dadurch er-
halten wir etwa die Reihe

Bys gy -ovy @,

Offenbar ist nun

(2) Gl)=(z—a)(z—ay)...( — a,) "
der allgemeine Ausdruck der in Rede stehenden ganzen Funktionen.

Wir betrachien endlich den intzressantesten Fall, in welchem es
sich um diejewigen ganzen Funktionen handelt, die eine unendliche
Anzahl vorgeschriebener Nullstellen

(3) Qg 4y, 4y, dg,
besitzen. Zunichst sei vorausgesetzt, daB simtliche Nullstellen ein-
fach sein sollen und daB die Zahlen der Reihe (3) simtlich von
Null verschieden sind. Ist G(z) eine ganze Funktion mit den vor-
geschriebenen Nullstellen (3), so ist

%)

G ()
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eine meromorphe Funktion, welche die Stellen (3) zu Polen besitat,
wobei der Stelle z = @, der meromorphe Teil

1
Z—a,
entspricht. Daher hat man
G’ (2) . 1 1 z P
(4) G(z)=H(z)+”é(’)<z_a"—{—a—"—l—a—n§+...+ k)’

wobei H (z) eine ganze Funktion bedeutet und die Zahlen kos Ry kg, o
so zu wihlen sind, daB die Summe fiir jedes endliche Gebiet reguldr
konvergent ist.

Integriert man nun die Gleichung (4) iiber einen Weg, welcher
den Nullpunkt mit dem Punkte z verbindet, so darf man, wegen der
gleichmiBigen Konvergenz der Summe, rechts gliedweise integrieren?)
und erhilt so:

(5) log G (s) = H, (2)
o 7—ay z 1/2\2 ENZAA T
+ S {rog (=) + L+ 5 ()4 g () ) = ) 2
Hier bedeutet H, (z) wieder eine ganze Funktion, nimlich
log G(0)+ [H(z)dz.
¢

Die hier auftretenden Logarithmen sind véllig bestimmt durch
die Wahl des den Punkt 0 mit dem Punkte z verbindenden Inte-
grationsweges. Da die Gleichung (4) nicht gestért wird durch eine
beliebige Umstellung der Glieder in der unendlichen Summe auf der
rechten Seite der Gleichung, so gilt das namliche bei der Gleichung (5).
AuBerdem ist klar, daBl die durch gliedweise Integration einer regu-
ldr konvergierenden Reihe entstehende Reihe wiederum reguldr kon-
vergent ist.

Die auf der rechten Seite der Gleichung (5) auftretende Summe X
ist also wiederum regular konvergent.

Aus (5) folgt nun

2 1/ z\2 1 z \k,) 2
(6) G(z).:etl,(x)ﬁ{(l ——z—>e“n +3 (un) tet g (%.) } )
#n=0

On

1) Die Tatsache, daf man bei gleichmifiiger Konvergenz gliedweise inte-
grieren darf, folgt genau wie das Entsprechende im Reellen. Vgl. etwa das
Lehrbuch von Knopp, Unendliche Reihen. (A.d. H)

) Ein Pyodukt

€ CaCgereblnoeeey

dessen Faktoren ¢, ¢, ... alle von Null verschieden sind, heifit konvergent,
wenn
¢)) lim (¢, c365--.6) =11

n=ow

existiert und endlich und von Null verschieden ist.
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Das unendliche Produkt konvergiert unbedingt, d. h. sein Wert
ist unabhingig von der Reihenfolge der Faktoren, weil die Summe 3
unbedingt konvergiert. Aus der gleichmiBigen Konvergenz von 3
geht ferner hervor, da das unendliche Produkt in der Umgebung
jeder beliebigen Stelle in eine gewdhnliche Potenzreihe entwickelbar
ist, also eine ganze Funktion von z vorstellt.

Es stellt also das Produkt

z 1 z \2 1 z \k )

— ]+ = (=]

(7) ]I H{(l_____>e 2y “(an> kn <an> }
n=0 {

eins ganze Funkiion mit den wvorgeschriebemen Nullstellen vor, und

nach Gleichung (6) ist der allgemeine Ausdruck einer ganzen Funktion

mit denselben Nullstellen der folgende:

(8) G(z) =eH@. I,
wobei H(z) eine beliebige ganze Funktion bezeichnet.

Diese Resultate bleiben auch fiir den Fall giiltig, daB} die vor-
geschriebenen Nullstellen beliebig gegebene Multiplizititen besitzen
sollen. Es tritt an die Stelle des Produktes IT dann ein formal ganz
gleich gebildetes Produkt; nur kommen unter den Zahlen Qo> Ay> Ags

ag, ... einander gleiche vor; jede der Nullstellen tritt dann namlich
so oft unter jenen Zahlen auf, als ihre Multiplizitit angibt. Soll

IT heifit der Wert des Produktes:

x
(2) H:c15903~"5n~--———III(Cn)'
Da sich aus (1) leicht folgern ldfit, daB
) log IT -= ]im{logcl—{—logc.z—}—...—{—logc,,}
n=wx

st, wo die Loyzarithmen rechts passend bestimmt sind, und umgekehrt aus
(V') wieder (1) folgt, so ergibt sich:
Dis notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz von

@
I;I(Cn)
ist die, daf die Reihe
(’3) S=logc, }+ logc, } ... loge, ...
bei geeigneler Bestimmung der Logarithmen konvergiert. Es ist dann
4 IT=.5

Man kann bemerken, dafi die Logarithmen in der Reihe (3), wenn sie
konvergiert, notwendig von einer gewissen Stelle ab die Hauptwerte der
Logarithmen sind; denn es mufi, logc,=log|c,| i@, gesetzt, limgp, =0
sein, also schliefilich sicher ¢, wischen — x und -z liegen.

Ein unendliches Produkt, in welchem einige Glieder Null sind, heifit
konvergent, wenn das Produkt der von Null verschiedenen Glieder konvergiert.

»wEin konvergentes unendliches Produkt wird dann und nur dann Null, wenn
ein Faktor des Produktes Null ist“
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endlich z = 0 eine k-fache Nullstelle der zu bildenden ganzen Funk-
tion sein, so hat man beim Produkte /I noch den Faktor z* zuzusetzen.

Als Beispiel betrachten wir diejenigen ganzen Funktionen, welche
die Nullstellen

o, +1, —1, +2, —2,

besitzen. FEine dieser Funktionen wird durch das Produkt

rfi-)4)

vorgestellt, wobei # alle ganzen Zahlen mit AusschluB der Null durch-
lauft. Der allgemeine Ausdruck dieser Funktionen ist also:

9) HO 11'{(1 — ) 65}.

Insbesondere wird bei geeigneter Wahl der ganzen Funktion H (z):

l-2) )
singgz = eH@ .z [’ ((1 —»2) e"i.
Um H(z) zu bestimmen, nehmen wir die logarithmische Ableitung
der beiden Seiten vorstehender Gleichung, wodurch
T oS 2 1

e =B @)+ + 3 ()

n
entsteht. Folglich ist H'(z) =0 und daher H (z), sowie e eine
Konstante. Diese Konstante hat den Wert 5, weil ——?— flir 2 =0

den Wert 5 erhilt. Also ist:

(10) sinnzznz][’{<1—%> es}.

Fafit man die entgegengesetzt gleichen Werten von # entsprechenden
Faktoren in dem Produkte zusammen, so kommt:
zﬁ

(10) Sinnz=nzﬁ(1— 4->

n=1 n?

§ 12. Darstellung der meromorphen Funktionen durch
ganze Funktionen.

Es sei f(z) eine beliebige meromorphe Funktion. Ihre Null-

stellen konnen im Endlichen keine Hiufungsstelle besitzen, lassen

sich also in eine Reihe nach wachsenden absoluten Betrigen anordnen.
Die Nullstellen seien

(1) “0} 0‘1: “2)"'1
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wobei jede Nullstelle so oft in diese Reihe (1) aufgenommen werde,
als ihre Multiplizitit angibt. Entsprechend sei

(2) Ay Ays Qgs ---)
die Reihe der Pole oder Unendlichkeitsstellen von f(z).
Wir bilden nun zwei ganze Funktionen
G,(z) und G(2),
von denen die erste die Nullstellen (1), die zweite die Unéndlichkeits-
stellen (2) von f(z) zu ihren Nullstellen besitzt.

Die Funktion

1) G
G, (2
hat dann keine Null- und keine Unendlichkeitsstelle und ist folglich
eine ganze Funktion der Gestalt ¢#", wo g(z) eine ganze Funktion
bezeichnet.

Aus
[E):GE) _ e
Gy (2)
folgt
#9 ¢, &2
fle) =5
Es ist aber

56, (0) = H ()
eine ganze Funktion, welche wie G, (z) die Nullstellen von f(z) zu
Nullstellen hat. Daher besteht der Satz:

Eine jede meromorphe Funktion f(z) 1Bt sich als Quotient zweier
ganzer Funktionen darstellen :
H (2)
=50
derart, dap der Zihler H (z) ausschlieflich die Nullstellen, der Nenney
G (2) ausschlieplich die Unendlichkeitsstellen von f(z) zu Nullstellen
besitat.

7. Kapitel.
Die Umkehrung der analytischen Funktionen.

§ 1. Umkehrung der Potenzreihen.
Setzen wir
(1) w242 4. = (),
so entspricht jedem Werte von z, der im Innern des Konvergenz-

kreises der Potenzreihe P (z) liegt, ein bestimmter endlicher Wert w .
Die Werte z repridsentieren wir geometrisch in einer Ebene, die
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Werte w in einer zweiten Ebene. Vermoge (1) wird dann also jedem
Punkte z der z-Ebene, der im Innern des Konvergenzkreises von § (2)
liegt, ein bestimmter Punkt w in der w-Ebene zugeordnet. Insbesondere
entspricht dem Punkte z =0 der Punkt w =0.

Wir wollen nun annehmen, der Koeffizient ¢, sei nicht Null
Dann kénnen wir zunichst folgenden Satz beweisen:

Es sei C ein um den Nullpunkt der z-Ebene beschriebener Krets,
so gewdhlt, dap P (2) fir die Punkte im Innern und auf der Peripherie
von C konvergiert und dap P (z) fiér alle diese Punkte, abgesehen vom
Punkte 2=0, einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Dann lapt sich
um den Nullpunkt der w-Ebeme der Kreis K so beschreiben, daf
jedem Punkte w im Innern von K (Fig. 54) ein einziger Punkt z im
Innern von C entspricht, fiir welchen P (z) =w ist. Der betreffende
Wert z lipt sich als eine eindeutige Funktion von w imnerhald des
Kreises K anschen. Diese Funktion ist etne analytische Funktion
von w, d. h. z 1st als eine gewé!mliché Potenzrethe von w darstellbar.

Wenn z die Peripherie des Kreises C durchliuft,

. so wird der absolute Betrag |$(z)| ein Minimum M

besitzen, welches von Null verschieden ist. Unter K

verstehen wir nun einen Kreis mit dem Mittelpunkt

w =0, dessen Radius p < M ist. Es ist dann fiir
jeden Punkt { auf der Peripherie von C

P o <[B!
Sei w irgendein Punkt, der im Innern des Kreises K
fixiert ist. Dann wird fiir jeden Punkt { der Kreis-

Fig. 54. peripherie C

[w]| <[$()]
sein. Setzen wir also
(2) B —w=PO)1 ~u),
so wird der absolute Betrag von
(3) w=_2_

B (&)

langs der Kreisperipherie C bestindig kleiner als 1 sein.
Nun folgt aus (2)

4) ‘,mJ'dlog (B — 1) =5 fdlogsn(c)+2 fdleg@ — 4)

und das letzte Integral ist Null, we11 der Punkt 1 — u, wahrend {
die Peripherie C beschreibt, eine Kurve durchliuft, die ganz im Innern
des Kreises mit dem Mittelpunkt 1 und dem Radius 1 liegt und folg-
lich die Windungszahl 0 besitzt.

Im Innern von C hat also $(z) — w dieselbe Anzahl von Null-
stellen wie P(z), d. h. eine einzige Nullstelle.
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Hiermit ist der erste Teil unseves Satzes bewiesen.
Um den zweiten Teil zu beweisen, betrachten wir das Integral

1 ') ac
©) T =m0 -E8%.
c+

unter f(z) eine auf der Kreisfliche C regulire Funktion verstanden,
(Das Integral J geht in das Integral (4) iiber, wenn wir speziell f (s
konstant = 1 nehmen.)

Nach dem Residuensatze ist

J=1@,

wo z die eine im Innern von C befindliche Lésung der Gleichung

P(z) =w bedeutet. Andererseits haben wir, l< 1 ist,

da 'M)

langs der Peripherie von C:

¥O 1 RO, w | w
fO%0 — = —10 s+ g tagt ).

SB(C)
Dabher ist
(8) J=ky+Rkiw+tk,w? ...,
wobei
_BE)
() k=5 j &) i 46
gesetzt ist. Da $(z) im Innern von C nur fir z= 0 verschwindet,
so ist
@)
[f - [‘-B()]"*J ’
d i
&% (Z)J
8 Eo—= | E2 )
® " [[*s O R EY

wo das rechts stehende Symbol den Koeffizienten von ;1— in der Ent-

wicklung der eingeklammerten Funktion nach aufsteigenden Potenzen
von z bezeichnet.
Der Koeffizient k, 1aBt sich noch in anderer Wegse schreiben.

Da $(z) fir z=0 von der ersten Ordnung Null wird, so
laBt sich

[@)-" %@
[B @)+

in eine gewdhnliche Potenzreihe nach aufsteigenden Potenzen von z
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entwickeln. Der Koeffizient von z" in dieser Potenzreihe ist dann
offenbar identisch mit £,. Also gilt

. 1 f ’ z |n+1]
(9) k=1 DI\f(2)- ¥ (2) LB—(;)} Joeo’
wo Dz" fiir % steht. Wenn # > 0 ist, kann kn noch einfacher dar-

gestellt werden. Nach (7) ist
. 1 1 1 '
B ﬂﬁ{f@)'dlwcm = i) R4t
c
wie durch partielle Integration ersichtlich wird ). Folglich gilt

1 " (2 1 , n
(10) &, =L [ﬁféﬁn}l — D) (%f@) }M (n=1,2,...).

Der Koeffizient %, ergibt sich aus (9) gleich f(0).
Fassen wir zusammen, so kénnen wir sagen:

Ist f(2) auf der Kreisfliche C regulir, bezeichnet w einem Punkt
wm Innern des Kreises K und z den ihm vermoge
w =P (z)

entsprechenden Punkt im Innern von C, so ist
(11) @) =1f0)+kw-tkyw+. ..+ kv +. ..,
wobes k, durch die Gleichung

(12) k, ——;llq Dyt [f’ () <;,B—z(zj)n],=o
bestimmt wird.

Durch (11) ist die Funktion f(z) nach Potenzen von P (z) ent-
wickelt. Die Reihe (11) mit der Koeffizientenbestimmung (12) wird
als Biirmann-Lagrangesche Reihe bezeichnet.

Wihlen wir f(z) =z, so zeigt die Gleichung (11), daB z durch
eine gewdhnliche Potenzreihe von w darstellbar, also z eine regulire
analytische Funktion von w innerhalb des Kreises K ist.

Als Beispiel nehmen wir die Funktion

w=1z(1-—2).
Es wird
l — N
b= D g = i 0 = 0 (= () =
Le(n+l) ... (n4n—=2) 1 (282
27'*”“*([:— nr _7< "—1)’

') Die formalen Regeln der Integralrechnung gelten im Komplexen genau
so wie im Reellen. (A. d. H)
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also

bestitigen.

Wernn ¢, = 0 ist, so sei ¢, der ersfe Koeffizient in der Potenz-
reihe P (z), welcher von O verschieden ist. Die Gleichung (1) hat
dann die Form

(138) w=P(z)=c 214+ B, (),

wo P, (2) eine mit z verschwindende Potenzreihe bedeutet.

Aus (13) folgt dann, wenn z auf das Innere eines Kreises be-
schrankt wird, in welchem |, (2)] <1 ist,

oder
(14) v =w

ko
WO nun c1’=1/ch von Null verschieden ist. Umgekehrt: wenn einer

1

der k-Werte von ' — w* die Gleichung (14) befriedigt, so besteht
auch die Gleichung (13). Fiir die betrachteten Werte von z kani
also die Gleichung (18) durch die Gleichung (14) ersetzt werden.

Wenden wir nun den oben bewiesenen Satz auf die Gleichung (14)
an, so ergibt sich:

Um die Nullpunkte der z- und der w’-Ebene kann man zwei
Kreise ¢ und K’ so beschreiben, daB jedem Punkt »’ im Innern
von K’ ein einziger Punkt z im Innern von C entspricht, welcher der
Gleichung (14) geniigt. Wenn nun ®’ alle Lagen im Innern von K’
annimmt, so nimmt

w=wk
alle Lagen im Innern eines Kreises K an, der in der w-Ebene um

den Nullpunkt als Mittelpunkt beschrieben ist. Und zwar entsprechen
jeder Lage von w im Innern von K genau % Lagen
, 1 8xi 1 LLAZN (k._1)2_1i 1
=wk, w=chwrt, w=¢c Fwt ..., 0w=c¢ Bk

von @ im Innern von K’

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 9
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Also folgt:

Um die Nullpunkie der z- und der w-Ebene kann man 2wei
Kreise C und K so beschreiben, dafd jedem Punkte w im Innern von K
genau k Punkte z tm Innern von C entsprechen, [vr welche die Glei-
chung (18) erfiillt ist.

Man beachte, dafl aus unserer Untersuchung noch hervorgeht,
daf man den Radius des Kreises C kleiner als eine beliebig klein
vorgeschriebene GroBe annehmen kann. Gleiches gilt offembar auch
vom Kreise K.

Die nach vorigem Satze dem einzelnen w entsprechenden 2 Werte

von z sind nach Gleichung (14) analytisch darstellbar durch eine nach
1

Potenzen von w?* fortschreitende Potenzreihe

1
(15) z="9 (wk> .
1
Gibt man hier dem w* der Reihe nach seine £ (durch &te Ein-
heitswurzeln als Faktoren voneinander verschiedenen) Werte, so erhalt
man aus (15) die # dem w entsprechenden Werte von z.

Die bewiesenen Sidtze lassen sich leicht folgendermafen verall-
gemetnern.

Es sei @(z) regular an der Stelle z =4 und
p(a)=20,

so daB die Entwicklung von @(z) in der Umgebung von z =—a die
Gestalt

(16) pR)=b+c,(z—a)tculz —a)®+ ...
besitzt.

Durch die Gleichung
(17) w—b=c(z—a)Fcy(z—al+...

:(p'(a)(z~a)+ﬂ;§@(z—-a)2+...

wird dann jedem Werte von z, der einer geniigend kleinen Umgebung
der Stelle g angehért, ein bestimmter Wert w zugeordnet. Schreibt
man zur Abkiirzung W fir w — b und Z fir z —a, so erhdlt (17)
die Form

W=cZ+cyZ®4...

und man kann nun die oben bewiesenen Sitze anwenden. Dadurch
gelangt man zu folgendem Satze:
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Ist der Punkt a ein Punkt reguldren Verhaltens der Funktion

@ (z) und

p(a)=10,
so entspricht vermoge der Gleichung
(18) w = ¢ (2)

jedem Punkie z ciner gewissen Umgebung des Punktes a der z-Ebene
etn bestimmier Punkt w in der w-Fbene. Man kann nun um a den
Kreis C, der ganz in jemer Umgebung liegt, und um den Punkt b in
der w-Ebene den Kreis K so konstruieren, daf vermige der Gleichung (18)
jedem Punkie w im Innern von K genau k Punkte z tm Innern
von C entsprechen. Die Zahl k ist 1, wenn ¢’ (a) von Null verschieden
ist; allgemein ist k der Index der ‘ersten Ableitung in der Reihe ¢ (a),
¢"(a), ..., welche nicht verschwindet. Die einem innerhalb K liegen-
den Punkle w enisprechenden k Werte von z sind analytisch durch eine
Gleichung der Gestalt

z—a=$((w—b)%>

darstellbar, deven rechle Seite eine gewdhnliche Potenzreihe von (w—b)®
1

vorstellt mit einem Anfangsglied der Gestalt c(w —b)*, wo c eine wicht
verschwindende Konstante bezeichned.

Endlich ist noch zu bemerken, daf3 die Kreise C und K so gewdhlt
werden konnen, dafl ihre Radien kleiner sind als eime beliebig vor-
geschriebene positive Zahl.



Zweiter Abschnitt.

Elliptische Funktionen.

1. Kapitel
Die doppeltperiodischen meromorphen Funktionen.

Eine eindeutige Funktion f(x) der komplexen Variablen # heifit
gemalB Abschn. I, Kap. 6 ,,meromorph®, wenn sie im Endlichen keinen
wesentlich singularen Punkt hat, so dafl jeder im Endlichen liegende
Punkt 4 entweder ein Punkt reguldren Verhaltens oder ein Pol der
Funktion ist.

Diese Funktionen f(u) sind also dadurch charakterisiert, daB fir
die Umgebung jedes Punktes 4, wo a einen endlichen Wert bedeutet,
eine Entwicklung der Gestalt

f)=(w—a)" (co+cy(w—a) +..) = (4 —a)" B(u—a)
besteht, unter m eine ganze Zahl verstanden, die positiv, Null oder
negativ sein kann. Den Ausgangspunkt, welchen wir zur Begriindung
der Theorie der elliptischen. Funktionen wihlen, soll nun die Be-
trachtung derjenigen meromorphen Funktionsn bilden, welche periodisch
sind. Derartigen Funktionen begegnen wir schon unter den elemen-
taren Funktionen. So besitzt die Exponentialfunktion ¢%, der Gleichung
e#+27¢ — g% zufolge, die Periode 27, die Funktionen sin# und cos#
die Periode 27 und tg # die Periode n. Es ist auch leicht, aus diesen
Funktionen solche meromorphe Funktionen zu bilden, die eine beliebig
vorgeschriebene, von Null verschiedene Zahl w als Periode zulassen.
Z. B. wird

27

fuy=e® "

eine solche Funktion sein, und allgemeiner wird jede rationale Funk-
2mi

tion von ¢ ®  mit konstanten, d. h. von unabhingigen Koeffizienten
die Periode w besitzen.

Ehe wir uns nun unserem eigentlichen Gegenstande zuwenden,
wollen wir einige hdufig zu gebrauchende einfache Sitze zusammen-
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stellen, die an die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen
durch die Punkte einer Ebene ankniipfen.

§ 1. Zur geometrischen Darstellung der komplexen Zahlen.

Unter dem ,,Punkte«
a=a-|¢a"

werden wir wie im 1. Abschnitt denjenigen Punkt der komplexen
Zahlenebene verstehen, welcher die komplexe Zahl a reprisentiert,
der also die Abszisse a’ und die Ordinate ¢” besitzt. Es besteht nun
zuniichst folgender

Satz 1. Der Punkt a -+ bt beschreibt die Gerade, welche die
Punkte a und a -+ b (b == 0) miteinander verbindet, wenn t alle reellen
Werte durchlauft. Insbesondere erhalten wir die Punkie der Strecke
a...a-+0b, wenn t die veellen Werte von O bis 1 annimmi.

Setzen wir a =a’ 4 7a”, b =1>b" - ib”, so sind die Koordinaten
des Punktes a -} b¢
x=a'}b't, y=a" 4+ b"t,
und hieraus folgt unmittelbar unser Satz nach bekannten Sitzen der
analytischen Geometrie.

Nehrhen wir g = 0, so erhalten wir den

Satz 2. Der Punkt c = bt (b = 0) nimmt, wenn t die reellen Werte
durchliuft, alle Lagen auf der Geraden an, welche den Nullpunkt mit
dem Punkie b verbindet.

Aus diesem Satze ergibt sich sofort

Satz 8. Die Bedingung dafiir, daB die Punkie b (<= 0) und c mit dem

Nullpunit in einer Geraden liegen, ist die, daf der Quotient % reell ist.

Ziehen wir zu irgendeiner Strecke a ... b eine gleichgerichtete und
gleichlange Strecke 0 ... d durch den Nullpunkt, so ist offenbar d der
Représentant der Differenz b — a (Fig. 55). Be-
trachten wir daher ein Parallelogramm, in
welchem ¢ und q,, beziiglich b und 5, gegen-
iberliegende Ecken sing, so wird

b—a=a, —b

a+a, =b+4b
sein (Fig. 56).

oder
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Satz 4. Wenn a,a,, b, b, die vier Ecken eines Parallelogramms
bilden und zwar a, a,, bzw. b, b, fe gegen-
tiberliegende Ecken, so ist

a+ta, = b+ 0.

Der gemeinsame Wert von 1 (a - a,)
und 3 (b -+ b,) wird, wie aus Satz 1 folgt,
durch den Schnittpunkt der Diagonalen des
Parallelogramms dargestellt.

§ 2. Sitze iiber die Perioden einer meromorphen Funktion.

Wenn o eine Konstante bedeutet, f(#) eine meromorphe Funk-

tion und

fu+ o) = [(u)

fiir alle Werte der Variablen # ist, so heibtt w eine Periode von f(u).
Hiernach ist w =0 stets eine Periode jeder Funktion f(u). Die
Periode @ = 0 konnen wir als triviale oder wmneigentliche Periode be-
zeichnen und im Gegensatz dazu eine Periode w, die nicht Null ist,
als eine ergentliche. Wenn wir von einer periodischen Funktion sprechen,
so meinen wir damit natiirlich eine solche, die eine eigentliche Pe-
riode besitzt.

Wir wollen nun unter £ das System aller Perioden einer Funk-
tion f(u) verstehen und einige Eigenschaften dieses Systems 2 be-
weisen. Das System der Punkte, welche die Perioden geometrisch
darstellen und die wir ,,Periodenpunkic“ nennen werden, bezeichnen
wir als ,,Punktsystem* £,

Satz 1. Das Sysiem 2 aller Perioden bildet einen Modul.

Dabei ist unter einem , Modul“ ein System von Zahlen zu ver-
stehen, innerhalb dessen die Operationen der Addition und Subtrak-
tion unbeschriankt ausfithrbar sind. D.h. mit w, und w, sollen dem
System auch w, 4+ w, und ®, — w, angehoren.

Die Behauptung des Satzes 1 ist also die, daB eine Funktion
f(u), welche die Perioden w, und w, besitzt, notwendig auch die
Perioden w, + w, und w, — w, hat. Dies ist aber leicht zu zeigen. Aus

flu+ o) =rf(u), flu+w,)="r()
folgt niamlich
f(+ o)) + w,) = f(u + w,) = f(u);
ferner aus
flo+ o) = F(u+ w,),

indem wir # durch » — w, ersetzen,

f(u+w1~w2):f(u)
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Gehoren irgendeinem Modul die Zahlen

(1) W, Wy, + -5 W,
an, so wird auch
(2) 0 =mw, +mw,+ ... +mo,

demselben Modul angehéoren, wobei My, My, ..., 1, irgendwelche ganzen
Zahlen bezeichnen. Denn durch Anwendung der Operationen der
Addition und Subtraktion kénnen wir aus den Zahlen (1) die Zahl w
bilden. Es gilt demnach der

Satz 2. Gleichzeitig mit den Perioden (1) besitzt eine Funktion f(u)
auch die Periode (2).

Die Periode w heilt aus den Perioden W5 Wy, .., @ 2ZU-
sammengesetzt oder abgeleitet. Die dufersten Fille, die bei einem
Modul vorliegen konnen, sind die, daB der Modul nur aus der
einen Zahl Null oder aus der Gesamtheit aller Zahlen besteht. Der
erste Fall tritt fir den Modul £ aller Perioden von f(u) ein,
wenn f(u) nur die triviale Periode Null besitzt, also im eigentlichen
Sinne des Wortes nicht periodisch ist. Der zweite Fall tritt offenbar
ein, wenn f(u) sich auf eine Konstante reduziert, da ja eine Kon-
stante vom Argument % gar nicht abhingt und also jede beliebige
Zahl als Periode besitzt. Den Modul, welcher nur aus der einen Zahl
Null besteht, wollen wir als ,Modul Null®, denjenigen, welcher aus
der Gesamtheit aller Zahlen besteht, als , Modul co“ bezeichnen. Alle
Moduln teilen wir nun in zwei Arten ein:

Ein Modul Q2 heifie von der erstem Art, wenn das Punkisystem
keinen Haufungspunkt im Endlichen besitzt, von der zweiten Art, wenn
ein Solcher Haufungspunkt vorhanden ist.

Beispielsweise ist der Modul Null von der ersten, der Modul co
von der zweiten Art. Wir wollen von einem Systeme von Zahlen
sagen, es enthalte unendlich kletne oder infinitesimale Zahlen, wenn
unter den Zahlen des Systems solche vorhanden sind, die von Null
verschieden sind und deren absoluter Betrag unter einer beliebig
klein fixierten positiven Zahl liegt. Es gilt dann der

Satz 3. Eiwn Modul Q ist von der zweiten oder vom der ersten
Art, ie nachdem er umendlich Rleine Zahlen enthdlt oder micht.

Enthilt namlich  unendlich kleine Zahlen, so kénnen wir offen-
bar die von Null verschiedenen Zahlen des Moduls

€15 gy Egy -+ -
so wihlen, daB sie den Limes Null besitzen. Ist dann weiter w irgend-

eine dem Modul angehérende (endliche) Zahl, z. B. @ = 0, so gehéren
ihm auch die Zahlen

O+&, 0+ &, w+¢, ...
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mit dem Hiufungswert @ an. Der Modul £ ist also zweiter Art.
Wir sehen zugleich, daB dann jede Zahl w des Moduls einen Hiu-
fungswert w des Punktsystems £ liefert. Besitzt umgekehrt das Punkt-
system £ einen Hiufungspunkt ¢ im Endlichen, so kénnen wir aus
ihm eine Folge verschiedener Werte

Wy, Wy, Wgy - -

mit dem Grenzpunkte g herausheben. Dann haben die dem Systeme
angehérenden, von Null verschiedenen Zahlen

Wy — Wy ==&, Wg— Wy =&, Wy —Wg =28
den Limes Null. Daher enthilt £ unendlich kleine Zahlen.

Wir werden nun den fiir die Theorie der meromorphen perio-
dischen Funktionen grundlegenden Satz beweisen:

Satz 4. Die Perioden einer meromorphen Funktion f(u), die sich
nicht auf eitne Konstante reduziert, bilden einen Modul Q erster Art.

Nach Satz 3 geniigt es, zu zeigen, daB f(u) keine unendlich
kleinen Perioden besitzt. Zu dem Ende betrachten wir einen regu:
liren Punkt ¢ der Funktion f(#). Fiir alle geniigend kleinen Werte
von |w| gilt dann eine Entwicklung der Gestalt

fla+ w)=Ff@)+to (c+cw+.:),
wo 7 eine natiirliche Zahl und ¢ einen von Null verschiedenen Wert
bezeichnet. Wir wihlen nun die positive Zahl ¢ so klein, daB fiir
|w| <& der Wert der Reihe
c+c'w+...

von Null verschieden bleibt; dies ist wegen ¢ &= 0 méglich. Es wird dann

fla+ w) =+ f(a)
sein, solange |w|< e und von Null verschieden ist. Daher kann
die Funktion f(u) eine Periode w von einem Betrage < & nicht be-
sitzen, womit unser Satz bewiesen ist.
Wir wollen nun die Konstitution der Moduln erster Art niher
studieren und unterscheiden dabei, indem wir den Modul Null bei-
seite lassen, zwel Fille:

Fall 1. Der Modul Q ist so beschaffen, daf die Punkte d s
Punkisystems Q simtlich auf einer Geraden liegen.

Da zu diesen Punkten auch der Nullpunkt
gehort, so muB die Gerade durch den Null-
punkt hindurchgehen. Auf der einen der beiden
Halbgeraden, in welche unsere Gerade durch
den Nullpunkt zerlegt wird, betrachten wir den-
jenigen Punkt @, des Systems £, der dem Null-
punkt zunichstliegt (Fig. 57). Ein solcher Punkt @

existiert, weil andernfalls der Nullpunkt ein Hiufungspunkt von £ wire,
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Ist nun w ein beliebiger Punkt von £, so haben wir
W= w,-1

(Satz 2, §1) oder, da wir die reelle Zahl ¢ in die Form ¢ = m 4 7
setzen kénnen, wo m eine ganze Zahl und 0<r<1 ist,

w=ow,(m+7), w—mo, =ro,.

Da nun rw, ein Punkt von £ ist, der auf der Strecke 0...w, niher
zum Nullpunkt als w, liegt, so muB 7w, = 0 und also

(3) w=maw,

sein. In dem jetzt betrachteten Falle sind also die Zahlen des Mo-
duls Q die Multipla einer Zahl w, .

Fall 2. Die Punkie des Punkisysiems Q, wo Q wieder einen
Modul erster Art bezeichnet, liegen nicht similich auf einer Geraden.

In diesem Falle verbinden wir zunichst den Nullpunkt mit einem
andern Punkte @, von £ und wihlen einen dritten Punkt w,, der nicht
auf der Geraden 0 o, liegt (Fig. 58). Im Innern
und auf dem Rande des Dreiecks 0w, w, kann
es nur endlich viele Punkte des Systems
geben, weil sonst ein im Endlichen liegender
Hiufungspunkt von £ vorhanden wire. Wenn &y
nun g, ein weiterer unserem Dreieck angehdriger Fig. 58.

Punkt von & ist, so wird das Dreieck 0w, w,

weniger Punkte von £ enthalten als das urspriingliche Dreieck, weil
der Punkt @, dem letzteren angehorte. Hieraus folgt, daB wir ein
Dreieck herstellen konnen, das auBler seinen Ecken keinen Punkt von
£ enthalt, und wir wollen annehmen, daB das Dreieck 0 w, w, schon
diese Beschaffenheit hat.

Bilden wir nun das Parallelogramm
mit den Ecken 0, w,, w,, w, + w,, so
sehen wir leicht ein, daBl im Innern und
auf dem Rande dieses Parallelogramms,
abgesehen von den Ecken, kein Punkt
von 2 liegen kann. Von der durch das
Dreieck Ow,w, gebildeten Hilfte des
Parallelogramms ist es von vornherein klar, daB sie keinen Punkt
von 2 enthilt. Wiirde aber in der anderen Halfte ein solcher Punkt
vorhanden sein, so wiirde der Punkt

Gy

o = w,+ v, — o,
der ebenfalls zu 2 gehort, im Dreieck 0w, w, liegen. Aufler den

Ecken enthilt also das Parallelogramm in der Tat keinen weiteren
Punkt von Q.
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Sei jetzt w ein beliebiger Punkt von £. Wir konstruieren das
Parallelogramm mit den Ecken 0, @, w, b, indem wir durch » Par-
allelen zu Qw, und Ow, legen (Fig.60). Nach

den Sitzen von § 1 haben wir dann:

w=a-+b=1ow +1 0,
unter ¢, und ¢, reelle Zahlen verstanden, die
wir in die Formen

tL=m,+r, t,=m}7,,
0r,<1, 0Z7,<1

setzen wollen, wo m,, m, ganze Zahlen be-
zeichnen. Nun gehort der Punkt

W— My 0 — NitgWy = 7, W, ~ 75 W,

einerseits dem System £, andererseits, weil 7, w, auf der Strecke
0...0, und 7,0, auf der Strecke 0...w, liegt, dem Parallelogramme
0,w,, ®; + w,, w, an. Daraus folgt. aber, dal der Punkt 7, w, 47, 0,
mit der Ecke 0 dieses Parallelogramms zusammenfallen und daher

(4) W = m; 0, + Mg Wy

sein muB. In dem jetzt betrachteten Falle 2 sind also alle Zahlen
des Moduls 2 gemiB Gleichung (4) aus den beiden Zahlen w, und w,
abzuleiten.

Wir wollen noch bemerken, daB die beiden Fille auch dadurch
charakterisiert werden koénnen, daB im Falle 1 je zwei Zahlen des
Moduls 2 einen reellen Quotienten besitzen (Satz 3, § 1), wihrend im
Falle 2 im Modul 2 zwei solche Zahlen (wie z. B. @, und w,) vor-
handen sind, deren Quotient nicht reell ist.

Aus den vorhergehenden Untersuchungen folgt nun fiir die mero-
morphen periodischen Funktionen:

Satz . Die Perioden einer solchen Funktion f(u), die sich nicht
auf eine Konstante reduziest, lassen sich entweder simtlich aus einer
Periode w, oder aber aus zwei Perioden w, und w,, deren Quotient
nicht rveell ist, ableiten.

Der erste Fall, in welchem die Funktion f(u) esnfach periodisch
heiBt, liegt z. B. bei der Funktion ¢* vor, deren Perioden die simt-
lichen Multipla von 2z¢ sind. Im zweiten Falle nennen wir f(u)
doppeltperiodisch. Ein Periodenpaar w,, w,, aus welchen alle iibrigen
Perioden von f(u) abgeleitet werden konnen, bezeichnen wir dann
als ein Paar primitiver Perioden oder als Fundamentalperioden von
f (). Die Existenz von doppeltperiodischen meromorphen Funktionen,
die den Hauptgegenstand unserer Untersuchungen bilden werden, wird
sich weiterhin ergeben.
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§ 3. Das Periodenparallelogramm.

Es sei w, w, ein Paar von Zahlen, deren Quotient nicht reell
ist. Wenn nun zwischen irgend zwei komplexen Zahlen # und v
die Beziehung

1) v=u+mo,+mw, oder v—u=m o, + mw,

besteht, wo m, und m, ganze Zahlen bezeichnen, so wollen wir sagen,
v Sei Rongruent u modulis w,, @, und dies symbolisch durch die
Schreibweise

@) v =u(0,, v,)
andeuten. Wenn w, und w, ein fiir allemal, wie in diesem Para-
graphen, fest bleiben, schreiben wir auch kiirzer unter Fortlassung
der ,Moduln® w,, w,
(2" v=u.

Es gelten nun folgende Tatsachen, deren Beweise so einfach
sind, daB wir sie iibergehen kénnen.

1. Es ist fiir jeden Wert von #u
u=u.
2. Aus v =u folgt u = v.
3. Aus y =9 und v = w folgt u = w.
4. Aus y =9 und u, = v, folgt u +u, =v - v,.
5

. Allgemeiner folgt aus #=v und u, =v,, dab nu --nu,
= nv -} n,v, ist, unter » und #, irgend zwei ganze Zahlen verstanden.

Zur Abkiirzung werden wir auch von zwei Punkien u und v
sagen, sie seien ,kongruent®, wenn die Zahlen u und v kongruent sind.

Wir nehmen nun einen beliebigen Punkt 2, an und bilden das
Parallelogramm mit den Ecken wug, u, - ,, #ty 4 @, + w,, #, - w,
(Fig.61).Dieses soll das aus w, und w, gebildete
Peyiodenparallelogramm (u,) heifen. Zu
dem Periodenparallelogramm (u,) rechnen
wir jeden Punkt u, der im Innern oder auf
einer der in %, zusammenstoBenden Seiten,
exklusive der Endpunkte u, - w; bzw.

%, + wy dieser Seiten, liegt. Da die
Punkte des Parallelogramms, die auf den
Seiten u,...u, + w, bzw. u,...u, -+ w, liegen, durch

a=u,+rw baw. b=u+r,0, (07, <1, 057, <1)

dargestellt werden, so gilt
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Satz 1. Die Punkie des Periodenparallelogramms (u,) sind die
Punkte

(3) %=1ty 1,0, 1 7,0, 07 <1, 057, <1).

Sei jetzt v ein beliebiger Punkt der
Zahlenebene und v, vv, das Parallelo-
gramm, dessen Ecken v, v, auf den
Seiten u,...u, 4+ w, bzw. ugy...uy+ w0,y
des Parallelogramms (#,) liegen (Fig. 62).
Es ist dann

V=10, v, — U,

= (thg + ty ) + (g + tywy) — 1y

v =ty -+ m, 0, + mywy + 7,0, + 7, 0,,

wenn die reellen Zahlen ¢,, ¢, auf die Form ¢, =m, -7, bzw. {, =my+7,
gebracht werden, wo m,, m, ganze Zahlen und 7,7, echte Briiche
bezeichnen. Hieraus folgt

oder

Satz 2. Jeder beliebige Punktv ist einem und offenbar nur einem
Punkte
U=y 47,0, 4 7,0,

kongruent, der dem Parallelogramm (u,) angehirt.
Wir betrachten jetzt die Punkte

Ugs Uy —+ Wy, Uy — Oy, Uy
+ 2w, 4y — 2wy, ...
welche ein System dquidistanter

Punkte auf einer Geraden g,, und
die Punkte

Ugs Ug - Wy, Uy — Wy, %y
+2w,, gy — 2 w,,...,
welche ein ebensolches System auf
einer Geraden g, bilden. Legen wir
durch die ersteren Punkte Parallelen

zur Geraden g,, durch die letzteren Parallelen zur Geraden g,, so er-
halten wir durch diese Konstruktion die siamtlichen Parallelogramme

(4o + m 0, +myw,), m, =0, £1, £2,..., my=0, =1, £2,...,
und wir sehen, daB diese die u-Ebene einfach und liickenlos iiber-
decken (Fig. 63).
Wir wollen nun mit
[#]
stets das System aller derjenigen Werte « -+ m, w, + m, w, oder auch
derjenigen Punkte, welche diese Werte geometrisch darstellen, be-
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zeichnen, die einem bestimmten # kongruent sind. Dann kénnen
wir sagen: Von einem Systeme [w] fallt ein und nur ein Punkt in
jedes Parallelogramm unseves parallelogrammatischen Netzes.

§ 4. Definition der elliptischen Funktionen.
Der Korper K.

Wir wenden uns nun zur Definition der elliptischen Funktionen:

Eine analytische Funktion f(u) heift eine elliptische Funktion,
wenn sie erstens meromorph ist und zweitens zwei Perioden w, und w,

besitzt, deren Quotient g—* nicht reell ist.
1

Wir wollen zundchst die beiden Werte w, und w, als fest ge-
geben annehmen und alle elliptischen Funktionen, die diese beiden
Werte zu Perioden haben, zu einem System K zusammenfassen.
Unter dem Zeichen f(x) werden wir, wenn nicht ausdriicklich das
Gegenteil bemerkt wird, bis auf weiteres stets eine Funktion des
Systems K verstehen. Das System K besitzt einige einfache, aber
wichtige Eigenschaften, die wir hier zusammenstellen.

1. Zu dem System gehort jede Konstante, diese angesehen als
Funktion von #. Denn jede Konstante besitzt jeden beliebigen Wert,
also auch w, und w,, als Periode.

2. Gleichzeitig mit f, () und f,(«) gehoren auch f, (#)+ f, (%),
f, () — f, (%), f,(u)f,(w) und, wenn f,(u) nicht die Konstante Null
L (%
fa(®)
Wir driicken dies kiirzer aus, indem wir sagen: Die Funktionen
des Systems K bilden einen ,Funktionenkirper<. Aus 1. und 2. folgt

3. Jede ratienale Funktion von Funktionen f, (u), fy (%), ..., f,(#)
mit konstanten Koeffizienten ist ebenfalls eine Funktion f(u).

ist, zum System K.

4. Gleichzeitig mit f(u) gehort auch die Ableitung f'(%) zum
Korper K.

Denn ist f(u#) meromorph, so gilt gleiches von f’(x), und aus
f(u+ w)=f(u) (i=1,2)
folgt durch Differentiation

' (u+ w;)=f"(u).
5. Es sei
a' = a(w,, w,),

d.h a'=a+4+w, wo w=m, 0, +mw, gesetzt ist.
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Wenn nun a ein Pol von f(u) ist und g<u—i—a> der zugehdrige
meromorphe Teil, so ist auch a’ ein Pol und g<u—_1—a—,> der thm zuge-
horige wmeromorphe Teil.

In der Tat gilt nach Voraussetzung fiir die Umgebung des Punktes a
die Entwicklung

Fw) =g (1) + B — a),

wo P (# — a) eine gewohnliche Potenzreihe von # — a bedeutet. Liegt
nun % in der Umgebung des Punktes @, so liegt 4’ = % 1 w in der Um-
gebung des Punktes g’ = ¢ -+ w und zugleich ist 4’ — ¢’ = u — ¢ und
1
)= £ ) = £ )= ¢ (G Z) + B (' — ),

woraus die Behauptung folgt.

6. In jedem beliebigen Periodenparallelogramm (u,) hat eine Funk-
tion f(u) nur endlich viele Pole.

Wiirden namlich unendlich viele Pole in (#,) vorhanden sein, so
hiatten diese einen Hiufungspunkt, der wesentlich singuldr fiir f (%)
wire; dies ist aber unméglich, da f(%) meromorph ist.

Wir wollen uns die Pole von f(#), die im Parallelogramm ()
liegen, aufgeschrieben denken; upd zwar jeden so oft, als seine Mul-
tiplizitit betrdgt, Die Anzahl 7 der so aufgeschriebenen Pole

Ay> Ggs -+ -5 4,
heiBt der Grad der Funktion f(#). Die Systeme
(2] [5]: -5 (4]
umfassen dann die Gesamtheit aller Pole von f(#) und zwar jeden

Pol so oft, als seine Multiplizitit angibt. Greifen wir aus jedem Sy-

stem eine Zahl heraus, so erhalten wir » Zahlen

’
a’sa),....a/,
von denen wir sagen wollen, daBl sie ein volisidndiges System von

Polen von f(u) bilden.

§ 6. Aligemeine Sitze iiber die Funktionen f(w).

Wir werden nun eine Reihe von allgemeinen Sitzen beweisen,
welche die Grundlage fir die Theorie der elliptischen Funktionen
bilden,

Satz 1. Eine Funktion f(u) vom Grade r = Q ist eine Konstanie,
oder, anders ausgedriické, eine elliptische Funktion ohme Pole ist eine
Konstante.
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Wenn f(u) keinen Pol besitzt, so hat | f(»)| ein endliches Maxi-
mum g, falls » alle Lagen im Periodenparallelogramm annimmt. Da
f(u) keine anderen Werte annimmt, als die, welche den Punkten #
des Periodenparallelogramms entsprechen, so gilt also fiir jedes end-
liche Argument % die Ungleichung

[fm)|<e
woraus nach dem Lzouvilleschen Satze') folgt, daB f(u) sich auf eine
Konstante reduziert.

Ehe wir zur Ableitung der weiteren Sitze schreiten, die alle
aus dem Cauchyschen Integralsatze folgen werden, schicken wir fol-
gendes voraus. Wir diirfen und wollen
varaussetzen, daBl das Parallelogramm
(#y) in positivem Sinne umlaufen wird,
wenn wir seine Seiten in der Folge 2,

1, 2, 1-durchlaufen (vgl. Fig. 64). Denn
falls dies nicht zutrifft, so kénnen wir
es durch Vertauschung von w, mit w,
erreichen, also durch eine einfache Abidnderung der Bezeichnung.

Es sei ¢(u) eine lings des Randes von (u,) stetige Funktion;
dann setzt sich das positiv um (%,) erstreckte Integral von ¢(u) zu-
sammen aus den durch die Seiten 2, 1/, 2', 1 erstreckten Integralen.
Nun durchléuft » + w, die Seite 1’, wenn # die Seite 1 durchliuft,
und % - w, die Seite 2/, wenn # die Seite 2 durchlduft. Daher ist
das erwihnte Integral durch die Formel

@ (“.{;p(“)d“ :if(q’(u + w,) — @u)du _‘!((P(“ + wy) — @ (u))du

darstellbar, wobei das Integral duxch die Seite 1 in der Richtung von
%, nach. uy + w,, durch die' Seite 2 in der Richtung von w, nach
%y + @, zu nehmen ist.

Wir identifizieren zunichst @ (u) mit einer Funktion f(«), wobei
wir durch passende Wahl von %, dafiir sorgen, daB kein Pol von
f(4) auf den Rand des Parallelogramms (u,) fillt. Die Integrale der
rechten Seite der Formel (I) verschwinden jetzt, da f(») die Perioden
w, und @, hat. Das Integral der linken Seite ist, abgesehen vom
Faktor 27x:¢, die Summe der Residuen der verschiedenen Pole von
f(4), die im Innern des Parallelogramms (#,) liegen. Man erkennt
die Richtigkeit von

Satz 2. Dic Summe der Residuen fir die irgendeinem Perioden-
pardilelogramm angehorenden verschiedenen Pole einer Funktion f(u)
st Null.

1) Vgl. Erster Abschnitt, 3. Kapitel, § 8. (A. d. H)
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Hieraus folgt sofort
Satz 3. Eine Funktion f(u) vom Grade r == 1 kann wicht existieren.

Denn wiirde f(u) nur einen Pol erster Ordnung « im Parallelo-
gramm (u,) besitzen, so wiirde der zugehérige meromorphe Teil

;—f_——; lauten, wo das Residuum C == 0 ist. Nach Satz 2 miifite aber,

im Widerspruch dazu, C = 0 sein.

Satz 4. Es sei f(u) esne Funktion von einem Grade v > 2 und c
ein gegebener endlicher Wert. Danm gibt es in fjedem Parallelogramm
(uy) gemaw r Stellen, an welchen f(u) den Wert ¢ annimmt.

Eine Funktion f(%) wird also nach diesem Satze in einem Perioden-
parallelogramm genau so oft gleich einem vorgeschriebenen endlichen
Werte ¢, als sie den Wert co annimmt. Der Satz 4 ist eigentlich ein
spezieller Fall des Residuensatzes 2 und entsteht aus diesem, wenn
wir ihn auf die Funktion

IMON
d—log [f(v) — c] = F—c

anwenden. Das Integral f’; ((:)) du , welches nach Hilfsformel (I)

(“o)
verschwindet, stellt nidmlich die Differenz zwischen der Anzahl der
Nullstellen und der Anzahl # der Unendlichkeitsstellen (Pole) von
f(#) — ¢ vor, die im Parallelogramme (%,) liegen?).

Zu dem Satze 4 ist noch folgendes zu bemerken. Bezeichnet «,
eine Losung der Gleichung

(1) f(w) = c,

so ist fiir die Umgebung der Stelle #,
(2) fu) —c=A(w—u)+... (4 = 0),

wobei % eine natiirliche Zahl bezeichnet. Die Stelle %, ist dann k-mal
als Losung der Gleichung (1) zu zihlen, oder %, ist als Losung von
(1) mit der Vielfachheit £ zu rechnen. Der Satz 4 besagt also, dab
die Gleichung (1) » Losungen

(3) “1’ M?’ e U

r

im einzelnen Periodenparallelogramm zuldBt, wenn wir in die Reihe (3)
jede einzelne Lésung so oft aufnehmen, als ihre Vielfachheit betrédgt.

Im allgemeinen werden die Stellen (8) untereinander verschieden,
also jede Losung w, von der Vielfachheit 1 sein. Fragen wir namlich
nach denjenigen Werten ¢, fiir welche in der Gleichung (2) der Ex-

1) Vgl Erster Abschnitt, 5. Kapitel, § 9. (A. d. H.)
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ponent 2 > 1 ausfillt! Soll 2 > 1 sein, so ist hierfiir natwendig und
hinreichend, daf auBler f(u,)=c auch noch

(4) f'(u)=0

ist. Wir erhalten also die gesuchten Werte ¢, indem wir die von-
einander verschiedenen Nullstellen der Funktion f'(%) im Parallelo-
gramme (u,) aufsuchen. Sind dieselben die Stellen

’Vl, ')’2, ceey V2,
wobei ihre Anzahl 1 hochstens so groB wie der Grad der Funktion
f’'(u) sein wird, so sind die fraglichen Werte von ¢ die Werte

fr)=c,, f(@s)=¢y ---, fO)=c¢s.

Die Anzahl der Werte von ¢, fiir welche in der zugehdrigen
Reihe (3) ein und derselbe Wert mehr als einmal auftritt, betragt
also hochstens so viel, wie der Grad der Funktion f’(x) angibt.

In dem speziellen Falle ¢ = 0 besagt der Satz 4, daBl eine Funk-
tion f(#) vom Grade r in jedem Parallelogramm (u,) genau » Null-
stellen besitzt, vorausgesetzt, daB jede Nullstelle mit ihrer Vielfach-
heit gezdhlt wird.

Wir wollen nun wieder unter f(#) eine beliebige Funktion vom
Grade r > 2 verstehen. Es gilt dann der wichtige

Satz b. Bezeichnen by, by, ..., b, die Nullstellen, a,, a,, - .., a, die
Pole vom f(u) in einem Pericdenparallelogramm (u,), so besizht die
Kongruenz

(5) by +by+...+b=a,+a,+... +a, (0, ®,).

Beim Beweise diirfen wir annehmen, daB keine der Nullstellen
und Pole auf dem Rand des Parallelogramms (%,) liegt, weil wir dies
sonst durch eine kleine Verschiebung des Punktes #, erreichen konnen.
Wenn wir

f' ()
(6) P(u)=u- 10)
setzen, ist () eine Funktion, die im Parallelogramm (%,) nur die
Punkte b, und g, zu Polen besitzt. Nach dem Residuensatz ist daher

(7 Q—:g(“.!; <P(u)du=%r(<p(u))—{—%r(¢p(u)),

wo die Summen iiber die voneinander verschiedenen Punkte b; bzw.
a; zu erstrecken sind.

Ist nun & irgendeiner der Punkte &, und % seine Multipli‘zitéit als
Nullpunkt von f(#), so ist fir die Umgebung des Punktes b&:

Rlu—b)Ftoy. .. kb

p(a) = [b + (e — B FT 0 R = B (D),
also kb das zugehdrige Residuum. Ebenso findet sich fiir das Resi.
duum von ¢@(u) an einer der Stellen @ der Wert — k’a, wenn &’ die

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 10
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Vielfachheit von a als Pol von f(u) bedeutet. Demnach ist die rechte
Seite der Gleichung (7)

(8) Zkb—Ka=b,+b,+...+b.—(a;,+a,+...+a,).

Andererseits ist nach Hilfsformel (I), wegen

P+ @) — (i) = (u + ) [EEL L

CAle 1w
= {00 =1 5 = 2r

das Integral (7) gleich

%o+ wg %o+ w3
1 TP W 1 TP
(9) i 01 f()d It f(u)d

wobei die Integrale geradhmg zu nehmen smd. Die hier auftretenden
Integrale sind nun Vielfache von 2xm¢. Denn z. B. ist

o+ wg %o+ g

) du —J.dlog flu)

f()

der stetige Zuwachs, den log f(u) erfihrt, wenn u geradlinig von u,
bis u,+ w, wandert. Dabei beschreibt aber, weil f(u + w,) = f(%)
ist, der Punkt (%) einen geschlossenen Weg, auf welchem log f(u) also
um ein Multiplum von 2m¢ wichst oder abnimmt.

Der Ausdruck (9) hat also die Gestalt
(9" My @y = My Wy 5
wo m, und m, ganze Zahlen bedeuten. Der Vergleich von (8) und
(9") gibt nun die Kongruenz (5).

Wir wollen den Satz 5 noch in eine andere Form bringen, indem
wir ihn zugleich etwas verallgemeinern.

Zunichst setzen wir folgendes fest:

Sind a,, aqs ..., a, die Pole der Funktion f(u), die in einem
Paraliclogramme (u,) liegen, oder auch ein wvollstdndiges System wvon
Polen der Funktion f(u), so nenmen wir jede Zahl s, welche die
Kongruenz

(10) s=a,+a,+...+a, (o0,
befriedigt, Polsumme der Funktion f(u).

Die Polsumme einer Funktion f(#) ist demnach nur bis auf eine
additive Periode bestimmt.

Seien ferner u,, u,, ..., u, die Nullstellen von f(x#) — ¢, unter ¢ einen
gegebenen endlichen Wert verstanden, die in einem Periodenparal-
lelogramm (x,) liegen. Die Wertsysteme

[#.], (4], -, [w,]
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umfassen dann alle Werte von u, welche der Gleichung

(11) flu)y=c
geniigen. Entnehmen wir diesen Wertsystemen je einen Wert, so er-
halten wir » Werte

(12) w's 'y oo, u/,

die wir ein vollstdndiges System von Lésungen der Gleichung (11)
nennen wollen.

Wenden wir nun den Satz 5 auf die Funktion f(u)— ¢ an, so
erhalten wir leicht den

Satz 6. Ist f(u) eine Funktion vom Grade v und bilden die Zahlen
(12) ein vollstindiges System von Losungen der Gleichung (11), so gilt
die Kongruenz

(13) w/ s (w0, 0,),

wo s die Polsumme von f(u) bezeichnet.

§ 6. Die Funktion @ (u).

Wir wollen das Periodenparallelogramm (%,) so wahlen, daf3 der
Nullpunkt in sein Inneres fillt. Unter den Funktionen f(x) werden
wir diejenigen von méglichst niedrigem Grade, also vom Grade r = 2,
als die einfachsten zu betrachten haben. Wir wollen nun versuchen,
eine derartige Funktion zu bilden, die im Parallelogramm (u,) nur
den einen Doppelpol uw—= 0 mit dem zugehirigen mercmorphen Teil

1%—%— —£~ besiizt. Nach dem Residuensatze 2 des vorigen Paragraphen

muB ¢ =0 sein, so daBl die Entwicklung der herzustellenden Funk-
tion fiir die Umgebung der Stelle y==0 die Form

(1) £) = = -+ B (w)

besitzen muB. Hieraus folgt leicht, daB die Funktion f(x), wenn sie
tiberhaupt existiert, bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Denn
ist f, («) eine Funktion derselben Beschaffenheit wie f(%), so hat die
Differenz f,(u) — f(4) den Nullpunkt nicht mehr zum Pol und daher
im Parallelogramm (#,) iiberhaupt keinen Pol. Nach Satz 1 des vorigen
Paragraphen ist daher in der Tat notwendig

fi(u)=f(u)+C.

Die Konstante C kann, und zwar nur auf eine Weise, so gewihit
werden, daB in der Potenzreihe, welche f,(#) an der Stelle u =0
darstellt, das konstante Glied fehlt.

10*



148 II, 1. Die doppeltperiodischen meromorphen Funktionen.

Es gibt also, wenn iiberhaupt, nur eine Funktion, sie heiBe @ (u),
vom Grade » = 2, die an der Stelle # = 0 eine Entwicklung der Gestalt

(2) P () = 5 + uB(w)

besitzt, wo u‘,B(u) eine mit # verschwindende Potenzreihe bezeichnet.
Die Gesamtheit der Pole von @(w) wird durch das System [0]
aller Periodenpunkte
(3) W = My @y = My 0y
gebildet, und dem Pole w wird der meromorphe Teil -(17:17072 ent-
sprechen, da der zu w kongruenten Stelle 0 der meromorphe Teil
—lé zukommt.
U
Wir werden durch diese Bemerkung darauf gefiihrt, zu versuchen,
die Funktion @ () mit Hilfe des Mitfag-Lefflerschen Satzes herzustellen.
Zuvor haben wir aber noch den folgenden Satz zu beweisen:

Die Summe
v 1
(4) S=2ep
konvergiert.

Dabei ist die Summe iiber alle Perioden (3) zu erstrecken, mit
Ausnahme der Periode Null, was durch das an das Summenzeichen
gesetzte Komma angedeutet werden soll

Wir betrachten diejenigen Punkte w, fiir welche

(5) n<|w|l<n+1
ist, unter # eine natiirliche Zahl verstanden, und setzen
1

wobei die Summe iiber die betrachteten Punkte erstreckt wird. Nun
schatzen wir die Anzahl dieser Punkte folgendermalen ab. Es sei
2¢ eine positive Zahl, die kleiner ist als der Abstand des Null-
punktes von jedem andern Periodenpunkt . Dann ist auch

2e < |w, — Wy,

d. h. Kleiner als der Abstand zweier verschiedener Periodenpunkte w,
und w,. Wenn wir also um jeden Periodenpunkt als Mittelpunkt
einen Kreis mit dem Radius ¢ beschreiben, so liegen diese Kreise
ganz auBereinander. Die Punkte w, welche der Bedingung (6) ge-
niigen und deren Anzahl A, heiBen mogen, gehdren dem Kreisring
an, der durch die Kreise mit dem Mittelpunkt Null und den Radien
n und # -1 begrenzt wird. Die um die 4, Punkte w mit dem
Radius ¢ beschriebenen Kreise liegen daher ganz in dem Kreisring
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mit dem Mittelpunkt Null und den Radien # — ¢ und # 41 4 ¢ und
bedecken also eine Fliche, die kleiner ist als die Fliche dieses Kreis-
ringes. Daher ist

A, 2a<(n+14+¢e’n—(n—efn
oder

1< —+2— 3n==Fk-n,

A <1+2£(2 _*_

wo k zur Abkiirzung fiir die feste Zah

Bei dieser Deduktion ist # > ¢ gedacht, da wir den Kreis mit
dem Radius 7 — ¢ betrachteten. Die Ungleichung fiir 4, gilt also
von # = 1 ab, wenn, was offenbar statthaft ist, die Zahl ¢ < 1 fixiert
wurde. Nun folgt fiir die Summe (6)

1 1 kR
SnéAn'—.r:ﬁ< k'?i'?;:;ﬁ,

und die Summe

@) S, 4 Sy +S; 4. A4S, ...

ist daher konvergent; folglich auch die Summe S, weil alle Glieder
von S, abgesehen von denjenigen, fiir die etwa |w| <1 sein sollte
und die nur in endlicher Anzahl vorhanden sein konnen, in den Summen
S, auftreten.

Zufolge des eben bewiesenen Satzes stellt nun nach dem Miifag-
Lefflerschen Theorem

8  cw=i4+ (1,

% 1 ’ u2
W)=.1;+2 (4 — w) »?

. . . . 1
eine meromorphe Funktion mit den meromorphen Teilen i Vo

Wir sehen jetzt leicht ein, daB

(%) pl) = — 0= 5+ 3 (a5 — o)
allen Bedingungen, die wir fiir die gesuchte Funktion gestellt haben,
geniigt.

Zunichst hat () die Punkte w zu Polen und die richtigen
meromorphen Teile. Ferner ist @ (u )——— Null fir » =0, weil die

Summe in (9) fiir % = 0 verschwindet. Es bleibt zu zeigen, daB ((u)
die Perioden w, und w, besitzt. Zu dem Ende bilden wir

’ 2 1 1
(10) p(“)=_7’—_22’(u——707§=—22‘(;:7)_a)
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wo die Summe ohne Komma iiber die Gesamtheit aller Perioden

W= m, w,+ myw, (my, my=0, +1, + 2,...) zu erstrecken ist. Nun
kommt

, 1
50(“+w1):—22[14_i@_1_2,3?:“22(7_7)3’

weil

w—w, = (m; — 1), +m,o,
ebenfalls alle Perioden durchlauft. Es ist also

' (u + o) = @' (w),

woraus durch Integration
(11) Pu + o) =p(u)+c,
folgt, unter ¢, eine Konstante verstanden. Nun ist () eine gerade
Funktion. Denn nach (9) ist

1 AR 1\ 1 S 1 1
R R e R (e=p— o)
da — w dieselben Werte wie -} w durchliuft. Setzen wir zur Be-
stimmung von ¢, in (11) # = — %, so kommt
w. . w
o(3) =9 (=) +a=p(3) +e
und also ¢, = 0, weil @ <%) ein endlicher Wert ist. Wir haben also

(4 + o)) = p(u);
und ebenso folgt
P+ wg) = ().
Die Funktion @(u), die also tatsichlich alle geforderten Eigeh-
schaften besitzt, wollen wir die Weierstrafsche So-Funktion nennen,

weil sie von Weierstra der Theorie der elliptischen Funktionen zu-
grunde gelegt wurde.

Aus dem vorhergehenden Paragraphen folgen sogleich eine Reihe
von Sitzen iiber die Funktion p(u), die wir hier zusammenstellen.

Satz 1. Als Polsumme von p(u) kann s =0 genommen werden.
Denn die Pole 4, und a4,, die @(%) in unserem Periodenparallelo-
gramm (u,) besitzt, sind beide Null.

Satz 2. Die Losungen der Gleichung @(u)=c, wo ¢ einen ge-
gebenen Wert bedeutel, bilden zwei Systeme [w'] und [w"], und es ist
u +u'=0(w,, 0,).

Dies folgt aus Satz 6 von § 5. Wenn wir eines der beiden
Systeme, etwa [#'], kennen, so wird, da #”"= — «'(w,, w,) ist, das
andere das System [—#’] sein.
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Satz 3. Die Gleichung
(12) p)=p @)
besteht dann und nwr dann, wenn en weder
(13) u=v(w, w, oder u=—v(w,, w,)
ist.

Denken wir uns namlich in (12) das Argument v als fest ge-
geben, % als ein zu bestimmendes Argument, so gehoért # nach Satz 2
einem von zwei Systemen untereinander kongruenter Werte an. Das

eine dieser beiden Systeme ist offenbar das System [v] und folglich
[— v] das andere; d. h. # muB einer der Kongruenzen (13) geniigen.

Wir wollen jetzt untersuchen, fiir welche Werte von » die beiden

Losungssysteme [v] und [— v] der Gleichung (12) zusammenfallen.
Hierzu ist notwendig und hinreichend, da8

=—9v oder 2v=0(w,, w,)
ist. Es muB} also 2v=m,w, 4+ m,w, oder

(14) 9= mx‘?x;‘mewz’

die Halfte einer Periode, sein. Da nun
—_ 4 J— ’
m,=2m,+¢e, m=2m, +e,
gesetzt werden kann, wo m,’, m,’ ganze Zahlen, ¢ und ¢ je einen
der beiden Werte 0 und 1 bezeichnen, so kommt

’ ’ £ 00, 1 £, 05
w=mw,; +m, w, -+ —

d. h. die gesuchten Werte von v sind einer der Zahlen

© W to, o
(15) 0. % =5 3

kongruent. Wihrend fiir v = 0 der zugehdrige Wert der (-Funktion

oo ist, entsprechen den drei anderen Zahlen (15) drei endliche Funk-
tionswerte, die wir mit

. w; + o, o,
(16) p(F) = p(25%) = 9(3) =5
bezeichnen wollen. Bedeutet ¢ einen endlichen Wert, so sind die
Losungen der Gleichung
PWU)—c=0
von der Multiplizitit zwei, wenn ¢ mit einer der Zahlen ¢, e¢,, ¢

zusammenfillt. Hieraus folgt, daB die Gleichung

' w)=0
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%, w—iiz_ﬁ, % erfiillt ist. Diese Punkte fallen, wenn wir
den Punkt #, geniigend dicht beim Nullpunkt annehmen, in unser
Parallelogramm (%,) und bilden mit dem Nullpunkt die Ecken eines

Parallelogramms. (Vgl. die Figur 65.)

Aus Satz 3 ergibt sich noch, daB die
Werte ¢, , ¢,, ¢, untereinander verschieden
sind. Das 14Bt sich auch so erschlieBen:
Wire z. B. ¢, = ¢, so wiirde die Funktion
zweiten Grades

Fig. 65. p(u) —e = so(u) — e

im Periodenparallelogramm wvier Nullstellen, namlich die Stellen w7

&

fir « =

und %’i, jede doppelt gezdhlt, besitzen.

§ 7. Die Differentialgleichung von @ (u).
Die Funktion (’(«) hat an der Stelle » =0 die Entwicklung

2

(1) @' (u)=— 5+ B(u)
hat also die Stelle # — (0 zum dreifachen Pol, wahrend sie im Perioden-
parallelogramm (u,) sonst iiberall reguldr ist. Es ist daher @’ (u) eine
Funktion vom Grade =3 und muf} folglich im Periodenparallelo-
gramm auch dreimal verschwinden. Nach dem vorigen Paragraphen.
sind die drei Nullstellen von ' (u) die Punkte

=% T2 e
an denen ('(u) demnach einfach Null wird. An diesen Punkten
werden bzw.
(3) pu)—e, pu)—e @u)—e

je doppelt verschwinden.

(2) u ® 0,0,

Vergleichen wir nun die Pole und Nullstellen von @’ (u), némlich:

®;, © 10 0

’2—’ 2 > 9
mit denen von f(u) = (p (u) — ¢,)( (4) — e,)(p () — e;), ndmlich:

Pole: 0, 0, 0, Nullstellen:

: . Ot o S L T W
Pole: O, 0, O, O, 0, 0, Nullstellen: 3° g ) ’ ) > 90 9

so sehen wir, dal der Quotient
_ 9t
0="Fw
im Periodenparallelogramm (%,) nirgends unendlich wird, da der Zahler
dieselben Pole und Nullstellen in derselben Vielfachheit wie der Nenner
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besitzt. Folglich ist der Quotient eine Funktion vom Grade 7 = 0 und
also eine Konstante. An der Stelle # =0 haben wir die Entwicklungen

() =S5t ) =5t

Tragen wir diese in den Quotienten  ein und lassen dann #
in Null iibergehen, so erhalten wir den Wert Q = 4, und da Q, wie
wir wissen, eine Konstante ist, so folgt

d h. ' () =41 ()5

Satz 1. Die Funktion g (u) befriedigt die Differentialgleichung
(4) 9" () = 4(p (1) — e2) (p (W) — ea){p (4) — ).

Wir wollen diesen wichtigen Satz noch auf einem andern Wege ab-
leiten, der uns die Differentialgleichung in einer andern Form liefert.

Zunichst betrachten wir die Entwicklung der Funktion @ (u) an
der Stelle u=0 etwas naher. Fir

1 1 1 % 1 u? u3
L) =+ I (e tm = — G at )
erhalten wir die Entwicklung
(5) C(u)zé—Gau“——G4u3~...—G”u”‘l—...,
wenn wir zur Abkiirzung

_ w1l 1 o _
(6) Gﬂ_Z—z;}_ri_Z (m1w1+mim2)n (n_3’ 4"")
setzen. Die Summe G, dndert sich nicht, wenn wir w durch — w

ersetzen. Fiir ein ungerades #» ist folglich
- b 1
an - 2 (:‘W = - 2 W Gn

und also G, =0. Daher konnen wir die Entwicklung von (%) in
der Form ansetzen:

1 us ub uZn—T
(7) C(M)"—-——;—02—3—'-08'5—...——0”2‘—’1—:——1-——...,
wobei die Koeffizienten ¢, die Werte
(8) c,=(2n—1)3 ! (n=2,8,4,...)

w??
haben. Demnach lautet die Entwickelung von ((u) am Nullpunkte:
’ 1
(9) p)=—0"(0)=—+ gt togu* +... +cu?"2 4.,

wobes die Koeffizienten c, gemap (8) von den Perioden w,, w, abhdngen.



154 1I,1. Lie doppeltperiodischen meromorphen Funktionen,
Nun folgt aus (9)
2
P ()= — $+202u—|—403u3—|—...

und, wenn wir die Entwicklungen immer bis zu den von x unab-
hiangigen Gliedern fortsetzen,

s/,)'g(u)=-1%—%“1663+"‘
503(“)=$+3_1;?+ 8¢y +...
P () — 4 () = — Tt — 28y -

und schlieBlich
(10) P2 (u)—4p°(u)+20c, @ (u) = — 28¢5+ ...

Die links stehende Funktion kann im Periodenparallelogramm (#,)
héchstens den Pol % — 0 haben. Tatsiachlich hat sie aber den Punkt
% = 0 nicht zum Pol, da sie gemiB (10) fir » =0 den endlichen
Wert — 28 ¢, annimmt. Nach § 5, Satz 1 ist unsere Funktion daher
eine Konstante, deren Wert — 28¢, ist. Es ist also fiir alle Werte von #

@' (u) — 493 (u)+ 20 cyp(u) = — 28¢,.
Fithren wir noch die Bezeichnungen ein:
g = 20¢, = 60 3,

(11)

g = 28¢, =140 3,

so haben wir also den

Satz 2. Die Funktion @(u) gemiigt der Differentialgleichung
(12) PP =40— g0 — g

Dabei ist der Kiirze halber g fiir @ () und @ fir p’(u) ge
schrieben.

Die Konstanten g, und g, heiBen die Invarianien der Funktion @ (u).

Die rechten Seiten in den Gleichungen (4) und (12) sind fiir
alle Werte von u beide derselben GroBe (namlich @2 (u)) gleich.
Daraus folgt, daB identisch in x die Gleichung

(13) 45 —gn — gy =4(x% —e))(x — 5)(x — %)
besteht. Es sind also ¢,, ¢,, ¢; die Wurzeln der Gleichung 3'e Grades
(14) 4% — g0 —g,=0.

Als Diskriminante werden wir den Wert von
(15) 4 =16(e, — €5)* (e, — €3)* (63 — ¢3)°
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bezeichnen, der nach Friiherem von Null verschieden ist. Bekannten
algebraischen Sitzen zufolge gelten die Beziehungen:

(16) {31 Tt te3 =0, e65+cre;+ 56 = —1g,, "15253 18w
A=16 (e, — €)*(6; — ;)7 (€, — €3)" = g,° — 27 g5".

Aus der Differentialgleichung (12) erhalten wir auf folgende
Weise eine Rekursionsformel fir die Entwicklungskoeffizienten ¢, der
Funktion @ (). Durch Differentiation von (12) finden wir 2 p’p”
=(12p® —g,)p" oder
(17) P =6p% —1g,=6p%—10¢,.

Setzen wir hierin die Entwicklung (9) fiir @ ein, so kommt

248t (2n — 2)(2m — B)c utt
1,2 72
= — 100, + 697 = — 10¢, + 6 |5+ Sc,utn~3|
2 =)

r 1
= — 1()5-,‘3 -+ 86 P -+ 2%/‘ Cnu2n—4 ’f“Z'C,«Cs“g ('+S)—4_} ,
7,8
woraus durch Vergleich der Koeffizienten von #2%—¢ sich leicht

[(2n —2)(2n —8)—12]c, =63 c.c, (n=4,5,6,...)

r+s=n

ergibt. Nach einfacher Rechnung erhilt man
(18) (n—3)(2n-+1)c,=3[cycu2tC3Cust...Cascy] (n=4,5,6,...)

Vermoége dieser Rekursionsformel konnen wir sukzessive

— 1,2 _ 3 7 3

Co=735C" & =711CsCp Co=735[20s¢, 03 556"+ 6% -
durch ¢, und ¢, oder auch wegen (11) durch g, und g, ausdriicken.
Wir erkennen so die Richtigkeit von

Satz 3. Die Eniwicklungskoeffizienten c, von @ (u) sind ganze
rationale Funktionen der Invivianien g, und g, mat rationalen posi-
liven Zahlenkoeffizienten.

Hierin liegt, wegen (8), die bemerkenswette Tatsache, daB sich
die Summen
1

(m1 0 mg )

G‘.‘.n=2’___'*‘2’ (7’1«22, 3,)

ganz und vational wmit rationalen posttiven Koeffizienten durch die

beiden ersten G, und G, ausdriicken lassen.

§ 8. Das Additionstheorem von g (u).

Man sagt von einer Funktion ¢(u), sie besitze ein algebraisches
Additionstheorem, wenn zwischen @ (u, + u,), @ (u,), @(u,) eine alge-
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braische Gleichung mit festen, d.h. von #, und #, unabhingigen
Koeffizienten besteht oder, was dasselbe besagt, wenn ¢ (u, - u,) alge-
braisch durch ¢(u,) und @(u,) ausdriickbar ist. DaB die Exponential-
funktion und die elementaren trigomometrischen Funktionen solche
Additionstheoreme besitzen, ist eine der Haupteigenschaften dieser
Funktionen. Wir wollen jetzt zeigen, dafl dieselbe Eigenschaft auch
der Funktion (%) zukommt.

Zu dem Ende betrachten wir die Funktion

(1) f(u)= @' (u) — agp (u)— b,

wo wir die Konstanten @ und b so wihlen, daB f(%) an zwei beliebig

fixierten Stellen u, und u, verschwindet. Setzen wir zur Abkiirzung
!80(“1) =pp, P (u) =20,

(2) , ,
YAUSES NENMUNES M

so sind also 4 und b aus den Gleichungen

(3) ap, +o =19, apy+b=7p,

zu bestimmen. Nun ist f(u) eine Funktion vom Grade r =3, die

im Periodenparallelogramm (u,) den dreifachen Pol # = 0 und also
die Polsumme s = 0 besitzt. Nach § 5, Satz 6 bilden daher

Uy gy — (0 + )
ein vollstindiges System von Nullstellen der Funktion f(x). Wenn also
(4) @ (g +ug) =y, 9" (uy +ug)=py

gesetzt wird, so gilt (unter Beriicksichtigung des Umstandes, dal @' (u)
eine ungerade Funktion ist) die Gleichung

() apy+b= —py,
welche zum Ausdruck bringt, daB f(u) fir u= — (u; 4 u,) ver-
schwindet.

Setzen wir nun in die Differentialgleichung der g-Funktion
49° — g — ="
fiir das Argument « akzessive u,, #,, %, + #, €in, so erkennen wir,
daBl die Gleichung

(8) 450 — gyx — g, — (ax -+ =0
die Wurzeln
(7) x=p, Xx=2p5 X=1ps

besitzt. Wir wollen uns #, und %, etwa im Periodenparallelogramm ()
so fixiert denken, daB p, =@ (u,), Py =P %a)s by = (%, + thy)
voneinander verschieden sind. Dadurch schlieBen wir, wenn wir u,
beliebig angenommen haben, nur endlich viele Punkte #, im Perioden-
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parallelogramm aus, und wir sind sicher, daB die Werte (7) die sdmi-
lichen Wurzeln der Gleichung (6) vorstellen. Demnach gelten die
Gleichungen

[ it batp—2,

. b ]
(8) JI 751755”1'— p1¢3 + i’gi’s = _o;_ —_ %,
b2
| bbby =7+ ¢
Aus (3) ergeben sich nun weiter fiir ¢ und b die Werte
P —pd pibd —paty
9 =f.__re p— f1le L
( ) “ Pr—pe Pr— b

und die erste der Gleichungen (8) liefert den

Satz 1. Fiir die Funktion @ (u) gilt die Gleichung
_ — 1y () —p' (uy))?
P (4 ug) = — @ () — @ () + 3 (m)—> ,
wenn u,, u, 2wer beliebige Argumente bedeuten.
Die. Beschrinkung, die wir beim Beweise den Argumenten u,, u,

auferlegten, haben wir im Ausspruch des Satzes wieder fallen lassen,
was offenbar erlaubt ist.

Da ('(u,) und (’(u,) vermége der Differentialgleichung der

@ -Funktion algebraisch durch @ (u,) bzw. ((u,) ausdriickbar sind, so
gibt Satz 1 das Additionstheorem von o (#).

Wenn wir aus den Gleichungen (8) die Zahlen a und & elimi-
nieren, so erhalten wir

Satz 2. Zwischen
@) =10 @1)=7py @+ u)=p,
besteht die algebraische Gleichung
(B2 + 3+ 85) (4 buubs — 85) = (Bun + Putry + Puta + 52

welche das Additionstheorem der @-Funktion in gndever Form vorstellt.

§ 9. Darstellung der elliptischen Funktionen
durch die @-Funktion.

Es sei f(u) eine meromorphe Funktion mit den Perioden w,, w,,
also eine Funktion des Korpers K. Dann konnen wir die Konstante ¢
auf unendlich viele Weisen so wihlen, daB die Gleichung f(u)=c
keine mehrfach zu zihlende Losung besitzt (siehe § 5).

Wir wollen nun beziiglich der Funktion f(u) drei Fille betrachten:

Erster Fall: f(u) ist gerade, also f(— u)= f(u).
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Ist dann [u,] eines der  Losungssysteme der Gleichung f(u)=c,
so ist [— u,] ein davon verschiedenes. Denn wire u, =—u, (g, w,),
so wirde auch u, | h=—u,+h, unter b eine beliebige Zahl ver-
standen, sein und folglich

fug+b)=f(—u, +W)=1F(lu,—h), f(u~+h)=—f"(u,—h),
woraus f’(#,)=0 folgen wiirde. Es wire dann u, eine mehrfach
zu zihlende Losung, was der Annahme widerspricht. Aus dieser
Bemerkung geht hervor, daB die Losungssysteme der Gleichung
f(#)=c in Paaren folgendermaBen angesetzt werden kénnen:

[,], [—#a]s [45)s [— %], -oos [w]s [— %],

woraus beildufig folgt, daB der Grad r einer geraden Funktion f(u)
eine gerade Zahl 2% ist. Fiir einen andern Wert von ¢, den wir 4
nennen wollen, habe f(u)=4d die Losungssysteme

(o] [— o) [2)s [—2ls -oos [w]s [—wl-
Die Funktion

F ()= 50=3

hat dann dieselben Pole und Nullstellen wie die Funktion

()_ [ () — @ ()] [ () — 9 (ug)] . - - [9 () — 9 (ua)]

[@ () —p )] [0 () — 9 @] - . - ¢ (“)—SJ @]’
der Quotient aus beiden Funktionen ist daher eine Konstante C
(§ 5, Satz 1).
Die Auflosung der Gleichung

fw=—c_ .
Fm—a — €00

nach f(#) ergibt nun den

Satz 1. Eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden w,, w,
ist als rationale Funktion der mit diesen Perioden gebildeten Funk-
tion () (u) darstellbar.

Zweiter Fall: f(&) ist ungerade, also f(— u)= — f(u).

)
@' (u)

Die Anwendung von Satz 1 auf die letztere Funktlon liefert den

Da ('(u) ebenfalls ungerade ist, so wird f ,( gerade sein.

Satz 2. Eine ungerade elliptische Funktion mit den Perioden w,, o,
ist als Produkt von @' (u) mit eincr rationalen Funktion von g (u) dar-
stellbar.

Dritter Fall: Es sei f(u) eine beliebige meromorphe Funktion
mit den Perioden w,, w,. Durch den Ansatz

f(u)=3[f(u) + f(— w)] + 5[ () — F(—w)]
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wird f(#) in die Summe zweier meromorpher Funktionen zerlegt,
welche die Perioden w,, w, besitzen und von denen die erste eine
gerade, die zweite eine ungerade Funktion ist.

Die Anwendung der vorhergehenden Sitze ergibt daher den

Satz 3. Eine jede elliptische Funktion f(u) mit den Perioden w,, w,
lapt sich in der Forme

() fu) =R (p @) + @' (u) R, (p )
als vationale Funktion von (o (u) und @ (u) darstellen.

Umgekehrt ist jede rationale Funktion R (@ (), @’ (#)) von @ (u)
und @' (u) eine elliptische Funktion' mit den Perioden w,, w,. Die
hieraus beildufig folgende Tatsache, daBl sich jede solche rationale
Funktion auf die Form (1) bringen 1aft, kann auch leicht direkt aus
der Differentialgleichung von p(u) nachgewiesen werden, da diese
gestattet, die hoheren.Potenzen von ’(#) durch @ (») und die erste
Potenz von ¢ (u) auszudriicken.

Die Ableitungen von g (%) geben die einfachsten Beispiele fiir
die hier bewiesenen Sitze. Da jede Ableitung gerader Ordnung g @#
eine gerade Funktion ist, muB sie nach Satz 1 eine rationale Funktion
von so(u), jede Ableitung ungerader Ordnung nach Satz 2 das Pro-
dukt aus o (#) und einer rationalen Funktion von @ () sein. Setzen wir
dementsprechend, indem wir bequemer Schreibweise wegen das Ar-
gument % unterdriicken,

@) per=R,(p), aso pErti=R/(p)-g,
so wird
(3) 9" =R, () =6p"— 3¢,

wie wir schon frither durch Differentiation aus der Differentialgleichung
von @ (u) fanden.

Die Differentiation der zweiten Gleichung (2) liefert nun

PemB =R, () 9"+ R, (@)@ " = Rnr1(p)
und daher
4) Rou@=R/(p)6p*—38)+ R, () (49" —ga — &)-
Aus dieser Rekursionsformel kénnen wir sukzessive, ausgehend

von R, die rationalen Funktionen R,, R,, ... bestimmen. Man er-
kennt so leicht, daf3

s/,)(zn) (u) = Rn(p) = (2n -+ 1)! 59”+1 +...
eine ganze Funktion (n 4 1)**» Grades von g (4) wird.

Der Umstand, daB die hier auftretenden rationalen Funktionen
ganze Funktionen werden, beruht auf dem leicht zu beweisenden all-
gemeinen Satze:
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Satz 4. Eine Funktion f(u), die im Periodenparallelogramm nur
den einen Pol w=0 besitzt, ist in der Form

f(u)=R(p )+ @' (4) R, (g2 ())

darstellbar, wo R und R, ganze rationale Funkiionen bezeichnen.

Denn wiirde R(Sg) fir einen endlichen Wert von  unendlich,
so wirde auch f(u)-f(—u)=2R(p(u)) fir einen Wert von u
unendlich werden, der nicht kongruent Null ist. Folglichist R eine ganze
rationale Funktion. Also wird auch @' (u)R, (p(»)) fir keinen zu Null
inkongruenten Wert von # unendlich. Wiirde nun R, fiir einen end-
lichen Wert von @ unendlich, so miiBte zugleich p'(x)=0 sein; es
wire also # einer der halben Perioden %, h —2}-7(0_2’ %

. 1 . . .
dann wiirde aber dort B als Funktion von # mindestens von zweiter,

kongruent;

¢’ () nur von erster Ordlnung verschwinden, also @' (u) R, (p(u)) doch
unendlich werden.

Als zweites Beispiel fiir Satz 1 betrachten wir die Funktion @ (nu),
wo # eine natiirliche Zahl bezeichnet. Diese Funktion ist in der Tat
gerade und besitzt die Perioden w, und w,. Also gilt das ,,Multi-
plikationstheorem von ((u):

Satz 6. Es ist @ (nu) als rationale Funktion von ((u) darstellbar.

Die den einzelnen Werten von # entsprechenden Darstellungen
sind mit Hilfe des Additionstheorems leicht erhiltlich. Z.B. ergibt
sich aus

®  ptw=—p—p)+1(FE=e)

wenn wir g, in % hineinriicken lassen,

1 59" (‘M) 2
pl2u)——20(m+3 (&),
oder
1 2 1 1
_1— (6 P* 5&3) . 8‘74+§g‘35‘73+2ga$@+1—63f
449p°—g,9p—g 49 —g,p—gs
wo rechter Hand gp fiir o (u) steht.

®) pEw=—2p+

Ersetzt man sodann in (5) u, durch 2#, so ergibt sich durch
leichte Rechnung (3 u) usf.

Der Hauptsatz dieses Paragraphen, der Satz 3, ist von hohem
prinzipiellen Interesse. Er gibt uns eine klave Anschauwung von der Ge-
samtheit der Funktionen f(u), die wir zu dem System K zusammen-
gefaft hatten. Diese Funktionen fallen vollig zusammen mit denjenigen,
die sich rational aus @(u) und @' (u) aufbanen lassen.
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§ 10. Eigenschaften der Funktionen f(u).

Betrachten wir irgend zwei elliptische Funktionen f(u), f,(#) mit
den Perioden w,, w,, se ist nach Satz 3 des vorigen Paragraphen

(1) fu)=R(p,p"), fi(w)=R.(p @)
Verbinden wir hiermit die Gleichung
(2) =40 =t — &>
so wird die Elimination von @ und @' eine algebraische Gleichung
(3) G(f), fy(m)=0

mit von u unabhingigen Koeffizienten liefern. Also besteht der

Satz 1. Zwischen je zwei elliptischen Funktionen f(u), f,(u) mit
denselben Pericden w,, w, besteht eine algebraische Gleichung mit Ron-
stanten Koeffizienten.

Wenden wir diesen Satz an auf den Fall, wo f,(u)={f"(u) ge-
nommen wird, so kommt

Satz 2. Jede elliptische Funktion f(u) befriedigt eine algebraische
Differentialgleichung

G(fw), ') =0,
deren linke Seite eine gamze Funktion mit konstanten Koeffizienten 1st.
Wir beweisen leicht durch dhnliche Betrachtungen den

Satz 8. Jede elliptische Funktion f(u) besitzt ein algebraisches
Additionstheorem.

In der Tat, es ist

(4) f(uy +uy) =R (@ (uy -+ ), 8/')’ (uy 1 ut9))-

Setzen wir nun zur Abkiirzung

¥ (“1) = 151’ f')l (”1) = 751,’ ¥ (”2) =Pa> PI (”2) = 1’2,’

so ist nach dem Additionstheorem der W-Funktion
(5) @ (y 4 t4g) =R, (py> b1’ Pa> £a')>
wo R, wieder eine rationale Funktion mit von %, und u, unab-
hiangigen Koeffizienten bedeutet.

Durch Differentiation der Gleichung (5) nach u, kommt sodann

oR R

(€) ' (uy+uy)= Z)P: by + W:’- @ (1) =Ry (D1 1> bas 24')

wobei von der Gleichung ¢”(u,)= 6p,® —}g, Gebrauch gemacht
ist. Tragen wir die Ausdriicke von (5) und (6) in (4) ein, so erhalten
wir etwa

(7) f(uy + uy) = Ry (1> B> Pas Ba)-

Hurwitz- Courant, Funktionentheorie, 11
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Diese Gleichung kombinieren wir endlich mit den folgenden:

(8) { f(u)=R(py0y)s [(u3)=R(pg: 05>
p1,2 = 41’13 - g2ﬁ1 — 83> pe’e = 4?593 — §a '.bg — &g

Aus den fiinf Gleichungen (7) und (8) ergibt sich dann durch
Elimination der vier GroBen p,, .’ p,, p, eine Gleichung der Gestalt

G(f(u]_ + ug)’ f(u;[)’ f(uz)) =0,
womit unser Satz 3 bewiesen ist.

Zu diesem Satze wollen wir noch folgendes bemerken. In seinen
Vorlesungen iiber elliptische Funktionen pfiegte Wederstra von der
Frage nach denjenigen analytischen Funktionen auszugehen, die ein
algebraisches Additionstheorem besitzen, und zu beweisen, daf die-
jenigen unter diesen Funktionen, die eindeutig und transzendent sind,

2riu
entweder rationale Funktionen einer Exponentialfunktion ¢ “®  oder
elliptische Funktionen sind. Auf den Beweis dieses Satzes kénnen
wir aber hier nicht eingehen.

§ 11. Die Funktion §(u).

Wir wollen jetzt die Funktion {(u), als deren negativ ge-
nommene Ableitung ( (4) gewonnen wurde, einer ndheren Unter-
suchung unterziehen.

Es war (§ 6, (8) und § 7, (7))
0 W=+

U — W

1 ud ub

1 “
ta =y ay ey -
Aus der Entwicklung von (%) am Nullpunkte ist ersichtlich, daB

(2) f(—u)=—{(),

also { (#) eine ungerade Funktion ist.

Wie verhilt sich nun {(u) bei Vermehrung von % um eine der
Perioden? Da

~ 2wt o) — W) =pu+ o) —pu)=0

ist, so ist {{u 4 w,)— {(u) eine Konstante, und aus analogem Grunde
{(u 4 w,) — ¢ (u) ebenfalls. Wir setzen

(3) (@t o)=C0w)+n, C(u+ o)=L+,

wo also 5, und 7, zwei Konstanten bedeuten, die wir leicht durch w,
und w, ausdriicken konnen. Setzen wir namlichin den Gleichungen (3)
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fir » resp. —%‘ und ——% ein und beriicksichtigen, daB { (%) un-
gerade ist, so finden wir

. €,
@ n=20(%), n=2:(3)

Gleichungen, deren rechte Seiten, gemaB (1), nur noch w, und w,
enthalten.

Durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (3) ergibt sich
offenbar

(5) E(u - my ) + my y) =L () +myy + 1y 1y,
wenn m,, m, irgend zwei ganze Zahlen bezeichnen. D. h.

Bei Vermehrung des Argumentes u um eine Periode w =m, w,~+myw,
vermehrt sich die Funktion {(u) um eine Konstante = m, 5~ my1,,
die gevade so aus 1),, 7, abgeleitet ist, wie die Periode w aus o,, w,.

Zwischen den Grofen n,, 1, und w,, w, besteht eine wichtige Relation,
die man auf folgende Weise erhilt. In einem Periodenparallelo-
gramm (u,) besitzt {(#) nur einen Pol mit dem Residuum 1. Dem-
nach ist

fC(u)du

(%,)

=:f ?C(u + w,) — L (u)]du —jff&(u +w,) —C(w)]du=2n4i

oder, gemifl den Gleichungen (3),
(6) N0y — Ny =24,

§ 12. Darstellung der elliptischen Funktionen durch §(u).

Die Funktion {(# —a) hat an der Stelle # =a und den zu ihr
kongruenten Stellen, d. h. also an jeder Stelle des Systems [a], einen
einfachen Pol. Bei # =gq gilt nach (1) des vorigen Paragraphen die
Entwicklung

1) {(w—a)= + B(u — a).

Sei nun f(u) eine elliptische Funktion mit den Perioden w,, w,.
In irgendeinem Periodenparallelogramm (%,) habe f(u) nur einfache
Pole a,, a,, ..., a, mit den zugehérigen Residuen A4, 4y ..., 4
Da die Summe dieser Residuen verschwindet, ist

pu)=A,(u—a)+ A,0(u—ay))+...+4,¢(u—a,)
eine Funktion, welche die Perioden w,, w, besitzt. Denn vermehren
wir % z. B. um w,, so kommt nach Gleichung (3) in § 11

o4+ w,)= p(u)+n A, + 1,4, 4. .. +n 4, = @(u).
11*

1

u—a

e
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AuBerdem hat zufolge (1) die Funktion ¢(u) dieselben Pole mit
denselben Residuen im Periodenparallelogramm (u,) wie f(u), und die
Differenz f(u)— @(u) ist, da sie keinen Pol besitzt, eine Konstante,
In der somit geltenden Gleichung
(2) fluy=A+ A4, l(u—a)+4,0(u=a)+...+4,0(u—a,),
in der 4 eine Konstante bezeichnet, diirfen wir ¢, auch durch irgend-
eine zu g; kongruente Zahl ersetzen. Denn nach Gleichung (5) in

§ 11 kommt dies nur darauf hinaus, daB A4 durch eine andere Kon-
stante ersetzt wird. Es gilt demnach der

Satz 1. Besitzt f(u) nur esnfache Pole und bilden
a, @y ..., a,

etn vollstandiges System dieser Pole mit den zugehOrigen meromorphen

Teilen
A4, A, A,

2 ) L | 1
u—a,’ wu—a, u—a,

so st
fu)=A+A,C(uw—a)+ Al(u —ay)+ ...+ 4,0(u—a,),

wo A eine geesgnet zu wihlende Konstante bedeutet.

Diese Gleichung stellt, da
3 =+ I et + )

ist, offenbar die Partialbruchzerlegung von f(u) vor.

U—a—w

Betrachten wir z. B. die Funktion
N )
)= 5=y = 3 B P W = p ),
wobel wir unter v ein beliebig fixiertes Argument verstehen, welches

zunichst inkongruent zu — vy vorausgesetzt wird, also keiner vollen
oder halben Periode kongruent ist, so bilden die Punkte

v, —uv, 0

ein vollstindiges System von Polen von f(#) mit den beziiglichen
meromorphen Teilen
1 1 —2

u—v’ utv’ u

Denn an den Stellen u =v, —v wird p u)— @ (v) von der ersten
Ordnung Null und an der Stelle # =0 von der zweiten Ordnung
unendlich. Nach Satz 1 ist daher

O e
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Ersetzen wir hier » durch —u, so kommt, da @ (u) gerade,
' (u) und ¢ (u) ungerade Funktionen sind,
AN _ _
(5) BCIOETIO N C(utv)—CL(u—v)+28(u).
Durch Addition von (4) und (5) erkennt man, daB 4 =0 ist.
Vertauschen wir in (4) # mit v und addieren die dadurch ent-
stehende Gleichung zu (4), so kommt
1 9'w—p' @ _
(6) 3 pmw—pp — St 0)—=L)—=L(),
eine Gleichung, die wir als Additionstheorem der Funkiion {(u) be-
zeichnen wollen.
Durch Differentiation dieser Gleichung nach # oder v ergibt sich
das Additionstheorem der @-Funktion in den neuen Formen

(7) S/')(M—I—v)=go(u)__;_;_u(50'(“}—§9'(v)>

P (W) —p(v)
1 8 (9 (w)—g @
=g (v)— 5717( go(u)—ga(v))'

Betrachten wir nun den Fall, wo f(u) Pole von beliebiger Viel-
fachheit besitzt. Sei 4 irgendein Pol von f(u), so kénnen wir den
zugehérigen meromorphen Teil von f(#) in der Form ansetzen:

4 & 21 4” oy (B—1)14%-D
(8) “—a (u—a)2+(u—a)3_"'+(— 1) (u—a)k—.

Nach (3) besitzt nun

Al(u—a)+ A" (u—a)+A"" (u—a)+... - AC-DLE=D(y — q)

denselben meromorphen Teil an der Stelle a, wie f(x). Und hieraus
schlieBen wir den

Satz 2. Eine beliebige elliptische Funktion f(u) 1apt sich dar-
stellen in der Form

9 flu)=CH+3{Adl(u—a)+ A (u—a)+A"" (4 —a)+...
¢ —,— A(k—l) C(k"l) (u — a)},

wobes die Summe zu erstrecken ist tiber die verschiedenen in einem

Periodenparallogramm befindlichen Pole a der Funktion, die dem ein-

zelnen Pole entsprechenden Konstanten A, A’, ... dem in die Form (8)

gesetzien mercmorphen Teile von f(u) zu entnehmen sind und C eine
Konstante bedeutet.

Die Ableitungen von ¢ kénnen natiirlich durch die -Funktion
und ihre Ableitungen ausgedriickt werden, wodurch (9) die Gestalt

(9) f(“)=C+“27{A {(u—a)—Apu—a)—A"9 (u—a)—...

— A(k—l) So(k"‘g) (u —_— a)}
erhailt,
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§ 13. Die Funktion ¢ (u).
Integrieren wir
(1) L) — =3 (Tet o+ =)

auf einem den Nullpunkt mit irgendeinem Punkte # verbindenden
Wege, so entsteht

(1) f(c(u>—%)du=2'(log(l—%)+£+%3§)’

0

wobei der Logarithmus den ganz bestimmten Wert

o (1 — ) = [ 2

0

vorstelit. Der gewihlte Integrationsweg mull dabei nur der einen
Bedingung geniigen, daB er die von Null verschiedenen Perioden-
punkte @ vermeidet.

Nach den allgemeinen Sitzen der Funktionentheorie?) stellt nun
das unendliche Produkt

(2) o(w) —u ]]'{@ _x) ety (%)2}

eine ganze Funktion von # vor, welche die Periodenpunkte zu ein-
fachen Nullstellea besitzt. Die Gleichung (1) 148t sich so schreiben:
(3) [(e60— %) au=10g"®,

0

und die logarithmische Differentiation von ¢ («) fiihrt auf die Funktion
¢ (u) zuriick:
(4) ¢ (u) = dlogo(u) __ o (u)

T du o (%)
Hiermit ist {(#) und auch
d®logo(u)  o'® (u) — o (u) ¢” (u)
(5) SO(“) = - 4—,(“) = az o ()
durch die ganze (transzendente) Funktion o(u) ausgedriickt.

Die Gleichungen (4) und (5) stellen die meromorphen Funktionen
{(w) und @ (u) als Quotienten ganzer Funktionen dar.

Wir wollen nun die Funktion a(u) niaher untersuchen.

1) Vgl. Erster Abschnitt 6. Kap. § 11. (A. d. H.)
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Was zunichst ihre Entwicklung an der Stelle # = 0 angeht, von
der wir von vornherein wissen, daB sie fiir jeden endlichen Wert
von # konvergieren muf, so erhalten wir vermoge

u3 5
é‘(u)~%= _‘Cag—ca“’;‘_
aus Gleichung (3)
ut u®

—e® e,
(6) o(u)=ue 12 "% 30
wobei P die Potenzreihe

C. C. Cn _
(7) B=gtge’t o gt th

bedeutet. Beriicksichtigen wir, daB nach §7 Satz3 ¢,, ¢, ..., Cps- -
ganze rationale Funktionen von g, und | g; mit rationalen Zahlen-
koeffizienten sind, so erhalten wir aus (6) den

—u[l—wpt ey ],

Satz 1. Die Eniwickiung von o(u) an der Stelle w= 0 hat die
Gestalt
(8) o(u)=u—+kyu® + kg’ +...,
wobei die Koeffizienten ganze rationale Funklionen von g, und g, mit
rationalen ZahlenRoeffizienten sind.

Die Rechnung gibt fiir die ersten beiden Koeffizienten die Werte

= __ _ & =5 _ _ &
) hi=—p=—a h 30 840"
Die Entwicklung (8) zeigt, daB o(u) eine ungerade Funktion ist:
Satz 2. Es ist o(—u)= —o(u).

Wie verhilt sich nun o(#) bei Vermehrung von # um eine
Periode
(10) W =m, 0, + M, w,?

Wir wissen, daB

o o (u
{(w+w)=C(u)+7 oder agﬁ%:*’g"gﬂ

ist, wenn wir zur Abkiirzung

(11) N =My, + My 7,

setzen. Durch Integration ergibt sich demnach
logo(u + w) =logo(u) +nu-+c,

oder
o(u +w)=e1vteo(u),

eine Gleichung, die wir in der Form

o(u+w)=C ¢" (“+%) o(u)
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schreiben wollen, wobei C eine noch zu bestimmende Konstante be-

deutet. Um C zu berechnen, lassen wir # in den Wert — —t—é’?ﬁber

gehen und erhalten

— [o (4 + w)] . a<i;_)

o (u) J“=~% = a_—__—(_,’;i) .

w
2

Zahlen, so ist demnach C = — 1. Wenn dagegen % eine Periode

Ist nun keine Periode, d.h. sind m, und m, nicht beide gerade

ist, also m, und m, beide gerade sind, so erscheint C in der Form %,

w

weil dann 0'(2> verschwindet. Dann wird also

weil o () eine gerade Funktion ist. Demnach gilt
Satz 3. Sind m, und m, ganze Zahlen und wird
W=m 0+ Mywy, =m0+ m, 1,

gesetzt, so besteht die Gleichung

w
(12) a(u—#w):s-ﬂ(“"’?)o(u),
wobei €= 41 oder e = — 1 ist, je nachlem Lw einz Periode ist
oder wnicht.

Da m, 4 m, + m, m, nur dann gerade ist, wenn m, und m, es
sind, so kann & durch
£ = (— 1)"‘1"‘"’2"”"1"‘2
ausgedriickt werden.
Aus Satz 3 folgt speziell, daBl

o(utw,)=—e" (“+%1) o(u),

(13) .
G

ist, aus welchen Gleichungen man CGurch wiederholte Anwendung der-
selben die allgemeine Gleichung (12) wieder erhalten kann.

Betrachten wir noch den Quotienten

(14) w() = 2e=2,

unter g und b irgend zwei Konstanten verstanden, so erhalten wir fiir
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sein Verhalten bei Vermehrung von # um die Periode w aus (12)
offenbar

(15) p(u+w)=e1"Vp(u).
Der Quotient q:(u) wird also dabei mit der Konstanten g7 @—8
multipliziert.

§ 14. Darstellung der elliptischen Funktionen durch die
Funktion ¢ ().
Ist f(u) eine elliptische Funktion 7*** Grades und bilden bisbys. .5 b,

ein vollstindiges System von Nullstellen, a,, a,, ..., @, ein vollstin-
diges System von Polen dieser Funktion, so ist nach § 5, Satz 5

by +by+ ... +b.=a,+ay+... Fa,+m o+ mao, .

Nun kann g4, durch g, m, w1+1.n2 w, ersetzt werden,.d. h,
Ay, Agy -oes Bp_y, @, m, 0, 4 m, 0, bilden gerade so gut wie a,,
@y, ..., @, €in vollstindiges System von Polen von f(u).

Wir kénnen also die Nullstellen und Pole so wihlen, daB
(1) by+by+...+b.=a,+a,+...+a,
ist. Ist dies geschehen, so wird

o(u—by)o(uw—by) ... o(u—>b,)
(2) F(u)__—o(u—ai)o(u—ag) e.. 0(u—a,)

die Perioden w, und @, besitzen. Denn nach Gleichung (15) des
vorigen Paragraphen wird

F(u + w):: e (@1—b1) +7(@g—by) +. --+77(ar—-br)F(u) — F(u),

zufolge der Gleichung (1). Nun hat f(#) genau dieselben Nullstellen
und Pole wie F(u). Der Quotient beider Funktionen besitzt also
keinen Pol und ist folglich eine Konstante. Daher gilt der

Satz 1. Jede clliptische Funktion f(u) 1Pt sich darstellen in
der Form
(3) f(u)———C o(u—b)o(u—b,)...o(u—>b,)

"o (U—8,)0(U—ag) ... 0(u—a,)

wobei C etne Konstante, bys by, ..., b, ein vollsténdiges System von
Nullstellen, a,, ay, ..., a, ein vollstindiges System von Polen der
Funktion f(u) bezeichnen, die so gewihlt sind, dap

by+b4...+b=a,+a,+...+a,
1st.
Betrachten wir beispielsweise die Funktion

fu) =@ (u)— p(v),
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unter v ein beliebig fixiertes Argument verstanden, so konnen wir
by=v, by=—v, a,=0, a,=0

wihlen und erhalten

p () — p () = C- T e leks),

Um die Konstante C zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten
dieser Gleichung mit #* und lassen dann % in Null iibergehen. Auf
diese Weise kommt

1=C.0(—v)o(v).
Also besteht der

Satz 2. Fiir irgend zwei Argumente u und v gilt die Gleichung

. __a(u+v)a(u—v)
(4> SO (u) sg ('l)) - o2 (u) ) (v)

Aus dieser Gleichung folgt leicht der
Satz 3. Fiir die mit den Perioden w, und w, gebildet Funktion
@ (u) bilden w, und w, ein Paar primitiver Perioden, d. h. @ (u) be-
sitzt keine anderen als die Perioden w = m, w, -+ m, w,.
Ist ndmlich » irgendeine Periode von @ (u), so ist
. oQRutwe(w)
p(u—{—w)—go(u)— - 0® (u + ) o® (1) =0

und zwar fiir alle Werte von «. Folglich muB ¢(w)= 0, also w eine
der Nullstellen von ¢(u), oder

®W =m, 0w, + m, w,
sein, was zu beweisen war.

Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung (4) den Logarith-
mus und differentiieren sodann nach #, so kommen wir auf die frither
(8§ 12) bewiesene Gleichung

e e .
F—p@ — W)+ —v)—2l(w)
aus welcher wir das Additionstheorem der Funktion ¢ (u) erhielten.

Eine andere interessante Folgerung aus der Gleichung (4) be-
trifft die Funktion @’ (u).
Lassen wir nidmlich in der Gleichung

pE@—p@) _ _ swtv) o(u—v)
u—v B (u)o?(v) u—v

das Argument v in # iibergehen, so kommt

(5) ¢ W)= -2,
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Wenn wit hier @ (u) nach § 13, Gleichung (5) durch o(u) aus-
driicken, erhalten wir nach leichter Rechnung das folgende bemerkens-
werte Funktionaltheorem fiir die o-Funktion:

(6) o(2u) =o(u)[20”(u) — Bo(u)d (u)d” (u) 4 o®(u)d"” (u)].
Als weiteres Beispiel fiir den allgemeinen Satz 1 betrachten

wir die Funktion f(u)= ' (u). Hier konnen wir als Nullstellen und
Pole die folgenden wihlen:

b1=%’ by = —‘a%_aﬁ’ b3=%5 a4y =y =a;=0
und erhalten dann
/(=) o (w252 o (- )
(7) W'(”)‘; C. o (%)

Fiir die Konstante C ergibt sich, indem man mit #® multipliziert
und sodann % = 0 setzt, der Wert

(8) C=— 2

o(3)e (252 (%)

§ 15. Die Funktionen @ (u), 5(u), o(u)
als Funktionen von %, o,, w,.

Die Funktionen @ (u), {(u), o(u) sind erst bestimmt, nachdem

die Perioden w, und w, der Bedingung gemiB, daB 22 einen nicht

@y
reellen Wert besitzen soll, gewidhlt worden sind. Diese Funktionen
sind also Funktionen von drei Argumenten %, w,, w, und mdgen

als solche mit
50(14/(01, wg), C(ulow,, w,), o(ulw,, w,)
bezeichnet werden.

Die Definitionsgleichung von @ (u/w,, w,), nimlich

1 1 1
&) P =5+ 3 (e — )
zeigt, daB diese Funktion homogen in den drei Argumenten ist. Denn
fir einen beliebigen Faktor 1 gilt offenbar die Gleichung
1
(2) so(lu/lwv lw2)=1_2@(“/w1’ wy)-

Analog finden wir aus den Definitionsgleichungen der - und der
o-Funktion

3) {cuuﬂau,1w9=r%cudwp wy),

o(Auflw,, Aw,)=Ao(u/w,, w,).
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Es gilt also der

Satz 1. Die Funktionen @, {, o sind homogene Funktionen der
drei Argumente u, w,, w, von den beziiglichen Graden —2, —1, 1.

Infolgedessen lassen sich diese Funktionen leicht auf solche von
nur zwei Argumenten zuriickfithren.

Wihlen wir nimlich in den Gleichungen (2) und (3) fiir 2 den

Wert wl, so ergibt sich
1
1 u ®
() P oy, o) = (L)1, 2,
1 u [ u @

C(u/wl; wg) = 6;4-(;1/1 > ;:)’ 0'(“/('01’ w?) = w10<g):/1’ w_j)’
und hiermit sind die Funktionen auf solche der beiden Argumente
el | zuriickgefiihrt.
Wy 0

Wir wollen hier noch die Frage behandeln, wann identisch in
der Variablen #

(5) @ (ufwy, wg) = (#]eys @y”)
ist, oder, was dasselbe ist, die Frage:

Wann ist die mit den Perioden w,, w, gebildete Funktion @ (u)
identisch mit derjenigen, die mit den Perioden w,’, w,’ gebildet ist?

Besteht die Gleichung (5), so sind w,, w, sowohl wie auch w,’,
w,” primitive Perioden der Funktion (u), und es fallen daher
die aus w, und w, abgeleiteten Perioden
(6) W= M, ©; + M,y w,
vollig zusammen mit den aus w,’, w,’ abgeleiteten
(7) =m0/ +m o, .

Diese notwendige Bedingung fiir das Bestehen der Gleichung (5)
ist auch hinreichend. Denn sind die Werte w in ihrer Gesamtheit
identisch mit den Werten »’, so sind-auch nach Gleichung (1) die
mit den Perioden w,, w, bzw. w,’, w,’ gebildeten (-Funktionen iden-
tisch gleich.

Wir fithren nun folgende Definition ein:

Zwei Grofenpaare (w,, w,) und (w,’, w,’) heifen dquivalent, wenn
die aus dem einen Paare abgeleiteien Perioden w in ihrer Gesamtheit
vollig zusammengfallen mit den aus dem andern Paare abgeleiteien
Perioden w'.

Es besteht also dann der

Satz 1. Damit aus den Perioden w,, w, dieselbe (-Funktion

entspringt, wie aus den Perioden w,’, w,’, ist notwendig und hin-
reichend, daf die Grofenpaare (w,, w,) und (w,', w,’) dguivalent sind.
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Wir wollen jetzt die Bedingung, daB die Gesamtheit der Werte
(6) mit der der Werte (7)identisch sein soll, niher betrachten, wobei
wir nur die Voraussetzung machen wollen, daB der Quotient%keine
1
rationale Zahl sei.
Sollen die w mit den »’ zusammenfallen, so miissen jedenfalls
Gleichungen folgender Gestalt bestehen:

(8) w/=0cw,+pw,, o =yw,+dw,,
(8" o, =dw'+f o), o=yt
wobei «, B, ..., 0’ ganze Zahlen bedeuten. Tragen wir die Werte

von ,/, w,’ aus (8) in (§’) ein, so ergibt sich
wy = (¢ e+ 7)o, + (¢ B+ F0)w,,
w0, = ¢+ y)o, + (Y + & d)o,,

und, da -2’1’4 keine rationale Zahl sein soll, miissen diese Gleichungen
1

in w,, w, identisch bestehen, d. h. es mufy
det+fy=1, df4+p6=0, yat &y=0, yp+&é=1

sein. Nach dem Determinanten-Multiplikationssatz folgt hieraus
(@d—py) (0" —Fy)=1
und daher

(9) «d—fy=-+1.

Umgekehrt: Bestehen die Gleichungen (8), wo «, 8, y, 8 ganze
Zahlen der Determinante -+ 1 bedeuten, so erhalten wir durch Auf-
16sung dieser Gleichungen

w,=F00w—Bw)), w,==x(—reo’+ecwv)),
und es ist klar, daB jede Zahl w = m, w, -+ m, w, auch in die Form

w =m0,/ 4+ m, o, gesetzt werden kann und umgekehrt, daB also
(w4, w,) und (w,’, w,’) dquivalente Paare sind.

Satz. 2. Unter der Voraussetzung, daf :’T” nicht rational ist, ist
1

die notwendige und hinreichsnde Bedingung fir die Aquivalenz der
Grofenpaare (w,, w,) und (w,” w,) das Bestchen zweier Gleichungen
der Gestalt

w'=co,+pfw,, o =y0,+do,,
wobes o, B, y, 6 ganze Zahlen der Determinante

ed—py==+1
bedeuten.

Der Satz 1 bleibt offenbar giiltig, wenn wir in seinem Ausspruch
an die Stelle der -Funktion die [-Funktion oder die o-Funktion

treten lassen. Denn, da @(u)= — {'(u) und {(u)= o' () ist, so wird

o (u)
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die Gleichung (3) gelten, wenn aus dem Paare (wy, w,) dieselbe
Funktion {(u) oder o(u) entspringt wie aus dem Paare (w,’, w,’).

Da die Entwicklungen der Funktionen @ (u), (%), 6(u) an der
Stelle » = 0 Koeffizienten besitzen, die ganze rationale Funktionen von
g, und g, sind, so kann man die Funktionen auch als Funktionen
von u, g,, g, betrachten. Dabei ist allerdings die Variabilitit der
Argumente g,, g, auf solche Werte beschrinkt, fir welche die
Gleichungen

. 1 1
(10) 8 =603 —, g5=140 2';73 (w=m, w,+myw,)

durch ein Wertepaar (wl, wf_,) befriedigt werden kann, fiir welches %
1

einen nicht reellen Wert besitzt. Da durch die Werte von g, und 8a
die Entwicklung von @ (u) an der Stelle » = 0 véllig bestimmt ist und
also auch die Funktion @ () selbst, so werden zwei Lésungen (wl, cog)
und (wl, w,’) der Gleichungen (10) nach Satz 1 notwendig Aqui-
valent sein. Die Theorie der Gleichungen (10) werden wir spiter
im 4. Kapitel eingehend behandeln.

Tabellarische Ubersicht zum 1. Kapitel.

a(u)=uﬂr{<l_g>e‘é+%(5>’}

(1) 5(“) —+2’{_1.——|- + — } (:',’((Z)) (w=mlwl+mgw2)
— 1 _ (u)
2 (u) u2+2 {(u—w)’ u?}_ (o(u))
"(“)=“+kgu5—l—kau7+...+kn“2n+1+._.
(2) f(u)=%-—532u8_0_53_u5_.“_2::1 wir-1_

1 .
W(“)=;3+6gug+cau4+...+cnu“” 2.,

Die Koeffizienten ¢, sind ganze rationale Funktionen von g, g, mit posi-
tiven rationalen Koeffizienten, die Koeffizienten %, ganze rationale Funktionen
von g,, g, mit rationalen Koeffizienten:

Cq = 55 80 Co= s Byrerer Byg=— 10g By=—gi58s--- -
1 1
=603 —, g=1403"
. w, + w, ,
3 La=o(3) a=r (257 a=r(3)

weae(3). nos(3)

Ny Wy — g0y =2 mi.
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(4) { PR =49 W) —gp W) —g = 4P W) —e) (P (W) — &) (P (W) — &)
P (u) =6 9® (W) — 58 -
P (u-twy=p (¥ W= My Oy + My Wg, 1 =My Ny + My,
(5) Cu+tw)y=_(uw)+19, g=-+41 oder —1, je nachdem
" (u+£) m,, m, beide gerade sind oder nicht.
o(utw)=c¢-e 2l g (w).

o{ut+v)o(n—uv)
6% (u) 62 (v)

[7} U — —_— z__ga_’(L).__
T e (O 10

_1p w—9' @)
Cuto)—L@)—L0) =4 PYOETIOR
: - —p (w)— L —p @)
Pt =—p@-20+1 (G "ow)
Darstellung der meromorphen Funktionen f(#) mit den Perioden w,, w,
durch o (u),  (u), @ (u):
o (u~b;) o (u—by)... 6 (u~"b,)

f(u)=c ) m:;:);(u———;l;)-:.d(u—ar)

P —p@)=—

(by+by+-- b =a,+ay,+.. . +a,)
(D Y fay=C+ S{AL —a) L A2’ (u—a)+...+ A%V ¢=D (u_a)}

fW)=R(p @), p' W) = R, (9 W)+ ¢ () Ry (9 () -

2. Kapitel.
Die Theta-Funktionen,

Wir werden jetzt die im ersten Kapitel betrachteten Funktionen
durch auBerordentlich stark konvergierende Reihen, die sogenannten
Thetareithen, darstellen. Diese Darstellung beruht auf einem allge-
meinen Satze, den wir im § 1 voraufschicken.

§ 1. Darstellung ganzer Funktionen mit einer gegebenen
Periode.

Es sei @(u) eine ganze Funktion von « mit der von Null ver-
schiedenen Periode w. Indem wir

(1) e m =t
setzen, wollen wir untersuchen, wie sich @(u) als Funktion von { ver-
halt, Dabei mége « durch die Punkte einer ersten Ebene, der %-Ebene,
¢ durch die Punkte einer zweiten Ebene, der [-Ebene, reprisentiert
werden., Fixieren wir in der letzteren einen vom Nullpunkt verschie-
denen, im Endlichen liegenden Punkt

C=a:
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so entsprechen diesem in der #-Ebene die Punkte
w o @
U=g5— (log a +m-2nz)=§—m. loga 4+ mow,

wo log a den Hauptwert des Logarithmus bezeichnet und  alle ganzen
Zahlen durchliuft. Da ¢(u) die Periode w besitzt, so entspricht dem
fixierten Werte [ = a der eine Wert

¢p(u)=<p(2im.loga>-
D. h. es ist ¢ (), angesehen als Funktion von [, eine eindeutige Funktion
in derjenigen Domine, welche aus der ganzen {-Ebene mit Aus-
schluB der Punkte { = 0 und { = oo besteht.

Wir zeigen nun leicht, daB diese Funktion in der genannten
Domine regulir ist. Seien nimlich ¢ und b entsprechende Punkte
der - und der #-Ebene, so daB

2aid
(2) e © =a
ist. Liegt dann # in der Umgebung von b, so liegt { in der Um-
gebung von @, und aus (1) und (2) folgt

2mwe(u—b)
e ® == %

=14 C_;_g
und also
u—b=2—w——log(1+§—;—“> =§% (tf__%(c_ay—{-...) =Pl —a).

Rt a a

Aus der Entwicklung von ¢(#) in der Umgebung von % = b:

@(u)=co+c;(u—0)+ ¢y (u—0)*4...
ergibt sich nun
<p(u)=co—|—clsB(C~a)+02(5B(C—a))2—|—...=$1(5~—a),
so daB in der Tat ¢(u) fiir die Umgebung von {=a durch eine
gewohnliche Potenzreihe darstellbar ist. )

Beschreiben wir jetzt in der {-Ebene um den Nullpunkt als
Mittelpunkt einen Kreis mit beliebig klein gewdhltem Radius und
einen zweiten Kreis mit beliebig groBem Radius, so besteht nach
dem Laurentschen Satze fiir die Punkte in dem von beiden Kreisen
begrenzten Kreisring die Darstellung von ¢ (u):

2riu

+® +w
(3) o) = J4,0" = S4,e ®
Es gilt also der

Satz: Jede ganze Funktion @(u) von u mit der Periode w lapt
sich gemdp (3) durch eine bestindig konvergierende Potemzrethe dar-

2ty
stellen, die nach Potenzen vom e © mit positiven und negativen ganz-
zahligen Exponenten fortschyeitet.
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§ 2. Bezeichnungen.

Wir betrachten, wie im ersten Kapitel, Funktionen der Variablen »
und der GréBen w,, w,, wollen dabei aber einige neue Bezeichnungen
gebrauchen, an denen wir ein fiir allemal festhalten werden. Wir
setzen namlich

(1) 0, =20, 0,=20,

so daB also w und ' die halben Perioden 1w, bzw. 1w, bedeuten;
ferner sei

(2) T = OTI—: ;,
(3) h.____et"n17
(4) m=2n =27,
u
(5) v=2_(0’
fxu
(6) z7 = einv =gl

Die Gleichung 7, w, — 1, @, = 274 stellt sich in den neuen Be-
zeichnungen so dar:

(1) no' —n'w=3%ni.

Die GréBen w, und w, sollen der Bedingung geniigen, daB der
positive Umlaufungssinn des Periodenparallelogramms (0) durch die
Eckenfolge 0, w,, o, + w,, ®, ge
geben ist. Dies hat zur Folge, daB
der Punkt w, auf derselben Seite der
Geraden O... w, liegt wie der Punkt
tw,. Es ist daher (vgl. die Figur 66)

wg=a-+b=rw,+ s 10,

wo 7 und s reell sind und s > 0 ist.

Daher kommt
(8) t=22=y+4i4s, s>0
. @y
und
() I R

Wir bemerken noch, daB wir fiir jeden beliebigen Wert des
Exponenten g unter

he bzw. £
stets

et:‘ttg bzw. euwe
verstehen werden.

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 12
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§ 3. Die Funktion % (v).

Das Verhalten der Funktion ¢ (%) bei Vermehrung von » um @,
oder w, (Kap. 1, §13,(13)) driickt sich in den neuen Bezeichnungen
so aus:

(1) o(ut2w)= —e21®+g(n), o(ut2w’)= —e27 @+ o(u).
Wir wollen nun die Konstanten 2 und b so bestimmen, da3

@ (1) = ea¥*+2% g (1)
die Periode 2 @ besitzt. Da

putl20) e2aw+n) (utw)+b2w ‘P_(“i‘gf*")= — e2aw +7') (4 +e')+b-20f
P (%) @ (v)

wird, so erreichen wir dies, wenn wir
1

_ - 7
a= 2w’ b—Zw

wihlen. Zugleich wird dann, wie eine leichte Rechnung ergibt, unter
Beriicksichtigung von § 2, (7),

’

purto) _ _ s R,
@ (¥)
Demnach finden wir:
Satz 1. Fiir die Funktion
_nuR i _n

@) )= 70 Poo(u) = . z0(u)
gelten die Gleichungen
(3) put20)=9u), ¢ut+2o)=—2""p(u).

Da nun @ (u) eine ganze Funktion von w ist, so haben wir nach §1

+oo 2niu” +eo U
pu)= YA, et> = 34,62, <z=e 2“’).
Tragen wir dies in die zweite Gleichung (3) ein, so wird
put+20)= JA, 22" = — JA, 2 2= — Y A4,,,2%",
n ” n
woraus durch Koeffizientenvergleichung

Appy = —h*"4, = —pOHI Oy
oder " "

(4) (—1 O g, = (1m0,



§ 3. Die Funktion ¥, (v). 179

folgt. Die linke Seite dieser Gleichung geht dadurch aus der rechten
hervor, daB man # durch # - 1 ersetzt. Hieraus schlieBt man, daB

(_ 1)” h_(n'_%)gAn

fir jeden Index n dcmselben Wert besitzt. Nennen wir diesen Wert
C-i, so wird

P ) =C-i (= 1)k am,
wobei C eine Konstante bezeichnet.

Wir fiilhren nun folgende dauernde Bezeichnung ein:

(E”_‘_l)”
@ P (v)=13(—1)"h\ 2/ .z
”
und haben dann nach (2)
nu nu?

o(u) =22z 1 (u) = e C -9, (0).

Zur Bestimmung der Konstanten C dividieren wir mit 4 = 2w -v
und lassen dann % = 0 (und also auch v = 0) werden. Dadurch kommt,

weil (ﬁ‘—v@)v:o: 3,/ (0) ist,
_ %0
1=Cy
und also
(IT) o(u)——e%- 2o -, (v) (v—-"—)
=T e W \P=g0)

Die Reihe, welche ¥, (v) definiert, kénnen wir noch etwas anders
schreiben. Dabei wollen wir ein fiir allemal folgendes verabreden:

Der Summationstuchstabe n scll stets alle ganzen Zaklen von
— 00 bis + oo durchlaufen, der Summaticnstuchstabe g alle geraden
nattirlichen Zahlen (2, 4,6,...) und der Summaticnsbuchstabe v alle
ungeradcn nattirlichen Zahlcn (1, 3, 5, ...). Dasselbe soll fiir die Buch-
staben n, g, v gelten, wemn dieselben als laufende Indizes bei einem
unendlichen Produkic auftreten.

Nach dieser Festsetzung wird wegen (I)
( ot i
By(0)=i{ J(—1)* A+ I(—1]F z“"},
da die Zahlen » und — » zusammen alle Zahlen 2 » — 1 ausmachen. Da

741 —ri1 ~r+1
()T = (=1 (=1 * = —(—1)

und
2¥ — g = ViV _p—viAY — 2isin(vnv)
12*
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ist, so kommt

)

»—1 2
25

B, (v) =23(—1) & htsin(rav)
= 2{};% sin (mv) — i sin (83 wy) 4+ A ¢ sin(5 av) — - .. }

Die Funktion 9, (v) nennen wir die erste Thetafunktion, die sie
definierende Reihe (I) oder (I') die erste Thetarethe. Die Funktion ist
eine ganze Funktion von v, die ungerade ist. Sie hingt auBer von v
noch von dem Periodenverhiltnis = ab, was wir nétigenfalls dadurch
zum Ausdruck bringen werden, daB wir 9, (v/r) statt 9, (v) schreiben.

§ 4. Die Funktionen o,(u), 6;(w), 6;(u).

Neben der Funktion ¢, (v) haben wir noch drei weitere Theta-
funktionen einzufilhren, die wir am besten an die von Weierstrass
mit o, (4), o, (), o, (u) bezeichneten Funktionen ankniipfen. Setzen
wir in der Gleichung

o(utw)o(u—u)

1) @) —p ()= T T e )
fiir »' eine halbe Periode
2) d=mw+m'e’,

so daB m und m’ ganze Zahlen bedeuten, die nicht beide gerade
sind, so ergibt sich

ey 04t )6 (b —u)
W(M) 8’7((‘))*“ o? (u) o2 (&) :

Nun ist aber
o(u+2®) = — 21w+ g (u) (f=mny-++m'n"),
und hieraus folgt, wenn % durch # — @ ersetzt wird,
o(u+@®)= —e?i*o(u — @) =e?i*o(® — u),

so daB man

. 2
(3) p)—p(@) = [z
erhilt, Hier nehmen wir nun sukzessive

m=1,m =0; m=1,m" =1; m=0, m' =1,

setzen also der Reihe nach

@y

~ ~ B .
& = w =3, d=0w+ o = ! L

W, + w, ~ __
5 D =w = 5 -
Mit den Abkiirzungen

o(w—u)

(4) oy(u)=erv ———=, oy(u)=et1+n

—u) 1y 0 (@+0'—u)
6 (w)

(w+w’)

(o'~

» Oy(u) =" =
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liefert dann (3) die Gleichungen

o, (u)]? o, (u)]2 o, (u)]?
(6) @(u)—e = L‘(M)]., P (u)—ey = [;2((7))] y P u)—ey= [;"((7)} )
welche in Evidenz setzen, da jede der drei Funktionen g (u)— ¢,

nur zweifache Nullstellen und zweifache Pole besitzt.

Die durch die Gleichungen (4) definierten Funktionen o,(#), 6,(u),
oy (u) sind ganze Funktionen von #, und zwar gerade Funktionen,
wie aus der Gleichung

e~ o (u~+ @) =c™o(®d— u)
erhellt. AuBerdem ist nach (4)
(6) 0,(0) = 0,4(0) =0, (0) = 1.
Unter Beriicksichtigung der letzteren Gleichungen und der Diffe-
rentialgleichung von @ (u) folgt durch Multiplikation der Gleichungen (5)

leicht
@ o) = — 2. 2@ 50

a® (u)

§ b. Die Funktionen 9,;(v), ¥5(v), %, (v).

Aus der Gleichung (II) in § 3, nidmlich
nu?

(1) o(u)zc-eg‘;ﬁl(;—m),

in welcher C eine Konstante, d. h. eine von # unabhingige Zahl be-.
deutet, erhalten wir leicht analoge Darstellungen fiir die Funktionen

0, (u), 04(u), oy(u).

Setzen wir, wie im vorigen Paragraphen,

(2) d=mwo+m'ew', GF=mgqg+m'y,
so ergibt sich zunichst
= (B—u)?

iy O(®—u)  C  duty—o D—u

e a(&).)~~6(a~))e ﬁl<2w>’
oder nach leichter Rechnung

-y 0 (® — ) C Go-ans  (G—u
9 = Cerme TS0, ()

L m  m
=C-e “’z”’”'ﬁl(?-%—z«t—v),

wa von der Gleichung

7 4 i
ﬁco——cbn=(mn+m'17)w—-(mco—{—m'co)n=—m'-%
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Gebrauch gemacht ist und C eine Konstante bedeutet. Die Gleichung (3)
spaltet sich in die drei Gleichungen

7ud

o, (u)=C,e2® 9, (% — v)

nu?

(4) 0y () =Cye2 219, (—;——}—%— v)

nud

oy () =Cye @z 19, (% — 'v) .

Benutzen wir hier die Gleichungen (I)und (I') von § 3, so kommt

),
WG—v)=—F(—3H=—iIJ(—1)"h\ 2 /(—izpn1
(i"’_”:_l)2 ol
= 3h\ 2 /2% 1=2 It cos(vav).

Setzen wir hierin v ——; fiir v, also zh_jir fiir z, so ergibt sich weiter

1 . Gn—ir _gn~1 1
01 (_2_ + E — U) — Eh 2 h 2 ,221}—1 —_— h IZ Zh(n—l)’ z2n—2
” ”

I

htz S e,
n
und wenn hier v durch v 41 ersetzt wird, also z. durch ¢z,
(T

8, (3 —v)= hbiz 3(— 10 H 2,

Wir setzen nun

2n—1

By(v) = %‘,’h<_2_)2z2”‘1

= 2[h¥ cos v + hlcos Bmv —|-h‘24jcos S5av—+...],
By(v)= Ik 22"

= 1”—}— 2hcos2nv -+ 2htcosdmy + 2h°cos by + ...,
Bo(v)= %’(— 1)* ™ g2n

=1—2hcos2nv + 2htcosdmv—2h°cos6rv 4+ —....

Dann verwandeln sich die Gleichungen (4) zunichst in

7wt nud nud

o,(u) = C1‘&0—02(v)’ dy(u) = 52 e?@ dy(v), oy(u)= 63 emﬂo(v),
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wobei Z‘e, Es neue Konstante bezeichnen. Bestimmen wir diese und
C,, indem wir 4 =0, v =0 setzen, so kommt schlieBlich-
nd nud 7 us
_ 55 %) N 3w D (0) 30,5 @)
(6) o (u)=e “300)’ og(u)=e 3.0) o (u)=e 30"

§ 6. Zusammenstellung.

Wir stellen hier noch einmal die Definitionsgleichungen der vier
J-Funktionen und ihren Zusammenhang mit den o¢-Funktionen und
der g -Funktion iibersichtlich zusammen. Beziiglich der Bezeichnungen
bemerken wir folgendes: Die nach der Variablen v genommenen Ab-
leitungen der J-Funktionen sollen durch Striche angedeutet werden,
so daB z B. 97(v) den zweiten nach v genommenen Differential-
quotienten der Funktion §,(v) bedeutet. Werden diese Funktionen
und ihre Ableitungen ohne Hinzufiigen des Argumerntes.- v geschrieben,
so meinen wir, wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt wird,
denjenigen Wert; welcher dem Argumente v = 0 entspricht (,Nullwert«
der betreffenden Funktion). Endlich soll die Funktion #,(v) auch mit
$#,(v) bezeichnet werden, weil es dadurch méglich wird, mehrere
Formeln in eine einzige zusammenzufassen.?)

Wir haben nun folgende Gleichungen:
2n—1

Do) =i S 1Pk T e

— 2kt sinay — ¥ sin3mo 4 A% sinbrv— +...]
EM--I)2

Oy(v)= Z,’h( g

an—l
@) ) =2[hicosnv+h%cos3nv—{—h%cossm)—}—...]
By(v) = Sh an

=1-+2hcos2mv 4+ 2h* cosdnv - 2h°cosbav ...
By(0) = Z(— 1y i 22"

=1—2hcos2av+ 2htcosdnmv—2h°cos v+ —...

20 o
o(u) =57 €2 -9,(v)
@ -
oy(u) = ,”9;:132(" Py 41(v) (k=1.2,3),
S 1 8 s,
(1) Vp(u)—ek—-:?((—:)—)zé—a s tnl (h—1,2,3),

. u .
wobel v = — ist.
2w

1) In der Literatur werden die Funktionen ,(v), 9,(v), &;(v), ¥,(v) auch
mit 9y, (v), 9y (), Fpe(¥), oy (v) bezeichnet (A. d. H).



184 11, 2. Die Theta-Funktionen.

Durch die Gleichungen (III) sind die Wurzeln Vg)(u)—ek als
eindeutige Funktionen von # erklart. Was die auftretenden ,,Null-
werte angeht, so sind dieselben nach (I) durch die stark konvergie-
renden Reihen dargestellt:

8 = 2a [ — 3K 4 BRT — THT + — ]

) ﬁ2=2[h%+h%+ﬁ+ﬁ+...]
S, =1 2h 2k 240 4 ...
8y =1 —2h4 2k — 2K — ...

§ 7. Zusammenfassende Darstellung der 9-Funktionen.
Die ¥-Funktionen als Funktionen von v und «=.

Die vier -Funktionen sind spezielle Fille der von Hermsite ein-
gefiihrten Funktion

(1) Oy, (1) = Sie

fo= -~ D©
in welcher wir v, u, v als unbeschrinkt verdnderliche komplexe Variable
betrachten!), dagegen 7 =17 -4s auf die ,obere Halbebene« ein-
schrinken wollen, d.h. auf dasjenige Gebiet der z-Ebene, welches
durch s> 0 charakterisiert ist. Wir werden weiterhin zeigen, daB
6,,,(v) eine ganze Funktion von jeder der Variablen ‘v, 4, » und
eine regulire Funktion von 7z in der oberen r-Halbebene ist. Zu-
nichst schreiben wir die Reihe (1) in der Gestalt
® 2"‘*‘#)’

+ (__
() O, (0) = Sl 3

N= —D

2
2inmy (n+%)+int (n+€-) +inny,

22t

Vergleichen wir hiermit die Definitionsgleichungen der $-Funk-
tionen (I) des vorigen Paragraphen, so erkennen wir, daB

& (v)= —1 604 +1(v),

By(0)= 6100,
) ()= Bo,0(0),
Bo(t)=  Bo,x(v)

ist. Dabei ist zu beachten, daB in den Definitionsgleichungen von
#,(v) und 9,(v) der Summationsbuchstabe # durch # - 1 ersetzt wird,
was erlaubt ist, weil # alle ganzen Zahlen von — oo bis - co durchliuft.

1) » bedeutet also in diesem Paragraphen keinen Summationsbuchstaben.
(A.d. H)
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Wir wollen nun die Konvergenz der Reihe (1) direkt untersuchen,
wobei wir sie als Summe der beiden Reihen

2
2ijnv(n+—';i)+s‘nz(n+i;-) +inny

fuis()=Sle :

¥
® 2£nv(—n+%)+inr(—n+%) —inny

8u,v (v) =”é(’)e

auffassen. Die Variablen v, > v schrinken wir auf beliebige ganz im
Endlichen liegende Gebiete ein, die Variable v auf ein ganz im End-
lichen und im Innern der oberen tz-Halbebene liegendes Gebiet G’

Fiir alle in Betracht gezogenen Werte wvon v, u, v, v konvergiert
dann fede der Reihen f, ,(v) und g, ,(v) absolut und gleichmapig.
Da

LB n\2
Eznvz;+1nt(?)

G #(0) =T, —(—0) F e
ist, so geniigt es, diesen Satz fiir die Reihe f, ,(v) zu beweisen.
Nach Abtrennung eines von # unabhingigen Faktors lautet das
allgemeine Glied von f, ,(v)
6inzn’+s‘n.4n’
wo zur Abkiirzung

A=2v+1u+tv»
gesetzt ist. Wenn nun

T=1, +11,, A=A1—}—z'A2
ist, so wird der kleinste Wert, den 7, im Gebiete G’ hat, ein.gewisser
positiver Wert 1(20) und der kleinste Wert, den 4, fiir alle in Betracht
gezogene Werte von v, u, », 7 annimmt, ein gewisser endlicher Wert
A;o) sein. Es ist dann

s 4©
leiur»’-i-i:ulu | — pmrant—ndyn <, aTy MB—nA,'n

Nun ist weiter, wenn # groB genug geworden ist, etwa fir n > N,

0
:z'tg»na—}—nA(z)n >n,

(0)
2

Werte v, u, », 7

weil 7,’ > 0 ist. Folglich hat man fiir alle in Betracht kommenden

j’eintn’+i:r,.4n < fe—n s 1)
n=N n=N
woraus die Behauptung folgt.

1) Das Symbol << ist im ersten Abschnitt Kap. 1, § 7 eingefithrt worden.
(A.d. H)
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Die Reihe 6, , (v) stellt daher eine fiir alle endlichen Werte der
Variablen », 4, » und alle Werte von z, die positive zweite Koordi-
nate 7, besitzen, regulire Funktion jeder Variablen dar, deren nach
diesen Variablen genommene Differentialquotienten durch gliedweise
Differentiation der Reihe gebildet werden koénnen,

Hiernach bestitigt man sofort, daB 6, (v) der partiellen Dif-
ferentialgleichung

#e,, . a0,
(3) G = im0

geniigt. Zufolge (2) geniigt also auch jede der vier ¢-Funktionen
dieser Differentialgleichung.

Die Reihe (1) dndert sich nicht, wenn wir » durch » - 2 efsetzen.
Sie nimmt den Faktor ¢—¢#* auf, wenn x um 2 vermehrt wird und
dann # durch # — 1 ersetzt wird.

Die Funktion O, ,(v) gentigt daher den Funktionalgleichungen :
(4) Ou,v43(0) = Ou,»(v),  Busz,»(v) =75 6,,,(v).

Eine weitere Funktionalgleichung erhalten wir durch folgende
Betrachtung:

Bedeuten 4’ und 4/, ebenso wie u und » zwei beliebige komplexe
Zahlen, so ist der Exponent von ¢ im allgemeinen Gliede der Reihe

Outw, v (v);
nimlich

2znv(n+ ”+”) —I—int(n—}—"—;—ﬂ—’)g—l-inn(v—}—v’),

darstellbar in der Form

217:(1)—}—7 i t) (n—f—g) +inT (n—}-ﬁ)g—}—innv—{—in,u'v

u'e v
-+ znT't — 5 -

Daher befriedigt die Funktion ©, ,(v) die Gleichung

. . w2 .
17![4'0'{-!‘7!:-—-1—!.71—— v’+y 7
(8)  Ouiu,riw(v)=c ¢ Ou,» (” + 5
oder in anderer Schreibweise:
py' —u't

(5,) @"’ v (v + 7_—{-2—’.‘—2) = ei”T ch b g @,u+,u’, v+ (1))

Durch die Gleichung (5) kann die Funktion @, ,(v)auf jede andere
solche Funktion mit beliebig vorgeschriebenen Werten von u und »,
z. B. auf die Funktion @, o(v), also auf &,(v), zuriickgefilhrt werden.
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§ 8. Verwandlungsformeln und Nullstellen der vier
¥ -Funktionen.
Nehmen wir in der Gleichung (5’) des vorigen Paragraphen fiir
u, v, w,v ganze Zahlen der Reihe 0, 1, 2, und beriicksichtigen wir
dabei die Gleichungen (4) und (2) desselben Paragraphen, so erhalten

wir ein System von Gleichungen, welches wir "in nachfolgender Tabelle
iibersichtlich zusammenstellen.

Zur Abkiirzung setzen wir:

(ixr .
—t— +in

(1) {M=h“iz—1=e (Fr+imo)

k — h-—l 2—2 —_ e—(inz-H.’s'nu).

Verwandlungstabelle der 9-Funktionen.

Diese Tabelle ist so zu verstehen: Wollen wir ¢, (v —{—-; -}—%’)

bestimmen, so haben wir diejenige Horizontalreihe der Tabelle zu
nehmen, vor welcher §, steht, also die erste, zweite, dritte oder vierte,
je nachdem a¢=1,2,3 oder 0 ist. In dieser Horizontalreihe steht

der zu bestimmende Wert in der mit v 4 = - “" iiberschriebenen
2 2
Vertikalreihe. Z. B. ist also

'191 (v +%‘ + %) = mﬂs = e—(?'_}t +iﬂv) 03(1")!
By(0+7) = Dy = eGrrszizng (y)
usf.

Wir fiigen dieser Tabelle noch eine zweite hinzu, welche die
Nullstellen und die ihnen entsprechenden Werte von 2% = e2¥7v fiir
die Thetafunktionen enthalt,

Nach (IT) in § 6 hat &, (v) dieselben Nullstellen wie 6(%)—=0(2 wv);
d. h. 9,(v) verschwindet fiir 2wy =n-2w 4 n'-20" oder firr

v=mn-tn7,

wo 7 und #’ alle ganzen Zahlen von — co bis -+ oco zu durchlaufen
haben.
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Die Nullstellen der iibrigen Thetafunktionen lesen wir aus der
vorstehenden Tabelle ab. Z. B. haben wir

Fy(v 4 3) = — 94 (v),
und daher erhalten wir die Nullstellen von ,(v), wenn wir diejenigen

von ¥, (v) um % vermehren. So entsteht die folgende

Tabelle der Nullstellen der 9-Funktionen,

Diese Tabellen werden wir weiterhin zu benutzen haben.

§ 9. Darstellung von e, ¢, €; und 4
durch die Nullwerte der 9.

Setzen wir in der Formel (III) § 6

u
#=—ow, also v=—=
w
und sodann

— ’ =2 =21
u=ow-+ o, also t=g-=5 T g

so kommt
1
9 z
1 g talg)
Ve, — ¢, = . ;
1 3 ® 19’k+1 1’1<%>
(1) L (R=1,2,3)
Vi L. % ”k+1<§+§>
2 6, = 2w 1’k+1 s <"1—1) s
\2t2

wobei zu beachten ist, daB 9, (v) dasselbe wie &,(v) bedeutet.

Die erste dieser Gleichungen wenden wir an fir 2=2, 3, die
zweite fiir 2= 3. Die auftretenden Werte der #-Funktionen kénnen
wir dann vermoge der Verwandlungstabelle des vorigen Paragraphen
auf die Nullwerte zuriickfilhren. Z. B. ist d, (v 4 3)=9,(v) und daher
9 (3)= B (0) =3y
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Auf diese Weise finden wir

% (3)
Vo —a = L. % 2\ 18 b
1 2 2w 9, 8 _1_> 20 9 9,°
2
1
9. =
— 1 "() 19,
(2) Vel—es*z_w'ﬁo'ﬂ_—l’)" = Se B
1\2
1 T
V*_*_L.ﬂl’.figfgz_)*LW N
T % 26 3, T 7\ 2w 9, 9
higte

Durch diese Gleichungen ist je ein bestimmter unter den beiden
Werten der Quadratwurzeln 1/51.—-——;; als eindeutige Funktion des
Periodenverhiltnisses ¢ in der oberen z-Halbebene dargestellt, wenn
wir die Gleichungen (IV) von § 6 heranziehen.

Um ¢, direkt zu berechnen, setzen wir die Gleichung (IIl) § 6 in
die Form

1
1 1+19+ 2
e N k+1
VpRov)— 6 =5 —mm—
v+——,——
6
_ 1 1+(’9k+1-_lz91”’>£+,_, '
2wv Ppiy 38 &'/ 2

Da die Entwicklung von ((2wv) an der Stelle v =0 kein kon-
stantes Glied enthilt, so ist —¢, das konstante Glied in der Ent-
wicklung des Quadrats der rechten Seite vorstehender Gleichung nach
Potenzen von vy. Dies gibt:

(e o) _
(3) b= 4ot (5"“19; — 9 (k=1,2,3).
Da die Summe ¢, 4-¢,- ¢, verschwindet folgt
(4) 191.’/’ ,‘9 ” _l_ 19,0’/
S A SR
Nun erhalten wir aus den Dlﬂerentlalglelchungen
RO . 09() Bow) . P()
_6_1;’-__41'” or ’ ov? =dtn ov oz’
denen die vier ¥-Funktionen geniigen, fiir v =0
" ___ 4z oy "mo__ sz 09y
(5) 19,‘ —41%7{, ’01 =41z at ’

so daB die Gleichung (4) so geschrieben werden kann:
ool _ 1ok 10k 10k,
9/ 0t T O 9, ot 9, ot
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Durch Integration folgt
B, = C- 9,8, 9,
wo C eine von t unabhingige GroBe bedeutet. Diese bestimmen
wir, indem wir die Entwicklungen (IV) § 6 eintragen:
1 E
oat— . J=Ce[t+. .. J+..J1—..]

und die Anfangsglieder auf beiden Seiten vergleichen. Es ergibt
sich C =z und damit die wichtige Relation:

(6) P =nd, 0, 9,.
Vermoge derselben stellen sich nun die Gleichungen (2) so dar:
T 44 — T — i
(7) Ve1_ez=%“'002’ Ve1_33:§$'ﬁ32’ teﬂ”“es:'gjﬂﬂz’

wihrend vermoge der Gleichungen (5) sich die Werte (3) der ¢, so
schresben lassen:

8 . <1dlog19’ dlogﬁlg) . _E(_l_dlogﬂl'_dlogﬂa)
(8) el“wﬂ 37 4t dr ) 2T @ \8 dr ir /’
o <1dlog19’ dlogz90>
%= "2 \3 av dz

Die Multiplikation der Gleichungen (7) ergibt fiir die Diskrimi-
nante A4 die Darstellung:

(9) VA_2< ) 92020, = £ 9%,

§ 10. Darstellung der 9-Funktionen
durch unendliche Produkte.

Die Funktion 9 (v) ist, als Funktion von z? = ¢%¢"? angesehen,
regulir fir alle endlichen von Null verschiedenen Werte von z%.

Ihre Nullstellen bilden nach § 8 die beiden Punktfolgen
(1) A=k —K —K L,
(1) B=—h, —h, — ...,

von welchen die erste den Hiufungspunkt 2? — oo, die zweite den
Hiufungspunkt 22 =0 besitzt. (Die Punkte 22 =00, 22=0 sind also
wesentlich singuldre Stellen der Funktion )

Nach einem Satz der allgemeinen Funktionentheoriel) stellt nun
X
(-2 -2)a-2)...

1) Vgl. Erster Abschnitt, 6. Kap. § 11. (A.d. H.))
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eine ganze Funktion von x mit den Nullstellen a,, a,, a,, ... vor,
wenn die Reihe

1 1 1
PRI
absolut konvergiert. Daher ist
fo=0+hz*)(14h2) (14 r2%)...
eine ganze Funktion von z? welche die Punkte (1) zu Nullstellen hat.
Ebenso wird

fa=Q4hz )1+ r27%)1+r277)...
eine ganze Funktion von z~? sein, die als Funktion von 2% die
Punkte (1) zu Nullstellen besitzt.

Die Funktion
f(v)="Fifs =”1_11'(1 4 BAn=12%) (1 | h2n-1572)
=JI1+Wwz%)(1 4+ 42?

ist daher, als Funktion von v betrachtet, eine ganze Funktion von v
mit denselben Nullstellen wie ¢;(v). Wie verhilt sich nun f(v) bei
Vermehrung von v um 1 oder um z? Da 2% = ¢2¢~* bei Vermehrung
von v um 7 den Faktor A® erhilt, ist offenbar

flv+1)=f(v)

und
flo+0)=IT(1+ w221+ 1227
1+ h1z-2 v o - PN
= 1+h;§—'ﬂ(1+h2')(1+hz )=h Z f(‘l))-
Genau so verhilt sich aber (Verwandlungstabelle in § 8) &, (v)
und folglich ist i;?% eine Funktion von v, welche keinen Pol und

die Perioden 1 und 7 besitzt und daher eine Konstante ist. Somit
kommt

O (v)=C-IT(1+ h"2%) (1 + K" z7?),
unter C eine Konstante, d. h. einen von v unabhingigen Wert ver-
standen. Nach der Verwandlungstabelle in § 8 folgt hieraus weiter:

D(v) =+ )=C-I1—K2)1—rz?),
1 i v Y- —_
By (v) = —9 (v—}——é—) =C- KO0 +KP2) 14112,
9,(0)=— 9y (v +3)=—iC-ht2IT (1 — K 2) (1 — K22,
oder in anderer Anordnung und nach leichten Umformungen :

O (0)=C M (1 — KA1 — K,
@) S, (0)=C-W(z+ ) (1 + K22 (1 + A 279),
By (v) = C-II1+w22)(1+hz277),

)

By (v) = C-II(1 — W21 — Kz,
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wobei gemiB fritherer Verabredung g die geraden Zahlen 2,4,6 ..,
und » die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, ... durchlaufen muB.
Da z = ¢'=v ist, konnen die Faktoren

z—2z"1

resp. 2zt

durch
2sinmy resp. 2cosmy
ersetzt werden.

Um die Konstante C zu bestimmen, setzen wir in den Formeln (2)
v =0, nachdem die erste dieser Formeln durch » dividiert wurde.
Dadurch kommt zunichst:

H=2aC. hIH(l KER,
9, = 2C- h* IT(1 -+ KEY,
Vg = I(1+wp,
By = C-IT(1 —w)p.
Wir tragen diese Ausdriicke in die Relation § 9, (6)
D, =nd, 059,

(3)

ein und erhalten

(1 — KR =CII(1+ KR —a")P

Es ist aber weiter

IO — KR =IT(1 — K5 (1 — ),
weil die geraden Zahlen g mit der Gesamtheit der Zahlen 2g und
2y iibereinstimmen. Somit folgt

C*IT(1+ KR =IT(1 — K =TT (1 -+ hP (1 = K

und schlieBlich
(4) C=1II(1—K),
wobei beriicksichtigt ist, daB gemiB (IV) in § 6 der Nullwert d, fiir

h=0 in 4+ 1 und also auch C nach (8) fiir k=0 in 4 1 iiber-
gehen mub.

Fir ¢, ergibt sich nun aus (3) die Darstellung

(5) 8, =2akt (1 — K
und demnach fiir 4 nach (9) des vorigen Paragraphen
(6) A= (2 mma —wp,

eine Darstellung, welche die Tatsache in Evidenz setzt, daBl A fiir
jede zulidssige Wahl der Perioden 2 ¢, 2 @’ von Null verschieden ist.



§ 11. Einige zahlentheoretische Anwendungen der erhaltenen Resultate. 193

§ 11. Einige zahlentheoretische Anwendungen
der erhaltenen Resultate.

Da der Nullwert der Funktion ¢, durch die Reihe

+o
= 3K
n=-—xo
dargestellt wird, so ist
(1) Byt = JRHENNE S ()
m=0

wo O (m) angibt, wie viele Losungen die Gleichung
(2) m=mn?+n2+4 n?+n?
in ganzen Zahlen #,, n,, n;, n, besitzt.

Nun ist andererseits nach § 9, (7) und (8)

0s4= <2_w)2(el ~83)=ﬁ<dlogﬂo . dlogz?,) iz d (log )

k4 4 dz dz
oder, da
ine 4 _ 4 dh_ 4
h=e rriry A miatr AL
ist,
: 4 4 %Y _
(3) Byt = — ah—(log 02) b (log? )

Setzen wir hierin die Produktdarstellungen (3) des vorigen Para-
graphen fiir ¥, und ¥, ein, so wird

B _gpt HOMP o HO—RS o3 I i
) I(1—#) I[(1—) (1= oa—wye’
wo 7 alle natiirlichen Zahlen durchlaufen muB, und (3) geht iiber in
— p28
(3) Byt =1+ 8k log LA=FD)
I(1—K)
Die Weiterfiihrung der Rechnung gibt
T 2¢4%¢
By 1— %
=148k —832gh ('=1,2,3,...)
rr gr'
und schlieBlich
(4) 95t =1 +8m§’1<15(m)h"'- %;;W(m)h"’.

Hier gibt @(m) die Summe aller Zahlen 7, die bei allen mog-
lichen Darstellungen von m in der Form m =ry’ auftreten, und &'(m)
die Summe aller Zahlen 2g, die bei allen moglichen Darstellungen

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 13



194 II,2. Die Theta-Funktionen.

von m in der Form m = 2g7’ auftreten. Es bedeutet demnach @ (m)
die Summe aller Divisoren') von m und &'(m) die Summe aller durch
4 teilbaren Divisoren von m.

Der Vergleich der beiden Entwicklungen (1) und (4) ergibt nun
(5) Om)=8(D(m)—P m), (m=1,2,38,...),
d. h.:

Eine natiirliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadraten
ganzer Zahlen darstellbar, als das 8fache der Summ:z derjemigen
Divisoren von m betrdgt, die wnicht durch 4 teilbar sind.

Z. B. ist fiir m=3 die Summe der nicht durch 4 teilbaren
Divisoren 1+ 3 =4 und in der Tat hat 3 die folgenden 32 Dar
stellungen:

8= 0% (£ 10 (£ 1 (£ 1P = (1) 40 4 (£ 1P 4 (£ 1
= (U (1P 0 (£ 1= (k1) (£ 1 (& 1) O,

Der Satz 14Bt sich noch in anderer Form aussprechen. Ist

niamlich
m=2m,,
wo m, ungerade ist, und sind 4, 4,, ..., , die ungeraden Divisoren
von m,, so sind diese zugleich alle nicht durch' 4 teilbare Divisoren
von m, wenn «=0, also s ungerade ist. Wenn dagegen « > 0,
also m gerade ist, so treten zu ihnen noch die Divisoren 24,, 24,,
, 20, von m als nicht durch 4 teilbare hinzu. Also folgt:

Eine natiivliche Zahl m ist so oft als Summe von vier Quadraten
ganzey Zahlen darstellbar als das 8 fache oder 24 fache der Summe
threr ungeraden Divisoven betrdgt, je nachdem m ungerade oder ge-
rade 1st.

Dieser tiefliegende zahlentheoretische Satz ist zuerst von Jacobs
aus der Theorie der elliptischen Funktionen abgeleitet worden. Der
berithmte Satz von Lagrange, dal jede positive ganze Zahl sich als
Summe von vier Quadratzahlen darstellen 148t, ist natiirlich in diesem
Jacobischen Satze enthalten.

Eine andere interessante Folgerung ziehen wir aus der Gleichung
(6) By(v)=JT(1 — WY1+ K 2) 1+ Wz = Jh* 2,
die fiir verdnderliche Werte von A und z gilt, in diesen Variablen
also eine reine Identitdt vorstellt.

Beilaufig bemerkt, kann sie auch als solche unabhingig von der
Theorie der elliptischen Funktionen nachgewiesen werden.

1) 1 und m werden dabei auch als Divisoren von m betrachtet. (A.d.H.)
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Setzen wir in (6)
1
%

2= — %", h=2x",

wobei x eine Variable bedeutet; so wird das Produkt, wenn wir g=2vr,
y = 27 — 1 setzen,

[ =20 — ) (1 — )
r=1

:rzzu — 23 (1 — 2371 (1 — #3r2),

und die Summe wird
3n?
+ o - l\
Z'x (—-— x’“’f’.
= —R
Es kommt daher, weil die Zahlen 87, 3»—1, 87— 2 zusammen
wieder alle natiirlichen Zahlen » ausmachen,
T 3n2in

(1—2)=3(—1rx * =1 —x— 2"+ 2F 27— ..

n=—w»

()

AT

r
Diese bemerkenswerte Gleichung rithrt von Euler her, der sie
auf empirischem Wege fand, und dem es erst nach langjihrigen Be
miihungen gelungen ist, sie zu beweisen.
Der Vergleich der beiden Darstellungen von ¢, in den For-
meln IV § 6 und (5) § 10 lehrt, wenn wir 4% mit x bezeichnen, daB
neben (7) die Entwicklung

12—y

(8) II(1—arP=(—1y-1(2r—1)x ° =1—35-+525—72°+ ..
r=1 r=1
gilt.
Eine weitere zahlentheoretische Anwendung werden wir im § 13
kennen lernen.

§ 12. Partialbruchzerlegungen von §(w) und p (u) als
Funktionen von 22, Darstellungen von 7, gs ¢s.
Aus der Gleichung (§ 6, (II))

g 12
D 2w
a(u)=0—1,e 9, (v) <v=—2—w>
ergibt sich durch logarithmische Differentiation die folgende Darstellung
von [ (u):

% 1 4
(1) £(w) = 1=+ 5= =(logd, (v)),

in welche wir die Produktentwicklung (2) § 10 von &, (v) eintragen

wollen.
13%
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Auf diese Weise kommt nach leichten Umformungen:

imztz71 | im K822 K822 .
(2) Cl)= +2wz—2"‘+7g2<1—h€z—2_ l—hgz“) (u=2w0).
Diese Gleichung liefert offenbar die Partialbruchzerlegung der
Funktion

{(u) =&

wenn diese Funktion als Funktion von
inu
22 = ¢? iy — g w
angesehen wird.

Da

.g_f_g—‘ .ginv+g——inv

z—2z"1 einv_e—i:w:'co':nv

ist, 1aBt sich (2) auch in der Form

(2 C—(”)=%u COU"U'{‘ 2( We? hgz?) (=2 )

1— A8z 1—K8st

schreiben.

Die hier auftretenden Summen

K822
S =
1 ? 1 — 822

d s h8z—2
un = 2 —
2 g 1— hgz_g

konvergieren in jedem endlichen Bereich der 22-Ebene, in welchem
kein Glied der betreffenden Summe einen verschwindenden Nenner
hat, absolut und gleichmiBig. Denn ist z. B. fiir die Summe S, der
Bereich B ein solcher Bereich und M das Maximum von Iz“l in
diesem Bereich, so gilt

K2 M-|h8
1—r82l = 1—M ||
sobald g geniigend groB geworden ist und M’ eine positive Zahl be.
deutet, die um beliebig wenig groBer als M fixiert worden ist. Dem-.
nach ist fiir den Bereich B

3

gzlGl },3 2
woraus die absolute und gleichmiBige Konvergenz von S, im Be-
reiche B folgt. Die analoge Betrachtung gilt fiir S,.

Wird nun 2? auf den Kreisring

(3) [ <] < ||
eingeschrinkt, so ist fiir jede gerade natiirliche Zahl g sowohl htz?
als auch %%z® absolut kleiner als 1, und die Glieder der Summe in (2)

konnen nach Potenzen von z eatwickelt und dann die Terme, welche
dieselbe Potenz von z* enthalten, zusammengezogen werden.

<M'-|hf>

<M |h|+M'|h|G+1 4 ... (G geniigend groB),
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So erhalten wir

t(2wv)=25v+ Alw cotmy -+ %’rZ‘(h'gz*h—h'gzg')

R T,
—2nut 7 cotmo o 2 I (7 =),
oder
(4) C(2wv)=2nv—|—2 cotnv—}— j’l———sm(2rnv)
r=1

Den Punkten des Kreisringes (3) entsprechen in der v-Ebene
die der Bedingung

‘eﬂnhl < Ie2invl < ie—2inz i
geniigenden Punkte. Setzt man
r=1, 411, V=10, -+17,,
so wird diese Bedingung
— Ty <Y <+ T3

d. h. die Entwicklung (4) ist giiltig fiir den Parallelstreifen der y-Ebene,
welcher durch die Parallelen zur reellen Zahlenachse begrenzt wird,
die durch die Punkte

v=1,+17, und 7

0 =T — 17

hindurchgehen.

Wir wollen nun die beiden Seiten der Gleichung (4) an der Stelle
v = 0 entwickeln und die beiden Entwicklungen vergleichen.

Die Entwicklung von {(2 v) lautet (Kap. 1, Tabellarische Uber-
sicht (2)):

1
t2ov)=5——8 (200 — (200 -

Bei der Entwicklung der rechten Seite von (4) haben wir zu
beriicksichtigen, daB

COt(nv):]:——__—______'_____

ist. Der Vergleich der Koeffizienten von v, 1® und +* liefert nun die
folgenden Darstellungen von n, g, und g,:

a2 (1 ©  ph2’
—_ T 12 A,
77 - [12 2 P ,] ’

@ r=1 1""‘2
7\t 1 ® 2t
(5) &=(%) [54—20':21‘1_}‘2—,},
- (Zi)" [L _T3 '5"2'}
| &= \a/ 216 ~ 3 &1
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Der Vergleich der hoheren Potenzen von v ergibt dhnliche Dar-
stellungen fiir die Summen
—_ 4 1 _ ’ 1
C”—(2% - 1)2 w2n_(2n - 1)2 (2mw—|—2m’w')2”’

die wir indessen weiterhin nicht benutzen werden.

Durch Differentiation der Entwicklungen (2) und (4) ergeben
sich analoge Entwicklungen von @ (#) und @(2wv) mit denselben
Giiltigkeitsbereichen.

§ 13. Entwicklung von Vg (u) — e.

Die Entwicklung (2) von {(#) im vorigen Paragraphen gestattet,

die Funktionen Vg)(u)— ¢, in dhnliche Reihen zu entwickeln. Wir
wollen hier insbesondere (vgl. § 6, III)

— 1 9/ 9, (@) u
W e =VeW — 6= 555 (r=25)
betrachten, um in Ergidnzung von § 11 von der entstehenden Ent-
wicklung eine interessante zahlenthzoretisch: Anwendung zu machen.

Die Funktion ¢(u) geniigt den Gleichungen
(2) pu+20)=—¢), eu-t+20)=gp@),
wie die Verwandlungstabelle der ¢-Funktionen in § 8 zeigt. Denn
der Vermehrung von # um 2@ bzw. 2w’ entspricht die Vermehrung
von y um 1 bzw. 7. Die Funktion ¢(#) hat daher die Perioden 4w
und 2w’, und da sie im Perioden-Parallelogramm

(0, 40, 40+ 20, 200")
nur die beiden Pole # =0, # = 2@ mit den Residuen 1 und —1
besitzt, ist demnach (Kap. 1, § 12)

(3) @) =Vpu)— e
={(u/4w, 20 ) —L(u+20/4w, 20"} + C,

wo C eine Konstante bedeutet. Da ¢(u) — ;‘l~ an der Stelle =0

verschwindet, ist
(4) C=(2w/4w, 2d),
d. h. gleich dem Werte von 7, der den Perioden 4w, 2w’ ent-
spricht, welchen Wert wir zur Abkiirzung mit 7 bezeichnen wollen
(vgl Kap. 1, § 11, (4)).

Die Entwicklung (2) des vorigen Paragraphen liefert nun, indem

. % . '

wir @ durch 2@ ersetzen, also z? = 62”’% durch 2z und k“’:-.ezm.“T
durch 4:

t{uldw, 2“")22_:;—'"71;5'.%’:7_*—%2(1

Bzt Kz )
—Wrr 1=Kz’
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und hieraus folgt

W2t Wz )
1\ A2 -1 1+h’z

weil z in — z iibergeht, wenn » durch % - 2w ersetzt wird. Die vor-
stehenden Entwicklungen ergeben nun nach Eintragung in (3) und
leichter Umformung

— e — 1 8 (o
(5) Vo —a =550 30

i e[ Wt W )}
-?o—[z—z—l—!—z’(l_h‘n_g 1— 22722 ’

welches die gewiinschte Entwicklung ist.

. U i
. . . 17— -y . .
Setzen wir hierin # = w, also z==¢ 2% =¢ 2=1, so finden wir

—_ o h’ hf
-‘/61_‘5322-”;)"93.: |_2 —{—‘._/< —"‘—['— 3—)}

1+22 147
oder
u W— K37
6 Pi=14+4 3" =144 V"
(6) R PP e R Pkt
Die linke Seite ist hier
(7) 1932 - (Zhnz)‘.’, — 2 hn12+n22’
ny, Be

die rechte Seite

L4 3r ’ N ! N
(8) 1+421 hh4r‘421 hhu:l +42h(4r —3,;_42}‘(47—-1,"

- - 1 4% 4 (42 4

wo ¢ wie y alle natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... durchlaufen muB.

Vergleichen wir nun in den beiden vorstehenden Gleichungen

(7) und (8) die Koeffizienten von A™ auf den rechten Seiten, so er-
halten wir den Satz:

Eine natiirliche Zahl m ist so oft als Summe von zwei Quadraten
ganzer Zchlen davstellbar als das 4fache des Uberschusses der Anzahl
der Divisoren von m, welche die Form 4 k-1 haben, diber die Anzahl
der Divisoren von m, welche die Form 4 k-3 haben, betrigt.

Der Fermatsche Satz, daB jede Primzahl von der Form 4 k-1
sich auf genau eine Weise?) als Summe zweier Quadrate natiirlicher
Zahlen darstellen 14Bt, ist ein spezieller Fall des vorstehenden Satzes.

!) Dabei wird von der Reihenfolge der Basen der beiden Quadrate
abgesehen. (A.d. H.)
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3. Kapitel.
Die elliptischen Funktionen Jacobis.

Fir manche Anwendungen der elliptischen Funktionen ist es
zweckmabig, statt der Weserstrafschen Funktion @(#) die von
Jacobs mit
(1) sinam (4), cosam(u), Aam (u)
(Sinusamplitudinis, Cosinusamplitudinis, Deltaamplitudinis) bezeichneten
Funktionen zu gebrauchen. Da -die Kenntnis dieser Funktionen iiberdies
fiir das Verstindnis namentlich der ilteren Literatur iiber elliptische
Funktionen erforderlich ist, wollen wir sie in diesem Kapitel niher
betrachten, Was die Bezeichnung betrifft, so hat Gudermann statt der
Jacobischen Bezeichnungen (1) die kiirzeren
(2) sny, cnu, dnu
bzw. eingefiihrt. Wir werden die drei Funktionen (1) der Reihe nach mit
(3) s(u), olw), ()

bezeichnen.

§ 1. Definition der Funktionen s(u), c(u), 4 (u).

Es bezeichne
(1) T=r-}+1s
einen beliebig fixierten Wert, fiir welchen s > 0 ist.

Fir o wahlen wir eine sogleich niher anzugebende, von 7 ab-
hingende Zahl, und fir @’ sodann den Wert
(2) o =w-.

Wir definieren nun die Jacobischen elliptischen Funktionen durch
folgende Gleichungen:

_o(m 9y 94 (v)
)= 56 = 2979, 9, )
0y () G Fp (v
(3) cw=smw=  as (v))’ (”2 QMB)
__ 0 (u) _ Jy By (v)
AM=5w~ 3%

Nach Kap. 2, § 6 ist dann
——— 1
Vi (u) — ¢y = S’

(1) Vo) — o= i(&‘fy
Vo) — o= 5.

Yy 4 (u) hat natiirlich nichts mit der Diskriminante 4 zu tun (A. d. H.).
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Eliminieren wir hieraus so(u), so erkennen wir, da ¢(#) und
4 (u) in einfacher Weise algebraisch durch s(#) ausdriickbar sind, indem

(5) ! c®(u) + (e — €)% (u) =1,
| 4(0) + (eq — )7 (w) = 1
ist. Nun haben wir ferner nach Kap. 2, § 9, (7)
7 \2 2 \2 z \2
(6) e —ey= (5;,) A (2—w> Dgts g — ey = (ﬂ,) 3,4,
wobei die Nullwerte der -Funktionen d,, #,, J;, etwa vermoge der

Formeln (IV) in § 6 des Kap. 2, als Funktionen von z sich darstellen.

Wir wihlen @ so, daB der Faktor (¢, — ¢;) in der ersten Glei-
chung (5) gleich 1 wird, nehmen niamlich

(7) o=F 0=+ 2ht 2k L 2K . (h=eé"),

so daB nach (6)

(8) 81—62=%§;, g —eg=1, eg—es=%§

wird. Die Gleichungen (5) lauten jetzt

(9) { Au)+s?(u)=1,
A(u)+%*s*(u) =1,

wenn zur Abkiirzung

(10) n =%

gesetzt wird.

Da nach Fixierung von 7 gemiB (7) und (2) w und @’ bestimmte
Werte haben, so hingen die Funktionen s(u), c(u), 4(u) auBer von
% nur von 7 ab, was wir notigenfalls dadurch zum Ausdruck bringen
werden, daB wir die Funktionen bzw. mit

s(ufe), c(ufr), A(ufr)

bezeichnen. _
Beziiglich der Bezeichnungen ist ferner noch folgendes zu be-
merken :

Die durch (10) als Funktion von z eingefiihrte GroBe » heiBt
der Modul der Funktionen s(u), c(u), 4(u), die GréBe

das ,,Komplement« des Moduls. Nach (8) besteht zwischen x und
die Relation

(11) x4+ x'?=1.



202 II, 3. Die elliptischen Funktionen Jacobis.

Jacobi bezeichnet die Werte von w und @’ bzw. mit K und iK',
so dab also

(12) szzgﬁ’sg, iK'=w’=w-'t=%03g-1:

ist. Wir werden indessen an den Bezeichnungen o und ’ festhalten,

miissen aber immer eingedenk sein, da in diesem Kapitel @ und w’
Funktionen von 7 sind.

N )
Endlich wollen wir hier unter Vx, Vx/, V%— stets die Werte

—__ B ‘/;_’90 V?_’%
(13) VJ{—TS, rd —0—3, ;—7,;,
verstehen, die eindeutig von 7 abhingen.

Die in (4) auftretende Funktion @ (u) besitzt die von 7 ab-
hingenden Fundamentalperioden 2w und 2 @/, und die Werte eys €q; €3
sind ebenfalls Funktionen von 7, die aus (8) in Verbindung mit
€, -+ ey + ¢; = O leicht berechnet werden konnen.

Die Definitionsgleichungen (8) von s(u), ¢(#), 4(u) lassen sich
vermége der Gleichungen

(14) 202 _ 92 029%_ : _o_‘/_, By _ v/

3, 59T 9 y. O
auch in die Gestalt setzen

s (u) 1 19'1 @)

\/x % (v)’
| 199 () _u
(15) V*' ENOK (” = %) :
¥y
4 (u) = Vx 'E)—%Z%.

Ubrigens zeigen die Gleichungen (8), in Riicksicht auf die bekannten
Eigenschaften der ¢- und o,-Funktionen:

Die Funktion s(u) ist ungerade und ihre Entwicklung nach auf-
steigenden Potenzen von # beginnt mit dem Gliede . Die Funk-
tionen ¢(u) und 4(u) sind gerade, und es ist ¢(0)=4(0)=1.

§ 2. Die Funktionen s(u), c(u), 4(u) als elliptische
Funktionen.

Vermége der Definitionsgleichungen (15) des vorigen Paragraphen
iibertragen sich die Tabellen in § 8 des Kapitels 2 von den ¢-Funk-
tionen ohne weiteres auf die Funktionen s(u), c(u), 4(u). Wir er-
halten so:
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Tabelle I. Verwandlungsformeln der Funktionen s (u), ¢ (v), 4 (u).

Die drei letzten Vertikalreihen zeigen, daB s(u) die Perioden 4 w ,
2w’, c(u) die Perioden 4w, 2w + 2w’, 4(u) die Perioden 2 w, 4 w’
besitzt.

Tabelle II. Nullstellen, Pole und Perioden der Funktionen
s(w), c(w), 4 (w).

In den nachfolgenden Figuren 67, 68, 69 ist fiir jede der Funktionen
das zu den angegebenen Perioden gehérende Parallelogramm (0) ge-
zeichnet und die in dasselbe fallenden Nullstellen und Pole der be-
treffenden Funktion, die ersteren durch kleine Kreise, die letzteren
durch Kreuze, kenntlich gemacht. A (1)

Yot

Jo)'

Fig. 6Y.
Hieraus geht nun hervor:

Die Funktionen s (u), ¢ (u), 4 (u) sind elliptische Funktionen zweiten
Grades mit den Perioden (4w, 2 @') bzw. (4 w, 2 w +2 ') baw. 2w, 4 o)
und den beziiglichen Polsummen 2 w, 0, O.

Aus der Tatsache, daB die Funktionen den Grad 2 besitzen,
folgt, daB die angegebenen Perioden jeweils Fundamentalperioden sind.
(Kap. 1, § 14.)
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§ 3. Die Differentialgleichungen von s (u), ¢ (u), 4(u).
Es ist

P ()= — 2Vp (= - Vpu)— & Vip () — ¢ — — 25050

nach § 1, (4). Andererseits folgt aus @ () — ¢ die Gleichung

’ - _?_f' (w)
P' )=~ Lp

und durch Vergleich der beiden Ausdriicke fiir @' (u):
(1) s'(u) = c(u)-A(u).
Durch Differentiation der Gleichungen
(2) { c?(u)=1—s*(u)
’ A (u) =1 — #*s*(u)
und Benutzung von (1) folgen die zweite und dritte Gleichung des
Systems:

(3)

1
87 52 (u)

(u)= —s(u)d(u),
A (u) = — s (u)c(u).
Aus (3) gewinnen wir durch Quadrieren und Beriicksichtigung
von (2) die Differentialgleichungen von s (u), c(u), 4(u):
{ [ ()]* = (1 — 5% (u)) (1 — 5% (u)),
[

{ 8" (u) =c(u) 4 (u),

(4) [ @) = (1 — ) (%" + %2c? (u)),

A WP = — (1 — 4 @)(x"* — 4° ().

§ 4. Die Additionstheoreme von s (u), c(u), 4(u).

Betrachten wir, unter v einen beliebig aber fest angenommenen
Wert verstanden, die Funktionen

(1) @y(w)=s(u)s(u+tv), @y(u)=c(u)e(utv), @4(u)=4(u)d(u-tv),
so besitzen dieselben nach Tabelle I in § 2 die Perioden 2w und 2w’
und in dem mit diesen Perioden gebildeten Parallelogramm (0) die Pole
u=w', =—v+ o' (mod2w,2aw’)
Die Funktionen sind also elliptische Funktionen zweiten Grades mit den-
selben beiden Polen. Daher werden ¢, (u)+ A @, (#) und g, (4)+Be, ()
Konstante sein, wenn die Konstanten 4 und B so gewihlt werden, daB
die Funktionen ¢,(u)+ Ae,(u) und @, (u)+ B, (4) den Punkt o’
nicht mehr zum Pol haben. Es bestehen also zwei Gleichungen der Form
(2) {c(u)c(u+v)+As(u)s(u+v)=A1
A(u)4(u—+v)+ Bs(u)s(u +v)= B,,

unter 4, 4,, B, B, Konstante, d. h. von % unabhingige Werte verstanden.
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Indem wir » = 0 setzen, ergibt sich
A, =c(v), B,=A4(v).

Sodann erhalten wir durch Differentiation der Gleichungen (2) nach %
und darauf folgende Substitution % =0 unter Beriicksichtigung der
Gleichungen (3) im vorigen Paragraphen:

¢ (v)+ As(v)=0 od. 4=4(v),
A" (v)+ Bs(v)=0 od. B=2x?c(v)

Die Gleichungen (2) lauten also definitiv:

(3) { c(u)c(u~+v)+ A(v)s(u)s(u+ v)=c(v)
A(u)d(u—+v)+2%*c(v)s(u)s(u+v)=d(v).
Setzen wir hierin — # statt » und v -+ » statt v, so kommt
(4) { c(u)c(v) — A(u+ v)s(u)s(v) =c(u +v)
A(u)d(v) — %*c(u +v)s(u)s(v) = 4(u + v).
Aus den letzten Gleichungen koénnen wir ¢(u +v) und 4 (u + v)
berechnen und durch Eintragung des berechneten Wertes von ¢ (u - v')

in die erste Gleichung (3) auch s(u -4 v). Die Ausfiilhrung der Rech-
nung liefert die Additionstheoreme von s(u), c(u), 4(u) in der Gestalt

_ s(uw)c (@) 4 () +s @) c(u) 4 ()
[ s(u+v)= 1—22s® (u) s® (v)

5) ) — SO =) A w5 () 46)

1 — %2s? (u) s (v)

IA(“+V) _ A(u)A(v)—u?s(u)c(u)s(v)c(_z{}

1 —22s? (u) s% (v)

§ 5. Die trigonometrischen Funktionen als spezielle Fille
der Funktionen s(w), c(w), 4(u).

Die Gleichungen § 1 (3) oder (15) zeigen, ausfithrlich geschrieben,
die Abhingigkeit der Funktionen s(u), ¢(u), 4 (%) von » und «:

sufr)=20.50 _ 1+2h+... 2[Msinvat...]
' 3y 9, (v) 2(h}f+h%+...') 1—2hcos2vm+...°
c(u/z)="_°.”’(”)= 1-2h+... 2[cosva+t..] (h = eive)
9y 9 (v) 2(hi+h%+...) 1—2hcos2vn ...’ J
A(u/-c):ﬁ."“(”): 1—-2h+... 142hcos2vm+...
9, () 1+2h+2h+...1—2hcos2um—t...’
wobei v =-2%, 2w = ndy? zu setzen ist.
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Wenn wir nun 7= -}¢s dadurch ins Unendliche iibergehen
lassen, daBl wir # festhalten, wiahrend s nach -+ oo wichst, sa wird
= et®T = ginr 7S
in Null iibergehen, 2w geht in = iber, da d; =124+ 24* 4 ...
nach 1 konvergiert. Die Periode 2w’ riickt ins Unendliche, da

2w =2w-7 ist.
Die vorstehenden Darstellungen von s(u), c(u), 4(u) lassen nun
erkennen, daP bei diesem Gremziibergang
s(ufr) in sinu, c(ufr)in cosu, A(ufr) in 1
tibergeht.
Da
8 [2(1#’—}-};'9‘—1—...)“ 2
R N N ) R

in Null iibergeht, so werden die Additionstheoreme (5) des vorigen
Paragraphen in die elementaren Formeln

]

sin(u-Fv)=sinu cosy—-cosu sinv, cos(#-v)= cosu cosy— sinu sinv

iibergehen, wie zu erwarten stand. Aus den Differentialgleichungen
des § 3 werden zugleich die bekanwtem fiir sinu und cosu geltenden
Differentialgleichungen.

4. Kapitel.
Die elliptischen Modulfunktionen.

Die in der Theorie der elliptischen Funktionen auftretenden
GroBen, wie die Invarianten g,, g,, 4, der Modul » der Jacobsschen
elliptischen Funktionen, die Nullwerte der -Funktionen usw., die
nur von den Perioden oder vom Periodenverhiltnis abhingen, haben
zu der ausgedehnten Theorie der elliptischen Modulfunkttonen AnlaB
gegeben. Wir wollen hier die ersten Elemente dieser Theorie ent-
wickeln und zwar namentlich zu dem Zwecke, eine sich unmittelbar
darbietende, wichtige Frage zu erledigen. Diese Frage ist die folgende:
Ist es moglich, die Perioden o,, w, so zu wihlen, daf die mit ihnen
gebildete Funktion @ (ujw,, w,) Invarianten g,, g5 besitzt, deren Werte
mit vorgeschriebenen Werten zusammenfallen ?

Diese Frage kommt offenbar auf die nach der Losbarkeit der
Gleichungen

— ’ 1 . ’ 1
8 =603 (- 8 =140 3 o

@y + my wp)*’ @y + my w,)°
hinaus, in welchen g,, g, gegebene, w,, ®, zu bestimmende Werte be-

zeichnen, die der Bedingung geniigen sollen, daB %1 nicht reell ist.

Wg
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§ 1. Aquivalenz der GréBenpaare und der GroBen.

In §15 des ersten Kapitels haben wir festgesetzt, daB zwei
GrofBenpaare

(w0, ©) und (o, w,)

dquivalent heiBen sollen, wenn die Gesamtheit der aus dem einen
Paare gebildeten Perioden m,w, -} m,w, mit der Gesamtheit der aus
dem andern Paare gebildeten Perioden m,'w,” 4 m,’ w,” zusammen-
fallt. Dort wurde auch gezeigt, daB hierfiir notwendig und hinreichend
die Existenz von vier ganzen Zahlen a, §, y, d ist, fir welche die
Gleichungen

) () =aw,+ o, 08— fy = +1
Lo =y, + dw,,

bestehen. Wir beweisen nun folgenden Satz:

!
Satz 1. Zu jedem Paare (w,, w,’), fir welches f’ml, nicht reell ist,
1

gibt es ein dquivalentes Paar (w,, w,), welches den Bedingungen
(@) (| 2w, ], [yt o[ Z]w,], [0, —o ] 2w,
gendigh.

Um dies zu zeigen, ordnen wir die Periodenpunkte m,’w,” +m,’ w,’
nach nicht abnehmendem Abstande vom Nullpunkt in die Reihe

(3) 0, w,, w,, W, ...

und bezeichnen mit w, den ersten auf w, folgenden Punkt, der mit
w, und dem Nullpunkt nicht in gerader Linie liegt. Nehmen wir
(4) W, = w,;, W, = 0,

so befriedigen w, und w, die Bedingungen (2), denn w, 4w, und
w, — w, sind Punkte der Reihe (8), die hinter w, stehen, weil sie
mit w», und dem Nullpunkt nicht in einer Geraden liegen. Nun kann
ferner nach der Bestimmungsweise der Punkte (4) in dem Dreiecke
mit den Ecken 0, w,, w, kein von diesen Ecken verschiedener Punkt
aus der Reihe (3) auftreten. Folglich kénnen wir das Parallelogramm
0, w,, w, + w,, w, ebensogut wie das Parallelogramm 0, o/, o, +w,,
w,’ fir die Funktionen mit den Perioden w,’, o, gebrauchen (Kap. 1,
§ 2) oder: das Paar (w,, o,’) ist dem Paare (w,, w,) dquivalent. Das
in Satz 1 auftretende Paar (w,, w,) kann so angenommen werden,
daB in den Gleichungen (1) die Determinante «d — fy = -1 wird.
Denn andernfalls konnten wir an die Stelle des Paares (w,, w,) das
Paar (w,, — w,) setzen.

Wir fithren nun weiter den Begriff der Aquivalenz zweier GroBen ein.
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Die beiden Groéf3en v und ¢ heifen dquivalent, wenn es vier
ganze Zahlen ¢, §, y, 6 gibt, die den Gleichungen

r__ ar+ B
() v TN

geniigen, wo & einen der Werte 41 und — 1 bedeutet.

ad—fy=c¢

Im Falle ¢ = -}-1 sagen wir, ¢’ und v seien eigentlich Aquivalent;
im Falle e= —1 sagen wir, ¢" und 7 seien wuneigentlich Aquivalent.

Beispielsweise sind ¢ und

t'=t+1=1't+l

Oz+41

eigentlich aquivalent; ebenso 7 und

1,_——-1__0-1—1
Tt 1a40°

Wir beweisen nun iiber die Aquivalenz zweier GréBen folgende
beiden Sitze:

Satz 2. Ist © eine Romplexe Gidfe, v’ eine ihy dquivalente Grope,
so liegen die Punkte v/ und v auf der gleichen oder auf verschiedemen
Seiten der Achse der reellem Zahlem, je nachdem die Aquivalenz eine
eigentliche oder eine uneigentliche ist.

. v 1 . . b .,_oct—{-ﬁ_(ar—l—ﬂ)—l—i-as
Sei namlich r=vr+14s, v =¢"}is = T Grr&iigs’

so findet man
r___@d—fy
(7042 7
woraus ersichtlich ist, daB s’ das nimliche oder entgegengesetates
Vorzeichen besitzt wie s, je nachdem «d — fy positiv oder negativ ist.

S

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise wollen wir von zwei
Punkten 7 und ¢’ in der komplexen Zahlenebene sagen, sie seien
dquivalent, wenn die durch sie reprisentierten GréBen 7z und t’ es
sind. Es gilt dann

Satz 3. Zu einem in der oberen Halbebene beliebig fixterten
Punkte ©’ gibt es stets einen (eigentlich) dquivalenten Punkt v in der-
setben Halbebene, fiir welchen
(6) lel=1, Jr41][2]e, [r—1]2]7]
1st.

Nach Satz 1 existiert ndmlich zu dem GréBenpaar (7/, 1) ein
dquivalentes (w,, w,), so beschaffen, daB

(7) {t'=¢xw2+ﬂw1,

“6"— ==+1
1=yw,+ dw,, Ay
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und zugleich die Bedingungen (2) erfiillt sind. Setzen wir dann

%2 o,
@y
so geniligt v, wie aus (2) folgt, den Bedingungen (6), und es ist,
wegen (7),
o Gt B, ertf
yw,+dw, yr+d’

Die Bedingungen (6) lassen sich in einfacher Weise geometrisch
interpretieren. |7 |> 1 besagt, daB der Punkt ¢ auf dem Rande oder
auBerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt Null und dem Radius 1
liegt. Die Bedingung |z — 1| > || besagt, daB der Punkt 7 vom Punkte 1
keine kleinere Entfernung besitzt als vom Nullpunkt, d. h. daB er
links von der Geraden oder auf der Geraden liegt, die im Punkt }
senkrecht zur Achse der reellen Zahlen errichtet ist. Analog bedeutet
|74 1| = 7, daB der Punkt 7 auf oder rechts
von der Geraden liegt, die im Punkte —3
senkrecht zur Achse der reellen Zahlen steht.

Der genannte Kreis und die beiden er-
wahnten Geraden begrenzen nun ein Ge-
biet G in der oberen Halbebene (vgl. die
Fig.70). Zwei gegeniiberliegende Punkte v und
7+ 1 auf den geradlinigen Begrenzungs-
linien AC und A’C’ von G sind iquivalent;
ebenso je zwei gegeniiberliegende Punkte ¢

und ——% auf den Begrenzungsteilen 4 B und BA’ von G. Setzen

wir daher fest, daB von den Randpunkten des Gebietes G die auf
den Randteilen 4C und A B liegenden Punkte (B inklusive) zum Gebiete
gerechnet werden sollen, die iibrigen, auf den Randteilen B A’ und
A’C’ liegenden, aber nicht, so gilt zufolge Satz 3:

. Zu jedem Punkt v’ in der oberenw Halbebene gibt es einen dqui-
valenten Punkt v, der dem Gebicte G angehirt.

Die Punkte 4, B, 4’ und den unendlich fernen Punkt, in welchem
AC und A’C’ zusammenlaufen, wollen wir als ,Ecken“ des Gebietes G
bezeichnen. Wir sehen also G als ein ,,Viereck“ an. Die Ecke B

2
reprasentiert den Punkt 7—14, die Ecke 4 den Punkt t=¢ % =y,
i

die Ecke A’ den Punkt 1 — ¢+ 1= — @ =¢3. Der Winkel, unter
12

welchem die Seiten 4B und AC in 4 zusammenstoBen, ist offenbar 3

Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, 14
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§ 2. Die elementaren Modulformen.

Die Variablen w,, w, mogen der einen Einschrinkung unter-
liegen, daB
(1) P g = is
@y
eine positive zweite Koordinate s besitzen, der Punkt 7z also in der
oberen Halbebene liegen soll. Es sind dann

1
(my oy + myeg)t’

8 = g (0, w,) =60 3’

2 5 1
: I ggzgs(“’vwz):l‘loz’(?nm’
4 (wv m,) = g,* — 27 &"

eindeutige, homogene, stets endliche Funktionen der beiden Variablen
w,, w,. Wir wollen g,, g;, 4 als die ,elementaren Modulformen«
bezeichnen.

Nach Kap. 2, §10,(6) und § 12,(5) ist

2 = (2‘0—1> [12 + 20 j’ lnah]:zn}
o () [0kt 208, a4
® 1 o= -5 S (h=c"™)
= () a9 = —gnlown =,
4= 2w —neme = B3 e — 24t 4.
1 #=1 1

Hier bedeuten ( () und {,(n) die Summen der dritten bzw. fiinften
Potenzen der Divisoren der natiirlichen Zahl n. Die Darstellungen (3)
sind fiir alle in Betracht kommenden Werte der Variablen w,, w,
giiltig und lassen ebenso wie (2) erkennen, daB g,, g,, 4 homogen
von den beziiglichen Graden —4, —6, —12 sind und dafl 4 (als
unendliches Produkt) stets von Null verschieden ist.

§ 3. Die absolute Invariante J (7).

Wir bilden' nun aus g, und 4 die nur ‘vom Periodenverhiltnis 7
abhingende Funktion

g 3
1) TW="5,
die auch durch die Gleichung

(1) J)—1="28
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definiert werden kann. [ (v) nennen wir die ,absolute* Invariante;
dieselbe soll als Funktion von z nun niher untersucht werden.

Es ist nach § 2

1 3
= +20n2+...]
2) f<r>=b2—ha—m—m~-*=%%+clh“r--l,

wo die auftretende Potenzreihe von A% = ¢2¢77, solange [h%] <1 ist,
konvergiert, weil 4 bestindig von Null verschieden bleibt.

Wir haben also zunichst:

Satz 1. ] (v) ist eime in der otercn Halbebene reguldre Fumktion
von .

Da g,, g, 4 sich nicht én@ern, wenn (wq, w,) durch ein iqui-
valentes Paar (w,’, w,") ersetzt wird, so gilt ferner:

Satz 2. Sind v’ und v zwei dquivalente Punkte der oberen Halb-
ebene, so st
(3) J@)=7J()
Die fiir uns wichtigste Eigenschaft der Funktion J(7), zu deren Beweis
wir uns nun wenden, ist aber diese:

Satz 3. Bedeutet a cinen gegebenen endlichen Wert, so besitzt
die Gleichung
(4) J@—a=0

eine und nur etne Losung v im Gebiele G.

Schneiden wir von G durch eine Parallele CC’ zur Achse der
reellen Zahlen das Gebiet G’ = CABA’C’ ab, so werden .alle Lé-
sungen der Gleichung (4), die sich im Gebiete G finden, notwendig
dem Gebiete G’ angehéren, sobald der Abstand ¢ der Parallelen CC’
von der Achse der reellen Zahlen geniigend gro genommen ist.
Denn ist

T =7r-41s,
wo s >¢, so wird
!h2| — !8211‘7"—-2::5] g e~ 2:10,

also durch geniigend groBe Wahl von ¢ beliebig klein und folglich
nach (2) der absolute Betrag von J () beliebig groB, z B. | J (v)| > |a].
Dann kann aber eine Losung der Gleichung (4) im Gebiete G sicher
nicht auBerhalb des Gebietes G’ vorhanden sein.

Wir wollen nun zundchst annekmen, daf auf dem Rande von G’
niemals J(v) — a = 0 wird. Dann ist

N =50 [dlog(] @) —a)
n'l(G,,

14*
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die Anzahl der Losungen der Gleichung (4), wo das Integral positiv
durch die Berandung von G’ erstreckt wird. Das Integral zerlegen
wir nach dem Schema

B B ¢ ¢ ¢

J=+]-T+]

A 4 a4 a ¢
wo die ersten beiden Integrale durch die Kreisbogen A B bzw. A’B,
die iibrigen geradlinig zu nehmen sind. Substituiert man im ersten

1 .. . e
Integrale - fiir 7, so geht es in das zweite iiber; ebenso geht das

dritte Integral, wenn man ¢ -+ 1 fiir 7 setzt, in das vierte iiber, denn
es bestehen nach Satz 2 die Gleichungen

(5) (=D =70, Ja+1)=J0).

Diese Integrale heben sich also auf, und es kommt

C
(6) N—gm [dl5(J (@~ a).
2

Durchliuft nun
T=7r-+1$

die geradlinige Strecke C’C, so beschreibt

h? = g27ir, p—27s — g2mir p—27c

einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius ¢ ~27¢, welcher durch
VergroBerung von ¢ beliebig klein gemacht werden kann. Das Inte-
gral (6) gibt daher an, wenn wir J(z) — ¢ als Funktion von A? be-
trachten, von welcher Ordnung diese Funktion im Nullpunkt unend-
lich wird. Daher ist nach (2)

N=1,
d. h. J(v) — a wird im Gebiete G genau einmal Null, w. z. b.-w.

Etwas umstindlicher wird der Beweis unserves Salzes, wemn wir
die Annahme, J(v)— a blesbe auf dem Rande vom G’ bestindig von
Null verschieden, nicht machen. Wir verfahren dann so: Wir mar-

kieren auf dem Rande von G’ die Punkte

(7) A, B, A, p, ', by B - -

die so gewahlt werden sollen, daB unter ihnen
diejenigen Randpunkte vorhanden sind, fiir welche
J () — a verschwindet(Fig.71). pund p’sollen dabei
symmetrisch zur Achse des Imagindren liegen,
ebenso p, und p,’ usw. Die Punkte p’, p/, ...
scheiden wir durch Kreisstiicke aus dem Gebiete
G' aus, die so klein gewahlt werden, daB in ihnen,
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vom Mittelpunkt abgesehen, J (z) — @ nicht 0 wird; die Punkte p,p,, ...
dagegen umgeben wir nach dem AuBeren von G’ hin mit ebensolchen
kleinen Kreisstiicken; endlich werden auch noch A4, B, A’ durch
Kreisbégen ausgeschlossen. So entstehe aus G’ das Gebiet G”.

Die um die Punkte (7) gelegten Kreisbogen bezeichnen wir be-

ziiglich mit ‘

(4), (B), (4), (8), (#)> (1)> (B1): ---
und haben dann in verstindlicher Schreibweise, wenn wir die sich
aufhebenden Integralteile gleich untérdriicken,

(8) 2niN=_[dlg(](r)——a)

f+f+r+f+f+f+f+f+

4 B @ @ @) @) ®)
wo nun N die Anzahl der Nullstellen von J(z) — a im Gebiete G”
bedeutet.

Wegen der Gleichungen (5) heben sich die Integrale iiber (p)
und (p’) auf, ebenso iber (p,) und (p,") usw. Verschwindet nun die
Funktion J(r) —a nicht in den Ecken 4, B, A’, so koénnen die
Integrale iiber (A4), (B), (4’) fortgelassen werden, und (8) geht
iiber .in

c

2niN=f,
P

also in (6), womit N = 1 bewiesen ist.

Es bleibt noch der Fall zu behandeln, daf J (v)—a in den Ecken
verschwinde.

Fir 7 ==1 ist

) =X ~ — 3 oy
140 (my + mgi) = (—myitmy)

—— .1

(my+mgiy
da m,, — m, dieselben Wertpaare wie m,, m, durchlaufen; also
g =0, J(@)=1.

Fir v=p ist

w1 gg 1 1 1 1
(10) 2("’1 + mg 9)‘ 2/ (my. o* o+ mg)‘ e 2(— my @ — m, + my)*
_ 1 , 1
o (my + my 9)‘ =0
da —m,+my, —m, dieselben Wertpaare wie m,, m, durch-

laufen; also

&=0, J(=
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Fir a =1 verschwindet also J(v) —« in B, aber nicht in 4
und A’ Folglich ist fir a =1

c
11) 2aiN= [+ [.
¢ B
Wegen ](— -:-) = J (v) ist aber, wenn (B’) den Bogen (B) zu
einem Vollkreis (K) erginzt,
1 1
(12) [aig@—1)=[aig(7(~ L) —1) =5 [a1eU@ - 1).
(B) (8 (K)
Nach (1) verschwindet nun J(¢r) — 1 in 7 =14¢ von gerader Ord-
nung 2» (» >1). Nach (11) und (12) ist aber
‘N=1—y9,
also, da N seiner Bedeutung nach > 0 ist,
N =0; y=1.
In G” verschwindet daher J(rv) — 1 nicht; diese Funktion hat
also in G nur die eine Nullstelle 7 = ¢.
Auf dieselbe Art zeigt man, daB die Gleichung J(¥)=0 in G
nur die eine Losung t= p besitzt.

Damit ist Satz 3 bewiesen.

§ 4. Die Gleichungen g: (w1, w2) = ¢z, gs (@1, @) =c3.
Es seien jetzt ¢, und ¢, gegebene Werte, fiir welche

3 2 __
€y 27 cg" =¢

von Null verschieden 1ist.

Die Gleichungen
ga (05, wy) = ¢y,
(1) _

gs (@5, 602) = (3

seien nach @, und @, aufzuldsen.
1 2

2mi
1. Es sei ¢,=—0. Setzt manv=e 3 =g, so ist nach § 3, (10)

gs(wy, w,0)=0.
Bestimmt man noch w, aus

140 1

wl=—2——
1 Cs (m, +m, 0)8°

so ist (1) erfiillt.
2. Es sei ¢;=0. Fiir r==4 ist nach §3, (9) die Gleichung

g3 (wy, @,1)=0
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erfilllt. Die Losung von (1) wird dann durch
60 1

4
CU = — 7 . na
1 2} (my + myi)t

geliefert.
3. Es sei ¢, +0, ¢; +0.

Die Gleichungen (1) sind dann und nur dann erfiillt, wenn die
Gleichungen

g (wy, @) ¢’ 8e® (0, wg) — 27g% (wy, ) ¢

@) ga (@01, @) _ G g5° (@, @) g
bestehen.

. , . -
Betrachten wir nun w, und —m—“ =1 als zu bestimmende GroBen,
1

so schreiben sich die Gleichungen (2) in der Form
1

1403 ————
w2=22_ 0 (my +my0)°
¢ , 1 ’
O ey
=%
J@=7%-

Nach § 3, Satz 3 hat die letztere Gleichung eine Losung t; aus
der ersteren ergibt sich dann w, durch Wurzelziehen und w, aus
Wy =, T.

Damit ist die zu Beginn dieses Kapitels gestellte Frage in be-
jahendem Sinne beantwortet:

Es st stets moglich, die Perioden w,, wy so zu wihlen, daf die
Invarianten g,, g, einer mit diesen Perioden gebildeten Funktion
@ (u|oy, wy) vorgeschriebene Werte ¢y, cg mit ¢,® —27¢cg® =0 besitzen.

§ 5. Die Funktion «*(r).

Im 3. Kapitel, § 3, haben wir gesehen, daB die elliptische Funktion
s(u) der Differentialgleichung

1) [" ()] =(1 — s? () (1 — =2 s? (u))
geniigt. %? war dabei als Funktion von t definiert durch die
Gleichung
Pt e —e,

2.2 __ 2 78
(2) = Byt ey —e;’
und es ist ¥ von O und 1 verschieden, da die Werte ¢,, ¢,, ¢; von-
einander verschieden sind. Zu jedem v (mit positiv imagindrem Teil)
gehort also ein von 0 und 1 verschiedener Wert von »? und eine
Funktion s(x). Wir fragen nun, ob umgekehrt zu jedem von 0 und 1
verschiedenen »? di¢ Differentialgleichung (1) durch eine elliptische
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Funktion s (#) befriedigt werden kann. Es ist also zu untersuchen, ob
fir jedes von O und 1 verschiedenz a die Glzichung

(3) w (1) =a
durch ein © mit positiv imagindrem Teil gelost werden kann.

Wir setzen
a1 1
(4) €= — "3 > e=¢€3+ 1, ea=1¢;+a, also e +e+e=0
und mit Riicksicht auf Kap. 1, § 7, (16),
(5) g = —4(e 60+ g5+ €3¢,), gs=4e ¢, ;.

Dann sind die Zahlen e,, ¢,, ¢; voneinander verschieden, und daher ist

g0 — 278>+ 0.
§ 4 lehrt nun,daB die Gleichungen (5), also auch (4) durch zwei Perioden

w,, o, befriedigt werden kénnen. Setzt man -2 — ¢ und tragt (4)in
1’ 2 .

1
(2) ein, so erkennt man, daB dieses 7 der Gleichung (3) geniigt.

5. Kapitel.
Elliptische Gebilde.

§ 1. Das Weierstrasssche Gebilde.

Sind x und y zwei komplexe Variable, die durch eine algebraische
Gleichung mit konstanten Koeffizienten
(1) G(x y)=0
verbunden sind, so nennen wir die Gesamtheit der Wertepaare, welche
der Gleichung (1) geniigen, ein algebraisches Gebilde. Jedes Werte-
paar (%, y) heiBt eine Stelle oder ein Punkt des Gebildes. Gibt es
reelle Wertepaare (x, y), die zu dem Gebilde gehéren, so werden
diese durch die Punkte der algebraischen Kurve G(x, y)=0 dar-
gestellt, wenn wir x, y als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene
deuten.

Wir wollen uns nun hier mit dem algebraischen Gebilde
(2) ¥ =ay%* +a, 5 + 8,2 + agx + a, = G, (%)
beschiftigen, wobei wir die Konstanten a,, ..., a4, nur der einen Be-
dingung unterwerfen, daB G, (x)= 0 keine Doppelwurzel hat.

Damit ist insbesondere der Fall ¢; =0, 4, = 0 ausgeschlossen;
sonst wiirde nimlich die Doppelwurzel co vorliegen. Die rechte Seite
von (2) ist also ein Polynom 3t oder 4 Grades. Das durch (2)
dargestellte algebraische Gebilde nennen wir das elliptische Grund-
gebilde.
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In diesem Paragraphen betrachten wir den speziellen Fall, wo
es sich um das Gebilde

(3) V=4x—gx—g,

das Weierstrasssche Gebilde, handelt. Hierin bedeuten g, und g, be-
liebige Zahlen, die nur der Bedingung

A=g2%— 21240
unterliegen.

Wir haben im vorigen Kapitel bewiesen: Die GréBen w, und
w, konnen so bestimmt werden, daB

60 37 1

(7my @0y + my )
wird und % nicht reell ist.
1

= ga» 1403 1

(my @y +my wy)8 -

83

Bildet man mit diesen GroBen w;, ®, die Funktion @(u),

so ist
P () =49 (u) — gy 0 (u) — &

und folglich wird
(4) x=@pu), y=¢'
ein Punkt des Gebildes (3) sein. Wir behaupten, daB die Stellen
des Gebildes und die Punkte eines Periodenparallelogramms der
Funktion @(u) eindeutig umkehrbar aufeinander bezogen sind. Zu-
nichst entspricht vermoge (4) jedem Punkt eines Periodenparallelo-
gramms ein- Punkt des-Gebildes (wenn die Stelle x =00, y = 0o zu
dem Gebilde gerechnet wird). Ferner hat die Gleichung x = 0 (u)
im Periodenparallelogramm genau zwei Lésungen u, und u,; fiir
diese ist @' (u,) = — ' (u,) Gehort also u, zu (¥, y), so gehort Uy
zu (x, — y); fir y < 0 gehort daher zu (%, y) genau ein Punkt des
Periodenparallelogramms. Fiir y = 0 aber ist u, = u,, so daB auch
in diesem Falle der Stelle (x, 0) des Gebildes genau ein Punkt u,
des Parallelogramms entspricht.

Das Ergebnis dieses Paragraphen kénnen wir nun leicht auf den
allgemeinen Fall (2) ausdehnen. Das geschieht in §§ 2, 3.

§ 2. Das Gebilde ¥2 = Gs(x).
Es sei
1) V=054 a,2* + agx + a, = G4 () (a, +0),

wo das Polynom G, (x) drei verschiedene Nullstellen haben mége.
Wir setzen



218 1L, 5. Elliptische Gebilde.
dann geht (1) iiber in
a. a
(2) 3’12=—1x13—|—(371b—|—a2>x1ﬂ+....

a
Nun wihlen wir ¢ und b derart, daB x,® den Faktor 4 und x,?
den Faktor O erhilt:

_— —4— 5 12 .
Hierdurch erhilt (2) die Form
yP=4x"— g% — g5
wobei sich die Koefﬁzienten go und g, leicht durch q,,..., a, aus
driicken lassen. Die Diskriminante g,® — 27g,? ist dabei 40, da

Gy (x) =0 lauter einfache Wurzeln hat. Nach § 1 wird daher das
Gebilde (1) durch

(3) x=%(§’(u) —>—<P( )s S’=%¥=¢'(u)

dargestellt, wo @ (u) die zu den Invarianten g,, g; gehorige g-Funktion
bedeutet. ¢ (u) ist also eine elliptische Funktion zweiten Grades mat
dem Doppelpol uw = 0. Die Gleichungen (3) ergeben jede Stelle des
Gebildes (1) genau einmal, wenn # alle Lagen in einem Perioden-
parallelogramm annimmt.

§ 3. Das Gebilde y*= G4(x).
SchlieBlich sei das Gebilde
(1) Yy =ayxt +a,x® + a2 + ay x4 a, = G, (%)

gegeben, wo G, (x)= 0 vier verschiedene Wurzeln hat.

Wir setzen
_ 1 ) S
—wte =
und finden
(2) Y1 —“o( —{—cx) +“1x1(1+cx1)3+“2x12(1+Cx1)2
+ ag x13(1 + cx1) + “4.x14

= b, %,® + by x,* + by %, + by,
falls ¢ eine Losung der Gleichung G,(x)= 0 bedeutet. Da G,(x)
lauter einfache Nullstellen hat, so gilt dasselbe fiir das Polynom (2);
aus demselben Grunde ist b, =G,/ (c)#0. Nach dem Ergebnis des
vorigen Paragraphen liBt sich nun das Gebilde

D=b %>+ by, by x, b,
darstellen durch

=5 w053 m=".
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Das Gebilde (1) wird also dargestellt durch

b b '
pm—tsto—p(u), y=— T = gl(u)
t(pw-2) 1(p@-2)
’ 12 12
Das Ergebnis fassen wir noch einmal zusammen:
Satz: Die Punkle des elliptischen Grundgebildes
(3) yr=ayx*+a, x* 4+ a2 +a; x + a,

lassen sich darstellen in der Form

. __ap(u)+bd
| #= o) = 5w Ta

o _(ad—b0)p'(w)
y=¢'()="rottar (ad —bec+0).

@ (u) ist also eine elliptische Funktion 2'° Grades und hat die
Polsumme Null. Ist die rechte Seite von (3) ein Polynom 3'** Grades,
also ay=0, so ist p(u) eine ganze lineare Funktion von @ (u).

Durch die Substitution

__ax+b __{ad—bo)y,
T ex+d’ y= (c# +a)?

geht (3) iiber in

v =4x>—g,x —g.

§ 4. Das Legendresche Gebilde.

Das Gebilde
(1) Y= =21 =47,
wo x? von 0 und 1 verschieden ist, wollen wir das Legendresche
Gebilde nennen, weil es der Form der elliptischen Integrale zugrunde
liegt, die Legendre bei seinen klassischen Untersuchungen benutzte.
Dasselbe fillt natiirlich unter die im vorigen Paragraphen behandelten

Gebilde. Man kann aber auch ganz direkt zeigen, dal dieses Gebilde
durch elliptische Funktionen dargestellt werden kann.

Nach § 5 des vorigen Kapitels 148t sich namlich die Gleichung
x(r)=a (a40 und 4 1)

stets durch ein ¢ mit positiv imaginidrem Teil 16sen. Die zu diesem
t gehorige Funktion s(u) geniigt dann der Differentialgleichung

(s@W)P =01 —sw)(1 — as® ).
Daher 148t sich das Gebilde (1) darstellen durch
x=-s(u), y=:s(u).
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§ b. Die Hauptform der Riemannschen Fliche
des Gebildes 2 = G4 (x) ).

Wir wollen im folgenden den inneven Zusammenhang der Stellen,
aus denen sich das elliptische Grundgebilde zusammenseizt, genauer
studieren. Hierzu dient die von Riemann herrilhrende Darstellung
der mehrdeutigen Funktionen durch die nach ihm benannten Flichen,
welche wir aber hier nur fiir den uns speziell interessierenden Fall
in Betracht ziehen wollen.

Eine Fliche F heift Riemannsche Fliche des elliptischen Gebildes
(1) yr=Agx* + A, 23 + A, x>+ 4,2+ 4, = G, (%),
wenn die Punkte der Fliche cindeutig wmkehrbar den Stellen des Ge-
bildes 2ugeordnet sind und zwar so, daf eimer stetigen Lagendnderung

des Punkies auf der Fliche F eine stetige Anderung des zugehorigen
Wertepaares (x, y) ensspricht, solange % und y endlich bleiben.

Aus dieser Definition folgt, wie sogleich noch niher ausgefiihrt
werden soll, dafl die Riemannsche Fliche nichi eindeusig bestimmi ist,
sondern in den mannigfaltigsten Arten herstellbar ist.

Zunichst erhalten wir unmittelbar eine besonders einfache Gestalt
der Riemannschen Fliche des Gebildes (1), wenn wir die Darstellung
des Gebildes in der Form

(2) x=gu), y=q¢ (4
heranziehen. Dabei bedeutet ¢ (u) eine elliptische Funktion zweiten
Grades mit der Polsumme Null.
Die Punkte (x, y) des Gebildes sind durch die Gleichungen (2)
eindeutig umkehrbar den Punkten des Periodenparallelogramms abcd
zugeordnet. Von den Randpunkten des Parallelo-
gramms sind dabei nur die Punkte auf den Seiten
ab, ad zum Parallelogramm zu rechnen, exklusive
der Punkte 4 und d. Nehmen wir die Rand-
punkte mit hinzu, so verhilt sich die Sache so,
daB immer je zwei gegeniiber liegende Punkte,
wie x4 und g oder » und »’, denselben Punkt des
elliptischen Gebildes reprasentieren und daB ins-
besondere die vier Ecken a, b, ¢, d alle vier
einem und demselben Punkt des Gebildes ent-
sprechen (Fig.72). Eswird dann also die Eindeutigkeit
gestort, insofern gewisse Punkte des Gebildes zwei verschiedenen

1) Eine eingehendere Behandlung der Riemannschen Flichen findet man
im 8. Abschnitt. (A. d. H)
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Punkten und ein Punkt des Gebildes sogar vier Punkten der Paral-
lelogrammfliche korrespondieren.

Die. Mehrdeutigkeit kinnen wir aber auf folgende Weise wieder
beseitigen. Wir denken uns das Parallelogramm aus einem voll-
kommen biegsamen und dehnbaren Material hergestellt. Wir bringen
dasselbe zunichst durch geeignete Dehnung in die Form eines Recht-
ecks (Fig.73). Sodann biegen wir die Rechtecksfliche in die Gestalt
eines Zylinders derart, daBl die Seite cb auf die Seite ad fillt, wo-
durch sich je zwei Punkte u, ' in einen einzigen Punkt vereinigen

Ry

R

ag

L =
Fig. 74.

(Fig. 74). Nunmehr biegen wir die Zylinderfliche in einen Kreisring
oder Torus, wobei nun auch je zwei entsprechende Punkte » und +/,
sowie die vier Punkte a, &, ¢, d zur Deckung gelangen (Fig. 75).

Auf die Punkte dieses Kreisvinges sind nun die Stellen des ellip-
tischen Gebildes eindeuttg umkehrbar und stetig bezogem.

Dabei ist noch zu bemerken, dall wir zwei Stellen im Perioden-
parallelogramm, also auch auf dem Kreisringe haben, an welchen
¥ =00, y==00 wird, wenn a, von Null verschieden ist, im andern
Falle nur eine solche Stelle.

Im ersteren Falle miissen wir also, um eine durchgingig eindeutig
umkehrbare Beziehung zwischen den Stellen des elliptischen Gebildes
und den. Punkten des Kreisringes zu haben, das Wertepaar x = oo,
y = oo zweimal als Stelle des elliptischen Gebildes rechnen.

Den Kreisring wollen wir als die ,,Hauptform* der Riemannschen
Fliche des elliptischen Grundgebildes (1) bezeichnen.

Man beachte, daB den Parallelen zu dem einen Seitenpaar ab,
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