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I.Kapitel.
Einleitendes.

§ 1. Definition und Anzahl verdnderlicher Sterne. Zur Gruppe der
veranderlichen Sterne rechnet man alle diejenigen Sterne, bei denen auf
irgendeine Weise (wie etwa visuell, photographisch, lichtelektrisch) eine
Verinderlichkeit ihrer Helligkeit festgestellt werden kann. Hand in Hand
mit der Entwicklung der astronomischen Beobachtungsmethoden macht
sich deshalb eine rasche Zunahme der Anzahl bekannter Sterne mit ver-
dnderlicher Helligkeit bemerkbar. Wihrend im Jahre 1850 nur 24 Sterne
als verdnderlich bekannt waren?, enthilt ein Katalog aus dem Jahre 1896
schon 393 Sterne?; 1915 wurden 1687 Sterne als sicher verdnderlich an-
erkannt3; 1926 waren es schon 2671 Sterne* und bis 1930 ist die Zahl der
verdnderlichen Sterne auf 4581 angewachsen®. Die rasche Entwicklung
unserer Kenntnis von verdnderlichen Sternen um die Jahrhundertwende
rithrt von der Einfithrung photographischer Beobachtungsmethoden in die
Astronomie her. Diese erméglichen, im Gegensatz zu visuellen Beobach-
tungen, in besonderem MaBe Durchmusterungsarbeiten, so daB3 dadurch
ein systematisches Suchen nach verdnderlichen Sternen auf gréBeren Ge-
bieten am Himmel durchgefiithrt werden konnte. Die Verwendung licht-
elektrischer Methoden zur Untersuchung verdnderlicher Sterne hat durch
die Erhshung der Beobachtungsgenauigkeit zur Vermehrung der An-
zahl bekannter Verdnderlicher beigetragen. Auf diese Weise konnten bei

1 Verzeichnis von ARGELANDER (1850).

2 Dritter CuaNDLERscher Katalog (1896).

3 Geschichte und Literatur der verinderlichen Sterne. Leipzig, Poeschel
und Trepte 1918—1922.

4 Vierteljahrschrift der Astronomischen Gesellschaft 1926.

s Kleine Verdff. d. Univers.-Sternwarte Berlin-Babelsberg, Nr. 9 (1930).
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zahlreichen Sternen Helligkeitsschwankungen nachgewiesen werden, die
sich zuvor ihrer Kleinheit wegen der Beobachtung entzogen. Es ist wahr-
scheinlich, daB sich auf lichtelektrischem Wege bei zahlreichen Riesen-
sternen und vielleicht bei allen roten Giganten sehr kleine Helligkeits-
schwankungen nachweisen lassen. Im Zusammenhang mit den in Ka-
pitel V zu behandelnden unregelmiBigen Verianderlichen ist dies beson-
ders interessant.

§ 2. Literatur iiber verdnderliche Sterne. Uber den heutigen Stand
unserer empirischen Kenntnisse von den Eigenschaften veridnderlicher
Sterne gibt am besten und vollstindigsten der Artikel von H. LUDEN-
DORFF im Handbuch der Astrophysik, Bd. VI, S.49—=250 (Berlin:
Julius Springer 1928) Auskunft. Fiir denjenigen, der sich eingehender mit
dem Studium verdnderlicher Sterne beschéftigen méchte, diirften einige
Hinweise auf unentbehrliche Literatur niitzlich sein. An erster Stelle ist
die ,,Geschichte und Literatur des Lichtwechsels der bis Ende 1925 als
sicher verdnderlich anerkannten Sterne nebst einem Katalog der Ele-
mente ihres Lichtwechsels“ zu erwdhnen, ein dreibindiges Werk, das im
Auftrage der Astronomischen Gesellschaft von G. MULLER und E. HART-
WwiIG bei Poeschel und Trepte in Leipzig herausgegeben wurde (Bd. I:
1918, II: 1920, III: 1922). Das Werk enthilt Angaben iiber die Literatur
jedes einzelnen verinderlichen Sternes. Ein Katalog der Elemente des
Lichtwechsels verdnderlicher Sterne wird jahrlich neu bearbeitet von
R. PRAGER als ein Heft der Kleinen Veréffentlichungen der Universitits-
Sternwarte Berlin-Babelsberg herausgegeben. Im Vergleich zu diesen in
erster Linie den beobachtenden Astronomen interessierenden Werken ist
die astronomische Literatur arm an Darstellungen, die einen allgemeine-
ren Uberblick iiber unser heutiges Wissen vom physikalischen Zustand
verdnderlicher Sterne und den Entwicklungsméglichkeiten dieses Gebie-
tes der Astrophysik geben. Diese Tatsache mag als Rechtfertigung dafiir
gelten, daf} hier eine Behandlung der verdnderlichen Sterne unter allge-
meinen physikalischen Gesichtspunkten versucht wird, wodurch, wie ich
hoffe, sich einige Richtlinien fiir die kiinftige Beobachtung verinder-
licher Sterne ergeben werden.

§ 3. Benennung verdnderlicher Sterne. Zum Abschlu8 der einleiten-
den Bemerkungen iiber verinderliche Sterne sei noch einiges iiber die Art
ihrer Benennung mitgeteilt, die auf einen Vorschlag von ARGELANDER
zuriickgeht. Die Veridnderlichen werden in jedem Sternbild in der Reihen-
folge ihrer Entdeckung mit den groBen lateinischen Buchstaben R, S . ..
Z bezeichnet. Nach Erschopfung dieser neun Buchstaben werden die
Kombinationen RR, RS...RZ, SS...ZZ benutzt, was im ganzen
45 neue Moglichkeiten gibt. Sind in einem Sternbild noch mehr als
54 Verdnderliche bekannt, so wird mit der Bezeichnung AA ... AZ,
dann BB ... BZ, bis schlieBlich QQ...(QZ fortgefahren. Fiir jedes
Sternbild stehen auf diese Weise 334 Bezeichnungen zur Verfiigung. Trotz

%
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dieser groBen Anzahl kommt man jedoch heute schon bei Sternbildern,
die MilchstraBenwolken enthalten, wie z. B. Sagittarius und Ophiuchus,
in Verlegenheit, da sich die Anzahl der Veridnderlichen in diesen Stern-
bildern durch die vor kurzem vor allem am Harvard Observatory be-
gonnene systematische Durchmusterung der MilchstraBenwolken nach
verinderlichen Sternen sehr stark vermehrt hat. Hitte in der Mitte des
vorigen Jahrhunderts das riesige Anwachsen der Zahl bekannter ver-
anderlicher Sterne vorausgesehen werden kénnen, so wire wohl die
Durchnumerierung der Verinderlichen eines Sternbildes mit V1, V2. ..
als die zweckmiBigere Bezeichnung eingefithrt worden. 1913 hat NIjLAND®
auf die Vorzilige dieser Numerierung hingewiesen, ist aber mit dem
Abinderungsvorschlag der damaligen geldufigen Bezeichnungsweise
R,S...Z...in V1, Vz...Vg... nicht durchgedrungen. Man ist
jedoch schon jetzt bei den Sternbildern Ophiuchus und Sagittarius ge-
zwungen, nach Erschopfung aller Kombinationen bis QZ mit der Be-
zeichnung V 335, V 336 . . . fortzufahren.

II. Kapitel.
Klassifikation der verdnderlichen Sterne.

Bei einer einwandfreien Klassifikation der veridnderlichen Sterne
haben alle Sterne, deren Verinderlichkeit die gleichen physikalischen Ur-
sachen hat, in ein und dieselbe Klasse eingereiht zu werden und sind zu
trennen von solchen Sternen, deren Veridnderlichkeit auf andere Ursachen
zurlickzufiihren ist. Dies setzt aber schon die Kenntnis der physikali-
schen Vorginge voraus, die die Veridnderlichkeit eines Sternes erzeugen.
Es ist die Aufgabe dieses Aufsatzes, darzustellen, was bisher in dieser
Richtung erreicht wurde. Die Klassifikation der verinderlichen Sterne
muf3 auf das vorhandene Beobachtungsmaterial gestiitzt werden und
hiingt deshalb sehr wesentlich von Umfang und Art dieses Materials ab.
Man wird dabei bestrebt sein, vorliufige unter mehr oder weniger for-
malen Gesichtspunkten durchgefiihrte Klassifikationen allmihlich durch
eine endgiiltige physikalische Einteilung der verdnderlichen Sterne zu
ersetzen. Wir wollen zunichst versuchen, zu zeigen, wie aus dem bis jetzt
vorhandenen Beobachtungsmaterial eine Klassifikation der veridnder-
lichen Sterne herausgeschilt werden kann, der eine gewisse physikalische
Bedeutung zukommt.

§ 1. Lichtkurven. An erster Stelle ist die grofe Fiille von Beobach-
tungen des Lichtwechsels einzelner Sterne zu nennen. Daraus 146t sich
schon eine erste Trennung der Verdnderlichen in drei groBe Gruppen
vornehmen: a) in solche, deren Lichtwechsel streng periodisch verlduft,
b) in solche, die halbregelmiBigen Lichtwechsel zeigen und c) in solche,
deren Lichtwechsel, soweit sich beurteilen 148t, vollig regellos verlduft.

t Astr. Nachr. 199, 215 (1914).
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Bei streng periodischem Lichtwechsel wiederholt sich die Lichtkurve, die
man gewohnlich mit der Zeit als Abszisse und der jeweiligen Helligkeit
als Ordinate aufzeichnet, ohne wesentliche Form4nderungen nach Ablauf
jeder Periode. Bei halbregelmiBigem Lichtwechsel 148t sich zwar noch
eine gewisse Periodizitit feststellen; die Lichtkurven kénnen aber zu ver-
schiedenen Zeiten starke Unterschiede aufweisen, ja, die Periodizitat
kann fiir lingere Zeit iiberhaupt aussetzen und spiter wieder auftauchen.
Bei den unregelmiBigen Verdnderlichen endlich 148t sich keinerlei Ge-
setzmiBigkeit im Verlauf des Lichtwechsels feststellen.

Lassen wir uns zunichst allein vom Gesichtspunkt der Periodizitit
leiten, so hdtten wir zusammenfassend in Gruppe a) alle Sterne, die sich
verhalten wie

a,) B Persei (Algol), § Lyrae,

a,) RR Lyrae, ST Virginis, Verdnderliche in Sternhaufen,

a,) 0 Cephei, 7 Aquilae, ¢ Geminorum,

a,) o Ceti (Mira), y Cygni,
in Gruppe b) alle Sterne, wie

b,) RV Tauri, RS Camelopardalis,

b,) U Geminorum, SS Cygni,
in Gruppe c) alle Sterne wie

¢;) R Coronae,

¢c,) p Cephei, X Herculis,

¢;) Nova-dhnliche Sterne RS Ophiuchi,

c,) Neue Sterne. ‘

Dabei ist die Trennung zwischen Gruppe b) und c) eine lockere, da es
schwierig ist, festzustellen, wann noch eine gewisse Periodizitit als vor-
handen angesehen werden kann.

Um die in jeder Gruppe schon angedeutete weitere Unterteilung vor-
zunehmen, ‘reicht ein Studium der Lichtkurven allein nicht mehr aus.
Zwar konnte man etwa an eine weitere Gruppierung nach Periodenlidnge,
Form und Amplitude der Lichtkurven denken. Aber eine Entscheidung
dariiber, ob man auf diese Weise physikalisch homogene Gruppen er-
hilt oder nicht, ist im allgemeinen nur durch Hinzunahme andersartiger
Beobachtungen moéglich. So kénnten z. B. nach Form und Amplitude
der Lichtkurven sehr wohl einige Bedeckungsverinderliche und einige
{ Geminorum-Sterne in ein und dieselbe Gruppe zusammengetan werden,
wihrend erst andersartige Beobachtungen uns zeigen, daf3 die physika-
lische Ursache des Lichtwechsels in beiden Fillen eine véllig verschiedene
ist. Andererseits sind, vor allem wegen der Verschiedenheit in den Ampli-
tuden der visuellen Lichtkurven, die 6 Cephei-Sterne und die Mira-Sterne
in zwei verschiedene Gruppen eingeteilt worden, wihrend die ungefihre
Gleichheit der Amplituden der Gesamtstrahlung bei den ¢ Cephei-Sternen
und den Mira-Sternen doch auf eine enge physikalische Verwandtschaft
hinzuweisen scheint.
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§ 2. Spektrale Untersuchungen. Zur weiteren Klassifikation der ver-
dnderlichen Sterne wird man deshalb Beobachtungen iiber eventuell vor-
handene, den Lichtwechsel begleitende spektrale Veranderungen heran-
ziehen. Die einfachste Art, dies zu untersuchen, ist, visuelle und photo-
graphische Lichtkurven nach Form und Amplitude zu vergleichen. Auf
diese Weise kommt man allerdings nicht in allen Fallen sehr viel weiter,
da z. B. bei Verfinsterungsverinderlichen Unterschiede in Form und
Amplitude der zu verschiedenen Spektralbereichen gehdrenden Licht-
kurven beobachtet werden, ohne daB eine wirkliche Temperaturinderung
in der strahlenden Schicht einer der beiden Komponenten vorliegt. Diese
Unterschiede sind vielmehr durch Verschiedenheit im Spektraltypus
der beiden Komponenten und durch die Abhingigkeit der Randverdun-
kelung von der Wellenlinge des Lichtes bedingt. Doch werden hier im
allgemeinen die Anderungen klein sein, da der Lichtwechsel in erster
Linie nur von den geometrischen Verhiltnissen im Doppelsternsystem
abhingt. Wenn sehr bedeutende Unterschiede zwischen visuellem und
photographischem Lichtwechsel beobachtet werden, wird dies dazu
zwingen, eine andere Ursache als eine reine Verfinsterung fiir die Licht-
schwankung anzunehmen. So hat z. B. erst die Entdeckung SCHWARZ-
scHILDs?, daB bei 5 Aquilae, im Gegensatz zu § Lyrae, die Amplitude des
Lichtwechsels im photographischen Bereich wesentlich gréBer ist als im
visuellen, es ermdoglicht, die § Cephei-Sterne einwandfrei von den Ver-
finsterungsveranderlichen zu unterscheiden.

Geht man einen Schritt weiter und fiihrt eine Untersuchung der Spek-
tren der verdnderlichen Sterne nach Linienintensititen und dem Verlauf
des kontinuierlichen Spektrums durch, so ergeben sich eine Fiille von
Unterscheidungsmoglichkeiten, mit Hilfe derer sich eine physikalisch
gut begriindete Klassifikation wird durchfiihren lassen. Leider stehen
wir heute erst in den ersten Anfingen dieser Untersuchungen, auf deren
Wichtigkeit noch mehrmals hingewiesen werden wird. Deshalb soll nur
kurz angedeutet werden, wie weit durch Hinzunahme spektraler Beob-
achtungen die obigen Gruppen a, b und ¢ homogenisiert werden kénnen.

Aus Gruppe a) lassen sich in eindeutiger Weise die Verfinsterungsver-
dnderlichen vom B Persei- oder 8 Lyrae-Typus und weiteren Zwischen-
formen abtrennen. Die {ibrigbleibenden RR Lyrae-, § Cephei- und Mira-
Sterne miissen als eine im physikalischen Sinne mehr oder weniger
homogene Gruppe angesehen werden, da ihr Lichtwechsel jeweils mit wirk-
lichen Temperaturschwankungen in der Sternatmosphire gekoppelt ist
und diese Schwankungen periodisch erfolgen. Was Gruppe b) betrifft, so
sind die Spektraluntersuchungen der RV Tauri-Sterne und U Gemino-
rum-Sterne sehr viel spirlicher, als diejenigen der Sterne von Gruppe a).
Immerhin weill man, daB bei den RV Tauri-Sternen ebenfalls Tempera-

1 Publ. d. von KurrFNERschen Sternwarte 5C, 100 (1900).
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turschwankungen mit dem Lichtwechsel gekoppelt sind. In dieser Be-
ziehung sind sie also nahe verwandt mit den § Cephei- und Mira-Sternen.
Uber spektrale Anderungen bei den U Geminorum-Sternen ist sehr wenig
bekannt wegen der gro8en Lichtschwiche dieser Objekte. Beobachtun-
gen bei.SS Cygni’ scheinen jedoch darauf hinzuweisen, dafl eigentiim-
liche Verdnderungen im Linienspektrum vorkommen, insofern zur Zeit
des Lichtminimums Emissionsbiander auftreten, die zur Zeit des Licht-
maximums als Absorptionsbdnder erscheinen. Dies ist ein so fundamen-
taler Unterschied gegeniiber den spektralen Verhiltnissen der RV Tauri-
Sterne, dafl Gruppe b) notwendig aufgespalten werden muBl. Viel gréBere
Ahnlichkeit, was das spektrale Verhalten betrifft, scheint zwischen U Ge-
minorum-Sternen, nova-ihnlichen Sternen und Novae zu bestehen. Da-
mit kommen wir zu einer weiteren Aufteilung von Gruppe c). Auch bei
den R Coronae-Sternen scheinen die spektralen Anderungen in der
Hauptsache darin zu bestehen, daf3 zur Zeit des Minimums Emissions-
linien auftreten, die zur Zeit maximaler Helligkeit in Absorption erschei-
nen. Ganz verschieden ist dagegen das spektrale Verhalten der p Cephei-
Sterne, die deshalb von den tibrigen Sternen der Gruppe c) loszutrennen
sind.

§ 3. Radialgeschwindigkeiten. Noch unvollstindiger als unsere
Kenntnisse iiber spektrale Anderungen, die den Lichtwechsel eventuell
begleiten kénnen, sind solche iiber Anderungen der Radialgeschwindig-
keiten. Wenn wir von denjenigen Radialbewegungen absehen, die sich,
wie bei den Verfinsterungsveridnderlichen, auf reine Bahnbewegung eines
Doppelsternsystems zuriickfithren lassen, so sind Messungen der Radial-
geschwindigkeiten dazu geeignet, Aufschlull zu geben iiber eventuell vor-
handene Bewegungen in den strahlenden Schichten der verinderlichen
Sterne. Unterschiede hierin wiirden ebenfalls weittragende Moglichkeiten
bieten, die verdnderlichen Sterne in physikalisch homogene Gruppen ein-
zureihen.

§ 4. Die verschiedenen Klassen veridnderlicher Sterne. Mit Hilfe des
kurz angefiihrten, oft sehr liickenhaften Beobachtungsmaterials, das sich
im wesentlichen aus Lichtkurven, Spektren und Radialgeschwindigkeiten
zusammensetzt, wurde von verschiedenen Autoren eine verschiedene
Klassifikation der verdnderlichen Sterne durchgefithrt®. Wir {ibergehen
hier diese verschiedenen Arten der Einreihung und beschrinken uns auf
die Wiedergabe einer Einteilung, in der eine physikalisch homogene
Gruppierung versucht wird, soweit dies heute schon auf Grund des vor-
handenen Beobachtungsmaterials méglich ist. Dabei wollen wir gleich
von vornherein die Verfinsterungsverinderlichen abtrennen; sie sollen
auch im Folgenden nicht weiter behandelt werden, da sie zweckmiBiger
im Zusammenhang mit Doppelsternsystemen betrachtet werden.

1 Apams u. Joy: Popular Astr. 30, 103 (1922).
2 Siehe Handbuch der Astrophysik 6, 59ff. (1928).
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1. Kurzperiodische Cepheiden: RR Lyrae, ST Virginis. Ganz regel-
miBiger Lichtwechsel, Temperaturwechsel, veridnderliche Radialge-
schwindigkeit, Periode kiirzer als 14, Spektrum B—F.

2. Klassische Cepheiden: 6 Cephei, 5 Aquilae, ¢ Geminorum. Ganz
regelmiBiger Lichtwechsel, Temperaturwechsel, verinderliche Radial-
geschwindigkeit, 19 < P < 409, Spektrum F—K.

3. RV Tauri-Sterne: RV Tauri, R Sagittae. HalbregelmiBiger Licht-
wechsel, Temperaturwechsel, verdnderliche Radialgeschwindigkeit,
301 << P < 809, Spektrum G—M, sehr selten.

4. Langperiodische Verinderliche: o Ceti, y Cygni. RegelmaBiger
Lichtwechsel, Temperaturwechsel, verdnderliche Radialgeschwindigkeit,
go? < P < 600Y, Spektrum K, M, N, R, S.

5. Unvegelmifige Verinderliche: X Herculis. Ganz unregelmiBiger
Lichtwechsel, veranderliches Linienspektrum, geringe Radialgeschwin-
digkeitsanderungen, Spektrum K, M, N, R, Pec.

6. R Coronae-Sterne: R Coronae borealis. Lichtwechsel, Auftreten
von Emissionslinien im Minimum, Absorptionsspektrum konstant (G,
K, R, Pec.), Radialgeschwindigkeit aus Absorptionslinien konstant, sehr
selten.

7. U Geminorum-Sterne: U Geminorum, SS Cygni. UnregelmiBiger
Lichtwechsel, Auftreten von Emissionsbindern zur Zeit der Minima,
Spektren sehr linienarm (frithe Typen?), Radialgeschwindigkeitsande-
rungen unbekannt, sehr selten. ,

8. Nova-dhnliche Verinderliche: T Pyxidis, RS Ophiuchi. Unregel-
miBiger Lichtwechsel, Spektren Nova-ihnlich, Linienverschiebungen
ebenfalls Nova-dhnlich, sehr selten.

9. Neue Sterne: Einmalige groBe Lichtzunahme, spektrale Anderun-
gen, Linienverschiebungen.

Bei jeder Gruppe sind durch Stlchworte einige charakteristische
Eigenschaften angefithrt, die bei der Mehrzahl der zur betreffenden
Gruppe gehorenden Sterne nachgewiesen sind. Typische Lichtkurven
von einzelnen angefiilirten Sternen findet man in dem oft zitierten
Aufsatz von LUDENDORFF im Handbuch der Astrophysik, Bd. 6,
wiedergegeben. Im Folgenden sollen die einzelnen Gruppen niher be-
sprochen werden.

II1. Kapitel.
Die ¢ Cephei-Sterne.

A. Allgemeine GesetzmiBigkeiten bei ¢ Cephei-Sternen.

§ 1. Allgemeines iiber die Lichtkurven der d Cephei-Sterne. a) Form
der Lichtkurven. Das in letzter Zeit sehr stark angewachsene Material an
visuellen und photographischen Lichtkurven von d Cephei-Sternen macht
es moglich, nach einer Abhingigkeit der Form der Lichtkurven von der
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Periode zu suchen. Tatsichlich scheint eine solche Abhingigkeit zu be-
stehen, worauf LUDENDORFF! und HERTZSPRUNG? hingewiesen haben.
Neu hinzugekommene Lichtkurven haben diesen Zusammenhang bisher
bestitigt.

Die kurzperiodischen Cepheiden (Periode kleiner als 1 Tag) besitzen
im Durchschnitt eine vom Minimum zum Maximum auBerordentlich
steil ansteigende Lichtkurve mit wesentlich flacherem Lichtabfall. Diese

«ra'

-

‘replupgdlt il

4 ¢ & 2 V4 V4 7 7 V-4 20 22 24 26 a8
Abb. 1. Asymmetrie der Lichtkurven von J Cephei-Sternen.

Asymmetrie zeigt sich im allgemeinen auch bei den klassischen Cepheiden
mit Perioden, die kleiner sind als g Tage und dann wieder bei solchen mit
Perioden, die groBer sind als 14 Tage, wihrend die Lichtkurven der
0 Cephei-Sterne mit Perioden zwischen g und 13 Tagen sehr viel sym-
metrischer verlaufen. Die Asymmetrie der Lichtkurven kann am besten

durch den Quotienten P"f charakterisiert werden, wobei M -—m die

Zeit des Helligkeitsanstieges vom Minimum bis zum Maximum und P
die Periodenlinge bedeutet. In Abb. 1 sind diese Werte fiir 273 Cephei-

t Astr. Nachr. 209, 217 (1919).
2 Bull. Astr. Inst. Netherlands 3, 115 (1926).

0ep
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den mit Perioden kleiner als 30 Tage gegen die Periodenlédnge aufgetra-
gen. Das Material ist dem PraGERschen Katalog der veridnderlichen
Sterne fiir 1931 entnommen. Die beiden Sterne RS Ceti und SZ Tauri

fehlen in der Abbildung, da fiir sie M;m die Werte 0,70 und 0,64 hat.

5 sind zwischen zwei Grenzwerte ein-

Die moglichen Werte von

geschlossen, wobei die obere Grenze unabhingig von der Periode zu sein
scheint und ungefihr gleich 0,5 zu setzen ist. Denn nur eine verschwin-
dend kleine Anzahl von § Cephei-Sternen besitzt Lichtkurven, bei denen

der Lichtanstieg linger dauert als der Lichtabfall. Die untere Grenze von
M—m

ist dagegen eine deutliche Funktion der Periodenlinge und ist

durch eine méglichst glatt verlaufende Kurve in Abb. 1 wiedergegeben.

Die Sonderstellung der Sterne mit Perioden von 10—11 Tagen geht dar-

M—m besitzt fiir diese

aus deutlich hervor. Der mogliche Bereich von

Perioden ein ganz ausgesprochenes Minimum. In diesem Zusammenhang
ist auch das Vorkommen von sekundiren Wellen in den Lichtkurven der
& Cephei-Sterne bemerkenswert. Bei Sternen mit P <C g wurde, wenn
iberhaupt, eine sekundire Welle nur auf dem absteigenden Ast der Licht-
kurve beobachtet. Bei Sternen mit ¢ < P < 12¢ scheint die Welle,
wenn eine solche iiberhaupt vorhanden ist, sehr nahe mit dem maximalen
Licht zusammenzufallen, wihrend endlich bei einzelnen Sternen mit
P > 129 eine sekundire Welle auch auf dem aufsteigenden Ast der Licht-
kurve beobachtet wird:. Auch in dieser Hinsicht scheinen die Sterne mit
Perioden zwischen 10 und 11 Tagen eine Sonderstellung einzunehmen.
Wiirde man also versuchen, aus der Form der Lichtkurve allein auf die
Lange der Periode des Lichtwechsels zu schlieBen, so geldnge im allge-
meinen keine eindeutige Zuordnung. Vielmehr 148t sich zu einer Licht-
kurve eine wahrscheinlichste Periode kleiner als 10 Tage und eine solche
grofer als 1o Tage zuordnen. Welches die wirkliche Periode ist, 148t sich
dann manchmal an Hand sekundirer Wellen entscheiden.

b) Die Verteilung der Perioden. Wir untersuchen hier zunichst die
Verteilung der Perioden unter den klassischen § Cephei-Sternen (P > 19).
Wir legen dazu wieder PRAGERs Katalog der verdnderlichen Sterne fiir 193t
zugrunde und zdhlen die Zahl der Cepheiden in gleich groBlen Perioden-
intervallen, wofiir wir ein Intervall von 2 Tagen wihlen. Tabelle 1 enthalt
das Ergebnis dieser Abzihlung, das in Abb. 2 durch Kurve a graphisch dar-
gestellt wird. Perioden von 5 Tagen kommen, wie man sieht, am hiufig-
sten vor. Es ist vielleicht natiirlicher, die Zahl der Cepheiden nicht fiir
gleich lange Periodenintervalle, sondern fiir gleiche Intervalle von log P

zu bestimmen. Dazu wurde das Intervall 4log P = ij; =0,2 gewihlt

t Bull. Astr. Inst. Netherlands 3, 115 (1926).
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Tabelle 1. Verteilung der Perioden unter den klassischen
d Cephei-Sternen.

Periodenintervall Anzahl Periodenintervall Anzahl Periodenintervall Anzahl
19— 3¢ 10 114 —13¢ 12 218 —23¢ 3
2 — 4 26 12 —i4 9 22 —24 3
3— 35 47 13 —1§ 8 23 —25 5
4 — 6 50 14 —16 10 24 —26 4
5 — 7 41 15 —17 10 25 —27 1
6 — 8 39 16 —18 10 26 —28 2
7—09 25 17 —19 9 27 —29 2
8§ —10 13 18 —20 6 28 —30 I
9 —I1I 19 19 —2I 3
10 —I2 17 20 —22 3

und die entsprechenden Anzahlen gegen log P aufgetragen. Die so ent-
stehende Verteilung gibt Kurve b in Abb. 2 wieder. Die Verteilung
nihert sich etwas mehr einer Gaussschen Fehlerkurve mit dem Maximum

48 74 46 498 70 2 7% 16 log P

5
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| | { { i N |
00 2 ¥ 6 B WK I A 22 2Y A 28 P
Abb. 2. Die Verteilung der Perioden unter den klassischen d Cephei-Sternen.

bei ungefahr log P = 1,0, also P = 10Tagen. Sie 4Bt sich aber nicht sehr
befriedigend durch eine solche Fehlerkurve darstellen. Am besten wiirde
eine Darstellung der beobachteten Verteilung durch Uberlagerung zweier
Fehlerkurven gelingen, die sich zwischen log P = 0,9 und log P = 1,0
iiberschneiden wiirden. Im Zusammenhang mit der eigenartigen Stellung
von Cepheiden dieser Periodenldngen in Bezug auf die méglichen Formen
der Lichtkurven scheint mir eine solche Darstellung durch zwei getrennte
Verteilungen nicht unwesentlich zu sein.

Tabelle 2 enthilt die Verteilung der Perioden unter 177 kurzperiodi-
schen ¢ Cephei-Sternen (P < 1%), ebenfalls unter Zugrundelegung des
Pracerschen Katalogs fiir 1931. Sie ist in Abb. 3 durch Kurve a gra-
phisch wiedergegeben und kann in befriedigender Weise durch eine ein-
zige Fehlerkurve dargestellt werden. Die Verteilung iiber gleiche Inter-
valle von log P wurde ebenfalls bestimmt, wobei als Intervall der Wert

Alog P = :;f = 0,2 gewdhlt wurde. Die Verteilung wird in Abb. 3
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Tabelle 2. Verteilung der Perioden unter den
kurzperiodischen Cepheiden.

Periodenintervall Anzahl Periodenintervall Anzahl
olo—ol1 o) 055—09%6 62
0,1—0,2 I 0,6—-0,7 27
0,2—0,3 4 0:7—‘0:8 3
0,3—0,4 23 0,8—0,9 2
0,4—0,5 55 0,9—1,0 | o

durch Kurve b wiedergegeben und 148t sich ebenfalls in befriedigender
Weise durch eine einzige Fehlerkurve darstellen. Dies ist ein fundamen-
taler Unterschied zwischen der Gruppe der klassischen Cepheiden und
der der kurzperiodischen Cepheiden. Wihrend auf Grund des Verteilungs-
gesetzes der Perioden die letztere Gruppe homogen ist, trifft dies fiir die
erstere nicht zu. Vielmehr scheint eine Teilung der klassischen Cephei-

den in zwei Gruppen mit P<C 104

Z” A R A L > 10d die Verhiltnisse
7 besser zu beschreiben.
60 ana A c) Die Verteilung der Ampli-
2 JA\NA tuden der Lichthurven. Das Ver-
\ :}( ! T teilungsgesetz der Amplituden
“ X k der Lichtkurven ist fiir eine
30 : / / \ X Theorie der é Cephei-Sterne von
20 2 Y grofler Bedeutung. Darauf hat
» / X/I \ l‘\ kiirzlich vor allem GERASIMO-
) y _,J e L_.\x:) 4 VICT h1ng.ew1esen‘. Eine empiri-
0 4z o7 96 96 # 0 sche Ableitung dieser Verteilung

Abb. 3. Verteilung der Perioden unter den kurz-

periodischen Cepheiden. gestaltet sich besonders schwie-

rig, da einmal ein homogenes
Beobachtungsmaterial, frei von Skalenfehlern, notwendig ist und das
vorhandene Material stark durch Auswahl verfilscht sein wird, weil die
Entdeckungsmoglichkeit stark mit wachsender Amplitude des Licht-
wechsels zunimmt. Tabelle 3 enthalt die beobachtete Verteilung der
visuellen Amplituden unter den kurzperiodischen und den klassischen
Cepheiden nach Frl. Gtissow®. GERASIMOVIC hat die Verteilung der
photographischen Amplituden von 46 klassischen Cepheiden niher unter-
sucht. Er beschrinkte sich dabei auf nur einwandfrei beobachtete Licht-
kurven, bei denen der Fehler der Amplitude nicht groSer als 071 sein
diirfte. In Tabelle 4 ist die beobachtete und die unter Anbringung von
Korrektionsfaktoren wegen verschiedener Entdeckungswahrscheinlich-
keit berechnete Verteilung fiir Cepheiden mit P <C 109 wiedergegeben.
Das wichtigste Resultat ist dabei, daB auch die unter plausiblen An-
nahmen iiber die Entdeckungswahrscheinlichkeit berechnete Verteilung

t Z. Astrophys. 2, 85 (1931). 2 Diss. Berlin 1924.
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Tabelle 3. Beobachtete Verteilung der Amplituden unter den
d Cephei-Sternen.

Amplitude pe IdA“rahIP - Amplitude P A“T“hl M
<073 o] ! 1 150 9 | 9
0,3 o 4 1,1 5 5
0,4 I 3 1,2 5 4
0,5 2 9 53 I 5
0,6 4 8 1,4 o 2
0,7 4 13 1,5 5 4
0,8 3 i 16 1,6 I o
0,9 7 | 6 >1,6 | o | o

Tabelle 4. Beobachtete und korrigierte Verteilung der

photographischen Amplituden.

Mittlere photogr. Beobachtete ' Entdeckungs- Verbesserte
Amplitude Anzahl | wahrscheinlichkeit Anzahl
or60 2 | 0,12 24
0,87 8 F 0,27 32
1,10 16 ‘ 0,38 44
1,27 14 ‘ 0,44 33
1,43 4 t 0,49 9
1,56 3 | 0,52 7
1,69 I | 0,55 3
1,80 o) ‘ 0,57 o

ein Hiufigkeitsmaximum aufweist und keineswegs monoton mit ab-
nehmender Amplitude zunimmt.

§ 2. DieVerteilung der Cepheiden am Himmel. Die Lage kosmischer
Objekte am Himmel bezieht man zweckmiBig auf den durch die Milch-
straBe definierten gréften Kreis am Himmel und legt die Lage eines Ob-
jektes durch Angabe der galaktischen Linge und galaktischen Breite fest.
Uns interessiert hier vor allem die Verteilung der Cepheiden in galak-
tischer Breite. Dabei zeigt sich abermals ein wesentlicher Unterschied
zwischen klassischen und kurzperiodischen § Cephei-Sternen. Tabelle 5

Tabelle 5. Verteilung der Cepheiden in galaktischer Breite.

Breite ! klass. Ceph.:\n\zahll(urzp. Ceph.
00— 100 95 ! 6

10 ~20 9 10

20 —30 4 7

30 —40 o | 14

40 —50 o ‘ 6

50 —60 | 2 ' 7

60 —70 | 1 6

70 —380 o 3

80 —go o] 3

enthalt die Verteilung von 112 klassischen und 62 kurzperiodischen
Cepheiden nach galaktischer Breite. Die drei klassischen Cepheiden mit
galaktischen Breiten groBer als 500 sind die beiden noch wenig bekannten
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Sterne RS Ceti (galaktische Breite = 520, P = 17%4) und RY Bootis
(galaktische Breite = 62°, P = g%1), sowie der Stern mit besonderem
Spektrum W Virginis (galaktische Breite = 580, P = 1793)1, Wihrend
also die klassischen Cepheiden die MilchstraBenebene in ganz aus-
gesprochener Weise bevorzugen, sind die kurzperiodischen Cepheiden
mehr oder weniger gleichmafBig iiber alle galaktischen Breiten verteilt.

§ 3. Die Bewegungen der J Cephei-Sterne. Eine systematische
Untersuchung der Bewegungsverhiltnisse von Cepheiden wird zur Zeit am
McCormick und am Mt Wilson Observatory durchgefiihrt und es ist zu
hoffen, daB3 wir bald etwas mehr iiber dieses wichtige Gebiet wissen. Die
ausfiihrlichste Diskussion iiber die Eigenbewegungen (EB) der Cepheiden
verdankt man R. E. WiLson?®, der zeigen konnte, dal} die klassischen
Cepheiden und die kurzperiodischen Cepheiden auch in Bezug auf die
EB in zwei getrennte Gruppen zerfallen. Wir stellen die von ihm ge-
fundenen mittleren Werte fiir die totale EB (u,), fiir die Komponente der
EB im groBiten Kreis durch Sternort und Apex (v,) und fiir die Kompo-
nente der EB in der Richtung senkrecht zum Apex (7,) zusammen und
zwar getrennt fiir die Gruppe der kurzperiodischen und der klassischen
Cepheiden. Dabei beziehen sich die Werte der EB auf ein Zeitintervall
von 100 Jahren. Die Zerlegung der EB in die beiden Komponenten » und
7 geschieht, um etwas aussagen zu kénnen iiber das Verhiltnis der wirk-
lichen Sternbewegung zur reflektierten Sonnenbewegung. Spiegelt sich

Gruppe ‘ Zahl ‘ m {I o ‘: ¥ ' ‘ (2
kurzp. Ceph. (P< 19 ’ 19 ar8 5765 + 17769 ! +079
klass. Ceph. (P> 1% 51 6,8 2,18 +1,32 | —0,09

bei einer Gruppe von Sternen im Mittel nur die Sonnenbewegung wider,
so miissen sich die 7-Komponenten wie zufdllige Fehler verhalten, d. h.
ihr Mittelwert 7, miiBBte sehr nahe gleich Null sein. Wenn also 7, sehr
klein ist relativ zu »_, so kénnen wir schliefen, daB die gemessenen EB
der Sterne in der Hauptsache aus einer parallaktischen Verschiebung be-
stehen. Dies trifft zu fiir die klassischen Cepheiden aber nicht fiir die
kurzperiodischen. Die letzteren besitzen, was aus einer Analyse der Ra-
dialgeschwindigkeiten hervorgeht, auBergewshnlich grofe Bewegungen
im Raum und gehéren zur Gruppe von Sternen groBer Geschwindigkeiten.
Die folgenden Werte sind einer Arbeit von STROMBERG® entnommen.
Er fand aus Radialgeschwindigkeiten fiir 37 Cepheiden mit P > 2¢ als
Geschwindigkeit der Sonne relativ zu dieser Gruppe von Sternen den Wert
11,5 km/sec, wihrend die Sonnengeschwindigkeit relativ zu 26 Cephei-
den mit P < 0%y auf den Wert 109 km/sec ansteigt.
* LunpENDORFF: Handbuch der Astrophysik 6, 213 (1928).

2 Astrophys. J. 35, 35 (1923).
3 Astrophys. J. 61, 363 (1925); Mt WiLsoxn Contr. 293.
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Der sehr viel groBere Wert von py, fiir die kurzperiodischen Cepheiden
im Vergleich zu den klassischen Cepheiden 148t sich im wesentlichen auf die
viel gréBere Raumgeschwindigkeit der kurzperiodischen Cepheiden zuriick-
fithren. Bei gleicher absoluter Leuchtkraft und gleicher Raumgeschwindig-
keit der Sterne beider Gruppen wire, da eine Abnahme der mittleren schein-
baren Helligkeit um 3 GréBenklassen eine VergréBerung der mittleren Ent-
fernung auf das Vierfache bedeutet, bei den kurzperiodischen Cepheiden
der Wert p, = 2718/4 = 0754 zu erwarten. Nun zeigen die Radial-
geschwindigkeiten, dafl die mittlere riumliche Geschwindigkeit der kurz-
periodischen Cepheiden das 9.5fache der Geschwindigkeit der klassischen
Cepheiden betrigt. Bei gleicher Leuchtkraft aber verschiedener Raum-
geschwindigkeit wire fiir die kurzperiodischen Cepheiden daher der Wert
Uo = 9.5 X 0754 =51 zu erwarten. Aus der guten Ubereinstimmung
mit dem beobachteten Wert u, = 576 schlieBen wir, daB die mittlere
Leuchtkraft der kurzperiodischen Cepheiden nicht sehr von derjenigen
der klassischen Cepheiden verschieden sein kann, sondern dafi der groBe
Unterschied in y, auf einen Unterschied in der rdumlichen Geschwindig-
keit zurilickzufiihren ist.

Der Umstand, daB sich in den E B der klassischen Cepheiden die Be-
wegung der Sonne im Raum widerspiegelt, ermdglicht es, eine mittlere
Entfernung der klassischen Cepheiden anzugeben und damit eine absolute
Leuchtkraft dieser Sterne abzuleiten. Dies ist dagegen nicht méglich fir
die kurzperiodischen Cepheiden, die eine Strombewegung im Raum zu
besitzen scheinen.

§ 4. Die Perioden-Leuchtkraftkurve (PLk). Eine der fruchtbarsten
Entdeckungen der Stellarastronomie war die von Mil LEAVITT gefundene
Beziehung zwischen Periode und Leuchtkraft bei 6 Cephei-Sternent.
Thre weitere Ausgestaltung und volle Ausniitzung zum Studium des
Baues des Sternsystems verdankt man in erster Linie SHAPLEY?, dessen
Arbeiten sich an eine Untersuchung HERTZSPRUNGS?® {iber die mittlere
Parallaxe von ¢ Cephei-Sternen anschliefen. Nachdem es gelungen war,
auch in einzelnen Sprialnebeln d Cephei-Sterne nachzuweisen, hat Hus-
BLE* die PLk dazu benutzt, um zum ersten Male Entfernungen dieser
Himmelsobjekte abzuleiten, die nicht mehr auf reiner Spekulation fufen.
Unsere gesamte Kenntnis vom Aufbau des Sternsystems, wenn wir von
der nichsten Umgebung der Sonne absehen, beruht letzten Endes auf der
PLk, und es erscheint daher angebracht, etwas niher auf diese Beziehung
einzugehen. Die Bestimmung der PLk geschieht zweckmiBig in zwei
Schritten: a) die Festlegung ihres Verlaufs, b) die Bestimmung ihres Null-
punktes.

Harvard Ann. 60, 105 (1908) und Harvard Circ. 173 (1912).
SuAPLEY: Star Clusters, Harvard Monograph 2 (1930).

Astr. Nachr. 196, 201 (1913).

I
2
3
4 Astrophys. J. 69, 103 (1929); Mt Wilson Contr. 376.
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a) Den historischen Ausgangspunkt und auch heute noch die beste
Quelle zur Festlegung des Verlaufs der PLk bietet die kleine Magellan-
sche Wolke. In dieser Sternwolke findet man eine groBe Zahl von § Ce-
phei-Sternen verschiedener Perioden (—o0,3<log P<{ +2,2), und da die
Entfernung der Wolke als groB angenommen werden kann gegeniiber
ihrer eigenen Ausdehnung, so sind die scheinbaren GréBen der Cephei-
den in der Wolke alle nur um eine additive Konstante, den Entfernungs-
modulus, von den absoluten Gréfen (die auf die Entfernung 1o Parsek
bezogen werden) verschieden. Wenn man die scheinbaren GréBen der
Cepheiden in der kleinen Magellanschen Wolke als Ordinaten gegen die
Logarithmen ihrer Perioden als Abszissen auftrigt, so erhilt man sofort
den Verlauf der PLk. Dieser kann gesichert und verbessert werden durch

4

-5 ./

-3 i

. . _/'/ i

-6 -2 +42 +G6 +70 A4 +78 <22
Abb. 4. Visuelle Perioden-Leuchtkraftkurve. (Nach SuarLEy, Star Clusters, p. r29.)

Hinzunahme weiteren Materials von Cepheiden in anderen Sternsystemen,
deren Ausdehnung gegeniiber ihrer Entfernung vernachlissigt werden
kann. In erster Linie kommen dazu kugelférmige Sternhaufen in Frage.

b) Sehr viel schwieriger gestaltet sich die Bestimmung des Null-
punktes der PLk. Den Weg hierzu hat HERTZSPRUNG' gewiesen, der
zeigte, wie sich eine mittlere Parallaxe, also auch eine mittlere Leucht-
kraft, fiir klassische Cepheiden, die im engeren Sternsystem vorkommen‘
ableiten 14B8t. Macht man noch die Voraussetzung, daB, wo wir auch
Sterne mit § Cephei-artigem Lichtwechsel beobachten, es sich immer um
physikalisch vergleichbare Objekte handelt, so ist damit die Festlegung

* Astr. Nachr. 196, 201 (1913).
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des Nullpunktes der PLk gegeben. Gegen diese letzte Hypothese sind
mehrfach Einwidnde erhoben worden, indem darauf hingewiesen wurde,
daB in verschiedenen Sternsystemen ganz verschiedene Arten von ver-
anderlichen Sternen gefunden werden. So findet man z. B. im engeren
Sternsystem alle Typen von verdnderlichen Sternen. Das gleiche trifft
zu fir die Magellanschen Wolken. Dagegen findet man in Milch-
straBenwolken vorwiegend langperiodische Verdnderliche, in kugel-
formigen Sternhaufen kurzperiodische Cepheiden usw. Wenn diese Er-
gebnisse auch zum Teil durch verschiedene Entdeckungswahrscheinlich-
keit fiir die verschiedenen Typen von verdnderlichen Sternen bedingt
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Abb. 5. Photographische Perioden-Leuchtkraftkurve fiir 106 ¢ Cephei-Sterne in der kleinen
Magellanschen Wolke. (Nach SuaPLEY, Star Clusters p. 133.)

sein mogen, so besteht doch sicher ein systematischer Unterschied in
ihrem Vorkommen in verschiedenen Sternsystemen. DaB diese Tatsache
aber viel eher zugunsten der obigen Hypothese als dagegen spricht, wer-
den wir spiter noch darlegen.

Abb. 4 gibt die visuelle PLk wieder, wie sie den ersten SHAPLEY-
schen Arbeiten iiber die Entfernungsbestimmung der kugelférmigen
Sternhaufen zugrunde gelegt wurde. Da neuere photometrische Beob-
achtungen auf photographischem Wege angestellt werden, ist es zweck-
miBiger, eine photographische PLk zu benutzen. Abb. 5 zeigt den Zu-
sammenhang zwischen scheinbaren photographischen GréBen und log P
von 106 8 Cephei-Sternen in der kleinen Magellanschen Wolke, wiahrend
Abb. 6 die von HUBBLE im Spiralnebel Messier 31 gefundene PLk

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 2



18 P. TEN BRUGGENCATE:

wiedergibt; sie stimmt mit der eingezeichneten SHAPLEYschen Kurve fiir
log P < 1,5 gut iberein. Abb.7 enthdlt die schlieBlich von SHAPLEY
angenommene photographische PLk. Thr Verlauf ist in Tabelle 6

wiedergegeben. Der Null-
Y/ punkt der Kurve ist da-
bei um + o%23 verschoben
/. { gegeniiber der ersten visu-

78

§ ellen PLk. Trotzdem bleibt
9 / der Nullpunkt noch provi-
Y. sorisch und wenn eine weitere
Korrektion nétig sein sollte,
) . so kann sie erst nach Voll-
) endung der an amerikani-
Y 76 20 schen Sternwarten im Gange
Abb. 6. Die von HusBLE fiir Ve.r"finderlicl.le im Spiral- befindlichen Arbeiten iiber
sebel Mt gefimdene phoogrphiche PerodenLeweh  gie FRB galaktischer Ce-
pheiden angebracht werden.

Der vorliufige Nullpunkt der PLk beruht im wesentlichen auf den
EB von klassischen Cepheiden, fiir die 19< P < 109 ist. Die Entfer-
nungen der Kugelhaufen sind mit Hilfe der kurzperiodischen Cepheiden
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Abb. 7. Endgiiltig angenommene photographische Perioden-Leuchtkraftkurve.
(Nach SuaPLEY, Star Clusters p. 135.)

(P << 19) abgeleitet worden, diejenigen der Spiralnebel mit klassischen
Cepheiden, fiir die P > 104 ist. In Anbetracht, daB manche Griinde fiir
eine Dreiteilung der Cepheiden in Sterne mit P < 14, 19<< P < 10% und
P > 10% sprechen, wird man es als unbefriedigend empfinden missen,
daB die Entfernungsbestimmung von Sternsystemen, wie den Kugel-
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Tabelle 6. Die photographische Perioden-Leuchtkraftkurve.

log P Abs. phot. Gr. log P L Abs. phot. Gr.
-06 000 +0,8 ' - 1753
—0,4 0,00 + 1,0 -1,89
- 0,2 —0,07 + 1,2 —2,26
0,0 —0,31 +1,4 -2,68
+0,2 -0,61 +1,6 -3,19
+0,4 —0,93 +1,8 -3,81
+0,6 —1,22 ] +2,0 ' — 4,60

haufen und den Spiralnebeln, geeicht ist an Cepheiden, zu denen es in
diesen Systemen keine gleichen Objekte gibt. Das einzige Band, das die
drei Gruppen von Cepheiden zusammenhilt, ist die fiir 6 Cephei-Sterne
der kleinen Magellanschen Wolke gefundene PLk und die im nichsten
Paragraphen zu besprechende Perioden-Spektrenbeziehung.

§ 5. Die Perioden-Spektrenkurve (PSk). In physikalischer Hinsicht
ebenso wichtig, fiir die Anwendung dagegen von wesentlich geringerer
Bedeutung ist die bei

periodischen Verinder- 4

lichen bestehende Be- ol

ziehung zwischen Peri- T~

odeund Spektraltypus. ., =

Die Aufstellung dieser \\} —le

Beziehung verdankt 4y S NG

man SHAPLEY und Mil ™

WartoN?, die eine Be- i 3 5

. it L
stimmung des mittle 47 U a7 a8 32 6 20 27 26

ren Spektra‘ltyps fllI' . Abb. 8. Die Perioden-Spektrenkurve: [] Kurzperiodische Cephei-
70 Cepheiden durch- den', . Klassis?he C(_fpheiden, O RV Tauri—Steme‘ und X lang-
gefijhrt haben. Es ist periodische Verinderliche. (Nach SuapLEY, Star Clusters p.137.)
bemerkenswert, dafl sich die RV Tauri-Sterne und die langperiodischen
Verdnderlichen an die fiir die § Cephei-Sterne geltende Beziehung nach
der Seite zunehmender Periode hin anschlieBen. In Abb. 8 ist die PSk
graphisch wiedergegeben. Ihren numerischen Verlauf enthilt Tabelle 7,
wo in der letzten Spalte die Zahl der zu einem Mittelwert vereinigten
Sterne angegeben ist.

Gruppe I umfaBt die 6 Cephei-Sterne (kurzperiodische und klassische),
Gruppe II die RV Tauri-Sterne und Gruppe III die langperiodischen
Verdnderlichen. Die durchschnittliche Streuung der § Cephei-Sterne um
die mittlere PSk betrigt 2,1 Spektraleinheiten; sie ist also relativ gering.

Die Periode des Lichtwechsels nimmt nicht nur innerhalb jeder
Gruppe, sondern auch von einer Gruppe zur nichsten zu mit abnehmen-
der effektiver Temperatur. Da aber die drei Gruppen von verdnderlichen

t Harvard Circ. 313 (1927%).
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Tabelle 7. Die Perioden-Spektrenkurve.

log P Spektraltyp Anzahl log P Spektraltyp Anzahl
I 1I
—0,32 As0 25 +1,56 G8 5
40,31 Fy 2 1,75 K3 6
o i o 10
o8 Ga 18 2,13 M2,4e 26
»57 | 9 2,25 M29e 27
1,15 | G6,8 6 WM 6
120 | G5.3 0 233 337 :
It J Gr 2,45 Ma,1e 102
iy et > 255 | Msac 113
03 2,65 | Mbé,1e 46

Sternen sich nicht nur durch die Linge der Periode des Lichtwechsels
unterscheiden, sondern auch durch Form und RegelmiBigkeit der Licht-
kurven, sowie durch andere Besonderheiten, so enthilt die PSk die we-
sentlich weiterreichende Aussage, dafl im allgemeinen der Charakter des
Lichtwechsels eines Sternes, wenn er iiberhaupt eine Periodizitit aui-
weist, durch dessen effektive Temperatur weitgehend bestimmt ist. Bei
Sternen, deren Lichtwechsel seiner Art nach nicht zum Spektrum des
Sternes paBt, ist es angebracht, den Lichtwechsel eingehend zu unter-
suchen. DaB dadurch eine Reklassifikation eines verdnderlichen Sternes
notig werden kann, zeigt das Beispiel von SS Scutit. Hier konnte TEN
BRUGGENCATE zeigen, daB es sich nicht um einen wegen seines frithen
Spektraltyps (F8p) abnormalen unregelmiBigen Verdnderlichen, sondern
um einen & Cephei-Stern mit einer Periode von 3¢7 handelt, in Uberein-
stimmung mit seinem Spektraltyp.

§ 6. Das Leuchtkraft-Spektraltypdiagramm. Wir wollen endlich
die PLk und die PSk kombinieren, indem wir uns-die einzelnen Cepheiden
nach Leuchtkraft und Spektraltyp in einem Diagramm aufgetragen
denken. In Abb. g wachsen die Temperaturen von rechts nach links,
die Leuchtkrifte von unten nach oben. Die Gebiete, in denen in einem
solchen Diagramm (RusseLL-Diagramm) normale Sterne vorkommen,
sind schematisch durch Schraffieren gekennzeichnet, wobei durch die
Zahl der Schraffen in grober Weise die Hiufigkeit des Vorkommens von
Sternen angedeutet werden soll. Ubergiganten (M < 00) konstanter
Helligkeit, die unter den Sternen der Spektralklassen A—JM vorkommen,
sind nicht beriicksichtigt worden. Die Sonne (M = +5™, Sp. = Go) ist
durch einen Ring angegeben. Aus einer Kombination der PLk und PSk
ergibt sich dann die in dem Diagramm eingezeichnete Kurve. Die an
vier ihrer Punkte angeschriebenen Zahlen bedeuten die Logarithmen der
zugehérigen Perioden. Die einzelnen § Cephei-Sterne ordnen sich also
lings dieser Kurve an und zwar die Sterne kurzer Periode bei kleiner
Leuchtkraft und hoher Temperatur, die Sterne langer Periode bei grof3er

1 Ann. Bosscha-Sternw. 2, C 45 (1928).
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Leuchtkraft und tiefer Temperatur. Setzt man diese Beziehung nach
der Seite zunehmender Perioden fiir die RV Tauri-Sterne und die lang-
periodischen Verinderlichen fort, so kann man sie folgendermaBen deu-
ten: Ein Lichtwechsel vom Typus der § Cephei-Sterne, RV Tauri-Sterne
und langperiodischen Verdnderlichen ist nur bei einer ganz bestimmten
Kombination von Leuchtkraft (L) und Temperatur (7') méglich. Durch
eine bestimmte Kombination von L und 7" ist der Charakter und die
Periode des Lichtwechsels festgelegt. Eine nofwendige Bedingung fiir
die periodische Verinderlichkeit eines Sternes ist also, daf sein Bild-
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Abb. g. Die Perioden-Leuchtkraft-Spektren-Bezichung.

punkt im RusseLL-Diagramm in die Umgebung der Perioden-Leucht-
kraft-Temperaturkurve {PLTk) fallt. Dies ist aber noch ketne hin-
reichende Bedingung.

Wir kénnen nun diese Beziehung durch Kombination mit dem em-
pirischen Masse-Leuchtkraft-Gesetz?, um dessen theoretische Begriin-
dung wir uns nicht zu kiilmmern brauchen, zu der folgenden Uberlegung
verwenden. Wir entnehmen der PLTk die zu einer bestimmten Periode
gehorenden Werte von L und T. Mit Hilfe der L gewinnt man aus dem
empirischen Masse-Leuchtkraft-Gesetz die Masse des Sternes. Aus L
und 7 findet man mit Hilfe des als giiltig angenommenen STEFAN-
BorrzmaNNschen Gesetzes L =z ac R*T* den Radius R des Sternes.

' EppINGTON: Der innere Aufbau der Sterne 176 (1928).
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Dann 146t sich schlieBlich aus Masse und Radius die mittlere Dichte des
Sternes berechnen, der einen Lichtwechsel mit der Periode P ausfiihrt.
Diese Rechnung ist von MiB PAvNE! fiir einzelne Verdnderliche durch-
gefiihrt worden mit dem Ergebnis, daB zwischen Periode und mittlerer
Dichte g eine Beziehung der Form
P? oo 1/p

besteht. Wie genau diese Beziehung im einzelnen Fall erfiillt ist, zeigt
Abb. 10, in der log P als Abszisse und log p als Ordinate aufgetragen ist.
Leider erméglicht diese Beziehung keine Aussage iiber den dend Cephei-
Lichtwechsel hervorrufenden physikalischen Vorgang. Denn jede dy-
namische Theorie fithrt auf eine solche Beziehung. In der Theorie der
Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten spielt der Ausdruck

-2 \\
# ] ’ e '\,\. Lo
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-é 20 a% 7 72 76 20 2.7

Abb. 10. Beziehung zwischen Periode und mittlerer Dichte bei veridnderlichen Sternen.
(Nach Pay~E, Stars of High Luminosity, p. 219.)

w?/2mo, wo o die Winkelgeschwindigkeit der Rotation bedeutet, die ent-
sprechende Rolle wie P bei freien Schwingungen einer Gaskugel. Die
Form der PLTk 148t sich also durch jede dynamische Theorie der § Ce-
phei-Sterne erkliren, nicht dagegen ihre besondere Lage im RUSSELL-
Diagramm. Denn durch die mittlere Dichte allein sind keineswegs L und
T gleichzeitig eindeutig bestimmt. Dieser Umstand spricht entschieden
gegen eine Auffassung der 6 Cephei-Sterne als Gleichgewichtsfiguren, die
um einen sikular instabilen Zustand pulsieren. Vielmehr weist er darauf
hin, daB das Problem der Cepheiden aufs engste verkniipft sein muf3 mit
der Frage nach der Energieerzeugung im Innern der Sterne.

Wir haben noch die Verhéltnisse bei den kurzperiodischen Cephelden
zu betrachten. Hier liegen die Verhiltnisse sehr eigenartig insofern, als
die absolute Leuchtkraft dieser Sterne fiir alle Perioden die gleiche ist
und auch kein eindeutiger Zusammenhang zwischen Spektraltyp und

 PayNE: The Stars of High Luminosity, Harvard Monograph 3, 218
(1930).
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Periode zu bestehen scheint. Die kurzperiodischen Cepheiden verteilen
sich im RusseLL-Diagramm unabhingig von der Periode iiber ein Gebiet,
das zwischen den absoluten GroBen — 0®5 und +4-0%5 und den Spektral-
typen Bo und Fo liegt. Mittelt man L und T von kurzperiodischen
Cepheiden ein und derselben Periode, so sind diese Mittelwerte im
Gegensatz zu den klassischen Cepheiden unabhingig von der Periode.
L ist durch das empirische Masse-Leuchtkraft-Gesetz an die Masse ge-
bunden, und aus L und T ergibt sich mit Hilfe des STEFAN-BOLTZMANN-
schen Gesetzes der Radius des Sternes. Man wiirde also schlieBen miissen,
daB die Beziehung P?co1/p nicht mehr richtig ist fiir kurzperiodische
Cepheiden. Vermutlich ist dies nicht statthaft, sondern die Diskrepanz
wird auf Ursachen zuriickzufiihren sein, die mit der besonderen Lage die-
ser Sterne im RusseLL-Diagramm an der Stelle, wo sich Riesen- und
Zwerg-Ast tberschneiden, zusammenhingen mogen.

Wir kommen nun nochmals zuriick auf die Hypothese, die wir zur
Bestimmung des Nullpunktes der PLk machen mufiten, daB ndmlich,
wo wir auch Sterne mit J Cephei-artigem Lichtwechsel beobachten, es
sich immer um physikalisch vergleichbare Objekte handeln soll. Dal der
Bildpunkt eines Sternes in die unmittelbare Umgebung der PLTk fillt,
war eine notwendige, aber noch nicht hinreichende Bedingung eines
0 Cephei-artigen Lichtwechsels. In dér Umgebung der Sonne gibt es so-
genannte Pseudo-Cepheiden, die nach L und 7 sehr wohl § Cephei-
Sterne sein koénnten, aber trotzdem keinen Lichtwechsel zeigen. Ihre
Zahl ist kleiner als die Zahl der bekannten ¢ Cephei-Sterne. Allerdings
ist die Entdeckungsmaoglichkeit eines § Cephei-Sternes wesentlich grofier
als die eines unverdnderlichen Ubergiganten. Wir erhalten vielleicht ein
einigermaflen statistisch richtiges Bild iiber die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens von § Cephei-Lichtwechsel unter den Ubergiganten mit ge-
eignetem L und 7', wenn wir die Zahl der Pseudo-Cepheiden im HENRY
DraPer Katalog vergleichen mit der Anzahl Cepheiden, die scheinbar
heller sind als 8,5, denn bis zu dieser GréBe ist der H.D.C. ziemlich voll-
standig. Einerseits wird die so bestimmte Wahrscheinlichkeit zu grof3
sein, weil aus den Spektren der schwachen Sterne nur schwer auf grofe
Leuchtkraft geschlossen werden kann, andererseits besitzen aber auch
nicht alle Ubergiganten die fiir 6 Cephei-Lichtwechsel geeignete Leucht-
kraft. Der H.D.C. enthilt 114 Pseudo-Cepheiden mit den Spektraltypen
Fobis K57, und es gibt 42  Cephei-Sterne, die in den Helligkeitsbereich
des H.D.C. fallen. Die Wahrscheinlichkeit, daB3 ein Stern bei geeignetem
L und T § Cephei-artigen Lichtwechsel zeigt, kann also zu ungefihr 1/,
angesetzt werden. Die obige Hypothese wiirde an Wahrscheinlichkeit
verlieren, wenn in einem Sternsystem, etwa einem kugelférmigen Stern-
haufen, eine groBe Zahl von Pseudo-Cepheiden gefunden wiirde, ohne

1 PayNg: Stars of High Luminosity 164 (1930).
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daB darunter ungefihr ein Drittel verinderliche Helligkeit aufweisen
wiirde. Nun gibt es in kugelférmigen Sternhaufen so gut wie gar keine
Sterne, deren Bildpunkte in die unmittelbare Umgebung der PLTk fiir
P > 1dfallen. D. h. das Fehlen von klassischen Cepheiden in kugel-
féormigen Sternhaufen ist eine Bestitigung der Hypothese. Dagegen
treten kurzperiodische Cepheiden sehr hiufig in kugelférmigen Stern-
haufen auf. Aber dann enthilt der Sternhaufen auch jedesmal eine
groBe Zahl von pseudo-kurzperiodischen Cepheident.

B. Der einzelne dCephei-Stern.

§ 7. Bolometrische und mehr oder weniger monochromatische
Lichtkurven. Vom rein physikalischen Standpunkt aus wird man mit
dem Studium der Helligkeitsschwankung der Gesamtstrahlung beginnen.
Leider bietet dabei die Lichtschwiche der meisten Objekte eine bis jetzt
uniiberwindliche Schwierigkeit, so daBl radiometrische Messungen bisher
nur an den zwei hellsten Sternen, é Cephei und 7 Aquilae ausgefithrt
werden konnten®. Verallgemeinert man die fiir diese beiden Sterne er-
haltenen Resultate, so kann man schlieBen, daB die Amplitude der Ge-
samtstrahlung nicht wesentlich kleiner ist, als die Amplitude der visuellen
Strahlung.

Ein sehr viel ausgedehnteres Beobachtungsmaterial liegt dagegen vor
iiber die Lichtschwankung von § Cephei-Sternen in begrenzten Spektral-
bereichen. Da, wie SCHWARZSCHILD zuerst gezeigt hat, die Amplitude
des Lichtwechsels im photographischen Licht gréBer ist als im visuellen
Licht, so ist es unbedingt erforderlich, daB jeder Beobachter den Spek-
tralbereich angibt, auf den sich seine Beobachtungen beziehen. Diese
Regel ist leider, vor allem bei den dlteren Beobachtungen, oft nicht ein-
gehalten worden, so daB man gewisse Fragen, wie z. B. nach Veridnde-
rungen in den Lichtkurven der § Cephei-Sterne, die sich meist nur durch
Vergleich der Beobachtungen verschiedener Beobachter untersuchen
lassen, nur mit Unsicherheit beantworten kann. Esist deshalb am besten,
monochromatische Lichtkurven zu bestimmen, aber auch hier stehen
wir erst in den Anfingen eines grofe Moglichkeiten versprechenden
Arbeitsgebietes.

Frl. GUssow? hat fiir 32 Cepheiden einen Vergleich zwischen photo-
graphischer und visueller Amplitude durchgefiihrt. Sie fand dabei, daB3
im Mittel bei 11 kurzperiodischen Cepheiden die photographische Am-
plitude 1,33mal so grof ist als die visuelle, wihrend bei 21 klassischen
Cepheiden der Faktor 1,73 betrigt. Dieser Unterschied ist in erster
Linie durch die Verschiedenheit des mittleren Spektraltyps bei kurz-

1 TEN BRUGGENCATE: Seeliger Festschrift 50 (1924).
2 PeTTIT u. NICHOLSON: Astrophys. J.68, 279 (1928); Mt. Wilson Contr.

369.
3 Diss. Berlin (1924).
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periodischen und klassischen Cepheiden bedingt. Bei den einzelnen
Cepheiden sind diese Werte recht verschieden, zum Teil wohl, weil das
benutzte Beobachtungsmaterial natiirlich nicht homogen ist in Bezug
auf Skalenwert und die jeweils verglichenen Spektralbereiche.
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Abb. 11. Monochromatische Lichtkurven von S Sagittae: 4 4620, 4 4470, 1 4220 und 2 4030.
(Nach GYLLENBERG, Lund Meddel. Serie 2, Nr 24, S. 24/25.)

Untersuchungen {iber monochromatische Lichtkurven liegen von
GYLLENBERG! und TEN BRUGGENCATE® vor. In Abb. 1T sind vier der

* Lund Meddel. I1, Nr 24 (1920).
2 Ann. Bosscha-Sternw. 5, A 1 (1931).
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monochromatischen Lichtkurven reproduziert, die GYLLENBERG fiir
S Sagittae bestimmte. Das von ihm benutzte Beobachtungsmaterial
bestand aus Objektivprismenaufnahmen, die am Astrophysikalischen
Observatorium in Potsdam erhalten wurden. Die Spektren geringer Dis-
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Abb. 12. Monochromatische Lichtkurven von }~ Sagittarii. (Nach TEN BRUGGENCATE,
Ann. v. d. Bosscha-Sterrenwacht 5, Azo, Tafel 1L.)

persion wurden mit einem HarRTMANNschen Mikrophotometer an einzelnen
Stellen ausgemessen, und die Helligkeit von S Sagittae in diesen Wellen-
lingen relativ zu einem geeigneten benachbarten Vergleichsstern be-
stimmt. Die Abb. 12, 13 und 14 enthalten je 5 monochromatische Licht-
kurven von Y Sagittarii, U Sagittarii und Y Ophiuchi, die von TEN



Die verdnderlichen Sterne. 27

BRUGGENCATE aus Objektivprismenspektren, aufgenommen auf der
Bosscha-Sternwarte in Lembang, gewonnen wurden. Die Spektren
wurden mit einem Zrissschen Registrierphotometer ausgemessen und
die Helligkeit eines Cepheiden in verschiedenen Wellenlingen wieder
relativ zu einem benachbarten Vergleichsstern festgelegt. Der Ver-
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Abb. 13. Monochromatische Lichtkurven von U Sagittarii. (Nach TEN BRUGGENCATE,
Ann. v. d. Bosscha-Sterrenwacht 5, A 3o, Tafel IIL.)

gleich der fiir ein und denselben Cepheiden erhaltenen monochroma-
tischen Lichtkurven zeigt bei allen vier Sternen, dal die Amplitude des
Lichtwechsels zunimmt mit abnehmender Wellenlinge und bei einigen
der Cepheiden, daB sich die Form der Lichtkurven mit der Wellenldnge
andern kann, und daB Phasenverschiebungen insbesondere zur Zeit des
Lichtminimums zwischen den monochromatischen Lichtkurven auf-
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treten kénnen. Die Amplituden der zu verschiedenen Wellenlingen ge-
hérenden Lichtkurven sind in Tabelle 8 zusammengestellt.
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Abb. 14. Monochromatische Lichtkurven von } Ophiuchi. (Nach Ten BRUGGENCATE,
Ann. v. d. Bosscha-Sterrenwacht 5, A 40, Tafel IV.)

Tabelle 8. Amplituden der monochromatischen Lichtkurven.

2 S Sge 1 | vser USgr | ¥ Oph
4620 0790 4458 l‘ 1703 1728 } o"84
4470 1,04 4347 [ 1,03 I,40 0,92
4220 1,32 4241 1,08 1,52 ‘ 0,99
4050 1,32 4140 | 1,23 1,67 | 1,04

4048 | 1,31 1,60 | 1,03

§ 8. Temperatur- und Spektraltypinderungen. Aus den in § 7 zu-
sammengestellten Beobachtungstatsachen folgt, daB ¢ Cephei-Sterne
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nicht nur eine periodische Anderung in der Quantitit, sondern auch in
der Qualitit der Strahlung aufweisen. Mit dem Lichtwechsel 14uft also
eine periodische Anderung der Temperatur der strahlenden Schicht
parallel.

Ein grobes MaB fiir diese Temperaturschwankung liefert der Unter-
schied der Amplituden von visuellen und photographischen Lichtkurven,
also die Schwankung im Farbenindex des Sternes. In Tabelle g sind fiir

Tabelle 9. Amplitude des Farbenindex.

Stern | P ‘ 51 Ayis : Apr
XX Cyg 0,135 I Asg o7 o708
SS Cnc 0,37 [ — 1,10 0,54
RS Boo 0,38 | Agq 0,83 0,67
XZ Cyg 0,47 A3 1,04 0,58
SU Cas 1,95 Fs,5 0,33 0,14
RT Aur 3,73 F8 0,80 0,35
SU Cyg 3,85 Fy7 0,74 0,35
T Vul 4,44 F38 0,71 0,40
Jd Cep 5,37 Go } 0,61 0,49
Y Sgr 5,77 Go ; 0,74 0,39
n Aql 7,18 G 2,5 0,51 0,42
U Val 7:99 G4 [ 0,79 0,4
S Sge | 8,38 G 2,5 0,50 0,53
TT Aql 13,75 G 6,5 ‘ 0,83 0,54
X Cyg | 16,39 Gy 0,69 0,47

einige 6 Cephei-Sterne die beobachteten Schwankungen im Farbenindex
zusammengestellt. Die zweite Spalte enthdlt die Periode des Licht-
wechsels, die dritte Spalte den mittleren Spektraltypus, die vierte Spalte
die Amplitude der visuellen Lichtkurve und die letzte Spalte die Ampli-
tude des Farbenindex. Nach den Daten dieser Tabelle scheint keine
Korrelation zwischen der Amplitude des visuellen Lichtwechsels und der
Amplitude des Farbenindex zu bestehen. Es darf dabei jedoch nicht
vergessen werden, dafl in die Amplitude des Farbenindex groBe Un-
sicherheiten eingehen und eine Entscheidung tiber eine eventuell vor-
handene Korrelation nur méglich ist, wenn man ein vollig homogenes
Beobachtungsmaterial an visuellen und photographischen Lichtkurven
zur Verfiigung hat.

Viel bessere Werte fiir eine Temperaturschwankung erhilt man,
wenn man die Anderungen des Intensitidtsverlaufes im kontinuierlichen
Spektrum der ¢ Cephei-Sterne wihrend des Lichtwechsels quantitativ
verfolgt, wie dies GYLLENBERG und TEN BRUGGENCATE getan haben.
Dazu setzen wir voraus, dal3 der Intensititsverlauf in einem bestimmten
Wellenldngenintervall (4000 A<i< 5000 f&) sich durch den Inten-
sititsverlauf schwarzer Strahlung bestimmter Temperatur approxi-

 PayNE: Stars of High Luminosity 308 (1930) und, wenn nicht ent-
halten, LubpeNpoRrFF: Handbuch der Astrophysik 6, 191 (1928).
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mieren 14Bt. Wir vergleichen dann den Intensititsverlauf zur Zeit des
Maximums mit dem zur Zeit des Minimums und erhalten

caf A Tpps
oy dm (i) € S
g =10 =
2 min e%/' max

% max

wo Am <%) den Helligkeitsunterschied in GréBenklassen zwischen Maxi-
mum und Minimum an der Stelle 1/, bedeutet. Logarithmieren und
Differenzieren nach 1/; gibt
adm@i) __ ¢ LT aT T G ( _ "Cz/},Tmax)—
d)  Tmin (I ¢ ) ) I—e
Da 1< 0,5, Thax< 70000 ist, siecht man, daB mit ¢, =14300 der Expo-
nent ¢, [AT stets groBer ist als 4, so daB man mit geniigender Ndherung
die Formel erhilt

0,921

T max

= = 0g2x TIIOR g,
Die Bestimmung der Amplitude der Temperaturschwankung ist somit
moglich, wenn man z. B. T, und den relativen Gradienten g (1/;) zwi-
schen dem Intensititsverlauf zur Zeit des Lichtmaximums und zur
Zeit des Lichtminimums kennt.

GYLLENBERG schlieft aus dem Spektraltyp von S Sagittae zur Zeit
maximaler Helligkeit (F 4) auf die Temperatur und setzt diese gleich
5700°. Den Gradienten bestimmt er aus den monochromatischen Licht-
kurven A 4050 und 4 4470. Man erhilt also

C, ¢, _ 1,32—-1,04

T'min Tmax - 2,472 — 2,258

X 0,021 = + I1.I0.

Wird 7', =5700° gesetzt, so ergibt sich T';, =3970°, also eine Ampli-
tude der Temperatur von 17000I.

TEN BRUGGENCATE bestimmte die zu verschiedenen Phasen ge-
hérenden Temperaturen der von ihm untersuchten Verdnderlichen durch

Tabelle 10. Ableitung eines Gradienten zwischen

Temperaturschwankung der Intensititsverteilung im Spektrum
von dCephei-Sternen. der Verinderlichen und im Spektrum
Stern Aphot | Ar eines Vergleichssternes vom Spektral-
- ' typus 4o, dessen Intensitdtsvertei-

f/ %g;h | é, g? Z%O lung im Berei§h A 4040 = A =
Y Sgr 1,14 2000 A 4460 der Verteilung schwarzer Strah-
U sgr 1,47 2700 lung der Temperatur von I0000° sehr

nahe entspricht. Die Bestimmung dieser Gradienten geschah mit Hilfe
der fiinf monochromatischen Lichtkurven und nicht nur aus zwei, wie

r Die GYLLENBERGSChe Rechnung in Lund Meddel. II, Nr 24 ist durch
einen Rechenfehler entstellt. Der Winkelkoeffizient -+ 0,882 auf S. 23 ist
noch mit HErTzsPRUNGS Amplitude 1,39 zu multiplizieren.
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bei GYLLENBERG. Die Resultate sind in Tabelle 10 zusammengestellt.
Die wichtige Frage nach einer Korrelation von A und A, oder A
kann erst durch Vervollstindigung des Beobachtungsmaterials ent-
schieden werden. Daneben liegen fiir einige Cepheiden noch kolorime-
trisch bestimmte Temperaturen von HopPMANN und radiometrisch be-
stimmte Temperaturen von PETTIT und NicHOLSON vor. Das gesamte
zur Zeit bekannte empirische Material an maximalen und minimalen
Temperaturen von J Cephei-Sternen:ist in Tabelle 1T zusammengestellt.

Tabelle 11. Maximale und minimale Temperaturen von Cepheiden.

Stern Maxim. Temp. } Minim. Temp. ‘ Qnelle Spektraltyp
d Cep 6700 4780 k. AN 226, 1 F4—G6
d Cep 6200 4580 7, MWC 369 F4—G6
n Aqgl 5240 3960 k, AN 222, 1 F2—Gog
7 Aql 4950 3500 7, MWC 369 F2—Gg
T Vul 4670 3200 k, AN 221, 337 Fs—Gr1
SU Cas 6400 5110 k, AN 226, 1 F2—Fg
S Sge 5700 3970 g, Lund Medd. II, 24 F8—Gy
Y Oph | 5300 3800 g, Ann. Bosschas, A1 F8—Gg
Y Sgr 5600 3600 g » » ” Fs—Gjy
U Sgr 6200 3500 g » " F8— Ko

In der vierten Spalte bedeutet % kolorimetrische, » radiometrische und
g Gradienten-Messungen. Die letzte Spalte gibt die von SHAPLEY auf
Harvard - Platten geschitzten extremen Spektraltypen der Sterne an.
Es sei hier noch darauf hingewiesen, daf3 die angegebenen Temperaturen
im Durchschnitt bedeutend niedriger sind (rund 500°) als die Tempera-
turen von normalen Riesen der entsprechenden Spektraltypen. Be-
sonders grof} ist dieser Unterschied bei einigen Minimumstemperaturen,
wie vor allem bei T Vul, dessen minimale Temperatur von nur 3290°
kaum bei verniinftigen Dichten in der Sternatmosphire mit dem Spek-
traltyp G 1 vertriglich sein diirfte. Die fiir die Spektraltypen im Durch-
schnitt tiefen Temperaturen der ¢ Cephei-Sterne lassen auf geringe
mittlere Dichten der Atmosphiren schliefen. Die Cepheiden sind also
typische Ubergiganten.

Wir kommen zu einer weiteren Festlegung der Temperatur, nimlich
durch den Spektraltyp, der aufs engste mit dem Ionisationsgrad in der
Sternatmosphire zusammenhingt. Hier tritt aber insofern eine Kompli-
kation auf, als die Intensitit von Spektrallinien nicht nur von der
Temperatur der umkehrenden Schicht, sondern auch von ihrer Dichte
abhingt und diese ist in den Sternatmosphiren periodisch verdnderlich
und zwar mit der gleichen Periode, die der Lichtwechsel aufweist.

Uber die Anderungen des Linienspektrums wihrend des Lichtwechsels
ist, von einigen vorliufigen Versuchen von MiB PayNE! abgesehen, noch

* PayNE: The Stars of High Luminosity 194ff. (1930).
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nichts quantitatives bekannt. Eine qualitative Illustration dieser Ande-
rungen gibt Abb. 15, in der drei von TEN BRUGGENCATE mit dem ZEISs-
schen Registrierphotometer der Géttinger Sternwarte erhaltene Re-

c

Abb. 15. Registrierkurven von Objektivprismenspektren von V Sagittarii: a Maximale Helligkeit, b Mitt-
lere Helligkeit, ¢ Minimale Helligkeit. (Nach TEN BRUGGENCATE, Ann. v. d. Bosscha-Sterrenwacht s,
A 14, Tafel 1.)
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gistrierkurven von Spektren von Y Sagittarii, die zur Zeit des Licht-
maximums, bei mittlerer Helligkeit und zur Zeit des Lichtminimums
aufgenommen worden waren, wiedergegeben sind. Die auffallendsten
Anderungen in dem gemessenen Spektralbereich bestehen in einer
Intensitdtsinderung der Wasserstofflinien Hy und H§, sowie der G-
Bande, die Resonanzbande des CH-Molekiils ist. Daneben ist noch die
intensive Linie bei A 4077 zu nennen, weil sie durch Vergleich mit H§
ein besonders gutes Bild iiber die Intensititsinderung von Hd liefert.
Die Linie gehort dem Normalzustand des S7*-Atoms an, ist aber in den
Spektren der § Cephei-Sterne durch eine intensive Blende unbekannten
Ursprungs iiberdeckt. Dies schlieBt man aus. dem Umstand, da das
Intensitidtsverhaltnis der S»*-Dublettlinien A 4215:4 4074 in den Spek-
tren der Cepheiden ungefdhr 1:6 betrigt, wihrend es in der Sonne nach
den RowLaNDschen Intensititen den Wert 3:4 hat. Es ist einleuchtend,
daB eine Schatzung des Spektraltyps zum groBen Teil durch diese wesent-
lichen Merkmale bestimmt wird. Wie die letzte Spalte von Tabelle 11
zeigt, gehért zum Lichtmaximum ein fritherer Spektraltyp als zum
Lichtminimum.

§ 9. Die Radialgeschwindigkeitskurven von  Cephei-Sternen. Die
Linien in den Spektren der  Cephei-Sterne zeigen periodische Ver-
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Abb. 16. Radialgeschwindigkeits- und Lichtkurve von #”Sagittarii. (NachR.H. Curtiss, Lick Bull. 3, 167.)

schiebungen, die die gleiche Periode, wie der Lichtwechsel besitzen
und als Dopplereffekte zu deuten sind. Das Charakteristische der Radial-
geschwindigkeitskurven ist, daB sie, wie Abb. 16 zeigt, im allgemeinen
exakte Spiegelbilder der Lichtkurven darstellen. Als Bahnbewegung
eines Doppelsternsystems lassen sich die Radialgeschwindigkeitskurven
jedoch nicht ohne groBe Schwierigkeiten deuten. Diese bestehen vor

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 3
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allem in Folgendem. Charakterisiert man die Radialgeschwindigkeits-
kurven durch die gewshnlichen elliptischen Bahnelemente (P die Periode
des Umlaufs in Tagen, w den Abstand des Periastrons vom Knoten,
e die Exzentrizitit der Bahn, K die halbe Gesamtamplitude der Radial-
geschwindigkeiten, 7 die Neigung der Bahn, a die grofle Halbachse und y
die Radialgeschwindigkeit des Schwerpunkts), wie dies in Tabelle 12,

Tabelle 12.
Radialgeschwindigkeitskurven von ¢ Cephei-Sternen.

km Jem o o
Stern P “ (’{;ad ‘y(sec) K(sec) o éurad e R (105km) | R(106km) | 0R[R
i

z Car |35%52| 4400 | + 4,1 | 18,9 | 99 |0,36 | 859 145 | 0,059

T Mon | 27,01 | 4100 | +32 25 - — 10,30 142 0,073
RU Cam |22,17 | 4000 | —23,9 | 14,9 | 322 | 0,32 4,30 159 0,021
Y Oph | 17,12 | 5050 | — 5,1 7,7 | 202 |0,16 1,79 59 0,031
X Cyg 116,38| 4300 | + 9.3 | 28,0 | 101 | 0,25 6,12 86 0,071
¢ Gem | 10,15| 4900 | + 6,8 | 13,2 | 333 | 0,22 1,80 43 0,042

» Pav | 9,00| 4000 | +36,5 | 15,5 87 | 0,49 1,60 | 39 0,042

S Sge | 8,38| 5150 | var | 151 | 53 0,34 1,63 33 |0044
UVul | 7,99| 4300 | —1L,7 | 18,8 | 58 |045 1,84 | 52 0035
W Gem | 7,01 | 4700 | — 0,7 | 16,7 72 10,53 1,54 | 38 0,041
W Sgr 7,50 | 5750 | —28,6 | 10,5 70 10,32 1,93 24 0,081
7 Aql | 7,18| 5500 | — 14,2 | 20,6 69 | 0,49 1,77 25 0,070
U Aql | 7,02| 4500 | — 7,0 | 20,8 60 | 0,40 1,84 33 0,056
X ng 7,01} 5250 —13,5 15,2 94 | 0,40 1,33 28 09048
Y Sgr 5,77 | 5050 | — 5,0 | 20,6 74 | 0,42 1,35 27 0,050
d Cep 5537 | 5550 | — 1658 19,7 85 0:4-8 1,27 20 O!C63

T Vul | 4,43 5750 | — L4 | 17,6 | 104 0,44 | 0,060 17 0,058

« UMi | 3,97 5250 | —11,5 3,0 80 | 0,13 0,165 20 0,008
SU Cyg | 3,84| 6450 | —35,8 | 14,1 | 108 | 0,31 0,709 12 0,059
RT Aur | 3,73 5950 | +21,4 | 18,0 95 10,37 | 0,856 14 0,002
R TrA | 3,39 4900 | —18,9 | 16,0 58 |0,17 0,735 21 0,035
SZ Tau | 3,15| 5850 | — 3,1 | 109 | 77 {024 | 0460 13 |0034
DT Cyg | 2,50| 5400 | — 0,5 7,5 - |o 0,258 14 0,018
TU Cas | 2,14 5800 | —22,2 | 18 - - 0,340 11,3 [0,030
SU Cas | 1,05]| 6350 | — 7,0 | 11,0 - |o 0,295 9,2 |0,032
RR Lyr | 0,57]| 7800 | —68,3 | 22,1 | 111 |0,26 0,167 4,3 | 0,039

die eine Zusammenstellung aller bekannten Radialgeschwindigkeits-
kurven gibt, getan ist, so zeigt sich, a) daB bei den Cepheiden die w
keineswegs iiber alle Quadranten gleichméBig verteilt sind, sondern im
allgemeinen Werte in der Nihe von go® bevorzugen, b) daBl im Gegen-
satz zu den gewdhnlichen spektroskopischen Doppelsternen kurzer
Periode die Exzentrizititen im Durchschnitt recht groB sind und c) daB,
wenn. wir nicht sehr kleine Massen fiir die ¢ Cephei-Sterne annehmen
wollen (was wegen des Ubergigantencharakters unmdglich erscheint)
die groBen Halbachsen der Bahnen der Begleiter in vielen Fallen kleiner
werden wie die Radien der Hauptsterne. Wir werden im Folgenden
deshalb auch eine Doppelsternhypothese fiir die é Cephei-Sterne nicht
weiter in Betracht ziehen, sondern vielmehr die verinderliche Radial-
geschwindigkeit als eine Pulsation der Sternatmosphidre um einen
Gleichgewichtszustand auffassen.
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In der siebenten Spalte von Tabelle 12 ist das Element a - sin ¢ der
spektroskopischen Bahn unter der Bezeichnung JR angegeben. Bei
einem radial symmetrisch pulsierenden Stern ist dies (da bei Cepheiden
die'w im allgemeinen nahe bei go° liegen) nichts anderes als die halbe
Amplitude der Pulsation, die wir in 10°km .als Einheit ausdriicken.
Bei den beiden Verinderlichen 7 Mon und 7U Cas wurde R durch
Integration der Radialgeschwindigkeitskurve erhalten. Mit Hilfe der
bolometrischen absoluten Leuchtkraft L und der effektiven Tempera-
tur T (die fiir die Mehrzahl der Sterne der EppINGTONschen Tabelle
entnommen wurde?) 148t sich der Radius der Cepheiden durch Ver-
gleich mit der Sonne unter Benutzung des STEFAN-BoLTzZMANNschen
Gesetzes in Kilometer ausrechnen. Man hat

log R/R® = 0,2 (mp—m) —2-log T/T.

Fir die Sonne ist mg =+ 4785, T =35740° und R = 6,95 X 10° km.
Die in der Reduktion der photographischen oder visuellen absoluten
Leuchtkrifte, die SHAPLEYs PLk entnommen werden kénnen, auf
bolometrische absolute Leuchtkrifte mit Hilfe der mittleren effektiven
Temperatur steckenden Unsicherheiten, sowie die Unsicherheit im Null-
punkt der PLk werden die GroBenordnung der Radien nicht beein-

flussen. Aus dem Ausdruck fiir log Rﬁ sieht man, daB eine Unsicherheit

von einer GroBenklasse in den bolometrischen GréBen der 8 Cephei-
Sterne die Radien um den Faktor 1,58 dndert. Die vorletzte Spalte
von Tabelle 12 gibt die mit Hilfe der urspriinglichen SHAPLEYschen PLk
berechneten Radien. Die letzte Spalte enthilt die daraus folgende halbe
relative Pulsationsamplitude. Der aus den 26 Sternen gebildete Mittel-

wert aller %2 ist 0,046. Sollten die absoluten Leuchtkrifte systematisch
um eine GréBenklasse schwicher sein, so wiirde % = 0,074 werden.

D.h. die relativen Pulsationsamplituden sind stets, wenn wir den
absoluten GréBen einen ziemlichen Spielraum lassen, klein.

§ 10. Beziehungen zwischen Licht-, Temperatur- und Radialge-
schwindigkeitskurve®. Von grundlegender Bedeutung fiir alle Unter-
suchungen iiber den physikalischen Zustand der 6 Cephei-Sterne sind die
Phasenbeziehungen zwischen der Licht-, Temperatur- und Radial-
geschwindigkeitskurve. Bedeuten L und / die Phasen maximaler und
minimaler Leuchtkraft, 7 und ¢ die Phasen maximaler und minimaler
Temperatur, ¥V, und V, die Phasen maximaler Geschwindigkeit der
Annaherung und Entfernung der Atmosphire, KX und E die Phasen

* EppINGTON: Der innere Aufbau der Sterne 221 (1928).
2 Siehe auch Baape: Hamburger Mitt. 6, Nr 29 (1928).

3*
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maximaler Kompression und maximaler Expansion des Sternes, so gelten

die Phasenbeziehungen

t—T

I—L:__:E.
2

L=T=Vy l=t=V,; 2t T1

Leuchtkraft und Temperatur sind also in Phase mit der Geschwindig-
keit der pulsierenden Atmosphire. In Abb. 17 und 18 sind die Ver-
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Abb. 17. Phasenbeziehung zwischen Leuchtkraft, Temperatur und Radialgeschwindigkeit.

hiltnisse graphisch wiedergegeben. Abb. 17 enthilt eine schematisch
gezeichnete Lichtkurve, bei der an den betreffenden Stellen die Momente
maximaler und minimaler Temperatur, die

w‘* \ f v Phasen V, und V,, sowie K und £ angegeben
S YQ\Q sind. Abb. 18 gibt die Grenzen der Stern-
Qf | 7 atmosphdre zur Zeit maximaler Kompression
_E’i“&___%r—m—_‘ und maximaler Expansion schematisch wie-

AT Ay der, wobei die Pulsationsgeschwindigkeit

Z%////// ///i/g/i/// //////// durch Pfeile angedeutet ist und auch der

Abb. 18. Phasenbeziehung zwischen
Leuchtkraft, Temperatur und Ra-
dialgeschwindigkeit in der pul-
sierenden Sternatmosphire.

Weg, den die Atmosphire wihrend des Licht-
anstiegs und wihrend des Lichtabfalls zu-
riicklegt, angegeben ist. Die physikalischen

Verhiltnisse in der Atmosphire eines Ce-
pheiden lassen sich bei radial symmetrischen Pulsationen um einen Gleich-
gewichtszustand durch die folgende Ubersicht grob charakterisieren:

Phase des Lichtwechsels | Temperatur Dichte l Radius des Sternes
Maximum | Maximum Mittel | Mittel

Mitte absteigend ] Mittel Minimum Maximum
Minimum 1 Minimum Mittel l Mittel

Mitte aufsteigend |  Mittel Maximum |  Minimum

Die Phasenbezichungen sind im allgemeinen recht genau erfiillt. Wir
vergleichen nun, soweit das notwendige Beobachtungsmaterial vor-
liegt,

a) die Lichtkurven und Temperaturkurven. Wir haben zu bedenken,
daB der Lichtwechsel der Cepheiden aus zwei sich iiberlagernden Effekten
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besteht, einem reinen Temperaturlichtwechsel und einem Pulsations-
lichtwechsel, der durch periodische Anderungen in der GréBe der Ober-
fliche verursacht wird. Dieser letztere ist klein im Vergleich zum
Temperaturlichtwechsel, was daraus folgt, daB Maximum und Mini-
mum der Lichtkurve zusammenfallen mit Maximum und Minimum der
Temperaturkurve und nicht mit maximaler und minimaler Dimension
des Sternes. Setzt man das STEFAN-BoLTzMANNsche Gesetz als giiltig
voraus, so folgt aus ihm durch logarithmische Differentiation sofort, daf3
sich Temperatur- und Pulsationslichtwechsel additiv zusammensetzen,
wenn man in GroBenklassen rechnet:

JR T
Adm=—2,17 7 — 4,35 5

Dabei wollen wir unter A die Abweichung von der mittleren Hellig-
keit, unter R die Abweichung vom mittleren Radius und unter 67 die
Abweichung von der mittleren Temperatur verstehen. Um den reinen

Temperaturlichtwechsel zu erhalten, hat man A bei jeder Phase um

die mit der Phase variable GréBe + 2,17 d]f zu korrigieren. -+ 2,17-‘%

hat seinen maximalen negativen Betrag im Moment maximaler Kom-
pression und seinen maximalen positiven Betrag im Moment maximaler
Expansion. Es verschwindet fiir die Phasen, die zu der mittleren
Dimension des Sternes gehéren. Bei der bei' 6 Cephei-Sternen auf-
tretenden Art der Asymmetrie besitzt der Stern seine mittlere Dimen-
sion kurz nachk der Phase maximaler Leuchtkraft und kurz wor der
Phase minimaler Leuchtkraft. Wir nennen die Phasen mittlerer Dimen-
sion M; und M,. Die Temperaturlichtkurve ergibt sich dann aus der
beobachteten Lichtkurve dadurch, daf die Punkte zwischen M, und M,
nach kleineren Helligkeiten, diejenigen zwischen M, und M, nach
groBeren Helligkeiten verschoben werden. Da im Mittel aus 26 Sternen
d—g =0,046 ist, so diirfte die Amplitude der Pulsationslichtkurve (4,)
im Durchschnitt ungefihr o®z0 betragen. Dies stellt wahrscheinlich
einen Minimalwert dar, da die berechneten Radien der Cepheiden eher
kleiner als gréBer angenommen werden missen. Wir werden die Ver-

hiltnisse vielleicht am besten charakterisieren, wenn wir annehmen, daf
JdR

0,046 = - = 0,074 und demnach o720 = A4, = 0730 ist.

ReesiNcK! und TEN BRUGGENCATE? fanden bei § Cephei, Y Sagittarii,
U Sagittarii und Y Ophiuchi, daB diese Cepheiden in jedem Punkt des
aufsteigenden Astes der beobachteten Lichtkurve eine gleiche oder aber
héhere Temperatur besitzen, als in Punkten korrespondierender Hellig-
keit auf dem absteigenden Ast. Dabei wurde die Temperatur aus dem
Verlauf des kontinuierlichen Spektrums bestimmt. Fragt man umgekehrt

* Diss. Amsterdam 1926. 2 Ann. Bosscha-Sternw. 5, A 1 (1931).
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nach den beobachteten Helligkeiten der Cepheiden, die zu gleichen
Temperaturen auf dem absteigenden und aufsteigenden -Ast der Tem-
peraturkurve gehéren, so findet man, daB zu jedem Punkt auf dem auf-
steigenden Ast eine gleiche oder kleinere Helligkeit gehért, als zu den
Punkten korrespondierender Temperatur auf dem absteigenden Ast.
Die Helligkeitsunterschiede in korrespondierenden Punkten sind nicht
groB und sicher stets kleiner als 0™z, Wird nun aus der beobachteten
Lichtkurve die eigentliche Temperaturlichtkurve abgeleitet, so werden
die beobachteten Helligkeiten, die zu den Punkten auf dem aufsteigenden
Ast der Temperaturkurve gehoren, vergréBert, wiahrend die Helligkeiten,
die zu den Punkten auf den absteigenden Ast gehdren, entsprechend
verkleinert werden. Dadurch findet nicht nur ein Ausgleich der beob-
achteten Differenz statt, sondern man wird im allgemeinen, weil die
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Abb. 19. Beobachtete Lichtkurve (4) und geniherte Temperaturlichtkurve (4,) von V Sagittarii.

Amplitude der Pulsationslichtkurve im Durchschnitt zwischen o™z
und 073 liegen wird, erwarten diirfen, da3 die obige Beziehung zwischen
beobachteter Lichtkurve und Temperaturkurve umgekehrt wird, wenn
man Temperaturlichtkurve und Temperaturkurve vergleicht. Es wird
dann jedem Punkt auf dem absteigenden Ast der Temperaturkurve
eine kleinere Temperaturhelligkeit entsprechen als den Punkten korre-
spondierender Temperatur auf dem aufsteigenden Ast. In Abb. 19 sind
diese Verhiltnisse fiir den Fall von Y Sagittarii qualitativ illustriert.
Die ausgezogene Kurve A stellt den beobachteten mittleren photo-
graphischen Lichtwechsel (4050 A = 4 = 4460 A) des Cepheiden dar.
Die gestrichelte Kurve 4, ist die Temperaturlichtkurve, die aus der
beobachteten Lichtkurve durch Elimination des Pulsationslichtwechsels
entsteht. Dazu wurde als halbe relative Pulsationsamplitude von

Y Sagittarii der Wert J—g« =0,05 angenommen. Die halbe Amplitude
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des Pulsationslichtwechsels betrigt dann om1, was sehr wahrscheinlich
einen Minimalwert darstellt. M, —L =I—M, wurden durch rohe
Schitzung bestimmt. Dieses Verfahren geniigt, um einen qualitativen

Uberblick iiber die Verhiltnisse zu erhalten, da der Wert von % durch

die Unsicherheit in R doch nicht sehr genau festgelegt ist. Die an die
Kurven 4 und 4, angeschriebenen Zahlen bedeuten die von TEN BrUG-
GENCATE fiir die entsprechenden Phasen gefundenen Farbtemperaturen.
Wihrend zu jedem.Punkt auf dem absteigenden Ast der Temperatur-
kurve eine gleiche oder gréBere beobachtete Helligkeit von Y Sagittarii
gehort, als zu den korrespondierenden Punkten auf dem aufsteigenden
Ast, ist das Verhiltnis bei der Temperaturhelligkeit genau umgekehrt.
Dies geht aus der Neigung der geraden Linien hervor, die Punkte gleicher
Temperatur miteinander verbinden. Die gréfite Diskrepanz tritt in der
Umgebung maximaler Kompression und maximaler Expansion auf.
Entsprechende Verhiltnisse lassen sich bei U Sagittarii und Y Ophiuchi
feststellen. Offenbar ist damit gezeigt, daB die vom Pulsationslicht-
wechsel befreite photographische Helligkeit von § Cephei-Sternen im
allgemeinen keine reine Funktion der Farbtemperatur allein sein kann.

Wir kénnen Licht- und Temperaturkurve noch auf eine andere Weise
miteinander vergleichen. Da durch Elimination des Pulsationslicht-
wechsels die maximale und minimale Helligkeit eines Cepheiden mit
grofer Annidherung um den gleichen Betrag vergréBert wird und der
Pulsationslichtwechsel klein ist im Vergleich zum Temperaturlicht-
wechsel, so stimmt die Amplitude der Temperaturlichtkurve mit der
Amplitude der beobachteten Lichtkurve iiberein. Setzt man die Giiltig-
keit des STEFAN-BOLTZMANNschen Gesetzes voraus, so muf3 die Ampli-
tude der bolometrischen Lichtkurve eindeutig durch die Amplitude der
Temperaturkurve bestimmt sein, wenn die benutzten Temperaturen die
wirklichen Temperaturen der strahlenden Schicht angeben. Wir wollen
lieber umgekehrt vorgehen und aus der Amplitude der Lichtkurve die
Amplitude der Temperaturschwankung bestimmen. Wir benutzen die
visuellen Amplituden und haben dabei zu bedenken, daB die so er-
haltenen Temperaturschwankungen Maximalwerte darstellen, weil die
eigentlich zu benutzenden Amplituden der bolometrischen Lichtkurven
stets etwas kleiner sind als die visuellen Amplituden. Fiir die in Tabelle 9
angefithrten Sterne erhilt man mit Hilfe der Formel

0T  dm
T 435

die in Spalte 2 von Tabelle 13 angegebenen maximalen relativen Tem-
peraturschwankungen. Wir ordnen nun dem mittleren Spektraltypus
eine bestimmte Temperatur zu, wie das EDDINGTONT getan hat, namlich

1 EppiNgTON: Der innere Aufbau der Sterne 221 (1928).
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dem Typus Go die Temperatur 4900° und einem Zuwachs von 1/;, Spek-
tralklasse den Zuwachs von 0,014 im Logarithmus der Temperatur.
Diese Temperaturen sind in Spalte 3 von Tabelle 13 angegeben. Es
entspricht also dem Typus Ao die Temperatur 93000, Fo oo 68009,
Go oo 4900° und Ko o 3500°. Damit erhilt man dann die in der

Tabelle 13. Maximale letzten Spalte von Tabelle 13
Temperaturschwankungen. angegebenen Werte der Tem-
Stern ' d7yT ‘ Fino. L(yT mo  peraturschwankung 67. Wir

, vergleichen sie mit den in Ta-

| .
XX Cyg 016 | 7900 | 1300 belle g angegebenen Ampli-
RS Boo 0,20 8100 1600 tuden der Farbenindi B
XZ Cyg oz4 8500 2000 uden der Farbenindizes. Be-
SU Cas 0,08 5600 450 denkt man, daB3 sich der Far-
RT Aur 0,18 5200 940 benindex von Spektralklasse
SU Cyg 0,17 5400 020 m,
T Vul 0,16 5100 820 zu Spektralklasse um 074 4n-
d Cep 0,14 4900 | 690 dert, so ist ersichtlich, daB,
3/ i%‘i o jggg 55528 mit Ausnahme der drei kurz-
UVl 0,18 4300 770 periodischen é Cephei-Sterne,
ST - ig? 0,11 4600 Séo die aus den Amplituden der
X C%g g’ig i?gg égg visuellen Lichtkurven folgen-

den Temperaturschwankun-
gen viel zu klein sind, um die beobachteten Schwankungen im Farben-
index zu erklédren.

TEN BRUGGENCATE! hat auf etwas andere Weise diese Diskrepanz
bei Y Sagittarii, U Sagittarii und Y Ophiuchi hervorgehoben. Er be-
nutzte die von ihm bestimmte maximale und minimale Farbtemperatur
der Sterne, um mit Hilfe des PraNCKschen Strahlungsgesetzes die zu er-
wartende Amplitude des Lichtwechsels im photographischen Gebiet
(4000 A = 24 = 4500 A) zu berechnen und verglich diese mit der Ampli-
tude der von ihm beobachteten photographischen Lichtkurve, die zum
gleichen Spektralgebiet gehért. Die Resultate enthdlt Tabelle 14. Die
Differenzen A zeigen besonders deutlich die Diskrepanz zwischen Beob-
achtung und Rechnung.

Tabelle 14. Differenz zwischen beobachteter und berechneter

Amplitude.
Stern Tmax in © ‘ Trmin in © Aver t Abeob ! i
Y Sgr 5600 3600 3764 ' 1714 | +2750
U Sgr 6200 3500 4,55 1,47 | +3,08
Y Oph | 5300 3800 2,75 0,97 | +1,78

b) Spektraltypus und Temperaiur. Was quantitative Untersuchungen
angeht, so ist das Material iiber Intensititsinderungen einzelner Spektral-
linien wihrend des Lichtwechsels sehr viel sparlicher, so da8 iiber Ande-

* Ann. Bosscha-Sternw. 5, A 1 (1931).
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rungen des Linienspektrums nur mehr oder weniger qualitative Resul-
tate vorliegen. Die Verhiltnisse sind hier besonders interessant, weil
sich das Linienspektrum eines Sternes mit Temperatur und Dichte
dndert, diese beiden Gré8en aber eine Phasenverschiebung von 1/, Periode
aufweisen. Da aber auch hier die Hauptdnderungen Temperatureffekte
sind, so handelt es sich bei den fiir das Verstindnis der physikalischen
Vorgidnge in der pulsierenden Sternatmosphire besonders wichtigen
Unterschieden zwischen aufsteigendem und absteigendem Ast um
Effekte zweiter Ordnung verglichen mit den Temperatureffekten, deren
genaue Bestimmung sehr viel schwieriger ist.

Wir teilen die hier vorliegenden Untersuchungen in zwei Gruppen,
in solche, die den Ionisationsgrad in den Sternatmosphiren verfolgen
und in solche, die sich auf das Studium der Intensititsdnderungen der
auffallendsten Linien (Hy, HJ, G) beschrinken. Zur ersten Gruppe
gehdren Arbeiten von PANNEKOEK und REESINCKI. Insbesondere findet
ReEsinCk® bei § Cephei, daB der Ionisationsgrad bei gleicher Tempe-
ratur groBer ist auf dem absteigenden Ast der Temperaturkurve, als auf
dem aufsteigenden Ast. Dabei wurde die Temperatur und der Ioni-
sationsgrad aus den beiden von PANNEKOEK und REESINCK in ihrer
ersten Arbeit eingefiihrten Spektralparametern p und g bestimmt. Da
die Phase maximaler Expansion auf den absteigenden Ast, diejenige
maximaler Kompression auf den aufsteigenden Ast der Temperaturkurve
fallt, die Punkte des absteigenden Astes also zu kleineren Dichten ge-
héren als diejenigen des aufsteigenden Astes, so ist dieser Unterschied
im Ionisationsgrad gut verstindlich. HENROTEAU und MiBl Dougras®
haben die Intensitdtsinderungen einzelner Linien geschitzt und fanden
sehr groBe Streuungen um mittlere Kurven, so daB Effekte zweiter
Ordnung nicht festgestellt werden kénnen. Es bedarf dazu, wie es
scheint, genauer photometrischer Messungen der Totalabsorption der
einzelnen Linien. Erwihnt sei in diesem Zusammenhang noch, daB
MiBl PAyNE bei § Cephei fiir das Intensititsverhiltnis von Ca* zu Ca
ein ausgesprochenes Maximum auf der Mitte des absteigenden Astes
der Lichtkurve findet*,das trotz der Unsicherheit der Messungen von
den intensiven Cat-Linien H und K reell zu sein scheint. Es spricht
jedenfalls fiir den Befund REESINCKs, daBl der Ionisationsgrad auf dem
absteigenden Ast gréfer ist als auf dem aufsteigenden Ast.

Arbeiten, die die Anderungen des Spektraltyps schlechtweg wihrend
des Lichtwechsels verfolgen, miissen zur zweiten Gruppe von Unter-
suchungen gerechnet werden. Denn Spektraltypschitzungen werden
naturgemdf stark beeinfluBt durch das Verhalten der auffallendsten

* Bull. Astr. Inst. Netherlands 3, 47 (1926).

2 Bull. Astr. Inst. Netherlands 4, 42 (1927).

3 Publ. Dominion Obs. Ottawa 9, 163 (1929).

4+ PayNE: The Stars of High Luminosity 212 (1930).
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Linien in den Sternspektren. Der geschitzte fritheste Spektraltypus
eines Cepheiden fdllt nun in der Regel kurz vor das Lichtmaximum,
der spiteste kurz vor das Lichtminimum. Abb. 20 gibt die von SHAPLEY
bei SU Cygni gefundenen spektralen Anderungen wieder. Entsprechende
Ergebnisse fand TIERCY bei SU Cas, T Vul, X Sgr, S Sge und W Sgr*.
Die beobachtete Lichtkurve enthilt aber noch den Pulsationslichtwechsel.
Wird dieser eliminiert, so entsprechen die Punkte des aufsteigenden
Astes der beobachteten Lichtkurve groBeren Temperaturhelligkeiten
als die korrespondierenden Punkte des absteigenden Astes. Die Ver-
schiebung erfolgt also in der Richtung, daB ein Ausgleich der Spektral-
typdifferenz in entsprechenden Punkten der Lichtkurve stattfindet,
wenn man von der beobachteten Lichtkurve zur Temperaturlichtkurve
iibergeht. Da jedoch nichts genaueres iiber die GréBe des Pulsations-
lichtwechsels bekannt ist, auBler, daB3 er wahrscheinlich zwischen den

—5d —od —qd g2 7d
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Abb. 20. Spektraltypinderungen bei SU Cygni nach SHaPLEY.

Grenzen 072 und o™3 liegen diirfte, so 1Bt sich auch nichts weiteres
dariiber aussagen, ob nun zu gleicher Temperaturhelligkeit auch gleiche
Spektraltypen gehoren. Untersuchungen von Mil PAYNE? bei § Cephei
zeigen, daB die Intensitit der Balmer Linien Hy und HJ groBer ist
auf dem aufsteigenden Ast der beobachteten Lichtkurve, als in korre-
spondierenden Punkten des absteigenden Astes. Das Verhalten dieser
Linien ist also gerade so, daB3 in Punkten des aufsteigenden Astes der
beobachteten Lichtkurve frithere Spektraltypen geschitzt werden als in
den entsprechenden Punkten des absteigenden Astes.

Im Zusammenhang mit den in § roa untersuchten Diskrepanzen
zwischen Lichtkurve und Temperaturkurve ist es zweckmiBiger die
Intensitit von Hy, Hé und G in Punkten gleicher Farbtemperatur auf
dem aufsteigenden und absteigenden Ast zu vergleichen. Dies ist von

* Osserv. e memor. Arcetri, Fasc. Nr 44, 21 und Publ. Obs. Genéve,
Fasc. 2, 19; 4, 11; 5, 27; 7, 10 (1928—1929).
2 Pavy~NE: The Stars of High Luminosity 212 (1930).
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TEN BRUGGENCATE getan worden?. Er fand, daB Hy und H¢ intensiver
sind in Punkten des aufsteigenden Astes der Farbtemperaturkurve als
in Punkten gleicher Farbtemperatur auf dem absteigenden Ast. Die
G-Bande verhilt sich umgekehrt; sie ist im Durchschnitt intensiver
auf demr absteigenden Ast als auf dem aufsteigenden Ast. Werden die
gemessenen Farbtemperaturen als reell angesehen, herrscht in erster
Niherung in der Sternatmosphire thermodynamisches Gleichgewicht
und handelt es sich bei den § Cephei-Sternen um radialsymmetrische
Pulsationen, so ist das Verhalten der drei Linien wihrend des Licht-
wechsels nicht zu verstehen. DaB die Farbtemperaturen, die aus dem
Wellenlidngenbereich A 4460 = A = 1 4050 gewonnen wurden, wahr-
scheinlich nicht die wirklichen Temperaturen der strahlenden Schicht
angeben, geht schon aus den Diskrepanzen zwischen Lichtkurve und
Temperaturkurve hervor. Wir fanden dort, daf die Temperaturhellig-
keit in Punkten des absteigenden Astes der Temperaturkurve kleiner
ist als in Punkten gleicher Farbtemperatur auf dem aufsteigenden Ast.
Eine Verfilschung der Temperaturen kann aber sehr wahrscheinlich
nur in der Weise vorliegen, daf die gemessenen Farbtemperaturen zu
klein sind. Wir lassen es dahingestellt, durch welche physikalischen
Effekte eine solche Verfilschung hervorgebracht sein kénnte. Es be-
stehen nun die folgenden beiden Moglichkeiten: «) Die Farbtemperaturen
sind auf dem absteigenden Ast stirker verfdlscht als auf dem auf-
steigenden Ast, oder ) umgekehrt.

) In diesem Falle sind zu den Farbtemperaturen des absteigenden
Astes groBere Korrektionen zu addieren als zu den korrespondierenden
Temperaturen des aufsteigenden Astes. Dadurch wird aber auch die
Temperaturhelligkeit auf dem absteigenden Ast stirker vergréBert als

auf dem aufsteigenden Ast [jdmphot] > 4,35 ‘ % ]] Die Diskrepanz

zwischen Temperaturhelligkeit und Farbtemperatur ist auf diese Weise
durch relativ geringe Korrektionen 67 leicht zu beseitigen. Dagegen
entsprechen nun die korrigierten Farbtemperaturen noch weniger den
Intensititen von Hy, HS und G. Die Unstimmigkeit erinnert an die
Schwierigkeiten, die bei der Erklirung der groBen Intensititen der
H-Linien in roten Riesensternen auftreten und an die Erscheinung, daf3
die G-Bande trotz der geringen Dissoziationsenergie von nur etwa 4 Volt
noch in A4-Sternen (T oo gooo?) beobachtet werden kann.

B) Wir konnen uns aber auch auf den Standpunkt stellen, daB die
Intensitdten von Hy, Hé und G im wesentlichen durch die wirklichen
Temperaturen der umkehrenden Schicht bestimmt sind; d. h. zu gleicher
Intensitit von Hy, Hd und G auf dem aufsteigenden und absteigenden
Ast gehort auch die gleiche wirkliche Temperatur und die Differenzen
zwischen den zugehérigen gemessenen Farbtemperaturen sind auf eine

t Ann. Bosscha-Sternw. 5, A 1 (1931).
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Verfilschung der Sternfarbe durch bestimmte physikalische Vorginge
im Stern zuriickzufiihren. Beriicksichtigt man noch die verschiedene
Dichte der Zustinde des aufsteigenden und absteigenden Astes, so
miifte in Punkten gleicher Intensitit von Hy, Hé und G die wirkliche
Temperatur auf dem aufsteigenden Ast sogar etwas groBer sein als auf
dem absteigenden Ast. Dies entspricht dem Fall, daB die Farb-
temperaturen des aufsteigenden Astes stidrker verfilscht sind. Wegen
der Unsicherheit in der Amplitude des Pulsationslichtwechsels 148t sich
nichts genaueres dariiber ‘aussagen, ob die in diesem Falle durch
Vergleich der zu gleichen Werten von Hy, HJ und G gehérenden Farb-
temperaturen des absteigenden und.aufsteigenden Astes festgelegte
Verfilschung gleichzeitig die Diskrepanz zwischen Temperaturhelligkeit
und Farbtemperatur zum Verschwinden bringt, nur verkleinert, oder
gar vergroBert.

Fassen wir zum Schlufl nochmals die durch Vergleich der Licht-,
Temperatur-, Spektraltyp- und Radialgeschwindigkeits- Anderungen auf-
gedeckten Diskrepanzen zusammen:

1. Die vom Pulsationslichtwechsel befreite photographische Hellig-
keit von 6 Cephei-Sternen ist im allgemeinen keine reine Funktion der
Farbtemperatur. Bei gleicher Temperatur ist die Temperaturhelligkeit
kleiner auf dem absteigenden Ast als auf dem aufsteigenden Ast.

2. Die bolometrischen Helligkeitsamplituden fithren mit Hilfe des
STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetzes auf Temperaturschwankungen, die
viel kleiner sind als die beobachteten Anderungen im Farbenindex
schliefen lassen.

3. Benutzt man umgekehrt die aus dem Intensititsverlauf im kon-
tinuierlichen Spektrum zwischen A = 4500 A und 4 = 4000 A abgeleite-
ten Farbtemperaturen zur Bestimmung der Amplitude der photogra-
phischen Helligkeit mit Hilfe des PLaNCKschen Strahlungsgesetzes, so
findet man Amplituden, die viel gréBer als die beobachteten Amplituden
sind. ,

4. Hy und H¢ sind in Punkten mit gleicher Farbtemperatur schwi-
cher auf dem absteigenden Ast als auf dem aufsteigenden Ast, G ist da-
gegen im Mittel intensiver auf dem absteigenden Ast als auf dem auf-
steigenden Ast der Temperaturkurve.

§ 11. Verdnderungen sidkularer Natur im physikalischen Zustand
eines ¢ Cephei-Sternes. Wir verstehen darunter kleine Anderungen im
muttleren physikalischen Zustand eines Cepheiden, gleichgiiltig ob diese
plotzlich, periodisch oder sikular auftreten. Es sind also Anderungen,
die sich dem normalen § Cephei-Lichtwechsel, Temperaturwechsel und
Radialgeschwindigkeitswechsel {iberlagern kénnen. Da es sich dabei im
allgemeinen abermals um Effekte zweiter Ordnung handelt, so ist deren
Feststellung wieder wesentlich schwieriger und unsere quantitativen
Kenntnisse dariiber sind noch ziemlich sparlich.



Die verdnderlichen Sterne. 45

VerhiltnismiBig am einfachsten und fehlerfreiesten feststellbar sind
Anderungen in der Linge der Periode des Lichtwechsels. Der einzige
Stern, bei dem bis jetzt eine kontinuierliche Abnakme der Periode fest-
gestellt werden konnte, ist § Cephei. HERTZSPRUNG! fand durch eine
Bearbeitung des gesamten bis 1785 zuriickreichenden Beobachtungs-
materials die Darstellung

P = 593663770 - 02000000916 (£ — 1883)

fiir die Periode des Lichtwechsels von & Cephei. Es entspricht dies einer
Periodenverkiirzung von 0.079 sec/Jahr. Da d Cephei wohl der am mei-
sten und lingsten beobachtete ¢ Cephei-Stern. sein diirfte, so kann man
vermuten, daB sich mit der Zeit noch bei manchen anderen Cepheiden
entsprechende sikulare Anderungen der Periode aufdecken lassen werden.

Im Gegensatz dazu scheint 7° Monocerotis eine ziemlich rasche Zu-
nahme der Periode aufzuweisen. BEMPORAD® fand dafiir

P = 2490313 + 0900004168 - E,

wo E die vom Jurianschen Tag 2410011 an gezihite Epoche bedeutet.
T Monocerotis bildet aber wohl einen Ausnahmefall, insofern sich z. B.
seine Radialgeschwindigkeitskurve nicht durch elliptische Bahnelemente
darstellen 148t, wie bei der iiberwiegenden Mehrzahl aller Cepheiden.

Bei mehreren anderen § Cephei-Sternen konnen Periodendnderungen
durch periodische Glieder dargestellt werden, wie z. B. bei { Geminorum
und % Pavonis. Thre physikalische Deutung ist bisher noch nicht ver-
sucht worden.

Es wire besonders wichtig festzustellen, ob diesen Periodeninde-
rungen auch Anderungen in der mittleren Leuchtkraft und mittleren
Temperatur des Sternes entsprechen, wie das bei exakter Giiltigkeit der
PLTk der Fall sein miiBte. Der Durchfithrung einer solchen Unter-
suchung stehen aber viele Schwierigkeiten im Wege, da die von ver-
schiedenen Beobachtern untersuchten Lichtkurven der Sterne nicht ohne
weiteres miteinander vergleichbar sind und die Reduktion von Beob-
achtungsreihen auf ein gemeinsames System systematische Fehler-
quellen mit sich bringt, die leicht gréBer sein kénnen als die in Frage
kommenden sikularen Anderungen der mittleren Leuchtkraft und der
mittleren Temperatur.

Neben Anderungen in der Periode des Lichtwechsels sind sikulare
Anderungen in der Form der Radialgeschwindigkeitskurve verhiltnis-
méaBig sicher und einfach aufzufinden, wogegen eine geringe Verinderung
im Element yp, der Geschwindigkeit des Systems, abermals leicht durch
systematische Fehler verursacht sein kann. Betrachten wir zuerst die
Falle, bei denen y sicher verdnderlich ist. Dies wurde bisher nur bei

T Astr. Nachr. 210, 17 (1919).
2 Mem. S. ArIt. 1, 229 (1921).
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S Sagittae und & Ursae Minoris festgestellt. Am einfachsten scheinen die
Verhiltnisse bei Polaris zu liegen. Die Anderung in y ist hier periodisch
und kann ihrerseits wieder durch elliptische Bahnelemente dargestellt
werden, so daB hier der  Cephei-Stern die eine Komponente eines spek-
troskopischen Doppelsternsystems ist. Ahnlich diirften die Verhiltnisse
bei S Sagittae liegen, obwohl es bei diesem Cepheiden noch nicht gelungen
ist, eine einwandfreie Periode fiir die Anderung in ¢, deren Amplitude
30 km/sec betrigt, aufzufinden. Es ist sehr auffallend und bis zu einem
gewissen Grade unversténdlich, daf bei S Sagittae trotz der groBen Ande-
rung in y die tibrigen Elemente sehr nahe konstant zu bleiben scheinen,
ein vorhandener naher Begleiter (worauf die groBe Anderung von y
schlieen 148t) also keinerlei Einflufl auf die Art der Pulsation des
0 Cephei-Sternes hat. Dies ist um so merkwiirdiger, als bei mehreren
anderen Cepheiden mit kleinen, zum Teil noch nicht mit Sicherheit fest-
gestellten Anderungen von y gerade die iibrigen Elemente der Radial-
geschwindigkeitskurve, wie K, ¢ und w, die also die Art der Pulsation
charakterisieren, starken Verdnderungen unterworfen sind. Hier sind
zu nennen ¢ UM<, RT Aur, W Sgr und Y Sgr.

Bildet die Pulsationstheorie eine in den wesentlichen Ziigen richtige
Beschreibung fiir den ¢ Cephei-Lichtwechsel, so miissen mit merklichen
Anderungen in den Elementen K, ¢ und « Verinderungen im physika-
lischen Zustand der Sternatmosphire gekoppelt sein, die sich bei einer
genaueren Analyse der Sternstrahlung bemerkbar machen miiten. Be-
merkenswert ist jedoch, daB die sikularen Anderungen der Radial-
geschwindigkeitskurve bei konstant bleibender Periode vor sich gehen,
es sich also dabei nur um Vorgénge handeln kann, die sich in den ober-
flichennahen Schichten des Sternes abspielen. Die Anderungen im Pul-
sationszustand dieser duBersten Schichten kénnen naturgemiB keinen
EinfluB haben auf den bolometrischen Lichtwechsel, der die Gesamt-
strahlung miBt. Dagegen scheint es nicht ausgeschlossen, daB sich si-
kulare Verinderungen bemerkbar machen, wenn der Lichtwechsel in
einem mehr oder weniger engbegrenzten Spektralbereich untersucht
wird. Eine Arbeit von TEN BRUGGENCATE? iiber sikulare Anderungen
im photographischen Lichtwechsel von Y Sagittarii geht von solchen
Uberlegungen aus und es konnte gezeigt werden, daB mit den Anderun-
gen in der Form der Radialgeschwindigkeitskurve Anderungen in der
mittleren photographischen Helligkeit, der Amplitude des photographi-
schen Lichtwechsels und der Farbe des Sternes gekoppelt sind. Die
Untersuchung beruht auf der Benutzung des bis 1900 zuriickreichenden
Harvard- Plattenmaterials. In Abb. 21 ist die sikulare Verinderung
der mittleren photographischen Helligkeit und der Amplitude des photo-
graphischen Lichtwechsels dargestellt. Als Abszisse ist die Zeit gew#hlt.

t Harvard Circ. 351 (1930).
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Ordinaten sind bei den oberen Kurven die jahrlichen Abweichungen der
mittleren photographischen Helligkeit von Y Sagittarii von der Hellig-
keit in den Jahren 19o3—1908, Die ausgezogene Kurve gehort zu einem
blaueren Spektralbereich als die gestrichelte Kurve, Bei den beiden
unteren Kurven bezieht sich die ausgezogene Kurve auf die minimale
Helligkeit, die gestrichelte Kurve auf die maximale Helligkeit. Ordinaten
sind hier dementsprechend die jdhrlichen Abweichungen der mittleren
maximalen bzw. mittleren minimalen Helligkeit von Y Sagittarii von der
maximalen bzw, minimalen Helligkeit wihrend der Jahre 19o3—1908.
Die Ordinaten sind in Hundertstel GroBenklassen aufgetragen. Negative
Ordinaten bedeuten eine Helligkeitszunahme. Wie aus der Abbildung
hervorgeht, wird die minimale Helligkeit stirker beeinflult als die maxi-
male Helligkeit, und zwar nimmt sie rascher zu von 1910—I1921 und
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Abb. 21. Sdkulare Veradnderung der mittleren photographischen Helligkeit und der Amplitude des
Lichtwechsels bei ¥ Sagittarii. (Nach Tex BrucGENcATE, Harvard Coll. Obs. Circ. 351.)

rascher ab von 1927—1929. Daraus folgt, daBl die Amplitude des photo-
graphischen Lichtwechsels gleichzeitig mit zunehmender mittlerer
photographischer Helligkeit abgenommen hat. Daf die beiden oberen
Kurven, die zu verschiedenen Spektralbereichen gehéren, auseinander-
laufen, beweist, dafl auch eine sikulare Farbinderung eingetreten ist.
Die folgende Ubersicht gibt in leicht verstandlicher Weise eine grobe
Charakterisierung des physikalischen Zustandes von Y Sagittarii wihrend
dreier Zeitabschnitte. Dabei sind die Angaben iiber Helligkeit, Amplitude
und Farbe relativzu einem iiber die ganze Zeit gemittelten Zustand gemeint.

Zeitabschnitt I 1903—1908 1921—1927 ‘ 1929
Mittlere photographische :
Helligkeit klein grof3 klein
Mittlere photographische
Amplitude groB3 klein grof3

Mittlere Farbe rot blau rot
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Vergleicht man schlieBlich die zu

. 30\ ‘ / diesen Zeitintervallen gehérenden
\ / Radialgeschwindigkeitskurven, so fin-

*0 7 det man, daB die von 1903—1908
P 4 .0 und 1929 nahe identisch sind und
/\ \ Y verschieden von derjenigen der Jahre
-7 N 7—1"% 1921—1927. Abb. 22 stellt die drei

Kurven graphisch dar. Nur in den

- 0
Z & Jahren 1gz1—1927 ist die Radialge-
7 77 schwindigkeitskurve ein Spiegelbild
s \I_/ N » der Lichtkurve, wie es im allgemeinen
/ bei Cepheiden der Fall ist, so daB
01X ~ 3¢ im Hinblick darauf der Zustand von
o \ / Y Sagittarii von 19g21—1927 als nor-
/ mal bezeichnet werden darf, wihrend
-20) T Kkleine mittlere photographische Hellig-

Abb. 22. Radialgeschwindigkeitskurven von kelt! groBe AmphtUde des phOtOgraphl—

V Sagittarii: obere Kurve 1903—1908, mittlere 3 <
Kore topr—1o07, untore Kore san. (Nach schen Lichtwechsels und rote Farbe als

reN BrucezNcaTE, Harvard Coll. Obs. abnormal bezeichnet werden miissen.
Circular 351.)

A

n .

! ! ! |
oz 7a 2d 34 4d sd

Abb. 23. Lichtkurven von ¥~ Sagittarii: Die Kurven A gehéren zum Bereich AZy>>1>>3600 A, die Kurven B’
zum Bereich A3>21>Hy; () 1926, @ 1927 bis 20. August, X 1927 September und Oktober.
(Nach TEN BRUGGENCATE, Ann. v. d. Bosscha-Sterrenwacht 2, 16, Plate I.)
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Es ist noch bemerkenswert, daB TEN BRUGGENCATE 1927 den Uber-
gang vom normalen zum abnormalen Zustand an zwei Lichtkurven ver-
folgen konnte, die zu den Wellenlingenbereichen Hy > 1 > 3600 A und
HB > A > Hy gehoren®. Dies sind die Kurven 4 und B in Abb. 23.
Am 20. August 1927 zeigte sich plotzlich ein einmaliges sekundéires
Minimum auf dem absteigenden Ast der Lichtkurve, und bald darauf
ging die Lichtkurve A4, die dem blaueren Spektralbereich angehort, in
eine neue dhnliche Lichtkurve iiber, die nach kleineren Helligkeiten ver-
schoben war, wihrend die Kurve B, die zum réteren Spektralbereich
gehort, in eine neue Zhnliche Lichtkurve iiberging, die nach gréBeren
Helligkeiten verschoben war. Die wihrend des Uberganges gemessenen,
zum blauen und roten Spektralbereich gehérenden Helligkeiten von
Y Sagittarii sind in der Abbildung durch punktierte gerade Linien ver-
bunden. Punkte bedeuten Messungen vor dem Ubergang, Kreuze solche
nach dem Ubergang. Eine Anderung der Periode trat nicht ein. Es
wire besonders wiinschenswert, wenn analoge Untersuchungen auch
bei anderen Cepheiden durchgefithrt werden wiirden, die ebenfalls
merkliche Anderungen in der Form ihrer Radialgeschwindigkeitskurve
aufweisen.

§ 12. Theorien zur Erkldarung des Lichtwechsels der J Cephei-
Sterne. Im vorhergehenden betrachteten wir den Lichtwechsel, Tempe-
raturwechsel und die veridnderliche Radialgeschwindigkeit der Cepheiden
lediglich vom Standpunkt einer Pulsationstheorie, indem wir annahmen,
daB der Stern radialsymmetrische Pulsationen um einen Gleichgewichts-
zustand ausfiihrt, weil eine solche Pulsation uns als die einfachste und
beste Beschreibung der meisten bei d Cephei-Sternen beobachteten Tat-
sachen erscheint. Diesen Gesichtspunkt haben wir nun noch niher dar-
zulegen. Wir kénnen uns dabei auf drei prinzipiell voneinander ver-
schiedene Erklirungsversuche beschrinken. Wir beginnen mit

a) der Doppelsternhypothese. Die ¢ Cephei-Sterne werden in diesem
Falle als Doppelsterne aufgefaBBt, die Radialgeschwindigkeitskurve also
als wirkliche Bahnbewegung der helleren Komponente des Systems um
den gemeinsamen Schwerpunkt gedeutet. Ohne zusatzliche Annahmen
iiber die gegenseitige Beeinflussung der beiden Komponenten des Systems
ist offenbar keine Erklirung fiir den § Cephei-Lichtwechsel zu erhalten,
da ja gewothnliche spektroskopische Doppelsterne, wenn iiberhaupt, nur
auBerordentlich kleine und nicht immer § Cephei-artige Lichtschwan-
kungen aufweisen. Die Hypothese erhilt dadurch eine sehr groBe Dehn-
barkeit, weil die zusitzlichen Annahmen so gewdhlt werden kénnen, daf3
eine moglichst groBe Zahl von beobachteten Erscheinungen durch sie
erklirt werden kénnen. Diese Freiheit der Hypothesenbildung muB als
entschiedener Mangel der Doppelsterntheorie aufgefalt werden. Was sie

* Ann. Bosscha-Sternw. 2, C 3 (1928).

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 4
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in der Form, die ihr GuTENICK! und HELLERICH” zuletzt gegeben haben,
zu erkliren vermag, ist die Asymmetrie der Lichtkurven und die Phasen-
beziehung zwischen Licht-, Temperatur- und Radialgeschwindigkeits-
kurve. Sie scheint jedoch schon bei der Erklirung der PLTk auf prinzi-
pielle Schwierigkeiten zu stolen. AuBerdem enthilt sie in der Neigung
der Bahnebene relativ zur Gesichtslinie ein willkiirliches Element, das
allgemeine Gesetzmifigkeiten zerstéren miiite. Die schwerwiegendsten
Einwinde gegen eine Doppelsterntheorie fiir die Cepheiden sind von
PaNNEROEK? und EDDINGTON* erhoben worden. PANNEKOEK hat darauf
hingewiesen, daf3 bei einer Doppelsterntheorie die periodische Helligkeits-
steigerung vom Minimum zum Maximum nur aus mechanischer Energie
gespeist werden kann und hat gezeigt, daB sie deshalb unhaltbar ist.
Die notwendige Folge wiirde eine merkliche Zunahme der Umlaufszeit
und daher der Periode des Lichtwechsels sein, die nicht beobachtet wird.
Auf EppinGgTons Einwand haben wir schon in § g hingewiesen, daB3 ndm-
lich bei den meisten § Cephei-Sternen die Bahn des Begleiters innerhalb
des Hauptsternes liegen miiite. Dabei ist die Giiltigkeit des empirischen
Masse-Leuchtkraft-Gesetzes und der PLk vorausgesetzt; denn dann 148t
sich Masse und Radius des Hauptsternes berechnen, wie dies in § g getan
wurde. Die Gesamtmasse des Systems kann der Masse des Hauptsternes
gleichgesetzt werden, da die aus der spektroskopischen Bahn folgende
m3.sin g
(g + m,)?
sein muB (¢ ist stets ziemlich groB3). EDDINGTON setzt m1, =1/;, m, und be-
rechnet damit die Dimension der KEPLERschen Bahn von #, um m,, die
sich dann kleiner ergibt als die Dimension von m,. Wir glauben daher,
daB sich einer Doppelsterntheorie zu schwerwiegende Bedenken in den
Weg stellen, als daB3 sie als eine befriedigende Beschreibung der physi-
kalischen Vorginge bei Cepheiden in Frage kime.

b) Wir gehen iiber zu der Auffassung von Jeans, daf es sich bei den
0 Cephei-Sternen um sdkular instabile votievende Gleichgewichisfiguren
handelt, wobei die Periode des Lichtwechsels gleich der Rotationszeit
ist. Der Hauptvorteil dieser Auffassung besteht darin, daB es sich in
diesem Fall um erzwungene Schwingungen um einen sikular instabilen
Gleichgewichtszustand handeln wiirde. Man hat dadurch die Moglichkeit,
die Tatsache zu erkldren, daB sich die Amplituden des Lichtwechsels um
einen endlichen Wert hiufen, und dafl Oberschwingungen in den Licht-
kurven nicht beobachtet werden. Aber wiederum kann durch sie auf
keine Weise die besondere Lage der PLTk im RuUssgLL-Diagramm ge-
deutet werden und abermals enthilt sie in der Neigung der Rotations-

Massenfunktion immer sehr klein ist, m, also klein gegen m,

t Astr. Nachr. 208, 171 (1919).
2 Astr. Nachr. 215, 291 (1922).
3 Astr. Nachr. 215, 227 (1922).
4 EppINGTON: Der innere Aufbau der Sterne 223 (1928).
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achse gegen die Gesichtslinie ein willkiirliches Element, das allgemeine
GesetzmiBigkeiten zerstéren miifite, vor allem weil sich bei birn-
formigen Figuren dem eigentlichen Schwingungslichtwechsel ein von
der Orientierung der Rotationsachse im Raum abhidngiger Oberflichen-
lichtwechsel iiberlagern wird. Man kann der Meinung sein, daf durch
ein solches willkiirliches Element eine gewisse Freiheit gewonnen wird
zur Erklirung von Diskrepanzen zwischen Beobachtung und Theorie.
Jedoch scheinen solche Widerspriiche so gleichartig von Stern zu Stern zu
sein, daB eine von Stern zu Stern in unkontrollierbarer Weise wechselnde
Eigenschaft nicht zu deren Erklirung in Frage kommen kann.

¢) Die Pulsationstheorie. Die Auffassung, daB es sich bei den § Cephei-
Sternen um radialsymmetrisch pulsierende Gaskugeln handelt, wurde
zuerst in entschiedener Weise von SHAPLEY vertreten. Ihre mathema-
tische Ausarbeitung verdankt man EDDINGTON, der den Fall adiaba-
tischer freier Schwingungen einer Gaskugel betrachtete. Diese urspriing-
liche Fassung der Pulsationstheorie fithrt jedoch zu einigen schwer-
wiegenden Widerspriichen zwischen Theorie und Beobachtung, die vor
allem von JEANST hervorgehoben worden sind. Wir nennen hier die fol-
maximale Helligkeit und die maximale Temperatur in Phase sein mit
maximaler Kompression. Die beobachtete Phasenverschiebung zwischen
Radialgeschwindigkeitskurve und Temperaturkurve 148t sich in keiner
Weise erklaren. 2. Es ist nicht einzusehen, warum sich die Amplituden
der Lichtkurven um einen endlichen Wert hiufen und die Zahl der Ce-
pheiden mit abnehmender Amplitude nicht monoton zunimmt. 3. Bei
einer frei schwingenden Gaskugel treten auch Oberschwingungen auf,
deren Perioden inkommensurabel sind, wihrend bei Cepheiden nur eine
Schwingung bestimmter Periode beobachtet wird. 4. Die Pulsation
kénnte, wegen der inneren Reibung, nicht linger als ungefihr 100 000
Jahre dauern, ein Zeitraum, der zu klein sein diirfte, um die Hiufigkeit
der ¢ Cephei-Sterne zu erkliren.

Die Einwénde 2 und 3 hat EDDINGTON in einer spiteren Fassung der
Pulsationstheorie zu beseitigen versucht® durch die Annahme, ,,daf3 im
Innern eines Sternes gewisse Ursachen wirken, die eine Pulsation zu ver-
starken und aufrecht zu erhalten imstande sind. Wenn diese Ursachen
einen stirkeren Einflufl gewinnen als die oben besprochenen zerstreuen-
den Ursachen, muf} jede vorhandene infinitesimale Pulsation solange
zunehmen, bis sie entweder eine natiirliche Grenze erreicht, oder bis sie
eine Amplitude erhilt, fiir die die hemmenden Krifte den férdernden
das Gleichgewicht halten*. Gibt die MILNEsche Auffassung, daB im
Innern der Sterne Temperaturen der GréBenordnung von 10** Grad

1 Monthly Notices 86, 9o (1926).
2 EppiNGTON: Der innere Aufbau der Sterne 242 (1928).
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existieren, ein richtiges Bild vom Aufbau eines Sternes, so ist dadurch
eine periodische Anregung der Energieerzeugung im Innern denkbar, die
vielleicht die Ursache fiir die Aufrechterhaltung der Pulsation sein kann.
In diesem Zusammenhang ist es lehrreich, sich zu vergegenwirtigen, da@3
in 0 Cephei 160 erg/g sec in Form von Strahlungsenergie befreit wird,
wihrend schon 0.5 erg/g sec zur Aufrechterhaltung der Pulsation aus-
reichen wiirden. Aber auch in dieser Fassung vermag die Pulsations-
theorie nicht vollig zu befriedigen. Die Tatsache, daB der Licht- und

Temperaturwechsel in Phase verlduft mit g; und nicht mit 7 (» der Radius

des Sternes) bleibt vollig ritselhaft.. Das wichtigste Problem scheint
deshalb zu sein, die Pulsationstheorie selbst auf eine einwandfreie Basis
zu stellen, wozu eine Aufklirung dieser Tatsache durchaus notwendig ist.
AufBlerdem zeigen die in § 10 und in der zweiten Hilfte von § 11 angefiihr-
ten Tatsachen, daBl zum physikalischen Verstindnis der bei & Cephei-
Sternen beobachteten Erscheinungen eine genauere Untersuchung der
Vorgédnge in einer ausgedehnten pulsierenden Atmosphire nétig ist.

IV. Kapitel

Die langperiodischen Veridnderlichen.

Es erscheint zweckmiBig, im AnschluBl an die ¢ Cephei-Sterne die
langperiodischen Veridnderlichen, wie o Ceti, zu behandeln, und erst
danach auf die nach ihrem mittleren Spektraltyp zwischen diesen beiden
Klassen von verdnderlichen Sternen liegenden RV Tauri-Sterne ein-
zugehen.

§ 1. Allgemeines iiber die Lichtkurven der langperiodischen Ver-
anderlichen. a) Die Form der Lichtkurven. Zur Klasse der langperiodischen
Veridnderlichen rechnet man Sterne, deren Lichtwechsel eine Periode von
mindestens go Tagen besitzt. Dabei handelt es sich, in gewissem Gegen-
satz zu den Cepheiden, im allgemeinen um Sterne, deren visuelle oder
photographische Lichtkurven ihre Form und Amplitude von Periode
zu Periode dndern kénnen. Die Amplitude des visuellen oder photo-
graphischen Lichtwechsels betrigt meistens einige GréBenklassen. Auch
die Periode kann manchmal sikulare, periodische oder einmalige Ande-
rungen erleiden. Die untere Grenze der Perioden, niamlich go Tage, ist
eine mehr oder weniger natiirliche Grenze; denn die Sterne des Perioden-
intervalls 40¢ < P <C go? sind, wie wir noch sehen werden, duBerst sel-
ten und besitzen dann stets sehr ausgesprochene UnregelmiBigkeiten,
wodurch sie sich sowohl von den Cepheiden, als auch von den langperio-
dischen Verdnderlichen unterscheiden.

* EppiNGgToN: Der innere Aufbau der Sterne 243 (1928).
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Es ist zweckmiBig, die Lichtkurven der langperiodischen Ver-
anderlichen in verschiedene Klassen je nach ihrer Form einzuteilen.
Nach LUDENDORFF! unterscheidet man drei Haupttypen von Licht-
kurven:

@) Anstieg der Lichtkurve merklich steiler als Abstieg; Minimum,
von vereinzelten Ausnahmefillen abgesehen, stets breiter als Maximum.

B) Lichtkurven im wesentlichen symmetrisch.

v) Lichtkurven mit Stufe oder Buckel im aufsteigenden Ast oder mit
Doppelmaximum.

Diese Haupttypen kénnen nun noch weiter unterteilt werden, je
nachdem, ob das Maximum spitzer verliuft als das Minimum; doch
brauchen wir darauf nicht niher einzugehen. Ein Vergleich mit den
moglichen Formen der Lichtkurven bei é Cephei-Sternen liegt besonders
nahe. Offenbar gilt fiir beide Klassen gemeinsam, daf8 Lichtkurven, bei
denen der Anstieg flacher verliuft als der Abstieg, duBerst selten sind.
Dagegen scheinen sekundire Wellen auf dem absteigenden Ast bei lang-
periodischen Verinderlichen so gut wie nie vorzukommen.

b) Verteilung der Perioden. Wir betrachten zuerst die Verteilung der
langperiodischen Verdnderlichen nach der Periodenlinge. Die folgende
Tabelle 15 stammt von THOMAS® und gibt die Verteilung der Perioden

Tabelle 15. Verteilung der Perioden.

P Anzahl P Anzahl
502 go* 7 370%-410" 66
90—130 22 410—450 55

130—170 37 450—490 14
170—210 47 490—530 5
210—250 89 530—570 4
250—290 93 570—610 2
260—330 100 610—650 2
330—370 82 >650 o

von 625 langperiodischen Verdnderlichen wieder ohne Riicksicht auf
Verschiedenheiten im Spektraltypus. Sie 148t sich befriedigend durch
eine Fehlerkurve darstellen. Es erscheint zweckmiBig, diese Verteilung
umzurechnen auf gleiche Intervalle von log P. Dies ist in Tabelle 16

geschehen, wobei fiir 4 log P =§ der Wert 0.1 gewihlt wurde. Tragt

man die Anzahlen gegen log P auf, so sieht man, dafl die Verteilungs-
kurve sich ebenfalls einer Fehlerkurve nihert.

* Handbuch der Astrophysik 6, 99 (1928). Fiir alle folgenden statisti-
schen Betrachtungen war mir dieser Artikel,.dem die meisten folgenden
Tabellen entnommen sind, von grofem Wert.

2 Diss. Berlin 1925.
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Tabelle 16. Verteilung der log P.

log P ‘ Anzahl log P Anzahl
1,845 1 1,2 2,501 64
2,041 6,0 2,633 59
2,176 ‘ 14 2,672 16
2,279 ‘ 22 2,708 6,4
2,362 ‘ 51 2,740 5,5
2,431 63 2,771 3,5
2,491 77 2,799 3.1
2,544 72z

Der nichste Schritt ist, die Verteilung der -, 8- und y-Kurven tiber
die einzelnen Perioden getrennt zu untersuchen. Dies ist von LUDEN-
DORFF fiir die langperiodischen Veridnderlichen mit Me Spektrum durch-
gefithrt worden, und da die {iberwiegende Mehrzahl der langperiodischen
Verdnderlichen ein Me Spektrum besitzt, so diirfte die Verteilung fiir
alle Verdnderliche ohne Riicksicht auf den Spektraltyp nicht sehr davon
verschieden sein. Die Verteilung ist in Tabelle 17 angegeben. Dabei hat
LupENDORFF die Periodenintervalle so gewihlt, daB in jedem Intervall
40 Sterne vorkommen. Dadurch tritt besonders deutlich hervor, wie

Tabelle 17. Perioden von Lichtkurven verschiedener Form.

912209 ‘ 1 31 i 5 3
210—250 \ 17 ‘\ 20 1 2
251—279 | 19 18 2 I
279—318 : 29 10 I o
318—342 ! 21 17 o 2
344—396 | 26 6 7 1
>308 1 30 ' 2 8 o

o143 [ ot [ 24| 9

stark asymmetrische Lichtkurven (¢) mit wachsender Periode an Zahl
rasch zunehmen, wihrend die symmetrischen Lichtkurven (a—g, f)
seltener werden.

c) Verteilung der Amplituden. Die Untersuchung der Verteilung der
Amplituden der visuellen oder photographischen Lichtkurven der lang-
periodischen Verinderlichen férdert einen ersten systematischen Unter-
schied im Verhalten der Sterne verschiedener Spektraltypen zutage. Es
ist deshalb erforderlich, gleich an dieser Stelle zur allgemeinen Orien-
tierung einige kurze Bemerkungen tiber die Spektraltypen langperio-
discher Veridnderlicher einzuschalten. Unter den 405 Verdnderlichen mit
bekanntem Spektraltyp kennt man 321 Sterne mit M-Spektrum und
Emissionslinien (Me), 18 Sterne mit S-Spektrum und Emissionslinien
(Se), 24 Sterne mit R- oder N-Spektrum, 39 Sterne mit reinem Absorp-
tionsspektrum K oder M und endlich 3 Sterne mit besonderem Spek-
trum. Die }M-Sterne zeigen intensive Absorptionsbhanden des Titanoxyds.
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Die seltenen S-Spektren sind nach MERRILL® sehr nahe mit den M -Spek-
tren verwandt. Ein wesentlicher Unterschied ist jedoch der, daB an
Stelle der Titanoxyd Banden solche des Zirkonoxyds auftreten. Nach
K1xG? bedarf es zur Anregung dieser Banden im elektrischen Ofen einer
etwas hoheren Temperatur als zur Anregung der Titanoxyd-Banden.
Man hat also Grund zur Annahme, daBl die effektive Temperatur der
Se-Sterne im Durchschnitt etwas gréBer ist als die der Me-Sterne. R-
und N-Spektren sind ebenfalls selten. Die N-Spektren zeigen als auf-
fallendsten Zug Kohlenstoffabsorptionsbanden. R-Spektren bilden einen
sehr seltenen Ubergang zwischen den N-Spektren und den gewdhnlichen
G-Spektren. Auffallend ist die groBe Intensitit der G-Bande (CH) und
der Cyan-Banden (CN). Die effektive Temperatur der R-Sterne ist
merklich gréBer als die der N-Sterne. Ein gemeinsamer Zug der Spektren
von langperiodischen Verinderlichen ist also, dal sie intensive Absorp-
tionsbanden aufweisen.

Tabelle 18 enthilt die Verteilung der visuellen Amplituden getrennt
fiir die langperiodischen Verinderlichen verschiedener Spektraltypen.

Tabelle 18. Verteilung der Amplituden.

Visuelle Amplituden ' Me \ Se | N, R KM

=270 6 ! o 2 20
2,I—3,0 [¢] | I 5 .6
3,I—4,0 12 2 7 4
4,1—5,0 45 2 4 3
5,I—6,0 ! 92 2 3 I
6,1—7,0 ! 63 ‘ 3 o 2
7,1—8,0 | 14 | 3 ‘ o o
>8,0 | 5 | 2 o o

| 246 | 15 | 21 36

Bemerkenswert sind die durchschnittlich gréBeren Amplituden der
Sterne mit Emissionslinien, wobei zu erwihnen ist, dafl in den N- und
R-Spektren manchmal die BALMER-

Linien in Emission auftreten. Beson- . Tabelle 19.

ders deutlich wird dies, wenn man die Mittlere Amplituden.

mittleren Amplituden fiir die Verdnder- Spektraltyp ’ 4 Zahl

lichen der ver.schl.eder'len Spektraltypen Mo <me 246

berechnet, wie dies in Tabel_le I9 ge- Se 6,0 18

schehen ist. Fiir eine Interpretation Nk | 3,7 21
KM | 2.5 36

der physikalischen Vorginge in den

Atmosphiren dieser Sterne ist dieser Umstand von Wichtigkeit.
Endlich haben wir noch zu erwidhnen, daB3 bei den Me-Sternen, der

einzigen Spektralklasse mit geniigendem Beobachtungsmaterial, eine enge

t Astrophys. J. 56, 457 (1922); Mt. Wilson Contr. 252.
2 Publ. Astr. Soc. Pacific 36, 140 (1924).
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Korrelation zwischen Amplitude und Periode des Lichtwechsels besteht.
Tabelle 2o gibt diese Korrelation wieder.

Tabelle z0. Korrelation zwischen Periode und Amplitude.

r P A4 Anzahl

=150" 134° 376 15
151—180 162 3,9 I1
181—210 109 5,1 14
211—240 226 5,3 27
241—270 255 553 34
271—300 284 5.7 27
301—330 317 5.7 37
331—360 343 6,0 27
361—390 374 6,1 18
391—420 405 6,4 17
421—460 435 5,8 10
461—500 480 6,8 3

> 500 528 7.4 6

Da eine Korrelation zwischen Periode und mittlerem Spektraltyp
besteht (Tabelle 7), so geht diese Relation zwischen Periode und Am-
plitude der visuellen Lichtkurven tiber in eine Beziehung zwischen der
Amplitude des visuellen Lichtwechsels und dem mittleren Spektraltyp
der Sterne.

§ 2. Die galaktische Verteilung der langperiodischen Verinder-
lichen. Inerster Linieinteressiert wiederdie Verteilungder Verdnderlichen
in galaktischer Breite. Hier kann, wie die linke Hilfte von Tabelle 21 zeigt,

Tabelle 21. Galaktische Verteilung der langperiodischen

Verianderlichen.

Galaktische Breite Anzahl Galaktische Linge ] Anzahl
+90°bis +70° 3 o'— 30° 38
+70 ,, +50 20 30— 60 36
+50 , +30 34 60— QO 26
+30 , +10 49 Q90— 120 29
+10 ,, —IO 66 120—150 11
—10 ,, —30 81 150—180 20
—-30 ,, —50 56 180—210 17
—-50 ,, —70 25 210—240 19
-70 ,, —QO0 7 240—270 29

270—300 31
300—330 54
330—360 31

abermals eine merkliche Konzentration in der Ebene der MilchstraBe
festgestellt werden, eine Eigenschaft, die auf Grund stellarstatistischer
Ergebnisse auf groBe Leuchtkraft der Sterne schlieBen 14B8t. Auffallend
ist die recht ungleichmiBige Verteilung in galaktischer Linge, die ein
Maximum bei 315° (Sagittarius) und ein Minimum bei 135° (Taurus)
aufweist. Das Maximum der Hiufigkeit liegt in derjenigen Richtung,
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in die wir nach unserem heutigen Wissen das Zentrum des gréBeren
galaktischen Systems verlegen. Das Minimum liegt in der genau ent-
gegengesetzten Richtung. Dabei ist zu bedenken, dafBl in den letzten
Jahren die Gegend des Sagittarius ganz besonders nach verinderlichen
Sternen durchsucht worden ist, wihrend das in gleichem MaB fir die
Taurus-Gegend nicht der Fall war. Aber wahrscheinlich ist die Asymme-
trie der Verteilung nicht nur auf einen Auswahleffekt zuriickzufithren.
§ 3. Die absoluten Leuchtkrifte der langperiodischen Veridnder-
lichen. Eine eingehende Diskussion der E B der langperiodischen Verdnder-
lichen verdankt man WiLson?I. Erhatausder parallaktischen Komponente
der EB der Me-Sterne unter Benutzung von einem aus Radialgeschwin-
digkeiten bestimmten Werte der Sonnengeschwindigkeit relativ zu den
langperiodischen Verdnderlichen eine mittlere absolute visuelle Hellig-
keit von o7o im Helligkeitsmaximum abgeleitet. Die Unsicherheit
dieser Bestimmung diirfte im wesentlichen von der unsicheren Sonnen-
geschwindigkeit herrithren. Die Radialgeschwindigkeiten ergeben nim-
lich den recht hohen Wert von 55,0 km/sec fiir die Geschwindigkeit der
Sonne relativ zu den langperiodischen Verdnderlichen®, der auf eine
Gruppenbewegung schlieBen 148t. Wenn eine solche vorliegt, wird die
Bestimmung einer Parallaxe aus der parallaktischen Komponente der
EB illusorisch. MERRILL und STROMBERG® haben diese Untersuchungen
wiederholt und fanden fiir die mittlere absolute visuelle Leuchtkraft
der langperiodischen Verdnderlichen den Wert + 071, der aber ebenfalls
durch besondere bei den langperiodischen Verdnderlichen vorliegende
Bewegungsverhiltnisse illusorisch sein kann. Sie zeigten auBerdem, daB
die absolute visuelle Leuchtkraft der Verdnderlichen abnimmt mit zu-
nehmender Periode, also umgekehrt wie bei den ¢ Cephei-Sternen.
Etwas zuverldssigere Resultate wird man erhalten, wenn man die
Helligkeitsunterschiede zwischen langperiodischen Verdnderlichen und
Sternen bekannter Leuchtkraft, die in ein und demselben entfernten
Sternsystem vorkommen, bestimmt. Im Sternhaufen 47 Tucanae kennt
man einige langperiodische Veridnderliche, die zu den allerhellsten
Sternen des Haufens gehéren*. Daraus ist auf groBe absolute visuelle
oder photographische Leuchtkraft zu schlieBen. In den letzten Jahren
wurde durch die am Harvard Observatory durchgefithrte Durch-
musterung der MilchstraBenwolken im Sagittarius nach verdnderlichen
Sternen eine zweite Vergleichsméglichkeit geschaffen. In diesen Wolken
findet man zahlreiche kurzperiodische Cepheiden und langperiodische
Verdnderliche. Aus einem Vergleich ihrer photographischen Helligkeiten
folgt dann fiir die langperiodischen Verdnderlichen im Mittel eine abso-

t Astron. J. 34, 183 und 35, 125 (1923).

2 MeRRILL: Astrophys. J. 58, 215 (1923), Mt. Wilson Contr. 264.
3 Astrophys. J. 59, 97 (1924), Mt. Wilson Contr. 267.

4 Harvard Bull. 783 (1923).
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lute visuelle Leuchtkraft von — 275 zur Zeit des Helligkeitsmaximums.
Im Maximum sind die langperiodischen Verdnderlichen also zweifellos
Ubergiganten.

Die Verhiltnisse liegen hier aber etwas schwieriger als bei den
¢ Cephei-Sternen, weil die Spektren der langperiodischen Verdnder-
lichen im visuellen und photographischen Gebiet sehr intensive Absorp-
tionsbanden aufweisen, die die totale visuelle oder photographische
Helligkeit des Sternes in viel gréBerem MaBe beeinflussen als dies bei
einem Linienspektrum der Fall wire. Die absoluten visuellen oder
photographischen Leuchtkridfte der langperiodischen Verinderlichen
sind deshalb nicht ohne weiteres mit dén visuellen oder photographischen
Leuchtkraften der Cepheiden zu vergleichen. Diejenige Gréfle, die die
Leuchtkraft der langperiodischen Veranderlichen einwandfrei charakteri-
sieren wiirde, ist offenbar die bolometrische Helligkeit. Wegen der groBen
Intensitdt der Absorptionsbanden im visuellen und photographischen
Gebiet bieten visuelle und photographische Helligkeiten dafiir keinen
Ersatz. Ungliicklicherweise sind aber die meisten langperiodischen
Verdnderlichen selbst zur Zeit des Helligkeitsmaximums so schwach,
daB bolometrische Messungen nicht mit Erfolg durchgefithrt werden
konnen. Man ist deshalb auf unsichere empirische Reduktionen der
visuellen GréBen auf bolometrische angewiesen. Diese Reduktions-
groBen wachsen bekanntlich sehr rasch an mit abnehmender Temperatur
der Lichtquelle, also von M 1e nach M ge und zwar in dem Sinne, daf3
bei gleicher visueller Helligkeit die bolometrische Helligkeit eines Mge-
Sternes grofer ist als diejenige eines M1e-Sternes. Nun nimmt aber
auch gleichzeitig die Intensitit der Absorptionsbanden im visuellen
Spektralgebiet zu von M1e nach M ge. Da wir die durch Absorptions-
banden wunverfilschte visuelle Helligkeit auf die bolometrische redu-
zieren missen, so hat man nochmals von M 1e nach M ge zunehmende
Korrektionen anzubringen und zwar in dem Sinne, daf3 die beobachtete
visuelle Helligkeit eines M ge-Sternes stirker vergréBert wird als die-
jenige eines M 1e-Sternes. Aus der relativ geringen Abnahme der beob-
achteten absoluten visuellen Helligkeit von M 1e bis M ge (MERRILL und
STROMBERG fanden zwischen M2¢ und M8e eine Abnahme von 172)
konnen wir schlieBen, dafB3 die Reduktion auf bolometrische GroBen zu-
sammen mit der Korrektion fiir die Intensitit der Absorptionsbanden
diesen Verlauf mehr als ausgleicht, und wir auf diese Weise eine zu-
nehmende absolute bolometrische Helligkeit der langperiodischen Ver-
dnderlichen mit abnehmender Temperatur und, wegen Tabelle 4, auch
mit zunehmender Periode erhalten. In einem RuUSSELL-Diagramm, in
dem als Abszissen die Temperaturen und als Ordinaten die absoluten
bolometrischen Helligkeiten aufgetragen werden, zeigt also die PLTk
bei den langperiodischen Verdnderlichen genau den entsprechenden
Verlauf wie bei den ¢ Cephei-Sternen. Nur der Nullpunkt der absoluten
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bolometrischen Gréfen bleibt unsicher bestimmt. Wir kénnen aber mit
Sicherheit sagen, daB3 die langperiodischen Veranderlichen Ubergiganten
niedriger Temperatur sind.

§ 4. Bolometrische und mehr oder weniger monochromatische
Lichtkurven. Die Schwierigkeiten einer Interpretation der physikalischen
Natur dieser Verdnderlichen rithren zum grofen Teil daher, da3 so wenig
iiber die Intensititsinderung der Gesamtstrahlung bekannt ist. So sind
die von Periode zu Periode auftretenden Form- und Amplitudendnde-
rungen des Lichtwechsels nur fiir visuelle und photographische Licht-
kurven nachgewiesen. Es wire natiirlich von besonderer Bedeutung zu
wissen, ob entsprechende Anderungen auch in der Intensitit des Gesamt-
lichtes vorkommen. Leider wissen wir dariiber zur Zeit noch nichts.

Die Amplituden des Lichtwechsels wurden von den in Tabelle 22
zusammengestellten neun langperiodischen Verinderlichen auf dem
Mt. Wilson Observatory! radiometrisch gemessen. Dadurch erhilt man

Tabelle 22. Radiometrische Amplituden.

Ster Spoium, | Bifllometdeche | Vil
o Cet 331¢ Mse— M3 ‘ o78 | 776
X Oph 339 Ko —Mze 0,5 ; 3,0
¥ Cyg 406 M 5e — M 8e 0,0 | 9,0
R Cnc 355 M6e — M 8e 0,7 5,8
R Aql 318 M 5e'— M 8e 0,8 6,2
R Aqr 387 Mse— M ge 0,5 E 4,8
R LM 372 M7e— M 8e 0,7 | 6,0
R Leo 318 M6e — M 8e 0,6 \ 5,2
R Hya 404 M6e — M8e | 0,9 6,6

schon ein gutes Bild {iber die Amplituden der Gesamtstrahlung, jeden-
falls ein wesentlich besseres als bei Beschrinkung auf visuelle oder
photographische Messungen, die durch Absorptionsbanden stark beein-
fluBt sind und in einem Gebiet geschehen, das bei den tiefen Tempera-
turen der Verdnderlichen weit ab liegt vom Intensitdtsmaximum der
Strahlung. In der Tabelle sind auBlerdem die Periode des Lichtwechsels,
der Spektraltyp und die Amplitude der visuellen Lichtkurve angegeben.
Das Mittel der neun radiometrischen Amplituden betrigt o®71. Ver-
gleicht man diesen Wert mit der Amplitude des Lichtwechsels bei
d Cephei-Sternen, so findet man eine sehr gute Ubereinstimmung. Die
mittlere visuelle Amplitude betrigt bei 89 Cepheiden mit Perioden
groBer als 1 Tag om83 und die bolometrischen Amplituden sind noch
ein wenig kleiner. Man erhilt also das Resultat, daB sich die lang-
periodischen Verdnderlichen sehr dhnlich wie die § Cephei-Sterne ver-
halten, wenn man an Stelle visueller oder photographischer Messungen

 PerTIT u. NICHOLSON: Astrophys. J. 68, 279 (1928), Mt. Wilson
Contr. 369.
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radiometrische, oder noch besser bolometrische Helligkeitsmessungen
zugrunde legt. Dann stimmen die Amplituden der Lichtkurven iiberein
und es besteht bei den langperiodischen Veridnderlichen eine ganz ent-
sprechende PLTk.

Unterschiede zwischen den beiden Klassen wvon Verinderlichen
treten erst auf, wenn der Lichtwechsel in mehr oder weniger mono-
chromatischen Spektralgebieten untersucht wird. Aber hier ist das
Beobachtungsmaterial bei den langperiodischen Veridnderlichen noch
sehr viel sparlicher als bei den § Cephei-Sternen. Das einzige, was man
in dieser Beziehung weil3, sind die sehr viel groBeren Amplituden des
Lichtwechsels im visuellen oder photographischen Gebiet, und daB die
visuellen oder photographischen Lichtkurven von Periode zu Periode
Anderungen in Form und Amplitude erfahren kénnen.

Was zunichst die Amplituden betrifft, so 148t sich leicht ausrechnen,
daB bei den tiefen Temperaturen der Verdnderlichen einer bestimmten
bolometrischen Amplitude eine ungefihr doppelt so grofle visuelle
Amplitude entsprechen muB. Nehmen wir zunichst den Radius des
Sternes als konstant an, so folgt aus dem STEFAN-BoLTzMANNschen
Gesetz sofort

L T’

woraus sich zu jeder Temperaturschwankung 07 die zugehérige bolo-
metrische Amplitude des Lichtwechsels Am ergibt. Setzen wir als Bei-
spiel T =3000°, § T =500°, so ergibt sich Am=0772. Die radiometri-
schen Amplituden der langperiodischen Verdnderlichen lassen sich also
im Mittel durch eine Temperaturschwankung von 500°, die ein Stern
der mittleren Temperatur von 30000 erleidet, darstellen. Bei einem
schwarzen Strahler ist die Leuchtkraft im visuellen Gebiet (0,5<C4<0,7)
proportional zu

JL" 44T
(*) = 0,92 AMo1, =
bol. :

0,7 -
_/'/;.s (6[2/“‘— I) -dh.
Mit ¢, =14300, 2 < 0,7, T < 4000° wird ¢, AT > 5, d. h. die Eins im
Integranden kann gegeniiber dem Werte der Exponentialfunktion ver-
nachldssigt werden. Setzt man noch 1/1=wx, so erhilt man
oL oo me 7T },:
(“f)vif 0,92 4 s == \4+—F— |,

Xa (4]

L'= ——fxae_'f -dx,
also proportional der Leuchtkraft des Sternes im betreffenden Spektral-
gebiet ist. Mit ¢, =14300, T =3000°, ¥, =2,0, £, =1,5 findet man daraus

WO
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Am=1747 als visuelle Amplitude, die bei einer mittleren Temperatur
von 3000° zu. einer Temperaturschwankung von 500° gehort.

Nun sind aber, wie die letzte Spalte von Tabelle 22 zeigt, die visuellen
Amplituden bedeutend gréBer als das Doppelte der radiometrischen
Amplituden. Die iibrigbleibende Differenz betrigt im Durchschnitt fiir
die neun Sterne 4,6 GroBenklassen. Sie bedeutet ein Abweichen der
Sternstrahlung im visuellen Gebiet von der Intensititsverteilung eines
schwarzen Strahlers. Es ist wahrscheinlich, dal der gréfite Teil von
der Intensititsinderung der Titanpxyd-Banden bei den Me-Sternen
und von den Zirkonoxyd-Banden bei den Se-Sternen wihrend des Licht-
wechsels herrithrtI. Durch die Intensititszunahme der Absorptions-
banden mit spiter werdendem Spektraltyp kénnte auch die Korrelation
zwischen der Amplitude des visuellen Lichtwechsels und dem mittleren
Spektraltyp der Sterne verstanden werden, wie sie aus Tabelle 2o folgt.
Wird dies als richtig angesehen, so lieBe sich aus Tabelle 20 die Inten-
sitditszunahme der Absorptionsbanden abschitzen. Denn nach Tabelle 22
und in Analogie mit den J Cephei-Sternen kénnen wir wohl annehmen,
daB keine Korrelation zwischen Periode und radiometrischer Amplitude
des Lichtwechsels vorliegt. Dann wiirde den zu den verschiedenen
Periodenintervallen von Tabelle 20 gehorenden Sternen im Durchschnitt
die gleiche radiometrische Amplitude zukommen und die beobachtete
Zunahme der visuellen Amplitude mit der Periode wiirde ein direktes
MaB fiir die Zunahme der Intensitit der Absorptionsbanden mit zu-
nehmender Periode, oder nach Tabelle 7, mit spiter werdendem Spek-
traltyp sein. Nach Tabelle 7 entspricht einer Periode von 135 Tagen
der mittlere Spektraltypus M 2,4¢ und einer Periode von 435 Tagen der
mittlere Spektraltypus M 6,1e. Mit Hilfe von geglitteten Amplituden-
werten aus Tabelle 2o wiirden wir also auf eine Zunahme der Intensitit
der Absorptionsbanden im visuellen Spektralgebiet zwischen M 2,4e
und M 6,1¢ von 2,7 GroBenklassen schlieBen. Die Intensitdtszunahme
der Absorptionsbanden mit spiter werdendem Spektraltypus kann also
von der richtigen GréBenordnung sein, um die Abweichung von der
schwarzen Strahlung im visuellen Gebiet zu erkldren. Wirkliche Inten-
sitditsmessungen {iber die Totalabsorption dieser Banden liegen leider
nicht vor und sind auch besonders schwierig durchzufiihren, weil es im
visuellen Teil der Spektren von M-Sternen so gut wie keine absorptions-
freien Stellen gibt. In diesem Zusammenhang ist Tabelle 19 von be-
sonderer Bedeutung, die eine rasche Abnahme der visuellen Amplitude
von den Sternen mit Emissionslinien zu denjenigen mit reinem Absorp-
tionsspektrum zeigt. Radiometrische Amplituden von langperiodischen
Verdnderlichen mit reinen Absorptionsspektren sind nicht bekannt, so
daB wir nichts dariiber wissen, ob langperiodische Verinderliche mit

1 Siehe Jov: Astrophys. J. 63, 281 (1926), Mt. Wilson Contr. 311 sowie
PAYNE u. TEN BRUGGENCATE: Harvard Bull. 876 (1930).
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Emissionsspektrum im Durchschnitt gréBere radiometrische Amplituden
besitzen. Ein weiterer Grund fiir die schwierige Interpretation von
Tabelle 22 ist der Umstand, daf3 sich die in der dritten Spalte ange-
gebenen Anderungen des Spektraltyps nicht bei allen Sternen auf den
gesamten Lichtwechsel beziehen, sondern in der Regel nur mit Hilfe
von Spektren gewonnen wurden, die in der Gegend maximaler Hellig-
keit der Verinderlichen aufgenommen wurden. Die groBe Lichtschwéche
der meisten Objekte macht ein Studium ihres Spektrums zur Zeit
minimaler Helligkeit unméglich.

Uber die Ursache der Form- und Amplitudeninderungen in den
visuellen Lichtkurven der langperiodischen Verdnderlichen kann eben-
falls nichts bestimmtes ausgesagt werden, solange radiometrische Licht-
kurven nicht auf entsprechende Anderungen hin untersucht sind. Es
ist jedoch in vieler Hinsicht verlockend, diese Anderungen zum groBten
Teil Intensititsinderungen der Absorptionsbanden zuzuschreiben, die
durch Schwankungen der Oberflichentemperatur der Sterne hervor-
gerufen sein kénnen und gegen solche Schwankungen sehr empfindlich
sind. Da die intensiven Absorptionsbanden in Sternspektren alle Reso-
nanzbanden sind, so ist es wahrscheinlich, daB3 ein groBer Teil der Mole-
kiille durch selektiven Strahlungsdruck oberhalb der umkehrenden
Schicht getragen wird. Stérungen dieser duBersten Schichten kénnen
sich dann sehr wohl in den visuellen Lichtkurven bemerkbar machen,
wiirden aber keinerlei Einflu3 auf die bolometrischen Lichtkurven und
die effektiven Temperaturen der Sterne besitzen.

§ 5. Die spektralen Anderungen der langperiodischen Verinder-
lichen. a) Das kontinuierliche Spekirum, der Wirmeindex. Bei den
& Cephei-Sternen bildete der Farbenindex, den man durch Vergleich der
visuellen und photographischen Helligkeit der Sterne erhilt, schon
ein gutes MaB fiir spektrale Anderungen wihrend des Lichtwechsels.
Bei den langperiodischen Verdnderlichen fillt diese Moglichkeit weg,
da die visuelle sowohl wie die photographische Helligkeit wegen der
sich in verschiedener Weise iiberlagernden intensiven Absorptionsbanden
wenig aussagt iiber die effektive Temperatur in der Sternatmosphére?®.
Einen sehr viel besseren Aufschluf8 iiber Anderungen der Temperatur
der strahlenden Schicht widhrend des Lichtwechsels erhidlt man, wenn
die visuellen Helligkeiten mit den radiometrischen verglichen werden.
Die Differenz zwischen visueller und radiometrischer Helligkeit be-
zeichnet man als Wiarmeindex. NicrHorLsoN und PETTIT haben bei
einigen langperiodischen Verinderlichen eine Anderung des Warmeindex
gemessen®. In Tabelle 23 sind einige ihrer Resultate zusammengestellt.
Die zweite Spalte gibt die maximale und minimale visuelle Helligkeit
der Sterne an, die dritte Spalte enthilt die visuelle Helligkeit, bei der

1 Siehe z. B. Harvard Bull. 876 (1930).
2 Publ. Astr. Soc. Pacific 34, 132, 181, 290 (1920).
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die Messung des Wirmeindex ausgefithrt wurde, die vierte Spalte gibt
den gemessenen Wirmeindex. Macht man die Annahme, daf} die Sterne
wie schwarze Kérper strahlen, so 148t sich aus dem Wiarmeindex auf
die Temperatur schlieBen, die in der letzten Spalte von Tabelle 23

Tabelle 23. Warmeindex.

Stern Majilgiileeuﬁ(ilﬁlgllr:g:ale Visuelle Helligkeit Wirmeindex Temperatur
X Oph 7m— g™ 773 | 576 2040°
8,0 6,1 1940
R Aql 6 —12 6,5 4,4 2260
9,8 6,8 1810
o Cet 2 —9 6,6 6,6 1850
9,0 7,6 1720

angegeben ist. Man erkennt daraus, daB der Warmeindex mit ab-
nehmender Helligkeit zunimmt, analog dem Verhalten des Farben-
index bei Cepheiden. Die Temperaturen im Minimum sind also niedriger
als die Temperaturen im Maximum. Im vorhergehenden Paragraphen
sahen wir, daB Temperaturschwankungen von ungefihr 500° zur Er-
klirung der radiometrisch gemessenen Amplituden des Lichtwechsels
notwendig sind.

In Tabelle 24 stellen wir noch alle bekannten maximalen und mini-
malen Temperaturen der langperiodischen Verinderlichen zusammen,

Tabelle 24. Maximale und minimale Temperaturen.

Stern Maximum in © Minimum in © Spektrum

o Cet 2540 | 2020 Mse—MS
3730* < 2000%

X Oph 2260 | 1890 Ko —Mye

z Cvg 2260 1580 Mse—DMS8e
2230%* 1200% ‘

R Cnc 2450 1890 M6e—DMS8e

R Aql 2360 ! 1890 Msge— M8e

R Aqr 2180 ! 1760 Mse—Mye

R LM | 2230 1860 My7e—MS8e

R Leo 2260 1760 M6e—M8e

R Hya 2360 1950 M6e—MS8e

R Tri — 1950 —e

U Hya 2360 — N2

X Cnc 2260 — N3

VX And | 2010 — N7y

wie sie von PETTIT und NIcHOLSON!® durch Wirmeindexmessungen und
von HopmanNN® durch kolorimetrische Messungen bestimmt wurden.
Die Messungen von HopMaNN sind durch * bezeichnet. Die Tempera-
turen sind wahrscheinlich eher zu niedrig als zu hoch, weil der visuelle
Spektralbereich, der sowohl bei Wirmeindexmessungen wie bei kolori-

* Astrophys. J. 68, 279 (1928), Mt. Wilson Contr. 369.
2 Astr. Nachr. 222, 237 (1924) und 226, 1 (1925).
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metrischen Messungen benutzt wird, durch Absorptionsbanden ver-
falscht ist, wihrend die radiometrischen Messungen davon sehr viel
weniger beeinfluBt sind. Vermutlich bildet die Abschdtzung der Tem-
peraturschwankung aus den radiometrischen Amplituden mit Hilfe des
STEFAN-BoLTzMANNschen Gesetzes den besten Anhaltspunkt {iber die
Amplitude der Temperaturkurve.

b) Das Linienspektrum. Sehr viel mehr wird man iber die physi-
kalischen Bedingungen in den Atmosphéren der langperiodischen Ver-
dnderlichen auf Grund eines Studiums des Linienspektrums dieser Sterne
aussagen koénnen. 'In jahrelanger miihevoller Arbeit hat MERRILLT hier
ein sehr wertvolles Beobachtungsmaterial geschaffen und was wir heute
iber Anderungen im Linienspektrum dieser Verinderlichen wissen, ver-
danken wir in erster Linie ihm. Im Rahmen dieses Aufsatzes ist es
nur moglich, auf die Hauptergebnisse hinzuweisen.

Wie schon in § 1¢ kurz erwdhnt wurde, kommen bei den lang-
periodischen Veridnderlichen drei Grundtypen von Spektren vor: M, S
und R-N Spektren. Gemeinsam ist allen Spektren das metallische
Linienspektrum, wenn auch einzelne Metallinien von Typus zu Typus
ihre Intensitit 4dndern. Die drei Grundtypen unterscheiden sich vor
allem in der Art der Bandenspektra. Die Absorptionsbanden gehoren
bei den M-Sternen dem Titanoxyd, bei den S-Sternen dem Zirkonoxyd
und bei den R-N-Sternen dem Kohlenstoff an. Bei den meisten lang-
periodischen Verdnderlichen treten auflerdem in ihrer Intensitit ver-
anderliche helle Linien auf. Bei den Me-Sternen findet man neben den
BarLMER-Linien noch Linien des Fe, Si, Mg und M#n als Emissions-
linjien®. Die Se-Sterne zeigen ebenfalls helle Wasserstofflinien und andere
breite Emissionslinien, die zum Teil noch nicht identifiziert werden
konnten und zum Teil dem ionisierten Eisen zugeschrieben werden3.
Bei den R- und N-Sternen beschrinken sich die Emissionslinien im
wesentlichen auf die Wasserstofflinien. In diesem Zusammenhang er-
scheint es wichtig, auch auf das von MERRILL eingehend untersuchte
besondere Spektrum von R Aquarii hinzuweisen*. Dieser Stern zeigte
wihrend seines raschen Helligkeitsanstieges im Jahre 1919 die charakte-
ristischen Linien eines planetarischen Nebels, die dem normalen Me-
Spektrum tiberlagert waren. Dies ist ein Beweis dafiir, daBl man bei
den langperiodischen Verdnderlichen, wegen der duBerst geringen Dichte
in den Atmosphirn dieser Sterne, mit dem Auftreten von unter normalen
Verhiltnissen verbotenen Linien zu rechnen hat.

Abb. 24 gibt Spektren von o Ceti wieder, die einen guten Eindruck

* Siehe zahlreiche Abhandlungen im Astrophys. J., beginnend im
Jahre 1915.

2 Astrophys. J. 58, 195 (1923), Mt. Wilson Contr. 265.

3 Astrophys. J. 56, 457 (1922), Mt. Wilson Contr. 252.

4 Astrophys. J. 53, 375 (1921), Mt. Wilson Contr. 206.



65

IAY 2], ‘obz *gg pwiofl earsiydoasy Aoy <1y yornl
-3y, oz asvy,) b6 gy dinenyadg (L payd
e 1 asey fo8 gy ddjenyady (84 nay
afiey, eg aseqy fag gy dbapmangadyg 105 ety o
afer 6% aswy,) Toipp dbonyadg Pt ueyByei q
ey, £ aswy 12§ gy dbyengadg m....um Iyl egy
{pof€ = [} 33D o woa wfumeapuy aunyadg Fzqqy

N | Il 100

T e T S N L]

| (RN T

G T
L I T T

derlichen Sterne.

1€ veran

D

L

FEINIETE DR wieen)

BUL LR OHL 00N R HSERLI

AT TPINE TR O ARRTnTe g |
e g L i B

LLLICRY LD Wi i

1745 S zozr

R
0l

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X.



66 P. TEN BRUGGENCATE:

vom Auftreten variabler Emissionslinien und den intensiven Titanoxyd-
banden geben. Abb. 25 zeigt die von MERRILL® gefundenen Intensitéts-
inderungen von Emissionslinien in Me-Sternen (R Leo, R Hya, R Ser,
X Oph, % Cyg, T Cep) und zwar fiir die BALMER-Linien Hy und HJ,
die Fe-Linien A 4202 und 4 4308, sowie die Mg-Linie 4 4571. Zur Ver-
anschaulichung der Phasenbeziehung relativ zur Lichtkurve ist auch
eine mittlere Lichtkurve fiir die beobachteten Sterne eingezeichnet
worden. Bemerkenswert ist die Phasenverzégerung zwischen den Inten-
sititsmaxima der Emissionslinien und demjenigen der Lichtkurve. Ein
Vergleich mit der aus den Emissionslinien bestimmten Radialgeschwin-
digkeitskurve ergibt (siehe § 6), daB die Emissionslinien ihre maximale
Intensitit ungefihr zur Zeit maximaler Anniherungsgeschwindigkeit
erreichen. Wir haben ferner auf das verschiedene Verhalten von Hy

Grolfe

-~

,/’ X .
Au308 Ausrt K By

L | | {
—04 -42 a +42 +O¥ +06
Abb. 25. Intensititsinderungen der Emissionslinien bei J7z-Sternen.
(Nach MEerriLL, Mt. Wilson Contr. 200.)

1 1 1 1 | 1 | !

und H§ hinzuweisen. Das Intensitdtsverhiltnis der beiden Emissions-
linien miiBte wihrend des Lichtwechsels konstant bleiben, da es ledig-
lich von den Ubergangswahrscheinlichkeiten abhingt, die unabhingig
von Temperatur und Dichte sind. Dies trifft aber keineswegs zu. Viel-
mehr schildert MERRILLZ das Verhalten des Intensitdtsverhdltnisses
Hy:H§ folgendermaBen: ,,The infensity ratio Hy:H6 in Me stars varies
with phase in a striking manner. Typical behavior is as follows: At
one-fifth of the period before maximum, phase — 0,2, the ratio is “/3;
it rises rapidly to I/, at — 0,05, then remains nearly constant until
-+ 0,2, after which it again rises rapidly to 21/, at about 4 0,4.“ Ebenso
bemerkenswert sind die Anderungen des Intensitdtsverhiltnisses von
A 4308: 4 4202, zwel Eisenlinien, die zu demselben Multiplett gehéren.
MERRILL weist darauf hin, daB, wihrend die Absorptionslinien ihre In-
tensitdt gemiB Temperaturinderungen in der Photosphire wihrend des
Lichtwechsels veriandern, dies nicht fiir die Emissionslinien zutrifft. Diese

* Astrophys. J. 53, 185 (1921), Mt. Wilson Contr. zo0.
2 Astrophys. J. 71, 285 (1930), Mt Wilson Contr. 399.
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zeigen vielmehr keine einfache Beziehung zur Temperatur der Photo-
sphiare. Wahrscheinlich lassen sich viele Beobachtungstatsachen bei den
langperiodischen Verdnderlichen dann erkliren, wenn man annimmt,
daf die T70-Banden von Molekiilen absorbiert werden, die durch selek-
tiven Strahlungsdruck oberkhalb der Schicht getragen werden, in der die
Emissionslinien entstehen.

Endlich sind noch Untersuchungen von STEBBINS! und Jov? iiber
das Spektrum von o Ceti zu erwihnen. Die groBe Bedeutung dieser
Arbeiten liegt darin, daB3 die spektralen Anderungen bei diesem Stern
wihrend des gesamten Lichtwechsels verfolgt werden konnten. Die
Anderung des mittleren Spektraltyps mit der
Helligkeit enthilt Tabelle 25, die den Unter- Tabelle2s. An.de'
suchungen von Jovy entnommen ist. Das Spek- fungen im mitt-

. . . eren Spektral-
trum von o Ceti besitzt, auBler zur Zeit des typ von o Ceti.
Helligkeitsminimums und kurz danach, Emissions-

linien, von denen 49 einwandfrei als Linien des s S
H, Fe, Si, M»n und Mg identifiziert werden konn- 301 Ms,2
ten. Die Wasserstofflinien und die Linien des 3.7 M6,3
C . . . . ‘s . 4,6 M6,9
ionisierten Eisens erreichen ihr. Intensitdtsmaxi- 5.5 M6
mum kurz nach dem Helligkeitsmaximum und 6,4 MS8,0
vor den Linien tiefer Temperatur, deren Inten- 77 M3Bq
8,9 Mo,0

sititsmaximum auf die zweite H4lfte des absteigen-
den Astes der Lichtkurve fillt. Was die Absorptionslinien betrifft, so
konnte Jovy 44 Linien als solche des Fe, V, Cr, Mun, Ca, Mg, T4, Sr
und Ba identifizieren. Die zahlreichen Absorptionsbanden gehéren
fast ausnahmslos dem 770 an. Besonders bemerkenswert scheint zu sein,
daB wahrend des abnorm schwachen Maximums von o Ceti im Februar
1924 sonst unbeobachtete Emissionslinien und Absorptionsbanden auf-
traten. Vielleicht darf man hierin einen Hinweis erblicken, daBl Unregel-
maBigkeiten in den visuellen und photographischen Lichtkurven sich zum
groBen Teil auf Anderungen im Bandenspektrum zuriickfiihren lassen.
§ 6. Die Radialgeschwindigkeiten der langperiodischen Verédnder-
lichen. Es ist offenbar von besonderer Bedeutung auch bei den lang-
periodischen Verdnderlichen aus Radialgeschwindigkeitsmessungen auf
den Bewegungszustand der umkehrenden Schicht zu schliefen. Leider
sind unsere Kenntnisse auch hier wegen der Lichtschwiche der meisten
Objekte sehr unvollstindig und o Ceti ist der einzige Stern, fiir den
bis jetzt eine aus den Absorptionslinien bestimmte Radialgeschwindig-
keitskurve vorliegt. Sie 4Bt sich nach Joy durch die folgenden ellip-
tischen Elemente darstellen: P =330% (gleich der Periode des Licht-
wechsels), K = 5,9 km/sec, ¥ = -+ 58,2 km/sec, ¢ = 0,20, w = 265,2°,

t Lick Obs. Bull. 2, 78 (1903), Astrophys. J. 18, 341 (1903).
* Astrophys. J. 63, 281 (1926), Mt. Wilson Contr. 31I.

5*
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a - sin 7 = 26200000 km. Die Geschwindigkeitskurve ist ein Spiegelbild
der Lichtkurve genau wie bei § Cephei-Sternen, nur ist die Phasen-
beziehung zwischen den beiden Kurven eine andere. Maximale Hellig-
keit von o Ceti fillt mit maximaler Geschwindigkeit der Entfernung,
minimale Helligkeit mit maximaler Geschwindigkeit der Ann#herung
zusammen. Wenn wir diese Geschwindigkeitskurve wieder als Folge
einer radialsymmetrischen Pulsation um einen Gleichgewichtszustand
deuten diirfen, so ist das. Element a -sin 7 mit der halben Pulsations-
amplitude JR zu identifizieren. Der Durchmesser von o Ceti kann auf
Grund seiner radiometrischen Helligkeit und seiner effektiven Tem-
peratur zu ungefihr 200 Sonnendurchmessern angenommen werden.
PEeASE? hat versucht, den scheinbaren Durchmesser zur Zeit maximaler

+52 4,[

a\
\
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290 0 w80 70 %0 200 240 260 Tage

Abb. 26. Radialgeschwindigkeitskurven von o Ceti: Kurve A: aus Absorptionslinien, Kurve E: aus
Emissionslinien, Kurve #e*: aus Emissionslinien des ionisierten Eisens. (Nach Arrrep H. Jov, Astro-
phys. Journ. 63, 298.)

.Q\.

Helligkeit interferometrisch zu bestimmen und fand o)056. Mit dem
plausiblen Wert 0"o2 fiir die Parallaxe von o Ceti erhdlt man daraus
einen Durchmesser, der ungefihr 300 Sonnendurchmessern gleichkommt.
Man findet damit die rohe Abschitzung dR/R o 0,26, ein Wert, der
wesentlich gréBer ist als bei den § Cephei-Sternen. Es ist jedoch wahr-
scheinlich, daB die bei den langperiodischen Verdnderlichen gemessenen
Radialgeschwindigkeitskurven nicht nur, wie bei den Cepheiden, von
einer im Sterninnern vorhandenen Pulsation abhingen, sondern noch
durch andere Faktoren bedingt werden. Wir kommen darauf bei dem
Versuch, die beobachtete Phasenbeziehung zwischen Geschwindigkeits-
kurve und Lichtkurve wenigstens qualitativ verstindlich zu machen,
noch ndher zuriick.

* Publ. Astr. Soc. Pacific 37, 89 (1925).
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Wir haben noch auf einen Unterschied im Verhalten der Emissions-
und Absorptionslinien einzugehen. Tabelle 26 gibt die Verschiebungen
der Emissionslinien relativ zu den Absorptionslinien fiir die einzelnen
Phasen des Lichtwechsels von o Ceti wieder. Die Periode des Licht-
wechsels betrigt 330 Tage, das Maximum der Helligkeit wird bei der

Tabelle 26. Verschiebung der Emissionslinien relativ zu den

Absorptionslinien.

Phase 4 (A—E)ls%n; Phase 4 (A—E) l:ei; Phase 4 (A—E) liz
16° +16,7 116% +12,2 104° + 0,3
49 19,1 134 77 297 14,0
78 17,9 148 6,1 327 | 16,1
o6 17,4 163 0,9 |

Phase 04, das Minimum bei der Phase 215¢ angenommen. Die Verhilt-
nisse sind in den Abb. 26 und 27 wiedergegeben. Wihrend des gesamten
Lichtwechsels ergeben also die Emissionslinien algebraisch kleinere
Radialgeschwindigkeiten als die Absorptionslinien, d. h. sie sind relativ

kmjsec
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72 5 >
1 S 1
z 290 7 49 80 720 760 200 240 260 72{9'9

Abb. 27. Verschiebung der Emissionslinien relativ zu den Absorptionslinien bei o Ceti.
(Nach Arrrep H. Jov, Astrophys. Journ. 63, 298.)

zu den Absorptionslinien nach Violett verschoben. Die Violettverschie-
bung ist am gréBten auf der ersten Hilfte des absteigenden Astes der
Lichtkurve und verliuft ungefihr in Phase mit der Intensitit der
Emissionslinien. Ein analoges Verhalten hat MERRILL bei den Emissions-
linien von R Leo, X Oph, ¥ Cyg und T Cep gefunden®. Die Bewegungs-
verhiltnisse in den duBersten Schichten der langperiodischen Verander-
lichen scheinen somit recht kompliziert zu sein. Ein spezielles Beispiel
dafiir ist der Stern R Aquarii. Die Radialgeschwindigkeit ergab sich

aus den Emissionslinien des Me-Spektrums zu . . . . .. .. .. —33 km/sec
aus den Absorptionslinien des Me-Spektrums zu .. .. . .. .. — 19 km/sec
aus der Nebellinie 4 4363 zu . . .. .. .. ... .o —25 km/sec
aus den librigen Nebellinien zu . . . ... ..... ... ...... — 10 km/sec.

Die Differenz zwischen der Radialgeschwindigkeit aus den Absorp-
tionslinien und den Emissionslinien konnte im ganzen bei 63 Sternen

: Vgl. auch MERRILL u. BURWELL: Astrophys. J. 71, 285 (1930), Mt.
Wilson Contr. 399.



70 . P. TEN BRUGGENCATE:

bestimmt werden®. Die Differenzen im Sinne 4—F sind, mit Ausnahme
von 2 Sternen, bei denen sie — I km/sec betragen, alle positiv und
zeigen eine Korrelation mit der Periode des Lichtwechsels, die in Abb. 28
wiedergegeben ist. Die drei Punkte mit angeschriebenem S beziehen
sich auf Se-Sterne, die iibrigen Punkte gehéren zu Me-Sternen. Auf
diese Korrelation hat zuerst LUDENDORFF hingewiesen®. Bildet man
Mittelwerte, so erhilt man
A4(A—E)= + 5,7 km/sec P=21¢
12,7 314
19,0 356.
Diese Werte kénnen als die maximalen mittleren Differenzen zwischen
Absorptionslinien und Emissionslinien angesehen werden, weil die

km/sec, 3
)
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Abb. 28. Die Abhingigkeit der Verschiebung der Emissionslinien relativ zu den Absorptionslinien von
der Periode. (Nach MERRILL.)

Radialgeschwindigkeitsmessungen immer in der Nihe des Helligkeits-
maximums der betreffenden Sterne ausgefithrt wurden, wo, wie bei
o Ceti gezeigt wurde, die Differenz im allgemeinen besonders grol sein
diirfte. Die relative Amplitude der Emissionslinien gegeniiber den Ab-
sorptionslinien wichst somit mit der Periode. Andererseits besteht eine
Korrelation zwischen Periode und Spektraltypus, oder also auch zwischen
Periode und Intensitit der Absorptionsbanden. Fiir ein physikalisches
Verstindnis der Vorginge in den Atmosphidren der langperiodischen
Veranderlichen scheinen diese Korrelationen von besonderer Wichtigkeit
zu sein.

§ 7. Theorien zur Erklirung des Lichtwechsels der langperiodi-
schen Verdnderlichen. Eine Theorie fiir den Lichtwechsel der lang-

* MERRILL: Astrophys. J. 58, 215 (1923), Mt. Wilson Contr. 264 und
ALLEN, Lick Bull. 12, 71 (1925).
2 Astr. Nachr. 212, 483 (1921).
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periodischen Verdnderlichen hat in erster Linie den folgenden Beob-
achtungstatsachen Rechnung zu tragen. Betrachtet man die Gesami-
strahlung der Sterne, so findet man

a) Amplituden des Lichtwechsels, die ihrer GréBe nach vergleichbar
sind mit den bei § Cephei-Sternen beobachteten Amplituden;

b) die Existenz einer PLk von der gleichen Form wie bei ¢ Cephei-
Sternen, d.h. die Periode nimmt zu mit zunehmender Intensitit der
Gesamtstrahlung.

Untersuchungen iiber Wérmeiridex und Spektraltypus ergeben

¢) die ebenfalls bei ¢ Cephei-Sternen beobachtete Erscheinung, daf
eine Temperaturschwankung in Phase mit dem Lichtwechsel verlduft;

d) die Existenz einer PTk, die die Fortsetzung der bei & Cephei-
Sternen gefundenen PTk nach der Seite tieferer Temperatur und lingerer
Periode bildet.

Die Beobachtungstatsachen a bis d weisen auf einen engen Zu-
sammenhang zwischen den langperiodischen Veridnderlichen und den
0 Cephei-Sternen hin. Wir haben nun die Merkmale aufzuzihlen, in
denen sich die beiden Klassen von verdnderlichen Sternen voneinander
unterscheiden. Dazu gehoren

e) die sehr viel groBeren Amplituden des photographischen und vi-
suellen Lichtwechsels;

f) die hiufigen UnregelmiBigkeiten in den visuellen und photo-
graphischen Lichtkurven, was Form und Amplitude betrifft;

g) die viel zahlreicheren Fille einmaliger, periodischer oder sikularer
Anderungen der Periode des visuellen und photographischen Licht-
wechsels ;

h) das Auftreten von in ihrer Intensitit variablen Emissionslinien;

i) die Phasenbeziehung zwischen Radialgeschwindigkeitskurve und
Lichtkurve.

Es ist einleuchtend, daf3 wir noch sehr weit von einer Theorie des
Lichtwechsels der langperiodischen Verinderlichen; die die Beobach-
tungstatsachen a bis i befriedigend zu erkliren vermag, entfernt sind.
Eine solche Theorie wird auszugehen haben von den Tatsachen a bis d,
die die langperiodischen Veridnderlichen mit den besser bekannten und in
vieler Hinsicht einfacheren d Cephei-Sternen verbinden. Denn diese Tat-
sachen betreffen den ¢uneren Zustand der langperiodischen Verdnder-
lichen. Im Gegensatz dazu diirften die Tatsachen e bis i auf physika-
lische Vorginge in den duferen Schichten der Sterne zurilickzufiihren
sein. Zu ihrer Erklirung ist das Studiym der physikalischen Vorgédnge in
ausgedehnten Atmosphdren #uferst geringer Dichte und niedriger
Temperatur (Auftreten von unter normalen Umstinden verbotenen
Spektrallinien!) notwendig. Die Spaltung der Beobachtungstatsachen
in die beiden obigen Gruppen wird schon dadurch nahegelegt, daf das
durch die innere Struktur der Sterne bedingte Kontinuum der Gesamt-
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strahlung nach Quantitit und Qualitit die gleichen GesetzmiBigkeiten
befolgt wie bei den Cepheiden, daB aber ein fundamentaler Unterschied
zwischen den beiden. Klassen von Sternen in dem iiberlagerten, durch
die Struktur der Atmosphire bedingten Linienspekirum besteht.

Wir kénnen uns bei der Besprechung aufgestellter Theorien iiber den
Lichtwechsel der langperiodischen Verdnderlichen kurz fassen. Sie zer-
fallen im wesentlichen in drei Gruppen?: &) periodische Ausbriiche eines
kontinuierlich leuchtenden Sternes, ) Pulsationen und y) periodische
Verdunkelungen durch absorbierende Wolken. Zur Auffassung ¢ gelangt
man, wenn man der Beobachtungstatsache g eine Hauptbedeutung zu-
mifBt®. Zur Gruppe f# kann man adiabatische Pulsationen einer Gaskugel
um einen stabilen oder iiberstabilen Zustand rechnen, wie sie von ED-
DINGTON untersucht wurden3, oder erzwungene Pulsationen um einen
sikular instabilen Zustand, wie sie JEANs* annimmt. Zur Gruppe y
endlich gehort die von MERRILLS niher ausgearbeitete Schleiertheorie.
Jeder Gruppe von Theorien gelingt die Erklirung einer gewissen Zahl
von Beobachtungstatsachen, aber keine ist allgemein angenommen
worden.

Die folgenden Ausfithrungen sollen deshalb auch nur einige Hin-
weise dafiir sein, in welcher Richtung vielleicht ein besseres physika-
lisches Verstindnis fiir die Erscheinungen bei langperiodischen Ver-
dnderlichen gefunden werden kann.

Die Beobachtungstatsachen a bis d weisen so entschieden auf eine
Verwandtschaft der physikalischen Vorginge im Innern der langperio-
dischen Verdnderlichen mit den Vorgingen im Innern der Cepheiden hin,
daB wir eine Pulsation der gleichen Art wie sie bei den Cepheiden vor-
liegt, als das Grundphdnomen des Lichtwechsels der langperiodischen
Verdnderlichen ansehen wollen. Die weitere Ausarbeitung einer Theorie
st6Bt vor allem deshalb auf Schwierigkeiten, weil nichts dariiber bekannt
ist, ob auch die Gesamtstrahlung UnregelmiBigkeiten von Periode zu
Periode aufweist oder nicht. Wir kénnen nur schlieBen, daB diese
UnregelmiBigkeiten, wenn sie iiberhaupt auftreten, im Vergleich zu den
bei den visuellen Lichtkurven beobachteten UnregelmiBigkeiten wahr-
scheinlich im gleichen Verhiltnis verkleinert erscheinen wiirden, wie
es die Amplituden der bolometrischen Lichtkurven im Vergleich zu
denjenigen der visuellen Lichtkurven tun. Dann wiirden sie aber schon
an der Grenze der Beobachtungsgenauigkeit liegen und wir kénnen
sagen, daB bei Betrachtung der Gesamtstrahlung Abweichungen des

t Siehe z. B. PayNE: The Stars of High Luminosity 236 (1930).

2 EppINGTON u. Prakipis: Monthly Not. 9o, 65 (1930); PAYNE u.
CampBELL: Harvard Bull. 875 (1930).

3 EppINGTON: Der innere Aufbau der Sterne 255 (1928).

4+ Monthly Not. 85, 797 (1925).

5 Publ. Obs. Michigan 2, 70 (1916) und Astrophys. J. 71, 285 (1930),
Mt. Wilson Contr. 399.
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Lichtwechsels von einem mittleren Verhalten bei den langperiodischen
Veranderlichen nicht gréBer sein diirften, als bei den Cepheiden.

Das Grundphinomen des Lichtwechsels sei also bei beiden Klassen
von verdnderlichen Sternen eine Pulsation, durch deren Amplitude die
Amplitude des bolometrischen Lichtwechsels und die Schwankung der
effektiven Temperatur bestimmt ist. Diesér periodisch veridnderliche
Strahlungsstrom wird in den Atmosphidren der Sterne durch Linien-
absorption abgeschwicht. Dadurch wird ein Teil der Energie in die
Photosphire zuriickgeschickt. Bei den J Cephei-Sternen mit ihrem
nahezu reinen Linienspektrum ist dieser ,,blanketing effect, den MILNE?
niher untersucht hat, sehr gering. Bei den langperiodischen Verdnder-
lichen ist aber die Temperatur der Strahlung, die die Photosphire ver-
148t, so niedrig, daB3 keine weitgehende Dissoziation der Molekiile in der
Sternatmosphire stattfindet, man also mit Bandenspektren zu rechnen
hat. In der Tat ist ja das Auftreten sehr intensiver Absorptionsbanden
eines der charakteristischsten Merkmale der Spektren der langperio-
dischen Veridnderlichen. In diesem Falle kann der ,,blanketing effect
recht merkliche Betrige erreichen und dadurch scheint ein wesentlicher
Unterschied im Verhalten der langperiodischen Verinderlichen und der
0 Cephei-Sterne bedingt zu sein. Manche Beobachtungstatsachen, wiez. B.
die abnormalen Intensitdtsverhdltnisse der Wasserstoff-Emissionslinien,
sprechen dafiir, daB die Molekiile, die die (Resonanz-)Banden absorbieren,
durch selektiven Strahlungsdruck oberhalb .der umkehrenden Schicht
getragen werden. Es wiirde sich also tatsdchlich um eine den Stern ein-
hiillende ,,Decke‘* handeln, deren optische Dicke sich in Phase mit dem
Lichtwechsel dndert. Das Helligkeitsmaximum (frithester Spektraltyp)
f4llt mit minimaler optischer Dicke, das Helligkeitsminimum (spatester
Spektraltyp) mit maximaler optischer Dicke der einhiillenden ,,Decke®
zusammen.

In so tief liegenden Schichten, in denen sich der ,,blanketing effect
nicht mehr bemerkbar macht, wird der Lichtwechsel die gleiche Phasen-
beziehung zur Geschwindigkeitskurve aufweisen miissen, wie bei § Cephei-
Sternen; d. h. das Maximum des Strahlungsstroms ist in Phase mit der
maximalen Geschwindigkeit der Anndherung. Wir betrachten nun auch
den veridnderlichen ,,blanketing effect als eine Pulsation um einen
mittleren Zustand. Dann entspricht in den #uBleren Schichten des
Sternes der Phase maximaler Helligkeit ein negativer, der Phase mini-
maler Helligkeit ein positiver ,,blanketing effect”. D. h. wihrend die
tieferen Schichten des Sternes vom Zustand maximaler Kompression in
den Zustand maximaler Expansion tbergehen, werden die duleren
Schichten durch den negativen ,,blanketing effect” relativ zum Gleich-
gewichtszustand abgekiihlt, und wihrend die tieferen Schichten vom

1 Handbuch der Astrophysik 3 (1. Halfte) 144 (1930).
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Zustand maximaler Expansion in den Zustand maximaler Kompression
zuriickgehen, werden die dufleren Schichten durch den positiven ,,blan-
keting effect” erwdrmt. Dieser Effekt wirkt also stets der Pulsation der
tieferen Schichten entgegen. Er erreicht aber nur bei den langperio-
dischen Verdnderlichen wegen des Auftretens von Absorptionsbanden
merkliche Betrige und kann hier bei gentigender Stirke sogar eine
Phasenumkehr des Pulsationszustandes in den 4uBersten Schichten
hervorrufen, wie sie bei o Ceti aus der Radialgeschwindigkeitskurve der
Absorptionslinien beobachtét wird. Es ist sehr wahrscheinlich, da durch
das Zuriicksenden von Energie in die Photosphire (und die dadurch auf-
tretende periodische Erwidrmung der 4uBersten Schichten) in der Stern-
atmosphidre keineswegs so idealisierte Bewegungsverhdltnisse auftreten,
wie wir sie eben zum Verstindnis der Wirkungsweise des ,,blanketing
effects” geschildert haben, sondern kompliziertere Stromungsvorginge
stattfinden, die fiir das Auftreten von Emissionslinien berhaupt und fiir
die Violettverschiebung der Emissionslinien relativ zu den Absorptions-
linien verantwortlich sein diirften?.

Wenn auch diese Uberlegungen noch rein qualitativ sind, so kénnen
sie vielleicht doch als Arbeitshypothese bei Untersuchungen iiber ver-
dnderliche Sterne von einigem Wert sein®.

V. Kapitel.
UnregelmiBige Veridnderliche.

Die in diesem Kapitel zu besprechenden unregelmiBigen Veridnder-
lichen gehoren den spiteren Spektralklassen K, M, N und R an. Sie sind
daher in spektraler Beziehung eng verwandt mit den langperiodischen
Veridnderlichen. Der visuelle und photographische Lichtwechsel ist durch
unregelmiBige Helligkeitsschwankungen kleiner Amplitude charakteri-
siert, die im allgemeinen unterhalb von zwei GréBenklassen bleiben.
Leider ist nichts bekannt iiber radiometrische Lichtkurven, die in viel
groBerer Ndherung als visuelle oder photographische Beobachtungen,
die Helligkeitsschwankungen der Gesamtstrahlung wiedergeben. Genau
wie bei den langperiodischen Verinderlichen wire auch hier zwischen
Effekten zu unterscheiden, die durch Vorginge im Innern der Sterne
und durch solche in den Oberflichenschichten hervorgerufen werden.
Denn auch die Spektren der unregelmiBigen Verinderlichen zeigen
intensive Absorptionsbanden, durch deren Intensititsinderungen ein
Teil des visuellen und photographischen Lichtwechsels hervorgerufen
sein kann. Schon bei der Diskussion von UnregelmifBigkeiten in den
visuellen Lichtkurven von langperiodischen Veridnderlichen sprachen
wir die naheliegende Vermutung aus, dalB sie im wesentlichen durch

1 ST. JoHN u. ADAMS: Astrophys. J. 60,43 (1924), Mt. Wilson Contr.279.
2 Vgl. hierzu PAYNE u. TEN BRUGGENCATE: Harvard Bull. 876 (1930).
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unregelmiBige Intensitdtsinderungen im Bandenspektrum hervorgerufen
sein koénnten. Es ist verlockend, diese Vermutung auf den Lichtwechsel
der unregelmiBigen Verdnderlichen mit geringer Amplitude zu iiber-
tragen und die Ursache dieses Lichtwechsels weniger in unregelmiBigen
Anderungen im Aufbau des Sterninnern zu suchen, als in unregelmafigen
Schwankungen der Oberflichentemperatur und daraus resultierenden
Anderungen der Intensitit der Absorptionsbanden. Der hier aber-
mals nicht zu vernachlissigende ,blanketing effect” der obersten
Atmosphirenschichten mag dabeieine bedeutende Rolle spielen. Etwas
Endgiiltiges 148t sich dariiber aber erst dann aussagen, wenn radio-
metrische Helligkeitsmessungen bei unregelmiBigen Veranderlichen vor-
liegen. Diese Verdnderlichen zeigen auBerdem schwach variable Radial-
geschwindigkeiten, die auf Bewegungen in der umkehrenden Schicht
schlieBen lassen. Ebenso wie bei den langperiodischen Veradnderlichen,
darf man aber die Radialgeschwindigkeitsinderungen nicht ohne weiteres
als allein durch innere Pulsation verursacht ansehen, weil der Einflufi
eines variablen ,,blanketing effect” nicht zu vernachlissigen sein diirfte.

In PraceErs Katalog und Ephemeriden verinderlicher Sterne sind
einige Sterne als unregelmiBige Verdnderliche bezeichnet, deren Spek-
tren nicht zu den Klassen K, M, N oder R gehéren, also keine intensiven
Absorptionsbanden aufweisen. Ein Beispiel dafiir war der Stern SS Scuti
mit dem Spektraltyp F8p. Bei diesen Sternen ist es jedoch sehr wahr-
scheinlich, daB genauere und lingere Beobachtungsreihen noch ihre Zu-
ordnung zu einer anderen Klasse von verdnderlichen Sternen moglich
machen. Dies ist inzwischen bei SS Scuti durch TEN BRUGGENCATE®
geschehen.

Bei anderen unregelmiBigen Verdnderlichen scheinen rasche Hellig-
keitsschwankungen, die einem mehr oder weniger regelmiBigen Licht-
wechsel geringer Amplitude iiberlagert sind, diesem den Charakter der
UnregelmaBigkeit zu geben. Ein Beispiel dafiir ist SX Scorpii, dessen
Lichtwechsel in den Jahren 1927 und 1928 von TEN BRUGGENCATE®
untersucht wurde.

Die Beobachtung unregelmiBiger Verdnderlicher ist von besonderer
Wichtigkeit, um Einblicke zu erhalten in die physikalischen Vorginge
in Sternatmosphiren geringer Dichte, die von Strahlung relativ tiefer
Temperatur durchsetzt werden. Dabei sind gleichzeitige radiometrische,
visuelle, photographische und spektrale Beobachtungen, sowie Radial-
geschwindigkeitsmessungen das einzige Mittel, um Aufschliisse dieser Art
zu erhalten. Die Beobachtungen sind besonders miihevoll, weil sie tiber
einen langen Zeitraum fortgesetzt werden miissen und die zu messenden
Effekte in der Regel klein sein werden.

t Ann. Bosscha-Sternw. 2, C 45 (1928).
2 Ann. Bosscha-Sternw. z, C 33 (1928).
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VI. Kapitel.
Die halbregelmiBigen Veridnderlichen.

Wesentliche Fortschritte in unseren Kenntnissen iiber die halb-
regelméﬁigen Verdnderlichen wurden erst in den letzten Jahren durch
die Arbeiten von GERASIMOVIS am Harvard Observatory erzielt®. Die
Anzahl dieser Verdnderlichen ist klein im Vergleich zur Zahl der 6 Cephei-
Sterne oder der langperiodischen Verdnderlichen. Sie werden am zweck-
méBigsten in zwei Gruppen eingeteilt: a) periodische Verinderliche und
b) zyklische Verdnderliche. Die Sterne beider Gruppen zeigen im Laufe
der Zeit starke Anderungen in der Form der Lichtkurve; sie unterschei-
den sich jedoch wesentlich dadurch voneinander, daB bei den Sternen der
Gruppe b) so starke Anderungen in der Periode des Lichtwechsels auf-
treten, daB man nicht mehr gut von einer bestimmten Periode sprechen
kann. GERASIMOVIC hat daher auch den zutreffenderen Namen ,,zy-
klische Verdnderliche eingefithrt. Sie kénnen jedoch auch als unregel-
miBige Verdnderliche aufgefait werden; jedenfalls ist eine scharfe
Trennung von diesen nicht méglich. Wir beginnen mit den periodischen
Veranderlichen, bei denen also Periodeninderungen, wenn solche vor-
kommen, klein sind im-Vergleich zur Periode selbst.

A. Die periodischen halbregelmiBigen Verdnderlichen.

Die Gruppe der periodischen halbregelmiBigen Verinderlichen 148t
sich abermals in zwei Teile spalten, ndmlich in solche, die nach Periode
und Spektraltyp in die SHAPLEvsche PSk passen (Kap. III, § 5) und in
solche, die fiir ihre Periode einen zu spiten Spektraltyp besitzen, um mit
der PSk vertrédglich zu sein. Die erste Untergruppe wird auch unter dem
Namen der RV Tauri-Sterne zusammengefal3t.

§ 1. Die RV Tauri-Sterne. a) Definition und Anzahl. Der erste Ein-
druck vom Lichtwechsel der RV Tauri-Sterne ist der der Regellosig-
keit. Erst ein genaueres Studium zeigt, daB der Lichtwechsel eine be-
stimmte Periodizitit aufweist. Die Lichtkurven besitzen Hauptminima
(Hm) und Nebenminima (Nm). Die Nm liegen zeitlich in der Mitte
zwischen zwei Hm. Dabei ist aber die Helligkeitsdifferenz zwischen Hm
und Nm nicht konstant; manchmal fehlen die Nm vollstindig und
manchmal kénnen Hm und Nm sich vertauschen. Der Lichtwechsel ist
mit Temperaturschwankungen und Radialgeschwindigkeitsinderungen
gekoppelt. Insofern sind diese Sterne mit den 8 Cephei-Sternen und den
langperiodischen Verdnderlichen verwandt.

Es bedarf miihevoller Arbeit, um die Zugehorigkeit eines Verdnder-
lichen zur Klasse der RV Tauri-Sterne sicherzustellen. GERasmMOVIC
zdhlt nur 12 Sterne als einwandfreie RV Tauri-Sterne. Diese sind in

* Harvard Circ. 321, 323, 333, 338, 340, 34T u. 342 (1927—1929).
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Tabelle 27 zusammengestellt®. Die Spalten geben nacheinander an: den
Namen des Sternes; die galaktische Breite; die Periode, d. h. die Zeit

Tabelle 27. Bekannte RV Tauri-Sterne.

Stern i g P L 2 P [ Spéktrum Amplitude
RV Tau —11° 39127 78953 Ko 157
SS Gem + 3 44,66 89,33 Go —Ko 1,3
U Mon + 6 46,13 . 92,26 | G5 —K2 2,5
TT Oph +27 30,54 61,08 Fye 2,3
TX Oph +22 68,11 136,21 Mo 2,3
UZ Oph | +22 43,80 77,61, F8 — K 3,2
AC Her +13 37,7 75.4 - | F8—K5 1,7
R Sct - 3 72, 144, G8—M 3.4
AR Sgr —14 44,45 88,90 G 2,0
DT Cyg + 8 24,93 49,86 — 3.4
E  Sge — 11 35,42 70,88 G3 1,6
V. Vul -9 | 37,8 75,68 G4 1,9

zwischen aufeinanderfolgenden Minima (Hm bis Nm); die doppelte
Periode, also die Zeit zwischen dhnlichen Minima (Hm bis Hm oder
Nm bis Nm); den Spektraltyp und die Amplitude des Lichtwechsels
(kursive Werte bedeuten photographische Amplituden). Dazu ist zu
bemerken, daB die Spektren c¢-Charakter aufweisen (kleine galaktische
Breite!) und daf die durchschnittliche Amplitude des Lichtwechsels
groBer ist als bei Cepheiden, aber kleiner als bei langperiodischen Ver-
dnderlichen. :

Was die Periode betrifft, so wiirde man auf Grund der Lichtkurven
2 P, also die Zeit zwischen zwei Hm, als die eigentliche Periode des
Lichtwechsels ansprechen, weil manchmal die Nm ganz aussetzen kénnen.
Aber die

b) Perioden-Spektvaltypkurve weist darauf hin, daBl P, die Zeit zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Minima (Hm bis Nm), eine fundamen-
talere Bedeutung haben muB als 2 P. In Tabelle 7 ist die PSk fiir alle
periodischen Verdnderlichen (Cepheiden, RV Tauri-Sterne und lang-
periodische Verdnderliche) angegeben. Sie besteht nur dann, wenn bei
den RV Tauri-Sternen die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Minima als Periode angesehen wird. Auf ihre Bedeutung wurde in
Kap. III, § 5 hingewiesen: Der Charakter des Lichtwechsels ist bei perio-
dischen Verdnderlichen weitgehend durch den Spektraltypus, also die
effektive Temperatur bestimmt. Die RV Tauri-Sterne verbinden in
dieser Beziehung die Cepheiden mit den langperiodischen Verdnderlichen.

¢) Die fundamentale und die formale Periode. GERASIMOVIC nennt
daher P die fundamentale und 2 P die formale Periode. Es ist bemerkens-
wert, daB} die einzelnen Radialgeschwindigkeiten eine stirkere Streuung
um eine mittlere Kurve zeigen, wenn sie mit der fundamentalen Periode

* Harvard Circ. 341 (1929).
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reduziert werden, als wenn die formale Periode zugrunde gelegt wird.

Bei Benutzung der formalen Periode 2 P ist die Radialgeschwindigkeits-

kurve ein Spiegelbild der Lichtkurve, wenn man von einer geringen
o 0 @ g % 80
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Abb. 29. Radialgeschwindigkeitskurven (#) und Lichtkurven (8) von 7" Vulpeculae in den Jahren 1g22
und 1923. (Nach Gerasivovié, Harvard Coll. Obs. Circ. 341.)

Phasenverschiebung absieht. Allerdings sind diese Untersuchungen bis-
her nur bei V Vulpeculae und R Sagittae durchgefithrt worden. Abb. 29
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Abb. 30. Minima der geraden und ungeraden Serien fiir (@) SS Geminorum, (8) R ¥ Tauri und
(¢) R Sagittae. (Nach Gerasmiovi¢, Harvard Coll. Obs. Circ. 341.)

ist einer Arbeit von GERASIMOVIGT entnommen worden und gibt die
Verhiltnisse bei ¥ Vulpeculae wieder.

d) Hm und Nm. Von besonderer Bedeutung. ist die Verinderlichkeit
der Tiefe der Minima. GERASIMOVIG unterscheidet die beiden Serien
von Minima (Hm und Nm) als gerade und ungerade Serien, wobei jede

* Harvard Circ. 341 (1929).
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Serie die Periode 2 P besitzt. In Abb. 30 sind die Helligkeiten der Minima
der beiden Serien fiir SS Gem, RV Tau und R Sge als Ordinaten, die Zeit
als Abszisse aufgetragenI. Durch Punkte und Ringe sind die Werte der
beiden Serien gekennzeichnet. Es zeigt sich, daB jede Serie ihre Identitdt
bewahrt, allerdings kann, wie bei R Sagittae, ein Vertauschen der mitt-
leren Helligkeit der Minima der beiden Serien stattfinden. Es geht daraus
hervor, daBl auch der Periode 2 P eine physikalische Bedeutung zu-
kommt, und daB deshalb der Name formale Periode nicht ganz gliick-
lich gewihlt ist.

e¢) Die Deutung des Lichtwechsels der RV Tauri-Sterne. Das Neben-
einander der beiden Perioden P und 2 P, denen eine physikalische Be-
deutung zukommt, legt es nahe, darin den wesentlichen Unterschied
zwischen den RV Tauri-Sternen und den Cepheiden, sowie den lang-
periodischen Veridnderlichen zu sehen. Offenbar treten bei den RV Tauri-
Sternen zu dem eigentlichen Pulsationslichtwechsel (auf den die mit den
6 Cephei-Sternen und den langperiodischen Verdnderlichen gemeinsame
PSk entschieden hinweist) noch ganz spezielle Bedingungen hinzu, die die
eigenartigen Vorginge bei den R VTauri-Sternen bestimmen. Der Ge-
danke an ein Resonanzphinomen ist bei der Kommensurabilitat der
beiden Perioden besonders naheliegend und in der Tat hat GERaSIMOVIC
eine Losung in dieser Richtung gesucht: , It is therefore suggested that
the fundamental cause of RV Tauri variability is the same as for regular
Cepheids — a special condition (the double wave) indicating some
unstable disturbance increased by resonance. A tentative explanation
of these phenomena is proposed based on JEANS model of a rotating
star’*. (Ein rotierender Kern, der sich an der Grenze der sikularen Stabi-
litdt befindet und von einer ausgedehnten Atmosphire umgeben ist.)
Die Tatsache, daB es sich bei diesen Verdnderlichen wahrscheinlich um
ein spezielles Resonanzphinomen handeln muf, erklart auch gleichzeitig
ihre groBe Seltenheit und ist der Grund dafiir, daf3 ihre Behandlung nicht
nach den Cepheiden erfolgte, wo sie nach der PSk hingehoren, sondern
erst nach den langperiodischen und unregelmiBigen Verinderlichen und
vor den tbrigen seltenen Verinderlichen.

§ 2. Die periodischen Verdnderlichen, die nicht die PSk befolgen.
Dazu rechnet GERrasiMovIC® nur die in Tabelle 28 angegebenen vier

Tabelle 28. Periodische halbregelmafBige Verdnderliche spiter

Spektraltypen.
Stern P S Maximale Amplituden Minimale Amplituden
Z Leo 565 74 Mb 173 <ov1
V UMi 74,34 M4 0,7 <0,1
TT Per 83,6 M6 0,7 <o0,I
SS Cep 77 Mb 0,4 <o0,I

1 Harvard Circ. 341 (1929).
2 Harvard Circ. 342 (1929).
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Sterne. Die beiden letzten Spalten der Tabelle geben die zu gewissen
Zeiten beobachteten maximalen und minimalen Amplituden des Licht-
wechsels an. Sie sind vielleicht mit Sternen wie SX Scorpii (Kap. V)
verwandt und bei der Deutung ihres Lichtwechsels wird man Riicksicht
auf das vorhandene Absorptionsbandenspektrum zu nehmen haben, auf
dessen Bedeutung eingehend in Kap. IV und V hingewiesen wurde. Es
ist bemerkenswert, daB die Perioden des Lichtwechsels nach der PSk
nicht zum Spektraltyp passen und deshalb wahrscheinlich auch nicht
in fundamentaler Weise mit der Struktur des Sterninnern verkniipft sind.

B. Die zyklischen Veridnderlichen.

Diese Gruppe von Sternen ist dadurch von Gruppe A zu unterscheiden,
daB Anderungen in der Periode auftreten, die so groB sind, daB man
kaum mehr von einer eigentlichen Periode des Lichtwechsels sprechen
kann, wenigstens nicht iiber einen gréBeren Zeitraum. Die 12 Sterne, die
GERASIMOVIGT zu den zyklischen Verdnderlichen rechnet, gehéren mit
Ausnahme von zwei (G o, K 2) dem M-Typus an und besitzen ebenfalls
kleine Helligkeitsamplituden im photographischen Spektralbereich. Auch
fiir diese Verdnderlichen mdégen die in Kap. IV und V gemachten Be-
merkungen fiiber den EinfluB .der in A{-Spektren vorhandenen 73%0-
Banden auf den Lichtwechsel von Bedeutung sein. Die Trennung zwi-
schen diesen Veridnderlichen und den eigentlichen unregelmifBigen Ver-
dnderlichen spiter Spektraltypen ist naturgemaB eine sehr wenig scharfe.

VII. Kapitel.

Die seltenen Typen von veridnderlichen Sternen.

§ 1. Die R Coronae-Sterne. Das Charakteristische des Lichtwech-
sels der R Coronae-Sterne ist, da die visuelle und photographische
Helligkeit der Sterne in v§llig unregelmiBigen Zeitintervallen mehr oder
weniger plétzlich abnimmt. Die Amplitude der Helligkeitsabnahme kann
ganz verschieden sein und kann bis auf 6—8 GréBenklassen anwachsen.

Das Beobachtungsmaterial iiber diese merkwiirdigen Verinderlichen
ist noch sehr sparlich, vor allem, wenn man von visuellen und photo-
graphischen Lichtkurven absieht. Die physikalischen Vorgidnge bei die-
sen Sternen lassen sich deshalb noch in keiner Weise verstehen, und wir
miissen uns auf eine kurze Aufzihlung bekannter Beobachtungstat-
sachen beschrinken. Zu dieser Klasse von Verinderlichen werden nur die
folgenden 11 Sterne als sichere Mitglieder gezihlt®:

T Tau (Gpe), SU Tau (G), Z CMa (Pec), UW Cen (K), S Aps (R 3),
R CrB (cGO), X X Oph (Pec), RY Sgr (GOp), R CrA (Gpe), RS Tel (R 8),
Y Mus (?).

1 Harvard Circ. 342 (1929).
2 PayNE: The Stars of High Luminosity 244 (1930).
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Da der Spektraltyp R sehr nahe mit G verwandt ist, so scheint es,
daB die R Coronae-Sterne nahe verwandten Spektraltypen angehéren.
Offenbar muf dieser Typus von Lichtwechsel ebenso an einen bestimmten
nur wenig variablen physikalischen Zustand der Sterne gebunden sein,
wie dies bei Cepheiden, RV Tauri-Sternen, langperiodischen und un-
regelmiBigen Verinderlichen der Fall ist. Wie die scharfen Linien im
Spektrum von R Coronae borealis zeigen, sind die Sterne zu den Sternen
groBer Leuchtkraft zu rechnen.

Am besten bekannt ist der Lichtwechsel von R Coronae borealis.
Spektrale Untersuchungen rithren von LUDENDORFFI, sowie von Joy
und Humason? her. Sie ergaben a) dal die Radialgeschwindigkeit des
Sternes wihrend des Lichtwechsels konstant bleibt und b) daf3l wiahrend
des Helligkeitsminimums von 1923 Emissionslinien auftraten, die relativ
zu den Absorptionslinien eine Violettverschiebung aufwiesen, die einer
Dopplergeschwindigkeit von 20 km/sec entsprach. Insbesondere ver-
wandeln sich Absorptionslinien des 7%t zur Zeit des Minimums in
scharfe Emissionslinien. Auch die Ca* Linien H und K (Resonanz-
linien) erschienen als Emissionslinien und kurz nach der minimalen
Helligkeit als breite  Emissionsbdnder. Das Absorptionspektrum blieb
ziemlich unverindert.

§ 2. Die U Geminorum- Sterne. Bei diesen Sternen tritt, im Gegen-
satz zu den R Coronae-Sternen, eine zu gewissen Zeiten stattfindende
Helligkeitszunahme auf. Die Zeitintervalle dieser Aufhellungen verraten
eine etwas groBere RegelmiBigkeit. Man rechnet zur Zeit 11 Sterne
zu diesem Typus von Verinderlichen. Aber nur von drei unter ihnen
ist etwas genaueres iiber das Spektrum bekannt. Diese Spektren kénnen
folgendermaflen beschrieben werden?3:

SS Aur: Maximum: almost continuous, with narrow dark lines of
hydrogen and helium. Color white.

U Gem: Maximum: continuous on best spectrograms. Class F, narrow
hydrogen lines, with H and X lines.

SS Cyg: Maximum: spectrum is continuous with faint dark bands of
hydrogen and helium, 20 Angstroms wide.

Minimum: strong bright bands of hydrogen and helium about

20 Angstroms wide, but mnot displaced. Possibly a few faint
absorption lines. The spectrum of this star bears considerable
resemblance to that of novae.

Die U Geminorum-Sterne scheinen somit im Mittel wesentlich héhere
Temperaturen als die R Coronae-Sterne zu besitzen. Wéahrend der Ver-

1 Publ. Astrophys. Obs. Potsdam 19, Nr 57 (1908), Astr. Nachr. 2o1,
439 (1915).

2 Publ. Astr. Soc. Pacific 35, 325 (1923).

3 PayNE: The Stars of High Luminosity 244 (1930).

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 6
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lauf des Lichtwechsels es nahelegt, bei den R Coronae-Sternen den Zu-
stand maximaler Helligkeit als den ,,normalen’ anzusehen, bei den
U Geminorum-Sternen dagegen denjenigen minimaler Helligkeit, scheinen
die spektralen Anderungen durch das Auftreten von Emissionslinien viel
mehr dafiir zu sprechen, da3 der Zustand maximaler Helligkeit bei beiden
Klassen den ,,normalen’ Zustand reprisentiert. Es ist nur sehr merk-
wiirdig, daB bei SS Cygni im Minimum die Emissionsbinder keine
Dopplerverschiebung relativ. zu den .Absorptionslinien aufzuweisen
scheinen.

§ 3. Die Nova-dhnlichen Veridnderlichen. Typische Beispiele der
Nova-dhnlichen Verinderlichen bieten die beiden Sterne 7' Pyxidis
und RS Ophiuchi. Thre Verwandtschaft mit den eigentlichen neuen
Sternen besteht vor allem in spektraler Hinsicht. Man hat es bei diesen
Sternen sehr wahrscheinlich mit fritheren Novae zu tun, die noch
immer einen mehr oder weniger unregelmiBigen Lichtwechsel von
ziemlich grofler Amplitude aufweisen. Die Probleme der neuen Sterne
sind aber so verschieden von denjenigen der gewdhnlichen verdnder-
lichen Sterne, daB ihre Behandlung nicht in den Rahmen von Unter-
suchungen tiber veridnderliche Sterne fillt.

Es gibt wohl kaum ein Gebiet der Astrophysik, von dem so tief-
gehende Aufschlisse iiber die Struktur der Sterne erwartet werden
konnen, wie von einem Studium der verinderlichen Sterne. Und bei
keinem Gebiet tritt die notwendige Zusammenarbeit zwischen beobach-
tender und theoretischer Forschung so deutlich hervor. Die Diskussion
der leider oft noch recht liickenhaften astronomischen Beobachtungs-
ergebnisse mit Hilfe moderner physikalischer Methoden diirfte besonders
erfolgversprechend sein.

Abkiirzungen der Sternbilder.

And = Andromeda Cap = Capricornus l Cyg =Cygni
Ant = Antlia Car = Carina | Del = Delphinus
Aps = Apus Cas = Cassiopeja Dor = Dorado
Aqr = Aquarius Cen = Centaurus Dra = Draco
Aql =Aquila Cep = Cepheus i Equ = Equuleus
Ara =Ara Cet =Cetus | Eri = Eridanus
Ari = Aries Cha = Chamaeleon For = Fornax
Aur = Auriga Cir = Circinus Gem = Gemini
Boo = Bootes Col = Columba . Gru = Grus

Cae = Caelum Com = Coma berenices = Her = Hercules
Cam = Camelopardalis | CrA = Corona austrina | Hor = Horologium
Cnc = Cancer CrB =Corona borealis | Hya = Hydra
CVn = Canes venatici Crv =Corvus Hyi = Hydrus
CMa = Canis major Crt =Crater - Ind =Indus
CMi = Canis minor Cru =Crux - Lac = Lacerta
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Leo =Leo

LMi = Leo minor
Lep =Lepus

Lib =Libra

Lup =Lupus
Lyn =Lynx

Lyr =Lyra

Men = Mensa

Mic = Microscopium
Mon = Monoceros
Mus = Musca
Nor = Norma
Oct = Octans
Oph = Ophiuchus

Ori = Orion

Pav = Pavo

Peg = Pegasus

Per = Perseus

Phe = Phoenix

Pic = Pictor

Psc = Pisces

PsA = Piscis austrinus

| Pup = Puppis
Pyx = Pyxis
Ret = Reticulum
Sge = Sagitta

Sgr = Sagittarius

| Sco == Scorpius

Scl
Sct

= Sculptor
= Scutum

Vul

Ser = Serpens
Sex = Sextans
Tau = Taurus
Tel = Telescopium

Tri = Triangulum
TrA = Triangulum
australe

Tuc = Tucana
UMa = Ursa major
UMi = Ursa minor

Vel = Vela
Vir = Virgo
Vol = Volans
= Vulpecula



Interferometer Methods in Astronomy.
Von F. G. PEASE, Pasadena.
‘Mit g Abbildungen.

In 1868 F1zeau (Z) pointed out the ‘“‘remarkable and necessary rela-
tion”” existing between the dimensions of interference fringes and of the
luminous source that produced them. He called attention to the fading
of the fringes when the angular diameter of the objects was no longer
“nearly insensible’”” and stated that one might apply the principle to the
measurement of star diameters.

STEPHAN (2) in 1873—74 tried this method, placing in front of the
80 cm Marseilles refractor, two lune-shaped apertures with centers 50 cm
apart. He observed the interference fringes and finding them very
sharp concluded that much larger apertures were necessary to measure
star diameters than were then available.

It remained for MICHELSON (3) in 1890, then at Clark University, to
work out this idea independently and to add to it an essential element
which led to the construction of the modern stellar interferometer.

After discussing the principles in detail and giving examples of the
method on laboratory objects, MICHELSON stated that inasmuch as only
two small portions of the wave front were essential they might be taken
from points far apart and brought into the telescope by a series of four flat
mirrors mounted in perioscopic fashion in front of the telescope. The
principle on which the stellar interferometer works is as follows: Each
point on a star is a source of light and the center of a spherical wave
front at the telescope. If the star is small these wave fronts are indist-
inguishable from one another and the two pencils taken through the
apertures produce a common interference pattern in the focus. If the
angular diameter be sensible with respect to the wave-length of light,
the wave fronts from different points are separated and each point pro-
duces a pattern in the focus which is displaced with respect to the others.

If the apertures on the telescope are close together there is little
difference in the wave fronts and the focal pattern has great contrast
or “visibility*‘. As the apertures are moved apart, the separation of the
wave fronts takes place, the fringes become less clear cut until a point
is reached where overlapping is complete and the fringes have vanished
entirely. If the separation of the mirrors is 4, 1 the wave-length of light,
A

and ¢ the angular diameter of the star, then ¢ =1.22 3

This expression
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is related to the formula for a double star azzid by a factor E’Zﬁ

which closely expresses the ratio of the distance between the centers
of gravity of the two halves of a circular disk to its diameter.

In 1891 MICHELSON (4), using two simple apertures in front of the
12-inch Lick refractor, measured the diameters of four of Jupiter’s
satellites, obtaining results consistent with those found by micrometer
measurements (44).

In 1918 HALE invited MICHELSON to investigate interference pheno-
mena with the great Mount Wilson telescopes. STEPHAN had already
shown that fringes were conspicuous in the 8o-cm Marseilles refractor,
but his results were hidden in the volumes of the Comptes Rendus and
there was a strong feeling that atmospheric effects would mask any
possible interference pattern. MICHELSON (4) in I919, experimenting
with screens and apertures first with the 4o-inch Yerkes refractor, then
with the 60-inch and 100-inch Mount Wilson reflectors, found the fringes
to be easily visible even though the seeing was rated as very poor.

J. A. ANDERSON (6) then designed an effective interferometer for
measuring double stars whose separation lay within the reach of the
100-inch reflector. About two feet inside the focus is a plate carrying two
small apertures whose distance apart in the converging cone can be
adjusted to correspond to larger apertures in the parallel beam. The
apertures can berotated in position angle about the axis of the telescope.
By setting the apertures a given separation ¢ and rotating them, four
position angles can be found for which the fringes disappear. From these
position angles and the distance 4 the position angle and separation of

the components of the double star can be derived from the formula

A . . . .
@ =5 With this device attached to the 100-inch ANDERSON resolved

the double star Capella, obtaining readings of high precision. MERRILL(7),
in 1922, made further measures of Capella and other double stars.

In his paper of 1920 MICHELSON (5) suggested the use of the inter-
ferometer for the determination of stellar parallaxes and proper motions.
An interferometer for testing this method was constructed and some
preliminary attempts to measure stars several minutes of arc apart
were made, but the experiment was not successful.

About this time the diameters of a few stars had been determined
by indirect methods involving measures of apparent magnitudes, of
luminosity and surface brightness [WILSING, (72)]. The diameter of 0”051
assigned to the star Betelgeuse by EpDINGTON (§) would require aper-
tures separated by 1o feet for its measurement, a distance beyond reach
of the simple z-aperture method used with the 1oo-inch reflector for
double stars. Accordingly MicHELsON and PEAsSE designed an interfero-
meter based on the perioscopic principle suggested by MICHELSON in 189o.
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This was the first instrument to use this principle and is known as the
20-foot interferometer (Fig. 1). It consists of two separate parts (1) the
beam and (2) the compensating eyepiece, attached to the 100-inch
reflector arranged as a Cassegrain telescope. The beam (Fig.2) a is
fabricated from steel, carries the four perioscopic plane mirrors b, ¢, 4, ¢,
and is bolted to the upper end of the telescope. The mirrors ¢, 4 are fixed
in position with their centers 45inches apart. The mirrors b, ¢ are mounted
on carriages which may be moved along tracks on the beam. The original
mirrors were 6 inches in diameter and it was a long and tedious job

Abb. 1. Mount Wilson Observatory. Twenty-foot Interferometer Beam on 1oo-inch Reflector tube
showing mirrors 12 ft. apart.

to make a setting. An assistant stationed on a plank beside the beam,
riding the telescope, adjusted the mirrors by hand, but his movements
on the telescope introduced deflections which necessitated many ad-
justments before satisfactory results were obtained. Further, the
constant changes in flexure due to motion in right ascension required
additional adjustments. Great improvement was obtained when 12-inch
mirrors were installed on the beam, with carriages driven by screws
simultaneously from a common motor. The superposition of the images
was then made by electrically driven slow-motion mechanisms operated
by the observer himself (Fig.3). Owing to flexure, back lash in the
screws, varying atmospheric refraction and lack of squaring on the
beam, it was necessary to provide a simple means for equalizing the
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optical paths of the two pencils of light. Motion of one of the inner
mirrors provides for the larger shifts, but is too coarse for final adjust-
ment. This was obtained by placing a block of glass about 15 mm
thick in each converging pencil about two feet inside the focus. In one
path the block consists of two opposed 10° wedges, one of them fixed,
the other movable along its hypothenuse surface in such a way that
with the first wedge it forms a plane-parallel plate whose thickness can be
varied by turning a thumb screw beside the eyepiece. Since light travels
faster in air than in glass, this givés a means of bringing the two parts
of the same wave front together at the focus.

Abb. 2. Diagram of light path when using 20 ft. Interferometer with 10o-inch Reflector.

The end of the telescope is covered with four quadrant-frames
covered with convas. In this are cut four apertures, two 7 inches square
directly below the inner mirrors, and two 4 inches square near the
north side of the tube to furnish a comparison of known visibility.
Originally a number of comparison devices were employed, particularly
a grating shield, whose spacing could be changed by rotation of the
slats, but the spreading of the images into a long streak of light made
it difficult to use. The present method of comparison is as follows:
Parallel light from the two direct apertures in the canvas passes through
a wooden frame in which are two apertures, one of which is 4 inches
square; the other aperture is variable, from 4 to o inches. Visibility is
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defined as the value of a—27, where a; and a, are the areas of the
1 2
" a
apertures. A scale on the operating lever reads visibilities directly.
Since the apertures are 45 inches apart the fringes for the direct images
have the same spacing as those produced by the apertures of the inter-

ferometer. In actual work it was found convenient to have the compari-

Abb. 3. Showing observer at eyepiece of 20 foot interferometer.

son image of the same intensity as the main image, and since some
light is lost at the reflecting surfaces, the main apertures were made larger
than the comparison apertures. This results in a larger central diffrac-
tion disk for the latter; although one component of this increases greatly
as the variable aperture closes it does not seem to disturb the measure-
ments.

It would be possible to replace the present large screen and shutter,
by a small compact shield near the focus, but the present screens have
been very convenient in measuring Mira and Betelgeuse with small values
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of d where one simply cuts another opening in the canvas and replaces
it when through.

This comparison apparatus is really a second interferometer with
the distance 4 small and fixed. It is customary to check both inter-
ferometers on stars of known small angular diameter, which are called
zero stars. From a large number of observations, made under a wide
range in conditions of seeing, a tentative visibility curve (Fig. 4) has
been plotted which shows the drop in visibility with a decrease in
seeing. Comparison of observations. of zero stars with this curve shows
approximately the quality of the observations being made and about
what correction to allow for the star being measured. The zero com-
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Abb. 4. Curve showing visibility for various mirror separations, seeing on scale of 1o.

parison apparatus supplies an additional factor which indicates the
seeing, namely the visibility at which the fringes vanish. This varies
widely from 3 per cent to 100 per cent, depending upon the magnitude
of the star and the seeing conditions.

After the telescope has been set upon a star, four diffraction images
appear in the eyepiece field. Two of these, from the comparison aper-
tures, are superposed by focusing the eyepiece and slightly tilting the
plane parallel plate.

A slight adjustment of the wedge will then show fringes in this image.
The two images from the interferometer apertures are then superposed,
by means of the slow motions, a few millimeters distant from the
comparison image. Count is then made of the number of turns necessary
to show fringes in the interferometer image. If the number is large,
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the west inner diagonal mirror is shifted to compensate for this. The
amount of shift varies with the stars position and the separation of the
mirrors, being greatest with the carriages near the end of the beam.
No attempt is made to show both sets of fringes in the field at the
same time, because flexure will constantly shift the interferometer
fringes from the field of view; it is the practice to turn from one to
the other with a few turns of the wedge. The comparison lever is then
shifted and the visibility noted at which the fringes vanish. This gives
a measure of the seeing at the time. The lever is next shifted until
the comparison fringes appear to match the interferometer fringes and
the visibility is recorded. Much practice leads one to make a careful
study of the comparison visibilities, several times during a night and
then to estimate visibilities without the aid of the comparison apparatus.
This procedure is repeated with increasing separations of the mirrors,
steps of several feet being taken at first and then decreased to several
inches as the limit is approached. A curve of visibilities is plotted and
its intersection with the zero axis noted. Seeing corrections added to
this give the desired value of 4.

Theoretically the visibility curve has a number of maxima and
minima, but thus far no fringes have been seen beyond the first mini-
mum. This may be due to poor seeing or to optical imperfection in the
apparatus. Since visibilities as low as 3 per cent are seen on the brighter
stars, a second maximum as great as Io per cent ought to appear.
There is a slight falling off of fringe visibility due to the difference in
thickness of the glass used in the wedge and compensator which amounts
to 10 per cent at most. Care is therefore taken to work with glasses
of nearly equal thicknesses. The 20-foot interferometer was first placed
on the telescope in August 1920, and fringes were observed with the
mirrors 6 to 18 feet apart. It was seen that a number of improvements
would make the instrument easier to operate and it was returned to
the shops for these alterations.

On December 13, 1920 (9), after preliminary settings on § Persei and
y Orionis, the instrument with the mirrors 121 inches apart was turned
on Betelgeuse. An extended search gave no trace of fringes. A setting
on Procyon immediately afterwards showed excellent fringes. Since
the seeing was good, and no change of any moment had been made in
the adjustements, it was concluded that the first actual measure of a
star’s diameter had been made, which completely checked the calculated
values of EDDINGTON and RusserL. On the assumption that the
effective wave-length for Betelgeuse is A 5750, its angular diameter
proved to be 0”047; and with a parallax of 0”018 its linear diameter
turned out to be 140X 10°miles. Since that time many observations
have been made on a number of stars, the list below giving the results
of these measures.
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Mirror ;
Spectrum Separation ]g\ilz:%xkl(léti;r Parallax i (]glﬁlri_etsr
Feet
« Bootis Ko 24 07020 o080 27
« Tauri Ks 24 0.020 0.057 38
¢ Orionis | Mo 10 0.047 0.017 300
14 0.034 210
B Pegasi Ms 22 0.021 0.016 40
« Herculis MS 16 0.030 0.008 ! 400
o Ceti My 10 0.047 0.02 250
« Scorpii Mo 12 0.040 0.0095 450

In the course of the work it was found that the diameter of Betel-
geuse varied at different times between thé_ original value 0”047 and
07034. The magnitude and the spectrum of Betelgeuse have been found
to vary over a six year period, but so far no definite connection has
been found between the measured diameter and these periodic varia-
tions. This is a problem which may be solved with the new 50-foot
interferometer, since all the time of this instrument is available for the
purpose while that with the 1oo-inch telescope was limited. In many
cases the interferometer on the roo-inch was rotated in position angle
to determine whether any difference in diameter could be detected or
whether Betelgeuse were a double star. Aside from variations common
to all stars nothing of this nature was found.

RusseLL computed the probable elements of the spectroscopic double
star Mizar and found the separation of the components when near
periastron to lie within the range of the 20-foot interferometer. Observa-
tions (10) showed excellent agreement with the spectroscopic orbit and
with the parallax deduced from the Ursa Major group motion. Through-
out this work the observations were made by Prasg, although MICHEL-
SON, who spent his summers at Mount Wilson measuring the velocity
of light and the ether drift, entered freely into the many discussions and
suggested remedies for the numerous difficulties that arose.

Because of the need for measures of stars of earlier type and of
smaller diameter on the basis of experience gained in the use of the
z0-foot instrument HALE (1I) decided in 1922 to proceed with the
constructien of a 50-foot interferometer. Since the first measures of
Betelgeuse many designs for a stellar interferometer had been developed
and discussed, particularly with regard to their relative cost and ease
of operation. These included, @, equatorial types, and b, coelostat types,
with sub-types providing for observations in any position angle and in a
single position angle only. MICHELSON suggested an equatorial system
in which the separation of the mirrors was obtained by opening the
two leaves of a hinge.

RusseLL investigated the possible uses of a large universal instru-
ment, but found that the number of double stars that could be thus
measured was practically negligible, either on account of their great
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separations or their faintness. Mizar of course could be measured with
such an instrument, but it was decided that further work with the

Abb. 6. 50 foot interferometer seen from the South.

zo-foot beam and the measurement of E—W components with the
new interferometer would give all the necessary data.

The type finally chosen is one designed by HALE and PEAsE (12, 13)
and has the form of a cantilever bridge supported on the north end
of a short polar axis (Figs. 5, 6, 7). It lies in an E—W plane perpen-
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dicular to the polar axis and works from 2 hours east to 2 hours west
of the meridian. It is housed in a building, the lower half of which is
concrete. The upper half is a movable metal shed which can be rolled
to the east on a trestle when observations are to be made. On the
upper side of the bridge are the two fixed flat mirrors with centers
30 inches apart and the two outer mirrors on carriages, movable along
carefully aligned tracks bolted to the top of the bridge. The mirrors
are of pyrex, 15 inches in diameter and have electrically controlled slow

Abb. 7. The 50 foot interferometer showing pedestal, mirrorcell and wormsector.

motions for superposing the images. The outer diagonal mirrors rotate
about a common axis parallel to the tracks for motion in declination.

The actual available aperture depends upon the declination, the
full elliptical aperture being available at the equator and the two
crossed apertures at the poles. The mirror carriages are driven by
independent motors through herring-bone rack and gears and have
both fast and slow motions. The mirrors may be separated any distance
from 6 to 50 feet, their positions being read by vernier and scales
fastened to the tracks. The declination and the mirror separation are
read through a common telescope and a perioscopic system of mirrors
from a point directly beside the observing eyepiece.
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In this type of interferometer the celestial coordinates of the two
superposed fields are inclined to each other (except at the equator)
in the eyepiece field but no serious effect seems to be induced by this
difference in orientation.

At the under side of the beam stands the concave mirror with its
adjustable cell bolted to the frame. The mirror is of glass, 18 feet in
focal length, 1 meter in aperture and is supported in its cell by three
plates underneath and four arcs around its edge. The cell is lined with
corkboard for temperature insulation and provided with a wooden cover
when not in use.

The light path is shown in Fig. 8. Two beams of parallel light from
the star are reflected from the outer diagonal mirrors 44 to the inner
diagonal mirrors BB, thence downward to the concave mirror C. From

Abb. 8. Diagram of light path in so foot interferometer.

this mirror the converging beams pass upward to the diagonal flat D,
thence southward and downward to the diagonal flat £, through the
compensating wedges into the eyepiece. The last three elements are
contained in a steel tube which for ease of observation may be rotated
into various positions and which is called the “goose neck”. The bridge
is 547/, feet long, and tapers toward the ends. Its central section is
10 feet deep and 47/, feet square. On its north face is bolted a worm
wheel sector of 1oo inches radius. The worm is driven by a typical
self-winding conical governor, weight-driven clock. A gear box between
the worm and the clock contains the necessary clutches and gearing for
fast and slow motions in right ascension. The pedestal is constructed
of steel and its four adjusting screws stand on foot blocks about 16 feet
apart.

The fixed portion of the house is 60 feet long, 20 feet wide and 26 feet
high. The movable portion has a rolling shutter in the west end which
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must be raised before the house can be moved to the east. The house
cannot be moved unless the instrument stands on the meridian.
Observations are made from a platform which extends above the
pedestal at the south side of the bridge. At the observer’s right hand
is the control board with all the buttons for controlling the instrument
motions and the lights (Fig.g). The position settings are made by
circles just as with any equatorial telescope. The outer mirrors are
then placed accurately by means of their scales. A low power (1-inch
focus) eyepiece is first used while stuperposing the image in the center

Abb. 9. Upper part of interferometer showing control board and observer at eyepiece.

of the field, and then a */,-inch eyepiece, consisting of a simple plano-
convex lens, is used to view the fringes. Manipulation of the wedge with
several settings of the east inner mirror soon yields fringes across the
star image. Thus far all observations for visibility have been visual
estimates based on previous experience and have been found to be
quite consistent. It is planned, however, to add a visibility comparison
from an artificial source.

The few preliminary measures made with the 50-foot interferometer
are of special interest in that the diameters found for Arcturus and
Betelgeuse do not deviate from those obtained with the 20-foot beam.
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A few measures on f Andromeda indicate that its diameter is close to
the calculated value of 07016, corresponding to a mirror separation
of 30 feet.

Excellent fringes have been seen on Altair with the mirrors separated
42 feet. It is estimated that stars as faint as the fourth magnitude may
be measured; and while 25 stars should show complete disappearance
of the fringes, others can be measured by extrapolating their visibility
curves.

During the investigation Pokrowsky’s (I4) method of measuring
angular diameters with elliptically polarized light was tried. Some re-
arrangements were made in the apparatus in order to obtain relatively
large apertures without the use of large crystals, but no success was
obtained. Later EppInGgToN (15) and E. FREUNDLICH u. K. KUHNE (I6)
investigated the problem and found the method itself at fault.

MicrELsON followed the development of the interferometer with
keen interest and it was a source of great satisfaction to him to witness
the completion of the 50-foot instrument a half century after his ideas
were first presented.

Carnegie Institution of Washington Mount Wilson Observatory

July 19371.
Bibliography.

. Fizeau: C. r. 66, 1005 (1868).

. StepHAN: Ebenda 76, 1008 (1873); 78, 1008 (1874).
. MicreELson: Philosophic. Mag. (5), 30, I (1890).

— Pub. A.S.P. 3, 274 (1891).

4a. SCHWARZSCHILD A.N. 3335 (18906).

5. MicHELsON: Ap. Jr. 51, 257 (1920).

6. ANDERSON: Ebenda 51, 263 (1920).

7. MeErRrILL: Ebenda 54, 40 (1922).

7a. WILSING: Publ. Astrophys. Obs. Potsdam Nr. 76 (1920).
§. EppingTON: B. A. A. Report 42 (1920).

9. M1cHELSON and Prasg: Ap. Jr. 53, 249 (192I).

10. PEaSE: Proc. nat. Acad. Sci. U.S. A. 11, 356 (1923).
11. HALE: La Nature 110, 482 (1922).

12. PEASE: Armour Engineer 16, 125 (1925).

13. — Sci. Amer. 143, 290 (1930).

14. POKROWSKY: Ap. Jr. 36, 156 (1912).

15. EppingToN: Monthly Notices, R. A.S. 87, 34 (1926).

16. K. Ktu~E, Diss. Leipzig 1930 and E. FreuNDLICH u. K. KéHNE: A.N. 5584
(1928).

B S0 T



Die neue Feldtheorie Einsteins.
Von CORNEL LANCZOS, Frankfurt a. M.*

Inhaltsverzeichnis. Seite

Einleitung . . . .97
I. Geloste und ungelos’ce Probleme der fruheren Relat1v1tatstheor1e 98
I. Stellung‘ der Relativitatstheorie zu anderen phy51kallschen Theo-

rien . . . .. o8
2. Gravitation und Elektrlzltat das Problem der Materle . . 105
3. Materie als Singularitit. Feldg’lelchungen und Bewegungsgesetz 107
4. Die Materie als Eigenlésung . . . . IIO
5. Die Frage der universellen Konstanten O . 113

II. Erweiterungen der RiIEMaNNschen Geometrie; derFernparallehsmus 114
6. Verallgemeinerungen der RiEmannschen Geometrie. Die Ver-
schiebungsgréBen 17 . . . . . . . . . . .. .. ... II4

7. Die neue Losung EinNsTeINs: der Fernparallelismus . . . . 115
8. Die FundamentalgréBen-der neuen Geometrie. Verschwinden
des RiEMANNschen Krummung‘stensors Der fundamentale

Kriimmungstensor /1;‘ . II7
9. Die Frage der Feldglelchungen Unzulanghohkelt des H»&VIILTON

schen Prinzips . . . . . . 120
10. Die Kompatibilitat kovarlanter Glelchung‘ssysteme o 120
11. Die Uberbestimmung als leitendes Prmzlp beim Aufstellen der

Feldgleichungen . . . 123

12. Folgerungen aus den Feldglelchungen Schwache Felder das
elektromagnetische Feld. Strenge Losungen; statische Grav1—

tationsfelder . . . . L. L 124
13. RiEmanNsche Geometrle — EINSTENsche Geometne .. . . 126
III. Neuere Beobachtungen auf dem Gebiete der relativistischen Gra-
vitationseffekte . . . . 127
14. Die Frage der experlmentellen Bestatlgung der relav1stlschen
Effekte. . . . . . . . .. ..o 000127
Literaturverzeichnis . . . . . . . . . . .. . . . .. .. ... 131
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Dem Charakter dieser Sammlung entsprechend soll im folgenden nicht
von dem formalen Aufbau jener neuen Theorie die Rede sein, die von
EINSTEIN seit einigen Jahren mit groSem Ernst und Nachdruck ver-
treten wird, sondern von ihrem gedanklichen Inhalt. Hinter dem Forma-
lismus, der in den Originalmitteilungen durch die Kiirze der Darstellung
stark in den Vordergrund tritt, steckt eine tiefbegriindete Gedankenwelt,
die in ihren wesentlichen Ziigen zu verstehen auch fiir jemanden zu-

* Z. Zt. Purdue University Lafayette (Indiana), U.S. A.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 7
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ginglich werden kann, dem die Durcharbeitung einzelner Formeln eine
allzu groBe Belastung bedeutet, vorausgesetzt nur, da8 er eine gewisse
allgemeine geistige Einstellung fiir die Wesensart der Mathematik mit
sich bringt: — eine Forderung, die heute auch an den Experimental-
physiker zu stellen ist (vielleicht in héherem MaBe als in fritheren
Zeiten), und iiberhaupt an jeden, der sich mit Physik beschiftigen will.
Es erscheint darum das Unternehmen nicht ganz aussichtslos, eine an
und fiir sich sehr abstrakte Theorie in ihren groBen Linien und Ten-
denzen einem weiteren Kreise ndher zu bringen.

Es muBte dabei ganz wesentlich auf die frithere Relativititstheorie
zuriickgegriffen werden, aus der sich die Problemstellung ebenso wie die
ganze geistige Richtung entwickelt hat, die zur neuen Theorie fithrte.
Das Eindringen in diese Geistesart ist eine unumgingliche Vorbedingung
zum Verstindnis fiir den neuen Losungsversuch EINSTEINs und iiber-
haupt zu jeder Stellungnahme in diesem Problemkreis. Der anschauliche
Gehalt der Relativitdtstheorie ist bereits im 1. Band dieser Sammlung
(1922) in einem Artikel von THIRRING (28) auseinandergesetzt worden.
Hier aber galt es, auf jene eigenartige abstrakte Problematik einzugehen,
welche die Relativititstheorie wie keine andere physikalische Theorie
charakterisiert, auf jenes Dichterische und Romantische, das in gleicher
Weise der Grund war fiir die begeisterte Aufnahme wie fiir die schroffe
Ablehnung dieser Schopfung. Mit diesem Fragenkreis beschiftigt sich
der erste Teil der Abhandlung. Er charakterisiert die Situation nach
AbschluB der allgemeinen Relativititstheorie. Auf dem so gewonnenen
Fundament aufbauend folgt im zweiten Teil die Darstellung der jiingsten
Entwicklungsphase EINsTEINs, der ,einheitlichen Feldtheorie”. In
einem letzten Kapitel wird auf die Frage der experimentellen Bestiti-
gungen der von der Relativitdtstheorie geforderten Effekte eingegangen.

I. Geldste und ungeldste Probleme der fritheren
Relativitétstheorie.

1. Stellung der Relativitdtstheorie zu anderen physikalischen
Theorien. Der groBe Aufschwung der atomphysikalischen Forschung, der
in den letzten Jahren der Entdeckung der Wellenmechanik gefolgt ist, die
vielfach gednderten Gesichtspunkte, die durch die physikalische Inter-
pretation eines noch nicht in allen Punkten begriffenen Formalismus auf-
getauchtsind, lie3 die Anteilnahme an den rein relativistischen Problemen,
dienoch zu Anfang des Jahrhunderts im Brennpunktdes Interesses standen
und dann spiter nach Entdeckung der allgemeinen Relativititstheorie
von neuem alle Gemiiter bewegten: stark in den Hintergrund treten.
Nicht etwa, als wenn alle Konsequenzen der neuen Lehre schon gezogen
wiren und das ganze Gebdude klar und abgeschlossen vor uns stiinde.
Eine Problematik von solchen AusmaBen, wie sie die Relativitidtstheorie
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aufgerollt hat, kann unméglich schon auf den ersten Wurf aufgehellt
und erledigt sein und keine Zukunftsmoglichkeiten in sich bergen. Und
dennoch hat man sich — und diese Ansicht ist heute allgemein ver-
breitet — iber die Rolle der Relativitdtstheorie in der Entwicklung der
Wissenschaft ein eigenartig bestimmtes Urteil gebildet. Man erblickt in
ihr den letzten Ausliufer und Vollender der klassischen Physik, also das
letzte Glied einer nunmehr abgeschlossenen Epoche, die nur in unvoll-
stdndiger Weise dem Naturgeschehen gerecht werden kann, da sie gegen-
iiber dem iiberall eingreifenden Wirkungsquantum aus prinzipiellen
Griinden versagen muf3. Dieses Urteil, das der wahren Bedeutung der
Relativitdtstheorie in keiner Weise gerecht wird, ist ohne Zweifel tief
begriindet und nicht etwa auf blof duBerliche Motive zuriickzufiihren.
Wie solche z. B. wiren, daBl die Relativititstheorie bis jetzt noch keine
wesentlich neuen Gesichtspunkte fiir die Probleme der Atomforschung
liefern konnte, oder, daB der mathematische Formalismus, den die Rela-
tivitdtstheorie in den Vordergrund schiebt, so ginzlich von dem ver-
schieden ist, was die Atommechanik benétigt. Diese Unterschiede wiir-
den noch nichts gegen die Hoffnung beweisen, die beiden Forschungs-
gebiete, von verschiedenen Richtungen kommend, eines Tages ,,aufein-
ander stoBen zu sehen. Die Verneinung liegt tiefer. Sie hat ihre
Wurzeln in der ganzen gesstigen Haltung, die der modernen Forschung
zugrunde liegt und die von Haus aus und ihrer ganzen Veranlagung nach
prinzipiell verschieden ist von jener geistigen Haltung, aus der die Re-
lativitdtstheorie erwachsen ist. Wir konnen sie als die ,,positivistische
bezeichnen, im Gegensatz zur ,,metaphysisch-realistischen Verankerung
der Relativitdtstheorie. Wir benutzen hier zwei Attribute, deren MiBBver-
stehen nicht zu befiirchten ist in Anbetracht der vielfachen prignanten
Ausfithrungen PLANCKs (25, 26), der diese beiden méglichen Formen
naturwissenschaftlicher Weltanschauung mit groBer Entschiedenheit und
Eindringlichkeit des 6fteren einander gegeniibergestellt hat.

DaB die Physik als Erfahrungswissenschaft einen stark positivisti-
schen Anstrich hat, ist selbstverstindlich. Es geschah jedoch in der Re-
lativitdtstheorie — wir denken hier insbesondere an die allgemeine —
etwas Einzigartiges und vielleicht auch einzigartig Bleibendes. Es ge-
schah, daB3 der ,,metaphysische” Gedanke, also die logisch-konstruktive
Phantasie, in Geheimnisse der Natur Einblick gewann, die auf rein em-
pirischem Wege zu erlangen wohl nie méglich gewesen wére. Nicht etwa,
als wenn das logisch-konstruktive ,,Vorahnen von Zusammenhingen
etwas ginzlich Neues und Uberraschendes in der Geschichte der Physik
darstellte. Jede theoretische Entdeckung, sei es das Schweregesetz
NEWTONS, sei es die elektromagnetische Lichttheorie MAXWELLs, sei es
die Wellenmechanik ScCHRODINGERs, enthilt dieses Element des intui-
tiven Apriori als integrierenden Bestandteil. Aber dafiir gibt es kein
Beispiel in der ganzen Geschichte der exakten Wissenschaften, daf} eine

7*
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einzige Erfahrungstatsache: die strenge Proportionalitit zwischen
schwerer und triger Masse, dem nach Verstehen ringenden Denken eine
ungeahnte Problematik aufrollt und durch die erleuchtete Phantasie in
ihre letzten Konsequenzen ausgetragen Veranlassung gibt zu Erkennt-
nissen umfassendster Art, Erkenntnissen, die eine neue Epoche begriin-
den in der Erforschung der Natur, da sie fiir die primirsten Bausteine
des Universums: fiir Raum und Zeit, eine gdnzlich neue, den alten Rah-
men in weite Fernen hinausriickende Struktur entdecken.

Diese Tatsache gibt der Relativitdtstheorie ein eigenes Geprége in
der Geschichte der theoretischen Forschung. Nicht etwa, als wenn wirk-
lichkeitsfremdes Spintisieren am Werke wire und infolge eines gliick-
lichen Zufalls den Sieg {iber mithsame experimentelle Kleinarbeit davon-
tragen wiirde. Nicht auf philosophischem Wege wird versucht, der Natur
niherzukommen. Aber das, was die Philosophie anstrebte: {iber die
Einzelerkenntnis hinaus zu einem das ganze Sein umfassenden Weltbild
zu gelangen, taucht unter verinderten Bedingungen, in anderer Sprache,
von derselben Sehnsucht, aber von ganz anderem Geiste erfiillt, als ferne
Moglichkeit am Horizonte auf. Der erste Schritt ist getan, dieser Schritt
weist aber gleich nach ungeahnten neuen Perspektiven und gibt uns die
Zuversicht, auf dem riclitigen Wege zu sein.

,,Die Zahl ist das MaB aller Dinge*‘: — dieser uralte Weisheitsspruch
der Pythagorier hat sich immer und immer wieder als tiefste Wahrheit
erwiesen. So kann es also nur der mathematischen Phantasie gegeben
sein, die Wirklichkeit in addquater Weise zu verstehen. Die vollstdndige
Abbildbarkeit aller Qualititen auf Quantititen, das Bestehen strenger
funktionaler Beziehungen zwischen diesen Quantitdten hat sich fiir uns
lingst zur GewiBheit erhirtet. Es ist aber noch ein Unterschied, ob die
Welt in einzelne, weiter nicht auflésbare funktionale Beziehungen zer-
f4llt, oder ob hinter diesen Beziehungen, die aus dem Zusammenhang
herausgerissen als weiter nicht zu verstehende, also axiomatisch gegebene
GesetzmiBigkeiten erscheinen, ein grofBer, einheitlicher Plan liegt, ein
,universelles Weltgesetz*’, das Alles zu einer Einheit verbindet, wobei
das Einzelgesetz nur als individuelle Verwirklichung des Weltgesetzes
erscheint, in dem Sinne etwa, wie das Gesetz von der Winkelsumme des
Dreiecks keine selbstindige Bedeutung hat, sondern eine Konsequenz der
Grundaxiome darstellt. Diese héhere Synthese im Sinne des die Welt
durchdringenden ,,700¢"“ des ARISTOTELES, im Sinne der ,,more-geo-
metrico‘~-Erkenntnis SpiNozas, ist fiir die exakte Physik zum ersten
Male durch die Relativititstheorie entdeckt worden.

Das EmnstEINsche Gravitationsgesetz verhilt sich zum NEwToNschen
ebenso, wie dieses sich zu den KEPLERschen Gesetzen verhidlt. Die aus
der Erfahrung gewonnenen unter sich scheinbar unabhingigen KEPLER-
schen Gesetze wurden durch NEWTON in ein einziges universelles Gesetz
zusammengefaB3t. Durch diese groBartige Synthese war ein gewisser Ab-



Die neue Feldtheorie Einsteins. 10T

schluB erreicht, das Problem der Gravitation schien gelést. Das Gesetz
selbst muBte man aber hinnehmen, wie es gegeben war, als ein von der
Natur geprigtes Axiom. Weshalb gerade Masse mal Beschleunigung als
bewegende Kraft zu setzen ist, weshalb die schwere Masse sich immer

streng propoftional zur trigen verhilt, weshalb das Gesetz mit ;I; geht:

das zu ergriinden hatte man keinerlei Anhaltspunkte. — Vielleicht ist
eine solche Fragestellung iiberhaupt unerlaubt, man hat die Natur zu
nehmen, wie sie ist, im Sinne des ,hypotheses non fingo”, und jeder
Deutungsversuch fillt in das Gebiet metaphysischer Spielerei? Aber
jenes Aquivalenzgesetz, anscheinend mit aller Strenge erfiillt, deutete
doch mit groBer Wahrscheinlichkeit nach einem noch unbekannten Zu-
sammenhang, der der Schwerkraft etwas Ritselhaftes verlieh. Und als
EinsTEIN die Losung des Ritsels fand, war gleichzeitig jene hohere
Synthese vollzogen, von der aus das NEwToNsche Gesetz nicht mehr als
letztes Axiom erschien, sondern als AusfluB eines héheren, umfassenderen
Prinzips, das in seiner logischen Struktur dem Begreifen ganz klar vor
Augen lag.

Die Gravitationskraft ist gar keine wirkliche Kraft, sondern eine
Scheinkraft, entsprungen dem Umstande, daBl wir uns den Raum als
euklidisch vorzustellen pflegen, wihrend er in Wirklichkeit ein gekriimm-
ter, RiEManNscher Raum ist. Dieser Scheinkraftcharakter der Gravi-
tation hatte sofort die ritselhafte Aquivalenz von schwerer und triger
Masse zur Folge. Aber auch das Bewegungsgesetz erhielt eine iiberaus
elementare Formulierung: an Stelle des Beschleunigungsgesetzes trat
das einleuchtende geometrische Prinzip der kiirzesten Verbindungslinie,
als natiirliche Verallgemeinerung des Trigheitsgesetzes. Und was das
Abstandsgesetz anbelangt, so erschien dieses als Folge der geometrischen
Struktur der Mannigfaltigkeit, geformt durch die Feldgesetze, die an
Stelle der euklidischen Axiome traten, in Gestalt von Differential-
gleichungen, entsprechend dem Nahewirkungscharakter jener von RIE-
MANN entdeckten neuen Geometrie: der Differentialgeometrie.

Der Skeptiker freilich wird fragen: Weshalb gerade die RiEMANNsche
Geometrie? Weshalb gerade die Feldgleichungen R;,=o0? In der Tat
besteht fiir uns eine tiefgehende Schwierigkeit im mathematischen Ver-
stehen der Naturgesetze, iiber die wir in gewisser Beziehung vielleicht
iiberhaupt nicht hinwegkommen kénnen. Die Mathematik liefert in ge-
wisser Hinsicht zuviel. Wir kénnen verschiedene Systeme aufbauen und
haben keine Méglichkeit, unter diesen a priori auf rein logischem Wege
zu entscheiden, weshalb die eine und nicht die andere Alternative ge-
wihlt werden soll. Die euklidische Geometrie ist rein logisch ebenso
moglich, wie die RIEMANNsche, sie kénnen aber nicht beide gleichzeitig
nebeneinander existieren, es muf zwischen ihnen gewihlt werden im
Sinne eines Entweder-Oder. Wie soll das geschehen?
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Die Losung EINSTEINs ist von klassischer Einfachheit und darum von
suggestiver Kraft. Die euklidische Geometrie ist ein Spezialfall der
Riemannschen Geometrie, und zwar ein Fall duBerster Symmetrie, ge-
wissermalBlen der ,.entartete Fall“. Da in ihr alle Punkte des Raumes
eine vollstindig gleichwertige Rolle spielen, kommt sie fiir das Programm,
Physik und Geometrie zu verbinden, nicht in Frage. DaB aber die Geo-
metrie RIEMANNisch sein muB}, wenn sie schon nicht euklidisch ist, ist
gar nicht anders denkbar, sonst wiirde die euklidische Metrik nicht einmal
angenihert, nicht einmal prinzipiell gelten und zu so einer Annahme
haben wir gar keinen Grund. Die R1EMANNsche Geometrie ist aber eine
Infinitesimalgeometrie, ihre Gesetze kénnen nur den Charakter von Dif-
ferentialgleichungen haben, miissen also ,,Feldgesetze* sein, wie wir
deren Walten ja auch sonst iiberall in der Natur beobachten. Sie miissen
»allgemein kovariant sein, d.h., sie diirfen vom gewihlten Bezugs-
system nicht abhdngen, denn Koordinaten sind zufillige Bestimmungs-
stiicke, die nach Belieben gewihlt und geindert werden konnen, die
prinzipielle Auszeichnung eines bestimmten Koordinatensystems wire
geometrisch sinnlos. Es gilt also, fiir den ,,MaBtensor* g;,, der die
fundamentale GréBe in der RiIEMANNschen Geometrie ist, und die Man-
nigfaltigkeit eindeutig charakterisiert, Differentialgleichungen aufzu-
stellen, die allgemein kovariant sind. Der MaBtensor ist ein symme-
trischer Tensor zweiter Ordnung, und da die Zahl der Gleichungen
ebenso grof} sein muB, wie die Zahl der Unbekannten, muB3 das Glei-
chungssystem in Form eines symmetrischen Tensors zweiter Ordnung
auftreten. Kovariante Differentialgleichungen erster Ordnung gibt es
nicht, das Gleichungssystem muB also mindestens von zweifer Ordnung
sein. Fordert man das, so kommt man eindeutig zu den von EINSTEIN
aufgestellten Feldgleichungen R;, = o.

Diese Synthese zwischen Gravitation und Geometrie ist in der Tat
ein wunderbares Beispiel fiir die Harmonie zwischen mathematischer
Vernunft und Weltvernunft. Dafl sie nur eine Teilsynthese darstellt
und einer tieferen Problematik gegeniiber noch nicht ausreicht, werden
wir im nédchsten Kapitel sehen und im Anschluf3 daran die neueren Be-
miithungen EINSTEINs zur Erlangung einer héheren Synthese besprechen.
Schon auf dieser Stufe aber erkennen wir das groBe Programm und den
spezifischen Charakter der Relativititstheorie: das logisch-deduktive Ein-
dringen in die Natur, unier Voraussetzung threr Universalitit und Ver-
stehbarkeit, und im Vertrauen auf das mathematische Gesetz. Mag die
Verwirklichung dieses Programmes spiteren Zeiten vorbehalten sein:
bereits der erste Schritt ist von einer GroBartigkeit, daB das Einschlagen
dieses Weges schon durch ihn gerechtfertigt erscheint.

Es sollte hier versucht werden, die allgemeine Stellung der Relativi-
tétstheorie im Rahmen der theoretischen Physik zu kennzeichnen. Und
zwar von einem ,,immanenten Standpunkt aus, d.h. von einer An-
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schauungsweise aus, die jener geistigen Struktur entspricht, aus der die
Theorie selbst hervorgegangen ist. Die positivistische Beurteilung muf3
natiirlich anders ausfallen. Dort wird alles, was tiber das bloBe ,,Be-
schreiben’ des unmittelbar physikalisch Gegebenen hinausgeht, also
alles Deuten, Erkennen der Natur, Verstehen der Naturgesetze, Suchen
nach der letzten Synthese, als reine Mystik aus der exakten Wissenschaft
ins Reich der Religion verbannt. Wohl ist es gestattet, zur Erleichterung
der Beschreibung, oder um dieselbe vollkommener zu gestalten, ,,Fik-
tionen‘‘ einzufithren und auch das RiEmaNNsche Linienelement darf eine
solche ,,Fiktion® sein. Aber zwischen Hypothese und Hypothese gibt
es keine andere Entscheidung, als die Priifung.an der Erfahrung. Weder
die innere Geschlossenheit, noch die logische Befriedigung, die eine Theo-
rie bietet, kann als Kriterium ihrer Brauchbarkeit gelten. Es kommt
lediglich darauf an, was fiir Konsequenzen aus ihr fiir die Beobachtung
zu gewinnen sind und wie sich diese Konsequenzen an der Erfahrung
verifizieren. Die Relativititstheorie spielt dabei durchaus keine andere
Rolle, als irgendeine andere Theorie auch.

Nun war die Relativitdtstheorie in ihrer urspriinglichen Formu-
lierung als ,,spezielle Relativititstheorie** fiir eine positivistische Aus-
legung besonders geeignet. Man-kann ihre Darstellungsart etwa folgen-
dermaBen charakterisieren: ,,Die Erfahrung zeigt, daf3 es keine absolute
Bewegung gibt. Um dieser Tatsache gerecht zu werden, stellen wir das
Postulat von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit auf, das zu einer
neuen Definition der Gleichzeitigkeit fithrt. Damit werden alle Schwierig-
keiten mit einem Schlage geldst und fiir die Beschreibung eine Form ge-
funden, die allen Erfahrungstatsachen in einfachster Weise gerecht
wird.” Diese halb axiomatische, halb definitionsmifBige Losung des
Problems entsprach ganz dem positivistischen Programm. Das, was
hinter diesem Postulat steckt, was dieses Postulat eigentlich bedeutet,
namlich die innere Einheit von Raum und Zeit, wurde erst in der Folge-
zeit durch die Arbeiten Minkowskis aufgedeckt. Und das war der An-
stoB zu einer neuen Epoche der Forschung, die den beschreibend-axio-
matischen Standpunkt verlieB und zugunsten eines logisch-konstruk-
tiven Verstehens eine offensichtlich ,,metaphysische Wandlung** durch-
machte. Es kam der Invarianzgedanke, das Aufrollen des geometrischen
Problems, der Versuch mit der RiEManNschen Geometrie — das Auf-
stellen der Gravitationstheorie. Der rein positivistische Rahmen war
damit offenbar weit durchbrochen. Nicht etwa, als ob der Positivismus
nicht auch der neuen Situation gewachsen wire. Denn diese Weltan-
schauung ist in sich widerspruchsirei, und, wie alles Niichterne, uner-
schiitterlich. Sie braucht sich vor Uberraschungen nicht zu fiirchten und
kann jede wissenschaftliche Erscheinung in entsprechender Umdeutung
in ihr System aufnehmen. Aber alsbald kommt der Punkt, wo das
Primire verloren geht, die Umdeutung allzu gekiinstelt und darum un-
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befriedigend wird. Das GroBe an der Relativititstheorie ist offenbar
nicht das, daB sie fiir die Gravitationserscheinungen eine neue Art der
Beschreibung gefunden hat. Die wirklich zur Beobachtung gelangenden
Gravitationserscheinungen sind doch von viel einfacherer Art, als daB sie
einen so komplizierten Apparat, wie die EiNstEINschen Gleichungen,
rechtfertigen wiirden: das Ersetzen des NEwToNschen Potentials durch
ein System von 10 Funktionen, das Einfiihren des ganzen Invarianten-
kalkiils. Der Wert dieser Theorie liegt doch offenbar in den neuen Ein-
blicken, die sie vermittelt, nicht in jenen KorrektionsgréBen, die sie zu
den NEwTONschen Gleichungen hinzufiigt.

In den letzten Jahren ist gleichzeitig mit dem Aufkommen und Er-
starken der Quantenmechanik eine rigorosere und darum intolerantere
Form des Positivismus propagiert worden, die fiir die tiefere Problematik
der Relativititstheorie kein Verstidndnis entgegenbringt, diese sogar in
ihrer Moglichkeit leugnet. Wenn der ,,Beschreibungsstandpunkt* kon-
sequent durchgefiihrt werden soll, so ist es inn der Tat miiBig und zweck-
los, in die Theorie Elemente aufzunehmen, die der Beobachtung prinzi-
piell unzugénglich sind. Solche Elemente bilden nicht nur iiberfliissigen
Ballast, sie widersprechen offenbar dem Prinzip, daf3 die Physik nichts
anderes zu tun hat, als alles, was zur Beobachtung gelangt oder ge-
langen kann, zu beschreiben. Dann ist es aber sinnlos, das Problem des
Elektrons oder Protons dadurch lésen zu wollen, daBl man sie als Lo-
sungen irgendwelcher Feldgleichungen auffinden will und ihnen dadurch
Felder eventuell hochkomplizierter Struktur zuschreibt, die in ihren Ein-
zelheiten doch niemals zum Objekt einer Beobachtung werden kénnen.
Denn die Vorstellung von Probekorpern beliebiger Kleinheit, die das
Feld ausmessen sollen ohne es zu stéren, ist unstatthaft, da es kleinere
Probekérper, als das Elektron selbst, nicht gibt. Ja, die ganze Differen-
tialgeometrie ist dann eine unerlaubte Fiktion, denn das ds® kann als
solches nie zur unmittelbaren Beobachtung gelangen.

Der ,,Metaphysiker” wirft dem Positivisten vor, daB er mit der
Uberschitzung des Beobachtbaren ein allzu menschliches Element in die
Erforschung der Natur hineinbringt. Denn die Beobachtung, das Ex-
periment, ist nicht Selbstzweck, sondern nur Mittel zum Zweck, und die
Natur, die sich herzlich wenig darum kiimmert, was der Mensch tut oder
1aBt, wird in ihrem Sein nicht dadurch beeintrichtigt, dafl die Erfahrung
ihre nicht zu ibersteigenden Grenzen hat, selbst wenn diese prinzipieller
Natur sind.

Der Positivist andererseits glaubt gerade von seinem Aspekt aus den
sachlichen Standpunkt zu vertreten und wirft dem Metaphysiker eine
anthropomorphisierende Tendenz vor, die darin besteht, daB er seine
Vernunft als Naturvernunft gelten lassen will, daB er eine universalistische
Absicht in die Welt hineinprojiziert, die gar nicht zu bestehen braucht,
und so seine Sehnsucht in vielleicht unberechtigter Weise objektiviert.
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Wir haben diese Zusammenhénge vielleicht etwas breiter auseinander-
gesetzt, als es vom physikalischen Standpunkt aus im allgemeinen tiblich
ist, nicht um Philosophie zu treiben, sondern lediglich aus dem Grunde,
weil die Beurteilung der Relativititstheorie, das Verstehen ihrer Absich-
ten und Ziele, stark von der allgemeinen weltanschaulichen Einstellung
abhingig ist. Mehr als eine objektive Gegeniiberstellung der verschiede-
nen sich vielfach bekdmpfenden Anschauungen ist nicht méglich. Denn
es handelt sich dabei um Sphiren, die das rein Rationale iiberschreiten,
so daB mit Beweisen nichts auszurichten ist. Der Forscher weiB das und
versucht nicht, seine Uberzeugung dem anders Gesinnten aufzuzwingen.
Er wird aber aus demselben Grunde auch eine offensichtlich ephemer
bedingte Dialektik nicht so iibermiBig ernst einschétzen, wie der halb
wissenschaftlich, halb schéngeistig-philosophisch orientierte Laie, der
jede von der Wissenschaft kommende ,,philosophische Anregung* mit
Freude aufgreift und auf seine Art verarbeitet. Denn er weifl zu genau,
daB ein kraftiger Gegensto3 aus dem ,,anderen Lager*’, wenn dieser mit
einem neuen, die Forschung befruchtenden Gesichtspunkt verbunden
ist, sogleich zum Aufgeben der bislang verfolgten Anschauung fiihrt.
Infolge dieser Nicht-Uberschitzung ist er auch dessen enthoben, in die
laienhafte Klage von der stindigen Wandelbarkeit der wisenschaftlichen
Wabhrheiten einzustimmen.

2. Gravitation und Elektrizitit; das Problem der Materie. Die Rela-
tivitdtstheorie liefert iiber das Wesen des physikalischen ,,Feldes* eine
neue Auffassung. Die spezielle Relativititstheorie hat gezeigt, dal es
einen ,,Ather’ im Sinne eines die ganze Welt erfiillenden materiellen
Mediums nicht gibt. Durch dieses Medium wiirde ein Koordinatensystem
ausgezeichnet werden, gegen das eine absolute Bewegung moglich wire,
was der Erfahrung widerspricht. Wenn die optischen und elektromagne-
tischen Erscheinungen sich von Punkt zu Punkt ausbreiten und durch
ausgesprochene Nahewirkungsgesetze beherrscht werden, so darf man
sich diese Wirkungen nicht in materieller Weise als Wirkungen einer
Substanz vorstellen. Das, was wir als ,,Feld“ bezeichnen, ist der voll-
standig leere Raum, der trotzdem Trdger von physikalischen Eigen-
schaften ist.

Dieses eigentiimliche Verhalten des leeren Raumes bekommt durch
die RiemaNNsche Geometrie eine neue Beleuchtung. Auch der leere
Raum hat ja eine Struktur, ndmlich seine geometrische Struktur. Er ist
also der Triger von geometrischen Eigenschaften. In der euklidischen
Geometrie kommt diese Tatsache gar nicht so zum BewuBtsein, da alle
Punkte infolge der Homogenitidt des Raumes Trdger derselben Eigen-
schaften sind und diese Eigenschaften durch die Axiome der Geometrie
schon a priori festgelegt sind. Anders in der RiEmaNNschen Geometrie.
Die Festlegung der geometrischen Gesetze geschieht hier durch partielle
Differentialgleichungen, also Gleichungen ganz derselben Beschaffen-
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heit, wie wir sie als Feldgesetze der Physik kennen und als ,,Nahewir-
kungsgesetze® zu bezeichnen pflegen. Der leere Raum, der ,,Ather* der
Physik, hat also auch seine Beschaffenheit, ndmlich seine geometrische
Beschaffenheit, die durch Feldgesetze beherrscht wird. Den mit Eigen-
schaften versehenen leeren Raum, den ,,Ather’, wie wir ihn nennen, in
dem sich physikalische Wirkungen ausbreiten, obwohl das eigentliche
Agens, die Materie, fehlt, hitten wir also dann aufzufassen als eine Man-
nigfaltigkeit, deren geometrische Struktur durch die Feldgesetze geformt
wird, welche somit gar nicht physikalische, sondern geometrische Eigen-
schaften ausdriicken. Dieser Gedanke, der in so einleuchtender Weise
das widerspruchsvolle Problem des Athers mit einem Schlage 16st, bzw.
aufhebt, ist offenbar von suggestiver Schonheit.

Wenn diese Auffassung durchgefithrt werden soll, so miiite es ge-
lingen, die Feldgesetze des elektromagnetischen Raumes, also die
MaxweLLschen Gleichungen, in ein geometrisches Gewand zu kleiden.
Denn der Ather ist ja vor allen Dingen der Triger der elektromagneti-
schen Erscheinungen. Die Geometrisierung der Feldgesetze, die fiir die
Gravitation schon gelungen ist, miifte nun auch auf das elektromagen-
tische Feld ausgebreitet werden. Nun ist ja die elektrische, wie auch die
magnetische Feldstdrke durch einen Vektor darstellbar, hat also schon
einen geometrischen Charakter. Man wiirde vermuten, dalB ihre geo-
metrische Interpretation nicht allzu schwer fallen diirfte. In Wirklich-
keit st6Bt die Durchfithrung auf groBe Schwierigkeiten. Die elektrische
und magnetische Feldstdrke erscheint in der vierdimensionalen Dar-
stellung zu einem einzigen Gebilde, zu einem ,,antisymmetrischen Ten-
sor* vereinigt. Nun ist in der RiEMANNschen Geometrie, die auf symme-
trische GréBen aufgebaut ist, nichts da, was man irgendwie einem anti-
symmetrischen Tensor koordinieren kénnte. Und wenn man nicht die
Feldstirke als das Primire ansehen will, sondern das Vektorpotential, aus
dem man sie ableiten kann, so wird die Situation auch nicht giinstiger,
denn auch fiir das Vektorpotential fehlt eine verniinftige Interpretation.
Jedenfalls ist in den Gleichungen R;, = o, die wir als Feldgleichungen
der Gravitation kennengelernt haben, keinerlei Andeutung da fiir irgend-
etwas ,,Elektrisches*, diese Gleichungen liefern das Gravitationsfeld
elektrisch neutraler Massen und die Planetenbewegung in so einem Feld.

Eine gewisse duBerliche Verbindung zwischen Gravitation und Elek-
trizitit kénnte man herstellen. Die elektrische Energie muB, wie jede
Form der Energie, nach einer allgemeinen Beziehung zwischen Energie
und Masse auch eine trige Masse besitzen, die ihrerseits wieder — ent-
sprechend der Aquivalenz zwischen trdger und schwerer Masse — gra-
vitierend, also die Metrik beeinflussend wirken muB3. Man kann diesen
Gedanken weiter ausbilden und feldtheoretisch auswerten. Man kommt
dann dazu, den von MAXWELL aufgestellten elektromagnetischen Span-
nungstensor, vierdimensional erweitert durch Impuls und Energie, mit
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dem RiemMaNnNschen Kriimmungstensor in Verbindung zu bringen. Denn
ebenso, wie der MaxwELLsche Tensor S;; ein symmetrischer Tensor
zweiter Ordnung ist, der dem Erhaltungssatz von Impuls und Energie
genligt — was sich mathematisch in der sogenannten , Divergenz-
gleichung® div' S;; = o ausdriickt — kann man auch aus dem ,,EIn-
sTEINschen Kriimmungstensor R;, einen solchen Tensor aufbauen, es
ist dies der sogenannte , Materietensor:

Ts=Ru— Rga (R=RD- (1)

Wihrend nun die Gravitationsgleichungen dadurch entstanden sind,
daB man diesen Tensor = o setzt, soll das elektromagnetische Feld da-
durch beriicksichtigt werden, da3 man ihn proportional zum MAXWELL-
schen Tensor setzt. Diese Verkniipfung zwischen Gravitation und elek-
tromagnetischem Feld liefert wohl die verlangten (praktisch minimalen)
Gravitationseffekte des elektromagnetischen Feldes, ist aber im iibrigen
unbefriedigend. Man versteht nicht die innere Struktur des MAXWELL-
schen Tensors, man versteht auch nicht die Beziehung, die er zur RiE-
MANNschen Geometrie haben soll. Die Verbindung zwischen den beiden
Erscheinungsgruppen ist eine blof8 formale, eine wirkliche Vereinigung
wird auf diesem Wege nicht erreicht.

Es kommt noch ein anderes Moment hinzu. Die MaxwELLschen
Gleichungen geben AufschluB3 iiber alle makroskopischen Erscheinungen
der Elektrizitit. Sie versagen aber gegeniiber den mikrokosmischen Er-
scheinungen. Das Problem des Elektrons wird durch sie nicht gel6st, ja,
wir wissen, daf3 sie auch nicht die geringsten Andeutungen enthalten zur
Losung dieses Problems. Einem Ansatz also, der auf die MAXwELLschen
Gleichungen aufgebaut ist, kann nur eine makroskopisch-phinomeno-
logische Bedeutung zugeschrieben werden, keine Erkenntnis, die wirklich
in die Tiefe fithrt. In der Tat férdert die eben angegebene Verkniipfung
der Elektrizitit mit der Metrik keine neuen Fingerzeige fiir das Ver-
stehen des Elektrons zutage.

Wir beriihren hier ein Problem, das auch fiir die Relativitidtstheorie
von grundlegender Bedeutung ist. Man pflegt es als ,,Problem der Ma-
terie” zu bezeichnen. Feld und Materie. Wir haben fiir das Feld einen
neuen Gesichtspunkt erlangt: es ist der Raum mit seinen geometrischen
Eigenschaften, die in Form von Feldgesetzen auftreten. Was aber ist die
Materie? Besteht wirklich der Dualismus zwischen Feld und Materie?
Wenn ja: worin haben wir das Wesen der Materie als Gegenpart des
Feldes zu erblicken? Wenn nein: wie haben wir unsere tiefbegriindeten
Anschauungen von der Materie als Ursprung, von dem Feld als Uber-
mittler der physikalischen Wirkungen zu revidieren?

3. Materie als Singularitit. Feldgleichungen und Bewegungsgesetz.
Betrachten wir das Problem vom mathematischen Aspekt aus. Die Ur-
gesetze der Natur sind Differentialgleichungen, das wirkliche Geschehen
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stellt Lésungen dieser Gleichungen bei bestimmten Anfangsbedingungen
oder Randbedingungen dar. Die Natur liefert also unmittelbar das, was
unter gegebenen Bedingungen zu finden fiir den Mathematiker eine be-
sondere, praktisch meistens sehr schwer 16sbare Aufgabe ist: die ,,Inte-
gration‘‘ der Gleichungen. Wie sehen diese Integrale aus?

Wir wihlen ein ganz einfaches, aber in seinem Verhalten typisches
Beispiel: die ,,Potentialgleichung” A4 ¢ =o. Eine Losung dieser Glei-

chung ist%, Diese Losung hat an der Stelle # = 0 etwas Besonderes:

sie wird unendlich. Man nennt eine solche Stelle einen ,,singuldren
Punkt®, eine ,,Singularitit” der Gleichung, weil hier ein besonderes
Verhalten der Funktion vorliegt: das Prinzip der Stetigkeit — bzw. hier
auch der Endlichkeit —, das sonst iiberall erfiillt ist, wird hier durch-
brochen. Diese Stellen haben mathematisch ein besonderes Interesse.
Man kann ndmlich das ganze Verhalten der Funktion aus ihrem Verhal-
ten in der unmittelbaren Umgebung der Singularitit ablesen, man kann
eine Funktion durch ihre Singularititen charakterisieren. Die Singulari-
taten sind gewissermaBen die Erzeugenden, die ,,Quellen der Funktion.
Betrachten wir andererseits die Bedeutung der Stelle » = o physikalisch.
Dieser Punkt ist gerade der Sitz der Ladung, also der Substanz, die das
Potential erzeugt. So findet sich fiir den Dualismus von Feld und Ma-
terie ganz ungezwungen ein mathematisches Bild: der Dualismus von
reguldren und singuliren Stellen einer Funktion. Die Rolle der Materie
als Ursache der Wirkungen spiegelt sich mathematisch wieder in der
Rolle der singuldren Stellen als Quellen der durch die Feldgleichungen
bestimmten Funktionen. Und wenn die singuldren Stellen nur als Aus-
nahmen zu betrachten sind gegeniiber der berwiegenden Michtigkeit
der reguliren Stellen, so findet sich auch zu dieser Eigentiimlichkeit
sehr schén das Gegenstiick in der atomistischen Struktur der Materie,
die ja tatsichlich nicht kontinuierlich verteilt ist, sondern so, daf der
iiberwiegende Teil des Raumes als leer anzusprechen ist.

Diese Losung des Problems, die Materie als Singularitit des Feldes
aufzufassen, wiirde also viele befriedigende Momente fiir sich haben und
ist a priori mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit zu diskutieren. Die
nihere Betrachtung zeigt jedoch die groBlen Schwierigkeiten dieser Auf-
fassung. Die Gesamtenergie des Feldes wiirde iiber alle MaBen wachsen
und damit ihren physikalischen Sinn einbiiBen. Die elektrostatische
Energie einer punktférmigen Ladung z.B. ist unendlich gro8. Die
Hauptschwierigkeit besteht aber in einem anderen Punkt. Die Lisung
der Feldgleichungen erhilt bei Zulassung von Singularititen eine zu
groBe Unbestimmiheit, die mit den wirklichen Bedingungen nicht ver-
traglich ist. In unserem Beispiel des Potentials kann man z. B. die Lo-

éung% beliebig oft differenzieren und erhilt auf diese Weise neue Lo-

sungen, die ebenfalls alle bei » = o0 eine Singularitit haben. Die allge-
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meine Lésung baut sich auf als eine unendliche Reihe aus diesen partiku-
liren Losungen, mit unbestimmten Koeffizienten. Man sieht kein natiir-
liches Prinzip, wie man den Charakter der Singularitit einschrinken
sollte, um dieser Vieldeutigkeit zu entgehen. In Wirklichkeit wird aber
das Elektron schon durch ganz wenige Parameter wie Ladung und Masse
bestimmt, die auBerdem noch fiir alle Elektronen dieselben Werte haben.
Diese offenbar grundlegenden Eigenschaften kann man nicht verstehen,
wenn man Singularititen zuldft.

Eine gewisse Einschrinkung fiir die Singularitdt kann immerhin auf
Grund der Feldgleichungen zustande kommen und das ist sehr bemer-
kenswert. .Esist dies der Fall, wenn das Gleichungssystem ,,Identitdten®,
d. h. innere Abhingigkeiten, aufweist. So ist z. B. die Erhaltung der La-
dung in der MaxweLLschen Theorie eine Folge der Feldgleichungen.
(Man konnte diese Tatsache ausniitzen, um die Gleichheit aller Elektro-
nen zu erkliren, indem man sagt: Wenn sie einmal alle gleiche Ladung
hatten, bleiben sie auch fiir immer gleich. Eine solche Zuriickschiebung
einer offenbar tief begriindeten GesetzmaBigkeit in die Anfangsbedingun-
gen ist aber mehr Ausflucht als wirkliche Erkl4drung.) In der allgemeinen
Relativitatstheorie bestehen ebenfalls solche Erhaltungssidtze. Sie ent-
stammen dem Umstande, daf3 die Divergenz des Materietensors identisch
verschwindet :

diww T;=o0. (2)

Physikalisch bedeutet diese Gleichung die Erhaltung von Impuls
und Energie und hat zur Folge, daB man die Bahn einer Sigularitit —
also die Bewegung eines materiellen Teilchens — nicht beliebig vorschrei-
ben darf. EINSTEIN und GROMMER (13) konnten zeigen, daB ein statisches
Gravitationsfeld von mehreren Massenpunkten, d. h. ein Feld gegenein-
ander ruhender Massen, mit den Feldgleichungen nicht vertriglich ist.
Die Bewegung des Massenpunktes im Gravitationsfeld ist bereits eine
Folge der Feldgleichungen. Verfasser (24) hatte mit einer anderen Me-
thode gezeigt, daB auBer den gewdhnlichen Erhaltungssitzen von Ge-
samtimpuls und Gesamtenergie noch sechs weitere Erhaltungssitze gel-
ten, die ihren Ursprung darin haben, daB der Materietensor ein symmetri-
scher Tensor ist. Sie driicken die Erhaltung des Drehimpulses aus. Die
Kombination aller dieser Erhaltungssdtze fithrt zum Trigheitsgesetz fiir
den Schwerpunkt: der Schwerpunkt des materiellen Teilchens bewegt
sich (vierdimensional betrachtet) auf gerader Bahn, — im RIEMANN-
schen Raum also auf einer geoddtischen Linie.

Die Einheitlichkeit der EINsTEINschen Gravitationstheorie wird da-
durch noch erhéht. Das Prinzip der geoditischen Linie fiir die Bewegung
im Gravitationsfeld, das die Rolle der NEwToNschen Bewegungsgleichun-
gen iibernahm, ist gar kein selbstindiges Prinzip, sondern bereits not-
wendige Folge der Feldgleichungen, also selber ein Ausflul der metri-
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schen Struktur des Feldes. Neben den Feldgleichungen bleibt fiir die
Dynamik kein Platz mehr, die Bewegung wird durch die Feldgleichungen
bereits zwangsmiBig festgesetzt. Diese Synthese ist neu in der Relativi-
tdtstheorie, die klassischen Feldtheorien enthalten nichts derartiges. So
wird z. B. die Bewegung des Elektrons durch die MAXxwELLschen Glei-
chungen noch keineswegs eingeschrankt, die LorENTZsche Kraft muf als
besonderes selbstdndiges Prinzip zu den Feldgleichungen hinzugefiigt
werden. '

Auch diese einschrankenden Bedingungen auf Grund der Erhaltungs-
sitze konnen aber die Singularititsauffassung nicht geniigend stiitzen,
da die Unbestimmtheit der Singularititen immer noch zu grof} bleibt.
Insbesondere bleibt die Gleickheit der Teilchen ein unlésbares Problem.

Um den Schwierigkeiten zu entgehen, die mit dem Unendlichwerden
der Feldfunktionen verbunden ist, kann man die Funktion vorher, bevor
sie unendlich wird, abbiegen und die unendliche Spitze auf diese Weise
»abrunden”. Dann ist aber die Feldgleichung A =0 in der Um-
gebung der Singularitit (in unserem Beispiel # = 0) nicht mehr erfiillt.
Sie wird ersetzt durch die sogenannte ,,Porssonsche Gleichung*:
Ap =— 4mp, wo g die Massendichte bedeutet. Man ,,verschmiert®
also gewissermalen die-Singularitit auf einen kleinen endlichen Bereich.
Mathematisch heiBt das soviel, daB man von der homogenen Gleichung
mit Singularitdten iibergeht zur inhomogenen Gleichung ohne Singulari-
titen, d.h. unter Voraussetzung der durchgingigen Regularitit der
Funktion.

Fiir das Verstdndnis ist damit nicht viel gewonnen. Durch die ,,rechte
Seite*’ der Gleichung tauchen neue GréBen auf, die ,,materiellen GroBen‘,
deren Beziehung zu den FeldgréBen wir nicht recht verstehen kénnen.
Den Dualismus Feld-Materie wiederzugeben durch die Dualitit regulére-
singuldre Stellen der Funktion ist suggestiver. Die Unbestimmtheit der
Singularitit erscheint jetzt wieder in der Unbestimmtheit der Dichtever-
teilung 9. Hatten wir fiir dieselbe plausible Einschrinkungen, so kénnten
diese in sinngemdBer Umdeutung auch auf die Singularititen iibertragen
werden. Es ist darum praktisch gleichwertig, ob wir mit der homogenen
Gleichung arbeiten unter Zulassung von Singularititen, oder mit der in-
homogenen ohne Singularititen. Methodisch ist das ,,Abrundungsver-
fahren®, also das Arbeiten mit der inhomogenen Gleichung bei endlich
bleibender Funktion, fiir die Anwendung vielfach bequemer, als die un-
mittelbare Betrachtung der homogenen Gleichung. Man vermeidet nim-
lich auf diesem Wege die starken Felder, deren mathematische Behand-
lung oft recht schwierig ist.

4. Die Materie als Eigenlésung. An einer singuldren Stelle wird die
Funktion im allgemeinen unendlich. Auf alle Fille verliert die {ibliche
Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktion an einer solchen Stelle
ihren Sinn. Also verlieren auch die Feldgleichungen ihre Bedeutung. Man
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kann eine singuldre Stelle auch als eine Stelle charakterisieren, an der die
Feldgleichungen versagen oder unbrauchbar werden. Wihrend also im
allgemeinen an jeder Stelle der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit GesetzmaBig-
keiten vorgeschrieben sind, gibt es Stellen, an denen das Gesetz aufge-
hoben ist, wo also iiber die durch die Feldgesetze bestimmte Funktion
nichts ausgesagt wird. Wir haben gesehen, da man praktisch eine Sin-
gularitit auf einen beliebig kleinen endlichen Bereich ,,verschmieren‘
kann. In diesem ganzen Bereich wird dann das Feldgesetz aufgehoben.
Daher kommt die weitgehende Unbestimmtheit, die in der Losung der
Feldgleichungen {ibrig bleibt, wenn wir Singularititen zulassen. Und
diese Unbestimmtheit entspricht offenbar nicht dem gesetzmiBigen Cha-
rakter der Natur, die Ausnahmen vom Gesetz nicht kenntz. Wenn die
Feldgleichungen an gewissen Stellen versagen, so liegt das sicherlich an
den Feldgleichungen und nicht an der Wirklichkeit. Wir werden also
zur Frage gedringt: miissen denn die singuldren Stellen da sein bei der
Losung der Feldgleichungen? Kann man deren Geltung nicht durch-
gingig sberall voraussetzen? Wenn das der Fall wire, so hitten die Sin-
gularititen offenbar keine Daseinsberechtigung.

In unserem Beispiel 4 ¢ = o0, das wir gewdhlt haben, ist nun die
Situation die, daBl man in der Tat ohne Singularititen nicht auskommt.
Setzt man die Befriedigung der Gleichung iiberall voraus, nimmt also die
durchgingige Regularitit der Funktion an, so bleibt nur die triviale
Lésung ¢ = o iibrig, falls man das Verschwinden der Funktion im Un-
endlichen als natiirliche Randbedingung hinzufiigt. Auch die MAXWELL-
schen Gleichungen haben keine von o verschiedene regulidre Iésungen.
Und auch die EiNsTEINschen Gravitationsgleichungen R;, = o haben
eine Singularitit, wenn man das Gravitationsfeld einer ruhenden Masse
berechnet.

Alle diese Feldgleichungen kommen also ohne Singularitit nicht aus,
die Singularitit ist die Quelle des Feldes, fehlt die Singularitit, so fehlt
auch das Feld. Das ist jedoch keine notwendige und universelle Eigen-
schaft der Feldgleichungen iiberhaupt. Unter giinstigen Umstinden kann
eine Differentialgleichung — oder auch ein System von solchen — iiber-
all reguldre Losungen besitzen, die nicht trivial sind. Man spricht dann
von ,,Eigenlésungen®. Sie spielen in der Wellenmechanik eine funda-
mentale Rolle. Solche Lésungen enthalten nicht mehr jene unbestimm-
ten Integrationskonstanten, die auftreten, wenn wir Singularititen zu-
lassen. Die Losungen sind vielmehr weitgehend eindeutig. Bei linearen
Gleichungen bleibt ein konstanter Faktor frei, der bzsonders ,,normiert*
werden mufl. Die Gleichungen der Relativitdtstheorie sind abzar nicht
linear, auch diese Freiheit fillt also weg. Wir verstehen dann, weshalb

1 Die Unsbetimmtheit, die in der Quantenmechanik postuliert wird,
ist anderer Art, und hat mit der vorliegenden Frage nichts zu tun.
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das Elektron von so wenig Parametern abhingt und weshalb auch diese
Parameter bestimmte Werte haben miissen, — mit anderen Worten, wes-
halb alle Elektronen gleich sind. AuBer der Losung, die dem Elektron
entspriche, miite noch eine weitere Variante da sein, die das Proton zu
reprdsentieren hitte.

Die Materie ist also keine Singularitit des Feldes mehr, sondern eine
Eigenlisung der Feldgleichungen. Die FeldgréBen wachsen nicht mehr
ins Unendliche, sondern nur bis zu hohen, aber endlichen Grenzen: inner-
halb kleiner, aber endlicher Bereiche herrscht eine hohe Energiedichte,
eine starke Kriimmung des Raumes. Infolge dieser starken Zusammen-
ballungen konzentriert sich der Schwerpunkt des Geschehens auf diese
kleinen Gebiete, die uns als letzte Bausteine der Materie, als Elektronen
und Protonen entgegentreten. Das weit ausgedehnte diinn besetzte
Feld zwischen ihnen hat im wesentlichen die Aufgabe, die Wirkungen
zu {ibermitteln, die Verbindung zwischen den verschiedenen materiellen
Elementen herzustellen. Ein prinzipieller Unterschied jedoch besteht
nicht, der Dualismus ist nicht scharf und erwichst erst a posteriori. Denn
iiberall im ganzen Weltraum herrschen einheitlich dieselben fundamen-
talen Weltgesetze: die Feldgleichungen. ,

Das Problem der Elektrizitdt und das Problem der Materie sind nicht
voneinander zu trennen. Die letzten Einheiten der Materie: Elektronen
und Protonen, sind wesentlich elektrischer Natur. Die Elektrizitit ist
es, die die Existenz der Materie ermdoglicht. Wenn die Gleichungen
R;; = o gegeniiber der Elektrizitit versagen, so hidngt das sicherlich da-
mit zusammen, daB sie auch dem Problem der Materie nicht gewachsen
sind, indem sie keine brauchbaren singularititenfreie Losungen zulas-
sen. Eine zukiinftige Feldtheorie wird die Losung beider Probleme auf
gemeinsamer Basis zu bringen haben. Die Wellenmechanik hingegen 16st
nicht das Problem der Elementarteilchen, sondern gibt rdumliche oder
zeitliche Mittelwerte. Sie verhilt sich zur Feldtheorie, wie die MAXWELL-
sche Theorie sich zur Elektronentheorie verhilt. So, wie die zukiinftige
Feldtheorie die ,,wahre’ Elektronentheorie wire, so wire die Wellen-
mechanik die ,,wahre’ MaxwerLsche Theorie?.

Das Programm, um das der Kampf geht, kann also folgendermallen
zusammengefal3t werden. Allgemein kovariante Feldgleichunger, die der
Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit eine bestimmte geometrische Struktur auf-
prigen. FEigenlgsungen dieser Gleichungen, die einerseits das Elektron,
andererseits das Proton repridsentieren. EINSTEIN glaubt, mit seiner

* Von den meisten Vertretern der Quantenmechanik wird diese Deutung
abgelehnt, aus Griinden, die schon oben skizziert wurden. Der Gegenstand
des vorliegenden Artikels 1483t es aber rechtfertigen, die Darstellung so zu
wihlen, wie sie der Einstellung eines Menschen entspricht, der die groBe
‘Wandlung, die durch die Relativititstheorie kam, nicht als Formalismus,
sondern als inneres Erlebnis mitgemacht hat.
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neuen Feldtheorie den ersten entscheidenden VorstoB in Richtung dieses
Programms getan zu haben. Wir werden im folgenden Abschnitt die
Grundgedanken dieses neuen Losungsversuchs auseinandersetzen.

5. Die Frage der universellen Konstanten. Bevor wir dieses in An-
griff nehmen, sei noch einer eigentiimlichen Schwierigkeit gedacht. In
der kugelsymmetrischen Grundlésung der Gleichungen R, =0, im soge-
nannten ,,SCHWARzSCHILDschen Linienelement®, tritt eine Integrations-
konstante « auf, der ,,Gravitationsradius’’, dem wir im Fall des Elek-
trons den Wert 1,67+ 10—5* cm zuschreiben miissen. Der ,.elektrische
Radius“ des Elektrons*® ist von der GroBe 1,40+ 1073 cm. Solange wir
Singularititen zulassen, treten in unserer Losung Integrationskonstanten
auf, denen wir beliebige Werte zulegen kénnen. SchlieBen wir aber Sin-
gularitidten aus, suchen also Eigenlésungen im Sinne unserer letzten Aus-
fithrungen, so #ndert sich die Situation wesentlich. Nach allen Erfahrun-
gen, die wir iiber Differentialgleichungen haben, kénnen wir nicht er-
warten, daB eine mikrokosmische Linge in einer so gearteten Losung
hervortreten soll, wenn nicht schon in die Gleichung etwas derartiges
hineingesteckt ist. Es taucht also die Frage auf, ob in die fundamentalen
Feldgleichungen bereits die universellen Konstanten der Natur eingehen
diirfen. Da diese universellen Konstanten dimensionierte GréBen sind,
wiirde das heiflen, daBl man heterogene Qualititen miteinander in Be-
ziehung bringt, was keine sinnvolle Verkniipfung sein kénnte. Nun hat
ja gerade die Relativititstheorie die Zahl der fundamentalen Einheiten
heruntergesetzt, durch Auffinden von inneren Zusammenhingen zwi-
schen ihnen. So wird z. B. durch Vereinigung von Raum und Zeit die
Selbstindigkeit der Zeiteinheit aufgehoben und auf die Lingeneinheit
zuriickgefithrt, auf Grund der natiirlichen Einheit: Lichtgeschwindigkeit
=1, also I sec. = 3 10'° cm. Weiterhin wird durch den Zusammen-
hang, den die allgemeine Relativititstheorie zwischen Massendichte und
Raumkriimmung entdeckt hat, auch die Masse auf die Lingeneinheit zu-
riickgefithrt, auf Grund der Beziehung 1 g = 1,86+ 1072 cm. Zwei uni-
verselle Konstanten werden so eliminiert, indem ihre wahre Bedeutung
erkannt wird. Es bleibt nur die Lingeneinheit. Da aber die universellen
Konstanten in Uberschuf3 da sind, bekommt man nicht nur eine natiir-
liche Einheit fiir die Langenmessung — etwa durch den elektrischen Ra-
dius des Elektrons —, es tauchen auBlerdem bloBe Zahlen auf, welche die
verschiedenen universellen Konstanten miteinander verbinden. Sollte
nun etwa der elektrische Radius des Elektrons in die fundamentalen
Weltgesetze eingehen? Man kann fordern, daB die Gesetze der Geo-
metrie unabhingig sein miissen von der Wahl irgendeines MaBstabes,

* Dieser nach der MaxweLLschen Theorie aus Ladung und Masse be-
rechnete ,,Radius‘’ ist natiirlich nicht wortlich zu nehmen. Er stellt aber

eine Lange dar, die fiir das elektrische Verhalten des Elektrons funda-
mental ist.

* Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 3
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wegen der volligen Willkiirlichkeit der gewdhlten Einheit (,,Eichinva-
rianz‘‘). Dann darf eine bestimmte Linge als dimensionierte Grée in den
Fundamentalgleichungen nicht erscheinen. Es wire aber denkbar, daf3
z. B. der Weltkriimmungsradius in der Lisung der Gleichungen als Inte-
grationskonstante auftritt, ohne in die Gleichungen selbst einzugehen. Es
miiBte jedoch dann das Verhiltnis des elektrischen Radius zum Weltkriim-
mungsradius als dlofle Zahi in die Grundgleichungen eingehen. Dadurch
wire das Verkniipfen heterogener GroBen vermieden, aber man hitte
etwas anderes, ebenfalls sehr Unbefriedigendes in Kauf zu nehmen: das
unmotivierte Auftreten ungeheuer groBer Zahlenfaktoren. Man hat wohl
versucht, selbst diese groSen Zahlen spekulativ zu deuten. So hat
FUrtH (19) fir das Verhiltnis des elektrischen Radius zum Gravita-
tionsradius eine reine Zahlenbeziehung aufgestellt. Aber diese Speku-
lationen sind mit vielen ad-hoc-Elementen verbunden und noch wenig
befriedigend. Sollte es aber tatsdchlich mdglich sein, solche Zahlen arith-
metisch zu deuten, so wiirden sie a posteriori bedingt sein und diirften
erst recht nicht in die Feldgleichungen selbst eingehen. Wir stehen hier
auf alle Falle vor einem Ritsel, tiber dessen Aufhellung vorerst noch
nichts zu sagen ist.

II. Erweiterungen der Riemannschen Geometrie;
der Fernparallelismus.

6. Verallgemeinerungen der RIEMANNschen Geometrie. Die Ver-
schiebungsgroBen I'y;. — Die Tatsache, daB die Gleichungen R; =o
gegeniiber den elektrischen Erscheinungen versagen, haben schon frith zu
Versuchen gefiihrt, ein Prinzip zu finden, das in natiirlicher Weise das
Vektorpotential oder die Maxwerrschen Gleichungen als Reprisenta-
tion des elektromagnetischen Feldes zu deuten gestattete. Diese dlteren
Versuche sollen hier kurz erwihnt werden.

Karuza (20) hatte gefunden, daB man zu einer merkwiirdigen Deu-
tung des elektromagnetischen Feldes gelangt, wenn man iiber die durch
Raum und Zeit bedingten vier Dimensionen hinaus noch eine fiinfte Di-
mension einfiihrt. Stellt man in einer fiinfdimensionalen Welt die Eixn-
sTEINschen Gravitationsgleichungen R; =o auf und benutzt als dyna-
misches Prinzip wieder das Prinzip der geoditischen Linie dieser
Mannigfaltigkeit, so erhdlt man neben der Gravitation auch die
Elektrizitit, ndmlich die Wellengleichung fiir das Vektorpotential und
die LoreENnTzsche Kraft im Bewegungsgesetz. Es spielen dabei die
g:-Gréflen (¢ =1, 2, 3, 4) die Rolle des Vektorpotentials. Man muB
jedoch eine eigentiimliche Annahme machen. Das Linienelement ist
wohl flinfdimensional, die g;; sollen aber von der fiinften Koordinate
nicht abhingen (,,Zylinderbedingung®‘). Dieses unverstindliche Aus-
zeichnen der einen Koordinate, ihr ginzliches Latentbleiben fiir das
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gesamte physikalische Geschehen, ist ein negatives Moment, das der
Theorie ein unwahrscheinliches Geprige gibt. Auch fiir das Problem der
Materie wird kein neuer Gesichtspunkt gewonnen, da die Singulari-
tdten, wie EINSTEIN (§) gezeigt hat, auch jetzt nicht zu vermeiden
sind. Die fiinfdimensionale Karuzasche Theorie ist neuerdings von
KiEIN (22) und Focx (15) fiir die Wellenmechanik in Verwendung ge-
bracht worden.

Eine andere Losung bietet das Verfolgen eines schon von WEYL be-
tretenen Weges, der von EDDINGTON (3) ausgebaut wurde. Die konse-
quente Weiterfithrung des WevLschen VorstoBes in Richtung einer Ver-
allgemeinerung der Infinitesimalgeometrie fiithrt dazu, die RIEMANNsche
MaBbestimmung zu verlassen und die Geometrie auf eine breitere Basis
zu legen. Man kann die infinitesimale Verschiebung eines Vektors defi-
nieren, ohne unmittelbar von der MaBbestimmung Gebrauch zu machen.
Dazu sind die I';; notwendig, die sogenannten ,,Verschiebungsgréfen®,
ein System von Gr6Ben, die von drei Indizes abhidngen. Das sind ins-
gesamt 64 Grofen (im vierdimensionalen), die sich auf 40 reduzieren,
wenn man aus plausiblen Griinden die Symmetriebedingung Iy, = I'%;
hinzufiigt. Wenn die g;; gegeben sind, kann man aus ihnen durch Diffe-
renziation die I, berechnen. Man kann aber die 40 I-GréBen als unab-
hiangige Fundamentalgréfen einfithren, dann existiert im allgemeinen
keine MaBbestimmung, aus der sie ableitbar sind. Es existiert aber trotz-
dem der fundamentale RiEMaNNsche Kriimmungstensor R?(g # und durch
., Verjiingung® iiber ¢ und # kann man wieder zum EINsTEINschen Kriim-
mungstensor [R;,] gelangen. Dieser ist aber jetzt nicht mehrsymmetrisch
in ¢ und 2. Den antisymmetrischen Teil dieses Tensors kann man als
elektromagnetische Feldstdrke interpretieren und fiir sie das Bestehen
der Maxwerrschen Gleichungen nachweisen. Man gewinnt so einen
formalen Einbau der MaxwgLLschen Gleichungen in die Gravitations-
theorie.

Auch diese Losung ist wenig befriedigend. Die Mannigfaltigkeit der
10 g;;, auf die 40 I, zu erweitern, nur um das Vektorpotential heraus-
zuholen, erscheint unwahrscheinlich. Hauptsdchlich aber haben wir
allen Grund, anzunehmen, da3 der Welt eine metrische Struktur in der
Tat aufgeprigt ist. Die mit groBer Stabilitdt ausgesandten Spektral-
frequenzen machen es fast anschaulich evident, daB jenes ds?, jenes in-
finitesimale Linienelement, das den Abstand benachbarter Punkte aus-
miBt, in der Tat auf weite Entfernungen unverdndert iibertragbar ist,
und gerade das ist die Grundannahme der RiEMaNNschen Geometrie.

7. Die neue Losung EINSTEINs: der Fernparallelismus. Nach viel-
fachen Kampfen und den mannigfaltigsten immer wieder verworfenen
Versuchen kam EINSTEIN (6, 7) auf einen neuen Gedanken, den er seit
den letzten Jahren mit groBer Konsequenz vertritt und zu einer Theorie

]*
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ausgebildet hat. Er charakterisiert ihn durch das Schlagwort: ,,Fern-
parallelismus‘‘ .

Es ist nicht unbedingt gesagt, daB man die RiEmanNsche Metrik auf-
geben muB, weil man in ihr nichts dem Elektromagnetismus Aquivalen-
tes findet. Der Rahmen braucht darum nicht zu eng und erweiterungs-
bediirftig zu sein. Es koénnte vielmehr sein, daf der Rahmen ausreicht,
nur, daB er noch zu leer ist, daB er nicht verallgemeinert, sondern durch
neue Elemente bereichert werden mulBl. Also Erweiterung nicht durch
Verallgemeinerung, sondern durch Erginzung.

Was fiir ein Element soll das aber sein? Es gibt in der Tat ein Ele-
ment, um das die RIEMANNsche Geometrie drmer ist, als die euklidische.
In der euklidischen Geometrie kann man einen Vektor beliebig zu sich
selbst parallel verschieben: die Endlage, in die er kommt, ist ganz unab-
hingig davon, wie er dahin gelangt ist. Die Parallelverschiebung ist, wie
man zu sagen pflegt, ,integrabel, sie ist vom Wege unabhingig. Es
gibt darum parallele Richtungen im euklidischen Raum, ndmlich Rich-
tungen, die man ineinander durch Parallelverschiebung — gleichgiiltig
auf welchem Wege — iiberfithren kann. Im RiemanNschen Raum exi-
stiert nichts Entsprechendes. Es gibt keine absolute Parallelverschie-
bung, denn das Resuitat einer Verschiebung ist abhingig vom Weg, auf
dem sie ausgefithrt wurde. Man kann Richtungen, die zu verschiedenen,
durch eine endliche Entfernung voneinander getrennten Raumpunkten
gehoren, nicht miteinander vergleichen. In der euklidischen Geometrie
kann man das. Hier haben wir einen Punkt, in dem die RiEMANNsche
Geometrie drmer ist als die enklidische.

Man kann die RiEmannsche Geometrie folgendermalien der euklidi-
schen gegeniiberstellen. In der RiemaNNschen Geometrie kann man in-
finitesimale Strecken miteinander vergleichen, die zu Punkten gehoren,
die voneinander durch endliche Entfernung getrennt sind (in der noch
allgemeineren ,,Verschiebungsgeometrie’ ist das jeweils nur fiir die Um-
gebung eines Punktes moglich). Es ist kurz gesagt ein ,,Fernvergleich
von Strecken méglich. In der euklidischen Geometrie ist aber nicht nur
ein Fernvergleich von Strecken, sondern auch ein Fernvergleich von Rich-
tungen moglich. Das neue Element, um das EINSTEIN die RIEMANNsche
Geometrie bereichern will, ist dieser Fernvergleich von Richtungen. Das
Linienelement soll nach wie vor jenes ds® sein, auf das sich die Metrik
aufbaut. Aber die Metrik ist nicht alles. Obwohl die Metrik nicht eukli-
disch ist, soll doch ein absoluter, also vom Weg unabhingiger Parallelis-
mus existieren, wie in der euklidischen Geometrie. Wie ist das moglich?
Dadurch, daB dieser Parallelismus von nichtmetrischer Natur ist, daB3 er
als selbstindiges geometrisches Element noch’ zur Metrik hinzukommt.

1 Einen historischen Uberblick iiber die Arbeiten zum Fernparallelis-
mus, der von mathematischer Seite schon frither aufgetaucht ist, gibt
CARTAN (2).
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Die Geometrie hat zwei Wurzeln. Einerseits die Metrik, die zu den geo-
datischen Linien, Parallelverschiebungen von Vektoren, kurz zu allen
Konstruktionen der Riemannschen Geometrie fithrt. Und andererseits
den , Fernparallelismus®“. Es ist zu jeder Richtung in irgendeinem
Punkte eine ihr gleiche, also parallele Richtung in jedem anderen Punkte
eindeutig und umkehrbar zugeordnet. Das ist der ,,Fernparallelismus®.
Der so eingefithrte Parallelismus ist ein anderer Parallelismiis, als die
Parallelverschiebung eines Vektors auf metrischer Grundlage. Der letz-
tere Parallelismus ist nicht integrabel, ist vom Wege abhingig, der
erstere ist absolut, integrabel, vom Wege unabhingig. Man kann einen
Vektor infinitesimal verschieben nach der metrischen Art, wie in der RiE-
MANNschen Geometrie, man kann ihn aber auch verschieben nach dem
Fernparallelismus. Wir wollen die beiden Arten der Verschiebung als
metrische bzw. absolute Parallelverschiebung unterscheiden.

8. Die FundamentalgréB8en der neuen Geometrie. Verschwinden des
RIEMANNschen Kriimmungstensors. Der fundamentale Kriimmungs-
tensor Aj,,. Die neue Geometrie enthilt offenbar mehr Elemente, also
auch mehr FundamentalgréBen, als die rein metrische Geometrie. Man
kannleichtsehen, daB dieZahl der FundamentalgréBengleich dem Quadrat
der Dimensionszahl wird, also im vierdimensionalen 4°= 16. Die zehn
metrischen FundamentalgroBen g;; geniigen noch nicht, denn sie be-
stimmen ja noch nicht den Fernparallelismus. Diesen kénnte man fol-
gendermaflen charakterisieren. Wir gehen aus von irgendeinem Punkt
und nehmen dort 4 aufeinander senkrechte Richtungen an. Diesen Rich-
tungen sind in jedem anderen Punkt wieder 4 aufeinander senkrechte
Richtungen als parallel zugeordnet. Ein solches orthogonales Achsen-
kreuz ist im vierdimensionalen durch 6 Parameter charakterisiert, man
braucht also fiir den Fernparallelismus in jedem Punkte 6 Bestimmungs-
groBen, das gibt mit den 10 metrischen GroBen vereinigt 16 Bestim-
mungsgréBen.

Man kann die Gesamtheit der Bestimmungselemente folgendermafen
am einfachsten charakterisieren. In unseren eben konstruierten unter
sich parallelen elementaren Achsenkreuzen legen wir in jedem Punkt in
je eine Achse einen Einheitsvektor und geben die kovarianten Kompo-
nenten dieser 4 Vektoren an. Das sind in jeden Punkt 4mal 4 = 16 Fun-
damentalgréen. EINSTEIN bezeichnet die fundamentalen Einheitsvek-
toren mit 4,,. Dabei soll der lateinische Index ein bloBer Numerierungs-
index sein (also um den wievielten Vektor es sich handelt), wihrend der
griechische Index die Komponenten des Vektors charakterisiert?.

t Frither benutzte EINsTEIN auf Vorschlag von WEITZENBOCK (29) die
Bezeichnung #%,, um die wesentlich verschiedene Bedeutung der beiden
Indizes hervorzuheben. Aus Griinden der formalen Vereinfachung ging er
zur neuen Bezeichnung iiber.
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Bei unserer Konstruktion ist es ganz willkiirlich gewesen, wie wir im
Ausgangspunkf die fundamentalen Vektoren orientiert haben. Fir die
Naturgesetze darf offenbar diese Willkiir keinerlei Rolle spielen. Wir
miissen darum in der neuen Theorie von den Feldgesetzen nicht nur all-
gemeine Kovarianz fordern, d. h. Unverinderlichkeit der Grundgesetze
gegeniiber beliebigen Transformationen der Koordinaten, sondern auch
,,Drehinvarianz, d.h. Unveridnderlichkeit gegeniiber einer beliebigen
Drehung der Grundvektoren, sofern diese in allen Punkten gleichmaBig
erfolgt.

Die 16 FundamentalgréBen /,, kann man noch ganz frei vorschreiben.
Die Orthogonalitits- und Einheitsrelationen unter ihnen sind automatisch
erfiillt, wenn wir die MaBbestimmung g.» folgendermafien einfiihren:

gyr = hslu hsv' (3)

(Uber gleiche Indizes ist, wie iiblich, immer zu summieren.) Die Metrik
hingt also von den FundamentalgroBen in quadratischer Weise ab.

Man hat nun zweierlei Arten von jenen VerschiebungsgréBen Iy, die
wir in Nr. 6 betrachtet haben. Einerseits die VerschiebungsgréBen der
metrischen Verschiebung, die sich in RiEMaNNscher Weise aus den g;; ab-
leiten, andererseits die davon verschiedenen VerschiebungsgroBen der ab-
soluten Paralleliibertragung, die Einstein mit 4j, bezeichnet. Es ist da-
bei
« Ohu
s 0z,

(4)

A%, =h

Der absoluten Verschiebung kommt in dieser Geometrie die ausschlag-
gebende Bedeutung zu, nicht der metrischen, und alle fundamentalen
Operationen werden mit ihrer Hilfe gebildet, nicht mit den RIEMANN-
schen I,.

Der allgemeine RIEMANNsche Kriimmungstensor Ralu v verschwindet
in der euklidischen Geometrie identisch. Diese fiir die euklidische Geo-
metrie charakteristische Eigentiimlichkeit ist eine Folge der Integrabili-
tit der Parallelverschiebung. Nun ist die absolute Parallelverschiebung
auch jetzt integrabel, es muB also der RiEmMaNNsche Kriimmungstensor,
wenn man ihn aus den Ay, -GréBen bildet, ebenfalls identisch verschwin-
den. Wohlgemerkt: die RiEMANNsche Geometrie mit Fernparallelismus
bedeutet nicht etwa euklidische Metrik. DafB der Kriimmungstensor R, B
identisch verschwindet, was sonst fiir die euklidische Geometrie charak-
teristisch ist, liegt daran, daB wir ihn mit Hilfe der A7, -GréBen gebildet
haben, nicht mit Hilfe der metrisch aufgebauten I f,. ,“der letztere Tensor
verschwindet nicht. REICHENBACH (27) hat darauf hingewiesen, daf3 man
dievauf die A-GroBen aufgebaute EINsTEINsche Geometrie auffassen
kann als Spezialfall der allgemeinen Verschiebungsgeometrie, wenn man
folgende Forderungen stellt: Die Verschiebung soll integrabel sein, d. h.
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das Resultat der Verschiebung sei vom Wege unabhingig; das hat das
Verschwinden des Kriimmungstensors zur Folge. Weiterhin: es soll eine
Metrik existieren. Unter diesen Bedingungen kommt man gerade auf die
Gleichungen (3) und (4), die eben die EIinsTEINsche Geometrie charak-
terisieren. Die Ay, spielen die Rolle der allgemeinen Verschiebungskom-
ponenten.

Wenn der Riemannsche Kriimmungstensor der A-GréBen verschwin-
det, so ist er offenbar fiir diese Mannigfaltigkeit nicht die fundamentale
GroBe. Welches Gebilde soll nun als fundamental die Rolle des RIEMANN-
schen Tensors iibernehmen, um die , Kriimmung® dieser Mannigfaltig-
keit zu charakterisieren? Man kann aus den A-Gré8en schon ohne Diffe-
renziation unmittelbar einen Tensor bilden. Es ist nimlich

sz:dzv_dgy (5)

ein wirklicher Tensor dritter Ordnung, der in den unteren (kovarianten)
Indizes y und » antisymmetrisch ist. Wenn dieser Tensor verschwindet,
so wird die Mannigfaltigkeit rein euklidisch. Der Sinn dieses Tensors
ist nimlich der, daB man mit seiner Hilfe unmittelbar die Differenz
zwischen der metrischen und der absoluten Verschiebung bilden kann.
Verschwindet diese Differenz, se-wird auch die metrische Verschiebung
integrabel, und das heifit: euklidische Geometrie.

Man kann also mit Recht diesen Tensor als Mall der Kriimmung der
Mannigfaltigkeit betrachten. Durch ihn wird die Abweichung von der
euklidischen Struktur charakterisiert. Diese ,,Krimmung’ ist hier
naturgemiB nicht im rein metrischen Sinne aufzufassen. Es gilt z. B.
nicht die Umkehrung des eben erwdhnten Satzes. Die Metrik kann eukli-
disch sein, ohne daB3 der sz—Tensor verschwindet. Man denke sich im
euklidischen Raum ein #-fach orthogonales Kurvennetz, das die absolute
Parallelitit charakterisieren soll. Wenn dieses Kurvennetz nicht in
lauter Geraden ausartet, ist zwischen metrischer und absoluter Paralleli-
tit eine Differenz da, der A-Tensor verschwindet also nicht, obwohl die
Metrik euklidisch ist. Die Geometrie bedeutet hier eben nicht die Metrik
allein, sondern Metrik plus integrable Paralleliibertragung.

Es ist bemerkenswert, daB in der EinsTEINschen Mannigfaltigkeit der
fundamentale Krimmungstensor ein einfacheres Gebilde darstellt, als in
der RiIEMANNschen Geometrie. Er ist ein Tensor drifter Ordnung, wéh-
rend der RiEMaNNsche Kriimmungstensor von wierter Ordnung ist. Er
enthilt nur die ersen Ableitungen der Fundamentalgréfien, wihrend man
bei RIEMANN zwetmal differenzieren muB.

Durch Verjiingung erhilt man aus dem Fundamentaltensor einen
Vektor. Diesen Vektor wollte EINSTEIN (7) urspriinglich mit dem
elektromagnetischen Vektorpotential identifizieren. Diese Deutung
hat jedoch auf Schwierigkeiten gefiihrt, so daB er davon wieder ab-
gekommen ist.
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9. Die Frage der Feldgleichungen; Unzulidnglichkeit des HAMIL-
TONschen Prinzips. Wir miissen jetzt die Feldgleichungen fiir die Funda-
mentalgréBen aufstellen und die Erginzung des geometrischen Rahmens
mitdem Problem des elektromagnetischen Feldes in Verbindung zu bringen
suchen. Zur Aufstellung der Felgdleichungen wird man vorerst an ein
Hawmirronsches Prinzip denken, also -an ein Variationsprinzip, aus dem
die Feldgleichungen durch eine Extremalforderung entstehen sollen. Das
Problem wird so auf eine oberste fundamentale Invariante zuriickgefiihrt.
In der RiemanNschen Geometrie war es die skalare R1IEMANNsche Kriim-
mung R, die als einzige Invariante in Frage kam, wenn man nur einige
ganz allgemeine einschrinkende Bedingungen macht iiber den allgemei-
nen Charakter der aufzustellenden Feldgleichungen, insbesondere, da3
sie Differentialgleichungen zweifer Ordnung sein sollen. Der Weg war
also eindeutig vorgeschrieben. In der neuen Geometrie ist die Situation
bei weitem ungiinstiger. Man kann aus dem fundamentalen Kriimmungs-
tensor verschiedene voneinander unabhingige quadratische Invarianten
bilden, deren beliebige lineare Kombination immer wieder auf Gleichun-
gen zweiter Ordnung fiir die %,,-GréBen fithrt. Wie soll da eine Auswahl
getroffen werden?

Wir kénnen uns von einem formalen Gesichtspunkt leiten lassen. Der
Tensor R;, der in den Feldgleichungen der ilteren Theorie die funda-
mentale Rolle spielte, ist ein symmetrischer Tensor. Wir kénnten die
plausible Forderung aufstellen, daf der Tensor G, der aus der Variation
hervorgeht, und = o gesetzt die Feldgleichungen ergeben soll, auch dies-
mal ein symmetrischer Tensor sei (8). Dann ist in der Tat nur eine ganz
bestimmte Kombination der zur Verfiigung stehenden Invarianten mog-
lich.

Dieser Weg erweist sich jedoch bei niherem Betrachten als nicht
gangbar. Man sieht sofort, daf} bei dieser Forderung die Variation des
Integranden von folgender Kombination der %,,-GréBen abhingt:

hs.u 6]7@1) + hn’ 6h.9‘u= d‘g‘uv . (6)

Das bedeutet nun, daB der Integrand eine bloBe Funktion der g
allein werden muB. Wir erhalten alsonicht geniigend Gleichungen, da auf
diesem Wege nur die metrischen GréBen bestimmt werden kénnen. Diese
Unbestimmtheit kénnte durch zusitzliche Forderungen aufgehoben wer-
den. Schlimmer aber ist, daB wir schon aus der allgemeinen Struktur der
Gleichungen a priori voraussagen kénnen, daB die Gleichungen fiir die
gz nicht anders herauskommen kénnen, als R;, = o, wie in der fritheren
Theorie. Damit wiren wir aber bei der alten Theorie angelangt und die
neuen geometrischen Elemente wiirden an der Situation nichts gedndert
haben.

10. Die Kompatibilitit kovarianter Gleichungssysteme. Wegen der
Vieldeutigkeit, die mit dem HamirToNschen Prinzip infolge der gréBeren
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Zahl von Invarianten verbunden ist, hat EINSTEIN dieses Prinzip verlassen
und suchte nach einem neuen konstruktiven Prinzip, um zu brauchbaren
Feldgleichungen zu gelangen. Man st5Bt dabei vor allem auf eine-eigen-
tiimliche Frage, die zu diskutieren ist: die Frage der Kompatibilitit. Es
handelt sich hierbei nicht um eine typische Frage der neuen Feldtheorie,
sondern um eine Eigenschaft, die mit der allgemeinen Kovarianz eng zu-
sammenhingt, so daB wir die Situation ebensogut auch schon an der
reinen RIEMANNschen Geometrie demonstrieren kénnen.

Wir haben bereits in Kap. 2 darauf hingewiesen gehabt, daB der
Materietensor 7', der im reinen Gravitationsfeld = o gesetzt wird, die
Eigentiimlichkeit hat, daB seine Divergenz verschwindet [Gleichung (2)].
Diese Gleichung ist eine ,,Identitit”. Sie driickt namlich keine Eigen-
schaft der Fundamentalgroie g;, aus, sondern: wie immer auch die gz
gewihlt sein mogen: ein nach bestimmten Gesetzen gebildeter Ausdruck,
die ,,Divergenz‘‘ eines bestimmten Tensors, verschwindet. Als mathe-
matische Eigentiimlichkeit, also ,,identisch, d.h. bei beliebigen Werten
der Unbekannten. Immer, wenn ein Tensor S;; aus einem HaMILTONschen
Prinzip abgeleitet wird, besitzt er die Eigenschaft, daf3 seine Divergenz
identisch verschwindet. Wir haben darauf hingewiesen, daf dieser ,,Di-
vergenzsatz’ physikalisch die Erhaltung von Energie und Impuls aus-
driickt.

Diese Erhaltungssitze sind nun #ické an das HamiLToNsche Prinzip
gebunden, sondern hingen tief mit der Frage der allgemeinen Kovarianz
zusammen. Man muB direkt die Existenz von Erhaltungssitzen fordern,
damit ein aufgestelltes Gleichungssystem verniinftige Losungen besitzen
soll, die nicht trivial sind. Beim HauMirToNschen Prinzip ist die Existenz
der Losungen von Haus aus gesichert, daher kommt es, daf3 die Erhal-
tungssidtze sich schon von selbst einstellen. Wird aber bei Fehlen eines
Hamirronschen Prinzips ein Gleichungssystem aufgestellt, das seiner
Form nach wohl allgemein kovariant ist, jedoch keinen Erhaltungssitzen
geniigt, so besteht die Gefahr einer ,,Uberbestimmung®. D. h. es werden
mehr Gleichungen gefordert, als Unbekannte da sind, und ein solches
Gleichungssystem ist eben nicht verniinftig und fiihrt zu keinen brauch-
baren Losungen.

Wir verstehen diesen Sachverhalt, wenn wir uns folgendes iiberlegen.
Infolge der freien Wahl unseres Koordinatensystems haben wir das Recht,
bestimmte Voraussetzungen iiber die g; zu machen, das entspricht nur
der Wahl eines speziellen Koordinatensystems. Im Vierdimensionalen
diirfen wir z. B. iber 4 von den 10 g;; verfiigen, indem wir etwa g,, = 1,
g =0 (¢ =1, 2, 3) setzen diirfen. Als Unbekannte bleiben dann eigent-
lich nur 6 GréBen iibrig. Betrachten wir nun einen Tensor G, der aus
den g;; gebildet sein soll. Da nur 6 GréBen als Unbekannte figurieren, ge-
niigen auch schon 6 bestimmende Gleichungen. Setzen wir also etwa 6
von den G,-Komponenten = o, so geniigt dieses System von Gleichun-
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gen schon zu einer hinreichenden Festlegung der g;;. Bestehen nun die
Erhaltungssitze in Form von 4 inneren Beziehungen zwischen den G-
Komponenten, so kénnen die 4 nicht herangezogenen Komponenten
infolge dieser Beziehungen von selbst o werden, wenn die iibrigen 6 schon
osind. Dann ist also das Gleichungssystem G, = 0 ein mégliches (kom-
patibles) Gleichungssystem. Bestehen aber diese Beziehungen, diese
»Identitdten” nicht, so stellen die 4 urspriinglich nicht herangezogenen
Komponenten der Gleichung G, = o neue Forderungen auf, obwohl
keine Unbekannten mehr zur Verfligung stehen, um dieser Forderung zu
geniigen. Dann ist also das Gleichungssystem ,,iiberbestimmt‘, in sich
widerspruchsvoll, inkompatibel, falls'wir uns nicht gerade mit trivialen
Losungen zufrieden geben wollen.

Wir wollen an einem konstruiertem Beispiel dieses Verhalten demon-
strieren. Wir schreiben als Feldgleichungen hin:

1
G = Rz‘/z‘?Rgi/e“}“Sgik: o, (7)

wobei S eine Skalare sei, die wir folgendermafien definieren wollen:
S = Roups Reupy, (8)

Dieses Gleichungssystem geniigt keiner Identitit, erfiillt also keine Er-
haltungssitze. Bilden wir nun die Divergenz der linken Seite, so ergibt
sich sofort:

Grad S=o0, alsoc S=const=41. (9)

Unsere Gleichung (7) kann man also jetzt in zwei Gleichungen auf-
16sen, nidmlich:

1
Riyp— 5 Rgn+ Agu=0 (10)

und
Ruupy Rewrfy — (x1)

Nun sind die Gleichungen (10) schon in sich hinreichend, um als Feldglei-
chungen zu dienen. Sie sind nichts anderes, als die durch das ,,kosmo-
logische Glied* ergdnzten EinsTEINschen Gravitationsgleichungen. AuBer-
dem kommt aber noch eine Zusatzbedingung in Form der Gleichung (11)
hinzu, die gdnzlich iiberfliissig ist und eine unbrauchbare Einschrinkung
der Losungen zur Folge hat. Es bleibt ndmlich dann nur die euklidische
Geometrie bzw. allenfalls noch die Kugelgeometrie als Losung ibrig,
die fiir unsere Zwecke als Triviallssungen ohne Interesse sind.

Als Resultat dieser Betrachtungen kénnen wir sagen, daB3 bei Auf-
stellung von Feldgleichungen, die keinem Hawmirtonschen Prinzip ge-
niigen, vor allen Dingen die Frage der Kompatibilitidt zu diskutieren ist,
was mit der Frage der Erhaltungssitze zusammenfillt. Die Kompati-
bilitdt des Gleichungssystems driickt sich in Identitéiten aus, deren
physikalische Bedeutung die Erhaltung von Impuls und Energie ist. Wird



Die neue Feldtheorie Einsteins. 123

gegen die Erhaltungssitze verstoBen, so ist das Gleichungssystem un-
brauchbar, da es zu einer Uberbestimmung, d.h. zu unerlaubten Uber-
forderungen fiihrt.

11. Die Uberbestimmung als leitendes Prinzip beim Aufstellen der
Feldgleichungen. Zur Konstruktion von Feldgleichungen, die nicht aus
einem HamirtoNschen Prinzip abgeleitet werden, besitzen wir vorerst
keine andere Handhabe, als daB3 wir uns an die Kompatibilitit zu halten
haben, d.h. eine unerlaubte Uberbestimmung ausschlieBen miissen.
EInNsTEIN (8, 10, 12) hat dieses Prinzip weiter verfolgt und konnte es
durch eine schirfere Formulierung zum Auswahlprinzip fiir die Auf-
stellung von Feldgleichungen ausbauen.

Wir kénnen das Ergebnis des letzten Kapitels auch in folgender
Form interpretieren. Die Zahl der FundamentalgréBen %, ist 16. In-
folge der allgemeinen Kovarianz haben wir aber 4 Funktionen in der
Hand, so daB sich die Zahl auf 12 reduziert. Stellen wir nun eine Ten-
sorgleichung auf, so sind das 16 Gleichungen, also eine Uberbestim-
mung, denn die Zahl der Gleichungen ist um 4 gréBer als die Zahl der
Unbekannten. Diese Uberbestimmung ist aber nur dann unerlaubt,
wenn alle 16 Gleichungen voneinander unabhingig sind. Bestehen aber
zwischen ihnen innere Abhdngigkeiten, die sich in Form von Identit4dten
ausdriicken, so kann das zuviel wieder ausgeglichen werden. Die Zahl
der Gleichungen kann also gréBer sein, als die Zahl der Unbekannten,
wenn nur das Plus an Gleichungen durch eine entsprechende Zahl von
Identititen kompensiert wird. Ein einfaches Beispiel bieten hierfiir auch
die MaxweLLschen Gleichungen. Die elektromagnetische Feldstirke hat
nur 6 Komponenten. Aufgestellt werden aber 2mal 4, also 8 Gleichungen.
Zwischen diesen 8 Gleichungen bestehen jedoch zwei Identitdten: die
Erhaltung des elektrischen bzw. magnetischen Stromes.

EINsTEIN argumentiert nun folgendermaBen. Die Natur ist gesetz-
miBig bestimmt. Sie neigt offenbar sogar zu héchster GesetzmaBigkeit.
Das Maf3 der Willkiir ist in der Natur auf ein Minimum heruntergesetzt.
Das heiB3t aber, daB einem solchen System von Grundgesetzen der Vorzug
zu geben ist, das in seinen Aussagen die Mannigfaltigkeit in weitestem
MaBe einschriankt, soweit es iiberhaupt im Rahmen der Widerspruchs-
losigkeit moglich ist. Mathematisch ausgedriickt heift das, dall wir von
den Feldgleichungen das hichste Maf von zulissiger Uberbestimmung
fordern wollen, also eine méglichst groBe Zahl von Gleichungen, bei
denen eine entsprechende Zahl von Identititen dafiir sorgt, dafi die
Uberbestimmung kompensiert wird.

Solche Identititen kann man aus den fundamentalen Regeln fiir die
kovariante Differentiation von Tensoren, insbesondere aus der Regel fiir
die Vertauschung der Reihenfolge zweier Differentiationen ableiten.
EINSTEIN (10, 12) fand auf diesem Wege ein System von Feldgleichungen,
das durch besonders hohe Uberbestimmung ausgezeichnet ist. Es wird
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nicht nur esmne Tensorgleichung G, = o hingeschrieben fiir einen Tensor
zweiter Ordnung — das wiéren also 16 Gleichungen —, sondern auBerdem
noch eine weitere Gleichung F;, = o, wobei F;, ein antisymmetrischer
Tensor ist, — also weitere 6 Gleichungen. Zwischen diesem ganzen Sy-
stem von Gleichungen, die alle in den FundamentalgréBen von zweiter
Ordnung sind, bestehen nun 10 Identititen. Dadurch reduziert sich die
Zahl der unabhingigen Gleichungen auf 12, entsprechend der Zahl der
unabhingigen 7%,,-GréBen.

AuBer den normalen 4 Identititen: den Erhaltungssitzen von Impuls
und Energie, existieren also noch 6 weitere Erhaltungssidtze. Das Glei-
chungssystem ist somit weit iiber das normale MaB hinaus in erlaubter
Weise iiberbestimmt. So scheinen diese Gleichungen berufen zu sein, als
fundamentale Feldgleichungen der neuen Feldtheorie angesprochen zu
werden.

12. Folgerungen aus den Feldgleichungen. Schwache Felder; das
elektromagnetische Feld. Strenge Losungen; statische Gravitations-
felder. Schon die Feldgleichungen der fritheren Theorie, die Gleichungen
R;, = o, sind in ihrem Bau viel zu kompliziert, als daB man allgemeine
Integrale fiir-sie aufstellen kénnte. Man besitzt als strenge Losung nur
die kugelsymmetrische Lésung, das ,,.ScEWARZSCHILDsche Linienelement®,
das dem Feld eines ruhenden Massenpunktes entspricht, und einige sta-
tische Losungen mit Rotationssymmetrie. Wichtiger ist, daB man die
Gleichungen ndherungsweise integrieren kann, wenn man voraussetzt,
daB die Abweichungen von der euklidischen Beschaffenheit der Geome-
trie nur gering sind, — eine Annahme, die immer gerechtfertigt ist, wenn
man sich nicht gerade in der unmittelbaren Nihe eines materiellen Teil-
chens befindet. Auch in der neuen Feldtheorie ist die Situation ganz
dhnlich. Hier muB sich aber neben dem Gravitationsfeld etwas zeigen,
was man als elektrisches Feld interpretieren kann.

Die neue Theorie gibt nun keinen Anhaltspunkt fiir einen spezifischen
Charakter des elektrischen Feldes. Es ist nicht so, daff wir ein fundamen-
tales Gebilde von der Art eines Vektorpotentials auszeichnen kénnten,
oder einen antisymmetrischen Tensor, den wir als elektromagnetische
Feldstarke zu deuten hatten. Man kann zwischen Gravitation und Elek-
trizitdt keine ,,invariante*, d. h. vom Koordinatensystem unabhingige
Trennung vornehmen, da das elektromagnetische Feld nicht durch eine
Invarianz spezifischer Art ausgezeichnet ist.

Anders ist es aber, wenn wir uns auf schwache Felder beschrinken,
also Felder, die nur wenig von dem Grundfeld: dem euklidischen Feld
verschieden sind. Hier konnen wir unter Benutzung CARTESIscher
Koordinaten die symmetrische Kombination %, + %,, bilden, (die an und
fiir sich keine invariante Bedeutung hat) und die antisymmetrische
Kombination %,, —%,,. Die symmetrischen GréBen bestimmen die Me-
trik und sind somit als GravitationsgréBen aufzufassen, die antisymme-
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trischen GréBen hingegen bestimmen das elektrische Feld. Fiir beide Kom-
binationen bekommen wir Gleichungen fi# sich, in dieser Ndherung sind
also elektrisches Feld und Gravitationsfeld voneinander unabhingig und
beeinflussen sich nicht, wie das auch der Erfahrung entspricht. Fiir die
elektrischen GréBen finden wir die MAXWELLschen Gleichungen wieder.
Fir die rein metrischen GréBen ergeben sich Gleichungen von derselben
Art, wie sie fiir das NEwTonsche Potential gelten, so da3 die Planeten-
bewegung auch jetzt erklirbar bleibt. Merkwiirdigerweise zeigt sich aber
bereits in der ersten Niherung eine Abweichung von den Gleichungen
R;. = o. Wir erhalten ein Linienelement, das in seinem riumlichen
Teil rein euklidisch ist und nur in der Lichtgeschwindigkeit eine Ab-
hingigkeit vom Gravitationspotential zeigt. Ein solches Linienelement
wurde von EINSTEIN (4) noch vor der allgemeinen Relativitdtstheorie
auf Grund der Aquivalenzhypothese aufgestellt. Man bekommt dann
wohl die richtige Rotverschiebung, gelangt aber im iibrigen zu anderen
relativistischen Effekten, insbesondere zu einer anderen Merkurperihel-
drehung und zum halben Betrag der Lichtablenkung am Sonnenrande.

Fiir das statische (also zeitunabhingige) kugelsymmetrische Feld eines
materiellen Teilchens haben EINSTEIN und MAYER (14) eine strenge Lo-
sung der Feldgleichungen angeben kénnen. Die Losung hingt bemer-
kenswerterweise von zwe: Konstanten ab, also nicht nur von der Masse,
wie das ScuwaRzscHILDsche Linienelement, sondern von einer zweiten
Konstante, die man als elektrische Ladung des Teilchens interpretieren
kann. Die Losung ist, ebenso wie das ScawarzscHILDsche Linienele-
ment, nicht singularititenfrei.

Eine weitere strenge Losung ergibt sich fiir das Gravitationsfeld be-
liebig vieler ruhender Massenpunkte, die elekrisch neutral sind. Der
riumliche Teil des Linienelements erweist sich als streng euklidisch.
Davon abgesehen ist schon die Existenz dieser Losung, also die Méglich-
keit eines Gravitationsfeldes gegeneinander ruhender Massenpunkte, ein
auffallender Unterschied gegeniiber der friitheren Theorie. Das Bewe-
gungsgesetz 1406t ein solches Feld nicht zu, und wir erwidhnten, daB in der
fritheren Theorie das Bewegungsgesetz bereits in den Feldgleichungen
implizite enthalten ist. Hier ist das anders. Es hingt dies damit zu-
sammen, daB3 der Materietensor dort ein symmetrischer Tensor war und
dadurch zum Impuls-Energie-Satz noch der Drehimpuls-Satz hinzukam,
was die Ableitung des Bewegungsgesetzes erméglicht hat. Hier ist der
Tensor nicht symmetrisch, und die letzeren Erhaltungssitze gehen ver-
loren. Freilich ist eine derartige Ableitung des Bewegungsgesetzes sowie-
so nur als eine Einschriankung fiir die Bahn von Singularititen zu be-
trachten. Das Versagen dieses Prinzips in der neuen Theorie, die Moég-
lichkeit eines Gravitationsfeldes ruhender Massenpunkte, beurteilt darum
EINSTEIN nicht als ein Versagen gegeniiber der Erfahrung, sondern als
ein Versagen solcher Losungen, die mit Singularitit behaftet sind. Fiir
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die Existenz brauchbarer singularititenfreier Losungen haben wir aber
auch in der neuen Theorie noch keine Anhaltspunkte.

Im iibrigen scheint die Frage der Feldgleichungen auch fiir EINSTEIN
noch nicht befriedigend geldst zu sein. Darauf deutet eine neuere Publi-
kation (1) hin, in welcher ein Identititssatz bewiesen wird, der zur Auf-
stellung von kompatiblen Feldgleichungen herangezogen werden kann.

13. RIEMANNsche Geometrie — EINSTEINsche Geometrie. Wir
sind am Ende unserer Darstellung. Kritik zu {iben an der Schépfung eines
Mannes, der lingst der Ewigkeit verschrieben ist, kommt uns nicht zu
und liegt uns auch fern. Nicht als Kritik, lediglich als Eindruck sei dar-
auf hingewiesen, weshalb der neuen Feldtheorie nicht jene Uberzeugungs-
kraft inne zu wohnen scheint, nicht jene innere Geschlossenheit und sug-
gestive Notwendigkeit, die die frithere Theorie ausgezeichnet hat. EINSTEIN
glaubt im Fernparallelismus ein Element gefunden zu haben, das der
Riemannschen Geometrie erst ihre héchste dsthetische Vollendung ver-
leiht. Demgegeniiber ist vom geometrischen Standpunkt aus einzu-
wenden, daB3 das Fehlen des absoluten Parallelismus in der RiEMANNschen
Geometrie nicht als stérendes Element empfunden wird. Die Kugel-
geometrie ist an konstruktiven Elementen nicht drmer, als die ebene
Geometrie, obwohl der Parallelismus fehlt. Die Metrik und der Paralle-
lismus sind zwei sehr heterogene Grundlagen, deren organische Ver-
schmelzung nicht zu erhoffen ist. Der Parallelismus fithrt neben der
Metrik ein mehr oder weniger von ihr unabhingiges Sonderdasein. In der
Einsteinschen Geometrie gibt es zwei Arten von richtunghaltenden
Linien: die geodidtischen Linien, die aus der metrischen Verschiebung
entspringen und gleichzeitig kiirzeste Linien sind, und die ,,autoparallelen
Linien”, die aus der absoluten Parallelverschiebung entspringen und
keine metrische Bedeutung haben. Man versteht nicht, in welcher inne-
ren Beziehung diese zwei Scharen von Linien zueinander stehen sollen.
Die Metrik ist eine hinreichende Basis zum Aufbau der Geometrie und
man wiirde wahrscheinlich nicht auf den Gedanken kommen, die RIE-
MANNsche Geometrie durch den Fernparallelismus zu erginzen, wenn
man nicht den Wunsch hitte, etwas Neues in die RiEMANNsche Geome-
trie hineinzukonstruieren, um den Elektromagnetismus geometrisch zu
interpretieren.

Durch dieses nicht organisch hervorgewachsene iiberschiissige Ele-
ment wird bedingt, daB3 die Zahl der Invarianten stark anwichst und das
Hawmirtonsche Prinzip keine Handhabe mehr bietet fiir die Auswahl der
Feldgleichungen. Die Idee der Uberbestimmung, die an Stelle des Ha-
MILTONschen Prinzips gesetzt wird, ist kein so natiirliches, in sich be-
griindetes Prinzip, daB es mit sicherer Uberzeugung als Auswahlprinzip
fiir die Feldgleichungen anzusprechen wire. Hinzuzufiigen ist vom physi-
kalischen Standpunkt aus, daB die Frage der Eigenlosungen, die fiir die
feldtheoretische Losung des Problems der Materie eine nicht zu um-
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gehende Forderung zu bedeuten scheint, auch in der neuen Theorie,
soweit man es bis jetzt tibersehen kann, nicht besser bestellt ist, als in
der fritheren.

III. Neuere Beobachtungen auf dem Gebiet der
relativistischen Gravitationseffekte.

14. Die Frage der experimentellen Bestdtigung der relativistischen
Effekte. Wir wollen zum AbschluBl an dieser Stelle noch iiber den der-
zeitigen Stand der experimentellen Priifung der von der Relativitits-
theorie geforderten Effekte kurz zusammenfassend berichten. Mit Riick-
sicht auf den ausfiihrlichen Artikel von KI1ENLE (27) im 3. Band dieser
Sammlung (1924), brauchen wir nur auf die in den letzten Jahren ein-
getretenen Anderungen einzugehen.

Von besonderer Wichtigkeit ist vor allen Dingen die Beobachtung der
Rotverschiebung im Schwerefelde, die sich schon aus der Aquivalenz-
hypothese im richtigen Betrage ergab, und auch in der neuen Feldtheorie
unverdndert bleibt. Die Messungen von ST. JoHN am Mount Wilson sind
in dem genannten Artikel schon ausfithrlich besprochen worden. Die-
selben wurden in den folgenden Jahren weitergefithrt und vervollstindigt
(19), das gesamte Material umfaBt jetzt 1537 Linien in der Sonnenmitte
und 133 Linien am Sonnenrand. Wihrend nun diese groB angelegte
Beobachtungsreihe eine ausgezeichnete Bestitigung der Rotverschie-
bung zu geben schien, und die iibrigbleibenden systematischen Abwei-
chungen als Doppler-Effekt gedeutet werden konnten, hervorgerufen
durch radiale auf- und absteigende Konvektionsstréomungen in der
Sonnenatmosphire: wies FREUNDLICH (17) darauf hin, daB die Frage
noch nicht als gekldrt gelten kann und eine gewisse Skepsis gegentiber
der vorgeschlagenen Deutung angebracht ist. Bei ST. JouN wird namlich
ein systematischer Gang der Rotverschiebung mit der Linienintensitit
gefunden und die Linien verschiedener Intensitit verschiedenen Hohen-
lagen in der Sonnenatmosphire zugeordnet. Dabei werden aber Linien
desselben Multipletts, die also denselben Ursprung haben, je nach Inten-
sitdt in verschiedene Gruppen geworfen, was sicherlich nicht zuldssig ist.
Auch sonst offenbaren die Messungen StT. JOHNs einige merkwiirdige,
noch nicht aufzuklirende systematische Fehler. Und wenn am Sonnen-
rande, wo die radialen Strémungen keinen Dopplereffekt erzeugen diirfen,
in der Tat der Gang der Rotverschiebung mit der Intensitit wegfillt, so
tritt dafiir der eigentiimliche ,,Rand-Effekt‘ auf, der in seinem Ursprung
noch nicht ganz aufgeklirt eine Rotverschiebung verursacht, die durch-
aus von der GréBenordnung der relativistischen Verschiebung ist. Es ist
darum in Potsdam eine neue Bearbeitung des ganzen Problems in An-
griff genommen worden, bei der vor allen Dingen fiir wohldefinierte,
irdische Vergleichslinien gesorgt wird und diese durch eine neukonstru-



128 CorNEL LANCZOS:

ierte Lichtquelle in noch nie erreichter Schirfe zur Emission gelangen.
Andererseits zeigte eine neue Durchmusterung der FRAUNHOFERschen
Linien auf der Sonne ebenfalls einige Linien von auBerordentlicher
Schirfe, und die Untersuchung soll auf diese wenigen, aber um so genauer
ausmeBbaren Linien beschrinkt werden. Das Problem ist bei weitem
verwickelter, als man vermuten wiirde, da die ganze Physik der Sonnen-
atmosphire mit hereinspielt und die storenden Einfliisse alle von der-
selben GroBenordnung sind, wie der zu messende Gravitationseffekt.

Um so erfreulicher ist es, daB die Rotverschiebung eine wunder-
schéne, schlagende Bestitigung gefunden hat an einem anderen Objekt:
am Begleiter des Sirius. Die Masse dieses lichtschwachen Sternes ist aus
den Bahnelementen bekannt, sie betrigt ungefdhr Sonnenmasse. Bei der
sehr hohen Temperatur des Sternes besitzt er eine auffallend geringe
Helligkeit, was nur daher kommen kann, daB seine Oberfliche sehr ge-
ring ist. Aus der absoluten Helligkeit kann man die Oberfliche, also den
Radius des Sternes, berechnen. Aus Masse und Radius ergibt sich die
Dichte, wobei man zu dem phantastischen, unbegreiflichen Wert von
50 000 kommt. Infolge des sehr kleinen Radius wird das Gravitations-
potential an der Oberfliche sehr groBl, 4omal so groB3, wie das Sonnen-
potential. Die Rotverschiebung nimmt dadurch Werte an, gegeniiber
denen die iibrigen filschenden Einfliisse ganz zuriicktreten. Der theo-
retisch erwartete Wert betriigt 0,3 A fiir den iiblichen Wellenléingen-
bereich (gegeniiber 0,008 A an der Sonne). Die auf dem Mount Wilson-
Observatorium vorgenommenen Messungen von ADAwms (I) ergaben eine
Verschiebung von 0,29 A, also eine glinzende Ubereinstimmung. Neuere
Messungen mit dem groBen Refraktor der Lick-Sternwarte haben den
von ApAMS gefundenen Wert vollauf bestitigt (23).

Der andere relativistische Effekt, die Lichtablenkung am Sonnen-
rande, ist besonders darum von groBer Wichtigkeit, weil er fiir die Gravi-
tationsgleichungen R, = o charakteristisch ist. Wir erwidhnten, daf
die Gleichungen der neuen Feldtheorie bereits in erster Niherung Ab-
weichungen zeigen von den fritheren Gravitationsgleichungen. Jedenfalls
ist die GroBe des Effektes vom Standpunkt der neuen Theorie bei weitem
nicht so eindeutig festgelegt, wie in der fritheren. Das von EINSTEIN vor-
geschlagene Gieichungssystem wiirde den halben Effekt liefern. Eine
neue Expedition des Potsdamer Einstein-Institutes unter der Leitung
von FREUNDLICH (I6) nach Nord-Sumatra anldBlich der totalen Sonnen-
finsternis am 9. Mai 1929, brachte ein Material zusammen, das bei weitem
das iibertrifft, was frithere Expeditionen geliefert haben, und dem ins-
-besondere durch die angewandten besonderen VorsichtsmaBnahmen eine
{iberragende Beweiskraft zukommen diirfte. Es wurde unmittelbar nach
der Finsternis ein Vergleichsgitter auf die Platten aufkopiert in Form
eines Strichnetzes, wodurch jede infolge Schichtverzerrung oder sonstiger
Einflisse entstehende MaBstabinderung zu eliminieren ist und so der
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wesentlichste Fehler der fritheren Beobachtungen vermieden wird. Eine
Verotfentlichung iiber die Resultate dieser Expedition liegt noch nicht vor.

Nachtrag bei der Korrektur. In einer Sitzung der ,Deutschen Physi-
kalischen Gesellschaft* in Berlin im Juni dieses Jahres hat FREUNDLICH
die Resultate der bis jetzt ausgemessenen Platten mitgeteilt. Das Er-
gebnis war iiberaus tiberraschend. Die Lichtablenkung wurde auf allen
Platten unzweifelhaft aufgefunden, die Verschiebung ist eine rein radiale
und scheint auch, soweit man es innerhalb der Versuchsfehler beurteilen

kann, dem theoretischen —:,—Verlauf zu entsprechen. Zieht man aber

unter Voraussetzung dieser Abhingigkeit eine Hyperbel durch die be-
obachteten Verschiebungen, so ergibt sich eine andere Konstante fiir die
GroBe der Ablenkung, als sie von der fritheren Gravitationstheorie vor-
ausgesagt wurde. Die Ablenkung, umgerechnet fiir einen Lichtstrahl,
der unmittelbar am Sonnenrand vorbeifliegt, betrigt 272 mit einem
mittleren Fehler von 4 071. Der von der Theorie vorgesehene Wert
betrdgt [17753]. Die wirkliche Ablenkung ist also um etwa 25°/,
grofler als die von der Theorie verlangte — eine Abweichung, die mit
Sicherheit auBerhalb der Versuchsfehler liegt. Mit Riicksicht auf die
Besonderheit des Materials — "die groBe Brennweite der Kamera,
8,5 Mt., erzeugte so giinstige Belichtungsverhiltnisse, da Sterne bis
zu einem Abstand von nur 8’ vom Sonnenrand messbar werden, die Zahl
der im Gesichtsfeld von etwa 3°)<3° benutzten Sterne betrigt 18, —
der sorgfiltigen Ausschaltung aller Fehlerquellen, die sich auch in der
gegeniiber fritheren Beobachtungen viel geringeren Streuung der Einzel-
werte dulert, der ausgezeichneten Radialitit, die nach Anbringung
aller iibrigen Korrektionen fiir den relativistischen Effekt {ibrigbleibt:
ist an der Realitdt der Beobachtungen und Resultate kaum ein Zweifel
moglich. Als sehr wichtiges weiteres Moment kommt hinzu, daB, wie
FREUNDLICH angibt, eine kritische Uberpriifung der von CAMPBELL und
TrUMPLER auf Grund der amerikanischen Expedition von 1922 ge-
wonnenen Resultate zu dem Ergebnis gefithrt hat, daB der scheinbar
der Theorie entsprechende Wert der Ablenkungskonstanten durch eine
Ungenauigkeit in der Ausgleichsrechnung vorgetiuscht wurde und bei
richtiger Rechnung auch hier der Wert 2”2 fiir den Sonnenrand heraus-
kommt. Aus den Beobachtungen der englischen Expedition von DysoN
und EDpDINGTON hatte HopMANN schon frither den Wert 2716 abgeleitet
[sieche den Artikel von KIENLE (21) S. 63]. So stehen alle bisherigen
Messungen im guten Einklang miteinander und fiihren einstimmig zueinem
tiberhohten Wert der Lichtablenkung. Diese Ubereinstimmung unterstiitzt
nicht nur die Glaubwiirdigkeit des neuen Resultates, sie macht es auch
unwahrscheinlich, daB ein stérender Nebeneffekt irdischen Ursprunges
den eigentlichen Gravitationseffekt iiberdecken sollte. Ein solcher
wiirde ndmlich kaum zu so verschiedenen Zeiten mit solcher Konstanz

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 9
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zu erwarten sein, mit Ricksicht auf die Labilitit der atmosphérischen
Bedingungen. Fehler der optischen Abbildung sind bei den ange-
wandten Vorsichtsmalregeln der letzten Expedition {iberhaupt ausge-
schlossen. Der Effekt ist also in der Tat der Sonne allein zuzuschreiben
und diirfte in vollem Umfange als Gravitationseffekt zu deuten sein.
Denn ein eventueller EinfluB der Corona, wenn man an so etwas denken
wollte, miiBte sich besonders deutlich auf einem der Sonne besonders
nahen Stern duBern, der noch ins Innere der Corona hineinfillt. Tat-
sdchlich zeigt aber dieser Stern innerhalb der normalen Streuung keinerlei
exzeptionelles Verhalten. AuBlerdem ist die Corona aller Wahrschein-
lichkeit nach als ein Gas von freien Elektronen aufzufassen. Ein even-
tueller Brechungseffekt eines solchen Gases wiirde aber gerade von
entgegengesetzter Richtung sein und kénnte den Effekt nicht vergréBern
sondern verkleinern. Ein materieller EinfluB in Form eines Brechungs-
effektes ist also nicht heranzuziehen und die Annahme, daf der Gravi-
tationseffekt durch einen stérenden Effekt anderer Art iiberlagert wird,
1aBt sich schwer okjektiv stiitzen.

Wir berechnen die Lichtablenkung der Gravitation aus einer be-
stimmten Metrik unter der Annahme, daB die Lichtstrahlen geoditische
Null-Linien sind. Eine nihere Priiffung der letzteren Annahme zeigt,
daB sie sehr wohl begriindet und kaum in Zweifel zu ziehen ist. Wenn
also die Voraussage der Theorie in Bezug auf die Lichtablenkung durch
die Beobachtungen nicht verifiziert wird, so bleibt uns nach dem voran-
gehenden nur der eine Ausweg, die Metrik anzuzweifeln, die von der
Theorie fiir das Gravitationsfeld der Sonne postuliert wird.

Diese Metrik steckt in den Gleichungen R;=o0. Geht man iiber
die RiEmManNsche Geometrie hinaus, etwa durch Einbauen des im vor-
angehenden besprochenen Fernparallelismus, so besteht keine Bindung
mehr an diese Gleichungen und eine empirisch gefundene Abweichung
kann man gerade als Beweis dafiir betrachten, mit den fritheren Elemen-
ten nicht auszukommen und schon in der reinen Gravitation Anzeichen
fiir eine andere geometrische Struktur des Raumes zu besitzen. Dieser
Standpunkt ist gerechtfertigt, wenn man aus sonstigen Griinden an
der RIEMANN’schen Geometrie nicht mehr festhalten will und im Hin-
blick auf den Elektromagnetismus unbedingt eine Erweiterung des geo-
metrischen Ramens fiir notwendig hilt. Vom Standpunkt der fritheren
Geometrie aus betrachtet ist es jedoch ungerecht, die Situation so darzu-
stellen, wie das sehr hiufig geschieht, daB man in den sogenannten ,,rela-
tivistischen Effekten‘ Beweise oder Gegenbeweise erblickt fiir die Rela-
tivitdtstheorie diberhaupt, d.h. fiir die Grundkonzeption, die Geomietrie
der Welt auf die RiEmanNsche Geometrie aufzubauen. Tatsichlich sind
alle diese Effekte nur Konsequenzen der Feldgleichungen R;,=o
und kénnen somit nur iiber das Bestehen oder Nichtbestehen dieser
Feldgleichungen entscheiden. Diese Feldgleichungen sind aber keines-
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wegs so innig mit der RIEMANNschen Geometrie verbunden, dal man
ihnen eine dogmatische Bedeutung beilegen und jede Abweichung von
ihnen als theoretisch unzulidssig bzw. den ganzen Rahmen sprengend
empfinden miite. Wohl gilt das mathematisch in einem bestimmten
Sinne, ndmlich im selben Sinne, wie man fiir eine Funktion ¢ als ein-
fachste invariante Feldgleichung die Gleichung #4¢ =o0 hinschreiben
wird. Wir haben jedoch im Abschnitt I ausfiihrlich darauf hingewiesen,
weshalb diese Moglichkeit fiir die Beschreibung der Natur nicht hin-
reicht. Es lag an der Frage der Singularititen. Stellt man die einschran-
kende aber verninftige Forderung der durchgehenden Regularitdt, so
kann man die Feldgleichungen R;,=o0 eben #uicht mehr als die einzig
plausible Charakterisierung einer Differentialgeometrie im RIEMANN-
schen Sinne betrachten, weil dann nur die euklidische Geometrie iibrig-
bliebe, die als ausgearteter Grenzfall einer Charakterisierung durch die
Gleichungen R;;, = o gar nicht bedarf, da sie durch die viel weitergehende
Forderung R,,,,=o0 ausgezeichnet ist.

Wir haben also schon vom rein theoretischen Standpunkt aus gute
Griinde dafiir, die EinsTEINschen Gravitationsgleichungen R, =o0 an-
zuzweifeln und im Hinblick auf das Problem der Materie das Auswahl-
prinzip, das zu diesen Gleichungen fiihrte, ndmlich da es Gleichungen
bloB zweiter Ordnung sein sollen, fallen zu lassen. Vielleicht kommt
den FrREUNDLICHschen Beobachtungen eine fundamentale Bedeutung
zu, nicht in dem Sinne, wie es die Gegner der Relativititstheorie haben
mochten, ndmlich einen Umsturz des ganzen Gebidudes von ihnen zu
erhoffen, sondern in dem Sinne, daB nun auch von empirischer Seite
der AnstoB gegeben wird, die spezielle Wahl der Feldgleichungen
R, =o aufzugeben und nach neuen Moéglichkeiten zu suchen, die Rie-
MANNsche Geometrie mit dem Problem der Gravitation, weitergehend
aber auch mit dem Problem der Materie in Verbindung zu bringen.
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Ewarps dynamische Theorie der Rontgenstrahlinterferenzent gehért
nach unserer Ansicht auf alle Zeiten zu den Meisterwerken der mathe-
matischen Physik. Sie bewiiltigte mit glinzenden Methoden ein zunichst
schier unlésbares Problem, rechtfertigte. eigentlich erst die elementare,
rein auf Phasenzusammensetzung beruhende Theorie, indem sie deren
Unzulinglichkeiten quantitativ abzuschdtzen lehrte, zeigte ihre innere
Verbundenheit mit der optischen Dispersionstheorie und sagte dabei
Abweichungen von den Ergebnissen der #lteren Theorie voraus, die
wenige Jahre spiter fiir die vollstindige Deutung der Beobachtungen
HyALMARS sowie fiir eine exakte Messung der Wellenlingen unentbehr-
lich wurden. Aber wir glauben aussprechen zu diirfen, daB auch unter
denen die ihre Resultate oft benutzen, nicht allzu viele sie wirklich
durchgearbeltet haben. Denn jene glinzenden mathematischen Me-
thoden waren nicht nur schwierig zu finden, sie bereiten in manchen
Teilen auch dem Leser Schwierigkeiten. Daran hat auch die Neubearbei-
tung durch WALLER® nicht viel gedndert, welche im iibrigen das Ver-
dienst besitzt, zuerst Gitter mit Basis in die Rechnung einbezogen zu
haben. Der Zweck der folgenden Seiten ist, der Theorie eine leichter
verstindliche Form zu geben. DaB wir trotz weitgehenden Verzichtes
auf neue Ergebnisse die neue Form verdffentlichen, scheint uns durch
die Wichtigkeit der Sache gerechtfertigt; ebenso, daB wir, um dem Leser
das Zuriickgreifen auf die genannten Arbeiten zu erleichtern, die geo-
metrische Diskussion EWALDs nochmals zum Abdruck bringen, obwohl
wir an ihr fast nichts zu dndern brauchen.

* Ewalp, P. P.: Ann. Physik 54, 519, 557 (1917); Z. Physik 2, 332 (1920);

30, I (1924).
> WALLER, J.: Uppsala Universitets Arsskrift 1925.
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EwALDp und WALLER benutzen die Vorstellung von Dipolen, welche
in den Gitterpunkten oder daneben auch in einigen anderen Punkten
der Gitterzelle sitzen?, wihrend der Zwischenraum leer ist. Die neuere
Entwicklung der Atomtheorie fithrt aber zu der Vorstellung, daB die
Elektronenladungen die ganze Zelle ziemlich lickenlos erfiillen, und die
schénen Messungen von W. L. BRraGG?, JAMES und BOSANQUET oder
z. B. von JaMEs, WALLER und HARTREE?® beweisen, daf3 diese Vorstel-
lung den Intensititsmessungen an Réntgenstrahlen in der Tat weit
besser entspricht als die dltere. Darum werden auch wir uns dieser An-
schauung bedienen. Wir seizen also voraus, daf3 die negativen Ladungen
tiberall eine gewisse Dichte haben, daf} sie sich aber unter dem EinfluBl
eines elektrischen Feldes verschieben, also Dichteinderungen erfahren.
Diese Verschiebungen setzen wir als zur Feldstdrke proportional an,
wobei der Proportionalititsfaktor sich wie fiir freie Elektronen nach der
Korpuskulartheorie berechnet, sofern wir von der Bindung der Elek-
tronen an die Atome absehen diirfen, was fiir gewisse groBle Schwin-
gungszahlen gewil gerechtfertigt ist*. Wir brauchen aber die Frage,
wie dieser Faktor zu berechnen ist, gar nicht zu erértern. Vielmehr ist
unser Rechnungsschema elastisch genug, um sich noch allen Méglich-
keiten anzupassen. Wir beabsichtigen, die MaxwELLschen Gleichungen
ganz direkt fiir einen Kérper mit derartig verteilten negativen Ladungen
zu lésen. Wir vermeiden dabei die schwierigen Summationen, welche
EwALD und seine Nachfolger fiir die Berechnung der retardierten Gitter-
potentiale nétig hatten.

Die Durchfithrung dieses Planes erleichtert nun der folgende Ge-
danke. Die positiven Ladungen, gebunden an die Atomkerne, nehmen
wegen deren grofBer Masse an der Streuung der elektrischen Wellenstrah-
lungen gar nicht teil. Infolgedessen diirfen wir die Fiktion einfiihren,
als wiren sie nicht in den fast punktférmigen Atomkernen konzentriert,
sondern irgendwie anders verteilt, sofern wir nur daran festhalten, da@
sie von der Welle nicht in Bewegung zu setzen sind. Wir wollen die
positiven Ladungen so verteilt denken, daf sie, solange kein stovendes Feld
vorhanden ist, die negativen Ladungen iiberall genau kompensieren. Ein
Feld ruft dann in jedem Raumpunkt eine zur Feldstirke proportionale
elektrische Polarisation hervor, deren Stirke, abgesehen von der Feld-
stirke, durch einen von Ort zu Ort wechselnden Proportionalititsfaktor
gegeben ist. Ein solcher fingierter Korper hat also eine rdumlich ver-
dnderliche Dielektrizitdtskonstante. Im wirklichen Korper mit seinen

* EwaLp, P. P.: Physik. Z. 26, 29 (1925).

2 Bragag, W. L., James, R. W., BosaxgueT, C. H.: Philosophic. Mag.
41, 309 (1921).

3 James, R. W.,, WaLiER, J. u. D. R. HARTREE: Proc. roy. Soc. 118,

334 (1928). _
4+ Vgl. z. B. WALLER, J.: Physik. Z. 30, 518 (1929).
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in den Atomkernen zusammengeballten positiven Ladungen ist das
elektromagnetische Wellenfeld genau das gleiche, wihrend beide Korper
sich freilich elektrostatisch unterscheiden; doch das kommt fiir unsere
Zwecke nicht in Betracht®.

Ein Punkt kénnte Bedenken erregen. Die Beweglichkeit der nega-
tiven und die Unbeweglichkeit der positiven, nach unserer Fiktion raum-
lich verteilten Ladungen, muf3 bei Stérung durch die Welle zur Folge
haben, daf beide Ladungen sich nicht mehr genau kompensieren, daf3
also Raumladungen auftreten. Von diesen haben wir bisher nicht ge-
sprochen und werden dies auch in der Folge nicht tun. Wir haben das
aber auch nicht nétig, weil sich diese Ladungen von selbst aus der Di-
vergenz des die Polarisation pro Volumeneinheit darstellenden Vektors
ergeben, wie ja in der MaxwgiLLschen Theorie hinldnglich bekannt®.
Wir brauchen sie neben der Polarisation nicht gesondert in Rechnung
zu setzen. Uunsere Fikiion bewirkt, daf3 wir mit der MAXWELLschen
Theorie fiiy vuhende Kirper auskommen, denn — um es zu wiederholen —
jede Aussage iiber die Anderung der negativen Ladungen unter dem
EinfluB des Feldes 148t sich — hinreichende Kleinheit dieser Stérung
vorausgesetzt — in eine Aussage iber die Dielektrizitdtskonstante des
fingierten Korpers verwandeln.

Ein dhnliches Problem — die Ermittelung eines elektrischen Wellen-
feldes in einem Kérper mit periodischer Dielektrizitdtskonstante — hat
nun schon Lo#r3 behandelt. Aber seine Ausfiihrungen beruhen auf der
Jaumannschen Kontinuititsphysik, deren Begriffe in die MAXWELLsche
Theorie zu iibertragen vielleicht moglich, aber gewill nicht einfach ist.
Zweifellos hat LoHRs Theorie mit dem folgenden viel gemeinsam, handelt
es sich doch auch bei thm um lineare partielle Differentialgleichungen
mit dreifach periodischem Koeffizienten. Und LoHR weist ja auch immer
wieder auf die Ubereinstimmung seiner Rechnung mit Ewarps Theorie
hin. Wir fiirchten aber, daf3 nicht viele Physiker und Kristallographen
es fertig bringen, die erforderliche Umdeutung in allen Einzelheiten
durchzufithren. Deswegen liegt in den Arbeiten LoHrs doch wohl kein
Grund, unsere Form der Theorie nicht zu verdffentlichen.

Das elektrische Feld kennzeichnen wir durch die elektrische Ver-
schiebung ®© und die magnetische Feldstirke §; die fingierte Dielektri-
zitdtskonstante ¢ ist entsprechend der Gittertheorie eine dreifach periodi-
sche Funktion des Ortes. Wir werden aber nicht ¢ selbst als dreifache

1 Man kann auch unbedenklich dem wirklichen Korper dieselbe Dielek-
trizitatskonstante zuschreiben, wie dem fingierten; es kommt nur die feste
Raumladung hinzu.

2 Die Quantentheorie behilt fiir elektrische Raumdichte und elektrischen
Strom die Kontinuitdtsgleichung bei, so daB jeder Dichtednderung eine Ver-
schiebung von Ladungen entspricht.

3 LoHR, E: Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien, Math.-naturwiss. Kl. 133 (2a)
517 (1924).



136 M. v. LAUE:

FourieEr-Reihe darstellen, sondern, da wir uns fiir die Polarisation
(I — %) D interessieren, den hier auftretenden Faktor p =1 — flg. Ver-
stehen wir unter a,, a,, a, primitive Translationen des Gitters, unter
b,, b,, b, die zugehorigen Grundvektoren des reziproken Gitters, so setzen

wir alsor

; 5

I — 7(0,,, 1) 3 . "
I——;=w=2w7”6 7 i (5771——“27%4'5“7 7=2ﬂV’_I). (I)
Dabei ist t der Radiusvektor von einem beliebigen Gitterpunkt zum Auf-
punkt. Geht man von diesem zu dem Punkt

3 .
T+ Z‘ I, (I, ganzzahlig)

=1
iiber, so dndert sich der Exponent von e=/®»" wegen der Definitionen

o wenn o+ 3

(aubp) = I wenn « = 3,

durch die man das reziproke Gitter einfithrt, um die ganze Zahlzla Mg,

multipliziert mit j =2x4; die e-Funktion also bleibt unverdndert. Des-
wegen ist jedes Glied der dreifachen Summe periodisch mit den drei
Perioden q,, a,, a;.

Die Fourier-Koeffizienten berechnen sich wie iiblich aus den Inte-
graldarstellungen:

1 [ i,
l)[’m = (@, uz'&')—/lpg dv. (2)

Die Raumintegration ist iiber die Gitterzelle auszudehnen, deren Inhalt
{a; ¢, a;) im Nenner dieser Formel steht. Ist e {iberall reell, was — wie
immer bei optischen Problemen — Fehlen jeglicher Absorption bedeutet,
so gilt dasselbe fiir 9 und deswegen sind y,, und y_,, konjugiert komplex.
Hat weiter ¢ {iberall dasselbe Vorzeichen (es kommt, da erfahrungs-
gemdB und nach der klassischen Dispersionstheorie der Brechungsindex
fiir Rontgenstrahlen kleiner als 1 ist, nur das negative Vorzeichen in
Betracht), so gelten die Ungleichungen

W (20, dv | = | [yav
Jvea =

also
U P = (fq; cos(z (0,,1)) dv)2+ (/w sin (272 (6,, 1)) dv)zé 2 1,/:2. (3)

Sobald aber Absorption stattfindet, unterscheiden sich y,, und ¢_,, auch
im absoluten Wert, weil dann o komplex ist.

* In jedem Glied dieser dretfachen Fourier-Reihe soll der Index m die
drei Indices m,, #,, m; reprasentieren. Insbesondere soll o als Index
bedeuten, daB alle drei Indices gleich Null sind.



Die dynamische Theorie der Rontgenstrahlinterferenzen in neuer Form. 1 37

Zur EwaLpschen Darstellungsart kommen wir zuriick, wenn wir
iiberall gleich 1 annehmen (also ¢ =o0), mit Ausnahme der Gitterpunkte.
Da in diesen

7 Om®) _

I (3a)
ist, wird dann fiir alle Indizes m

Y= Y- (4)
Jede unserer Formeln muB in die entsprechende bei EwWALD {ibergehen,
sofern wir diese Gleichsetzung vollziehen.

Im allgemeinen aber ist y,, der Strukturfaktor fiir das Interferenz-
maximum #,, m,, m,. Das erkennt man nach (2) leicht durch Grenz-
ibergang von der iblichen, fiir einzelne Streuzentren geltenden Form
dieses Faktors, denn die Gréssen i der elementaren Theorie messen die
Polarisierbarkeit?. Zudem wird es noch im folgenden bewiesen. Was
die Versuche von W. L. BraGG, JaMES und BOSANQUET u. a. ergeben,
ist infolgedessen zunichst die Funktion . Nur insofern man diese der
Dichte der negativen Ladungen mit einem konstanten Faktor pro-
portional setzen darf, bestimmen diese Messungen die Ladungsverteilung.

In §1 werden wir voriibergehend nicht die Fourier-Entwicklung

. I . . 1
fiir T — - sondern die fiir — ?brauchen:

I , —7(6 "
— ? = Z l,l’mg ? (5)
Es ist dann
. !,u = Wy
wenn nicht m, = m, = m; = 0; aber ;’jir _Zz ,_I } (6)

§ 1. Die dynamische Grundgleichung.

Die MaxweLLschen Gleichungen fiir unser fingiertes Medium lauten:

10D D\ 109
rot .g) = ‘E— ‘é—t‘ rot (?) = — ?—a—t (7)
Die beiden Divergenzgleichungen
div D=0 div =0

ergeben sich fiir Schwingungen als Folgerungen hieraus, brauchen also
nicht explizit beriicksichtigt zu werden. Es handelt sich um mono-
chromatische .Schwingungen der Schwingungszahl y. Wir suchen die
Lésung in der Form

7 (B

F— . . FALPN
Fiir diskrete Streuzentren ist ¥ vae
«

)

der Strukturfaktor des Inter-
ferenzpunktes #. Den Zusammenhang zwischen gewissen FoURIER-Ko-
effizienten und dem Strukturfaktor hat zuerst wohl W. H. BracG: Trans.
roy. Soc. Lond. 215, 253 (1915) angedeutet.
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Jvt — (%,
¢ Z@mﬂ m

D=
jve % —7(®,,0 ®
5;3 =¢ Z 'f.)m € o
wobei ”
@77l=90+h77l=§{0+ Zma ba (9)
sein soll.

Man erkennt in jedem Glied dieser dreifachen Summen die Darstel-
lung einer ebenen Welle, welche in der Richtung des Ausbreitungs-
vektors ®,, mit der Phasengeschwindigkeit

v
V=7

l@nzi

fortschreitet, so daB
c

c
%=*~="/—‘@ml (IO)
der Brechungsindex dieser Welle ist. Alle diese Richtungen und Ge-
schwindigkeiten sind durch Gleichung (9) miteinander verkniipft. Dabei
ist aber &, ein nach Richtung und Betrag noch verfiigbarer Vektor.
Wir werden, indem wir die Berechtigung unseres Ansatzes nachzuweisen
suchen, gerade Aussagen iber diesen Vektor bekommen.

Man erkennt in diesem Ansatz sofort die Ubereinstimmung mit der
Ewarpschen Theorie, welche den HerTzschen Vektor des Wellenfeldes
ebenfalls als Summe iiber eine (im Prinzip) unendlich groBe Zahl ebener
Wellen darstellt und die Ausbreitungsvektoren &, mittels der Glei-
chung (9) verkniipft.

Nach dem Ansatz (8) ist nun

. — 7 (®nmt P ] — 7 (R
ot 9=f 3 [Baftale T, L2 Sy,
Setzt man beide Ausdriicke entsprechend der ersten MAXWwELLschen
Gleichung einander gleich, so erhdlt man nach Weghebung des gemein-
samen Faktors ¢~/(®o% die Gleichsetzung zweier FOURIER-Reihen. Da

diese identisch im Ortsvektor iibereinstimmen sollen, miissen ent-
sprechende Glieder einander gleich sein; und dies erfordert, daB3

kmm - [Sjm l@m] (II)
ist. Dabei ist k= % = —i— das Reziproke der Vakuumwellenlinge A.
Weiter ist nach dem Ansatz (8) im Hinblick auf (5)

) A (CY e P!
- = Z; Y Dge ‘
g

K+ bp=R1,-
Da die Summationsgrenzen von — o© bis + 00 laufen, kann man ohne
weiteres p-+ g =m als Summationsindex neben ¢ einfithren:

D , =7 (R0
T S S e

m g

Nach (9) ist dabei
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Man schliet dann, wie oben, auf die Darstellungen:
D . N c] =7 (8,0
rot & = 72['&7»: le;ﬂ—q®¢j‘e ",
n g
109 F AN — 7 (R, 1),
~ g =ie 2B

Nach der zweiten MaxwELLschen Gleichung miissen beide Reihen iden-
tisch in v ibereinstimmen. Daher sind entsprechende Glieder einander

leich: R
gleic k‘g)m = - Z Worr — 9[@7”@?] . (I2)
7

Elimination der $,, aus (11) gemil dieser Gleichung ergibt:

BD= 3 o[ Rl D,]]
Die Rechnungsregel ¢
[ABEC]| = BAC) — EUB)

zeigt aber, daB

- [ﬁm [’Qm ®q]] = (@57 '@;Z — 8% (@m @q)) = ﬁl; (@4 - '@”l ﬁggjﬁ)
gleich &, mal der zu &,, senkrechten Komponente von 9®, ist; wir nennen
diese D,,. Folglich:

kz@m = - ﬁngz Z' w:n—q @q [772] -
q

Ersetzt man nun noch nach (5) die y,, durch die Yy S0 hat man die

dynamische Grundgleichung vor sich:
‘Qizn — R
7@ 2 cDm = Z'wm —q @q [#72] + (I)
q

e

Sind alle hierin enthaltenen Bezichungen erfiillt, so geniigt Ansatz (8) den
MaxweLLschen Gleichungen”™.

I Man kann eine ganz dhnliche Rechnung, wie im Text fiir das Raum-
gitter, fiir ganz beliebig verteilte Elektronenladungen anstellen. Man braucht
nur statt der Fourter-Reihe (1) das Fourier-Integral hinzuschreiben, das ent-
steht, wenn die drei Parameter m nicht mehr ganzzahlig sind, sondern sich
kontinuierlich dndern. Auch den Ansatz (8) wird man dann in die Integral-
darstellung urhschreiben, wobei aber Gleichung (9) formal unverandert bleibt.
Dann verlauft die Rechnung wie im Text. Thr Ergebnis unterscheidet sich
von (I) nur dadurch, daB auch hier die (dreifache) Summe durch ein (drei-
faches) Integral ersetzt ist.

Zum Raumgitter gelangen wir zuriick durch die Annahme, da3 von den
Fourier-Koeffizienten ¥, mit ihren zunichst stetig veranderlichen Indices
nur die von Null verschieden sind, bei der die drei Indices ganzzahlig werden.
Sind aber die Differenzen m—g in der verallgemeinerten Gleichung (I) ganz-
zahlig, so kommt man, wie man leicht sieht, gerade zu der obigen Darstel-
lung zuriick. Dies beweist, worauf mich Herr F.M¢oGLicH aufmerksam
machte, die Notwendigkeit des Ansatze (8) fiir Raumgitter.

Man erkennt aber an der Integraldarstellung, dal jede Abweichung von
der Periodizitit des Raumgitters unregelmifBige Streustrahlung hervorruft.
Nur im ganz ungestorten Gitter fallt diese fort.
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Wir kénnen schon hier den Nachweis fithren, daB unsere Darstellung
sich mit EwaLDs Theorie vollstindig deckt, sobald wir, wie in der Ein-
leitung begriindet, alle y,, gleich y, setzen. In diesem Falle folgt ndmlich
aus (13)

S . - f2 .
D= e]”Z Dpe ™’ @) = Woe’ ”‘Z‘ (Qz iﬂkz 2@9[771]> e =7 ),
e m 7
Fiir die Gitterpunkte sind nach (32) alle Exponentialfunktionen e~ (%%,
unabhingig von den Indizes s, einander gleich. Folglich diirfen wir
D, statt mit e®» mit ¢~/ ®Y multiplizieren, sofern wir die letzie

Gleichung auf Gitterpunkie anwenden. Nehmen wir dann zur ¥ noch den
7

Faktor e/** hinzu, so finden wir:
&,
D=1 T D g -
¥

Diese Beziehung aber stimmt formal iiberein mit der Ewarpschen Grund-
gleichung?, ,in deren Lésung das ganze Problem gipfelt™, ndmlich mit:

I I,
B = EZE b[mJ-

I'@m‘, = k (I -+ ‘9771) (13)

setzen und die Quadrate der kleinen GréBen ¢, vernachlissigen ; weiter ist

Nur miissen wir, wie er

(14)

I~
w! N

o=

zu setzen, und unter Integration iiber den unendlich kleinen Raum um
einen Gitterpunkt, in welchem & nicht 1 ist, EwaLps Vektor b durch

B=f(1———z—)@d,1/

zu definieren. Dabei wird b wie bei EWALD ein MaB fiir das elektrische
Moment in den Gitterpunkten.

EwaLps Grundgleichung sagt physikalisch aus, daB jeder seiner Di-
pole vom Feld die Anregung erfihrt, die er zur Ausfithrung der das Feld
bestimmenden Schwingung braucht. Wir haben diese Aussage durch
Einfithrung einer Dielektrizitdtskonstante in Rechnung gesetzt.” Denn
die mit ihrer Hilfe auszudriickende Proportionalitit zwischen Polarisa-
tion und Feldstirke enthilt ja die ganze Dynamik der Ladungstriger.
Da wir von dieser Dielektrizititskonstante zwangsweise zu unserer
Grundgleichung (I) gefithrt wurden, sind in der Tat beide Grundglei-
chungen wesensgleich, abgesehen von der etwas gréBeren Allgemeinheit
der unseren.

* loc. cit. Ann. Physik 54, 543 (1917); Gleichung (14).
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§ 2. Annidherungen in der Losung der Grundgleichung(I).

Eine strenge Fortfithrung der Theorie erforderte die Auflosung der
unendlich vielen linearen Gleichungen (I) mit unendlich vielen Unbe-
kannten ®,,. Ein solches Problem ist der heutigen Mathematik wohl
nur in Ausnahmefillen zuginglich. Deswegen werden wir uns mit
gendherten Losungen beschiftigen.

Die elementare Theorie fiihrt bekanntlich fiir die Richtung des ein-
fallenden und des abgebeugten Strahles Einheitsvektoren, 3, und 8, ein,
und faBt ihre Aussagen zusammen in die Gleichung

k (f‘m - @O) = Bm-

Sie 148t sich geometrisch im Raume des reziproken Gitters veranschau-
lichen. Denn zieht man vom Nullpunkt des Gitters aus den Vektor

I
Ausbredurgshage!

Abb. 1. EwaLps Konstruktion im reziproken Gitter.

OP = — k3, und schligt man um den ,, Ausbrestungspunkt’ P die ,, Aus-
breitungskugel’ mit dem Radius %k, so muBl nach dieser Gleichung der
Gitterpunkt m genau auf der Kugel liegen, wenn der Strahl &,, durch-
Interferenz zustande kommen soll (Abb. 1).

Die dynamische Theorie mufl nun zweifellos bis zu einem gewissen,
sogar sehr weitgehenden Grad mit dieser Aussage iibereinstimmen. Sie
kann dies, weil nach (9g)

K — Ko=Dbs

ist, eine Aussage, die der elementaren Theorie jedenfalls sehr nahe
kommt. Aber sie wird auf die Starrheit jener Theorie, die sich in der
Aufstellung einer genau zu erfiillenden geometrischen Bedingung aus-
spricht, verzichten. Sie wird daher nur verlangen, daf die Ausbreitungs-
kugel nahe an den Gitterpunkten voriibergeht, welche den in merklicher
Stirke auftretenden Strahlen &, entsprechen. Immerhin fiihrt jene
Konstruktion dann zu einer Auswahl unter der zunichst unendlich



142 M. v. LAUE:

groBen Zahl'der &,,. Die Zahl der danach in Betracht kommenden
Strahlen sei N, den Strahl &, inbegriffen.

Wiy setzen in (I) alle andeven D,, gleich Null; dadurch wird die Zahl
der Gleichungen (I) sowie die der Unbekannten ¥©,, endlich, und man
kann die altbekannten Methoden zur Ldsung homogener linearer Glei-
chungen anwenden. Wiz sprechen in diesem Fall von den ,veduzierten
Grundgleichungen'*.

Im allgemeinen ist jede Vektorgleichung mit drei algebraischen Glei-
chungen fiir die Komponenten identisch. Aber hier wissen wir aus (11),
daB jeder Vektor ®,, auf &, senkrecht steht. Es sind also nur die beiden
zu ®&,, senkrechten Komponenten von ihm zu ermitteln. Daher ist die
Zahl der reduzierten Gleichungen (I) und die der Unbekannten nur
gleich z2NV.

Lgsbarkeitsbedingung fiir ein System homogener linearer Gleichungen
ist, daB die Determinante ihrer Koeffizienten verschwindet. Im vor-
liegenden Fall enthilt die Determinante alle | ®,,[; und diese lassen sich
gemiB (g) auf |R,+b,,| zuriickfithren. Geben wir also die Richtung
von R vor, so enthilt die Determinantengleichung als einzige Unbe-
kannte den Betrag

|| = k(X + &),

oder auch den Awnregungsfehler ¢, des Strahles &,. Alle |®,,| hingen
von go linear ab, wie wir am Ende dieses Paragraphen noch zeigen
werden. Tragen wir in Abb. 1 von O aus den Vektor — &, ein, wie er
sich aus der Determinantengleichung ergibt, so liegt dessen Endpunkt
in dem P benachbarten Punkt 4, dem , Anregungspunkt’‘, und zwar
gibt es, da die Gleichung fiir ¢, vom Grad 2V ist, 2NV solcher Anregungs-
punkte auf dem genannten Strahl OP. Wir unterscheiden sie durch
obere Indizes A* (*=1, 2, ... 2N). Wihlen wir einen von ihnen aus,
so gibt dessen Lage die Betrdge fiir alle Vektoren &,,, also die Phasen-
geschwindigkeiten dieser Strahlen. Der durch (r3) eingefithrte An-
regungsfehler ¢, gibt dann den Abstand ke, des zugehorigen Gitter-
punktes s von der , Anregungskugel” an, die um den Anregungspunkt
mit dem Radius % zu schlagen ist. Jedem Punkt A4 entspricht, wenn
wir nunmehr die Verhédltnisse der je zwei Komponenten der 9, aus (I)
entnehmen, ein im Raumgitter mogliches Wellenfeld. Im allgemeinen
bekommen wir also bei vorgegebener Richtung von &, 2N mégliche
Wellenfelder. Sie werden sich unterscheiden in den Stirke- und Phasen-
beziehungen zwischen den Strahlen sowie in dem Polarisationszustand
des einzelnen Strahles.

Dieses Verfahren beseitigt die Sonderstellung des Strahles &,, wenig-
stens was seine Intensitit anbelangt; er kann sich bei Auflésung der
reduzierten Grundgleichungen als schwicher erweisen als andere. Er
behilt eine Sonderrolle nur noch hinsichtlich seiner, als genau bekannt
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vorausgesetzten Richtung. Aber auch diese Bevorzugung wollen wir
nunmehr beseitigen.

Verdndern wir ndmlich die Richtung &,, wenngleich so wenig, da83
die bisher in Betracht gezogenen Gitterpunkte s die allein in Betracht
kommenden bleiben, so beschreibt jeder der Anregungspunkte A® eine
Fliche. Die Gesamtheit dieser 2V Flichen fassen wir unter dem Begriff
,Dispersionsfliche’ zusammen ; der Name soll sagen, dafl man die Bre-
chungsindizes, d.h. die Phasengeschwindigkeiten fiir alle Wellen &,
kennt, sobald man einen Anregungspunkt 4 auf ihr gewdhlt hat, und
daB dieser Brechungsindex dem Abstand des zugehorigen Gitterpunktes
von A proportional ist®. Die Dispersionsfliche hat im allgemeinen
2 N Schalen ; doch kénnen von diesen auch mehrere in einzelnen Punkten
oder {iberhaupt zusammenfallen.

Im Kristall mogliche Wellenfelder sind somit charakterisiert durch die
Angabe der N Gitterpunkte des veziproken Gitters, die den in Betracht zu
zichenden Wellen &, entsprechen, und durch die 2N Schalen der Disper-
stonsfliche.

Diese anschauliche Konstruktion setzt natiirlich voraus, daB die De-
terminantengleichung fiir €0 zu 2 N reellen Wurzeln fithrt. Das wird bei
absorbierenden Kristallen nicht der Fall sein, da dann die y,, beliebige
komplexe Werte haben. DaB fiir nichtabsorbierende Korper trotz der
komplexen Koeffizienten v,, meist 2V reelle Wurzeln da sind, wird § 4
zeigen. Aber auch, wenn sich auf diese Art 2N reelle Schalen fiir die
Dispersionsfliche ergeben, kénnen besondere’ Bedingungen im Einzel-
fall hindern, einen reellen Punkt dieser Fliche als Anregungspunkt zu
wihlen (§5), so daB der Vektor §, einen imagindren Anteil erhilt.
Setzt man aber

Ro=0W 4 QM)
so lehrt Gleichung (g), daB alle &,, denselben imaginiren Bestandteil §(*
haben. Da dann die in (8) auftretenden Exponentialfunktionen alle den
gemeinsamen Faktor
e+2ﬂ(,@(2)[)
erhalten, klingen alle auftretenden inhomogenen Wellen in der gleichen
Richtung (—&®) und in gleichem MaBe ab.

Wir wollen nun noch den Zusammenhang zwischen dem Anregungs-
{fehler ¢,, des Strahles &,, mit dem Anregungsfehler g, angeben, auf den
wir schon hingewiesen haben. Der Gitterpunkt m in Abb. T habe von
der um P geschlagenen Ausbreitungskugel den Abstand ke,,. Ver-
schieben wir nun die Kugel bei konstantem Radius um die Strecke P4,
so daB sie zur Anregungskugel wird, so kommt zu diesem Abstand noch
die Projektion von PA auf die Richtung Pm hinzu. Folglich ist der Ab-
stand des Punktes m von der Anregungskugel

* Siehe Gleichung (10).
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ke, = ka,, + ke, cos (R, §,);

oder:
i = Oy + &6 €OS (R, Ro). (142)
Dasselbe schlie3t man auch rechnerisch aus Gleichung (g). Denn danach
ist fiir jede Verdnderung von &,:
AR, = df,,
also
d (@zfz) =2 (@m dﬁo)

Andererseits ist, wenn wir die Verinderungen d®, durch Ubergang
von P zu A hervorbringen

a (ﬁvzz) =2k* (6171 - am)l d'@o =& @o 5

und so gelangt man wiederum zu Gleichung (14a). Diese kann in
Hinblick auf (13) dazu dienen, die Determinantengleichung auch formal
in eine Gleichung vom Grad 2N fiir e, zu verwandeln.

§ 3. Die einfachsten Beispiele fiir nichtabsorbierende
Kristalle.

1. Ein einziger Strahl ist von Bedeutung. Die reduzierte Grund-
gleichung lautet dann einfach

Do(R2 (T — o) — #) = 0. (15)
Aus ihr folgt: }
=,
I~y
oder nach (13) flir den Anregungsfehler ¢, :
I
& = ;I,Do:
oder nach (10) fiir den Brechungsindex #, :
® 1
Mo = P —ﬁ—]:—i—;lpo.

Da y, gleich dem rdumlichen Mittelwert 1 — % ist, erhilt man als Ver-

allgemeinerung der beriihmten MAXWELLschen Beziehung zwischen Bre-
chungsindex und Dielektrizitatskonstante:

Ny = ]/ X

/=

Die Dispersionsfliche ist hier die Kugel vom Radius | ®,|. Sie ist
doppelt zu zihlen, da nach §2 diese Fliche zweischalig sein sollte. Da
man aber in diesem Fall fiir die beiden Komponenten, die ©, in der
Ebene senkrecht zu &, hat, dieselbe Grundgleichung [ndmlich (15)] er-
halt, so liegt hier in der Tat der schon als méoglich angekiindigte Fall
des Zusammenfallens zweier Schalen vor.
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I . —f .
Da #,— 1 =--v, von der GréBenordnung 1o 6 ist, sind alle ,,, aber

auch alle vorkommenden Werte des Anregungsfehlers &, von dieser
GréBenordnung. Da bei Berticksichtigung mehrerer Strahlen der Strahl &,
nach §2 keine Sonderstellung einnimmt, muB jeder Anregungsfehler ¢,
von derselben Ordnung sein, und dies bedeutet nach (14a), daf§ auch
die GréBe e,,, welche den Abstand des Gitterpunktes m von der Aus-
breitungskugel miBt, nicht wesentlich gréfer sein darf, sofern der Strahl
noch fiir das Feld in Betracht kommt.

Bei kleinen Kristallstiicken wird man unter Umstdnden von vorn-
herein sagen kénnen, daB ein Strahl bekannter Richtung, ndmlich R,
an Stirke weit iiberwiegt, wenngleich noch andere auftreten. Dann wird
man ihm die Phasengeschwindigkeit des einzelnen Strahles zuschreiben

diirfen, also |.@0]:'k(1+—12—1p0) setzen und in Abb. 1 den Anregungs-

punkt A in entsprechendem Abstand von O wihlen. Die reduzierten
Grundgleichungen (I) lassen dann die weitere Vereinfachung zu, daf
man in der rechts stehenden Summe nur das Glied mit 9, beibehilt.

Indem man dann noch nach (13) den Anregungsfehler ¢,, einfiihrt, also
S%fn‘ —k? 2
@z =28&,

setzt, findet man:
W

2 &m

@m = Qo [#2)* (Isa)

Nach dieser Gleichung sind die Intensititen der Strahlen &,, umgekehrt
proportional zu ihren Anregungsfehlern ¢,,. Diese miissen, da y,, im all-
gemeinen von der Gréssenordnung 1o~¢ ist, der GréBenordnung nach
etwa gleich 107+ sein; sind sie gréBer, so wird |®,,|* unmerklich klein,
sind sie kleiner, so versagt die Voraussetzung ®, >%9,,. Halten sie sich
aber in dieser GroBenordnung, so kann man Abb. 1 zur Abschitzung
der Intensititen der verschiedenen ®,, benutzen. Man sieht hier wohl
am deutlichsten, wie die starre Interferenzbedingung der elementaren
Theorie zwar nicht gerade fiir ungiiltig erklirt, aber doch in einem
physikalischen Sinne gemildert wird.

Hier bewdhrt sich nun zum erstenmal die in der Einleitung ange-
kiindigte Deutung des Fourier-Koeffizienten y,, als Strukturfaktor. Er
ist in (15) ndmlich der einzige Faktor, in welchem sich die Verteilung
des Streuvermdgens iiber die Zelle betitigt. Dall bei fehlender Absorp-
tion, wie oben ausgefiihrt,

|| = =]
ist, enthilt den FRIEDELschen Satz, demzufolge eine Vorzeichenumkehr
der drei Indizes #,, m,, m, eines Strahles dessen Stirke nicht beeinflufit,
sofern man auch die Richtung des Strahles §o umkehrt. Das hat dann
zur Folge, daB auch bei Kristallen, die selbst kein Symmetriezentrum

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 10



“146 M. v. LAUE:

unter den Symmetrieelementen ihrer Klasse haben, fiir die Intensitit
der Rontgenstrahlinterferenzen ein solches Zentrum hinzukommt. (Fiir
die Phasen der abgebeugten Strahlen gilt dies nicht; doch diese ent-
ziehen sich ja vorlaufig der Beobachtung.) Das steht in voller Uberein-
stimmung mit #lteren Ausfithrungen des Verfassers sowie EwALDs und
HeErMANNsI, Fiir absorbierende Kristalle entbehrt der Satz, wiewohl er
sich empirisch ausnahmslos bestitigt hat, der theoretischen Grundlage.

DaB in (15a2) vom Vektor ®, nur die zu §,, senkrechte Kompo-
nente D, auftritt, entspricht, wie wir nicht niher auszufithren brau-
chen, dem Polarisationsfaktor der elementaren Theorie.

2. Zwei Wellen kommen in Betracht, wir nennen sie §, und &,,.
Dieser Fall ist deshalb so einfach, weil man von vornherein zwei aus-
gezeichnete Polarisationszustinde bei ihm unterscheiden kann, nidmlich

a) Die elektrische Verschiebung schwingt senkrecht zu beiden Strah!-
richtungen.

b) Sie schwingt in dieser Ebene.

In beiden Fillen kénnen wir in den reduzierten Grundgle1chungen
sofort die Komponenten der Vektoren %, durch ihre absoluten Be-
trige D,, D,, ersetzen®. Es gilt im Fall a):

B D=y, Dyt y Do
Q2 _pe (168.)
> D,,=,D, + 1, D,

K5
im Fall b), indem wir unter @ den Winkel zwischen den Strahlen ver-
stehen: @2 — ke
iﬁ\g D,=yw,D,+y_,, cos GD,,;
R2, — k* (16D)
m@z m l,)o D =+ l,Um cos @ D

Die beiden Fille unterscheiden sich lediglich durch den Faktor cos O,
welcher im Fall b) zu y,, und y_,, hinzutritt. Wir erdrtern zunichst
den Fall a).
Die Determinantengleichung lautet, sofern man nach (13) die An-
regungsfehler ¢, und g, einfiihrt
\\-fo—w "1,"—715 |
i ~ Y 2 &m — W, = (x7)
oder mit den Abkiirzungen
E.=k(s,

I P I
- ; wo)) é:m =*k (Em - ; lPo)

P I
go S = Z k® Wye Yy

* v. Laug, M.: Ann. Physik 50, 433 (1916); Ewalp, P. P. u. Her-
MANN, C.: Z. Kristallogr. 65, 251 (192%).

2 D= ]/@2 + @2 P2 ist natirlich, wie die Komponenten selbst, eine
komplexe Gréf3e.

(173a)
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Nun denken wir uns um die Punkte O und # im Raum des reziproken
Gitters die Kugeln K, und K, mit dem Radius % (I + %wo) geschlagen.

&, gibt den senkrechten Abstand von der ersteren Kugel fiir den An-
regungspunkt, der durch &, und ¢, bestimmt werden soll, die zweite
Klammer den Abstand von der zweiten Kugel. Wir wissen, daB3 wir nur
solche Punkte zu betrachten brauchen, welche von O und # nahe gleiche
Abstinde haben, und daB es gentigt, die Verhiltnisse in einer durch O
und m gehenden beliebigen Ebene zu
untersuchen (Abb. 2 und 2a). Wir brau- Sesomacs
chen diese Ebene ja nur um die Gerade
Om zu drehen, um diese Einschrinkung
wieder abzustreifen. Die beiden Abbil-
dungen unterscheiden sich darin, daB  fes##
der Winkel zwischen &, und &,, bei der
einen spitz, bei der anderen stumpf ist.
Die Kreise, in welchen die Kugeln
die Ebene schneiden, mégen sich im
Punkt M schneiden. Da es nur auf die
nichste Umgebung von M ankommt,
messen wir die in (17a) auftretenden
Abstinde &,, £, statt von den Kreisen Abb. »

R, stork
%

gt A

R, schwach

8, schwach

R, stk Ko ’;. iy

.
mn

Abb. 2a. Dispersionsflichen fiir zwei Strahlen.

aus von deren Tangenten im Punkte M, 7, und 7,,. Diese Abstdnde
lassen sich dann sicher linear durch irgendwelche KarTEsischen Koordi-
naten darstellen; somit ist (17a) die Gleichung einer Kurve zweiter Ord-
nung, und zwar einer Hyperbel, da siesich der einen Tangente um so mehr
nihert, je mehr sie sich von der anderen entfernt. M ist Mittelpunkt der
Hyperbel. Fiir ihre Scheitel S* und S-ist

§0 = §m = i“é k Vl;bm l/)t—,:7
folglich
— = T
Eo =28y = 2 ('JJO__E ]/ wmw_m).

10%*
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Die reelle Achse der Hyperbel ist

- & Y areme
S*S =2L?,‘9= (_)lwmw—m'
COSZ— COS,—;

(17D)

Diese Naherung versagt freilich, wenn @ dem Wert & zu nahe kommt.
Aus (16a) folgt dann weiter:

Do_ W — _287;z—wo
Duw ~ 2tq—v%o  Ym
oder
D, . Ry — _ 2&m 8
DT 28, " unm (x8)

In den Enden A+ und A~ desselben Hyperbeldurchmessers hat %ﬂf ent-

gegengesetzt gleiche Werte. Daher unterscheiden sich die Phasen-
differenzen von ®,, und &,, die auf jedem Hyperbelast konstant
sind, auf beiden Asten um s, wihrend das Intensititsverhiltnis in
den Enden desselben Durchmessers dasselbe ist. Verschiebt man AT
aus der in Abb. 2 gezeichneten Lage nach S, und dariiber hinaus, so

| D

wichst £, und das Intensitdtsverhiltnis Tﬁjfl; nimmt ab. In ST gilt

,Do /’/w_m
Do = l/ Ware ’

Fiir den nichtabsorbierenden Kristall, den wir hier immer voraussetzen,

ist der absolute Wert der Wurzel 1; beide Strahlen sind gleich stark.

Dasselbe gilt auch fiir S™, nur haben hier, wie erwihnt, beide Strahlen

eine andere Phasendifferenz als in S*.

Im Fall b), in dem wir, wie erwihnt, iiberall zu y,, und y_,, den
Faktor cos @ hinzuzufiigen haben, finden wir wieder eine Hyperbel als
Schnitt der Dispersionsfliche mit der Ebene der Strahlen. Nur ist ihre
Achse

T [cos @ )
STS =% 0}1/ lpmw~7/z

COS —
2

kleiner als im Fall a). Die Strahlen stéren sich in ihrer Phasengeschwin-
digkeit hier weniger als im Fall a), weil nur eine Komponente der elek-

trischen Verschiebung des einen in die Richtung der anderen Verschie-

bung fallt. Diese Stérung verschwindet ganz fiir © :Z ~. Dann ist nim-

lich &, &,, =o die Gleichung der Dispersionsfliche. Freilich erkennt man
dann auch aus den Formeln (18), wenn man dort y,, und w_,, mit dem
Faktor cos O versieht, dal immer nur ein Strahl wirklich auftritt. Man
hat hier, auch wenn die elementare Konstruktion von Abb. 1 ein Wellen-
feld von zwei Strahlen méglich erscheinen 148t, tatsichlich zwel Wellen-
felder zu je einem Strahl.
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Drehung der Zeichenebene um die Gerade O ergibt somit folgendes
Bild: Die je zwei Aste der beiden Hyperbeln werden zu den vier Schalen
der Dispersionsfliche, welche nach § 2 zu erwarten sind. Die ihnen ent-
sprechenden Wellenfelder unterscheiden sich erstens durch die Schwin-
gungsrichtung [Fall a) und b)], zweitens durch die Phasenbeziehungen
beider Strahlen. Liegt der Anregungspunkt 4 auf einem der vier Kreise,
welche die je zwei Scheitelpunkte der Hyperbeln (S+ und S™) beschreiben,
so sind beide Strahlen gleich intensiv. Entfernt sich A aus einer solchen
Lage, so nimmt der eine Strahl immer mehr an Stirke ab, und im glei-
chen MafBe nihert sich die betrachtete Schale der Dispersionsfliche der-
jenigen Kugel K, oder K,,, welche die Dispersionsfliche fiir den anderen
Strahl ist. Zwei der genannten Schalen gehen so in K, zwei in K, iiber.
Jedoch gelten diese Aussagen nur solange, als bei der Drehung nicht
noch andere Strahlen in solche Nihe der Anregungskugel gelangen, da$3
sie mit in Rechnung zu setzen sind.

Soweit gilt das Gesagte gleichm#8ig fiir Abb. 2z wie fiir 2a, d. h. fiir
den Fall eines spitzen, wie fiir den eines stumpfen Winkels zwischen &,
und ®,,. Der Unterschied liegt darin, daB im ersteren Fall notwendig
jeder Fahrstrahl durch den Gitterpunkt O die Dispersionsfliche in zwei
reellen Punkten schneidet, die auf verschiedenen Teilen des hyperboli-
schen Zylinders liegen, wihrend im zweiten Fall diese Punkte nicht not-
wendig reell sind, und wenn sie es sind, beide auf demselben Teil der
Dispersionsfliche liegen. Zu einer vorgegebenen Richtung &, gehoren
daher zwei Wellenfelder, die sich im ersten Fall in der Phasendifferenz
zwischen &, und §&,, und im Intensitdtsverhiltnis unterscheiden, im
zweiten Fall nur im Intensitidtsverhiltnis unterscheiden, in der Phasen-
differenz hingegen genau iibereinstimmen. Auch kénnen sich dann beide
Wellenfelder als aus inhomogenen Wellen zusammengesetzt heraus-
stellen.

Der FrieDELsche Satz — Ununterscheidbarkeit von Kristallen, die
durch Inversion auseinander hervorgehen — gilt fiir die Dispersions-
fliche und alle an sie anschlieBenden Uberlegungen, weil eine Vertau-
schung von v, mit v_,, nichts an der Lage der Anregungspunkte dndert,
solange diese reell sind. Er ist aber auch hier wegen dieser Bedingung
unbeweisbar, sobald man Absorption mit in Betracht zieht.

§ 4. Untersuchung iiber die Realitédt der
Dispersionsflidche.

Die Dispersionsfliche ist jedenfalls dann reell, wenn sich fiir jede
Richtung &, 2N reelle Anregungspunkte ergeben. Die Frage liuft also
darauf hinaus, ob die Determinantengleichung, von der wir in § 2 spra-
chen, nur reelle Wurzeln g, besitzt. Indem wir dies priifen, machen wir
von den Anniherungen Gebrauch, welche sich aus der Kleinheit der



I 5 [e) . M. v. LAUE:

Fourier-Koeffizienten v,, und der Anregungsfehler ¢, ergeben. Wir
lassen Glieder erster Ordnung gegen solche nullter Ordnung, deshalb auch
neben Gliedern erster Ordnung alle Glieder fort, die in solchen GréBen
von der zweiten oder hoheren Ordnung sind. Eine strengere Behandlung
scheint im allgemeinen tberfliissig, da ja der Ubergang von den unend-
lich vielen Grundgleichungen (I) zu einer bestimmten Zahl von ihnen
ohnehin eine Vernachldssigung darstellt. So setzen wir z. B. fiir den
in (I) auftretenden Faktor ﬁm; il einfach den Wert 2¢,,.

Wir wollen einmal annehmen, &, =&+ 17¢, wire komplex. Dann er-
hilt & und wegen (g) (vgl. § 2) jedes &, einen imaginiren Anteil i¢, £3,,
sofern &, den Eintrittsvektor der Richtung &, bedeutet. Aber dieser
Anteil ist klein von der ersten Ordnung. Deshalb konnen wir in allen
skalaren Produkten (&, &,) oder (9,,8,) von diesem Zusatz ie, £3, ab-
sehen; ebenso sind die Winkel zwischen irgendwelchen Strahlen &,
und ihre trigonometrischen Funktionen ohne Riicksicht auf diesen Zu-
satz zu berechnen.

Die reduzierten Grundgleichungen lauten nun:
_ (¢ (8 D))
2 &m ijm = Z;p w—g @q [] = Z; l/«’ wn—g (\@q - ﬁm (R 9;;)> *

Wir multiplizieren skalar mit dem zu %, konjugiert komplexen Vektor D},
und summieren iiber m. Die skalaren Produkte (§&,,95,) sind zwar nicht
wie (,,D,,) oder (§5,D%) in Strenge Null, aber doch klein von der ersten
Ordnung, so daB wir sie in der Verbindung mit den Faktoren ,,_, fort-

lassen konnen. Infolgedessen entsteht rechts die Doppelsumme

Z lr,"m —q (Eq @:};),

m, q

und diese ist reell. Denn vertauschen wir die Summationsindizes und
machen — hier liegt der springende Punkt — von der Beziehung

l,]«"q —m l/»’;jz —q
Gebrauch, so fithren wir sie in
2 i ¢ K B3 vkl
lpg — (’Dm Lg) = 2 lﬁl"ﬂl —q (‘Q/q @m) i
n, g n, q

also in ihren eigenen konjugierten Wert iiber. Links steht, sofern wir
die ¢,, nach (14a) ausdriicken:

2(2 Clype (@m @j:z) + SOZCOS ('@m '@o) (@m (Dj:z)> .
Beide Summen sind als reell anzusehen, da die cos (&,,8,) dies jeden-
falls in erster Ndherung sind. Folglich ist auch e, veell, sofern wicht die
mit &, multiplizierte Summe klein von der ersten Ordnung ist. Dies ist
gewif} nicht der Fall, wenn alle &,, spitze Winkel mit &, bilden; es kann

we
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aber eintreten, wenn auch nur einer der cos (&, &,,) negativ ist, weil die
Summe das unter allen Umsténden positive Glied (D D) enthdlt (siche
Abb. 2a). Freilich werden in solchem Fall schon kleine Richtungsinde-
rungen an §, geeignet sein, um die Werte (9,,9},) so zu verindern, daB
die in Rede stehende Summe gréBere Werte annimmt, und damit &
reell wird. In diesem Sinne konnen wir also sagen : Im nichtabsorbierenden
Kyistall ist die Dispersionsfliche fiir jede Zahl von Strahlen {,, reell.

IANNGY/

Abb. 3. Dispersionsfliche fiir zwei entgegengesetzt gerichtete Strahlen.

Wir untersuchen im AnschluB hieran den in § 3 ausgeschlossenen
Fall, daB die beiden Strahlen fast entgegengesetzt gerichtet sind.
In den Abb. 3a—3d sind jedesmal die beiden Kugeln K, und K,

um die Gitterpunkte O und m vom Radius % (I —}——;—wo) durch Kreise

vertreten. In Abb. 3a ist angenommen, da3 diese Kugeln sich eben noch
schneiden, daB also

b, <2 k(I + éwo) (19)
ist. Dann gibt die Gleichung
go §m == ';—kz l,D;;z w —s (20)
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[s. (17a)]in der &,, &,, wie oben die senkrechten Abstinde des Anregungs-
punktesvon den Kugeln bedeuten, als Dispersionsfliche fiirdie zur Zeichen-
ebene senkrechte Schwingung, eine Fliche, die aus den Teilen Frund F,
besteht. (DaB F: doppelt erscheint, liegt natiirlich daran, da wir hier
einen Durchschnitt durch dieses ringartige Gebilde zeichnen.) Das hat
jedoch zur Voraussetzung, daB fiir die Punkte R und R’, welche auf der
geraden Verbindung von O nach m liegen, aus (20) und der Beziehung!

I |

_(§0+§7”)=2k<1+2¢’0)_lh7”1 (21)
reelle Werte

fo=— (zk(x + o) — }bml) + ]/(\zk(r + > 1) — ,b) — E Yt

= — (Zk (I + %wo) - [hm ‘) =+ l//(Zk (I + é wo) - lhm ‘\)2 — B Ym)—
folgen. Wird (zk (I -+ %’4’0) — [B,,z|)2 <R Y P_,m, so wird F, nicht

mehr reell, sondern lediglich F:, wie in Fig. 3b dargestellt.
Dies bleibt so, wenn sich die Kugeln nicht mehr schneiden, also

b | > 2R (T Z),

aber immer noch

i I ) 2 2
(; hm I —2k (I + ;w0)> < k wm lr”—m
wird (Abb. 3¢). Erst wenn wieder der Klammerausdruck grésser als
k? l,bm lp—m
wird, tritt ein reeller Teil F, wieder auf (Abb. 3d). Denn fiir die Punkte
R und R’ ist nunmehr

§0+§m=[Bm£—2k(I+éwo’)7

woraus wegen (20) folgt:

£, =(|b,”§—zlé (x +§¢0))¢V(§ [»,,,|—zk(1+§wo))2—k2 Y Y

I

§° = (| Bm ‘ —2k (I +%I’U0)> + l/(‘ b”l | —2 (I +—;_wo)>2 — K wm %”—m-

In den Abb. 3a, 3b und 3c gibt es Strahlrichtungen ®,, welche die
Dispersionsfliche nicht in reellen Punkten schneiden. Das steht nicht
in Widerspruch mit dem obigen Beweis, obwohl man zugeben muB, daB
die Voraussetzungen des Beweises iiber die Vernachldssigung kleiner
GroBen in den letzten Gleichungen nicht eingehalten sind, so daBl man
zweifeln kann, inwiefern er hier anwendbar ist.

t &, &x sind negativ, weil R, R’ im Innern der Kugeln liegen.
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§ 5. Die Reflexion von Rontgenstrahlen an der Grenze
nichtabsorbierender Kristalle.

Da § 3 fiir die Dispersionsilichen eines und zweier Strahlen genau
dasselbe ergeben hat wie die auf den Strukturfaktor hin erweiterte
Theorie EwALDs, versteht es sich ziemlich von selbst, daB auch das
Spiegelungsproblem hier dieselbe Losung finden mufl wie bei ihm. Wir
koénnen uns daher ziemlich kurz fassen, indem wir z. B. auf EWALDs
Darstellung im GEIGER-ScHEELschen Handbuch verweisen.

Immerhin miissen wir auf einen Unterschied zwischen der EWALD-
WarLERschen Form der Theorie und der neuen Fassung hinweisen.
In ersterer spielen beim Reflexionsploblem neben den der dynamischen
Grundgleichung gehorchenden ,,Binnenwellen* auch ,innere Rand-
wellen‘* eine Rolle, die keiner dynamischen Bedingung unterliegen. Sie
treten in der Natur deswegen nicht auf, werden in der Rechnung auch
nur verwendet, um gewisse andere, ebenfalls dynamisch unmégliche,
aber rechnerisch zunichst auftretende Wellen aufzuheben. Bei uns
gibt es derartige innere Randwellen nicht. Man kommt in Wider-
spriiche, falls man versucht, einen dem Ansatz 8) dhnlichen, aber Rand-
wellen entsprechenden Ansatz durchzufiihren. Dafiir brauchen wir sie
aber auch nicht zu dem erwidhnten Zwecke, weil dynamisch unmégliche
Wellen bei uns gar nicht vorkommen. Trotzdem 14Bt sich zeigen, daB
beim Reflexionsproblem die Zahl der Bestimmungsgleichungen fiir die
Vektoren, D,,, D, dieselbe ist, wie bei EWALD oder WALLER, und daf
diese auch die gleiche Form haben. Der erwihnte Unterschied ist also
ein rein formaler.

Ein weiterer Unterschied besteht noch hinsichtlich der Grenzflidche des
Kristalls. EwaLD und wohl alle anderen Autoren, welche von Dipolen
an einigen Punkten der Zelle sprachen, konnten den Kristall von einer
Ebene im mathematischen Sinne begrenzt denken. Diejenigen Dipole,
welche nach der Gittergeometrie auf deren duBerer Seite liegen sollten,
waren dann eben nicht mehr vorhanden. Wir diirfen dies nicht tun, weil
eine mathematische Ebene im allgemeinen Teile der stetigen Ladungs-
verteilung abtrennte, welche zu einem Atom gehoren, dessen Hauptteil
noch auf der Innenseite der Ebene lige. Eine solche Grenzziehung ent-
spriche bestimmt nicht der Wirklichkeit. Es ist {iberhaupt nicht leicht
zu sagen, wie die Begrenzung eigentlich beschaffen istI. Unabhingig
von jeder Hypothese wird man sagen diirfen, daB bei einer strengen Be-
handlung des Problems die Kreuzgitterspektren auftreten miiBten,
weiche in dem in der Grenze liegenden Atomnetz ihre Ursache haben.
I Vgl. hierzu: Laug, M. v.: Berl. Sitzungsberichte 1930, S. 26. Von den
Abweichungen vom Normalwert, den die Gitterkonstanten doch wohl nahe
der Oberfliache zeigen miissen, ist hier wie dort nicht die Rede. Obwohl sie

nach den Erfahrungen mit der Elektronenbeugung nicht bedeutend sind,
liegt darin eine weitere Vernachlissigung.
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Aber diese Wellen setzt auch EwaLps Theorie mit Recht als so'schwach
voraus, dafl von ‘ihnen nicht die Rede zu sein braucht, soweit sie nicht
durch die Tiefenwirkung im Raumgitter verstirkt werden.

Die Grundlage aller einschlidgigen Betrachtungen ist der Satz: Lings
zweier zur Begrenzung parallelen Ebenen, von denen die eine ganz
im Inneren, die andere ganz im AuBeren verliuft, miissen die Phasen
zweier Wellen, die sich im Inneren und im AuBeren entsprechen, mit der-
selben Geschwindigkeit fortschreiten. Daraus ergibt sich sofort das Bre-
chungsgesetz und die Rechtfertigung dafiir, da man nach ihm (oder
aus der Grenze der Totalreflexion, was dasselbe ist) den Brechungsindex

= I—|— > Yo miBt, sofern nur ein Strahl im Inneren auftritt.

Weit w1cht1ger ist der Fall, daB zwei Strahlen auftreten, aber beide
in der Einfallsebene liegen — eine Voraussetzung, die nicht selbstver-
stindlich ist. Wir bezeichnen mit &' den Ausbreitungsvektor der
duBeren Welle; sein Betrag ist 2. Sodann ziehen wir nach dem Vorgang
von EwALD und WALLER im Raume des reziproken Gitters (Abb. 4a
und 4b) den Vektor OP=— &*. Da P nicht auf der Dispersionsflache
liegen wird, suchen wir dann die Anregungspunkte AT und 4* so auf
der Dispersionsfliche, daB sie auf der zur Grenzfldche senkrechten Ge-
raden PP’ liegen. Dadurch ist gewihrleistet, daB die tangen-
tiellen Komponenten von &, und &% iibereinstimmen. Da not-
wendig zwei solche Punkte da sind, sofern beide Strahlen &,, ®,, ins
Innere des Kristalls gerichtet sind (Abb. 4a), gibt es im Kristall zwei
Wellenfelder, welche dieser Forderung gentigen. IThre Uberlagprung ergibt
die Pendellssung EwALDs, bei der die beiden Strahlen &), 8 sowie
Q) &) wegen ihres geringen Richtungsunterschiedes zu raumhchen
Schwebungen AnlaB geben. Die relative Stirke beider Wellenfelder ergibt
sich aus der Forderung, daB sich gewisse FeldgroBen der Wellen &
und § langs der Grenze aufheben.

Wir aber beschiftigen uns hier mit dem weit wichtigeren Fall, daB
die Richtung ®,, ins AuBere weist (Abb. 4b). Dann kénnen die An-
regungspunkte AT und A” reelle Schnitte von PP’ mit der Dispersions-
fliche reel sein, es ist aber auch moglich, daB keine reellen Schnitte
existieren.

Im letzteren Fall erhalten beide Vektoren &, §,, imagindre Zusitze,
und zwar fiir jedes der Wellenfelder 4T und 4° beide dieselben Zusitze,
wie schon frither gezeigt. Da die Verschiebungen PA zur Grenze senkrecht
sind, sind auch diese imaginiren Anteile von &, &, senkrecht dazu. Das
bedeutet, daB ihre Amplituden in der Normalrichtung wachsen oder ab-
nehmen, je nachdem die erwihnte Verschiebung PA in ihrem imagi-
niren Bestandteil positiv oder negativ ist. Ist sie bei PAT positiv, so
ist sie notwendig bei PA* negativ, da sich diese Verschiebungen aus
einer Gleichung mit reellen Koeffizienten (nimlich der Gleichung der



Die dynamische Theorie der Rontgenstrahlinterferenzen in neuer Form. 155

Dispersionsfliche) berechnen [vgl. Gleichung (24)]. Folglich wichst die
Amplitude des einen Wellensystems in Richtung nach innen. Ist der
Kristall unendlich dick, so muB3 dieses Wellenfeld Null sein, weil unend-
liche Amplituden der Natur der Sache nach unzuldssig sind.

Es. bleibt dann nur ein ins Innere abklingendes Wellenfeld iibrig.
Die Energie des einfallenden Strahles findet sich deswegen ganz in dem

Abb. 4a.

Abb. 4b. Erliuterung zur Theorie der Reflexion und Brechung.

austretenden Strahl wieder, man erhilt somit eine durch die Raumgitter-
struktur bedingte Abart von Totalreflexion. Diesen, bei der BRAGGschen
Spiegelung an Kristallen verwirklichten Vorgang wollen wir nun rechne-
risch untersuchen. Wir nehmen .aber im Gegensatz zu der BraGGschen
Anordnung nicht an, daB die Grenzfliche mit der spiegelnden Netzebene
identisch, also zu Om =b,, senkrecht ist; sie mag vielmehr von dieser
um den Winkel ¢ abweichen.
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Der Punkt P hat nach Konstruktion von O den Abstand %, von m
hingegen den Abstand %(xte¢,,), wie in §2. Ist L der Punkt, welcher
von O und von # den Abstand % besitzt, so 148t sich «,, durch den Ab-
stand LP ausdriicken. Denn die Projektion von LP auf die Richtung
OL ist gleich ka,,. Bezeichnet ®, wie frither, den Winkel OLm, so ist
PL sin @ diese Projektion, da Pl zu OI senkrecht steht. Folglich:

ko, = PL sin 6.
Weiter ist aber OP gleich. # mal dem Winkel POL, und dieser ist die
Differenz des Einfallswinkels von %, nimlich des Winkels ZP0 =

o ?

und des Winkels ZLO :;ﬂ;-;@—.}—(p. Es ist schlieBlich
1 1
Sn—50=1s, (22)
d. h. gleich dem Einfallswinkel yz, wie er der Bracgschen Gleichung
nh=2d cos yz
entspricht. Folglich:
Oy = (/"‘/B"(/’)Sln@ (x _/B—(P)Slnz/b’ (23)
Die Grife a,, ist somit Funktion des Einfallswinkels y.
Die Strecke P4 habe die Linge 2d; wir rechnen d positiv, wenn sie

nach innen weist. Thre Komponente nach der Richtung mP betrigt
— kd cos (x+0) und ist gleich dem Lingenunterschied von mP =k

(1+a,,) und mA =|8,,| =k(1+¢,). Also
& = Cpyy — O cos (z+ 6G).
Da OP =4, gilt als Analogon fiir den Anregungsfehler ¢, die Bezichung
& = — 0 cos %.
Man kann hier statt y auch yz-} ¢ schreiben, da der Unterschied nach

(23) klein ist. Mittels dieser Substitutionen verwandelt sich die Disper-
sionsgleichung (17)

) (2 €6 — wo) (2 Ee — wo) = I,L'm w—m
in:

(—20 cos y— o) (20, — 20 cos (1 + O) — Yo) =W Y-
Mit den Abkiirzungen:
Cos y =CoS (Y + ¢) =70,
cos (y+ @) =cos (ya+ @+ 0) =—cos (y3— @) =yn

lautet die Losung dieser Gleichung fiir die Lage eines Anregungspunktes
auf der Geraden PP':

o=ibn e = e G =) 5 e

Wir bestitigen hier die obige Behauptung, daB, falls § komplex ausfillt,
die beiden Werte zueinander konjugiert sind.
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Dieser Fall kann nun freilich nicht auftreten, wenn die beiden Co-
sinus Y., ¥,, positiv sind, d. h. wenn beide Strahlen ins Innere gerichtet
sindr. Hat aber &, die Richtung nach auBen, so ist y,, negativ; die in
der letzten Gleichung stehende Wurzel ist imaginir, wenn

—_—
I m
_wo(I —_— M)_l/m_‘m < Oy < l/’o (I - M) -+ ]/ ——’%-lpmw—-m)
2 \ 7o Yo Yo Vo

oder nach (23):

. \_[ Yol ”’”) ]/*m} <y—s+¢)

sin 2 ¥ B

. o -
Ve / Y - .
sinzzs [? o (I - 7) e ‘]

o

(I

Hierdurch ist der Winkelbereich der ,,Totalreflexion' abgegrenzi. Seine
Mitte liegt bei

/M—/B‘f‘(P‘i‘m<I o J‘%) ()
Seine Breite ist
", jl;l ’ I
1= g2 X8 V Vo W—m (V)

Ist y=o0, d.h. die Grenzfliche die den Strahl &, spiegelnden Netz-
ebene, so wird y,, =—79,, also

Y,
/ﬂl—/3+;m2/3 (IITa)

dﬂ _;1'112/81 lpmw-m (IV&)

Dies stimmt vollkommen mit den Formeln EwALDs und WALLERs tiber-
ein. Aus (IITa) ergibt sich die bekannte Korrektur am BracGschen
Gesetz zur Berechnung der Wellenlinge; nach (IV) oder (IVa) ist die
Breite proportional zum Absolutwert des Strukturfaktors v,,. Da die
Reflexion eine totale ist und auBerhalb dieses Bereiches stark abnimmt,
bestimmt diese Breite, sofern ein einigermaBen weit gedifnetes Strahlen-
biindel einfillt, anndhernd auch die Stdrke der Reflexion. Diese ist
daher ebenfalls zum Absolutwert |%,,| proportional, nicht, wie nach der
elementaren Theorie, zu |y, [".

Dies alles bezog sich, wie die dabei zugrunde gelegte Dispersionsglei-
chung (17), auf Schwingungen senkrecht zur Ebene der beiden Strahlen,
die hier zugleich Einfallsebene war. Fiir die Schwingung in dieser Ebene
dndert sich, wie wir aus §3 wissen, nichts, als daB sowohl y,, als y_,,
mit dem Faktor cos @ = — cos 25 zu versehen sind. Also tritt in (27)
und (27a) rechts der Faktor |cos 2 5| hinzu.

Ist ,, =%_,,=v,, so ist nach (IIla) und (IVa) 5 die obere Grenze
der y-Werte, fiir welche Totalreflexion der Schwingung senkrecht zur

* Dies beweist, wie oben erwéhnt, auch Abb. 4 a.
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Einfallsebene stattfindet. (Man beachte, daB y, negativ!) So hat es
auch EwaALD dargestellt. Im allgemeinen gilt dies hingegen nicht. Es
kommt auf das Verhdltnis }ip,, ¢ _ ../t an, ob xz in jenem Bereich
oder auBerhalb liegt. Wegen der Ungleichung (3) kann freilich der
Bereich nicht beliebig weit iiber yp hinausreichen, es sei denn, daf die
Bedingung fiir (3) — tberall in der Zelle dasselbe Vorzéichen von ¢ —
verletzt ist. Diese wird gewil erfiillt sein, wenn die Frequenz der
Schwingung groBer ist als die Frequenzen aller Eigenschwingungen der
Elektronen; wenn die Schwingung also kurzwelliger ist als selbst die
K-Kanten der chemischen Elemente, die im Kristall auftreten. - Sonst
aber kann man zweifeln. Empirisch ist diese Breite nur in den seltenen
Fillen bestimmt worden, in denen hinreichend fehlerfreie Kristalle vor-
lagen. Und dann war die Schwingung wohl immer kurzwellig genug.

Fir die Schwingung in der Einfallsebene ist die Breite des Bereiches
der Totalreflexion unter allen Umstdnden kleiner als fiir die Schwingung
senkrecht dazu, und zwar um den Faktor [cos 2 yz|.
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I. Einleitung.

Der Vorstellung, dal die Molekiile aus elektrisch geladenen Teil-
chen, Kernen und Elektronen aufgebaut sind, waren die Versuche von
KosseL und LEw1s entsprungen, im Zusammenhang mit der BorRschen
Theorie, die Eigenschaften der Molekiile und die sie zusammenhaltenden
Krifte elektrostatisch zu deuten. Beriicksichtigte man noch die Polari-
sierbarkeit der Ionen (BornN, HEISENBERG, HUND), so konnte man die
Gestalt und die Stabilitit von einfachen heteropolaren Molekiilen ver-
stehen. Der erdriickenden Anzahl der organischen Verbindungen, den
homéoopolaren Molekiilen gegeniiber versagte jedoch die alte Quanten-
theorie, fiir die das Problem der Wechselwirkung zwischen neutralen
Atomen unbestimmt war. LEwIs * hat dann zuerst ausgesprochen, dafl
die homdopolare Bindung durch Elektronenpaare, die den gebundenen
Atomen in gleicher Weise zugehéren, vermittelt wird, ohne jedoch iiber
die Natur der Bindungskrifte Nileres aussagen zu kénnen. Erst die
Quantenmechanik (HEITLER und LonDoN)?, die die homdopolare Bin-

1 Valence and the Structure of Atoms and Moleculs, New York 1923.
2 Vgl. z. B. HErtLER, W.: Physik. Z. 31, 185 (1930).
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dung als ein Resonanzphinomen deutet, ertffnete uns den Weg, die
Wechselwirkung zwischen neutralen Atomen zu erkennen und die
Eigenschaften solcher Molekiile, z. B. die Abhingigkeit der Wechsel-
wirkungsenergie vom Kernabstand zu berechnen.

Die Theorie der chemischen Bindung ist dann in jiingster Zeit
durch die Arbeiten von Pauring® und SLATER® ganz wesentlich ge-
fordert worden, die gezeigt haben, wie man in vielatomigen Molekiilen
die Richtung und die relative Stirke der Valenzkrifte, die auf der
Resonanzenergie der die Bindung vermittelnden Elektronen beruhen,
erhalten kann. Dabei ergibt sich, daBl z. B. im Falle eines C-Atoms mit
vier einfachen Bindungen die Richtung und Stdrke einer Bindung
nicht wesentlich durch die am gleichen Atom angreifenden Bindungen
beeinfluBt werden, entsprechend der Erfahrungstatsache, daB man
bei organischen Molekiilen viele Eigenschaften, wie das elektrische
Moment, die Polarisierbarkeit, die innere Energie und dergleichen
als Summe der den einzelnen Bindungen zugehorigen Werte darstellen
kann. Das ist allerdings nur gendhert moglich, denn tatsidchlich werden
diese Bindungseigenschaften durch die am gleichen Atom angreifenden
Bindungen merklich beeinfluit und es ist eine der wichtigsten Auf-
gaben, wenn man iiber die noch sehr allgemeinen Aussagen der Theorie
hinaus kommen will, den Betrag und die Reichweite dieser Einfliisse,
etwa aus den Abweichungen von der Additivitit der Bindungseigen-
schaften (Verbrennungswirmen, elektrische Momente usw.) zu bestim-
men. Das ist um so wichtiger, als die genauere Beriicksichtigung der
gegenseitigen Stérung (Polarisationseffekte), der verschiedenen Bin-
dungen zugehorigen Elektronen der Theorie die griBten Schwierig-
keiten bereitet und daher vorldufig nicht beriicksichtigt werden kann.

So erscheint es berechtigt und sogar notwendig, auch auf einem
mehr empirischen Wege die ,,Physik der chemischen Bindung* zu
entwickeln, um so zu einem tieferen Verstindnis der Struktur, der
Physik und der Chemie des ganzen Molekiils zu gelangen.

Dazu miissen wir uns .nach mdglichst vielen voneinander unab-
hingigen Methoden umsehen, mit deren Hilfe wir einzelne charakte-
ristische GroBen des Molekiils bestimmen und die Wechselwirkung von
benachbarten Bindungen, Atomen und Atomgruppen studieren kénnen.
Nach dieser Seite ist besonders die DEBYEsche Dipoltheorie, gestiitzt
auf zahllose Messungen an organischen Molekiilen, erfolgreich gewesen
(vgl. z. B. die Berichte von J. ESTERMANN und H. Sack in diesen Ergeb-
nissen, Bd. 8, 1929). Auch aus den Daten iiber Verbrennungswirmen
lassen sich nach STUART (55) weitgehende Schliisse auf die GréBe der
Wechselwirkungsenergie ziehen.

 PaurLing, L.: J. amer. chem. Soc. 53, 1367 (1931).
2 SLATER, ]J. C.: Physical Rev. 37, 481 (1931).
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Es soll nun im folgenden iiber zwei Methoden berichtet werden,
die erst in jiingster Zeit zu Molekiilbaufragen herangezogen worden
sind und die vor allem den optischen Symmetriegrad eines Molekiils
bestimmen und die Reichweite der innermolekularen Krifte erkennen
lassen.

Es sind das einmal die Untersuchungen des Depolarisationsgrades
bei der molekularen Lichtzerstreuung, aus denen allein aber nicht viel
entnommen werden kann, und vor allem die Methodik des KErr-Effekts,
die in den letzten Jahren weit entwickelt worden ist, und eine Reihe
interessanter Ergebnisse geliefert hat. So 148t sich allgemein mit Hilfe
des KERrr-Effekts das optische Polarisationsellipsoid, das die optische
Anisotropie eines Molekiils miBt und das daher neben dem elektrischen
Moment eine weitere elektrische charakteristische Konstante des Mole-
kiils darstellt, bestimmen. Aus den optischen Symmetrieeigenschaften
lassen sich dann weiter die geometrische Struktur des Molekiils ableiten,
sowie Fragen der Valenzwinkelung und der freien Drehbarkeit be-
handeln. Es ist ferner sehr wahrscheinlich, dafl die Anisotropie der
Molekiile von groBem EinfluB} auf die intramolekularen Krifte ist, die
sich in den vaN DER WaaLsschen Kriften, bei Assoziationserscheinungen,
bei der Oberflichenspannung, Kondensation und dergleichen duflern, doch
wissen wir nichts Niheres dariiber. So mége dieser Bericht, der einen
Uberblick iiber den heutigen Stand unseres Wissens in diesen Fragen
geben soll, vielleicht zu weiterer Bearbeityng dieses noch sehr ent-
wicklungsfihigen Gebietes anregen.

I1. Depolarisationsgrad bei der molekularen Lichtzerstreuung
und die Anisotropie der Molekiile.

1. Depolarisationsgrad und Anisotropie der Polarisierbarkeit.
Bringen wir ein Molekill in ein elektrisches Feld E, so erhilt es ein
induziertes elektrisches Moment

wi=y-E. (1)

9 ist also das vom Felde eins (absolute Einheiten) induzierte elektrische
Moment oder die Polarisierbarkeit, auch Deformierbarkeit des Molekiils.
Je nachdem das Molekiil von dem hochfrequenten Felde einer ein-
fallenden Lichtwelle oder in einem elektrostatischen Felde polarisiert
wird, unterscheiden wir zwischen der optischen oder der Elektronen-
polarisierbarkeit y und der elektrostatischen Polarisierbarkeit a, zu der
auBer den Elektronen noch die Ionen und Radikale beitrageﬁ. Dabei
ist bekanntlich die erstere mit dem Brechungsindex durch die LORENTZ-
Lorenzsche Beziehung verkniipft

n*—1 M

n+rz2 g

= 4-32 N.y. (2)

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 11
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M das Molekulargewicht, ¢ die Dichte, N, die Zahl der Molekiile pro
Mol. Fiir die elektrostatische Polarisierbarkeit gilt die analoge Be-
ziehung

np—1 M

47
R -,
ni+2 o 3 L (3)

die bei dipollosen Molekiilen in die Formel von Crausrus-MosoTTI
ibergeht,
e—1 M
&+ 2 ) 0

S

=% N:e (4)

Wire das Molekiil isotrop, d. h. wire die Polarisierbarkeit in allen
Richtungen gleich, so wiirde bei der molekularen Lichtzerstreuung an
Gasen oder Dampfen das senkrecht zum einfallenden Strahl beobachtete
Streulicht immer linear polarisiert sein, da in diesem Falle (isotroper
Resonator) die Schwingungsrichtung des induzierten Momentes oder des
Streumomentes immer mit dem elektrischen Vektor des erregenden
Lichtes zusammenfallen wiirde. In Wirklichkeit ist aber das Streulicht
fast immer depolarisiert. Diesem Umstande, dass also das Molekiil in
verschiedenen Richtungen nicht gleich stark polarisierbar ist, wird die
Theorie (Lord RavrLEiGH!) dadurch gerecht, daBl sie dem Molekiil hin-
sichtlich seiner Polarisierbarkeit die Symmetrie eines dreiachsigen
Ellipsoides zuschreibt. Das bedeutet, dal in drei ausgezeichneten
Richtungen, die durch die Hauptachsen des Deformations- oder Polari-
sationsellipsoides gegeben sind, die vom Felde eins induzierten elek-
trischen Momente nicht mehr gleich sind, jedoch mit der Richtung der
erregenden Kraft zusammenfallen, wihrend bei Polarisation in jeder
anderen Richtung das im Molekiil induzierte resultierende elektrische
Moment nicht mehr in die Richtung der erregenden Kraft fillt. Die
Folge ist dann die Depolarisation des Streulichtes.

Fiir die Lichtzerstreuung an Gasen und Ddmpfen besitzen wir eine
quantitative Theorie, die von Gans (13, 16) entwickelt worden ist und die
natiirlich auf Molekiile mit mindestens rhombischer Symmetrie, d. h. auf
optisch inaktive Molekiile beschrinkt ist, mittels derer wir aus dem ge-
messenen Depolarisationsgrade die Anisotropie der optischien Polarisier-
barkeit eines Molekiils berechnen kénnen. Der Zusammenhang zwischen
dem gemessenen Depolarisationsgrade A (4 ist definiert als das Inten-

sitdtsverhdltnis %’1’ des parallel und senkrecht zum einfallenden Strahl

schwingenden Streulichtes, wenn senkrecht zum einfallenden Licht
beobachtet wird) und den optischen Polarisierbarkeiten, d. h. den
vom Felde eins in den drei Hauptachsen induzierten elektrischen

t Lord RavreiGH: Philosophic. Mag. 35, 373 (1918).
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Momenten b:, b, und d; stellt sich fiir einfallendes natiirliches Licht
so dar®:

S _ (B b B b 030 _ s, )
6, 2[by+ b, + byl = 5
dabei ist
b1+b2+b3_4 _n—1
T3 ' Taan (6)

N die Zahl der Molekiile pro Kubikzentimeter. 8° ist also ein MaB fiir
die optische Anisotropie des Molekiils und ergibt sofort als obere Grenze
fir die Differenz b,—5b,,

|bp—b| < 2- V3-0- y oder (b,—b,) <1205 )
Besitzt das Molekiil eine Symmetrieachse, ist also etwa by =53, s0O
erhdlt man aus (5) und (6)

o 454, 454 (n-1)
=) = V=6, 5 sr e ®)
und
_3m—1
b, +2b,= e (9)

Da die eine Gleichung vom zweiten Grade ist, ergeben sich fir o,
und b, zwei Losungen, von denen die eine, &; > b,, einem verldngerten,
die andere, b:<(b,, einem abgeplatteten Rotationsellipsoid entspricht.
Zwischen beiden Losungen 4Bt sich immer mit Hilfe der Theorie der
atomaren Dipole, die den Zusammenhang zwischen der geometrischen
Form des Molekiils und dem Polarisationsellipsoid erklirt und die im
Abschnitt (3) eingehend behandelt werden wird, entscheiden.

t Anschaulich (s. Abb. 1) ergibt sich die Depolarisation des Streulichtes in
folgender Weise. b: und b, seien zwei der Hauptachsen des Deformations-
ellipsoides. Der Vektor € des einfallen-
den linear polarisierten Lichtes zerfallt
dann in die beiden Komponenten €:
und €,, die die Momente u: = b:-€:
und g, = b,-§, induzieren. Nur wenn
br = b, ist, Fall der isotropen quasi-
elastischen Bindung, fillt das aus u:
und u, resultierende Streumoment in
die Richtung von €. Sonst ist es immer
um einen Winkel ¢, der von der
Anisotropie b,—b, und von dem Winkel
zwischen € und den Achsen abhingt,
gegen € geneigt (fiir einen linearen Abb. 1.

Oscillator b, = o wiirde das Moment

immer in die Richtung 1 fallen). Fiir das einzelne Molekiil erhalten wir
also immer noch linear polarisiertes Licht, erst die Summierung iiber alle
gleich wahrscheinlichen Lagen des Molekiils gibt depolarisiertes Licht, dessen
Intensitit und Polarisation mittels der Theorie des elektrischen Dipols
berechnet werden koénnen.

A

1%
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2. Einflufl des Ramaneffekts. Die klassische Theorie kennt nur
eine unverschobene Streustrahlung, aus deren Depolarisationsgrad sich
die Anisotropie des Molekiils berechnen 148t. Es erhebt sich nun die
Frage, wie weit hingt der unter den {iblichen Versuchsbedingungen
(weiBes Licht) beobachtete Depolarisationsgrad vom Raman-Effekt ab
und wie weit ist unsere bisherige Berechnung der Anisotropie richtig.

Experimentell ist dariiber wenig bekannt. Hinsichtlich des Inten-
sitdtsverhiltnisses der RAMAN-Strahlung zur RaviEIGH-Strahlung liegen
nur grobe Schitzungen vor. Als RAMAN-Strahlung bezeichnen wir im
Folgenden Linien, die durch eine Anderung der Oscillationsquantenzahl
um An=1, 2, 3 . .. entstehen, als RAVLEIGH-Strahlung solche Linien fiir
die An=o0 ist. Die RAYLEIGH-Strahlung umfafBt also auch die Raman-
Rotationsfeinstruktur der erregenden Linie, die aus den P-, Q- und
R-Zweigen® besteht, entsprechend einer Anderung der Rotationsquanten-
zahl Am=—2,0 und + 2.

Da die klassische Streustrahlung kohirent ist, also vom Ordnungs-
zustand der streuenden Molekiile abhingt, die Raman-Strahlung dagegen
als inkohirente Strahlung im Wesentlichen der Zahl der streuenden
Molekiile pro Volumeneinheit proportional ist, verstehen wir, daf in
Kristallen die Intensitit der Raman-Strahlung etwa die Hilfte, in
Fliissigkeiten nicht mehr als einige Prozent und in Gasen nur noch
ungefihr ein Tausendstel der klassischen Streustrahlung ausmacht®.
Aus diesem Grunde wird der bei Gasen beobachtete Depolarisationsgrad
durch die Raman-Strahlung, auch bei volliger Depolarisation derselben,
nicht beeinfluBBt werden.

Messungen der Intensititen und Polarisationen der Rotationsfein-
struktur in der RaviricH-Strahlung liegen noch nicht vor. Die bis-
herigen Untersuchungen erstrecken sich nur auf die Auflésung dieser
Zweige in die einzelnen Rotationslinien und auf die Ausmessung deren
Abstande, so z. B. die schénen Untersuchungen von RASETTI (46) an
der Rotationsfeinstruktur von Stickstoff und Sauerstoff. Die Intensitits-
und Polarisationsverhiltnisse sind im einzelnen noch nicht untersucht
worden. Wir kennen nur den aus der gesamtenRAYLEIGH-Strahlung
resultierenden Depolarisationsgrad, wie ihn die iiblichen bisherigen
Messungen bei der molekularen Lichtzerstreuung ergeben. Doch haben
bereits RAMAN und KRISHNAN3 beobachtet, daB die verbreiterten Réin-
der der erregenden Linie im Gegensatz zur Linienmitte ganz unpolarisiert
sind und daB die Verbreiterung der Linie mit der Anisotropie des Mole-
kiils zunimmt. Da die Intensitdt dieser Rotationsfeinstruktur einen
merklichen Betrag (z. B. etwa 2% im Falle des 0,) ausmacht, wird der

* In unserem Falle reduziert sich der Q-Zweig natiirlich auf eine ein-
zige, namlich die erregende Linie.

2 Vgl. etwa PriNgsHEIM, P.: Handb. d. Physik 21, 620 (1929).

5 Rawman, C. V. u. Krisunan, K. S.: Proc. roy. Soc. Lond. 122, 23 (1928).
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aus allen Komponenten resultierende beobachtete Depolarisationsgrad
auch von der Intensitit und Polarisation der Rotationslinien mitbe-
bestimmt. Weitere Beobachtungen liegen nicht vor, doch vermag die
Theorie, wenigstens fiir den einfachen Fall eines zweiatomigen gasfor-
migen Molekiils schon heute erschpfende Auskunft zu geben.

Von MANNEBACK (33—39) sind aus der KRaMERS-HEISENBERGschen
Dispersionstheorie fiir den Fall eines zweiatomigen Molekiils im Gas-
zustand Formeln fiir die parallel und senkrecht zum erregenden elek-
trischen Vektor des einfallenden Lichtes schwingenden Komponenten
der Streumomente entwickeit worden, aus denen sich die Intensitits-
verhéltnisse der RamaN- und der RAYLEIGH-Strahlung ableiten lassen.
Dabei ergibt sich Folgendes: Die Intensititen der parallel und senk-
recht schwingenden Komponenten der RAYLEIGH-Linien sind propor-
tional teils 9? teils (b:—5,)°. Die Intensitdten der entsprechenden Kom-

f2

« . . . I
ponenten der RamaN-Linien, An=1, sind dann proportional sz -y

I .. 7 L.
bzw. S (0:'—0b.")2. Dabei ist #2 = : % d.h. von der GroéBenordnung

’
osc

00— /5000- ¥"» b Und b sind ein MaB fiir die Anderung der Polarisier-
barkeiten mit dem Kernabstand 7, d. h. mit der Amplitude der Kern-
schwingung und sind durch folgende Gleichungen, in der die Polarisier-

barkeiten beim Abstand » der Kerne v,., b1, oder b,, als Potenzfunktion

von —1% dargestellt werden, definiert:

o

r—" 4 /V)—(/O u 7 .
71/=7+T.7 R (;*1>7 ; (IO)

und entsprechende Gleichungen fir b, und b,,; 7, ist der Abstand im
schwingungslosen Zustand, y, &: und b, -die zugehdrigen Polarisierbar-
keiten, wie sie im allgemeinen durch den Depolarisationsgrad und den
KEerr-Effekt gemessen werden.

Wir sehen, daB die Intensitit der RaMaN-Linien nicht von den
Polarisierbarkeiten und der Anisotropie selbst, sondern von deren Ande-
rung mit dem Kernabstand abhingt. Uber die Anderung von 4, mit
der Amplitude wissen wir fast nichts, zumal uns Daten {iber die Tem-
peraturabhingigkeit des Brechungsindex bei hdheren Temperaturen fast
gdnzlich fehlen. Doch kénnen wir aus dem beobachteten Intensitits-
verhdltnis der Ramax- und RAYLEIGH-Strahlung schlieBen, dall v’ von
der GréBenordnung von y ist (STUART (53)].

Wegen der Kleinheit von x»* wird auch die Intensitit der Ramax-
Linie An=1 sehr klein bleiben. Die Intensitit der hoheren Ramax-
Linien An=2, 3--+7 ist im wesentlichen »?‘ proportional, nimmt also
rapid ab, so daf3 Linien mit An= 2 schon kaum mehr beobachtet werden
kénnen. So fithrt auch die Theorie zum Ergebnis, daB bei Gasen die
Raman-Strahlung den Depolarisationsgrad im allgemeinen nicht merk-
lich beeinflufit.
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Wir betrachten jetzt das aus den P-, Q- und R-Zweigen bestehende
RAVLEIGH-Spektrum. Denkt man sich die RavyrLEicH-Linien in nur drei
Komponenten, einen zusammengeschmolzenen P-, Q- und R-Zweig, auf-
gespalten, so kann man fiir ein zweiatomiges Molekiil nach MANNE-
BACK (33) die relativen Intensititen und die Polarisationen dieser drei
Anteile berechnen. Es ergibt sich dabei, daB die Intensitdt der P-,
und R-Zweige dem Quadrat der Anisotropie im schwingungslosen Zu-
stand, b:—0,, proportional ist. Ein im Grundzustand véllig isotropes
Molekiil besitzt also keine Rotationsfeinstruktur der RAYLEIGH-Linie!.
Die Depolarisation der Rotationslinien bei einfallendem linear polari-
siertem Licht ist immer 3/,. Berechnet man nun den aus allen drei
Zweigen resultierenden Depolarisationsgrad mittels der MANNEBACKschen
Formeln aus der Anisotropie 61— b,, so erhélt man genau denselben De-
polarisationsgrad, den die klassische Theorie ergibt.

CABANNES u. RocarD (7) haben auf dem Boden der MaxwELLschen
Theorie (RamaN-Linien als Kombinationslinien aufgefaBt) fiir die Rota-
tionsfeinstruktur iibrigens dieselben Resultate wie MANNEBACK abge-
leitet und fiir ein Molekiil mit Rotationssymmetrie gezeigt, daB die
Intensititen der parallel und senkrecht zum elektrischen Vektor des
einfallenden Lichtes schwingenden Komponenten insgesamt denselben
Wert fiir den Depolarisationsgrad ergeben wie die alte klassische Theorie.

Wir haben also das wichtige Resultat, das mindestens fiir Molekiile
mit einer Symmetrieachse im Gaszustand die Anisotropie durch die viel
einfacheren klassischen Formeln (5), (8) und (g) bestimmt werden kann.
Nur vermittelt uns die Quantentheorie eine vertieftere Auffassung vom
Wesen der Lichtzerstreuung und gibt uns weitere Aussagen als die
einfache Theorie der Lichtzerstreuung.

Aus der Tatsache, dafl die Intensitit der P- und R-Zweige von der
Anisotropie des Molekiils abhingt, ergibt sich eine experimentell ein-
fache Methode, auf die STuarT (53) hinweist, bei hochsymmetrischen
Molekiilen mit kleiner Polarisierbarkeit, wo Messungen des Depolari-
sationsgrades und des KErr-Effektes versagen aus der Rotationsfein-
struktur der RAYLEIGH-Linie die Anisotropie abzuleiten. Auf diesem
Wege miifite sich die Symmetrie des CH, und CCI, genau bestimmen
und die Frage entscheiden lassen, ob das CH,-Molekiil ein regulires
Tetraeder ist oder ob es eine andere Konfiguration besitzt. Die Unter-
suchungen von DICKINSON, DirroN und RaseTTI (11) am RAMAN-
Spektrum von gasférmigem Methan lassen leider nicht erkennen, ob die
RavrLEIGH-Linie selbst eine Feinstruktur besitzt oder nicht.

3. Die optische Anisotropie der Molekiile. Die alte Crausius-
Mosortische Theorie betrachtet die Molekiile als vollkommen leitende
Kugeln. Ersetzt man wegen der Asymmetrie der Molekiile die Kugeln

t Dagegen koénnen bei den Raman-Linien P- und R-Zweige auftreten,
da das Molekiil bei angeregter Kernschwingung anisotrop werden wird.
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durch Rotationsellipsoide, so ist im Sinne dieser Theorie die Form des
Molekiils durch den Depolarisationsgrad und die GroSe durch den
Brechungsindex bestimmt. Da sich aber aus den Messungen von A
nur die Differenz b, —b, ergibt, gehéren zu jedem A zwei Molekiilformen,
ein verlingertes und ein abgeplattetes Rotationsellipsoid. Diese Vor-
stellung von einem leitenden homogenen Teilchen trifft auf Metall-
kolloide, ultramikroskopische Teilchen, zu und fiir solche hat Gans (14)
mit Hilfe der von ihm erweiterten Theorie die Form bestimmt. Von
GANs (I6) ist ferner gezeigt worden, daf3, wenn man in derselben Weise
bei Molekiilen Form und GréBe im Sinne der alten Crausius-MosoTTI-
schen Theorie bestimmt, man Werte erhalt, .die gut zu den gaskinetisch
berechneten passen und die der wirklichen Form des Molekiils, so weit
man erwarten darf, entsprechen.

Unseren heutigen Vorstellungen vom Molekiil entspricht jedoch das
Bild eines leitenden homogenen Teilchens nicht mehr und wir wollen
uns daher mit einer anderen Deutung der optischen Anisotropie niher
beschéftigen. Wir werden dabei einiges iiber die Struktur der Molekiile
und iber die Stirke und Reichweite der intramolekularen Krifte er-
fahren.

Wir betrachten dazu mit SILBERSTEIN (47) die einzelnen Atome des
Molekiils als mindestens in erster Ndherung optisch isotrop. Dabei
stiitzen wir uns auf die Erfahrungstat-
sache, daBl Messungen des Depolarisations- @ @

. Ly ——>
grades an einzelnen Atomen, den Edel-

gasen, oder an kugelsymmetrischen Mole-

kiilen wie CCl, einen so kleinen Depolari- l N\ F
sationsgrad ergeben daB er angesichts & @ @
der Schwierigkeit der Messungen von o

nicht mehr unterschieden werden kann Abb. .

(vgl. auch Abschnitt 4).

Die bei Molekiilen beobachtete Anisotropie ist dann eine Folge der
wechselseitigen Polarisation durch die in den einzelnen Atomen oder
Atomgruppen vom Lichtfeld induzierten elektrischen Momente. Ein
Beispiel mége das anschaulich zeigen. .

Denken wir uns im Falle des CI,-Molekiils die Polarisationswirkung
eines elektrischen Feldes durch zwei gleiche im Mittelpunkt der beiden
Cl-Atome induzierte punktférmige Dipole ersetzt, so sieht man (siehe
Abb. 2) ein, daB sich in Richtung 1 infolge der wechselseitigen Influenz
eine Verstirkung, in Richtung 2 eine Abschwichung der induzierten
Momente ergibt, so da} dasselbe duBere elektrische Feld in Richtung 1
eine stirkere Polarisation als in Richtung 2 hervorruft. Daf solche
Polarisationswirkungen tatsichlich vorlianden sind und daB sie sich auf
die unmittelbar benachbarten Atome beschrinken, ergibt sich auch aus
anderen Beobachtungen (vgl. S. 171).



Auf Grund dieser Vorstellung sind von SILBERSTEIN (47), RamMaNa-
THAN (41, 42) u.a. quantitative Berechnungen durchgefiihrt worden.
Sind yp, und y, die Polarisierbarkeiten der isolierten Atome, wie sie den
Atomrefraktionen entnommen werden koénnen, und » der Abstand der
Atommittelpunkte, so wird das in Richtung 1 wirkende elektrische
Feld E in den Atomen I und 2 die Momente y, und u, erzeugen:

e+ )

Mo =72 (E + (2‘;32) .
iy

———y;‘ﬁbedeutet dabei das vom polarisierten Atom 2 im Atom I indu-

(1)

zierte Moment. In Richtung 2 werden dagegen folgende Momente
induziert:

Au,I =7z (E - %@T)
;é=%@?~%%

Da in unserem Falle p, +p,=0b,-E vnd u',+p,=b,-E=b, E ist,
finden wir

(12)

PO e e
by = . (3)
' I_4'71'?’2
76
2 YA
7/1+72_}—;3!—2
by=—————— - 1
’ [ ViV (x4)
6

4

Zusammen mit den Gleichungen (5) und (6) haben wir also vier
Gleichungen fiir die fiinf GréBen y,, y,, b,, b, und 7 aus denen wir, wenn
eine der Unbekannten etwa 7 aus sonstigen Daten bekannt ist, die
anderen vier berechnen koénnen.

Fiir den Fall eines aus zwei gleichen Atomen, y, =y, bestehenden
Molekiils vereinfachen sich die Formeln zu

2 2
b, = il £ S und b, = b3 = . (I )
¥r 5

I——"- 14+ L

¥3 s

Man kann aus diesen Gleichungen entweder, wenn b, und b, aus A
und # berechnet werden kénnen, y, und » oder umgekehrt wenn # be-
kannt ist, den Depolarisationsgrad bestimmen.

Wir geben in Tabelle 1 einige der so von CABANNES (6) berechneten
Abstinde, zusammen mit den aus spektroskopischen Daten abge-
leiteten? »-Werten, wieder. '

* Siehe z. B. MEckE, R.: Handb. d. Physik 21, 547 (1929).
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Tabelle 1.
‘ 4 beobachtet # - 108 berechnet # - 108 beobachtet
H, ‘ 0,027 1,44 0,75
0, i 0,064 1,56 1,20
N, 0,036 1,61 1,22
Cl, 0,043 | 2,35 1,98

Wie man sieht, ist die Ubereinstimmung nicht besonders gut. Immer-
hin erhilt man auf diesem Wege aus rein optischen Daten genihert die
richtige Gré8e der Molekiile, und zwar nicht schlechter als nach &lteren
Methoden?®, was als ein Beweis fiir das Vorhandensein einer intramole-
kularen Wechselwirkung angesehen werden darf.

DaB wir keine quantitative Ubereinstimmung mit der Erfahrung be-
kommen, ist nicht weiter erstaunlich und vor allem kein Beweis gegen
die Erkldrung der molekularen Anisotropie durch die wechselseitige Be-
einflussung der polarisierten Atome, da bei der bisherigen Rechnungs-
weise zwel Dinge vernachlissigt worden sind. Einmal ist es nicht zu-
lassig, das Feld eines polarisierten Atoms in Abstinden, die mit dem
Atomdurchmesser vergleichbar sind, durch das eines im Mittelpunkt des
Atoms lokalisierten punktférmigen Dipols zu ersetzen. Nun ergibt bei
dieser Idealisierung die Berechnung eine zu kleine Wechselwirkung oder
einen zu kleinen Depolarisationsgrad, d. h. bei Beriicksichtigung der iiber
das ganze Atom verteilten Polarisation wiirde sich aus einem gege-
benen 7 ein groBerer Depolarisationsgrad oder umgekehrt aus dem
beobachteten A ein noch gréBerer Abstand errechnen. Die Abweichung
von der Erfahrung wiirde also noch schlimmer werden. Es muf daher
noch ein anderer im entgegengesetzten Sinne wirkender EinfluB, durch
den die Anisotropie verringert wird, vorhanden sein. Dieser Effekt ist
durch die Verdnderungen in der Elektronenwolke des Atoms beim Ein-
bau in ein homd&opolares Molekiil gegeben. Wir wollen uns das so vor-
stellen. Zu den Atompolarisationen y, und y, tragen nur noch die nicht
an einer Bindung beteiligten Elektronen bei (y, und y, kénnen also jetzt
nicht mehr aus den bekannten Atomrefraktionen der einzelnen isoliert
gedachten Atome bestimmt werden), die wir gendhert als kugelsymme-
trisch um das Atom verteilt annehmen diirfen. Diese Restelektronen
sind vor allem fiir die wechselseitige Polarisation oder den Depolari-
sationsgrad malgebend. Die zwei Atomen zugehorigen Bindungs-
elektronen werden dagegen im Mittel eine ziemliche Symmetrie der
Verteilung besitzen?, so dalBl sie zur Gesamtpolarisation einen weniger

r Ein Vergleich mit den aus sonstigen Daten (Kristallgitter, innere
Reibung usw.) erhaltenen Abstinden ergibt eine viel bessere Ubereinstim-
mung, so dafl urspriinglich dieser Weg der Berechnung von # recht brauch-
bar erschien.

2 Sie befinden sich praktisch zwischen den beiden gebundenen Atomen.
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anisotropen Beitrag liefemn®. Das ergibt sich schon daraus, daB, je
gréBer der Beitrag dieser gemeinsamen Elektronen zur Gesamtpolari-
sation ist, desto groBer auch die Abweichungen zwischen den beob-
achteten und berechneten A oder »~Werten sind, so ist die Abweichung
beim CI, am kleinsten, beim H,, wo zwei unpolarisierbare Kerne, Atom-
refraktion Null!, innerhalb einer gemeinsamen Elektronenhiille sitzen,
am groften. Beim H,, wie bei den Hydridmolekilen NH,, HCI, H,S,

H,O0, die den Grenzfall bilden, verliert na-

Tabelle 2. tiirlich eine Anwendung der Theorie der ato-
Substanz 4 beobachtet  maren Dipole ihren Sinn. Diese Molekiile
HCI 0,008 haben ﬁbriggns alle, auch wenn sie elek'tri,sch
H,0 0,019 unsymmetrisch sind, d. h. ein elektrisches
H,5 0,01 Moment besitzen, einen sehr hohen optischen
NH; < 0,01

Symmetriegrad (sieche Tabelle 2). So steht
das HCI-Molekiil auch in optischer Hinsicht den Edelgasen Argon oder
Krypton sehr nahe.

Fiir das NO-Molekiil wiirde man einen Depolarisationsgrad erwarten,
der zwischen dem von N, und O, liegt, also 0,036< 4 < 0,064, beob-
achtet wird aber 4 =0,026, d. h. beim Zusammenbau eines N O-Molekiils
gehen nach CABANNES (6) viel stirkere Umwandlungen in der Elektronen-
wolke vor sich als beim IV, - oder 0,-Molekiil, und zwar in dem Sinne, daB
die optische Symmetrie des Molekiils wiichst. Dasselbe wurde fiir CO?,
A=0,021 gelten.

* Im Falle des Cl,-Molekiils wiirden wir uns folgende Vorstellung bilden
kénnen: Jedes isolierte C/-Atom enthilt 7 4ulere, namlich 2 s- und 5 p-Elek-
tronen. Die beiden s-Elektronen sind kugelsymmetrisch, die p-Elektronen
axialsymmetrisch verteilt. Im Molekiil befindet sich das die Bindung besor-
gende Elektronenpaar praktisch zwischen den beiden Kernen, so daBl es
voraussichtlich zur wechselseitigen Polarisation, d. h. zur Anisotropie keinen,
wesentlichen Beitrag liefert. Die s-Elektronen sind auch im Molekiil kugel-
symmetrisch um den Atomrumpf verteilt, die vier verbleibenden p-Elek-
tronen paarweise axialsymmetrisch (die Symmetrieachsen der beiden Paare
senkrecht zur Verbindungslinie der Kerne), so da3 diese verbleibenden fiir
die wechselseitige Polarisation maBgebenden 6 Elektronen keineswegs kugel-
symmetrisch um den Kern verteilt sind. Da wir aulerdem nichts Naheres
iiber die Polarisierbarkeit der einzelnen Elektronen wissen, wird das Problem
fiir eine halb wellenmechanische, halb klassische Behandlung zu verwickelt.
Vielleicht wire es aber moglich, riickwirts aus den Abweichungen der unter
der Annahme einer kugelsymmetrischen Verteilung berechneten Anisotropie
von, der beobachteten die Asymmetrie der Ladungsverteilung um die Kerne
zu bestimmen, wobei den 6 Elektronen gendhert ¢/; der Polarisierbarkeit
des Cl-Oktetts zuzuordnen wiren.

* Das spektroskopische Ergebnis, daf3 die Elektronen in NO weitgehend
beiden Atomen [BirGe, R. T.: Physic. Rev. 28, 1157 (1926)] zuzuordnen
sind, wiirde damit im Einklang stehen. Der Unterschied zwischen N, und
CO, die spektroskopisch ganz dhnlich sind, bleibt aber auf dieser Grundlage
unverstiandlich.
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Haverock (20, 21) hat die Rechnungen auf dreiatomige Molekiile
ausgedehnt. Dabei spielt der Winkel zwischen den Verbindungslinien
des Zentralatoms mit den beiden Auflenatomen eine maBgebende Rolle,
so daB sich hier eine prinzipielle Moglichkeit eréffnet, diesen Winkel zu
berechnen, nur ist vorliufig wegen des unbekannten Einflusses der
Bindungselektronen eine quantitative Berechnung ausgeschlossen.

Immerhin geben die Berechnungen des Depolarisationsgrades von
CaBANNEs (6) und RAMANATHAN (42, 43) bei einigen gestreckten drei-
atomigen Molekiilen (siee Tabelle 3) recht befriedigende Ubereinstim-
mung. Wie nach dem oben Gesagten zu erwarten, sind die beobachteten
Werte kleiner als die berechneten.

Tabelle 3.
4 berechnet 4 berechnet .
4 experimentell
CABANWES RAMANATHAN
N,O 0,133 ! 0,157 0,125
COo, 0,004 \ 0,108 0,098
CS, 0,125 ‘ 0,125 0,115

Auch {iber die Reichweite der Polarisationswirkungen innerhalb der
Molekiile sagen uns die Messungen des Depolarisationsgrades etwas aus.
Wiirde sich nidmlich die gegenseitige Beeinflussung der Atome auf das
ganze Molekiil erstrecken, so wiirde der Depolarisationsgrad mit ldnger
werdendem Molekiil zunehmen, wihrend wir bei den héheren Kohlen-
wasserstoffen praktisch Konstanz des Depolarisationsgrades finden.
Dazu kommt die Tatsache, daf3 die beobachteten Depolarisationsgrade
nie iiber 0,15 hinausgehen, wihrend sie theoretisch fiir den Fall voll-
kommenere Anisotropie b, =b, =0 den Wert o,5 erreichen sollten. Das
ist nur verstindlich, wenn die Polarisationswirkung auf die unmittelbar
benachbarten Gruppen beschriankt bleibt. Analoge Schliisse auf die
Stiarke und Reichweite der gegenseitigen Beeinflussung induzierter oder
permanenter Dipole lassen sich aus dem Verlauf der elektrischen Mo-
mente in homologen Reihen [STUART (51)] oder aus den Unterschieden
zwischen der inneren Energie von isomeren disubstituierten Benzolen
ziehen®. Auch Absorptionsmessungen zeigen, dafl ein EinfluB iiber die
—CH,~—CH,-Gruppe praktisch nicht vorhanden ist®. Sobald dagegen
ungesittigte Gruppen auftreten, einfache oder konjugierte Doppelbin-
dungen, steigt, wie chemische und physikalische Erfahrungen zeigen, die
Reichweite infolge der gréBeren Polarisierbarkeit dieser Systeme be-
trachtlich an. Dementsprechend sind die Depolarisationsgrade beim
Athan 0,016, beim Athylen 0,03 und beim Acetylen o,12.

Fassen wir zusammen, so kénnen wir sagen, da die Erklirung der
optischen Anisotropie durch eine wechselseitige Influenz der polari-

* STuarT, H. A. Erscheint im Journ. of amer. Chem. Soc.
2 Henri, V.: Etudes de photochimie.



172 H. A. STUART:

sierten Atome den Beobachtungen, soweit wir das erwarten koénnen,
gerecht wird und mit allen sonstigen Erfahrungen im Einklang steht.

Es erhebt sich jetzt nur noch die Frage, wie weit wir berechtigt sind,
irgendeinem Molekiil ohne Riicksicht auf seine sonstigen geometrischen
Eigenschaften in optischer Hinsicht die Symmetrie eines Ellipsoides
zuzuschreiben. Es 148t sich nun theoretisch zeigen®, das jedes Molekiil,
das aus isotropen Atomen besteht, dessen Anisotropie also nur eine
Folge der wechselseitigen Influenz ist, immer die Symmetrie eines drei-
achsigen Ellipsoides besitzt, d. h. ein sogenanntes LaNGEVIN-Molekiil ist,
auch wenn die geometrische Anordnung der Atome noch so unsymme-
trisch ist.

Bei unserer Zerlegung der Elektronen in solche, die das einzelne Atom
symmetrisch umgeben, also eine isotrope Atompolarisation liefern, und
in die nur eine kleine Unsymmetrie ergebenden Bindungselektronen
wird die Bedingung isotroper Elektronenwolken um das Atom genihert
erfiillt sein. So ist z. B. bei einem an vier anderen Atomen gebundenen
C-Atom das resultierende Elektronenoktett natiirlich kugelsymmetrisch
verteilt. Das ist nicht der Fall bei einem etwa an ein C-Atom ge-
bundenem Cl-Atom. Hier tragen aber wieder die Bindungselektronen
nur wenig, etwa */,, zur Oktettrefraktion des CI bei®.

Auch wenn die einzelnen Atome nicht isotrop polarisierbar wiren,
wiirde das Molekill natiirlich mindestens den Symmetriegrad seiner
geometrischen Struktur besitzen, es wiirde also das CCl,-Molekiil,
solange nun die Cl-Atome die Ecken eines reguldren Tetraeders ein-
nehmen, in jedem Falle Kugelsymmetrie besitzen.

Wir werden also keinen wesentlichen Fehler begehen, wenn wir
nicht aktiven organischen Molekiilen beliebiger Struktur in optischer
Hinsicht die Symmetrie eines dreiachsigen Ellipsoides zuschreiben.

4. Depolarisationsgrad und Molekiilstruktur. Die Ausfithrungen
des vorhergehenden Abschnittes haben ergeben, daff wir im allgemeinen
aus den Daten der Lichtzerstreuung allein nur qualitative Schliisse
ziehen konnen. Dazu kommt, daBl Messungen des Depolarisationsgrades
mit groBen Schwierigkeiten verkniipft sind, besonders wenn A oder #»
sehr klein werden und daB darum ihre Genauigkeit nicht grofi sein
kann (bei den iiblichen organischen Molekiilen ist A~ 0,02)3.

Die Edelgase: Bei den Edelgasen (siehe Tabelle 4) findet sich durch-
weg ein sehr kleiner Depolarisationsgrad, die Zahlen fiir Helium und
Neon sind zu unsicher, um diskutiert werden zu kénnen.

r Vgl. CaBaxnEs, J.: La diffusion de la lumiére, p. 20 ff. Paris 1929.

2 Eine Zwischenstellung wiirde das O-Atom mit zwei einfachen Bin-
dungen einnehmen, wo die Bindungselektronen die Halfte der Oktettrefrak-
tion ausmachen, aber natiirlich viel symmetrischer verteilt sind.

3 Wegen der MeBmethodik vgl. Gaxs, R.: Handb. d. exper. Physik 19
und CABANNES, J.: La diffusion de la lumiére. Paris 1929.



Kerr—Efat, Lichtzergreuung und Molekiilbau. 17 37

Tabelle 4.

4 beobachtet Beobachter1
Helium . . . . 0,065 STRUTT 1920
Neon . . . . . 0,01 CaBaNNES und GRANIER 1923
Argon. . . . . 0,0055 CABANNES 1920
Krypton . . . 0,0055 CaBANNES und LEPAPE 10924
Xenon . . .. 0,0055 CaBanNEs und LEPAPE 1924
cCly ... .. 0,0077 CaBanNes und GRANIER 1026
ccl, ... 0,0050 Rao 1927
CH,. . . ... 0,015 . CaBanneEs und GauvziT 1025.

CABANNES (4) glaubt mit Sicherheit bei Argon, Krypton und Xenon
einen endlichen Depolarisationsgrad nachgewiesen zu haben. Dieser

endliche Depolarisationsgrad, dem immer noch eine ganz betrichtliche

b,

Unsymmetrie ndmlich b= b, ~ 0,2 ent sprechen wiirde, ist aber mit

den Vorstellungen der Weﬁenmechanik ganz unvertriglich. Denn nach
Unsdips? Rechnungen besitzen die Edelgase, iiberhaupt alle Systeme
mit abgeschlossenen Schalen, in erster Niherung, d. h. unter Vernach-
lassigung der Polarisierbarkeit, Kugelsymmetrie. Die Beriicksichtigung
der Effekte hoherer Ordnung wird voraussichtlich nicht zu Unsymme-
trien fithren, und wenn doch, dann sicher nicht zu solchen, die mit
den aus dem Depolarisationsgrad folgenden vergleichbar sind. Dazu
kommt als Einwand von experimenteller Seite, dafi der von CABANNES ()
und spiter von Rao (44) an CCl, beobachtete Depolarisationsgrad, der
von derselben GrofBenordnung ist, sicher viel zu groB ist. Denn aus
STUARTs (60) Messungen der KErr-Konstanten von CCl,, die wegen der
groflen Polarisierbarkeit des CCI, viel genauer sind (siehe Abschnitt g),
ergibt sich eine viel kleinere Unsymmetrie, die von der vollkommenen
Kugelsymmetrie nicht mehr unterschieden werden kann und der ein
Depolarisationsgrad zwischen o und o,0015! entsprechen wiirde. Es ist
zweifelhaft, ob Depolarisationsgrade von dieser GrofSenordnung iiber-
haupt noch sicher zu messen sind.

Es muB also die Frage nach dem endlichen Depolarisationsgrad bei
den Edelgasen als experimentell unentschieden angesehen werden. Wir
werden erwarten diirfen, daBl, wenn iiberhaupt Unsymmetrien da sind,
sie ungleich kleiner sind.

Tetrachlorkohlenstoff. Das CCl,-Molekiil hat sicher Tetraederstruk-
tur, da eine andere Anordnung der vier CI-Atome bei der groBen Polari-
sierbarkeit derselben einen betrichtlichen Depolarisationsgrad ergeben
wiirde. )

Methan. Fiir dieses Molekiil ist ein Depolarisationsgrad von 0,015
beobachtet worden. Zur Erklirung dieser Unsymmetrie hat CABANNES
(8, 6) eine Anisotropie des C-Atoms selbst angenommen, was nach den

* Lanporr-BornsTEIN: Erg.-Bd. 2 (1930).
2 UnsoLp, A.: Ann. Physik 82, 355 (1925).
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Vorstellungen des alten BouR-STONERschen Schemas ganz verstindlich
erschien. Diese Anisotropie der Elektronenwolke sollte dann beim CCI,-
Molekiil wegen der starken Polarisierbarkeit der Cl-Atome durch die
Symmetrie des Gesamtmolekiils iiberdeckt werden. Nach der Wellen-
mechanik ist natiirlich auch beim C-Atom eine solche Unsymmetrie
nicht zu verstehen. Dagegen ist es denkbar, daB beim CH, wegen der
Wechselwirkung der H-Atome ein deformiertes Tetraeder entsteht. Ein
solches Modell, das allen Beobachtungen am CH, gerecht wird, hat
schon frither HunD* auf Grund von Polarisationsbetrachtungen vor-
geschlagen (s. Abb. 3). Die H-Kerne bilden vier der acht Eckpunkte
einer quadratischen Siule, die auch ‘breiter als hoher sein kann; das
C-Atom liegt in der Mitte. Dieses Modell besitzt kein elektrisches
Moment, erklirt die optische Unsymmetrie und ist auch besser mit
dem ultraroten Spektrum, das auf zwei verschiedene Trigheitsmomente
hinweist, vereinbar. Da auch bei Methan zuverlissige Messungen von A4
schwierig sind, wire es sehr wiinschenswert, die Frage
##  nach der Anisotropie des Methans durch eine Unter-
suchung der Raman-Rotationsfeinstruktur an der er-
regenden Linie selbst zu entscheiden (vgl. Abschnitt 2).
Dreiatomige Molekiile. Wie schon im vorhergehen-
den Abschnitt erwihnt, haben CaBANNES (6) und
RaMANATHAN (41, 42) unter der Annahme eines ge-
,, streckten Molekiils die Depolarisationsgrade einiger
Abb. 3. Mégliche Gestale  AT€iatomiger Molekﬁle berechnet. Aus der recht be-
‘Pfc:; g&;z%i:gz; friedigenden Ubereinstimmung’ mit den beobachteten
Vortrigen 1oa0.  Werten (siehe Tabelle 3) darf man schlieBen, daB
die aufgefiihrten Molekiile der Kohlensiure, des
Schwefelkohlenstoffs und des Stickoxyduls tatsichlich gestreckt oder
mindestens sehr stumpfwinklig sind. Die gestreckte Gestalt des CO,-
Molekiils folgt auch aus anderen Beobachtungen, am direktesten wohl
aus dem Nichtvorhandensein eines elektrischen Momentes?, dasselbe gilt
fir CS,* und N,O**. Kleine Abweichungen von der gestreckten Gestalt
wiirden sich aber aus dem Depolarisationsgrad nicht erkennen lassen, da
die Formeln gegen kleine Winkeldnderungen sehr unempfindlich sind. Erst
wenn grofiere Winkel, etwa Tetraederwinkel der organischen Chemie zur
Diskussion stehen, kann man aus der Lichtzerstreuung allein etwas
aussagen.
Das sonstige, ziemlich reichhaltige Material {iber organische Dimpfe
ist vor allem von CABANNES (6) diskutiert worden, der auch in einigen

* Hunp, F.: Leipziger Vortrage 1929, 78.

2 Stuart, H. A.: Z. Physik 47, 457 (1928).

* Zann, C. T.: Physic. Rev. 35, 848 (1928).

** GHOsH, MAHANTI, MUKHERJEE: Z. Physik 58, 200 (1929).
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Fallen die Valenzwinkelung am C-Atom nachweisen konnte. Eine
Diskussion des gesamten Materials fithrt aber zu Widerspriichen, offen-
bar wegen der Unsicherheit der Messungen. Wir gehen deshalb nicht
niher darauf ein.

Sehr schén 148t sich die Abnahme des beobachteten Depolarisations-
grades mit zunehmender geometrischer Symmetrie des Molekiils nach
WOLF, BRIEGLEB u. STUART (60) bel einigen isomeren, normalen und
verzweigten Alkoholen zeigen (vgl. Tabelle 5).

Tabe"lle 5.

Stoff Fonnell 100 4
Butylalkohol . . . . .. . H,C — CH,- CH,.CH,0H 1.7
Isobutylalkohol . . . . . . §S(C:>CH CH,O0H 0,8
Tertiarbutylalkohol \C OH 0,7
Amylalkohol . . . . . .. ng CH,-CH,-CH,CH,OH 1,3
Isoamylalkohol . . . . . . gz(c:>CH- CH,. CH,0H 11

Die verzweigten Verbindungen sind also, wie im Sinne der Theorie
der induzierten Dipole zu erwarten ist, auch optisch symmetrischer.
Da Isoverbindungen ganz allgemein einen tieferen Siedepunkt und,
soweit gemessen, auch kleinere vaN DER WaaLssche Konstanten haben,
folgt, daB diese Grofen nicht nur von der mittleren Polarisierbarkeit,
sondern auch von der Asymmetrie des Molekiils abhingen miissen.

Ungesittigte Verbindungen haben immer einen viel gréBeren Depo-
larisationsgrad als die gesittigten. Diese Zunahme (siehe Tabelle 6) er-
klart sich zwanglos aus dem Anwachsen der Molekularrefraktion bzw.
der Atomrefraktionen und der daraus resultierenden gréBeren Wechsel-
wirkung ihnerhalb der C= C- oder C=C-Gruppe.

Tabelle 6.
100 4
Athan Athylen Acetylen
1,6 3,0 12,0
Isopentan Isoamylen
1,3 2,4
Cyclohexan Cyclohexan Benzol
1,0 2,2 4,45
Methylcyclohexan Toluol
2,2 43

SchlieBlich sei noch auf ein interessantes Ergebnis hingewiesen, das
CABANNES (6) bei der Reihe Cyclohexylpropan, -butan, -pentan und
-hexan erhalten hat. Die Messungen, die allerdings an Fliissigkeiten
gemacht worden sind, was aber hier fiir das zu diskutierende Ergebnis
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belanglos ist, ergeben fiir den Depolarisationsgrad bei 12° und mit
weiBem Licht folgende Werte:

Cyclohexylpropan 0,51
Cyclohexylbutan 0,32
Cyclohexylpentan 0,51
Cyclohexylhexan 0,32.

Es unterscheiden sich also deutlich die gerad- und ungeradzahligen
Ketten, eine Tatsache, die hier und bei anderen homologen Reihen den
Chemikern lingst bekannt ist. Das etwas entsprechendes bei den
Alkoholen oder gesittigten Kohlenwasserstoffen nicht auftritt, 1aBt
sich vorlaufig nicht erkldren und zeigt wiederum, daBl wir die feineren
Zusammenhinge zwischen Molekiilbau und optischer Anisotropie noch
kaum qualitativ kennen.

Eine sorgfaltige Wiederholung und Erweiterung der bisherigen Beob-
achtungen wire sehr wiinschenswert, da hier zweifellos viele feinere
Fragen nach der Struktur und der intramolekularen Wechselwirkung,
vor allem im Zusammenhang mit KErr-Effektmessungen beantwortet
werden konnten.

I11. Elektrooptischer Kerr-Effekt’ und Molekiilbau.

5. Theorie des Kerr-Effekts. Von I. KERR® ist 1875 nachgewiesen
worden, daf3 durchsichtige isotrope Korper in hohen elektrischen Feldern
anisotrop, d.h. doppelbrechend werden. Schickt man linear polari-
siertes Licht durch ein Medium senkrecht zur Richtung eines angelegten
homogenen elektrischen Feldes hindurch, so ist die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit fiir Licht, dessen elektrischer Vektor parallel bzw. senk-
recht zum elektrischen Felde schwingt, verschieden, so daB beide Kom-
ponenten nach Durchlaufen einer vom Felde beeinfluiten Wegstrecke /
einen Gangunterschied A A erhalten, der durch das KErRrsche Gesetz
gegeben ist.

Adl=B-1-E* (16)

Messen wir 7 in Centimeter und £ in absoluten Einheiten, so ist B
eine fiir die Substanz charakteristische, von der Wellenlinge, der Dichte
und der Temperatur abhingige Konstante, die sogenannte KERR-
Konstante. Andererseits ist

l
J)u = —)— (7’1/]5 —_ 7‘15) ; (17)

wenn #n, und #, die Brechungsindizes fiir Licht, dessen elektrischer
Vektor || bzw. | zum elektrischen Feld schwingt und A die Wellenlinge
im Vakuum bedeuten, so da wir erhalten

1 Tm Gegensatz zum magnetischen Kerr-Effekt, der in der Anderung der
Polarisation besteht, wenn linear polarisiertes Licht an einem ferromagne-
tischen Kérper im Magnetfelde reflektiert wird.

2 KERR, I.: Philosophic. Mag. (4), 50, 337 (1875).
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o E2T d,em  E*
4, und % beziehen sich auf das feldfreie Medium.

Eine oft gebrauchte und fiir unsere Zwecke geeignetere Definition der
KEerr-Konstanten ist die folgende:

K=Bl,="" 5, (19)
da K bei Gasen von der Wellenlinge praktisch unabhingig wird.

Zur Erklarung der elektrischen Doppelbrechung sind eine Reihe von
Theorient aufgestellt worden (vgl. z. B. die Darstellung von G.SzIvEssy
im Handbuch der Physik, Bd. XXI, S. 743 oder den von R. LADENBURG
in MULLER-POUTLLETs Lehrbuch der Physik II; 2, 2221, 1929), die sich
vor allem durch die von ihnen geforderte Temperaturabhingigkeit unter-
scheiden. Es besteht heute kein Zweifel mehr dariiber, daB3 die sogenannte

B=1’l15—7fls I Np—Ws I (18)

: Die Theorien des Kerr-Effektes lassen sich nach HERZFELD (22) zu-
sammenfassend so darstellen: Nach der Dispersionsgleichung

n*— I 0 Ai
n® o+ 2—M2u§i:7'

(vo; die Schwingungszahl; 4; die Starke des iten Absorptionsstreifens) muf3
jede im elektrischen Felde beobachtete Anderung des Brechungsindex durch
eine Einwirkung dieses Feldes auf die Lage oder die Stirke der Absorptions-
streifen hervorgerufen sein. Da der Brechungsindex fiir i und 1 zum Felde
schwingendes Licht verschieden beeinfluft wird, mufl die Einwirkung des
Feldes auf die Absorptionsstreifen fiir beide Polarisationsrichtungen ver-
schieden sein. Die verschiedenen Gruppen des KErr-Effektes unterscheiden
sich nun dadurch, daB die eine, die auf dem Boden der klassischen Licht-
und Elektronentheorie stehende Voigrsche Theorie, eine Beeinflussung der
Lage der Absorptionsstreifen, Starkeffekt, die andere nur eine Anderung
in der Starke der Absorptionsstreifen annimmt. Dieser zweiten Moglichkeit
entspricht die Theorie von LANGEvIN und Born. Das dieser Theorie im
einfachsten Falle zugrunde liegende, anisotrope, rotationssymmetrische Mole-
kiil (z. B. Cl,) besitzt zwei Eigenfrequenzen, Absorptionslinien, jede mit
charakteristischen », und 4-Werten, die eine in der Hauptachse, die andere
senkrecht dazu schwingend. Ohne Feld haben die Molekiile alle beliebigen
Richtungen. Im Felde stellen sie sich so ein, daB die Achse gré8ter Polari-
sierbarkeit, die Hauptachse, vorwiegend in die Feldrichtung fillt, so daB3 die
parallel zum Felde schwingende Lichtkomponente vor allem von der Schwin-
gung in der Hauptachse, die dazu senkrecht schwingende Komponente da-
gegen von der anderen Absorptionslinie beeinflut wird. In dieser Weise
erklart sich die Verstirkung des einen Absorptionsstreifens auf Kosten des
anderen. Die von der VoigTschen Theorie geforderte Aufspaltung der Ab-
sorptionslinie in eine in der Feldrichtung und in eine senkrecht dazu po-
larisierte Linie, quadratischer Starkeffekt, der von R. LADENBURG und
H. KopFERMANN (Ann. Phys. 78, 659, 1925) an der D,-Linie experimentell
gefunden worden ist, ist auBerhalb der Absorptionsstreifen so gering, daf
die darauf beruhende Doppelbrechung neben der durch Orientierung her-
vorgérufenen vernachlissigt werden kann. So findet Langevin, daB bei
Schwefelkohlenstoff die beobachtete Doppelbrechung etwa tausendmal
gréBer als die nach der Voictschen Theorie berechnete ist.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 12
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Orientierungstheorie von LANGEVIN-BORN-GANS alle Beobachtungen
richtig wiedergibt. So ist vor allem die von ihr geforderte Temperatur-
abhingigkeit durch STUARTs (§2) Messungen der KErRr-Konstanten an
Gasen bei verschiedenen Temperaturen (siehe Abschnitt 6) sichergestelit
worden. Wir werden uns daher im folgenden nur mit dieser Theorie be-
schiftigen und uns wieder auf Molekiile mit mindestens rhombischer
Symmetrie, d. h. auf nicht aktive Molekiile beschranken.

Das einzelne Molekiil ist optisch anisotrop, beeinfluBit also die ein-
fallende Lichtwelle verschieden, je nachdem wie der erregende elek-
trische Vektor zu den optischen Achsen des Molekiils orientiert ist.
Da alle Richtungen gleich wahrscheinlich sind, macht sich diese Aniso-
tropie des Einzelmolekiils ohne Feld nicht bemerkbar, d. h. das Medium
ist isotrop. Erst in einem duBeren elektrischen Felde werden die Mole-
kiile ausgerichtet und es resultiert eine Anisotropie des Mediums. Die
Einstellung erfolgt aus zwei Griinden. Einmal werden sich anisotrope
Molekiile ohne ein permanentes elektrisches Moment in die Lage kleinster
potentieller Energie einzustellen suchen, d. h. so, daB die Achse gréBter
Polarisierbarkeit moglichst in die Feldrichtung zu liegen kommt.

Sind auBerdem noch feste Dipole vorhanden, so werden sich diese
ebenfalls in die Feldrichtung einstellen. Dieser Ausrichtung der Mole-
kiile wirkt die Temperaturbewegung entgegen, so dafl ein statistisches,
temperaturabhingiges Gleichgewicht entsteht. Nach dem MAXWELL-

BorrzMaNNschen Satz ist fiir die Einstellung das Verhéltnis k% maf-
gebend. Nun ist die potentielle Energie U eines Dipols im elektrischen
Felde p+E-cos 9 (9 der Winkel zwischen Feld- und Momentrichtung),

so daB man zunichst einen Effekt proportional ?. erwarten wiirde. Nun

ist aber [vgl. HERZFELD (22)] durch %?. nur der Uberschufl der Dipole

bestimmt, die etwa der positiven Kondensatorplatte ihr negatives Ende
zukehren, iiber diejenigen, die der Platte das positive Ende zukehren.
Dieser Effekt ist also nur fiir die polaren Eigenschaften des Mediums,
wie Dielektrizitdtskonstante und Paramagnetismus malgebend, wih-
rend es fiir die Beeinflussung einer Lichtwelle gleichgiiltig ist, ob ein
Dipol parallel oder antiparallel zum Felde liegt. MaBgebend ist dafiir
nur der Uberschufl der Molekiile, deren Moment parallel zum Felde
liegt, iiber diejenigen, deren Moment senkrecht zum Felde steht, und

dieser ist durch das Quadrat (‘%;TEY bestimmt.

Bei einem dipollosen Molekiil ist dagegen die potenticlle Energie
von vornherein ~yE?, und da hier kein Molekiil ,,falsch* liegen kann,
werden die mit der Achse grofiter Polarisierbarkeit in die Feldrichtung
fallenden Molekiile ausschlieBlichh den dazu senkrechten gerichteten ent-

nommen, so daB} fiir die Anisotropie des Mediums jetzt Zg maBgebend



Kerr-Effekt, Lichtzerstreuung und Molekiilbau. 179

ist, d. h. dipollose Molekiile geben einen KErr-Effekt proportional -I,f

und. Dipolmolekiile einen solchen proportional %

Der EinfluB der Anisotropie der Polarisierbarkeit ist von LANGEVIN
(26, 27), der der permanenten Momente von BornN (2, 3) und in er-
weiterter Form von Gans (18) behandelt worden®.

Wegen der Durchrechnung im einzelnen, auf die hier verzichtet
werden muB, sei auf die Darstellung von DEBYE im Handbuch der
Radiologie, Bd. VI, S. 7451f., 1925 verwiesen. Wir geben hier nur die
Endformel, die die Kerr-Konstante K mit den charakteristischen
GroBen des Molekiils, den Polarisierbarkeiten und dem festen Moment g
verkniipft und die daher der Ausgangspunkt fiir alle weiteren Be-
trachtungen ist.

- (nP—1)- 0+ 2) ) 0, + (-)2  e + 2\?
K= 4-n < V% >(3>’ (20)
dabei ist
@12 ;.S;ﬁ’{(al—aZ) (bx—bz) + (az—('zg) (bz"‘b3) + (613—611) ([)3—bx)]7 (21)

0, = oo (45— 2) (0= b+ (2= (0. — b))+ (3 —) (0, )]- (22)

Dabei bedeuten % die Bortzmannsche Konstante, 7" die absolute
Temperatur, py die mittlere optische Polarisierbarkeit, b:, 8, und b; die
optischen, a:, 4, und a5 die elektrostatischen Polarisierbarkeiten entlang
drei Hauptachsen des Molekiils und die u; die Komponenten des festen
elektrischen Momentes in diesen drei Richtungen. Die KErr-Kon-
stante K ist also von der Wellenlinge fast unabhingig und 4dndert sich
nur soweit, wie die Differenzen b,—5,, von A abhingen.

In der Ableitung dieser Formeln steckt die Voraussetzung, daB die
Hauptachsen des optischen und des. elektrostatischen Polarisations-
ellipsoides zusammenfallen. Da die Atomverschiebungspolarisation (der
Ultrarotbeitrag) nur etwa 10%- oder weniger der Elektronenpolarisation
ausmacht und meist ziemlich isotrop verteilt sein wird, ist diese Voraus-
setzung im allgemeinen gentigend erfiillt.

Weiter wird vorausgesetzt, daBl die Molekiile sich gegenseitig nicht
beeinflussen, d.h., daB keine Assoziation oder wechselseitige Influenz
vorliegt. Fiir den Idealfall der vollkommen ungeordneten Verteilung
1aBt sich das am Molekiil angreifende Feld durch

F=E+‘—‘3—"P=Eii325 (23)
darstellen (daher der Faktor ('72 _;3)2 in Formel 20).

~ :Die Theorie der elektrischen Doppelbrechung aktiver Stoffe ist von
R. pE MALLEMANN entwickelt worden, vgl. z. B. Ann. de Phys. 2, 187—237,
1924 oder den Artikel von H. Szivessy im Hdb. d. Physik XXI, 763, 1929.

12%
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Diese Annahme trifft aber, wie wir heute wissen (vgl. Abschnitt 10),
nicht einmal bei dipollosen Fliissigkeiten zu, so daBl Formel (22) nur
fiir Gase und Dimpfe richtig ist. Wir kénnen also, solange uns die
Erweiterung der Theorie auf Fliissigkeiten nicht gelingt, nur Beob-
achtungen an Gasen und Dimpfen molekulartheoretisch verwerten. Fiir
den Dampfzustand, auf den wir uns daher im folgenden beschridnken
wollen, vereinfacht sich dann Formel (22) unter Benutzung von (2)
wie folgt:

K=3aN.-(0,+0,)=K,+ K,. (24)
N bedeutet die Zahl der Molekiile pro Kubikzentimeter?.

"Es gehen in den KeRr-Effekt also zwel Glieder ein, eines von der
Asymmetrie in der optischen und elektrostatischen Polarisierbarkeit her-
rithrend, das wir als das Anisotropieglied K; bezeichnen wollen und ein
zweites, das Dipolglied K, in das neben der optischen Anisotropie noch
die festen elektrischen Momente eingehen. Beide Glieder unterscheiden
sich, wie schon erwihnt, durch ihre Temperaturabhingigkeit.

Das Anisotropieglied. Betrachten wir zunidchst nur dipolfreie Mole-
kiile, bei denen also 6, =0 wird, so 148t sich &, direkt aus der Messung
der Kerr-Konstanten entnehmen. Bei Dipolmolekiilen ist es prinzipiell
moglich @, und 6, aus Messungen der Temperaturabhingigkeit der
Kerr-Konstanten zu bestimmen. Erfahrungsgemi8 ist aber @, meist
viel groBer als @,, so daBl es im allgemeinen zweckmaiBiger ist, @, aus
Messungen des Depolarisationsgrades zu berechnen. Wir setzen dabei
nach dem Vorgang von Gans (I6), der zuerst den Zusammenhang zwi-
schen der KErr-Konstanten und dem Depolarisationsgrad bei der mole-
kularen Lichtzerstreuung erkannt hat.

a;, @, a3  NHE-1 RNo-—1
B, b, by mP—1  m—1 (25)
(n4 der Brechungsindex fiir unendlich lange Wellen, also einschlielich

des Beitrages der ultraroten Eigenschwingungen) oder bei dipolfreien

Substanzen %‘— L=t

Ultrarotbeitrages wird der Fehler im allgemeinen ein paar Prozent nicht
iibersteigen®.

1 R. pE L. KroNIG (24, 25) hat, von der KraMERsschen Dispersions-
theorie ausgehend, eine Theorie des Kerr-Effektes zunichst fiir zweiatomige
Dipolgase entwickelt. Dabei erhilt er fiir das Dipolglied, das allein beriick-
sichtigt wird, dieselbe Temperaturabhingigkeit, wie sie die klassische
Theorie ergibt. Doch unterscheidet sich in dem einzigen durchgerechneten
Spezialfall eines vollkommen anisotropen Molekiils, das nur senkrecht zur
Momentrichtung, Kernverbindungslinie, polarisierbar ist, sein Wert fiir die
Kerr-Konstante um den Faktor 1,5 von dem der klassischen Theorie.

2 Der Fehler wird groBer, wenn, wie im Falle des H C! (siehe Abschnitt 8),
nur eine einzige, relativ sehr starke, vollkommen anisotrope Kernschwingung
vorliegt.
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Wir erhalten somit aus (23)
oo — 1 2 2 2
O T el [ = b+ = b+ (=0 (26)
und im Verein mit Gleichung (5)
_ I (o-nr-1) A
@’—2-k~T 7% N? 6—7 (27)

oder

K.—37N@, = 3 (eo-1)(n-1) J/
2-kT n-N 6—-74 (28)

= 4,72+ 1077 (oo — I)(n—r)-m

giiltig fiir ideale Gase bei p=760 mm und bei beliebiger Temperatur,
wenn #, und % die Brechungsindizes bei der betreffenden Tempera-
tur bedeuten.

Bei dipollosen Molekiilen 148t sich mittels der aus obigem folgenden
Beziehung

3 (Po—1)(R—T1) <

K=KI:10-k~T' z-N =0
die Anisotropie eines Molekiils definiert als
o 0= b2 + (b= bg)* + (b3 — by)?

2 [b; + b, + by !
unabhingig von der Methode der Lichtzerstreuung aus dem KERR-
Effekt bestimmen, so daB wir hier eine weitere und zuverlissigere Methode
zur Bestimmung der optischen Anisotropie eines Molekiils erhalten
[StuarT (48)].

Das Dipolglied. Besitzt das Molekiil ein elektrisches Moment nor-
maler GréBe, so ist fast immer @, klein gegen @,, so daB fiir die Be-
rechnung von @, aus der KErRr-Konstante die Unsicherheit in @,, die
viel mehr durch die Ungenauigkeit der Messungen von A als durch die
nicht streng richtige Beziehung (25) bedingt ist, praktisch keine Rolle
spielt. Sind ©, und @, von derselben GréBenordnung, so kann man
sie beide aus der Temperaturabhingigkeit von K erhalten.

Da @, von der optischen Anisotropie und dem elektrischen Moment
abhidngt, ist es auch bei Dipolmolekiilen mit einer Symmetrieachse,
zumal g und » meist gut bekannt sind, méglich, die Anisotropie b, —b,
aus der KErr-Konstanten allein zu bestimmen? [STUART (48)].

Das Vorzeichen des KERR-Effekis. Die Beobachtungen zeigen, daB
die KErr-Konstante von Substanz zu Substanz nicht nur ganz erheb-
lich ihren absoluten Betrag, sondern auch das Vorzeichen dndert. Das
Anisotropieglied ist notwendig positiv, es sei denn, daB in einem Molekiil
die Achsen der maximalen elektrostatischen und optischen Polarisier-

(29)

* Selbstverstandlich ist es auch umgekehrt moglich, aus </, K und »
das elektrische Moment zu bestimmen, wie das Raman und Krisanax (38)
schon frither getan haben. Wegen der Ungenauigkeit der <~-Werte ist aber
der umgekehrte Weg heute verniinftiger.



182 H. A. STUART:

barkeit einen groBen Winkel miteinander bilden, was ganz unwahrschein-
lich und noch nie beobachtet worden ist:. Das negative Vorzeichen
kann also seine Ursache nur im Dipolglied haben, d.h. nur bei Vor-
handensein eines elektrischen Momentes auftreten, was durch das ge-
samte Beobachtungsmaterial, auch an Fliissigkeiten, bestitigt wird.
Negativ kann aber @, nur dann werden, wenn die Richtung des elek-
trischen Momentes nicht mit der Richtung der maximalen Polarisier-
barkeit zusammenfillt, sondern auf dieser Richtung senkrecht (wenig-
stens gendhert) steht. Da andererseits die Richtung der gréten Polari-
sierbarkeit meist in die der gréBten geometrischen Ausdehnung des
Molekdils fillt, hat man sehr oft die Mdoglichkeit, den Winkel zwischen
dem elektrischen Moment und der Achse der gréBten optischen Polarisier-
barkeit und damit die Struktur des Molekiils zu bestimmen (siche die
Beispiele in Abschnitt 9).

Einfach iibersehen 148t sich der Fall, da das Molekiil eine Symmetrie-
achse hinsichtlich seiner Polarisierbarkeit besitzt, d. h. daB etwa b,=2,
und a,=a, wird. Dann vereinfacht sich Formel (22) zu

0, = 45—;7(2 uy—u; —#S) (b:—b,). (30)

Ist das elektrische Moment um den Winkel ¢ gegen die Symmetrie-

achse b: geneigt, so konnen wir wegen der Rotationssymmetrie die

Achsen b, und b, immersolegen, dal u, = - cos @, g, =g -sin ¢ und ;=0
wird und erhalten dann

6,= 45# -u?(3cos’p—1) (b, — b,). (31)

Aus (31) ergeben sich dann folgende Grenzfille:
[+2u® (b, —0,) fir a=o0°
l——— W (b, —b,) fiir « = 909,
d. h. die KErr-Konstante ist positiv, wenn das Moment in die Richtung
der groBten Polarisierbarkeit fillt, negativ, wenn es auf dieser Richtung
senkrecht steht®.

Das 148t sich sehr schén am Beispiel Methylchlorid und Chloroform
zeigen. Beide Molekiile haben Rotationssymmetrie und das elektrische

O, 45 -k T>= (32)

* Ein derartiges Beispiel ist nach R. Gans: Z. Physik 9, 81 (1922), das
alte Boer-DEBYEsche Modell des Wasserstoffmolekiils.

2 Anschaulich erklirt sich die Verschiedenheit desVorzeichens der KERR-
Konstanten in folgender Weise: Bringen wir ein Dipolmolekiil in ein elek-
trisches Feld, so wird es sich mit der Richtung seines Momentes parallel zu
den Kraftlinien einzustellen suchen. Fallt nun die Achse groBter Polari-
sierbarkeit in die Momentrichtung, so wird Licht, dessen elektrischer Vektor
parallel zum Felde schwingt, stirker beeinflu3t, also #s —ns, d. h. K, positiv
werden, steht dmax senkrecht auf u, so wird ns—n, und damit K, negativ.
Bei einem dipollosen Molekiil wird dagegen immer die Achse gréBter Polari-
sierbarkeit in die Feldrichtung fallen, K oder #;—#, also immer positiv
werden,.
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Moment fallt beide Male in die Richtung der Symmetrieachse b;= C—CI
bzw. C—H (siehe Abb. 4). Beim CH;CI-Molekiil ist CI—C die Achse
grofiter Polarisierbarkeit, die KErr-Konstante wird also positiv, beim
CHCl; dagegen ist wegen der starken Polarisierbarkeit und Wechsel-
wirkung der drei Cl-Atome C—H die Achse kleinster Polarisierbarkeit,
das elektrische Moment steht also senkrecht auf &,,, und die KERR-
Konstante wird negativ?.

Der Winkel, bei dem &, das Vorzeichen wechselt, ergibt sich aus
der Bedingung 3 cos? ¢p—I=0 zu 55° 44’. Gleichzeitig wird das Dipol-
glied gleich Null. So erklidren sich die groBSen Schwankungen in der
GroBe der KErr-Konstanten; so hat bei ungefihr gleichem elektrischen
Moment Athylchlorid eine mehr als hundertmal gréBere KERr-Konstante
als Methylalkohol.

Im allgemeinen wird, wenn das Moment eine Zwischenlage 00< gp<(go°
einnimmt, die Rotationssymmetrie des Molekiils verloren gehen und

o 5
+ :
— &
#o—< PR Uy
# #
2

max

(4A S 44

Abb. 4. 52825 ull by G205
0 <bg; 1l by ©2<lo.

dieFormeln werden uniibersichtlicher. Eindeutig 16sen 148t sich eventuell
dann noch der Fall, in dem das Moment in eine der Symmetrieebenen des
Molekiils fillt, die eine Komponente also verschwindet (siche die Bei-
spiele in Abschnitt g etwa C,H,CI).

Wegen des verschiedenen Vorzeichens von K, kann die Temperatur-
abhidngigkeit von K=K, + K, recht kompliziert werden. So kann ein
und derselbe Stoff bei einer bestimmten Temperatur, wo sich gerade 6,
und 6, kompensieren, das Vorzeichen wechseln. Ein solcher Fall liegt
z. B. beim Athylalkohol vor.

6. Vergleich mit der Erfahrung. Die Moglichkeit einer mehr quali-
tativen Priifung der Orientierungstheorie des Kerr-Effektes ist durch
den eben besprochenen Zusammenhang mit dem Depolarisationsgrad
bei der molekularen Lichtzerstreuung gegeben. So hat Gans (I6) die
optische Anisotropie der Kohlensidure (dipolloses Molekiil) sowohl aus
der Kerr-Konstante wie aus dem Depolarisationsgrad berechnet und

Vgl. S. 184.
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innerhalb der Beobachtungsfehler véllige Ubereinstimmung gefunden.
Spiter haben RaMan und KRISHNAN (38) sowie STUART (48, 63) KERR-
Konstanten von dipollosen Substanzen aus dem Depolarisationsgrad be-
rechnet und mit der Erfahrung verglichen. Wir geben in Tabelle 7 die
bis heute beil dipollosen Stoffen beobachteten KERr-Konstanten zu-
sammen mit den von STUART aus dem Depolarisationsgrad berechneten
(Formel 28) wieder.

Tabelle ;.
K« 1018 K - 1015 Temperatur zu 100 4
berechnet beobachtet K berechnet u. beobachtet
von bis _bei 760 mm |beobachtet in°C von bis
Kohlensdure CO.. . . . . 1,36 —1,6 1,42 18 8— 9,8
Stickoxydul N.O. . . . . 2,06—3,6 3,08 26 12—14,3
Chlor C, . . . . . ... 1,0 —2 2,3 24 4,2— 4,4
Schwefelkohlenstoff CS. . | 15,1—20,2 21,0 56,7 11,1—14,3
Benzol CéHs. . . . . . . 5,05 5,9 105 4,2
Tetrachlorkohlenstoff CCl, | 0,67—1,0 (< £0,2) 99,4 0,50—0,77

Bei der Berechnung von K wurden, soweit die Beobachtungen zu-
verldssig erschienen, sowohl der kleinste wie der gréfite der von den
verschiedenen Beobachtern mitgeteilten A-Werte! beriicksichtigt. Wie
man sieht, liegen die Abweichungen durchaus innerhalb der MeBfehler.
Auch bei Dipolstoffen mit Rotationssymmetrie lassen sich, da die
Richtung und die GréBe des elektrischen Momentes hier immer bekannt
sind, die KERrR-Konstanten K, und K, aus dem Depolarisationsgrad
und dem elektrischen Moment berechnen und mit den gemessenen
Werten vergleichen (siehe Tabelle 8).

Tabelle 8.
! K, - 1085 K- 101 B .
1004 | g-108 | be:l‘ec;ﬁ:et be?ech(:let K- 108 K. 1088
E | aus Ju.n { aus Ju. berechnet | beobachtet
Salzsdure HC/ . . . 1,0 1,03 0,16 ' 4,9 5,06 i 5,75
Methylchlorid CH;CZ | 1,5 1,89 0,83 38,9 39,7 | 356
Chloroform CHC/; . | 1,7 0,95 1,65 —0,55 | =79 | =755

Wie sich aus Tabelle 8 ergibt, stimmen auch hier, soweit wir er-
warten diirfen, Theorie und Erfahrung iiberein.

Fiir die Richtigkeit der Orientierungstheorie spricht weiter die Tat-
sache, daB der KErRr-Effekt in Ubereinstimmung mit den Vorstellungen
dieser Theorie eine merkliche Trigheit besitzt®. Ferner ist das von der
Theorie geforderte Verhiltnis der absoluten Anderungen des Brechungs-

. np—n 3 s
index nﬁ =2 durch Messungen von PAUTHENIERS bestédtigt worden.
. —

1 Siehe LanporT-BorxsTEIN: Erg.-Bd. 2 (1930).
Vgl Szivessy, H.: 1. c.
PAUTHENIER, M.: Ann. de Phys. 14, 239 (1920).

2
3
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Am direktesten und genauesten 148t sich die Orientierungstheorie
des KEeRr-Effektes durch Messungen der Temperaturabhingigkeit der
KEerr-Konstanten priifen. Die wenigen diesbeziiglichen an Flissigkeiten
wie Schwefelkohlenstoff und Ather von BErGHOLM (1) sowie LyoN und
WorrraM (32) durchgefithrten Messungen zeigen nur ungefihr den nach
der Orientierungstheorie zu erwartenden Verlauf. Da aber die Voraus-
setzungen fiir die Anwendbarkeit der Theorie bei Flissigkeiten im
allgemeinen nicht erfiillt sind, kénnen nur Messungen an Ddmpfen etwas
iiber die Richtigkeit der Theorie aussagen.

Aus diesem Grunde ist von STUART (50, 52) bei einigen geeigneten
organischen Ddmpfen die Temperaturabhingigkeit der KErr-Konstan-
ten zwischen Zimmertemperatur und etwa 100° eingehend untersucht
worden. Gemessen wurde einmal ein dipolfreies Gas, ndmlich Schwefel-
kohlenstoff, und dann als typische Dipolgase Athylchlorid und Methyl-
bromid. Die Ergebnisse dieser Messungen sind in Tabelle 9 zusammen-
gestellt. In Spalte 3 stehen die beobachteten und unter Beriicksichtigung
der Abweichungen von den idealen Gasgesetzen auf 760 mm umgerech-
neten KErr-Konstanten und in Spalte 4 die nach LANGEVIN-BORN be-
rechneten, wobei der bei der tiefsten Temperatur beobachtete Wert zu-

Tabelleo.
B . 1010
Absolute Temperatur 1 beobachtet bei 760 mm bB . 1}‘:10
E und 589 uu erechnet
Schwefelkohlenstoff
329,7 { 3.56 i 3,56
3797 2,57 | 2.63
Athylchlorid
201 9,11 o1
328,7 6,43 6,30
377 4,17 + 0,04 415
Methylbromid
368 3,78 + 0,08 573

grunde gelegt wurde. Ferner ist bei der Rechnung von C,H,Cl und
CH;Br berticksichtigt, dall wegen des bei Zimmertemperatur 3% des
Dipolgliedes ausmachenden Anisotropiegliedes die KErr-Konstante bei

100° 1% groBer als die proportional ;; gerechnet wird. Wie man aus

Tabelle g erkennt, ist die Ubereinstimmung zwischen den beobachteten
und berechneten Werten vorziiglich. Die Messungen bestitigen also
quantitativ bei allen drei Gasen, die von der LANGEVIN-BORNschen
Orientierungstheorie geforderte Temperaturabhingigkeit der KERr-
Konstanten; bei konstanter Dichte #ndert sich das Anisotropieglied
umgekehrt proportional der absoluten Temperatur, das Dipolglied um-
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gekehrt proportional dem Quadrat der absoluten Temperatur. Wir
diirfen also diese Theorie als Grundlage fiir unsere molekulartheoretischen
Diskussionen verwenden.

7. MeBmethodik. Die bei Gasen beobachteten elektrischen Doppel-
brechungen sind auBerordentlich klein, bei den iblichen Versuchs-
bedingungen ist A4 von der GréBenordnung 10—3—710—3, was einer
Differenz A» in den Brechungsindizes fiir parallel und senkrecht zur
Feldrichtung schwingendes Licht von 10—9—10—* entspricht.

Die ersten orientierenden Beobachtungen an Gasen stammen von
LEISER (29) und HaNSeEN (19). Ihre Messungen, die noch mit weiem
Licht durchgefiihrt worden sind, geben nur relative auf Schwefelkohlen-
stoff bezogene Werte. Die quantitative absolute Messung ganz kleiner
Doppelbrechungen mit monochromatischem Licht ist vor allem durch
Szivessys (54, 85) Arbeiten erméglicht worden, der den Braceschen
Kompensator zu einem hochst empfindlichen und verhiltnismiBig ein-
fach zu handhabendem Instrument entwickelt hat. Von Szivessy (55)
stammen auch die ersten genauen Messungen der KErr-Konstanten an
Gasen (NH,, SO, und CO,)1.

Messungen in groBerem Umfange hat STUART (49, 50, 53) durch-
gefiihrt, der im Hinblick auf die Bedeutung des KErRr-Effektes fiir Mole-
kiilbaufragen eine Versuchsanordnung ausgearbeitet hat, die es ermog-
licht, den KErr-Effekt auch bei hoheren Temperaturen zu messen und
die sich auBlerdem fiir organische Dampfe eignet.

Dadurch ist die Zahl der Stoffe, die untersucht werden kénnen,
ganz wesentlich vergréflert worden, was um so wichtiger ist, als vor-
laufig nur Messungen an Gasen und Dampfen bei Strukturfragen disku-
tiert werden kénnen. Bei einiger Sorgfalt lassen sich heute Verzoge-
rungen von 10—+ auf 5% oder auf 5-10—6 genau messen (das entspricht
einem Unterschied in den Brechungsindizes von 5-10—2), so da8 KERR-
Konstanten von der Grée K ~ 10105 bei 760 mm auf wenige Prozent
sicher sind, die relative Genauigkeit ist noch groBer.

Wir geben in Abb. 5 den von Szivessy und spiter von STUART be-
nutzten optischen Teil der Versuchsanordnung wieder. L ist eine mog-
lichst intensive Lichtquelle (Bogenlampe mit Kupfermantelkohlen). Zur
Zerlegung des Lichtes dient ein lichtstarker Monochrometer, dessen Aus-
trittsspalt durch den Achromaten A4 auf die Ebene eines BrRaCEschen
Kompensators nach Szivessy mit verdnderlicher Empfindlichkeit ab-
gebildet wird. Vorher geht das Licht durch den Polarisator P und den
langen Gaskondensator K. A ist der Analysator und F ein Nahfernrohr.

Bei den Untersuchungen von STUART befindet sich der vergoldete

* N. Lvons (Z. Physik 28,287 [1924]) Messungen der Druckabhingig-
keit der elektrischen Doppelbrechung von CO, bei hohen Drucken geben
keinen verniinftigen Wert fiir die KErrR-Konstanten bei 760 mm.
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Kondensator in einem Schliffrohr mit aufgeschmolzenen Endplatten aus
einem besonderen Flintglas, SF,, das bel mechanischer Beanspruchung
nur ganz geringe Doppelbrechung zeigt’. Werden die mit diesen End-
platten versehenen Rohre einer Prizisionskiililung unterworfen, so zeigen
sie nur noch eine gleichmiBige -Doppelbrechung von etwa 10—+, die
bei der Messung herausfdllt. Gewdhnliche , 4,

Gliser oder Quarz wiirden nach dem Auf- *—{-— { @
schmelzen ganz unregelméflige groBe Dop- :
pelbrechungen zeigen, die jede Messung ;
illusorisch machen wiirden.

Der Glasapparat befindet sich in einem
langen elektrischen Ofen. Da mit Uber- 4,
druck gearbeitet wird, gelangen statt ge-
wohnlicher Hahne Quecksilberventile nach
Stock zur Verwendung. Das elektrische
Feld, 40—50000 Volt pro Zentimeter, wird \ i
mit einer Starkstrominfluenzmaschine er-
zeugt. Wegen der technischen, sehr wesent-
lichen Einzelheiten mufl auf die Arbeiten
von STUART verwiesén werden.

8. Berechnung des optischen Polari-
sationsellipsoides eines Molekiils und Re-
sultate. Die Hauptbedeutung des KERr-
Effektes fiir die Molekularphysik liegt dar-
in, daB er, wie STUART (48, 49) gezeigt hat,
eine Berechnung des optischen Polarisations-
ellipsoides erméglicht. Aus dessen Eigen-
schaften lassen sich dann weitere Schliisse
auf die Struktur und sonstigen Eigen- Tmfgf;:ﬁ Br
schaften des Molekiils ziehen (siehe Ab-
schnitt g).

Es ist ferner bekannt, daB die mittlere ﬂ F
Polarisierbarkeit eines Molekiils bei der
Wechselwirkung der Molekiile, VAN DER ]
Waarsschen Kriften, Siedepunkt usw. von
groBem EinfluB ist. DaB alle diese Eigen-
schaften, vor allem auch die Assoziation in dipollosen Fliissigkeiten,
sehr stark von der Anisotropie der Molekiile mitbestimmt werden,
ist dagegen bisher kaum bemerkt worden. Dabei kann man heute
noch nicht sicher sagen, wie weit dabei die geometrische Form und
wie weit die Anisotropie der Polarisierbarkeit maBgebend ist (vgl.
Abschnitt 10).

Die notigen Versuche hat die Firma Schott und Gen. in Jena durch-
gefiihrt, von der solche prazisionsgekiihlten Rohre bezogen werden kénnen.

Abb. 5. Optische Versuchsanordniing.
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Das Polarisationsellipsoid eines Molekiils stellt also neben dem elek-
trischen Moment und dem Trigheitsmoment eine weitere experimentell
bestimmbare Konstante des Molekiils dar, die in vielen Fillen fiir sein
Verhalten charakteristisch sein diirfte.

Es ist heute im allgemeinen noch nicht moglich, das Polarisations-
ellipsoid bei der wellenmechanischen Behandlung von Molekiilen zu ver-
werten, d. h. etwa die Anisotropie der Polarisierbarkeit eines Molekiils
voraus zu berechnen oder aus dem bekannten Polarisationsellipsoid die
Ladungsverteilung der Elektronen niher zu bestimmen. Immerhin
wird man bereits heute das Polarisationsellipsoid des H,-Molekiils voraus
berechnen konnen, nachdem es Hassf! sowie SLATER u. KIRKWOOD?
gelungen ist, die Polarisierbarkeit des Heliumatoms recht genau zu
berechnen.

Wir besprechen jetzt die Methode der Bestimmung des Polarisations-
ellipsoides aus dem KERR-Effekt. Besitzt das Molekil eine Symmetrie-
achse, so lassen sich bei dipollosen Molekiilen die optischen Polarisier-
barkeiten aus der KErr-Konstante und dem Brechungsindex mittels
der aus (29) folgenden Beziehung

2 kT -1
(b= by =" T K, (33)

sowie

bit+2b,=2n(n—1)
berechnen, und zwar eindeutig, da sich b,,,, immer mit Hilfe der SILBER-
sTEINschen Theorie angeben 148t. Wiirden genaue Messungen fiir den
Depolarisationsgrad vorliegen, so wiirde man mittels (5), (6) und (21)
auch die elektrostatischen Polarisierbarkeiten bestimmen kénnen.

Ist keine Rotationssymmetrie vorhanden, so 148t sich aus Formel (29)
nur die Anisotropie 6° bestimmen. Mittels (29) sind die in Tabelle 1o
aufgefithrten Polarisierbarkeiten der rotationssymmetrischen Molekiile
cl,, C,H,, N,O, CS,, CcH; und CO, berechnet worden.

Auch bei Dipolmolekiilen lassen sich, falls eine Symmetrieachse vor-
handen ist, aus der KErr-Konstante und dem Brechungsindex allein
die optischen Polarisierbarkeiten bestimmen. Ist auBerdem noch der
Brechungsindex fiir unendlich lange Wellen bekannt, so 148t sich auch
das elektrostatische Polarisationsellipsoid angeben, wie am Beispiel des
HCI gezeigt werden soll.

HCI. Bekannt sind K=5,75-10—5, u, # und # ., = 1,00052° sowie 4.
Wir legen b, und «, in die Verbindungslinie H—CI. Dann wird b,=2,

* Hasst, H. R.: Proc. Cambridge philos. Soc. 26, 542 (1930).

2 SLATER, J. C. a. J. G. Kirkwoon: Physic. Rev. 37, 682 (1931).

® Aus Messungen der Temperaturabhingigkeit von &, C. T. ZAHN:
Physic. Rev. 24, 400 (1924).
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und a,=a,. Aus spektroskopischen Daten wissen wir, daBl das HCI-
Molekiil nur eine einzige ultrarote Eigenschwingung, nidmlich die der
beiden Kerne gegeneinander besitzt, so daB nur ¢, nicht aber 4, und a;
einen ultraroten Beitrag enthalten. Es sind also die elektrostatischen
Polarisierbarkeiten @, und a, gleich den optischen &, und b,. Die Diffe-
renz a,—>b, erhalten wir aus der Gleichung

a,+2a,— (b, +2b,)=a,— b*:?f%‘v(”'“ —n): 12,6 10725,

Da K, klein gegen K, ist, berechnen wir zunichst K, aus 4=0,0066
mittels der Niherungsformel® (28) zu 0,108 10-15, so daBl K,=35,64- 1075
oder 6,=-+2,35-10—35 wird. Aus dem positiven @, folgt dann, daB
die Achse groBter Polarisierbarkeit in die Langsrichtung des Molekiils
fallt. Mittels (30) finden wir fiir die Anisotropie b, —b, zunichst den
Niherungswert 7,8-10—25 und @, —a,=a,—b,=21,2-10—25. Damit
kénnen wir jetzt mit der streng richtigen Formel (21) K1 zu 0,44-1077%5
berechnen und erhalten weiter K,=5,3-10—5, b, —b,=7%,4-10—2 und
a, —a,=20,3-10—25, Die optischen Polarisierbarkeiten sind dann
b, =31,3, bZ=23,9-10—25, die. elektrostatischen a4, =44,2 und a,=
23,9-10—25. Fir den Depolarisationsgrad wiirde sich daraus 0,011
ergeben (beobachtet ist 0,0066 und o,01).

Wir haben hier einen der wenigen Fille, wo wegen der vollkommenen
Anisotropie des ultraroten Beitrages zur Gesamtpolarisierbarkeit die
elektrostatische Anisotropie von der optischen ginzlich verschieden ist.
%3

22 _ % auchnicht

In diesem Falle ist natiirlich die Beziehung (25) -Zi - 5
) I 2 3

angendhert mehr giiltig.

NH,. Bekannt sind K, g4, 4, » und #,. Wir betrachten das Am-
moniakmolekiil als eine dreiseitige Pyramide mit einem von den drei
H-Atomen gebildeten gleichseitigen Dreieck als Basis und dem N-Atom
an der Spitze. Das elektrische Moment fillt dann in die Richtung der
Hohe, die gleichzeitig Symmetrieachse b, ist. Berechnet man in der-
selben Weise, wie beim HCI aus der KErRrR-Konstanten, die von SZivEssy
sehr sorgfiltig gemessen worden ist, die optische Anisotropie b, —b,
und aus dieser den Depolarisationsgrad A, so wird dieser gleich o0,0015,
beobachtet ist aber an getrockmeten, nicht weiter gereinigten NH,
A=o0,01. Nach dem frither iiber die Messung solch Kkleiner Depolari-
sationsgrade Gesagten ist es gut mdglich, daB diese Abweichung auf
Fehler in der Messung von A zuriickzufiihren ist, zumal einige Prozent
eines Dampfes mit groBem Brechungsindex und groBer Anisotropie
einen Depolarisationsgrad von 0,01 vortiuschen kénnten. Dagegen ist

t Die Berechnung der einzelnen Polarisierbarkeiten wire auch ohne
Benutzung von .7 moglich, aber umsténdlicher.
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kaum anzunehmen, daB diese Diskrepanz auf einer geringen Abweichung
von der Rotationssymmetrie beruht.

Fiir das rotationssymmetrische Molekiil ergeben sich aus der KERR-
Konstanten folgende Werte: b, =24,3-10~25 und b, =05,=21,8-10725.

In derselben Weise sind die in Tabelle 10 aufgefiihrten Polarisations-
ellipsoide der Molekiille HCN, CH,Cl, CH,Br und CHCI, berechnet
worden.

Besitzt ein Dipolmolekil keine Symmetrieachse, so kann das voll-
stindige Polarisationsellipsoid, wie wir fiir SO, zeigen wollen, nach
STUART (48) in folgender Weise erhalten werden.

SO,. Bekannt sind wieder K, u, 4, % und #,,. Aus dem Vorhanden-
sein eines elektrischen Momentes folgt, daB zwei Strukturen méglich
sind, entweder ein gewinkeltes Modell oder der unsymmetrische Stab®.
In beiden Fillen liegt das elektrische Moment in der Richtung einer
der drei Hauptachsen, nimlich beim gestreckten Modell in der Rich-
tung OSO, beim gewinkelten Modell in der der Winkelhalbierenden.

Diese Achse sei b,, so daBl y=p, und u, =y, =o0 wird. K, berechnen
wir aus A mittels (28) zu 1,75-10—5, K, ist dann gleich —10,95-10—75
und &, gleich —4,57-10—35. Aus (22) finden wir weiter

#2
.= 5w |2

by —b,—b,|= —4,57- 10735
oder
I. 2b,—b,—b,=—12,4-1077%,

Dazu kommt als zweite Gleichung die aus der Molekularrefraktion (6)

gewonnenen
- II. b,+b,4 b, =117,0-107%
und mittels Formel (5) und (6) als dritte
III.  (b,—0b,)%+ (b,—b,)*+ (b;—b,)* =1220 105",

Aus diesen drei Gleichungen erhalten wir dann die folgenden beiden

Lésungen:

1. b; = 54,9 2. b, = 27,21
b, = 27,2 i - 107 3 b, = 54,9 (- 107 %%,
by = 34,9 by = 34,9

Da b, 5= b, = b, ist, besitzt das Molekiil keine Rotationssymmetrie, es
muB also gewinkelt sein (siche Abb. 6).

Wir sehen weiter, daf3 sich die Polarisierbarkeit in der Richtung des
elektrischen Momentes eindeutig zu b, = 34,9- 1025 ergibt, wahrend fiir

t Nach Untersuchungen von BADGER und MECKE [Z. physik. Chem. B. 5,
333 (1929)] scheint zwar bei stark angeregter (n = 4) Schwingung der Kerne
eine geringe Unsymmetrie, drei verschiedene Trigheitsmomente, vorhanden
zu sein. Diese wird aber wohl bei Zimmertemperatur, wo diese Schwingung
noch nicht angeregt ist, verschwinden.

2 Hu~np [Z. Physik 31, 81 (1925)] hat gezeigt, daB die letztere Kon-
figuration instabil ist.
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die beiden anderen Richtungen zwar nur ein Wertepaar auftritt, seine
Zuordnung zu b, und b, aber auf zwei Arten mdoglich ist. Nun wissen
wir, dal wegen der wechselseitigen Induktion die Achse kleinster Polari-
sierbarkeit senkrecht zur Ebene 0SO stehen muB3. Es ist also Losung 1
mit b, b, als die richtige anzusehen.

In dieser Weise laft sich das vollstindige Polarisationsellipsoid eines
Dipolmolekiils ohne Symmetrieachse bestimmen.

Im Falle des SO, folgt iibrigens die gewinkelte Gestalt bereits ohne
Berechnung des Polarisationsellipsoides aus der negativen KErRr-Kon-
stante, da beim gestreckten Modell 1 und b, in die Langsrichtung des
Molekdils fallen wiirden, die KERrR-Konstante also positiv sein miiBte.

H,S. Beim H,S-Molekiil dagegen, wo
ebenfalls alle notigen Daten bekannt
sind, kénnen wir erst aus dem Polari- H\/” l
sationsellipsoid die gewinkelte Form des ¥ 7
Molekiils erkennen, da hier die KERR-

Konstante positiv ist. Wir finden in der-
selben Weise wie beim SO, fiir das optische Polarisationsellipsoid die
folgenden Daten:

Abb. 6.

b, = 42,0- 10725 in Richtung H-H
b, = 32,1-107%5 ' der normalen zur Ebene HSH
by = 39,3-107% . der Winkelhalbierenden.

Man erkennt also, daB bei einem Molekiil chne Symmetrieachse das
Vorzeichen der KErr-Konstanten lediglich davon abhingt, ob der Aus-
druck (2 b,—b, —b,] groBer oder kleiner als Null ist.

Schlieflich geben wir in Tabelle 10 eine Zusammenstellung simt-
licher bisher an Gasen und Dampfen gemessenen! KERR-Konstanten zu-
sammen mit den daraus von STUART (59) berechneten Polarisations-
ellipsoiden. Dabei bedeuten b,, b, oder b, streng genommen die Polari-
sierbarkeiten fiir gelbes Licht bei Zimmertemperatur, da der Berech-
nung der Brechungsindex fiir Natriumlicht und die mit griingelbem
Licht (ci. 540 up) gemessenen KERR-Konstanten zugrunde gelegt sind.
Die Depolarisationsgrade sind im allgemeinen mit weiem Licht ge-
messen, was aber auf die einzelnen Werte praktisch ohne EinfluB ist.
Die Abhingigkeit von der Temperatur bei b,, b, oder b,, die vor allem
durch die Temperaturabhingigkeit der Molekularrefraktion bedingt ist,
wird sich erst bei ziemlich hohen Temperaturen, wo die Kernschwin-
gungen der Molekiile stark angeregt sind, bemerkbar machen, so daB wir
b., b, und b, als die Polarisierbarkeiten im schwingungslosen Zustande
bezeichnen kénnen.

* Beobachtungen von HANSEN (19), Szivessy (56) und STUART (50,
5I, 54).
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Ta-
K. 10 Temperatur
Stoff Formel bei 760 mm | zu X beob. [t 1018 4. 10% (”D“‘ 1) c108
V. 540 U in?C
Chlor .. .. ... Cl, 2,3 24 o 4,3 0,782
Acetylen . . . . . . C.H- 1,85 25 0 12,0 0,565
Kohlensdure . . . . CO, 1,42 18 o 98 0,490
Schwefelkohlenstoff . CS, 21,0 56,7 0 14,3 1,482
Stickoxydul . . . . N,O 3,08 26 0 12,5 0,507
Cyan . . .. ... (CN), 4,3 25 o — 0,850
Benzol. . . . . . . CsHs 5,9 10§ 0 4,2 1,821
Tetrachlorkohlenstoff cCl < +0,2 90.4 o 0,5 —_
Salzsdure. . . . . . HC 5,75 18 1,03 1,0 0,447
Cyanwasserstoff. . . HCN 93,0 20 2,65 — 0,438
Schwefelwasserstoif . H,S 1,59 18 0,93 1,0 0,642
Schwefeldioxyd . . . S0, —-9;2 180 1,61 4 0,668
Ammoniak . . . . . NH; 3,48 17,5 |I,44 1,0 0,377
Methylchlorid . . . CH,;C! 35,6 18 1,89 1,5 0,870
Methylbromid . . . CH,Br 44,5 18 1,82 — 0,964
Athylchlorid . . . . C.H.Cl 53,7 18 2,08 1,6 1,179
Propylchlorid . . . C,H,C? 38,0 69,2 2,04 1,49 —
Chloroform . . . . CHCI, —7,5 89,5 0,95 1,7 1,450
Phosgen . . . . . . COCi, 8,6 20 —_ — —
Athylenoxyd . . . . C.H,0 — 10,2 19,5 |1,88 — —-
Acetaldehyd . . . . | H;C-COH 59,3 20 2,7 — 0,811
Athylnitrit . . . . . C.H;:NO. 92,7 20 —_ - —
Methylalkohol . . . CH,0H |<+04 08,8 |1,68 1,6 0,549
Athylalkohol . . . . C.HOH | < +0,5 102,0 |1,60 0,8 0,878
Dimethyldther . . . |[CH;-O-CH3 —49 18 1,29 — 0,801
Didthylather . . . . |C.H5-0-C.Hy| —3.8 62,7 1,14 2,5 1.532
Aceton. . . . . . . CH;-CO-CH,4 31,2 83,1 |2,72 1,7 1,090
Methylithylketon . . |CH;.CO-C.H; 15,6 104,3 [2,72 2,22 —

Ferner ist zu bemerken, daB bei Molekiilen mit beschrinkt dreh-
baren Gruppen, deren Schwingungsamplituden von der Temperatur
abhiangen, im Prinzip eine Temperaturabhingigkeit des Polarisations-
ellipsoides und des Depolarisationsgrades moglich ist, die sich auch
in einer Abweichung der Temperaturabhiangigkeit der KERR-Konstanten
von der durch die LANGEVIN-Bornsche Orientierungstheorie geforder-
ten duBern wiirde. Doch ist im allgemeinen die Temperaturabhingig-
keit der Drehibarkeit und damit ihr EinfluB auf die KERrR-Konstante
und den Depolarisationsgrad so gering, daf sie das Polarisations-
ellipsoid praktisch nicht beeinflussen wird.

Die Genauigkeit der fiir die drei Hauptachsen angegebenen Polari-
sierbarkeiten ist recht groB und vor allem durch die Genauigkeit bei
den Messungen des Brechungsindex begrenzt. Fehler in der KERr-
Konstante und im Depolarisationsgrad wirken sich nur wenig aus, da
beide GroBen von den Differenzen der einzelnen Polarisierbarkeiten
abhingen.
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D)
belle 10.
- Lage der optischen Achsen und
37 10% by - 107 bz - 1% by 10® ges elektlx)‘ischen Momentes
138,4 66,0 36,2 36,2 b: Symmetrieachse
99,9 51,2 24,3 24,3 »
7955 41,0 19,3 19,3 »
262,2 I51,4 554 55.4 »
89,8 53,2 18,3 18,3 "
1504 77,6 36,4 36.4
322 66,7 1277 | 127,7 "
315 105 105 105 »
79,0 31,3 23,9 23,9 b: Symmetrieachse; u = u:
77:6 39,2 19,2 19,2 » »
113,5 42,1 32,1 393l u=u
11,7 54,0 27,2 | 349 6L Fbene HSH, bzw, 0SO
67,8 24,2 21,8 21,8 b; Symmetrieachse; ¢ = u:
150,9 60,0 45,5 45,5 » »
166.5 68,3 49,1 49,1
202,0 69,9 52,6 79,5 wegen der Lage der Achsen und des
el. Momentes s. Abschnitt g
248 —_ — — —
256,4 66,8 94,8 94,8 b: Symmetrieachse; u= u;
143.7 — — — —
97 40 25,6 31,4 berechnet fur u 1 0C; (b u) = 70°;
b. 1 Ebene COH s. Abschmtt o.
137,7 — -
154,7 64,6 41,4 48 7}
262 112,6 70,7 78,7 b2 € Ebene cocC
187 70,0 47,7 69,6| u=us
245 98.7 60,6 85,7/ b2 1 Ebene COC

9. Polarisationsellipsoid und Molekiilstruktur. Es ist schon im
vorhergehenden Abschnitt gezeigt worden, wie aus den Polarisations-
ellipsoiden von SO, und H, S die gewinkelte Gestalt dieser Molekiile folgt.
Wir wollen nun im folgenden an einer Reihe von Beispielen, die von
STUART (49, 50 und §3) diskutiert worden sind, diesen Zusammenhang
zwischen Polarisationsellipsoid und Molekiilstruktur weiter verfolgen und
sehen, welche Schliisse sich auf die Gestalt des Molekiils ziehen lassen.

Athylchlorid. Dieses Molekiil verdient besonderes Interesse, weil
man hier nicht nur einige Modelle ausschlieBen, sondern auch ein be-
stimmtes Modell als sehr wahrscheinlich angeben kann.

Gegeben sind die Kerr-Konstanten K=53,7-10~* bei 760 mm
oder 189, ferner A=0,016 und p=2,08-10—8. Daraus erhalten wir
K,=1,63-10—5 und K,=52,1-10—*5. Wir koénnen nun nicht, wie im
Falle des SO, ohne besondere Annahmen das Polarisationsellipsoid be-
rechnen, da wir beim gewinkelten Modell weder die Lage der Achsen

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. X. 13
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noch die des elektrischen Momentes, die sich beim SO, ohne weiteres
aus der Symmetrie des Molekiils ergab, angeben kénnen.

Wir betrachten daher zunichst das gestreckte Modell, das also eine
Symmetrieachse b, hat. Die Rechnung verlduft dann genau wie beim
HC! und ergibt fiir die Anisotropie b, —b, 17,2-1077 und fiir 4 0,008,
wihrend A =0,016 beobachtet ist. Diese Abweichung ist so groB, dafi
wir das gestreckte Modell als mit den Messungen unvereinbar aus-
schlieBen diirfen, ganz abgesehen davon, daB es der geldufigen und
erprobten Vorstellung der klassischen Stereochemie von der Valenz-
winkelung am C-Atom widerspricht. Wir finden also auch beim Athyl-
chlorid ein gewinkeltes Molekiil.

Wir nehmen am C-Atom einen Valenzwinkel von 1109, genau 109° 28’
(Tetraederwinkel am C-Atom bei vier einfachen Bindungen) an. Einen
Anhaltspunkt fiir die Lage der Achsen des Polarisationsellipsoides ge-
winnen wir durch folgende Uberlegung. C!und CH, haben bekanntlich
angenihert die gleichen Oktettrefraktionen, némlich Cl 6,57 und CHj
6,32' und auBerdem in organischen Verbindungen morphotropische
Ahnlichkeit. Wir diirfen also Athylchlorid hinsichtlich seines optischen
Polarisationsellipsoides als dem Propan #hnlich ansehen, zumal bei
beiden Molekiilen derselbe Depolarisationsgrad. beobachtet ist, und
wollen daher versuchsweise die Achsen wie in Abb. 7a legen, d. h. y,=o0
und b, senkrecht zur Ebene CIC,C,. Wir betrachten zuerst den Fall,
daB p in die Richtung CI—C, fillt, d.h. mit b, den Winkel a=35°
einschlieBt und daB u, =p sin @ und g, =p-cos a wird. Aus der beob-
achteten Kerr-Konstante folgt dann mittels Formel (22) die Beziechung

O,-45-k - T*

2
w

=b, (2—3 cos’c) — b, + b5 (3 cos® « — 1)
oder
1,01 b,—b,— 0,01 b,= 34,7 - TO7%.

Diese Beziehung ist aber mit der aus der Lichtzerstreuung gewonnenen

Gleichung
(b= b,)* + (b,— b;)* + (b — b,)*= 1110 - IO05°

unvertriglich. Um beide Gleichungen miteinander vereinen zu koénnen,
miiBte X(b,—b,,)* mindestens doppelt so groB sein. Beriicksichtigt man
ferner, daB nach dem oben Gesagten die gemessenen Depolarisations-
grade eher zu hoch als zu niedrig sind, so wird die Diskrepanz noch
groBer. Wir konnen also auch dieses Modell, iberhaupt jedes, bei
dem y mit der Achse gréBter Polarisierbarkeit einen Winkel von 35°
oder mehr bildet, sicher ausschlieBen.

Wir suchen jetzt den Grenzwinkel a zwischen y und b;, der gerade
noch mit dem gemessenen Depolarisationsgrad 0,016 vertréglich ist.
Diese Rechnung ist natiirlich von unserer besonderen Wahl der Achsen-

1 Vgl. z. B. Handb. d. Physik 24, 521 (1927).
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lagen innerhalb des Molekiils sowie vom Winkel am C-Atom, da ja nur
der Winkel zwischen 4 und b, eingeht, unabhingig und ergibt, daB erst
fiir Winkel kleiner als 17° reelle und zwar zwei Lésungen auftreten.
Fiir a=15° und A =0,016 (fiir & = 177° wiirden sich die Werte um weniger
als /,% &ndern) ergeben sich folgende Lésungen:

I I
b, = 69,91 by = 53,4
b,= 52,6} .10"25 b,=67,8:.10—25
b3 = 79,5 J b; = 80,8

Die Lésung 11 148t sich auch hier ausschlieBen, da wegen der wechsel-
seitigen Induktion notwendig 5,<b, sein muB. Fiir ¢ =10° findet man
Werte, die sich von den obigen nur um etwa 1% unterscheiden. Fiir
A =o0,012 wiirde der Grenzwinkel genau 15° betragen.

7
z
% c 2 P
&
s
3
G

a Abb. 7. Athylchlorid. b

Wir finden also allein aus den Messungen unabhingig von jeder
weiteren Annahme hinsichtlich der GroBe des Valenzwinkels oder der
Achsenlage, daB das elektrische Moment mit der Achse grofter Polari-
sierbarkeit einen Winkel zwischen 0° und 179 einschlieBen muB. Es muf
also in unserem speziellen Modell, dem wir Propanzhnlichkeit und einen
Valenzwinkel von 110° zuordnen wollen, das elektrische Moment mit
der Richtung Cl—C, einen Winkel zwischen 18 und 35° einschlieBen.
Es fdllt also nicht in die Richtung CI—C,, wie man auf Grund der
Vektoraddition der Bindungsmomente vielleicht erwarten maéchte.

Dasselbe Ergebnis ergibt sich auch auf einemganz anderen Wege, nim-
lich aus der Diskussion der elektrischen Momente in der homologen Reihe
CH;3Cl, C,H, Cl usw. durch STUART (51, 52). Das Gesamtmoment des
CH, Clist1,89-10—8, Dasvergroferte Moment des C.H,Cl(u=2,08-10—18)
ist auf eine Polarisation der ein H-Atom ersetzenden neuen CH ;-Gruppe

zuriickzufiihren. Das Bindungsmoment Cl—C induziert nimlich in
dieser Gruppe ein Moment von etwa 0,4-10—%, das auf dem Moment
+

Cl—C genihert senkrecht steht. Daraus folgt dann weiter, da3 das
beobachtete resultierende Moment mit der Richtung Cl—C; einen
Winkel # zwischen 15° und 20° einschlieBen mu8.

Da nach den KEerr-Effektmessungen der Winkel a zwischen 4 und
der Achse b, hochstens 17° betragen kann, also wahscheinlich kleiner
als 170 ist, diirfen wir weiterhin annehmen, daf diese Achse b, nicht

13*
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genau in die Verbindungslinie CI—C, fillt, sondern mit Cl—C, einen
etwas kleineren Winkel als 35° bildet, was schon dadurch nahegelegt
wird, daB das Cil-Atom eine etwas groBere Oktettrefraktion als die
CH,-Gruppe besitzt.

Man sieht also, daB sich beim Athylchlorid schon recht prazisierte
Angaben tiiber die Lage des elektrischen Momentes und der Hauptachsen
machen lassen (Abb. 7b).

Methylalkohol. Bekannt sind K <==0,4+10—75 bei 760 mm und 98,8°,
ferner y, 4 und #. Aus diesen Daten ergibt sich fiir K; 40,3107
und fiir K, + 0,1- 105 bis—o0,7- 1075, beide Werte fiir 760 mm und 98,8°.

Aus der auBerordentlich kleinen KErRr-Konstante 14Bt sich folgendes
schlieBen.

a) Das gestreckte Molekiilmodell, d. h. der H-Kern in der Verldnge-
rung von CO liegend ist auszuschlieBen. Denn in diesem Falle wiirde
die Linie COH Symmetrieachse und Richtung gréBter Polarisierbar-
keit b, werden, das elektrische Moment wiirde in dieselbe Richtung
fallen und K, somit groB und positiv,
nimlich gleich — 11,4-10—*5 bei 98,80
werden.

b) Das Molekiill ist also am O-
A\ o Atom gewinkelt. Uber die GroBe die-
AN g ses Winkels sagt uns die KErr-Kon-

4 7 stante nichts aus, zumal wir von vorn-
herein nicht angeben kénnen, wie beim
Methylalkohol die optischen Achsen
liegen. Nur wenn das Molekiil auch bei der Winkelung am O-Atom die
Verbindungslinie CO als Symmetrieachse &, behalten wiirde, also b, = b,
wire (sieche Abb.8), wiirde aus der beobachteten Kerr-Konstante
folgen, daB der Winkel zwischen der Richtung des elektrischen
Momentes und der Achse groBSter Polarisierbarkeit &: zwischien 54,5
und 580 eingeschlossen wire [siehe Formel (31)]. Auch dieses Modell ist
ganz unwahrscheinlich, da es mit den Vorstellungen der klassischen
Strukturchemie, die einen Valenzwinkel von 100°—110° fordern, im
Widerspruch steht. Wir benutzen im folgenden immer den Winkel
von 1100,

Vielmehr diirfen wir nach EuckeN und MEYER!® annehmen, daB das

g

—~F

Abb. 8. Methylalkohol.

elektrische Moment, welches sich aus den Bindungsmomenten OH und

OC zusammensetzt, eben wegen dieses Winkels von 110° senkrecht auf

OC steht.
¢) Dann folgt aber, daB das Molekiil keine Symmetrieachse hinsicht-
lich seiner optischen Polarisierbarkeit besitzt, d.h. der auf der einen

* EUuckeN, A. u. L. Mever: Physik. Z. 30, 379 (1929).
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Seite von OC sitzende H-Kern zieht die Elektronen des Pseudoatoms OH
soweit heriiber, daB die Elektronenhiille auch nicht annihernd mehr
symmetrisch um OC verteilt ist. Dann fallt natiirlich auch die Achse
groBter Polarisierbarkeit nicht mehr in die Verbindungslinie OC, sondern
sie wird (siehe Abb. 8) damit einen Winkel 8, d. h. mit u, das wir senk-
recht zu OC annehmen, einen Winkel gleich go—f einschlieBen. Die
Achse b, wird natiirlich immer senkrecht zum Molekiil stehen. Trotz
der Unsicherheit der GréBe von f seien die einzelnen Polarisierbarkeiten
fiir f=20° angegeben, und zwar fiir K, =0, da sich dieselben nur ganz
wenig mit § dndern, solange o< f<30° ist.

b, = 40,0 l
b2 = 25,6 « IO 25,
by = 31,4
Fir K, =—o0,7+10~s wiirden sich die obigen Zahlen nur um 2—4%

dndern. DaB f gréBer als 300 wird, ist wohl ausgeschlossen, da die
Achse maximaler Polarisierbarkeit mit OC keinen groBeren Winkel
als HCO bilden kann.

Athylalkohol. Beobachtet ist wieder eine ganz kleine von O nicht
unterscheidbare KErr-Konstante K< == 0,510~ bei 760 mm und 102°.
In derselben Weise wie beim Methylalkohol folgt auch hier die Winkelung
am O-Atom und die Unsymmetrie des Molekiils. Die neu hinzukommende
CH,-Gruppe ist als praktisch frei drehbar anzusehen, da merkliche
Potentialunterschiede bei den einzelnen Stellungen nicht da sind. Infolge
dieser Rotation dndert sich dauernd die Gré8e und vor allem die Orien-
tierung des optischen Polarisationsellipsoides, d. h. die Lage der Haupt-
achsen, so daBB wir von einer numerischen Berechnung desselben absehen.

Methylither. Bekannt sind K, g und #. Der Depolarisationsgrad
ist nicht gemessen. Wir diirfen aber als sicher annehmen, da$ er nicht
groBer, sondern kleiner als der des Athylithers (4=0,0256) ist, da
Athylither wegen der lingeren Seitenketten bei gleichem Winkel am
O-Atom im Sinne der SiLBERSTEINschen Theorie stirker anisotrop als
Methyldther sein muB. Wire der Winkel nicht konstant, so wiirde er
beim Methyldther wegen des groBeren elektrischen Momentes des Methyl-
dthers gegeniiber dem des Athyl- und Propylithers kleiner sein, was
sich wiederum zugunsten einer abnehmenden Anisotropie beim Methyl-
dther auswirken wiirde. Als wahrscheinlichsten Wert fiir A wihlen wir
0,02. Um zu zeigen, dal der Wert auf das Endergebnis nur geringen
EinfluB hat, sind tiberall auch die Zahlen fiir A4 =0,026 hinzugefiigt.
Die Berechnung des Polarisationsellipsoides verlduft genau wie bei SO,
und ergibt folgende Werte:

fiir &/ =0,02 und A = 0,026
b = 64,6 b: = 66,6
b, = 41,4 ¢ - 10—25 b, = 40,2 } « 10—25.

b3 = 48’4 bS =47,7
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Aus der Verschiedenheit der drei Achsen ergibt sich wieder die ge-
winkelte Gestalt, die schon aus dem Vorhandensein eines elektrischen
Momentes folgt?.

Athylither. Gemessen sind K, p, 4 und #. Das Polarisations-
ellipsoid berechnen wir wie bei Methylather und finden fiir die einzelnen
Achsen (siehe Abb. g) die folgenden Werte.

by = 112,6
b= 70,7102
\b3 = 78’7

Wir vergleichen jetzt die GréBe der optischen Polarisierbarkeiten der
Hauptachsen von Methyl- und Athyldther®. Dabei fillt zundchst die
starke Zunahme von b,, etwa 48-10—25, auf, wihrend b, znd b, nur um
etwa 29-10—25 bzw. 30-I0—25 zunehmen.

Der Ersatz einer CH,-Gruppe durch C,H, ergibt im Mittel einen
Zuwachs von etwa 18-10—25. Dall b, weniger, statt um 36 nur um
291025 zunimmt, ist, da sich nach der SILBERSTEINschen Theorie die

senkrecht zur Ebene COC induzier-

z ,;% 6;\/7:/’\ z 3 ten Momente gegenseitig schwichen

/’ ;o \ N\ miissen, zu erwarten und direkt wie-
7l s 74, AT ‘ -7 der ein Beweis fiir die Richtigkeit
CH 4 CHs dieser Theorie. Die Tatsache, daB
Abb. 9. Athylither. offensichtlich 4, viel mehr als 0,
zunimmt, und daB &, dhnlich &, wird,
deutet daraufhin, daB Stellung I der um OC drehbaren CH,-Gruppe
(siche Abb. g) als Lage minimaler potentieller Energie besonders aus-
gezeichnet ist, d.h. besonders hiufig ist:

In Stellung IT dagegen miiite b: ungefihr gleich b; sein. Wire
Stellung I die einzig mogliche, so wiirde das Molekiil fast Rotations-
symmetrie besitzen, d. h. b, wiirde fast gleich 4, werden. Der in Wirk-
lichkeit beobachtete geringe Unterschied von 8-10—25 deutet also darauf
hin, daB daneben noch andere Stellungen der CH,-Arme moglich sind,
d.h. daB diese um Stellung I beschrinkt drehbar sind, also kleine
Schwingungen ausfiihren.

Diese beschrinkte Drehbarkeit 14Bt sich auch aus dem Gang der
elektrischen Momente als sehr wahrscheinlich erschliefen [STUART (52)],
wenn man beachtet, daB wegen der raumlichen Behinderung der beiden
CH;-Gruppen Stellung II gar nicht méglich ist. Dazu kommt, daB

t Es zeigt sich ferner, daB die entsprechenden Werte fiir die einzelnen
Polarisierbarkeiten nur um etwa 3%, voneinander abweichen, obwohl der
Depolarisationsgrad um mehr als 20%, verschieden angesetzt wurde, d. h.
maBgebend {fiir die Genauigkeit sind vor allem die Molekularrefraktion,
dann die Kerr-Konstante und zuletzt der Depolarisationsgrad.

2 Die Unsicherheit im -7-Werte beim Methylither ist fiir die folgende
Betrachtung unwesentlich.
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-+ -
wegen der Anziehung der Momente OC und CI} I eine Stellung mini-
maler potentieller Energie ist (diese Energie ist von der Gré8enordnung
kT ci. 250 cal, reicht also aus, um die freie Drehbarkeit erheblich ein-
zuschrinken).

Um den Unterschied in den elektrischen Momenten der verschiedenen
Ather zu erkliren, nimmt SANGER! an, daB der Winkel am O-Atom
bei Athylather etwas groBer als beim Methylither ist (10° geniigen
schon zur Erkldrung) und dafB dann uneingeschrinkte Drehbarkeit vor-
handen ist. In diesem Falle kénnten aber b, und &; kaum so verschieden
sein und ferner miiBte das Athermolekiil dann einen Depolarisationsgrad
dhnlich dem des Pentan A=0,013 besitzen. In Wirklichkeit ist der
Depolarisationsgrad doppelt so groB3, was wieder fiir ein gestrecktes Mole-
kil spricht. Somit ist unser Modell, in dem die freie Drehbarkeit stark
zugunsten von Stellung I eingeschrinkt ist und bei dem der Winkel
am O-Atom derselbe wie beim Methylither ist, am besten mit allen
Beobachtungen im Einklang.

Inzwischen ist es gelungen (STUART 48), aus Daten iiber Ver-
brennungswirmen in einzelnen Fillen die Wechselwirkungsenergie von
Gruppen innerhalb eines Molekiils zu bestimmen und so Entfernungen
anzugeben, bei denen sich zwei CH;-Gruppen anziehen bez. abstoBen.
Aus diesen Betrachtungen folgt mit Sicherheit, daf Stellung II, auch
wenn sich der Valenzwinkel am O-Atom um 10° &ffnen wiirde, wegen
sterischer Behinderung der beiden CHj;-Gruppen unméglich ist. Drelit
man beide Gruppen um go® aus der Papierebene heraus, so ergibt
sich immer noch AbstoBung.

Daf3 der Valenzwinkel am O-Atom um mehr als 50 bis 10° deformiert
wird, ist kaum denkbar, da Valenzwinkel, wie sich aus Verbrennungs-
wirmen, wie auch aus optischen Daten (STUART §4) nachweisen 143t,
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