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Es sei G eine diskontinuierliche Gruppe von hyperabelschen Trans-
formationen

(1) 8 = {8W, ..., 8"

mit reellen unimodularen Matrizen

L a pe
(2) S0 = (\y(") 6(V)> w=1,...,n)
welche einen Punkt 7 = {t@, ..., 7*} des Teilraumes ¥, definiert durch
(3) Sm " >0 w=1,...,mn),
in
ey PR P ES
Tyt LD s T m o m) s

iiberfiilhren. Aus T erhilt man eine neue abstrakte Mannigfaltigkeit R,
indem man alle Punkte von ¥ identifiziert, die nach einer Substitution von G
aquivalent sind. Die Bestimmung von R entspricht der Aufgabe, fiir G in I
einen Fundamentalbereich anzugeben. Wie das im allgemeinen und im
besonderen fiir die Hilbertsche Modulgruppe und deren Untergruppen von
endlichem Index zu machen ist, habe ich in einer fritheren Arbeitl), auf
welche auch wegen der Bezeichnung und Definitionen verwiesen sei, ausfiihrlich
auseinandergesetzt. Die vorliegende Untersuchung liefert einen Beitrag
zur Theorie derjenigen in ¥ analytischen Funktionen, die als eindeutige
Funktionen iiber R aufgefaBt werden konnen, d. h. automorphe Funktionen
zu G darstellen. Der Begriff der automorphen Funktion wird dem allge-
meineren der automorphen Form der Dimension — 7 mit dem Multiplikator-
system v untergeordnet. ¢(t) heiBt eine automorphe Form von G der Dimen-
sion —r mit dem Multiplikatorsystem v, wenn

6) @) =o@)N@pr+oypn fir S=(0), SCG

1) H. MaaB, Uber Gruppen von hyperabelschen Transformationen, Sitzungs-
berichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, math.-naturwiss. Klasse (1940),
2. Abhandlung, im folgenden zitiert mit M.
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und iiber die Singularititen von g@(7) geeignete Festsetzungen getroffen
werden; dabei miissen die Funktionszweige der mehrdeutigen Faktoren von

n

(6) N@pt+ 8y = ITe" ™+ 0y

r=1
ein fiir allemal festgelegt werden. Eine Form ¢(7), die in allen Punkten
eines Fundamentalbereiches zu G, einschlieBlich der parabolischen Spitzen,
regulér ist, heiBt eine ganze Form, der Quotient zweier ganzer Formen gleicher
reeller Dimension —r mit gleichem Multiplikatorsystem v (|v| = 1) eine
.automorphe Funktion. Es ist in dieser Arbeit, ohne daB stindig darauf
hingewiesen wird, immer nur von ganzen automorphen Formen die Rede.
Fiir Transformationsgruppen G mit nur endlich vielen iniquivalenten para-
bolischen Spitzen und einem Fundamentalbereich vom Typus des in M., §3
fir die Hilbertsche Modulgruppe abgeleiteten wird als Hauptresultat der
vorliegenden Untersuchung der folgende Satz bewiesen. Alle automorphen
Funktionen sind rationale Funktionen von # + 1 festen automorphen Funk-
tionen, unter denen sich n iiber dem Korper der komplexen Zahlen algebraisch
unabhingige befinden. Fiir die Hilbertsche Modulgruppe ist dieses Ergebnis
bereits von Blumenthal?) ausgesprochen worden. Es besteht aber keine
vollige inhaltliche Ubereinstimmung der Resultate, weil der Blumenthal-
schen Arbeit eine umfassendere Definition der automorphen Funktion zu-
grunde liegt (vgl. auch die Einleitung zu M.). Ich habe mir in der vorliegenden
Abhandlung die Methoden, mit denen Siegel die Theorie der Modulfunktionen
n-ten Grades begriindet hat3), weitgehend zunutze gemacht. Das wichtigste
Hilfsmittel zum Beweis des oben formulierten Satzes besteht in der Erkenntnis,
daB eine ganze automorphe Form der reellen Dimension — 7 mit dem Multi-
plikatorsystem v (|v| = 1) identisch verschwindet, sobald in den ,,Potenz-
reihenentwicklungen‘‘ der Form zu einem vollen (also nach Voraussetzung
endlichen) System von indquivalenten parabolischen Spitzen gewisse Koeffi-
zienten in nur von der Dimension —r abhidngiger Anzahl verschwinden.
Das ist die Verallgemeinerung der bekannten Tatsache, dafl eine ganze Modul-
form zur rationalen Modulgruppe in der einzigen parabolischen Spitze des
Fundamentalbereichs keine Nullstelle zu hoher Ordnung hat, ohne identisch
zu verschwinden. Um zu beweisen, da eine automorphe Funktion, die sich
als Quotient zweier Formen aus der linearen Schar {G, —r, v} aller ganzen
Formen der Dimension —r < 0 mit dem Multiplikatorsystem v (|v| = 1)
darstellen 1aBt, auch als Quotient zweier Formen einer Schar {G, —ry, 1}

2) Q. Blumenthal, Uber Modulfunktionen von mehreren Verinderlichen. Erste
Hailfte: Math. Annalen 56 (1903), S.509—548; zweite Hilfte: ebenda 58 (1904),
S. 197 —527.

3) C. L. Siegel, Einfiihrung in die Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades,
Math. Annalen 116 (1939), S.617—657, im folgenden zitiert mit S.
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mit ganz rationalem r, dargestellt werden kann, werden die von Petersson )
aufgestellten Poincaréschen Reihen G_, (7;v; 4, I'; R) auf n Verinderliche
verallgemeinert und ausfiihrlich diskutiert.

Die eigentliche Bedeutung der verallgemeinerten Poincaréschen Reihen
liegt darin, daB sie einerseits alle automorphen Formen reeller Dimension
— r < — 2 mit einem Multiplikatorsystem v vom Betrag 1 linear darstellen
(Vollstindigkeitssatz) und andererseits durch funktionentheoretische Eigen-
schaften charakterisiert werden konnen. Der Beweis dieser Behauptungen
gestaltet sich mit Hilfe der Peterssonschen Metrisierung der ganzen auto-
morphen Formen ) iiberraschend einfach und demonstriert aufs neue die
erstaunliche Tragweite der jiingst von Petersson entwickelten Methoden.
Es verbleibt mir nur, die Ergebnisse der unter5) und 8) zitierten Untersuchungen
auf n Verdnderliche zu {ibertragen. Dabei ergibt sich eine Fiille neuartiger
Beziehungen zwischen den Poincaréschen Reihen in # Verdnderlichen. In
welcher Weise sich die nicht-ganzen automorphen Formen, die sich in jedem
Punkt des Fundamentalbereichs ,,rational” verhalten, an dem Aufbau der
hier entwickelten Theorie beteiligen kénnen, miilte noch besonders untersucht
werden.

Auf die entsprechenden Verhiltnisse, insbesondere den Beweis des Voll-
stindigkeitssatzes fiir die Siegelschen Modulformen n-ten Grades gedenke
ich an anderer Stelle zuriickzukommen.

§1.

Multiplikator- und Faktorsysteme. Entwicklung automorpher Formen in
den parabolischen Spitzen.

Das Studium automorpher Formen beliebiger reeller Dimension —r
macht fiir reelle ™, 6™ == 0,0 (v = 1, ..., n) eine generelle Auswahl der
Funktionszweige von N (y7 4 J)" notwendig. Um den Anschlufl an die
Peterssonsche Bezeichnung des formalen Apparats?) der Theorie der auto-

4) H. Petersson, Theorie der automorphen Formen beliebiger reeller Dimension
und ihre Darstellung durch eine neue Art Poincaréscher Rsihen, Math. Annalen
103 (1930), S.369-—436, im folgenden zitiert mit P.

%) H. Petersson, Uber eine Metrisierung der ganzen Modulformen, Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 49 (1939), S. 49—75.

%) H. Petersson, Die linearen Relationen zwischen den ganzen Poincaréschen
Reihen von reeller Dimension zur Modulgruppe, Abhandlungen aus dem Math. Seminar
der Hansischen Univ. 12 (1938), S. 415—472,

7) H. Petersson, Zur analytischen Theorie der Grenzkreisgruppen. Teil I bis IV:
Math. Annalen 115 (1938), S.23—67, 1756—204, 518—b572, 670 —709; Teil V: Math.
Zeitschr. 44 (1939), S.127—1565, im folgenden zitiert mit P. I bis V.
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morphen Formen zu wahren, ist folgender Fixierung vor andern der Vorzug
zu geben: Fiir Imv™” >0 (v =1, ..., n) sel
N(}/T + 6)1’ — erSlOg(y‘z-!—J),
log (y® 7 + 60) = log|y® 70 4 60| + arg (y® 0 4 §0),
5O

) arg (y0) 709 4 %) — l arg (w) + ;Tw) ) —argy®  fir pM 0,

arg.0" fir 9™ =0,
5M

;,G]

1 — sgn o™

‘
arg ' = 5

n, 0< arg(r“" + )< 7.

Setzt man fiir reelle unimodulare M, S von der Art (1) mit den zweiten Zeilen
8) M = (;uli U2), §_ = (7’ é)’ Ms = (:u’lk’ :u;)

von M,S8, MS

9) 27w (M,8) — arg (us S v + ps) — arg (ukt + pd) + arg (y7 + 0)
(fiir alle Konjugierten) und

n
2zir X w®®, s0))
(10) g (M, S) = e27irSwl,8) — ¢ v=1

so gelten die folgenden Regeln (o' = o):
o (M, Sl S2)G (Sl,Sz) =0 (M, S])U (MSl, S2)

(11) 0 (S1,8;) = o (Sg,81) fiir S8, = S8,
und mit (8)

* E Y
(12) N (ST + o)y = o (M, §) Nl mHre )

Npz+o '
wie die Betrachtungen in P. T lehren. Die w-Werte konnen aus P. I, 8. 44,
Satz 4 entnommen werden. Fiir das Multiplikatorsystem v einer Form ¢(7)
der Dimension —r sind zufolge (5) und (12) die Relationen

(13) v (Ly Ly) = 6 (Ly, Ly) v (Ly) 0 (Ly) fiix Ly, Ly, <G
erfiillt. Allgemein soll ein nicht verschwindendes Zahlsystem v, fiir welches

(13) gilt, ein Multiplikatorsystem fiir G zur Dimension —r genannt werden.
Wir vereinbaren wie im M. folgende feste Bezeichnung:

. 1 « A 0
iz e ne ()
und definieren E; (k = 1, ..., n) durch
. —1 1 1 0
b — - M = =
E;_<O _1>, Ek_<0 vk k=1

Die Bedeutung eines Multiplikatorsystems v a3t sich, sofern E; noch nicht
in G enthalten ist, auch auf die durch E, erweiterte Gruppe fortsetzen, in-
dem man, wie es durch (5) geboten ist,

(15) v(By L) = o (By, L)e""o (L) fir L € G
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setzt und sich davon iiberzeugt, da die Relationen (13) auch fiir die erweiterte
Gruppe bestehen. Wir kénnen daher, ohne daf die Gesamtheit der Multi-
plikatorsysteme von G eine Beschrinkung erleidet,

(16) E.cG kF=1,...,n)
voraussetzen.

Transformieren wir eine Form ¢(7) c{G, —7, v} mit einer reellen uni-
modularen Substitution 4, so erhidlt man in

~ A — p (47 —
(1) ot = A (4 = (@)
eine Form aus {4-1G4, —r, v4} mit dem Multiplikatorsystem

(48471, 4)

A —— -1
(18) vA(S) = 0§ 4= T EoE

s ScA4-1GA.

Die Multiplikatoreigenschaft von o4 kann auch direkt aus (13) mit Hilfe
von (11) abgeleitet werden. Man iiberzeugt sich leicht, daB auf Grund von
(11) und (12)

1
19 AVB — - pAB AVB - pAB
(19) (¢4) oan” (v4)E = v
gilt, aullerdem
(20) eL(r) = v(L) (7), vr =wv fir L <G.
Wir wollen jetzt voraussetzen, daf der Punkt oo = {0, ..., oo} para-

bolische Spitze von G ist; d. h. in der affinen Gruppe A von G soll es # unab-
hingige Translationen und » — 1 hyperbolische Substitutionen mit unab-
hingigen Multiplikatoren geben (vgl. M., § 1). Der Modul t der Translationen
aus A repriisentiert ein diskretes Gitter und werde erzeugt von den Trans-
lationen oy, ..., o,:

1= [y, ... %)

Fiir die Multiplikatoren der Substitutionen aus A sei A7, . .., A2_; eine Basis.
Um die der Spitze oo zugeordnete ,,Potenzreihenentwicklung‘ einer in T
reguliiren automorphen Form ¢ (7) fiir G —7-ter Dimension mit dem Multi-
plikatorsystem v ableiten zu konnen, schicken wir folgende Uberlegungen
voraus. Der Modul m wird definiert als die Gesamtheit der Grofen

w = {u®, ..., p™}, fir welche Sau ganz rational bei beliebiger Wahl von
o Ct, was durch
(21) Stu)=0 mod [I] = pcm

ausgedriickt werde. Von den durch
(22) S (x p1) = 6i; (= Kroneckersymbol)



Automorphe Funktionen von # Verinderlichen. 543

definierten GroBen uy, .. ., u, ist dann leicht zu zeigen, daB sie den Modul m
erzeugen. m ist damit als diskretes n dimensionales Gitter erkannt. Ist A2
ein beliebiger Multiplikator von A, so gilt wegent - A2 = t (vgl. M., § 1) auch

(23) 2m=m.

Weil alle 4 © m diskret liegen, so kann aus (23) geschlossen werden, daf

entweder alle Konjugierten u™ (» =1, ..., n) von u cm verschwinden

oder alle von 0 verschieden sind:

(24) ucm, dann @ = 0 oder u = 0.

Wir setzen

(25) v (U%) = 710 fiir o ct

und konnen dabei g () linear in « annehmen. Um die Existenz einer fiir alle

« c t giltigen Losung = = {x, ..., ™} von

(26) o (x) =S (#a) mod [1]

zu zeigen, geniigt es wegen der beiderseitigen Linearitit in «, (26) fiir oy, . . ., o,

zu erfiillen. Das spezielle System von #» Kongruenzen, welches man so erhalt,

ist aber l6sbar, da die Determinante |«{’| == O ist. » ist mod m eindeutig

bestimmt. Zu einem beliebigen Multiplikator 42 von A wihlen wir
U'D,cA

und transformieren mit dieser Transformation die Translation U% « Ct.
Auf Grund von (13) und der Eigenschaften des Faktorsystems o folgt
dann leicht

(27) v(U**) = (UPD,-U*- D, , U%) = o (U%,
d. h.
(28) 0 (¢ 22) = (x) mod [1] fiir « Ct.

Nach (26) gilt also
0=Sx(1— 22)« mod [1] fir «a Ct,

mithin

(29) x (1 — 22) c m.

AuBlerdem notieren wir noch

(30) ucem—>u(l—22)cm

Da nun alle Konjugierten 272 (v = 1, ..., n) algebraische Einheiten sind

und einer Gleichung
f@) =2 +a; 3" 1+ ... +a, =0

mit ganz rationalen Koeffizienten a; geniigen (vgl. M., §1), so sind also
(1 — 2% (» =1, ..., n) Nullstellen von

g(z) =11 —a).



544 H. MaaB.

Da wir » > 1 annehmen wollen, es also mindestens einen unabhingigen
Multiplikator 2% gibt, so kann bei allgemeinem A2 das Polynom g (x) keine
Potenz von x sein:

(—Dg(x) = a»~™ (2™ 4+ bya™ 14 ... + by), bp =0, m = 1.
Nach (24) und (30) sind nun alle A2 (v = 1, ..., n) zugleich von 1 ver-
schieden, oder alle gleich 1. Wenn daher 42 == 1, so kommen also unter den
Wurzeln von

h{(x) =am 4 byam-Lt 4+ ...+ b,

die Zahlen 1 — 2”2 (» =1, ..., n) vor. Aus (29) und (30) kann dann auf
b, » cm geschlossen werden. Es gibt also eine kleinste positive, ganz rationale,
vom Multiplikatorsystem unabhingige Zahl p derart, da8

(31) px Cm, p ganz rational > 0.

Danach sind fiir u cm wegen (24) die Konjugierten von u -+ x gleichzeitig
Null oder nicht Null

(32) pcm—>u+x=0 oder u-+x=0;

denn es gilt p (4 + %) cm. Insbesondere folgt aus (31) auch, daB » reell,
also
(33) [v(U9)] =1 fir «a ct.

Wir geben jetzt die ,,Potenzreihenentwicklung“ von ¢(7) zur Spitze oo an.
Nach (25) und (26) hat

p (1) =e 2" g (7)
die Perioden o — t. Durch
(34) ™ = 3 u,a® =1, ..., n
e=1 " 7
fithren wir neue Verdnderliche u,, . .., %, ein; man berechnet sie nach (22)
direkt aus
(35) Sp,t=u, (o=1,...,mn).

Fiir die Funktion
b4 (quls 00y u’n) =9y (T),

die in jeder der Verdnderlichen u, die Periode 1 hat, gibt es dann wegen der
Regularitdtsannahme eine in ganz I giiltige Fourierentwicklung

o 2mi 2’5 k@“e
(36) x(ul,..., un)zk ? ak;--.kne =1 .
1y e s oy Aip ™= — X
Setzt man
n
(37) ‘Zlkg‘ué’zlu’ akx-«-knza'(/'l’+x)’
{)=



Automorphe Funktionen von n Verdnderlichen. 545

so ergibt sich schlieBlich die gesuchte Reihe

(38) p() = 5 a(u+nemseror
g Cm
Die Koeffizienten berechnen sich aus
(39) a(u—+ %)= Z‘ y \ @ (r)e—2riSwt+ardqy® g,
g
wobel
T=1+ 1y, Reu, =t k=1,...,mn),

=4

a(zh, ..., #™)
l Oty -ous b))
und P die Punktmenge, welche dem Wiirfel :
|| =% k=1,...,mn)
entspricht. Die Entwicklung von ¢(7) zu einer beliebigen parabolischen

Spitze s von G erhilt man, indem man s durch eine reelle unimodulare Sub-
stitution 4 in die parabolische Spitze oo von 4 G 4-1 iiberfiihrt:

(40) ds= o, 4=(00 ).
1
Auf die Form
-1
4) i) =YD N@A 4 @) (A7)

N(—a,7+ag)
aus der linearen Schar {4 G 4-1, —r, »*7'} sind dann die oben abgeleiteten
Resultate anzuwenden. Kennzeichnen wir die zur Gruppe 4 G 4-1 und zum
Multiplikatorsystem v#~' gehorigen GroBen und Modulen durch den Index 4,
so folgt aus (38) !

(42) (])A—l (T) = 2 a, (l‘ _+._xA)e‘ZniS(_u+zA)t’
u C mA
also nach (41):
(43) Nt a) @(t) = 2 aas(p -+ ;{A)CZ”iS("+“A)""
w Comy
Sei 42 der Multiplikator einer Substitution
UPD,

aus der affinen Gruppe von 4 G 4-1, dann folgt, wenn man auf beiden Seiten
der Gleichung
pAT (A2 T 4 B) = v (UIDYN AT et (1)
die Reihenentwicklung (42) eintriigt, aus der Eindeutigkeit dieser Ent-
wicklung, daBl
(44) aq(p + x4) = AL (UPDY N A7 278U 00 g (0 + 24) 22)
fir pcmy, UPD,c 4G4-1
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Neben s sei auch noch s; eine parabolische Spitze von G. Fiir reelle unimodu-
lare Substitutionen 4 und A4, sei dann

As = A, s, = oo.
Sind s und s; nach G #quivalent (der Fall s = s; mit eingeschlossen):

sy =Ls, LcG,
so gilt
(45) A7 =LA D> D,

fiir gewisse By, Z. Mitt, und t " bezeichnen wir die Moduln der Translationen
aus den affinen Gruppen von 4 GA-! bzw. 4,GA; = D, .U .
0

AGA-1-UnD,. Offenbar gilt also
(46) t, =t, 4% und m, =m, 2%
denn m, besteht aus den Losungen u von
S(ut,)=0 mod [1]
und m, entsprechend aus den Losungen u; von

S (u1ty,) =0 mod [1].
Bezeichnen wir noch

,vA‘1 (V%) = 2@ va{l (U™ = REIUNCH)
fir « ct, und oy cty , so schlieBt man mit Hilfe von (20), (19) und (18)
o (Ualgﬁ) _ v.r‘ rr?on,-_o(Uaz;’) = A U9,
woraus erhellt, daB
(47) 04, (@ 25 =04 (2) mod [1] fiir « ct,.
Zwischen den Losungen », und » 4, von
o4 () =S (¢4a) mod [1] fiir « cCty,
04, (1) = S (x4, o)) mod [1] fiir a; cty,

besteht, wie man leicht erkennt, wenn man «; = « A; % setzt, auf Grund
von (47) und (46) der Zusammenhang

— —2
(48) L :x‘,llo mOdmA

%4, =%, 27 modmy,,

der sich damit allein aus der Multiplikatoreigenschaft (13) fiir v ergibt, ohne
daB man zu wissen braucht, ob es eine automorphe Form mit dem Multipli-
katorsystem v gibt.
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Aus den Transformationsregeln (19) und (20) folgt nacheinander

o' (1) = b4 TPk (1) = o (L, A= 1T Dy ()" VP (x)
= o (L, A=1 Uk Dy,) v (L) @47 U7 D1 (1),
wobei nach (19) und (17)

q,‘*_l ufo by, (tr) = o (4=, UP Dy) N A qr"l (A5 T + Bo).
also insgesamt
(49) <pA1_l(t)= o (L, A=1U% D;,) 6" (A=, Uk Dy ) (L) N 1B¢A_1(1[2) 7+ Bo)
fir 47" = LA7'U" D, LcG

Diese Gleichung besagt, daBl es zu einer Serie von dquivalenten parabolischen
Spitzen der Gruppe G im ,,wesentlichen‘* nur eine Entwicklung von der Art
(42) gibt. Wir untersuchen jetzt, um zu einer strengen Definition der (ganzen)
Form zu gelangen, das analytische Verhalten von ¢(7) in der Néhe der para-
bolischen Spitze oo und reduzieren zu diesem Zweck T nach der affinen
Gruppe A in G. Esseit = [a, ..., «,] der Modul der Translationen aus A

und 22, ..., A2_, eine Basis fiir die Multiplikatoren der Substitutionen
von A. Wir bezeichnen

<.

t=x+1y, Y =logy, A; =logh’ G=1,..,n—1),

' 1
/13)‘—‘; =1, ..., 0),
(50) " n=1 .
z= X &o;, Y= X n;4,
ji=1 i=0 f
Die Ungleichungen.

_ysé < =1,
o p<g<i (7 )
—3<p<i k=1,..,n—1)

beschreiben einen Fundamentalbereich fiir A (vgl. M., §3), den wir mit
dem Bereich

(52) 7o = log %, (%0 > 0)

zum Schnitt bringen; P*° bezeichne diesen Durchschnitt. Die im Innern
von ¥ regulir angenommene Form ¢(7) heiit in der Spitze co regulir, wenn
@(7) in P* beschrankt ist. Das soll vorausgesetzt werden. Erfiillen x
und y; > 0 die Ungleichungen (51), dann ist fiir groBes !, namlich

logl = % (log 3, — log N ¥;),
der Punkt v = z + ily; in P* gelegen, also nach (39)

d(/‘1+ ) e 27iS(u + 0y (4, < m)



548 H. Maa8.

fiilr ! > oo beschrinkt; es ist also @ (u; + %) = 0, falls S (u; + ») y; <O.
Zu p 4 », u c m lasse sich ¥ > 0 derart bestimmen, dal

S(u+x)y <O.
Wir reduzieren y mit Hilfe des Multiplikators 42 und erhalten y 42 = y,.
Wie wir gesehen haben, gibt es eine Lésung u; ¢ m von
(1 + %) 22 = (1 + %);
fiir diese ist dann
S+x)y =Sk+2y <0,
also gilt, wie soeben gezeigt wurde, a (1, + %) = O und nach (44) auch
a(u+x) =0. In der Entwicklung (38) braucht demnach nur iiber die u
mit 4 + » = 0 summiert zu werden, so dal} nach (32):

(53) p(t) =ap+ X a(u+ x)e2iStor
CaCw
wobei

__|a(0) fir x cm,

71 0 fir xacm.
Umgekehrt folgt aus der Darstellung (53) leicht, daB @(r) im Bereich
(53a) [&] S %2, [ma] S 21, 10 = log o

(21, %o beliebig, %9 >0; 7 =1,...,m; k=1,...,n—1)
beschriinkt ist, woraus erhellt, da8 die Definition der Regularitit von p(7)
in der Spitze oo von der Auswahl der Basen «;, ..., «, und A%, ..., 22 |
nicht abhéingt. @ (7) heiit in der parabolischen Spitze s reguldr, wenn 471 (1)
mit As = oo in der Spitze oo regulir ist; nach (49) hingt diese Definition
von A nicht ab und iiberdies ist @ (7) auch in allen nach G zu s dquivalenten
parabolischen Spitzen regulir, wenn dies fiir s selbst zutrifft. Wir definieren
jetzt @(7) als eine (ganze) automorphe Form fiir G von der Dimension —r
mit dem Multiplikatorsystem v, wenn @(t) im Innern von ¥ und in allen
parabolischen Spitzen von G regulir ist und wenn die Umsetzungsformeln (5)
gelten. Nach (19) ist mit ¢(z) C {G, —7, v} auch die mit beliebigem reellen
unimodularen 4 transformierte Form ¢4 (t) C {4-1G 4, —7, v4} eine ganze
automorphe Form.
§2.
Poincarésche Reihen.

Ein ausreichendes Hilfsmittel, um die eingangs besprochenen Existenz-
sitze zu erhiirten, hat man in den auf mehrere Verinderliche verallgemeinerten,
fiir den Spezialfall n = 1 von Petersson betrachteten ReihenG_, (v;v; 4, I'; R)
(vgl. 1. c. 4)). Der Umstand, daB es fiir n > 1 auch hyperbolische Substitutionen
gibt, welche eine parabolische Spitze als Fixpunkt haben, bringt ein neues
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Element in die Theorie dieser Reihen. Der Vollstindigkeit halber soll der
in P. durchgefithrte Ansatz, aus welchem die Formen G_, (r; v; 4, I'; R)
entspringen, in diesem Paragraphen fiir n > 1 in extenso reproduziert werden.

Die zweiten Zeilen M,, M, zweier reellen unimodularen Substitutionen
M,, M, heiBen assoziiert, wenn My = AM, mit A*? >0 (v =1, ..., n). Die
Punkte oo ={o,..., oo} und s = 4-1 oo mit reellem unimodularen A4
seien parabolische Spitzen einer vorgelegten Transformationsgruppe G.
Mit S (4, G) bezeichnen wir ein vollstindiges System von Substitutionen
aus A G mit nicht assoziierten zweiten Zeilen. Fiir zwei Substitutionen
M,, My c 4 G mit assoziierten zweiten Zeilen:

M, =21M,
gilt
M, M;*=U’D,cAGA™ mit 10
und umgekehrt. Sehen wir zwei verschiedene Systeme & (4, G) bei gleichem
Argument als nicht wesentlich verschieden an, so gilt in verstiindlicher Be-
zeichnung:
1. 3(U*D, 4,G) = U’D, & (4,G)
mit beliebigen reellen § und 4 =+ 0,
2. 3(48,51G8) =c(4,G) S
mit reellem unimodularen S,
3.3(4,G) = c(4,Q) L
fir L c G.
In dem Ansatz

(54) H.(v;w; 4,G; f) = fMv 1+
H T 6w M N (T + my)”

mit M = (m;, my) versuchen wir f(7) = f(z'V, ..., T™) und w (M) so zu
bestimmen, daB formal ohne Riicksicht auf Konvergenz
a) das einzelne Reihenglied sich nicht @ndert, wenn man M durch eine
andere Substitution mit assoziierter zweiter Zeile ersetzt,

b) 35) H_ (Lv;w; 4,G;f) =v(L)N @yt + 0y H, (v;w; 4,G; )

fir L ¢ G mit L = (y, 6) und ein Multiplikatorsystem v von G zur
Dimension —r gilt.
Sei
(56) UPD,cAGA4-1, 230,

dann @ndert sich N (m;7 + my)" nicht, wenn man M durch U? D, M ersetzt;
nach a) ist also zu fordern
w (U? D, M)

(1) fe 4y == 0

Mathematische Annalen. 117. 36
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Wir ersetzen im allgemeinen Glied von H, den Punkt v durch Lz (L cG,

L = (y,0)) und erhalten nach Multiplikation mit - ! den
v(L)N(yr+ o)
Ausdruck

f(M*7)
o (M,L)w (M) v (L) N (mf v + m3)"

mit M* = ML, M* = (m¥* m¥). M* durchliuft mit M ein System S (4, G).
Die Invarianz b) ist daher gewihrleistet, wenn

(58) w(ML) = o (M,L)ywM)v(L), LcG, Mc4G.
Wihlt man w (4) beliebig fest von 0 verschieden und definiert
(59) w(M)=0(d,L)w(d)v(L) fir M = AL, LcG,

so 1aBt sich leicht zeigen, daB die Relationen (58) erfiillt sind und iiberdies
fir (56)

i
(60) w (U” D; M)

—1
ol = v (UPD)

gilt. Aus (57) und (60) folgt, wenn man nur die parabolischen Substitutionen
(A2 = 1) beriicksichtigt, analog zur Entwicklung (42):

(61) fx) = X b(#_i_%A)ezﬂis(#-}-xA)z‘

uCcmy
Darin brauchen die Koeffizienten & (u + %,) nur noch so gewihlt zu werden,
daB (57) fiir die hyperbolischen Substitutionen (42 # 1) erfiillt ist; es muf
also (44) gelten:
pA” 1 (Uvﬁ D,) b ((/4 + KA) 22) — 62’”'5('“ + xA)ﬂb (‘u 4+ xA)
pcmy, USD,c AGA-1, 1> 0.
Wir nennen u; + %, und pp + x mit u;, u © m, assoziiert, wenn
pe + %, = 2 (u1 + %)

und fiir A die Beziehung (56) gilt. m* sei ein vollstindiges System von Ele-
menten x4 < m,, fiir welche # + %, nicht assoziiert sind, und mit § , werde
ein vollstindiges System von Substitutionen

UPD,cAGA4-1 mit 40
und verschiedenen Multiplikatoren 22 bezeichnet. Setzen wir zur Abkiirzung
noch fiir u + %, & 0:

(63) g(T, u+ %A) = Tl_l—_eZniS(;t+xA)(12,+ﬂ)
A7 (UP D)

(62)

vin, 5,10
und fir g +2%, =0

1, wenn fiir alle U? D, c AGA-1:v4 " (U?D,)=1, A>0,

(64) (v, 0) =} sonst,



Automorphe Funktionen von n Verdnderlichen. 551
so ergibt sich auf Grund von (62) die Entwicklung:
(65) f(m)= 2 bu+xy)g(r,pu+x,.

wCmy
Die Koeffizienten b (u + #4) in (65) kénnen beliebig gewahlt werden. Wegen
der Linearitit von H, im letzten Argument koénnen wir uns nunmehr auf
die Betrachtung von

(66) H,(t;w; 4,G;g(v,p+2%4) =G, (7;0;4,G; p +2,) fiir pcmy

beschriinken; dabei wird noch v (4) = w (4) gesetzt. Wir transformieren H,
mit einer reellen unimodularen Substitution S, fiir welche S o parabolische
Spitze von G:

f(M8S7)

S .- . = Ty
(67) Hr(”“”A’G’f)”Mcé;,e)w(ﬂ)a"’w,mN(mi'r+m%)"

wobei MS = (m¥, m¥), und setzen

w(4) a” (4,8) _

s , )

(68) ws (M 8) v (45) w(M)e® (M, S).
Dann gilt mit M = AL

(69) wS (MS) = o” (A8, S-1 LS) wS (48) vS (S—+ LS).

Wenn S c G, dann wihle man wS(4S) = w(4S), so daB S = w; im
iibrigen kann iiber wS (4.8) willkiirlich verfiigt werden. Aus (67), (68) und
(69) folgt nun

__w (48

Sy . _ w
(70) H;(v;w; 4,G; [) = (A8 ()

H,(t;wS; 48,81GS; {)

und speziell

548
(71) G‘i,(r;v;A,G;/4+x,.):;(;f§,(~s) ')] (AA)G_,(T;’US;AS,S”GS;/A +24).

Wir beweisen jetzt, daB samtliche Reihen G_, (t;v; 4, G;p + x4)
fiir r > 2, |v| = 1 und u + x4 = 0 absolut konvergieren. Fiir jeden Bereich
(53a) laBt sich fiir G_, eine von 7 unabhéingige konvergente Majorante an-
geben, womit auf Grund von (71) gezeigt sein wird, daf} die Reihen G_, ganze
automorphe Formen darstellen.

Zunachst wird ¢ (7, u + x,) fir u + x4 > 0 und |v| = 1 abgeschitzt;
dazu bestimmen wir eine Basis A7, ..., A2_, der Multiplikatoren der Sub-

stitutionen aus 4 G 4-1. Nach (63) gilt dann mit' v = z 4 ¢y

2r 2r
_9,; . = n—1
e 22S(u + 2y 1 1”_1 .

(12) [g(r,+ xa)| = z

36*
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Diese Summe wird abgeschatzt. Mit ¢;, ¢z, ... werden nur von 4 und G
abhingige positive Konstanten bezeichnet. Es sei ¢; so bestimmt, daB

—2aS(r+x)y B AT S —a S+ w) g A
fﬁl‘ Vk§$k§vk—+—1 (k:1,2,_._,n_1).

Dann gilt nach (72)

L a1

oo 2z

—¢ S YydTO.
j‘e 1S@+xy 1 n—1 d$1--.d$,,_1.
20

(13) 1g( n+xd| S |
Setzen wir zur Abkiirzung
1

(74) e=(@+r)y aa=cNe"
und substituieren
n—1 )
2 = Z z, log 1:)2 + log -2 1 (»=1,...,n),
K=1 N
wobel
n
(T43) 3 =0
v=1
und
8(x1y - -5 Zn—1) _
el ke
dann folgt nach (73)
(75) lg(T, -+ 24) | < e \ j PRELE P P
Sei (2, .. ., 2) ein von (0, . . ., 0) verschiedener fester Punkt und 2’ < 2%
(# =1,...,n); da nach (74a) 2 >0 und
> W= pX |20],
sgn zM =41 sgneM = —1
also
[20] < (n — 1) 2 fiir sgnz® = —1,
so kann auf
B — n“_-:‘l 22 < (n — 1)3 202,
v=1

3

(76) —Ser< —e < — =D *r
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geschlossen werden. Wir schreiben das Integral (75) auf Polarkoordinaten um:

2D = Rcos g; COS @y ... COS @y_5 COS Pp_o
2% = R cos p; COS Py ... COS P _3 SN @p_o
2" =2 = R cos g, sin @,
Z*= Y = Rsin ¢,

192D, 22, ..., 427D

= Rn—2|cos"—3 @, cos" 4 @y ...CO8 @,_
(B oyr s Pnd) | 1 @2 Pn—s)

und erhalten unter Beriicksichtigung von (76) die Abschétzung

lg(v, e +x4)| = s j‘ e B2 R = o je—"'l’(logz)"‘2 dz
0

H

[

.-}

_ &
§03e 2

ol By

o o ¢ —2
—2 d — 31 n
e 2z(logz)"—z—zi =cye 2 j‘ e"(loggi> dz
¢

oy

B
2

1A

cg€

d
e=+{|log22["~2 + |log g, =2} &

NI'E e 8-

1 1
—% - 242 —2 n—2| gz 82
<e [c5+ e=*|log2z|" =% — + cq|log o1 |" +c4|logg,l e~ 1.
@ o
2 2

Fiir ¢, = 2 sind die letzten beiden Integrale beschrénkt; fir p; < 2 sind
sie abgeschitzt durch |log g,|" ™% |log %‘[ bzw. |log —g—‘|, so dafl

1
(1) [g(r,m+xa)| S €™ MU0 (0 4o Tog N (s + %) y 7).
Wir ersetzen in (77) v durch Mt (M € & (4, G), M = (m;, my)); an Stelle
von Ny tritt dann

Ny

Ny = Nim, v+ mg|?"

Es gibt nur endlich viele solche M, fiir welche m; = 0. Ferner ist nach

M., § 1 entweder m; = O oder ¢;o [Nm;| = 1. Beschrinken wir uns auf die
Punkte des Bereichs

(78) Ny =% >0,
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so gilt mit nur von 4, G, u + x4, %, abhingigen positiven Konstanten

g1, 92, - - -
1

> e~ NV" (g, + g3 |log N y[*=1) fiir m, = 0,
a)| = g4+g5|]ogNy|"—1+ge|logN{ml‘t+m2|["—1ﬁitml=+=0.

Beachten wir fiir Ny = 1 und m, =+ 0 die Abschitzung

(79) g (M=, u+

Ny —S—CIO N ’mlyl §610 N |m11+m21,
|log Ny| < |logeyo| + !log N |my T + ms]:,

so folgt allgemein
|9 (M, 1+ %4)| < g7 + gy |log N |ma7 + mo|[* 7.
Die Reibe G_, (t;v; 4, G; u + x4) hat daher im Gebiet (78) die Majorante

1 N n—1
(80) 97 + 98| log |m11+rm2“74
M C €4, 6) Nim, T+ my|

H

welche offenbar fiir » > 2 und
‘x(r)‘ é CO’ Ny g ”0
(81) 1 1 (v
Cl N yn < y()-) é 02 N yn

H

L2,..,n)

gleichmifig konvergiert, wenn dies fiir die Reihe

(82) A !

¥ C84,6) Nimy 7+ mg
zutrifft. Da fiir die Punkte von (81)
N |myt 4+ mg| = C' N |my 7 + my|

mit positivem €’ = €’ (Cy, C;, C2, o) gilt (vgl. P.V, Hilfssatz 3), so redu-
ziert sich die Frage nach der gleichmiBigen Konvergenz von (82) iiber (81)
auf die Konvergenz von (82) in dem speziellen Punkt T = 4. Die letzte Ver-
einfachung in der Betrachtung auf den Fall 4 = E kann vermoge

S(4,G)4-1 =G (E, 4G4

wortlich wie in P. V, 8. 148 vorgenommen werden. Es verbleibt also nur,

die Konvergenz von

1 (r > 2)

L CG(E G Niyz+of
zu zeigen. Als wesentliches Hilfsmittel wird dabei, in Anlehnung an die
Konvergenzuntersuchungen in P. V, der nichteuklidische Volumeninhalt
in T herangezogen. T, sei ein festgewihlter innerer Punkt von T. Wir denken
uns dann ein solches Reprisentantensystem & (E, G) ausgewihlt, da8 bei



Automorphe Funktionen von n Verinderlichen. 5bH

geeigneter Wahl der positiven Konstanten Cp, C;, C, fiir alle L7,
= Zor + t¥oy (L € & (E, G)) die Ungleichungen
l (‘) | s Co

(83) 1 1 r»=12,...,n)

CiNyy, S 95, = CoNy,
erfiillt sind. Mit s (;, 75) bezeichnen wir den Abstand zweier Punkte 7,, 7, €T
in der nichteuklidischen MaBbestimmung, welche dem Bereich T in natiir-
licher Weise zugeordnet ist (vgl. M., § 2). Fiir diesen Abstand gilt die Beziehung
(84) #(r,m) = 2 ("6, ),

v=1

wobei s (71", 7)) der Abstand der Punkte 7{” und 7}’ berechnet in der
bekannten hyperbolischen Metrik der oberen 7'"-Halbebene. Es sei & eine
nichteuklidische Kugel um @, + 16y mit dem Radius p; R ist enthalten in
dem Bereich

s (T, el + b)) < o r=12,...,mn),
folglich gilt fiir T € K (vgl. dazu P. V, S. 144)

b(r) e ° < y(r) < b(") (4
lt(l) (a(')+ b(') l < b(l) 1)
Wir wihlen eine feste Zahl g, im Intervall

0< o< 3 Mm s(L 7o, 7o)
L To=#="o
und bezeichnen mit &, die nichteuklidische Kugel um 7, mit dem Radius g,.
Die Punktmengen L, R, L; R (Lz, L, € G) sind dann entweder fremd
oder identisch, letzteres nur dann, wenn L, = L, L mit Lty = To; lo sel
die Anzahl dieser L c G, welche 7, als Fixpunkt haben. Fiirt = z + 1y C Ky,
Lc G (E,G)sei Lt = 2, + iy,; nach (85) und (83) ist dann

1

(85) (v = 1’ 2’ MRS ] n)'

(86) lq: a:“’ ?/((;L( 0 _1) < Cy(e® —1)N y(;-‘-L »=1,..,n),
ferner nach (83) und (85)
1 1
Cre2Ny; < Cre~@Nyy, < e oyl <y
(87) N X

< ey S Ce®Ny), < G Ny,

also mit Cy = C; e~ 2%, Cy = Cy €*® schlieBlich
1 1

(88) CaNyféy',")éC“Ny—Z' »=1,2,...,n).
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N yo ]Nyo fiir y = 0,
NTy 7o+ oF = \Nyo !Ny~ 2 fiir y & 0

und N p-2 fiir » == 0 beschrinkt ist, so folgt aus (84), (86) und (87), daB

Ny0L=

(89) |2 = C5, ¥y < C (»=1,2,...,n)

Dz sei der Durchschnitt der nichteuklidischen Kugel &, vom Radius R
um 7 = ¢ mit der durch

1 1
(90) C;Ny» < 3 < O Ny
(91) |2 < 0, (”
definierten Punktmenge, in welcher nach (88) und (89) alle Kugeln L K,

(L = & (E, G)) enthalten sind. Man kann den nichteuklidischen, gegeniiber
Automorphismen von ¥ invarianten Volumeninhalt

(92) V(Dr) = 5...}'Nd’yfs’
DR

=12 ....n)

von Dy mit Hilfe der nachfolgenden Uberlegungen leicht abschitzen. Wir
wihlen eine Basis A%, ..., A2 | fiir die Multiplikatoren der Substitutionen
aus der affinen Gruppe von G und fiihren in (92) die Variablensubstitution

2x) 220 2“'7:—1

y_zll ].2 ---}*n—l N

(93) L9 (y y‘2’ ¢
Rt J 20 d T — n—1
0@ ety D) | Az . (4 konstant > 0)
aus. Nach (90) gilt fir T € Dy
=Ny, (= 7——}32‘-- :z—"ll§04,
woraus
(94) |z| = €y k=12 ..,0—1)

folgt. Eine in Dy giiltige Abschitzung fiir z gewinnt man in folgender Weise.

Integriert man geradlinig vom Punkte ¢ iiber 2 + 4 nach " = z'" + 13",

so erhilt man auf Grund der Minimumeigenschaft von s (z(", ¢) einerseits
)

s (0, 4) < j

i

'd 22 1 gy 1
‘_‘”;(_:t'_y |29 4- |logy| < Cs + |logNy™ |

mit Cy = C; + Max (— log Cj, log C,), andererseits nach (85)
1
s (x,4) = |logy®| = |logNy™ | — Cy
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mit Cy = Max (— log C, log C,), insgesamt also

1

s0 (¢, 1) = [log N y™ | + &,
[&9] < Cyp = Max (Cs, Cg)-
Die Zahl &, sei im Intervall

(95)

r—2
(96) 0< < 5
fest gewihlt. Unter der Voraussetzung
(o7) A
zeigen wir, dal
11
- =+ —R
(98) 2ze T

Beachtet man (95), dann nimmt der Beweis von (98) folgenden Verlauf.
1

Wenn C, > & |log N yzl, dann gilt

1
—%L—°< —|logNy#| = — |logz| < logz,

1 C
— 13 V‘;LR < — ‘° < logz,
L
also (98); es kann also Cj < & |log Ny" | angenommen werden. Aus
T C R, d.h
1

(99) Y (JlogNy™ |+ &) < R?,
r=1
schlieBt man dann

1
n|log Ny=|2 (1 — &)? = R?,
also ebenfalls

1

1 1 1 1
logz = logNy™ = —|logNy" | = —

1—3 |
Aus (91), (92), (93), (94) und (98) ergibt sich damit fiir B = Cy; die Ab-
schitzung

oo

V(D) S A4(2CsP (201 j Az
2

R

I S Y
(100) s 1%

1 Ve
= 'nA (2 C5)” (2 07)"_161_"0 = 01061—60

VR
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Sei L c G (E,G), T = K und

(101) s(L7o,1) = Cro ‘S°v 7+ 0o,
also
(102) s(Lv,3) = Cyo Lt"& Vn.

1

Dann mul Cyy < 6y |log NyI:_' | gelten, da andernfalls nach (95) und (84)

sLri < 1 (92 4 Oy = CH UL

i 60

im Widerspruch zu (101). Es folgt daher nach (95)
1

s(Lt,5) < Vn(1 +8)|log Ny, |,

mithin unter der Voraussetzung (101

)
2 s (L070,4) = X |log Yy | = |logNy.|
r=1 r=1

Wie in P. V, 8. 145 erhilt man aus (89)

2 ) ! 1
ML 0, < Cs +(yp’ +10° < Z(_’_) n
- vy T s
und damit
_ ) (L®) (;)
y 1 2 20 (LG) 20, —Va—— 8L 1,9
(103) NZ=Z < Cpe =t < Cpe 1+d

v T Ny epP =
Es sei G, die Menge, m . die Anzahl der L © & (E,G) mit Lty © Dj,; V, be-

zeichne das nichteuklidische Volumen von K. Ein Vergleich der Volumina
liefert

mp Vo < loV (D4 o) < b el——d Y (r' +Oo),
falls R + 9o = C,,, also
l I ’
(]04) mpe' § Cl4em; hnk fiir R' z 011 — Q9.

Wir wihlen einen festen, die Ungleichung

1 Sa v
R = Max (Cn — 00, Cyy to ®Yn + Qo)

befriedigenden Wert fiir R und setzen

L =8y T =Cur—Cm-1n=r fir m = 2.
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Fir L ¢ ¥, m = 2 ist dann (101) erfiillt und (104) mit R’ = m R anzu-
wenden:

1 r - 1 r
1 < Cyy el =% Vvan. c® -t ivd; (tm—1 R — go) 0
= V14 3 e
Niyt+ af 13
LCIm

(105) < Cpge-ViRum,

r 1 _ =t

T EIF N T =0 21

Hieraus folgt

1 Y 1 e—2VnRe
1 E& NIvr+ ol = L%Il Niyt+ o[ + 0 1—e YrRe

fiir beliebiges R’ = 0. Da die Summe iiber ¥, nur endlich viele Glieder ent-
hiilt, ist also die behauptete gleichméifige Konvergenz der Reihen G_, (7; v;
A4,G; u + x,) bewiesen. Wenn u + x, >~ 0, dann geht nach (79) und (80)
jedes Glied von G_,, also auch G _, selbst bei Anndherung von v innerhalb
(90) und (91) an die parabolische Spitze « gegen 0. In der ,,Potenzreihen-
entwicklung*’ von G_, zur Spitze o kann dann ein konstantes Glied ungleich 0
nicht vorkommen. Wegen der Transformationsformeln fiir G_, trifft dieser
Sachverhalt fiir alle parabolischen Spitzen zu. Allgemein soll eine ganze
Form eine Spitzenform heilen, wenn in den ,,Potenzreihenentwicklungen‘
der Form zu simtlichen parabolischen Spitzen die konstanten Glieder ver-
schwinden. Die Reihen G_, sind also fiir u + %, > 0 Spitzenformen.

Zusammenfassend stellen wir fest:

Satz 1. Die Poincaréschen Reihen G_, (v;v: 4, G;pu + w,) stellen fiir
r>-2, |v] =1, u+x%, =20 ganze automorphe Formen, fiir u + %, >0
sogar Spitzenformen dar.

Es gelten die Transformationsformeln (71). Die Entwicklungen von G_,
zu den parabolischen Spitzen konnen explizit angegeben werden und sind
erwartungsgemdB von &hnlicher Beschaffenheit, wie die Potenzreihen-
entwicklungen im Spezialfall » = 18). Auch im allgemeinen setzen sich die
Entwicklungskoeffizienten aus Werten von Besselschen Funktionen und
verallgemeinerten Kloostermanschen Summen zusammen. Die Eisenstein-
reihen G_, (t; 1; 4, M (n), 0) ganzzahliger Dimension fiir die Hauptkongruenz-
untergruppe M (n) der Hilbertschen Modulgruppe M (1) zur Idealstufe n
hat Kloosterman ?) ausfiihrlich untersucht. Ich verweise ferner auf die

&) H. Petersson, Uber die Entwicklungskoeffizienten der automorphen Formen,
Acta mathematica 58 (1932), S. 169—215.

9) H. D. Kloosterman, Theorie der Eisensteinschen Reihen von mehreren Ver-
énderlichen, Abhandlungen aus dem Math. Seminar der Hansischen Univ. 6 (1928),
S. 163 —188.
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Arbeit 19), in welcher erstmalig automorphe Formen nicht-ganzer Dimension
in mehreren Verinderlichen, nimlich die Eisensteinreihen
G ,(r3v;4, M(@1n);0)
2
fir n = 2, das J-Multiplikatorsystem v, und k = 3, 5, 7, ... betrachtet
worden sind.

Da nicht entschieden ist, wann die Reihen G'_, identisch verschwinden,
so ist die Existenz von ganzen nicht identisch verschwindenden Formen zu
einem vorgegebenen Multiplikatorsystem v noch nicht gesichert. Gewil
1st nur
(106) G_,(r;1; 4,G; 0) %= 0 fiir ganz rationales gerades r > 2;

denn das konstante Glied in der Entwicklung dieser Form zur parabolischen
Spitze 4-1 o ist von 0O verschieden, wie man leicht sieht. Wir beenden
die Ausfiihrungen dieses Paragraphen mit dem Beweis der folgenden Existenz-
aussage.

Satz 2. Sei v ein vorgegebenes Multiplikatorsystem zu G fiir die Dimen-
sion —r < — 2 mit |v| = 1, dann gibt es eine natirliche Zahl m derart, daf
die Klasse {G, — rm, v™} eine nicht identisch verschwindende ganze automorphe
Form enthiilt.

Zum Beweis bilden wir (vgl. 8., S.646) die Funktion

(107) Foy= (z

v(M)N(mlrer_.)’)—‘
MYC 64,6

g(M v, u+x,)

mit u + x4 =0, r >2, |v] = 1. Aus der bewiesenen Konvergenz fiir die
Reihen G_, folgt die von F(z). Wenn in einem speziellen Punkt 7 der Nenner
g Mz, u + x4) verschwindet, so ersetze man das zugehorige Reihenglied
durch 0. F(z) kann nicht identisch verschwinden, da bei allgemeiner Wahl
von 7 die Funktion F (z) im Endlichen Pole erster Ordnung hat. In der Potenz-
reihenentwicklung nach z

(108) —F(2) = Z zm—1H, . (r;v™; 4,G; g™ (7, 1t + x,))

m=1
mit
g™ (M 7, 0+ %)
o™ (M) N (my 74 m,))™

H,p(z;0™4,G; g™ (70 + %4)) =
¥C64,6)
konnen daher nicht alle Koeffizienten identisch in t verschwinden. Damit
ist die Behauptung bewiesen; denn H,,, ist eine ganze Form in {G, —rm, v™}.

10) H. MaaB, Konstruktion ganzer Modulformen halbzahliger Dimension mit
)-Multiplikatoren in zwei Variablen, Math. Zeitschr. 43 (1938), S.709—738.
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§3.
Algebraische Relationen zwischen automorphen Formen.

Um zu einer Gruppe G eine Funktionentheorie zu entwickeln, muB G
den eingangs erwahnten Forderungen geniigen, die jetzt genauer prézisiert
werden sollen. Wir setzen voraus, dal es nur endlich viele nicht dquivalente
parabolische Spitzen von G gibt, und wihlen ein festes volles System von
nicht dquivalenten Spitzen s; = o, s, ..., s, (b = 1) aus. Die reellen
unimodularen Substitutionen

— . A bk _ 9
4, = E, Ak_<ck d,) k=12 .k

seien derart bestimmt, da8
Ay s = (k=1,2,...h).

Der Modul t, der Translationen in der affinen Gruppe von 4, G 47! werde
erzeugt von oy, Ogg, - - ., Ggn, und A2, A%, . A2 sel eine Basis
fiir die Gruppe der Multiplikatoren der affinen Substitutionen in 4, G 4.
Wir verabreden die Bezeichnung

t=z+iy, Y=logy A =loghs; k=1,...h;j=1,...,n—1),

o __ 1 — .
(109) AkO = (k 1,...,}!,1}—1,...,1!),
n n—1
T = 2 f,‘jakj, Y = Z 7],‘_,'/1;,]' (k=l,..‘,h)
j=1 j=0
und definieren die Punktmenge 4; By durch
- éf/ .211,2,...,7&,
(110) 1 =6 < ( )
_%énkl<% (l=1$2)~'-,n_1),
(111) Nro = log %o (%o > 0).

Die Forderung, der G geniigen soll, 1aBt sich nunmehr folgendermaBen
formulieren. Es soll moglich sein, die Vereinigungsmenge

h
(112) Poo = 3 PL
1

k=
bei geeigneter Wahl eines hinreichend groBen », durch eine Punktmenge 8“?,
die mit ihrem Rand ganz im Innern von ¥ liegt, zu einem Fundamentalbereich

(113) & = P 4+ B

zu erginzen. Nach den Ergebnissen von M., §3 geniigen die Hilbertschen
Modulgruppen und deren Untergruppen von endlichem Index dieser Bedingung.
Der Definition einer ganzen Form ¢(7) kann wegen

—1
A

(114) e () =Ndi't+dy o'y (k=12...h
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die folgende Fassung gegeben werden. Eine im Innern von T regulir analyti-
sche Funktion ¢(7), die den Transformationsformeln (5) geniigt, heillt eine
ganze automorphe Form, wenn lpA;, (r) in 4, B oder N (¢ T + di)” @(7)
in Py’ filr k = 1, 2, ..., b beschrinkt ist. Wir setzen in fester Bedeutung
firk=1,2,...,h:

-1
vk (U%) = €270, @ fiir a ct, (0 (@) linear in a),

(115) S (Ux10xm) = Oim, M= [te1, ..., Urn)
or () = S (3 2) mod [1] fiir & < t;.

Fiir eine ganze Form ¢(7) gelten dann auf Grund von § 1 die Entwicklungen

(116) et (= X ap(u+x)eriSwtur
b Cmg
#txg==0
mit
1 a7t anis )
(117) a, (4 + %) = A—j .J'qa (v)e27iStxrdgM  dgm),
LA "
wobei
ﬂf—(l)"'.' x(n)_)) = Ak
Otk - s bn) |

und P, die Punktmenge, welche dem Wiirfel
_%étklé% (l:192>"'5”)

entspricht. Da fiir eine beliebige reelle unimodulare Substitution S mit
S = (y, ) die Beziehung

St T = by, !

gilt, folgt also fiir |[v| = 1 und reelles r

(118) NyZ|@@| = Ny**|[p@*| =N yf|¢pAE‘ (w)| k=1,...,h),

falls Lt = v* = 2* +iy*, LcQG, 4,7 =1, = 7, + tyx. Die nach-
folgenden Ergebnisse dieses und des vierten Paragraphen sind in starker
Anlehnung an die unter 3) zitierte Siegelsche Untersuchung dargestellt und
bewiesen worden. Ohne dal wir es stets bemerken, soll stindig |v| =1
und r reell angenommen werden. Es gilt dann

Satz 3. Eine ganze automorphe Form c {G, —r, v} positiver Dimension
— 1> 0 mufl notwendig identisch verschwinden.

Zum Beweis denken wir uns eine ganze Form ¢(7) c {G, —r,} mit

r < 0 vorgelegt. Nach (118) ist der Ausdruck Ny?* [@(7)] invariant gegen-



Automorphe Funktionen von n Verdnderlichen. 563

iiber den Substitutionen von G und auf Grund von r < 0 und der Definition
einer ganzen Form im Fundamentalbereich § beschrankt. Es gilt daher in
ganz I

[

|| < CNy
fiir eine gewisse Konstante C. Fiirk = 1 folgt dann nach (117) die Ungleichung

|ay (@ 4 )| em27S @0y < ONy ® fiir pcm,

aus welcher fiir y — 0 geschlossen wird, da alle a, (4 + %;) = 0, d. h. daB
@(7) identisch verschwindet. Satz 3 wird spéter erginzt, indem wir zeigen
werden, da eine ganze Form der Dimension 0 notwendig konstant ist. Wir
betrachten jetzt eine ganze Form ¢(7) nicht-positiver Dimension —7 und
wollen voraussetzen, daB in den zugehorigen Entwicklungen (116)

ap(u+ %) =0 fir u cm; und
N(:u+"k)§m (k=192""$h)‘

Aus den nachfolgenden Abschétzungen, die sich auf die Voraussetzung (119)
griinden, geht das wichtige Resultat hervor, dal ¢(7) identisch verschwindet,
sobald m eine nur von r abhingige Schranke iibertrifft. Mit ¢,, g, ...
werden im folgenden positive, nur von G, 4, ax;, 22, (k =1, ..., h; 5 =1,

..,m;l =1, ..., n—1) abhiingige Konstanten bezeichnet. Zunichst wird
-1

(pA" (Tx) fiir 7, ¢ 4 (P + B*) abgeschatzt. Wegen der Konvergenz
der Reihe (116) fiir alle Punkte von T ist bei jeder Wahl von g, der Ausdruck
ay (@ + ;) €79 S+ %) alg Funktion von u < m, beschrankt. Wir wihlen
g so klein, daB

(119)

(120) gs < 9y = Imz fiir 7, < 4, (P + B*),
und denken uns darauf ¢(7) so normiert, da8
(21 lae (1 + )| S erSetovk (ucmy, k= 1,2,...,k)

fiir 7, c 4, (PP + B*?). Fiir die Punkte dieses Bereichs gilt daher

-1
(122) lo™ (@] < Z erSwrwum
nCMg, u+ x>0
N@+xp)>m

Fiir eine natiirliche Zahl ¢ sei Z, (t) die Anzahl der x4 c m,, fiir welche

U+x>0 t—1<Su+x)ypr=t, N(u-+x)>m.

Nach (120) ist offenbar
Z(t) = gyt
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1 1

und Z,, (t) > O nur dann, wenn " = N (u + ;) ¥ > m Ny, alsot > m" Ny:.",
so dall aus (122) fiir 7, c 4, (Py© + B*0) die Abschitzung

1 1

-1 L —
™ @lSg  E e reV<ge TN
1 1

t>m? Ny?

folgt. Variiert 7, in 4, (P + B*), so wird daher das Maximum M, des
Betrages von

11

-1 L — n

Ay (Ty) €% m® Ny
1’2 k

im Endlichen, etwa in 1) c 4, (P + B*’) angenommen. Es gilt also
firk=1,2...,%

_l 1
m™ N

W fir e Ay (B + B
im Punkt 79 sogar mit dem Gleichheitszeichen. Fiir eine geeignete, fest
gewihlte Zahl j aus der Reihe 1, 2, ..., & ist

(124) M,<M, k=1,2 ..., k).

-1 _z
(123) o™ (z)| < Mye ™ *

Das Ziel unserer Uberlegungen ist der Nachweis von M; — 0. Zu einem
beliebigen Punkt v = z -+ iy von T bestimme man der Reihe nach t* = 47! ©
= a* + iy*, L G derart, daB # = Lt* = 7+ ¢y in § liegt, also etwa
T < (PP + BX) fiir ein gewisses I und schlieBlich 7, = 4,7 = z, + 1y,
Es besteht dann nach (118)

LA r o o
NyZ (9% (1] = Ny*ZF g = NFZ (@] = NyZ "7 (r))

woraus sich mit (123) und (124)

1 1
r - n
n n
—mnm N
¥

—1 I I _
l9% @] =< M;Ny TNyZe *
ergibt. Setzt man darin an Stelle von

1
= 1

Tz =Ny

nr m
2

zce

A

1

den maximalen Wert ein, der fiir z = 0 an der Stelle z = 2-,1:1 m " liegt,

80 erhilt man

a7 nr —— ——1-1_121
(125) 0" @i MmNy )

en
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Diese Abschiatzung gilt auch fiir 7 = 0, wenn man in diesem Fall #" durch 1
ersetzt. Wir wiihlen speziell T = z 4- i } y), wobei ) der Imaginirteil des
oben ausgezeichneten Punktes 7). Die Koeffizientenformel (117) liefert
dann fir g < m;

—22S(u + x,-)y?
aj(/.¢+xj)e J
—1

_ 5,0
=AL',“~.-J.‘PA" (v)e27iSwtxz dg  daime =St Xy
j
B

und fiihrt iber (125) zu
L

1
—1 —_ = —_ =
4nrm nNy; n)

l9% @) = M, (

- en

s 0
e nS(}t+4,)yj.

aCmy, o+ x>0
N (4 +2) >"m

1 1

Die letzte Summe ist oben durch g, e 2 Y abgeschétzt worden. Be-
achtet man noch, dal in (123) fir k£ =3 und 7, = r;.’ das Gleichheits-
zeichen gilt, so ergibt sich schlieBlich die Ungleichung
l L 1 nr
2 mniNy " anr ——  0—-
Mjet "N < Mg (TS mT w Ny )
1

0-
und, wenn wir fiir Ny;” nach (120) den kleinsten Wert g, eintragen,

1

n
gam™®

(126) Mjet ™™ < Mg

1 BT
dnr ——\2
— - m n
e gy )
Auf M; = 0 kann geschlossen werden, wenn

1

n gsm™® r !
- 0 =
et >g5 -——m " <1
3

erfilllt ist. Dazu braucht man mit geeigneten ¢, und g, nur
m > Max (g1 7", )
zu fordern. Wir stellen damit fest:

Satz 4. ¢ () set eine ganze Modulform —{G, —r, v}mit r = 0 und |v| = 1.
In den zugeordneten Entwicklungen
QPAEI(T) _ 2 ak(,u-+—%k) e2ni$(u+xk)r
pt+ T =0
u Cmg
set
(127) ar(u=4u) =0 fir pcm, Nu+x)s=m (k=1,...,4),
Mathematische Annalen. 117. 37
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dann verschwindet o(t) tdentisch, sobald
(128) m > Max (g, 7", g2).

Da zwischen den Koeffizienten a; (4 + #;) mit assoziiertem Argument
die Beziehung (44) besteht und es nur endlich viele nichtassoziierte u + x;
mit g cmy, p+ %, =0 und N (u + %) = m gibt, wie unten ndher aus-
gefiihrt wird, so kann auf Grund von Satz 4 jede Identitit von automorphen
Formen durch Ausrechnen von endlich vielen Zahlkoeffizienten in den Ent-
wicklungen zu den parabolischen Spitzen verifiziert werden. Es folgt jetzt
eine Untersuchung iiber die algebraischen Relationen, die zwischen ganzen
automorphen Formen ganz rationaler Dimension mit dem Multiplikator-
system 1 bestehen. Wenn ¢ () eine ganze Form aus {G, —r, v}, dann nennen
wir 7 das Gewicht von ¢ (7). Es seien k ganze Formen g; (1) c {G, —r,, 1}
von ganz rationalem Gewicht r, >0 (=1, 2, ..., k) gegeben; dann heift

f(‘Pl’ Por. o0 Pp) = 2011 1, ...zk<P11' lplzo' e (p’:.k,
k
wo iiber alle ganz rationalenl; = 0 mit Y I; 7, = r summiert wird, ein iso
j=1
bares Polynom in ¢;, @z, ..., ¢, vom Gewicht r, und wenn
f (‘Pl (T)i cee P (T)) = 07
ohne dafl alle Zahlkoeffizienten Q. verschwinden, so sagt man,

zwischen den k Formen g; (1) besteht eine isobare algebraische Gleichung
vom Gewicht r. Wir zeigen die Existenz einer solchen Gleichung fiir irgend-
welche in der Anzahl

(129) k=n+2

vorgegebenen ganzen Formen g; (t) von ganzzahligem positiven Gewicht ;.
Dazu setzen wir
k
R= ][] rj, ¢ = t-1R:2
j=1

und bemerken, daB es bei beliebigem natiirlichen ¢ nach 8., 8. 639 mindestens
K

g + 1 verschiedene Potenzprodukte ¢} ¢% ... g vom Gewicht X I 7,
i=1

=@Q2k—2)tRmitl;=0(j=1,2,...,k)gibt. ¢+ 1 verschiedene dieser

Potenzprodukte werden in irgendeiner Reihenfolge mit @, @y, ..., D, be-

zeichnet. Die Koeffizienten der Linearform
P=0P+01P1+ ...+ 0P
kénnen dann nicht-trivial so bestimmt werden, daB ¢ beliebige Koeffizienten

in den A ,,Potenzreihenentwicklungen fiir @47 (=12 ...,h) zur
Spitze o zum Verschwinden gebracht werden; denn man braucht dazu
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nur ¢ lineare homogene Gleichungen mit ¢ + 1 Unbekannten zu l6sen. Indem
wir ¢ hinreichend groB wihlen, erfilllen wir die Voraussetzung dafiir, daB
Satz 4 auf ¢ = @ angewendet werden kann. Das Verschwinden vona; (¢ + x;)
fiir 4  m; hiingt, wie wir sahen, nur von der Klasse {u + »;} der zu u + x;
assozilerten GroBen ab. In jeder solchen Klasse gibt es aber einen Re-
préisentanten, fiir welchen
1 1

goN (1 + %)™ < (u+ )0 S g N +x)" -0 =12...,m),
so daB fir die Anzahl K(m) der Klassen {u +x;} (j =1, 2, ..., k) mit
U+ % =0, N(u+ %) <m eine Abschiatzung

K (m) < ggm
gilt. Wir fixieren m durch die Gleichung
(130) q=ggm
und kénnen dann gy, 05, ..., p, nicht simtlich verschwindend so bestimmen,

daB (127) fir @ erfiillt ist. (130) besagt
L@k —2)"(2k—2)tR)" = ggm,

wobel (2 k — 2}t R das Gewicht von ®@. Fiir (2k — 2)t = g, (= natiirliche
Zahl) ist daher auf Grund von Satz 4 @ = 0. Dieses Ergebnis formulieren
wir in

Satz 5. Zwischen n + 2 ganzen automorphen Formen ¢, (v) c{G, —r;, 1}
von ganz rationalem Gewicht r; >0 (j =1, 2, ..., n + 2) besteht eine isobare
algebraische Qleichung vom Gewicht gyryrs .. .1, 2.

Es ergibt sich jetzt leicht

Satz 6. Eine ganze automorphe Form c {G, 0, 1} ist notwendig konstant.

Sei niamlich ¢ (7) c {G, 0, 1}, dann liegt auch

D=0+ ogt + e ¢
in der Klasse {G, 0, 1}. Fiir
g =ggm, m>ge
und ein geeignetes Zahlsystem oo, ..., 0, = 0, ..., 0 ist nach Satz 4 & =0,
d. h. ¢ konstant, g.e.d.
§ 4.
Der Korper der automorphen Funktionen.

Eine automorphe Funktion f(r) zu G definieren wir als Quotient

f = % (p2 == 0) zweier ganzer Formen ¢;, g, c {G, —7, v} von beliebiger

reeller Dimension —7 < 0 mit einem Multiplikatorsystem v vom Betrag 1.
37*
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Die automorphen Funktionen bilden offenbar einen Kérper. Mit der Fest-
stellung, dafl es sich hierbei um einen algebraischen Funktionskorper handelt,
kommen wir jetzt zum Kern der Theorie. Eine wesentliche Beschrinkung
in der nachfolgenden Untersuchung gestattet

Satz 7. Jede automorphe Funktion f(t) zu G Lipt sich als Quotient f — ;‘
2

(w2 == 0) zweter ganzer Formen vy, v, C {G, —g, 1} mit ganz rationalem g >0
darstellen.

Wenn niamlich f = ? (p2=%=0) und ¢;, @, C {G, —r,v}, dann ist v-!
2

ein Multiplikatorsystem zur Dimension — g; + r, wobei ¢; ganz rational,
und es gibt fiir g — 7 > 2 nach Satz 2 eine natiirliche Zahl m derart, da
{G, — (91 — r) m,v™™} eine nicht identisch verschwindende ganze Form v
enthilt.  Dann ist

-1
2! ¥y 9

73 Y

l ’ ?’1?’;'_1 1/’) <P;'1PC{G:—917”,1}»

q. e. d.

Unter den automorphen Funktionen von G kann es héchstens n alge-
braisch unabhéngige geben; denn fiir n + 1 willkiirlich vorgegebene auto-
morphe Funktionen f; = ¥ (Pras2 $'0,j =12, ..., n+ 1), die immer

n+2
mit gemeinsamer Nennerform ¢,.. C {G, —¢, 1} mit ganz rationalem ¢
dargestellt werden konnen, entspringt aus der isobaren algebraischen Gleichung,
die auf Grund von Satz 5 fiir die ganzen Formen ¢, g2, ..., @, 2 besteht,
eine algebraische Gleichung fiir die Funktionen f,, f5, .. ., f,+1. Es handelt
sich darum, jetzt wirklich » algebraisch unabhingige automorphe Funktionen
nachzuweisen. Dazu dienen die folgenden Uberlegungen. Mit S, bezeichnen
wir ein volles System von Matrizen aus G, deren zweite Zeilen nicht assoziiert
im weiteren Sinne sind, d. h. fiir zwei Matrizen M, M, c S soll nicht gelten

M, ~ 1M,

Die zusitzliche Einschrinkung 4 >> 0, die wir oben.bei der Definition von
G (E, G) gemacht haben, wird hier fallen gelassen. Offenbar ist

1
GG = X E‘'Ef...ETG
ly..aln=0
und daher fiir eine gerade natiirliche Zahl g > 2
1
131 G,(t;1;EG;0) =2 % ——— |
w3 A ) LE Ny T+ 0
wobei L = (p,8). Wir wihlen fiir gerades natiirliches g > 2 eine nicht
identisch verschwindende ganze Form ¢_, (1) c {G, —g, 1}, z. B. die eben
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notierte Eisensteinreihe G'_,, und machen wie beim Beweis von Satz 2 einen
Ansatz

(132) Py = 2 (z— @ (N (¥ 7 + 8)9)2.

In der Potenzreihenentwicklung der nicht identisch verschwindenden
Funktion

(133) —F@)= X fa(r)z™?
m=1

sind die Koeffizienten
fm (¥) = 27" (@, (1)) ™G_,, (1; 1, E, G; 0)

automorphe Funktionen zu G. Es wird gezeigt, dafl es unter den Funktionen
f1, f2, f5, . . . m algebraisch unabhéngige gibt. Wir fiilhren den Beweis in-
direkt, indem wir annehmen, daB alle Funktionen f,,(t) von n — 1 speziellen,
etwa

(134) f; (1) = 7; () =12 ..,n—1),

algebraisch abhingen, und daraus einen Widerspruch herleiten. Nach An-
nahme gibt es zu jeder natiirlichen Zahl k ein Polynom w; (), welches von 2z
abhiingt, Polynome in y;, ..., 7,_; als Koeffizienten und f, als Nullstelle
hat. wy(z) soll iiber dem von y;, ..., ¥, 1 erzeugten Korper als irreduzibel
vorausgesetzt werden; demnach ist die Diskriminante d, von w,(z) nicht
identisch gleich Null. d, ist ein Polynom in yq, ..., 7,_1. Die Funktions-
matrix

(135) (7?-"-“—(2) w=1,...,n—1; v=1,...,n)
/

habe den Rang 7; mit A bezeichnen wir eine 7-reihige Unterdeterminante
von (135), welche nicht identisch verschwindet. Bei den folgenden Uber-
legungen beachte man, daf die Funktionen ¢_,, f; und damit auch A4, d,
(k=1,2,...) an jeder Stelle v von T als Quotienten von Potenzreihen
in v dargestellt werden kénnen. Mit By, B;, B2, ... bezeichnen wir offene
n dimensionale Punktmengen in ¥. Zunichst bestimmen wir B, derart, dal

1. @_g(7), 21(T), - . o %n_1 (7) regulir fiir v ¢ By,

2. ¢, (v), A(r) + 0 fiir T C By,

3.NJyr+ 6| >1fir Lc Sy, L=1(y,98),y=+0, 7By
Die dritte Forderung kann wegen N |yt + 6| = N |yy| und der Beschrinkt-
heit von N |y|-! fiir ¥ 4= 0 leicht erfiillt werden und besagt, daB fiir alle

v cB, die Funktion F(z) nach (132) genau eine Polstelle vom kleinsten
Betrag hat, nimlich z = ¢_, (7). Fiir eine geeignete Anordnung

(136) Ly, Ly, L,, ... ad inf.
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der Substitutionen L aus Sy mit y = 0 und eine entsprechende Gebiets-
schachtelung

(137) BpoB1>Ba> By o ... ad inf.

kann ferner mit L; = (y;, ;) (j = 1, 2, ...) fiir alle natiirlichen Zahlen k
angenommen werden, dal3

a) di(7) regulir und =+ 0 fir T c B,,
b) N |yit + 0] < Nyt + 6| fir l >k, v c B,

Wir fiihren den Beweis durch vollstindige Induktion nach & und nehmen an,
dal in der Anordnung von &, der k-te Schritt vollzogen und ebenfalls der
Abschnitt B; o ... > B, schon geeignet bestimmt sei. L,,; und By,
werden durch die folgende Betrachtung geliefert. d,.,(t) ist als Polynom
inyy, ..., ¥n-1 nach 1. in B, regulér und sei auf der offenen » dimensionalen
Teilmenge B, , ; © By von 0 verschieden. Fiir jeden Punkt v < B,,, und
k
Cr = G — __‘71 L;, L c G, mit L = (y, 8) betrachten wir
’ Min Nyt + 6| =m,
LC €k, v=0
und bestimmen die Anzahl @, der Substitutionen L c G,, fir welche
N |yt + 6] =m,, y = 0. Da die Werte von a, diskret liegen, so wird das
Minimum von @, in einem Punkt 7, , ; © B, , ; angenommen. Die zugehorigen

Substitutionen aus Sy, fiir welche also N |yt + d| = My, Y F 0, werden

mit Ly,y, Lyyo, oo Liso (@ =a bezeichnet. Da nur fiir endlich

T )
k+1
viele L € &, der Betrag von N (y7 4+ ) unterhalb einer vorgegebenen
Schranke liegt, wie auch immer v B, gewihlt sei, so miissen die Be-
ziehungen

N Yer1 T+ Oks1]l = oo = N |¥esa T+ Oira| <N |y7 + 9
k+a
mit ‘_Lk+! = (yk—#-j, 6k+j) (.7 = 1, LR a)’ -L = (7’ 6)’ 4 :T: 0’ L c 60 _jgle’
die zundchst nur fiir 7, gelten, auf Grund der Extremaleigenschaff von @
auch noch fiir eine volle Umgebung B, ., € B, ., von 7, erfiillt sein.
Man braucht nur noch @ = 1 zu zeigen. Fir¢=1,2, ..., a, T C By, ist
(7k+t T + 6k+ l‘)
Yee1 Tt 0 i
eine analytische Funktion mit konstantem Betrag, infolgedessen gilt
Ves T+ 0, ) = A (Pre1 T+ Opyy) fir TCBryy (t=1,...,49)

mit konstanten 1, d.h. die Substitutionen L;,,, Ly,s, ..., Ly,, haben
im weiteren Sinne assoziierte zweite Zeilen. Nach Definition von &, folgt
also a =1, q.e.d. Wir konnen, wie man leicht sieht, die Auswahl der
Mengen B, so vornehmen, da ein Hiufungspunkt 7, der Folge 7;, 75, 75, . ..
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im Innern aller Punktmengen B, enthalten ist. Die Koeffizienten aller
Polynome w,(z) (k =1, 2, ...) sind nach 1. als Polynome in %, ..., xa_1
in B, regulir. Da ferner die Unterdeterminante 4(t) regulir und = 0 fiir
T C By ist, so gibt es eine analytische Kurve 7(t) c By (— 1 < ¢ = 1) durch
79 (= 7 (0)), fiir welche

b

r=1

dz(') ()
i

(—l1<t<1)

und

(138) 75 (r ) = 75 () G=12..,n—1

gilt. Hiernach ist d; (7 (¢)) = d (o) 3 0, mithin f, (v) regulir lings 7 (¢) und
(@) = felmo) (—1<t<1Lk=1,2..)

F (z) andert sich also lings 7 (¢) nicht, und die Lage der Polstellen, insbesondere
derjenigen vom kleinsten Betrag bleibt erhalten. Aus (132) entnimmt man
dann

. wguu-¢ﬂwa~ B

wobei L, L &, mit L = (y, 8), L = (y, 6), y £ 0 und L->L eine gewisse,
noch von ¢ abhingige Permutation der L c Gy mit y 4= 0. Wir bestimmen
eine Folge positiver Zahlen ¢, (k == 1, 2, 3, ...) derart, dal
T(t) C%k fir — Ex =t = &,
und bemerken, da auf Grund von b)
N7 7O+ 61 < Nlpor T@ + 81| G= 1,2, .. k—1)
N {ye T (t) + 0] < Ny, 7 () + 64 (I = k)

fiir {¢| < . Diese Ungleichungen konnen zusammen mit (139) nur dann
bestehen, wenn

L, =L, fir j<Fk |t]| < e

Da also

N@;t@)+ 6,7 = N(y; T + 6;)¢ fiir j<k, [t] S e,
so folgt
(140) 26 N ;T (t) + J)‘“ 20 0 fiir j <k, 1] S e

r=1
Wihlen wir k = n und » beliebige Werte fiir j im Intervall 1 <j <k
und beachten, daB nicht alle Ableitungen ‘i- fiir t=0 verschwinden,

so zieht (140) das Verschwinden der Glelchungsdetermmante

N@pjn+4) =0

4
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nach sich, woraus also folgt, daB die Determinante

(141) S S

fiir » beliebige Werte von j aus der natiirlichen Zahlenreihe.

Sei L ©G mit L = (y, ), ¥ & 0 vorgegeben, und j so bestimmt, daB
L = 1L;, dann ist Lt e =2 551 Ersetzt man L durch LU®*,

Vi

U'“cGu=12,... n),sogeht % in ; + «, iiber und nach (141) muf

=0 (vyu=12,...,n)

gelten. Das fiihrt zu einem Widerspruch, wenn wir die Translationen o,
so auswihlen, daB |«’| < 1 und |a{’| fiir ¥ 4 u hinreichend groB wird.
Die Annahme, daB es unter den f,(7) (m = 1, 2, 3, ...) hochstens n — 1
algebraisch unabhingige Funktionen gibt, ist also falsch. Speziell fiir
9_, (v) =G_,(t; 1; E,G; 0) erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 8. Unter den Funktionen
G_ym (r;l;E,G;O)G:;"(r;l;E,G;O) (m=1,2,3,..)

fiir etne feste natiirliche gerade Zahl g > 2 befinden sich n tiber dem Kdirper
der komplexen Zahlen algebraisch unabhingige.

Wir verschaffen uns noch die Einsicht, daf3 die rationalen Funktionen
von n + 1 geeigneten automorphen Funktionen zu G den Kérper aller auto-
morphen Funktionen vollstindig ausschopfen. Sei f(7) eine beliebige auto-
morphe Funktion und f;(z), ..., f,(7) ein festes System von algebraisch
unabhiéngigen automorphen Funktionen. Es gibt dann Darstellungen durch
Quotienten ganzer Formen:

="

w.
P fi=- (yn@=*0), wci{G —nl], ¢c{G, —r,1}
1 Po

mit ganz rationalen 7, ro. Fiir die beiden Formensysteme Yis Pos P1y -+ o Pn
(k = 1,2) gibt es auf Grund von Satz 5 isobare algebraische Gleichungen

(142) Qk(wk; Pos -+ ¢n) =0 (k = 1) 2);
die in y, einen Grad < gy 7y * ! haben. In jeder dieser Gleichungen muB v,
bzw. v, wirklich vorkommen, da die Formen g, ..., ¢, isobar algebraisch

unabhingig sind wegen der vorausgesetzten Unabhingigkeit der Funktionen
fi, .« fn. Setzt man o, = fy; und eliminiert aus den Gleichungen (142)
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durch Resultantenbildung die Form ), , so erhilt man eine isobare algebraische
Gleichung fiir f, ¢o, ..., ¢, und damit eine algebraische Gleichung

Qs fhhy oo fa) =0,
die in f beschrinkten Grad hat.

Wir bestimmen eine automorphe Funktion f,.; von maximalem Grad
iiber dem System f;, ..., f,. Auf Grund des Satzes vom primitiven Element
wird der Korper der automorphen Funktionen zu G von f, . . ., f,.; rational
erzeugt. Das Hauptergebnis dieses Paragraphen fassen wir zusammen in

Satz 9. Im Kérper K_der automorphen Funktionen 2u G gibt es n iiber
dem Koirper Z der komplexen Zahlen algebraisch unabhingige Funktionen
f1(2), f2 (T), - . -, fo (7). K tst eine endliche Erweiterung von Z (fy, fa, .. ., fn).

§5.
Der Vollstindigkeitssatz. Charakterisierung der Poincaréschen Reihen.

Fiir die Substitutionsgruppe G seien bis zum SchluB die Voraussetzungen
von § 3 erfiillt, d. h. es soll nur endlich viele paarweise indquivalente para-
bolische Spitzen und einen Fundamentalbereich § fiir G von der Gestalt (113)
geben. Die aus zwei beliebigen ganzen Formen f(7), ¢(7) c{G, —r, v}
mit 7 >~ 0, |v| = 1 gebildete Differentialform

(143) O e@N @ " *dody) M)
wird durch eine beliebige reelle unimodulare Substitution 7 —S7 in

@) ¢S N (v~ *dady)
iibergefiihrt, bleibt also invariant gegeniiber den Substitutiowen L c G, wie
eine einfache Rechnung zeigt. Wir nennen ¢(r) eine Spitzenform, wenn in
den Entwicklungen von ¢(r) zu sémtlichen parabolischen Spitzen die kon-

stanten Glieder verschwinden. Es sei f(r) oder ¢(1) eine Spitzenform. Aus
den Transformationsformeln

149 [ (@ PN ~2dady) = j--h;j/"’:l(r) #* (o) Ny ~2dzdy)
i Agd

(k=1,2,..., k) entnimmt man leicht die Konvergenz der mehrfachen
Integrale, wenn man beachtet, daB eine Spitzenform bei Annéherung inner-
halb des Fundamentalbereichs an die parabolische Spitze oo exponentiell
gegen 0 geht. Die Invarianzeigenschaft der Differentialform (143) hat zur
Folge, daB die Integrale (144) von der Auswahl des Fundamentalbereichs &
nicht abhingen. Das berechtigt uns, das Integral

(145) o)== JIDFmNE 2dzdy

11y @ bedeutet die konjugiert komplexe Zahl zu a.
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als das skalare Produkt von f und ¢ zu bezeichnen. Fiir eine Spitzenform ¢ (7)
ist offenbar

(¢, 9) 20,
und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn ¢ identisch verschwindet.
Ferner ist

(146) (f, ®) = ,l),
(147) ( 2 a;j /j’ 2 E] %) = . Z Zj E_k (/j» q)k)a
Jk=1

wenn f;, p; <{G, —r, v}, z;, E,. beliebige komplexe Zahlen und ¢, simtlich
Spitzenformen (5 = 1, 2, ..., m), und schlieBlich nach (144)

(148) ¢, 9)e = (5 @)1

fiir eine beliebige reelle unimodulare Substitution S. Eine Spitzenform ¢
heilt zu einer anderen Form f der gleichen linearen Schar {G, —r, v} ortho-
gonal, wenn (f, ¢) = 0. Wir berechnen das skalare Produkt einer beliebigen
Form f und einer Poincaréschen Reihe. Nach (71) und (148) gilt fiir
k=1,2..,h

(149) o (i, 45 1) v(4s) (f (2), G+ (1,95 43, G 1 + %))

= (%' (x), G, (z; v*F 3 B, A, G AT 1t + 4) ay6 7'

woraus hervorgeht, da man sich auf den Spezialfall £ =1, d.h. 4, = E
beschrinken kann. In diesem Fall lassen sich die Poincaréschen Reihen fiir
u + #; > 0 formal etwas einfacher als in der Gestalt (54) schreiben. Durch-
lauft nimlich L, alle Substitutionen von $ in (63) und L alle Substitutionen
von G (E, G), dann erhilt man in der Gesamtheit aller LyL ein vollstindiges
System &, von Substitutionen aus G mit paarweise verschiedenen zweiten
Zeilen, und man erkennt auf Grund der Darstellungen (54), (63) und (66)
sofort, dafl

Iy - . —
(150) Gor o B, Gt 4 ) —;,CZ;Oo(L)N(yr+5)"
falls L = (y,d), 4 + %1 > 0. Fiir eine beliebige ganze Form
(151) f(z) = Y c(v 4 xy) TSt T

vCmy
v+, =0

aus {G, —r, v} und fiir u + »; > 0 nimmt die Berechnung des Skalarprodukts
folgenden Verlauf.

(f(z), G-, (;9; E, G it + %7))

e2ni$(,u+z1)l.1

= & D NG T e st Ny —2dady
= —2ni x0T r—2

B L e R (L
= [...[f(z) e 2riswrTN (y-2dady).
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Dabei ist B = 2 L § ein Fundamentalbereich fiir die Gruppe T der Trans-
1LCE,

lationen in G, und zwar ist jeder Punkt 2"-fach iiberdeckt, weil nach (16)
je 2" SBubstitutionen von G mit paarweise verschiedenen zweiten Zeilen auf
die Punkte T C X die gleiche Wirkung haben. Da der Integrand des Integrals
ither B gegeniiber den Substitutionen von T invariant ist, so kann B offenbar
durch das 2" fache des (einfachen) Fundamentalbereichs B, der durch das
erste der Ungleichungssysteme (110) fiir k = 1 beschrieben wird, ersetzt
werden. Die Vertauschbarkeit von Summation und Integration in der oben
ausgefiihrten Rechnung Ja8t sich mit der in § 2 ausgesprochenen und bewiesenen
gleichméfigen Konvergenz der Poincaréschen Reihen rechtfertigen. Trigt
man nun in

(G- =20 [...[f(z) e-2risturaiN (yr =2 dady)
B

die Entwicklung (151) ein, so erhdlt man nach elementarer Gleichung

(152)  (f(x), G, (7;0; E,Gs 4+ %)) = 2* N (1 + #1)' — 7€l ¢ (u + )
mit

(153) ép = AT {4 )~ T'(r — 1)}

Der Fall 4 + %, = 0 kann nur dann eintreten, wenn »; < m;. Das sei jetzt
angenommen. Die Eisensteinsche Reihe G_, (7;v; E, G; 0) verschwindet
genau dann nicht identisch, wenn es iiberhaupt eine nicht identisch ver-
schwindende Form in {G, —r, v} gibt, in deren Entwicklung zur Spitze oo
ein von 0 verschiedenes konstantes Glied vorkommt. Gibt es nimlich eine
solche Form f,(7), so folgt nach (44), angewandt auf u + x%; = 0,

(154) v(UPD,) =1 fir UD,cG,A>0, ~
also nach (64)
(15) G_,(1;9; E,G;0) = :

L Eie. 0 v(L)N (yr 4+ 0)r

Als Représentanten der Substitutionen mity = 0 denken wir uns die 2" Potenz-
produkte L der in (16) genannten Substitutionen E,, E,, ..., E, ausgewihlt.
Fiir diese gilt

h() = hlt) =oL)N (y7 + 9 fi(v),

wegen f;(7) =0 also v (L) N (yr + 8)" = 1. Das konstante Glied in der
Entwicklung von G_, zur Spitze o lautet daher 2", ist also ebenfalls von 0
verschieden. Diese Aussage ist offenbar mit G_, <= 0 gleichwertig. Unter
der Voraussetzung (154) bilden wir das skalare Produkt von G_, mit einer
beliebigen ganzen Spitzenform f(z) < {G, —r, v}, fiir welche eine Entwicklung
von der Art (65) gilt:

f(‘t) — 2 c(y) Z eZm'SuLo-z.

« le”' Lo C9g
u>0
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Setzen wir By = L & und beachten B = Z L,%®,, so erglbt sich
L cew 6 1 &g
(f(x), G_,(z;v; E,G; 0)

= j Jt@ o@D Ny T+ 08 "N(y—2dedy)
LCG(EG)

_ [ [feNg-tdedy

LCG(EG) LE M

(156) — 2 C(/l) Z j.'_.J‘GZIM'S;(LO‘:N(yr—2dxdy)
pCmy LoC9g" s,
u>0
= c(,u)j...jez’”sl‘”N(y"zd:cdy)=0.
,ucmr B
>0

Die entsprechenden Uberlegungen gelten fiir alle parabolischen Spitzen, da
eine beliebige immer nach oo transformiert werden kann. Wir setzen

(157) 9-r (50, 45,G; ¢ + %)
_ [z (A AT )0 (AN (42071 G 1 (v;v; Ay, G p4-2) fiir u+2%,>0,
12~ 76 (4,. 47 ) v (4y) G—  (1;v; 4, G; 0) fiir g+, =0

und erhalten zufolge der allgemeinen Transformationstheorie fiir eine beliebige
Form f(tr) c{G, —r, v} mit den % Entwicklungen

—1
(158) fA" ()= X o lu+x)eriSrtmr
uCmg
utxe=0
nach (149) und (152) das Resultat
(159) (f(= (t;v; Ae, Gs o + #i)) = €' ¢y (1 + %)
mit

&) = Ay {(4m)' T (r—1))".
Auf Grund von (156) bleibt (159) auch fiir u + %, = 0 giiltig, wenn man
dann f (7) auf Spitzenformen beschrinkt. Fiir die Koeffizienten der Formen

g*E (r305 4y, Gyt + 1) = g, (0" E,AGAT p+ )
= 2 Ck(‘v—[—nk,‘u,+;gk)627!i5(v+xk)1

vy Cmg
V4 xpg =0

bestehen wegen

(160) (9-, (7;0; 42, Gt + %), g s (10540, G5 ¥+ %3)) = € €4 (¥ + 2y 1 + %)
und (146) die Beziehungen

(161) Co (V4 Mot 4 2p) = € (1 + %, v + %),
falls » + %, oder u + %, > 0, speziell fir 4 = » auch

Cr (1 + 25, 4+ %) 2 0.
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Nach (160) verschwindet g¢_, (z;v; 4;, G; 1 + ;) genau dann identisch,
wenn ¢ (4 + *p, u + #;) = 0. Wie wir schon sahen, ist das auch fiir die
Eisensteinreihen g¢_, (7; v; 4), G; 0) richtig. Die Gleichung (159) ist die
Quelle einer Reihe von wichtigen Erkenntnissen (vgl. L. c.%)), die wir zu-
sammenstellen in

Satz 10. Die Poincarésche Reihe g_,(v;v; Ay, G; u+ ) ist durch die nach-
folgenden Eigenschaften bis auf einen konstanten Faktor eindeuttg charakterisiert :

1. p+ %, > 0.g_, ist etne Spitzenform, die auf allen denjenigen Spitzen-
formen, in deren Entwicklung zur parabolischen Spitze A7 oo der Koeffizient
zum Exponenten u + x; verschwindet, senkrecht steht.

2. u+ 2, = 0. In den Entwicklungen von g_, zu den simtlichen para-
bolischen Spitzen A7 ! o, | &=k, verschwinden die konstanten Glieder. g_,
steht auf allen Spitzenformen senkrecht.

Beim Beweis kann auf Grund von Satz 4 von der Tatsache Gebrauch
gemacht werden, dafl jede der linearen Scharen {G, —r, v} von endlich vielen
Formen erzeugt wird. Wie wir schon sahen, lifit sich eine beliebige Form
mit Hilfe der Eisensteinreihen (x4 4+ %; = 0) stets auf eine Spitzenform
reduzieren. Zur weiteren vollstindigen Reduktion reichen die Poincaréschen
Reihen ¢_, (t;v;4;,G; p + %), u + %, >0 zu beliebigem aber festem !
bereits aus. Wahlen wir nimlich aus der von diesen Reihen erzeugten linearen
Schar nach bekanntem Verfahren eine Basis von orthogonal normierten
Formen ¢, @2, ..., p, aus, so ist eine beliebige Spitzenform ¢ aus
{G, —r,v} durch die zugeordnete Linearform

m
j_X‘laj p; mit (@, @;) =a; (j/' =12,...,m)
zufolge (159) eindeutig bestimmt. Da diese Linearform bei diesem Prozefl
sich selbst zugeordnet wird, ist sie mit ¢ identisch. Es gilt also der wichtige

Satz 11. Die nicht identisch verschwindenden Etsensteinrethen g_, (t;v;
4, G; 0) zu den parabolischen Spitzen A7 oo mat x;, Cmy lassen sich durch
endlich viele der Poincaréschen Reihen g_, (t;v; A, Gip + %), p + %, >0
mat beliebigem aber festem 1 aus der Reihe 1, 2, . . ., h zu evner Basis der linearen
Formenschar {G, —r, v} erginzen.

Dieser sogenannte Vollstindigkeitssatz wird ergéinzt durch den Zusatz,
daB die Maximalzahl der linear unabhingigen unter m vorgegebenen Poincaré-
schen Reihen

g (T30 Ak, Gy + %), g5 + 2. >0 (3=1,2,...,m)
mit dem Rang der Matrix
(ck ([ug + Xy Uy + xk))

iibereinstimmt. Den sehr einfachen der Methode angemessenen hier wieder-
gegebenen Beweis fiir diese Aussage verdanke ich einer Mitteilung von
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Herrn Petersson. Die beliebig ausgewahlten Spitzenformen ¢, (1), . . ., ¢, (7),
21 (T)s - .o, 7 (1) € {G, — 7, v} werden zu Formenvektoren

q(7) = {‘pl () - Pa (T)}, t(1) = {Zl (- 4 (T)}
zusammengefaBBt. Sei A die von den ¢,, B die von den y; aufgespannte
Schar, © der Durchschnitt von ¥ und B und schlieBlich A, B bzw. D von der
Dimension «, 8 bzw. 8. Fiir den Rang p der Matrix (q,r) = ((¢., x+)) gilt dann

0 = o < Min («, 8).

Zum Beweis beach.e man, dal ¢ offenbar nur von % und B abhéingt. Ersetzt
man namlich z. B. das Erzeugendensystem @, von U durch ein anderes, so
andert sich die Maximalzahl der linear unabhingigen unter den Zeilenvektoren
von (g, t) nicht. Da jede lineare Relation zwischen den ¢; bzw. y, auch
zwischen den entsprechenden Zeilen- bzw. Spaltenvektoren von (g, r) be-
steht, so ergibt sich die angegebene obere Schranke fiir . Wahlt man fiir D
eine orthogonal normierte Basis und erginzt diese zu einem Erzeugenden-
system einerseits fiir % von der Gliederzahl a, andererseits fiir B8 von der
Gliederzahl b, so folgt unmittelbar 6 < p. Speziell fir A € B oder B c A
ist & = Min («, f). also 6 = p. Wir machen folgende Anwendung. Seia = m,
q(7) ={g1 (7),-.., Pm (1)} eine Basis fiir die Spitzenformen aus {G, —r, v} und
@ (1) = X () @S

u Cmy
w4 x>0

in verstindlicher Vektorbezeichnung die Entwicklung von q (7) zur Spitze
A7t oo Mit (e (11 + i), € (2 + %1), - - - € (up + %)) sei die konstante
Matrix mit den Spaltenvektoren ¢, (1, + #;) (I =1, 2, ..., b) bezeichnet,
wobei u,; beliebig aus m, derart ausgewihlt ist, daBl x4, + », > 0. Ferner sei
2t =g, (1;0: 4, Gy +2#) 1 =1,2,...,b6). Dann ist

(q (t), x (T)) == ei” (Ck (1 + #2), e (U2 + %2), - € (p + %k)),
woraus hervorgeht, dall die Maximalzahl der linear unabhingigen unter
den Vektoren ¢, (u, + %) (I =1,2,... b) gleich der Maximalzahl der
linear unabhingigen unter den Poincaréschen Retheng_, (7;v; Ax, G; uy +y)
(I =1,2,...,b). Wihlt man schlieBlich fiir q (7) und t () das gleiche System
von Poincaréschen Reihen, so erhdlt man die oben formulierte spezielle
Aussage.

Die von Petersson (1. c. 5)) eingefiihrte Klasse der Formen 0, (z, 2z) kann
ebenfalls auf n Verinderliche verallgemeinert, aber in ihrer Bedeutung fiir
die gesamte Theorie noch nicht restlos verstanden werden. Das mag vor allem
daran liegen, daB man in » Verinderlichen das richtige Analogon zum Riemann-
Rochschen Satz fiir eine Verianderliche noch nicht gefunden hat.

(Eingegangen am 29. 3. 1940.)
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