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VORWORT.

Die umfassende Wirksamkeit, welche Felix Klein in den vielseitigen
Richtungen seiner Betétigung ausgeiibt hat, wurzelt in dem engeren Ge-
biete seiner rein mathematischen Forschungen und in der wichtigen Stellung,
welche die Ergebnisse dieser Forschungen, sowie ihre Grundauffassung und
Methodik in der neueren Gesamtentwicklung der mathematischen Wissen-
schaft einnehmen. Bereits in den ersten Schopfungen Kleins war der Weg
vorgezeichnet, dessen folgerechte Weiterbildung zu seiner mathematischen
Denkweise hinfithrte. Im Laufe der Jahrzehnte hat Klein seine Auffassung
und Methodik in fast allen Einzeldisziplinen der Mathematik zur glinzenden
Durchfiihrung gebracht und so eine Entwicklung geschaffen, die mit auBer-
ordentlicher Fruchtbarkeit iiberall eine Fiille neuer Gesichtspunkte und
Probleme schuf, und deren fritheste Periode jetzt eben im Laufe des
letzten Jahrzehntes in die Entwicklung der mathematischen Physik in so
liberraschender Weise klarend und grundlegend eingriff.

Kleins mathematische Auffassungen entstammen der geometrischen
Denkweise. Die neueste Mathematik wird demgegeniiber von den Begriffen
der Zahl und der Menge beherrscht. Doch wieviel drmer wire diese mehr
kritische als produktive Periode unserer Wissenschaft, hitte sie nicht zuvor
von den der Geometrie entstammenden Auffassungen jene michtigen Im-
pulse erlebt, welche nicht nur in der Geometrie selbst, sondern auch in
der Algebra, Gruppentheorie und vor allem in der Funktionentheorie die
wahren und wertvollen Gegenstinde und Probleme auch fiir die spatere
mehr kritische Bearbeitung ans Licht brachte!

Die Vielseitigkeit der Forschungen Kleins brachte ihn in unmittel-
bare Beriihrung und personliche Fiihlung mit einer sehr groBen Anzahl
deutscher und ausléndischer Gelehrter Fiir die Weiterfithrung seiner Ideen
trat eine stattliche Reihe von Mitarbeitern und Schiilern ein. Seit lange
war demnach im Kreise der Freunde und Schiller Kleins der Wunsch
rege geworden, die wissenschaftlichen Werke Kleins in einer einheitlichen
Gesamtausgabe vereinigt zu sehen. Die Feier des goldenen Doktorjubildums
Kleins am 12. Dezemher 1918 gab den willkommenen Anla8, zur Schaffung
einer solchen Ausgabe den ersten Schritt zu unternehmen. Den Text der
Urkunde, die dem Jubilar zu diesem Zwecke am genannten. Tage iiber-
reicht wurde, bringen wir unten zum Abdruck.



IV Vorwort.

Die Unterzeichneten haben es sich zu einer besonderen Ehre an-
gerechnet, an ihrem Teile Herrn Geheimrat Klein bei der Herausgabe
seiner gesammelten mathematischen Abhandlungen behilflich sein zu diirfen.
Die Ausgabe ist auf drei ungefdhr gleich starke Binde berechnet, an
welche sich noch ein kurzer Registerband anschlieBt. Gleich mit Beginn
der geschiftlichen Verhandlungen iiber Druck und Verlag der Neuausgabe
hat Klein in eingehenden Besprechungen mit Ostrowski die Vorberei-
tungen zum Drucke insbesondere des ersten Bandes begonnen. In Ver-
bindung hiermit hat Klein iber seine zunichst in Betracht kommenden
Arbeiten vor einem kleinen Kreise von Zuhdrern Vortrige gehalten, aus
denen dann wesentlich die Vorbemerkungen und Zusétze entstanden sind,
die unserer Neuausgabe ihren besonderen Wert verleihen. Eine Eigenart
der Kleinschen Produktion ist es, dall er immer mit Freunden und
Schiilern arbeitete. Dementsprecheud berichten die genannten Bemerkungen
wesentlich iiber die Art der Entstehung der einzelnen Abhandlungen.

Léngere Uberlegungen Kleins mit Ostrowski haben die Anordnung
der Abhandlungen ergeben, welche fiir den ersten Band durchgefiihrt und fiir
die folgenden Binde wenigstens im allgemeinen festgelegt ist. Wir haben
die auf den zweiten und dritten Band beziiglichen Einzelangaben, weil
sie noch nicht bindend sein konnen, im Einverstédndnis mit der Verlagsbuch-
handlung nur auf den Umschlag des gegenwirtigen Bandes gesetzt. Es ist
eine Mischung von sachlicher Anordnung mit chronologischen Gesichts-
punkten befolgt. Hierdurch gelang es, jedem der drei ersten Binde einen
geschlossenen Charakter zu erteilen.

Erschopft ist die Summe der auf Klein zuriickgehenden Fortschritte
durch unsere Ausgabe allerdings noch nicht. Manche seiner Ideen und
Resultate finden sich ndmlich nur in den Verdffentlichungen seiner Mit-
arbeiter eingestreut, und es erscheint ganz unmdglich, sie systematisch
herauszulosen und zu sammeln, weil sie mit den jeweiligen Gedankengingen
der anderen organisch verkniipft sind. Auf Beziehungen dieser Art konnte
demnach nur gelegentlich hingewiesen werden.

Der vorliegende erste Band enthdlt insbesondere die Mehrzahl der
rein geometrischen Arbeiten Kleins, mit Ausnahme derjenigen iiber
Realitatsverhiltnisse algebraischer Gebilde und Analysis situs, die fiir den
zweiten Band zuriickgestellt wurden. Demnach umfafit der erste Band den
Hauptteil der Abhandlungen Kleins aus seiner ersten Schaffensperiode
(1868—1872), zusammen mit den Weiterbildungen, welche die damals
entstandenen Grundanschauungen im Laufe der Zeit gefunden haben. Im
vorliegenden Bande fanden auch die letzten Aufsdtze ihren Platz, mit
denen Klein an seine Jugendarbeiten ankniipfend zur modernen Relativi-
titstheorie der Physiker Stellung nehmen konnte.



Vorwort. \4

Der Text der Abhandlungen ist vor dem Druck durchgesehen und an
einzelnen Stellen sind kleine Verbesserungen angebracht worden. Da
manche der Abhandlungen bereits an verschiedenen Stellen abgedruckt
und dabei auch wiederholt kleine Anderungen im Texte vorgenommen
sind, wiirde ein pedantisches Eingehen auf alle Einzelheiten im Sinne
einer textkritischen Ausgabe die Darstellung gelegentlich recht uniiber-
sichtlich gemacht haben. Es wurde daher der Mittelweg gewdhlt, nur
die von irgendwelchem Gesichtspunkte aus wichtigen Anderungen, sowie
die Zusétze und FuBnoten, die sich vom iibrigen Text abheben, besonders
zu bezeichnen, indem sie in eckige Klammern gesetzt wurden. Indessen
ist selbstverstdndlich z. B. alles, was von irgendwelcher Bedeutung fiir
etwaige Prioritdtsfragen sein konnte, aufs sorgfiltigste hervorgehoben
worden. GréBere Zusitze und zusammenfassende Vorbemerkungen sind teils
an den Anfang, teils an den Schluf} der einzelnen Abhandlungen, teils endlich
in die Einleitungen zu den drei Hauptabschnitten dieses Bandes gesetzt. —

Mit verbindlichem Dank haben wir der freundlichen Hilfe zu gedenken,
die uns mehrere Fachgenossen bei der Herausgabe zuteil werden liefen.
Herr A. Schonflies hat einen grofen Teil der Korrekturen des vor-
liegenden Bandes durchgesehen und seine Bemerkungen sind uns von
groffem Nutzen gewesen. Herr H. Vermeil hat sdmtliche Korrekturen und
Revisionen des Textes mit groBer Sorgfalt gelesen. AuBerdem hat er an
der Vorbereitung der die Relativitdtstheorie betrefienden Abhandlungen
zum Wiederabdruck wesentlichen Anteil. Bei einzelnen Teilen des Bandes
haben uns die Herren L. Bieberbach und F. Engel und Frl. E. Noether
bei der Korrektur unterstiitzt. Ebenso méchten wir an dieser Stelle den
Herren M. Noether und F. Engel fiir die freundliche Erlaubnis zur Be-
nutzung der Sonderabziige einiger dlterer Arbeiten Kleins danken, ganz
besonders aber der Firma B. G. Teubner, die einige iltere Bénde der
Mathematischen Annalen der Druckerei zur Verfiigung gestellt hat.

Die Verlagsfirma Julius Springer hat bei der Drucklegung des
ersten Bandes allen unseren Wiinschen und Vorschligen in entgegen-
kommender Weise entsprochen, aber, was mehr ist, sie hat es in einer
schweren Zeit, in der der Herstellung eines gréferen der reinen Wissen-
schaft gewidmeten Werkes fast uniiberwindliche Schwierigkeiten entgegen-
stehen, gewagt, den vorliegenden Band herzustellen und in Verlag zu nehmen.
Die Firma Julius Springer hat hierdurch nicht nur den aufrichtigen
Dank der Nichstbeteiligten erworben, sondern dem Ansehen und der
Wirkung deutscher Wissenschaft einen unschétzbaren Dienst geleistet.

Braunschweig und Géttingen, im Oktober 1920.

Die Herausgeber.
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Hochverehrter Herr Geheimrat!

AVI 12.Dezember 1918 sind fiinfzig Jahre verflossen, seit Sie
damals neunzehnjihrig, von der philosophischen Fakul-
tit der Universitit Bonn auf Grund Ihrer Dissertation ,,Uber
die Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades
zwischen Linienkoordinaten auf eine kanonische Form‘ zum
Doktor promoviert wurden. Den Tag Ihres goldenen Doktor-
jubildums haben Ihre unterzeichneten mathematischen Freunde
und Verehrer als eine willkommene Gelegenheit ergriffen, IThnen
GruB und Gliickwunsch zu entbieten und zugleich freudig Be-
kenntnis davon abzulegen, was Sie wihrend des verflossenen
halben Jahrhunderts der Wissenschaft und Ihren Freunden und
Schiilern gewesen sind. Bereits kurze Zeit nach dem Erscheinen
Ihrer Dissertation haben Sie die Geometrie um eine Reihe
wertvoller Untersuchungen bereichert, haben Sie zusammen
mit Lie Ihre ersten gruppentheoretischen Entwicklungen aus-
gefiithrt. Im Anfang der siebziger Jahre erfolgten Ihre tiefen
Untersuchungen iiber Nicht-Euklidische Geometrie, und bei An-
tritt Threr Erlanger Professur iibergaben Sie Ihr bahnbrechendes
Erlanger Programm der Offentlichkeit. Was zum wesentlichen
Charakter der glinzenden Reihe Ihrer weiterfolgenden Unter-
suchungen wurde, trat schon hier hervor: die Durchdringung
und gegenseitige Belebung der verschiedenen mathematischen
Disziplinen, der geniale Blick fiir ihre inneren Zusammen-

hinge. Zur schénsten Bliite erwuchs diese Ihnen ganz eigen-
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timliche Denkweise mathematischer Forschung in Ihrer
bewunderungswiirdigen Arbeit iiber die Transformation sie-
benter Ordnung der elliptischen Funktionen, die stets als ein
Juwel mathematischer Forschung verehrt werden wird. Aber
auch in der reichen Fiille Threr weiteren Arbeiten, die sich
namentlich auf die naturwissenschaftlichen Anwendungen der
Mathematik beziehen, sehen wir iiberall die Vorziige Ihrer
Denkweise sich gldnzend bewdihren.

Aber nicht nur den bahnbrechenden Forscher sehen wir in
Ihnen, der unserer Wissenschaft neue Wege erschlossen hat,
wir verehren in Ihnen zugleich den unermiidlichen Freund und
Helfer, der dem gleichstrebenden Forscher durch schriftlichen
und miindlichen Ausspruch stets freigebig von dem Reichtum
seiner Ideen spendete. Wir verehren in Ihnen den geistreichen
Lehrer, der es verstand, unserer Wissenschaft eine groBe An-
zahl von Schiilern zu gewinnen, die begeistert die belebende
Zauberkraft IhresVortrages empfanden. So wollen wir an Ihrem
heutigen Jubeltage Ihnen, dem bahnbrechenden Forscher, dem
hilfsbereiten Fiihrer, dem geistvollen Lehrer unsere Verehrung
und Dankbarkeit darbringen.

Zugleich aber wollen wir eine Bitte aussprechen. Um die wert-
vollen Errungenschaften Ihrer Lebensarbeit noch zuginglicher
und wirkungsvoller zu gestalten, besteht der lebhafte Wunsch,
Sie méchten den EntschluB fassen, eine einheitliche Ausgabe
Threr gesammelten Werke zu veranstalten. Bei dem grofSien
Reichtume und Umfange Ihrer gesamten Tétigkeit verkennen

wir nicht die riesige Arbeit, die eine Verwirklichung dieses
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Waunsches in sich schlieBen wiirde. Aber vielleicht besteht doch
einige Hoffnung, daB vorerst eine Ausgabe Ihrer gesammelten
wissenschaftlichen Abhandlungen und Noten der Verwirklichung
entgegengefiihrt werden konnte. Ihrer Forschertitigkeit, deren
Jugendkraft wir noch jlingst zu bewundern Gelegenheit hatten,
wird ja eine zuriickschauende Arbeit wenig behagen. Darum nahen
wir Ihnen heute noch mit einer letzten Bitte, nimlich freund-
lichst die Verfiigung iiber eine Stiftung annehmen zu wollen, die
den ausdriicklichen Zweck hat, nach IThrem Ermessen alles Dien-
liche zur Vorbereitung und Durchfiihrung einer Ausgabe Ihrer
gesammelten Abhandlungen zu erméglichen und zu beférdern.
Sehen Sie, hochverehrter Herr Geheimrat, in unserer Bitte die
Lebhaftigkeit unseres Wunsches, da8 Ihre Schopfungen, die
uns zu einer so reichen Quelle der Belehrung und des Ge-
nusses geworden sind, in dem Gesamtrahmen der mathe-
matischen Literatur auch &uBlerlich die ihnen ge-
bithrende Stellung gewinnen, daB sie kiinftigen
Generationen leichter zugidnglich werden
und damit die ihnen innewohnende Kraft
und Wirksamkeit fiir die fernere
Fortentwicklung unserer Wis-
senschaft noch sicherer
zur Geltung
bringen.
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Zur Dissertation.

Vielleicht darf ich einige Bemerkungen iiber die Entstehung meiner Dissertation
vorausschicken. — Ich war seit Ostern 1866 Assistent bei Pliicker bis zu seinem
Tode am 22. Mai 1868. Pliicker beschiftigte sich damals neben seiner Vorlesung
itber Experimentalphysik mit der Ausarbeitung seiner ,Neuen Geometrie des Raumes,
gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement“ (Leipzig,
B. G. Teubner, Teil I 1868, Teil II 1869). Ich hatte nicht nur bei der Vorlesung
zu helfen, sondern auch bei der Vorbereitung und Redaktion des genannten Werkes.
Einiges hieriiber wird noch in Bd. II dieser Ausgabe meiner Abhandlungen anzu-
geben sein. Als Pliicker starb, war im wesentlichen nur erst die erste Hélfte des
Werkes im Druck vollendet, die dann nach dem Wunsche der Verlagsbuchhandlung
von Clebsch herausgegeben wurde. Ich kam so mit Clebsch in persénliche Ver-
bindung, der mich insbesondere auf die Arbeiten von Battaglini aufmerksam machte.
Battaglini hatte nicht nur die Theorie der Komplexe ersten Grades, sondern
auch die der Komplexe zweiten Grades bereits in Angriff genommen (s. bes.
Atti della R. Accademia di Napoli, III, 1866). Es wurde mir nicht ganz leicht, von
den mehr elementaren Methoden der Pliickerschen Darstellung zu dem konsequenten
Verfahren der projoktiven Koordinaten iiberzugehen, wie es von Battaglini gehand-
habt wurde. Das Studium der Lehrbiicher von Salmon-Fiedler und mancher
Originalabhandlung half mir {iber diese Schwierigkeit weg. Ich bemerkte dann aber
bald, da die von Battaglini zugrunde gelegte kanonische Form der Komplexe
zweiten Grades nicht die allgemeine sein konnte!). Damit hatte ich das Thema, aus
dem ich hoffte, eine Dissertation gestalten zu kénnen, ndmlich die Herstellung einer
wirklich allgemeinen kanonischen Form. Die simultane Reduktion zweier quadra-
tischer Formen von beliebig vielen Variabeln auf Aggregate blo8 quadratischer
Glieder, — das verallgemeinerte Hauptachsenproblem — war mir natiirlich bekannt.
Aber es hat lange gedauert, bis ich sie, wie in der Dissertation geschieht, als Durch-

1) Vgl. die erste der a. S. 49 abgedruckten Doktorthesen. — Battaglini setzt
(wenn ich die Bezeichnungen meiner Dissertation gebrauchen darf) Q2 und P von
vornherein in der kanonischen Form an

Q= Da,pl, P= 0.0y,

Da man auf das einzelne Koordinatenstystem 15 Konstante zu rechnen hat, die sechs
GroBen a,, aber nur ihren Verhaltnissen nach in Betracht kommen, so hat man scheinbar
20 Konstante zur Verfiigung, so daB der von 19 Konstanten abhingige allgemeine
Komplex zweiten Grades jedenfalls umfaBt zu werden scheint. Aber die voraus-
gesetzte Gleichungsform bleibt, wie ich bemerkte, ungefindert, wenn man unter Ein-
fiihrung dreier beliebiger GroBen 4, u, » fiir die p, folgende andere Variable setzt:

1 1 1
Pi=hp, pl=ps PI=ppy Pi= P PI=vPo Pi= Do

Sie enth#lt also in Wirklichkeit nur 17 wesentliche Konstante.
1%
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gangspunkt benutzte, ich habe zunéichst immer wieder versucht, nach Analogie des
Hauptachsenproblems einen Ansatz zu finden, bei welchem die Form P= pr Pots

auch zwischendurch ihre urspriingliche Gestalt behielt. Nachdem ich im September 1868
(gelegentlich eines Aufenthalts in meiner Vaterstadt Diisseldorf) den richtigen Ge-
danken gefaBt hatte, habe ich ihn rasch ausgearbeitet und meinem verehrten Lehrer
Lipschitz, der mich zu examinieren hatte, vorgelegt. Ich hatte dabei, wie es da-
mals bei geometrischen Untersuchungen iiblich war, nur érst den einfachsten (freilich
auch interessantesten) Fall beriicksichtigt, wo die Determinante von Q + AP, gleich
Null gesetzt, fiir 1 sechs verschiedene Wurzeln ergibt. Dementgegen verlangte Lip-
schitz, daB ich alle anderen, mehr speziellen Fille, mit beriicksichtigen solle, und
gab mir zugleich die Korrekturbogen der eben noch im Druck befindlichen Arbeit
von WeierstraB: Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen (Monats-
berichte der Berliner Akademie vom Mai 1868), in der die fiir diesen Zweck erforder-
liche Theorie der ,Elementarteiler* zum ersten Male in voller Allgemeinheit ent-
wickelt ist. Es wurde mir nicht schwer, diese Theorie in wenigen Tagen einzuar-
beiten, womit meine Dissertation die Form erhielt, in der sie jetzt vorliegt. Ieh bin
dabei, wie ich im Hinblick auf meine spiteren Untersuchungen hervorheben mdéchte,
gleich in zweierlei Richtung iiber diec WeierstraBschen Entwickelungen hinausge-
gangen, indem ich einmal darlegte, welche Moglichkeiten hinsichtlich der Realitit
der Transformation jeweils vorliegen (natiirlich vorausgesetzt, daf Q von Haus aus
reelle Koeffizienten hat), andererseits aber untersuchte, wie viele Parameter bei der
Transformation jeweils verfiighar bleiben (welche kontinuierliche Gruppe linearer
Transformationen die einzelne kanonische Form in sich selbst iiberfiihrt).

Es hat iibrigens immer meiner Denkweise entsprochen, die besonderen Fille,
wo die Wurzeln der determinierenden Gleichung |Q + A P|= 0 nicht simtlich von-
einander verschieden sind, als Ausartungen aufzufassen; ich habe das sehr viel
spater einmal in einer Vorlesung fiir den Fall von fiinf Variablen auseinandergesetzt,
woriiber das Buch von Bocher tiber die Reihenentwickelungen der Potentialtheorie
(B.G.Teubner, 1894), S.56, 57 zu vergleichen ist. Dies schlieBt nicht aus, dafl eine genaue
Untersuchung der Spezialfille mir wiinschenswert schien. So ist 1873, als ich schon in
Erlangen war, die Dissertation von A.Weiler entstanden (Math. AnnBd.7), an die sich
dann in bekannter Weise die Arbeiten’ von Segre und Loria und anderen For-
schern angeschlossen haben. Siehe, was insbesondere Liniengeometrie und die von
mir untersuchten Konfigurationen angeht, die beziiglichen Referate von Zindler und
Steinitz in Bd. III der Mathematischen Enzyklopidie. K
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Ein Linienkomplex des n-ten Grades umfaBt eine dreifach unendliche
Anzahl gerader Linien, welche im Raume in einer solchen Art verteilt
sind, daB diejenigen geraden Linien, welche durch einen festen Punkt gehen,
einen Kegel der n-ten Ordnung bilden, oder, was dasselbe sagt, daB die-

jenigen geraden Linien, welche in einer festen Ebene liegen, eine Kurve
der n-ten Klasse umbhiillen.

Seine analytische Darstellung findet ein derartiges Gebilde durch die
von Plicker in die Wissenschaft eingefiihrten Koordinaten der geraden
Linie im Raume?). Nach Pliicker erhilt die gerade Linie sechs homogene
Koordinaten, welche eine Bedingungsgleichung zweiten Grades erfiillen.
Vermége derselben wird die gerade Linie mit Bezug auf ein Koordinaten-
tetraeder bestimmt. Eine homogene Gleichung des n-ten Grades zwischen
diesen Koordinaten stellt einen Komplex des m-ten Grades dar.

In dem Folgenden ist es unsere Absicht, die Gleichung des zweiten
Grades zwischen Linienkoordinaten, einer Verwandlung des Koordinaten-
tetraeders entsprechend, auf eine kanonische Form zu transformieren. Wir
geben zunichst die allgemeinen Formeln, welche bei einer derartigen Trans-
formation iiberhaupt in Anwendung kommen. Auf Grund derselben behandelt
sich das Problem algebraisch als die simultane lineare Transformation der
Komplexgleichung auf eine kanonische Gestalt und der Bedingungsgleichung
des zweiten Grades, welcher die Linienkoordinaten geniigen miissen, in sich
selbst. Bei der Durchfiihrung dieser Transformation gelangen wir insbe-

sondere zu einer Einteilung der Komplexe zweiten Grades in unterschiedene
Arten.

) Proceedings of the Royal Soc. 1865; Phil. Transactions 1865, p. 725, iiber-
setzt in Liouv. Journal, 2. Série, t. XI; Les Mondes, par Moigno, 1867, p. 79; Annali
di matematica, Ser. II, t. 1 [siehe den Wiederabdruck in den Gesammelten Abhand-
lungen von J. Pliicker, Bd. I, herausgegeben von A. SchoenflieB]; Neue Geometrie
des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement,
erste Abteilung, Leipzig 1868, bei B. G. Teubner.
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L
Uber Linienkoordinaten im allgemeinen.

1. Wenn wir die homogenen Koordinaten zweier, beliebig auf einer
gegebenen geraden Linie angenommener Punkte beziiglich mit

x,, Ty, Ty, X,
und

Yis Yas Y35 Yy

bezeichnen, so erhélt die gegebene gerade Linie, welche geometrisch als
Verbindungslinie der beiden Punkte () und (y) bestimmt ist, dze folgenden
sechs, ebenfalls homogenen Koordinaten:

P =% Y — %Y, Py = T3Yy — 2, Y3,
(1) Po=T1Ys — X3Y;, Ps =2 Yy — oYy
P =2Yy — %Y, Py = ZalY3 — Z3Yy -

Es sind dies die aus den Elementen

X T, T, X,

Y Y2 Y5 Y
gebildeten sechs Determinanten zweiten Grades, mit einem derartigen Zeichen
genommen, daf} eine Vertikalreihe der Elemente (in unserer Annahme die
erste) ausgezeichnet auftritt.

Zufolge der Determinantenform behalten die sechs gewahlten Koordi-
naten dieselben relativen Werte, wenn wir an die Stelle der angenommenen
beiden Punkte () und (y) irgend zwei andere Punkte der gegebenen ge-
raden Linie setzen. Denn die Koordinaten eines beliebigen solchen Punktes
lassen sich auf die Form bringen:

ATy 4 pyys o, Ay + py,,

wo A, p niher zu bestimmende Konstanten bezeichnen, und die Substitution
solcher GroBen an Stelle der # und y in die fiir die Koordinaten p ge-
gebenen Ausdriicke liefert, wie sich sofort ergibt, Multipla der fiir die p
urspriinglich erhaltenen Werte.

Die sechs Koordinaten p befriedigen identisch die folgende Relation des
zweiten Grades:

P=p,p, + ps?s + P32 = 0,

welche wir auch so schreiben konnen:
Z Dse* P38 = Oa

indem wir den Index » von 1 bis 3, oder auch von 1 bis 6 laufen lassen,
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und dabei unter x + 8 diejenige Zahl verstehen, welche in der kontinuier-
lichen Reihenfolge:

1,2,...,5,6,1,2,...

die (% 4 3). Stelle einnimmt.

Vermége dieser Relation, welcher die sechs homogenen Koordinaten p
geniigen, vertreten dieselben die zu der Bestimmung einer geraden Linie
notwendigen vier Konstanten.

Fiir die Gleichungen derjenigen vier Ebenen (Projektionsebenen), welche
sich durch die vermdge der beiden Punkte (z) und (y) bestimmte gerade
Linie und beziiglich die vier Eckpunkte des Koordinatentetraeders hindurch-
legen lassen, erhalten wir die folgenden:

PyZy + P23 + D2, =0,
(2) Py%y — P3%3 1 Pazy =0,
P52y 1 P32y — P12 =0,
Ds?y — P2y + D123 =0,

wo wir mit z,, ..., 2, laufende Punktkoordinaten bezeichnen. Es sind somit
die Koordinaten p die in die Gleichungen der vier Projektionsebenen ein-
gehenden Konstanten. Die Gleichung:

P=0

driickt aus, daB sich die fraglichen vier Ebenen nach derselben geraden
Linie schneiden. Sie ist also nicht nur die notwendige, sondern auch die
hinreichende Bedingung, damit sechs beliebig ausgewéhlte Grofien:

pl’ p?’ M pﬂ
als Linienkoordinaten betrachtet werden konnen. Die geometrische Kon-
struktion der durch sie bestimmten geraden Linie wird durch zwei beliebige
unabhéngige der Ebenen (2) vermittelt.

Der Koordinatenbestimmung (1) liegt das Prinzip zugrunde, die in die
Gleichungen der geraden Linie in Punktkoordinaten (2) eingehenden Kon-
stanten als Bestimmungsstiicke derselben zu betrachten, und dieselben durch
die Koordinaten einer Anzahl von Punkten der geraden Linie darzustellen,
welche erforderlich und hinreichend ist, um die letztere geometrisch zu
definieren.

2. In dem Vorstehenden haben wir die gerade Linie durch zwei ihrer
Punkte bestimmt. Wir betrachten in dieser Bestimmungsweise die gerade
Linie als einen Ort von Punkten, als einen Sirahkl. Auf vollstindig ent-
sprechende Weise konnen wir die gerade Linie durch zwei ihrer Ebenen be-
stimmen und betrachten sie dann als von Ebenen umhiillt, als eine Achse?).

2) Vgl. Pliickers ,Neue Geometrie¥, S. 2.
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Zwei beliebige Ebenen (¢) und (u) der gegebenen geraden Linie seien
durch die Koordinaten bestimmt:

und
Uy, Uy Uy, Uy.
Dann erhalten wir, ganz dem Friiheren entsprechend, als Koordinaten der
gegebenen geraden Linie die folgenden sechs Ausdriicke:
!Q1:t1u2_t2u1’ qy = lg%, — b, U,
gy = b Uy — LUy, @ = b Uy — by,
lQ3=t1u4_t4u1’ @s = tathy — t3Ug,

(3)

welche die folgende Gleichung:
Q;th‘q»:-kl‘} =0

identisch befriedigen. Den vier Gleichungen (2) entspréchend erhalten wir
fir die Durchschnittspunkte der durch die Ebenen () und (%) bestimmten
geraden Linie mit den vier Seitenflichen des Tetraeders die folgenden vier
Gleichungen:

94V + sV 1+ 40 = 0,

9,9, — 4305+ 920, = 0,

4
(4) I 4% + gV — 4,9, =0,

l Qs ¥ — 92V + ¢,V = 0,
wo v, ..., v, laufende Ebenenkoordinaten bedeuten.

Wenn sich die Strahlenkoordinaten p und die Achsenkoordinaten g
auf dieselbe gerade Linie beziehen, so hat man zwischen denselben die
folgenden Proportionen:

_Ps_ P __ Ps
94 s ds 4 92 qs
Die Richtigkeit dieser Beziehungen ergibt sich sofort, wenn wir die Gréfen ¢
aus den Koordinaten zweier Ebenen (2), oder die GroBen p aus den Koordi-
naten zweier Punkte (4) bilden.

Die Koordinaten p sind also von den Koordinaten ¢ nur durch die
Anordnung verschieden. Threr doppelten geometrischen Bedeutung ent-
sprechend, wird die gerade Linie durch dieselben sechs GroBen dargestellt.
Es ist das kein geringer Vorteil der Pliickerschen Koordinatenwahl.

3. Wir wollen die vier Eckpunkte des Koordinatentetraeders mit

0,, 0,, Uy, O,
und die vier gegeniiberstehenden Seitenflichen desselben mit

‘El’ E%’ E3’ E4

(5) P __ P _ Py
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bezeichnen. Dann sind die sechs Kanten des Tetraeders durch die folgenden
Verbindungen der Zeichen O bzw. E bestimmt:

01 02’ 01 03’ 01 04 ? 03 04 ’ 04 02’ 02 03’

E.E,, E,E,, E,E,, E,E,, E\E,, E,E,.
Von den sechs Koordinaten einer Kante des Koordinatentetraeders ver-
schwinden fiinf, und nur die sechste behilt einen endlichen Wert. Es ergibt
sich das sofort, wenn wir in die Ausdriicke (1) oder (3) die Koordinaten
zweier Eckpunkte bzw. zweier Seitenflichen des Tetraeders substituieren.
Wir wollen, in der vorstehenden Reihenfolge, die Kanten des Koordinaten-
tetraeders mit
P,, P,, P, P,, P5’ P,

Qs @5, @5, Qs @y @

bezeichnen. Dannverschwinden fiir eine beliebig ausgewéhlte Kante (P, = @, 3)
alle Koordinaten bis auf diejenige, welche wir mit p, = g..; 3 bezeichnet haben.

Die Gruppierung der Tetraederkanten unter sich ist dadurch bestimmt,
daB sich P,, P,, P, (Q,,Q,,Q,) in einem Punkte schneiden, wihrend
P,,P,, P, (Q,,Q,,Q;) in einer Ebene liegen.

Der Kiirze wegen werden wir in dem Folgenden nur von der in-
dependenten Darstellung der Linienkoordinaten durch Punktkoordinaten
Gebrauch machen, und die jedesmal vollstandig analogen (reziproken) Ent-
wicklungen, welche sich an die Darstellung derselben durch Ebenenkoor-
dinaten ankniipfen, nicht immer wieder ausdriicklich hervorheben. Wir be-
dienen uns daher in der Folge auch nur der Bezeichnung p fiir Linien-
koordinaten, wenn auch die Beibehaltung der Koordinaten ¢ neben den
Koordinaten p manche Formeln iibersichtlicher zu schreiben erlaubt.

4. Damit sich zwei gegebene gerade Linien (p) und (p') schneiden,
miissen ihre Koordinaten die folgende Gleichung befriedigen:

(6) an'p;+3:0-

oder mit

Denn es seien die beiden geraden Linien (p) und (p") beziiglich durch
die beiden Punkte (@), (b) und (¢), (d) bestimmt. Wenn wir dann in
die vorstehende Gleichung fiir die Koordinaten p, p’ ihre Werte aus (1)
in den Koordinaten dieser Punkte einsetzen, so erhalten wir:

Z‘l_: a,byc,d, = 0.
Das Verschwinden dieser Determinante ist die Bedingung dafiir, daB die
vier Punkte (a), (b), (¢), (d) in einer Ebene liegen; und also schneiden
sich die beiden geraden Linien (@, b) und (c, d)?).

%) Vgl. den Aufsatz von Liiroth: Zur Theorie der windschiefen Flichen, Crelles
Journal, Bd. 67 (1867), S. 130.
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Wenn wir in der Gleichung (6):
2 Du Prys =0

die p.,3 als fest, die p, als veriinderlich betrachten, so stellt sie die Ge-
samtheit aller derjenigen geraden Linien dar, welche die feste gerade Linie (p')
schneiden. Insbesondere also geniigen der Gleichung:

Px+3 == 0

die Koordinaten aller derjenigen geraden Linien, welche die Tetraeder-
kante P, schneiden. Wenn fiir die Kante P, selbst alle Koordinaten bis
auf die eine, p,., verschwinden, so ist damit ausgedriickt, daB sie alle
Tetraederkanten bis auf die ihr gegeniiberliegende schneidet.

Wenn drei gerade Linien (p), (p'), (p”) einander gegenseitig schneiden,
so besteht zwischen den Koordinaten je zweier derselben eine Gleichung
von der Form (6). Dabei gehen die drei geraden Linien entweder durch
einen Punkt oder liegen in einer Ebene. Das Kriterium fiir den ersten
oder zweiten Fall bildet das Verschwinden des zweiten oder ersten Faktors
des unter der gemachten Annahme immer verschwindenden Produktes:

A/

Zi p1p2’pg'2_—t PsPsPs>

und der dhnlich gebildeten Produkte, welche sich aus dem Vorstehenden
durch Vertauschung von jedesmal zwei der Indizes 1, 2, 8 mit den ent-
sprechenden 4, 5, 6 ergeben.

Den Beweis liefert die Betrachtung der Gleichungen (2) und (4).
Wenn sich drei Linien in einem Punkte schneiden, so haben diejenigen
drei Ebenen, welche sich durch einen Eckpunkt des Koordinatentetraeders
und jedesmal eine der gegebenen geraden Linien hindurchlegen lassen, eine
gerade Linie gemein, und umgekehrt, wenn drei Linien in einer Ebene
liegert, so sind diejenigen drei Punkte, in welchen eine Seitenfliche des
Koordinatentetraeders von den gegebenen geraden Linien geschnitten wird,
in gerader Linie.

5. Wir konnen den sechs Variabeln p, immer unter der Voraussetzung,
daB die Bedingungsgleichung

2px'px+3 =0

erfilllt sei, imagindre Werte erteilen. Sei also:
P = P+ i
Wir betrachten die GréBen p, als die Koordinaten einer imagindren

geraden Linte. Diese rein formelle Definition fiihrt zu der folgenden geo-
metrischen. Nach der Gleichung (6) der 4. Nummer wird die gegebene
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imaginire gerade Linie, sowie die konjugiert imaginire von allen reellen
geraden Linien geschnitten, deren Koordinaten die folgenden beiden linearen
Bedingungsgleichungen befriedigen :

Zpi'pws:O, Zp;’-p,,+3=0.

Durch vier beliebige unter den Linien, deren Koordinaten diesen beiden
Gleichungen geniigen*), sind die beiden Gleichungen, oder vielmehr ist die
von denselben gebildete zweigliedrige Gruppe:

D) (A + ) Prss =0

®

bestimmt (auBer, wenn die angenommenen vier geraden Linien derselben
Erzeugung eines Hyperboloids angehoren). Eine imaginédre gerade Linie
und ihre konjugierte sind somit geometrisch als die beiden geradlinigen
Transversalen vier reeller gerader Linien gegeben.

Es stimmt das mit der Definition, welche die neuere synthetische
Geometrie fiir die imagindre gerade Linie im Raume aufstellt, iiberein.

Im allgemeinen besitzt eine imagindre gerade Linie keinen reellen
Punkt und keine reelle Ebene. Nur wenn sich die gegebene imaginire
gerade Linie und ihre konjugierte schneiden, ist beiden ein reeller Punké
und eine reelle Ebene gemeinsam. Die imaginire gerade Linie wird dann
von allen reellen Linien geschnitten, welche durch diesen Punkt gehen,
beziiglich in dieser Ebene liegen. Sie ist nicht mehr durch vier ihrer
reellen geradlinigen Transversalen bestimmt. Man definiere sie geometrisch
durch den reellen Punkt, die reelle Ebene und einen von dem reellen
Punkte ausgehenden Kegel der zweiten Ordnung, oder eine in der reellen
Ebene liegende Kurve der zweiten Klasse.

II.

Transformation der Linienkoordinaten, entsprechend einer Verwandlung
des Koordinatentetraeders.

6. In dem Folgenden stellen wir zunichst diejenigen Transformations-
formeln fiir Linienkoordinaten auf, welche einer Verwandlung des Koor-
dinatentetraeders, oder, was dasselbe sagt, der linearen Transformation von
Punkt- oder Ebenenkoordinaten entsprechen ®).

1) Das System solcher geraden Linien findet man insbesondere betrachtet in dem
Aufsatze von 0. Hermes: Uber Strahlensysteme der ersten Ordnung und der ersten
Klasse. Crelles Journal, Bd. 67 (1867), S. 158,

5) Man vergleiche die beiden Aufsitze von Battaglini:

Intorno ai sistemi di rette di primo ordine; Rendiconti della R. Accademia di
Napoli, Giugno 1866;

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 2
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Diese Transformationsformeln werden linear. Sie wiirden ihren linearen
Charakter verlieren, wenn statt der sechs homogenen Koordinaten, welche
eine Bedingungsgleichung befriedigen, deren nur fiinf unabhéngige genommen
worden wiren, wie sie zur Bestimmung einer geraden Linie ausreichen. —
Wir gelangen im folgenden zu dem Resultate, daf8 die in Rede stehenden
linearen Substitutionen die allgemeinen sind, durch welche der Ausdruck:

pP= an‘ Prt3

wn ein Multvplum seiner selbst vbergefiihrt word.

Der vorstehende Satz bedarf noch der folgenden Bestimmung. Es sei
eine lineare Substitution gegeben, welche den Ausdruck P in ein Multiplum
seiner selbst iiberfithrt. Unter den sechs neuen Verdnderlichen kénnen wir
diejenige frei auswihlen, welcher wir den Namen p, geben wollen. Dann
ist die Verinderliche p, zugleich mit bestimmt. Wir kénnen ferner p,
ohne weiteres unter den noch iibrigen vier Veranderlichen annehmen; dann ist
ps; gegeben. Welche von den zwei noch iibrigen Variabeln p, und welche p,
zu nennen sei, bleibt aber nicht mehr willkiirlich. Denn diejenige Kante
des neuen Tetraeders, auf welche sich das neue p, bezieht, schneidet die
beiden Kanten, welche den neuen p, und p, entsprechen, in einem Punkte
und ist also eindeutig bestimmt. (Nr.3). Nur unter der Voraussetzung,
daB p, demgemiB ausgewihlt sei, gelten die Ausdriicke der Linienkoor-
dinaten in den Koordinaten zweier Punkte, bzw. zweier Ebenen, wie sie
unter (1) und (3) gegeben worden sind.

Es sei nun, unter z,, y, Punktkoordinaten verstanden,

.S- ’
X, = an,l'xl,
®
’
Y = o2 " Yis
»

eine allgemeine lineare Substitution, wie sie einer beliebigen Verwandlung
des Koordinatentetraeders entspricht. Die Substitutionskoeffizienten e, ;
stellen dabei die Koordinaten der Seitenflichen des fritheren Tetraeders mit
Bezug auf das neue dar; wie sich ergibt, wenn wir ,, (y,.) verschwinden lassen.

Durch Einsetzen dieser Werte fiir ., y,. in die durch (1) gegebenen
Ausdriicke fiir die Linienkoordinaten p erhalten wir die gesuchten Formeln.
Die in dieselben eingehenden Substitutionskoeffizienten erhalten die De-
terminantenform:

(7)

ax,‘u' a/l,v - ‘xn,v'al,//,

Intorno ai sistemi di rette di secondo grado; Atti della R. Accademia di Napoli,
3, 1866.

Beide Aufsitze finden sich wieder abgedruckt: Giornale di Matematiche, Napoli,
Bd. 6, 7°(1868, 1869).
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und stellen also, geometrisch gedeutet, die Koordinaten der Kanten des
fritheren Tetraeders mit Bezug auf das nmeue dar, in einer solchen Grofe
genommen, wie sich dieselben unter Zugrundelegung der Formeln (3) aus
den Koordinaten o, ; der Seitenflichen des fritheren Tetraeders mit Bezug
auf das neue ergeben. Indem wir dieselben mit @, ; bezeichnen, je nachdem
sie zu einer Kante P, gehoren und unter den Koordinaten dieser Kante,
wenn wir dieselben in der unter (1) festgesetzten Reihenfolge schreiben,
die 1-te Stelle einnehmen, werden die gesuchten Transformationsformeln:

(8) Px=20z+3,z+3'pﬁ-
7

Denn verlangen wir, daB p, verschwinde, das heit, daB die gerade Linie
(p, p') die Kante P,,3 schneide, so ist dafiir, nach der vierten Nummer,
das Verschwinden des Ausdrucks:

Zan+3,z+s ‘P
p
die Bedingung.

7. Durch die Substitution (8) wird der Ausdruck:
P= 2 P Pr+3
in ein Multiplum des entsprechenden:

P’ D) peplrs
iibergefiihrt. Wenn wir den ersten Ausdruck aus (8) bilden und mit dem
zweiten vergleichen, so erhalten wir eine Reihe von Relationen fiir die
Koeffizienten @, welcher dieselben, vermoge ihrer Darstellung durch die
Koeffizienten «, identisch geniigen.

Die wirkliche Entwicklung des Ausdruckes P nach den p’ liefert in
diesen Variabeln ein Polynom des zweiten Grades mit 21 Gliedern. Die
Koeffizienten von 18 dieser Glieder miissen verschwinden, die der iibrigen
drei unter sich gleich werden. Die 36 Grofien a sind somit 20 Bedingungen
unterworfen und deshalb durch die 16 GroBen ¢ independent darstellbar.
Nach diesen Zahlenverhédltnissen kommt es auf dasselbe hinaus, ob wir den
Ausdruck der Linienkoordinaten durch Punkt- (oder Ebenen-)Koordinaten
zugrunde legen und diese letzteren linear transformieren, oder ob wir die
Linienkoordinaten selbst unmittelbar linear transformieren und bedingen,

daB dabei der Ausdruck:
P= D p. purs

in ein Vielfaches seiner selbst iibergehe. Die volle Bestatigung dieser Aus-
sage finden wir in der geometrischen Deutung der Bedingungen, welchen
2%
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die Substitutionskoeffizienten a zufolge der letzten Beschrinkung unter-
worfen sind. Nur in der Benennung der neuen Veréinderlichen muB, nach
der vorigen Nummer, eine feste Regel beobachtet werden.

8. Sei also:

(9) D= be+3,l+3'p5.
2

eine lineare Substitution, durch welche der Ausdruck:
Pz= D) p. puss

in ein Multiplum seiner selbst iibergefiihrt wird. Dann gelten fiir die
Koeffizienten b zunichst die folgenden Relationen:

(10) Zb”+3'l'b"vl+ﬂzo (/.t=1,2, 4:576),
(11) be+3,}.'bx,l+3 = d,

wo d eine willkiirlich zu bestimmende Konstante bezeichnet.
Zufolge der Beziehungen (10) verschwinden die folgenden beiden
Produkte:

Z * bu beebss : Z * b41 bsabes
Z * b14 b% bse : Z * b44 b:ss bee .

Denn die Entwicklung dieser Produkte nach dem Multiplikationstheorem
der Determinanten liefert eine neue dreigliedrige Determinante, fiir deren
Elemente (%, 1) das Gesetz gilt:

(2, 4)+ (4, %)= 0.

Wir fiigen nun den Bedingungen (10) und (11) die weitere hinzu, daf
die beiden vorstehenden Produkte darum verschwinden, weil die beiden
Faktoren:

und

27—‘*—’ b41 bsebeaa Zi b14 b% b36

gleich Null sind. Und dementsprechend sollen die &hnlich gebildeten
Determinanten verschwinden, welche sich aus den vorstehenden durch Ver-
tauschung von jedesmal zwei der ersten oder zweiten Indizes 1, 2,3 mit
den entsprechenden 4, 5, 6 ergeben. Diese Bedingungen beschrénken durch-
aus nicht die relative Grofe der Koeffizienten b, sondern nur die Will-
kiirlichkeit in deren Reihenfolge.

Die Auflosung der Substitutionen (9) wird unter Zuziehung der Be-
dingungsgleichungen (10) die folgende:

(12) an,l+3'bx+3,l'p;.=be,l'p’ﬂ
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oder, unter Beriicksichtigung der Gleichungen (11):
(13) d'p;»:be,l'px-

Indem wir von (18) zu (9) zuriickgehen, ergeben sich, den Formeln (10)
entsprechend, die folgenden:

(14) be,l+3'b;¢+‘u,1=0 (”:132743 556)
A

Wenn wir die Substitutionsdeterminante ' by 1bs,5. .. bs,¢ mit D,
die einem beliebigen Elemente b, ; zugehorige Unterdeterminante derselben,
wie iiberhaupt im folgenden die Unterdeterminanten, durch die beiden
Indizes x, 4 (D,,;) bezeichnen und dabei das Vorzeichen richtig bestimmen:

((— 1)**Y), so folgt aus den Auflésungen (12) der Gleichungen (9):
Dn,l+3'2b/¢,l+3'b[u+3,l =b,13,:-D.

I
Diese Formel bleibt fiir jeden Index » und jeden Index 1 giiltig. Es
findet sich also, bis auf einen Faktor:

(15) D=l[ be+3,l’bx,l+3a

(i.:l., 2,8) =
oder, infolge von (11):
(16) D = d3*%).

Aus den Gleichungen (10) folgt, daB die Vertikalreihen der Substitu-
tionskoeffizienten (9) die Linienkoordinaten der Kanten eines neuen Te-
traeders mit Bezug auf das frithere darstellen. Denn diese Gleichung sagt
aus, einmal, wenn wir u = 6 setzen, daBl die Koeffizienten einer Vertikal-
reihe der Substitutionen (9) die Bedeutung von Linienkoordinaten haben,
dann den vier anderen Werten von u entsprechend, daf eine jede der durch
die Substitutionskoeffizienten bestimmten sechs Linien vier der fiinf iibrigen
schneidet, daB also die sechs dargestellten geraden Linien ein Tetraeder
bilden.

Wir wollen die sechs Kanten dieses Tetraeders, den Koordinaten b, ;
entsprechend, mit P; bezeichnen. Dann sagen die Bedingungen, welche
wir den Gleichungen (10) und (11) iiber die Reihenfolge der Koeffizienten b, ;
hinzugefiigt haben, nichts anderes aus, als daB sich die drei Kanten Pll, P;, Pg;
in einem Punkte schneiden und die drei Kanten P;, Pé, Pé in einer Ebene
liegen. Ausgeschlossen ist durch jene Bedingungen (falls die Substitutions-

%) [Die drei im Original auf Gleichung (16) folgenden Zeilen sind hier weg-
gelassen, da der in ihnen enthaltene Nachweis, daB das Vorzeichen in (16) richtig
gewiihlt ist, nicht bindend war. Die Tatsache selbst ergibt sich aus den an die
Formel (18) gekniipften Uberlegungen. K.]
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determinante >+ by ;... Ds ¢ nicht verschwindet), daB Py, Py, P; in einer
Ebene enthalten sind und P, Ps, Ps durch einen Punkt gehen. Im Verein
mit diesen Bedingungen besagen die drei Gleichungen (11), daB die Ver-
héltnisse der Koordinaten dieser sechs geraden Linien unter sich in einer
solchen GroéBe gewahlt seien, wie sie sich aus den Koordinaten der vier
Eckpunkte (Seitenflichen) des von ihnen gebildeten Tetraeders unter Zu-
grundelegung der Formeln (1), (3) ergeben.

Damit ist der vollstindige Nachweis gefiihrt, daBl die gewéhlte Trans-
formation der Verwandlung des gegebenen Koordinatentetraeders in ein
anderes entspricht.

9. Wir denken uns die Substitutionskoeffizienten b independent durch
die Koeffizienten p einer derselben Koordinatenverwandlung entsprechenden
linearen Transformation von Punktkoordinaten:

(17) T =) B 1}

p
dargestellt. Dann erhalten wir die folgende Relation:
(18) d:Ziﬂl»l"'ﬁ4’4'

Von der Richtigkeit derselben iiberzeugen wir uns einmal durch direkte
Ausrechnung, indem wir von einer der Formeln (11) ausgehen, dann
aber auch durch die Bemerkung, daB die Determinante D, als gebildet
aus den zweiten Unterdeterminanten der viergliedrigen Determinante

27-!_- Bi1-.- Pa s gleich ist der dritten Potenz dieser Determinante?).

Die Konstante d kann jeden positiven oder negativen Wert annehmen,
nur darf sie nicht verschwinden. Denn dann wiirden sich, infolge der
Gleichungen (11), die gegeniiberliegenden Kanten des neuen Tetraeders
schneiden und damit die Koordinatenbestimmung unméglich werden. Dem
entspriiche, daB die vier Eckpunkte oder die vier Seitenflichen des Tetraeders
zusammenfielen, was seinen Ausdruck in dem Verschwinden der Deter-

minante > & By 1 ... Bi, 4 findet.

In dem Folgenden nehmen wir die Konstante d gleich der positiven
Einheit an, so daB also durch die lineare Substitution, in welche dann
nur noch 15 unabhingige Koeffizienten eingehen, der Ausdruck P in sich
selbst tibergefiihrt wird.

Der Ubergang von der Substitution (9) zu der Substitution (17)
gestaltet sich folgendermafen. Wir kénnen uns drei Horizontal- und

7) [ Beweist man die Formel (18) auf dem zuerst angegebenen Wege, 8o ergibt
die Umkehrung der darauf folgenden Uberlegung die Formel (16) mit der richtigen
Vorzeichenbestimmung. K.]
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drei Vertikalreihen der Koeffizienten b in einer solchen Weise auswihlen,
daB, wenn wir uns in b die GroBen g eingefiihrt denken und wir mit 1
einen laufenden Index, mit », u zwel in jedem einzelnen Falle bestimmte
Indizes bezeichnen, weder Glieder von der Form B, ; noch von der Form
Bi, . vorkommen. Die Determinante aus den so gewéhlten Koeffizienten b
ist dann aus den Unterdeterminanten der Determinante d, , zusammen-

gesetzt und hat folglich den absoluten Wert d, ,. Die so bestimmten
Determinanten d, , sind gerade diejenigen Koeffizienten, welche in die
Auflgsungen der Gleichungen (17) eingehen.

10. Die Aufgabe, einen gegebenen Ausdruck in Linienkoordinaten durch
eine lineare Substitution auf eine bestimmte Gestalt zu transformieren,
kann zu imagindren Substitutionskoeffizienten und damit zu Tetraedern
mit imagindren Kanten filhren. Wir mogen ein solches Tetraeder einfach
etn tmagendres Tetraeder nennen.

Im allgemeinen gehért zu einem imaginéren Tetraeder ein konjugiertes.
Dann werden beide Tetraeder immer gemeinsam auftreten,

Insbesondere aber kénnen die imagindren Kanten desselben imaginéren
Tetraeders einander konjugiert sein. Wenn dann simtliche Seitenflichen
(Eckpunkte) imagindr sind, so besitzt das Tetraeder zwei reelle, sich nicht
schneidende Kanten, wihrend die vier iibrigen Kanten weder einen reellen
Punkt noch eine reelle Ebene enthalten und die gegeniiberstehenden paar-
weise konjugiert sind.

Sind dagegen nur zwei Seitenflichen (Eckpunkte) imaginér, so sind,
wie im vorhergehenden Falle, nur zwei gegeniiberstehende Kanten reell;
aber lings der einen schneiden sich zwei reelle Ebenen des Tetraeders,
auf der anderen liegen, als Durchschnittspunkte mit diesen Seitenflichen,
zwei reelle Eckpunkte desselben. Die iibrigen vier Kanten des Tetraeders
sind paarweise konjugiert. Je zwei konjugierte verlaufen innerhalb einer
der reellen Seitenflichen und schneiden sich in derselben in dem ent-
sprechenden reellen Eckpunkte. Solche zwei imagindre gerade Linien sind
von der am Schlusse der fiinften Nummer betrachteten Art.

Wenn also die imaginiren Kanten eines Tetraeders konjugiert sind,
sind immer zwei gegeniiberstehende reell, und wir haben es mit einem
Tetraeder der einen oder anderen Art zu tun, je nachdem von den vier
iibrigen Kanten sich die konjugierten schneiden oder nicht. — Tetraeder
von der einen wie von der andern Art kénnen isoliert auftreten, insofern
sie sich selbst konjugiert sind.

Auch solche imaginére Tetraeder, die nicht in sich konjugiert sind,
kénnen zwei reelle, einander gegeniiberstehende Kanten besitzen. Dann
sind dieselben dem gegebenen und dem konjugierten Tetraeder gemeinsam.
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1L
Uber Linienkomplexe im allgemeinen.

11. Eine homogene Gleichung zwischen Linienkoordinaten bestimmt
ein dreifach unendliches System von geraden Linien. Solch ein Gebilde
heiBt, nach Pliicker, ein Linienkomplex. Indem wir in die Gleichung
eines Komplexes des n-ten Grades fiir die Linienkoordinaten die Aus-
driicke (1) oder (3) einsetzen, erhalten wir die folgenden beiden, unter
sich identischen, geometrischen Definitionen eines solchen Komplexes®):

In einem Komplexe des n-ten Grades bilden diejenigen geraden
Linien, welche durch einen festen Punkt gehen, einen Kegel der m-ten
Ordnung.

In einem Komplexe des n-ten Grades bilden diejenigen geraden
Linien, welche in einer festen Ebene liegen, eine Kurve der n-ten Klasse.

Ist also insbesondere der Komplex linear, so entspricht jedem Punkte
eine Ebene, die durch ihn hindurch geht, jeder Ebene ein Punkt, der in
ihr liegt. Einen derartigen Komplex bildet die Gesamtheit aller geraden
Linien, welche eine gegebene gerade Linie schneiden (Nr. 4).

Als ausgezeichneter Fall der Komplexe des n(n — 1)-ten Grades kann
die Gesamtheit der Tangenten einer Fliche der #»-ten Ordnung oder Klasse
angesehen werden. Wenn sich die Fliche dahin partikularisiert, daBl sie
in eine abwickelbare Flache mit zugehériger Riickkehrkante ausartet, so
umfaBt der Komplex alle diejenigen geraden Linien, welche die erste be-
rithren oder die zweite schneiden.

12. Die allgemeine Gleichung des n-ten Grades umfat (n -4 5), ver-
schiedene Glieder. Allein der Komplex hingt, sobald » > 1, von einer
geringeren als der um 1 verminderten Anzahl unabhéngiger Konstanten
ab, indem es freisteht, aus seiner Gleichung eine Reihe von Gliedern
vermége der Relation:

PEZPz'pz-H} =0

zu entfernen. Wir konnen, ohne den gegebenen Komplex zu é&ndern, zu
seiner Gleichung P, mit einer beliebigen Funktion des (n — 2)-ten Grades
multipliziert, addieren. Eine derartige Funktion enthdlt (n - 3), un-
bestimmte Konstanten. Eine gleiche Anzahl von Konstanten diirfen wir
also auch in der Gleichung des Komplexes beliebig annehmen.

Die Erniedrigung in der Anzahl der unabhingigen Konstanten fallt
fort, sobald wir die Gleichung des Komplexes nicht in den sechs Koordi-
naten p,, sondern in 6# Koordinaten

Prs Pis ooy P

8) Pliicker: ,,Neue Geometrie, Nr. 19.



1. Dissertation: Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades. 25

n-fach linear schreiben. Denn der Ausdruck P schreibt sich bilinear:
2 P Plis

und ist dann, auBer wenn die beiden geraden Linien (p’) und (p”) sich

schneiden, nicht mehr gleich Null, so daB er nicht mehr ohne weiteres

der Gleichung des gegebenen Komplexes zugefiigt werden kann.

Nach dem Vorstehenden hingt ein Komplex des zweiten Grades
nicht von 21 — 1 =20, sondern nur von 19 unabhingigen Konstanten
ab. Dagegen gibt es eine einfach unendliche Schar zugehoriger Polar-
systeme (bilinearer Formen), deren jedes durch 20 Konstanten bestimmt
wird. In einem solchen Polarsysteme entspricht einer beliebig an-
genommenen geraden Linie ein linearer Komplex®). Diejenigen Linien,
welche sich selbst entsprechen, sind in allen Polarsystemen dieselben: die
Linien des zugehdrigen Komplexes zweiten Grades.

Es ist die Theorie der Komplexe durchaus analog der Theorie der
Kurven, welche auf einer Flache der zweiten Ordnung liegen, oder der
Theorie der abwickelbaren Fliachen, welche eine Fliche der zweiten Klasse
umbhiillen. Die einzelne Flache, welche durch ihren Durchschnitt mit
der gegebenen Flache der zweiten Ordnung eine Kurve bestimmt, kommt bei
der Diskussion dieser Durchschnittskurve gar nicht in Betracht, sondern nur
die durch sie und die gegebene Fliche der zweiten Ordnung bestimmte Schar.
Dagegen ist in einem Punkte der gegebenen Fliche zweiten Grades in
bezug auf die fragliche Durchschnittskurve ein anderes auf dieser Fliche
liegendes Gebilde zugeordnet, je nach der Wahl der zweiten die Kurve
bestimmenden Flache.

Diejenigen geraden Linien, welche zwei Komplexen gemeinsam sind,
bilden eine Kongruenz. Die Kongruenz heiit vom Grade mn, wenn die
beiden sie bestimmenden Komplexe beziiglich vom Grade m und n sind.
Alle Linien einer linearen Kongruenz schneiden zwei feste gerade Linien,
die reell oder imaginir sein kénnen: die Direkirizen der Kongruenz.

Diejenigen geraden Linien, welche drei Komplexen, die beziiglich vom
Grade m, n, p sind, zugleich angehéren, bilden eine Linienfldche (wind-
schiefe Fliche) von der Ordnung und Klasse 2mnp. Insbesondere be-
stimmen drei lineare Komplexe eine Flache des zweiten Grades durch die
Linien der einen Erzeugung derselben?).

% Pliicker, a.a.0. — Es ist hier nicht der Ort, die im Texte angedeutete Rezi-
prozitit zwischen geraden Linien und Komplexen des ersten Grades, die, bei konse-
quenter Behandlungsweise, dazu fithrt, den Komplexen ersten Grades sechs homogene,
unabhiingige Koordinaten zu erteilen, weiter zu verfolgen. (Pliickers ,Neue Geome-
trie, Nr.25). Die gerade Linie erscheint in dieser Auffassungsweise als ein linearer
Komplex, dessen Koordinaten die Gleichung: P =0 befriedigen (Nr. 4).

10) Vgl. Pliickers Neue Geometrie, a.a. O.
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Iv.

Transformation der Gleichung des zweiten Grades zwischen Linien-
koordinaten auf eine kanonische Form.

13. Es sel
(19) Q=0
die allgemeine Gleichung der Komplexe des zweiten Grades;
. : . P=0
bezeichne die Bedingung
pr “Pers =10,

Unsere Aufgabe ist, ein Tetraeder zu bestimmen, welches zu dem Kom-
plex (19) in einer ausgezeichneten Beziehung steht, und die Form anzu-
geben, welche die Gleichung des Komplexes annimmt, wenn derselbe auf
dieses Tetraeder als Koordinatentetraeder bezogen wird.

Diese Aufgabe behandelt sich algebraisch als die lineare simultane
Transformation der Form P in sich selbst und der Form Q auf eine
kanonische Gestalt. Wir definieren dabei die kanonische Gestalt der Form Q
als die einfachste, auf welche sich dieselbe durch eine derartige Trans-
formation umformen 148t. Es wird in der Auswahl dieser kanonischen
Gestalt immer eine gewisse Willkiir herrschen, und der Weg, auf welchem
wir in der Folge zu einer solchen gelangen, ist kein notwendiger, sondern
ein nach Belieben ausgewéhlter. — Die algebraische Fassung dieses Pro-
blems ist insofern allgemeiner als die geometrische, als in derselben P
und @ als individuelle Formen auftreten, wihrend bei der geometrischen
Untersuchung neben P nur die zweigliedrige Gruppe

Q4+ AP,
wo A eine willkiirliche Konstante bedeutet, in Betracht kommt**).

Indem wir bei der linearen Transformation der Form P in sich selbst
noch iiber 15 willkiirliche Konstanten verfiigen kénnen, wird die kano-
nische Gestalt der Form Q noch sechs Konstanten enthalten. Wenn wir durch
eine derselben durchdividieren und den Ausdruck P, mit einer geeigneten
Konstante multipliziert, hinzuaddieren, kénnen wir noch zwei Konstanten aus
derselben fortschaffen. Die kanonische Form der Komplexgleichung ent-
hélt somit nur noch vier wesentliche Konstante.

Es erfordert eine Partikularisation des Komplexes, wenn in seiner
Gleichung weniger als vier Konstanten vorkommen sollen, oder wenn es

1) Die algebraische Behandlungsweise kniipft sich an die oben erwahnte Er-
weiterung der geometrischen Deutung von sechs Verdnderlichen. Einer Verwandlung
des Koordinatentetraeders entsprechend, transformieren sich die Koordinaten eines
Komplexes ersten Grades linear in einer solchen Weise, dal der Ausdruck P, der
nicht verschwindet, in sich selbst iibergeht.
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moglich sein soll, denselben auf unendlichfach verschiedene Weise auf
dieselbe Form mit vier Konstanten zu transformieren.

Wir beginnen, im Anschluf an die neueste Arbeit von Weierstrafl
tiber die quadratischen Formen'?), mit einer eigentiimlichen Umgestaltung
der beiden Formen P und Q, welche in unserem Falle smmer anwendbar ist.
Dieselbe schlieft als besonderen Fall die Transformation der beiden Formen
P und Q auf solche zwei in sich, die nur die Quadrate der Variabeln
enthalten, eine Transformation, die bekanntlich nicht in allen Fillen
moglich ist.

Durch die in Rede stehende Umgestaltung werden P und Q in zwei
neue Formen P’ und Q' iibergefiihrt. Wir gehen sodann durch eine ein-
fache lineare Substitution von P’ zu P zuriick und transformieren dadurch
Q' in eine neue Form Q'’, welche wir als kanonische bezeichnen. Wir
gelangen so, durch Benutzung der in der angefithrten Abhandlung ge-
wonnenen Ergebnisse, auf dem kiirzesten Wege zur Aufstellung der jedem
Falle entsprechenden kanonischen Form und damit zur Einteilung der
Komplexe des zweiten Grades.

Wir wiederholen zuniichst die Ergebnisse, zu denen Weierstra8 in
dem oben zitierten Aufsatze gelangt, in einer Form, wie sie dem hier
vorliegenden Falle entspricht. Weierstrall betrachtet die simultane
Transformation zweier beliebig gegebener quadratischer (oder bilinearer)
Formen, und mufl, dem Falle entsprechend, dall die Determinante einer
jeden der beiden Formen verschwindet, besondere VorsichtsmaBregeln
treffen. In unserem Falle ist die eine Form, P, gegeben und hat die
nicht verschwindende Determinante (— 1).

14. Es mogen

o, ¥
zwei quadratische Formen derselben = Verdnderlichen zx,, x,, ..., x,
bezeichnen. Wir machen die Voraussetzung, da die Determinante von
® nicht verschwindet. Dann ist die Determinante der Form

s+ V¥,

die wir kurz mit S bezeichnen wollen, eine ganze Funktion des #-ten
Grades von s, und kann immer als Produkt von n Faktoren, die lineare
Funktionen von s sind, dargestellt werden.

Es sei, unter der Voraussetzung, daf der Koeffizient der héchsten
in 8 enthaltenen Potenz von s der Einheit gleich, oder daB er als kon-
stanter Faktor aus dem Produkt jener 7 linearen Faktoren herausge-

12) Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen; Monatsberichte d.
Berl. Akad., Mai, 1868, S. 310—338 (Werke, Bd. IT). Vgl. einen fritheren Aufsatz iiber
denselben Gegenstand, Monatsberichte, 1858, S. 207—220 (Werke, Bd. I).
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zogen sei, (s — ¢) irgendeiner dieser Faktoren. Mit ! bezeichnen wir den
Exponenten der hochsten in S aufgehenden Potenz desselben. Ferner
bedeute *) den Exponenten der héchsten Potenz von (s— c¢), durch
welche alle aus den Elementen von 8 gebildeten partiellen Determinanten
(n — x)-ter Ordnung teilbar sind. Dann gelten, wie Weierstrafl zeigt,
die folgenden Ungleichheiten:

I>0U>1">...>1"">0,

l("—l) _ l(’t) > l(") . l("+1)
Setzt man daher: -

’ -1 -1
e=1—1,¢=10"—1",...,e"V=1"",
so sind e, e/, ..., e®=1 positive Zahlen, welche nach ihrer GroBe geordnet
sind, so daB:
e 2 elx+1),

Jeder einzelne der so definierten » Faktoren von (s — c¢)i:
’ (r—
(s—c), (s—e¢),...,(s—¢) K

heile ein Elementarteiler der Determinante S'*). Wir nennen einen
Elementarteiler, je nach dem Grade e der hochsten in ihm enthaltenen
Potenz von s, von der e-ten Ordnung.

Es gilt zunichst der allgemeine Satz, daB wie auch die beiden Formen
®, ¥ durch lineare Substitution in andere Formen &, ¥’ transformiert
werden mogen, die zugehérigen Elementarteiler dieselben bleiben. Und
umgekehrt, wenn zwei Formenpaare, ®, ¥ und ®', ¥’, dieselben Elementar-
teiler besitzen, so lassen sie sich durch eine lineare Substitution mit nicht
verschwindender Determinante ineinander iiberfiihren ).

Wir bezeichnen nun durch S* diejenige Unterdeterminante der Deter-
minante S, welche aus derselben durch Weglassung der x ersten Horizontal-
und Vertikalreihen entsteht. Ferner bedeute

(— 1)+ 88

unter der Voraussetzung, dafl «, beide groBer als x sind, die Deter-
minante (n — » — 1)-ter Ordnung, deren Elementensystem aus dem von
8% durch Weglassung der (@ — x)-ten Horizontal- und der (8 — x)-ten
Vertikalreihe hervorgeht, — werde aber gleich Null gesetzt, wenn eine
der beiden Zahlen «, f < »x ist.

18) Die Elementarteiler, zu welchen die beiden Formen @, 1® + ¥ fiihren, sind
von den Elementarteilern, die zu den Formen ®, ¥ zugehoren, nur dadurch ver-
schieden, dafl s in denselben durch s--1 ersetzt ist.

1) [Wir bemerken, daB dieser Satz nur dann allgemein gilt, wenn man auch
solche lineare Substitutionen zuldBt, deren Substitutionskoeffizienten imaginére, nicht
notwendig paarweise konjugierte Werte besitzen.]
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Die Funktionen:

8,8,8", ...

(s — )}, (s—c)l,, (s—e),...
teilbar. Wir nehmen an, daB in keiner dieser Funktionen eine héhere
Potenz von (s — c¢) als die angegebene als Faktor enthalten sei. Sollte
dieses doch der Fall sein, so sei in der Reihe der Funktionen:
S,8,8", ...

8™ die erste, welche eine hohere Potenz von (s —c¢) als die I”-te ent-
hilt. Dann kénnen wir vorab eine lineare Transformation von der Gestalt:

Ty =X, 'J[‘ h,,+1 Ty41 + N + hnx",

Ty =x,, Wenn a=z=v,

sind beziiglich durch

eintreten lassen und iiber die Konstanten h,.,, ..., h, derart verfiigen,

daB das neue S8 nur noch die I”-te Potenz von (s — ¢) enthlt*®). Indem
die vorstehende Substitution die Determinante (- 1) hat, sind bei ihr die
Funktionen:

8,8,8" ey

? ? P |

ungeiindert geblieben. Wir konnen also, in der angegebenen Weise fort-
fahrend, es immer dahin bringen, daB von den Determinanten S ® keine

eine hohere Potenz von (s — ¢) enthilt, als die I*-te.
Diese Hilfstransformation vorausgesetzt, sei:
o P o

’ , 00 , 0
(20) X = Szea—%‘f‘---“}‘sen'a—x;,

Ferner bezeichne ¢, in der Reihe der zu dem Teiler (s —c) ge-
hérigen Zahlen e die x-te. Wir mdgen zugleich ¢, statt ¢ schreiben, so
daB dieselbe Wurzel ¢ der Gleichung S = 0, den verschiedenen ihr zu-
gehorigen Elementarteilern entsprechend, verschiedene Indizes bekommt.
Man entwickle sodann die Funktionen:

X(%—l)

V&= . g

%) [An dieser Stelle enthalt die urspriingliche WeierstraBsche Abhandlung,
iber die hier referiert wird, eine Liicke. Der betrefiende Hilfssatz ist erst von
G. Frobenius (Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1894, Sitzung v. 18. Januar) bewiesen
worden. Vgl. auch K. Weierstra® Werke, Bd.II, S, 81).]
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nach aufsteigenden Potenzen von (s — ¢;). Die Entwicklung beginnt mit

e
der Potenz — é von (s — ¢;) und hat die Gestalt:

€)
DXy (s—e) T,

u=20,1,...,00.
Dabei 1st:

(21) Xi‘u'—‘/o (Cniuax 'J[— +CnA;Lax>

wo (; und simtliche Koeffizienten der Grofen % ganze Funktionen von
¢; und den Koeffizienten der Formen &, ¥ sind.

Der Koeffizient C;, auf dessen Vorzeichen in dem Falle Gewicht zu
legen ist, daBl c¢; eine reelle GroBe ist, schreibt sich entwickelt:

21")+el ]
s—ci)

) o=\ |
8§=¢C)

wo 1;? die friiher 1" gegebene Bedeutung hat, und der Index i nur auf
die Zusammengehorigkeit mit e, ¢; hinweist.
Man bezeichne nun, wenn e eine beliebige ganze Zahl bedeutet:

ZXLU ‘ Xl'ﬂ mit (Xl Xl)e>
(u+r=e—1).

Dann erhdlt man die folgenden Umformungen:

=D (X X)), »

(23) :

y =2 e (X1 X2)e, + (X1 Xi)ey-1
A

wo die Summation sich iiber die den verschiedenen Elementarteilern ent-
sprechenden 1 zu erstrecken hat und (X, Xl),l_I gleich Null zu setzen ist,
wenn e; den Wert 1 hat.

Dies sind die fraglichen Umgestaltungen der Formen ®,¥. Es lat
sich nachweisen, daBl die neuen 7 Variabeln:

Xl,O, Xl,la e ey Xl,e;—la
XZ,O:' Xl,l-a ey Xl,el-—l’

durch welche ® und ¥ vorstehend ausgedriickt sind, aus den Variabeln
X (20) und damit aus den urspriinglichen Variabeln z durch eine Sub-
stitution hergeleitet worden sind, deren Determinante nicht verschwindet.



1. Dissertation: Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades. 31

Einem gegebenen Systeme von Elementarteilern entsprechend kénnen
wir, nach den Formeln (23), ohne weiteres ein System zweier Formen
hinschreiben. Sind insbesondere alle Elementarteiler von der ersten Ord-
nung, so stellen sich ® und ¥ dar durch die Quadrate der neuen Variabeln.

15. Ehe wir zur Anwendung der vorstehenden Umgestaltung auf die
beiden uns gegebenen Formen P, Q iibergehen, mégen wir untersuchen,
inwieweit sich die unter (21) eingefiihrten Variabeln X, , durch andere,
gleichberechtigte, ersetzen lassen, in denen sich ® und ¥ ebenfalls unter
der Form (23) darstellen.

Von den Elementarteilern der Determinante S seien u, mal » einander
gleich. Dann ist es moglich, eine lineare Substitution anzugeben, welche

Z Lre=D
L )

willkiirliche Konstante enthalt und die Eigenschaft besitzt, ® und ¥ in
der unter (23) gegebenen Gestalt in sich selbst zu transformieren.

Es seien ndmlich » unter sich gleiche Elementarteiler der e-ten Ord-
nung gegeben, und es sei zundchst e > 1. Wir bezeichnen die Teiler
der Reihe nach mit den Indizes 1, 2,...,», allgemein durch den Index
«. Einem jeden dieser Elementarteiler entspricht, in der unter (23)
gegebenen Darstellung der Formen ¢ und ¥, in ® eine Funktion der
e Variabeln:

Xoo, Xo1yoos Xyt
die wir mit (X,X,), bezeichnet haben, und in ¥ dieselbe Funktion der-
selben e Variabeln, multipliziert mit einer von dem Index « unabhingigen
Konstanten, vermehrt um eine Funktion, [(X,Xq), 1], allein der (e —1)
Variabeln:

Xoos Xa1y-005 Xoyop-2-

Die Variabeln X, ¢,—1 kommen nur in der ersten Funktion und in
derselben, gemiB der Bedeutung des Symbols (X,X,).,, nur in der Ver-
bindung:

2Xa,0-Xa,¢a—1a
in ® und ¥ also nur in dem folgenden Ausdruck vor:
2X10 Xyo-1+2Xs0- Xogp1 ..o +2X,0 Xy 01

Die Form von ¢ und V¥ bleibt also ungedndert, wenn wir die Variabeln
X, e, —1 durch eine folgende lineare Substitution:

Xo, ¢y-1=Xa, ¢ 1, vermehrt um eine lineare Funktion von X, o, ..., X, o,

transformieren und dabei bedingen, daB durch diese Substitution der
Ausdruck
D.CED: CHPTIE B, CRED. CINIPE SRS . CRD. SR
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in sich selbst iibergehe. Bei einer derartigen Substitution haben wir iiber

»* Konstante zu verfiigen und ( + 1 Bedingungen zu befriedigen. Es

bleiben also noch
2 v(»+1)  »(»—1)

1.2 1.2
Konstanten willkiirlich.
Die gleiche Zahl ergibt sich, wenn wir ¢ =1 annehmen. Denn dann
ist die Funktion:

Xio+Xoot ... + X
in sich selbst zu transformieren.
Auf diese Weise konnen wir mit jedem in der Reihe der Elementar-

teiler der Determinante § enthaltenen System gleicher Teiler verfahren
und erhalten so die oben angegebene Zahl:

r(r—1)
ZA“V' 1.9

k4

Es bezeichnet diese Zahl den Wert, den das den Formen (23) zu-
grunde gelegte System von Variabeln fiir diese Formen besitat.

16.%) Eine weitere Untersuchung kniipft sich an das Vorzeichen der
durch die Gleichung (22) bestimmten Konstante C,.

Man teilt bekanntlich die quadratischen Formen von n Variabeln
mit nicht verschwindender Determinante in Klassen ein, je nach dem
Uberschufl, den die Anzahl der positiven Quadrate iiber die Anzahl der
negativen Quadrate ergibt, wenn man die gegebene Form durch irgend-
eine reelle lineare Substitution mit nicht verschwindender Determinante
auf eine Form transformiert, die nur die Quadrate der Variabeln enthilt.
Es bezeichne m den UberschuB, welcher zu der gegebenen Funktion ® ge-
hort. Dann gilt der folgende Satz, unabhingig von der Wahl der Form ¥':

Wenn man die Konstanten (;, welche zu reellen Elementarteilern
einer ungeraden Ordnung gehdren, nach ihrem Vorzeichen in zwei Gruppen
teilt, so enthdlt die Gruppe der positiven C, m GQlieder mehr als die der
negativen.

Und daraus folgt der Satz, daB die Determinante S, unabhingig
von der Wahl der Form ¥, mindestens m reelle Elementarteiler ungerader
Ordnung besitzen muf.

Wenn (s — ¢;)% einen reellen Elementarteiler und ¢, die positive oder
negative Kinheit bezeichnet, je nachdem C; positiv oder negativ ist, wollen
wir (mit Weierstraf)

-Xl,u = + V—gz : xl,u

%) [Die meisten Betrachtungen, soweit sie Realitdtsverhéltnisse betreffen, setzen
Linienkomplexe Q=0 mit reellem Q voraus.]
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und also: (X, Xz)el (K )el

setzen. Dann sind die X;, lineare Funktionen der urspriinglichen Ver-
anderlichen z mit reellen Koeffizienten. Ist dagegen (s— ¢;) ein ima-
gindrer Elementarteiler, so findet sich ein zweiter, ihm konjugierter,
(s —cx)%, wo e;=1¢y. Indem wir dann den WurzelgroBen VC;, VCy
konjugierte Werte erteilen und

X). w = Xl‘u + ixi,./u
X/l"u = xl‘u - zx/,u

setzen, werden X;,., Xi, lineare Funktionen der Variabeln x ebenfalls mit
reellen Koeffizienten; und man hat:

(X2 Xa)e, + (Xu Xu)e, = 2(2ada), — 2(X1 &),

Nach diesen Substitutionen ist @® dargestellt durch n reelle Variabeln
Wir haben @ jetzt durch irgendeine reelle Substitution auf die Quadrate
n neuer Verdnderlicher zu transformieren. Dann muB der UberschuB der
positiven iiber die Anzahl der negativen Quadrate m betragen.

Je zwei konjugiert imaginire Elementarteiler liefern offenbar keinen
Beitrag zu diesem Uberschusse m. Denn (3513&)% liefert ebenso viele
Quadrate des einen Zeichens, wie (3{,{ x; Yegr .

Der einem ungeraden reellen Elementarteiler entsprechende Aus-

druck liefert den UberschuBB eines Quadrates mit dem Zeichen ¢. Denn
-1

der entsprechende Ausdruck (X; E;,)ei enthilt ein Quadrat und ﬁ—z—— Pro-
dukte von jedesmal zwei Variabeln. Solch’ ein Produkt vertritt ein posi-
tives und ein negatives Quadrat.

Ist dagegen der reelle Elementarteiler von einer geraden Ordnung,
so umfaBt der Ausdruck (X%, >e;. nur Produkte der Variabeln zu zwei

und liefert somit eine gleiche Anzahl positiver und negativer Quadrate.

Damit sind die vorstehenden beiden Sitze bewiesen. Umgekehrt ist
aus den Formeln (23) klar, daB man, bei gegebenem ®, einem beliebigen
Systeme von Elementarteilern entsprechend, eine Form ¥ mit reellen
Koeffizienten bestimmen kann, sobald unter den Quadraten, welche in der Dar-
stellung (23) von ® den ungeraden reellen Teilern entsprechen, m positive
mehr als negative angenommen werden. Denn man denke sich ® durch
irgendeine reelle lineare Substitution auf eine Form transformiert, welche
nur die Quadrate der Variabeln enthiélt. Es lassen sich dann, unter der
gemachten Voraussetzung, immer lineare Substitutionen angeben, welche ®

von dieser Form zu der unter (23) gegebenen iiberfithren, wobei die neuen
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 3
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Variabeln entweder sich reell durch die fritheren ausdriicken oder paarweise
imagindr konjugiert sind, je nach der Art des Elementarteilers, welchem
sie entsprechen. HEs geniigt dann in (23) ¥ mit solchen Koeffizienten zu
versehen, wie sie den verschiedenen Elementarteilern zugehoren. Dann
fithrt die Riicksubstitution zu einer Form ¥ in den urspriinglichen Variabeln
mit reellen Koeffizienten. Es gibt das das Mittel, bei gegebenem ® ohne
weiteres alle Fille hinzuschreiben, welche bei der Transformation der
Formen ®, ¥ auf die Gestalt (23) auftreten konnen.

17. Wir kehren zu den uns gegebenen Formen P und Q zuriick. Indem
wir P als Form mit nicht verschwindender Determinante an die Stelle
von ®, Q an die von ¥ treten lassen, erhalten wir aus (23) die folgende
Darstellung der Formen P und Q:

[P= X,
i Q= Zc;, (Xin)gl —{— (XiXA)el—l.

Die neuen Variabeln bestimmen sich, wie in dem allgemeinen Falle,
durch die Formeln (20), (21), (22). Es ist in denselben die Zahl n der
Variabeln iiberall durch 6 zu ersetzen. Wir bemerken nur, dal diese
Formeln sich bei der gegebenen Form von P dadurch vereinfachen, daB

an die Stellen der Grofien Z% die Variabeln z selbst, nur in verinderter

Reihenfolge, treten.

Auch die Erorterungen der 15. Nummer iber die Multiplizitit der
Transformation auf die Form (23) behalten ihre Giiltigkeit. Wir mogen
deswegen die Bezeichnung u, der Anzahl der Systeme von » Elementar-
teilern, die unter sich gleich sind, beibehalten.

Die in der 16. Nummer gegebenen Sitze iiber die Anzahl der in der
Darstellung (23) der Form ® enthaltenen positiven und negativen reellen
Quadrate modifizieren sich, der besonderen Gestalt von P entsprechend,
folgendermafBen.

Wenn wir die Form P durch irgendeine reelle Substitution mit nicht
verschwindender Determinante auf eine Form transformieren, die nur die
Quadrate der Variabeln enthilt, so finden sich unter diesen Quadraten
gleich wviele positive und negative. Die Zahl m also, welche in dem allge-
meinen Falle den Uberschull der positiven iiber die negativen Quadrate
angab, wird in dem Falle der Form P gleich Null.

Es werden sich also in der Darstellung (24) der Form P immer eine
gleiche Anzahl positiver und negativer reeller Quadrate vorfinden. Wir
mogen diese Anzahl mit ¢ bezeichnen. Dann ist 20 die Zahl der reellen
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Elementarteiler einer ungeraden Ordnung. — In dem allgemeinen Falle
der Form & sind wenigstens m solcher Elementarteiler vorhanden, wahrend
die Zahl der reellen Elementarteiler einer geraden Ordnung willkiirlich ist.
Umgekehrt 148t sich die Form ¥ so wihlen, daB iiberhaupt nur m reelle
Elementarteiler, und zwar ungerader Ordnung, vorhanden sind. Weil m fiir
die Form P den Wert Null hat, konnen also, je nach Wahl der Form Q,
belvebig viele Paare der Elementarteiler der Determinante der Form sP - Q
tmagindr werden. — Die Anzahl der Elementarteiler einer ungeraden Ord-
nung mdégen wir in der Folge mit 20 bezeichnen.

Das Vorstehende liefert das vollsténdige Material zu einer Einteilung
der Komplexe des zweiten Grades. Nach der Ordnung der Q zugehérigen
Elementarteiler bestimmt sich die Gestalt der Formen (24). Indem wir
die Zahlen zusammenstellen, welche die Ordnungen der einzelnen Elementar-
teiler angeben, erhalten wir in dem folgenden Schema eine Einteilung
sdémtlicher Komplexe zweiten Grades in elf unterschiedene Arten:

Ordnung der Elementarteiler.

|

101, 1,1, 1, 1, 1,

Hgl, 1, 1, 1, 2,
I |1, 1, 1, 3,
v 1, 1, 2, 2,

Vo1, 1, 4,

VI 1, 2, 3,
VII | 2, 2, 2,
VIIL | 1, 5,

IX | 2, 4,

X |3, 3,

XI | 6.

Es bezeichnet die Zahl 11 die Anzahl der Méglichkeiten der Zerlegung der
Zahl der Verdnderlichen, 6, in Summanden.

Weitere Einteilungsgriinde gibt die Zahl der gleichen und die Zahl
der imaginéren Elementarteiler; dann das Vorzeichen der reellen Elementar-
teilern in der Darstellung (24 ) von P entsprechenden Glieder. — Wir unter-
lassen es, die verschiedenen Fille, welche sonach stattfinden kénnen, einzeln
aufzuzihlen, oder nachzuweisen, wie sich dieselben kontinuierlich als Uber-
gangsfille zwischen extremen Gliedern aneinander reihen lassen.

18. Wir wollen die unter ( 24 ) gegebene Gestalt der Form P noch folgender-
mafen transformieren. Alle diejenigen Glieder, welche imagindren Elementar-
teilern entsprechen, lassen wir unverdndert. Dagegen fithren wir statt der
Variabeln Xj o, ..., X4,,,-1, welche einem rellen Elementarteiler zugehoren,
je nach dem Vorzeichen der Konstante () (22), neue Variabeln ein. In

3*
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dem Falle, daB C; positiv ist, behalten wir die urspriinglichen Verinder-
lichen bei. In dem entgegengesetzten Falle setzen wir:

X;,,g = =+ ixl,g,

und bestimmen dabei das Vorzeichen der Quadratwurzel in einer solchen Weise,
daB ein jedes der doppelten Produkte 2 X; 5-X; ., s 1 als 2% 5 %1, 6,251
mit dem positiven Vorzeichen in die neue Darstellung der Form P eingeht.

Dann ist die Form P dargestellt durch die Quadrate von 2¢ Variabeln,
unter denen sich 2¢ reelle finden, und (3 — o) doppelte Produkte von
jedesmal 2 der iibrigen 6 — 2¢ Verdnderlichen. Dabei haben diejenigen
doppelten Produkte, in welche reelle Variabeln eingehen, das positive Vor-
zeichen. Von dieser Darstellung der Form P miissen wir durch eine neue
lineare Substitution zu der urspriinglich gegebenen Gestalt:

an'th%:

in welcher nur doppelte Produkte von jedesmal zwei der sechs Verander-
lichen vorkommen, die alle das positive Vorzeichen haben, zuriickgehen.

Zu diesem Zwecke werden wir diejenigen 6 — 29 Variabeln, die in
der gegebenen Darstellung der Form bereits zu doppelten Produkten von
je zwel verbunden sind, ohne weiteres beibehalten. Dagegen werden wir
die 2p Quadrate in ¢ Gruppen von jedesmal 2 einteilen und jede einzelne
Gruppe in das doppelte Produkt zweier neuer Variabeln auflosen. Wir
zerlegen so

Y.+ Yp,

wo Y2, Yﬁ zwei derartige Quadrate bedeuten, in das Produkt der beiden
linearen Faktoren:

wo 1 eine noch willkiirliche Konstante bedeutet. Sind Y,, Y nicht ein-
ander konjugiert imagindr, so ist es vorteilhaft, 1 einfach der positiven
Einheit gleichzusetzen. Im entgegengesetzten Falle wihlen wir 1 gleich
1 — ¢ und erhalten dadurch neue Veranderliche, die sich aus den reellen
und imaginéren Bestandteilen der Y,, Y; bzw. als Summe und Differenz
zusammensetzen.

Die Art und Weise der Einteilung der 2 Quadrate in g Gruppen von
2 ist eine willkiirliche. Solange die Elementarteiler, welche den einzelnen
Quadraten entsprechen, sémtlich verschieden sind, hat jedes System neuer
Variabeln, welches durch eine beliebige Gruppierung der 2¢ Quadrate ge-
wonnen wird, eine gleiche Berechtigung. Wir haben dann die Wahl zwischen

(20—1) (20 —3)...
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verschiedenen Systemen. Denn dieses ist die Anzahl der Moglichkeiten einer
verschiedenen Gruppierung von 2¢ Elementen zu 2. Diese Zahl nimmt
fiir die in der vorigen Nummer aufgezéhlten elf Fille beziiglich die folgenden
Werte an:

15,8,38,1,1,1,1,1,1, 1, 1.

Anders ist es, wenn sich unter den Elementarteilern, welche den 2¢
Quadraten zugehoren, gleiche befinden. Wir werden sodann immer solche
Quadrate zunichst zu zwei gruppieren, welche gleichen Elementarteilern
entsprechen. Und mit dem Reste der Quadrate, welcher bei dieser Operation
zuriickbleibt, werden wir in derselben Weise vorgehen, wie eben mit den
iberhaupt vorhandenen 2o Quadraten.

In der 15. Nummer haben wir mit u, diejenige Zahl bezeichnet, welche
angibt, wie oft sich unter den Elementarteilern » gleiche befinden. Dem-
entsprechend bezeichnen wir mit uj,, beziiglich ub,., diejenigen Zahlen,
welche ausdriicken, wie oft sich 2», beziiglich 2» 4 1 gleiche unter den
Elementarteilern einer ungeraden Ordnung befinden. Endlich fiihren wir
die Bezeichnung u; fiir die Summe ub, + ub,.y ein.

Eine jede Abteilung von 2» zusammengehorigen (gleichen Elementar-
teilern entsprechenden) Quadraten liefert

(2v—1)(2v—3)...
verschiedene Systeme neuer Variabeln.
Aus jeder Abteilung von 2» + 1 zusammengehorigen Quadraten miissen
wir zunéichst beliebig ein Quadrat aussondern, was auf (2» -- 1)- fache Weise

geschehen kann, und haben dann die iibrigen 2» zu 2 zu kombinieren.
Wir erhalten also die Zahl:

(2r+1)(2v—1)(2»—3)....
So bleiben schlieBlich noch Z Us,+1 Einzelquadrate iibrig. Dieselben

lassen
<Z,u/27+1— 1) <2#§v+1*3>

verschiedene Gruppierungen zu.
Als Totalanzahl der Systeme gleichberechtigter Variabeln erhalten wir
somit das Produkt:

B=( St —1) (Xbibrr—3) ...

T 2r 1) [(2r — 1) (20— 8) .17,

v

In diesem allgemeinen Ausdrucke ist der oben abgeleitete:

(20—1)(20—38)...
als besonderer Fall enthalten.
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Den so bestimmten sechs neuen Verinderlichen geben wir, indem P
durch ihre Einfiihrung seine friihere Gestalt wieder angenommen hat, die
Bedeutung von Linienkoordinaten. Durch Substitution derselben in die
Form Q (24) geht dieselbe in eine neue Form iiber, welche wir als
kanonische bezeichnen. Dieselbe erhdlt, je nach Zahl und Ordnung der
Elementarteiler, eine verschiedene Gestalt. Wir unterlassen es, dieselbe
den vorstehend unterschiedenen elf Arten von Komplexen entsprechend
hinzuschreiben. Wenn unter den Elementarteilern ungerader Ordnung gleiche
auftreten, erhalten einige der in die zugehérige kanonische Form ein-
gehenden Konstanten den Wert Null.

19. Die Transformation der Form @ auf die kanonische Gestalt ist
eine mehrdeutige. Die in der vorigen Nummer gegebene Zahl B bestin nt
den Grad dieser Mehrdeutigkeit. Wir untersuchen jetzt, inwieweit sich
unter diesen verschiedenen Transformationen solche finden, die zu reellen
neuen Variabeln fiihren.

Dazu ist zunichst die Bedingung zu erfiillen, daf sich unter den
mehrfachen Wurzeln der Gleichung in s, welche ausdriickt, daB die De-
terminante S der Form sP + Q verschwindet (Nr. 13), keine imaginiiren
finden. Denn solchen Wurzeln entspricht entweder eine Reihe gleicher
Elementarteiler, oder, wenn dieses nicht der Fall ist, zum mindesten ein
Elementarteiler von einer héheren als der ersten Ordnung. In beiden
Fillen erhalten wir unter den kanonischen Variabeln imagindre. Weiter
verlangt die Annahme, dafl ein System reeller kanonischer Variabeln méglich
sei, die Bedingung, daB unter den 2v, beziiglich 2» + 1 Quadraten, die
zu gleichen Elementarteilern gehoren, » positive und » negative vorkommen.
Wenn diese Bedingung durchgingig fiir Werte von », die griBer als 0
sind, erfiillt ist und wir nur Quadrate von entgegengesetztem Zeichen zu
zwel kombinieren, finden sich, nach den Erérterungen der 17. Nummer,
unter den schlieBlich iibrigbleibenden Einzelquadraten gleichviele positive
und negative. — Wir erhalten unter den vorstehenden Voraussetzungen
die folgende Anzahl reeller Transformationen. Eine jede Gruppe von 2v,
beziiglich 2» 4- 1 zusammengehorigen Quadraten gibt »!, beziiglich (» 4 1)!
verschiedene Systeme neuer reeller Variabeln. Denn aus der Anzahl der
2» + 1 Quadrate muB ein Quadrat ausgesondert werden, welches ein der-
artiges Vorzeichen hat, wie aufler ihm noch » andere. Es ist das auf
(v + 1)-fache Weise moglich. Und dann sind » positive Elemente mit »
negativen so zu 2 zu kombinieren, dafl jede Gruppe ein positives und ein
negatives Element enthilt. Solcher Kombinationen gibt es »!. Schlieflich

sind noch Z/t’gvﬂ Einzelquadrate zu gruppieren. Wir haben oben ange-
nommen, dal die Anzahl aller reeller Quadrate in der Darstellung von
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® 20 betrage. Nun haben wir schon iiber 221}-;/; reelle Quadrate ver-
fiigt. Es bleiben also unter den Einzelquadraten noch

20— Xrut)
reelle iibrig. Indem wir sodann die konjugiert imaginiiren unter den Einzel-
quadraten zusammen nehmen, und unter den reellen Quadraten jedesmal

ein positives mit einem negativen verbinden, erhalten wir (o _2”'/‘,71)!
Systeme reeller Variabeln. Eine reelle Transformation der gegebenen

Form Q auf die kanonische Form ist demnach auf R'- fache Weise moglich,
wo R’ das folgende Produkt bezeichnet:

B (o Mgty JI6 1y (o),

Sind insbesondere alle Elementarteiler verschieden, so ist diese Zahl
gleich o!. Beispielsweise konnen in dem oben mit I bezeichneten Falle

0,2,4,6

der Elementarteiler imagindr werden, und danach sind von den 15 ver-
schiedenen Systemen linearer Substitutionen, welche Q unter der Voraus-
setzung verschiedener Teiler in diesem Falle auf die kanonische Form trans-
formieren, bezliglich

6,2,1,1
reell.

Auch in solchen Fillen, in denen alle Systeme kanonischer Variabeln
imaginir ausfallen, ist es selbstverstindlich moglich, Q durch eine reelie
Substitution auf eine einfache Form zu transformieren, etwa indem wir
die reellen und imaginiren Teile der in Rede stehenden imaginiéren Varia-
beln als neue Verinderliche betrachten; aber wir diirfen eine solche Form
nicht als kanonische bezeichnen, weil sie nach einem anderen Modus als dem-
jenigen, der in allen iibrigen Fallen angewandt ist, aus der Darstellung (24)
der Form Q sich ableitet.

25. Wenn wir zusammenfassen, sind wir zu dem folgenden Resultate
gelangt:
Es sei ein Komplex des zweiten Grades gegeben:
Q=0,
und es bezeichne:
P=0
die Bedingungsgleichung zwetten Grades, welcher die Linienkoordinaten
geniigen miissen.
Es sei ferner (s — c,)™ ein beliebiger Elementarteiler der Determinante
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der Form sP + Q, und es bedeute u, die Zahl, welche angibt, wie oft
sich unter den Elementarteilern v gleiche befinden. b, und Uzvi1 MOgen
diejenigen Zahlen bezeichnen, welche ausdriicken, wie oft unter den Elemen-
tarteilern ungerader Ordnung beziiglich 2v und 2v + 1 gleiche vorkommen,
W, bedeute die Summe uf, -+ Usri1. Endlich sei 20 die Anzahl der reellen
unter den Elementarteilern einer ungeraden Ordnung.

Dann lassen sich P und Q durch eine Substitution mit micht ver-
schwindender Determinante, welche noch

DG

k4

wellkiirliche Konstanten enthdlt, simultan auf die folgende Gestalt trans-

formieren:
5
P:Z z;Xl,u'-Xlau
A (u+v=e—1)
5
Q= & 2 Xaw Xow+ 2, X0 X5 U,
¢
2 (tet+r=e¢3—1) (t+v=e3—2)
wo X;,0,..., Xi,e;—1 die neuen Variabeln bedeuten, und die Summe
2 ;Xl,u'XM'
(e+v=e;—2)

gleich Null zu setzen ist, wenn e; den Wert der Einheit hat.
Von dieser Darstellung der Form Q kénnen wir durch

R — (2‘14{),.4.1 — 1) (2,u§,,+1 — 3) -
Qe+ 2y — 1) (29— 8). .1

verschiedene Systeme linearer Substitutionen mit nicht verschwindender
Determinante zu der kanonischen Gestalt derselben dibergehen. Im giin-
stigen Falle lift sich das System der neuen Variabeln auf

R =[o— Xvul|1. JT (v + 1)%+1. )%

-fach verschiedene Weise so auswdhlen, daf3 die Transformation eine
reelle wird. Dazu ist erforderlich, einmal, daf sich unter den Wurzeln
der gleich Null gesetzten Determinante von sP ---Q keine mehrfachen
wmagindren finden; dann, daff die Anzahl reeller positiver Quadrate,
welche zu gleichen Elementarteilern in der vorhin gegebenen Form won
P gehoren, von der Anzahl der reellen negativen hichstens wm 1 ver-
schieden sei.
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V.

Geometrische Deutung der Transformation auf die kanonische Form,
insbesondere in dem Falle, daB alle Elementarteiler linear und ver-
schieden sind.

21. Die Koeffizienten der Substitution, durch welche Q auf die kano-
nische Gestalt transformiert wird, geben, nach der 8, Nummer, unmittelbar
die Kanten des ausgezeichneten Koordinatentetraeders, mit Bezug auf
welches sich die Gleichung des Komplexes unter kanonischer Form schreibt.
Den verschiedenen Substitutionen entsprechend, erhalten wir eine

r—1
Zﬂv'V(l_é‘_)“faCh

unendliche Schar von jedesmal R Koordinatentetraedern, unter welchen R’
reelle vorkommen. Diese Tetraeder stehen sdmtlich in derselben ausge-
zeichneten Beziehung zum Komplex.

Wir verstehen dabei unter einer einfach, zweifach, ... m-fach unend-
lichen Schar von Koordinatentetraedern die Gesamtheit aller derjenigen,
welche Kanten besitzen, deren Koordinaten sich aus den Koordinaten der
Kanten eines derselben unter Zuhilfenahme von 1, 2, ..., m willkiirlichen
Konstanten ableiten lassen. Wenn wir also, unter P,, P, .5 zwel gegeniiber-
stehende Kanten des Koordinatentetraeders verstanden, die Transformation:

Pe=AP%s  Phrs = ADuss
anwenden, durch welche die Kanten selbst und damit das Tetraeder nicht
verdndert werden und nur der dem Koordinatensystem zugrunde gelegte
MaBstab ein anderer wird, so miissen wir konsequenterweise, den ver-
schiedenen Werten der willkiirlichen Konstante 4 entsprechend, von einer
einfach unendlichen Schar von Tetraedern sprechen.

22. Wir beschrinken uns in dem Folgenden auf die geometrische Dis-
kussion des gewonnenen Resultates allein in dem Falle, daB alle Elementar-
teiler linear und verschieden sind. In diesem Falle sind P und Q unter
(24) durch die folgenden Formen dargestellt:

P— X},
i

Q = chX;?,
A

wo die Summation von 1 bis 6 zu gehen hat, und¢,, ..., ¢, voneinander
verschiedene GroBen bedeuten. Auf 15 verschiedene Arten konnen wir Q,
von dieser Darstellung ausgehend, auf die kanonische Form transformieren.
Je nachdem

(25)

0,2,4,6
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der Elementarteiler imaginir sind, sind von den 15 ausgezeichneten Te-
traedern beziiglich 6.2, 1, 1
reell. Mit Bezug auf ein beliebiges dueser letzten Tetraeder schreibt sich
die Form Q unter der folgenden Gestalt:

(26) Q:‘4174(pfipf)+2Bl,4p1p4
+ Ao 5(p; £ p7) + 2B, 50,05
+ ds,6(p2 L pi) + 2Bs, 60505,

wo p,,..., D, die neuen reellen Variabeln und A die Koeffizienten der
einen, B die der anderen Gruppe bezeichnen (Nr..12). Von den drei unbe-
stimmt gebliebenen Vorzeichen ist einem jeden Paare imaginirer Elementar-
teiler entsprechend eins negativ zu wéhlen.

Dies ist tn dem Falle linearer und verschiedener Elementarteiler
die kanonische Gestalt der Form Q, deren Ablestung unsere Aufgabe war.

23. Es beschiftigt uns zunéchst die Gruppierung der 15 ausgezeichneten
Tetraeder unter sich. Wir mogen dieselben kurz als die Fundamental-
tetraeder des Komplexes bezeichnen.

Zwel gegeniiberstehende Kanten eines der 15 Fundamentaltetraeder
sind ihm mit zwel anderen gemeinsam. Denn wenn wir von den sechs
Quadraten, durch welche P unter (25) dargestellt wird, zwei beliebige
auswihlen, so lassen sich die vier iibrigen noch dreimal in zwei Gruppen
von zwei teilen. Das System der 15 Fundamentaltetraeder umfaBt so-
nach 30 Kanten. Die 60 Seitenflichen derselben schneiden sich zu 6
nach diesen Kanten, und die 60 Eckpunkte derselben sind ebenfalls zu 6
auf dieselben verteilt. Es schneidet also eine jede der 30 Kanten 12 der
librigen. Dieselben 12 Kanten werden von einer zveiten Kante geschnitten,
die zu der ersten in einer ausschlieflichen Beziehung steht. Danach sondern
sich die 30 Kanten in 15 Gruppen von 2, die zusammengehoren.

Die in (25) eingehenden Variabeln X; stellen, einzeln gleich Null ge-
setzt, lineare Komplexe dar. Wenn wir zwei derselben, X,, X,, beliebig
auswihlen, so stellen die beiden Gleichungen:

X, +iX,=0, X,—iX,=0

zwel zusammengehdrige der 30 Kanten der Fundamentaltetraeder dar. Alle
geraden Linien, welche die eine und die andere dieser beiden Kanten
schneiden, befriedigen die vorstehenden beiden Gleichungen und gehdren
somit den beiden Komplexen X,, X, an. Es sind also die in Rede
stehenden beiden Kanten die Direktrizen der von den beiden Komplexen
X,, X, gebildeten Kongruenz (Nr. 12). Es gibt das die geometrische
Deutung der Variabeln X; aus dem System der Fundamentaltetraeder.
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Drei unter den Komplexen X, etwa X,, X,, X,, bestimmen eine
Fliche des zweiten Grades (Hyperboloid) als windschiefe Fliche (Nr. 12).
Dieser Fliche gehoren, als Direktrizen der Kongruenzen je zweier der
drei Komplexel?), die folgenden sechs aus dem System der Kanten der
Fundamentaltetraeder als Linien einer Erzeugung derselben an:

X, 1 iX,=0, X,1iX,=0, X,+iX,=0,
X, —iX,=0, X,—iX,=0, X,—iX,—0.

Und weil die 30 fraglichen Kanten zu Tetraedern gruppiert sind, sind die
folgenden sechs Kanten:

X, +1:X,=0, X, +:1X,=0, X, +:X,=0,
X, —iX,=0, X, —~iX,=0, X, —1X,=0
Linien der anderen Erzeugung.

Die sechs Symbole X, lassen sich auf ’?%% — 20-fache Weise zu drel
kombinieren. Die 30 Kanten der Fundamentaltetraeder sondern sich also
in 20 Gruppen von jedesmal 6, die paarweise zusammengehéren. Die sechs
Kanten einer Gruppe sind Linien derselben Erzeugung einer Fléche des
zweiten Grades, die sechs Kanten der zugehorigen Gruppe Linien der anderen
Erzeugung derselben Fliche. Das System der 30 Kanten steht also zu
10 verschiedenen Flichen zweiten Grades, von denen sich jedesmal vier
nach einer Kante schneiden, in einer ausgezeichneten Beziehung.

24. Wenn siamtliche Elementarteiler reell sind, werden sechs der
15 Fundamentaltetraeder reell. Die iibrigen neun Tetraeder sind von der
Art, daB sie zwei reelle, gegeniiberstehende Kanten besitzen, und von den
iibrigen Kanten die gegeniiberstehenden konjugiert sind. Zwei zusammen-
gehorige reelle Kanten sind zwei reellen und einem imaginiren Tetraeder
gemeinsam. Von den 30 Kanten der 15 Tetraeder sind also 18 reell und
die 12 anderen imaginédr, so zwar, dall die konjugiert imaginéren zusammen-
gehoren.

Wenn zwei der sechs Elementarteiler imagindr sind, so sind nur zwei
der 15 Tetraeder reell. Eins ist, wie die neun Tetraeder in dem vorigen
Falle, in sich konjugiert. Die iibrigen 12 imagindren Tetraeder sind ein-
ander paarweise konjugiert. Von den 30 Kanten werden nur zehn reell, die
iibrigen 20 imaginér. Von diesen 20 Kanten sind zweimal zwei Kanten konju-
giert und zugleich zusammengehorig, wihrend sich die iibrigen 16 Kanten
in zwei Gruppen teilen, welche konjugiert sind, und deren jede acht solche
Kanten enthilt, die paarweise zusammengehoren.

In dem dritten und vierten Falle endlich, daB vier oder sechs der

17) Vgl. Plickers ,Neue Geometrie“, Nr. 101.
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Elementarteiler imaginér werden, ist nur eins der 15 Tetraeder reell. Von
den 30 Kanten sind sechs reell, die iibrigen 24 imaginir. Sie teilen sich
in zwei einander konjugierte Gruppen, deren jede 12 solche Kanten um-
faBt, welche paarweise zusammengehoren. Unter den imaginéren Funda-
mentaltetraedern kommt keins mit nur zwei imaginiren Eckpunkten vor
(Nr. 10.)

In dem Falle, daB sechs der 15 Fundamentaltetraeder reell sind, ge-
langen wir von einem der reellen Tetraeder zu einem zweiten, und zwar
zu demjenigen, welches mit dem angenommenen die beiden Kanten P, P,
gemein hat, wenn wir setzen:

P+ P = %, P2t Py = 2,

Py — Py = 1%, Py — D5 =17,
und

T, — 12, = 2], xy + tz, = 25,

x, -+ iz, = 2py, %y — 1%, = 2p5.
Es kommt dies auf die direkte Transformation hinaus:

2p{2p1+p4—p2+p5a
2Pi:pl—l~p4+p2—p5,
27’;:1’1 — Py + Dyt D5,
2ps=—p, + 0, +p. + 5,
2p; = 2p,,
21’{5 - 2p6 P
und dieser entspricht die folgende Transformation der Punktkoordinaten

(25 .- 2,): _ —
Vezi= 2,42z, V2z—=2z—az,

V22 = —2,+2, V22=z+z,.

Indem wir auch in dem Falle imaginirer Tetraeder ganz dieselben Um-
formungen anwenden konnen, erhalten wir den Satz, daB die vier Seiten-
ebenen zweier Fundamentaltetraeder, welche sich nach einer Kante schneiden,
so wie die vier Eckpunkte, welche auf einer Kante liegen, einander har-
monisch konjugiert sind.

25. Wir gehen dazu iiber, die geometrische Bedeutung der Gleichungs-
form (26) zu untersuchen. Wir nehmen dabei der Einfachheit wegen an,
daB alle Elementarteiler reell sind, daB also in (26) nur positive Zeichen
vorkommen.

Es sei eine Linie des Komplexes bekannt, deren Koordinaten sind:

pl’ p?’ p3’ p4’ p.’)’ p6'

Dann gehdren demselben Komplexe eine Reihe anderer gerader Linien an,
deren Koordinaten durch dieselben sechs GroBen, zunichst nur in anderer
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Reihenfolge, gegeben werden. Wir kénnen p, mit p,, p, mit p,, und p,
mit p, vertauschen. So erhalten wir sieben neue gerade Linien, welche
ebenfalls Linien des Komplexes sind:

DPys Pas P35> P1s> s> Dy >
P1s Ps> Pe> Pas> Pas> Py
pxi’ pﬁ, pﬂ’ pl’ pe, p3,

Wir erhalten weitere Linien des Komplexes, wenn wir die Vorzeichen von
p, und p,, von p, und p,, von p, und p, &ndern. So bekommen wir,
einer jeden der vorstehenden acht Linien entsprechend, drei neue, die eben-
falls dem Komplexe angehoren. Im ganzen also sind, wenn eine Linie
gegeben ist, damit 32 bestimmt.

Diese Zahl leitet sich, wie folgt, unmittelbar ab. An die Stelle von
+ p, kann +p,, — p,, — p, treten; ebenso an die von - p, und + p,
beziiglich + p,, — p,, — p, und + p,, — p;, — p,. Wir erhalten also

4-4-4 = 64

Kombinationen und dementsprechend %4 = 32 gerade Linien, weil ein
Wechsel der Vorzeichen aller Koordinaten die durch dieselbe dargestellte
gerade Linie nicht #ndert.

Die Beziehung zwischen diesen 32 geraden Linien ist eine gegenseitige.
Sie 148t sich geometrisch durch diejenigen zehn Flichen des zweiten Grades
vermitteln, deren jede 12 Kanten des Systems der 30 Kanten der Funda-
mentaltetraeder enthdlt (Nr. 23). Eine beliebige dieser Flichen ist mit
Bezug auf ein passend gewihltes Fundamentaltetraeder dargestellt durch
die Gleichung:

2,2, T 232, =0,

WO 2,,...,%, Punktkoordinaten bedeuten mégen. Dann entspricht der
willkiirlich angenommenen geraden Linie mit den Koordinaten:

P15 Pas P3s Py> Py> P

in bezug auf diese Fliche eine zweite als Polare, deren Koordinaten sind:

Ps> Pas — P35 P1s> Ps> — De>

und dies ist eine der vorstehend aufgefiihrten 32 geraden Linien. So liefert
jede dieser 32 Linien in bezug auf jede der zehn Flichen eine gerade Linie
als Polare, welche selbst in der Reihe der 32 Linien enthalten ist.

Wir kénnen sagen, dafi mit Bezug auf jede dieser zehn Flichen
2weiten Grades der gegebene Komplex sich selbst reziprok ist, das heilit:
einer jeden Linie des Komplexes entspricht in Beziehung auf jede dieser
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Flachen eine andere Linie desselben als Polare, oder mit andern Worten:
dem von Komplexlinien, die durch einen festen Punkt gehen, gebildeten
Kegel entspricht mit Bezug auf jede der vorstehend genannten Flichen
eine ebene Kurve, die selbst wieder von Linien des Komplexes umbhiillt wird.

Die Bestimmung dieser zehn Fldchen ist unabhéngig von den in die
Gleichung (26) eingehenden Konstanten.

26. Die Gleichungsform (26) gibt eine geometrische Konstruktion der
Komplexe des zweiten Grades. Wir konnen zunédchst diese Form auf die
folgende Gestalt bringen:

(27) 2P, P, 4 2P,P, +2P,P, — 0,

wo P, ..., P, lineare Komplexe bezeichnen. Wir brauchen zu diesem
Zwecke nur jedesmal das Aggregat der Glieder:

A, s(pl + Pirs) + 2B, i3De Pets

in das Produkt der beiden Linearfaktoren:

2 (e Pu+ BPrs3) (BDx + ¢Puts)

aufzulésen, wo «, f sich durch die Gleichungen bestimmen:
2ef = A, .43, &+ = B, uys.

Die Komplexe P, ..., P, lassen sich vermdge des Koordinatentetraeders
und jedesmal einer ihnen angehorigen geraderr Linie, oder allgemeiner,
durch fiinf ihrer Linien linear konstruieren®s).

Man bestimme die sechs Ebenen, welche einem beliebigen Punkte des
Raumes in bezug auf diese sechs linearen Komplexe entsprechen. Wir
mogen diese Ebenen ebenfalls mit dem Symbole P,, ..., P, bezeichnen.
Dann lassen sich diejenigen beiden Kanten, nach welchen der Kegel zweiter
Ordnung, welcher von den Linien des gesuchten Komplexes in dem ange-
nommenen Punkte gebildet wird, eine beliebige dieser Ebenen, etwa P,
schneidet, als Durchschnitt dieser Ebene mit dem Kegel:

pP,P, 4 P,P, =0,
welcher durch zwei projektivische Ebenenbiischel, etwa:
P,+iP,, P, —iP,,

gegeben ist, konstruieren. Eine dreimalige Wiederholung dieser Konstruktion
liefert sechs Kanten des fraglichen Komplexkegels. Fiinf derselben reichen
hin, um denselben zu bestimmen.

27. Wir mégen zum Schlusse die Art der ausgezeichneten Beziehung
untersuchen, in welcher die Fundamentaltetraeder zu dem Komplexe stehen.

%) Plitckers ,Neue Geometrie“, Nr. 29.
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Einer beliebigen geraden Linie ist, mit Bezug auf einen Komplex des
zweiten Grades, nach Pliicker, eine zweite als Polare zugeordnet??).
Dieselbe steht zu der ersten in der doppelten Beziehung, daB sie einmal
der geometrische Ort ist fiir die Pole der ersten geraden Linie mit Bezug
auf alle Kurven, die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen von Linien
des Komplexes umbhiillt werden; dann, daB sie umhiillt wird von den Polar-
ebenen der ersten geraden Linie mit Bezug auf alle Kegel, die in den
Punkten derselben von Linien des Komplexes gebildet werden. Dieses
Verhiltnis zwischen den beiden Linien ist indes kein gegenseitiges. Zu
der zweiten Linie gehort eine dritte, usf. Abgesehen von den Linien des
Komplexes, die sich selbst konjugiert sind, wird es nur eine endliche Anzahl
von geraden Linien geben, die selbst wieder die Polaren ihrer Polaren sind.

Wenn wir in der Gleichung (26) beliebig solche drei Koordinaten ver-
schwinden lassen, welche sich auf drei, sich in einem Punkte schneidende
oder in einer Ebene liegende Kanten des Fundamentaltetraeders beziehen,
so erhalten wir zur Darstellung des von dem Eckpunkte ausgehenden
Kegels, beziiglich der in der Seitenfliche liegenden Kurve eine Gleichung,
die nur die Quadrate der iibrigen drei Variabeln enthilt. Kegel und Kurve
sind also beziiglich auf ein in bezug auf dieselben sich selbst konjugiertes
Dreikant und Dreieck bezogen. Daraus folgt, dafl die im Komplexe einer
beliebigen Kante eines Fundamentaltetraeders zugeordnete Polare die gegen-
iberstehende Kante desselben Fundamentaltetraeders ist, daB also die
Fundamentaltetraeder in einer solchen Weise ausgewihlt sind, daf je zwe
gegeniiberstehende Kanten derselben gegenseitig mit Bezug auf den Komplex
konjugiert sind.

28. Nun laBt sich zeigen, dal auBer den 30 Kanten der 15 Funda-
mentaltetraeder keinen anderen Linien mehr die Eigenschaft zukommt, sich
gegenseitig in bezug auf den gegebenen Komplex zu entsprechen.

Denn es seien zwel derartige Linien gegeben. Wir wihlen sie zu gegen-
iiberstehenden Kanten eines Koordinatentetraeders und beziehen den Komplex
auf dasselbe. Dann fehlen in seiner Gleichung, wenn wir die beiden ge-
gegebenen Kanten mit P, und P, bezeichnen, die acht Glieder mit den
doppelten Produkten:

Dy P2> P1Ps> PaPs> P1Ps»

p4p2’ p4p37 p4p57 p-iptl’

%) Pliickers ,Ncue Geometrie“, Nr. 170. — Das Verhéltnis einer geraden Linie
zu ihrer Polaren lift sich auch mit Hilfe der in der 12. Nummer erwahnten einfach
unendlichen Schar linearer Polarsysteme darstellen, welche der angenommenen geraden
Linie in bezug auf den gegebenen Komplex des zweiten Grades entsprechen. Die
angenommene gerade Linie und ihre Polare sind die Direktrizen der durch die ein-
gliedrige Gruppe der linearen Polarkomplexe bestimmten Kongruenz. (Pliicker,
a. a. 0)
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und es treten also p, und p, nur in der Verbindung:

@ P7 +2a, 9,9, + a,p;

auf. Wenn wir also die beiden Formen:

P = pr'px+3

Q(Py> Po> Pas Pus Dss Pe)s
wie wir statt Q schreiben wollen, den Gleichungen (25) entsprechend, auf
zwel Formen transformieren, die nur die Quadrate der Variabeln enthalten,
so wird es gestattet sein, diese Transformation mit den beiden Formen-
paaren:

und

4 2p,p, und a,, pf 4-2a,,p, p, + ay, Pf
un

2Py D5 + 2P und Q (0, py, p5, 0, D5, D)

evnzeln vorzunehmen. Damit ist der Beweis gefiihrt, daf die Kanten P,, P,
des angenommenen Koordinatentetraeders zu dem System der 30 Kanten
der Fundamentaltetraeder gehéren. Und somit haben wir den Satz:

Es sei ein Komplex gegeben, dessen zugehorige Elementartesler sami-
lich linear und vomeinander verschieden sind. Dann gibt es 30 gerade
Linien, welche einander mit Bezug auf den Komplex gegenseitig konju-
giert sind. Je nachdem von den linearen Elementarteilern 0, oder 2,
oder mehr imagindr ausfallen, sind von diesen 30 geraden Linien be-
ziiglich 18, oder 10, oder 6 reell.
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Thesen.

1. Diejenige kanonische Gleichungsform, welche Battaglini seiner
Arbeit iiber Komplexe des zweiten Grades zugrunde legt:

Zaxpz = O)

ist nicht die allgemeine.

2. Die Anwendung, welche Cauchy von den in seiner méthode générale,
propre & fournir les équations de conditions rélatives aux limites des corps
[Comptes rendus, VIII (vgl. Cauchys Werke (1) IV, p. 193 fi.)] entwickelten
Prinzipien auf lineare Differentialgleichungen einer beliebigen Ordnung gibt
(ibid.), scheint nicht iiber alle Bedenken erhaben.

3. Bei Erklirung der Lichtphénomene kann die Annahme eines Licht-
dthers nicht umgangen werden.

4. Positive und negative Elektrizitit sind nicht als entgegengesetat
gleich zu betrachten.

5. Es ist wiinschenswert, daB neben der Euklidischen Methode neuere
Methoden der Geometrie in den Unterricht auf Gymnasien eingefithrt werden.

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I.



Zu den folgenden liniengeometrischen Arbeiten.

Den Abdruck der folgenden liniengeometrischen Arbeiten mdchte ich mit einigen
autobiographischen Notizen einleiten:

1. Von Neujahr 1869 bis Mitte August war ich bei Clebsch in Gottingen, zu-
nidchst um Teil II der Pliickerschen ,Neuen Geometrie“ fertigzustellen, was bis
zum 25. Mai gelang. Gleichzeitig entstanden die weiteren liniengeometrischen Arbeiten,
die nachstehend unter II und IIT abgedruckt sind. Beim Vergleich mit der Dissertation
wird man den anregenden Einflu$l erkennen, den die Gottinger Umgebung auf mich aus-
geiibt hat. Ich wihle diesen etwas unbestimmten Ausdruck, weil neben Clebsch selbst
die vorab noch kleine Zahl von Spezialschiilern, die er um sich versammelt hatte, regsten
EinfluB anf mich gewann. Clebsch selbst hatte uns damals vor allen Dingen die von
ihm entdeckte rationale Abbildung der niedersten algebraischen Flichen auf die
Ebene vorgetragen und insbesondere N6ther die prinzipielle Weiterfilhrung dieser
Untersuchungen und ihre Erweiterung auf mehrdimensionale Gebilde iibertragen. Die
weiter unten unter IV und V abgedruckten Notizen sind ein Beleg dafiir, wie weit
ich selbst, allerdings mehr beildufig, an diesen Arbeiten teilnahm. — Im iibrigen ist
die damalige Anregung durch Clebsch fiir mich von viel durchschlagenderer Be-
deutung gewesen, als in diesen Einzelangaben hervortritt. Ich war nach Gottingen
durchaus mit der Absicht gekommen, mich nach Vollendung der Pliicker-Ausgabe
wieder physikalischen Studien zuzuwenden. Diese Absicht schob ich nun zuriick
und habe nach verschiedenen spateren Ansétzen — die ersten Vorlesungen die ich
1871—72 hielt, bezogen sich noch in der Hauptsache auf physikalische Fragen —
schlieBlich ganz darauf verzichten miissen.

2. Von Ende August 1869 bis Mitte Mérz 1870 bin ich in Berlin gewesen.

Ich darf zunichst des engen Verkehrs mit meinem Diisseldorfer Freunde
A. Wenker gedenken, der damals in den astronomischen Werkstéitten von Pistor
und Martins arbeitete!). Wir haben zusammen die vier Modelle zur Theorie der
Linienkomplexe zweiten Grades hergestellt, von denen in Bd. II dieser Ausgabe die
Rede sein soll.

Das wichtigste Ereignis meiner Berliner Zeit aber war jedenfalls, daB ich Ende
Oktober im dortigen mathematischen Verein mit dem Norweger S. Lie bekannt wurde.
Wir hatten von verschiedenen Ausgangspunkten aus schlieBlich iiber dieselben oder
doch nahe verwandte Fragen gearbeitet. So waren wir denn bald in regstem Gedanken-
austausch fast tiglich zusammen und schlossen uns um so ndher aneinander an, als
wir fiir unsere geometrischen Interessen in unserer nichsten Umgebung zunichst nur
wenig Interesse fanden.

Dies will nicht sagen, da8 ich nicht auch von anderen Altersgenossen mannig-
fache Anregung erfuhr. So habe ich damals durch L. Kiepert WeierstraB’
Theorie der elliptischen Funktionen kennen gelernt, von O. Stolz aber erfuhr ich
zum ersten Male von Nicht-Euklidischer Geometrie und erfasste damals gleich den Ge-
danken, daB diese mit Cayleys allgemeiner projektiver MaBbestimmung auf das
engste zusammenhingen miisse. Vorlesungen habe ich in Berlin kaum gehért. Um so

1) Wenker ist leider wihrend des Krieges 1870/71 am Typhus gestorben.
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eifriger beteiligte ich mich an dem von Kummer und WeierstraB geleiteten mathe-
matischen Seminar, wo ich in der Kummerschen Abteilung zahlreiche Vortrige
iiber Liniengeometrie hielt. Es ist mir noch heute unversténdlich, warum sich zu
den nahe verwandten Kummerschen Untersuchungen iiber algebraische Strahlen-
systeme, so genau ich die Kummerschen Vertffentlichungen studierte, keine
lebendige Beziehung entwickelt hat. Bei WeierstraB habe ich in dem Schluiseminar,
Mitte Méarz 1870, itiber Cayleysche MaBbestimmung vorgetragen und geradezu mit
der Frage geschlossen, ob hier nicht eine Beziehung zur Nicht-Euklidischen Geometrie
vorliege. Weierstrall lehnte dies ab, indem er die Entfernung zweier Punkte als
notwendigen Ausgangspunkt fiir die Grundlegung der Geometrie erklirte und dem-
entsprechend die Gerade als kiirzeste Verbindungslinie definiert wissen wollte.

3. Von Ende April 1870 bis zum Ausbruch des deutsch-franzdsischen Krieges,
Mitte Juli, war ich mit Lie zusammen in Paris. Wir wohnten Zimmer an Zimmer
und haben neue wissenschaftliche Anregung wieder wesentlich in persénlichem Verkehr
gesucht, insbesondere mit jiingeren Mathematikern. Einen groBen Eindruck machte
mir Camille Jordan, dessen traité des substitutions et des équations algébriques
eben erschienen war und uns ein Buch mit sieben Siegeln erschien. Den nichsten
Verkehr aber hatten wir mit G. Darboux. Die damals neuen Untersuchungen der
Franzosen iiber metrische Geometrie (Geometrie der reziproken Radien, bestédndige
Benutzung des Kugelkreises) waren uns in Deutschland noch unbekannt geblieben;
jetzt ergab sich, daB sie auf das innigste mit unseren eigenen liniengeometrischen Ar-
beiten verwandt waren. Insbesondere hatte Darboux fiir seine konfokalen Zykliden
Untersuchungen mit fiinf Verinderlichen angestellt, die das genaue Gegenstiick meiner
vorherigen Verwendung der sechs linearen Fundamentalkomplexe in der Theorie der
Komplexe zweiten Grades waren (vgl. die folgende Abhandlung Il). Fiir Lie kamen
vielleicht noch mehr die Untersuchungen der Franzosen iiber die geometrische Theorie
der Differentialgleichungen in Betracht; aus der Verschmelzung der beiden Ideen-
kreise ist dann seine Entdeckung der Beziehung zwischen Haupttangentenkurven und
Kriimmungskurven erwachsen, die weiter unten wiederholt zur Sprache kommt.

Der Krieg hat, so tief er in die Erlebnisse eines jeden von uns eingriff, doch
lange nicht so storend auf unsere wissenschaftlichen Beziehungen gewirkt, wie man
heutzutage voraussetzen mochte. Ich hatte mich wegen der Mobilmachung in meine
Heimat begeben, bin aber, nachdem ich fiir militiruntauglich erklirt wurde, erst gegen
Mitte August in das Bonner Nothelferkorps eingetreten. Bis dahin hatte ich mit
Lie, der solange noch in Paris geblieben war, ungestért mathematisch korrespon-
dieren konnen. Die nichsten 4 Monate sind dann fiir jeden von uns mit mannig-
fachen Erlebnissen ausgefiillt, deren Erzihlung aber, so interessant sie sein mdchte,
nicht hierher gehdrt. Ich habe, vom 1. Oktober beginnend, lange Wochen typhus-
krank in meiner Vaterstadt Diisseldorf gelegen. Um Mitte Dezember besuchte mich
Lie dort auf seiner Riickreise nach Norwegen, und wir hapen damals die gemeinsame
Note iiber die Haupttangentenkurven der Kummerschen Flidche fertiggestellt, die
weiterhin unter VI abgedruckt ist. Als aber Paris Ende Januar 1871 gefallen war,
hat sich sofort wieder ein lebhafter Briefwechsel mit Darboux entwickelt.

4. Von Neujahr 1871 bis Ende September 1872 hat dann mein zweiter Got-
tinger Aufenthalt gedauert. Ich habe mich am 7. Januar 1871 habilitiert. Meine
produktiven Arbeiten, die fortgesetzt durch fast tégliches Zusammensein mit Clebsch
belebt wurden, galten zunichst einer ausfiihrlicheren Darstellung der Ideen, die ich
im Verkehr mit Lie gewonnen hatte. Ein reger Briefwechsel hielt dabei unsere
personliche Beziehung lebendig. Man vergleiche neben den nachstehend abgedruckten
Abhandlungen iiber liniengeometrische Themata (VI—IX) insbesondere auch XXV
und XXVI. Ich erhielt dann einen neuen wesentlichen Impuls dadurch, daB
0. Stolz fiir das Sommersemester 1871 nach Gottingen kam. Die 1deen iiber den Zu-
sammenhang der Nicht-Euklidischen Geometrie mit der Cayley schen MaBbestimmung,
die sich seit meiner Berliner Zeit bereits einigermaBen weitergebildet hatten, traten

4*



52 Zur Liniengeometrie.

in den Vordergrund, und es gelang mir, Stolz nicht nur von ihrer Richtigkeit zu
iiberzeugen, sondern auf Grund der Ansitze v. Staudts zu einer unabhingigen pro-
jektiven Begriindung der Gesamttheorie vorzudringen. Stolz war alle die Zeit nicht
nur mein strenger Kritiker, sondern auch mein literarischer Anhalt. Er hatte Lo-
batschewsky, Joh. Bolyai und v. Staudt genau studiert, wozu ich mich nie habe
zwingen konnen, und stand mir bei allen meinen Fragen Rede und Antwort.

Mein Interesse war schon von meiner Bonner Zeit her darauf gerichtet, im Wider-
streite der sich befehdenden mathematischen Schulen das gegenseitige Verhdltnis der
nebeneinander herlaufenden, &uBerlich einander unihnlicher und doch ihrem Wesen nach
verwandter Arbeitsrichtungen zu verstehen und ihre Gegensitze durch eine einheitliche
Gesamtauffassung zu umspannen. Innerhalb der Geometrie gab es in dieser Hinsicht
noch viel fiir mich zu tun. Ich habe im Herbst 1871 insbhesondere daran gearbeitet,
die konsequente projektive Denkweise, wie ich sie bei Salmon-Fiedler kennen gelernt
habe und Clebsch sie glinzend vertrat, wie sie sich dann wieder in der Nicht-
Euklidischen Geometrie bewahrt hatte, mit den Entwicklungen von Mébius’ baryzen-
trischem Kalkul und den Grundanschauungen von Hamiltons Quaternionen in klare
gegenseitige Beziehung zu setzen. So ist im November 1871 der Grundgedanke meines
im Oktober 1872 ausgearbeiteten Erlanger Programms (XXVII) entstanden. Ich habe
ihn zuerst in meiner zweiten Abhandlung iiber Nicht-Euklidische Geometrie (XVIII)
zur Darstellung gebracht, die infolge duBerer Druckschwierigkeiten erst nach dem
Erlanger Programm erschien. KEs ist dort noch, je nach der Gruppe, welche man bei
der Behandlungsweise der Geometrie zugrunde legen will, von verschiedenen ,geo-
metrischen Methoden“ die Rede, eine Ausdrucksweise, die ich spiter auf Anraten
von Lie fallen gelassen habe.

5. Die nachstehend unter XII, XIII abgedruckten Abhandlungen gehéren einer
wesentlich spiteren Zeit an (1885/86). Sie sind hier angeschlossen, weil auch bei
ihnen das liniengeometrische Interesse voransteht. Daf die Theorie der Kummer-
schen Fliche, insofern letztere Singularititenfiiche von einfach unendlich vielen Kom-
plexen zweiten Grades ist, mit derjenigen der hyperelliptischen Funktionen p = 2
auf das innigste zusammenhingen muB, findet sich schon am Schlusse von IX
(1871) ausgesprochen. Ich habe dann spiter, als ich in Miinchen war, meinem da-
maligen Schiiler Rohn vorgeschlagen, diesen Zusammenhang weiter zu verfolgen.
Seine Dissertation (1878) gab eine Menge der merkwiirdigsten Resultate, die dadurch
an Aktualitit gewannen, daB eben 1877—78 die Beziehung der Kummerschen
Fliche zu den genannten hyperelliptischen Funktionen von Cayley, Borchardt und
Weber von ganz anderem Ausgangspunkte aus bemerkt wurde. Es folgt 1879 die
Habilitationsschrift von Rohn (Math. Ann., Bd. 15), deren Ergebnisse ich dann meiner-
seits 1885, als ich begann, mich ausfiihrlicher mit den hyperelliptischen und Abel-
schen Funktionen zu beschiftigen, fiir meine Seminarvortrige durcharbeitete und
durch moglichst unmittelbare (von Zwischenrechnungen befreite) Schliisse zu beweisen
suchte. Dies der Ursprung der Arbeiten XII, XIII.

Bei ihnen wird das Zusammengehen algebraischer Beziehungen geometrischer Ge-
bilde mit den Ideenbildungen von Galois als wesentlich bekannt vorausgesetzt; es
ist dies eine Sache, der ich in der Zwischenzeit viel Nachdenken gewidmet hatte
und die in meinen Arbeiten iiber algebraische Gleichungen, welche erst im II. Bande
dieser Abhandlungen abgedruckt werden sollen, zur vollen Geltung kommt. K.



II. Zur Theorie der Linienkomplexe des ersten
und zweiten Grades)

[Math. Annalen, Bd. 2 (1870).]

Als Koordinaten der geraden Linie vm Rauwme betrachtet man die
relativen Werte der aus den Koordinaten zweier Punkte oder zweier Ebenen
gebildeten sechs zweigliedrigen Determinanten. Zwischen denselben besteht
identisch eine Relation zweiten Grades:

R:

Indem sechs beliebig ausgewahlte GroBen, welche diese Gleichung befrie-
digen, als Koordinaten einer geraden Linie angesehen werden konnen, ist
es gestattet, von der Entstehungsweise der Linienkoordinaten aus den Koor-
dinaten zweier Punkte oder Ebenen abzusehen, und die Linienkoordinaten
als selbstindige homogene Veranderliche zu betrachten, welche einer Glei-
chung zweiten Grades zu geniigen haben.

Eine weitere Gleichung zweiten Grades zwischen denselben:

Q=0

bestimmt einen Linienkomplex des zweiten Grades.

Es liegt nahe, die beiden Gleichungen R und Q durch eine lineare
Substitution in solche zwei zu verwandeln, welche nur noch die Quadrate
der Veranderlichen enthalten. Eine derartige Umformung ist bekanntlich
immer und in einziger Weise moglich, vorausgesetzt, dal die Wurzelwerte,
welche die gleich Null gesetzte Determinante der Form Q 4- AP fiir 1 er-
gibt, simtlich voneinander verschieden sind?). Im folgenden soll der
geometrische Sinn dieser Transformation ercrtert werden. Indem wir solche
Komplexe zweiten Grades, bei welchen die in Rede stehende Umformung

1) Im Auszuge bereits mitgeteilt in den Gottinger Nachrichten, 1869, Sitzung
vom 9. Juni, 8. 258.

%) In meiner Inaugural-Dissertation: Uber die Transformation der allgemeinen
Gleichung zweiten Grades zwischen Linienkoordinaten auf eine kanowische Form,
Bonn, 1868 (Abhandlung I dieser Ausgabe) habe ich die algebraische Durchfiihrung
dieser Transformation behandelt. Ich habe dort zugleich die im Texte ausgeschlossenen
Fille von Komplexen zweiten Grades mit in Betracht gezogen und die ihnen ent-
sprechenden kanonischen Gleichungsformen aufgestellt.
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nicht méglich 1st, von der Betrachtung ausschliefen, denken wir uns die
beiden Formen R und Q von vornherein in der vereinfachten Gestalt gegeben.

Es sel gleich hervorgehoben, dafl diese Gleichungsform nicht nur fiir
die Komplexe zweiten Grades als solche, sondern auch fiir die mit diesen
Komplexen in enger Beziehung stehenden Flichen wvierter Ordnung und
vierter Klasse mit 16 Doppelebenen und 16 Doppelpunkten von Wichtigkeit ist.

Die statt der urspriinglichen Linienkoordinaten eingefiihrten neuen
Verinderlichen stellen, gleich Null gesetzt, lineare Komplexe dar, welche
in ausgezeichneter Weise zueinander gruppiert sind. In bezug auf dieselben
ordnen sich die geraden Linien des Raumes zu Systemen von 32, die
Ebenen und Punkte desselben zu Systemen von 16 Ebenen und 16 Punkten
zusammen. Die Beziehung der 16 Ebenen und 16 Punkte eines solchen
Systems zueinander ist dieselbe, wie die der 16 Doppelebenen und 16 Doppel-
punkte jener Flichen vierter Ordnung und vierter Klasse.

Die fundamentale Bedeutung dieser linearen Komplexe fiir den Komplex
zweiten Grades ist die, daf fiir alle Elemente, welche einander durch die
linearen Komplexe zugeordnet werden, die Beziehung zu dem Komplexe
zweiten Grades dieselbe ist. Ein Gleiches, wie fiir den Komplex zweiten
Grades, gilt fiir die durch denselben bestimmte Fliche der vierten Ordnung
und vierten Klasse. Es folgt hieraus eine Reihe von Theoremen sowohl
fiir jene Komplexe als fiir diese Flichen.

Die algebraische Darstellung der bei diesen geometrischen Betrach-
tungen auftretenden Gebilde gestaltet sich sehr einfach. Insbesondere stellt
sich die Schar von Komplexen zweiten Grades, welche zu derselben Fliche
vierter Ordnung und vierter Klasse gehoren, auf dieselbe Art durch einen
willkiirlichen Parameter dar, wie ein System konfokaler Kurven oder
Flachen zweiten Grades.

Es sei noch bemerkt, daB wir von zwel einander reziprok entgegen-
gesetzten Sitzen meistens nur den einen aufgenommen haben, ohne aus-
driicklich auf den anderen hinzuweisen.

L
YVorbereitende Betrachtungen.
1. Die Koordinaten zweier Punkte einer geraden Linie seien durch:
Xy, Xy, Ty, Xy,
yl, y‘_’,? yg, :’/4,
die Koordinaten zweier Ebenen derselben geraden Linie durch:
Uy, Uy, Uy, Uy,
vy, Uy, Uy, U,
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bezeichnet. Als Koordinaten der geraden Linie sind dann die Determi-
nanten:

Pix = %Y — Y%y
oder die Determinanten:

Qi = WY, — VY,

zi betrachten. Dabel ist:

Py + D = 0, %+ 6= 0.
Nach Pliicker nennt man die Koordinaten p,, Strahlenkoordinaten,
die Koordinaten g;, Achsenkoordinaten.
Unter «, 8, y, 6 die Zahlen 1, 2, 3, 4 in beliebiger Reihenfolge ver-
standen, hat man die folgenden Identitéten:

P = Pap Pys + PayPsp + Pas Py =0,

Q == 9apdys + Qay Qo5 + 92898, = 0,
die gemeinsam durch das Symbol:

R=0
bezeichnet sein mdgen.
In dieser Bezeichnung ist:
@ ) P
Qpik:%’ 9ir =0,

wo ¢ einen Proportionalititsfaktor bedeutet.

Eine gerade Linie, deren Koordinaten %, qi(,‘:) sind, werde im fol-

genden durch (r(a)) bezeichnet. Statt py, g5 werde in solchen Fillen,

in welchen die Unterscheidung zwischen Strahlen- und Achsenkoordinaten
unnétig ist, 7y geschrieben,

2. Diese Bezeichnungsweise vorausgesetzt, schreibt sich die Bedingung
dafiir, da zwei gerade Linien (7Y, (r’) sich schneiden, unter den folgenden
gleichbedeutenden Formen:

N2 4 5 oP
Zptkéz_){;: 07 2/79%’10 317“::0’

09" _ p 09
2 im0 2 dh il

Zpik % =0, Z’p{k g, =0.

Drei gerade Linien (r), (#"), (r”), die sich gegenseitig schneiden, haben
entweder einen Punkt oder eine Ebene gemeinsam. Je nachdem das eine
oder das andere stattfindet, verschwindet der zweite oder der erste Faktor
der vier Produkte:

D) pupplyPls- D) T Dy 0bs0Ey
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die sich auch unter einer der folgenden Formen darstellen lassen:

2 i paﬂpo:ypt;’é . Zi qalg q,;yq,:’(;,
Dt aadisaly D dus aly als,
Dt dis gy Dt by pis vl

Sind (r), (r’), (r") gerade Linien, welche innerhalb derselben Ebene
durch einen Punkt hindurchgehen, so verschwinden simtliche aus den Koor-
dinaten derselben gebildete dreigliedrige Determinanten, und man kann
setzen:

Tigp = ATik + uri.

Es seien (r'), (r”), (r") gerade Linien, welche in einer Ebene liegen
oder durch einen Punkt hindurchgehen. Dann sind die Koordinaten einer
beliebigen geraden Linie (), welche in derselben Ebene liegt, beziiglich
durch denselben Punkt hindurchgeht, darstellbar durch

nr

Tir = Arip + priy + vrif.

3. Wenn in den Ausdruck B an Stelle der Koordinaten einer geraden
Linie die in die Gleichung eines Komplexes ersten Grades eingehenden
Konstanten gesetzt werden, entsteht ein im allgemeinen nicht verschwinden-
der Ausdruck, welcher die Invariante des Komplexes genannt werden mag.
Das Verschwinden derselben sagt aus, daB der Komplex die Gesamtheit
aller geraden Linien umfaBt, welche eine feste gerade Linie schneiden,
deren Koordinaten die Konstanten des Komplexes sind, daf der Komplex
ein sogenannter spezieller Komplex ist.

Als stmultane Invariante zweier linearer Komplexe sei der Ausdruck
bezeichnet, welcher entsteht, wenn man in den bilinear geschriebenen Aus-
druck R die Konstanten zweier linearer Komplexe eintriigt.

Das Verschwinden der simultanen Invariante zweier Komplexe driickt
eine Beziehung zwischen denselben aus, welche als Inwolution bezeichnet
werden mag.

Sind beide lineare Komplexe spezielle, so ist das Verschwinden der
simultanen Invariante die Bedingung dafiir, da8 sich die durch dieselben
dargestellten geraden Linien schneiden. Ist nur einer der beiden Komplexe
ein spezieller, so sagt das Verschwinden der simultanen Invariante aus, daB
die durch denselben dargestellte gerade Linie dem anderen Komplexe angehért.

In dem Folgenden sei angenommen, daB keiner der zu betrachtenden
Komplexe ein spezieller sei.

Alle geraden Linien, welche zwei linearen Komplexen gemeinschaftlich
angehoren, schneiden zwel feste gerade Linien, die Direkirizen der durch
die beiden Komplexe bestimmien Kongruenz. Liegen die beiden Komplexe
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in Involution, so sind diejenigen beiden Punkte, welche in ihnen einer be-
liebigen Ebene entsprechen, harmonisch zu denjenigen beiden Punkten, in
welchen die Ebene von den beiden Direktrizen geschnitten wird. Lafit
man eine Ebene sich um eine beiden Komplexen gemeinsame gerade Linie
drehen, so sind die Punktepaare, welche der Ebene in ihren verschiedenen
Lagen entsprechen, auf dieser geraden Linie in Involution. Einem jedem
der beiden Punkte, welche durch die beiden Komplexe in einer beliebigen
Ebene bestimmt werden, entspricht in denselben noch eine zweite Ebene.
Diese Ebene ist fiir beide Punkte dieselbe.

Die Ebenen und Punkte des Raumes ordnen sich mit Bezug auf zwesi
lineare Komplexe, welche in Involution liegen, in Gruppen wvon zwes
Ebenen und zwei auf der Durchschnitislinie derselben liegenden Punkten.

Mit Bezug auf drei gegemseitsg in Involution liegende lineare Kom-
plexe ordnen sich die Ebenen und Punkte des Raumes zu Tetraedern
zusammen, welche sich in bezug auf die durch die dret linearen Kom-
plexe bestimmie Fliche zweiten Grades konjugiert sind. Die drei Punkte,
welche einer Seitenfliche eines solchen Tetraeders in den drei Komplexen
entsprechen, sind die drei in derselben liegenden Eckpunkte des Tetraeders;
umgekehrt sind die drei Ebenen, welche einem Eckpunkte entsprechen, die
drei durch denselben hindurchgehenden Seitenflichen.

4. Die Linienkoordinaten r;, stellen die mit gewissen (nicht voll-
stindig willkiirlichen) Konstanten multiplizierten Momente der zu be-
stimmenden geraden Linie mit Bezug auf die sechs Kanten des Koordinaten-
tetraeders dar. Wir fragen nach der Bedeutung einer allgemeinen linearen
Transformation der Linienkoordinaten.

Die Einfiihrung linearer Funktionen der Linienkoordinaten an Stelle
dieser Koordinaten kommt darauf hinaus, als Bestimmungsstiicke der ge-
raden Linie die mit willkiirlichen Konstanten multiplizierten Momente
derselben in bezug auf die sechs gegebene lineare K omplexe zu betrachten.®)

Wenn man die durch eine lineare Substitution eingefiihrten neuen Ver-
dnderlichen in die zwischen den urspriinglichen Linienkoordinaten bestehende
Identitdt einfiihrt, erhdlt man einen Ausdruck des zweiten Grades in diesen
Verinderlichen, der wieder mit R bezeichnet sein mag, dessen Verschwinden
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB sechs, sonst be-
liebig gegebene Werte der Veréinderlichen auf eine gerade Linie bezogen
werden konnen.

Dieser Ausdruck R hat ganz dieselbe Bedeutung, wie der aus den
fritheren Koordinaten gebildete. So wie sich frither Strahlen- und Achsen-

%) [Die Formulierung des Textes ist bei diesem Wiederabdruck etwas abgeéindert
worden, entsprechend den am Anfang der nichstfolgenden Abhandlung III zugefiigten
Bemerkungen, auf die hier verwiesen sei. K.]
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koordinaten entsprachen, entsprechen sich jetzt die neuen Koordinaten und
die nach denselben genommenen partiellen Differentialquotienten von R.

Die Form von R gibt sofort AufschluBl iiber die Art und die gegen-
seitige Lage der fiir die Koordinatenbestimmung zugrunde gelegten Komplexe.

Insbesondere ist klar, daB, wenn R, wie es bei den urspriinglichen
Koordinaten der Fall war, nur drei Glieder enthilt, die neuen Verdnder-
lichen wiederum die Momente der zu bestimmenden geraden Linie in bezug
auf die Kanten eines Tetraeders sind.

II.

Das System der sechs Fundamentalkomplexe.

5. Die eingehends erwahnte Normal-Gleichungsform fiir Komplexe des
zweiten Grades fithrt zur Untersuchung solcher linearer Funktionen der
Linienkoordinaten, in welchen sich die Bedingungsgleichung R =0 als
Summe der mit passenden Konstanten multiplizierten Quadrate schreibt.
Gleich Null gesetzt, stellen dieselben sechs lineare Komplexe dar, welche
die sechs Fundamentalkomplexe genannt werden sollen.

Dieselben seien durch:

2, =0, 2,=0, 2,=0, 2,=0, =0, z,=0
bezeichnet und die Symbole z gleich mit solchen Konstanten multipliziert
gedacht, daf sich die Bedingungsgleichung unter der folgenden Form schreibt:
(1) wl 4l +xg +x)+al-fbad=0.

Das System dieser Veranderlichen hingt von 15 Konstanten ab.
Die Invariante eines linearen Komplexes:

a,x, +a,x,+ ... +agx, =0
ist in demselben dargestellt durch:
al! +al+...+a],
und die simultane Invariante zweier linearer Komplexe:
a, T, + axy + ... Fagx, =0,
bx, + by, + ...+ by =0,
a,b, +ab,+...+a,b,.
Es folgt hieraus zunichst, daf die Multipla der 2 so gewahlt sind,
daBl die Invarianten simtlicher Fundamentalkomplexe der positiven Ein-
heit gleich werden. Ferner folgt, daf die simultane Invariante zweier be-

liebiger Fundamentalkomplexe verschwindet.
Je zwer der sechs Fundamentalkomplexe liegen in Involution.

durch:
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Die Bedingungsgleichung:
R=0,

wie sie zwischen den urspriinglichen Linienkoordinaten stattfand, umfalte
die drei Produkte von jedesmal zwei der paarweise gruppierten sechs Ver-
dnderlichen. Wenn dieselbe also durch eine reelle lineare Substitution in
der Art transformiert wird, daB sie nur die Quadrate der Variabeln ent-
hialt, so miissen sich unter diesen Quadraten gleich viele positive und
negative finden. Indem ferner die Summe der Quadrate zweier konjugiert
imagindrer Ausdriicke gleichwertig ist der Summe eines positiven und eines
negativen reellen Quadrates, ergibt sich das Folgende*):

Es kann eine beliebige (gerade) Anzahl der sechs Fundamentalkom-
plexe imagindr sein.

Die Symbole x, welche reellen Fundamentalkomplexen entsprechen,
sind so gewdhlt, daf} die Hdlfte von ihnen reelle, die andere Hdlfte rein
imagindre Koeffizienten enthdlt.

Und hieraus:

Die reellen Fundamentalkomplexe sondern sich in zwes gleich zahl-
reiche Gruppen. Die Komplexe der einen Gruppe sind rechts-, die der
anderen sind linksgewunden®).

Die sechs Fundamentalkomplexe mogen im folgenden einfach durch
die Zahlen 1,2, ..., 6 bezeichnet sein, und es bleibe unberiicksichtigt, ob
sich unter denselben imagindre finden oder nicht.

6. Die Direktrizen der Kongruenz der beiden Fundamentalkomplexe
(1, 2) haben offenbar als Koordinaten:

Qx1:17 ngz:tia 9563:05 Qx4:07 Qx5=0, qu:0~
Die Direktrizen der Kongruenz zweier Fundamentalkomplexe gehcren
den iibrigen vier Fundamentalkomplexen an.

Die Gesamtheit der geraden Linien, welche eine beliebige der beiden
Direktrizen schneiden, ist dargestellt durch:

g+ x5 =0,

oder, was dasselbe ist, durch:
x} + a2l 42 +a;=0.

Die sechs Fundamentalkomplexe bestimmen %: 15 lineare Kon-
gruenzen, deren 30 Direktrizen dementsprechend in ausgezeichneter Weise
gruppiert sind. Indem die Direktrizen der Kongruenz (1, 2) den Kom-

4 [In der Darstellung des Textes ist nicht hinreichend klar zum Ausdruck ge-
kommen, daB nur solche lineare Substitutionen betrachtet werden, bei denen unter
den neu eingefiihrten Ausdriicken die konjugiert komplexen zu gleicher Zeit vor-
kommen.]

%) Pliicker, Neue Geometrie. Nr. 47.
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plexen 3, 4, 5, 6 angehoren, werden sie von den 12 Direktrizen der 52—3 =6
durch dieselben bestimmten Kongruenzen geschnitten.

Je zwei zusammengehorige der 30 Direkirizen werden wvon 12 der
tibrigen geschnitten.

Von den Direktrizen einer der drei Kongruenzen (1, 2), (3, 4), (5, 6)
schneidet jede die Direktrizen der anderen beiden Kongruenzen.

Die Direktrizen solcher drei Kongruenzen, welche zusammen von simi-
lichen sechs Fundamentalkomplexen abhdngen, bilden die Kanten eines
Tetraeders.

Hiermit in Ubereinstimmung schreibt sich die Bedingungsgleichung

R=0

in den folgenden Verdnderlichen:

Yy =%, F 0%y, Yy =T T T, Yy =T 07,

Yo == Ty — UTy, Yy =&y — 1Z,, Yy = Ty — %,
welche, gleich Null gesetzt, die betreffenden Direktrizen darstellen, in der
fiir die Kanten eines Tetraeders charakteristischen Form:

Y1Ys + Y5 Y, + Y5 Y6 = 0.

Die Gesamtheit der geraden Linien, welche in einer Seitenfliche des
Tetraeders liegen oder durch einen Eckpunkt desselben gehen, ist darge-
stellt durch:

x] +xl=0,
xy +xf =0,
2 2

z; +xi = 0.

Indem sich sechs Elemente auf 15 verschiedene Weisen in drei Gruppen
von zweil teilen lassen, bilden die 30 Direktrizen die Kanten von 15 Te-
traedern. Diese Tetraeder mdgen die Fundamentaltetraeder heilen. Die
Eckpunkte und Seitenflichen dieser Tetraeder sind sidmtlich verschieden.

Je zwei zusammengehérige Direktrizen gehoren als gegeniiberstehende
Kanten dreien der Fundamentaltetraeder an. Die zwdlf Direktrizen, welche
die angenommenen beiden schneiden, sind die noch iibrigen 3-4 Kanten
dieser Tetraeder. Diese drei Tetraeder bestimmen auf jeder der beiden
Direktrizen sechs paarweise zusammengehorige Punkte. Indem die Funda-
mentalkomplexe gegenseitig in Involution liegen, sind zwei beliebige der drei
Paare gegeneinander harmonisch. Ein Gleiches gilt fiir die sechs Seitenflichen
der Tetraeder, die sich nach einer beliebigen der beiden Direktrizen schneiden ¢)

/

) Es geht hieraus hervor, dal die drei Tetraeder, welche zwei gegeniiberstehende
Kanten gemein haben, nie zugleich reell sein konnen. Beziiglich der Realitit der
hier vorkommenden Gebilde ist iiberhaupt das Folgende zu bemerken. Die sechs
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Mit Bezug auf ein beliebiges der 15 Fundamentaltetraeder teilen sich
die vierzehn iibrigen in zwei Gruppen von sechs und acht. Die Tetraeder
der ersten Gruppe haben mit dem gegebenen zwei gegeniiberstehende Kanten
gemein, die der zweiten Gruppe nicht,

7. Die sechs Direktrizen (1, 2), (3,4), (5, 6), welche ein Tetraeder
bilden, haben die folgenden Koordinaten:

A x, x, x, X, X

&=

It & 0 0 0 0
(1’2){1111 — 4 0 0 0 0
) Im o o 1 i 0 0
(5’4){1Vi0 0 1 —¢ 0 0

fVio 0 0 0 1 i
G:G)\vilo 0o o o 1 —i

Welche von drei sich schneidenden dieser Direktrizen einen Punkt,
welche eine Ebene gemeinschaftlich haben, kann nur dann entschieden
werden, wenn der explizite Ausdruck der Verénderlichen z,, ..., z, in den
urspriinglichen Linienkoordinaten gegeben ist. Es mégen I, III, V durch
einen Eckpunkt des Tetraeders gehen, dann liegen II, IV, VI in der gegen-
itberstehenden Seitenfliche. Ob drei sich gegenseitig schneidende gerade
Linien (z, ', 2"”) einen Punkt oder eine Ebene gemeinschaftlich haben,
bestimmt sich dann, gem&B dem Obigen, danach, ob der erste oder der
zweite der folgenden beiden Ausdriicke verschwindet:

|z, o, x, + i, x, + 17,
Cxl e x, + 1, xg +ix, |,
B L IO N L A E
lx, — i, x, — ix, X, — 12,
X, — 1%, xXg — 1%, x5 — 1%,
x — ix) xy —ix, xf —exg

Es ist dabei gestattet, das Vorzeichen von 4 in zwei beliebigen Vertikal-
reihen gleichzeitig zu &ndern.

Ahnliche Kriterien erhdlt man in bezug auf jedes der vierzehn fibrigen
Fundamentaltetraeder.

8. Darch einen jeden der 60 Eckpunkte der 15 Fundamentaltetraeder
gehen aufler den drei zugehorigen noch weitere 12 der 60 Seitenflichen,
die in drei Gruppen von je vier gesondert sind, welche sich beziiglich nach
Fundamentalkomplexe sind entweder alle reell, oder es sind zwei, oder vier, oder alle
imagindr. Diesen Annahmen entsprechend sind

18, 10, 6, 6

6, 2, 1, 1
der 15 Fundamentaltetraeder reell.

der 30 Direktrizen und
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einer der drei durch den Eckpunkt hindurchgehenden Direktrizen schneiden.
Eine jede derselben schneidet eine der drei zu dem Eckpunkte zugehorigen
Seitenflichen in einer neuen geraden Linie. Der Punkt, in welchem die-
selbe der dritten in dieser Seitenfliche liegenden Direktrix begegnet, ist
einer der 59 weiteren Eckpunkte.
Eine derartige Linie ist die folgende:

Z Zq Zs Zy Zs Zg

0 0 1 ) 1 )
Dieselbe ist die Verbindungslinie der beiden Eckpunkte:

(2, + 12, x +ix,, x5+ i),

(2, — 12, @34 12y, w5+ ix,),
und die Durchschnittslinie der beiden Seitenebenen:

(2, — 12y, o, +iz,, x5+ 12,),

(x, + 1>y, @, +iz,, =+ 12,).
Solcher geraden Linien gehen durch den angenommenen Eckpunkt zwdlf.
Es gibt ihrer im ganzen

12-60
2
Die 12 Seitenflichen, welche auler den drei zugehdrigen durch einen
Eckpunkt hindurchgehen und die in drei Biischel von vier verteilt sind,
schneiden sich zu je drei nach 16 weiteren Linien, deren jede auBer dem
angenommenen Eckpunkte zwei weitere enthéalt. In der Tat, die gerade Linie:

= 360.

zy Ty Ty 4 Ly g

1 | 1 i
enthalt die drei Eckpunkte:
(x, + iz, x4 iz, 54 12,),
(2, + iy, 3+ imyg, o+ 02,),
(m, +tmg, @+ 1z, @, 1z,),
und liegt in den drei Seitenflichen:
(2, +ix,, =zt iz, x,+ix,),
(x, + 12, w412, x,+ix,),
(x, + 92y, x +ix,, =z, +ix,).

Solcher gerader Linien gibt es ]26—0 = 320.

In den vorstehenden Betrachtungen konnen iiberall die Worte Eck-
punkt und Seitenfliche vertauscht werden.

Die 30 Direktrizen der 15 durch die 6 Fundamenialkomplexe be-
stimmten Kongruenzen sind die Kanten von 15 ( Fundamental-) T'et aedern.

Durch jeden der 60 Eckpunkte der Fundamentaltetraeder gehen 15
Seitenflachen; in jeder der 60 Seitenflichen liegen 15 Eckpunkte.
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Es gibt 360 gerade Linten, welche je zwei der 60 Hckpunkie der
Fundamentaltetraeder enthalten. Dieselben geraden Linien bilden den
Durchschnitt von je zwei der 60 Seitenfldchen.

Es gibt 320 gerade Linien, auf welchen je drei der 60 Eckpunkie
der Fundamentalietraeder liegen. Nach denselben geraden Linien schnei-
den sich je drer der 60 Seitenflachen.

Die 30 Direkirizen der 15 durch die sechs Fundamentalkomplexe be-
stimmten Kongruenzen enthalten je sechs der 60 Eckpunkte und sind der
Durchschnitt von je sechs der 60 Seitenflichen.

Die sechs Eckpunkte, sowie die sechs Seitenflichen gehdren paarweise
zusammen. Je zwei Paare sind zueinander harmonisch.

9. Je drei der Fundamentalkomplexe, beispielsweise 1, 2, 3, be-
stimmen eine Fliache des zweiten Grades vermége der Linien ihrer einen
Erzeugung. Die Direktrizen der Kongruenzen (2, 3), (8,1), (1, 2) sind
Linien zweiter Erzeugung. Indem diese Direktrizen den Komplexen 4, 5, 6
angehoren, ist klar, daBl die Komplexe 4, 5, 6 dieselbe Fliche zweiten
Grades vermoge der Linien ihrer anderen Erzeugung bestimmen.

6-5-4 1
1232
Gruppen von drei teilen. Je zwes zusammengehdrige Gruppen bestimmen die-
selbe Fldche des zweiten Grades vermdge threr verschiedenen Erzeugungen.

Die zehn so definierten Flachen mogen die zehn Fundamentalflidchen
heiflen.

Je zwel zusammengehorige der 30 Direktrizen gehéren vier der Funda-
mentalflichen als Erzeugende an. So liegt das Direktrizenpaar (1, 2) auf
den Fiichen (1,2,3), (1,2,4), (1,2,5), (1,2,6). In bezug auf die
iibrigen sechs Fundamentalflichen sind die Direktrizen (1, 2) einander
konjugierte Polaren.

In bezag auf eins der Fundamentaltetraeder teilen sich die Funda-
mentalflichen in zwei Gruppen. Die sechs Flichen der einen Gruppe ent-
halten je vier der sechs Tetraederkanten, in bezug auf die Flichen der
anderen Gruppe ist das Tetraeder sich selbst konjugiert.

Um eine der Fundamentalflichen, etwa (1, 2, 3) = (4, 5, 6), darzu-
stellen, diene die Bedingung, welche ausspricht, dall eine gerade Linie die
Fliache beriihrt, mit anderen Worten, die Komplexgleichung der Flache?).

Die sechs Komplexe lassen sich auf - == 10-fache Weise in zwei

) Sind f,, fs, f; drei lineare Komplexe, 4,,, A,,, 4;; ihre Invarianten, A,, usf.
ihre simultanen Invarianten, so ist die Komplexgleichung des durch sie bestimmten
Hyperboloids:

L i f

4, A, A,
f2 A 21 A22 A23
4, A4, A

33
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Dieselbe wird:

vl +xl 42 =0,
oder, was offenbar dasselbe ist:

2} x4 2] =0.

10. In bezug auf die sechs Fundamentalkomplexe gruppieren sich
die geraden Linien des Raumes und die Ebenen und Punkte desselben
zu in sich geschlossenen Systemen, dhnlich wie dies mit den Ebenen und
Punkten bei zwei oder drei in Involution liegenden Komplexen der Fall war.

Sei zunichst eine gerade Linie gegeben, deren Koordinaten sind:

Ay oy ooy By
al+al+...+a;=0.

Indem diese Relation bei willkiirlicher Annahme der Vorzeichen der Koor-

dinaten erfiillt bleibt, erhilt man einer jeden der 2° = 32 Zeichenkombi-
nationen:

So ist:

xa,ta,... ta

M
entsprechend eine gerade Linie. Die Beziehung der 32 geraden Linien
zueinander ist offenbar eine gegenseitige.

Mit Bezug auf die sechs Fundamentalkomplexe gruppieren sich die
geraden Linien des Raumes zu 32 zusammen.

Indem man sich aus dem Schema:

| Ty Xy Ty Xy Ty Xy E
| ta +a,ta, ta, ta, +a |

die zweigliedrigen Determinanten gebildet und dieselben gleich Null gesetzt
denkt, iibersiecht man sofort, dafl von den 32 Linien

2-15mal 16 einem Komplexe,
4.20mal 8 einer Kongruenz,
8-15mal 4 einer Fliche zweiten Grades

angehéren, wobei jede der 32 Linien auf 15 der Komplexe, auf 20 der
Kongruenzen und auf 15 der Flichen zweiten Grades liegt.

Die 32 Linien teilen sich in zwei Gruppen von 16, je nachdem von
ihren Koordinaten eine gerade oder eine ungerade Anzahl ein gleiches
Zeichen besitzt. Wenn von einer geraden Linie einer der beiden Gruppen
eine ebene Kurve erzeugt wird, geschieht ein Gleiches mit den iibrigen
15 Linien derselben Gruppe; die 16 Linien der anderen Gruppe erzeugen
Kegelflachen.

Gegen eine beliebige Linie der einen Gruppe sondern sich die der
anderen Gruppe in solche, welche ihre konjugierten Polaren in bezug auf
die sechs Fundamentalkomplexe, und in solche, welche ihre konjugierten
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Polaren in bezug auf die zehn Fundamentalflichen sind. Die Koordinaten
der ersteren sechs unterscheiden sich von den Koordinaten der angenommenen
geraden Linie durch einen Zeichenwechsel; die der letzteren zehn durch drei.

Die Gleichung des 32. Grades, durch welche ein derartiges System
von geraden Linien, wie das hier betrachtete, bestimmt wird, verlangt,
nachdem die sechs Fundamentalkomplexe durch eine Gleichung des sechsten
Grades gefunden worden sind, nur noch die Auflssung von Gleichungen
des zweiten Grades.

Das System der 32 zusammengehorigen geraden Linien vereinfacht
sich, sobald eine oder mehrere der Koordinaten a gleich Null sind. Insbe-
sondere entsprechen sich diejenigen geraden Linien, welche zwei zusammen-
gehorige der 30 Direktrizen schneiden, zu 8, diejenigen, welche Erzeugende
einer der zehn Fundamentalflichen sind, zu 4, endlich die 80 Direktrizen
selbst zu 2.

11. Sei die Gleichung der Projektion des in einer beliebig ange-
nommenen Ebene dem Komplexe

z, =0
entsprechenden Punktes auf eine der Koordinatenebenen:
a,v—+bov+cw=0.
Dann verschwindet, zufolge der Bedingungsgleichung:

2+l 4. 2l =0
der Ausdruck

2 (@u+bo+cw)’

1...6
identisch. Es verschwindet also auch die folgende Determinante:
a; b ¢ b, ca ab,

| 2 2 2

Cag b e by, chay,  ayb,
|

| . .
I

|

\

| a@ b 6 b ca,  agb, |
was aussagt, dall die sechs Punkte 1,2,...,6 auf einem Kegelschnitt
liegen.
Die sechs Punkte, welche einer beliebigen Ebene in den sechs Funda-
mentalkomplexen entsprechen, liegen auf einer Kurve der zweiten Ordnung.
Die sechs Ebenen, welche einem beliebigen Punkte in den sechs Funda-
mentalkomplexen entsprechen, umhiillen einen Kegel der zwesten Klasse.
Wenn die beliebig angenommene Ebene durch einen der 60 Eckpunkte
der 15 Fundamentaltetraeder hindurchgeht, so wird das von den sechs,
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 5
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den Fundamentalkomplexen entsprechenden Punkten gebildete Sechseck ein
Brianchonsches. Der Tetraedereckpunkt wird der Brianchonsche Punkt.
Das Sechseck erhilt zwei, bez. drei in gerader Linie liegende Brianchon-
sche Punkte, wenn die beliebig angenommene Ebene eine der 360, bez.
der 320 zu dem System der Fundamentaltetraeder gehérigen geraden Linien
enthdlt. Die Zahl der Brianchonschen Punkte wird vier, wenn die Ebene
durch eine der 360 geraden Linien und eine dieselbe schneidende der 320
geraden Linien hindurchgelegt ist.

Wenn die beliebig anzunehmende Ebene eine der zehn Fundamental-
flichen beriihrt, so liegen die sechs den Fundamentalkomplexen entsprechen-
den Punkte zu drei auf zwei geraden Linien: den beiden Erzeugenden der
Fundamentalfliche, welche die Ebene enthalt. Ist die Ebene durch eine
der 30 Direktrizen hindurchgelegt, so riicken von den sechs Punkten vier
auf die Direktrix, die anderen zwei fallen in den Durchschnittspunkt mit
der zugehorigen Direktrix. Fillt endlich die Ebene mit einer der Seiten-
flichen der Fundamentaltetraeder zusammen, so riicken die sechs Punkte
paarweise in die drei zusammengehorigen Tetraedereckpunkte.

12. Die sechs Punkte, welche einer gegebenen Ebene in den sechs
Fundamentalkomplexen entsprechen, seien mit:

1,2,3,4,5,6

bezeichnet. Kinem jeden dieser Punkte entsprechen auBler der gegebenen
finf weitere Ebenen. Ks gibt das, insofern die Ebene, welche 1 in x,
entspricht, mit der Ebene zusammenfillt, die zu 2 in x, gehort, im ganzen
15 neue Ebenen, welche die gegebene nach den 15 Verbindungslinien der
sechs Punkte unter sich schneiden. Die drei Ebenen (2, 3), (3, 1), (1, 2)
schneiden sich (vgl. Nr. 3) in dem Pole der gegebenen Ebene mit Bezug
auf die Fundamentalfliche (1,2, 3). Indem diese Fliche mit der Fliche
(4, 5, 6) identisch ist, schneiden sich die Ebenen (5, 6), (6,4), (4,5) in
demselben Punkte. Die sechs Ebenen, welche diesem Punkte in den sechs
Fundamentalkomplexen

Xy, Ty, Xy, X

x

50 ¥

49 ]

entsprechen, fallen mit den Ebenen:
(2,3), (3,1), (1,2), (5,6), (6,4), (4,5)

zusammen, welche in der Tat, wie dies aus der Betrachtung des Sechsecks
123456 hervorgeht, einen Kegel der zweiten Klasse umbhiillen.

Mit Bezug auf die Fundamentalkomplexe gruppieren sich die Ebenen
und Punkte des Raumes zu wn sich geschlossenen Systemen von 16 Ebenen
und 16 Punkten. In jeder der 16 Ebenen liegen sechs der 16 Punkie,
durch jeden der 16 Punkte gehen sechs der 16 Ebenen. Die sechs Punkie
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wn einer Ebene liegen auf einer Kurve der zweiten Ordnung, die sechs
Ebenen durch einen Punkt umbiillen einen Kegel der zweiten Klasse.

Wenn eine der 16 Ebenen gegeben ist, findet man die 16 Punkte,
indem man die ihr in den sechs Fundamentalkomplexen entsprechenden
Punkte und die ihr in bezug auf die zehn Fundamentalflichen konjugierten
Pole konstruiert.

Von der hier betrachteten Art ist das System der 16 Doppelebenen
und 16 Doppelpunkte der Fldichen wierter Ordnung und wvierter Klasse,
die Herr Kummer untersucht hat®).

Wenn eine von 32 in bezug auf die Fundamentalkomplexe zusammen-
gehdrigen geraden Linien in einer der 16 Ebenen eines solchen Systems
liegt, so verteilen sich die 15 Linien derselben Gruppe auf die 15 weiteren
Ebenen and die 16 Linien der anderen Gruppe auf die 16 Punkte. Beriihrt
insbesondere die angenommene gerade Linie den in der betreffenden Ebene
liegenden Kegelschnitt, so findet dasselbe bei den 15 Linien derselben
Gruppe statt, und die 16 Linien der anderen Gruppe sind Seiten der von
den 16 Punkten ausgehenden Kegel.

Die 32 zusammengehdrigen Linien sind durch die Vorzeichen ihrer
Koordinaten unterschieden. Es gibt diese Bemerkung unmittelbar die Be-
zeichnung derselben durch fiinf Indizes, welche zwei verschiedene Werte an-
nehmen konnen. Auf dhnliche Weise kénnen die 16 Ebenen und 16 Punkte
des hier betrachteten Systems bezeichnet werden. Die 16 Ebenen ent-
sprechen den geraden Linien der einen, die 16 Punkte denen der anderen
Gruppe. Es geht hieraus hervor, dal die Gleichung 16. Grades, welche die
16 Ebenen bestimmt, von der eben betrachteten Gleichung des 32. Grades
nur dadurch verschieden ist, daB bei ihr eine Quadratwurzel als bekannt
vorausgesetzt wird.

Wenn einer von den 16 Punkten des hier betrachteten Systems in
einer der 16 Ebenen eines beliebigen &hnlichen Systems liegt, findet ein
Gleiches fiir die iibrigen 15 Punkte statt, und jede der 16 Ebenen enthilt

einen der 16 Punkte des zweiten Systems.

Die 16 Ebenen eines Systems schneiden sich nach ! 951__5_ = 120 geraden

Linien, welche zugleich die Verbindungslinien der 16 Punkte sind. Die-
selben sondern sich in 15 Gruppen von jedesmal acht. Die Linien einer
Gruppe gehoren denselben beiden Fundamentalkomplexen an und haben
also die beiden entsprechenden Direktrizen zu gemeinschaftlichen Trans-
versalen. HEs gibt dies das Mittel, aus dem Systeme der 16 Ebenen und
16 Punkte die 30 Direktrizen und die 15 Fundamentaltetraeder zu kon-
struieren.

%) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1864.
5*
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AuBler in den 16 Punkten des Systems schneiden sich die 16 Ebenen
desselben zu drei in 240 Punkten, welche zu sechs auf den 120 Durch-
schnittslinien liegen. Ebenso gibt es 240 Ebenen, welche drei der 16 Punkte
des Systems enthalten. Sie schneiden sich zu sechs nach denselben 120 ge-
raden Linien.

Wenn eine der 16 Ebenen des Systems gegen die sechs Fundamental-
komplexe eine ausgezeichnete Lage hat, findet ein Gleiches fiir die ibrigen
15 Ebenen und die 16 Punkte statt. Besonders hervorzuheben ist das-
jenige System, welches entsteht, wenn eine der Ebenen einen der 60 Eck-
punkte der Fundamentaltetraeder enthélt. Dann gehen die 16 Ebenen zu
vier durch die Eckpunkte des fraglichen Tetraeders und die 16 Punkte
liegen zu vier in den Seitenflichen desselben. Es ist das System das Singu-
larititensystem eines Tetraedroids®) geworden. Die Gleichung 16. Grades,
welche die Ebenen des Systems bestimmt, ist hier algebraisch 16sbar, indem
dieselbe nur die Auflésung einer biquadratischen Gleichung und mehrerer
quadratischer verlangt.

II1.

Die Kummersche Fliche und ibhr Zusammenhang mit den Komplexen
zweiten Grades.

13. Als Gleichung des zu untersuchenden Komplexes zweiten Grades
sel die folgende gegeben:

2) kol kyal ...+ kaxl=0.
Dabei ist:
(1) xl +al--...fal=0,

so dafl der Komplex unverindert bleibt, wenn statt k, allgemein geschrieben
wird k, + i. Die vier Konstanten, welche hiernach noch in der Glei-
chung (2) enthalten sind, geben mit den 15 Konstanten der Fundamental-
komplexe die 19 Konstanten des Komplexes zweiten Grades.

Die Gleichungsform (2) sagt aus, dafi der gegebene Komplex und
alle von demselben unmittelbar abhdngigen geometrischen Gebilde sich
selbst mit Bezug auf das System der sechs Fundamentalkomplexe ent-
sprechen®).

Es gruppieren sich also die Linien des Komplexes in Systeme von 32.
Jedesmal 16 Komplexkurven und 16 Komplexkegel gehoren zusammen usf.

Aus diesem Satze leiten sich, unter Zugrundelegung der von Pliicker

9 Cayley in Liouvilles Journal, 11 (1846). (Coll. Papers, Bd. I, 302—306.)
10) Dieses gegenseitige Entsprechen kann statt als durch die sechs Fundamental-
komplexe auch als durch die zehn Fundamentalflichen vermittelt angesehen werden.
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entwickelten Eigenschaften der Komplexe des zweiten Grades'!), die im
folgenden aufgefiihrten Theoreme ab.

14. Diejenigen Punkte, deren Komplexkegel in ein Ebenenpaar zer-
fallt, die sogenannten singuldren Punkte, bilden eine Flache der vierten Ord-
nung und Klasse, mit 16 Doppelpunkten und 16 Doppelebenen. Dieselbe
Flache wird von den singuldren Ebenen umhiillt, solchen Ebenen, deren
Komplexkurve sich in das System zweier Punkte aufgelost hat'?).

Eine derartige Fliache soll im folgenden eine Kummersche Fldche
genannt werden. In ihrer Beziehung zum Komplexe heifle sie seine Singu-
laritdtenfliche.

Die nichstfolgenden Betrachtungen untersuchen die Kummersche
Fliache als solche, abgesehen von ihrer Beziehung zu dem gegebenen
Komplexe.

Eine Kummersche Fliche entspricht sich selbst mit Bezug auf ein
System von sechs Fundamentalkomplexen.

Die beziiglichen Fundamentalkomplexe??) seien jedesmal, nach wie vor,
durch z,, x,, ..., %, bezeichnet,

Zur Bestimmung der Tangentialebenen, welche sich an eine gegebene
Kummersche Fliche durch eine gerade Linie

Gyy Qo ooy By

legen lassen, dient eine Gleichung des vierten Grades. Dieselbe kann nur
die Quadrate der Koordinaten a enthalten*). ... Es sind also die vier Tan-
gentialebenen, welche durch eine beliebige der 32 geraden Linien:

ta, ta,,.. ., Ta,

1> —

hindurchgehen, alle durch dieselbe biquadratische Gleichung bestimmt.

11) Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie
als Raumelement. Von Julius Pliicker. Leipzig, B. G. Teubner, 1868, 1869.

12) Pliicker, Neue Geometrie. Nr. 311, 320.

13) Fiir die Fresnelsche Wellenfliche, die sich aus dem Ellipsoid :

a‘.’.x2+b‘.’y‘.’+c‘.’.z‘2= 1
ableitet, sind die Fundamentalkomplexe die folgenden:
(y2' —y'z) Fay~1(z—2')=0, (yz' —y'2)—ay—1(z—=z') =0,
(22’ —2'z)+bY—1(y—y")=0, (a2’ —2'z)-by—1(y—y')=0,
(xy' —z'y)+ecy=1(2—2")=0, (g’ —a'y)—cy—1(z—2")=0.

4) [Diese Behauptung ist an sich richtig, war aber im Text nicht richtig be-
griindet worden; die Begrindung miiBte aus den algebraischen Entwickelungen des
Abschnittes IV miihsam abgeleitet werden, ist also hier weggelassen. — Ich hatte den
Satz von der Gleichheit der anharmonischen Verhaltnisse, auf den die Uberlegung hin-
zielt, urspriinglich durch dieselbe Methode bewiesen, welche spiter Herr A. Vo8 in
der Abhandlung: Uber Komplexe und Kongruenzen, Math. Annalen, Bd. 9 (1876) ent-

wickelt hat und die davon ausgeht, daB eine beliebige gerade Linie nach (8) bis (10),
8. 79 einem (und sogar vier) Komplexen zweiten Grades angehort, die dieselbe Singulari-
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Den vier Tangentialebenen, welche sich durch die gegebene gerade
Linie an die Fliche legen lassen, sind die vier Durchschnittspunkte einer
beliebigen der 16 Linien der anderen Gruppe mit der Fliche reziprok zuge-
ordnet. Es folgt hieraus und aus dem Vorhergehenden, daB dieselbe Glei-
chung die durch eine beliebige gerade Linie gehenden Tangentialebenen
und die auf derselben liegenden Durchschnittspunkte bestimmt.

Das anharmonische Verhdlinis der vier Tangentialebenen, welche sich
durch eine gerade Linte an eine Kummersche Fldche legen lassen, ist
gleich dem anharmonischen Verhdlinisse der vier Durchschnittspunkte der-
selben Linte mit der Fldche.

15. Es sei ein Punkt einer Kummerschen Fliche gegeben. Aus dem-
selben leitet sich vermdge der sechs entsprechenden Fundamentalkomplexe
ein System von 16 Punkten und 16 Ebenen ab. Die Punkte sind Punkte
der Fliche, die Ebenen Ebenen derselben. Ebenso entspricht der Tan-
gentialebene in dem gegebenen Punkte ein System von 16 Ebenen und
16 Punkten der Flédche. Die beiden Systeme stehen in der gegenseitigen
Beziehung, daf in jeder Ebene des einen ein Punkt des anderen liegt,
welcher der zugehdrige Beriihrungspunkt ist. Es folgt hieraus, dal die
sechs geraden Linien, nach welchen eine Ebene des einen Systems von
den sechs dem zugehoérigen Beriihrungspunkte in dem anderen Systeme
entsprechenden Ebenen geschnitten wird, auler in dem allen gemeinsamen
Punkte jede noch in einem derjenigen sechs Punkte beriihren, welche der
angenommenen Ebene in den Fundamentalkomplexen entsprechen. Es sind
also diese Linien Doppeltangenten der Flidche. Somit ergeben sich die
folgenden Sitze:

Nachdem dve einer Kummerschen Fldche zugehdrigen Fundamental-
komplexe durch eine Gleichung des sechsten Grades bestimmt worden sind,
leiten sich aus den Koordinaten eines Punkies (einer Ebene) der Fldiche
die Koordinaten von 32 Punkten, 32 Ebenen wund 96 Doppeliangenten
derselben rational ab.

Die sechs Tangenten, welche sich von dem Berihrungspunkte einer
Ebene der Kummerschen Fldiche an die in derselben liegende Durch-
schnittskurve ziehen lassen, beriihren in den sechs auf esnem Kegelschnitt
gelegenen Punkten, welche der angenommenen Ebene in den sechs Funda-
mentalkomplexen entsprechen.

titenfliche haben. In meiner Note: Uber die Pliickersche Komplexfliche (siehe
Abhandlung XI dieser Ausgabe) habe ich einen anderen Beweis gegeben, der sich in
einer mehr elementaren Weise an die von Pliicker selbst gefundenen Eigenschaften
der allgemeinen Komplexflichen anschlieBt. — Fiir die Auffindung des Satzes war
im iibrigen der Anlal gewesen, daBl v. Staudt ein #hnliches Theorem fiir das Tetra-
eder aufgestellt hatte und man das Tetraeder (als Inbegriff von vier Ebenen und vier
Ecken) als duBerste Ausartung einer Kummerschen Fliche ansehen kann. K]
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Die 28 Doppeltangenten einer beliebigen ebenen Durchschnitiskurve
einer Kummerschen Fldche teilen sich in zwei Gruppen von 16 und 12.
Die Doppeltangenten der ersten Gruppe sind der Durchschnitt der Ebene
der Kurve mit den 16 Doppelebenen der Fliche. Die 12 Doppeltangenten
der zweiten Gruppe sondern sich in Gruppen von zwei. Die sechs Punkie,
wn welzhen sich beziiglich die Linien der verschiedemen Paare schneiden,
sind die auf einem Kegelschnitt gelegenen sechs Punkte, welche der Ebene
der Kurve in den sechs Fundamentalkomplexen entsprechen.

Die Doppeliangenten einer Kummerschen Fldche bilden sechs wver-
schiedene Kongruenzen der zweiten Ordnung und Klasse, deren jede einem
der sechs Fundamentalkomplexe angehort®>).

16. Ausgezeichnet unter den in bezug auf die sechs Fundamental-
komplexe zusammengehérigen Systemen von 16 Punkten und 16 Ebenen
der Kummerschen Fliche ist das System der 16 Doppelpunkte und
16 Doppelebenen derselben. An Stelle des zugehorigen zweiten Systems
tritt in diesem Falle das System der 16 Berithrungskegel und der 16 Be-
rithrungskurven. Die 96 Doppeltangenten werden durch die 96 Biischel
solcher gerader Linien ersetzt, welche beziiglich innerhalb einer der Doppel-
ebenen durch einen der Doppeipunkte hindurchgehen.

Die Bestimmung der Singularitdten einer Kummerschen Fldche
hdngt von der Auflosung einer Qleichung sechsten Grades und mehrerer
quadratischer Gleichungen ab*®).

Um die Fundamentaltetraeder aus dem Singularititensystem einer
Kummerschen Fliche zu finden, hat man diejenigen 80 geraden Linien
zu konstruieren, welche acht der 120 Durchschnittslinien der 16 Doppel-
ebenen schneiden.

Wenn anfler den sechs Fundamentalkomplexen eine der Doppelebenen
der Kummerschen Flache bekannt ist, 1aBt sich die Fliche konstruieren??).
Denn indem dann durch die Fundamentalkomplexe sémtliche 16 Doppel-
ebenen und die Beriihrungskurven in ihnen gegeben sind, kennt man zur Kon-
struktion einer beliebigen ebenen Durchschnittskurve der Fliche 16 Doppel-
tangenten und die Beriihrungspunkte auf denselben.

Enthilt die gegebene Doppelebene einen der 60 Eckpunkte der Funda-
mentaltetraeder, so wird die zugehérige Kum mersche Fliche ein Tetraedroid.
Ein Tetraedroid ist dadurch charakterisiert, dafi die sechs in einer

15) Vgl. Kummer. Abhandl. der Berl. Akad., 1866.

16) C. Jordan in Crelles Journal, Bd. 70 (1869).

1) Wenn man die Doppelebene durch eine derjenigen 320 geraden Linien hin-
durchlegt, welche drei der 60 Eckpunkte der 15 Fundamentaltetraeder enthalten, so
erhdlt man eine Fliche, die dem Modelle entspricht, dessen Herr Kummer (Monats-
berichte der Berl. Akad., 1864) Erwahnung tut.
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Doppelebene desselben liegenden Doppelpunkie esn Brianchonsches Sechs-
eck bilden.
Die Singularitdten eines Tetraedroids sind algebraisch bestimmbar.

17. Wir wenden uns zur Betrachtung der Komplexe zweiten Grades
zuriick.

Diejenigen geraden Linien, welche Durchschnittslinien zweier Ebenen
sind, in welche sich ein Komplexkegel aufgelost hat, oder, was auf das-
selbe hinauskommt, diejenigen geraden Linien, welche Verbindungslinien
zweier Punkte sind, in welche eine Komplexkurve zerfallen ist, sind die
singuldren Linien des Komplexes. Dieselben bilden eine Kongruenz der
vierten Ordnung und Klasse. Die singuldren Linien beriihren die Singu-
laritdtenfliche des Komplexes. Der Berithrungspunkt heilt der zugeordnete
stnguldre Punkt, die Beriihrungsebene die zugeordnete singuldre Ebene.
Der Komplexkegel, dessen Mittelpunkt der zugeordnete singulidre Punkt
ist, hat sich in die beiden Tangentialebenen der Singularititenfliche auf-
geldst, die auler der doppelt zu zéhlenden zugeordneten singuldren Ebene
durch die singulire Linie hindurchgehen. Entsprechend ist die Komplex-
kurve in der zugeordneten singuliren Ebene in das System derjenigen
beiden Punkte zerfallen, welche der singuldren Linie neben dem doppelt
zu zéhlenden zugeordneten singuldren Punkte mit der Singularititenfliche
gemein sind*®).

Die Komplexkurve, welche in einer beliebigen Ebene liegt, beriihrt
die Durchschnittskurve vierter Ordnung der Ebene mit der Singularititen-
fliche in vier Punkten. Gemeinschaftliche Tangenten beider Kurven in
diesen Punkten sind die vier in der Ebene liegenden singuliren Linien*®).

Welche unter den Tangenten der Singularititenfliche in einem ge-
gebenen Punkte derselben dem gegebenen Komplexe als singuldre Linie
angehort, ist durch die Fldche selbst noch nicht bestimmt. Es kann eine
aus der einfach unendlichen Anzahl der Tangenten willkiirlich als singulére
Linie angenommen werden; dann 188t sich ein zugehoriger Komplex ein-
deutig bestimmen. Aus der zugeordneten singuliren Ebene leitet sich ver-
moge der sechs Fundamentalkomplexe ein System von 16 singuléren Ebenen
ab. Sobald die beiden Punkte, in welche die Komplexkurve fiir die eine
singulére Ebene zerfallen ist, durch Auflosung einer quadratischen Gleichung
bestimmt worden sind, sind die entsprechenden Punkte in den iibrigen
Ebenen bekannt. Sechs unter denjenigen Komplexlinien, welche durch
einen der Schnittpunkte von drei der 16 Ebenen hindurchgehen, sind also
gegeben und deshalb die Komplexkegel fiir diese Punkte linear konstruier-

) Pliicker, Neue Geometrie. Nr. 317.
19 Pliicker, Neue Geometrie. Nr. 318.
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bar. Indem diese Schnittpunkte zu sechs auf einer jeden der 120 Durch-
schnittslinien von zwei der 16 Ebenen liegen, kennt man die zu diesen
Linien gehorigen Komplexflichen. Zur Konstruktion der in einer beliebigen
Ebene liegenden Komplexkurve kann man also iiber 240 Tangenten verfiigen.

Wenn eine Kummersche Fliche und eine dieselbe beriihrende gerade
Linie gegeben ist, so kann man einen Komplex zweiten Grades eindeutiq
konstruteren, welcher die Fldche zur Singularititenfliche und die gerade
Linte zur singuldren Linie hat.

Eine Kummersche Fldche ist die Singularitditenfliche fiir eine ein-
fack unendliche Schar von Komplexen zweiten Grades.

Eine Kummersche Fldche hingt von 18 Konstanten ab®).

Wenn die gegebene gerade Linie eine Doppeltangente der Flache ist,
so artet der zugehorige Komplex in den doppelt zu zdhlenden linearen
Fundamentalkomplex aus, welchem die Doppeltangente angehort.

Zuw der Schar von Komplexen zweiten Grades, welche eine gegebene
Kummersche Fliche zur Singularititenfiiche haben, gehoren auch die
doppelt zu zdhlenden sechs linearen Fundamentalkomplexe. Als singuldre
Linien eines solchen Komplexes sind die thm angehirigen Doppeltangenten
der Fldche anzusehen.

18. Ausgezeichnet unter den singulédren Linien des gegebenen Kom-
plexes sind diejenigen, welche die Singularitdtenfliche oskulieren. Die Tan-
genten im Beriihrungspunkte gehéren sdmtlich dem gegebenen Komplexe an.

Wenn eine Kummersche Fldche und eine dieselbe berihrende gerade
Linie gegeben ist, gibt es aufler dem eben konstruierten noch zwes weitere
Komplexe, welche die Fliche zur Singularititenfliche haben und die gerade
Linte (aber nicht als singuldre Linie) enthalten. Singuldire Linien in dem
Beriihrungspunkte der gegebenen sind fir diese Komplexe die beiden Haupt-
tangenten in diesem Punkte.

Bei der Konstruktion eines solchen Komplexes sind zunichst die beiden
Haupttangenten im Berithrungspunkte durch eine quadratische Gleichung
zu bestimmen. Die beiden Punkte, in welche sich die Komplexkurve inner-
halb der zugeordneten singuléren Ebene aufgelost hat, sind dann linear
gegeben.

Die Komplexkurve in einer beliebigen Ebene hat mit der in derselben
Ebene liegenden Durchschnittskurve vierter Ordnung der Singularititen-
fliche auBer den vier doppelt zu zihlenden singuldren Linien noch 2-4-3
— 2-4 = 16 Tangenten gemein. Die Beriihrungspunkte derselben mit der
Durchschnittskurve der Singularititenfliche sind diejenigen Punkte, in
welchen die angenommene Ebene von der Kurve solcher Punkte der Singu-

20) Es stimmt das mit der von Herrn Kummer gegebenen Zihlung iiberein.
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laritatenfliche geschnitten wird, in welchen die zugehérige singuldre Linie
mit einer Haupttangente zusammenfallt.

Die Kurve der singuldren Punkte, deren zugeordnete stnguldre Linten
die Singularitdtenfliche oskulieren, ist von der 16. Ordnung.

19. Sei eine Kummersche Fliche und eine beliebige gerade Linie
gegeben. Durch die gerade Linie gehen vier Ebenen der Fliche, und auf
ihr liegen vier Punkte derselben. Die biquadratische Gleichung zur Be-
stimmung der vier Ebenen ist dieselbe, wie die zur Bestimmung der vier
Punkte. Dementsprechend kann man die vier Ebenen den vier Punkten
einzeln zuordnen, und zwar auf vierfache Weise. Nachdem iiber die Art
der Zuordnung entschieden ist, ziehe man in einer der Ebenen durch den
Beriihrungspunkt mit der Kumm erschen Fliche und den zugeordneten Punkt
eine gerade Linie. Derjenige Komplex, welcher die gegebene Kummersche
Fliche zur Singularitidtenfliche und die konstruierte gerade Linie zur singu-
liren Linie hat, enthélt offenbar die gegebene gerade Linie.

Es lassen sich vier Komplexe konstruieren, welche eine gegebene
Kummersche Fldche zur Singularitdtenfliche haben und die auferdem
eine gegebene gerade Linte enthalten.

Die beiden auf der konstruierten singuliren Linie liegenden Punkte
bestimmen sich linear, indem der eine als Durchschnittspunkt der gegebenen
geraden Linie mit der Flache bekannt ist.

Wenn die gegebene gerade Linie die Singularititenfliche beriihrt, fallen
zwel von den vier vorstehend konstruierten Komplexen in denjenigen zu-
sammen, der die gegebene Linie zur singuléren hat.

Die Tangenten der Singularitdtenfliche sind solche gerade Linien,
fiir welche die biquadratische Qleichung, welche die vier einer gegebenen
geraden Linie zugehorigen Komplexe bestimmt, eine doppelte Wurzel hat.

Die Komplexgleichung der Singularititenfliche hat die Form eimer
Diskriminante.

20. Die einfach unendliche Schar der zu einer gegebenen Kummer-
schen Fliche gehérigen Komplexe zweiten Grades bestimmt in jeder Ebene
des Raumes ein System von Kegelschnitten, welche die Durchschnittskurve
vierter Ordnung der Kummerschen Flidche mit der Ebene viermal be-
rihren. Das System ist von der vierten Klasse. Indem als Ausartungs-
kegelschnitte die sechs den Fundamentalkomplexen entsprechenden Punkte
mit ihrem Doppeltangentenpaare anzusehen sind, ist das System von der
Ordnung 2-4 — 6 = 2.

Durch eine Kummersche Fliche wird in jeder Ebene des Rawmes
etn Kegelschnittsystem der vierten Klasse und zweiten Ordnung bestimmi.

21. Diejenigen Linien des Komplexes, welche innerhalb einer Doppel-
ebene der Singularitéitenfliche verlaufen, schneiden sich in einem Punkte
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der Beriihrungskurve. Sie sind sdmtlich singulire Linien. Es kann dieser
Punkt beliebig auf der Berithrungskurve angenommen werden; dann ist ein
zugehoriger Komplex linear bestimmt. LaBt man den Punkt in einen der
sechs auf der Beriihrungskurve liegenden Doppelpunkte riicken, so artet
der Komplex in denjenigen Fundamentalkomplex aus, welchem das durch
den Doppelpunkt in der angenommenen Ebene gehende Biischel gerader
Linien angehért. Auf dhnliche Weise entspricht jedem Doppelpunkte der
Fliche eine Ebene, welche den Tangentialkegel im Doppelpunkte beriihrt??).

Die 16 Punkte und 16 Ebenen entsprechen einander in bezug auf die
sechs Fundamentalkomplexe.

Im allgemeinen sind die Linien des gegebenen Komplexes keine Doppel-
tangenten der Singularititenfliche. Es findet dies nur fiir diejenigen
96 Biischel von singuliren Linien statt, welche innerhalb einer Doppel-
ebene der Fliche durch einen Doppelpunkt gehen.

Diejenigen 16 singuldren Linien, welche in einer Doppelebene der
Singularititenfliche liegen und die Beriihrungskurve der Doppelebene be-
rithren, sind die einzigen Komplexiinien, welche die Singularititenfliche
vierpunktig berithren. Die 16 entsprechenden singuldren Linien, welche
durch die Doppelpunkte de Singularitidtenfliche gehen, sind die einzigen
Komplexlinien, welche die dualistisch entgegengesetzte Eigenschaft besitzen.

22. Einer jeden geraden Linie entspricht in bezug auf einen Komplex
zweiten Grades eine zweite gerade Linie als Polare. Dieselbe steht zu der
ersten in der doppelten Beziehung, einmal, daB sie der geometrische Ort
ist fiir die Pole der ersten geraden Linie mit Bezug auf alle Kurven, die
in den durch sie hindurchgelegten Ebenen von Linien des Komplexes um-
hiillt werden, dann, dal} sie umhiillt wird von den Polarebenen der ersten
geraden Linie mit Bezug auf alle Kegel, die in den Punkten derselben von
Linien des Komplexes gebildet werden. Diese Beziehung zwischen den
beiden Linien ist indes keine gegenseitige. Abgesehen von den Linien des
Komplexes, deren jede sich selbst als Polare konjugiert ist, gibt es nur
eine endliche Anzahl solcher gerader Linien, die selbst wieder die Polaren
ihrer Polaren sind??).

Die Polaren der Diagonalen des von den vier in einer beliebigen Ebene
liegenden singuléren Linien gebildeten Vierseits schneiden sich in einem
Punkte. Dieser Punkt wird der Pol der Ebene mit Bezug auf den Komplex
genannt. Derselbe féllt zusammen mit dem Pol der Ebene in bezug auf
die Singularititenfliche. — Auf &hnliche Weise entspricht jedem Punkte
in bezug auf den Komplex eine Polarebene.

21y Pliicker, Neue Geometrie. Nr. 321.
#2) Plicker, Neue Geometrie. Nr. 299,
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Der Pol einer singuliren Ebene ist ihr Berithrungspunkt mit der Singu-
larititenfliche, die Polarebene dieses Punktes ist wiederum die gegebene
singuldre Ebene.

Aber im allgemeinen ist die Beziehung zwischen Ebene und Pol, Punkt
und Polarebene keine gegenseitige. Es tritt das — abgesehen von den
singuliren Ebenen und Punkten — nur bei einer endlichen Anzahl von
Ebenen und Punkten ein?®).

23. Der gegebene Komplex des zweiten Grades werde auf ein be-
liebiges der 15 Fundamentaltetracder bezogen. Dann nimmt seine Glei-
chung die folgende Form an?*):

7 2
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wo 7;, Strahlen- oder Achsenkoordinaten bedeuten.

Wird die Gleichung des gegebenen Komplexes zweiten Grades in bezug
auf eins der 15 Fundamentalietraeder als Koordinatentetraeder geschrieben,
so treten in derselben aufer den Quadraten der Verdnderlichen die Produkte
von nur solchen Verdnderlichen auf, welche sich auf gegeniiberstehende
Kanten des Tetraeders beziehen.

Es ist leicht zu sehen, daB diese Gleichungsform fiir die Fundamental-
tetraeder charakteristisch ist. Man schliet weiter:

Wenn der gegebene Komplex auf ein beliebiges Koordinatentetraeder
bezogen wird und in der entsprechenden Qleichung zwei Verdnderliche,
die sich auf gegeniiberstehende Kanten des Koordinatentetraeders beziehen,
aufer als Quadrate nur tn gegenseitiger Verbindung aufireten, so sind
die betreffenden Kanten zwei zusammengehorige aus dem System der Funda-
mentaltetraeder.

Die vorstehende Gleichungsform zeigt, daB die gegeniiberstehenden
Kanten des zugrunde gelegten Tetraeders einander gegenseitig entsprechende
Polaren in bezug auf den gegebenen Komplex sind.

Von den 30 Kanten der Fundamentaltetraeder entsprechen sich die
zusammengehorigen tn bezug auf den Komplex gegenseittg als Polaren.

Die 30 Kanten der Fundamenialietraeder sind, abgesehen von den
Linien des Komplexes, die einzigen geraden Linien, welche diese Eigen-
schaft besitzen.

Und hieraus schlieBt man:

Von den 60 Eckpunkien und 60 Seitenflichen der Fundamenial-
tetraeder entsprechen sich die zusammengehorigen gegenseitig in bezug auf
den Komplex als Pol und Polarebene.

*3) Plicker, Neue Geometrie. Nr. 328, 330, 337.
24y Vgl. Nr. 6.
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Es gibt, abgesehen von den singuldiren Punkten und Ebenen, keine
weiteren Punkte und Ebenen, die sich gegenseitig in bezug auf den Komplex
zugeordnet sind.

Insofern das Verhidltnis von Ebene und Pol, Punkt und Polarebene
als durch die Singularititenfliche vermittelt angesehen werden kann, lassen
sich die vorstehenden beiden Sitze auch als Eigenschaften der Kummer-
schen Flache aussprechen.

24. Ahnliche Untersuchungen, wie die vorstehenden, sind bereits in
der Abhandlung iiber Komplexe zweiten Grades von Herrn Battaglini?®)
enthalten. Nur sind die Voraussetzungen, welche er zugrunde legt, nicht
allgemein genug. Unter 7;, Strahlen- oder Achsenkoordinaten verstanden,
gibt er dem Komplexe zweiten Grades die folgende Gleichung:

W 2
2/ @ipTix =0,

welche drei Glieder weniger besitzt, als die letzt-vorangehende, in welcher
der Komplex auf eins der Fundamentaltetraeder bezogen ist. In der Tat
enthélt sie nur 17 Konstanten, wihrend der Komplex von 19 Konstanten
abhiingt. Dementsprechend verschwinden zwei der simultanen Invarianten,
welche sich aus ihr und der zwischen den Linienkoordinaten bestehenden
Bedingungsgleichung ableiten lassen.

Der Komplex, welchen Herr Battaglini untersucht, ist dadurch parti-
kularisiert, da fiir denselben die um eine passende Konstante vermehrten
GroBen k,, k,, ..., k, einander entgegengesetzt gleich werden. Infolge-
dessen ist eins der Fundamentaltetraeder, dasselbe, auf welches der Komplex
in seiner vereinfachten Gleichung bezogen ist, vor den iibrigen ausgezeichnet,
und die Singularitdtenfliche wird ein Tetraedroid, welches zu diesem Te-
traeder gehort. (Nr. 16.)

Iv.
Algebraische Darstellung.

25. Der gegebene Komplex sei, wie oben, durch die Gleichung be-
stimmt:

(2) kx? + kyx? + ...+ ki =0,
wo:
(1) x4l ...+ al=0.

Vermdge der Gleichung (1) ist es gestattet, die GréSen % um eine

25) Atti della Reale Accademia di Napoli, 3 (1866), sowie Giornale di Mate-
matiche, Napoli, Bd. 6 (1868).
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beliebige Konstante wachsen zu lassen, ohne da der Komplex ge-
andert wird.

Die singuldren Linien des Komplexes sind alsdann dargestellt %)
durch (1), (2) und die folgende Gleichung:

(3) Bra? - ka4 kai=0.

Sei unter (x) eine beliebige singuldre Linie verstanden, so sind die
Koordinaten (y) einer derjenigen geraden Linien, welche innerhalb der ()
zugeordneten singuliren Ebene durch den zugehdrigen singuliren Punkt
gehen, von der folgenden Form:

(4) 0y == (ko -t 0) @,

wo o einen Proportionalititsfaktor, ¢ eine Konstante bedeutet®?). Die
durch (4) dargestellten geraden Linien mégen die zugeordneten der singu-
laren Linie (x) heifen. Die Gesamtheit der zugeordneten Linien aller
singuldren Linien f&llt mit der Gesamtheit der Tangenten der Singularitaten-
fliche zusammen.

Wenn die singulére Linie (x) so bestimmt wird, daB die zugeordneten
Linien dem gegebenen Komplexe (2) angehoren, so oskuliert sie die Singu-
laritatenfliche. Man findet also zur Darstellung der oskulierenden singu-
laren Linien auBer (1), (2), (3) die Gleichung:

(5) Eia? +Elxd 4.+ EExl=0.
Die von den oskulierenden singuliren Linien gebildete Linienfliche ist von
der 16. Ordnung und 16. Klasse.

Die 32 ausgezeichneten singuldren Linien, welche beziiglich in einer
der Doppelebenen der Singularitdtenfliche liegen und die in derselben ent-
haltene Beriihrungskurve beriithren, oder durch einen der Doppelpunkte der
Singularititenfliche gehen und Erzeugende des Tangentialkegels in dem-
selben sind, sind durch die Bedingung bestimmt, daB ihre zugeordneten
singuldren Linien selbst wieder singulire Linien sind. Thre Koordinaten
geniigen also auBer den Gleichungen (1), (2), (3), (5) auch noch der
folgenden Gleichung:

(6) ko + kial ... +kiax2=0.
Durch Auflésung findet man:
1
2 __
(7) Qxlh(keﬁlﬁ)(ks—kl)-.-(ke“kl) usw.
26. Wenn z,,%,,...,%, und ¢ willkiirliche Parameter bezeichnen,

welche den Gleichungen (1), (2), (3) Geniige leisten, so ist eine beliebige

2%) Pliicker, Neue Geometrie. Nr. 300.
27) Pliicker, Neue Geometrie. Ebenda.
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der Tangenten der Singularititenfliche durch die Gleichung (4) gegeben.
Durch Elimination von z,, z,, ..., %, ergibt sich:

(8) yf + ¥ .+ ys =0,
(9) JF ?/z 1 | Wyﬂg_ :O
k—}-a k—i—a e kgt o ?

'<k1+o>“" (ot o) ket o)t

Die Gleichung (9) ist eine Gleichung vierten Grades zur Bestimmung
von o. Die Gleichung (10) sagt aus, daB der nach ¢ genommene Diffe-
rentialquotient der Gleichung (9) verschwinde.

Die Komplexgleichung der Singularititenfliche ist die mach o ge-
nommene Diskriminante der GQleichung (9).

Wie das sein mufl, wird diese Komplexgleichung vom 12. Grade.

Unter ¢ eine willkiirliche GroBe verstanden, stellt die Gleichung (9)
einen Komplex des zweiten Grades dar. Derselbe hat mit dem gegebenen (2)
die Singularititenfliche gemein. Denn das System der Gleichungen (8),

(9), (10) bleibt ungesindert, wenn &, allgemein durch 7145 ersetzt wird.

Die Gleichung (9) stellt das zu der Singularititenfliche des gegebenen
Komplexes zugehorige System von Komplexen zweiten Grades dar.

Die Gleichung (9) ist durchaus analog den Gleichungen, welche bei
der Bestimmung konfokaler Kurven oder Flichen zweiten Grades auftreten.

Wenn (y) eine gegebene gerade Linie bedeutet, bestimmt die Glei-
chung (9) vier zugehérige Werte von o. Von denselben werden zwei ein-
ander gleich, wenn (y) eine Tangente der Singularitdtenfliche ist.

Die Haupttangenten der Singularititenfliche sind dadurch charakte-
risiert, daB drei Wurzeln der Gleichung (9) gleich werden; sie sind also
durch (8), (9), (10) und die folgende Gleichung gegeben:

yr Y8
(11) (ki +o) " (k, + )8 +(" +o)*
Endlich sind diejenigen geraden Linien, welche die Beriihrungskurven in
den Doppelebenen der Singularititenfliche umhiillen, beziiglich die Be-
riihrungskegel in den Doppelpunkten derselben erzeugen, durch (8), (9),
(10), (11) und die folgende Gleichung bestimmt:

1) (ky +a>‘ <k+ T e T

Sei irgendeinem Werte von o entsprechend das System der Glei-
chungen (8), (9), (10), (11), (12) aufgeldst. Die in dem entsprechenden
Komplexe (9) den so bestimmten geraden Linien zugeordneten Linien sind
selbst wieder singulire Linien. Thre zugeordneten Linien bilden die Ge-

?/6
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samtheit der in den Doppelebenen der Singularititenfliche liegenden und
der durch die Doppelpunkte derselben hindurchgehenden geraden Linien.
Die Koordinaten einer solchen geraden Linie lassen sich also unter der
Form schreiben:

J\l o 4 o " o
3) o ( s Ty o>>y

wo y, eine Losung der Gleichungen (8), (9), (10), (11), (12) ist. Diese
Form bleibt unverandert, welchen Wert man ¢ erteilen mag.

Es eriibrigt, die Doppeltangenten der Singularititenfliche zu bestimmen.
Fiir die von denselben gebildeten sechs Kongruenzen ergibt sich aus (9)

und (10), indem o der Rethe nach = —k,, — — k, usw. gesetzt wird:
=0, = wT +ky_°7;;*0
(14) e e e .
=0 - ylg - + — 0
Y6 =Y p kT k,,——ks :
Auf dieselben Gleichungen kommt man aus(4), wenn man 6 = — k,, = — k,

usw. setzt und hierauf x, aus (1), (2), (3) eliminiert.

Die bei den vorstehenden Betrachtungen vorausgesetzte Umformung
der Komplexgleichung ist in vielen Fallen nicht moglich. Unter die hier
ausgeschlossenen Komplexe gehort auch der von Herrn Th. Reye be-
trachtete, dessen Linien der Durchschnitt entsprechender Ebenen zweier
kollinearer rdumlicher Systeme sind®®). Derartige Komplexe sind durch
das Auftreten von Doppellinien, Ausnahmepunkten und Ausnahmeebenen?®)
ausgezeichnet. Eine Ubersicht iiber die bei ihnen zu unterscheidenden Fille
denke ich bei néchster Gelegenhelt zu geben

[Vielleicht ist es niitzlich, aus den Formeln des Abschnittes IV noch folgende
Regeln zu abstrahieren:
Wihrend der einzelne Komplex Zk-xiz ungeéndert bleibt, wenn man fiir die
k; irgendwelche k/ =ak; +b setzt, wird die ganze Komplexschar und damit die zu
ihr gehdrige Kummersche Fliche erhalten bleiben, wenn man die k;/ gleich irgend-
ak;+ 8 K.

welcher linearer Funktion der k; setzt: kf = —k-_i_ 5"

Gottingen, 14. Juni 1869.

%) Reye, Die Geometrie der Lage. Hannover, C. Riimpler, 1868.
29) Pliicker, Neue Geometrie. Nr. 313.



IIL. Die allgemeine lineare Transformation der
Linienkoordinaten.

[Math. Annalen, Bd. 2 (1870).]

Die Bedeutung der Linienkoordinaten ist zunichst in ihrer steten
Verbindung mit den Punktkoordinaten einerseits und den Ebenenkoor-
dinaten andererseits zu suchen. Dem entsprechend stellen sich die Linien-
koordinaten dar als die Determinanten aus den Koordinaten zweier Punkte
oder zweier Ebenen. Indessen scheint es, als wenn der Fortgang der
allgemeinen Theorie es wiinschenswert mache, die Linienkoordinaten un-
abhiéingig von dieser Beziehung als selbstéindige Veréinderliche zu betrachten.
Dieselben haben alsdann eine Bedingungsgleichung zweiten Grades zu er-
fiilllen, welche eine Identitdt ist, sobald wir zu dem Ausdrucke der Linien-
koordinaten in den Koordinaten zweier Punkte oder zweier Ebenen zuriick-
gehen. Die Theorie der Linienkomplexe féllt mit der Theorie der simultanen
Formen der Komplexgleichung und dieser Bedingungsgleichung zusammen.

Die nichste hier entstehende Frage ist die nach der geometrischen
Bedeutung der allgemeinen linearen Transformation der Linienkoordinaten.
Ich erledige dieselbe in der folgenden Notiz durch eine entsprechende
allgemeinere Definition der Linienkoordinaten, bei welcher ich, wie dies
bereits Herr Zeuthen getan hat'), von dem Moment zweier gerader
Linien in bezug aufeinander als einfacher MaBbestimmung ausgehe.
Uberdies betrachte ich als bekannt den Begriff des linearen Komplexes,
sowie den der involutorischen Lage zweier solcher Komplexe®).

1. [Vorbemerkung®). Da Moment ein metrischer Begriff ist, wird es
gut sein, zunichst von gewchnlichen rechtwinkligen Punktkoordinaten x, y, 2
auszugehen, also die Linienkoordinaten p,, so zu definieren: p,, =z — 2/, ...,
Py, =y2 —y'2, ... Das Moment zweier Geraden p und p’ driickt sich
dann in bekannter Weise durch die Formeln aus:

(a) M = PuPist PuPls = PuPls-t PauPle+ PaoPla+ PuaPls
2 1 y 9 3
\/Plzz ok ph \/pllzg + pli+pld

1) Math. Annalen, Bd. 1, S. 432.
%) Vgl. Math. Annalen, Bd. 2, 8. 201 (siche Abh. II dieser Ausgabe, S.56),
% [Erst in dieser Ausgabe zur Richtigstellung bez. Klarstellung aller Einzelheiten
eingefiigt, unter gleichzeitiger Anderung einiger Stellen in Nr. 1. K]
Klein, Gesammelte math, Abhandlungen. 1. 6



89 Zur Liniengeometrie.

(wo im Nenner die Ausdriicke stehen, welche verschwinden, wenn p bez. p’
den Kugelkreis schneidet). Der Zahler von M gibt, seinerseits gleich Null
gesetzt, die Bedingung dafiir, daB die Gerade p dem ,,speziellen linearen
Komplex angehdrt, dessen simtliche Gerade p’ schneiden. Schreiben wir
dementsprechend die Gleichung eines allgemeinen linearen Komplexes

(b) 0 = Protys + PigOyo =+ Dy Uy + Pay@io+ Dyo iy + Py By
so ist es natiirlich, den folgenden Ausdruck:

(¢) M’ = Pie®ah Prsaot Praost Doy Giot Puo Gag + Py Oy

o Vph+ph+pi Vah+ ad+ ad

als Moment der Geraden p in bezug auf den linearen Komplex a zu be-
zeichnen, iiberhaupt aber als Moment zweier linearer Komplexe a, a’ in

bezug aufeinander:

(d) M Gt g Uy - Gy 03y By Oy + Qup Oy - oy Oy
‘ Vai+akh+al Yali+ali+aff
LaBt man hier ¢ mit @’ zusammenfallen, so hat man das, was Pliicker
den Parameter K des bez. Komplexes nannte, mit 2 multipliziert.

Nun findet man fir M” durch geschickte Partikularisierung des
Koordinatensystems leicht folgende geometrische Definition:

(e) M" = Asing + (K + K')cos ¢,

unter K, K' die Parameter der linearen Komplexe, unter A den Abstand
ithrer Hauptachsen, unter ¢ deren gegenseitige Neigung verstanden (wo
A sin ¢ natiirlich das Moment der beiden Hauptachsen in bezug aufein-
ander bedeutet). Danach ist es klar, was der Ausdruck M’ (c) bedeutet;
man hat in (e) nur K’ gleich 0 zu setzen.]

Dies vorausgesetzt, seien nun sechs lineare Komplexe gegeben, die
mit den Symbolen X,,X,,..., X, bezeichnet sein mégen. Uber ihre
gegenseitige Lage mache ich nur die Voraussetzung, daB es keinen linearen
Komplex gibt, der mit simtlichen sechs zugleich in Involution liegt ...
Die relativen Werte der mit gegebenen Konstanten multiplizierten Momente
einer geraden Linie in bezug auf diese (Komplexe) betrachte ich als die
homogenen Koordinaten derselben.

Dieselben seien durch z,, #,, . . ., x, bezeichnet. Damit die gerade Linie
einem der Komplexe X angehore, mufl die betreflende Koordinate ver-
schwinden. z = 0 ist also die Gleichung des Komplexes X.

Einem beliebig gegebenen Wertsysteme der  entspricht im allgemeinen
keine gerade Linie. Damit dieses stattfinde, miissen die x eine Bedingungs-
gleichung des zweiten Grades erfiillen:

f=a,=0,
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in welcher die @ Konstanten sind. Aus der Form dieser Gleichung wird
es erlaubt sein, auf die Art und die gegenseitige Lage der zugrunde ge-
legten sechs linearen Komplexe X zu schlieBen.

Neben die hier gegebene Koordinatenbestimmung stellt sich sofort
eime zweite. Wir erhalten dieselbe, wenn wir die halben nach den einzelnen
x genommenen partiellen Differentialquotienten von f als neue Verinder-
liche u,,u,, ..., u, einfilhren. Dieselben sind proportional den mit pas-
senden Konstanten multiplizierten Momenten der geraden Linie in bezug
auf sechs lineare Komplexe U,,U,, ..., U,, welche beziiglich durch % = 0
dargestellt werden.

Indem wir die % an Stelle der z in f einfithren, erhalten wir eine Form:

o =up=(abedeu)?,
deren Verschwinden die Bedingung ist, damit einem gegebenen Wertsysteme
der u eine gerade Linie entspricht.

Dabei ist: )

=@ziu,.

2. Die Koordinaten zweier gegebener gerader Linien seien, in der
zwiefachen Koordinatenbestimmung, beziiglich z, y und %, v. Wir bilden
uns den Ausdruck:

U, SV, A U,
Derselbe stellt, bis auf leicht anzugebende Faktoren, das Moment der
beiden geraden Linien in bezug aufeinander dar. Die Gleichung:

U, VT @A UV =0

vertritt also, wenn wir in ihr die y, v als fest, die z, » als verinderlich
betrachten, die Gesamtheit derjenigen Linien (z, »), welche eine gegebene
Gerade (y, v) schneiden.

Hiernach entspricht die doppelte Koordinatenbestimmung, x und u,
der zweifachen Bedeutung, in welcher die gerade Linte in der wvorstehen-
den Gleichung — sowie Wberhaupt in den hier anzustellenden Betrach-
tungen — auftritt. Das eine Mal ist die gerade Linie Raumelement, das
andere Mal stellt sie die Gesamtheit der sie schneidenden geraden Linien
dar. Der ersten Vorstellung entsprechen die Koordinaten x, der zweiten
die Koordinaten u, oder umgekehrt, je nachdem wir bei ihrer Bestimmung
von den Komplexen X oder den Komplexen U ausgehen.

3. Wenn wir in die vorstehende Gleichung an Stelle von y, v beliebige
GroBen setzen (welche nicht mehr der Gleichung

f=0, =0
zu geniigen brauchen), stellt dieselbe einen linearen Komplex dar. Die

GroBen y, v bezeichne ich als die Koordinaten dieses Komplexes.
6*
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Dadurch, daB man diese Koordinaten in f, ¢ einfiihrt, entsteht ein
Ausdruck, den ich als Invariamte des Komplexes bezeichnet habe). Bis
auf leicht zu bestimmende Faktoren ist die Invariante gleich dem Para-
meter®) des Komplexes. Das Verschwinden der Invariante gibt an, daB
der Komplex ein spezieller Komplex ist.

Als simultane Invariante zweier linearer Komplexe (2, u) und (y, )
habe ich den Ausdruck bezeichnet®):

uy U, = aiayz UaVa -

Derselbe hat die folgende gcometrische Bedeutung. Seien die Parameter
der beiden Komplexe beziiglich K und K', der Abstand ihrer Haupt-
achsen A, die gegenseitige Neigung derselben ¢, so ist die simultane In-
variante bis auf leicht angebbare Faktoren:

= Asing 4 (K -+ K')cos .

Diese letztere GroBe soll das Moment der beiden linearen Komplexe in
bezug aufeinander genannt werden. [Vgl. Vorbemerkung in Nr. 1.]

Das Verschwinden der simultanen Invariante zweier Komplexe sagt
aus, daB die beiden Komplexe in Involution liegen.

Fiir die simultanen Invarianten eines gegebenen Komplexes mit den
Komplexen X beziiglich U finden wir seine betreffenden Koordinaten. Als
Koordinaten eines Komplexes ersten Grades sind die relativen Werte
der mit gegebenen Konstanten multiplizierten Momente desselben mit
Bezug auf die sechs gegebenen Komplexe anzusehen.

4. Indem wir den Variabeln in der Gleichung eines Komplexes un-
beschriankte Verianderlichkeit erteilen, gelangen wir, nach dem Vorstehen-
den, zu einer zweifachen Awuffassung eines linearen Komplewes. Das
eine Mal ist der lineare Komplex Element, das andere Mal Vertreter der
Gesamtheit der mit ihm in Involution liegenden linearen Komplexe.

Die bei dieser Anschauung zuniichst in Betracht kommenden Gebilde
sind diejenigen, welche durch

1, 2, 5, 4,5

lineare Gleichungen zwischen den Komplexkoordinaten definiert werden.

4) Math. Annalen, Bd. 2, 8. 201. [Siehe Abh. II dieser Ausgabe, S.56.] Wenn
man in f, ¢ bezw. die nach den einzelnen %,z genommenen partiellen Differentialquo-
tienten irgendeiner Komplexgleichung an Stelle der Variabeln einsetzt, entsteht ein
Ausdruck, welcher, gleich Null gesetzt, denjenigen kovarianten Komplex darstellt, der
mit dem gegebenen die singuliren Linien desselben bestimmt. (Plitcker, Neue Geo-
metrie, S. 296.)

5 Pliicker, Neue Geometrie. S. 38.

%) Math. Annalen a.a.O. [Siehe Abh. IT dieser Ausgabe.]



III. Lineare Transformation der Linienkoordinaten. 85

Mogen fiir diese Koordinaten zunichst die X gewahlt sein. Dann erhalt
man dieselben Gebilde beziiglich durch:

5, 4,3, 2,1

Gleichungen zwischen den % bestimmt. Dem entspricht eine doppelte
Auffassung der dargestellten Gebilde. Wie sich dieselbe bei den End-
gliedern der vorstehenden zwei Reihen (1,5), (5, 1), die beide lineare
Komplexe sind, gestaltet, ist bereits erortert. Bei (2, 4), (4, 2), welche
beide Kongruenzen sind, kommt dieselbe, wenn wir uns auf die Betrach-
tung spezieller Komplexe beschrinken, darauf hinaus, als eine lineare
Kongruenz entweder die Gesamtheit der geraden Linien, welche zwei ge-
gebene schneiden, oder solche zwei gegebene gerade Linien selbst zu be-
trachten. In der doppelten Darstellungsweise von (3, 3) endlich ist die
doppelte Erzeugung der Flichen zweiten Grades durch gerade Linien aus-
gesprochen,

5. Nach diesen Erérterungen ergibt sich fiir das hier zugrunde gelegte
Koordinatensystem der X und U das Folgende.

Die Koordinaten von X, in dem Systeme der U, sowie die von U,
in dem Systeme der X, sind:

1, 0, 0, 0, 0, 0.

Es sind also die U diejenigen sechs Komplexe, welche mait jedesmal
fiinf der Komplexe X in Involution liegen. Diese Beziehung zwischen
den X und U st eine gegenseitige.

Fiir die Koordinaten von X, in dem System der X finden wir:

all’ al‘l’ a137 a14’ al-”:’ alﬂ’
und fiir die Koordinaten von U, in dem Systeme der U:

15 gy Gz @yyy Copy Gyg-

Die Koeffizienten a, « sind die Invarianten der Komplexe X, U.

Mit dem Koordinatensysteme in unmittelbarem Zusammenhange stehen
die durch die Komplexe X oder die Komplexe U bestimmten gemein-
samen Elemente. Dabei findet die Reziprozitit statt, daB alles, was nach
der einen Auffassung der geraden Linie (des linearen Komplexes) einer
Anzahl von Komplexen X gemeinsam angehért, nach der anderen Auf-
fassung den Komplexen U zukommt, welche den noch iibrigen X ent-
sprechen.

So bestimmen zwei Komplexe X, z B. X,, X, eine Kongruenz,
deren Direktrizen diejenigen beiden Linien sind, welche U,, U,, U, U,
zugleich angehéren.

Im ganzen bestimmen die Komplexe X, sowie die Komplexe U,

15 Kongruenzen. Die Direktrizen einer Kongruenz einer dieser beiden
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Gruppen werden durch die Direktrizen von sechs Kongruenzen der anderen
Gruppe geschnitten.

Drei Komplexe X, z. B. X,, X,, X,, bestimmen eine Fliche zweiten
Grades vermdge der Linien ihrer einen Erzeugung. Dieselbe Fliche gehort
vermége der Linien ihrer anderen Erzeugung den Komplexen U, U,, U, an.

6. Wir mégen noch kurz die folgenden Bemerkungen hinzufiigen.

So oft einer der Koeffizienten a,,, «,, verschwindet, wird einer der
Komplexe X, beziiglich U ein spezieller Komplex. Sind insbesondere
alle a,, und ¢, gleich Null, so bilden die zwolf geraden Linien X und U
eine [ Schliflische] Doppelsechs. Als ein ausgezeichneter Fall dieser Grup-
pierung ist das System der sechs Kanten eines Tetraeders zu betrachten,
fiir welches die X von den U nur durch die Anordnung verschieden sind.

Dann ist noch hervorzuheben dasjenige Koordinatensystem, fiir welches
die Komplexe X mit den Komplexen U identisch werden?). Dasselbe ist
durch das Verschwinden simtlicher Koeffizienten in f, ¢ auBler denen mit
gleichen Indizes charakterisiert.

Gottingen, den 4. August 1869.

") Von der Betrachtung eines derartigen Systems bin ich in dem Aufsatze: Zur
Theorie der Komplexe ersten und zweiten Grades [Math. Annalen, Bd. 2 (siehe
Abh. II dieser Ausgabe)] ausgegangen.



IV. Uber Abbildung der Komplexflichen vierter Ordnung
und vierter Klasse.

[Math. Annalen, Bd. 2 (1870).]

Herr Clebsch hat in den Math. Annalen (Bd. 1, 8. 253) die Abbildung
der Flichen vierter Ordnung mit einer Doppellinie gegeben. Ein Beispiel
fiir Fldchen dieser Art bilden die Komplexflichen vierter Ordnung und
vierter Klasse, deren Erzeugung sich an die Linienkomplexe zweiten Grades
ankniipft'). Ausgezeichnet sind diese Flichen dadurch, dafl Kegelschnitte,
nach welchen dieselben von den Ebenen, die durch die Doppellinie hin-
durchgehen, geschnitten werden, nicht als Kurven der zweiten Ordnung,
sondern als Kurven der zweiten Klasse definiert sind.

Solch eine Komplexfliche besitzt acht paarweise zusammengehorige
Doppelpunkte. Die Verbindungslinien der beiden Doppelpunkte eines Paares
sind die sogenannten singuldren Strahlen der Fliche. Die vier doppelt
zu zihlenden singuliren Strahlen sind — abgesehen von dem Doppelstrahl —
die einzigen Strahlen, welche der Flache angehoren. Die acht Doppel-
punkte liegen zu vier in acht, paarweise zusammengehdrigen Doppelebenen.
In jeder Doppelebene liegt ein Beriihrungskegelschnitt; und diese acht,
doppelt zu zdhlenden Kegelschnitte sind, abgesehen von der Kegelschnitt-
schar in den durch die Doppellinie gehenden Ebenen, die einzigen Kegel-
schnitte, welche auf der Fliche liegen. Je zwei zusammengehorige Doppel-
ebenen schneiden sich in einem Punkte der Doppellinie. Diese Punkte
heiBlen die singuldren Punkie der Fliche.

Es sind dies die Singularititen der Flache, die bei ihrer Abbildung
zur Sprache kommen, sofern man die Fliache als durch Punkte erzeugt be-
trachtet.

Die Abbildung selbst gestaltet sich in der folgenden Weise.

Das Bild der Doppellinie wird eine Kurve der dritten Ordnung. Auf
derselben liegt ein doppelter Fundamentalpunkt O. Die Beriihrungspunkte a,

) Vgl. Pliicker, Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung
der geraden Linie als Raumelement. Leipzig, B. G. Teubner, 1868, 1869.
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b,c,d der von O an die Kurve gezogenen vier Tangenten sind doppelt zu
zihlende einfache Fundamentalpunkte. Die Tangenten mégen «, 8, y, 8
heiBen.

Von den acht Doppelpunkten der Fliche sind vier dargestellt durch
«, 5, v, 6, die vier iibrigen durch a, b, ¢, d, doch in der Art, daf eine
auf der Fliche liegende Kurve, deren Bild beziiglich durch a, b, ¢, d geht,
nur dann die betreffenden Doppelpunkte enthélt, wenn sie nicht «, 8, y, 8
in a,b, ¢, d beriihrt.

Die vier singuldren Strahlen sind durch a, b, ¢, d dargestellt. Kurven,
welche a, b, ¢, d enthalten und in denselben «, §, y, & beriihren, schneiden
die entsprechenden singuldren Strahlen in Punkten, die von den auf den-
selben liegenden Doppelpunkten verschieden sind.

Von den acht Kegelsehnitten, nach welchen die Doppelebenen die
Fliche beriihren, ist einer durch den Punkt O, ein anderer durch den
Kegelschnitt a, b, ¢, d, O abgebildet. Die sechs iibrigen sind durch die
Verbindungslinien von a, b, ¢, d unter sich gegeben.

Einer der wier singuldren Punkte fallt in den Fundamentalpunkt O.
Alle ihn enthaltenden Kurven beriihren in O die Kurve dritter Ordnung.
Die iibrigen drei singulidren Punkte sind der Durchschnitt je zweier zu-
sammengehoriger der sechs Verbindungslinien von a, b, ¢, d. Diese Durch-
schnittspunkte liegen auf der Kurve dritter Ordnung.

Endlich sind die durch O hindurchgehenden geraden Linien das Bild
der auf der Flache liegenden Kegelschnittschar.

Gottingen, den 14. Juni 1869.



V. Eine Abbildung des Linienkomplexes zweiten Grades
auf den Punktraum.

[Abgedruckt mit einigen im Interesse der Verstindlichkeit gebotenen Umstellungen aus

Max No6ther, Zur Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer komplexer Variabeln.

Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1869, Nr. 15
(14. Juli 1869), S. 298—306.]

... Die einfachste Abbildung eines Linienkomplexes zweiten Grades?)
auf den Punktraum verdanke ich Herrn Dr. Klein. Wenn man den Komplex
auf ein Tetraeder bezieht, welches so gegen ihn liegt, dal alle geraden
Linien, welche durch den den beiden Kanten 5 und 6 gemeinsamen Punkt
innerhalb der durch dieselben bestimmten Ebene hindurchgehen, dem Kom-
plex angehéren, so lassen sich die Gleichungen desselben ebenfalls in der
Form (3) schreiben

(3) & (2, x,0,%,) + A2y + Bry =0,
wobel man nur unter ® eine homogene Funktion zweiten Grades, unter

A und B lineare homogene Funktionen von x,, x,, #;, , zu verstehen hat.
Denkt man sich noch in den Formeln (4)

oz, = & (4§ — BE,)
0%y = 52(A§3_B52)
/4) 0x; = §3<A53_‘B52)
' ox, = (A& — BS,)
0w, = & & B—§P(&, 4,8, 54)
0%y = — £ &, A+ 5P (&, &, 85, 8))

in 4 und B an Stelle von z,, #,, 2;, #, resp. &, &,, &,, &, gesetzt, so wird
der Komplex im Raume abgebildet durch diese Funktionen dritter Ord-
nung, und als Fundamentalgebilde tritt eine Kurve 5. Ordnung auf.

1) [Herr Nother selbst hat ebendort die heutzutage wohlbekannte Abbildung
des Linienkomplexes ersten Grades auf den Punktraum mitgeteilt, zu der ziemlich
gleichzeitig anch von ganz anderem Ausgangspunkte aus S. Lie gefiihrt war. K]



VI. Uber die Haupttangentenkurven der Kummerschen
Fliche vierten Grades mit 16 Knotenpunkten.

[ Sitzungsberichte der Berl. Akad. 1870. Vorgelegt durch E. E. Kummer, Sitzung vom
15. Dezember 1870. Wiederabgedruckt in den Math. Annalen, Bd. 23 (1884).]

Von
Sophus Lie und Felix Klein.

Die Kummersche Fliche vierten Grades mit 16 Knotenpunkten ist
bekanntlich?) fiir einfach unendlich viele Komplexe des zweiten Grades
Singularitidtenfliche, d. h. diejenige Flidche, welche der geometrische Ort ist
fiur solche Punkte, deren Komplexkegel in zwei Ebenen zerfallen ist, oder,
was auf dasselbe hinauskommt, die umhiillt wird von solchen Ebenen, deren
Komplexkurve sich in zwei Punkte aufgelost hat. Die Betrachtung dieser
Komplexe zweiten Grades fithrt fast unmittelbar zu der Bestimmung der
Haupttangentenkurven der Fliache, wie im nachstehenden gezeigt werden soll.

1. Aus der einfach unendlichen Zahl der zu der Fliche gehérigen
Komplexe zweiten Grades heben wir einen heraus.

Die demselben innerhalb einer Tangentialebene der Fliche entspre-
chende Komplexkurve hat sich in zwei Punkte aufgelost. Diese beiden
Punkte sind diejenigen, in denen die in der Tangentialebene enthaltene
Durchschnittskurve vierter Ordnung mit der Fliche von einer bestimmten,
durch den Beriihrungspunkt gehenden Geraden, die dessen zugeordnete
singuldre Linie genannt wird, noch auBer in diesem Beriihrungspunkte ge-
schnitten wird.

Man kann nun nach denjenigen Punkten der Fliche fragen, deren
zugeordnete singuliare Linie eine Haupttangente der Fliche ist. Die iibrigen
Tangenten der Fliche in einem solchen Punkte gehoren offenbar auch dem
Komplexe an. Andererseits sind diese letzteren Komplexgeraden die einzigen,
welche die Flache beriihren, ohne zugleich singulire Linien des Komplexes zu

1) Vgl. Pliicker, Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung
der geraden Linie als Raumelement. (B.G.Teubner 1868, 69.) Nr. 310ff. Vgl. auch,
hier und im folgenden: Klein, Zur Theorie der Komplexe des ersten und zweiten
Grades. Math. Ann,, Bd. 2. [Siehe Abh. II dieser Ausgabe.]
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sein. Betrachten wir nun in einer beliebigen Ebene den Komplexkegelschnitt
und die Durchschnittskurve vierter Ordnung mit der Fliche. Dieselben
beriihren sich in vier Punkten, und die Tangenten in diesen Punkten sind
die in der Ebene gelegenen singuliren Linien?). AuBler diesen doppelt zu
zéhlenden Tangenten haben die beiden Kurven, als bez. von der zweiten
und zwolften Klasse, noch 16 Tangenten gemein. Die Beriihrungspunkte
derselben mit der Durchschnittskurve vierter Ordnung sind Punkte der ge-
suchten Beschaffenheit.

Die Punkte der Kummerschen Fldche, deren zugeordnete singuldre
Linien Haupttangenten der Fliche sind, bilden also eine Kurve der
16. Ordnung.

2. Die so bestimmte Kurve ist nun eine Haupttangenienkurve der Fldche.

Zum Beweise bemerken wir zunichst, daB zwischen den durch eine
Komplexlinie, — welche nur keine singuldre Linie sein darf, — hindurch-
gelegten Ebenen und den Beriihrungspunkten der in denselben enthaltenen
Komplexkurven mit der Linie projektivisches Entsprechen stattfindet. Hier-
aus schlieBt man, daB einer unendlich kleinen Verschiebung des Punktes
auf der Linie eine Drehung der Ebene entspricht, deren GréBe von der-
selben Ordnung des Unendlich-Kleinen ist.

Nun ist die Verbindungslinie zweier konsekutiver Punkte der eben be-
stimmten Kurve eine Komplexlinie, ohne zugleich singulire Linie desselben
zu sein. Die beiden Tangentialebenen in den beiden Punkten enthalten
dem Komplexe angehorige Strahlbiischel, deren Scheitel diese Punkte sind.
Die beiden Tangentialebenen sind also zwei Ebenen, deren Komplexkurven
die angenommene Tangente in zwei konsekutiven Punkten beriihren. Hier-
aus folgt, nach der vorstehenden Bemerkung, daf}, wenn man auf der
Kurve fortschreitet, die Tangentialebene der Fliche sich um die Tangente
der Kurve dreht.

Das aber ist die charakteristische Eigenschaft der Haupttangenten-
kurven einer Fliche; unsere Behauptung ist also erwiesen.

Da der Begriff der Haupttangentenkurve, sowie der des Komplexes,
sich selbst dualistisch ist, folgt, daB die dualistisch entgegenstehenden Singu-
laritdten der Kurve einander gleich sind. Insbesondere ist thre Klasse gleich
threr Ordnung, also gleich 16.

Da ferner die Kurve sich selbst dualistisch in einziger Weise durch
den Komplex bestimmt ist, geht sie, wie dieser, durch ein System linearer,
sowie reziproker Transformationen in sich iiber?). Man schlieBt hieraus
eine Reihe von Eigenschaften derselben, die wir hier nicht weiter verfolgen
kénnen.

%) Pliicker, Neue Geometrie. Nr. 318.
%) Vgl. die bereits zitierte Abhandlung: Zur Theorie usw., Nr. 18.
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3. Auf die auseinandergesetzte Weise erhalten wir einem jeden der ein-
fach unendlich vielen Komplexe zweiten Grades, die zu derselben Kummer-
schen Fliche gehoren, entsprechend eine Haupttangentenkurve. Hiermit
hat man aber alle Haupttangentenkurven, wofern nicht etwa Umbhiillungs-
kurven derselben existieren, da man fiir jeden Punkt der Fliche einen der
Komplexe angeben kann, der die eine oder die andere der beiden Haupt-
tangenten in demselben zur singuliren Linie hat.

Unter den zu der Fliche gehérigen Komplexen zweiten Grades be-
finden sich sechs, doppelt zu zihlende, lineare Komplexe. Als die singu-
liren Linien derselben sind die Doppeltangenten der Flache anzusehen,
so zwar, daBl jedem der sechs Komplexe eines der sechs von den Doppel-
tangenten gebildeten Systeme angehort. Entsprechend diesen Komplexen
gibt es sechs ausgezeichnete Hauptiangentenkurven. Dieselben sind, wie
sich durch dieselben Betrachtungen ergibt, durch die wir Ordnung und
Klasse der allgemeinen Kurve bestimmt haben, nur noch von der achten
Ordnung und der achten Klasse.

4. Wir gehen jetzt dazu iiber, die Singularititen der Haupttangenten-
kurven zu bestimmen. Hierzu gelangen wir, indem wir der allgemeinen
Theorie solcher Kurven die folgenden Satze entlehnen:

Die Haupttangentenkurven einer beliebigen Flache haben in den Knoten-
punkten dieselben Spitzen.

Uberhaupt haben sie Spitzen in den Punkten der parabolischen Kurve,
vorausgesetzt, daB diese nicht selbst Haupttangentenkurve ist. In dem
letzteren Falle ist sie Umhiillungskurve fiir die iibrigen Haupttangenten-
kurven. Dies gilt besonders, wenn die parabolische Kurve aus ebenen Be-
rithrungskurven besteht.

Ferner haben die Haupttangentenkurven in den Durchschnittspunkten
mit der Kurve vierpunktiger Beriihrung stationire Tangenten, wofern die
Kurve vierpunktiger Beriihrung nicht zugleich parabolische Kurve ist, was
eine besondere Betrachtung verschiedener Fille verlangt, die wir hier nicht
notig haben.

Endlich kénnen die Haupttangentenkurven auBler in den angegebenen
Fillen keine Spitzen und keine stationdren Tangenten haben.

In unserem Falle hat man 16 Knotenpunkte, in denen also die Haupt-
tangentenkutven Spitzen haben.

Die parabolische Kurve, welche von der 32. Ordnung sein muf}, be-
steht aus den 16 Beriithrungskegelsehnitten in den 16 Doppeltangential-
ebenen der Flache. Sie ist also Umbhiillungskurve der Haupttangenten-
kurven. Die 16 Ebenen sind dabei stationire Ebenen dieser Kurven, wie
dies iiberhaupt die Ebenen ebener Beriihrungskurven sind.
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Man iiberzeugt sich nun leicht, daf die Haupttangentenkurven in jedem
Knotenpunkte nur eine Spitze haben und nur je einmal die Doppeltan-
gentialebenen stationdr beriihren. Die Kurve kann nimlich mit der Doppel-
tangentialebene nur 16 Punkte gemein haben; vier davon kommen auf die
stationdre Berithrung, und zwolf auf die sechs Spitzen in den sechs in der
Ebene liegenden Knotenpunkten.

Die Haupttangentenkurven haben hiernach 16 (in die Knotenpunkte
der Fliche fallende) Spitzen und 16 (mit den Doppeltangentialebenen der-
selben identische) stationdre Ebenen.

Die Kurve vierpunktiger Beriihrung besteht in unserem Falle einmal
aus den 16 Berithrungskegelschnitten, die hier nicht weiter in Betracht
kommen, da sie schon erledigt sind. Andererseits besteht sie aus den sechs
ausgezeichneten Haupttangentenkurven achter Ordnung, die den sechs linearen
Komplexen angehdren. Es geht dies daraus hervor, daB die singuldren
Linien dieser Komplexe, wie schon angefiihrt, Doppeltangenten der Fliche
sind. Weitere Kurven umfaft die Kurve vierpunktiger Beriihrung nicht,
da die anfgezéhlten zusammen die richtige Ordnung, 80, besitzen.

Wir miissen jetzt die Zahl der Durchschnittspunkte einer Haupttan-
gentenkurve mit den sechs ausgezeichneten bestimmen.

Diese Durchschnittspunkte sind dadurch charakterisiert, dafl die vier-
punktig beriihrende Haupttangente eine Linie des Komplexes zweiten Grades
ist, dem die gegebene Haupttangentenkurve zugehoért. Die in den Punkten
einer der sechs Kurven vierpunktig beriihrenden Haupttangenten bilden
aber eine Linienfliche von der achten Ordnung, da der vollstandige Durch-
schnitt derselben mit der Kummerschen Fliche aus der gewahlten Kurve
besteht, welche vierfach zahlt. Mit einer solchen Fliche hat aber der
Komplex zweiten Grades 16 Linien gemein. Man erhdlt also, jeder der
sechs Kurven entsprechend, 16 Durchschnittspunkte. Wir haben somit
den Satz:

Die Haupttangentenkurven haben 6-16 = 96 stationdre Tangenten.

Fiigen wir noch hinzu, daf die Haupttangentenkurven keinen wirk-
lichen Doppelpunkt und also auch keine wirkliche Doppeloskulationsebene
besitzen kénnen, da in keinem Punkte der Kummerschen Fliche, der
nicht auf der parabolischen Kurve liegt, die beiden Haupttangenten dem-
selben Komplexe als singuldre Linien angehéren, so kénnen wir die simt-
lichen Singularititen derselben, von denen die dualistisch entgegenstehenden
gleich sind, ohne weiteres bestimmen. Insbesondere finden wir: den Rang
= 48, die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte — 72, die Ordnung der
Doppelkurve der Developpablen — 952, das Geschlecht — 17.

5. Fiir die sechs ausgezeichneten Haupttangentenkurven wird die Zahl
der Spitzen und stationdren Oskulationsebenen gleich Null. Eine solche
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Kurve geht némlich durch jeden der Doppelpunkte einfach hindurch und
hat in ihm eine der sechs ihn enthaltenden Doppeltangentialebenen zur
Oskulationsebene. Man hat sich den stetigen Ubergang zwischen den allge-
meinen Kurven und diesen besonderen so vorzustellen, daf die letzteren
doppelt zihlen und aus der Vereinigung je zweier in einer Spitze zusammen-
stoBender Zweige der iibrigen entstanden sind. Darum sinkt Ordnung und
Klasse auf die Hilfte. Hiernach miiite auch der Rang halb so groB sein,
wie der der anderen, also gleich 24. Das aber findet man auch, wenn
man die Zahl der stationiren Tangenten berechnet. Fiir dieselbe kommt
néamlich jetzt 40, indem die Kurve jede der anderen nicht mehr 16 mal,
sondern, weil sie 2 mal z&hlt, nur 8 mal schnei-
det, und das nicht 6 mal, sondern nur 5 mal
geschieht.

Wir finden weiter: die Zah] der schein-
baren Doppelpunkte gleich 16, die Ordnung der
Doppelkurve der Developpable gleich 200, das
Geschlecht gleich 5.

6. Wie man sich die Aufeinanderfolge der
Haupttangentenkurven zu denken hat, ist in
der nebenstehenden Zeichnung fiir den Fall,
dafB8 die sechs zugehérigen linearen Komplexe
reell sind, schematisch dargestellt.

In diesem Falle haben namlich die Teile
der Fliche, fiir welche die Haupttangenten reell
werden, die Gestalt eines von zwei Kegelschnitt-
stiicken begrenzten Segmentes, das sich von
einem Knotenpunkte nach einem anderen hin-
zieht. Die beiden begrenzenden Kurvenstiicke

gehoren den Beriihrungskegelschnitten in denjenigen beiden Doppeltan-
gentialebenen der Fliche an, welche beide Knotenpunkte zugleich ent-
halten.

Innerhalb eines solchen Segmentes verlaufen nun zunéchst zwei der
sechs ausgezeichneten Haupttangentenkurven. Dieselben gehéren denjenigen
zwel der sechs linearen Komplexe an, denen in den zwei Knotenpunkten,
zwischen denen sich das Segment erstreckt, die beiden dasselbe begrenzenden
Doppeltangentialebenen entsprechen. Die betreflenden Kurven sind in der
Figur stirker ausgezogen. Dieselben haben eine S-férmige Gestalt. Sie
ziehen sich von dem einen Knotenpunkte zu dem anderen hin, indem sie
in jedem eine der beiden Begrenzungskurven beriihren. Aufer in den beiden
Knotenpunkten schneiden sich dieselben in einem beiden gemeinsamen Wende-
punkte, der den Mittelpunkt der Zeichnung bildet. — Ubrigens setzen sich
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diese Kurven iber die beiden Knotenpunkte hinaus auf weitere, shnlich
gestaltete Segmente der Fliche fort.

Von den iibrigen Haupttangentenkurven, deren drei gezeichnet sind.
weil man, daB sie in den Knotenpunkten eine Spitze haben, daf sie jeden
der beiden begrenzenden Kegelschnitte einmal berithren, und daB sie dort,
wo sie, auller in den beiden Knotenpunkten, die beiden ausgezeichneten
Kurven treffen, einen Wendepunkt besitzen. Hiernach wird es leicht sein,
ihrem Verlaufe in der Figur zu folgen.

7. Die im vorstehenden gegebene Bestimmung der Haupttangenten-
kurven der Kummerschen Fliche, welche wir an die Betrachtung der
zugehorigen Komplexe zweiten Grades gekniipft haben, kann noch unter
einem anderen Gesichtspunkte gefafit werden, indem man von einem der
sechs unter denselben befindlichen linearen Komplexe ausgeht. Die Fliche
ist némlich Brennfliche eines diesem Komplexe angehdrigen Strahlensystems:
des einen Systems ihrer Doppeltangenten. Wir wollen nun zeigen, daf
das Problem: die Haupttangentenkurven auf der Brennfliche eines einem
linearen Komplexe angehorigen Strahlensystems zu bestimmen, identisch
ist mit dem anderen: die Kriimmungskurven einer gewissen Fldche zu
finden. In unserem Falle wird diese Flache die Fliche vierter Ordnung,
welche den unendlich weit entfernten imaginéiren Kreis doppelt enthilt;
und da man deren Kriimmungskurven kennt, so erhdlt man eine Bestim-
mung der Haupttangentenkurven der Kummerschen Fliche, die natiirlich
mit der oben gegebenen iibereinstimmt.

Man beziche namlich die Linien des gegebenen linearen Komplexes
eindeutig auf die Punkte des Raumes, indem man, vermége der gegebenen
linearen Gleichung und der zwischen den Linienkoordinaten bestehenden
Identitiit zwel der sechs Linienkoordinaten, die sich auf zwei sich schneidende
Kanten des Tetraeders beziehen, als Funktionen der vier iibrigen auffalt
und diese letzten als Punktkoordinaten interpretiert*).

Man findet, dafl dann allen Linien des Komplexes, welche durch einen
Punkt hindurchgehen, die Punkte einer geraden Linie entsprechen, und
daf diese gerade Linie einen festen Kegelschnitt schneidet, der fiir die
Abbildung fundamental ist. Das Strahlensystem, welches dem linearen
Komplexe mit einem Komplexe n-ten Grades gemein ist, bildet sich
ab als Fliche 2n-ten Grades, welche den Kegelschnitt n-fach enthilt.
Insbesondere ist das Bild einer geraden Linie, d. h. der dieselbe schnei-

4) Dieses Abbildungsverfahren ist bereits gelegentlich von Herrn Nother ange-
geben worden: Zur Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer komplexer Ver-
inderlichen. Gott. Nachrichten 1869.
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denden Komplexlinien, eine Fliche zweiten Grades, die durch den Kegel-
schnitt geht.

Wir wollen fortan fiir den fundamentalen Kegelschnitt den unendlich
weit entfernten imaginiren Kreis wihlen, so daB also das Bild einer ge-
raden Linie eine Kugel wird.

Sei jetzt eine beliebige Fliche gegeben und auf derselben eine Kriim-
mungskurve. Die Fliche ist das Bild eines dem linearen Komplexe ange-
horigen Strahlensystems, die Kurve das Bild einer in demselben enthaltenen
geradlinigen Fliche. Wir behaupten, daf diese geradlinige Fliche die Brenn-
fliche des Strahlensystems nach einer Hauptiangentenkurve beriihrt.

Zum Beweise bemerken wir zunéchst, daf}, riickwirts, das Biid dieser
Brennfliche dasjenige Strahlensystem ist, dessen Linien gleichzeitig die ge-
gebene Fliche beriihren und den unendlich weit entfernten imaginiren
Kreis schneiden. Einer jeden geraden Linie, welche die Brennfliche be-
riihrt, entspricht hiernach eine die gegebene Fliche beriihrende Kugel.
Insbesondere entspricht einer Haupttangente eine stationar beriihrende Kugel.

Eine der beiden in einem beliebigen Punkte der Kriimmungskurve
stationdr berithrenden Kugeln enthilt aber drei konsekutive Punkte der
Kriimmungskurve. Also schneidet eine der beiden Haupttangenten der
Brennfliche in einem Beriihrungspunkte mit der umgeschriebenen Linien-
fliche drei konsekutive Erzeugende derselben, mit anderen Worten, ist eine
Haupttangente auch der letzteren.

Man hat aber allgemein den Satz: Wenn zwei Flichen sich nach einer
Kurve berithren und in jedem Punkte dieser Kurve ist ihnen eine Haupt-
tangente gemeinsam, so ist die Kurve eine Haupttangentenkurve.

Damit ist unsere Behauptung erwiesen.

Wenn man nun insbesondere fiir die gegebene Fliche eine Fliche
vierter Ordnung nimmt, die den unendlich weit entfernten imaginsren Kreis
doppelt enthilt, — eine solche ist das Bild eines dem linearen Komplexe
angehorigen Strahlensystems zweiter Ordnung und Klasse, — so erhilt man
auf diesem Wege die Haupttangentenkurven der Kummerschen Fliche,
welche die Brennfliche eines solchen Strahlensystems ist.

Die in der letzten Nummer enthaltenen Betrachtungen sind es ge-
wesen, durch die der eine von uns (Lie)®) zuerst zu der Bemerkung ge-
fiihrt wurde, daB die Haupttangentenkurven der Kummerschen Flache

%) Vgl. Lie: Uber eine Klasse geometrischer Transformationen, Berichte der
Akademie zu Christiania, 1870, oder auch: Sur une transformation géométrique, in
den Comptes rendus de I’Académie des Sciences von demselben Jahre (Bd. 71,
31. Oktober 1870).
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algebraische Kurven der 16. Ordnung sind; hierauf fand der andere (Klein)
die Beziehung dieser Kurven zu den Komplexen zweiten Grades, die zu
der Kummerschen Fliche gehoren, und bestimmte, wie im vorstehenden
auseinandergesetzt ist, ihre Singularititen®).

8) [Vorstehende Abhandlung geht, wie schon im Text angedeutet, auf das Zu-
sammenarbeiten von Lie und mir in unserer Pariser Zeit zuriick und bildet sozu-
sagen dessen Héhepunkt. Ich war — Anfang Juli 1870 — eines Morgens friih auf-
gestanden und wollte gerade ausgehen, als mich Lie, der noch im Bette lag, in sein
Zimmer rief und mir den von ihm in der Nacht gefundenen Zusammenhang der Haupt-
tangentenkurven einer Fliche mit den Kriimmungskurven einer anderen Flache in
einer Weise auseinandersetzte, daBl ich kein Wort verstand. (Es handelte sich um
die Linienkugeltransformation, aber statt mit Kugeln operierte er halbanschaulich
mit geradlinigen Hyperboloiden, die durch einen festen rellen Kegelschnitt gingen.)
Jedenfalls versicherte er mir, da danach die Haupttangentenkurven der Kummer-
schen Fliche algebraische Kurven 16. Ordnung sein miilten. Am Vormittage kam
mir dann, wihrend ich das Conservatoire des Arts et Métiers besichtigte, der Ge-
danke, daB es sich um eben jene Kurven 16. Ordnung handeln miiite, welche schon in
der Abhandlung II (siehe S. 74) in meiner ,Theorie der Linienkomplexc ersten und
zweiten Grades“ aufgetreten waren, und es gelang mir rasch, die im Texte unter 1 bis 5
gegebenen, von der Lieschen Transformation unabhingigen geometrischen Betrach-
tungen durchzufiihren. Als ich am Nachmittage um 4 Uhr nach Hause zuriickkam,
war Lie ausgegangen, und ich hinterlie8 ihm eine Zusammenstellung meiner Resultate
in einem Briefe. — Die Figur der Nr. 6 des Textes fand ich Ende Juli oder Anfang
August 1870 wihrend meines Aufenthaltes in Diisseldorf.

Die Haupttangentenkurven der Kummerschen Fliche sind ja seitdem vielfach
weiter untersucht worden. Zundchst von Lie und mir in unseren Abhandlungen in
Bd. 5 der Math. Ann. (1871); siehe die nachstehenden Abhandlungen. Wihrend Lie
daselbst seine Linienkugeltransformation eingehend entwickelte, habe ich den in Be-
tracht kommenden IntegrationsprozeB von verschiedenen anderen Seiten beleuchtet. —
Ich verweise auf diese Arbeiten um so lieber, als die vorstehend in Nr. 2 und 7 des
Textes entwickelten Beweise des Hauptsatzes, trotzdem sie materiell richtig sind,
vielleicht in formaler Hinsicht unbefriedigend erscheinen konnen. — Es folgen die
Entwicklungen von Herrn Rohn in seiner Dissertation (Miinchen, 1878) und in
seinen Abhandlungen in Bd. 15, 18 der Math. Ann. (1879 bez. 1881). Hier tritt die
Bedeutung der Haupttangentenkurven der Kummerschen Fliche fiir deren Dar-
stellung durch hyperelliptische Funktionen zum erstenmal klar hervor, und wird ihr
reeller Verlauf fiir die Fille, wo die in Nr. 6 des Textes gegebene Figur eines von
zwei Kegelschnittstiicken umgrenzten Segmentes nicht stimmt, angegeben. Weiteres
vergleiche man im Artikel IITC8 der Enzyklopddie der Math. Wiss. von K. Zindler
iiber algebraische Liniengeometrie. K.]

Xlein, Gesammelte math. Abhandlungen. 1. 7



VIL. Uber einen Satz aus der Theorie der Linienkomplexe,
welcher dem Dupinschen Theorem analog ist.

Vorgelegt von A. Clebsch.

[Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1871, Nr. 3
(8. Mérz 1871), vorgelegt in der Sitzung vom 4. Mérz 18717%)]

Bei der Bestimmung der Haupttangentenkurven der Kummerschen
Flache?) hat sich gezeigt, dal diese Kurven in einem unmittelbaren Zu-
sammenhange mit den Komplexen zweiten Grades stehen, deren Singu-
laritdtenfliche die Kummersche Fliche ist. Im folgenden will ich nun ein
allgemeines Theorem aufstellen, betreffend eine Beziehung zwischen Linien-
komplexen und Haupttangentenkurven, unter welches sich die Bestimmung
der Haupttangentenkurven der Kummerschen Fliche subsumiert.

Seien zundchst zwei Komplexe und eine ihnen gemeinsame Gerade
gegeben. In einer beliebig durch die letztere hindurchgelegten Ebene be-
finden sich zwei bez. den beiden Komplexen angehorige Komplexkurven
und diese berithren die gegebene Gerade je in einem Punkte. Man be-
trachte den einen Beriithrungspunkt als dem anderen entsprechend. LBt
man sich die angenommene Ebene um die gerade Linie drehen, so erhilt
man daraus ein lineares Entsprechen zwischen zwei auf der Geraden be-
findlichen Punktreihen. Die beiden Komplexe sollen nun mit Bezug auf
die gegebene gerade Linie in Involution heilen, wenn die Beziehung
zwischen diesen Punktreihen die involutorische ist.

Analytisch driickt sich dies, wie ich hier ohne Beweis angebe, fol-
gendermaflen aus®). Die Linienkoordinaten #,, ..., z, mdgen so gewihlt

1) [Das Prinzip ist, in die vorliegende Ausgabe von den vorldufigen Mitteilungen,
die in den Gottinger Nachrichten oder anderen Akademieberichten erschienen sind,
nur aufzunehmen, was nicht in spéitere umfassende Abhandlungen eingearbeitet ist.
Bei VII wird wie in einigen analogen Féllen eine Ausnahme gemacht, weil die Methode
der Darstellung eine andere ist, als bei der endgiiltigen Darstellung in VIII. K.

%) Vgl. die Arbeit von Herrn Lie und mir: ,Uber die Haupttangentenkurven
der Kummerschen Fliche“, Monatsberichte der Berliner Akademie, Dezember 1870;
sowie eine Notiz von mir in diesen Nachrichten, 1871. Nr.1. [Vgl. Abh. II, VI
dieser Ausgabe.]

%) Hier und im folgenden verweise ich auf die beiden Arbeiten: ,Zur Theorie der
Linienkomplexe ersten und zweiten Grades“ und ,Die allgemeine lineare Transforma-
tion der Linienkoordinaten“, Math. Ann., Bd. 2. [Siehe Abh. II, III dieser Ausgabe.]
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sein, daB die Summe ihrer Quadrate identisch verschwindet. Die beiden
gegebenen Komplexe seien 4 = 0, B = 0; sie liegen mit Bezug auf eine

gemeinsame gerade Linie in Involution, wenn fiir diese Linie o4 oB

oz, ’ ES
verschwindet.

Diese Definition vorausgesetzt, ist nun der Satz, um den es sich hier
handelt, der folgende:

Wenn vier Komplexe mit Bezug auf eine gemeinsame gerade Linie (p)
paarwetse in Involution liegen, wenn ferner je drei derselben mit Bezug
auf die ihnen gemeinsame, ndchsifolgende gerade Linie ebenfalls paar-
weise in Involution sind, so beriihrt die dreien der Komplexe gemein-
same Linienfldche die Brennfliche desjenigen Strahlensystems, das zweien
dieser dret Komplexe angehort, tn der Ndhe von (p) nach der Richtung
etner Haupttangentenkurve.

Der hiermit ausgesprochene Satz hat seiner Form nach eine gewisse
Ahnlichkeit mit dem Dupinschen Theorem iiber Kriimmungskurven, wenn
man das letztere so ausspricht, wie dies beispielsweise in Salmons Raum-
geometrie (IL, 8.51 der Ubersetzung von Fiedler) gesehieht. Diese Ahn-
lichkeit entspricht dem Wesen der Sache; ich werde hier einen solchen
Beweis fiir den aufgestellten Satz geben, der dem in Salmons Raum-
geometrie mitgeteilten Beweise des Dupinschen Theorems genau nach-
gebildet ist, und aus dem sich ergibt, dal der Satz eine Erweiterung des
Dupinschen Theorems von drei Variabeln auf vier ist.

Uberhaupt ist, wie an einem anderen Orte ausfiihrlicher dargelegt
werden soll, die Liniengeometrie dquivalent mit der metrischen Geometrie
fiir vier Variabeln. Diese Behauptung findet ihren einfachsten Ausdruck in
der sogleich zu gebrauchenden Koordinatenbestimmung, vermoge derer die
bilineare Invariante zweier gerader Linien sich darstellt wie die Entfernung
zweier Punkte und die Bedingung fiir die involutorische Lage zweier Kom-
plexe wie die Bedingung fiir die Orthogonalitét zweier Flichen. Zu dieser
Beziehung zwischen metrischer Geometrie und Liniengeometrie, insbesondere
auch zu der Aufstellung des hier in Rede stehenden Theorems, bin ich
durch weiteren Verfolg eines Gedankenganges gekommen, der Herrn Lie
angehort. Herr Lie hat ndmlich, wie dies beildufig auch in der vor-
stehend zitierten Arbeit: ,,Uber die Haupttangentenkurven usw.* [vgl.
die vorstehende Abhandlung VI] auseinandergesetzt ist, gefunden, daf
zwischen der Geometrie eines linearen Komplexes und der metrischen Geo-
metrie bei drei Variabeln ein vollstindiger Parallelismus statthat, der
darauf zuriickkommt, daB man die Linien eines linearen Komplexes in
der Art eindeutig auf die Punkte des Raumes beziehen kann, daf dabei

der unendlich weit entfernte imaginire Kreis als fundamentales Gebilde
7x
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auftritt*). Dabei entsprechen sich, wie Herr Lie fand, die Kriimmungs-
kurven im metrischen Raume und die Haupttangentenkurven im Raume
des linearen Komplexes in einer gewissen Weise.

Man kann sich nun die Frage vorlegen: Was bedeutet fiir den linearen
Komplex das auf den metrischen Raum beziigliche Dupinsche Theorem?
Die Antwort auf diese Frage ist eben der hier aufgestellte Satz, nur nicht
in seiner allgemeinsten Form, sondern mit der Beschrankung, dal einer
der vier Komplexe, von denen in demselben die Rede ist, ein linearer ist.
Es ist nicht schwer, von dieser besonderen Annahme zu dem allgemeinen
Satze iiberzugehen; der Wunsch, einen unmittelbaren Beweis zu haben,
filhrte mich zu der Aufstellung des im nachstehenden benutzten Koordi-
natensystems und dieses zu der oben hervorgehobenen Analogie zwischen
Liniengeometrie und metrischer Geometrie bei vier Variabeln.

Ich wende mich jetzt zu dem Beweise des aufgestellten Theorems.

Die vier gegebenen Komplexe mégen heiflen:

(1> p;=0, @,=0, @;=0, ¥, =0,

die ihnen gemeinsame gerade Linie, in bezug auf welche sie paarweise in
Involution liegen, sei p; ihre (Komplex-)Gleichung sei p=10. Aus der
einfach unendlichen Schar der linearen Tangentialkomplexe von ¢, @,, @,, ¢,
mit Bezug auf p wéhle man je einen aus; dieselben heilen z, =0, z,= 0,
%y3=0, &, == 0. Endlich moége ¢ = 0 diejenige gerade Linie sein, welche
den vier linearen Komplexen noch auller p gemeinsam ist. Die sechs
linearen Ausdriicke z,, ,, z;, ®,, p, ¢ lege ich im folgenden als Linien-
koordinaten zugrunde. Wegen der zwischen den betreffenden linearen Kom-
plexen bestehenden Beziehungen schreibt sich die fiir diese Linienkoor-
dinaten geltende Identitét bei passender Wahl von Multiplikatoren unter
der folgenden Form:

(2) 0= af + a2+ af+ o} + 2pg.
Fortan werde ich ¢ = -|- 1 setzen, dann ist:
(3) —2p =+ @, + ] + ),

p driickt sich mithin rational und ganz durch die x aus. Es ist also ge-
stattet, in allen Gleichungen, welche vorkommen, p durch die x zu er-
setzen und die x als die einzigen und dann wunabhdingigen Verdnder-
lichen zu betrachten.

Seien unter dieser Voraussetzung 4 =0, B =0 die Gleichungen

%) Herr Lie hat diese Beziehungen ausfiihrlicher in einer demnichst in den
Berichten der Akademie zu Christiania erscheinenden Abhandlung auseinandergesetzt
(1871). [Vgl. die groBe Abhandlung von Lie in den Math. Ann., Bd. 5.]
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zweier Komplexe, so ist die Bedingung dafiir, daf dieselben mit Bezug
auf eine gemeinsame Linie in Involution liegen,

04 oB 04 0B 04 6B
(4) oz, axl_f"axg 6:1:2 oz, ﬁ;%‘b"x: 674"“0’

was der Bedingung fiir die Orthogonalitit zweier Flichen im Raume von
vier Dimensionen entspricht. Die Bedingung fiir die Involution ist nidm-
lich urspriinglich:

24 0B 04 B 04 0B
< ox, dz, ' Op 09 og op

da aber 4 und B nach Voraussetzung kein p mehr enthalten, so fallen
04 9B

die Glieder mit 7p’ op fort, und man erhilt die vorstehende Bedin-
gung (4)°).

Die Gleichungen der vier gegebenen Komplexe (1) erhalten nun die
folgende Form:

(5) 0=q, =22, + (2,2, %5,2,)+ ...,

usw., wo Q eine homogene Funktion zweiten Grades der x ist und die
nicht hingeschriebenen Glieder aus homogenen Funktionen héheren Grades
derselben Argumente bestehen.

Die Form von (5) sagt erst aus, daB die vier Komplexe mit Bezug
auf die gemeinsame Gerade p paarweise in Involution liegen; sollen die-
selben zu je drei auch mit Bezug auf die ihnen angehérige nichstfolgende
Gerade paarweise in Involution sein, so partikularisiert das die Form der Q.
Man findet namlich, daB die Q dann nur die Quadrate der x enthalten
diirfen, so dafl also:

(6) {0=gvl=29::1—}—(ale—{—a2x§+a3x§+a4xf)—}—...
0=q,=2x,+ (b, 22+ byxZ+ byai+ b))+ ...
usf. die Gleichungen der vier gegebenen Komplexe werden.

Betrachten wir jetzt die Kongruenz, welche zweien der vier Komplexe,
etwa ¢, und ¢,, gemeinsam ist. Dieselbe besitzt eine Brennfliche und
diese wird von p in zwei Punkten (den Doppelpunkten des auf p befind-
lichen, zu ¢, und ¢, gehorigen, involutorischen Punktsystems) beriihrt.
Sei a einer dieser Berithrungspunkte. Jetzt mdge p in eine benachbarte
Lage iibergehen, doch in der Art, daB es nach wie vor den beiden Kom-

%) Auf d&hnliche Weise erhdlt man fiir das Moment zweier Geraden (2, , %, 25,24, 9, ¢)
und (Y, Ya, Y5> Yo P4 q*), welches urspriinglich (bis auf einen Faktor)

= (@ Y1+ Ta Yo+ 2y Y5+ 2. Ys) + P+ PG
ist, durch Einsetzung der Werte fiir p und g¢:
=3 @ =9 ) @ — Yo P+ (23— )+ (2, — 1,)? ]
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plexen ¢, = 0, @, = 0 angehort. Dann ist p Doppeltangente der Brenn-
fliche geblieben; der Beriihrungspunkt @ ist in einen benachbarten Be-
riihrungspunkt iibergegangen. Soll dieser Punkt in der Richtung einer
der beiden in @ die Brennfliche berithrenden Haupttangenten liegen, so
muB die Tangentialebene in ihm, auch wenn man auf GroBen erster Ord-
nung Riicksicht nimmt, durch @ hindurchgehen. Mit anderen Worten:
das Biischel der in a und das Biischel der in dem benachbarten Punkte
die Fliche beriihrenden Tangenten missen, auch wenn man auf Groflen
erster Ordnung Riicksicht nimmt, eine Gerade gemein haben. Dies werde
ich analytisch ausdriicken; in der Form der betreffenden Gleichung liegt
dann unmittelbar der Beweis des aufgestellten Theorems.

Beildiufig sei bemerkt, daB sich aus den folgenden Resultaten ergibt,
daB, wenn der Beriihrungspunkt a auf einer Haupttangente der Brenn-
fliche fortriickt, dieses auch mit dem zweiten Berithrungspunkte der Brenn-
fliche mit der Linie p der Fall ist.

Die Linie p hat bei unserer Koordinatenwahl die Koordinaten:

Ty, Ta> Xy, Ty5 Py

0, 0, 0, 0, 0,1

Fiir eine benachbarte Linie ist wegen (8) dp = 0; sie hat also die Koor-
dinaten:

dx,, dx,, dx,, dz,, 0, 1,
wo dz,, dx,, dx,, dz, vollig unabhingig sind. Soll die benachbarte Linie,
wie hier vorausgesetzt, den Komplexen ¢,, @, angehoren, so ist dx,
und dz, gleich Null: Die genannte Bedingung also: daB die beiden Tan-
gentenbiischel eine Gerade gemein haben, wird eine Gleichung zwischen d,
und dz,. Der Beweis fiir das aufgestellte Theorem liegt nun darin, daf3
diese Gleichung die Form annimmt:

dx,-dx, =0,

wie jetzt gezeigt werden soll.

Zunschst, um auszudriicken, dall zwei Geradenbiischel eine Gerade
gemein haben, wihle man zwei Gerade aus beiden Biischeln aus. Die Be-
dingung ist die, daB die aus beliebigen vier der Koordinaten der vier ge-
raden Linien zusammengesetzten Determinanten verschwinden.

Von dem Biischel der in @ die Brennfliche beriithrenden Tangenten
kennt man aber eine gerade Linie; das ist p selbst, deren Koordinaten,

wie schon angegeben, sind:
0,0,0,0,0, 1.

Ferner findet sich unter denselben jedesmal eine Direktrix der Kongruenz,
welche irgend zweien auf p beziiglichen linearen Tangentialkomplexen



VIL. Analogon des Dupinschen Theorems. 1038

von ¢, und ¢, gemeinsam ist. Nehmen wir fiir die beiden Tangential-
komplexe x,— 0 und z,=0, so erhdlt die Direktrix die Koordinaten:

1,4,0,0,0,0.

In dem zweiten (benachbarten) Biischel enthalten ist zunichst die zu p
benachbarte Linie mit den Koordinaten:

0,0, dx,, dz,, 0, 1,

sodann wieder eine Direktrix jeder Kongruenz, die irgend zwei auf diese
Linie beziiglichen linearen Tangentialkomplexen von @, und ¢, gemeinsam
ist. Fiir solche zwei Komplexe findet man aus (6) unmittelbar die fol-
genden:

0=+ - +azday 23+ a,dx, -2,

0= . 4+ o,+ bydu; x,+ b,dx,- x,.

Eine Direktrix der diesen beiden Komplexen gemeinsamen Kongruenz

hat zu Koordinaten:

1, 2, (ay+1by)dx,, (a,+ b, )dz,, 0, 0.
Die aus den Koordinaten der aufgezéhlten vier geraden Linien gebil-
deten viergliedrigen Determinanten sollen verschwinden. Vereinigt man

dieselben in ein rechtwinkliges Schema, so kann man dasselbe auf die
folgende Form reduzieren:

| 0 0 0 0 0 1
1 i 0 0 0 0
0 0 da, da, 0 0

0 0 (ay+1b,)dz, (a,+ 1b,)dxz, 0 0|

Damit die aus diesem Schema gebildeten Determinanten siamtlich ver-
schwinden, muf} offenbar sein:

dx, -dx, =0,
womit der Bewetis unseres Theorems gefiihrt ist.

Diese Gleichung sagt ndmlich aus: damit der Beriihrungspunkt a und
also auch der zweite Berithrungspunkt von p mit der Brennfliche bei
einer infinitesimalen Verschiebung von p auf einer Haupttangente der Brenn-
fliche fortriicke, mufl diese Verschiebung so geschehen, dafl dx, oder dx,
gleich Null ist, d. h. dal p in der benachbarten Lage nicht nur, wie
selbstverstindlich, den Komplexen ¢,= 0, ¢,—= 0, sondern auch einem
der beiden Komplexe ¢, = 0 oder ¢, = 0 angehore. Mit anderen Worten:
die Linienfliche, welche ¢, — 0, ¢,= 0 und @;—= 0 oder ¢, =0, @,=10
und ¢, = 0 gemeinsam ist, beriihrt die Brennfliche der Kongruenz ¢, = 0,
@,="0 in der Néhe von p nach der Richtung einer Haupttangentenkurve,
was das aufgestellte Theorem war.
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Es mag jetzt ein System von unendlich vielen Komplexen gegeben
sein, welches von einem Parameter 1 abhingt, der bis zur vierten Potenz
vorkommt:

¢+ i+ Lyt Loyt Mg, =0.

Eine beliebige gerade Linie gehort vieren der Komplexe des Systems
an. Das System soll nun so beschaffen sein, daBl diese vier Komplexe
jedesmal mit Bezug auf die gemeinsame Gerade in Involution sind®). Dann
gibt das aufgestellte Theorem durch Ubergang vom Unendlich-Kleinen zum
Endlichen den Satz:

Dre Linienfldche, welche dreien der Komplexe des Systems gemetnsam
tst, berithrt die Brennfliche der zweien dieser drei Komplexe gemein-
samen Kongruenz nach einer Haupttangentenkurve.

Hiernach kennt man die Haupttangentenkurven auf den Brennflichen
der Kongrenzen je zweler der Komplexe des Systems.

Aber auch die Haupttangentenkurven auf den je dreien der Komplexe
gemeinsamen Linienflichen bestimmen sich ohne weiteres. Die Beriihrungs-
kurven einer solchen Linienfliche mit den Brennflichen der zweien der
drei Komplexe gemeinsamen Kongruenzen sind ndmlich auch Haupt-
tangentenkurven der Linienfliche, da iiberhaupt, wenn zwei Flichen sich
nach einer Haupttangentenkurve beriihren, diese Kurve fiir beide Hauapt-
tangentenkurve ist. Diese drei Haupttangentenkurven schneiden die Er-
zeugenden der Linienfliche in drei Punktepaaren. Da nun die Erzeugen-
den einer Linienfliche von den Haupttangentenkurven derselben projektivisch
geteilt werden?), so ist die Bestimmung der iibrigen Haupttangentenkurven
der Fliche im vorliegenden Falle auf rein algebraische Operationen zuriick-
gefithrt. Zuogleich ergibt sich, daB die drei Punktepaare, die auf jeder
Erzeugenden festgelegt wurden, sechs festen Elementen projektivisch sein
miissen. In der Tat findet man, daB jedes Paar zu jedem anderen harmo-
nisch ist.

Die hiermit ausgesprochenen Sitze finden ihre Stelle insbesondere be:
den Komplexen zweiten Grades, die dieselbe Singularitdtenfliche besitzen.
Das von ihnen gebildete System hat namlich gerade die Eigenschaft: daf
eine beliebige gerade Linie vieren der Komplexe angehért, und dall diese
Komplexe mit Bezug auf die Gerade in Involution liegen. Fiir die Kom-
plexe zweiten Grades, welche eine Kummersche Fliche zur Singularitéten-

% Ein solches Komplexsystem entspricht bei vier Variabeln einem Orthogonal-
flichensysteme bei drei Variabeln. Die allgemeinen Eigenschaften der letzteren [cf.
Darboux, Recherches sur les surfaces orthogonales, Ann. de 'Ecole Normale Supérieure,
t. 2 (1865)] finden bei den Komplexsystemen ihre Analoga.

?) Dieser Satz ist, soviel ich weiB, zuerst von Herrn Paul Serret ausgesprochen
worden.
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flache haben, kann man dies aus den Gott. Nachrichten 1871, Nr. 1 [siehe
Abh. II dieser Ausgabe] mitgeteilten Formeln unmittelbar entnehmen. Der
Nachweis fiir die allgemeine Giiltigkeit dieses Satzes, den ich hier der
Kiirze wegen nicht ausfiihre, entspricht iibrigens ganz dem Gange, den man
einschligt, um zu zeigen, daf konfokale Flichen zweiten Grades sich senk-
recht schneiden.

Sei nun ein solches System von Komplexen zweiten Grades gegeben.
Zwei demselben angehorige Komplexe bestimmen eine Kongruenz, deren
Brennfliche im allgemeinen von der 16. Ordnung und Klasse ist. Auf
diesen Brennflichen kennt man nach dem aufgestellten Theoreme die Haupt-
tangentenkurven; es werden algebraische Kurven von der 32. Ordnung und
Klasse. Dieselben sind die Beriihrungkurven mit den je dreien der Kom-
plexe angehorigen Linienflichen, die im allgemeinen auch von der 16. Ord-
nung und Klasse sind. Auf diesen Linienflichen kann man nach dem
Obigen ebenfalls durch algebraische Operationen die Haupttangenkurven
bestimmen.

Durch passende Partikularisationen erhilt man hieraus die Bestimmung
der Haupttangentenkurven auf einer groBen Zahl von besonderen Flachen.
Hier sei nur eine solche Partikularisation erwihnt. Die beiden Komplexe
des Systems, welche miteinander die Kongruenz und durch diese die Brenn-
fliche bestimmen, mogen unendlich wenig voneinander verschieden sein. Dann
wird die Kongruenz die Kongruenz der singuldren Linien desjenigen Kom-
plexes, in welchen die beiden zusammengefallen sind. Ihre Brennfliche
zerfillt in die allen Komplexen gemeinsame Singularitdtenfliche, die von
der vierten Ordnung und Klasse ist, und eine weitere Flache von der
12. Ordnung und Klasse. Auf beiden erhilt man die Haupttangentenkurven.
Nun ist fiir die allgemeinen Komplexe zweiten Grades die Singularitaten-
fliche eine Kummersche Fliche vierten Grades mit 16 Knotenpunkten.
Man erhdlt also eine Bestimmung der Haupttangentenkurven dieser Fldche
und zwar eine solche, die sich unmittelbar in diejenige iiberfithren laft,
welche Herr Lie und ich in der im Eingange zitierten Arbeit auseinander-
gesetzt haben.



VIII. Uber Liniengeometrie und metrische Geometrie.

[Math. Annalen, Bd. 5 (1872).]

In der vorstehenden Abhandlung') hat Herr Lie unter anderem eine
fundamentale Analogie entwickelt, welche zwischen der Geometrie des
linearen Komplexes und der gewéhnlichen metrischen Geometrie besteht.
Diese Analogie kommt darauf zuriick, dal man den linearen Komplex
eindeutig auf den Punktraum abbilden kann?), wobei im linearen Komplexe
eine einzelne Linie, im Punktraume ein Kegelschnitt als Fundamental-
gebilde auftritt. Denn die metrische Geometrie ist ja nichts anderes, als
die Untersuchung der projektivischen Eigenschaften der rdumlichen Gebilde
unter Zugrundelegung eines ein fiir allemal gegebenen Kegelschnittes, des
unendlich fernen imagindren Kreises. Die Geometrie des linearen Kom-
plexes ist durch die fragliche Abbildung also mit der metrischen Geome-
trie in Verbindung gesetzt, jedoch so, daB im linearen Komplexe noch
eine Linie willkiirlich ausgezeichnet ist. — Der hierdurch aufgedeckte
Zusammenhang zwischen zwei auf den ersten Blick sehr heterogenen Ge-
bieten der Geometrie mul nach beiden Seiten hin von groBer Fruchtbar-
keit sein. Es mag hier geniigen, in diesem Betracht auf den reichen
Inhalt der vorstehenden Abhandlung zu verweisen, insbesondere auf die

1) [Gemeint ist die im Bd. 5 der Math. Ann. unmittelbar vorher abgedruckte
groBe Abhandlung von Lie: ,Uber Komplexe, insbesondere Linien- und Kugelkom-
plexe, mit Anwendung auf die Theorie partieller Differentialgleichungen®. Es wire
gewiB erwiinscht, die engen Beziehungen, die zwischen den Abhandlungen VIII und IX
und dieser Abhandlung von Lie bestehen, genauer klarzulegen, zumal auch letztere
auf zahlreiche zugehorige Bemerkungen meinerseits Bezug nimmt. Aber es scheint
unmoglich, dies in Form eines kurzen zusammenfassenden Kommentars zu tun. So
muB es bei gelegentlichen Verweisen sein Bewenden haben. Hoffen wir, da8 die
Fiille der geometrischen Ideen, welche in den jetzt schwer zuginglichen Lieschen
Abhandlungen in ihrer urspriinglichen Form enthalten ist, doch noch einmal in der
seit langem vorbereiteten, durch die Ungunst der Verhéltnisse bislang zuriickgestellten
Ausgabe der Lieschen Werke zum Gesamtgut der Mathematiker wird! K.]

2) Auf diese Abbildung ist zuerst durch Herrn Nother aufmerksam gemacht
worden: Zur Theorie algebraischer Funktionen. Gott. Nachrichten. 1869.
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dort gegebene Beziehung zwischen dem Probleme der Haupttangenten-
kurven und der Kriimmungskurven.

Ankniipfend an diese Untersuchungen von Herrn Lie, iber die ich
durch wiederholte ausfiihrliche Mitteilungen desselben unterrichtet war,
fand ich, daB in ganz gleicher Weise, wie die Geometrie des linearen
Komplexes mit der metrischen Geometrie des gewohnlichen Raumes
zusammenhsngt, ein Zusammenhang besteht zwischen dem Gesamiinhalte
der Liniengeometrie und der metrischen Geometrie des Raumes wvon
vier Dimensionen®). In diesem Betracht stellte ich insbesondere ein
liniengeometrisches Theorem auf*), welches dem Dupinschen Theorem der
gewohnlichen metrischen Geometrie nachgebildet war. Hieran habe ich
weitere Uberlegungen gekniipft, die darauf abzielen: einmal den gesamten
Inhalt der metrischen Geometrie auf Liniengeometrie zu iibertragen;
andererseits die algebraischen Methoden, deren man sich in der Linien-
geometrie mit Erfolg bedient, zur Behandlung metrischer Probleme zu
verwerten. Diese Betrachtungen — die iibrigens mit den von Herrn
Lie vorgetragenen in engster Beziehung stehen und aus ihnen erwachsen
sind — sollen im folgenden, wenn auch nur in allgemeinen Ziigen, dar-
gelegt werden. Hoffentlich geniigt die hier gegebene Auseinandersetzung,
um deutlich zu zeigen: daB auf dem hier eingeschlagenen Wege eine
Weiterentwickelung der beiden in Betracht kommenden Disziplinen: der
Liniengeometrie und der metrischen Geometrie gegeben ist.

In der Liniengeometrie pflegt man, wie bekannt, die Gerade durch
sechs homogene Koordinaten p,, zu definieren, welche an eine Bedingungs-
gleichung zweiten Grades:

P = piaPyy + PisPus + PryPos =0
gekniipft sind. Betrachtet man einen Augenblick die p,, als unabhéngige
Verdnderliche, so konstituieren sie eine Mannigfaltigkeit, oder, wie man
haufig sagt, einen Raum von fiinf Dimensionen. Derselbe soll mit Ry be-
zeichnet werden (iiberhaupt ein Raum von # Dimensionen mit R,). Aus
diesem Raume wird die von den Geraden gebildete Mannigfaltigkeit von
vier Dimensionen durch die vorstehende quadratische Gleichung aus-
geschieden, in #hnlicher Weise, wie aus der Gesamtheit der Punkte des
gewShnlichen Raumes (R,) durch eine quadratische Gleichung eine Fliche

%) Unter der metrischen Geometrie eines solchen Raumes ist wiederum die
Untersuchung der projektivischen Eigenschaften seiner Gebilde unter Zugrunde-
legung eines ausgezeichneten Gebildes zu verstehen, welches dem Kegelschnitte der
gewdhnlichen Geometrie entspricht. Bestimmt man, wie gewShnlich bei metrischen
Untersuchungen, das Raumelement (den Punkt) durch rechtwinklige Koordinaten,
hier also durch vier Koordinaten z, y, 2, t, so besteht das fragliche Gebilde aus den-
jenigen unendlich fernen Elementen, fiir die #2+y2?+22+4+%=0.

1) Gottinger Nachrichten. 1871. Nr. 3. [Vgl. Abh. VII dieser Ausgabe.]
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zweiten Grades ausgeschieden wird. Man wird so dazu gefiihrt, die Linien-
geomelrie in dhnlicher Weise analytisch zu behandeln, wie die Geometrie
auf einer Fldche zweiten Grades. Die hiermit angedeutete Auffassung
soll in § 1 noch naher erortert und begriindet werden; sie liegt iibrigens
meinen simtlichen bisherigen Arbeiten iiber Liniengeometrie zugrunde.

Es mag hier gleich eine Bezeichnung eingefiihrt werden, die im
folgenden nétig wird. Den Raum von % Dimensionen bezeichneten wir
bereits als B,. Ein Gebilde nun, welches aus ihm durch x4 Gleichungen
ausgeschieden wird, welches also noch immer eine Mannigfaltigkeit von
n — u Dimensionen vorstellt, soll als M,_, bezeichnet sein. Dabei
mogen rechts oben zugesetzte Indizes den Grad der u Gleichungen an-
geben, durch welche die M, _, bestimmt wird. — Die Gesamtheit der

geraden Linien bildet bei dieser Bezeichnung eine M{”, die im Raume R,
gelegen ist. In dhnlicher Weise bilden die Linien eines linearen Komplexes

eine M3® des R,, die Linien einer linearen Kongruenz eine Még) des R,
endlich die Linien einer Regelschar eine M{? des R,. [Wahrend diese Ge-

bilde, im R, betrachtet, die Bezeichnungen M? Mél’l’m, MR op.
halten muBten.] Diese Bezeichnungsweise ist etwas abstrakt; sie ist aber
im folgenden nicht gut zu umgehen.

Der Zusammenhang zwischen Liniengeometrie und metrischer Geometrie
bei vier Variabeln kommt nun auf eine eindeutige Abbildung der in R, ge-

legenen M{® auf den R, hinaus. — Es ist bekannt, wie man eine im

R, gelegene M, also etwa eine im gewdhnlichen Raume gelegene Fliche
zweiten Grades, eindeutig auf den R,, etwa die Ebene, abbilden kann.
Dies geschieht, geometrisch ausgedriickt, durch das Verfahren der stereo-
graphischen Projektion. Dabei treten in der Ebene zwei Fundamental-
punkte auf, die Bilder der durch den Projektionspunkt gehenden beiden
Erzeugenden. Auf der Fliche zweiten Grades findet sich ein Fundamental-
punkt, der Projektionspunkt. Nun benutzt aber die metrische Geometrie
in der Ebene als Fundamentalgebilde ein Punktepaar, die beiden unend-
lich fernen imaginiren Kreispunkte. Man wird deshalb sagen konnen:
die Geometrie auf einer Fliche zweiten Grades und die metrische Geometrie
in der Ebene entsprechen einander, sowie man auf der Fliche einen (will-
kiirlichen) Punkt auszeichnet. — Bei der in Rede stehenden Abbildung

einer M2, des R auf den R,_, findet nun etwas ganz Ahnliches statt.
n g

Ein Element der M., (welches dem Projektionspunkte entspricht) wird

ausgezeichnet. Dafiir tritt im R,_; ein Fundamentalgebilde auf, wie es

. . . T . 1,2
auch die metrische Geometrie des R,_; benutzt, nimlich eine M, 3.

Allgemein kann man also sagen:
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Die metrische Geometrie des R,_1 kann als stereographische Projek-
tion der Geometrie auf einer im R, gelegenen M2, aufgefapt werden®).

Mit diesem Satze, der in § 2 vollstdndig begriindet werden soll, ist
der Zusammenhang der Liniengeometrie mit der metrischen Geometrie des
R, vollstindig gegeben. Ebenso natiirlich der Zusammenhang zwischen
der Geometrie des linearen Komplexes und der metrischen Geometrie des
R,. Man konnte endlich in dem némlichen Sinne die Geometrie der
linearen Kongruenz mit der metrischen Geometrie des R,, die Geometrie
der Regelschar mit der metrischen Geometrie des R, in Verbindung setzen.
Andererseits begriindet der Satz diejenige Behandlung der metrischen
Geometrie des R,_;, welche vorher bereits angedeutet wurde, Dieselbe
soll ebenfalls in § 2 etwas weiter ausgefilhrt werden. Man wird bei ihr
in erster Linie dazu gefithrt, zwischen solchen metrischen Eigenschaften

des R,.; zu unterscheiden, welche, auf die M, des R, iibertragen, eine
besondere Beziehung zu dem bei der Abbildung benutzten Projektions-
punkte implizieren, und solche, welche dies nicht tun. Letztere ergeben,
wenn n =5, allgemeine liniengeometrische Sétze; erstere solche, bei denen
eine willkiirliche Gerade fundamental auftritt.

Um wenigstens an einem Beispiele die Fruchtbarkeit dieser Uber-
tragungen zu zeigen, suche ich in § 3 das liniengeometrische Analogon
der Orthogonalsysteme der metrischen Geometrie. Es sind dies Systeme
von Linienkomplexen, welche ich als Involutionssysteme bezeichne. Ein
Involutionssystem ist ein einfach unendliches System von Komplexen,
welche von einem Parameter im vierten Grade abhingen, so da durch
jede Gerade des Raumes vier Komplexe des Systems hindurchgehen.
Diese vier Komplexe — und das konstituiert eben den Charakter der in
Rede stehenden Systeme — liegen paarweise mit Bezug auf die gemein-
same Gerade in Involution®). Die involutorische Lage zweier Komplexe
entspricht dabei auf seiten der Liniengeometrie der Orthogonalitit zweier

5 Die metrische Geometrie der Ebene als stereographische Projektion der
Geometrie auf einer Fliche zweiten Grades (insbesondere einer Kugel) anzusehen,
ist ein Mittel, welches namentlich von Chasles gebraucht worden ist. Die im
Texte angedeutete allgemeine Auffassung wird gelegentlich von Herrn Darboux
in der Theorie der Orthogonalflichensysteme benutzt (Comptes Rendus t. 69. 1869, 2.
Sur unenouvelle série de systémes orthogonaux algébriques). Wie mir Herr Darbou x auf
eine Anfrage meinerseits mitteilte, ist sie ein allgemeines Prinzip gewesen, welches ihn
bei der Aufstellung seiner Theoreme iiber metrische Geometrie geleitet hat.

%) Als involutorische Lage zweier Komplexe mit Bezug auf eine gemeinsame
Gerade bezeichne ich die folgende Beziehung. In jeder durch die Gerade hindurch-
gelegten Ebene befindet sich, jedem Komplexe entsprechend, eine Komplex-Kurve
welche die gegebene Gerade berithrt. Die beiden Beriihrungspunkte mégen als
einander zugeordnet angesehen werden. Dreht sich nun die Ebene, so beschreiben
die beiden Punkte kollineare Punktreihen. Die Komplexe heien nun involutorisch
gelegen, wenn die Beziehung der beiden Punktreihen die involutorische ist.
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Flichen in der metrischen Geometrie. — Fiir Involutionssysteme von
Komplexen gilt dann ein Theorem, welches dem Dupinschen Theoreme
der gewchnlichen metrischen Geometrie analog ist. Dasselbe ist, wie ich
in § 4 des weiteren auseinandersetze, insofern hochst fruchtbar, als es,
sowie ein Involutionssystem gegeben ist, auf einer groBen Zahl von Flichen
die Haupttangenten-Kurven kennen lehrt. Insbesondere ist hier ein-
geschlossen die Bestimmung der Haupttangenten-Kurve der Kummerschen
Fliche vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten, wie sie sich aus
den Untersuchungen von Herrn Lie und mir ergeben hat?).

Ich will noch ausdriicklich auf einen Unterschied aufmerksam machen,
der zwischen den hier vorgetragenen Dingen und einigen Kapiteln der
voraufgechenden Lieschen Arbeit besteht und dabei zugleich auseinander-
setzen, wie, ankniipfend an diesen Unterschied, Herr' Lie eine neue in der
metrischen Geometrie anzuwendende Transformation entwickelt hat®). Ver-
mdoge der erwiahnten Abbildung des linearen Komplexes in den gewdhn-
lichen Punktraum setzt Herr Lie die Liniengeometrie in Verbindung mit
der Geometrie, deren Element die Kugel des gewchnlichen Raumes ist.
Hier dagegen wird die Liniengeometrie auf die Punkigeometrie des Raumes
von vier Dimensionen bezogen. Wihrend die letztere Beziehung einein-
deutig ist, ist es die erstere nicht, jeder Linie entspricht allerdings nur
eine Kugel, dagegen jeder Kugel ein Linienpaar. Da beide Abbildungen
der Liniengeometrie metrisch interessante Dinge ergeben, so wird man,
zur Behandlung metrischer Probleme, indem man die Betrachtung der
Liniengeometrie als unwesentlich beiseite 1aBt, die folgende Methode
aufstellen konnen: Man bezieht den Punkt des Raumes von % Dimen-
sionen auf die Kugel des Raumes von n — 1 Dimensionen, in der Art,
daf jedem Punkte eine Kugel, jeder Kugel dagegen ein Punktepaar ent-
spricht. Dies geschieht einfach, indem man die n Koordinaten des Punktes
im R, bez. die n» — 1 Mittelpunktskoordinaten und den Radius einer Kugsl
im R,_; bedeuten 1aBt. Dies ist die von Lie aufgestellte Methode, welche
die metrische Geometrie des R, und des R,_; in Verbindung setzt. Nicht
zu verwechseln mit ihr ist ein von Herrn Darboux aufgestellter ProzeB?®),
der ebenfalls die metrische Geometrie des R, mit der des R,_; verkniipft.
Derselbe kommt im wesentlichen darauf zuriick: die metrische Geometrie
des R, durch sphérische Abbildung auf eine Kugel des R, und dann von
dieser durch stereographische Projektion auf den R,_; zu iibertragen.

) Vgl. eine gemeinsame Mitteilung in den Monatsberichten der Berliner Akademie.
Dezember 1870 [siehe Abh. VI dieser Ausgabe], sowie die in der vorstehenden Ab-
handlung [von 8. Lie] enthaltenen bez. Auseinandersetzungen.

8) Gottinger Nachrichten. 1871. Nr. 7.

9) Vgl. die bereits zitierte Note: Sur une nouvelle série de systémes orthogonaux
algébriques. Comptes Rendus. 69. 1869.



VIII. Liniengeometrie und metrische Geometrie. 111

§ 1.
Die Liniengeometrie ist wie die Geometrie auf einer M\> des R;.

Diese Aussage findet in dem folgenden Verhalten der Linienkoordi-
naten p,, ihre eigentliche Begriindung. Fiir die Koordinaten p;, hat man:

P=p,3054 + Pis D2 + P14 Pay = 0.
Damit sich nun zwei Gerade, p und p’, schneiden, muB sein:
(%c “pir=0.
Infolgedessen kann man den folgenden Satz aufstellen, den ich bereits ge-
legentlich mitteilte?):

Setzt man statt der Linienkoordinaten p;, beliebige lineare Funk-
tionen derselben, die nur der einen Bedingung geniigen sollen, die
Mannigfaltigkeit M2

P=0
in sich dberzufiihren, so hat man eine kollineare oder eine dualistische
(reziproke) Umformung des Linienraumes. Andererseits erhdll man auf
diesem Weg alle solchen kollinearen und reziproken Umformungen.

Was den ersten Teil dieses Satzes betrifit, so werden offenbar durch
die in Rede stehenden Transformationen alle Geraden wieder in Gerade,
sich schneidende Gerade in sich schneidende Geraden iibergefiihrt. Der
Gesamtheit der zweifach unendlich vielen Geraden, die durch einen Punkt
gehen (sich also schneiden), entsprechen wiederum zweifach unendlich
viele Gerade, die sich schneiden. Dabei bleibt die doppelte Moglichkeit :
daB dieselben entweder wieder durch einen Punkt gehen oder daB sie die
Gesamtheit der in einer Ebene verlaufenden Geraden vorstellen!!). Im
ersten Falle hat man eine rdumliche Transformation vor sich, welche
jede Gerade in eine Gerade, jeden Punkt in einen Punkt iiberfiihrt, und
das ist ersichtlich eine kollineare Umformung. Im zweiten Fall dagegen
hat man eine rdumliche Transformation, welche jede Gerade in eine Ge-
rade, jeden Punkt in eine Ebene iiberfithrt. BEs ist also eine dualistische
Umformung.

Aber auch umgekehrt wird jede kollineare und jede dualistische Um-
formung sich in Linienkoordinaten in der vorgenannten Weise darstellen.

10) Math. Ann,, Bd. 2 (1870) (Geometrisches iiber Resolventen...) [Siehe Bd. 2
dieser Ausgabe. Dieser Satz ist bereits in meiner Dissertation (Abh. I dieser Ausgabe)
auf dem Wege der Rechnung bewiesen worden, (Nr.6—8.) K.]

1) In #hnlicher Weise spalten sich iiberhaupt die linearen Transformationen,
welche eine M;Lz_zl im R, in sich iiberfithren, falls n eine ungerade Zahl ist, in zwet

Scharen. Vgl. die Arbeit: ,Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie¥, § 16.
{Math. Annalen, Bd. 4 (1872).] [Siehe Abh. XVI dieser Ausgabe.]
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Denn bei einer solchen Umformung werden die Punktkoordinaten durch
lineare Funktionen der neuen Punkt- oder Ebenenkoordinaten ersetat.
Infolgedessen treten an Stelle der fritheren Linienkoordinaten p;,, die
gleichmifig als zweigliedrige Determinanten aus Punktkoordinaten oder
aus Ebenenkoordinaten dargestellt werden kénnen, lineare Funktionen

derselben. Diese linearen Funktionen haben auch die Eigenschaft, die Me
P=0

in sich selbst iiberzufithren, da ja bei ihnen gerade Linien gerade Linien
bleiben und sich also die durch die vorstehende Gleichung dargestellte
Linienmannigfaltigkeit nicht andert.

Hiermit ist der vorstehende Satz vollstindig bewiesen. Dieser Satz
gibt nun zu der folgenden Behandlung liniengeometrischer Probleme Veran-
lassung. Die neuere Geometrie untersucht alle ridumlichen Gebilde,
insonderheit also die Liniengebilde, nur insofern sie durch kollineare oder
dualistische Transformationen ungeéindert bleiben, oder, wenn man will,
sie fiihrt alle anderen Eigenschaften auf Eigenschaften dieser Art zuriick.
Ganz denselben Umfang von Transformationen ziehen wir aber in Betracht,

wenn wir den Linienraum als eine M,? im R_ betrachten und die pro-

jektivischen Eigenschaften des R, untersuchen, welche sich auf die M >
beziehen. Die gesamte Liniengeometie wird dadurch auf folgendes Problem
zuriickgefiihrt:

Man untersuche im projektivischen Sinne die im R, gelegene MP.
Sodann ibertrage man die Resultate in die Sprache der Liniengeometrie.

Wie sich dies bei néherer Ausfiihrung stellt, habe ich in aller Kiirze
in dem Aufsatze: ,Die allgemeine lineare Transformation der Linien-
koordinaten (Math. Annalen, Bd. 2 [siehe Abh. III dieser Ausgabe]) aus-
einandergesetzt. Eine lineare Gleichung (oder sagen wir: die Ebene des R, ) stellt

einen linearen Komplex dar, der ein spezieller wird, wenn die Ebene die M >
beriihrt. Sind zwei Ebenen in bezug auf die M konjugiert, so heiBen die Kom-

plexe in Involution. Beriihrt der Durchschnitt der beiden Ebenen die M2, so
berithren sich die beiden Komplexe (die ihnen gemeinsame Kongruenz
hat dann zwei zusammenfallende Direktrizen).

Es soll hier nicht weiter in diese Dinge eingegangen werden?); doch
mag noch folgende Bemerkung hier ihre Stelle finden. Liniengeometrie
1st schlieBlich nichts, als iiberhaupt projektivische Raumgeometrie. Der
vorstehende Satz begriindet also eine eigentiimliche Behandlung der Geo-
metrie des R,, bei der die linearen und dualistischen Transformationen

%) [Diese Untersuchungsmethode ist spiter von C. Segre systematisch aus-
gebaut worden. (Mem. della R. Acc. di Torino, Ser. II, T. 86, (1885).]
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des R, durch die linearen Transformationen eines hoheren Raumes ersetzt
werden, welche ein in diesem Raume gelegenes Gebilde ungeéindert lassen. Man
kann die Frage aufstellen, ob eine analoge Behandlung bei anderen Réumen,
als dem R,, moglich ist. Dies ist allerdings, aber nur bei besonderen
Réumen, der Fall. So kann man den R, behandeln als Kegelschnitt im R,
oder als Raumkurve dritter Ordnung im R, usw. Denn die gerade Linie R,
148t sich derart auf einen Kegelschnitt, bez. eine Raumkurve dritter Ordnung
beziehen, daB ihren dreifach unendlich vielen linearen Transformationen die
gleich zahlreichen linearen Transformationen entsprechen, welche einen
Kegelschnitt in der Ebene, eine Raumkurve der dritten Ordnung im Raume
in sich iiberfilhren. Hierauf beruht das von Hesse vorgeschlagene Uber-
tragungsprinzip (Borchardts Journal, Bd. 66, 1866). Hesse bespricht insbe-
sondere die Beziehung zwischen der geraden Linie und dem Kegelschnitte
der Ebene und zeigt, wie bei der Ubertragung die projektivische Geometrie
der Ebene eine Geometrie der Punktepaare auf der Geraden ergibt'3).

§ 2.
Zusammenhang der metrischen Geometrie bei (2 — 1) Variabeln und
der Geometrie auf einer M, eines R,.

Sei eine M\?, eines R, gegeben. Durch passende Wahl der homogenen
Veranderlichen z, ... #,.1; wird man deren Gleichung im Allgemeinen auf
die Form bringen konnen:

2 2 2 2 2
O=a +2 + ... + %1+ Zn+ Tps1.

Setzen wir jetzt: P=1=, +F Tps1
=12, — i1,
80 kommt: 0=2 +as+ ... —{—:cf_1—i—pq.

Von dieser Gleichungsform ausgehend, kann man die M,(fll ohne weiteres
auf den R,_, abbilden. Zu diesem Behufe hat man nur zu setzen, unter
o einen Proportionalitdtsfaktor verstanden:

(Y xl = yl yn
Q x‘.’, = y‘.! yn

ox"’l = yn_lyn
Qp = ynyn 2 2 o
oq :—(y1+y2+---+y£_1)-

1) Hiermit wieder kann man in Zusammenhang bringen, wenn man, wie die
Herren Clebsch und Gordan, behufs der typischen Darstellung gerader binérer
Formen getan haben, die Punkte der Geraden durch drei homogene Koordinaten be-
stimmt, zwischen denen eine Bedingungsgleichung zweiten Grades statthat; vgl.
Clebsch: Theorie der bindren Formen (Leipzig 1871). Neunter Abschnitt.

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 8
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Fiir n = 3 sind dies die bekannten Formeln, welche die stereographische
Projektion einer Fliache zweiten Grades auf die Ebene vorstellen.
Als Fundamentalgebilde treten bei dieser Abbildung auf:

1. Im R,_, die M2, welche durch die beiden Gleichungen vor-
gestellt wird:
0="9,,
O=yi+yi+ ... +Yn-1-
Jedem Elemente derselben entspricht nicht ein Element der gegebenen
MP . sondern einfach unendlich viele.

2. Auf der M”, ein einzelnes Element (der Projektionspunkt):
2, =0, %,=0,...,2,1=0, p=0.
Thm entspricht die lineare Mannigfaltigkeit von (n — 1) Dimensionen:
Y. =0.
Nun wurde bereits bemerkt, daBl die metrische Geometrie des R,_;

eben eine M"? als fundamentales Gebilde benutzt. Durch unsere Ab-
bildung wird also, wie behauptet wurde, die metrische Geometrie des

R,_; mit der Geometrie der M2 des R,, unter Zugrundelegung eines
ausgezeichneten Elementes, in Beziehung gesetzt.

Die Art dieser Beziehung wird durch den folgenden Satz dargelegt,
der die Beziehung als eine wesentliche kennzeichnet:

Den linearen Transformationen des R,_., welche dessen fundamen-

tale M3 ungedndert lassen, entsprechen diejemigen linearen Transfor-
mationen des R,, welche die gegebene M,_, und den auf ihr befindlichen
(willkiirlich gewdhlten) Projektionspunkt nicht dndern.

In der Tat, setzen wir statt g, ...y, lineare Funktionen derselben,

welche die fundamentale M,(JL?:

0=y,

O=yi+9+ ...+ Yns
nicht #ndern, so ergeben die Formeln ohne weiteres die Richtigkeit des
Satzes.

Die ersteren Transformationen sind aber diejenigen, welche man in
der metrischen Geometrie des R,_; betrachtet; d. h. es sind diejenigen
Umformungen, welche metrische Eigenschaften des R,_; nicht &ndern.
Beispielsweise, ist =4, so ist der RB,_; der gewdhnliche Punktraum.
Die fundamentale M >3 ist der unendlich ferne imaginiire Kreis. Die
linearen Transformationen des Punktraumes, welche letzteren nicht indern,
sind diejenigen, die man als Bewegungen, als Ahnlichkeitstransformationen
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und als Transformationen durch Spiegelung bezeichnet. Bei diesen Trans-
formationen bleiben aber alle metrischen Beziehungen raumlicher Figuren
ungeéndert. — Andererseits wiirde man den entsprechenden Zyklus linearer
Transformationen der z in Betracht zu ziehen haben, wenn man nach
denjenigen Eigenschaften von Gebilden des R, fragt, welche sich auf die

gegebene My, und den auf ihr befindlichen Projektionspunkt beziehen.

Man wird jetzt die Frage aufstellen konnen: Welche Transformationen
des R, entsprechen denn denjenigen linearen Transformationen des R,
welche nur die gegebene M,”,, nicht aber auch den Projektionspunkt
selbst ungeéndert lassen? Ehe wir diese Frage beantworten, wollen wir
die benutzten Abbildungsformeln so uméndern, dafl auch formell der Zu-
sammenhang mit der gewdhnlichen Darstellung der metrischen Geometrie
des R, (wobei rechtwinklige Koordinaten gebraucht werden) hervortritt.
Es geniigt, zu diesem Zwecke y, == 1 zu setzen und die dann absolut be-
stimmten y, ... y,—1 als rechtwinklige Koordinaten des R,._; aufzufassen.
Y, =0 ist dann der Ort der unendlich fernen Elemente des R,_; (die
unendlich ferne Ebene). In y, =0 befindet sich die fundamentale

MS®, die aus ihm durch die Gleichung:
O=w/+y7+ ... +9,.,

ausgeschieden wird. — Es sei nun gestattet, die M,(,‘Z_)h welche durch
folgende Gleichung dargestellt wird :

(9, — 0:1)2 + (3. — a‘z)g + ot (Ynor— O‘n—l)2 =r?

nach Analogie mit der gewdhnlichen Raumgeometrie als eine Kugel des
R,_, zu bezeichnen. ¢, «,, ..., ¢,—; sind die Koordinaten ihres Mittel-
punktes, r ist der Radius. Eine derartige Kugel ist das Bild eines ebenen
Schnittes der im R, gegebenen und auf den R,_, projizierten M2, .
Denn die Gleichung der Kugel ist die allgemeine lineare Gleichung zwischen
den die gegebene M,”, darstellenden Abbildungsfunktionen. Unter den
Kugeln finden sich insbesondere solche mit unendlich groSem Radius, d. h.
Ebenen; sie sind das Bild solcher ebenen Schnitte der gegebenen MY,
welche durch den Projektionspunkt hindurchgehen!4).

Betrachten wir jetzt, wie sich die Abbildung der gegebenen M2,
dndert, wenn wir die M ?, durch lineare Transformationen des R, in sich
selbst iiberfilhren. Wir untersuchten bereits diejenigen unter diesen Trans-
formationen, welche den Projektionspunkt nicht &ndern. Ihnen entsprechen

14) Man versinnliche sich dies an der gewdhnlichen stereographischen Projek-
tion einer F,. Jeder ebene Schnitt bildet sich als Kreis ab; insbesondere als Gerade,
wenn er den Projektionspunkt enthilt.

8%
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die Bewegungen und die Ahnlichkeitstransformationen des R,_;. Alle
anderen Transformationen setzen sich aber augenscheinlich aus Transfor-
mationen dieser besonderen Art und solchen Transformationen zusammen,
welche einer Verlegung des Projektionspunktes auf der gegebenen M 3,
entsprechen. Vertauschen wir aber den bisher benutzten Projektionspunkt:

2, =0, 2,=0,...,2,1=0, p=290

mit einem anderen, fiir den wir, unbeschadet der Allgemeinheit, den Punkt:
2, =0, 2,=0,...,2,1=0, ¢g=0

nehmen wollen, so kommt dies darauf hinaus, im R,_; die GréBen

. yla yga“'ayn-—l
mit den folgenden

Y Yo Yn—1

92 ) 92 PRI 92

zu vertauschen, wo p® den Ausdruck bezeichnet:

=gty + . A v
Eine derartige Transformation soll, nach Analogie mit der entsprechenden
Transformation bei zwei und drei Variabeln, eine Transformation durch
reziproke Radit vectores heilen. Wir kénnen jetzt den Satz aussprechen:

Der Gesamiheit der linearen Transformationen des R,, welche die
gegebene MP. in sich diberfiihren, entspricht im R,_, ein Transforma-
tionszyklus, der sich aus dessen Bewegungen, den Ahnlichkeitstrans-
formationen und den Transformationen durch reziproke Radien zu-
sammensetzt.

Hier nun kniipft diejenige Behandlung der metrischen Geometrie des
R,_; an, von der in der Einleitung die Rede war. Zunichst wird man
den Gesamtinhalt der metrischen Geometrie in zwei Teile sondern. Man
wird solche Beziehungen unterscheiden, welche, auf die M2, iibertragen,
den gewihlten Projektionspunkt implizieren, und solche, bei denen dieses
nicht der Fall ist Die letzteren sind, wie man jetzt sieht, alle diejenigen,
welche bei Umformung durch reziproke Radien ungeindert bleiben. Zu
threr Behandlung muf es vorteilhaft sein, den R, , auch algebraisch als
eine M2, des R, zu behandeln. Das heiBt: man wird bei ihrer Behand-
lung das Element des R,_; nicht durch #» — 1 absolute, sondern durch
n -} 1 homogene Koordinaten bestimmen, zwischen denen eine Bedingungs-
gleichung zweiten Grades besteht. (Da dieselben, gleich Null gesetzt, ebene
Schnitte der M,”, vorstellen, so reprasentieren sie im R,_; Kugeln.)

Man bestimme also z. B. den Punkt des gewohnlichen Raumes nicht
durch drei absolute Koordinaten, sondern durch fiinf homogene:

81’ 82’ 83’ 84’ 35’
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die, gleich Null gesetzt, Kugeln vorstellen. Geometrisch kommt dies
darauf hinaus, den Punkt durch die relativen Werte der mit gewissen
Konstanten multiplizierten Potenzen desselben in bezug auf fiinf gegebene
Kugeln festzulegen. Zwischen den fiinf s besteht eine Bedingungsgleichung
zweiten Grades:
Q=0.
In der Diskussion dieser Gleichung ist in demselben Sinne der gesamte
Teil der metrischen Raumgeometrie vorhanden, der durch reziproke Radien
ungeéndert bleibt, wie sich die gesamte Liniengeometrie an die Diskussion
der entsprechenden Gleichung P == 0 ankniipft. Dafll diese Behandlung
metrischer Probleme von groflem Vorteile sein kann, mag hier nur an
einem Beispiele erdrtert werden. Auf dieses Beispiel ist Herr Lie bei
dem Studium seiner Abbildung des linearen Komplexes gefithrt worden,
indem er liniengeometrische Betrachtungen, die ich in einer frilheren Ab-
handlung®®) gegeben hatte, auf die entsprechenden metrischen Dinge iiber-
trug. Andererseits ist dieses Beispiel eben fiir mich Veranlassung gewesen,
die allgemeineren hier vorgetragenen Uberlegungen anzustellen. Man be-
stimme ndmlich den Punkt des Raumes durch fiinf Koordinaten s, ... s;,
welche, gleich Null gesetzt, Kugeln vorstellen, die sich orthogonal schneiden.
Dann hat Q die Gestalt:
ST 8l sl s8]+ si=0.
Schreibt man nun die Gleichung:
s? 83 s

it Rt TR =0
wo 1 ein Parameter, so hat man ohne weiteres das Orthogonalflichen-
system vor sich, welches von den Herren Darboux und Moutard ge-
funden wurde, und das aus Flichen vierter Ordnung gebildet ist, die den
imagindren Kreis doppelt enthalten®). — Diese Form entspricht, bis auf
die Zahl der Variabeln, genau der Gestalt, die ich 1. ¢. der Gleichung der
Komplexe zweiten Grades mit gemeinsamer Singularitidtenfliche gegeben

habe; es findet also auch dieselbe Art der Diskussion auf sie Anwendung, wie
dies Herr Lie in der vorstehenden Abhandlung [ Math. Ann., Bd. 5] ausfiihrt.

Co

%) Math. Annalen, Bd. 2 (1870). Zur Theorie der Komplexe ersten und zweiten
Grades. [Siehe Abh. II dieser Ausgabe.]

16) Vgl. Lie. Gottinger Nachrichten. 1871.Nr.7, oder die vorstehende Abhandlung von
S.Lie (Math. Ann., Bd. 5). — Auf dieselbe Gleichungsform war Herr Darboux bereits
friither gefiihrt worden. Er hat dieselbe in einer Abhandlung entwickelt, welche er 1868
der Akademie zu Paris eingereicht hat, die aber noch nicht veroffentlicht ist. Vgl. eine
neuere Note in den Comptes Rendus, Sept. 1871, wo Herr Darboux einige in seiner
gen. Abhandlung enthaltene Resultate anfithrt. [Die hier erwihnte Abhandlung von
Darboux ist seitdem in erweiterter Form als Buch erschienen: Sur une classe
remarquable des courbes et des surfaces. Paris, 1873.]
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Aber auch fiir die Geometrie der M., des R, ist die Verbindung,
in welche sie hier mit der metrischen Geometrie gebracht wird, nicht
ohne Wichtigkeit. Ich will hier unter vielen #hnlichen Betrachtungen
nur eine hervorheben, die im folgenden fiir Liniengeometrie verwandt
werden soll. Die co®~2 verschiedenen Fortschreitungsrichtungen, welche
von einem Elemente des metrischen Raumes R,_; zu benachbarten Ele-
menten fithren, bilden miteinander Winkel, z. B. konnen zwei solche Fort-
schreitungsrichtungen aufeinander senkrecht stehen. Diese Winkel bleiben,
wie bekannt, bei Umformungen durch reziproke Radien ungeiindert. Man
wird daher, wenn im R, eine M\, gegeben ist, auch von Winkeln reden

kénnen, welche die Fortschreitungsrichtungen von einem Elemente der M ,(.211

zu benachbarten Elementen der M. bilden. Bei der Bestimmung dieser

Winke] kommen nur die projektivischen Eigenschaften der M,(fll selbst,
nicht etwa auBerhalb im R, gelegene fundamentale Gebilde in Betracht.

Man iibersieht dies deutlich, wenn man #n = 3 nimmt, die M2, also eine
Fliche zweiten Grades bedeuten 148t. Durch jeden Punkt der Fliche
gehen zwei Erzeugende hindurch; auf sie beziehen sich, als fundamentales
Geradenpaar'”), die zwischen den Fortschreitungsrichtungen zu benach-
barten Punkten bestehenden Winkel. Insbesondere wird man zwei Fort-
schreitungsrichtungen zueinander senkrecht nennen, wenn sie harmonisch
zu den beiden Erzeugenden liegen. Der analytische Ausdruck hierfiir ist
offenbar dieser. Sei Q = 0 die Fliche zweiten Grades. So bilden wir
den Ausdruck:
29@1/:'5791'y1+%'ye+%'ys+%‘y4-

Setzen wir in ihn fir =, x,, %, x, bez. dz,, dx,, dz,, dx,, fir
Yi>Yo» Y5, Y, bez. d'xl, d'xe, d'xs, d'mu so bedeutet das Verschwinden
des Ausdrucks, dafl die beiden Fortschreitungsrichtungen in dem genannten
Sinne aufeinander senkrecht stehen!®). Die entsprechende Formel wird
auch bei n Dimensionen giiltig bleiben und soll im folgenden Paragraphen
fir Liniengeometrie verwandt werden.

1% Vgl. ,Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie¥. Math. Annalen,
Bd. 4 (1871) [siehe Abh. XVI dieser Ausgabe] § 2, 3.

%) Allgemein wird der fragliche Winkel durch den folgenden Ausdruck ge-
geben sein. Sei Q,, der im Texte aufgestellte Aufdruck; Q.. und Q,, bedeute die
Gleichung Q bez. mit den x oder den y geschrieben. So ist der gesuchte Winkel

Ry

Va2V,

wo statt 2 und y bez. d= und d’z einzutragen ist.
Hier ist ersichtlich, wie diese Winkelbestimmung mit der allgemeinen von
Cayley aufgestellten projektivischen MaBbestimmung zusammenhingt, die eine F, als
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§ 3.

Ubertragung der Lehre von den Kriimmungskurven und den
Orthogonalsystemen auf Liniengeometrie.

Die Lehre von den Kriimmungskurven und den Orthogonalsystemen
konstituiert einen Teil der metrischen Geometrie, welcher durch reziproke
Radien ungeéindert bleibt. Es soll jetzt — als ein Beispiel fiir solche
Ubertragungen — das Entsprechende bei der Liniengeometrie aufgesucht
werden. Zu diesem Zwecke mag die gewohnliche Theorie zunéchst so
formuliert werden, daB ihre Unabhiingigkeit von der Transformation durch
reziproke Radien in Evidenz tritt.

Sei im gewéhnlichen Raum R, eine Fliche gegeben. Dieselbe wird
in jedem Punkte von einfach unendlich vielen Kugeln beriihrt. Unter
denselben gibt es nun jedesmal zwei ausgezeichnete, die auch :noch in
einem benhachbarten Punkte beriihren, die sogenannten Hauptkugeln. An
ihre Existenz kniipft sich unmittelbar die Definition der Kriimmungs-
kurven. Man erhdlt eine Kriimmungskurve, wenn man vom gewihlten
Punkte zu dem benachbarten Punkte fortschreitet, in welchem eine der
beiden Hauptkugeln berithrt. Kriimmungskurven sind also solche auf
einer Fliche verlaufenden Kurven, in deren konsekutiven Punkten die
Fliche von derselben Kugel berithrt wird?®). Durch jeden Punkt gehen
zwel Kriimmungskurven; dieselben stehen aufeinander senkrecht.

Gehen wir nun zum metrischen Raume von vier oder gleich von
(n — 1) Dimensionen. Eine Fliche desselben, d. h. eine Mannigfaltigkeit,
die durch eine Gleichung von ihm ausgeschieden wird, wird wieder in
jedem Punkte von einfach unendlich vielen Kugeln beriihrt (unter einer

Kugel, wie oben, eine besondere M,(flg verstanden). Unter denselben
finden sich (n» — 2) stationdr beriihrende, d. h. solche, die noch in einem
benachbarten Elemente berithren. Man wird jetzt von dem beliebig ge-
wihlten Punkte zu einem der benachbarten Beriihrungspunkte fortschreiten
konnen und so weiter fort. Man erhilt dann, einer Kriimmungskurve

fundamentales Gebilde benutzt. (Phil. Transactions. t. 149. A sixth Memoir upon
Quantics [(1859) Coll. Papers, Bd. II]. Vgl. auch des Verf.: ,,Uber die sogenannte
Nicht-Euklidische Geometrie* 1. c.) Indes soll dieser Zusammenhang, der auch bei be-
liebig vielen Dimensionen gilt, hier nicht weiter verfolgt werden. [Auf den Begriff des
Winkels zweier linearer Komplexe geht ausfiihrlicher F. Lindemann in seiner Disser-
tation ein: Uber unendlich kleine Bewegungen und iiber Kraftsysteme bei allgemeiner
projektivischer MaBbestimmung. Erlangen, 1873 (Math. Ann, Bd. 7).]

%) Die gewthnliche Definition der Kriimmungskurven, daB sich die Flichen-
normalen in konsekutiven Punkten einer Kriimmungskurve schneiden, ist eine
Folge der hier vorgetragenen. Sie geht durch Anwendung reziproker Radien in eine
allgemeinere iiber, in welcher das (zufdllig gewihlte) Inversionszentrum mit auftritt;
deshalb ziehen wir die Definition, wie sie im Texte gegeben ist, vor.
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im R, entsprechend, eine einfach unendliche auf der Fliche gelegene
Mannigfaltigkeit, welche die Eigenschaft hat, daf die gegebene Fliche in
je zwet konsekutiven Punkten derselben wvon der ndmlichen Kugel be-
rithrt wird. Solcher Mannigfaltigkeiten®) gehen durch jeden Punkt der
Fliche n — 2; ihre Fortschreitungsrichtungen stehen aufeinander senkrecht.

Gehen wir jetzt zur Liniengeometrie iiber. Wir haben dann n gleich
5 zu setzen. An Stelle der Fliche des R, tritt hier der Linienkomplex.
Statt von Punkten der Fldche sprechen wir von Linien des Komplexes;
statt von Kugeln des R, von linearen Komplexen (den ebenen Schnitten
der in R, gelegenen M;", die den Linienraum vorstellt). So erhalten
wir das Folgende.

Sei ein Linienkomplex gegeben. Derselbe wird in einer (beliebig
gewdhlten) seiner Geraden von einfach unendlich vielen linearen Kom-
plexen beriihrt, den von Pliicker sogenannten linearen Tangential-
komplexen. Unter ihnen gibt es drei ausgezeichnete, welche auch noch
In einer benachbarten Geraden beriihren. Schreitet man von der angenom-
menen Geraden zu einer dieser benachbarten und von da weiter in gleichem
Sinne fort, so beschreibt man eine dem Komplexe angehérige Linienfliche
— sie soll im folgenden eine Hauptfliche des Komplexes heiflen —
welche die Eigenschaft hat, dal der Komplex in je zwei konsekutiven
Erzeugenden derselben von dem namlichen linearen Komplexe beriihrt
wird. Durch jede Gerade des Komplexes gehen drei Hauptflichen hin-
durch; ihre Fortschreitungsrichtungen sind, in dbertragenem Sinne, zu-
einander senkrecht.

Wir haben jetzt noch zu erdrtern, welchen metrischen Sinn dieses
Senkrecht-Stehen besitzt. Da unter Zugrundelegung gewdhnlicher Linien-
koordinaten die fiir sie geltende Bedingungsgleichung die Form hat:

P=p:Psy + Py Pia + D1y Pas = 0,

so werden nach §2 zwei Fortschreitungsrichtungen dp und d'p zueinander
senkrecht genannt werden miissen, wenn:

0= dlpmd’pm + d,p13d’p4e + dlpu d’paa

A’ pdpy + A pdp, +d P, dpy-
Dann aber besteht zwischen der gegebenen Geraden p und ihren beiden
benachbarten, p +dp und p +d'p, eine Beziehung, die ich als snvolu-

20) Man kann sie wieder dadurch definieren, dafl sich die in ihren konse-
kutiven Punkten errichteten Flichennormalen schueiden. — Die Kriimmungstheorie
eines Raumes von beliebig vielen Dimensionen ist in neuerer Zeit Gegenstand wieder-
holter Darstellungen gewesen. Man geht dabei meist von der letztgenannten Defini-
tion aus.
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torische Lage der beiden benachbarten Geraden bezeichne®!) und die fol-
genden geometrischen Inhalt hat.

Eine benachbarte Gerade p -} dp ordnet jedesmal die Ebenen, welche
durch p gehen, den auf p befindlichen Punkten projektivisch zu. Jede
durch p gehende Ebene schneidet namlich p+dp in einem Punkte,
der beim Grenziibergange auf p selbst riickt. Man iibersieht dies deut-
lich, wenn man p und p -+ dp als konsekutive Erzeugende einer Linien-
fliche betrachtet. Jeder durch p hindurchgehenden Ebene entspricht dann
ein auf p gelegener und durch p -+ dp bestimmter Punkt: der Beriih-
rungspunkt mit der Fléche.

Sind nun zwei benachbarte Gerade p -+ dp, p-+d'p gegeben, so be-
trachte man jedesmal diejenigen beiden Punkte als entsprechend, die einer
durch p gelegten Ebene beziiglich durch die beiden benachbarten Geraden
zugeordnet werden. So erhélt man auf p zwei kollinear aufeinander be-
zogene Punktreihen.

Die beiden benachbarten Geraden heiflen nun involutorisch gelegen, wenn
die beiden Punktreihen eine Involution bilden®?). [Vgl. die ganz analoge Defini-
tion von der involutorischen Lage zweier Komplexe in der Einleitung, S. 109.]

Gehen wir jetzt noch einmal zu dem metrischen Raume R, zuriick
und betrachten in demselben Orthogonalsysteme. Dies sind einfach
unendlich viele Flichen, von denen durch jeden Punkt des Raumes drei
hindurchgehen. Dieselben schneiden einander senkrecht. Fiir solche Ortho-
gonalflichensysteme gilt der Dupinsche Satz: Je zwes Fldchen des Systems
schneiden sich nach einer gemeinsamen Kriimmungskurve.

Ahnliche Flichensysteme kann man im R, ; betrachten; fiir sie gilt
ein Satz, der dem Dupinschen entspricht. Diese Flidchensysteme sind
wieder einfach unendlich, durch jeden Punkt des R,_; gehen n — 1 Flichen.
Dieselben schneiden sich gegenseitig senkrecht. Fiir diese Systeme gilt
dann der Satz: Je n — 2 Flichen schneiden sich nach einer gemeinsamen
Kriimmungskurve, unter Kriimmungskurven die eben betrachteten einfach
unendlichen Mannigfaltigkeiten verstanden.

21) Als Winkel zweier benachbarter Geraden wiirde man bezeichnen kénnen

’ ’
arc cos — . dpiod p34id,p}_2@£+ e

2V dpyudpy+... - Vd'pud put...

%) Man sieht ohne weiteres die Richtigkeit des folgenden Satzes ein: Diejenigen
Geraden, welche einem Linienkomplexe in der Nihe einer seiner Geraden p an-
gehdren, liegen zu einer bestimmten p benachbarten Linie, die im allgemeinen nicht
selbst dem Komplexe angehért, in Involution. Und umgekehrt gehdren alle solche
benachbarten Geraden dem Komplexe an. — Zwei Komplexe heien nun in bezug
auf eine gemeinsame Gerade p in Involution, wenn die benachbarten Geraden

p+dp, -p—i—d’p involutorisch liegen, die sie bez. in dem hier auseinandergesetzten
Sinne der Geraden p zuordnen.
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Im Linienraume werden wir uns den Begriff der Imwolutionssysteme
von Komplexen zu bilden haben. Das sind einfach unendliche Komplex-
systeme. Jede Gerade des Raumes gehdrt vieren der Komplexe an, und
zwar liegen die vier Komplexe, denen eine Gerade angehort, jedesmal
paarweise mit Bezug auf diese Gerade in Involution.

Fiir diese Komplexinvolutionssysteme gilt dann wieder ein Satz, der
dem Dupinschen entspricht: Je drei Komplexe schneiden sich nach einer
gemeinschaftlichen Hauptfliche.

Es ist bekannt, wie fiir irreduzibele Orthogonalsysteme noch andere
allgemeine Sitze aufgestellt werden kénnen. So zeigte Herr Kummer,
daB die Kurven eines irreduzibelen Orthogonal-Kurvensystems notwendig
konfokal sind; Herr Darboux?3) dehnte diesen Satz auf Orthogonalflichen-
systeme im R, aus und fiigte weitere, erst im R, auftretende, Eigen-
schaften hinzu. Es ist ersichtlich, daB analoge Eigenschaften fiir die
irreduzibeln Orthogonalsysteme in beliebigen Réumen, wie auch im
Linienraume fiir irreduzibele Involutionssysteme existieren. Ich gehe
hier auf dieselben nicht ein; ich bemerke nur, da dem Satze von der
Konfokalitit der orthogonalen Flichen der liniengeometrische Satz ent-
spricht: Komplexe eines trreduzibeln Involutionssystems haben eine ge-
meinsame Singularititenfliche®?).

Das einfachste Beispiel eines irreduzibelen Involutionssystems geben
denn auch die einfach unendlich vielen Komplexe zweiten Grades mit
gemeinsamer Singularititenfliche. Man kann fiir dieselben, wie ich in
der schon genannten Arbeit: ,,Zur Theorie usw.* ( Math. Annalen, Bd. 2 (1870)
[siehe Abh. IT dieser Ausgabe] gezeigt habe, die folgende algebraische
Darstellung anwenden. Seien ,, ..., #, homogene Funktionen der p,,,
fiir die ) ) .

z +x -+ ... Fxg=0.
So sind die Komplexe dargestellt durch:
xl x? xé
i tRa T T =0
wo 1 einen Parameter bezeichnet. In der Tat kommt der Parameter 1

vermdge der Relation 2 z? = 0 im vierten Grade vor. Jede Gerade des
Raumes gehort also vier Komplexen des Systems an. Je zwei Komplexe
A=12, und A = 4, liegen aber auch in bezug auf die gemeinsame Gerade
in Involution. Die Bedingung dafiir, daBl zwei Komplexe

=0, p=0

23) Annales Scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure. t. 2. 1865.

24) Bei Pliicker ist die Singularitdtenfliche nur fiir Komplexe zweiten Grades
definiert. Diese Liicke ist durch Herrn Pasch in seiner Habilitationsschrift: ,Zur Theorie
der Komplexe und Kongruenzen von Geraden®, GieBen 1870, ausgefiillt worden.
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mit Bezug auf eine gemeinsame Gerade in Involution sind, ist namlich
bei der gewahlten Koordinatenbestimmung:

0 0 .
E&.%:O{vermoge p=0, y=20}.
Dieser Ausdruck verschwindet aber immer, wenn ¢, v zwei Komplexe des
hier betrachteten Systems sind. Denn derselbe wird gleich
2 2 2
4 k! ' o A
[(’01—11) (hy—2) T (ky—17) (ke—]'z)—} T (ks—4,)

(ke—lz):]
und das ist durch Zerlegung in Partialbriiche:

= f?.T% (¢ —w),
verschwindet also mit ¢ und w.

Je drei Kompléxe des Systems haben als Komplexe des zweiten
Grades Linienflichen des sechzehnten Grades gemein; die Hauplfldchen
der Komplexe zweiten Grades sind also vom sechzehniten Grade. Ich
gehe nicht niher auf die Diskussion dieser Flachen ein, die, wenn man
die Komplexe spezialisiert, eine groBe Zahl besonderer Flichen unter sich
begreifen.

§ 4.
Weitere Betrachtungen iiber die Hauptflichen der Komplexe.

In diesem letzten Paragraphen moégen wir noch weitere Eigenschaften
der Hauptflichen von Komplexen, der Involutionssysteme usw. entwickeln,
und zwar an der Hand rein liniengeometrischer Betrachtungen. Dieselben
iibertragen sich natiirlich wieder auf die metrische Geometrie des R,
was aber nicht weiter verfolgt werden soll.

Herr Lie hat den merkwiirdigen Satz gefunden (der bei ihm in ander-
weitigem Zusammenhange steht), daf8 man auf jeder Lintenfliche, die einem
linearen Komplexe angehort, eine Haupttangenten- Kurve kennt. Es gibt ndm-
lich auf jeder Erzeugenden der Linienfliche zwei Punkte, deren Tangential-
ebene gleichzeitig die ihnen im linearen Komplexe entsprechende Ebene ist. Die
Gesamtheit dieser Punkte bilden die in Rede stehende Haupttangenten-Kurve.

Den Beweis kann man einfach so stellen. Alle Tangenten der Fliche
in einem solchen Punkte gehéren dem Komplexe an. Die Punkte bilden
daher eine Kurve, deren Tangenten dem Komplexe angehéren, eine Komplex-
kurve. Eine Komplexkurve hat aber die Eigenschaft, in jedem ihrer Punkte
die im Komplexe entsprechende Ebene zur Oskulationsebene zu besitzen.
Andererseits ist diese Ebene jedesmal nach Voraussetzung Tangential-
ebene der Fliche. Die Kurve ist also eine Haupttangenten-Kurve.

Wenn nun eine Linienfliche als irgendeinem Komplexe angehérig
gegeben ist, so kann man auf ihr immer in #hnlicher Weise eine Kurve
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bestimmen; nur ist sie dann im allgemeinen keine Haupttangenten-Kurve,
Man suche nidmlich auf jeder Erzeugenden diejenigen beiden Punkte, in
denen die Fliche vom Komplexkegel beriihrt wird. Die Reihenfolge dieser
Punktepaare konstituiert die fragliche Kurve.

Ist nun aber die Linienfliche insbesondere eine Hauptfliche des ge-
gebenen Komplexes, so ist die so konstruierte Kurve eine Haupttangenten-
Kurve derselben?).

Der Beweis ergibt sich vermdge des Lieschen Satzes unmittelbar
aus der Definition der Hauptfliche. Der gegebene Komplex wird in je
zwel konsekutiven Erzeugenden von dem nimlichen linearen Komplexe
berithrt. Der betreffende lineare Komplex enthilt also drei konsekutive
Erzeugende der Linienfliche und bestimmt auf den beiden ersten derselben
die ndmlichen beiden Punktepaare, wie der gegebene Komplex selbst.

Nun kann man den Lieschen Satz auch so formulieren. Enthélt ein
linearer Komplex drei konsekutive Erzeugende einer Linienfliche, so be-
stimmt er auf den beiden ersten Punktepaare, die derselben Haupttan-
genten-Kurve angehéren. Hiermit ist der Beweis unseres Satzes gegeben.

Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung eines Involutionssystems. Eine
einzelne Gerade p gehort vieren der Komplexe an, die mit a, b, ¢, d
bezeichnet sein mogen. Dieselben liegen paarweise miteinander in Invo-
lution. Infolgedessen hat man zunichst die folgenden Sitze, wegen deren
Beweis ich auf die Arbeit: ,Zur Theorie usw.“ (Math. Annalen, Bd. 2
(1870) [siehe Abh. IT dieser Ausgabe] verweise?®).

1. Die Linienfliche, welche dreien der Komplexe, etwa a,b, ¢, angehért wird
in allen Punkten von p von dem betreffenden Komplexkegel von d beriihrt.

2. Die Linie p beriihrt die Brennfliche der Kongruenz zweier Kom-
plexe @, b in den ndmlichen beiden Punkten, in denen sie die Brennfliche
der Kongruenz der beiden anderen Komplexe ¢, d beriihrt.

3. Die drei in dieser Weise auf der Geraden entstehenden Punkte-
paare (ab, cd), (ac, bd), (ad, bc) sind zueinander harmonisch?®?).

Betrachten wir jetzt eine Hauptfliche, die dreien der Komplexe,
etwa a, b, ¢, gemeinsam ist. Auf ihr kennt man, jedem der drei Kom-
plexe entsprechend, eine Haupttangenten-Kurve, welche jede Erzeugende
zweimal schneidet. Nun gilt aber fiir Haupttangenten-Kurven der Linien-

#) Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig.

*%) Dieselben sind dort nur fiir lineare Komplexe bewiesen. Sie gelten also auch
fir die linearen Tangentialkomplexe der hier gegebenen Komplexe und hiermit fiir
die letzteren selbst.

*7) Hieran kniipft sich der weitere Satz: Legt man durch p eine Ebene, so
enthilt dieselbe, a, b, ¢, d entsprechend, je eine Komplexkurve. Die vier Beriih-
rungspunkte der vier Kurven mit p bilden eine viergliedrige Punktgruppe, deren
Kovariante sechsten Grades durch die drei Punktepaare des Textes dargestellt wird.
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flichen der von Herrn Paul Serret angegebene Satz: daf die Erzeugen-
den der Linienfliche von den Haupttangenten-Kurven projektivisch ge-
teilt werden. Hieraus wird man einmal schliefen, dall die sechs Punkte,
in denen jede Erzeugende von den drei Haupttangenten-Kurven a, b, ¢
geschnitten wird, sechs festen Elementen projektivisch sind. Dies ist,
wie vorstehend (Satz 3) angegeben, in der Tat der Fall. Andererseits
wird man folgern, daff man auf der fraglichen Hauptfidche alle Haupt-
tangenten-Kurven durch rein algebraische Prozesse bestimmen kann. Denn
man erhilt alle Haupttangenten-Kurven, wenn man sich einen Punkt auf
der Fliche so bewegen laBt, daf er jedesmal auf allen Erzeugenden mit
dreien der sechs Punkte (und also mit allen) ein festes Doppelverhéltnis
bildet, und hierzu sind nur algebraische Operationen notwendig.

Die beiden Punkte, in denen die Haupttangenten-Kurve a eine Er-
zeugende, etwa p, trifft, sind, behaupte ich jetzt, die Beriihrungspunkte
von p mit der Brennfliche der b und ¢ gemeinsamen Kongruenz. Denn
in diesen Punkten beriihrt der Komplexkegel von @ die Fliche, also auch,
nach Satz 1, den Komplexkegel von d. Deshalb sind diese Punkte die Be-
rilhrungspunkte von p mit der Brennfliche ad und also auch, nach Satz 2,
mit der Brennfliche bc, was zu beweisen war. Man hat also den Satz:

Die Hauptfliche abce beriihrt die Brennfliche be mach der Haupt-
tangenten-Kurve a, die Brennfliche ca mach der Kurve b, die Brenn-
flache ab nach der Kurve c.

Hieraus wird man weiter schliefen:

Daf man auch auf den Bremnfldchen der Kongruenzen je zweier
Komplexe die Haupttangenten-Kurven kennt.

Es sind dies dieselben Kurven, die Haupttangenten-Kurven der Haupt-
flichen waren. In der Tat erhilt man in der Gesamtheit der Beriihrungs-
Kurven der Brennfliche mit den Hauptflichen auch die Gesamtheit der Haupt-
tangenten-Kurven der Brennfliche. Denn die in einem Punkte der Brennfliche
ab berithrende Gerade, welche @ und b angehort, gehort gleichzeitig zwei
weiteren Komplexen ¢ und d an. Man erhilt also in den Berithrungskurven
der Brennflichen mit den Hauptflichen abc, abd die beiden durch den
gewihlten Punkt hindurchgehenden Haupttangenten-Kurven ).

8) Die verschiedenen hier aufgestellten Sidtze hatte ich, mitsamt dem Satze
des § 3: ,,daB sich je drei Komplexe eines Involutionssystems nach einer gemein-
samen Hauptfliche schneiden®, in der bereits zitierten Note in den Gott. Nachrichten
Nr. 8. (1871) [siehe Abh. VIL dieser Ausgabe] in dem Satze zusammengefalit: daf die
Linienfliche, welche dres Komplexen eines Involutionssystems gemeinsam tst, die Brenn-
fliche je zweier derselben nach einer Haupttangenten-Kurve beriihrt, und in dieser Fassung
analytisch erwiesen. Die heterogenen Bestandteile, welche dieser Satz enthielt, er-
scheinen im Texte gesondert. Ich bin Herrn Lie dafiir verpflichtet, da er mich auf
die Moglichkeit der Sonderung aufmerksam gemacht hat.
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Fiir das Involutionssystem der Komplexe zweiten Grades findet man
insbesondere: die Haupttangenten-Kurven auf den Hauptflichen, nach
denen diese die Brennflichen beriihren, sind von der 32. Ordnung und
Klasse. Die Brennflichen selbst sind gleich den Hauptflichen von der
sechzehnten Ordnung und Klasse.

Durch passende Partikularisationen erhilt man aus der Betrachtung
dieser Brennflichen und Hauptflichen die Bestimmung der Haupttangenten-
Kurven auf einer groBen Zahl besonderer Flichen. Hier sei nur eine
solche Partikularisation erwihnt. Die beiden Komplexe des Systems, die
miteinander die Kongruenz und durch diese die Brennfliche bestimmen,
mogen zusammenfallen. Dann wird die Kongruenz die Kongruenz der
singuliren Linien des betreffenden Komplexes. Ihre Brennfliche zerfillt
in die allen Komplexen gemeinsame Singularititenfliche, die von der
vierten Ordnung und Klasse ist und eine weitere Fliche von der zwdlften
Ordnung und Klasse. Auf beiden erhélt man die Haupttangenten-Kurven,
die jetzt beziiglich von der sechzehnten Ordnung werden. Nun ist fiir
die allgemeinen Komplexe zweiten Grades die Singularititenfliche eine
Kummersche Fliache vierten Grades mit sechzehn Knotenpunkten. Man
erhilt also eine Bestimmung der Haupttangenten-Kurven dieser Fliche,
die dahin geht: daB sie die Beriihrungs-Kurven der Fliche mit denjenigen
Linienflichen sind, welche einem beliebigen (aber fest gewihlten) zuge-
horigen Komplexe als singuldre Linien und auBerdem noch bez. einem
zweiten (verdnderlichen) der zugehérigen Komplexe angehéren. Hiermit
in Ubereinstimmung findet sich eine Bestimmung der Haupttangenten-
Kurven der Kummerschen Fliche, wie sie in einer gemeinsamen Arbeit
in den Monatsberichten der Berliner Akademie, Dezember 1870 [siehe
Abh. VI dieser Ausgabe], von Lie und mir gegeben worden ist. Der In-
halt dieser Note kann als eine ndhere Ausfiihrung einiger der dort vor-
getragenen Betrachtungen angesehen werden.

Gottingen, im Oktober 1871.



IX. Uber gewisse in der Liniengeometrie auftretende
Differentialgleichungen.

[Math. Annalen, Bd. 5 (1872).]

Bei liniengeometrischen Untersuchungen wird man zu gewissen Diffe-
rentialgleichungen gefiihrt, die im folgenden formuliert und in noch néher
anzugebenden Fillen integriert werden sollen. Dieselben entsprechen im
wesentlichen den folgenden drei Aufgaben:

1. Man soll diejenigen Linienkomplexe finden, deren Geraden die Tan-
genten einer Fliche sind.

2. Man soll diejenigen einem gegebenen Linienkomplexe angehérigen
Kongruenzen bestimmen, deren Geraden Haupttangenten ihrer Brenn-
flachen sind.

3. Man soll die Umbhiillungskurven der Linien einer Kongruenz an-
geben.

Bei der im folgenden eingeschlagenen Darstellung, bei welcher durch-
géngig von Linienkoordinaten Gebrauch gemacht werden wird?), erkennt
man, wie diese drei Probleme zusammen eine naturgemifie Gruppe bilden.

Das Problem 1 ist eines der ersten, welche bei der Untersuchung der
Linienkomplexe auftreten. Es ist denn auch bereits von Cayley in seiner
ersten bez. Mitteilung?), wenn auch nur beiliufig, beantwortet worden.
Cayley untersucht dort diejenigen Bedingungen, denen ein Linienkomplex
geniigen muB, damit seine Geraden eine feste Kurve schneiden. Er findet
nur eine erste Bedingung, die aber noch nicht hinreichend ist, vielmehr
auch dann erfiillt ist, wenn die Linien des Komplexes eine Fliche um-
hiillen®). Diese némliche Bedingung wird im folgenden auf einem ganz

') Das Nachstehende mag zugleich dazu dienen, zu illustrieren, wie man mit
Linienkoordinaten operieren kann, ohne auf den Zusammenhang derselben mit Punkt-
und Ebenenkoordinaten zuriickzugehen.

?) Quarterly Journal, t. 3, 8. 227. [(1860) Coll. Papers IV.]

%) [Ein vollstindiges System von Bedingungen fiir den Sekantenkomplex einer
Kurve hat erst Herr A. VoB in einer Note in den Gott. Nachr., 1875, S. 101—123,
aufgestellt.]
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anderen Wege abgeleitet werden, und es wird gezeigt werden, dafl sie in
der Tat den Komplex als Gesamtheit der Tangenten einer Fliche charakte-
risiert. Fiir Komplexe zweiten Grades, insbesondere fiir diejenigen, die
eine Fliche umbhiillen, findet sich das Entsprechende bei Pliicker (Neue
Geometrie, Nr. 341) angegeben.

Das Problem 2 ist von Lie, zunichst unter einer anderen Form auf-
gestellt worden®). Er verlangt némlich, solche Flichen zu finden, die in
jedem ihrer Punkte von dem Komplexkegel eines gegebenen Komplexes
beriihrt werden. Sodann zeigt er, dafl die Kante, nach welcher der Komplex-
kegel die gesuchte Fliche beriihrt, eine Haupttangente der Fliche ist, und
daB diese Higenschaft die fraglichen Flichen charakterisiert. Das Problem
kommt also darauf hinaus: Flichen zu finden, bei welchen ein System
Haupttangenten dem gegebenen Komplexe angehort. In dieser Form ist
es offenbar mit dem Problem 2 identisch; die Gestalt, die ihm vorstehend
erteilt wurde, schlieBt sich nur besser an die gleich vorzutragende Behand-
lung an.

Das Problem 3 endlich entsteht, sowie man von Linienkongruenzen
handelt. Die Linien einer Kongruenz lassen sich nach der allgemeinen
Theorie®) auf zwei Weisen in eine Reihe Developpablen zusammenfassen;
das Problem ist: wenn die Kongruenz gegeben ist, diese Developpablen
zu bestimmen.

Das Problem 2 soll im folgenden insbesondere fiir den allgemeinen
Linienkomplex zweiten Grades gelost werden. Eine solche Losung hat auf
anderem, mehr geometrischem Wege Lie in der vorstehenden Abhandlung
gegeben. Die Resultate stimmen natiirlich iiberein; es wird daher inter-
essant, zu verfolgen, wie seine geometrischen Betrachtungen den hier ange-
wandten analytischen entsprechen. In der analytischen SchluBformel, die
aufgestellt werden wird, erscheinen seine Resultate in iibersichtlicher Weise
zusammengefaf3t.

Gleichzeitig erledigt sich bei der eingeschlagenen Methode das Problem 3
fiir diejenigen Linienkongruenzen vierter Ordnung und Klasse, welche zwei
Linienkomplexen zweiten Grades gemeinsam sind, die zu der namlichen
Singularititenfliche gehoren. Unter dieselben fallen als besondere Art, wie
hier gleich hervorgehoben sein soll, die allgemeinen Kongruenzen zweiter

4) Vgl. die Abhandlung von Lie in den Math. Annalen, Bd. 5 und dessen beziigliche
Mitteilungen an die Akademie zu Christiania (Berichte 1870, 71). Es ist dort die das
Problem darstellende Differentialgleichung kurz als ,die Differentialgleichung des ge-
gebenen Linienkomplexes“ bezeichnet. — Auch Herr Darboux hatte sich mit diesem
Gegenstande beschiiftigt; vgl. eine bez. Bemerkung von Lie in dem vorstehenden Auf-
satze. [Die hier und weiter im Text als vorstehender Aufsatz zitierte Arbeit von Lie
ist die in der FufBinote 1) zur Abh. VIII erwihnte Abhandlung.]

%) Vgl. Kummer in Borchardts Journal, Bd. 57 (1860).
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Ordnung und Klasse, welche einem Komplexe zweiten und einem Komplexe
ersten Grades angehoren®).

Nach der oben zitierten Abhandlung von Lie wird man erkennen,
wie diese liniengeometrischen Probleme identisch sind mit Problemen, die
sich auf Kugelgeometrie beziehen. Problem 1 entspricht dann der Forde-
rung: diejenigen Gleichungen zwischen den vier Koordinaten einer Kugel
(ihren Mittelpunktskoordinaten und ihrem Radius) anzugeben, welche drei-
fach unendliche Kugelsysteme (Kugelkomplexe) darstellen, deren sémtliche
Kugeln eine feste Fliche beriihren. Dem Problem 2 entspricht die Auf-
gabe: Wenn ein Kugelkomplex gegeben ist, diejenigen Flidchen zu finden,
deren ein System Hauptkugeln dem Komplexe angehort?). Endlich dem
Probleme 3 die Aufgabe: Wenn eine Kugelkongruenz, d. h. zweifach un-
endlich viele Kugeln, gegeben ist, solche einfach unendliche Kugelreihen
aus ihr auszuscheiden, in denen sich je zwei konsekutive Kugeln beriihren.

Andererseits wird man, von dem Zusammenhange ausgehend, der
zwischen Liniengeometrie und der metrischen Punktgeometrie des Raumes
von vier Dimensionen besteht®), dquivalente Probleme fiir diese metrische
Geometrie aufstellen koénnen. Die entsprechenden Probleme der metrischen
Geometrie des Raumes von drei Dimensionen mégen hier ausgesprochen
sein; ihre Zahl hat sich, wie die Zahl der Variabeln, um 1 vermindert.
Es sind die folgenden beiden:

a) diejenigen developpablen Flachen anzugeben, welche den unendlich
fernen imaginiren Kreis enthalten;

b) auf einer gegebenen Fliche diejenigen Kurven zu bestimmen, deren
Tangenten den unendlich fernen Kreis fortwéhrend treffen (die sogenannten
Kurven ohne Linge).

Mit den letzteren Kurven haben sich besonders die neueren franzosischen
Geometer beschiftigt. Auf die Aufsuchung dieser Kurven kommt, wie bei-
lsufig bemerkt sei, das Problem der konformen Abbildung zweier Flichen
aufeinander hinaus. Man hat nimlich nur die beiden Flichen so aufeinander
zu beziehen, dal den fraglichen Kurven der einen Fliche die der anderen
entsprechen. — Die Developpablen a) sind hinsichtlich ihrer ausgezeichneten

%) Vgl. den Satz XXXVI der allgemeinen Aufzihlung der Strahlensysteme zweiter
Ordnung von Kummer. (Abhandlungen der Berl. Akad. 1866.)

) Mit diesem Probleme, das, zusammen mit Problem 2), von Lie in der vor-
stehenden Abhandlung behandelt ist, hatte sich, wie er uns mitteilte, auch Herr
Darboux in der neuesten Zeit beschiftigt. KEr hatte dasselbe gerade in dem Um-
fange geldst, wie eine solche Losung bei Lie angegeben ist, und wie sie durch An-
wendung der Lieschen Transformation von Liniengeometrie in Kugelgeometrie aus
der im Texte gegebenen Losung des liniengeometrischen Problems hervorgeht. Die
Methode, die Herr Darboux dabei benutzte, war, soweit ich iibersehen kann, mit
der, die hier angewandt werden soll, durchaus identisch.

8) Vgl. den vorstehenden Aufsatz: Uber Liniengeometrie und metrische Geometrie.

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 9
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metrischen Eigenschaften zuerst von Herrn Darboux untersucht worden?).
Herr Darboux hat auch, wie er mir mitteilte, das Problem b) fiir die
Flachen vierten Grades gelost, die den imagindren Kreis doppelt enthalten.
Dies entspricht vermoge der Li e schen Abbildung (wieauch Lie bemerkt) dervon
mirim folgenden gegebenenund schon friihergelegentlich mitgeteilten [Géttinger
Nachrichten, 1871, Nr. 1 (in diese Ausgabe nicht aufgenommen )] Integration der
Umbiillungskurven einer Linienkongruenz zweiter Ordnung und Klasse. Es mag
geniigen, hiermit auf die entsprechenden metrischen Probleme hingewiesen
zu haben, die sich natiirlich nicht nur auf den metrischen Raum von drei
und vier, sondern von beliebig vielen Dimensionen beziehen®). Ich wende
mich jetzt zu den liniengeometrischen Aufgaben zuriick, die den eigentlichen
Inhalt dieser Mitteilung bilden sollen und beginne damit, einiges, was
spater benutzt werden soll, iiber den linearen Komplex vorauszuschicken.

§ 1.
Einiges iiber den linearen Komplex.

In dem vorhergehenden Aufsatze: , Uber Liniengeometrie und metrische
Geometrie habe ich in § 1 entwickelt, wie die Liniengeometrie aufgefalt
werden kann als die Geometrie auf einer im Raume von fiinf Dimensionen
gelegenen Fliche zweiten Grades'!). Dieselbe sei, unter z,, z,, ..., z, die

homogenen Koordinaten des Raumes von fiinf Dimensionen verstanden,

durch
Q (g, Zgy ..., 2,) =0

dargestellt. Ein linearer Komplex:

Uy Ty - Ugy . oo F Uy, =0
ist bei dieser Auffassung wie die Ebene des betreffenden Raumes. Hieraus
schlieBt man, daf} ein linearer Komplex eine Imvariante hat, nimlich
denjenigen Ausdruck, der, gleich Null gesetzt, aussagt, da8 die Ebene
u, = 0 die Flache Q = 0 beriihrt. Dieser Ausdruck entsteht aus der De-
terminante von Q durch Rénderung mit den Koeffizienten . Hat Q ins-
besondere’?), wie im folgenden der Einfachheit wegen angenommen werden
wird, die Form
O0=a 4 22-++... |22,

%) Annales scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure, t. 2, 1865.
10) Nach den Auseinandersetzungen des § 2 des vorhergehenden Aufsatzes ist
ersichtlich, wie sich diese metrischen Probleme genau mit denselben Formeln be-
handeln lassen, wie die hier ausgefiihrten liniengeometrischen.
1) Dieser Ausdruck sei hier gestattet, da er wohl nicht miBverstanden werden kann.
) Vgl. ,Zur Theorie der Komplexe usw.“, Math. Annalen, Bd. 2 (1870). [Siehe
Abh. IT dieser Ausgabe.]
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so erhilt die Invariante die Gestalt:

ug 4 uy + .. g,
Verschwindet die Invariante, so ist der lineare Komplex ein sogenannter
spezieller, d. h. er besteht aus der Gesamtheit der Geraden, die eine feste
Gerade schneiden.
Seien jetzt zwei lineare Komplexe gegeben:

=0, v=0.

Dieselben haben eine lineare Kongruenz gemein, die gleichzeitig allen
Komplexen
Au-4-puv=20

angehort. Unter denselben finden sich zwei spezielle, die sogenannten
beiden Direktrizen. Man bestimmt dieselben, indem man die Invariante
von Au -+ pv bildet. Sei 4,, die Invariante von u, A, die enige von v,
endlich 4, — A4 , derjenige Ausdruck, der entsteht, wenn man die De-
terminante von Q auf der einen Seite mit den Koeffizienten von w, auf
der anderen mit denen von v riindert. Diesen Ausdruck A4, habe ich ge-
legentlich die simultane Invariante der beiden Komplexe genannt. (Ihr
Verschwinden ist die Bedingung fiir die involutorische Lage zweier Kom-
plexe.) Bei dieser Bezeichnung wird die Invariante von Au -+ uv:

leuu +2iud,, +ud .
Dieselbe, gleich Null gesetzt, ergibt eine quadratische Gleichung fiir i—

?
und diese ist es, welche die beiden Direktrizen bestimmt. Die hiermit
aufgestellte quadratische Gleichung hat, als quadratische binire Form der
Variabeln 4, u betrachtet, eine Invariante:

2
AuuAvv - Azw-

Dieselbe &ndert sich (bis auf einen Faktor) nicht, wenn man statt u, v
irgend zwei andere Komplexe der Gruppe Au -+ uv setzt. Sie ist also eine
Kombinante der beiden Komplexe u, v, und deswegen eine Invariante
der durch dieselben bestimmien Kongruenz.

Das Verschwinden dieser Invariante sagt aus, daB die quadratische
Gleichung zur Bestimmung der Direktrizen der Kongruenz zwei gleiche
Wurzeln hat, daBl also die Direktrizen der Kongruenz zusammenfallen (vgl.
Pliickers Neue Geometrie, Nr. 68). Die Kongruenz soll dann eine spezielle
lineare Kongruenz hei3en.

Eine weitere Partikularisation tritt ein, wenn nicht nur 4,,4
— A,, =0, sondern 4,,, 4,,, A,, einzeln verschwinden. Dann sind %
und v beides spezielle Komplexe (gerade Linien), die sich schneiden. Die
Kongruenz zerfallt in zwei: in die Kongruenz erster Ordnung und nullter

9*
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Klasse derjenigen Geraden, die durch den gemeinsamen Schnittpunkt gehen,
und die Kongruenz erster Klasse und nullter Ordnung der in der gemein-
samen Ebene verlaufenden Geraden. Eine solche lineare Kongruenz wird
im folgenden als eine zerfallende bezeichnet werden. Eine zerfallende
Kongruenz hat unendlich viele Direktrizen: die Geraden des Biischels, dem
« und v angehéren und die durch
Au—+ uv =20
dargestellt sind.
Betrachten wir jetzt drei lineare Komplexe:

u =0, v=0, w=0.

Dieselben haben eine Regelschar, d. h. die eine Erzeugung einer Fliche
zweiten Grades (eines einschaligen Hyperboloids) gemein. Die anderen
Erzeugenden des Hyperboloids sind die Direktrizen der Kongruenz je zweier
Komplexe der Gruppe:

A+ puv+rw=0.

Man erhélt alle zweiten Erzeugenden, wenn man alle Werte von 4, u, v wihlt,
fiir welche die Invariante von Au + uv + »w verschwindet, fiir welche also:

0=24,,+2iud,, + 4, +2v14,, +2urd,, +»4,,.

Diese Gleichung stellt, wenn wir A, u, » als Koordinaten in der Ebene
interpretieren, einen Kegelschnitt dar. Derselbe hat, hinsichtlich linearer
Transformationen, denen man i, u, » aussetzen kann, eine Invariante,
nédmlich die Determinante:

Auu Auv Auw I
] Avu Avv Avw
; Awu va Aww

Wir werden dieselbe als die Invariante der den drei Komplexen ge-
meinsamen Regelschar zu bezeichnen haben.

Das Verschwinden der Invariante sagt aus: zundchst, daf der Kegel-
schnitt, der durch die Gleichung zwischen A, u, » dargestellt wird, zerfallt.
Es zerfillt also auch das zweite Erzeugendensystem. Das bez. Hyperboloid
artet in diesem Falle in zwei Ebenen und zwei auf deren Durchschnitt
gelegene Punkte aus (vgl. Pliickers Neue Geometrie, Nr. 144)%). Die

'3) Wihrend also eine #, als Punktgebilde betrachtet den Kegel, als Ebenen-
gebilde betrachtet den Kegelschnitt als erste Partikularisation ergibt, tritt hier ein
mit einem Punktepaare vereinigt gelegenes Ebenenpaar als solche auf. Es ist inter-
essant, dal man bei den allgemeinen auf Systeme von Flichen zweiten Grades be-
zliglichen Abzihlungen gleichm#Big auf alle drei Partikularisationen Riicksicht nehmen
muB. Vgl. die Arbeit von Herrn Schubert: Zur Theorie der Charakteristiken
(Borchardts Journal, Bd. 71, 1870). Die hier in Rede stehende Partikularisation der F),
ist dort als ,begrenzter Ebenenschnitt“ bezeichnet.
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eine Erzeugung desselben besteht aus den Geraden, welche durch den ersten
Punkt in der ersten Ebene, oder durch den zweiten Punkt in der zweiten
Ebene hindurchgehen; die andere Erzeugung aus den Geraden, die durch
den ersten Punkt in der zweiten Ebene, oder den zweiten Punkt in der
ersten Ebene hindurchgehen. Die drei Komplexe haben also zwei ver-
einigt gelegene Strahlbiischel gemein. Wir werden eine solcherart zer-
fallene Regelschar in Analogie mit dem Vorstehenden als spezielle Regel-
schar zu bezeichnen haben.

Eine weitere Partikularisation ist, daf nicht nur die Invariante der
Regelschar, sondern samtliche Unterdeterminanten derselben verschwinden.
Dann ist die Regelschar in zwer sich deckende Strahlbiischel ausgeartet
(Pliickers Neue Geometrie, Nr. 146). Die Kongruenzen je zweier Kom-
plexe der Schar Aw -+ uv -+ vw sind alsdann spezielle, da sich ihre In-
varianten linear aus den verschwindenden Unterdeterminanten zusammen-
setzen.

Es wire der letzte Fall noch denkbar, daB auch die zweiten Unter-
determinanten, d. h. 4,,, 4,, usw. selbst samtlich verschwinden. Dann
sind u, v, w drei spezielle Komplexe, deren Achsen sich gegenseitig schneiden,
also entweder einen Punkt gemein haben oder in einer Ebene verlaufen. Es
geniigen dann den drei Gleichungen % =0, » = 0, w — 0 zweifach unend-
lich viele Linien, nimlich diejenigen, die durch den gemeinsamen Punkt
gehen, resp. in der gemeinsamen Ebene liegen. Denn die Bedingungs-
gleichung Q = 0 ist dann vermége = 0, v =0, w = 0 identisch erfiillt;
die dritte Gleichung, etwa w = 0, dient nur dazu, um aus der zerfallenden
Kongruenz: w =0, v=0, w=0 den einen Teil auszusondern. Es ist
dies also ein von den vorhergehenden wesentlich verschiedener Fall, der
im folgenden nicht in Betracht kommen wird.

Es mogen endlich vier Komplexe:
u=20, =0, w= 0, t=20

in Betracht gezogen werden. Dieselben haben zwei Geraden gemein, und
fiir dieses Geradenpaar erhilt man die Invariante:

A4 4, A A

uu uv uw ut
Avu Auv Avw Avt
A4,, 4., 4,. 4.,
Alu Atv Atw Att

Verschwindet dieselbe, so fallen die beiden Geraden zusammen®*). Ver-

1) LaBt man ¢ = 0 einen speziellen Komplex bedeuten, wodurch A4,, verschwindet,
so sagt das Verschwinden der Invariante des Textes aus, daB die Gerade ¢ das Hyper-
boloid der drei Komplexe u=0, v=0, w=0 beriihrt. Aber 4,,, 4,,, 4/, sind
offenbar nichts anderes, als die Gleichungen der Komplexe %, v, w, in die nur die
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schwinden die ersten Unterdeterminanten, so schneiden sich die beiden
zusammenfallenden Geraden [und also haben die linearen Komplexe das
ganze Biischel, welches durch diese beiden Erzeugenden gegeben ist, gemein].
Was das Verschwinden der zweiten und dritten Unterdeterminanten bedeutet,
mag hier unerértert bleiben,

§ 2.
Aufstellung der Differentialgleichungen.
Sei jetzt ein beliebiger Komplex
=0
gegeben. Betrachten wir eine seiner Geraden (x). In der Nahe dieser
Geraden kann der Komplex als ein linearer angesehen werden, d. h. die
benachbarten Geraden sind, bis auf GroBen hoherer Ordnung, durch einen

tangierenden linearen Komplex bestimmt (vgl. Pliickers Neue Geometrie,
Nr. 297 fi.). Derselbe ist:

oy o9 o9 —
(55)%4‘(5;2)%—5—---—}-(3—%)%—0,
wo die eingeklammerten Differentialquotienten sich auf den konstanten
Wert z beziehen. Dieser lineare Tangentialkomplex ist indes nicht einzig
bestimmt, sondern es gibt einfach unendlich viele gleichberechtigte. Da
nidmlich der gegebene Komplex
=20
nicht geéindert wird, wenn man zu seiner Gleichung Q mit einem beliebigen
Faktor hinzufiigt:
Ao +pQ=0,

so ist jeder lineare Komplex, der in der Gleichung enthalten ist:
op oQ o
(At nia) va=0

Koordinaten der Geraden t eingetragen sind. Ersetzt man daher 4,,, 4,,, 4¢, kurz
durch u, v, w, so stellt die resultierende Gleichung:

E Au u Au v Aum w
0 — i Av u Av v Av n v
i Anr u Am v Am n w
L ow v w 0

die Komplexgleichung der Hyperboloids w, v, w dar, wie ich Math. Annalen, Bd. 2 (1870)
[siehe Abh. IT dieser Ausgabe] ohne Beweis angab. — Auf &hnliche Weise findet man
das Produkt der Gleichungen der beiden Direktrizen der Kongruenz w, v:
Ayy Auy ¥ |
0=| Ay Ayp v
L v 0
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ein linearer Tangentialkomplex!s). Dabei ist:

o Y =10
die Gleichung des speziellen Komplexes, dessen simtliche Gerade die Ge-
rade z schneiden.
Die einfach unendlich vielen linearen Tangentialkomplexe haben eine
spezielle lineare Kongruenz gemein. In der Tat, nehmen wir fiir Q, wie
fortan immer geschehen soll, die vereinfachte Form:

Q=242 +...4+ 2,

so wird die Schar der linearen Tangentialkomplexe:

op -
2(15—15—‘1-1—#27“)?/“-—0.

Die Invariante der einzelnen Komplexe ist also gleich:

AW EIAW

2 (awa>
da sowohl waf vermbge Q =0, als Z~;:axa vermbge ¢ — 0 ver-
schwindet, und ergibt, gleich Null gesetzt, die Doppelwurzel A= 0. Die
beiden Direktrizen der Kongruenz fallen also zusammen, und zwar in die
gegebene Gerade ().
Es wird nun insbesondere unter den Linien eines Komplexes solche

geben, fiir welche die den tangierenden linearen Komplexen gemeinsame
spezielle Kongruenz zerfallt. Die Bedingung hierzu ist nach dem vor-

stehenden o
op \°
BE
m:a

Dann sind alle einfach unendlich vielen Tangentialkomplexe speziell, d. h.
gerade Linien, und diese Geraden bilden ein Biischel. Durch dies Biischel
werden der gegebenen Geraden ein auf ihr gelegener Punkt und eine durch
sie hindurchgehende Ebene zugeordnet. Alle Geraden des Komplexes,
welche der gegebenen (x) unendlich nahe sind und sie schneiden, miissen
entweder sie in dem zugeordneten Punkte treffen oder in der zugeordneten
Ebene verlaufen. Der zugeordnete Punkt ist deshalb gemeinsamer Be-
rithrungspunkt fiir die Gerade (x) und die in den durch sie hindurch-
gelegten Ebenen enthaltenen Komplexkurven; ebenso wird die zugeordnete
Ebene von allen Kegeln, die von Punkten der Geraden (x) ausgehen, nach
der Geraden () beriihrt.

15) Unter den linearen Tangentialkomplexen gibt es drei ausgezeichnete, die
stationdr berithren. Vgl. den vorhergehenden Aufsatz.
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Derartige Komplexlinien (x) heiBlen bei Pliicker singuldre Linien
des Komplexes (Nr. 305, 306 der Neuen Geometrie ). Der zugeordnete Punkt
heilt der zugeordnete singuldre Punkt, die zugeordnete Ebene die zuge-
ordnete singuldre Ebene.

Hat @, wie oben angenommen, die vereinfachte Gestalt Z x2=0,
so werden die singuldren Linien des Komplexes

=20
aus demselben ausgeschieden durch die Gleichung:
> <‘1¥L>2 =0.
ow,
Ist ¢ vom Grade m, so ist diese Gleichung vom Grade 2(m — 1); dre
stnguldren Linven bilden also eine Kongruenz der Ordnung und Klasse
2m(m —1).

Ich will hieran beildufig die Definition einer fiir die Theorie der
Komplexe sehr wichtigen Fléche kniipfen. Jeder der zweifach unendlich vielen
singuldren Linien ist ein singulérer Punkt und eine singulire Ebene zugeordnet.
Es gibt hiernach eine Flache der singuldren Punkte und eine Fliche der
singulidren Ebenen. Diese beiden Flichen sind nun tdentisch und bilden
einen Teil der von der Kongruenz der singuldren Linten wmhiillten
Brennfliche'®). Im folgenden werde ich diese Fliche, wie ich bereits frither
gelegentlich getan, als die Sengularitdtenfliche des Komplexes bezeichnen.

Es wird nun Komplexe besonderer Art geben konnen — sie sollen
im folgenden spezielle Komplexe heilen —-, fiir die

op 2__
(=) -o
vermoge ng =0, @ = 0 identisch verschwindet, deren simtliche Linien

also singulire Linien sind. Ich behaupte, dall diese Komplexe es sind,
deren Linien eine Flidche umbhiillen, daf also die Komplexe, die aus der
Gesamtheit der Tangenten einer Fldiche bestehen, durch die Differential-

gleichung
(i) =o
(-
charakterisiert sind'?).

Zunéchst ist ersichtlich, daB fiir alle Komplexe, deren Linien eine
Fliache umhillen, diese Bedingung erfiillt ist. Denn jede Linie eines solchen

18) Es ist dieser Satz von Herrn Pasch in seiner Habilitationsschrift gegeben
worden (Zur Theorie der Komplexe usw., GieSen 1870). Bei Pliicker findet sich das
Entsprechende fiir Komplexe zweiten Grades auf einem Umwege bewiesen (Nr.318—320).

17) [Auch dieser Satz ist zum erstenmal in der oben zitierten Abhandlung von
Pasch gegeben worden.]
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Komplexes hat den Charakter einer singuliren. Die Komplexkurven z. B.,
die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen liegen (die Durchschnitts-
kurven dieser Ebenen mit der umhiillten Fliche), beriihren die Gerade in
einem festen Punkte usw.

Um auch die Umkehrung des Satzes einzusehen, benutzen wir einen
Hilfssatz. Sei ndmlich (z) eine Linie des Komplexes. So wird wegen

i@ 2__
()=
auch <%> eine gerade Linie sein. Dieselbe wird iiberdies, wegen

@ =10 und also Zxa‘s“z‘::o

die Gerade (x) schneiden. <x—|—l%§> ist deshalb ein Biischel gerader

Linien, das schon oben betrachtete Biischel der zu der singularen Linie ()
gehorigen speziellen linearen Tangentialkomplexe. Im worliegenden Falle
gehort nun dieses ganze Biischel von Geraden dem Komplexe ¢ = 0 an.

Der Beweis, den ich bei einer anderen Gelegenheit ausfiihrlicher zu
geben hoffe, 1aBt sich so filhren. Ist, wie vorausgesetzt:

/[ Op 2_
(i)
vermoge ¢ = 0, Zx:: 0, so kann man, wie sich zeigen liBt, setzen®):
og ? 2
2<‘é;;> — Mo+ N .
op
¥ (xa —’— lg&:)

g op i e g dp
= 0(@) 42250 5t i 2 Gape, e, dmy

Man bilde jetzt

Das Glied mit 4° und mit i' verschwindet ohne weiteres mit ¢ =0,

2 22 = 0. Fiir die anderen Glieder kann man es dann durch ein rekurrentes

. . op 2
Verfahren nachweisen, indem man von der dem Ausdrucke 2(—62——) ge-
gebenen Darstellung Gebrauch macht.
Die Linien des Komplexes fassen sich also in zweifach unendlich
viele Biischel

op
T A A5

%) [Die Zulissigkeit des Ansatzes fiir algebraische Komploxe ergibt sich aus den
in der Note: Uber einen liniengeometrischen Satz (Gott. Nachr. 1872, Math. Ann., Bd. 22,
siehe Abh. X dieser Ausgabe) entwickelten Uberlegungen.]
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zusammen. Der gemeinsame Schnittpunkt der Geraden des Biischels ist
fiir alle der zugeordnete singulire Punkt, die Ebene des Biischels fiir alle
die zugeordnete singulire Ebene. Den dreifach unendlich vielen Geraden
des Komplexes entsprechen also nur zweifach unendlich viele singulire
Punkte und zweifach unendlich viele singulére Ebenen. Es gibt also (wie
beim allgemeinen Komplexe) eine Fliche der singuliren Punkte und eine
Fliche der singuldren Ebenen. Nun ist es leicht, zu sehen, daB (wie beim
allgemeinen Komplexe) diese beiden Flichen identisch sind und daB die
Linien des Komplexes die Tangenten dieser Fliche sind. Jede Komplex-
linie muf ndmlich jetzt die Komplexkurve in einer beliebigen durch sie
hindurchgelegten Ebene, als singulére Linie, im zugehérigen singuldren
Punkte beriithren. Die in einer Ebene enthaltene Komplexkurve ist also
die Durchschnittskurve der Ebene mit der Fliche der singuliren Punkte.
Die Fliche der singuliren Punkte wird mithin von den Linien des Kom-
plexes umhiillt. Die Linien des Komplexes umbhiillen also in der Tat eine
Fliche, die Fliche der singuliren Punkte. Dasselbe beweist- man von der
Fliche der singuliren Ebenen. Die Fldche der singuldren Punkte und die
Fliche der singuliren Ebenen sind also identisch?®).
Betrachten wir jetzt die Kongruenz, welche zwei Komplexen
=0, w=20
gemeinsam ist. Eine Linie derselben habe die Koordinaten z. In der

Nihe derselben kann man die beiden Komplexe durch einen ihrer linearen
Tangentialkomplexe ersetzen:

Z(—g% + lxa> Yo =0,
Z(‘%"—/"xa)ya: 0.

1%) Man kann, wie hier beiliufig angegeben sein mag, die Singularitétenfliche
eines Komplexes als denjenigen speziellen Komplex definieren, der dem Komplexe
umschrieben ist; die Brennfliche einer Kongruenz als denjenigen speziellen Komplex,
dem die Kongruenz angehért. [Der innere Zusammenhang der Singularititenfliche
und der anderen hier vorkommenden Gebilde mit den entsprechenden Differential-
gleichungen wird vielleicht deutlicher werden, wenn ich die urspriingliche Auffassung,
die mich bei diesen Untersuchungen geleitet hat, erwihne. Man gehe von den Linien-
koordinaten aus, die der Identitdt ? + 2%+ xf + 22 +pg = 0 geniigen, setze ¢ =1 und
eliminiere dann p aus der Komplexgleichung. Dann wird z. B. die partielle Differential
gleichung der speziellen Komplexe zu

(o) + () e (52) (52 -0
_23;1—+-6—:;;+8x3+0x4_’

Man sieht die Analogie mit den Developpablen, die im gewGhnlichen R; dem Kugel-
kreis umgeschrieben sind. Die ,Biischel* des Komplexes entsprechen den Erzeugenden
der Developpablen (und damit den Charakteristiken der partiellen Differentialglei-
chung), die vereinigte Lage konsekutiver Biischel dem Schnitt aufeinander folgender
Erzeugender (bzw. der vereinigten Lage konsekutiver charakteristischerStreifen). K.]
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Die gegebene Kongruenz kann man in der Ndhe von () durch die lineare
Kongruenz ersetzen, welche irgend zwei dieser Komplexe gemeinsam ist,
Es gibt also zweifach unendlich viele lineare Kongruenzen, welche eine
gegebene Kongruenz in einer ihrer Geraden (v) beriihren.

Diese linearen Kongruenzen haben alle eine Regelschar gemein:

Z%'-’/a:o’ 2,‘%’) Ya=0, D%uya=0.

Aber dieselbe zerfillt in zwei Biischel, da ihre Invariante
| . 2
| [ 0p g Oy
i 2 k(’)xa> O, ow,
‘ lp oy oy
! ox, ) oz, 2 < o ) v
!
| @ W Dl

vermége ¢ = 0, = 0, sz = ( verschwindet. Die Direktrizen der zwei-
fach unendlich vielen tangierenden Kongruenzen bestehen also aus zwei
Biischeln, welche die gegebene Gerade (x) gemein habén. Irgend zwei
Gerade, entnommen den beiden Biischeln, sind Direktrizen einer tangierenden
Kongruenz. Man erkennt in diesen beiden Biischeln die Tangentenbiischel??)
der Brennfliche der Kongruenz in deren Beriihrungspunkten mit der Ge-
raden (z).

Unter den Linien einer Kongruenz wird es nun insbesondere solche
geben, fiir welche die beiden Biischel, d. h. also die beiden Beriihrungs-
punkte mit der Brennfliche zusammenfallen. Dann wird die Kongruenz-
gerade, die vorher Doppeltangente der Brennfliche war, im allgemeinen
eine vierpunktig beriihrende Tangente. Diese Kongruenzgeraden sind durch
die Bedingung dargestellt, dal fiir sie die Unterdeterminanten der vor-
stehenden Invariante verschwinden, was sich, vermdge der vereinfachten
Form der letzteren, auf die eine Bedingung reduziert:

Z(‘gﬁfg)z'Z(ax ) (i) =

Diese Gleichung, zusammen mit
-

=0, =0, zh =0
stellt eine Linienfliche der Kongruenz dar, welche die Brennfliche vier-

punktig berithrt. Ist ¢ vom Grade m, v vom Grade n, so wird diese
Fliche vom Grade 4mmn(m +n — 2).

20) Bei der gewohnlichen Darstellung zeichnet man die gegen () rechtwinkligen
Linien der beiden Biischel aus und bezeichnet sie als die Brennlinien des in der Nihe
von (z) verlaufenden unendlich diinnen Strahlenbiindels. Jedes andere den beiden
Biischeln entnommene Linienpaar ist im projektiven Sinne gleichberechtigt.
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Diejenigen Linien einer Kongruenz [m, n], welche die Brennfliche
vierpunktig berihren, bilden tm allgemeinen eine Lintenfliche vom Grade

4dmn(m-+n-—2).

Es wird nun besondere Kongruenzen geben — sie sollen spezielle
Kongruenzen heilen —, fiir welche die vorstehende Gleichung:

(g} (- (i 42~

N7 2
p=0, =20, 2,%20

identisch erfiillt ist. Diese haben die Eigentiimlichkeit, daf alle ihre
Linien die Brennfliche in zusammenfallenden Punkten berithren. Es sind
dies diejenigen Kongruenzen, deren Linien Haupttangenten der Brennfliche
sind®'): im Gegensatze zu den allgemeinen Kongruenzen, deren Linien
Doppeltangenten der Brennfliche sind.

Hiermit ist denn auch das Problem (2) formuliert®®). Ist ein Linien-

vermdoge

21) Vgl. Kummer, Allgemeine Theorie der Strahlensysteme, § 8. (Borchardts
Journal, Bd. 57).

22) Lie erteilte diesem Problem bereits friiher eine #hnliche Form. Er fand
ndmlich, daB die betr. Differentialgleichung durch eine Transformation, die darauf
hinauskommt, die Geraden des Komplexes als Raumelement einzufiihren, in eine
Gleichung zweiten Grades iibergeht. Insbesondere gibt er die Gleichung:

0H ¢H aH_ < ) <aH>2 <8H>2
Pg Flgy ~ gy VTR V(Y o) t\az) !
(Bericht der Akademie zu Christiania, 1870, Dezember.) Wollte man statt Linien-
koordinaten Punktkoordinaten anwenden, so wiirde man zu einer auf den ersten Blick
sehr verschiedenen partiellen Differentialgleichung gefiihrt werden. Sei unter An-
wendung der Koordinaten p;; die Gleichung des Komplexes

@ (pix) =0
so stellt die Gleichung
@ (x; Y1~ yoxy) = 0,

wenn man den x feste Werte erteilt, den vom Punkte (x) ausgehenden Komplex-
kegel dar. Das Problem (2) besteht nun darin, solche Flichen o (x) =0 zu finden,
die in jedem ihrer Punkte von dem betreffenden Komplexkegel beriihrt werden. Man
driicke also die Bedingung aus, daf§ die Ebene

6 0

"P y1+ + 1"0" y3+‘ y4_0
den Kegel

P (@yr—yixn) =0

beriihre, so hat man die Differentialgleichung des Problems. Ist ¢ vom Grade m,

so werden die Differentialquotienten (;: im allgemeinen bis zum Grade m (m —1)

vorkommen.
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komplex @ = 0 gegeben, so suche man solche Kongruenzen desselben:
¢ =0, py=0, daB fiir die Kongruenzlinien

S 2 -2 -

Ist insbesondere ¢ = 0 ein spezieller Komplex, d. h. eine Fldche, so redu-
ziert sich diese Gleichung auf:

Es mogen endlich drei Komplexe
=0, =0, =0
gegeben sein. Dieselben haben eine Linienfliche gemein. Sei () eine

Gerade derselben. Dieselbe hat in ¢, vy, y bez. die folgenden Tangential-
komplexe

Je drei Komplexe aus diesen drei Scharen haben ein Hyperboloid gemein-
sam, welches die den drei gegebenen Komplexen gemeinsame geradlinige
Flache in (x) beriihrt. FEs gibt dreifach unendlich wviele solcher beriih-
renden Hyperboloide. Alle haben zwei zusammenfallende Gerade gemein,
némlich (x) und die benachbarte Erzeugende: die gemeinschaftlichen Ge-
raden der vier Komplexe:

Z%.ya:(), Z.g_;’;.ya:o, Z%-ya*_—o, Zxaya:()'

Denn die Invariante des diesen Komplexen gemeinsamen Geradenpaares:
3/ \* op Oy op 01
Z(axa) 7z’?xa oz, Ziixa ox, ¢
oy 0@ oy 2 oy 0y
Zﬁxa "o, 2<6xa Zaxa oz, ¥
ay o o 0y TR
oz, OJx, -0—90; oz, Z oz, 4
2

@ ¥ X Lo

verschwindet.
Fiir besondere Geraden der Linienfliche werden auch simtliche Unter-
determinanten dieser Invariante verschwinden. Es sind dies die soge-
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nannten singuldren Erzeugenden der Linienfliche, die ihre konsekutive
schneiden. Zu ihrer Bestimmung erhilt man:

‘2@_2 op oy 9 o1
i oz, 0z, Ox, ox, Oz
|

_‘ by dp v/ oy \? dyp oy
0= ‘ Zaxa 0w, 2/ (6xa> 0w, ox,

i ax g dx oy o \?

| Zaxa E oz, '%a 2( 6wa)
Diese Gleichung ist, wenn ¢, v, y bez. vom Grade m, n, p sind, vom

Grade 2(m + n-+ p—3). Man erhilt also den Satz: die Linienfliche,
welche drei Komplexen bez. vom Grade m, n, p gemeinsam ist, hat im

allgemeinen
dmnp(m+n+p—3)
singuldre Erzeugende®).

Es gibt nun spezielle Linienflichen, deren sdmtliche Linien singulire
Erzeugende sind, d. h. ihre konsekutiven schneiden. Dies sind die Deve-
loppablen. Sie sind dadurch charakterisiert, daB fiir sie, vermége ¢ = 0,
w =0, y =0 die vorstehende Gleichung identisch erfiillt ist. Sind also ¢
und y gegeben und betrachtet man y als unbekannt, so stellt diese Glei-
chung die Differentialgleichung fir die Developpablen der Kongruenz
=0, vy =0 dar, was das Problem (3) ist. Dieselbe wird inshesondere
linear, wenn @ = 0, v ==0 eine spezielle Kongruenz ist.

Die Umbhiillungskurven der Kongruenz zweier zu derselben Singulari-
tatenfliche gehoriger Komplexe zweiten Grades werden wir in etwas anderer
Weise bestimmen, indem wir nimlich die Kongruenzgeraden durch zwei
Parameter ausdriicken und dann die Bedingung aufstellen, daB sich zwei
benachbarte Kongruenzgeraden schneiden. Zu diesem Zwecke mag hier
die Bedingung gegeben werden, unter der sich iiberhaupt zwei benach-
barte Gerade (x) und (x - dz) schneiden. Damit sich zwei Gerade (%)
und (y) schneiden, muf} sein

2 ZotYo = 0.
Ist aber y,-— 2, + da,, so ist diese Gleichung identisch befriedigt, weil
die y,, als Linienkoordinaten, an die Gleichung Zyz = 0 gekniipft sind,
was, wegen 290,21: 0, auf 2 x,dx, =0 filhrt. Setzen wir jetzt
Yo = %o+ dxg -+ d°x,, so haben wir einmal, wegen Zyi = 0:

vaadxazo, Z(Zxadzxa—i— dzl) =0.

2) Dieselbe Zahl hat auf etwas anderem Wege Herr Liiroth abgeleitet: Zur
Theorie der windschiefen Flichen (Borchardts Journal, Bd. 67, 1867).
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Andererseits wird die Bedingung des Schneidens

Zwa dPa,=0

und diese reduziert sich vermége der letzten Gleichung auf

de?,:o.

Dies st die Bedingung fiir das Schneiden zweier konsekutiven Ge-
raden, welche im folgenden angewandt werden wird®*).

§ 3.
Elliptische Koordinaten zur Bestimmung der geraden Linie?°).
Bestimmung verschiedener Umhiillungskurven.

Ich werde jetzt statt der bisher gebrauchten homogenen Linienkoor-
dinaten x,, ..., z,, welche an die Bedingungsgleichung

in———()

gebunden waren, vier voneinander unabhéngige, nicht homogene Koor-
dinaten 4,, 4,, 4;, 4, einfithren. Dieselben werden in der folgenden Weise
definiert.

In einer friitheren Arbeit [Math. Ann., Bd. 2 (siehe Abh. IT dieser Aus-
gabe)] habe ich gezeigt, daB die Komplexe zweiten Grades mit gemein-
samer Singularitdtenfliche in der folgenden Weise durch einen Parameter i
dargestellt werden konnen:

x? x? g
O=pitrt - trlo

WO Z,, Z,, ..., £, Koordinaten der eben betrachteten Art sind. Die ge-
meinsame Singularitédtenfliche ist in dem allgemeinen Falle, auf welchen
diese kanonische Form pafit, eine Kummersche Fliche vierten Grades mit
16 Knotenpunkten.

Nun kann man die vorstehende Gleichung, wenn man fiir die z die
Koordinaten einer geraden Linie setzt, als eine Gleichung fiir A betrachten.
Dieselbe ist vom vierten Grade, da die beim Heraufmultiplizieren auf-

tretende Potenz A°> den verschwindenden Faktor Zxﬁ hat. Die vier Wurzeln

der Gleichung sollen 1,, 4,, 4,, 4, heilen; sie sind es, die fortan als Koor-
dinaten der Geraden benutzt werden. Diese vier Koordinaten geben also

2} Lie benutzt als Bedingung fiir das Schneiden zweier konsekutiven Geraden
(oder die Beriihrung zweier konsekutiver Kugeln) die folgende:

dw®+dy?+dzt+ (idH)* = 0.

25) Vgl. eine Note in den Gottinger Nachrichten, 1871, Nr.1. [In die vorliegende
Ausgabe nicht aufgenommen, weil sie genau die Entwicklungen des Textes enthélt.]



144 Zur Liniengeometrie.

den Wert des Parameters A derjenigen vier Komplexe des Systems an,
denen die fragliche Gerade angehort.

Wie man sieht, ist diese Koordinatenbestimmung der allgemeinen
Jacobischen Methode der elliptischen Koordinaten analog. Bei derJacobi-
schen Methode hat man nur eine Gleichung, und zwar eine nicht homogene,
von der Form?®):

x(l
— =1
< k=L
wihrend hier zwei homogene Gleichungen gegeben sind:
n+1 2 n+1
Za 7,2
e 2= 0.
k,—1
1 1

Diese allgemeinere®”) Art elliptischer Koordinaten findet sich zuerst
bei Herrn Darboux erwéhnt®®) und werden von ihm in einem neueren
Aufsatze entwickelt??). Er bezeichnet dieselben als die erste Derivation
der gewdhnlichen elliptischen Koordinaten, insofern er auf sie durch ein-
malige Anwendung eines Prozesses gefithrt wird, durch den er aus jedem
Orthogonalsysteme ein neues Orthogonalsystem herleitet. Auf das System
der konfokalen Flichen zweiten Grades angewandt, ergibt der ProzeB das
Darboux-Moutardsche Orthogonalsystem der Flichen vierten Grades,
die den imagindren Kreis doppelt enthalten, und auf dieses System be-
ziehen sich die neuen Koordinaten. (Vgl. hierzu auch den vorstehenden
Aufsatz, § 2.)

Wir werden zunichst die fritheren Koordinaten x, durch die neuen A,
ausdriicken. Zu diesem Zwecke mag f(4) den Ausdruck bezeichnen:

f(l):(kl_l)(k‘z“l)"'(ke—l)-

So hat man bekanntlich die Relationen:
| K B B K
"1'7::09 17(‘:07 7—‘:09 '/—_:0, —/—_ZO
Zf (a) Zf () Zr (ka) Zf (ko) Zf (k)
Infolgedessen sind die x, durch die folgende Gleichung gegeben:

o (Ba= ) (b= A) (k= s) (k= )
e (k) '

%) Bei Jacobi ist dem Parameter 4 ein anderes Vorzeichen gegeben, was aber
nicht vorteilhaft scheint.

?7) Als allgemeiner kann man diese Koordinaten bezeichnen, da sich aus ihnen
die gewdhnlichen elliptischen Koordinaten ergeben, wenn zwei der «, zusammenfallen.

Es wiirde dies einer Ausartung der Kummerschen Fliche in eine Fliche mit Doppel-
linie, d. h. in eine Plickersche Komplexfliche, entsprechen.

%) Comptes Rendus, t.69, 1869, 2. Sur une nouvelle série de systémes ortho-
gonaux algébriques.

29) Comptes Rendus, t. 73, 1871, 2. Des courbes tracées sur une surface et
dont la sphére osculatrice est tangente en chaque point & la surface.
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In der Tat iiberzeugt man sich infolge der zwischen den f’ (k) existierenden
Gleichungen ohne weiteres, dal diese Werte von a2 sowohl der Gleichung

ij = 0 als den vier Komplexgleichungen geniigen, welche den Werten 4, ,
Ay, 44, 2, von 1 entsprechen.

Wir mégen beildufig erortern, wie durch die Parameter A die haupt-
sichlichen Elemente des gegebenen Komplexsystems und der mit ihm ver-
kniipften Kummerschen Fliche dargestellt werden?®°).

Setzt man zwei Parameter 1, etwa 1, und 4,, einander gleich, so hat
man eine Tangente der Kummerschen Fliche. Betrachtet man 1, und i,
als konstant, wihrend 1, = 1, alle Werte durchlduft, so erhdlt man das
Biischel aller solcher Tangenten, welche die Fliche in einem Punkte be-
rithren. 1, und 1, charakterisieren also den Beriihrungspunkt; man kann
sie als Koordinaten des Punktes auf der Fliche auffassen®'). Die von den
Tangenten in zwéi Punkten (4, 4,) und (41, %;) gebildeten zwei Biischel
sind dabei, gleichen Werten von 4, = A, entsprechend, eindeutig und also
projektiv aufeinander bezogen.

Setzt man drel Parameter einander gleich, so erhdlt man die Haupt-
tangenten der Fliche.

Nimmt man die vier Parameter paarweise gleich, so hat man die
Linien, welche die 16 Doppelebenen der Fliche ausfiillen und diejenigen,
die durch diz 16 Doppelpunkte hindurchgehen.

Endlich die Annahme, dal} alle Parameter einander gleich sind, ergibt
die Tangenten der in den 16 Doppelebenen gelegenen Beriihrungskegel-
schnitte, sowie die Erzeugenden der in den 16 Knotenpunkten beriithrenden
Kegel.

Die einem bestimmten Komplexe des Systems angehorigen Geraden
erhdlt man, wenn man einen der Parameter, etwa i,, dem betreffenden 1
gleichsetzt. Nimmt man zwei Parameter konstant, etwa 4, und 1,, so hat
man die Linien der Kongruenz, die den beiden Komplexen i =1, und
A==17, gemeinsam 1st. Ist dabei gleichzeitig 4, - 4,, so hat man die
singuldren Linien des Komplexes 1= A4, =1,. Durch den Wert von
4q == 4, wird also in jedem Tangentenbiischel der Kummerschen Fliche
diejenige Tangente bestimmt, die dem Komplexe 4: - 4, == 4, als singulire
Linie zugehért. Ist A, =-1, = k,, so sind die singuldren Linien Doppel-
tangenten der Kummerschen Fliche, ndmlich diejenigen, welche dem unter
den Komplexen des Systems befindlichen linearen (Fundamental-) Komplexe
Z, = (0 angehdren. — Sind drei Parameter konstant, etwa 1,, 1;, 4,, so

%) Wegen der Bewcise siehe den Aufsatz: Zur Theoric der Komplexe usw.
Math. Annalen, Bd. 2 (1870) [siehe Abh. II dieser Ausgabe |.

3y Die Kurven A, =p, A4 =0 sind, wie noch gezeigt werden soll, die Haupt-
tangentenkurven der Kummerschen Fliche.

Klein. Gesammelte math. Abhandlungen. [, 10
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erhilt man die Erzeugenden der den drei Komplexen 1 =1,, A =14, 1==1,
gemeinsamen Linienfliche. Ist dabei i, = 1; = 4,, so hat man die singu-
liren Linien des Komplexes 1 =41,= 1, = ,, welche die Kummersche
Flache oskulieren. Wenn der gemeinsame Wert von i, = i, =1, gleich
k. ist, so sind dies vierpunktig beriihrende Linien. Und zwar erhilt man,
wenn man « die Werte 1...6 erteilt, alle vierpunktig beriihrenden Linien
der Kummerschen Fliche, auler denen, die die Beriihrungskegelschnitte
in den 16 Doppelebenen tangieren®?). — Endlich die Annahme, daB alle
Parameter konstant sind, ergibt die den Komplexen 1 =1,,1=14,, 1= 14,,
A =1, gemeinsamen 32 geraden Linien. Ist dabei 1, =1,=1,=1,, so
hat man die 32 ausgezeichneten singuliren Linien des Komplexes 1 =4,
= Ay =1, = 1,, welche Tangenten der Beriihrungskegelschnitte in den Doppel-
ebenen, bez. Erzeugende der Beriihrungskegel in den Doppelpunkten sind

Die neuen Koordinaten 4,, 4,, 4;, 4, wollen wir jetzt in die Gleichung

defz 0

einsetzen, welche ausdriickt, daB sich zwei konsekutive Linien schneiden.

Man findet:
0 =d212 (A —4) (h—4) (4 —4)

(&)
T+ dal (% —4y) (1;&:)4) (de — 1)
4 dat. (15 —24) (1;(—181)1) (A3 — %)
+dil. (g —4) (1;(—1-32) (A= 2)
Diese Differentialgleichung wird nun in einigen Fallen ohne weiteres inte-

grierbar.

Es tritt dies insbesondere ein fiir die Kongruenzen je zweier Kom-
plexe des gegebenen Systems. Setzt man ndmlich 4, und 1, konstant,
also di,y, di, gleich Null, so hebt sich der Faktor (1, — 4,) fort und man
erhdlt die Differentialgleichung der Umhbiillungskurven der Kongruenz in
der Form:

11 _]'a) (11—14) _ '@:73) (12—‘14)
AL V=g = R A VR
Setzt man in dieser Gleichung 4, = 1,, so hat man die Umhiillungskurven
der singuldren Linien des Komplexes A= Ay =1,.

Ist insbesondere 1; =1, = k,, so bat man die Umbhillungskurven

derjenigen Doppeltangenten der Kummerschen Fliche, die dem Kom-

Kummerschen Fliche. Monatsberichte der Berliner Akademie, 1870, Dezember.
[Siehe Abh. VI dieser Ausgabe.]
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plexe x,= 0 angehoren. Diese Doppeltangenten bilden bekanntlich eine
allgemeine Kongruenz zweiter Ordnung und zweiter Klasse; fiir diese Kon-
gruenzen ist also das Problem 8 geldst.

Setzt man in die vorstehende Differentialgleichung 1, = ,, 4, = 4,, so
wird sie identisch befriedigt. Die Kongruenz A, = 1,, 4, = 4, ist also eine
solche, in der jede Gerade alle ihre benachbarten schneidet. In der Tat
stellen die Gleichungen 2, = 1,, 4; =1,, wie schon bemerkt, diejenigen
Geraden dar, welche entweder in einer Doppelebene der Kummerschen
Flache liegen oder durch einen Doppelpunkt hindurchgehen. Ihre Gesamt-
heit bildet eine Kongruenz 16. Ordnung und Klasse, welche allerdings die
geforderte Eigenschaft hat.

Endlich sei 4, =1, —=4,. So wird die vorstehende Differentialglei-
chung:

di; =0, also 1, = konst.

Dies sind die Haupttangentenkurven der K umm erschen Fldche. In Worten:
Die Haupttangentenkurven der Kummerschen Fliche werden jedesmal von
solchen Punkten der Fliche gebildet, in welchen die zweite Haupttangente
einem bestimmten Komplexe des Systems als singuldre Linie angehort. Es
sind dies dieselben Kurven 16. Ordnung, welche ich in dem fritheren Aufsatze -
Zur Theorie usw. (Math. Annalen, Bd. 2 [siehe Abh. IT dieser Ausgabe]) in
Nr. 18 betrachtet hatte. DaBl die Haupttangentenkurven der Kummer-
schen Flache algebraische Kurven der 16. Ordnung sind, hat zuerst Lie
gefunden, indem er seine Abbildung studierte, die Liniengeometrie in Kugel-
geometrie, Haupttangentenkurven in Kriimmungskurven iiberfiihrt. Sodann
bemerkte ich die Identitét der fraglichen Haupttangentenkurven mit dem
frither von mir untersuchten Kurvensysteme, und bestimmte im AnschluBl
hieran die Singularititen derselben. Diese Resultate haben Lie und ich
in einer gemeinsamen Arbeit dargestellt®®). Hierauf fand ich den hier vor-
getragenen analytischen Beweis®!) und erkannte endlich?®3), daB sich die
ganze Bestimmungsweise der Haupttangentenkurven durch die zugehérigen
Komplexe unter ein allgemeineres liniengeometrisches Theorem subsumiert,
das dem Dupinschen Theoreme der metrischen Geometrie entspricht.
Dieses letztere ist in dem vorhergehenden Aufsatze ausfiihrlicher dargelegt,
und dort auch gezeigt worden, wie dasselbe die Bestimmung der Haupt-
tangentenkurven der Kummerschen Fliche umfat. — Es sei noch be-
merkt, daB die sechs Haupttangentenkurven A, = k, die Kurven der vier-
punktigen Berithrung auf der Kummerschen Flache sind.

3%) Monatsberichte der Berl. Akademie, 1870, Dezember. [Siehe Abh. VI dieser
Ausgabe.]

3¢) Gottinger Nachrichten, 1871, Nr. 1. [In diese Ausgabe nicht aufgenommen.]

35) Gottinger Nachrichten, 1871, Nr. 3. [Siehe Abh. VII dieser Ausgabe.

10*
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§ 4.

Bestimmung der Integralfiichen der allgemeinen Komplexe
zweiten Grades.
Die Einfithrung der neuen Verdnderlichen 1,, 4,, 4,, 4, in die Diffe-
rentialgleichung
-
Dldat=0
ergab:

. 2 U‘ A) (g —2) (A~ 1)

Die partielle Differentialgleichung, welche die speziellen Komplexe charak-

terisierte:
2( dp > L

wird also nach bekannten Methoden iibergehen in:
Lo\2 , N o\2
_ (99 () . o f (%)
0= <(T> =B ) G —dy) <01> (=) (o= 1) Ga= )
Nun ist aber bekannt®¢), dall eine Differentialgleichung, wie die vor-
stehende, ohne weiteres eine vollsténdige Losung (mit drei willkiirlichen
Konstanten) ergibt, namlich:

_ d,11\<i—a)<z—b> fdlovu—a)z—b) fdl_\/_?%;—‘a)’gzs—b>
=) ia R T T T rG

—a)(4—b)
+f Lo +C
! f (4)
Lassen wir @, b, C der Reihe nach alle moglichen Werte annehmen,
so stellt uns die Gleichung

=0

dreifach unendlich viele spezielle Komplexe, dreifach unendlich viele Flichen
dar. Jeder in der allgemeinen Losung enthaltene Komplex, d. h. jeder
Komplex, dessen Linien eine Flache umbhiillen, wird als Umhiillungsgebilde
von zweifach unendlich vielen dieser Flichen erhalten.

Nun behaupte ich, daf die Fldche ¢ = 0 mit den Konstanien a,
b, C gemeinsames Integral der beiden Komplexe I = a und A =>5b ist37),
d. h. daB3 das eine System Haupttangenten der Fliche dem Komplexe 1 = a,
das andere dem Komplex 1 -= b angehdrt, oder, was dasselbe ist, daf} die
Flache mit dem Komplexe 1-= a, sowie mit dem Komplexe 1 ==25 eine
spezielle Kongruenz gemein hat.

%) Vgl. Jacobis Vorlesungen iiber Dynamik.
7) DaBl zwei Komplexe des Systems einfach unendlich viele gemeinsame Inte-
gralflichen haben, bildet den Ausgangspunkt der bez. Uberlegungen von Lie.
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Um dies zu beweisen, ist nur zu zeigen, daf der Differentialgleichung
der speziellen Kongruenzen:
d(p (71,0 3/ dp \2 O oy 2__
(S-S 2
Geniige geschieht wenn man statt ¢ eine der hier gefundenen Flidchen
; 2
und statt ¢ etwa (1, — a) oder (1, — b) nimmt. 2(;:;) verschwindet
aber, da ¢ ein spezieller Komplex. Es bleibt also nur noch:
7_{3£.7’(')1p7 —0
ox, dx,
oder, unter Anwendung der Koordinaten A:
dp Oy i) +.

T 0y ok, U= ) (hy— Ag) (— 1)

Aber oy oy dy

i en? L verschwinden, da y =1, — a, oder y =4, — b nur

von 1, abhingt. Andererseits ist —5}— _ V=0 G=b)

VIGy)
wenn A, = a oder = b gesetzt wird. Der Differentialgleichung der speziellen
Kongruenzen wird also allerdings Geniige geleistet.

Der Wert der Konstante C' in der Gleichung von ¢ kommt dabei
gar nicht in Betracht, bleibt also willkiirlich. Wir haben also den Satz:
Je zwei Komplexe 4 ~a, L=> der zu der Kummerschen Fldche ge-
horigen Schar haben einfach unendlich viele gemeinsame Integralfldchen.

LaBt man auller C' auch noch b sich dndern, so erhilt man zweifach
unendlich viele Integralflichen des Komplexes 1 =a, also eine voll-
stindige Losung der mit dem Komplexe verkniipften partiellen Differential-
gleichung. Die allgemeine Losung umfaft alle Flichen, die das Um-
hiillungsgebilde von einfach unendlich vielen Flichen aus der so bestimmten
zweifach unendlichen Schar sind. — Hiernach ist das Problem 2) fiir
allgemeine Komplexe zweiten Grades erledigt.

Die gefundenen Integralflichen, welche den Komplexen 4 = a und
4 =1b gemeinsam sind, stehen zu den Umbhillungsgeraden der Kongruenz
A==a, A=0>, welche im vorigen Paragraphen bestimmt wurden, in einer
bemerkenswerten Beziehung.

[In der Tat reduziert sich die Gleichung der einzelnen Integralfidchen,
wenn wir A, konstant gleich @,4, = b nehmen, auf die Differentialgleichung
der genannten Umbhiillungskurven. Die Beziehung, welche hiernach zwischen
der Integralfliche und der Brennfliche der Kongruenz i;=a, 1,=1b be-
steht bleibt ndher zu entwickeln®®).]

und verschwindet,

%) [Die genaueren Angaben, welche hieriiber im Original, Math. Ann., Bd.5, gemacht
sind, lassen sich nach dem Einwande, den Herr A.VoB in den Math. Ann., Bd. 9, S.184—135
erhoben hat, nicht aufrecht erhalten. Das Sachverhiltnis bedarf weitererUntersuchung. K.]
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Aus der Bedeutung der Singularitétenfliche folgt ferner, daf die In-
tegralfliche iiberall dort, wo sie die Singularititenfliche trifft, sie be-
rithren muB. Denn der Komplexkegel a oder b, der von einem Punkte
der Singularititenfliche ausgeht, hat sich in ein Ebenenenpaar aufgeldst,
dessen Durchschnitt, die zugeordnete singuldre Linie, die Singularititen-
fliche beriihrt. Die Integralfliche kann den ausgearteten Kegel nicht
anders beriihren, als indem sie die singulidre Linie beriihrt. Die Integral-
fliche beriihrt also in jedem Punkte, in welchem sie die Singularitdten-
flaiche trifit, die beiden zugehérigen singuliren Linien der Komplexe a
und b, d. h. sie beriihrt die Singularititenfliche selbst.

Wir erhalten die singuléren Linien des Komplexes a, die zu den
Punkten der Beriihrungskurve gehoren, wenn wir in der Gleichung der
Integralfliche A, = 1,=a setzen. So bleibt:

Vih—a) (3, —b) f V—=a) G—=b) | ~__
fd% Via T rw  TOT¢

Diese Gleichung bestimmt mit 1, = A, = @ zusammen die fraglichen singu-
liren Linien. Andererseits konnen wir sie — da nach dem vorigen Para-
graphen A, und 1, als Koordinaten eines Punktes auf der Singularititen-
flache angesehen werden kionnen — geradezu fiir die Gleichung der Be-
rithrungskurve halten. Wir haben so den Satz:

Die Integralfliiche beriihri die Singularititenfiiche nach Erstreckung
einer Kurve, deren Gleichung die vorstehende ist.

Die Singularititenfliche entspricht also einer singuldren Ldsung der
mit dem Komplexe verkniipften Differentialgleichung in dem Sinne, als
dieselbe von allen Integralflichen des Komplexes nach einer Kurve be-
rithrt wird.

Wir mogen endlich noch das Folgende bemerken. Setzen wir in
der Gleichung einer Integralfliche des Komplexes @, 4, = a, so kommt man

zur Darstellung der beziiglichen dem Komplexe a angehorigen speziellen
Kongruenz:

/(z —a)(l —b) \/(1 ——a)(}.—b) \/(l—a)(l —b)
da Y - 2 :
f Vi) *f 2 Vi) +f Viay ¢

Nun sind die hier vorkommenden Integrale hyperelliptische, die p =3

entsprechen. Es ist also durch die vorstehende Gleichung ein Umkehr-
problem indiziert. Wir schreiben sie zu diesem Zwecke in der Form:

\/_1—0’) (/'l—b)
f Vi) T

und verkniipfen sie mit zwei #hnlich gebauten Gleichungen, deren Inte-




IX. Differentialgleichungen der Liniengeometrie. 151

grale sich aus den vorstehenden durch Differentiation nach den Para-
metern a,b ergeben:

Vi —b 1
fd'llﬁ,——?ijL”' v

Vh—a —

J.dll\/m\/f—(m*} e E=W.
Diese Gleichungen dienen dazu, um die 4,, 4,, 4;, und weiterhin die «,, .. ., ,
der Komplexlinie durch die %, v, w auszudriicken. Und da x, mit den
durch eine Gleichung von der symmetrischen Form:

2 ("a—lx) (ka—lg) (ka—ls) (ka——a)

0%a = 7(%.) N

zusammenhingt, driicken sich die x, geradezu als hyperelliptische Funk-
tionen der %, v, w aus.

Die Koordinaten xz, der Linien eines Lintenkomplexes zweiten
Grades sind hiermit unter Zugrundelegung eines zweiten Komplexes als
sechsfach periodische hyperelliptische Funktionen dreter Parameter w,v, w
dargestellt.

Es wurde bereits wiederholt hervorgehoben, wie das von Flidchen
vierter Ordnung mit imagindrem Doppelkreise gebildete Orthogonalsystem
dem System der Linienkomplexe zweiten Grades mit gemeinsamer Singu-
laritétenfliche entspricht. Man iibersieht, wie man fiir diese Flachen
dhnlich wie fiir diese Komplexe einen Satz aufzustellen hat, der dahin
geht: dap sich die Koordinaten der Punkte einer Fliche des Orthogonal-
systems als vierfach periodische hyperellyptische Funktionen zweier Para-
meter darstellen lassen. Diesen Satz hat Herr Darboux in den Comptes
Rendus (t. 68, 1869, 1: Mémoire sur une classe de courbes et de surfaces)
ohne Beweis angegeben; er hebt besonders hervor, wie derselbe auf all-
gemeine Flichen dritten Grades Anwendung findet, da drei unter den
Flichen des Orthogonalsystems allgemeine Flichen dritten Grades sind.
Ein &hnlicher Satz gilt offenbar fiir die entsprechenden Gebilde bei be-
liebig viel Dimensionen.

Noch zu einem zweiten Umkehrprobleme wird man gefithrt, ndmlich
durch die Gleichung der Umbhiillungskurven der singuldren Linien:

dy(h—a) J'dlz(lia)_i_ozo
NIV WTTy ’
da auch fiir sie die Zahl der summierten Integrale mit dem p der auf-

tretenden hyperelliptischen Funktionen iibereinstimmt. Wir setzen zu
diesem Zwecke:

di, (4 —a) f‘“a(ie—a)z
[ost+ Bt -
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and nehmen eine dhnliche Gleichung hinzu:

dll('ll—b) d'lz(l‘z"b)
= —EE A=
Vi) f VIi(%)

Es sind dies zwei Scharen auf der allen Komplexen gemeinsamen Singu-
laritdtenfliche (der Kummerschen Fliche) verlaufender Kurven: die Um-
hiillungskurven der singuldren Linien der Komplexe i=a und i=15
Indem wir statt % und v lineare Kombinationen derselben setzen, kénnen
wir insbesondere a und b gleich zweien der sechs GréBen k, nehmen. Dann
stellen die vorstehenden Gleichungen zwei der Scharen von Umbhiillungs-
kurven vor, welche die sechs Doppeltangentensysteme der Fliche besitzen.
Mt Bezug auf zwei solche Kurvensysteme sind dann die Koordinaten
der Punkte der Kummerschen Fldiche als vierfach periodische hyper-
elliptische Funktionen dargestellt.

Fiir besondere Linienkomplexe zweiten Grades vereinfachen sich
natiirlich die in den hier genannten Umkehrproblemen auftretenden hyper-
elliptischen Funktionen. Sind z. B. die k, paarweise gleich, so werden sie
Logarithmen. Der Komplex ist dann in den bekannten Komplex iiber-
gegangen, dessen Geraden ein festes Tetraeder nach konstantem Doppel-
verhdltnisse schneiden. Die Singularitdtenfliche ist in dies Tetraeder aus-
geartet. In der Tat sind die gemeinsamen Integralflichen zweier zu dem
namlichen Tetraeder gehorigen Komplexe durch eine Gleichung zwischen den
Logarithmen der Koordinaten, némlich durch eine lineare Gleichung zwischen
denselben dargestellt. Es sind dies dieselben Flachen, die Lie und ich
unter der Bezeichnung ,,Flichen W untersucht®®) und deren Analoga in
der Ebene wir neuerdings in einem gemeinsamen Aufsatze in diesen An-
nalen*’) betrachtet haben.

G6ttingen, im November 1871.

#) Comptes Rendus. 1870, 1. Sur une certaine classe de courbes et de sur-
faces. [Siehe Abh. XXV dieser Ausgabe.] Die Auffassung der Flichen W als gemein-
samer Integralflichen zweier zu dem nimlichen Tetraeder gehdriger Komplexe gehort Lie

1) Uber diejenigen ebenen Kurven usw. Math. Ann., Bd. 4 (1871). [Siehe
Abh. XXVI dieser Ausgabe.]



X. Uber einen liniengeometrischen Satz.

[Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, 1872, Nr. 9
(20. Méarz 1872), abgedruckt in den Math. Annalen, Bd. 22 (1884).]

Statt die Koordinaten p;, der geraden Linie im Raume als zwei-
gliedrige Determinanten aus den Koordinaten zweier Punkte oder Ebenen
zu definieren, kann man sie bekanntlich auch als selbstindige Verinder-
liche auffassen, welche an eine Bedingungsgleichung zweiten Grades:

P = D3Py + PisPio + PryPay =0

gebunden sind. Bei diesem Ausgangspunkte entsteht die Frage, ob jeder
algebraische Linienkomplex durch eine zu P = 0 hinzutretende algebraische
Gleichung definiert werden kann, oder ob nicht zur reinen Darstellung des
Komplexes gelegentlich mehrere Gleichungen erforderlich sind. Ich werde
nun im folgenden zeigen: daf allerdings zur Darstellung eines algebraischen
Linienkomplexes immer eine zu P == 0 hinzutretende Gleichung geniigt.
Die zum Beweise notwendigen, sehr einfachen Uberlegungen, wie sie im
nachstehenden auseinandergesetzt sind, kénnen voraussichtlich iiberhaupt
bei der Untersuchung analoger Fragen!) Anwendung finden und scheinen
dadurch ein allgemeineres Interesse zu besitzen.

Rein analytisch gefalt, lautet der zu beweisende Satz folgendermaBen:
»Aus einer allgemeinen?) Mannigfaltigkeit von fiinf Dimensionen ist eine
Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen durch eine quadratische Gleichung
mit nicht verschwindender Determinante?)

P=0
ausgeschieden. Jede in ihr enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit von

drei Dimensionen kann durch eine zu P — 0 hinzutretende algebraische
Gleichung dargestellt werden.

1) Ich erinnere hier an eine Betrachtung, welche Cayley gelegentlich anstellt
(Quart. Journ., Bd. 3, 1860, S.234 [Coll. Pap., Bd. IV]), und die sich darauf bezieht,
daB nicht auf allen algebraischen Flichen unvollstindige Durchschnittskurven gelegen
sein konnen.

2) Allgemein mag eine Mannigfaltigkeit von » Dimensionen heifien, deren Elemente
von unabhingig gedachten Parametern abhingt.

%) Diese nihere Bestimmung ist zugefiigt, weil sie die quadratische Gleichung
sofern ihre Eigenschaften hier in Betracht kommen, vollstindig charakterisiert.
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Statt dieses Satzes mogen wir gleich den folgenden, ihn einschlieSenden
beweisen:

.8 sel eine allgemeine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen gegeben,
wo n >4, und aus ihr eine Mannigfaltigkeit von (n —1) Dimensionen
durch eine quadratische Gleichung:

P=0
ausgeschieden. Jede in der letzteren enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit
von (n-—2) Dimensionen kann durch esne zu P == 0 hinzutretende algebra-
ische Gleichung dargestellt werden, falls nicht alle aus den Koeffizienten
von P zusammengesetzten fiinfreshigen Unterdeterminaten verschwinden.

Diese Bedingung ist in dem urspriinglich aufgestellten Satze befriedigt,
insofern dort die (sechsreihige) Determinante von P selbst nicht ver-
schwindet, um so weniger also ihre fiinfreihigen Unterdeterminanten simb-
lich gleich Null sind.

Der Beweis des allgemeinen algebraischen Satzes mag zunéchst fiir
n = 4 gefiihrt werden, wo also die Bedingung die ist, daf die Determinante
von P mnicht verschwindet. Bei einem beliebigen 7 lassen sich hinterher
dieselben Betrachtungen anstellen, fiir » = 4 haben wir nur den Vorzug,
den Uberlegungen, wie im folgenden geschehen soll, ein anschauliches
geometrisches Bild zugrunde legen zu konnen.

Das einzelne Element der gegebenen Mannigfaltigkeit von vier Dimen-
sionen sei durch die relativen Werte der fiinf homogenen Verdnderlichen

Xy, Xy, Ty, By, Ty
bestimmt. Man wird dieselben immer (und auf unendlich viele Weisen)
so wéhlen konnen, da die gegebene quadratische Gleichung P == 0 (deren
Determinante nicht verschwindet) die folgende Gestalt annimmt:

xf ol g +al =0,
oder, indem man

x4 1%, =p, T, —ir,=—¢q

#? 4 a + af + pg=0.

setzt:

Das Element:
z, =0, =0, z,=0, p=0,

welches im folgenden ausgezeichnet werden soll, ist dabei ein unter dem
ibrigen der Mannigfaltigkeit P = 0 angehorigen beliebig ausgewihltes.

In der nunmehr hergestellten Gleichungsform kann die Mannigfaltig-
keit P = 0 ohne weiteres auf eine allgemeine Mannigfaltigkeit von drei
Dimensionen eindeutig abgebildet werden, ganz dem entsprechend, wie die
Abbildung einer Fliche zweiten Grades auf die Ebene durch Projektion
von einem Punkte der Fliche aus erfolgt. Man setze nimlich, unter

517 59) 53: 64
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die homogenen Koordinaten eines Elementes einer allgemeinen Mannig-
faltigkeit von drei Dimensionen verstanden:

0x, = 5154, 0%y = 5254, 0%y = 5354, op = 5454’ eq = — (53 "'—592"}‘5:)'

Die allgemeine Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen mag jetzt durch
den Punktraum vorgestellt sein, die & mégen also homogene Punktkoor-
dinaten bedeuten: dann ist die gegebene Mannigfaltigkest P = 0 durch
die vorstehenden Gleichungen eindeutig auf dem Punktraum abgebildet.
Dabei tritt im Punktraume ein fundamentaler Kegelschnitt auf:

5420: 512_{“&3“}_532:0:

dessen Punkten jedesmal co! Elemente der gegebenen Mannigfaltigkeit P = 0
entsprechen. Andererseits sind samtliche iibrige Punkte der Ebene

=0
einem einzigen Elemente der Mannigfaltigkeit P = 0, dem Elemente:

z, =0, 2,=0, z,=0, p=20

zugeordnet, welches, in Analogie mit dem Projektionspunkte bei der Ab-
bildung der Flichen zweiten Grades, im folgenden das Projektionselement
heilen mag.

Fiigt man nun zu P = 0 eine weitere algebraische Gleichung, die vom
m-ten Grade sein mag;

Q=0

hinzu, so erhidlt man im Punktraume als Bild der beiden Gleichungen ge-
niigenden Elemente eine Fliche vom Grade 2m, welche den fundamentalen
Kegelschnitt m-fach enthdlt. Von dieser Bildfliche kann sich gelegentlich,
einfach oder mehrfach zihlend, die Ebene &, — 0 absondern. Es tritt dies
dann und nur dann ein, wenn das Projektionselement selbst der Mannig-
faltigkeit Q = 0, als gewdhnliches oder singuléres Element, angehort. Aber
dies kénnen wir immer vermeiden, da es uns ja frei steht, auch wenn die
Mannigfaltigkeit Q = 0 bereits gegeben ist, das Projektionselement unter
den Elementen von P == (0 zu wahlen, wie wir wollen. Es bildet sich also
allgemein die Mannigfaltigkeit:

P=0, Q=0

als eine Fliche vom 2m-ten Grade ab, welche den fundamenialen Kegel-
schnitt zur m-fachen Kurve hat, und die Ebene desselben in micht dem
Kegelschnitte angehorigen Punkten nicht trifft.

Es ist aber auch umgekehrt ersichtlich, daB jede Fliche 2m-ten
Grades, welche diesen Bedingungen geniigt, den vollstindigen Durchschnitt
von P =0 mit der durch eine hinzutretende Gleichung Q = 0 vorgestellten
Mannigfaltigkeit reprisentiert. Denn die Gleichung einer solchen Fléche
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mull in jedem Gliede die Ausdriicke £, und (E: —f—E: -+ 5: ) zusammen in
der m-ten Dimension enthalten. Das einzelne Glied hat also, unter u
eine Zahl > 0 und < m verstanden, die folgende Form

1((5‘21+§22+5132> "P(Ely 52753754):

wo ¢ eine homogene Funktion vom u-ten Grade der beigefiigten Argu-
mente ist. Aber das Produkt:

E: 90(51, 53) 53: 54)
ist ersichtlich nichts anderes, als eine homogene Funktion u-ten Grades
der Argumente

m— e

&8 &y, &, &4,

Jedes Glied der gegebenen Flichengleichung und also die Flichengleichung
selbst ist mithin eine homogene Funktion m-ten Grades der fiinf Argu-
mente:

Ei&,, EyE,, 56, E 8, (8] 4 E1-1 &),

Man hat jetzt nur statt dieser Argumente bez.

Xy, Ty, Ty, Dy — ¢
zu setzen, um die Gleichung m-ten Grades

Q=10
derjenigen Mannigfaltigkeit zu haben, welche mit P = (0 zusammen als
vollstindigen Durchschnitt eine Mannigfaltigkeit bestimmt, deren Bild im
Punktraume die urspriinglich gegebene Fliche ist, womit denn die Be-
hauptung, daf die Fliche das Bild eines vollstindigen Durchschnittes sei,
bewiesen ist.

Eine beliebige in P = 0 enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit von
zwel Dimensionen, wird sich nun aber, — falls wir nicht, was wir immer
vermeiden kénnen, das Projektionselement unter ihren Elementen wéhlen —
nicht anders als eine solche Fldche abbilden konnen, die den vorgenannten
Bedingungen geniigi. Denn die Bildfliche darf, der Annahme iiber die
Lage des Projektionselementes entsprechend, die Ebene &, = 0 in keinen
anderen Punkten, als in den Punkten des fundamentalen Kegelschnittes
treffen, und das ist, weil der Kegelschnitt ein irreduzibeles Gebilde ist,
nicht anders moglich, als wenn sie von gerader Ordnung = 2m ist, und
den Kegelschnitt als m-fache Kurve enthilt?).

4) [Fiir die genaue Durchfiihrung dieses Schlusses ist esnotwendigzu beriicksichtigen,
daB die Bildfliche mit der Ebene &, = 0 auch keine Beriihrung haben kann, weil die ihr
im R, entsprechende Mannigfaltigkeit sonst durch den benutzten Projektionspunkt
hindurchgehen wiirde. Man iiberzeugt sich hiervon in einfachster Weise durch Betrach-
tung der ebenen Schnitte mit den durch den Projektionspunkt hindurchgehenden
Ebenen, wenn man die bekannten Verhéltnisse bei der stereographischen Projektion
ciner Fliche zweiten Grades heranzieht. K.]



X. Liniengeometrischer Satz. 157

Hiermit 18t der Beweis unseres Satzes fiir m = 4 gefiihrt. Seine
wesentlichen Momente mdgen hier noch ausdriicklich zusammengefalit
werden, es sind die folgenden:

1. da im Punktraume eine srreduzibele Fundamentalkurve auftritt;

2. daf} eine durch die Fundamentalkurve gelegte Fliche (die Ebene
&, =0) ein einzelnes, beliebig anzunehmendes Element des darzustellenden
Gebildes reprisentiert;

3. daB es nur auf das Verhalten der Bildfliche zum Fundamental-
kegelschnitte ankommt, ob eine P — 0 angehérige Mannigfaltigkeit von
zwei Dimensionen als vollstindiger Durchschnitt gefalt werden kann, —

Unser Schlufl wiirde dagegen sofort ungiiltig werden, wenn der Funda-
mentalkegelschnitt reduzibel wire, also in ein Geradenpaar zerfiele. Denn
dann kann man Flichen von der Ordnung (m’ -} m”) konstruieren, welche
die Geraden bez. m’- und m”-fach enthalten. Dieselben treffen, wie ver-
langt, die Ebene des Kegelschnittes nur in Punkten des Kegelschnittes, aber
vollstandige Schnitte wiirden sie erst dann vorstellen, wenn m’ = m” wire.

Dieses Zerfallen des fundamentalen Kegelschnittes tritt nun gerade
dann ein, wenn die Determinante der Form P verschwindet, und muflte
deshalb beim Beweise unseres Satzes diese Moglichkeit ausdriicklich ausge-
schlossen werden. In der Tat, hat P eine verschwindende Determinante
(ohne dafl zugleich alle Unterdeterminanten verschwinden), so kann man
ihm die Form geben:

0=} + a7 + pg,

die Abbildungsfunktionen werden:
om =E&, em—&E, om—&E, op =&k, eg=— (5 +&),
und der fundamentale Kegelschnitt wird:

5=0, &+&=0,
ist also in ein Linienpaar:

Eo=0, & 4i& =0,

£, =0, & —1i& 0
zerfallen. —

Auf ganz dhnliche Weise, wie nunmehr der Beweis unseres Satzes fiir
n = 4 gefithrt und das Nichtverschwinden der Determinante als notwendige
und hinreichende Bedingung erkannt wurde, erledigt sich die Frage fiir
ein beliebiges n. Ist erstlich #- 3, haben wir also eine Fliche zweiten
Grades, so entsteht bei der Abbildung derselben auf die allgemeine Mannig-
faltigkeit der nichst niederen Dimension ohnehin ein reduzibeles Funda-
mentalgebilde, auch wenn die Determinante der Fliche nicht verschwindet,
nimlich ein Punktepaar. Awuf Fldchen zweiten Grades findet unser Satz
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deshalb keine Anwendung®). Dagegen gilt der Satz allemal, wenn bei der
Abbildung der Mannigfaltigkeit P = 0 auf die allgemeine Mannigfaltigkeit
von {n — 1) Dimensionen — eine Abbildung, die sich immer in gleicher
Weise gestaltet — ein irreduzibeles Fundamentalgebilde auftritt. Hierzu
ist das Nichtverschwinden der aus den Koeffizienten von P gebildeten
fiinfreihigen Determinanten die notwendige und hinreichende Bedingung.
Als Fundamentalgebilde tritt ndmlich eine Mannigfaltigkeit von (n — 3)
Dimensionen auf, welche aus einer allgemeinen Mannigfaltigkeit von (n — 2)
Dimensionen durch eine quadratische Gleichung ausgeschieden wird. Soll
das Fundamentalgebilde zerfallen, so ist dazu das Verschwinden aller aus
den Koeffizienten der Gleichung gebildeter dreireihiger Unterdeterminanten
die Bedingung; und dies Verschwinden tritt dann und nur dann ein, wenn
ein Gleiches bei den fiinfreihigen Unterdeterminanten der urspriinglichen
quadratischen Gleichung P =0 der Fall war. Hiermit ist denn wunser
allgemeiner Satz fiir ein beliebiges n, insbesondere das in thm enthaltene
lintengeometrische Theorem, bewiesen.

Ich will hier von der auseinandergesetzten Theorie noch zwei weitere
geometrische Anwendungen geben. Die erste bezieht sich wieder auf Linien-
geometrie. Man verbinde nidmlich mit der quadratischen Gleichung, der
die Linienkoordinaten zu geniigen haben:

P=0,

eine lineare. So hat man einen linearen Komplex, den man auch in der
folgenden Weise bestimmen kann. Aus der linearen Gleichung nehme man
den Wert einer der Verinderlichen, ausgedriickt in den fiinf anderen, und
substituiere ihn in P =- 0, wodurch eine neue quadratische Gleichung P’ = 0
entsteht. Der lineare Komplex erscheint dann als durch diese Gleichung
aus einer allgemeinen Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen ausgeschieden.
Die Determinante von P’ verschwindet nicht, wenn der lineare Komplex
ein allgemeiner ist; sie verschwindet dann und nur dann, wenn er ein
spezieller wird®). Wir erhalten also den folgenden Satz:

5) Ebensowenig gilt der Satz fiir Kegelschnitte, wie ohne weiteres ersichtlich.

) Es braucht kaum darauf hingewiesen zu werden, dafl die eben vargetragene
Abbildung einer Manpnigfaltigkeit P=0 von drei Dimensionen auf den Punktraum
mit der Abbildung des linearen Komplexes auf den Punktraum gleichbedeutend ist,
welche Herr Nother in den Géttinger Nachrichten, 1869, Nr. 15, gegeben und die
Herr Lie seinen metrisch-projektivischen Untersuchungen zugrunde gelegt hat. Ich
méchte an dieser Stelle ausdriicklich auf die Abbildung des speziellen linearen Kom-
plexes hinweisen, welche die Theorie der Flichen mit einer mehrfachen Geraden mit
derjenigen der Flichen mit zwei sich schneidenden mehrfachen Geraden in eine merk-
wiirdige Verbindung setzt, durch welche z. B. die Zeuthenschen Untersuchungen
iiber die Flichen mit einer mehrfachen Geraden [Math. Ann., Bd. 4 (1871)} fiir die letzt-
genannten Flichen verwertet werden kénnen.
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Kongruenzen, welche einem allgemeinen linearen Komplexe ange-
horen, konnen als vollstindiger Durchschnitt desselben mit einem anderen
Komplexe dargestellt werden.

Fiir den speziellen linearen Komplex gilt aber der Satz nicht mehr.
Ebensowenig wird der analoge Satz gelten, wenn wir zu der Gleichung
des linearen Komplexes eine weitere lineare Gleichung hinzufiigen und die
durch beide dargestellte lineare Kongruenz ins Auge fassen. Auf einer
linearen Kongruenz gibt es in der Tat Linienflichen, welche sich nicht als
vollsténdiger Durchschnitt der Kongruenz mit einem hinzutretenden Kom-
plex darstellen lassen. Es sind dies diejenigen, welche die Leitlinien der
Kongruenz ungleich oft enthalten.

Eine zweite geometrische Anwendung bezieht sich auf die Darstellung
des Raumpunktes durch die relativen Werte seiner (mit gewissen Kon-
stanten multiplizierten ) Potenzen mit Bezug auf fiinf Kugeln, welche Herr Lie
in Ankniipfung an die Abbildung des linearen Komplexes Gottinger Nach-
richten, 1871, Nr. 7, 8. 208 gegeben hat, wihrend sie Herr Darboux be-
reits frither (1868) in einer der Pariser Akademie eingereichten Abhandlung
aufgestellt hatte, die aber noch nicht veréffentlicht ist (vgl. Darboux in
den Comptes Rendus, 1871, September). Der Punkt wird durch fiinf
homogene Koordinaten dargestellt, welche, einzeln gleich Null gesetzt, fiinf
linear unabhéngige Kugeln vorstellen, und diese Koordinaten sind an eine
Bedingungsgleichung zweiten Grades mit nicht verschwindender Determi-
nante gekniipft. Der Punktraum ist hiernach das Bild einer Mannigfaltig-
keit, die aus einer allgemeinen Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen
durch diese quadratische Gleichung abgeschieden wird, es liegen also genau
die Verhiltnisse vor, wie wir sie eben bei dem Beweise des allgemeinen
Satzes fiir n =4 voraussetzten. Dem Projektionselemente entspricht die
unendlich ferne Ebene des Punktraumes, der in ihr enthaltene imaginire
Kugelkreis ist der fundamentale Kegelschnitt. Einer Verlegung des: Pro-
jektionselementes entspricht, wie man leicht sieht, eine Transformation des
Punktraums durch reziproke Radien. Hier erhalten wir also: Jede alge-
braische Fliche kann vermdge Umformung durch reziproke Radien in eine
solche iibergefihrt werden, die durch eine Gleichung zwischen den in Rede
stehenden Koordinaten rein dargestelll wird. Dagegen wiirde der ent-
sprechende Satz bei einer analogen Koordinatenbestimmung in der Ebene
nicht mehr richtig sein?).

7y [Man vergleiche die Arbeiten von Lie und mir in Math.Ann., Bd. 5 (s. Abh. VIII,
1X dieser Ausgabe), sowie Herrn Darboux’ im Jahre 1873 erschienenes Buch: ,Sur
une certaine famille de courbes et de surfaces“ (Paris, Gauthier-Villars).]
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[Math. Annalen, Bd. 7 (1874).]

Aus der Diskussion der Linienkomplexe zweiten Grades, wie sie Herr
Weiler in dem vorstehenden Aufsatze!) durchgefiihrt hat, geht hervor, da8
die Pliickersche Komplexfliche gleich der allgemeineren Kummerschen
Fliche fiir unendlich viele Komplexe zweiten Grades die singuldre Fliche?)
bildet, und daB dieselbe also mit ganz &dhnlichen Mitteln untersucht werden
kann, wie dies der Verf, frither [Math. Ann., Bd. 2, S. 1981f. (siehe Abh. II
dieser Ausgabe)] bei der Kummerschen Fliche getan hatte. Das System
der sechs paarweise in Involution liegenden linearen Komplexe, welches
bei der Kummerschen Fliche eine fundamentale Rolle spielte, ist bei
der Komplexfliche nur in dem Sinne ausgeartet, dafl zwei dieser Komplexe,
indem sie zusammenriickten, speziell wurden und in die Doppellinie der
Fliache iibergingen. Mit Bezug auf die vier iibrigen linearen Komplexe
bleiben durchaus die SchluBweisen bestehen, welche bei der Kummerschen
Flache ibhre Anwendung fanden, und man hat also insbesondere den Satz:

Eine Pliickersche Komplexfliche ist mit Bezug auf vier paarweise
. Involution liegende lineare Komplexe thre eigene reziproke Polare.

Aus diesem Satze folgt ohne weiteres, dal das Doppelverhéltnis der
vier singuliren Punkte der Komplexfliche gleich dem Doppelverhéltnisse
ihrer vier Ebenen sei. Indem man sodann die Komplexfliche nicht mehr
als singuldre Fliche eines besonderen Komplexes zweiten Grades betrachtet,
sondern in der Art, wie sie bei Pliicker eingefiihrt wird, d. h. als Brenn-
fliche derjenigen Linien eines Komplexes zweiten Grades, welche eine feste
Gerade schneiden, erhilt man:

Die vier Punkte, in denen eine beliebige Gerade die singuldre Fldche
eines Komplexes zweiten Grades trifft, und die vier Ebenen, die man
durch dieselbe Gerade als Tangentenebenen der singuldren Fldche legen
kann, haben dasselbe Doppelverhilinis.

1 [A. Weiler, Uber die verschiedenen Gattungen der Komplexe zweiten Grades,
Math. Ann., Bd. 7 (1874).]

2) Ich ziehe diesen von Herrn VofB vorgeschlagenen Ausdruck (Gottinger Nach-
richten, 1873, S. 546) dem sonst gebriduchlichen ,Singularitdtenfliche* vor.
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Diesen Satz habe ich fiir die singulidre Fliche des allgemeinen Kom-
plexes vom zweiten Grade, d. h. fiir die Kummersche Fliche, bereits in
Math. Ann., Bd. 2, 8. 215 (siehe Abh. II dieser Ausgabe, S. 70) mitgeteilt;
aber der Zusammenhang, in welchem er dort ausgesprochen ist, kann nicht
als Beweis desselben gelten.

Um so lieber will ich hier eine einfache Betrachtung mitteilen, die in
Anlehnung an die von Pliicker begonnene Untersuchungsweise der Komplex-
flichen (vgl. dessen Neue Geometrie, S. 205 ff.) unmittelbar die vier zur
Flache gehorigen linearen Komplexe nachweist und aus ihrer Existenz die
Gleichheit der fraglichen Doppelverhéltnisse, sowie weiterhin die Eigen-
schaft der Fliche erschlieft, ihre eigene reziproke Polare zu sein. Aus der
Gleichheit der beiden Doppelverhiltnisse wird man weiterhin, was bei
Pliicker in minder iibersichtlicher Weise bewiesen wird, den Satz von der
Identitat der von den singuliren Punkten gebildeten und von den singu-
laren Ebenen umbhiillten Fléche gewinnen. Ist ndmlich das Doppelverhéltnis
der vier Punkte, in welchen eine beliebige Gerade die erste Fliche trifft,
immer gleich dem Doppelverhdltnisse der vier Ebenen, welche man durch
die Gerade hindurch an die zweite Fliche legen kann, so sind die Tan-
genten der ersten Fliche immer auch Tangenten der zweiten Fliache, d. h.
die beiden Flichen sind identisch®), wie zu beweisen.

Fiir die Singularititen der Komplexfliche, wie sie Pliicker nachweist,
sollen im nachstehenden, soweit sie in Betracht kommen, die folgenden
Bezeichnungen*) angewandt werden. Die vier singuliren Ebenen der Flache
moégen E,, E,, E,, E, heiBen. Sie enthalten je ein Paar von Doppel-
punkten der Fliche: 1,1"; 2,2"; 3, 3"; 4,4". Die in ihnen verlaufenden
Verbindungslinien der Doppelpunktpaare, die singuldren Strahlen der Flache,
seien §,, 8,,8;,S,. Dieselben schneiden die Doppellinie und die Polare
der Flache bez. in den Punkten p, p,, p,;, », und g,, ¢,, g5, 9,, die jedesmal
zu den zwei auf dem singuldren Strahle gelegenen Doppelpunkten harmonisch
sind. Weiter sollen die vier singaléren Punkte derFlache P,, P,, P,, P, genannt
sein. Von ihnen gehen die Paare Doppelebenen I, I'; IT, I1 " III, IIT';
IV, IV’ aus. Die singuliren Achsen endlich, in welchen sich die zusammen-
gehorigen Doppelebenen schneiden, seien durch A4,, 4,, 4;, A4, bezeichnet.

Die Doppelebenen der Fliache enthalten (vgl. Pliicker) jedesmal vier
Doppelpunkte, und durch jeden Doppelpunkt gehen vier Doppelebenen hin-

3) Der Nachweis der Identitit der beiden Fldchen ist durch Herrn Pasch in
seiner Habilitationsschrift (GieBen 1870) auf allgemeinere und fundamentalere Be-
trachtungen betr. Brennflichen von Kongruenzen zuriickgefiihrt worden. Der im Texte
angegebene Beweis scheint aber immer dadurch interessant, daB er bis zum Schlusse
die Vorstellung des Unendlich-Kleinen vermeidet.

%) Vgl. Clebschs Bericht iiber Pliickers Neue Geometrie in den Gottinger
Anzeigen, 1869.

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 11
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durch. Man kann die festgesetzten Bezeichnungen insbesondere so wahlen,
daB dieses Verhiltnis in dem folgenden Schema seine Darstellung findet:

Ebenen Punkte Ebenen | Punkte
1 (1234 o e et
II |12 34 I 112 3 4
ar 123 4 (12 34
v 1284 w1234

den acht Doppelebenen in den folgenden vier Welsen durch lineare Kom-

plexe zuzuordnen. Es entsprechen den Punkten:

’ ’

1, 1, 2, 2’ 3, 3/, 4, 4
beziiglich die Ebenen:

I, r, 1I, Ir', I, I1’, 1v, 1Iv

11, Ir, I, I, 1Iv, v, III', III

Irr, IIr', Iv', IV, I, I', I, II

v, Iv, III, IHI, II, 11, I, I.

Gesetzt, es sei dieses bewiesen, dann folgt unmittelbar, daB die vier be-
treflenden linearen Komplexe paarweise in Involution liegen. Denn die
Zuordnungen, wie sie durch das vorstehende Schema gegeben sind, haben
ersichtlich die Eigenschaft, paarweise vertauschbar zu sein, und die Ver-
tauschbarkeit der mit ihnen verkniipften Zuordnungen ist fiir lineare Kom-
plexe das Kennzeichen der involutorischen Lage [vgl. Math. Ann., Bd. 4,
S. 414. (Siehe Abh. XIV dieser Ausgabe, S.237)].

Um aber den nétigen Beweis zu fithren, konstruiere ich vier lineare
Komplexe aus je fiinf denselben angehorigen Linien und zeige sodann, daf3
sie die voraufgefithrten Zuordnungen zur Folge haben. Es soll dies der
Kiirze wegen nur mit Bezag auf die erste Zuordnung auseinandergesetzt
werden. Man konstruiere namlich den linearen Komplex, der die folgenden
fiinf Geraden enthilt:

die Doppellinie der Fliche,

die Polare,

die Verbindungsgeraden der Doppelpunkte 2,3 ; 3,4 ; 4, 2,

Man betrachte sodann etwa die singuliren Strahlen S, und S;. Die Linien
des linearen Komplexes, welche beide schneiden, miissen eine Regelschar
bilden, und vermdge derselben werden die beiden Punktreihen S, und 8§,
projektiv aufeinander bezogen sein. Aber von dieser Regelschar sind
drei Erzeugende bekannt: die Doppellinie, die Polare und die Gera.de 2,3

Sie ordnen den Punkten p,, ¢,, 2 von S, die Punkte p;, g5, 3" von 8,
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zu. Da aber p,, g, auf S, zu 2, 2 und p,, ¢, auf S, zu 3, 3, oder,
was dasselbe ist, zu 3, 8 harmonisch sind, so werden auch 2, 3 durch
die Regelschar zugeordnet werden. Dem linearen Komplexe gehort also
auch die Gerade 2, 3 an. Dasselbe beweist man in &hnlicher Weise von
den Geraden 3, 4; 4, 2.

Unter den geraden Linien, die durch den Punkt 2 hindurchgehen,
kennt man jetzt zwei als dem linearen Komplexe angehorig, namhch 2,38’
und 2, 4. Dem Punkte 2 ist also im Komplexe die Ebene 2, 3, 4", d. h.
nach der oben festgesetzten Bezelchnung die Ebene IT zugeordnet Die-
selbe geht auBer durch 2, 8', 4" noch durch 1 hindurch; die Gerade 1, 2
gehort also ebenfalls dem Komplexe an. In gleicher Weise zeigt man,
dal den Punkten 3 und 4 die Ebenen III und IV entsprechen und also
auch 1, 3; 1, 4 dem Komplexe angehoren. Hieraus denn endhch folgt
daB dem Punkte 1 d1e Ebene I entspricht. Die Zuordnang von 1,2, 3, 4’
bez. zu I, II', III', IV’ ergibt sich auf dieselbe Weise, und es ist somit
der geforderte Bewels erbracht.

Durch denselben linearen Komplex werden einander zugeordnet, wie
nicht niher ausgefiihrt zu werden braucht: die vier singuliren Ebenen E,,
E,, E;, E, bez. den vier singuldren Punkten P,, P,, P,, P,; die vier
singuliren Strahlen S, S,, S,, S, bez. den vier singuliren Achsen 4,,
4,, A,, A, usw. Wir haben also:

Das Singularititensystem ist in bezug auf den konstruierten line-
aren Komplex seine eigene konjugierte Polare,
was die Gleichheit der von den vier singuliren Punkten und den vier
singuliren Ebenen gebildeten Doppelverhiltnisse als einzelne Behauptung
einschlieBt. Weiter aber folgt:

Die Komplexfliche selbst ist in bezug auf den Komplex ihre
etgene konjugierte Polare.
Denn die Polarfliche derselben ist wieder eine Fliche vierter Ordnung mit
derselben Doppellinie, denselben singuliren Strahlen, denselben Beriihrangs-
kegelschnitten in den Doppelebenen, und durch diese Elemente ist die
Fliche als Fliche vierter Ordnung mehr als vollstindig bestimmt.
Hiermit sind die zu Anfang voraufgeschickten Sitze und also auch
die aus ihnen gezogenen Folgerungen bewiesen.

Erlangen, Oktober 1873.



XII. Uber Konfigurationen, welche der Kummerschen
Fliche zugleich eingeschrieben und umgeschrieben sind.

[Math. Annalen, Bd. 27 (1885).]

Eine Reihe von Vortrigen, welche ich in dem nun vergangenen
Sommer in meinem Seminare gehalten habe, gaben mir die Veranlassung,
die interessanten Sitze, welche Herr Rohn betreffs des in der Uberschrift
genannten Gegenstandes von der Theorie der hyperelliptischen Funktionen
ausgehend in seiner Habilitationsschrift') mehr andeutet als entwickelt, im
Zusammenhange darzulegen und nach einigen Richtungen weiter zu fiihren.
Indem ich im folgenden den wesentlichen Inhalt meiner Betrachtungen
reproduziere, hoffe ich zu erreichen, daf der Gegenstand allseitig zugénglich
wird und von anderer Seite vielleicht bald weiter gefoérdert werden kann.

I. Elementares iiber Liniengeometrie.

§ 1
Yorbemerkungen.

Die eigentliche Grundlage fiir die Betrachtung der Kummerschen
Fliche bildet anerkanntermaBen die Untersuchung der Linienkomplexe
zweiten Grades, deren Singularititenfliche die Kummersche Fliche ist.
Ich werde im folgenden durchweg, wie dies auch Herr Rohn tut, von dem
kanonischen Koordinatensysteme ausgehen, das ich im zweiten Bande der
Math. Annalen?) einfiihrte und vermdge dessen die Raumgerade homogene
Koordinaten z,,x,, ..., #, erhjlt, welche an die Bedingung:

(1) Dlal=0

gebunden sind, wihrend gleichzeitig die unendlich vielen in Rede stehenden
Komplexe zweiten Grades durch folgende Gleichung gegeben sind:

2

(2) 20,

) Math. Ann., Bd. 15: Transformation der hyperelliptischen Funktionen p =2
und ihre Bedeutung fir die Kummersche Fliche (vgl. insbesondere S. 348—350
daselbst). [An die in der Einleitung genannten Vortrige schlieSt sich hinwiederum
die Leipziger Dissertation von Reichardt (Halle, 1836), welche die Anwendung der
hyperelliptischen Funktionen auf die Kummersche Fliche in ausfiihrlicher Dar-
stellung zusammenfassend behandelt. Fiir die spitere Entwicklung vgl. den Enzy-
kiopédieartikel von Krazer und Wirtinger.]

2) [Vgl. Abh. IT dieser Ausgabe.]
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unter A einen Parameter verstanden. Ubrigens setze ich im folgenden die
Theorie dieser Komplexe, die jetzt ja verschiedentlich bearbeitet und zur
Darstellung gebracht ist, im wesentlichen als bekannt voraus. Es soll sich
zundchst darum handeln, die 1. ¢. besprochenen Konfigurationen, soweit
dies unmittelbar gelingt, in elementarer Weise, d. h. unter Beiseitelassung
der hyperelliptischen Funktionen, zu behandeln. Wenn wir dann weiter
unten, im zweiten Teile der gegenwirtigen Darstellung, die letzteren in
Betracht ziehen und, auf ihre Kenntnis gestiitzt, im dritten Teile auf die
Konfigurationen zuriickkommen, so wird der groBe Vorteil, den die Be-
nutzung transzendenter Funktionen hier bietet, um so deutlicher hervor-
treten. Derselbe zeigt sich zumal darin, daB wir alle Konstruktionen sofort
verallgemeinern und insbesondere eine neue Klasse von Konfigurationen
konstruieren kénnen, worauf gleich hier aufmerksam gemacht sei.

§ 2.

Konjugierte Punkte und Ebenen der Kummerschen Fliche.

Der Hauptsatz, den ich nunmehr der speziellen Betrachtung voran-
stellen will, ist folgender:

Die vier Punkte, in denen eine beliebige Raumgerade die K umm er-
sche Fldche schneidet, und die vier Tangentialebenen, welche man durch
dieselbe Raumgerade an die Fldiche legen kann, sind in der Art auf-
einander bezogen, daf} jeder Zerlegung der wvier Punkte in zwei Paare
etne Zerlegung der vier Ebenen in zwer Paare rational entsprichi.

Dieser Satz ergibt sich, beildufig bemerkt, als Korollar des anderen,
mehrfach behandelten, den ich in Bd. 2 der Math. Ann. (1 c.) mit-
teilte, demzufolge die vier Punkte und die vier Ebenen in richtiger Reihen-
folge zusammen dasselbe Doppelverhiltnis darbieten®). In der Tat sind
vier Elemente eines einstufigen Gebildes

I, 11, II1, IV
1, 2, 3, 4

eines zweiten einstufigen Gebildes projektiv, so sind sie es nicht minder zu
folgenden Elementenreihen:

vier Elementen

oo

b 1,
b 4’
3

2

b 7

b ,

ISV V]
Do A~
b—Am

b 2 2

%) Vgl. meine Bemerkungen in Bd. 7 der Math. Annalen [vgl. Abh. XI dieser
Ausgabe] oder auch die Entwicklungen von Vo8 im 9. Bande daselbst, S. 66. Ubrigens
folgt der Satz auch sofort aus der allgemeinen Theorie der zwei-zweideutigen Ver-
wandtschaft zweier Grundgebilde erster Stufe. Man betrachte die Raumgerade als
Leitlinie einer gew&hnlichen Komplexfliche und beachte, daB dann ihre Punkte und
Ebenen zwei-zweideutig zusammen geordnet sind, usw.
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und es entsprechen sich also die Zerfallungen:

(I, II) (111, IV) und (1, 2) (8, 4),
(3) (I, III) (IV, II) wnd (1, 3) (4, 2),

(I, IV) (II, III) und (1, 4) (2, 3)
in eindeutiger Weise.

Es sollen jetzt die romischen Ziffern die Ebenen und die arabischen
Ziffern die Punkte der Kummerschen Fliche bedeuten, welche unserer
Raumgeraden angehéren. Ich werde dann solche Ebenenpaare und Punkte-
paare, welche in einer der Zerfdllungen (3) nebeneinander stehen, z. B.

(I, II) und (1, 2)

i bezug auf die Kummersche Fldche konjugiert nennen. Zu jeder
Raumgeraden gehéren offenbar zwdlf konjugierte Ebenen- und Punktepaare.
Kennen wir von den Ebenen der Kummerschen Fliche, die durch eine
Raumgerade gehen, zwei und auBerdem einen Schnittpunkt der Raum-
geraden mit der Fliche, so konnen wir denjenigen anderen Schnittpunkt,
der mit den beiden Ebenen und dem vorgegebenen Punkte konjugiert ist,
rational berechnen. Man beachte, dal man diesen Satz auch umkehren
kann. Gelingt es, durch rationale Prozesse einen weiteren Schnittpunkt
unserer Raumgeraden mit der Kummerschen Fliche zu finden, so wird
dies eben derjenige Schnittpunkt sein, der mit den anderen Elementen
konjugiert ist.

Ich stelle jetzt die Frage, wie der Begriff konjugierter Ebenen und
Punkte hervortritt, wenn wir unsere Raumgerade mit einem Komplexe
der Schar (2) kombinieren und die Komplexfliche konstruieren, deren Leit-
linie sie ist.

Es soll zunichst einer derjenigen vier Komplexe der Schar (2) her-
ausgegriffen werden, denen unsere Raumgerade als Linie angehért. Ver-
moge eines solchen Komplexes werden die Ebenen und Punkte unserer
Raumgeraden in bekannter Weise eindeutig zusammengeordnet, indem jede
Ebene einen Komplexkegelschnitt tragt, der die Gerade in einem be-
stimmten Punkte (den wir dann der Ebene entsprechend setzen) beriihrt.
Fiir die Ebenen I, II, I1I, IV, die wir jetzt die singuléren Ebenen nennen,
gilt insbesondere folgendes: Der in der singulidren Ebene enthaltene Kom-
plexkegelschnitt hat sich in zwei Strahlbiischel aufgelost, deren eines seinen
Mittelpunkt auf unserer Raumgeraden hat. Dieser Mittelpunkt, welcher
der singuiiren Ebene in dem hier in Betracht kommenden Sinne entspricht,
ist gleichzeitig einer der vier auf unserer Raumgeraden gelegenen singu-
liren Punkte, die wir schon mit 1,2, 3, 4 bezeichneten. — Es sind hier
betreffs der Zusammengehdrigkeit der singuldren Ebenen und Punkte dem
projektiven Charakter der Zuordnung und der Vierzahl der in Betracht
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kommenden Komplexe entsprechend genau jene vier Anordnungen moglich,
die wir soeben aufgezihlt haben. Daher folgt zunachst:

(A) Beliebige zwei der singuliren Ebenen und diejenigen zwes der
singuldren Punkte, die ihnen in einem der vier Komplexe entsprechen,
sind jedesmal konjugiert.

Wir konnen auch so sagen:

(A") Sind zwei der Ebenen und zwei der Punkte konjugiert, so gib
es unter den vier Komplexen unserer Schar, denen die Raumgerade an-
gehort, immer zwei, welche den beiden Ebenen, in der einen oder anderen
Reihenfolge, die beiden Punkie entsprechen lassen,
oder auch:

(A") Befindet sich unter den wvier Komplexen einer, der zweien der
Ebenen zwesi bestimmie unter den Punkten entsprechen lifit, so gibt es
noch einen zweiten Komplex, der dies ebenfalls tut, nur daf die Reihen-
folge, in der die Punkte den Ebenen zugeordnet werden, ber ihm um-
gekehrt erscheint. —

Es sei jetzt 1==a ein Komplex unserer Schar, dem unsere Raum-
gerade nicht angehért. Die Komplexkegelschnitte, welche 1 =a in den
singulédren Ebenen I, 11, I11, IV entsprechen, sind wieder je in zwei Strahl-
biischel zerfallen; ich will die Mittelpunkte dieser Biischel (von denen jetzt
keiner auf der anfinglichen Raumgeraden liegt) folgendermaflen bezeichnen:
(4a) 1% 1r, i’ or', i1’ ', ",

Wir betrachten andererseits die Komplexkegel, die von den singu-
liren Punkten 1, 2, 3, 4 auslaufen. Sie sind ebenfalls je in zwei Biischel
zerfallen, deren Ebenen wir beziehungsweise nach folgendem Schema be-
nennen moégen:

(4D) 1,17 2, 2" 88", 4, 4"
keine dieser Ebenen geht durch unsere Raumgerade hindurch.

Nun ist die Beziehung dieser Ebenen zu den Punkten (4a) bekannt-
lich die, daB jede der Ebenen vier der Punkte trigt (immer einen aus jeder
singulédren Ebene), wihrend zugleich die beiden Ebenen eines Paares zu-
sammengenommen alle acht Puankte enthalten.

Wir betrachten jetzt die Punkte:

1% 1, 11",
die in den singularen Ebenen I, II enthalten sind. Dieselben mégen sich
auf die beiden von 1 auslaufenden Ebenen:

”

1,1
in der Weise verteilen, daB 1" durch I, I’ und also 1” durch I i
hindurchgeht (was keine Partikularisation ist, sondern immer durch Wahl
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der Bezeichnung erreicht werden kann). Nun mégen 1, 2, wie wir vorhin
schon annahmen, zu I, IT konjugiert sein; wir fragen, wie sich unter dieser
Voraussetzung die Punkte I "I",II', II" auf die beiden von 2 auslaufen-
den Ebenen (also auf 2’ 2”) verteilen. Ich behaupte, daB die Verteilung
genau so geschehen mufl, wie bei den Ebenen 1, 1", also in der Art,
daB I', IT' in einer der beiden Ebenen liegen (die wir fernerhin 2’ nennen
wollen), 1 " II" in der anderen der beiden Ebenen (die dann 9" genannt
werden muB). Es gibt nimlich iiberhaupt nur zwei Weisen, wie sich die
Punkte I', 1", II', IT " auf die beiden von einem der singuldren Punkte
1,2, 8, 4 auslaufenden Ebenen verteilen konnen: entweder gehoren I', IT”
und andererseits [ ", II" zusammen, oder I, IT " und I ”, II'. Béten nun
die von 2 auslaufenden Ebenen nicht dieselbe Verteilungsweise dar, wie die
von 1 auslaufenden, so miiten es die Ebenen tun, die von 8 oder von 4
ausgehen. Dann aber gehorte 3 oder 4 zu 1 und den beiden Ebenen I, IT
eindeutig hinzu, wire also aus 7, IJ und 1 rational zu berechnen, wéhrend
dies nach Annahme doch nur bei 2 zutreffen kann. Daher usw. — Na-
tiirlich konnte man den hiermit gegebenen indirekten Beweis sofort durch
einen direkten ersetzen, wenn man genauer auf die Gruppierung der acht
Punkte und acht Ebenen eingehen wollte, wie ich dies beispielsweise in
Bd. 7 der Math. Annalen*) (L. c.) getan habe. Wichtiger ist fiir das Folgende,
daB wir unseren Satz, wie sofort ersichtlich, umkehren kénnen. Wir haben:

(B) Wenn die Punkte I 17 Ir, I irgendzweter singuldrer
Ebenen I, II sich auf die von zwei singuldren Punkien 1,2 der Durch-
schnittskante auslaoufenden Ebenen 1, 1", 2', 2" in gleicher Weise ver-
teilen, so sind I, I1,1,2 in bezug auf die Kummersche Fldche kon-
Jugiert.

§ 3.
Ausgezeichnete Tetraeder.

Wir wollen jetzt das Tetraeder genauer betrachten, welches in 1,2
und in zweien der in I, 1] von uns zusammengeordneten Punkte, also etwa
in1’, II', seine Eckpunkte hat, und dessen Seitenebenen durch I, II, be-
ziehungsweise 1°, 2" vorgestellt sein werden, wobei den Punkten

1,2, I, II'
der Reihe nach die folgenden Ebenen

2,1, II, I
gegeniiberliegen. Der Komplex 1 ==a enthdlt von den 12 Biischeln, die,
in den Seitenflichen des Tetraeders liegend, eine Ecke des Tetraeders zum
Mittelpunkte haben, vier, nimlich:

(I, I'), (I1, IT), (1, 1), (2, 2).
%) [ Vgl. Abh. XI dieser Ausgabe.]
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Jedes dieser Biischel hat mit zweien derselben eine Kante unseres Te-
traeders gemein, so da wir iiberhaupt von einer windschiefen Biischel-
konfiguration unseres Tetraeders sprechen konnen, die dem Komplexe 1 =@
angehdrt. Wir schlieBen hieraus, daf je zwei Ebenen unseres Telraeders
und die beiden Eckpunkte, welche thre Durchschnittskante enthdlt, in
bezug auf die Kummersche Fliche konjugiert sind. Fiir die urspriinglich
allein betrachtete Linie (I, II), bez. (1,2), war dies von vornherein be-
kannt, bez. folgte aus (B); ebenso folgt es aus (B) fiir die gegeniiber-
liegende Kante. Fiir die anderen vier Kanten (die jedesmal zweien der
vier Biischel der Biischelkonfiguration gemeinsam sind) ergibt sich der
Satz aus (A).

Ein Tetraeder der hiermit betrachteten Art werde ich fortan als aus-
gezeichnetes Tetraeder bezeichnen. Ein ausgezeichnetes Tetraeder ist der
Kummerschen Fliche gleichzeitig ein- und umgeschrieben. Denn seine
Ecken sind singulire Punkte eines Komplexes 1 = @, seine Ebenen singu-
lire Ebenen desselben. Offenbar gibt es finffach wnendlich wviele aus-
gezeichnete Tetraeder®). Denn wir koénnen den Komplex i=a und die
Anfangskante I, II (die ihrerseits von vier Konstanten abhiéingt) beliebig
annehmen. Ubrigens gelangen wir auch noch durch andere Annahme der-
selben Bestimmungsstiicke zu demselben Tetraeder. Erstlich ist klar, daB
wir, unter Festhaltung des Komplexes 1==a, statt mit der Kante (I, II)
ebensowohl mit der gegeniiberliegenden Kante (1’,2") beginnen kénnen.
Dann aber sage ich, daf8 unser Tetraeder noch zu zwei anderen Kom-
plexen der Schar (2), die ich A—5b und 1= c¢ nennen will, genau in
derselben Beziehung steht, wie zum Komplexe A =a. Es sind dies die-
jenigen beiden unter den vier Komplexen, denen die Kante (I, IT) angehort,
welche dem Theoreme (A4’) zufolge die Ebenen I, IT und die Punkte 1,2
zusammenordnen.

In der Tat: jedem der beiden hiermit definierten Komplexe muf} eine
windschiefe Biischelkonfiguration unseres Tetraeders angehéren. Der Kom-
plex A = b moge etwa zunichst das Biischel 7,1 und also das Biischel 17,2
enthalten. Er enthilt dann insbesondere die Tetraederkanten, lings deren
sich 7 und 1’, bez. II und 2’ schneiden. Aber die beiden Ebenen, welche
wir hiermit bei der einzelnen Kante nennen, sind zu den beiden Eck-
punkten, die auf derselben Kante liegen, also zu 1 und I, bez. zu 2
und II’, wie wir wissen, konjugiert. Daher gehoren dem Komplexe 1 =b
auch die Biischel an, die von den Ecken I " II’ bez. in den Ebenen 1,2
auslaufen, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

%) Den Satz, daB es oo® Tetraeder gibt, die der Kummerschen Fliche gleich-
zeitig ein- und umgeschrieben sind, hat gelegentlich Herr Hurwitz auf meinen Wunsch
mitgeteilt; siehe Bd. 15 der Math. Ann,, S. 14 (FuBinote).
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Auf Grund dieser Betrachtungen ergibt sich schlieBlich eine Kon-
struktion unseres Tetraeders, welche von den drei Komplexen i =a, 4 =20,
4= ¢ ganz unabhingig ist. Die drei Eckpunkte, welche einer Seitenfliche
des Tetraeders bez. in den drei Komplexen entsprechen, sind némlich,
wie aus der Konstantenzihlung hervorgeht, unter den Punkten der Durch-
schnittskurve, die unserer Ebene mit der Kummerschen Fliche gemeinsam
ist, drei ganz beliebige. Daher also werden wir zur Konstruktion unseres
Tetraeders erstlich eine Seitenfliche desselben unter den Tangentialebenen
der Kummerschen Fliche nach Willkiir annehmen, dann aber auf der
zu ihr gehédrigen Durchschnittskurve mit der Kummerschen Fliche drei
Ecken des Tetraeders beliebig fixieren. Wenn wir dann durch je zwei
dveser Ecken diejenige Ebene legen, die zu thnen in bezug auf die an-
fanglich angenommene Ebene konjugiert ist, so schneiden sich diese Ebenen
von selbst in einem weileren Punkte der Kummerschen Fldche, und wir
haben ein ausgezeichnetes Tetraeder konstruiert.

§ 4.

Allgemeinere Konfigurationen.

Die fiinffach unendlich vielen Tetraeder, welche wir jetzt kenhen,
gruppieren sich in charakteristischer Weise zu groferen Konfigurationen
zusammen, welche ebenfalls der Kummerschen Fliche gleichzeitig ein-
und umgeschrieben sind. Eine erste solche Konfiguration erhalten wir
sofort, wenn wir erneut an die Anfangsiiberlegung ankniipfen, von der aus
wir die ausgezeichneten Tetraeder zunéichst definiert haben. Es ist dies die-
jenige Konfiguration, welche von den vier singuliren Punkten und Ebenen
1,2,3,4 bez. I, II, III, 1V, den acht zugehérigen Ebenen 1,17 2',2";
338", 4, 4" und den acht zugehorigen Punkten 1" 1r, I’ 1r', 11’;
w1 V”, kurzum von den singulidren Elementen der zu unserer Raum-
geraden und dem Komplexe 1= a gehorigen Komplexfliche gebildet wird,
und aus der man, wie sofort ersichtlich, die Ecken und Ebenen von 24
ausgezeichneten Tetraedern herausgreifen kann®). Nun ist aber die Kom-
plexfliche als Umbhiillungsgebilde derjenigen Komplexlinien, welche eine
feste Raumgerade treffen, in allen diesen Untersuchungen nur der spezielle
Fall jener Brennfliche, welche bei Zusammenstellung des Komplexes A =a
mit einem allgemeinen linearen Komplexe entsteht, und die selbst eine
Kummersche Fldche sein wird, die wir mit unserer von Anfang an be-

6) Ich verfolge die Gruppierung dieser Punkte und Ebenen oder auch die Be-
ziehung der Komplexfliche zu unserer Kummerschen Fliche (der Singularitéten-
fliche) nicht weiter, weil selbstverstindlich alles, was im Text sogleich iiber den Fall
der als Brennfliche auftretenden Kummerschen Fliche gesagt werden soll, auf den
speziellen Fall der Komplexfliche iibertragen werden kann.
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trachteten Kummerschen Fliche, der Singularititenfiiche der Komplexe (2),
natiirlich nicht verwechseln diirfen?). Wir handeln im folgenden nur von
der Konfiguration (16),, welche von den Doppelpunkten und den Doppel-
ebenen der neuen Kummerschen Fliche gebildet wird. Offenbar st auch
diese Konfiguration der anfdinglichen Kummerschen Fldche gleichzeitig
ein- und umgeschrieben. Denn durch jeden der Doppelpunkte geht inner-
halb einer der hindurchlaufenden Doppelebenen der Theorie der Linien-
kongruenzen zweiter Ordnung und Klasse zufolge®) ein Strahlbiischel, so
daB der Doppelpunkt als Punkt, die Doppelebene als Ebene der Singu-
laritdtenfliche des Komplexes 1 =gqa angehéren mul. Man zeigi aber
iiberhaupt (wie ich hier beilaufig anfithre, da ich es sogleich als Beweis-
grund benutze), daf die beiden Kummerschen Fldchen einander mach
Erstreckung einer Kurve achter Ordnung, resp. einer Developpablen achter
Klasse beriihren, so zwar, dafi sie keinen Punkt und keine Ebene gemein
haben, welche nicht dieser Kurve, bez. dieser Developpablen angehorten.
Die betreffende Berithrungkurve ist der geometrische Ort solcher singuliren
Punkte des Komplexes 1 = @, deren zugeordnete singuldre Linie unserer
Kongruenz angehéren; die Umhiillungsdeveloppable ist in genau dualisti-
scher Weise definiert. Zum Beweis beachte man, daB eine singuldre Linie
des Komplexes 1 = @ nur von solchen benachbarten Linien desselben ge-
schnitten wird, die entweder durch den zugeordneten singuliren Punkt
laufen oder in der zugeordneten singuliren Ebene liegen, — daBl anderer-
seits unsere zweite Kummersche Fldche, nach der Begrifisbestimmung
der Brennfliche, von allen Linien der zugehérigen Kongruenz umbhiillt wird?).

§ 5.
Eigenschaften der neuen Konfigurationen.

Uber die nunmehr gewonnenen Konfigurationen (16), hat Herr Rohn,
den ich seinerzeit auf die Existenz derselben aufmerksam machte, zwei einfache
Satze aufgestellt, deren Beweis sich jetzt ohne Miihe ergibt, wie ich zeigen will*?).

) Dem widerspricht nicht, daf weiterhin die Beziehung der Kummerschen
Flichen zueinander als eine durchaus gegenseitige erkannt wird; vgl. die Note am
Schlufl von § 5.

%) Wegen der Sitze, die im Texte betreffs der in Rede stehenden Kongruenzen
gebraucht werden, mdochte ich hier ein fiir alle Mal auf Kummers Originalabhand-
lung: Uber algebraische Strahlensysteme wusw. verweisen; siehe Abhandl. d. Berliner
Akademie von 1866, insbesondere S. 62—71 daselbst.

%) In allgemeinerer Form findet man diese Uberlegungen bei Vo8 in Bd. 9
der Math. Ann., siche insbesondere, was die Resultate angeht, S. 148ff. daselbst.

19 Rohn L c.; ebenda (8. 852) die Darstellung der Beriihrungskurve achter Ord-
nung in transzendenter Form. Man vgl. hierzu die Entwicklungen von Herrn Reye
im 97. Bande des Journals fiir Mathematik [Uber die Singularititenflichen quadratischer
Strahlenkomplexe und ihre Haupttangentenkurven (1884)).
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Wir betrachten zunéchst eine einzelne Ebene der Konfiguration, die
wir I nennen wollen. Sie ist Tangentialebene der urspriinglichen Kummer-
schen Fliche und schneidet die letztere also in einer Kurve vierter Ordnung
mit Doppelpunkt. Andererseits beriihrt sie die zutretende Kummersche
Fliche (die Brennfliche) nach Erstreckung eines Kegelschnitts. Jetzt tréigt
der Kegelschnitt 6 von den 16 Doppelpunkten der Brennfliche (die wir
weiterhin mit 1,2, ..., 6 bezeichnen wollen), und wir bemerkten bereits
oben, dafl sémtliche 16 Doppelpunkte als einfache Punkte der Singularitidten-
fliche angehoren. Daher fallen sechs von den acht Schnittpunkten, welche
unser Kegelschnitt mit der Kurve vierter Ordnung gemein hat, in die
Punkte 1,2, ..., 6. Der erste von Herrn Rohn mitgeteilte Satz behauptet:
daf3 die weiteren beiden Schnittpunkte unserer Kurven im Doppelpunkte
der Kurve vierter Ordnung koinzidieren, dafi also der Kegelschnitt zur
Kurve wvierter Ordnung adjungiert ¢st. In der Tat, die urspriingliche
Kummersche Fliche und die Ebene I haben die Eigenschaft gemein, die
zweite Kummersche Fliche iiberall zu beriihren, wo sie dieselbe treffen.
Gibt es also einen Punkt, der allen drei Flichen gemein ist und ist der-
selbe, wie wir hier annehmen (da die Doppelpunkte 1, 2, ..., 6 bereits be-
trachtet wurden), kein singuldrer Punkt der zweiten Kumm erschen Flache,
so ist er ein Beriihrungspunkt der ersten Kummerschen Fliche mit der
Ebene I. Also usw. — Natiirlich gilt der entsprechende Satz fiir den
Kegel zweiter Klasse, der in einem beliebigen Eckpunkte unserer Kon-
figuration durch die zugehérigen Tangentialebenen der zweiten Kummer-
schen Fliche umhiillt wird, wie denn itiberhaupt alle Beziehungen, die im
vorliegenden Aufsatze zur Sprache kommen, nach dualistischer Umkehr
ebenfalls zutreffen, wie ich nicht jedesmal betonen méchte und also hier
ein fiir allemal hervorgehoben haben will.

Wir nehmen jetzt die iibrigen 15 Ebenen zu I hinzu. Da durch jede
der 15 Verbindungslinien der sechs in I enthaltenen Eckpunkte 1,2,...,6
eine der Ebenen hindurchlauft, so wird es zweckmiBig sein, die einzelne
Ebene durch diejenigen beiden dieser Punkte zu benennen, welche sie enthilt.
Sechs Ebenen, welche durch einen der zehn nicht in I enthaltenen Eckpunkte
der Konfiguration laufen, erhilt man dann bekanntlich in der Weise, dafl man
die Punkte 1,2,...,6 irgendwie in zwei Gruppen von drei teilt, z. B.

1, 2, 3; 4, 5, 6,

und dann die Ebenen aufzéhlt, welche irgendzwei der sonach zusammen-
gehorigen Punkte tragen, also im Beispiele:

12,23, 81; 45,56, 64.
Wir fassen jetzt drei Ebenen ¢k, %I, 75 mit I zu einem Tetraeder
zusammen und erhalten so ein Tetraeder, welches der urspriinglichen
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Kummerschen Fliche gleichzeitig um- und eingeschrieben ist. Offenbar
gibt es solcher Tetraeder, zu I gehorig, 20, also im ganzen bei unserer

Konfiguration, wenn wir I durch eine beliebige Ebene der 16 ersetzen,

16-20

—— = 80. Ich sage jetzt, daf3 diese similichen Tetraeder ausgezeichnete

Tetraeder in dem friiher definierten Sinne sind.

Der Beweis zerlegt sich, indem wir von dem Komplexe 1 =a aus-
gehen, in mehrere Schritte. Ich will annehmen, da dem Komplexe 1 = a
in der Ebene I speziell dasjenige Strahlbiischel angehore, dessen Mittel-
punkt in 1 fdllt. Dann werden von den 20 Tetraedern, deren eine Seiten-
fliche mit I koinzidiert, 10 eine windschiefe, dem Komplexe ¢ angehorige
Biischellonfiguration tragen, wie sofort aus bekannten Sétzen iiber die Kon-
gruenzen zweiter Ordnung und Klasse folgt: diejenigen 10 nimlich, welche
zugleich 1 zu einer ihrer Ecken haben und denen also das Biischel (Z, 1)
angehort. Ersetzen wir hier die Ebene I durch irgendeine andere Ebene
unserer Konfiguration, so erhalten wir im ganzen 40 Tetraeder derselben
Definition, bei denen also die Behauptung, die wir aufstellen, selbstverstind-
lich ist. Nun aber partizipieren an diesen 40 Tetraedern alle 120 durch
den Schnitt zweier Konfigurationsebenen entstehenden Linien als Kanten.
Zum Beweise betrachte man nur die 15 dieser Linien, die in I liegen:
diejenigen fiinf derselben, welche durch 1 laufen, sind, wie man unmittelbar
sieht, bei je vier von den 10 Tetraedern, die I zur Seitenfliche haben,
beteiligt, die zehn, welche nicht durch 1 laufen, bei je einem derselben.
Wir schlieBen hieraus, was an sich ein schénes Theorem ist: daf die beiden
Ebenen unserer Konfiguration, welche durch eine der 120 Linien hin-
durchgehen, und die beiden Eckpunkte derselben, welche auf derselben
Linie liegen, allemal in bezug auf die erste Kummersche Fliche konju-
giert sind. Das aber heifit, daB iiberhaupt jedes Tetraeder, welches man
aus den Ebenen und Ecken unserer Konfiguration bilden kann, ein ausge-
zeichnetes Tetraeder im frither festgestellten Sinne ist, w. z. b. w.11).

An die hiermit gegebenen Entwicklungen kniipfen wir jetzt zunichst
eme einfache Konstruktion unserer Konfiguration (16),, in der man sofort
die sechs Konstanten erkennt, von denen die Konfiguration abhingt: wir
wihlen zunéchst unter den Tangentenebenen der ersten Kummerschen
Fliche die Ebene I beliebig (2 Const.), zeichnen die Kurve vierter Ord-
nung, in der sie die Kummersche Fliche durchdringt, nehmen dann in I
einen zur Kurve vierter Ordnung adjungierten Kegelschnitt und bezeichnen
diejenigen sechs Schnittpunkte desselben mit der Kurve vierter Ordnung,

1) Der im Text gegebene Beweis wire unndtig, wenn man zeigen kinnte (was
vermutlich nicht schwer ist), daB8 in der Tat jedes einer Kummerschen Fliche gleich-
zeitig um- und eingeschriebene Tetraeder ein ausgezeichnetes Tetraeder ist.
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welche nicht in den Doppelpunkt der letzteren fallen, mit 1,2, ..., 6.
Wir werden die 16 Ebenen einer Konfiguration der von uns gewollten Art
haben, indem wir durch jede der 15 Verbindungsgeraden 12, ... eine Ebene
legen, die mit I zusammen zu den beiden auf der Verbindungsgeraden
liegenden Punkten (also zu 1 und 2, usw.) in bezug auf die Kummersche
Fliche konjugiert ist, — und diese 15 Ebenen der Ebene I hinzufiigen.
Die 16 Eckpunkte der Konfiguration sind 1,2,...,6 und die weiteren
Punkte, in denen sich die konstruierten Ebenen begegnen. —

Ubrigens aber haben wir alle Mittel, um den zweiten Satz von Rohn
abzuleiten. Die sechs Strahlbiischel, welche innerhalb der Ebene I durch
die Punkte 1,2, ..., 6 laufen, werden sechs Komplexen unserer Schar be-
ziehungsweise angehoren, ndmlich 1 = @ und fiinf weiteren Komplexen, die
wie A=1"b, ¢, d, e, f resp. nennen wollen. Aus dem eben aufgestellten
Satze von dem Konjugiertsein gewisser Ebenen- und Punktenpaare und
dem in § 2 gegebenen Theoreme (A') folgt dann, daB jedem der sechs
Komplexe (also nicht nur 1 = a) in jeder der 16 Ebenen ein Strahlbiischel
angehort, dessen Mittelpunkt in einen der 16 Eckpunkte der Konfiguration
fallt. Dabei erweist sich die Gruppierung dieser 6-16 Strahlbiischel als die-
selbe, welche man fiir die Strahlbiischel der sechs zu der zweiten Kummer-
schen Fldche gehorigen Kongruenzen zweiter Ordnung und Klasse kennt.
Wir gingen davon aus, daf die eine dieser Kongruenzen dem Komplexe
4 == a angehort; ich sage, dafi die anderen fiinf Kongruenzen beziehungs-
weise tn den Komplexen 2 —=15b,c,d, e, f liegen. In der Tat kann ein
Komplex zweiten Grades mit einer irreduziblen Kongruenz zweiter Ordnung
und Klasse nicht 16 Strahlbiischel gemein haben, ohne die Kongruenz ganz
zu enthalten. Wir wiirden unsere ,zweite* Kummersche Fliche also
ebensowohl haben gewinnen konnen, hétten wir nicht mit Komplex 1 =g,
sondern mit dem Komplex i = b oder 1= ¢ usw. begonnen. Mit anderen
Worten (und dies ist der Rohnsche Satz): Die Komplexe a,b,c,d, e, f
sind fiir die Definition der zweiten Kummerschen Fldche (oder auch der
Konfiguration (16),) von durchaus gleicher Bedeutung. —

Ich breche hier die elementaren Betrachtungen ab, obgleich ersichtlich
ist, da sich eine Menge von Fragen aufdringen, welche einer direkten
(algebraisch-geometrischen ) Behandlungsweise sehr wohl zugénglich sind 1?).

%) Herr Rohn hat sich frither, wie er mir mitteilt (und #ibrigens auch in Bd. 15
der Math. Ann., 8. 350, andeutet), seinerseits mit solchen weitergehenden Fragen be-
schiftigt. Indem ich seine Ausdrucksweise den von mir gebrauchten Bezeichnungen
anpasse, entnehme ich einem seiner Briefe das Folgende:

»Es seien die Komplexe zweiten Grades, denen die Doppeltangentensysteme der
zweiten Kummerschen Fliche angehdren sollen, d. h. die Konstanten i=a, b, ¢, d, e, f,
gegeben; ich stelle die Aufgabe, die linearen Komplexe zu bestimmen, welche die
Doppeltangentensysteme enthalten, und iiberhaupt die Schar von Komplexen zweiten
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1. Uber die Darstellung der Kummerschen Fliche durch hyper-
elliptische Funktionen p = 2.

§ 6.

Allgemeine Vorbemerkungen, die Theorie der hyperelliptischen
Funktionen betreffend.

Um die Darstellung der Kummerschen Fliche durch hyperelliptische
Funktionen zweier Argumente U, , U,, oder vielmehr, um die Ausbreitung
zweier Integralsummen U,, U, auf der Kummerschen Flache (die allein bei
der folgenden Darstellung in Betracht kommt) in volliger Deutlichkeit zu

Grades anzugeben, deren Singularititenfliche die zweite Kummersche Fliche ist.
Ich will der Kiirze halber 1,, 4,, ..., 4, fiir @, b, ..., f schreiben und die Produkte

(2 — Am) (2¢g — i) - .« (%g— Ain), bez. (3¢ —A)) (. —Ag) oo (20— Ag)

mit f(4,) und ¢ (x,) bezeichnen. Ist dann, unter g einen Proportionalititsfaktor ver-
standen:

) e (m)
(1) Qapy, = - ’ Y N
(xn - lm) * f ("n) 2 (Afn)
so sind die gesuchten linearen Komplexe durch folgende Gleichungen gegeben:
(2) 2, =01, %+ A Xyt . 0y, 1g=0.
Ich habe dabei die linken Seiten gleich so normiert, daB Zd:o wird vermoge

fo, =0. Man hat also eine orthogonale Substitution und die Aufldsungen von (2)
lauten mit Unterdriickung eines Proportionalititsfaktors:

(3) Ti= Qs 2, F Aig 2o+ . oo+ Qig2g.

Hierin liegt zugleich, daB die Vorzeichen der Quadratwurzeln in (1) nicht vollig will-
kiirlich sind. Vielmehr wird man die Vorzeichen nur derjenigen a,,, welche einem
festen m oder einem festen n entsprechen, willkiirlich annehmen diirfen, worauf alle
anderen Vorzeichen fixiert sein werden. Es entspricht dies (mit Riicksicht auf den
in (1) auftretenden Proportionalititsfaktor o) dem Umstande, daf die vorgelegte Auf-

gabe 2° =32 Losungen zuldBt. — Die Schar der Komplexe zweiten Grades, deren
Singularititenfliche die zweite Kummersche Fliche ist, wird jetzt durch folgende
Gleichung gegeben:

(4)

)

%o

Fasx =0

unter » den Parameter verstanden. Vergleicht man diese Formel mit Gleichung (2)
des Textes (welche die zur ersten Kummerschen Fliche gehérigen Komplexe vor-
stellt), so ist ersichtlich, daB zwischen beiden Kummerschen Flichen volle Gegen-
seitigkeit besteht. Die Doppeltangenten der ersten Kummerschen Fliche liegen also in
den Komplexen x =#,, #x,, ..., #, der Komplexschar (4). Dabei findet noch folgende
Ubereinstimmung statt. Eine Linie, welche unsere erste Kummersche Fliche be-
rithrt, wird einem Komplex der ersten Schar, sagen wir A=m, als singuldre Linie
angehdren. Jetzt soll der Beriihrungspunkt insbesondere auf jene Beriihrungskurve
achter Ordnung riicken, die den beiden Kummerschen Flichen gemeinsam ist. Die
Linie wird dann auch einem Komplex der zweiten, durch (4) gegebenen, Schar als
singulire Linie angehoren. Der Satz ist, daB dieser Komplex durch x» =m gegeben
ist, unter m dieselbe GroBe verstanden, wie vorhin.“
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gewinnen, scheint es zweckmiBig, einige allgemeine Bemerkungen zur Theorie
der hyperelliptischen Integrale vom Geschlechte Zwei vorauszuschicken.
Die beiden Integrale, welche wir im folgenden zugrunde legen wollen,

sind diese:

5 [ [0
| VF(2) AU

wo die Bezeichnung (1), die wir schon gelegentlich benutzten, das Produkt

(A—2,) (A —x,)...(4— 2,) vertreten soll. Man betrachtet den Verlauf

dieser Integrale gemeinhin — und so miissen wir es hier zunéchst auch

tun — auf der zweibldttrigen Riemannschen Fliache vom Geschlechte

Zwei, die zu Vf(1) gehort und deren Verzweigungspunkte bei 1= %y,
Hyy ..., %y liegen. Es erscheint dann zweckmiBig, die untere Grenze der
Integrale in einen der Verzweigungspunkte zu legen, als welchen wir »x,
wihien wollen. Indem wir gleichzeitig die obere Grenze genau fixieren,
wird das einzelne Integral durch folgende Formel gegeben sein:

)
(6) w=|dw.
Ich habe diese Forme]l der Kiirze halber so geschrieben, daB nach Be-
liecben 1 oder 2 als Index zugefiigt werden kann, ein Verfahren, dessen
ich mich weiterhin durchgingig bedienen will.

Es kommt jetzt darauf an, die Periodizitédtsmoduln der so definierten
Integrale in moglichst einfacher Weise zu bezeichnen. Zu dem Zwecke
werde ich statt der vier Fundamentalperioden, aus denen sich alle anderen
zusammensetzen, fiinf Perioden einfithren, zwischen denen natiirlich eine
lineare Abhdngigkeit bestehen muB. Ich denke mir ndmlich den Ver-
zweigungspunkt x, mit den anderen Verzweigungspunkten ux,,x,, ..., %,
durch fiinf in demselben Blatte der Riemannschen Fliche verlaufende
Linien, welche einander nur in x, treffen, verbunden und setze nun, indem
ich an diesen Linien hinintegriere:

) P2 aw

Was aber die Relation angeht, die zwischen den so definierten Perioden
besteht, so findet man nach bekannter Methode:

(8) PP —om),

%) Will man die Symmetrie der spiter zu entwickeinden Formeln noch steigern,
so empfiehlt es sich, noch eine sechste Periode P®, mit der Relation P®) = 0, einzu-
fithren, was ich hier nur beiliufig erwihne.
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Die GroBe w ist durch die Formel (6) nur bis auf beliebig hinzu-

fiigbare ganzzahlige Multipla der Perioden P bestimmt. Indem ich mit &
einen der Werte bezeichne, deren sie fihig ist, werde ich das Gesagte durch
die Formel ausdriicken:

(9) wez@w (mod. P,

Sind die Werte der w (d. h. von w, und w,) gegeben, so ist nach der
Theorie der hyperelliptischen Funktionen die obere Grenze 4, Vf(2) in (6)
vollig bestimmt. Dafl w,, w, dabei nicht unabhingig sein kénnen, sondern
durch eine Relation verbunden sein miissen (O = 0), ist selbstverstandlich,
aber soll hier nicht weiter untersucht werden, wie iiberhaupt von der Theorie

der ©-Funktionen abgesehen werden wird. Solche Werte w,, w,, die ver-

moge (6) zu einer oberen Grenze 4, Vf—(r) zugehoéren, nenne ich einfache
Integrale. Bezeichnen wir mit & dieselben GroBen, wie in (9) und schreiben:
(10) wz — @ (mod. P¥),

so haben wir wieder einfache Integrale, die jetzt zur oberen Grenze 1, — Vf(4)
gehoren. Wir beriihren hiermit die charakteristische Eigenschaft des hyper-
elliptischen Gebildes, die im folgenden immer wieder hervortritt, die Eigen-
schaft nidmlich, durch eine Transformation von der Periode Zwei (die in
dem Vorzeichenwechsel der Quadratwurzel V?m, oder nach (10), des w,
ihren Ausdruck findet) in sich selbst iiberzugehen.

Die hiermit aufgezéhlten Sitze und die Anschauungsweisen, auf denen
sie beruhen, sind wohlbekannt. Es scheint nun aber fiir den Fortschritt
unserer Untersuchungen wesentlich und iiberhaupt fiir die Theorie der hyper-
elliptischen Funktionen vorteilhaft, ein neues methodisches Hilfsmittel einzu-
filhren. Neben der zweibldtirigen Riemannschen Fliche ndmlich, die zu
V(1) gehort, werden wir die andere Riemannsche Fliche in Betracht
ziehen, die durch Simultanstellung der finf in der laufenden Proportion:

Vi—u :Vai—uy: ... Vi —
vereinigten Wurzelfunktionen entsteht'*). Es ist dies eine 32-bléttrige
Fliche (32 = 2°), welche in der Art regulsr verzweigt ist, daB bei 1 = x,,
Hyy ..., % jedesmal 16 einfache Verzweigungspunkte iibereinander liegen,
was im ganzen 96 einfache Verzweigungspunkte und also p = 17 ergibt.

Wir miissen uns vorstellen, da diese 32-blittrige Fliche 16-fach iiber
die bisher betrachtete zweiblattrige Fliche ausgebreitet sei, so zwar, daB

wir einem Punkte 1,V f(1) der letateren unter den 32 Punkten der ersteren,

1) Wegen der hier im Texte gebrauchten Ausdrucksweisen siehe insbesondere
Dyck: Uber Untersuchung wnd Aufstellung von Gruppe und Irrationalitit regulirer
Riemannscher Flichen in Bd. 17 der Math, Ann. (1880).

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I, 12
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welche dasselbe 1 besitzen, etwa diejenigen 16 zuweisen, fiir welche
Vi— o VA—sy...Vi— %, = V()

wird. Demselben Werte von 1 entsprechen auf der 32-blittrigen Fliche

noch 16 weitere Punkte; sie korrespondieren dann ihrerseits dem Punkte

i, — Vf(—lj der zweiblittrigen Fliche.

Wir werden jetzt die Integrale (5) auf der 32-blattrigen Fliche be-
trachten. Zu dem Zwecke miissen wir ihre oberen und unteren Grenzen
wesentlich genauer bezeichnen, als es in (6) geschehen ist. Dem Werte

= x, entsprechen auf unserer neuen Fliche 16 Punkte, von denen wir
einen herausheben, indem wir fiir die Verhiltnisse:

Votg — 2y : Vatg — 250 .o Vg — 25
bestimmte Vorzeichen verabreden. Ich will dies in der Weise bezeichnen,
daB ich oVx, —x; als untere Grenze an das Integralzeichen schreibe, wo
man sich das ¢ als einen Proportionalititsfaktor denken mag, dessen Wert
vollig gleichgiiltig ist. Genau entsprechend werde ich zur Bezeichnung der
oberen Grenze die Schreibweise ¢ Vi — »; anwenden (wodurch also ausge-
driickt sein soll, daB die Quotienten:

Vi :Vi—y:...:Vi—#,
vollsténdig, d. h. auch den Vorzeichen nach gegeben sind). An Stelle der
Formel (6) tritt also jetzt die folgende:

gVi—n;
(11) w :fdw.
P

Es sei nun wieder @ einer der Werte, die durch (11) definiert sind.
Welches ist die allgemeinste Bedeutung von w? Wie modifiziert sich die-
selbe, wenn wir den oberen Grenzpunkt durch einen beliebigen der 16 oder
32 ersetzen, mit denen er zusammengehért? Und sind die so entstehenden
Integralwerte (d.h. die Werte von w,; und w,) wiederum fiir den oberen
Grenzpunkt charakteristisch? — Auf diese Fragen gibt die Theorie der
hyperelliptischen Funktionen folgende Auskunft:

1. Die GroBe w ist durch (11) bis auf gerade Periodenmultipla be-
stimmt, was wir, der Formel (9) entsprechend, in folgender Weise an-
deuten wollen :

(12) w=w (mod 2PW).

2. Wir wollen unter ¢® die 1 oder die 0 verstehen, je nachdem beim
Ubergange von dem anfinglich gewihlten oberen Grenzpunkte zum neuen
der Quotient VA— »x,:Vx, — », sein Vorzeichen &ndert oder nicht. Die
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Integralwerte, welche zur neuen oberen Grenze gehoren, sind dann durch
folgende Formel gegeben:

£ e .
(18) wE(——l)Z w4 D e PY (mod. 2PY).

3. Die letzte Frage ist zu bejahen. Die Integralwerte w,, w,, welche
sich aus (11) fiir eine bestimmte obere Grenze ergeben, und die ich wieder
als einfache Integrale bezeichnen werde, sind in der Tat zur Definition
der oberen Grenze ausreichend.

§7.
Uber elliptische Linienkoordinaten.

Ich werde nunmehr als Koordinaten einer Raumgeraden statt der
bisher benutzten x,, %,, ..., %,, welche an die Identitdt (1):

Zx;-":O

gebunden sind, diejenigen GréBen A, 2", 2”7, 2™ einfithren, die ich in
Bd. 5 der Math. Annalen®®) als elliptische Linienkoordinaten bezeichnete,
und die durch die Gleichung (2):

x2
J
=0
it

gegeben werden, indem man in ihr die z; als bekannt, das 1 als unbe-
kannt betrachtet. Vor allem bemerke ich, daB sich die z; durch die 4
folgendermafen darstellen:

144

T VT V= Vi

(14) T%; — L

Vi ()
wo 7 einen Proportionalititsfaktor und f’ den Differentialquotienten von f
bedeutet. Die 32 Vorzeichenwechsel der a,:z,:...:%,, welche fiir die

geometrische Theorie in bekannter Weise fundamental sind, indem sie die
16 Kollineationen und 16 Reziprozititen vorstellen, durch welche unsere
Gebilde in sich selbst iibergefiihrt werden, erscheinen hier durch die Vor-
zeichenwechsel der rechter Hand auftretenden Quadratwurzeln bedingt. Ich
erinnere iibrigens an folgende Sitze:

1. Sind zwei 4 einander gleich, z. B. 1”—= 1", so hat man eine Tan-
gente der Kummerschen Fliche, zugleich eine singuldre Linie des Kom-

plexes 1" = A",
2. Andert man 1= 2'¥ (die fortwéhrend einander gleich sein sollen)
beliebig, wéhrend A’, 2" konstant bleiben, so dreht sich die gerade Linie

15) Uber gewisse in der Liniengeometrie auftretende Differentialgleichungen, siehe
insbesondere daselbst S. 293 ff. [Vgl. Abh. IX dieser Ausgabe, 8. 143 ff.]

12%*
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als Tangente der Kummerschen Fliche innerhalb ihrer Tangentialebene
um ihren Beriihrungspunkt.

3. Wird bei dem so definierten Anderungsprozesse 2~ (= A'") gleich 1’

oder gleich 1", so hat man eine der beiden in dem genannten Biischel
enthaltenen Haupttangenten der Kummerschen Fliche.

4. Nimmt man auBer 1” = A*¥ auch noch 2’ = 1", so hat man solche
gerade Linien, welche entweder in einer der 16 Doppelebenen der Kummer-
schen Fliche liegen oder durch einen ihrer 16 Doppelpunkte laufen.

An den letztangefiihrten Satz kniipfen wir jetzt noch eine Verabredung,
die prinzipiell wichtig ist. Indem wir in (14) A’ =1", 1" =" setaen,
kommt: , "

(15) r'xi:»ii———”L—zm—:ﬁ.

VI ()

Die 32 hier zu unterscheidenden Vorzeichenkombinationen werden wir wieder
auf zwel Gruppen von je 16 verteilen, je nachdem das Produkt der Vor-
zeichen positiv oder negativ ist?®). Es ist a priori deutlich, dal die Unter-
scheidung der beiden Gruppen der Unterscheidung der Doppelpunkte und
Doppelebenen der Kummerschen Fliche entspricht. Welche der Gruppen
aber die Doppelpunkte bez. die Doppelebenen liefert, ist zunichst unent-
schieden, da wir weder fiir die Koordinaten x; einen bestimmten Zusammen-
hang mit den Punktkoordinaten oder den Ebenenkoordinaten festgesetat

haben, noch auch die Bedeutung der Quadratwurzeln Vf'(x ;) in absoluter
Weise fixiert haben, was doch beides geschehen sein miite, sollte unsere
Frage unzweideutig beantwortet werden konnen. Die Unbestimmtheit, die
hier vorliegt, wollen wir nun durch eine Verabredung beseitigen, mit der
wir unsere spiteren Entwicklungen natiirlich in Ubereinstimmung halten
miissen: wir wollen festsetzen, daf} den Doppelpunkien eine gerade, den
Doppelebenen eine ungerade Anzahl von Minuszeichen in (15) entsprechen
soll. Es gibt dann insbesondere einen Doppelpunkt, fiir welchen in (15)
rechter Hand lauter gleiche Vorzeichen (Plus- oder Minuszeichen, was wegen
des v dasselbe ist) auftreten, und eine Doppelebene, fiir welche in (15)
die ersten fiinf Vorzeichen iibereinstimmen und nur das Vorzeichen von z,
von den anderen abweicht. Ersteren Punkt nennen wir den Anfangspunki
(der Kummerschen Fliche), die Ebene die Anfangsebene. Die Anfangs-
ebene lauft durch den Anfangspunkt und entspricht ihm im Komplex z, = 0.

Wir benutzen die Formeln (14) jetzt, um zwischen den Geraden des
Raumes und den Punktquadrupeln der 32-bléttrigen Riem annschen Fliche

16) Bei Abzidhlung der Kombinationen wolle man immer beachten, daB die ;
homogene Koordinaten sind und also nur ihre Verhiltnisse in Betracht kommen, wie
hier ein fiir allemal hervorgehoben sei.



XII. Uber Konfigurationen der Kummerschen Fléache. 181

ein Entsprechen herzustellen. Es seien den Werten A=1 1”, lw, Rl
zugehérig vier Punkte der Riemannschen Fliche gegeben, wobei also die
Waurzelquotignten

Vl'—ulzvl'—xgz...vl'—xs

usw. in bestimmter Weise fixiert gedacht werden. Wir werden diese vier

Punkte einer zu denselben Werten von 1, ", 1", 2”7 gehérigen Raum-

geraden (14) dann und nur dann entsprechend setzen, wenn die auf die
vier Puankte beziiglichen Produkte

Vi— o, Va7 = V2" — o VIV,

19

Vi— %y - Vi - Hy V" Xy Valv %,
den mit V f ’(zi) bez. multiplizierten Koordinaten z; der Raumgeraden pro-
portional werden. Es entspricht hiernach jedem Punktquadrupel eine be-

stimmte Raumgerade, umgekehrt aber sind jeder Raumgeraden 32° = 2%
Punktquadrupel zugeordnet. In der Tat, wir koénnen, um die gewiinschte
Ubereinstimmung zu erzielen, die Vorzeichen der Quadratwurzeln, die sich

auf drei der GroBen 4, z. B. auf1’, 1", 1", beziehen, ganz beliebig nehmen,
die zur vierten Grofe gehorigen Vorzeichen sind dann gerade bestimmt
(wir konnen die drei ersten Punkte des Quadrupels jeden in ein beliebiges
der 32 Bldtter der Riemannschen Fléche legen, der vierte Punkt ist

dann eindeutig gegeben). Ist insbesondere 1" — 27V (bei den Tangenten

der Kumm erschen Fliche) oder 1" = 1" = 1" (bei den Haupttangenten)??),
so konnen wir zwei oder drei Punkte des Punktquadrupels zusammenfallen

lassen, wobei sich dann die Zahl der zulissigen Punktquadrupel auf
32" — 2", bez. auf 32 —2° reduziert. Ist '=4", und haben wir ins-
besondere eine Gerade, die durch den Anfangspunkt der Kummerschen

Flache lduft, so konnen wir die Punkte der zugehérigen Quadrupel paar-

- - 5]
weise zusammenfallen lassen, worauf wieder nur 32 = 2° Quadrupel zu-
lassig erscheinen.

17) Halt man 4" fest und 138t 1" =1""=1"" sich indern, so umbhiillt die betr.
Haupttangente nach den Untersuchungen von Lie und mir eine Haupttangenten-
kurve der Kummerschen Fliche (siche die Mitteilung in den Berliner Monats-
berichten von 1870, die in Bd. 23 der Math. Annalen, wieder abgedruckt ist [vgl.
Abh. VI dieser Ausgabe]). Wir lassen jetzt der Haupttangente im Sinne des Textes
ein Punktquadrupel der 82-blittrigen Fliche entsprechen, welches drei zusammen-
fallende Punkte besitzt. Die Haupttangentenkurve erscheint dann, indem wir an dem
Gesetze der Kontinuitét festhalten, eindeutig auf unsere 32-blittrige Fliche bezogen,
womit {ibereinstimmt, daB ihr Geschlecht frijher (l. c., mit Hilfe der Pliicker-
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§ 8.
Transzendente Parameter einer Raumgeraden.

Es seien jetzt (indem wir eine friiher gebrauchte Bezeichnung auf-
nehmen) Q'Vl'— %, @”Vl”—— %, o Vi — ., o’ Vilv _ x; die Punkte
eines Punktquadrupels auf der 32-blattrigen Riemannschen Fliche, das
einer Raumgeraden zugeordnet ist. Wir werden dann der betr. Raumgeraden

vier Paare transzendenter Parameter w,, w,; wy, w); usw. beilegen, indem
wir schreiben:

@/‘G/j IIV/I”"' w‘/;.m ; IV‘/;IV g
(16) w’:fdw, _fdw ﬁfdw w! —fdw
oy eg—x; a\/xu—x, 4 xa #; 4 ns »x;

In genauer Analogie zu den Entwicklungen des § 6 fragen wir zunichst
nach den allgemeinsten GroBensystemen w, welche in diesem Sinne einer
Raumgeraden zugehoren. Es sei wieder @', w”, w”, @IV ein erstes zu-
lissiges Wertsystem. Dann folgt durch Vergleich von § 6 und § 7:

Die allgemeinsten Werte w', w”, w”, w” sind module doppelier

Perioden durch folgende Kongruenzen definiert:
4

w,E’I?,' i + 276](.1«)P(1/)’ w”zn”- i7" + E's(‘l«)P(h

1

(an) )

wlllzznlll'@—ulll_'_ E 8:(:)P(”, wIV:—i’I?IV"WIV +284(7:)P(i)3
1 1

wo die 7 die positive oder negative Einheit, die e\ Eins oder Null be-
deuten und

'y gV = 11, em—!— &y —1—83”—{— =0 0 (mod. 2)
2u setzen 1st.

Die Unsymmetrie, welche wir in die Formulierung dieses Satzes einfiihrten,
indem wir die vorkommenden Summen von eins bis vier erstreckten, kann
durch Heranziehen der Identitit (8) sofort ausgeglichen werden.

Wir fragen ferner, wie sich die w abindern werden, wenn wir statt
der anfinglichen Raumgeraden die anderen setzen, die sich aus ihr durch
Vorzeichenwechsel der Koordinaten a; ergeben. Es wird geniigen, wenn
wir angeben, wie wir in jedem Falle aus den anféinglichen @', @", %", IV
ein einzelnes zuldssiges Parametersystem erhalten. Es wird ferner geniigen,
Cayleyschen Formeln) zu p =17 bestimmt wurde. Die sechs 1. ¢. genannten aus-
gezeichneten Haupttangentenkurven, welche nur p =5 aufweisen, gehoren eindeutig
zu solchen 16-blittrigen Flichen iiber der i-Ebene, welche bloB an fiinf der sechs
Stellen x,, x,, ..., #4 verzweigt sind und also 5 - 8 = 40 Verzweigungspunkte aufweisen.

Es ist lehrreich, den Vergleich dieser verschiedenen Riemannschen Flichen und der
Haupttangentenkurven ins einzelne durchzufiihren.
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wenn wir bei den #’,#"”, usw. nur diejenigen Modifikationen angeben,
welche dem Vorzeichenwechsel allein einer Koordinate z; entsprechen:
sollten mehrere ; im Zeichen geindert werden, so kombinieren wir ein-
fach die den einzelnen Anderungen entsprechenden Formeln. Wir rekur-
rieren wieder auf § 6 und § 7 und erhalten als Antwort auf unsere neuen
Fragen den Satz:

Wird die Koordinate x; der Raumgeraden in — x; abgedndert, so
haben wir in (17) fir

—_ = —

w, w', w’, wlv,
die folgenden Qréflen einzufiihren:
B ) B @ B . B (@
_w1+ P\’b), - wu_i_P%)’ -w"’—l—P(“, . WIV+P 9
Endlich konstatieren wir, daB eine Raumgerade eindeutig bestimmt
ist, sobald wir ein System zugehoriger transzender Parameter kennen. —

Wir betrachten jetzt insbesondere den Fall, daB unsere Raumgerade
eine Tangente der Kummerschen Fliche wird. Indem wir 2" = 2%

nehmen, wollen wir den Punkt o V1" — #; mit dem Punkte " Vil _ x;
zusammenfallen lassen. Es wird dann w” =:w!¥ (mod. 2P"%). Die
Werte w’, w"” nun, welche unter dieser Voraussetzung resultieren, will ich
in der Folge w',u” nennen. Die Formeln (17) nehmen, was die u’, u”
angeht, eine dufBlerst einfache Bedeutung an. Es zeigt sich nimlich, daB
die Anderungen, welche man bei u’, 4” unter Festhaltung der Raum-
geraden (der Tangente an die Kummersche Fliche) anbringen kann,
gerade darauf hinauslaufen, daf man uw’, w” entweder simultan im Zeichen
wmgekehrt oder simultan wm trgendwelche Periodenvielfache vermehrt. —
Handelt es sich insbesondere um gerade Linien, die durch einen Doppel-
punkt der Kummerschen Fliche laufen oder in einer Doppelebene der-
selben liegen, so wird

4
(18) w'=tu"+ D" P (mod. P¥)
1

wo das Minuszeichen fiir die Ebenen zutrifit und die ¢® je nach der Wahl
des Doppelpunktes oder der Doppelebene Null oder Eins bedeuten. Sémt-
liche ¢® werden Null sein, wenn es sich um den Anfangspunkt oder die
Anfangsebene handelt.

§9.
Ausbreitung von Integralsummen auf der Kummerschen Fliche.
Die letztangefiihrten Sétze sind es, auf die wir jetzt die Zuordnung
der Punkte und Ebenen der Kummerschen Fliache zu transzendenten

Parametern, die sich als Summen (oder Differenzen) zweier einfacher
hyperelliptischer Integrale darstellen, stiitzen wollen. Aus § 7 geht her-



184 Zur Liniengeometrie.

vor, daB alle solche Tangenten der Kummerschen Fliche, welche denselben
Beriihrungspunkt und dieselbe Beriihrungsebene besitzen, dieselben Para-
meter u’,u” aufweisen (wéhrend w” = w¥ von einer Tangente zur anderen
wechselt). Diese Parameter wollen wir jetzt auf den Punkt und die Ebene
selbst iibertragen. Wir legen ndmlich dem Punkte die Parameter:

(193‘) U,=u/—uy, Uy =uy—uj,
der Ebene die Parameter:
(19b) (Uy) =u{+u), (Uy)=mu;+u

bet (die wir weiterhin mit Unterdriickung der Indizes durch U und (U)
bezeichnen wollen).

Offenbar gehéren zu jedem Punkte unendlich viele Parameterpaare,
welche sich aus einem ersten Paare, welches wir U nennen, nach dem Ge-
setze ableiten:

(20) U=+ U (mod. 2P");

entsprechend ist es mit den Parametern (U) der Tangentialebenen. Aber
ich sage, daf rickwdrts zu einem gegebenen Wertsysteme der U,, U,
(resp. der (U,), (U,)) immer nur ein Punkt, bez. eine Ebene der
Kummerschen Fliche zugehort. Fiir Wertsysteme der U,, U, (oder der
(U0,),(U,)), die von 0,0 oder Multiplis der Perioden verschieden sind,
ist dies aus den Untersuchungen iiber das Jacobische Umkehrsystem
sofort deutlich. Letztere zeigen némlich, daB es in solchen Féllen (von
moglicherweise zutretenden Perioden abgesehen) immer nur ein System
einfacher Integrale »', u” gibt, welche den Gleichungen (19a) oder den
Gleichungen (19b) geniigen, wodurch wir zu einem eindeutig definierten
Tangentialbiischel der Kummerschen Fliche und also zu einem bestimmten
Punkte und einer bestimmten Ebene derselben gefiihrt werden. Wenn
aber U,, U, oder (U,), (U,) gleich 0, 0 oder gleich Multiplis von Perioden
sind, so haben wir allerdings den sogenannten unbestimmten Fall des
Umkehrproblems, und es gibt dann unendlich viele zugehorige Wertsysteme
von %', u” und also unendlich viele in Betracht kommende Tangenten-
biischel der Kummerschen Fliche. Aber infolge der in § 7 getroffenen
Verabredung und auf Grund der in (19a), bez. in (19b) gewdhlten
Zeichen, haben alle Biischel denselben Mittelpunks, resp. dieselbe Ebene.
Es handelt sich namlich um die unendlich vielen Tangentenbiischel, welche
in einem Doppelpunkte der Kummerschen Fliche beriihren, bez. in einer
Doppelebene derselben liegen. In der Tat, sind beispielsweise in (19a)
die U gleich 2 £ P® so hat man fiir die unendlich vielen zugehérigen
Losungen «',4” die Relation:

u;:u;;+ E s(z)P(z),
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und eben hierdurch sind nach § 8 (Schlu) die Raumgeraden charakteri-
siert, welche durch einen bestimmten Doppelpunkt der Kummerschen
Flache laufen. Analog bei den Doppelebenen. — Man beachte insbesondere,
daB der Anfangspunkt und die Anfangsebene der Kummerschen Fliche
die Argumentenpaare

U,=U,=0, (U;))=(U,)=0

erhalten (die natiirlich noch vermége (20) modifiziert werden konnen).

Ich werde das Gesagte noch in etwas anderer Weise ausdriicken. Die
unendlich vielen komplexen Wertsysteme, deren die Variabeln U,, U,,
bez. (U,), (U,), fahig sind, erfillen einen vierfach ausgedehnten Raum,

der den Perioden P", p® p® p® entsprechend in vierdimensionale

Parallelepipeda zerlegt sein soll. Wir miissen 2* = 16 der letzteren zu-
sammenstellen, um ein Parallelepipedon von doppelter Kantenlinge (dessen

Kanten also durch 2P gegeben sind) zu erhalten. Ein Parallelepidon der
letzteren Art mag in der Weise konstruiert werden, daB sein Mittelpunkt
in U, =0, U,= fallt, worauf wir dasselbe durch eine beliebige Dia-
metralebene (d. h. durch einen linearen Raum von drei Dimensionen ) hal-
bieren. Es entsteht so ein Bereich, dessen Begrenzungspunkte teils durch

die Operationen U’ = U+ 2P% teils durch die Transformation U’ — — U
zusammengeordnet sind. Indem wir festsetzen, daB in dieser Weise zu-
sammengehorige Punkte nur je einmal gezihlt werden sollen, definieren
wir, wenn ich diesen Ausdruck einer fritheren Arbeit von mir entlehnen
darf1®), einen gewissen Fundamentalbereich, und nun ist die Sache die,
dafs einerseits, durch (19a), die Punkte der Kummerschen Fldiche,
andererseits, durch (19b), die Ebenen derselben ausnahmslos eindeutig
auf die Elemente des Fundamentalbereichs bezogen sind.

Was die Einzelheiten der hiermit gefundenen Parameterausbreitung
angeht, so verweise ich insbesondere auf Herrn Rohns Dissertation??), wo
dieselbe mit dem Verlaufe der Haupttangentenkurven auf der Kummer-
schen Fliche in Verbindung gebracht ist. Will man die 16 Punkte er-
halten, die aus dem Punkte U vermége der 16 Kollineationen entstehen,
die die Kummersche Fliche in sich selbst iiberfithren, so hat man U in

4
U—}—Ze(i)P(i) zu verwandeln. Will man dagegen die 16 Punkte auf-
1

suchen, in denen die 16 Ebenen beriihren, die aus dem Punkte U bei den
Reziprozititen, die die Kummersche Fliche in sich iiberfilhren, hervor-

18) Vgl. Bd. 21 der Math. Ann., 8. 149. [Vgl. die Abhandlungen im III. Band
dieser Ausgabe.]

19) Betrachtungen uber die Kummersche Fliche und ihren Zusammenhang mit
den hyperelliptischen Funktionen p =2 (Miinchen, Straub, 1878).
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4
gehen, so hat man U = %’ — %" zu setzen und wird in »’ 1 " —1—4‘_78(")1:'“j
1

die Parameter der 16 Punkte haben. Die Ebenen selbst erhalten die Para-

meter (U)= U -+ 2 ¢?P®  Insbesondere sind die Parameter U eines

Punktes und (U) einer Ebene einander gleich, wenn Punkt und Ebene
einander im Komplexe x; — 0 entsprechen.

III. Konfigurationen bei der Kummerschen Fliche, mit Hilfe der
transzendenten Parameter behandelt.

§ 10.

Transzendente Parameter fiir diejenigen Punkte der Kummerschen
Fliche, die einer festen Tangentialebene angehoren.

Um jetzt die Theorie der Konfigurationen der Behandlung vermittelst
der transzendenten Parameter zuginglich zu machen, betrachten wir vorab
den Umhiillungskegel vierter Klasse, der von einem Punkte der Kummer-
schen Fliche aus sich an letztere erstreckt, oder, was fiir die Ausdrucks-
weise bequemer ist, und iibrigens auf dasselbe hinauskommt, die Kurve
vierter Ordnung, in welcher die Kummersche Fliche von einer ihrer
Tangentialebenen geschnitten wird. Besagte Kurve ist, wie selbstverstind-
lich, eine hyperelliptische Kurve vom Geschlechte Zwei, von der man leicht
erkennt, daf ste sich auf die zweibldttrige Fldche 2, VRT) etndeutig be-
ziehen ldf3t. Ordnet man nimlich jeder Linie, die innerhalb der Ebene
der Kurve durch den Doppelpunkt derselben geht, als Parameter das 4
desjenigen Komplexes unserer Schar (2) zu, dessen singulire Linie sie ist,
so treffen auf die sechs unter ihnen enthaltenen Doppeltangenten der
Kummerschen Fliche (auf die sechs Tangenten also, die sich vom Doppel-
punkte an die Kurve legen lassen) die Parameterwerte x,, x,, ..., %,, Wie
bekannt. Um jetzt unsere Kurve auf die zweiblittrige Fliche eindeutig
zu beziehen, brauchen wir nur den beiden beweglichen (nicht in den Doppel-
punkt fallenden) Schnittpunkten unserer Geraden 1 mit der Kurve vierter
Ordnung beziehungsweise die beiden Punkten entsprechend zu setzen, die
auf der Riemannschen Fliche demselben Werte von 4 zugehoren. Welechem

der beiden Punkte wir dabei -- V7(1), welchem — V(1) zuweisen wollen,
haben wir bei dem ersten Punktepaare, bei dem wir die Entscheidung
treffen, willkiirlich festzusetzen; fiir alle anderen Punktepaare ergibt es sich
dann durch analytische Fortsetzung. Es entspricht diese doppelte Moglich-
keit der Zuordnung dem schon oben hervorgehobenen Satze, dafl jedes
hypereliiptische Gebilde sich durch eine Transformation von der Periode
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Zwei eindeutig auf sich selbst beziehen laBt. — Ubrigens ist der Para-
meter 4, den wir hier der um den Doppelpunkt der Kurve drehbaren Linie
beilegen, dieselbe Griofie, die wir oben (bei Einfiihrung der elliptischen
Linienkoordinaten) mit 4" = 2"V bezeichnet haben; A’ und 1 sind speziell
die Paramieter 1 derjenigen beiden Linien, die unsere Kurve vierter Ord-
nung im Doppelpunkte berithren (der im Biischel enthaltenen Haupttan-
genten der Kummerschen Fliche). Die beiden Punkte unserer Kurve

vierter Ordnung, denen wir die Parameterwerte 1, + Vf(4) zuordnen, sind
zugleich die Mittelpunkte der beiden Strahlbiischel, welche dem Komplex 4
der Schar (2) in unserer Ebene angehoren.
Dies vorausgesetzt werden wir nun an unserer C, die Integrale (6):
V1
w= | dw
hinerstrecken. Jeder Punkt der C, enthilt dann, insofern er der C, ange-
hort, unendlich viele Parameterwerte, die wir W,, W, nennen wollen, und
die sich aus einem ersten Paare, das W,, W, heiBen mag, durch Zufiigen
beliebiger Periodenmultipla ergeben:

(21) W=W (mod. PY).
Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, daB die C, auf die zweiblattrige Fliche

A, Vf_(l_) in bestimmter Weise bezogen sei. Fiihren wir hinterher die andere,
ebenso zuléssige Beziehungsweise ein, so erfahren die Parameter W, , W,
samtlicher Punkte einen simultanen Zeichenwechsel.

Es seien jetzt in dem hiermit definierten Sinne C,, C, und C;, C.
transzendente Parameterpaare, welche denjenigen beiden Punkten unserer C,
zukommen, die im Doppelpunkte derselben vereinigt sind. Ferner seien durch
w, w”, ..., w*» Parameterpaare bezeichnet, welche solchen 4 » Punkten
der C, zugehéren, in denen unsere C, von einer beliebigen C, geschnitten
wird, Wir haben dann nach dem Abelschen Theoreme in bekannter Weise:

(22) W+W . . W (0 C") (mod. PY),

Ich will hier insbesondere n =1 nehmen. Dann finden wir fiir die vier
Schnittpunkte einer geraden Linie mit unserer C,:

(23) WA+ W W W= (0"+C") (mod. P?).

Ich will andererseits, worauf ich spiter gelegentlich zuriickkomme, n = 2
setzen, aber annehmen, daB W und W® mit ¢’ und ¢” koinzidieren, daB
also der schneidende Kegelschnitt zur C, adjungiert sei. Dann kommt fiir
die iibrigen sechs Schnittpunkte unseres Kegelschnitts mit der C,:

(24) WA W WO (C407) (mod PO,
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Diese Gleichungen (23), (24) sind bekanntlich auch hinreichend, um ein
vorgelegtes Punktsystem als Schnittpunktsystem der in Betracht kommenden
Art zu charakterisieren. Was wir hier besonders beachten miissen, ist die
Bedeutung der rechter Hand stehenden konstanten GréBen. Es sind ¢’ und
C" beide einfache Integrale (in dem friiher definierten Sinne); dazu im
allgemeinen (d. h. bei beliebig gelegter Tangentialebene) voneinander ver-
schieden. Die Summe €'+ C” ist also keineswegs, von partikuléren Fallen
abgesehen, einem zweimal genommenen einfachen Integrale gleich, ein Satz,
auf den wir uns spéter stiltzen miissen.

§ 11.

Fundamentalsiitze iiber den Schnitt einer geraden Linie mit der
Kummerschen Fliiche.

Wir kniipfen jetzt an Formel (23) an. Die gerade Linie, welche die
Schnittpunkte W', w”, W, W' verbindet, gehort, wie schon oben hervor-
gehoben wurde, den Komplexen 2,27, 2", 2" an. Wenn wir ihr also in
fritherer Weise Parameterpaare w’, w”, w"’, w17 beilegen (Formel (16)), so

werden, von Multiplis der Perioden P abgesehen, Gleichungen der folgen-
den Art bestehen miissen:

’ ’ ” ” " m v v
w=+W, w =W, w =+W, wlV=+ W,

wo uns inzwischen die Vorzeichen noch unbekannt sind. Indem wir in (23)
eintragen, erhalten wir den vorliufigen Satz, daB eine gerade Linie (w’, w”,
w”', wI?), die sich in einer Tangentialebene der Kummmerschen Fliche
bewegt, die folgende Relation befriedigt:

(25a) + w’ + w” + w” + wl” == Const. (mod. P%?).

Hier sind die Vorzeichen linker Hand noch unbestimmt und ist Const. im
allgemeinen nicht gleich dem Doppelten eines einfachen Integrals.
Wir konnen diesen Satz sofort so prazisieren, daB wir schreiben:

(25b) + w + w” + w” 4+ w! == Const. (mod. ZP(i)),

wo nun natiirlich Const. modulo doppelter Perioden bestimmt gedacht werden
muB, was aber die Bemerkung, die wir iiber die Natur von Const. gemacht
haben, nicht modifiziert. In der Tat ist, wie wir friiher sahen, die auf der
linken Seite von (25 a) oder (25 b) stehende Verbindung der w’, w”, w”, w!¥
fiir jede einzelne Raumgerade modulo doppelter Perioden definiert. Dann
aber diirfen wir von (25a) sofort zu (25b) iibergehen, da ja die Raum-
geraden, von denen wir handeln, sich kontinuierlich aneinander schlieBen.

Wir wenden uns jetat zur Bestimmung der Vorzeichen. Dabei ist die
erste Bemerkung, die wir machen, daB von einer absoluten Fixierung der
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Vorzeichen iiberhaupt nicht die Rede sein kann. Denn die Parameterpaare
w’, w"” usw., welche wir einer geraden Linie beilegten, waren selbst nur bis
auf gewisse Abdnderungen bestimmt: nach Formel (17) diirfen wir fiir
w’, w”, w”, wI¥ nach Beliecben + w’, + w”, + w'”’, 4 wl¥ einfiihren, so-
fern wir nur an der einen Bedingung festhalten, da die Anzahl der Vor-
zeichenwechsel eine gerade sein muB??). Alles also, was wir entscheiden
konnen, ist dies: ob in (25a) resp. (25b) linker Hand eine gerade oder
eine wungerade Anzahl von Minuszeichen richtig ist? Wir kénnen gleich
vermuten, daf hier die Verabredung des § 7 zur Geltung kommt, und dies
bestatigt sich in der Tat, indem wir zur Beantwortung unserer Frage nun-
mehr ein Beispiel heranziehen. In unserer Ebene liegt eine gerade Linie,
welche zugleich der Anfangsebene angehért, fiir welche also nach unseren
fritheren Entwicklungen
w — — wn, w™” — wlV
genommen werden kann. Kombinieren wir nun diese Beziehungen mit
irgendeinem der acht Ausdriicke, in denen eine gerade Anzahl von Minus-
zeichen vorkommt:
+ (w'+w") + (wm + w”’),
+(w —w") + (w"” — wl?),

so erhalten wir allemal das Doppelte eines einfachen Integrals, némlich
4+ 2w” oder + 2w’. Nun soll aber die in (25) auftretende Konstante
dem Doppelten eines einfachen Integrals gerade nicht gleich sein. Es bleibt
also nichts anderes iibrig, als daf wir linker Hand in (25) eine wngerade
Anzahl von Minuszeichen in Anwendung bringen.

Ehe wir aus dem Gesagten weitere Konsequenzen ziehen, wollen wir
die in (25b) auftretende Konstante in Beziehung zu den Parametern (U)
setzen, die unserer Ebene als einer Tangentialebene der Kummerschen
Flache nach Formel (19b) zukommen. Wir betrachten zu dem Zwecke
unter den Linien der Ebene insbesondere diejenigen, die durch ihren Be-
rithrungspunkt laufen, und erinnern uns, daB nach § 8 fiir sie

w’ — ul, wll — ull, w’” — wIV
genommen werden kann. Ich trage diese Werte von w in die acht Aus-
driicke ein, die eine ungerade Anzahl von Minuszeichen haben:
+ (wr + wu) + (,wm _ w”’),
+(w' —w") = (w"” + wl”).

Nur die ersten vier dieser Ausdriicke ergeben dann eine Summe, die von

2 Mit dieser Unbestimmtheit korrespondiert die andere, da die in (22) rechter
Hand auftretende Konstante (¢’ + C‘") ebenfalls nach Belieben im Vorzeichen geéndert
werden kann, da wir unsere Kurve vierter Ordnung ja ebensowohl auf die eine als
auf die andere Weise auf die zweiblittrige Fliche 1,vf(1) beziehen kénnen.
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dem wechselnden w" = w!V nicht mehr abhingt und also der in (25) auf-
tretenden Konstanten gleich sein kann. Wir finden so:

Const. = = (u’ + u”) (mod. 2P?).

Nun sind aber die Ausdriicke (%’ - u”) genau jene Parameter (U),
die wir der Ebene als einer Tangentialebene der Kummerschen Fliche
beilegten. Diese (U) konnen selbst im Vorzeichen oder durch Hinzufiigen
doppelter Perioden beliebig abgeindert werden. Das Resultat ist daher
einfach dieses: daf8 wir Const. durch (U) selbst ersetzen konnen.
Fassen wir zusammen, so haben wir einen Satz bewiesen, der fiir alles
Folgende fundamental ist, und den ich als Fundamentalsatz I bezeichne
(insofern ihm sogleich vermége dualistischer Umkehr der Betrachtungen ein
zweiter Fundamentalsatz an die Seite gestellt werden soll). Derselbe lautet:
Sind w', w”, w"”, wIV die Parameter einer geraden Linie, die in der
Ebene (U) liegt, so wird, je nach der Wahl der w’, w", w", w!?, resp.
der (U), eine der folgenden acht Kongruenzen statthaben:
wl + w// _I_ wl/l . wIV

(26) w' - w” —w” +wl? { + (U) (mod. 2 P®).
w/ . w” + wll' _+_va
wl . w” _ wl/l . wI‘V

Die Unbestimmtheit der Vorzeichen, welche hier zur Geltung kommt,
findet nach anderer Seite ihre Erklirung darin, daB durch die gerade Linie
w',w”,... in der Tat vier Tangentialebenen der Kummerschen Fliche
hindurchgehen. Ich habe mit Riicksicht hierauf die acht Formeln (26)
bereits auf vier Zeilen verteilt. Wir konnen einfach sagen:

Die Parameter (U) derjenigen vier Tangentialebenen der Kummer-
schen Fldche, welche durch eine Raumgerade w’, w”, w"”, wIV hindurch-
gehen, sind durch die Formeln (26) gegeben.

In der Tat sind sie durch diese Formeln so weit gegeben, als sie iiber-
haupt bestimmt sind, nédmlich bis auf die Vorzeichen und bis auf gerade
Multipla der Perioden.

Ich wende mich sofort zum Fundamentalsatz II. Es ist nicht nétig,
daB ich alle die einzelnen Schritte, die wir bei der Aufstellung des ersten
Fundamentalsatzes vollzogen haben, unter durchgéingiger dualistischer Um-
kehr hier wiederhole. Vielmehr gebe ich sofort das Resultat an. Wir haben:

Geht eine Gerade w’, w' , w”, wIV durch einen Punkt U der Kummer-
schen Fldche, so muf eine der acht Kongruenzen statthaben:

wl _ w/l . wll/ + wI'V
27) w—w"tw” — w4 7 (mod. 2PY).
w' w” — w" — wlIV

wl+wll+wlll+wlv
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Umgekehrt berechnet man aus diesen Gleichungen die Parameter U der
vier Punkte, in denen eine Gerade w', w”, ... die Kummersche Fldche
schneidet.

Ich will unter den Folgerungen, die sich an unsere Fundamentalsitze
kniipfen, nur einige wenige hervorheben®?)

1. Es sei w" = wl?, die gerade Linie also eine singulire Linie des
Komplexes A = i’". Wir haben dann als Parameter des Beriihrungs-
punktes der urspriinglichen Definition dieser Parameter zufolge:

+ U —=w' — w” (mod. 2P%).
Formel (27) gibt jetzt fiir die beiden anderen Schnittpunkte
+ U =w+w” £ 20" (mod. 2 PY),

Nun sind aber die w’ -+ w”, ebenfalls zufolge der urspriinglichen Definition,
gleich den Parametern (U) der Tangentialebene, die zu unserer singuliren
Linie geh6rt, wahrend die beiden vom Beriihrungspunkte verschiedenen
Punkte, in denen unsere singuldre Linie der Kummerschen Fliche be-
gegnet, diejenigen Punkte sind, welche der genannten Ebene in dem Kom-
plexe 1" als Biischelmittelpunkte entsprechen. Wir haben also folgenden
Satz (in welchem ich 1 statt 2" geschrieben habe):

Die Mittelpunkte der beiden Strahlbiischel, die einem Komplex A in
einer Ebene (U) angehoren, sind durch folgende Formel gegeben.:

(28) +U=(U)+ 2fdw (mod. 2 P®),
Dabei erinnere man sich, daBl dieselben beiden Punkte als Punkte der in
der Ebene enthaltenen Kurve vierter Ordnung nach § 10 die folgenden

Parameter erhielten: -
AV

W= i—fdw (mod. P?),
wobei wir noch willkiirlich festsetzen konnen, ob das Plus- oder das Minus-
zeichen dem in (28) auftretenden Pluszeichen entsprechen soll.

2. Wir haben hiermit das Mittel gewonnen, um konjugierte Punkte
und Ebenen durch ihre transzendenten Parameter zu charakterisieren. Unter
w’, w” einfache Integrale verstanden, die den oberen Grenzen A, zuge-
hoéren, betrachte man folgende Ebenen:

#1) Vgl. hier iiberall Rohn in Bd. 15 der Math. Ann., S. 349ff. Die von mir
gegebene Darstellung weicht von der Rohnschen einmal durch die bindenden Verab-
redungen betreffs der Vorzeichen, dann aber dadurch ab, daB ich immer neben den
Parametern U der Punkte der Kummerschen Fliche die Parameter (U) ihrer Ebenen
in Anwendung bringe.
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(29a) (U), (U)+ 2w +2w”
und zugleich die Punkte:
(29Db) (U)+2w', (U)42w".

Aus (28) ergibt sich dann sofort, daB beide Punkte der Ebene (U) in den
Komplexen i’, 1" und der Ebene (U)4+2w' 4 2w” in den Komplexen

2", 3" zugeordnet sind. Dies aber heiBt sofort, daB Ebenen und Punkte im
allgemeinsten Sinne konjugiert sind (Theorem (A) des § 2). Also:

Konjugierte Ebenen und Punkte werden durch die Formeln (29)
geliefert.

3. Ich will zum Schluf noch eine gerade Linie betrachten, welche
durch den Anfangspunkt der Kummerschen Fliche lduft. Fiir sie kann
w' =w", w” = wl” genommen werden und wir erhalten dann fiir die
weiteren beiden Schnittpunkte, die sie mit der Kummerschen Fliche ge-
mein hat, nach (27):

(30) +U=2(w+w"), bez. £U=2(w—w").

Ich werde weiter unten dieses Resultat benutzen und bemerke hier nur,
daB durch diese Formeln eine elementare Methode indiziert ist, um die
Parameter U der Punkte der Kummerschen Fliche einzufiihren, indem
man die Punkte den durch sie gehenden Linien zuordnet, welche durch den

Anfangspunkt laufen, die Parameterpaare ', 2" bestimmt, die einer solchen
Linie zukommen, usw.??)

§ 12.
Transzendente Darstellung der frither untersuchten Konfigurationen.

Aus den nunmehr formulierten Sitzen koénnen wir jetzt die friiheren
Theoreme iiber Konfigurationen, welche der Kummerschen Fliche gleich-
zeitig eingeschrieben und umgeschrieben sind, mit leichter Miihe wieder-
gewinnen.

Es seien K,, K, irgend zwei Konstante, a,, a,; b,, b,; ¢,, ¢, ein-
fache Integrale. Wir betrachten die vier Punkte der Kummerschen
Fléche:

K—a—0b—c,
K—a-+b-+c, (mod. 2P(i))
K+a—b-+ec,
K+a+b—ec,

(31a)

H
~
f

) Es ist dies im wesentlichen diejenige Methode, welche Herr Darboux im
92. Bande der Comptes Rendus, S. 1493—1495, entwickelt.
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und die vier Tangentialebenen derselben:

[K+a+b+m
(31b) (0 K+a—b—c, (nod 2p¥).
K—a+b—c,
([K—a—b+e.
Offenbar liegt, nach Formel (28), der an 5-ter Stelle angefiihrte Punkt je
in denjenigen drei Ebenen (31b), die micht an der ¢-ten Stelle stehen
und entspricht in jeder dieser Ebenen als Biischelmittelpunkt bez. einem
der drei Komplexe a, b oder ¢**). Gleichzeitig sind, nach (29), je zwei
Punkte mit den beiden durch sie gemeinsam hindurchgehenden Ebenen
konjugiert. Dies aber ist die ganze Theorie der friher als ,,ausgezeichnet
benannten finffach unendlich vielen Tetraeder. Die Zahl Fiinf resultiert
dabei aus den drei Paaren einfacher Integrale (@, b und ¢) und den beiden
unabhingigen Konstanten K, K,.
2. Nicht minder einfach ist die Darstellung der Konfigurationen (16),4).
Es seien a, b, c, d, e, f die Bezeichnungen fiir sechs Paare einfacher Inte-
grale, und es mogen &, ¢”, ¢’”, £I” nach Belieben die positive oder negative
Einheit bedeuten. Dann werden die 16 Ecken und 16 Ebenen unserer
sechsfach unendlich vielen Konfigurationen durch die Formeln gegeben sein :

+ Uzateb+te"c+e”"d+elVe—e'e"e eIV,
+ ) z=a+4eb+e"c+e"d+elVe+e'e"c"elVy,
wo die zugehorigen sechs Komplexe zweiten Grades direkt durch a,b, c,

d, e, bestimmt sind.
Beispielsweise liegen in der Ebene:

(U) a+btce+d+etf,

and zwar den sechs Komplexen a, b, ¢, d, e, [ entsprechend, die sechs

Punkte: —a+btct+dt+e+tf,
+a—b+tctd+te+7,

(32) (mod. 2 P%)

Als Punkte der C,, welche von der Ebene aus der Kumm erschen Fliche
ausgeschnitten wird, erhalten diese Punkte die transzendenten Parameter:

Wi a,b,c,d,e, f (mod. P(i)),

deren Summe dem Parameter (U) der Ebene selbst gleich ist. Hierin liegt
unmittelbar, nach Formel (24), daB unsere sechs Punkte aus der C, von

%) Ich benutze hier die zu den Parametern 2 der Komplexe gehorigen einfachen
Integrale kurzweg zur Benennung der Komplexe selbst.

) Vgl. wieder Rohn 1. ec.
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 13
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einem Kegelschnitte ausgeschnitten werden, der zur C, adjungiert ist, usw. —
Man beachte noch, daB durch Angabe der Komplexe a, b, c ... die ein-
fachen Integrale £ a, +b, +¢,... nur modulo einfacher Perioden be-
stimmt sind. Wir erhalten also aus einer ersten zu den genannten Kom-
plexen gehdrigen Konfiguration (16),, die durch (82) gegeben sein mag,
Im ganzen 16 gleichberechtigte, die aus (32) hervorgehen, indem man sdmt-
liche U und (U) um dieselbe Kombination einfacher Perioden vermehrt.
Von diesen 16 Konfigurationen war schon oben in der Anmerkung zu § 5
die Rede. — DaB man unter den Punkten und Ebenen (82) die Ecken
und Seitenflichen von 80 ausgezeichneten Tetraedern, dem Schema (31)
entsprechend, herausgreifen kann, liegt unmittelbar auf der Hand. —

Die hiermit gewonnene Darstellung unserer fritheren Konfigurationen
1st so einfach, daB wir sofort allgemeinere Konfigurationen derselben Art
konstruleren kénnen. Einmal werden wir, indem wir die Formeln (31)
mit den (32) vergleichen, auch letzteren additive Konstante K willkiirlich
zufiigen wollen, andererseits aber statt der drei Paare einfacher Integrale
von (31) und der sechs Paare von (32) deren iiberhaupt eine beliebige
Zahl, sagen wir » ins Auge fassen. Indem wir diese Integrale der besseren
Ubersicht halber mit w’,w”, ... bezeichnen, erhalten wir so Aggregate

von 2" 7' Punkien und 2"~ Ebenen der Kummerschen Fldche, die
durch folgende Formeln definiert sind:

v—1
+ U:-dw +e"w' 4. . 4 et gpir=1) ]]5“) -w® 4 K (mod. ZP(i))
(33) =t

r—1

+(U)=e'w' 4" w” + ... + 600 . we-0 4 [[c@.» 4 K (mod.2P?)
=1

Es ist nicht meine Absicht, die Theorie der sich solchergestalt dar-
bietenden Konfigurationen, zu der iibrigens im vorangehenden alle Mittel
gegeben sind, eingehender zu verfolgen. Vielmehr mochte ich hier neben
thnen noch allgemeinere Konstruktionen in Betracht ziehen, die entstehen,
indem wir die Argumente U eines Punktes oder (U) einer Ebene um be-

liebig gegebene Konstante C,C’,0”, ... vermehren. Wenn man die hyper-
elliptischen Funktionen den elliptischen parallelisiert, so entsprechen unsere
neuen Konstruktionen unmittelbar den wohlbekannten Polygonen von
Poncelet, die sich auf Kegelschnitte eines Biischels oder einer Schar
beziehen %),

%) Verallgemsinerungen der Ponceletschen Sitze, welche durch Einfihrung
hyperelliptischer Funktionen vom Geschlechte Zwei an Stelle der elliptischen Funk-
tionen entstehen, sind auch jene Theoreme iiber geradlinige beim Flichenbiischel zweiter
Ordnung auftretende Polygone, die neuerdings Herr Staude in Bd. 22 (1883) der Math.
Amn. systematisch untersucht hat. In seiner Dissertation (Uber die Darstellung der
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§ 13.
Das Additionsproblem der transzendenten Parameter.

Die Elementaraufgabe, mit der wir uns jetzt zundchst beschiftigen
miissen, verlangt, aus einem Punkte U der Kummerschen Fldche, bez.
aus einer Ebene (U) derselben allgemein den Punkt oder die Ebene zu
konstruieren, welche durch die Formel:

(34) U'=U+C, resp. (U)=(U)+C
definiert sind.

Konstatieren wir zunicht, daf die Aufgaben, welche hier einander
dualistisch koordiniert erscheinen, in der Tat untrennbar miteinander ver-
bunden sind. Sind namlich irgendwelche Punkte U in einer Ebene (U) ge-
legen, so werden die Punkte U + C in der Ebene (U) +- C enthalten sein. In
der Tat ist ja die Bedingung fiir die vereinigte Lage von Punkt und Ebene
nach unseren fritheren Entwicklungen die, daBl die Differenz der betreffen-
den transzendenten Parameter gleich dem Doppelten eines einfachen Inte-
grales ist, — und diese Differenz wird durch Einfiigen der Konstante C
nicht geéndert.

Bemerken wir ferner, dafl unsere Aufgabe im allgemeinen zwei, un-
trennbar miteinander verbundene Losungen besitzt. Wir verstehen dies
am besten, wenn wir uns dessen erinnern, was in § 9 iiber die Beziehung
der Punkte der Kummerschen Fliche auf das 16-fache Periodenparallel-
epiped des Raumes der U gesagt wurde®®). Wenn wir solche Wertsysteme
der U, die sich um doppelte Perioden unterscheiden, als gleichwertig er-
achten, so wird durch (34) einem jeden Werte von C entsprechend eine
etndeutige Transformation des Periodenparallelepipedes in sich selbst vor-
gestellt. Aber fiir die Kummersche Fliche wird dieselbe im allgemeinen
zweideutig. In der Tat, dem einzelnen Punkte der Kummerschen Fliche
entspricht ebensowohl die Stelle 4 U als die Stelle — U des Parallel-
epipeds, und wir miissen ihm also ebensowohl den Punkt U 4- (' als den
Punkt — U -+ O, oder, was dasselbe ist, den Punkt U — C, entsprechend

Flichen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt durch hyperelliptische Funktionen,
Leipzig 1885, siehe auch Grunerts Archiv, Neue Serie, Teil II) hat nun Herr Domsch
die betreffenden Polygone durch einen direkten geometrischen UbertragungsprozeB
mit SchlieBungssitzen fiir die Kummersche Fliche, bez. fiir die zugehérigen Kom-
plexe zweiten Grades, in Verbindung gebracht. Die von Herrn Domsch benutzten
Konstruktionen sind indes minder einfach, als die von mir im Texte abzuleitenden,
und scheinen dementsprechend einem weiteren Gebiete als spezielle Fille anzugehoren ;
ich begniige mich also hier, beiliufig auf dieselben verwiesen zu haben. [Vgl. hierzu
die folgende Abhandlung XIIL]

26) Ich lasse der Einfachheit halber im Texte die Ebenen (U) beiseite, wie ich
auch im folgenden immer nur entweder die Punkte oder die Ebenen bei den Kcn-
struktionen betrachte, wie es gerade am bequemsten scheint.

13*
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setzen. Diese beiden Punkte aber fallen nur dann zusammen, wenn ent-
weder C gleich einer ganzzahligen Verbindung der Perioden ist (wo wir
dann zu den 16 Kollineationen gefiilhrt werden, die die Kummersche
Fliche in sich transformieren) oder wenn U einer solchen Verbindung
gleich ist, wir also einen Doppelpunkt der Flache herausgegriffen haben.

Wir konnen das Gesagte auch so ausdriicken: Unsere Aufgabe bleibt
ungedndert, wenn wir die Konstante C im Vorzeichen umkehren. DaB
sie ebenfalls ungeéndert bleibt, wenn wir ¢ um beliebige gerade Multipla
der Perioden vermehren, braucht kaum hervorgehoben zu werden.

Was nun die konstruktive Behandlung unserer Aufgabe angeht, so
sind alle Mittel dazu in § 11, insbesondere in den Formeln (26), (27)
daselbst enthalten. Ich will hier insbesondere von den Ebenen (26) sprechen.
Nehmen wir irgendzwei derselben, z. B.

w/ _JI_ wll . w”’ . wIV

u)/ + wl’ ‘i— w’ll + wI‘V,
und bezeichnen die erste mit (U), die zweite mit (U)-4-C, so wird
C =2(w"” + wlV), eine Gleichung, die sich bei beliebig gegebenem C be-
friedigen laBt. Es kommt also nur darauf an, den Zusammenhang zwischen
den beiden in Betracht genommenen Ebenen in Form einer Konstruktions-
vorschrift auszusprechen. Ich kann dies bei der Einfachheit der Sache
ohne weitere Zwischenbetrachtungen ausfiihren. Wir verfahren folgender-

und

mafen:
Vor allen Dingen setzen wir
i V/

I rrr 11V, \/}7(}; iI}—)

c - a(f dw +fdw> (mod. 2P%)
deutig bestlmmt — sofern wir von dem nicht in Betracht kommenden
Ausnahmefalle absehen, daB €, C,=0, 0 (mod. 2P") ist. Wir denken
uns dann die Durchschmttskurve der Ebene (U) mit der Kummerschen
Fliche gezeichnet und suchen auf ihr die beiden Punkte, welche den Kom-

m . .. . . . .
plexen 1 , AT in der Art zugehdren, wie es durch die Vorzeichen der mit-

bestimmten Vf(l"'), \/f(l”) verlangt wird. Hier ist es nun, wo die
Zweideutigkeit der Konstruktion Platz greift. Wie wir immer wieder be-
tonten, kann unsere C, auf die fundamentale zweibldttrige Riemannsche
Fliche auf zwei Weisen bezogen werden. Bezeichnen wir mit p”, pI7 die
beiden Punkte unserer C,, welche bei Anwendung der einen Beziehungs-
weise resultieren, so sind mit ihnen die anderen beiden Punkte, die bez.
mit ihnen auf denselben durch den Doppelpunkt der C, laufenden geraden
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Linien liegen und die ich z", 1" resp. nennen will, gleichberechtigt. Wir

verbinden jetzt p™, p’V und ebenso 2™, !V durch eine Gerade. Wir
werden die Ebenen (U) & C bekommen, indem wir durch jede dieser Ge-
raden diejenige Ebene hindurchlegen, welche zu (U) und zu p™, pT¥, bez.
2w 7', 71V, konjugiert ist.

Wir fiigen dem Gesagten noch folgende Bemerkung hinzu. Haben wir
eine der beiden in Rede stehenden Ebenen gewshlt, z. B. diejenige, die
durch p”, p’v geht, so folgt, daB in ihr p” und p?¥ den Wurzeln

—V¢(2") und — Vf(i?") zugeordnet werden miissen, womit die Be-
zichung der in der neuen Ebene enthaltenen Durchschnittskurve vierter
Ordnung zur fundamentalen Riemannschen Flache festgelegt (sogar iiber-
bestimmt) ist. Handelt es sich also jetzt darum, aus der Ebene (U)—+ C

weitergehend eine neue Ebene (U)+C + C" zu konstruieren (wo die C
irgendwie gegeben sein sollen), so ist dies eine Aufgabe, welche nur eine
Lésung zuldBt.

§ 14.
Verschiedene Polygonkonstruktionen.

Es gibt zweierlei Weisen, um durch Wiederholung der Additions-
operation des vorigen Paragraphen geschlossene Serien von Punkten (oder
Ebenen) zu gewinnen. Entweder wir addieren zu einem anfénglichen Ele-
mente solche Konstante ¢, C’,C”, ... zu, deren Summe unmittelbar ver-
schwindet, oder aber, wir wihlen C, C’, C ”, ... derart, daBl ihre Summe
gleich einem geraden Periodenvielfachen ist. Einen besonders einfachen
Fall der ersten Art haben wir, wenn wir nach vorgingiger Addition be-
liebiger Grofen C, C’, ... hinterher dieselben GréBen C, C’, ... wieder sub-
trahieren. Wenn wir dabei die Reihenfolge der Summanden und Subtra-
henden noch beliebig permutieren, so bekommen wir Aggregate von Punkten
oder Ebenen, deren Beziehung zu den frither betrachteten Konfigurationen auf
der Hand liegt. Einen besonders einfachen Fall der zweiten Art bekommen

wir, wenn wir C,C’, ... einander gleich nehmen. Wir betrachten also etwa
die Serie der Punkte
L.U=20,U—-0,U0,U4¢C, U+2C,...
Ist
(35) 09 9Pl +a P +aPP+a PV

n ’

(wo a,, a,, a;, a, vier ganze Zahlen vorstellen sollen, die mit der gleich-

falls ganzen Zahl n keinen Faktor gemein haben), so wird unsere Punkt-
rethe mit n Punkten abgeschlossen sein, und zwar unabhdngig von der
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Wahl des Ausgangspunktes®™); ist C nicht in solcher Form darstellbar,
so kann sich die Punktreihe niemals schlieffen. Ich will n insbesondere
(um Einzeldiskussionen zu entgehen, die hier zuniichst kein Interesse
haben) als ungerade Primzahl voraussetzen. Dann sind in der Formel (35)
[#* — 1] wesentlich verschiedene Werte von C enthalten. Indem ¢ und
— C 1mmer gleichzeitig bei der Konstruktion der einzelnen Punktreihe in

—1 . .
3 verschiedene Serien. Aber

jedesmal nT—l derselben enthalten dieselben Punkte. Denn ich werde,

Betracht kommen, erhalten wir im ganzen ™

von U ausgehend, in allerdings verénderter Reihenfolge jeweils dieselben
Elemente erhalten, wenn ich statt des anfinglich gewédhlten C' das Dop-
pelte, 2C, oder das Dreifache, 3C, usw. in Anwendung bringe. Die An-
zahl der verschiedenen hier resultierenden Punktaggregate ist also (n* — 1):
(n—1)=mn*+n?+n-+1, gleich der Zahl der unterschiedenen Trans-
formationen n-ter Ordnung. Es scheint vom geometrischen Standpunkte
aus interessant, die simtlichen n* — 1 Punkte, welche durch

a, P4 %P@) + aaP(:” + a41>(4)

n

U+2

gegeben sind, mit dem Punkte U zu einer Figur zu vereinigen. —

§ 15.

Uber eindeutige Transformationen der Kummerschen Fliche
in sich selbst.

Ich wiinsche hier noch eine letzte Frage zu beriihren. Wir kennen
von frither her 32 eindeutige Transformationen der Kummerschen Fliche
in sich selbst: die oft genannten 16 Kollineationen und 16 Reziprozitaten.
Erstere erhilt man, wenn man (um nur von den Punkten der Kummer-

4
schen Fliche zu reden) U’ = U —f—Zaum setzt, wo die ¢™ nach Be-
1

lieben 0 oder 1 bedeuten, letztere, indem man U = #’— #” nimmt und

4
dann U' = w4+ u” + E ¢ P gein 1a8t. Hieriiber hinaus erkennt man
1

auf geometrischem Wege die Existenz noch weiterer 32 eindeutiger Trans-
formationen. Dieselben setzen solche zwei Punkte der Kummerschen
Flache einander entsprechend, die entweder ihre Verbindungslinie durch
einen der 16 Doppelpunkte der Fliche schicken oder deren Tangential-

2% Sollte sich unter den Punkten unserer Reihe ein Doppelpunkt der Kummer-
schen Fliche befinden, so muB unsere Behauptung in leicht erkennbarer Weise modi-
fiziert werden.
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ebenen sich in einer geraden Linie kreuzen, die einer der 16 Doppelebenen
angehort. Die 32 neuen Transformationen erwachsen offenbar, indem man
auf eine derselben die 32 Transformationen der ersten Art (die Kolline-
ationen und Reziprozitdten) anwendet. Es wird also geniigen, wenn wir
nur eine der neuen Transformationen analytisch darstellen. Dies aber wird
durch Formel (30) geleistet. Dieselbe besagt, daB die Parameter solcher
zwei Punkte, deren Verbindungslinie durch den Anfangspunkt der Kummer-
schen Flache geht, sich in der Form

2(w +w”) und 2(w'—w")
darstellen, unter w’, w"” einfache Integrale verstanden. Um also zu einem
Punkte U den in der betreffenden Transformation entsprechenden U’ zu
finden, hat man einfach U = 2(w’ -+ w") zu setzen und dann U’ = 2(w’ — w")
zu nehmen. Es ist die Frage, ob mit den 64 eindeutigen Transformationen,

welche wir sonach kennen, die simtlichen eindeutigen Transformationen
der Kummerschen Fldche in sich selbst erschopft sind.

Leipzig, den 28. September 1885.



XIII. Zur geometrischen Deutung des Abelschen
Theorems der hyperelliptischen Integrale.
[Math. Annalen, Bd. 28 (1886).]

In der im vorigen Annalenbande abgedruckten Arbeit ber Konfigura-
tionen, welche der Kummerschen Fldche zugleich eingeschrieben und wm-
geschrieben sind [vgl. die vorstehende Abhandlung XIIJ, entwickele ich
im Anschlusse an die Untersuchungen von Herrn Rohn u. a. einen Satz,
demzufolge eine gerade Linie mit den elliptischen Koordinaten ,, 4,, 43, 4,
sich entweder um einen festen Punkt der zugrunde liegenden Kummerschen
Fliche dreht oder in einer festen Tangentialebene derselben fortschreitet,
sofern bei irgendwie fixierten Vorzeichen die Differentialgleichungen des
Abelschen Theorems erfiillt sind:

4
Ty - dig
) SR,
o1 Vo (k)
wo # = 0, 1 zu nehmen ist und ¢ (1) das Produkt bezeichnet:

6
v(4)= [[ (1~ k).

i=1
Ich berithre ferner (S. 138 daselbst, FuBnote) eine andere Deutung des-
selben Theorems, die sich fiir Differentiale von analogem Aufbau in der
Dissertation des Herrn Domsch findet?) und auf deren Inhalt ich weiter
unten noch genauer eingehen werde. Die folgenden Entwicklungen, die
ich bei Gelegenheit zusammenstellte, haben den Zweck, die allgemeinen
auf konfokale Mannigfaltigkeiten zweiten Grades eines beliebig ausgedehnten
Raumes beziiglichen Sitze aufzuweisen, unter welche sich die gesamten
Theoreme subsumieren. Hierdurch wird, wie ich hoffe, nicht nur iiber die
zuniichst in Betracht kommenden liniengeometrischen Theoreme und eine
groBe Zahl dhnlicher Beziehungen neue Klarheit verbreitet, sondern insbe-
sondere auch unsere allgemeine Kenntnis der konfokalen Mannigfaltigkeiten
zweiten Grades durch Aufweisung einer merkwiirdigen Gruppierung gewisser
in ihnen enthaltener linearer Riume wesentlich vervollstindigt. Letzteres

1) 1885, vgl. Grunerts Archiv, Neue Serie. Teil I
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aber erscheint um so wertvoller, als die Gruppierung der auf quadratischen
Mannigfaltigkeiten enthaltenen linearen Raume immer noch wenig unter-
sucht ist, wahrend sie doch in verschiedenem Betracht von durchschlagender
Wichtigkeit sein mufl; man vergleiche die SchluBbemerkungen der [im
28. Bande der Math. Annalen] vorangehenden Arbeit: Uber die Auflosung
der allgemeinen Qleichungen sechsten und siebenten Grades.?) — Um die
Darstellung nicht zu abstrakt zu gestalten, erdrtere ich die zur Verwendung
kommenden SchluBweisen zundchst ausfiithrlich fiir den dreidimensionalen
Punktraum, iibertrage dieselben dann in groflen Ziigen auf den Raum von
beliebig vielen Dimensionen und steige schlieBlich zum Falle der Linien-
geometrie wieder herab. Mein Grundsatz ist dabei, im Gegensatze zu
sonstigen diese Fragen betreflenden Arbeiten méglichst wenig zu rechnen,
weshalb ich denn auch in § 1 und anderwérts auf den Beweis sonst be-
kannter Theoreme aufs neue eingehe.

§ 1.
Die konfokalen F'® des I2; und der auf sie heziigliche Fundamentalsatz.

Indem ich von der Beriicksichtigung irgendwelcher metrischer Be-
ziehungen oder Realititsdiskussionen im folgenden durchweg absehe, definiere
ich hier, was fortan eine Schar konfokaler Flichen zweiten Grades des dreifach

ausgedehnten Punktraums genannt werden soll, durch folgende Gleichung:
4

7 x?
(2) =ik =0,
in der die k, irgendwie gegebene voneinander verschiedene GroBen, die x; aber
beliebige Tetraederkoordinaten bedeuten sollen. Als elliptische Koordinaten
des Punktes x bezeichne ich die Wurzeln 4,, 4,, 4, (allgemein 4,), welche (2)

bei festgehaltenen z; fiir 2 als Unbekannte ergibt. Schreiben wir dann:
4

(3) p()= I (3~k)(i—a) (i-1)
i=1
und verlangen das Bestehen der Abelschen Differentialgleichungen:
3
+A.-di
4: *_a_;::(i:(), 'VZO,] B
®) ,12:: Vo () ( )

so bewegt sich der Raumpunkt 1, einem Satze zufolge, der wohl zuerst
von Liouville aufgestellt wurde®) und der hier als Fundamentalsatz be-

%) [Vgl. Bd. II dieser Ausgabe.]

3) Journal des Mathémafiques, sér. I, Bd. 12 (1847). Wegen weiterer hier an-
kniipfender Entwicklungen und insbesondere der einschlégigen Literatur vgl. Staude
in Bd. 22 der Math. Ann. (Geometrische Deutung des Additionstheorems der hyperellip-
tischen Integrale usw., 1883).
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zeichnet werden soll, auf einer geraden Linie, welche die Fldichen i = a und
A =0 beriihrt. Aus dem in der Einleitung bemerkten Grunde und mit Riick-
sicht auf die Verallgemeinerungen, die ich fiir hohere Fille beabsichtige, gebe
ich hier zunichst einen neuen, méglichst einfachen Beweis dieses Satzes.

Mein Beweis ruht darauf, das algebraische Gebilde, welches von der
Gesamtheit der Schnittpunkie einer beliebigen Rauwmgeraden mit den
Fldchen (2) gebildet wird, in doppelter Weise qufzufassen. Erstlich nehme
ich, wie es am nichsten liegt, je diejenigen drei (durch die Werte 4,, 4,, 4,
des zugehdrigen 1 unterschiedenen) Schnittpunkte zusammen, welche in den
nédmlichen Punkt der Raumgeraden fallen. Das algebraische Gebilde stellt
sich dann als dreifache Uberdeckung unserer Raumgeraden dar, wobei die drei
Uberdeckungen an denjenigen Stellen Verzweigungspunkte haben, an denen
die Raumgerade der developpablen Fliche begegnet, welche den Flachen (2)
gemeinsam umgeschrieben ist. Als Zahl dieser Stellen ergibt sich auf Grund
bekannter Abzahlungen acht, woraus sich das Geschlecht des algebraischen
Gebildes als zwei berechnet. Wir schlieBen sofort, daB es zwei zugehorige
iiberall endliche Differentiale gibt, die wir du™, du® nennen wollen. Indem
wir noch durch einen unteren Index 1, 2 oder 3 unterscheiden, ob wir uns in
der ersten oder der zweiten oder dritten Uberdeckung der Raumgeraden be-
finden (ob wir uns also die in den Differentialen vorkommende algebraische Funk-
tion des Ortes, 4, gleich 1, oder gleich 4, oder 1, gesetzt denken wollen) haben
wir in bekannter Weise bei beliebigem Fortschreiten auf der Raumgeraden:

(5) du? 4- du’ - du® =0, du® +du® +du® =0.

Wir wenden uns jetzt zur zweiten Auffassung unseres algebraischen Ge-
bildes. Dieselbe ruht darauf, daB wir immer diejenigen zwei Stellen des-
selben zusammengenommen denken, welche derselben Fliche 4 der Schar (2)
angehdren. Wir erhalten so eine zweifache Uberdeckung des Gebietes der
Variablen A, wobei, damit das Geschlecht 2 herauskomme, sechs Ver-
zweigungsstellen auftreten miissen, solchen Flichen zweiten Grades der
Schar (2) entsprechend, die unsere Raumgerade in zusammenfallenden
Punkten treffen. Vier dieser letzteren Flichen sind a priori bekannt: es
sind die doppeltzéhlenden Ebenen des Koordinatentetraeders der x;, welche
unter der Schar (2) fiir 1=k, k,, k;, k, enthalten sind; die anderen
beiden (die beliebig liegen kdonnen) nennen wir, um den AnschluB an die
Formeln (3) und (4) zu erzielen, A =a und 1 =5. Ich will auch die Be-
zeichnung ¢ (1) der Formel (3) wieder aufnehmen. Dann ist vermoge
unserer neuen Auffassungsweise ersichtlich, daB die beiden soeben einge-
fiihrten Differentiale du™, du® in folgende Form gesetzt werden kénnen:

\ +di = Ad
(6) du®? — ¢ du® = =22

Vo (4) Ve (1)
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Dies aber in (5) eingetragen ergibt die Formeln (4), womit der gewiinschte Be-
weis der letzteren erbracht ist. In der Tat ist ja die ,,beliebige‘* Raumgerade,
mit der wir unseren Beweis begannen, im Verlaufe des Beweises von selbst
in eine solche iibergegangen, welche die Flichen A = g und 1 = b beriihrt.
Ubrigens ist leicht zu sehen, daB wir unseren Fundamentalsatz noch
ein wenig strenger formulieren konnen. Man beachte, daf von einem be-
liebigen Raumpunkte aus an zwei gegebene Flichen zweiten Grades vier
gemeinsame Tangenten maoglich sind, wéhrend die Differentialgleichungen (4)
vermége der in ihnen unbestimmt bleibenden Vorzeichen gerade auch vier
Fortschreitungsrichtungen vom Punkte 1 aus bestimmen. Wir wuBten bis-
her nur, daf unsere Differentialgleichungen tatséchlich erfiillt sind, wenn
wir auf einer der genannten gemeinsamen Tangenten fortschreiten; wir
sehen jetzt, dafl sie auch auf keine andere Weise erfiillt werden kénnen.
Die gemeinsamen Tangenten der Flichen A =a und A =0 sind also als
Integralkurven der Differentialgleichungen (4) charakterisiert. In diesem
verschirften Sinne soll fortan unser Fundamentalsatz aufgefaBt sein.

§ 2.

Die erste Ausdehnung des Fundamentalsatzes.

Statt der Gleichungen (3), (4) betrachte ich jetzt einen Augenblick
die folgenden:

4 2
+di
7 H=[[G—k), s
(7) v (4) g( ) % Vol

wo in ¢, (1) die beiden in dem friiheren ¢ (1) enthaltenen Faktoren (1 — a)
und (1 —b), die ich fortan als willkirliche Faktoren bezeichne, weg-
geblieben sind und dafiir nur eine Differentialgleichung geschrieben ist, bei
der sich das Summenzeichen auf die beiden Indizes 1 und 2 beschrinkt,
so daBl 1, als konstant zu gelten hat. Welches ist die geometrische Deu-
tung dieses Gleichungssystems? Da wir 1, = Const. gesetzt haben, so
liefert die Integration von (7) jedenfalls solche Kurven, die ganz auf einer,
iibrigens beliebigen F'® unserer Schar verlaufen. Man erkennt jetzt leicht,
daf3 es sich einfach nur wm die geradlinigen Erzeugenden der F® handelt?).
Der Beweis 1aft sich genau so gliedern, wie beim Satze des vorigen Para-
graphen. Wir haben unsere Aufmerksamkeit wieder einem einfach ausge-
dehnten algebraischen Gebilde zuzuwenden, nimlich demjenigen, das von

4) Dieser Satz ist keineswegs neu; man findet ihn bespielsweise in Herrn Dar-
boux’ Buche: Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques (Paris
1873), auf welches ich hier um so lieber verweisen will, als es mannigfache Beziehungs-
punkte auch zu den folgenden Paragraphen des Textes darbietet.
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den Schnittpunkten einer geradiinigen Erzeugenden unserer festen F® mit
den iibrigen F® der konfokalen Schar gebildet wird. Dieses Gebilde kann
einmal so aufgefat werden, daB es die gewihlte Erzeugende mehrfach (und
zwar doppelt) iiberdeckt, andererseits wieder so, daf jeder Fliche 1 zwei
seiner Elemente zugeordnet werden, wobei sich Verzweigungsstellen bei
A=k, k,k,, k, einstellen. Der Vergleich beider Auffassungsweisen ergibt
sofort, daf3 die Differentialgleichung (7) beim Fortschreiten auf einer gerad-
linigen Erzeugenden der festen F® tatsichlich erfiillt ist. Nun bietet (7)
aber ebenso viele Vorzeichenkombinationen dar, als die Zahl der Erzeugenden
betriagt, die auf i, = Const. durch einen beliebigen Punkt laufen. Die in
Rede stehenden Erzeugenden sind also wieder auch die einzigen Kurven,
die der vorgeschriebenen Differentialbeziehung geniigen.

Diese Betrachtung und Interpretation der Gleichungen (7) sollen hier
nur vorliufige Bedeutung haben. Was wir eigentlich anstreben, ist die
geometrische Interpretation der folgenden Gleichung:

3
(8) = T
a=1 Vo1 (Za)

in der ¢, (1) dieselbe Bedeutung hat, wie in (7), die Summation iiber «
aber von 1 bis 3 erstreckt ist, also sdmtliche 1 als beweglich gelten. Offenbar
handelt es sich jetzt darum, daB der Punkt A, 4,, 4, auf gewissen Fldchen
fortschreitet, die den Raum so erfiillen, daB durch jeden Punkt vier der-
selben laufen. Aus dem Umstande, daB wir es in (8) mit der Differential-
gleichung des Additionstheorems des elliptischen Integrals erster Gattung
zu tun haben, werden wir sofort schlieBen, daB es sich um algebraische
Flachen handelt. Aber welches ist die ndhere Definition dieser Flichen?
Ich sage, dafl wir Ebenen finden, und zwar keine anderen Ebenen, als die
gemeinsamen Tangentialebenen der F® unserer konfokalen Schar.

Der néichstliegende Beweis dieses Satzes beruht auf einer direkten Ver-
allgemeinerung der Betrachtungen des vorigen Paragraphen. Da es bekannt
ist, daB es gemeinsame Tangentialebenen unserer F® gibt und daB diese
Ebenen eine Devoloppable vierter Klasse umhiillen, so geniigt es, zu veri-
fizieren, daB die Differentialgleichung (8) erfiilit ist, wenn wir in einer
solchen Ebene, die wir als gegeben betrachten, fortschreiten. Dies aber
gelingt sofort, wenn wir beachten, dal die Paare geradliniger Erzeugender,
in denen eine solche Ebene von unseren konfokalen F® geschnitten wird,
innerhalb der Ebene eine Kurve dritter Klasse vom Geschlechte Eins um-
hiillen, zu der ein bestimmtes iiberall endliches Integral gehoért, das wir
nennen, — daf} fiir je drei in einem Punkte der Ebene zusammenlaufende
Tangenten der Kurve dem Abelschen Theoreme zufolge

u, + u, + u; = Const.
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ist, — daB endlich du vermége der Beziehung der Kurve auf das Gebiet
der Variablen 1 in die Form gesetzt werden kann:
di
dy = == .
Vou (1)

Der Unterschied dieser Betrachtung von der friiheren ist ersichtlich nur
der, dall jetzt eine ebene Kurve zugrunde gelegt wird, wo wir damals eine
mehrfach iiberdeckte Gerade vor uns hatten.

Der hiermit angedeutete Beweis ist an sich so einfach wie méglich.
Er setzt aber voraus, daB wir iiber die Existenz und Haupteigenschaften
der gemeinsamen Tangentialebenen unserer F® bereits unterrichtet sind,
und eignet sich daher nicht fiir die weiterhin beabsichtigten Verallgemeine-
rungen, bei denen uns solche Vorkenntnisse nicht zu Gebote stehen. Ich
entwickle daher hier eine andere Beweismethode, bei welcher die Existenz
der gemeinsamen Tangentialebenen unserer F'® selbst erst aus (8) er-
schlossen wird.

Die neue Methode, welche ich darzulegen habe, geht davon aus, Glei-
chung (8) mit Gleichung (7) zu vergleichen und die fiir (7) gefundene
Interpretation als bekannt vorauszusetzen. Gleichung (7) geht aus Glei-
chung (8) hervor, indem wir A, konstant nehmen. Wir schlieBen, daB die
durch (8) definierten Flichen die Eigenschaft haben, jede Fliche 4, — Const.,
d. h. schlechthin jede F® unserer konfokalen Schar, nach Kurven schneiden,
welche (7) befriedigen, d. h. nach geradlinigen Erzeugenden zu schneiden.
Unsere Fléche ist also jedenfalls vollstindig durch gerade Linien iiberdeckt.
Nun gehen aber durch jeden Raumpunkt drei F® der konfokalen Schar.
Unsere Fldche ist also sogar dreifach durch gerade Linien iiberdeckt.
Dann aber muB sie aus evidenten Griinden eine Ebene sein. Denn eine
krumme Fliche kann nie mehr als zwei Scharen geradliniger Erzeugender
aufweisen (Hyperboloid). Wir finden also Ebenen, und zwar Ebenen,
welche samiliche F® unserer Schar nach geraden Linien schneiden, d. h.
gemeinsame Tangentialebenen der F unserer Schar, w.z. b. w.

Wir miissen noch ausfiihren, daB mit den so definierten Ebenen samt-
liche gemeinsame Tangentialebenen unserer F'® erschopft sind. Dies ge-
lingt folgendermaBen. Wir betrachten irgendzwei durch einen Punkt laufende
F® unserer Schar und die zweimal zwei Erzeugenden, welchen auf diesen
F® durch den Punkt hindurchgefien. Soll eine gemeinsame Tangential-
ebene simtlicher konfokaler F® durch den Punkt hindurch méglich sein,
so muB dieselbe jede der beiden vorgenannten F® nach einer durch den
Punkt hindurchlaufenden Erzeugenden schneiden, sie muB also eine der
beiden durch den Punkt hindurchgehenden Erzeugenden der einen Fliche
mit einer der beiden entsprechenden Erzeugenden der anderen Fliche ver-
binden. Die Zahl der durch den Punkt hindurchlaufenden gemeinsamen
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Tangentialebenen unserer F'® kann also nicht groBer als vier sein, und
da vier gerade auch die Zahl der bei (8) méoglichen Vorzeichenkombinationen
ist, so ist die geforderte Ergéinzung unseres Gedankenganges erbracht:

Durch jeden Raumpunkt hindurch gehen der Differentialgleichung (8)
entsprechend vier Ebenen, welche geometrisch als gemeinsame Tangential-
ebenen der F® der konfokalen Schar charakterisiert sind.

Es ist sehr merkwiirdig, daB die Ergénzung, welche wir unserem
zweiten Beweisgange hinzufiigten, zu derjenigen, welche beim ersten Be-
weisgange notig war, gewissermafen komplementir ist. In der Tat handelte
es sich jetzt darum, daB geometrisch nicht mehr Ebenen einer gewissen
Definition geliefert werden, als es Ebenen gibt, die der Differentialglei-
chung (8) geniigen, wahrend wir frither zu zeigen hatten, dall unsere
Differentialgleichungen nicht etwa noch andere Integralmannigfaltigkeiten
zulassen als diejenigen, deren geometrische Natur wir bereits erkannten.

§ 3.
Die zweite Ausdehnung des Fundamentalsatzes.

Die zweite Ausdehnung, die ich dem Fundamentalsatze zu geben beab-
sichtige, bezieht sich auf folgendes: es soll sich darum handeln, anzugeben,
wie sich die Bedeutung der Gleichungen (4) oder (8) modifiziert, wenn
wir in ¢ (1) oder ¢, (4) statt eines oder mehrerer Faktoren (1 — k;) will-
kiirliche Faktoren (4 — ¢), (A — d) usw. einfiihren.

Um die so gestellte Frage in einfachster Weise zu beantworten, be-
diene ich mich emner geometrischen Transformation. Ich setze:

Dann geht Gleichung (2) der konfokalen Fliachen zweiten Grades in fol-
gende iiber:

4

v &

(10) i:17_j“,;i~—0,

d. h. die Schar der Flichen in die Schar der einfach unendlich vielen Osku-
lationsebenen einer Raumkurve dritter Ordnung. Fiir Gleichung (4) aber,

die wir in unverinderter Form hersetzen:

(11) Zi&f;‘%?&u,o, (w:(),l; qa(l):]](l—ki)(/l—a)(/l—b)),

a=1 \'F¢ (Z) i=1
ergibt sich nach leichter Uberlegung®), dal sie diejenigen Kegelschnitte

%) Namlich entweder vermoge unserer Transformation aus dem Fundamental-
satze des § 1, oder auch durch Wiederholung des damaligen Beweisverfahrens an dem
von den Schnittpunkten des Kegelschnitts und der Oskulationsebenen (10) erzeugten
algebraischen Gebildes.
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des Raumes der & definiert, welche die Ebenen (10), die folgenden Para-
meterwerten entsprechen:
A=k, k,, ks, k,,a,b,

berithren. Gleichung (8) hingegen, die ich ebenfalls noch einmal herschreibe:

(12) St o (- [T k).

am1 V&1 (de) =1
bedeutet jetzt diejenigen Steinerschen Fldchen, welche zur Raumkurve
dritter Ordnung (10) in der Beziehung stehen, daB sie eine beliebige Osku-
lationsebene derselben in zwei Kegelschnitten schneiden, die vier Oskulations-
ebenen aber, deren Parameter i bez. gleich k , k,, k,, k, sind, nach Er-
streckung ganzer Kegelschnitte beriihren.

Der Gewinn, den wir hiernach durch die Substitution (9) erzielt haben,
liegt darin, daB die Unterscheidung der Faktoren (i — k;) und der will-
kiirlichen Faktoren (1 — a) usw. fiir die geometrische Deutung gegenstandslos
geworden ist. Fiihren wir statt etwelcher Faktoren (1 — k;) neue willkiir-
liche Faktoren (4 — c) usw. ein, so ist der Erfolg augenscheinlich der, daf
in den gerade ausgesprochenen Satzen an Stelle der Ebenen 1= k; usw.
die Ebenen 1 = ¢ usw. zu nennen sind, wihrend die Form der Sitze selbst
vollig ungedndert bleibt. Dies legen wir jetzt zugrunde und kehren ver-
moge der Transformation (9) von den & zu den z; zuriick. Die urspriing-
liche Frage nach der Bedeutung der modifizierten Differentialgleichungen
im Raume der x; ist dann in folgende rein algebraische verwandelt: I'm
Raume der &; ist ein Kegelschnitt gegeben (der selbstverstindlich mit der
Raumkurve dritter Ordnung (10) sechs Oskulationsebenen gemein hat) oder
auch eine Steinersche Fldche, welche zur Raumkuwrve dritter Ordnung
in der oben bezeichneten Beziehung steht (die der Raumkurve eingeschrieben
ist, wie man kurz sagen konnte): ee soll entschieden werden, welche
Bilder Kegelschnitt und Steinersche Fldiche im Raume der z; haben.

Ich will das Resultat, welches sich unmittelbar darbietet, hier nur
fiir den Fall aussprechen, daB sémtliche Faktoren (1 — k;) durch willkiir-
liche Faktoren ersetzt worden sind. Dabei benenne ich eine Fliche oder
eine Kurve oder auch Punktsystem als symmetrisch, wenn die zugehorige
algebraische Definition bei irgendwelchen Vorzeicheninderungen der z; un-
geindert bleibt. Wir haben dann folgende Sitze:

I Ses

P()=(1—a)(2=b)(A—c)(A—d)(A—e) (A—1),
dann werden die Differentialgleichungen :

3
AT d iy

(18) Y=l By, (r=0,1)
a=1 \/‘p(la)
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durch symmetrische Kurven achier Ordnung integriert, welche die Fldichen
i—a,b,c,d,e,f je achtmal in beziehungsweise symmetrisch gelegenen
Punkten beriihren.
II. Ses
g, (4) = (A —c)(2—d)(A—e) (2 /).
Die Integralflichen der Differentialgleichung:
bo+da,

(14) =0,

a=1 \/(771(111)
sind dann symmetrische Fldchen achter Ordnung, welche jede F® der
konfokalen Schar in einem Paare symmetrischer Kurven achter Ordnung
durchsetzen, die Flichen A —c,d e, aber nach Erstreckung je einer
solchen Kurve beriihren.

Wie nun entstehen aus diesen Kurven und Flichen die speziellen, die
wir in § 1 und 2 fanden? Die Sache ist selbstverstandlich elementar, und
so mag es geniigen, hier nur das Resultat der betr. Uberlegung mitzuteilen.
Solange in ¢ (1) oder ¢, (4) der Faktor 4 — k; noch nicht vorhanden ist,
wird die Koordinatenebene x,= 0 von der symmetrischen Kurve oder
Fliche achter Ordnung gewissermaflen senkrecht geschnitten, d. h. so ge-
schnitten, daB die Tangente der Kurve bez. die Tangentialebene der Fliche
durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt des Koordinatentetraeders hin-
durchliuft. Dies kann nicht véllig aufhéren zu gelten, wenn auch einer
der Faktoren von ¢(4) oder ¢, (4) in (1 —k;) iibergeht, wihrend dann
doch gleichzeitig die Kurve oder Fliche achter Ordnung die Ebene x; = 0
beriihren soll. Die Folge ist, daB die acht Schnittpunkte der Kurve mit
der Ebene in wier Doppelpunkte zusammenriicken und die Schnittkurve
achter Ordnung der Fliche mit der Ebene in eine Doppelkurve wvierter
Ordnung iibergeht (wihrend Kurve wie Fliche nach wie vor symmetrisch
bleiben). Man denke sich dies jetzt bei simtlichen vier Koordinatenebenen
gleichzeitig eintretend. Dann ist die Folge, wie man sofort sieht, daB die
Kurve oder Fliche in ein symmetrisches Aggregat von acht linearen Be-
standteilen zerfdllt, also die Kurve in acht Gerade, die Flache in acht
Ebenen, die aus einer Geraden bez. Ebene durch die Vorzeichenwechsel
der z, hervorgehen. Und nun ist die Beziehung zu den Satzen der § 1 und 2
ohne weiteres ersichtlich: wir haben damals je nur von einer dieser acht
geraden Linien oder Ebenen gesprochen, insofern wir keinen Anlaf hatten,
auch noch die anderen Linien usw. zu betrachten, die aus der ersten Geraden
durch die Vorzeichenwechsel der z; entstehen. Dem entspricht auch, daB wir
statt der achtmaligen Beriihrung der Kurve achter Ordnung mit gewissen
Flichen zweiten Grades in § 1 nur eine je einmalige Beriihrung der in Betracht
kommenden geraden Linie und der Flichen 1 = @ und 1 = b fanden, usw. —
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Ich habe hier gleich die beiden &uBersten Fille einander gegeniiber-
gestellt, daf namlich an den Produkten ¢ (1), ¢, (1) entweder keiner der
Faktoren 1 — k; oder alle dieser Faktoren beteiligt sind. Es hat keinen
Zweck, die verschiedenen moglichen Zwischenféille hier einzeln aufzuzéhlen.
Ich will hier nur den Fall hervorheben, daB in ¢(4) drei der Faktoren
(A—k;) und also noch drei willkiirliche Faktoren enthalten sind. Die
Integralkurven des allgemeinen Falles zerfallen dann in Kegelschnitte,
welche nur auf der einen der vier Koordinatenebenen senkrecht stehen (in
dem eben erwdhnten Sinne) wihrend sie gleichzeitig drei F® der konfo-
kalen Schar je zweimal beriihren®).

§ 4.
Ubergang zu Riumen von (n — 1) Dimensionen.

Indem wir jetzt statt des gewdhnlichen Punktraums einen Raum von
(n — 1) Dimensionen, R,_,, einfiihren, versuchen wir die Entwickelungen
der § 1 und 2 auf diesen allgemeineren Fall zu iibertragen. Eine gleiche
Ubertragung ist natiirlich ebensowohl bei den Betrachtungen des § 3 statt-
haft; wir unterlassen sie aber, da sie keinerlei besondere Schwierigkeit
darbietet und eine bloBe Hiufung in ihrer Allgemeinheit doch unanschau-
licher Theoreme nicht unser Zweck sein kann. Auf den Inhalt des § 3
kommen wir vielmehr erst zuriick, wenn wir spater die fiir beliebiges n
erhaltenen Resultate am Falle der Liniengeometrie, der n = 6 entspricht,
wieder spezialisieren.

Als Ausgangsgleichung fiir unsere neue Betrachtung werden wir, der
Gleichung (2) entsprechend, die folgende hinstellen:

n 2

ik
(15) 2 =0

t=1
vermoge deren jedem Raumpunkte z im Ganzen (n — 1) elliptische Koor-
di .
maten AyyAgy ooy An—y (2llgemein 1,)

zugeordnet werden. Wir wollen dabei sagen, daB jede einzelne Gleichung (15)
eine quadratische Mannigfaltigkeit von (n — 2) Dimensionen, M, &) 4, be-
stimmt. Den Buchstaben M mit #hnlicher Stellung zweier Indizes ver-
wenden wir spiter allgemein zur Bezeichnung irgendwelcher algebraischer
Mannigfaltigkeiten nach Ordnung und Dimension. Insbesondere lineare
in R,_, einbegriffene Mannigfaltigkeiten bezeichnen wir kurzweg mit dem

6) Man sehe diesen Satz bei Darboux, L c.
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. 1. 14
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Buchstaben R, wobei wir die Dimensionen wieder durch einen rechts
unten beigefiigten Index markieren (z. B. R,)7).

Wenn wir jetzt zundchst das Analogon zum Fundamentalsatze des
§ 1 aufstellen wollen®), so werden wir vor allem dem Produkte der n
jetzt a priori gegebenen Faktoren

n

]](l* kz)

i=1
noch (n — 2) willkiirlichen Faktoren zufiigen, die
(l - ax)

heiflen sollen (x=1,2,...,(n — 2)), so daB ein Ausdruck ¢ (1) entsteht,
der folgendermaBen lautet:

(16) w(ﬂ»):g(z—ki)-]:@hax).

Wir konstruieren dann die Differentialgleichungen:
n—

1

SR
17 ——— =0, y=0,1,...,(n—3),
(17) a%'{ Vo (%) ( )

und finden durch genau dasselbe SchluBverfahren, das wir in § 1 anwandten,
den folgenden ersten Satz:

I. Die Gleichungen (17) werden durch diejenigen oo™ * R, integriert,
welche die (n — 2) beliebig vorgegebenen M, _,:

l:al,l:a__,,...,l:an_g

beriihren, und wvon denmen durch jeden Raumpunkt 2"° hindurchgehen.

Diese Zahl 2" ® ist zunichst durch die Zahl der in (17) mbglichen
Vorzeichenkombinationen gegeben; wir bestimmen sie algebraisch, indem
wir die (n — 2) Kegel zweiter Ordnung, die sich vom beliebig gewshlten
Raumpunkte aus an die (n — 2) M2 _, legen lassen, zum gemeinsamen
Schnitt bringen. Dal beidemal dieselbe Zahl resultiert, ist in der Form,
die wir dem Satz I erteilt haben, bereits ausgesprochen.

Wir fahren nun fort, wie in § 2 zu Anfang, indem wir von den
in ¢ (4) auftretenden willkiirlichen Faktoren zwei weglassen, also etwa
schreiben:

(19) n(@) = I G— k) ] (4~ )

") Dies ist dieselbe Bezeichnungsweise, deren ich mich in der auf S. 201 zitierten
Abhandlung bediene.

%) Die Ausdehnung des Fundamentalsatzes auf beliebig viele Dimensionen findet
sich schon in einer Arbeit von Schlafli, die von 1849 datiert ist und 1852 in Crelles
Journal, Bd. 43 versffentlicht wurde.
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und nun nur (n — 3) Differentialgleichungen bilden, bei denen wir eines
der 1, also etwa 1, _,, als konstant voraussetzen:

n—2
+ 20 -dA
19 —2 =0, r=0,1,...,(n—4).
( ) a=1 \/9’71(1{1) ( )
Wir finden:
I1. Durch jeden Punkt der einzelnen M _s):

2, -, = Const.

n

laufen den Gleichungen (19) entsprechend 2™~ in der M-, enthaltene R, ,
welche geometrisch dadurch charakterisiert sind, daf3 sie die (n — 4) be-
liebig wvorgegebenen M —s:

i=a,l=a, ..,l—a

beriihren. "
Die Gesamtzahl der so auf der einzelnen M((Z)_g) (bei festgehaltenen
@y, Gy, - - -, 0,,) bestimmten R, betrigt co" . Was die Zahl 2"~ an-

geht, so erhalten wir dieselbe algebraisch, indem wir die ausgezeichnete M, ((,f)_ 2)
(deren Gleichung 4,_, = Const. ist) mit ihrer Tangentialebene in dem
gerade ausgewahlten Punkte und iibrigens den (n — 4) Kegeln zweiter
Ordnung schneiden, die sich vom genannten Punkte aus an die Mannig-
faltigkeiten 1 =a,, a,, ..., a,_, legen lassen.

Jetzt ist deutlich, daB wir den Schritt, der von (16) und (17) zu (18)
und (19) fiihrt, und der darin besteht, dall wir zwei der willkiirlichen
in @ (1) enthaltenen Faktoren wegwerfen und dafiic die Zahlenreihen,
welche die Indizes ¢ und » in den Differentialgleichungen durchlaufen, je
um eine Einheit kiirzen, — fiir groBere » mehrere Mal wiederholen kdonnen.
Ich will annehmen, daB dieser Schritt bereits ¢-mal ausgefiihrt sei, wo

o< ["_2} sein wird. An Stelle des in (16) eingefithrten ¢ (1) erhalten

2
wir dann: N n e
(20) v (W)= [[ (= &) [[(2—a.),
=1 x=1

an Stelle der Differentialgleichungen (17) aber die (n — 2 — ¢) Differen-
tialgleichungen:

n—1—p

~y  ti,-di
(21) N e g, v=0,1,...,(n—3—0).
a=1 \/‘P@(la)
Der zugehorige Satz aber, der die Sitze I und II als spezielle Félle unter
sich begreift, wird folgendermafen lauten:

III. Auf der Mfti,_l, welche irgend ¢ Mannigfaltigkeiten unseres
konfokalen Systems:

(213) in_lzol,ln»gzoe,...,ln_gzoe
14*
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gemeinsam ist, verlaufen den Differentialgleichungen (21) entsprechend

durch jeden Punkt 2" "¢ R,, die geometrisch unier den ibrigen R, der
genannten Mannigfaltigkeit dadurch definiert sind, daf sie die n — 2 — 290

A=a,A=a,,...., Ak =0ap_3-2,
beriihren.
Die Gesamtzahl der hier (bei festen C,,C,, ..., Cy, @y, Gy, . ., An2-2,)

in Betracht kommenden R, ist oo"e?

Die Aufstellung der Satze I, II, IIT erfolgt auf Grund der friiheren
Betrachtungen ohne Schwierigkeit. Es ist nun aber die Frage, ob wir,
an sie ankniipfend, so weiterschlieBen konnen, wie in § 2 geschah, ob wir
also zu mehrfach ausgedehnten linearen Riumen von erkennbarer geome-
trischer Eigenschaft gefiilhrt werden, wenn wir den Index ¢ in den For-
meln (17), (19), (21) gleichformig von 1 bis n -— 1 laufen lassen und die
so entstehenden Differentialgleichungen integrieren. DaB dies in der Tat
der Fall ist, wollen wir im folgenden Paragraphen zeigen.

§ 5.
Ausdehnung der Siitze des vorigen Paragraphen.

In welcher Richtung die Ausdehnung der Satze des vorigen Paragraphen
zu suchen ist, diirfte nach dem Gesagten bereits erkennbar sein. Wenn
wir in den Differentialgleichungen (21) die Summation nach « nicht von 1
bis (n — 1 — o), sondern von 1 bis (n —1 — ¢+ o) ausdehnen, wo ¢
irgendeine Zahl < o ist, also schreiben:

n—1—o+o

Ty an
(22) D Sl ), y=0,1,...,(r— 3 — ),
a=1 \"Pg(’“a)

wihrend, den Gleichungen (21a) entsprechend,

(23) Ipe1=C,, dpa=0,, ..., dy—gr6=Cps

gesetzt sein soll, so werden wir bei Integration der neuen Differential-
gleichungen von jedem Punkte der durch (23) vorgestellten Mf,(_gl__az,w aus-
laufend 2" "¢ ganz in dieser Mannigfaltigkeit enthaltene algebraische M,

(iiberhaupt also auf der durch (23) vorgestellten Mannigfaltigkeit "M, L)
erhalten. Von diesen M, ; wissen wir zundchst nur, daB sie jedes Aggregat

von weiter zutretenden ¢ Mannigfaltigkeiten M) s):
(24> ;~n~e+671:09~a+17 X }*n—@:Cu

dem Satze IIT des vorigen Paragraphen zufolge (wie aus Vergleichung der
Differentialgleichungen hervorgeht) nach lauter solchen R, schneiden,
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welche die an dem Ausdrucke ¢, (1) ausgezeichnet beteiligten Mannig-
faltigkeiten
(25) l:al,l:aﬂ,...,l:an_g_gg

berithren (wobei alle in (24) enthaltenen beriihrenden R, dieser Art zur
Verwendung gelangen). Hieraus wollen wir schlieflen, daf3 die M, selber
linear (also Rs41) sind, — dap sie jede einzelne der zutretenden Mannig-
faltigkeiten (24) nach einem Paare linearer Riume (R,) schneiden, welche
zusammenfallen, wenn man als zutretende Mannigfaltigkest insbesondere
eine der durch (25) gegebenen wdihit, — daf3 ferner aufer den R, 1, die (24)
gentigen, keine anderen B, derselben geometrischen Definition existieren.
Wir mégen in diesem Satze der Zahl o insbesondere den Maximalwert o
erteilen. Dann soll es also den Differentialgleichungen entsprechend :

jﬁ) d/u

(26) = y=0,1,...,(n—3— o)

’

= Vo, (i)
von jedem Punkte des R, . auslaufend 2" ° R, (i. e. 1m ganzen

" *?R,.1) geben, welche jede unserer konjokalen Mannigfaltigkeiten
nach einem Paare von R, schneiden, die dann und nur dann zusammen-
fallen, wenn man eine der Mannigfaltigkeiten (25) herannimmt; zugleich
soll es keine anderen R,., dieser Eigenschaft geben als die durch (26)
gefundenen.

Man bemerke, dal wir aus dem letztausgesprochenen Satze den vor-
angehenden, auf beliebiges o beziiglichen und darum scheinbar allgemeineren
sofort wieder ableiten kénnen. Denn wenn der Schnitt eines der in Rede
stehenden 00" *7¢ R, ; mit jeder der konfokalen Mannigfaltigkeiten in
lineare Bestandteile zerfallt, so geschieht notwendig das gleiche mit dem
Schnitte, den R, , mit beliebig vielen, gleichzeitig in Betracht gezogenen
konfokalen Mannigfaltigkeiten gemein hat. Nun reprasentiert jeder durch
(22), (23) definierte R,.;, wie durch Vergleichung der Differentialglei-

chungen (22), (26) hervorgeht, nur den einzelnen der 2°”° linearen Be-
standteile, die in dem hiermit bezeichneten Sinne durch Zusammensteliung
eines geeigneten R,.; mit den Mannigfaltigkeiten (23) definiert wird (wie

denn auch die Zahl der R, ; und R, beidemal dieselbe, namlich co™ *7,
ist). Daher ist deutlich, daB der Schnitt des R,,, mit beliebig zutreten-
den weiteren konfokalen Mannigfaltigkeiten genau ebenso in lineare Be-
standteile zerfallen muB, wie der Schnitt des R,,,. Der auf beliebiges o
beziigliche Satz ist also in der Tat ein spezieller Fall des zu (26) ge-
horigen, und wir werden den letzteren als den zusammenfassenden Aus-
druck des durch unsere Uberlegungen fiir den Raum von beliebig vielen
Dimensionen abzuleitenden Resultates betrachten diirfen.
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Was den Beweis der somit formulierten Sitze betrifit, so fiihre ich
ihn genau entsprechend zu den Uberlegungen des § 2. Es handelt sich vor
allem darum, einzusehen, daBl unsere M, linear sein miissen (also R4y
sind). In dieser Hinsicht gingen wir in § 2 davon aus, daB eine Fliche
nicht ofter als zweimal von geraden Linien iiberdeckt sein kann, ohne
eben zu sein. In der Tat werden die geraden Linien, welche durch einen
Flichenpunkt laufen, der Tangentialebene im Flichenpunkte und der im
Punkte oskulierenden Fliche zweiten Grades gemeinsam sein, und ihre Zahl
kann also nur dann > 2 sein, wenn die Tangentialebene ein Bestandteil
der genannten Fliche zweiten Grades ist, was bei einer gekriimmten Fliche
nur in einzelnen Punkten denkbar ist. Ich formuliere dementsprechend
fiir mehr Dimensionen den folgenden Grundsatz:

Eine M, ist linear (also ein R,.;), wenn von jedem Punkte der
M,y mehr als zwer der M,., angehérige Riume R, auslaufen®).

Wir beachten jetzt, da der von uns zu beweisende Hauptsatz infolge
der Theoreme des § 4 jedenfalls fiir o = 0 richtig ist (die dort durch die
Differentialgleichungen definierte M, ist ein R,). Wir werden also an-
nehmen, derselbe sei iiberhaupt bereits fiir ¢ = ¢’ bewiesen, und werden
dann zeigen, daf er fiir o =0’ 1 ebenfalls gilt. Dieser Beweis aber
gelingt unmittelbar infolge des formulierten Grundsatzes (den wir hier als
richtig akzeptieren, ohne ihn weiter zu begriinden). Die M,,;, die wir
durch Integration von (22) erhalten, liegt den Formeln (23) entsprechend

auf o — o konfokalen Mannigfaltigkeiten, wo o < [—n%%}, durch jeden

Punkt der M,.; gehen also noch weitere (n — 1 — ¢ -+ o) konfokale Man-
nigfaltigkeiten, eine Zahl, die fiir n > 4 jedenfalls groBer als 2 ist. Nun
aber schneidet jede dieser weiteren konfokalen Mannigfaltigkeiten lings
einer durch unseren Punkt hindurchlaufenden M,, die nach Voraussetzung
linear ist. Unsere M,,; hat also die Eigenschaft, da von jedem ihrer
Punkte aus mehr als zwei in ihr enthaltene R, auslaufen, und also ist
sie nach unserem Grundsatze selbst linear (== R,.,), was zu beweisen war.
Was die iibrigen Punkte unserer Behauptung angeht, so erledigen wir
sie ebenfalls nach dem Vorbilde der in § 2 gegebenen Entwickelungen.
Zunichst ist zu zeigen, dal die R,.,, welche jede einzelne konfokale
Mannigfaltigkeit, wie wir jetzt wissen, nach zwei R, schneiden, die Mannig-
faltigkeiten (25) speziell nach solchen zwei R, treflfen, die zusammenfallen.
Wieder nehmen wir an, der Satz sei fiir kleinere Werte von ¢ bewiesen
(wie er es fiir 0 = 0 ja in der Tat ist). Dann haben also die simtlichen R,,
welche aus R,.; durch die konfokalen Mannigfaltigkeiten ausgeschnitten

9 [In einem der nédchsten Binde (Bd. 30 der Math. Ann. [1887]) hat Herr
C. Scgre einen sehr einfachen Beweis fiir diesen Grundsatz nachgetragen.]
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werden (und die R, ;, wie wir wissen, mehrfach iiberdecken), die Eigen-
schaft, Jene beiden R,, in denen R,,; einer Mannigfaltigkeit (25) begegnet,
in einem Paare zusammenfallender R,,; zu treffen, woraus gewil folgt,
dafl die beiden R,, welche aus R, ; durch die einzelne Mannigfaltigkeit (25)
ausgeschnitten werden, zusammenfallen. (Auf gleiche Weise zeigt man,
daB die beiden R,, nach denen eine konfokale Mannigfaltigkeit, die nicht
zu den (25) gehért, unserer R,.; begegnet, allgemein zu reden niché
koinzidieren ).

Wir behaupten ferner, daBl es keine anderen R,,; derselben, uns nun
bekannten geometrischen Definition gibt, als diejenigen, die aus unseren
Differentialgleichungen entspringen. Auch diese Behauptung ist fiir o = 0
(und zwar durch algebraische Abzihlung) bewiesen, so daB wir abermals
nur zu zeigen brauchen, daB sie fiir 6 == 06’4 1 gilt, wenn sie fiir ¢ = o’
zutrifft. 'Wir denken uns irgendeinen R,,; gegeben, der auf den konfo-
kalen Mannigtaltigkeiten (23) gelegen, die iibrigen konfokalen Mannigfaltig-
keiten in der hier nicht noch einmal zu nennenden Weise durchsetzt. Der-
selbe wird ein System linearer Differentialgleichungen befriedigen, das wir
fiir einen Augenblick folgendermaflen schreiben wollen:

n—1—o+o
(27) D MPdi =0,  v=0,1,...,(n—3—0).
a=1

Nun wird unser R,,, nach Voraussetzung von jeder zutretenden konfokalen
Mannigfaltigkeit in zwei R, von kanonischer Definition durchsetzt, d. h. in
zwei R,, welche den Differentialgleichungen geniigen, die aus (22) hervor-
gehen, wenn man bei der Summation einen der angegebenen Werte von «
iiberspringt. Dies aber heiit nichts anderes, als daB aus (27) durch Null-
setzen eines beliebigen der d 4, immer dasselbe System linearer Differential-
gleichungen entstehen soll, wie aus den mit den richtigen Vorzeichen ge-
nommenen Formeln (22), was nicht anders méglich ist, als wenn fiir die
gegebenen R, die Gleichungen (27) bei geeigneter Wahl der Vorzeichen
mit den Gleichungen (22) gleichbedeutend sind, was zu beweisen war.

§ 6.
Verifikation des gerade gegebenen Beweises.

Der Beweis, den ich im vorigen Paragraphen erbrachte, diirfte bei
manchem Leser vielleicht darum auf Schwierigkeiten stoBen, weil ich das
von mir benutzte Theorem der mehrdimensionalen Geometrie ohne weitere
Erlauterung hingestellt habe. Ich will also nicht unterlassen, meine Schliisse,
soweit sie geometrisch waren (also mit Ausnahme des letzten, wesentlich
algebraischen) auch noch durch Rechnung zu verifizieren, wobei ich nur
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insofern an meinem bisherigen Entwicklungsgange festhalte, als ich mich
nach wie vor auf die Theoreme des § 4 stiitze.

Die Sache ist einfach folgende. Das allgemeine Integral der Glei-
chungen (26) (die ich hier allein ins Auge fasse, da ihre Betrachtung ge-
niigt, wie wir frither sahen) ist bekanntermafBen durch Nullsetzen einer Matrix
von (n — 0+ 1) Vertikalrethen und (2n — 2) Horizontalreihen gegeben:

} WA 151/@@ P Voo (dy) - Voo (4
AT ) e Ve [
K

ag) | AR
a7 T V() T V(i) - V%(ﬂl)
[u:~1 |
E
- |
. |
hier sind u,, 4y, .., p—1 Integrationskonstanten. Es handelt sich jetzt

darum, aus dieser Matrix die von uns aufgestellten Theoreme abzuleiten.

Erstlich wollen wir zeigen, daB die durch diese Matrix dargestellte
algebraische M,.; im Raume der x linear ist. Wir wissen zundchst nur,
nach § 4, dall wenn wir
(29) Ipe1=C, dy3 =0y, ..., Iy =0,
setzen und selbstverstindlich die dann in der Matrix vorkommenden Quadrat-
wurzeln:
(30) Ve, (C1)s V‘PQ (Cy), - Vo (Cy)
irgendwie fixieren, daf dann das Verschwinden der Matrix eine auf den
Mannigfaltigkeiten gelegene lineare Mannigfaitigkeit von einer Dimension
(einen R,) vorstellt. Aber eben hieraus konnen wir unseren SchluB machen.
Zu den Gleichungen (29) konnen nimlich die Vorzeichen (30) im ganzen
auf 2° Weisen hinzugewahlt werden. Andererseits ist die M,_;_,, welche
durch die Gleichungen (29) dargestellt wird, als Schnitt von o Mannig-
faltigkeiten zweiter Ordnung selber von der Ordnung 2°. Die durch (28)
vorgestellte 3,y hat hiernach die Eigenschaft, eine M,_;_, von der Ord-
nung 2¢ nach 2° R, zu schneiden. Dies aber heilt nach dem Bezoutschen
Theoreme, daBB M, selber linear, — R, ist.

Ferner zeigen wir, dall der Schnitt des R,.; mit einer beliebigen kon-
fokalen Mannigfaltigkeit

j~n—1 = 01,

aus zwei R, besteht. Es werden zwel getrennte Mannigfaltigkeiten, weil wir
wieder in der Hand haben, fiir Vp,(4,_1) in unsere Matrix + Vg, (C,)
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oder — Ve, (C,) einzutragen, — und jede dieser Annahmen fiihrt zu einer
linearen Mannigfaltigkeit, d. h. zu einem R,, weil die Hinzunahme fester
Werte von A,_3,..., 4y, und der zu ihnen gehérigen Quadratwurzeln, wie
soeben, je einen R, ergibt.

Endlich, daB die beiden R,, in denen unsere R,,; eine der Mannig-
faltigkeiten

l=a,

durchsetzt, zusammenfallen, folgt einfach daraus, daB ¢, (a,) verschwindet
und also in diesem Falle der Unterschied, der durch die Vorzeichenwahl
von Vg, eingefithrt wird, verschwindet.

§ 7.
Besondere Betrachtung der Verhiiltnisse auf der einzelnen M(‘:‘,)_g).

Im Interesse der liniengeometrischen Anwendungen, die ich beab-
sichtige, erldutere ich hier noch besonders den Fall der im vorigen Para-
graphen aunfgestellten Sitze, in welchem 6 = g — 1 genommen ist und also
eine elliptische Koordinate konstant gesetzt wird:

(31) A,_,=0C,.
Wir haben dann die Differentialgleichungen:

—2
N AL d i,

Ve ()
und hierzu den Satz, den ich mit I benennen will:

L Auf der Mannigfaltigkeit (31) verlaufen durch jeden Punkt 2
Rdume R,, welche geometrisch dadurch definiert sind, daf sie alle anderen

konfokalen Mannigfaltigkeiten nach Paaren von Rdumen R,_, schneiden,
welch letztere fir die besonderen Mannigfaltigkeiten

H

(32) v=0,1,...,(n —3—g)

n-3

A=a,i=a,, ..., =0, 9,2

zusammenfallen. Diese R, sind die Integrale der Differentialgleichungen (32 ).
Ich wiinsche diesen Satz mit der allgemeinen Theorie der auf einer
M 7(L2_).2 enthaltenen linearen Raume??) in Verbindung zu setzen.

Erstlich machen wir eine gewisse Abzihlung. Der genannten Theorie
1 [n—2
ovl,z,...,L 5 J und zwar

4

zufolge enthalt eine M, Riume R, fiir

9 Vgl. in dieser Hinsicht insbesondere Segre: Studio sulle quadriche in uno
spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni, Atti di Torino, Memorie. 1884,
sowie verschiedene Angaben und Bemerkungen in meiner oben (8. 201) zitierten Ab-
handlung. [Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen sechsten wund siebenten Grades,
vgl. Bd. IT dieser Ausgabe.]
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von der einzelnen Art je oo%(ﬁmgn_se_h. Réume aller dieser Arten treten
auch in Satz I auf. Ihre Anzahl berechnet sich dabei folgendermafBen.
Halten wir die (n — 29 — 2) GroBen a, fest, so iiberdecken die zugehérigen
R, die M, ,, endlichfach, die Zahl der R, ist also co™ ¢, Denken wir
uns jetzt auch noch die @, beweglich, so kommen wir auf co®™ *¢"*R,.
Diese Zahl stimmt nur dann mit der vorher angegebenen, wenn o —1.
Wir kénnen hiernach folgendermaBen sagen:

II. Durch die in 1 auftretenden R, werden sdmiliche R, , die auf
(31) vorhanden sind, erschopft, keineswegs aber die sonstigen mehrfach
ausgedehnten R.

Wir beschridnken uns jetzt auf den Fall eines geraden n und setzen

0= ﬁ;—z Der Ausdruck ¢, (1) enthdlt dann iiberhaupt keine willkiirlichen

Faktoren mehr, was diesem Falle sein besonderes Interesse verleiht. Anderer-

seits welll man, dal die R, 2, die (fiir gerades n) auf einer M2, vor-

handen sind, in zwei glelchberechtlgte Klassen zerfallen, so zwar, daf} die
R,_; der einzelnen Klasse sich kontinuierlich aneinander anschliefen, nir-

gends aber einen Ubergang zu den R, 2 der anderen Klasse haben (das

2
einfachste Beispiel geben die beiden Erzeugendensysteme eines Hyperboloids).
Mit Riicksicht hierauf behaupte ich:

I Die 2"° Riume R,_s, welche <fur gerades n und o — n—2>

dem Satze I entsprechend won einem beliebigen Punkte der M s, aus-
laufen, verteilen sich gleichformig auf die beiden in Rede stehenden
Klassen, so zwar, daf3 immer solche zwes R!,,W_‘gﬂ z2u verschiedenen Klassen

2
gehoren, deren Differentialgleichungen (32) sich durch eine ungerade Zahl
von Zeichenwechseln unterscheiden. Diejenigen dem Satze I geniigenden
Rn—g’; welche derselben Klasse angehdren, bilden je ein irreduzibles Ganzes.

Was den Beweis angeht, so wollen wir die iibrigens bekannte Be-
merkung vorausschicken, dafl eine gerade Zahl von Zeichenwechseln der
Koordinaten z, jede der beiden auf unserer M, s (31) gelegenen Klassen
von R,_, ungeindert liBt, eine ungerade Zahl aber sie vertauscht. Wir

2
miissen jetzt ferner die Formeln heranziehen, welche die Koordinaten z;

mit den elliptischen Koordinaten 4, ..., 4, _, verkniipfen. Dieselben lauten
bekanntlich, unter o einen Proportionalitatsfaktor verstanden:

GYR (2= ki) (4 #’ﬁ) ( 1'“765)

34 rx:‘/~f-~—~— -

(54 ‘Pn 2("' )
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wo

‘Pn—2(j‘) = (}‘ — k1) (}‘ - ke) s (]“ - kn)’

2
oder besser, da wir die Quadratwurzeln aus den einzelnen Faktoren (4, — k;)
sogleich unabhingig voneinander betrachten miissen:
Vi, — ki N =k Ny =

\/ wz’,—; (ks)

2

(34a) ox; ==

Hiermit stellen wir nun die Differentialgleichungen (32) fiir Q'—-—ZL';Q'

zusammen; wir wollen dieselben in der entsprechenden Form schreiben:

n? L dl —4
(35) Zi“"“:—-:_“:“‘a; “ L = 0, <’V =S (), 1’ ey TL 2 > .
o1 Vig— ki Vig—ky ... Vig—ky

Wir denken uns jetzt zunichst, indem wir die simtlichen 4, festhalten,
eine dieser Differentialgleichungen fixiert, etwa diejenige, die lauter Pluszeichen
aufweist, und fragen, durch welche Vorzeicheninderungen der Quadrat-
wurzeln V1, — k; wir von ihr zu den iibrigen hingelangen. Da in (35)
immer n der genannten Quadratwurzeln miteinander multipliziert sind, so
kann dies in jedem Falle auf eine groBe Zahl verschiedener Weisen ge-
schehen. Unabhiangig von dieser Willkiir finden wir aber offenber, da n
gerade ist, folgenden Satz:

Die Anzahl der Vorzeichenwechsel, die wir an den Vi, — k; anbringen
miissen, ist gerade oder ungerade, je nachdem wir von der anfdnglichen
Differentialgleichung zu einer solchen mit einer geraden oder ungeraden
Anzahl von Minuszeichen bergehen wollen.

Wie nun verhalten sich hierbei die Ausdriicke oxz; (34a)? Ein jeder

derselben enthélt von den in Betracht kommenden Faktoren \/Za‘?—"ki
(¢-=1,2,...,(n—2)) wieder eine gerade Zahl. Daher folgt (bei aller
Unbestimmtheit im einzelnen):

Die x; erfahren eine gerade oder ungerade Zahl von Zeichenwechseln,
je machdem wir bei der anfdnglichen Differentialgleichung eine gerade
oder ungerade Zahl zon Vorzeichendnderungen anbringen.

Dies aber heiBt in der Tat, nach der vorausgeschickten Bemerkung,

daB die R,_», welche zu verschiedenen Vorzeichenkombinationen in (35)
n

gehéren, dann und nur dann von derselben Klasse sind, wenn die Anzahl
der Vorzeichenwechsel, die von dem einen Systeme von Differentialglei-
chungen zum anderen hiniiberfithren, gerade ist, w.z. b. w.

Wir priifen jetzt unsere Angabe iiber die Irreduzibilitdt der von unseren

R,_, erzeugten Gebilde. Von einer bestimmten Anfangslage aus lassen
2
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wir das Element z auf der Mannigfaltigkeit 1,_, = C, (31) irgendwelchen
Weg beschreiben, durch welchen es schlieBlich zu seiner Anfangslage zuriick-
kehrt, und sehen zu, wie sich dabei die verschiedenen Systeme von Diffe-
rentialgleichungen (35) permutiert haben mogen. Wir wollen dies in der
Weise bewerkstelligen, daB8 wir 4,,4,,...,4,_, als die eigentlichen Ver-
anderlichen betrachten, die dann ihrerseits sich wegen (34b) so bewegen
miissen, daBl nicht nur sie selbst, sondern auch die Produkte:

Vi~ ko VE —F .V
(bis auf einen etwa bei allen simultan eintretenden und auf den Propor-
tionalitétsfaktor o zu rechnenden Zeichenwechsel) zu ihren Anfangswerten
zuriickkehren. Wir fragen, welche Zeichenwechsel dabei in (85) auftreten
mogen. Offenbar kann dies nur eine gerade Zahl von Zeichenwechseln sein,
wir kénnen aber auch jede vorgegebene Art von Zeichenwechseln, deren
Anzahl gerade ist, wirklich erzielen. Hierin liegt, was iiber die Irreduzibilitéit
gesagt wurde.

A_y — K

n—2 T

§ 8.
Anwendung auf Liniengeometrie.

Die Anwendung der vorhergehenden Uberlegungen auf Liniengeometrie
betrifft selbstverstindlich, wie in der Einleitung in Aussicht genommen,
die Theorie der ,konfokalen* Linienkomplexe zweiten Grades, welche in
bekannter Weise durch das Gleichungssystem

6
=0, Dlai=0
=1

dargestellt werden (wo sich die zweite Gleichung aus der ersten ergibt,
indem man 1=oco setzt). Wir haben hier fiir n =6, 0, = co ganz die

(36) Z;f”_’

Prémissen des vorigen Paragraphen. Die Elemente der ausgezeichneten M &,
die durch 1, = co gegeben ist, nennen wir gerade Linien, ihre R, Stmhl-
biischel, die beiden Arten der ihr angehirigen R, beziehungsweise Strahlen-
biindel und Geradenfelder. Der einzelne durch (86) gegebene Komplex
zweiten Grades hat mit einem Strahlbiischel, allgemein zu reden, zwei
Strahlen gemein, mit einem Strahlenbiindel einen Kegel zweiter Ordnung,
mit einem Geradenfeld eine Kurve zweiter Klasse.

Wir rekurrieren jetzt auf Satz I des vorigen Paragraphen und haben
sofort, indem wir zunichst g =1 setzen:

I'. Jede Raumgerade gehort acht Strahlbiischeln an, die dadurch
definiert sind, dafy sie mit jedem wvon zwei vorgegebenen Komplexen

A=a,, =a,



XIII. Zur geometrischen Deutung des Abelschen Theorems. 221

zwes zusammenfallende Strahlen gemein haben. Diese Strahlbiischel sind
die Integrale der Diﬁerentialgleichungen

(37) Z ella o)1),

a=1 ‘P(/

wo
6

o) =[] (21— ) ﬂz—a,{
=1 =

Hierzu beachte man, daB, Satz IT des vorigen Paragraphen zufolge,
jedes Strahlbiischel von zwei der konfokalen Komplexe in dem erwéhnten
Sinne beriihrt wird, daB also, bei geeigneter Annahme von a,, a,, jedes
Strahlbiischel des Raumes seine Darstellung durch (37) findet.

Wir setzen ferner in Satz I des vorigen Paragraphen ¢ = 2, ziehen
gleichzeitig Satz IIT heran und erhalten das Theorem von der Gemeinsam-

keit der Singularititenfliche unserer Komplexe. In der Tat haben wir:

1. Jede Raumgerade gehort vier Strahlenbiindeln und vier Geraden-
feldern an, welche die Eigenschaft haben, mit jedem der konfokalen Kom-
plexe einen in zwei Strahlbiischel zerfallenden Kegel zweiter Ordnung,
bez. eine in zwei Strahlbiischel zerfallende Kurve zweiter Klasse gemein
zu haben. Diese Biindel bez. Felder sind durch folgende Differential-
gleichungen definiert:

+he e di,
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