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Vorwort zur ersten Auflage.

Mit dem vorliegenden Bande ,,Stereometrie“ erreicht die Ele-
mentarmathematik des bisher erschienenen Werkes , Praktisches
Maschinenrechnen® einen gewissen AbschluB.

Auch bei der Behandlung dieses Stoffes ist grofler Wert auf An-
schaulichkeit sowie zeichnerische Darstellung gelegt und nur das prak-
tisch Notwendige angefiihrt.

Viele Beispiele und Aufgaben mit Losungen, welche dieser Band
enthilt, werden zu besonderer Bewertung desselben beitragen.

Die ,,FuBnoten“ mdgen seitens des Lesers besonders beachtet werden;
sie enthalten, wie in den anderen Binden, Hinweise auf rechnerische
Vorginge innerhalb der verschiedenen Entwicklungen und sollen dem
praktisch tétigen Leser Zeit sparen helfen.

Wiederum richte ich an die Herren Fachkollegen und Leser die
Bitte, mich auf wiinschenswerte Erweiterungen aufmerksam machen
zu wollen.

Und wiederholten Dank meinem Herrn Verleger, der trotz der
Ungunst der Zeiten und der ins Ungeheuerliche gestiegenen Herstel-
lungskosten nicht unterlassen hat, auch diesem Bande eine den be-
reits erschienenen Teilen im vollsten Mafle angepalite, wiirdige Aus-
stattung zu geben. '

Berlin, im Dezember 1919.

A. Weickert.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Mit der vorliegenden Neubearbeitung ist eine erhebliche Erweiterung
aller Abschnitte verbunden. Die Mehrzahl der Wiinsche der Freunde
dieses Buches konnte beriicksichtigt werden.

Auch die Beispiele, Aufgaben und Ubungen sind bedeutend ver-
mehrt worden.

Wiederum sei, wie in dem Vorwort zur ersten Auflage betont, auf
die Bedeutung der , FuBnoten* hingewiesen. Die Bezugnahmen auf
die einzelnen Binde betreffen:

Arithmetik und. Algebra . . . . . IX. Auflage, 1920
Planimetrie . ........... II. » 1922
Trigonometrie . ... ... .. .. II. ’ 1923
Mechanik . ............ VIII. » 1920
Festigkeitslehre . . . . ... ... VII. ’ 1921.

Verbindlichen Dank allen Fachkollegen und Lesern, welche mir
Wiinsche, Vorschlige und Hinweise zur Vervollkommnung dieser Ar-
beit zugehen lieBen. Ich bitte mich auch weiterhin in gleichem Sinne
unterstiitzen zu wollen.

Ganz besonderen Dank aber meinem Herrn Verleger, welcher trotz
der ungiinstigen Zeitverhiltnisse nichts unterlassen hat, um dieses
Buch in der vorliegenden, vornehmen Ausstattung herauszugeben.

Berlin, im Juni 1923. 7
A. Weickert.
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Stereometrie.
I. Vorbegriffe.

1. Erklirung. Die Stereometrie ist die Lehre von den im Raume
befindlichen Gebilden, insbesondere von den Korpern. Sie bildet die
Fortsetzung der ebenen Geometrie, der Planimetrie, und wird dem-
gemaB auch als ,korperliche Geometrie“ bezeichnet.

Als im Raume befindliche Gebilde gelten der Punkt, die Linie,
die Flache und der Korper. Die Untersuchung der Beziehungen
zwischen Punkten, Linien und Flichen fillt in das Gebiet der Geo-
metrie; die Stereometrie befalt sich nur mit der Bestimmung der fiir
Kérper maBgebenden mathematischen Gesetze.

2. Allgemeine Eigenschaften mathematischer Gebilde. a) Jeder
Korper besteht aus einem bestimmten Stoffe und nimmt infolge seiner
begrenzten Ausdehnung einen bestimmten Raum ein. Von der Be-
sprechung der stofflichen Eigenschaften der Kérper nimmt die Stereo-
metrie Abstand; nur die rdumlichen Ausdehnungen werden untersucht,
da von diesen Gestalt, Form und GréBe der Korper abhingen.

b
a7 | 2
I “
' ——L
//I_ Ry I~ ?
b
Abb. 1. Wiirfel. Abb. 2. Vierseitiges Prisma Abb. 3. Vierseitige
oder Quader. Pyramide.

Kérper, welche man sich ohne jede stoffliche Eigenschaft vorstellt,
bezeichnet man als mathematische oder geometrische Kérper.
Dieselben sind nur in unserer Vorstellung bestehende Kérper, welche
gegen den Weltenraum allseitig begrenzt sind und deren wichtigste
Eigenschaft die der Ausdehnung oder GroBe ist.

Jeder mathematische Korper ist nach drei Richtungen begrenzt;
man sagt: Jeder Kérper hat drei Ausdehnungen oder Dimen-
sionen.

Die einfachsten, fiir den Techniker in Betracht kommenden Kor-
per sind: Wiirfel, Prisma, Pyramide, Zylinder, Kegel und Kugel.
In Abb. 1 bis 6 sind diese Korper dargestellt. -

Der von diesen Korpern eingenommene Raum ist gegen den um-
gebenden Raum durch seine Oberfliche abgegrenzt. Diese besteht

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 4 2. Aufl. i



2 Stereometrie.

entweder nur aus einer Fliche, wie bei der Kugel, oder sie setzt sich
aus mehreren Flichen zusammen, wie bei Wiirfel, Prisma, Zylinder,
Pyramide und Kegel.

Besteht die Oberfliche eines Korpers nur aus ebenen Vielecken -
Wiirfel, Prisma, Pyramide ——, so heilt der Korper ein ebenfliachiger
Korper, ein Vielflaichner oder Polyeder. Wird die Oberflache eines
Korpers zum Teil von ebenen, zum Teil von gekriimmten Flichen ——
Zylinder, Kegel —— oder nur von einer bzw. mehreren gekriimmten
Flichen gebildet - Kugel, Kugelausschnitt —-, so nennt man den Kor-
per krummflachig, oder einen Korper mit krummer Oberfliche.

-
U

Abb. 4. Zylinder. Abb. 5. Kegel. Abb. 6. Kugel.

Die einen Korper begrenzenden Fliachen schneiden sich in Linien,
und zwar ebene Flichen in geraden, krumme Flichen im allge-
meinen in krummen Linien. Die Schnittlinien von Flichen nennt
man Kanten. (Kante a in Abb. 1 bis 3.) StoBen drei Kanten einer
Oberfliche zusammen, so bezeichnet man den hierbei sich bildenden
Punkt als Ecke. (Ecke b in Abb. 1 bis 3. ‘

Die einen Korper begrenzenden Kanten nennt man sein Geriist.
Dieses 188t sich durch Drahtmodelle leicht darstellen.

Ein Vielflichner ist regelm&afiig?), wenn seine Oberfliche von regel-
m#Bigen und kongruenten Begrenzungsflichen gebildet wird.

Wird die Oberfliche eines Korpers in eine Ebene ausgebreitet, was
jedoch nicht bei allen Kérpern, wie z. B. der Kugel, moglich ist, so
entsteht das Netz oder die Abwicklung des Korpers. (Vgl. Abb. 23.)

Korper sind kongruent®), wenn ihre Oberflichen bzw. ihre Netz-
abwicklungen sich zur Deckung bringen lassen. Man bezeichnet Kor-
per auch als kongruent, wenn ihre homologen?) Stiicke: Flichen,
Kanten und Winkel, einander gleich sind.

Korper sind einander dhnlich, wenn homologe Winkel gleich und
homologe Kanten proportional sind.

Korper sind inhaltsgleich, wenn ein anderer, als Einheit ange-
nommener Koérper in ihnen gleichviele Male enthalten ist.

b) DaB ein Korper nur drei Ausdehnungen besitzt, 148t sich auf
folgende Weise zeigen.

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 157, Ziffer 167.
2) 39 FE ) 39 ) 29 47, Iy 58.
3) 93 35 33 3 T 95 48, 59 60 u. S. 197, Ziffer 189, b.



Vorbegriffe. 3

Durch die Bewegung eines Punktes entsteht eine Linie. Andert
der Punkt hierbei seine urspriingliche Richtung nicht, so entsteht eine
gerade Linie. Andert jedoch der bewegte Punkt seine Richtung un-
unterbrochen, so entsteht eine krumme Linie. Simtliche Linien haben
nur eine Ausdehnung: Die Lénge.

Durch die Bewegung einer Linie lings einer Geraden entsteht
eine Fliche. Da die bewegte Linie bereits eine Ausdehnung, die Linge,
besitzt, so erhilt das neu entstehende Gebilde. eine zweite Ausdehnung
in der Bewegungsrichtung a---b: Die Breite. Siamtliche Fliachen haben
demnach zwei Ausdehnungen, welche man mit Linge und Breite
bezeichnet. (Abb. 7.)

Durch dieBewegung einer Flache

lings einer Geraden entsteht ein Korper. .
Da die bewegte Flache bereits zwei Aus- i
f l%
| IS
O - | IR
/ / | ]
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(()/ y y | 21
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Lange Ldnge
Abb. 7. Abb. 8.

dehnungen, die Lénge und die Breite, besitzt, so erhilt das neu ent-
stehende Gebilde eine dritte Ausdehnung in der Bewegungsrichtung
a—b: Die Hohe.

Simtliche Korper haben demnach drei Ausdehnungen,
welche man mit Liange, Breite und Hohe bezeichnet. (Abb. 8.)
Lange, Breite und Hohe nennt man die Abmessungen oder Dimen-
sionen der Korper.

Korper, Flichen und Linien sind teilbar. Jeder kleinste Teil eines
Kérpers ist wieder ein Korper, jeder kleinste Teil einer Fliche ist wie-
der eine Fliche, und der kleinste Teil einer Linie ist wieder eine Linie.
Der Punkt ist unteilbar.

3. Allgemeine Eigenschaften der Ebene. a) Zieht man durch zwei
beliebige Punkte einer Fliche eine gerade Linie, so sind zwei Fille
moglich:

1. Samtliche Punkte einer Geraden AB fallen mit der Flache zu-
sammen; in diesem Falle ist die Fliche eine Ebene. (Abb. 9.)

Abb. 9. Abb. 10.
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2. Die Gerade AB hat mit der Fliche nur einen oder einzelne
Punkte x, y gemeinsam; in diesem Falle ist die Flache eine gekriimmte
oder krumme Flache. (Abb. 10.)

b) Die Lage einer Ebene im Raume ist bestimmt

1. durch drei Punkte, welche nicht in derselben Geraden
liegen. Verbindet man die drei Punkte, so entsteht ein Dreieck; dieses
ist aber eine ebene Figur?).

2. durch eine Gerade und einen Punkt auBerhalb derselben.
Verbindet man’ sémtliche Punkte der Geraden mit dem auBerhalb lie-
genden Punkte, so entsteht eine Fliche, welche nach der unter a)
abgegebenen Erklarung eine Ebene sein mubB.

3. durch zwei sich schneidende Geraden oder durch zwei
parallele Geraden. Verbindet man siamtliche Punkte der sich schnei-
denden bzw. parallelen Geraden, so sind die entstehenden Flichen Ebenen.

5
A !
| l
[ |
} !
7 ;
[ a0 8
JG@LQI
A 5/ 3
|
Abb. 11. / Abb. 12.

Da die Geraden unendlich lang sein konnen, so dehnt sich auch
jede Ebene nach allen Richtungen bis ins Unendliche aus. Simtliche
Ebenen sind kongruent. Durch windschiefe Geraden?) 1aBt sich
eine gemeinsame Ebene nicht legen; wohl aber sind durch je zwei wind-
schiefe Geraden zwei parallele Ebenen mdglich.

¢) Die Lage einer Geraden zu einer Ebene kann eine dreifache sein.

1. Sie hat mit der Ebene zwei Punkte gemeinsam; alsdann fallen
auch simtliche anderen Punkte der Geraden in diese Ebene, sie liegt
ganz in der Ebene.

2. Sie hat mit der Ebene nur einen Punkt gemeinsam; man sagt,
sie schneidet die Ebene in diesem Punkte. Dieser Punkt + Punkt D
in Abb. 11 u. 12 - wird als Schnittpunkt, Full- oder Spurpunkt
bezeichnet.

3. Sie hat mit der Ebene keinen Punkt gemeinsam; alsdann ist sie
parallel zur Ebene.

d) Ein Punkt wird auf eine Ebene projiziert, indem man von
demselben eine Senkrechte auf die Ebene fillt. Der Fulpunkt der

1) Vgl. W, u. St., Planimetrie S. 41, Ziffer 51.
2) ”» LT 2] ’ ” 9, 2 23, FuBnote 1)



Vorbegriffe. 5

Senkrechten ist die Projektion des Punktes, die Senkrechte bezeich-
net man als projizierende Gerade oder Projektionsstrahl. Die Pro-
jektion eines Punktes ist wieder ein Punkt.

Eine Strecke oder eine Fliache wird auf eine Ebene projiziert, indem
man von simtlichen Punkten derselben Senkrechten auf die Ebene fallt1).

Fillt man von den Endpunkten A und B einer Strecke Senkrechten
auf eine Ebene E bis zu den FuBpunkten A’ und B', so bildet die
Verbindungslinie A’B’ die senkrechte Projektion der Strecke AB.
Der von der Geraden AB und deren Projektion A'B’ gebildete spitze
Winkel BDB’ == « heilt der Neigungswinkel der Strecke gegen
die Ebene.

In Abb. 11 liegt die Gerade AB nur auf einer Seite der Ebene,
Punkt D ist FuBpunkt; in Abb. 12 schneidet die Gerade die Ebene
im Punkte D, wodurch dieser zum Schnittpunkt wird.

Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene ist der kleinste
von samtlichen Winkeln, welche die Gerade mit allen anderen durch
ihren FuBpunkt gezogenen Geraden bildet.

Dreht man die Gerade AB so A
weit um den FuBpunkt D, bis
«=90° geworden ist, so steht
sie auf allen durch den Punkt D
gehenden und in der Ebene
liegenden Geraden, und damit
auf der Ebene selbst, senkrecht.
(Abb. 13.) In diesem Falle fillt
die Projektion der Geraden AD
mit ihrem FuBpunkte D zusam- Abb. 13.
men. Man nennt die Gerade AD
ein Lot oder eine Normale zu der Ebene E; die Ebene ist Normal-
ebene zu der Geraden. In jedem anderen Falle steht die Gerade
schief zur Ebene.

Wird der Neigungswinkel ¢ der Geraden gegen eine Ebene = (0°,
so fillt die Gerade entweder mit der Ebene zusammen oder sie ist
zu derselben parallel.

e) Zwei Ebenen E und E’, welche nicht zusammenfallen, haben nur
eine Gerade gemeinsam; sie schneiden sich in dieser Geraden, welche
Schnittgerade der beiden Ebenen genannt wird. (Abb. 14.)

Errichtet man in einem beliebigen Punkte A der Schnittgeraden NN
zweier Ebenen E und B’ ejne in die Ebene B fallende Senkrechte AB,
so findet man durch Projektion des Punktes B auf die Ebene E’ in
der Geraden AB’ die Projektion der Geraden AB auf die Ebene E'.
(Abb. 14.) Die urspriingliche Gerade AB schlieft alsdann mit ihrer
Projektion AB’ den Winkel « ein, welcher als Neigungswinkel der
beiden Ebenen bezeichnet wird.

Man nennt den Neigungswinkel zweier sich schneidenden Ebenen
auch Ebenenwinkel oder Raumwinkel. Die beiden Ebenen bilden

1) Vgl. W. u. St., Trigonometrie S. 87, Ziffer 43 bis 45.
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die Schenkel bzw. Schenkelebenen; die Schnittgerade ist der
Scheitel bzw. die Scheitelgerade oder die Kante des Ebenenwinkels.
Es ist gleichgiiltig, an welcher Stelle der Schnittgeraden der Neigungs-
winkel gemessen wird.

Abb. 14.

Wird der Neigungswinkel ¢=90° so stehen die beiden Ebenen
senkrecht aufeinander. (Abb. 15.)

Stehen zwei Ebenen senkrecht aufeinander, so steht auch jede auf
der Schnittgeraden errichtete und
in eine der Ebenen fallende Nor-
male senkrecht auf der anderen

£ Ebene.
B Die Ebene, welche durch die
Schenkel des Neigungswinkels ge-
@ legt werden kann —- Punkte ABB’
N in Abb. 14 u. 151 —— heiBt die
:?/7 a0, , Neigungsebene.
5 5 Da nun
v NN | AB und auch
NN | AB' ist,
i Abb. 15. so muB auch NN normal zu der

: durch AB und AB’ mdéglichen
Ebene sein, d. h. die Schnittgerade zweier Ebenen steht auf
der Neigungsebene senkrecht.

Hieraus folgt dann weiter: Die Neigungsebene steht auf den
sich schneidenden Ebenen senkrecht.

f) Die Ebene ist die einfachste samtlicher an mathematischen Kdr-
pern vorkommenden Flichen. Der Wiirfel, das Prisma, die Pyramide
(Abb. 1 bis 3) werden allseitig von Ebenen begrenzt; die Grundflichen
von Zylinder und Kegel (Abb. 4 und 5) sind gleichfalls ebene Flachen.

1) Vgl. S. 4, Ziffer 3; b, 1.
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Auf jeder ebenen Fliche kann man gerade Linien nach allen Rich-
tungen ziehen; auf krummen Flichen ist dies unméglich. So lassen
sich gerade Linien auf der gekriimmten Oberfliche von Zylinder und
Kegel nur nach einer Richtung ziehen, auf der Oberfliche der Kugel
(Abb. 6) iiberhaupt nicht.

Abb. 16.

4. Der prismatische Raum. Schneiden sich drei Ebenen E;, E.
und E; in der in Abb. 16 dargestellten Weise, so entsteht der drei-
seitige prismatische Raum.

Durch geeignete Anordnung weiterer sich schneidender Ebenen
wiirden sich mehr- bzw. vielseitige prismatische R#ume zur Darstel-
lung bringen lassen.

5. Die korperliche Ecke. Schneiden sich drei Ebenen E;, E.
und E; derart, daBl, wie in Abb. 17 dargestellt, die Schnittgeraden

Abb. 17.



8 Stereometrie.

durch einen Punkt S gehen, so bezeichnet man den von den Ebenen
begrenzten Raum als kérperliche HEcke oder Dreikant. Im be-
sonderen ist in Abb. 17 eine dreiseitige korperliche Ecke dargestellt.

Eine einfachere Art der Darstellung einer korperlichen Ecke zeigt
Abb. 18, in welcher nur der Verlauf der Schnittgeraden SA, SB und
SC zum Ausdruck gebracht ist. Als Beispiel kann hier die Ecke b
an der Pyramide in Abb. 3 dienen.

Eine korperliche Ecke, an welcher die drei Ebenen senkrecht auf-
einander stehen, zeigt Abb. 19. Als praktische Beispiele konnen hier
eine Zimmerecke, an welcher der
FuBboden und zwei Seitenwinde

A~

g : #* —
V4
// //

74
o~ 74 /

Abb. 18. Abb. 19.

zusammenstoBen, sowie die Ecken b an Wiirfel und Prisma, Abb. 1
und 2, angefuhrt werden.

Fallt in Abb. 18 der Schmttpunkt S der Ebenen in die Unend-
lichkeit, daf} also, wie in Abb. 20, die Schnittgeraden AD, BE und CF
parallel laufen, so nennt man den auf diese Weise

A ¢ begrenzten Raum einen prismatischen oder
v sdulenférmigen Raum.

B Der prismatische Raum kann demnach als

korperliche Ecke aufgefallt werden, an welcher

der Schnittpunkt der Schnittgeraden in der Un-
endlichkeit liegt.

Dicm~——__]
\ZF Die Schnittgeraden der die korperliche Ecke
_ 4 X

begrenzenden, einzelnen Ebenen nennt man die
Kanten der Ecke. Der gemeinsame Schnitt-
punkt S, in welchem sich die Ebenen mit ihren
Schnittgeraden schneiden, heifit Scheitelpunkt oder kurz Scheitel.

Die Winkel, welche von je zwei aufeinander folgenden, in einer
Ebene liegenden Kanten gebildet werden, bezeichnet man als Kanten-
winkel und die Winkel, welche von je zwei aufeinander folgenden
Ebenen, also den Neigungswinkeln derselben gebildet werden, als
Flachenwinkel

An dem prismatischen Raum nennt man die denselben einschliefien-
den Ebenen Seitenflichen, ihre Schnittgeraden Seitenkanten.
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6. Die n-seitige korperliche Ecke. Eine andere Art der Ent-
stehung einer korperlichen Ecke ist in Abb. 21 dargestellt. Wird ein
Strahl so um einen festen und auBerhalb eines beliebigen ebenen
n-Ecks ABCD... liegenden Punkt S gedreht, dal er an dem Umfange
dieses n-Ecks entlang gleitet, so beschreibt er eine gebrochene Fliche.

Diese gebrochene Fliche besteht aus einzelnen ebenen Flachen,
welche alsdann eine n-seitige oder n-kantige kérperliche Ecke be-
grenzen. :

Den bewegten Strahl nennt man den erzeugenden Strahl, das
festliegend gedachte n-Eck das Leitvieleck.

In Abb. 22 ist ein n-seitiger, prismatischer
Raum dargestellt. Hier gleitet eine Gerade, in \
dauernd paralleler Lage zu sich selbst, an dem
Umfange eines beliebigen ebenen und festen

n-Ecks entlang.
Die Bezeichnungen fiir die Kanten und A ‘
Winkel der Abb. 21 und 22 sind die gleichen A !
i (G
|
__T\\ . }
N
! \\
D
E—/
Abb. 22.

wie in Ziffer 5 fiir die korperliche Ecke angegeben. Der Leser stelle
diese Bezeichnungen fiir Abb. 21 und 22 auf.

7. Das Ausmessen ridumlicher Gebildel). Soll die GroBe eines
rdumlichen Gebildes bestimmt werden, so muf man dasselbe messen.
Das Messen einer gegebenen Grifle, z. B. einer Linie, einer Fliche,
eines Korpers, besteht in dem Vergleichen dieser Gréfe mit einer be-
stimmten GroBe derselben Art, der sogenannten MaBeinheit, wobei
zu untersuchen ist, wie oft diese MaBeinheit in der zu messenden
GréBe enthalten ist. Man erhélt auf diese Weise eine bestimmte Zahl,
welche die GréBe des raumlichen Gebildes angibt.

So wie man fiir das Messen von Strecken und Flichen Strecken-
mafe und FlichenmaBe verwendet, so braucht man fiir das Messen
von Koérperinhalten RaummaBe. Die Grofe dieser MaBe kann ganz
beliebig, bzw. den jeweiligen Verhaltnissen angepaBt, angenommen
werden. So koénnte man Strecken nach Metern, Flichen nach Quadrat-
zentimetern und Korperinhalte nach Kubikdezimetern messen. Um
jedoch das Ausmessen rdumlicher Gebilde einfach und iibersichtlich

1) Uber das Messen von Linien vgl. W. u. St., Planimetrie S. 6 bis 8.
EEd 3 ” 2 Flﬁ'chen ” 2 EE] EEd s bE] 81 b4 121'
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zu gestalten, empfiehlt es. sich, Flichen- und RaummaBe nicht will-
kiirlich zu wahlen, sondern dieselben in einen bestimmten Zusammen-
hang mit dem StreckenmaBe zu bringen und damit ein MeBverfahren
zu schaffen, welches fiir das Ausmessen von Strecken, Flichen und
Korperinhalten eine bestimmte Zusammengehorigkeit besitzt.
Zusammengehorige Mafie in diesem Sinne sind:

Meter (m), Quadratmeter (m?2), Kubikmeter (m3);?)

Dezimeter (dm), Quadratdezimeter (dm?2), Kubikdezimeter (dm?);
Zentimeter (cm), Quadratzentimeter (cm?), Kubikzentimeter (cm3);
Millimeter (mm), Quadratmillimeter (mm?), Kubikmillimeter (mmS3).

Damit werden bei Annahme einer bestimmten Streckeneinheit zu-
gleich Flichen- und Raumeinheit festgelegt.

Ubersichtlich geordnet ist der Zusammenhang der Raumeinheiten
der folgende:

1 m®=1000 dm?
1 , =1000 cm?
1, =1000 mm3 Folglich:
1 m®=1000 dm? = 1000000 cm? = 1000000000 mm?3. ?)

Als MaBeinheit fiir den Rauminhalt eines Kérpers dient all-
gemein ein Wiirfel (Abb. 1), dessen Kantenlinge gleich der Strecken-
einheit: 1 cm, 1 dm usw. ist. Die Anzahl der Wiirfel gleicher GroBe,
welche den Korper liickenlos ausfiillen, bildet alsdann ein MaB fiir den
Rauminhalt oder Kubikinhalt bzw. das Volumen eines Kdorpers.

Der Wiirfel wird deswegen als MaBeinheit gew#hlt, weil er unter
den Korpern mit nur rechten Winkeln der einfachste ist.

8. Das absolute Gewicht der Korper®). Mit stereometrischen
Berechnungen sind vielfach Gewichtsberechnungen verbunden, und um-
gekehrt. Sind derartige Berechnungen auszufiihren, so empfiehlt es
sich, die' Gewichtseinheit in Beziehung zu den vorstehend aufge-
fiilhrten MaBeinheiten zu bringen. Hierzu ist es erforderlich, das spe-
zifische Gewicht der Stoffe, aus denen die Korper bestehen, zu kennen.

1) Da im technischen Rechnen die Bezeichnungen: m? fiir Quadratmeter,
m?® fiir Kubikmeter usw. den gesetzlich vorgeschriebenen Abkiirzungen: gm,
cbm usw. vorgezogen werden, so sollen in den folgenden Berechnungen die
Zeichen m? dm? cm? mm? usw. Verwendung finden. Vgl hierzu W. u. St.,
Planimetrie S. 84: Berechnung von Fldcheninhalten.

%) Die Umrechnungszahl fiir Rauminhalte ist 1000, d. h.

soll eine Raumeinheit in die ndchst gr6fere umgerechnet werden, so ist
durch 1000 zu dividieren;

soll eine Raumeinheit in die niichst kleinere umgerechnet Werden, so ist
mit 1000 zu multiplizieren:

918273 mm?® = 918,273 cm3 = 0,918273 dm? = 0,000918273 m3.

7,64538 m?® = 7645,38 dm?® = 7645380 cm® = 7645380000 mm3.

Uber die Umrechnungszahlen von Lingen vgl. W, u. St., Planimetrie S.7
und von Fldchen S.84; FuBnoten.

%) Vgl. W. u. St., Mechanik S. 206.
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Abgesehen von der allgemein iiblichen Erklarung des spezifischen
Gewiehtes, nach welcher dasselbe angibt, wieviel mal ein Raumteil
eines Stoffes schwerer ist als ein gleicher Raumteil Wasser, soll hier
das spezifische Gewicht folgendermaflen erklirt werden:

Unter dem spezifischen Gewichte eines Stoffes versteht man das
Gewicht einer Raumeinheit: eines Kubikzentimeters, eines Kubikdezi-
meters bzw. eines Kubikmeters des Stoffes, d. h.

das spezifische Gewicht eines Stoffes ist gleich dem Gewichte eines
cm?® desselben in g, oder

das spezifische Gewicht eines Stoffes ist gleich dem Gewichte eines
dm?® desselben in kg, bzw.

das spezifische Gewicht eines Stoffes ist gleich dem Gewichte eines
m?® desselben in t ausgedriickt.

Damit wird das Gramm (g) die zum Zentimeter (cm), das Kilo-
gramm (kg) die zum Dezimeter (dm) und die Tonne (t) die zum Meter (m)
gehdrende Gewichtseinheit.

Aus dem Rauminhalte und dem spezifischen Gewichte des Stoffes
eines Korpers 143t sich das absolute Gewicht desselben berechnen.

" Unter dem absoluten Gewichte eines Korpers versteht man das
Gewicht des gesamten Stoffes, aus welchem der Kérper hergestellt ist.

Man erh#lt das absolute Gewicht eines Kérpers, indem man seinen
Rauminhalt mit dem spezifischen Gewichte des Stoffes, aus welchem
der Korper besteht, multipliziert.

Bezeichnet man mit

s das spezifische Gewicht,
V den Rauminhalt (Volumen),
Gw das absolute Gewicht

eines Korpers, so ist sein absolutes Gewicht

Gw=7V s ... Gewichtseinheiten. . . .. ... .. 1)
Hieraus folgt:
Vzgg . . . Raumeinheiten ... .. ... ... 2)
G Gw Gewichtseinheiten 3
"V 7 Raumeinheiten " )

Es wird sich fiir die Folge empfehlen, bei Gewichtsbe-
rechnungen von Koérpern die Abmessungen derselben stets
in Dezimetern in die Rechnung einzufiihren, da alsdann die
fiir die spezifischen Gewichte gegebenen Zahlenwerte?) als

1) Ist das Gewicht von

1 dm?® = s kg, so wird das Gewicht von
1 m® =s-1000 kg, von

lem® = - > kg und von

3_— e
L mm®= 1565500 K&
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in Kilogrammen gegeben anzusehen sind. Das absolute Ge-
wicht der Koérper wird dann ohne weiteres in Kilogrammen
erhalten.

9. Oberflichennetz, Abwicklung. Schneidet man die Oberfliche
eines ebenflichigen Korpers lings einer oder mehrerer Kanten in der
Weise auf, daB man die gesamte Oberfliche in einem Stiick oder in
mehreren zusammenhingenden Stiicken derart in eine Ebene aus-
breiten kann, daB kein Stiick das andere deckt, so bezeichnet man
die entstehende Figur als das Oberflichennetz, kurz als das Netz
oder die Abwicklung des Korpers. Von einigen krummfifichigen
Korpern lassen sich ebenfalls Oberflichennetze herstellen. Die zeich-
nerische Wiedergabe derartiger Netze
fallt in das Gebiet der darstellen-
5 den Geometrie.

In Abb. 23 ist das Oberflichen-
| I netz oder die Abwicklung eines
4 3 1 2 | 7 Wiirfels (Abb. 1) dargestellt. Die
| |
! |

Gesamtoberfliche eines Wiirfels be-
steht, wie hier als bekannt voraus-
6 gesetzt werden soll, aus sechs glei-
chen Quadraten. Zeichnet man diese
sechs Quadrate in einer zusammen-
Abb. 23. hingenden Figur auf Papier und
schneidet man letztere aus, so-kann
man durch Kniffen des Papiers in den punktiert angegebenen Kanten
und entsprechendes Aneinanderfiigen der einzelnen Quadrate das Mo-
dell eines Wiirfels herstellen. Der Leser mache den Versuch!

10. Bezeichnungen und Abkiirzungen. Die Fliche, auf welcher
ein Korper ruht, nennt man Grundfliche, die den Korper nach
oben begrenzende, zur Grundfliche parallel oder geneigt liegende
Fliache heit Deckfliche. Allgemein spricht man auch von oberer
und unterer Grundfliche.

Die den Koérper mit Ausnahme von Grund- und Deckfliche be-
grenzenden Flichen bilden die Mantelfliche oder den Mantel des-
selben.

Die Summe aller einen Kérper begrenzenden Flichen, also: Grund-
fliche plus Deckfliche plus Mantelfliche bezeichnet man als Ober-
fliche des Korpers.

Die Summe simtlicher Raumeinheiten eines Koérpers nennt man
Rauminhalt oder Kubikinhalt bzw. Volumen.

In der Folge finden die nachstehenden Abkiirzungen Verwendung:

G: Grundfliche bzw. Deckfliche,
M: Mantelfliche, kurz Mantel,
O: Oberfliche,
V: Rauminhalt, Volumen,

Gw: Absolutes Gewicht,
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s: Spezifisches Gewicht,
R E: Raumeinheiten, Kubikeinheiten,
FE: Flacheneinheiten,
LE: Langeneinheiten,
GwE: Gewichtseinheiten.

1L Berechnung der Korper.

A. Der Wiirfel.

11. Rauminhalt. Der Wiirfel bildet, wie bereits vorstehend erklirt,
die Grundlage fiir die gesamte messende und rechnende Korperlehre,
da er als MaBeinheit fiir alle anderen Korper gilt?).

Der Wiirfel ist ein von sechs kongruenten Quadraten begrenzter
Korper, d. h. seine Oberfliche wird von diesen sechs kongruenten Qua-
draten gebildet. Jedes dieser Quadrate kann als Grundfliche ange-
nommen werden. Die Abwicklung des Wiirfels ist bereits in Abb. 23
dargestellt. Samtliche Flichen- und Kantenwinkel am Wiirfel sind
rechte Winkel?).

Jeder Wiirfel besitzt acht Ecken, an welchen die zwolf Kanten
desselben zusammenstofen. Diese Kanten miissen, da simtliche Be-
grenzungsflichen Quadrate sind, einander gleich sein,

In Abb. 24 ist ein Wiirfel von 5 cm Kanten- oder Seitenlinge dar-
gestellt. Denkt man sich die
Grundfliche des Wiirfels mit
Einheitswiirfeln von 1cm Kan-
tenlange bedeckt, so lassen sich
aufderselben, wie Abb. 24 zeigt,

5 - 5 = 25 Einheitswiirfel

unterbringen. Da der Wiirfel
auch 5 cm hoch ist, so lassen
sich in der Hohe iiber jedem
Quadratzentimeter der Grund-
fliche ebenfalls fiinf Ein-
heitswiirfel aufbauen, so
daB in dem ganzen Wiirfel
von 5 cm Kantenlinge
5-5.5=125 Einheits-
wiirfel Abb. 24,

enthalten sind.

Man erhélt demnach ein MaB fiir den Rauminhalt des
ganzen Wiirfels, wenn man die MaBzahl® seiner Kanten-

1) Vgl. 8. 10, Ziffer 7.

2 ., . 8 5, b

3) ,,  W. u. St, Planimetrie S. 183, Ziffer 182 u. 183.
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lange dreimal als Faktor setzt, im vorliegenden Falle also
V=5cm:5cm:5cm=(5 cm)®> =125 cm?3.})
Bezeichnet man, wie in Abb. 25, die Kantehlﬁnge mit -a, so erhilt
man sinngemif
V=a-a-a=a®........... RE........ 4)

Der Rauminhalt eines Wiirfels wird berechnet, indem man die
Kantenléinge dreimal mit sich selbst multipliziert bzw. mit 3 po-
tenziert.

Nach Seite 3, Ziffer 2b besitzt jeder Korper drei Abmessungen:
Linge, Breite und Hohe. In Abb. 25 ist die Linge des Wiirfels
= AB, die Breite =BC und die Hohe = BJ. Multipliziert man
Liange und Breite miteinander, so erhélt man den Inhalt der Grund-
fliche ?)

G=AB-BC=a-a, d.1i.
G=a% ................. FE ........ 5)

Multipliziert man den Inhalt der Grundfliche noch mit der Hohe,
so erhdlt man entsprechend dem vorstehenden den Rauminhalt des
Wiirfels

V=AB-BC:-BJ=G: BJ, d.i

Mithin kann man auch sagen:

Der Rauminhalt eines Wiirfels ist gleich dem Produkt aus
Grundfliiche und Hohe.

12. Oberfliiche. Die Gesamtoberfliche des Wiirfels besteht, wie
bereits erklart, aus sechs kongruenten Quadraten, deren Seitenlinge
=g ist. Mithin:

O0=6-a%................ FE ... ..... 7)

13. Mantel. Der Mantel des Wiirfels wird, wie aus dem Netz in
Abb. 23 ersichtlich ist, von den Seitenflichen, d. i. von den Qua-
draten 1 bis 4 gebildet. Es ist mithin:

14. Flichendiagonalen. Die Seitenflichen-Diagonale BH =d in
Abb. 25 berechnet sich aus dem bei A rechtwinkligen Dreieck BAH
nach dem Pythagoras zu?)

d?2=a%-{-a2==2.a2 Hieraus folgt:
d=7)2 a® und damit?)

d=a-YV2=14l-a......... LE ........ 9)
1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 73, Ziffer 72 und Umkehrung.
% ,, . s » Planimetrie S. 84, Ziffer 95.
3) 2 2 33 2 2 i 1217 2 134.

9 ., . s o Arithm. u. Algebra S. 80, Ziffer 77 u. S. 90, Ziffer 84h.
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Legt man, wie in Abb. 25 dargestellt, eine beliebige Diagonal-
ebene durch den Wiirfel, so entsteht ein Diagonalschnitt BCFH.
Derselbe ist ein Rechteck. — Warum? —

Der Flicheninhalt dieses Rechtecks ist
F=BC-BH=—a-d.

Nach Gleichung 9) ist aber d=4a-)/2. Diesen Wert in die Glei-
chung fiir F eingesetzt, ergibt

F:a-a,-]/é, d. i
F=az-}2=141-22... ... .. FE........ 10)

Abb. 25. Abb. 26.

15. Hauptdiagonalen. Korper- oder Hauptdiagonale eines
Wiirfels ist diejenige Gerade, welche zwei gegeniiberliegende Ecken
miteinander verbindet: BF =D in Abb. 26.

Aus dem bei H rechtwinkligen Dreieck BHF in Abb. 26 berechnet
sich die GroBe jeder Hauptdiagonale nach dem Pythagoras zu

D2 =a% |- d2 und da nach vorstehendem
d?=2-a? ist, so folgt:
D?2=a%?-}2-a2=3-.a2%
Aus dieser Gleichung geht hervor, dafl das Quadrat iiber einer

Hauptdiagonale dreimal so grof§ ist als das Quadrat iber einer Kante.
Weiter folgt aus derselben Gleichung:

D=V3-a® und damit
D=a -}V38=18-a......... LE........ 11)

Die Hauptdiagonale BF ist zugleich Flichendiagonale im Diagonal-
schnitt BCFH, Abb. 25.
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Jeder Wiirfel hat, da er acht Ecken besitzt, vier Hauptdiago-
nalen. Dieselben sind in den Wiirfel Abb. 27 eingetragen; sie sind
gleich lang:

AK=BF=CH=EJ
und schneiden sich in einem Punkte M. — Warum? —

Die Hauptdiagonal-Schnitte ACKH und BEFJ in Abb. 28
schneiden sich in der Schnittgeraden OP, die Hauptschnitte ABKF
und CEHJ in der Schnittgeraden LN; das letzte Paar Hauptschnitte
in der Geraden ST.

Je zwei der Geraden LN, OP und ST bes’mmmen eine Ebene,
welche den Wiirfel in kongruente Teile zerlegt. Diese Ebenen nennt
man die Mittelschnitte des Wiirfels; die Geraden LN, OP und
ST sind Mittellinien. Der Punkt M, welcher den sechs Haupt-

F K
/ \\\ 0//////
Ty //
71 N /
HE=—— J
N /
\ /T \\ /
L;\L N
/\ ; M /\\
/ \| 95 / \
B e R S )
// // SO ,/////
j - /\&/ /
////// /
H%’ 1
<~a—
Abb. 28.

diagonal-Schnitten sowie den drei Mittelschnitten (Abb. 28) gemeinsam
ist, und in dem sich die vier Hauptdiagonalen (Abb. 27) sowie die
drei Mittellinien schneiden, heift Mittelpunkt des Wiirfels.

Er ist gleichweit von. allen Ecken (Abb. 27):

AM=BM=CM=EM=FM=....... usw.,
gleichweit von den Mittelpunkten aller Begrenzungsflichen (Abb. 28):
LM=NM=OM=PM= ......... usw.

und gleichweit von allen Kanten entfernt.
Wie grof} ist mit Riicksicht auf die bisher entwickelten Gleichungen
die Entfernung des Punktes M von den Ecken, sowie von den Seiten?
Punkt M ist zugleich Mittelpunkt der dem Wiirfel einbeschrie-
benen Kugel, der Inkugel, welche alle Begrenzungsflichen beriihrt
und deren Halbmesser gleich der halben Kantenlinge, d. i
a

ist, sowie Mittelpunkt der umschriebenen Kugel, der Umkugel,
welche alle Ecken des Wiirfels in ihrer Oberfliche aufnimmt und deren
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Halbmesser gleich der halben Hauptdiagonale, nach Gleichung 11) also

aV3

Pye= —Vs_.oseea LE........ 13)

ist. Er ist auch ,noch Mittelpunkt einer Kugel, welche alle Wiirfel-
kanten in der Mitte ihrer Linge beriihrt.

16. Kantenliinge. Aus den Gleichungen 4 bis 13) lifit sich nun
die Kantenlinge des Wiirfels berechnen wie folgt:
Aus Gleichung 4) V = a? ergibt sich:
3
a=VYV ... LE........ 14)
Aus Gleichung 7) O =6 -a? folgt:

a? = 3 und damit
0 _
a=) == 0,408-70 ... ... LE........ 15)
Aus Gleichung 9) d=a-)/2 =1,41-a ergibt sich:
d d
_ = e 7 d .............
a V2 1 ] = 0,709 - LE 16)
Aus Gleichung 11) D=a- V§= 1,73 - a folgt:
D D
a_ﬁ_mg_o,ms-n ..... LE ........ 17)
Aus Gleichung 12) rj= erhilt man
= 2P . e e e e e e e e e LE ........ 18)
Aus Gleichung 13) r, = 0,866 -a folgt:
Tu
— G866 — MABB T LE........ 19)

Die Kantenlingen aus den Gleichungen 5, 6, 8 und 10) moge der
Leser selbst bestimmen.

17. Winkel zwischen Haupt- und Flichendiagonalen. Das Drei-
eck BHF in Abb. 26 ist bei H rechtwinklig; mithin ergibt sich fiir
den Sinus des Winkels o zwischen Haupt- und Fliachendiagonale?)

HF

sin ¢ = BE — —%, Nach Gleichung 11) ist

—a-V

Diesen Wert fiir D in die Gleichung fiir sin o eingesetzt, folgt:

a 1 1 ~
== _.13=0,57736.
a-V3 V3 3 ’
1) Vgl. W. u. St., Trigonometrie, S. 16, Ziffer 7 bis 8.
%), . s 5 Arithm. u. Algebra S. 108, Ziffer 94a.
Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 4. 2. Aufl. 2

sin ¢ =
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Diesem Zahlenwerte entspricht aber nach den trigonometrischen
Tafeln?) ein Winkel

a=385°15"50" . . ... ... 20)

Diesen Winkel bildet jede Hauptdiagonale des Wiirfels mit jeder
Wiirfelfliche.

Beispiele?).

1. Wie groB ist der Rauminhalt eines Wiirfels, dessen Kante a —
4,5 m lang ist?

Nach Gleichung 4) erhdlt man

V=a%=4,5*=91,125 m53.

2. Wie groB ist die Oberfliche eines Wiirfels, dessen Kante a —
3,2 m lang ist?

Nach Gleichung 7) erhalt man

0=6-a2=6-3,22=6-10,24 = 61,44 m?2
3. Die Oberfliche eines Wiirfels ist O =486 cm?. Wie lang ist

die Kante?
Aus Gleichung 15) ergibt sich

a=0,408-7/0 = 0,408 - /486 = 0,408 - 22,05 =29 cm.?)

4. Bin Wiirfel besitzt einen Rauminhalt von 3048,625 cm3. Wie
lang ist die Kante?
Nach Gleichung 14) erhalt man

3 3
a =71V =7/3048,625 = 14,5 cm.
5. Die Kantenlange eines Wiirfels betrigt 1,35 m. Wie lang wer-

den Flichen- und Hauptdiagonale?
Die Flichendiagonale berechnet sich aus Gleichung 9) zu

d=141-a=1,41-1,35==1,904 m.
Die Hauptdiagonale ergibt sich aus Gleichung 11) zu
D=173.4=1,73-1,35=<2,336 m.
6. Wie groB ist die Mantelfliche eines Wiirfels, welcher einen Raum-
inhalt von 15,625 cm?® besitzt?

Zunichst ist aus dem Rauminhalte V die Kantenldnge a des Wiirfels
nach Gleichung 14) zu berechnen. Es wird

3 3
a=71V=715625=25 cm.
Mit diesem Werte erhilt man alsdann nach Gleichung 8)
M=4.a2=4-.2,52=4.6,25 = 25 cm?

1) Vgl. W. u. St., Trigonometrie 8. 158 u. 159.

2) Fiir simtliche nun folgenden Berechnungen sind die Tafeln am Schlusse
des TIL Teiles dieses Buches benutzt.

3) Das Zeichen ~ bedeutet: abgerundet auf.
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7. Welchen Rauminhalt besitzt ein Wiirfel, dessen Grundfliche
G ="172,25 dm? ist?
Zunichst ist aus der Grundfliche G die Kantenlinge a des Wiirfels
zu berechnen. Diese ergibt sich aus Gleichung 5) G =a? zu
a=— V@——-—— V7-2“,-2“5—= 8,5 dm.
Mit diesem Werte erhélt man den Rauminhalt nach Gleichung 4)
V=a%=8,52= 614,125 dm?.
8. Ein Wiirfel besitzt eine Kantenlinge a; = 35 dm. Wie groB3

wird die Kantenlinge ar eines anderen Wiirfels, dessen Rauminhalt
doppelt so groB ist als derjenige des ersteren?

a) Inhalt des Wiirfels mit 35 dm Kantenlinge entsprechend Gleichung 4)
Vi =a} = 353 =42875 dm3.
Inhalt des zu berechnenden Wiirfels
Vo=12-V1=2.42875=285750 dm?.
Hieraus berechnet sich die Kantenléinge a: nach Gleichung 14) zu

3 3
as—=1/Vs — /85750 =~ 44,1 dm.
b) Eine andere Losung ist die folgende: Nach den Bedingungen
der Aufgabe muB
ay=2-a} sein. Mithin:?)

3 3
2. =128 =a,-J2=12599 - a.
Damit ergibt sich
az = 1,2599 -a; = 1,2599 - 35 == 44,0965 ~ 44,1 dm.
Die Resultate stimmen demnach gut iiberein.
9. Wieviel kg wiegt ein Wiirfel aus Eisen, wenn die Kantenlinge
=17,5 cm und das spezifische Gewicht = 7,8 angenommen werden?
Der Gewichtsberechnung mufl die Berechnung des Rauminhaltes
vorausgehen. Man erhidlt nach Gleichung 4)
V=2a%=117,5%=5359,375 cm?3, oder auch
V =2a%=1,752= 5,360 dm?.
Das Gewicht ergibt sich alsdann aus Gleichung 1) zu
Gw=V.5==15,360-7,8 = 41,808 ~ 42 kg.
10. Ein Wiirfel aus Granit wiegt 3726,8 kg. Wie lang ist seine
Kante, wenn s = 2,8 angenommen wird?
Aus dem Gewicht ist zunichst der Rauminhalt zu berechnen. Man
erhilt nach Gleichung 2)
~ Gw  3726,8
s 28
1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 88, Ziffer 84 a.

2) Das Resultat muB hier in dm fallen, da das Gewicht in kg gegeben ist.
Vgl. hierzu S. 11, SchluBsatz von Ziffer 8.

= 1331 dm®.?)

ok
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Aus dem Rauminhalte folgt fiir die Kante nach Gleichung 14)

3 3
a=7]V=7)1331=11 dm = 1100 mm.
11. Wieviel kg wiegt ein Korkwiirfel von 1000 mm Kantenlinge?
(s =0,24.)
Der Rauminhalt des Wiirfels in dm?® berechnet sich nach Glei-

chung 4) zu
V=12a2=10*=1000 dm?®

Damit ergibt sich das Gewicht aus Gleichung 1) zu
Gw=V.-5s=1000-0,24 = 240 kg.

12. Ein aus einer Legierung gegossener Wiirfel von 20 cm Kanten-
lainge hat ein Gewicht von 71,2 kg. Wie grol ist das spezifische
Gewicht der Legierung?

Nach Gleichung 3) erhilt man
Gv_ 72 T2
vV 22 8

13. Ein guBeiserner, hohlgegossener Wiirfel von 260 mm Kanten-
lange besitzt eine iiberall gleichmaBige Wandstéirke von 30 mm. Es
sind Rauminhalt, Gewicht und Oberfliche des Hohlkdrpers zu be-
rechnen. (s="17,3.)

Der Rauminhalt berechnet sich als die Differenz zweier Wiirfel
von 2,6 dm und 2,0 dm Kantenlinge entsprechend Gleichung 4) zu
V=2,6%—22=17,576 — 8 = 9,576 dm?.

Das Gewicht ergibt sich aus Gleichung 1) zu

Gw=V-.-8=19,576-7,3 = 69,9056 ~ 70 kg.

Die Oberfliche enthlidt entsprechend Gleichung 7)

0=6(2,62+2%-=6-10,76 = 64,66 dm>

8= = 8,9 kg/dm?3.?)

14. Der Halbmesser der einem Wiirfel umschriebenen Kugel ist
ro =75 mm. Wie groB werden die Kanten, die Oberfliche und der
Rauminhalt des Wiirfels?

Die Kantenlinge ergibt sich aus Gleichung 19) zu
a=1,155-r, =1,155-75 = 86,625 ~ 86,6 mm.
Damit erhilt man die Oberfliche nach Gleichung 7)
O=16-a>=—06"86,62=44997,36 mm? = 4,5 dm2
Fiir den Rauminhalt folgt aus Gleichung 4)
V =a®— 86,6° — 649461,896 mm?* = 0,65 dm?.

1) Vgl. S. 11, Ziffer 8, Absatz 4 von oben.
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Aufgaben.

1. Wie groB ist der Rauminhalt eines Wiirfels, dessen Kante
a) 1,25 m; b) 194 dm; ¢) 32,6 cm; d) 115 mm lang ist?
a) 1,953125 m? b) 7301,384 dm?®; c) 34645,976 cm?;
d) 1520875 mm?.
2. Welche Oberfliche besitzt ein Wiirfel, dessen Kante a) 148 mm;
b) 42,7 cm; ¢) 12,75 dm; d) 4,25 m lang ist?
a) 131424 mm?; b) 10939,74 cm?; c¢) 975,375 dm?;
d) 108,375 m2. v
3. Die Oberfliche eines Wiirfels betrage a) 362 m?; b) 56,25 dm?;
c) 4830,25 mm? Wie lang werden die Kanten?
a) 7,766 m; b) 3,06 dm; c¢) 28,37 mm.
4. Ein Wiirfel besitzt einen Rauminhalt vona) 2197 m?; b) 13,824 dm?;
c) 592,704 cm3. Wie lang ist die Kante?
a) 13 m; b) 2,4 dm; c) 8,4 cm.

5. Es sind aus der Oberflaiche eines Wiirfels, welche 10,24 m?
groB ist, die Langen der Flichen- und Hauptdiagonale zu berechnen.
d=1.841m; D=2,259 m.

6. Welchen Rauminhalt erhialt ein Wiirfel, der eine Oberfliche
0 = 306,25 cm? besitzt?
V=2363,994 cm?.
7. Ein Wasserkasten besitzt Wiirfelform und soll, vollstindig ge-

fillt, 750 Liter Wasser aufnehmen. Wie lang werden die Kanten im
Inneren des Behilters?

a==9,0856 ~ 9,1 dm?).

8. Es soll ein wiirfelférmiger, oben offener Behilter von 0,75 m3
Inhalt aus Blech hergestellt werden. Wieviel m? Blech sind erforder-
lich, wenn auf Verschnitt, Vernietung usw. keine Riicksicht genommen
wird?

M-+ G =4,131 m2

9. Wieviel kg wiegt ein Wiirfel von 4 dm XKantenlinge a) aus
Aluminium: s = 2,56; b) aus Blei: s =11,4?

a) 163,84 kg; b) 729,60 kg.

10. Wieviel kg wiegt ein Korkwiirfel von 100 mm Kantenlédnge?
(s =10,24.)

Gw = 0,24 kg.
11. Ein Wiirfel aus Blei, dessen spezifisches Gewicht = 11,4 ist,

wiegt 25 kg. Wie groB werden Rauminhalt, Kantenlinge und Ober-
fliche des Wiirfels?

V=2,193 dm?®, a=1,3 dm; 0=10,14 dm?.

1) 1 Liter =1 dm?3
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Ubungen.

1. Ein Wiirfel besitzt eine Oberfliche von 17,75 m2 Der Wiirfel
ist in séimtlichen, durch die vorstehend entwickelten Gleichungen ge-
gebenen Abmessungen durchzurechnen.

2. Der Rauminhalt eines Wiirfels betrigt 3,275 m?3 Der Wiirfel
ist vollkommen durchzurechnen.

3. Der Flicheninhalt der Diagonalebene eines Wiirfels betrigt
1500 mm?2 Es sind Oberfliche und Inhalt des Wiirfels zu bestimmen.

4. Die Kante eines Wiirfels sei 5 dm lang. Welchen Rauminhalt
besitzen Wiirfel, deren Kanten 2—3—4-—5mal so lang sind? In
welchem Verhiltnis stehen die Wiirfelinhalte zueinander?

5. Wie lang wird die Kante eines Wiirfels, dessen Rauminhalt
gleich demjenigen zweier Wiirfel ist, von denen der eine 65 mm, der
andere 150 mm Kantenldnge besitzt?

6. Das Gewicht eines Wiirfels betrigt 100 kg bei s =28,9. Der
Wiirfel ist vollkommen durchzurechnen.

7. Ein Wiirfel besitzt eine Kantenlinge — 1,25 m. Derselbe ist
vollkommen durchzurechnen und sind simtliche Resultate in m, dm,
cm und mm anzugeben. Das Gewicht ist mit s= 7,2 zu berechnen
und in t, kg und g auszudriicken.

8. Drei Wiirfel sind derart iibereinandergestellt, daB ihre Mittel-
linien genau eine Gerade bilden. Die Seitenkanten der einzelnen
Wiirfel sind =15 cm, 10 cm und 5 cm. Wie groB sind Rauminhalt,
Oberfliche und Gewicht des auf diese Weise gebildeten Korpers bei
8 =2,4?

9. Ein Wiirfel aus GuBeisen (s =7,3) und ein Wiirfel aus Rotgul}
(s=8,9) wiegen je 200 kg. Wie groB ist der Unterschied in den
Kantenlingen der beiden Wiirfel?

10. In welchem Verhiltnis stechen Rauminhalte, Oberflichen, Kanten
und Diagonalen von Wiirfeln, deren Gewichte 50 kg, 25 kg, 10 kg,
5 kg, 1 kg, 100 g, 10 g betragen? Das spezifische Gewicht sei bei
simtlichen Wiirfeln dasselbe.

11. Ein Wiirfel mit der Kantenlinge a =7]/5 cm ist vollkommen
durchzurechnen.

3

12. Ein Wiirfel mit der Kantenlinge a = ]/30 dm ist vollkommen
durchzurechnen.

13. Die Kantenlinge eines Wiirfels ist a=35 mm. Es sind die
Kanten eines anderen Wiirfels zu berechnen, welcher a) die 0,56 —2—
3fache Oberfliche, b) den 0,75 —3 —5fachen Rauminhalt des gegebenen
Wiirfels besitzt.

14. Die Kante eines Wiirfels ist a==6,5 cm. Es sind Oberfliche
und Rauminhalt derjenigen Wiirfel zu berechnen, welche a) die Flichen-
diagonale, b) die Hauptdiagonale des ersteren als Kante besitzen.

15. Der Diagonalschnitt eines Wiirfels hat einen Fliacheninhalt
F=—1250 cm2 Wie groB ist der Rauminhalt dieses Wiirfels?
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16. Der Halbmesser der einem Wiirfel einbeschriebenen Kugel ist
ri=12,5 cm. Wie grol werden a, O, V und ry?

17. Einer Kugel mit dem Halbmesser ry==1,5 dm sei ein Wiirfel
einbeschrieben, ein anderer umschrieben. Wie grof} ist die Differenz
zwischen den Kanten, Rauminhalten und Oberflichen beider Wiirfel?

18. Welchen Winkel schliefit jede Hauptdiagonale eines Wiirfels
mit jeder Begrenzungsebene ein?

B. Das Prisma.

18. Allgemeines. a) Legt man zwei oder mehr gleich grofie Wiirfel
so aufeinander, daf sich die Deckfliche des einen mit der Grundfiiche
des anderen vollkommen deckt, so entsteht
ein prismatischer Kdérper. (Abb. 29.)

Nach der zu Abb. 22 abgegebenen Er-
klarung kann man ein Prisma auf folgende
Art entstehen lassen: Zieht man durch
samtliche Ecken eines ebenen n-Ecks Pa-
rallelen, welche nicht in die Ebene des
n-Ecks fallen, legt durch je zwei dieser
aufeinander folgenden Parallelen eine Ebene
und schneidet diese Ebenen durch eine
andere Ebene, welche dem wurspriinglichen
ebenen n-Eck parallel ist, so entsteht ein
allseitig begrenzter, prismatischer Raum,
der Prisma genannt wird.

Im allgemeinen sind prismatische Kor-
per solche, welche zwei ebene, parallele
und kongruente, sonst aber beliebige Fi-
guren zu Grundflichen haben und deren A4 g
Seitenflichen Parallelogramme sind. Unter Abb. 29.
einem Prisma im engeren Sinne versteht
man einen Korper, dessen Grundflichen beliebige geradlinig begrenzte,
ebene und kongruente Vielecke sind. Die Seitenflichen werden dann
von so viel Parallelogrammen gebildet, als eins der Vielecke Seiten hat.

Nach der Anzahl der Seitenflichen, und je nachdem die Grund-
flichen Dreiecke, Vierecke, .... n-Ecke sind, werden die Prismen
in dreiseitige, vierseitige, ..... n-seitige eingeteilt.

In Abb. 30 ist ein dreiseitiges, in Abb. 29 ein vierseitiges und in
Abb. 31 ein sechsseitiges Prisma dargestellt. In diesen Abbildungen
sind die ebenen Flichen ABC..H und A’'B'C’ . . H Grundfldchen,
die Parallelogramme ABB’A’, BCC'B’ . . . AHH'A" Seitenflichen.
Letztere bilden zusammen den Mantel des Prismas.

Mantel und Grundfiichen zusammen bilden die Oberfliche des
Prismas.

Die Seiten der Grundflichen: AB, BC, CE ... ... A’B’, B'C,
C'E" .... usw. heiflen die Grundkanten des Prismas, die iibrigen
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Kanten: AA’, BB’ ... HH' werden Seitenkanten genannt. (Abb. 29
bis 31.)

Die Seitenkanten eines Prismas sind gleich lang, denn sie sind
Gegenseiten im Parallelogramm?).

b) Man unterscheidet gerade oder senkrechte und schiefe
Prismen. ,Gerade Prismen sind in Abb. 29 bis 31, ein schiefes ist in
Abb. 32 dargestellt.
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Abb. 30. Abb. 31.

Ein Prisma heilt ein gerades oder senkrechtes, wenn die
Seitenkanten senkrecht auf den Grundflichen stehen. Beim senk-
rechten Prisma sind simtliche Seitenflichen Rechtecke; beim
schiefen Prisma ist dies nicht der Fall

¢) Ein gerades Prisma heilt ein regelmaBiges, wenn die Grund-
flichen regelmiaflige Vielecke sind, z. B. ein gleichseitiges Dreieck,
ein Quadrat, ein regelmiBiges 4-Eck, 5-Eck, 6-Eck . . . . n-Eck?).
(Abb. 29 und 31))

Bei den regelmifigen Prismen wird die Verbindungslinie der
Mittelpunkte?®) der Grundflichen als Hoéhe bzw. als Achse be-
zeichnet. Die Hohe steht senkrecht auf den Grundflichen und ist
parallel zu den Seitenkanten. Man bezeichnet sie allgemein mit h;
in Abb. 29 bis 31 ist dieselbe eingetragen. Bei den geraden Prismen
kann jede Seitenkante als Hohe angesehen werden.

d) Jede Schnittfliche eines Prismas, welche parallel zu den Grund-
flachen liegt, heit ein Parallelschnitt: Schnitt abce in Abb. 29
und 33 sowie Schnitt abcefh in Abb. 31. Jeder Parallelschnitt ist den
Grundflichen kongruent, da er einmal, wie zu der Entstehung von

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 67, Ziffer 75.

2) [L I L A ] 2 2 157 bis 170.

3) Mittelpunkt und Schwerpunkt sind hier gleichbedeutend. Uber den letz-
teren vgl. W, u. St.,, Mechanik S. 198, XVIL
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Abb. 29 erklart, die obere und untere Grundfiiche zweier neuen Prismen
bildet und das andere Mal, wie in Abb. 31, die Seiten der Vielecke
der Reihe nach paarweise parallel und gleich sind.

Wird ein Prisma, wie in Abb. 33, durch eine zur Grundfiiiche be-
liebig geneigte Ebene geschnitten, so entsteht ein schief abge-
schnittenes Prisma. Die Seitenkanten sind nicht gleich lang, die
Grundflichen sind nicht kongruent, die Seitenfliichen sind nicht sémt-
lich Rechtecke usw. (Vgl. hierzu Seite 30, Ziffer 27, Abb. 40.)
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Abb. 33. Abb. 34.

Unter einem Normalschnitt versteht man einen ebenen Schnitt,
welcher senkrecht zu den Seitenkanten steht: Schnitt abce in Abb. 33.

Legt man einen ebenen Schnitt durch zwei nicht aufeinander-
folgende Seitenkanten eines Prismas, so entsteht ein Diagonal-
schnitt bzw. eine Diagonalebene. Beim geraden Prisma ist jede
Diagonalebene ein Rechteck: Schnitt ABCF, AHEF usw. in Abb. 34.

Durch Diagonalschnitte wird das vielseitige Prisma in dreiseitige
Prismen zerlegt. (Abb. 34.)

19. Das rechtwinklige Parallelepiped oder der Quader. Ein
Prisma, bei welchem nicht nur die Seitenflichen, sondern auch die
Grundflichen Parallelogramme sind, heillt ein Parallelfldchner
oder ein Parallelepipedum. (Abb. 35.) Je zwei gegeniiberliegende
Parallelogramme sind parallel und kongruent; jedes kann als Grund-
fliche angesehen werden.

Das Parallelepiped besitzt vier Diagonalen, welche sich in einem
Punkte S schneiden und gegenseitig halbieren. (Abb. 35.)

Ein gerades Prisma, an welchem Grund- -und Seitenflichen
Rechtecke sind, wird als rechtwinkliges Parallelepiped oder
als Quader bezeichnet. (Abb. 36.) Der Quader hat acht Ecken,
sechs Begrenzungsflichen, welche paarweise parallel und kongruent,
und zwdolf Kanten, welche zu je vier einander gleich sind.

Da auf diese Weise die Kanten nur drei verschiedene Lingen
besitzen, so spricht man im allgemeinen von den ,drei Kanten
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eines Quaders®. Auch hier kann jede Seitenfliche als Grundfliche
und die auf dieser senkrechte Kante als Hohe angesehen werden.

Jeder ebene Schnitt durch zwei gegeniiberliegende Seitenkanten
eines Quaders ist ein Rechteck. KEs sind sechs solcher Schnitte
moéglich, die wieder paarweise kongruent sind.

Die vier Hauptdiagonalen eines Quaders sind gleich lang,
schneiden sich in einem Punkte und halbieren sich gegenseitig. (Vgl
Abb. 35.) '

Der vorstehend besprochene Wiirfel kann als ein Quader aufgefaflt
werden, dessen sdmtliche Kanten gleich lang sind.
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Abb. 35. Abb. 36.

20. Rauminhalt des Quaders. Bei der Berechnung der Prismen
geht man vom Quader aus. Bereits bei Abb. 29 wurde erklirt, daB
man sich die Entstehung eines Prismas durch die Ubereinanderlage-
rung von Wiirfeln, deren zusammenfallende Grundflichen sich genau
decken, vorstellen kann. Stellt man, wie in Abb. 36 gezeigt, zwei
gleich grofle Wiirfel, deren Kantenlinge — a ist, in dieser Weise iiber-
einander, so entsteht ein rechtwinkliges Parallelepiped oder ein Quader.

Nach Gleichung 6), Seite 14 ist der Inhalt eines Wiirfels gleich dem
Produkt aus Grundfliche und Héhe, also

V=G-:a.

Durch das Ubereinanderstellen gleich groBer Wiirfel andert sich
nur die Héhe; die Grundfliche bleibt, da bei allen Wiirfeln gleich,
dieselbe. Bei zwei Wiirfeln, wie in Abb. 36, wird demnach der Raum-
inhalt des Quaders

V=G-a-+ G-a, oder?)
V=G-(a+a), d.i
V=G-2a.

In dieser Gleichung ist aber der Faktor 2a nichts anderes als die
Hohe des Quaders. Bezeichnet man diese, wie in Abb. 36, mit h, so
geht die letzte Gleichung {iber in

V=G-h ................. RE........ 21)
1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 36, Ziffer 43 A, a.
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Der Rauminhalt des Quaders ist gleich dem Produkt aus Grund-
fliiche und Hohe.

In Ziffer 18c wurde erklirt, daB bei geraden Prismen jede Seiten-
kante als Hohe angesehen werden kann. Aus Abb. 36 ist ersicht-
lich, daB ’

2a=h und auch
2a=—c ist. Folglich muf}

¢==h sein?).
Die Grundfliche G ist nach Abb. 36
G==a-bh.
Setzt man die Werte fiir G und h in Gleichung 21) ein, so er-
hilt man
V=a-b:€C.....00.uuue.... RE........ 22)

Der Rauminhalt des Quaders ist gleich dem Produkt der Maf-
zahlen von drei an einer Ecke zusammenstofienden Kanten.

21. Oberfliiche des Quaders. In Abb. 37 ist das Netz eines Qua-
ders gezeichnet. Dasselbe be-

steht, wie ersichtlich und bereits N § .A
vorstehend erwdhnt, aus sechs \E
Rechtecken, die in der Abbil-

dung mit I bis VI bezeichnet Ve V4 w V.4

sind. Die Rechtecke I bis IV
bilden den Mantel, die Recht- | 7 = %€ (r0¢|/a=ac$ aw=d¢
ecke V und VI die Grund- a 2 a b
flachen des Quaders.

Mit den in Abb. 37 einge-

=
tragenen Bezeichnungen wund NS o
MaBzahlen berechnet sich die SR
Oberfliche des Quaders zu Abb. 37.

O =11 + fix + fru + frv + fv -~ fv1 oder

O=—a-¢c}+b-ct+a-c+b-c+a-b-+a-+b. Das ist aber

O=2-a-b+2-a-¢+2-b-c. Folglich:

0=2-(a-b-+a-c+b-¢)...... FE ........ 23)

Da die Rechtecke fi bis fiy den Mantel, die Rechtecke fy und fyr

die einander gleichen Grundflichen bilden, so kann man auch schreiben

O0=M-+ G-+ G oder

O0=M--2-G .. ..., FE ........ 24)

22. Mantel des Quaders. Der Mantel wird, wie bereits erwihnt,
von den Rechtecken fi bis fiy gebildet. Das ergibt mit den Bezeich-
nungen in Abb. 37

1) Sind in zwei Gleichungen die linken Seiten gleich, so sind auch die
rechten gleich.
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M=a-c+b:-c+a-c-+b-c oder
M=2.a-¢c+2:b-c, d.i.
M=c¢:(2-a-}2-Db)

Der Klammerwert ist aber gleich dem Umfange?) der Grundfliche
des Quaders. Bezeichnet man denselben mit U, so geht die letzte
Gleichung iiber in

M=TU-:c
und da nach Abb. 36 die Kante ¢ gleich der H6he h ist, so folgt:
M=U-h................. FE ........ 25)

Der Mantel eines Quaders ist gleich dem Produkt aus dem

Umfange der Grundfiiche und der Héhe.

Die vorstehende Gleichung fiir den Mantel des Quaders: M =
2-a-c+2-b-c, laBt sich auch noch auf folgende Form bringen:

M=2:.¢-(a+b) ............ FE ........ 26)

F Vi 23, Flichendiagonale des Qua-

. ders. Der Quader besitzt sechs

I\gj : Flichen-Diagonalen, von denen

7 | J d jedoch, da sie paarweise gleich

, | \ sind, nur drei berechnet werden.

I\ So ist z. B. in Abb. 38 di Dia-

| \ﬂ d.? gonale im Rechteck FHIK, also

Hypotenuse in dem bei H recht-

| &z \ winkligen Dreieck FHI, dessen

| c Katheten a und b sind2). Nach

£ e .w ¢  dem Pythagoras erhilt man als-
e N /.7 dann

e ~ A\, j/b d} =a? - b2 und damit
A 7 d=7Var+b...LE... 29
= @ = Entsprechend ergibt sich aus
Abb. 38. Abb. 38
d=7Vas+c*. . ............ LE ........ 28)
de=Vb2Fer. ... ... .. ... LE ........ 29)

24. Hauptdiagonale des Quaders. Das rechtwinklige Parallelepi-
ped besitzt deren vier, welche einander gleich sind. In Abb. 38 ist
D = BF Hypotenuse in dem bei I rechtwinkligen Dreieck BIF. Mithin:

D? =d? + ¢ und da entsprechend Gleichung 27)

d} =a? 4 b? ist, so muB
D2 =a?- b2+ c2 sein. Folglich: ]
D=Va*4b*+e........... LE |

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 90, Ziffer 101.
2) 9 [EIE P ” 2 43: ” 53c.
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Das Quadrat iiber der Hauptdiagonale ist gleich der Summe
der Quadrate iiber den an einer Ecke zusammenstofenden Kanten.

Die Hauptdiagonale D ist zugleich Diagonale in der Diagonal-
ebene BEFI des Quaders, welche ein Rechteck ist. Durch diese
Diagonalebene wird der Quader halbiert, d. h. er wird in zwei kon-
gruente, dreiseitige Prismen zerlegt, deren Rauminhalte je

. . . 1
y_Gh_a-b-eh o RE ........ 31)
2 2

sind.
Die vorstehend entwickelte Gleichung 30)
D2 =a? -+ b2+ ¢?
wird als der Pythagoras des Raumes bezeichnet, dessen Wortlaut
vorstehend angegeben ist. Mit c=0 geht diese Gleichung in den
Pythagoras der Planimetrie iiber: Quadrat iiber der Diagonale eines
Rechtecks.

25. Winkel zwischen Haupt- und Fléichendiagonalen des Qua-
ders. Die Neigungswinkel zwischen Haupt- und Flichendiagonalen,
und damit zugleich zwischen der Hauptdiagonale und den Begrenzungs-
flichen des Quaders, berechnen sich mit den Bezeichnungen in Abb. 38
wie folgt:

Fiir den Winkel « ergibt sich aus dem bei K rechtwinkligen Drei-
eck BKF

ne=TE o
sin -——FB oder

Entsprechend erhdlt man aus den rechtwinkligen Dreiecken BHF
und BIF

sinp’:%l
............. I 21
sin*x:E]

=D

26. Rauminhalt, Mantel und Oberfliche
gerader Prismen mit vielseitiger Grund-
fliche. Teilt man die Grundfliche eines viel-
seitigen, geraden Prismas in auBerordentlich
viele kleine Recktecke ein und stellt man iber
jedes dieser Rechtecke einen Quader, dessen
Hohe gleich derjenigen des Prismas ist, so
werden samtliche Quadern das Prisma aus-
fillen und wird die Summe der Inhalte dieser
Quadern gleich dem Rauminhalte des Prismas
sein. (Abb. 39.) Bezeichnet man die Grund-

1) Vgl. Gleichung 21 u, 22, .26 u. 27. Abb. 39.
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flichen der einzelnen, kleinen Quadern mit gi, g2, gs . . . . . . gn
und die gemeinsame Hoéhe mit h, so wird
V=gi-h+g-h-+gs-h-4+..... —+ gn-h oder

V:(g1+g2—|—g3+ ..... +gn)h

Der Klammerwert ist aber als die Summe sémtlicher kleinen Recht-
ecke nichts anderes als der Inhalt der Grundfliche des ganzen Prismas,
also = G, so daf} sich ergibt

V=G h oo RE ........ 34)

Der Rauminhalt jedes beliebigen, geraden Prismas ist gleich
dem Produkt aus Grundfliche und Hohe.

Der Mantel eines geraden Prismas ist entsprechend Abb. 37 ein
Rechteck, dessen Grundlinie gleich dem Umfange und dessen Hohe
gleich der Hohe des Prismas ist. Jedes vielseitige, gerade Prisma er-
gibt bei der Abwicklung des Mantels ein #hnliches Rechteck. Mithin
wird auch hier

Die Mantelfliche eines geraden Prismas ist gleich dem Pro-
dukt aus dem Umfange des Prismas und der Hohe.

Die Oberfliche setzt sich, wie Abb. 37 zeigt, aus dem Mantel und
den beiden Grundflichen zusammen, so daB sich auch hier fiir die-
selbe ergibt

0=M—+2-G.......... FE . ....... 36)

27. Das schief abgeschnittene Prisma. In Abb. 40 ist ein ge-

rades, vierseitiges, schief abgeschnittenes Prisma dargestellt. Die Seiten-

flachen sind Trapeze, die Seitenkanten sind

nicht gleich lang und die Grundflichen

sind nicht kongruent. (Vgl. hierzu Seite 25,

Ziffer 18d, Abb. 33.)

Der Rauminhalt ergibt sich auch hier

aus der Gleichung: V=G -h, nur muBl

%;  die Hohe h erst berechnet werden. Sie

| A wird erhalten als das arithmetische

| 4 Mittel!) aus den Lidngen der Seiten-

)'_ kanten, welches sich nach Abb. 40 zu
e

'U/ h; 4-hs 4 hs + hs
h=
& 4
ergibt. Damit geht fiir diesen Fall die
Abb. 40. allgemeine Gleichung fiir den Rauminhalt
eines Prismas iiber in
hy 4+ he - hs 4 ha

V==¢G- i RE........ 37)

2y

1) Vgl. W. u. St.,, Arithm. u. Algebra S. 196, Ziffer 136; FuBnote.
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Diese Gleichung gilt sinngemif auch fiir vielseitige, schief abge-
schnittene Prismen.

Mantel und Oberfliche werden entsprechend den vorstehend wieder-
holt gemachten Angaben berechnet, wobei zu beachten ist, daBl die
Seitenfliichen Trapeze und die Grundflichen nicht deckungsgleich sind.

28. Das schiefe Prisma. Bei den schiefen Prismen bilden die
Seitenflichen mit den Grundflichen spitze bzw. stumpfe Winkel. In
Abb. 41 ist ein schiefes, vierseitiges Prisma mit parallelen Grund-

flichen dargestellt. Durch dasselbe ist ein Normalschnitt) NN ge-
legt, welcher im GrundriB als ein Viereck mit den Seiten a, b, ¢ und d
erscheint. Bezeichnet man an einem schiefen Prisma mit

Gy den Flicheninhalt des Normalschnittes,

Ux ,, Umfang des Normalschnittes,

1 d'e Lange der Seitenkanten,
so ist der Rauminhalt

V=Gl o RE ........ 38)

Der Rauminhalt eines schiefen Prismas wird erhalten, indem
man den Flicheninhalt des Normalschnittes mit der Linge der
Seitenkante multipliziert.

Der Mantel ist ein Rechteck, dessen Liénge gleich dem Umfange
des Normalschnittes und dessen Hohe gleich der Seitenkante des Pris-
mas ist. Folglich:

M=TUx-l1=(@+b+e+d-1...FE........ 39)

1) Vgl. S. 25, Ziffer 18d.
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Der Mantel eines schiefen Prismas wird erhalten, indem man
den Umfang des Normalschnittes mit der Liinge der Seitenkante
multipliziert.

Die Oberfliche wird von dem Mantel und den beiden Grund-
flichen gebildet, d. h.

0=M—+2-G.............. FE ........ 40)

Das vorstehend Gesagte gilt fiir jedes beliebige schiefe, vielseitige
Prisma.

Schneidet man, wie in Abb. 42 dargestellt, von einem schiefen
Prisma mit parallelen Grundflichen von der Ecke B der unteren
' Grundfliche aus durch einen
Normalschnitt BC das Stiick ABC
ab und setzt dasselbe an die
Ecke B’ der Deckfliche wieder an,
so entsteht das gerade Prisma
BCC'B. Da nun Rauminhalt
und Linge der Seitenkanten hier-
bei unverdndert bleiben, so ist

der Rauminhalt des schiefen
Prismas so grof wie derjenige
des geraden Prismas.

i Schneidet man ein an und fiir
Abb. 42. sich schiefes Prisma noch schief
ab, so erhdlt man den Raum-
inhalt, indem man den Flacheninhalt des Normalschnittes mit
dem arithmetischen Mittel der Seitenkanten multipliziert.

29. Prismen mit gleicher Grundfliche und Hohe. In Abb. 43
ist von dem Prisma ABCDEFGH: durch die Ebene AHIK ein Stiick
AHIEDK abgeschnitten und an die Fliche BCF G wieder angesetzt.
Dadurch entsteht ein neues
Prisma ABMKILGH, welches
mit dem urspriinglichen gleiche
Grundfliche, gleiche Héhe und
gleichen Rauminhalt hat. Hier-
aus folgt:

Prismen mit gleicher Grund-
fliche und gleicher Hohe haben
gleichen Rauminhalt.

Abb. 43. Weiter folgt aus diesem
Satze:

Prismen haben gleichen Rauminhalt, wenn die Produkte aus ihren
Grundflichen und Hohen gleich sind.

Prismen mit rechteckiger Grundfliche haben gleichen Rauminhalt,
wenn die Produkte aus drei an einer Ecke zusammenstoBenden Kanten
gleich sind.
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Die Rauminhalte von Prismen verhalten sich wie die Produkte
aus deren Grundfliche und Héhe.

Die Rauminhalte von Prismen mit gleicher Grundfliche verhalten
sich wie ihre Hoéhen, und umgekehrt.

Um die nunmehr folgenden Berechnungen vielseitiger Prismen
moglichst zu vereinfachen, sei auf die Zahlenangaben der nachfolgen-
den Tafel verwiesen. Auch sei nochmals darauf aufmerksam gemacht,
daBl beim Rechnen allen Abmessungen die gleiche Langeneinheit zu-
grunde gelegt werden muf.

Halbmesser, Seitenldngen und Inhalte regelméafiger
um- und einbeschriebener Vielecke.

w Halbmesser des ‘

g um- ein- . , .. .

-‘EE’ schriebenen || beschriebenen Seite ) Flacheninhalt

S Kreises des n-Ecks

& I

R=|R=|r=1 r= § = f = ‘ = F= | F=

3 0,577-52,000 £/0,289.50,500-R/|1,732-R3,464 -r|; 0,4330.s2 1,2990~'R2?5,1963-r2
4 p,707~sil,414~r O,500-SJO,707~R! 1,414.R[2,000-r|| 1,0000-s22,0000-R? 4,0000-r?
5 10,851-5'1,236-110,688-5,0,809-R||1,176-R| 1,453 -r|| 1,7205.s2 2,3776-R? 3,6327-r*
6 11,000-5/1,155-10,866-5,0,866-R 1,000-R|1,155 .|| 2,56981 22,5981 -R? 3,4641 r?
8 {|1,307.5/1,082 1 1,207.5/0,924-R||0,765-R| 0,828 - r|| 4,8284.s2 2,8284.R? 3,3137.r2
10 |[1,618-s 1,051~ri1,539~s[0,951-B 0,618-R, 0,650 - r|| 7,6942-32;2,9389-]5%2}3,24921'2
12 |11,932-s 1,035-r]1,866~s 0,966-R/|0,518-R| 0,536 - r 11,1962-52,3,0000~R2J3,2154-r2
16 |2,563-5:1,020-112,514-5/0,981-R|0,390-R| 0,398 - r|}20,1095-s2, 3,0615-R? 13,1826 r2

Beispiele.

1. Es ist der Rauminhalt eines Quaders zu berechnen, dessen
Kanten a==6 cm, b=14 cm und ¢=12 cm lang sind.
Nach Gleichung 22) erhilt man
V=a-b-c=6-4.-12 =288 cm?®.
2. Wie groB ist die Oberfliche eines Quaders, dessen Kantenlingen
a=15m, b=90cm und ¢= 18 dm sind?
Nach Gleichung 23) ergibt sich
O=2-@a-b+a-c+b-c), d i
0=2:15-09-}+1,5-1,8-+0,9-1,8)%) also
0=2.5,67=11,834 m2 Demnach auch
0 =1134 dm?=113400 cm?2.
3. Wie hoch ist ein Quader, dessen Mantel einen Flicheninhalt
von 468 dm? besitzt und dessen Umfang =— 6,5 m betragt?
Aus Gleichung 25) M =TU-h ergibt sich fiir die Hohe
M 468
== =12 =172 .
h. U 5 7,2 dm = 720 mm
1) Samtliche Mafle sind in Metern eingesetazt. .
Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 4 2. Aufl. 3
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4. Ein rechteckiger Behilter von 1,4 m Lénge und 75 cm Breite
soll einen Rauminhalt von 1,5 m® erhalten. Welche Hohe muB man
dem Behilter geben?

Aus Gleichung 22) V=a-b-c folgt in Verbindung mit Abb. 36:
V. 15
“Tabd 14-0,75
5. Ein Quader mit den Kantenlingen a =24 cm, b = 15 cm und
¢ =40 cm ist vollkommen durchzurechnen.
Der Rauminhalt ist nach Gleichung 22)

V=a-b-c=24-15-40 = 14400 cm?.
Den Mantel erhilt man nach Gleichung 25) oder 26)
M=U:h=2:(a-+b)-c=2-(24 -} 15)- 40 = 3120 cm?.
Die Oberfliche ergibt sich aus Gleichung 23) zu
O=2-(a-b+a-c+b-c)=2-(24-15424-40 -} 15 - 40)
d.i. O ==3840 cm?2
Die Flichendiagonalen berechnen sich nach Gleichung 27) bis 29) zu
dy = Va? 4+ b2 =7/24% 15> = }/801 = 28,3 cm.
de = Va2 -+ @ = /242 4 40% = /2176 — 46,7 cm.
d; = J/b? + ¢* = J/15% + 40% = )/1825 = 42,7 cm.
Die Hauptdiagonale erhilt man aus Gleichung 30)
D= Va2 + b+ c* — /24> + 15° + 40°
d.i. D=49,0 cm.

Die Winkel zwischen Haupt- und Flichendiagonalen ergeben sich
mit Gleichung 32 und 33) zu

= 1,429 m.})

24 . ’
sin a———-—%:E:O,éLSQ& Mithin?): «=29°20".
., b 15 o 1m0 Rkt
sin ‘)——D~4——9—0,3061. ' 5 =17°50".

¢ 40
ny—-—=—-——=-— ]_ . A) o "
sin 7 =5 =19 0,8163 » v =54°43

6. Die Grundfliche eines geraden Prismas ist ein Trapez, dessen
Grundlinien a = 11 em, ¢= 7 ¢m und dessen Hohe h; =5 cm ist.
Welchen Rauminhalt besitzt das Prisma bei 25 cm Hoéhe?

Zunéchst ist der Inhalt der Grundfliche zu berechnen. Entspre-
chend Planimetrie Seite 103, Ziffer 116 ist

a-+oc 1147
G— vhy —
g 2
Mit diesem Werte ergibt sich aus Gleichung 34)
V=G -h=45-25=1125 cm?

+ 5 =45 cm?

1) Samtliche Mafe sind in Metern eingesetzt.
2) Vgl. W. u. St., Trigonometrie. Tafeln am Ende des Buches.
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7. Ein Dreieck mit den Seiten a =— 53 mm, b=65 mm und
¢ =72 mm bildet die Grundfliiche eines geraden 150 mm hohen Pris-
mas. Wie groB sind Rauminhalt, Mantel und Oberfliche desselben?

Zur Berechnung der Grundfliche sind die Seiten des Dreiecks ge-
geben; der Inhalt desselben ist mithin nach der Heronschen Formel?)
zu bestimmen. Nach derselben wird

1
G=7Ve@+b+o-at+b=0 @—b+o (—atb+o
Mithin:
G= —i— -V (63-+65--72)-(53-+65—72)- (53— 65-+72) - (—53-+-65-172)
d.i. G=1659 mm?.
Mit diesem Werte erhélt man den Rauminhalt nach Gleichung 34)
V=G h=1659 150 = 248850 mm?,
Der Mantel berechnet sich nach Gleichung 35) zu
M=U:h=(@-F+b—+4c¢ -h=(3+ 654 72) 150, d. i
M = 28500 mm?.
Die Oberfliche ergibt sich aus Gleichung 36) zu
O0=M-+2-G=28500-4 21659 = 31818 mm?
8. Ein 7,2 m langer Baumstamm besitzt einen Durchmesser von

0,9 m. Aus demselben soll zur Verwendung als Wasserradachse ein

regelmiBiges, sechsseitiges Prisma geschnitten werden. Wie grof sind
dessen Grundfliche und Inhalt?

Ist der Durchmesser D == 0,9 m, so ist der Halbmesser R = 0,45 m.
Damit berechnet sich der Inhalt der Grundfliche des Prismas nach
der Tafel auf Seite 33 zu

G =2,5981 - R? = 2,5981 - 0,452 = 0,5261 m?2.
Mit diesem Werte ergibt sich der Rauminhalt aus Gleichung 34) zu
V=G -h=0,5261-7,2=3,788 m3.
9. Ein gerades Prisma ist 5,0 m lang, die Grundflichen sind regel-

miBige 8-Ecke von 400 mm Seitenlinge. Wie groB ist der Mantel
und die Oberfliche des Prismas?

Der Mantel wird von 8 Rechtecken gebildet, deren jedes eine
Grundlinie von 0,4 m und eine Hohe von 5,0 m Lange besitzt. Da-
mit ergibt sich der Flacheninhalt des Mantels aus Gleichung 35) zu

M=U:-h=8-04-5=16 m%

Die Oberfliche besteht aus dem Mantel und den beiden Grund-
flachen, von denen jede nach der Tafel auf Seite 33 einen Fliacheninhalt
G =14,8284 .52 =4,8284 - 0,42 = 0,7725 m?
besitzt. Mit diesen Werten wird nunmehr die Oberfliche nach Glei-

chung 36)
O0=M-+2-G=160-+20,7725 = 17,545 m?.

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 131, Ziffer 140.

gk



36 Stereomctrie.

10. Wie groB sind Inhalt und Mantel eines vierseitigen, schief
abgeschnittenen Prismas nach Abb. 40, dessen Grundfliche die Seiten
a==5cm, b=23,5 cm hat und dessen Seitenkantenlingen h; = 8 cm,
he=11cm, hg=14 ¢cm und hys=11 cm sind?

Nach Gleichung 37) erhélt man den Rauminhalt

V:hl+h2—:h3—}—h4.(}:8+11‘214_*“11.5.3,5 d.i.
V =192.5 cm?.

Der Mantel setzt sich aus vier Trapezen zusammen, so daB sich
nach der Abbildung ergibt

M:h1+h2_al+h2+h3.b_{_h3+h4.a,_}_h4—_tlli-b oder
2 2 2 2
VOE R UV S ol COPNUIS L ot £ GRS | L SO
2 2 2 2
M =187 cm?2.

11.-Wie gro ist das Gewicht eines Quadrateisens von 20 mm
Seitenléinge fiir je ein Meter Lange? (s=1.,8.)

Quadrateisen in laufender Lange kann als Quader aufgefalt werden.
Rechnet man in Dezimetern, so wird die Grundfliche

G=10,2":02=0,04 dm2
Da es sich um das Gewicht fiir 1 m Lénge handelt, so wird die hier
einzusetzende Hohe des Quaders = 10 dm. Mithin nach Gleichung 21)
V=G :-h=0,0410=0,4 dm?
Das Gewicht berechnet sich alsdann aus Gleichung 1) zu
Gw=V.s=04-78=3,12 kg.

12. Welches Gewicht besitzt ein 1,8 m langes Dreikanteisen von
55 mm Seitenlinge? Spezifisches Gewicht s = 7,8 kg/dm?.

Das Dreikanteisen ist als ein gerades Prisma aufzufassen, dessen
Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck ist. Der Inhalt dieses Drei-
ecks von s==>55 mm Seitenlinge ist nach der Tafel auf Seite 33

G =0,433-5?=0,433 - 0,552 = 0,131 dm?2
Damit wird nach Gleichung 34) der Rauminhalt
V=G -h=0,131-18=2,358 dm?.
Nach Gleichung 1) erhdlt man alsdann das Gewicht
Gw=V.5=2358 7,8=<18,4 kg.

13. Wie groB ist das Gewicht einer Blechplatte von 3,2 m Liange,
1,75 m Breite und 20 mm Dicke, wenn s = 7,8 angenommen wird?

Die Blechplatte ist als ein Prisma aufzufassen, dessen Hohe 20 mm
betrigt. Das Gewicht berechnet sich nach Gleichung 1) zu

Gw=V.s
und in Verbindung mit Gleichung 34) zu
Gw=G:h-s=32-17,5-0,2.7,8=2873,6 kg.
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Aufgaben.

1. Wie groB ist der Rauminhalt eines Quaders, dessen Kanten-
langen a=0,9 m, b=48 cm und ¢=18 dm sind?

V=0,7776 m3 = 777,6 dm?3 = 777600 cm3.

2. Es ist die Oberfliche eines Quaders zu berechnen, dessen Kanten
a=13,5cm, b=28,756 cm und ¢= 22,25 cm sind.

0 ==1226,375 cm?2

3. Wie groB ist der Rauminhalt eines dreiseitigen Prismas, dessen
Grundflache ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a =17 cm,
== 28 ¢cm und dessen Hohe h=45 cm ist?

V=10710 cm3=10,710 dm? = 0,010710 m3.

4. Ein Unterrichtsraum, welcher 40 Schiiler aufnehmen soll, hat
eine Linge von 8,3 m, eine Breite von 6,25 m und eine H6he von
4,8 m. Wieviel m?® Luftraum entfallen auf jeden Schiiler? Bezeichnet
man den Luftraum mit Vi, so wird

Vi= 6,225 m?3. .

5. Wie grol ist das Gewicht der Luft in dem Unterrichtsraume,
dessen Abmessungen in Aufgabe 4 gegeben sind? 1 dm® Luft wiege
~13gY

Gw = 323,7 kg.

6. Ein Eisenbahndamm ist oben 8,0 m, unten 14,0 m breit und
3,2 m hoch. Wieviel m3 FErde sind in demselben enthalten bei
3,25 km Linge?

V=114400 m?.

7. Wieviel Liter Wasser faBt ein Behilter, welcher im Lichten
4,75 m-lang, oben 750 mm, unten 500 mm breit und 550 mm tief
ist? Der Leser mache eine Skizze!

V=1632,813 L

8. Ein guBeiserner Hohlkérper besitzt einen quadratischen Quer-
schnitt, dessen #ullere Seite 25 cm lang ist und dessen Wandstirke
gleichmifig 3 cm betrigt. Wie groB ist das Gewicht dieses Korpers
bei 5 m Lénge, wenu das spezifische Gewicht s = 7,3 angenommen
wird? Skizze!

Gw = 963,6 kg.

ﬁbungen.
1. Ein Quader mit den Kantenlingen 10 dm, 15 dm und 20 dm
ist vollkommen durchzurechnen. (s==8,2.)
2. Ein Quader hat eine Hohe von 5 m. Der Mantel hat 180 ¢m?,

der Kérper 200 cm?® Inhalt. Wie groB sind die Lingen der Grund-
kanten.

1) 1 m? Luft = 1,3 k.
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3. Die Grundfliche eines geraden, dreiseitigen Prismas ist ein
gleichschenkliges Dreieck von 75 mm Schenkellinge mit einer Grund-
linie von 60 mm Linge. Das Prisma ist 300 mm hoch, das spezi-
fische Gewicht s =17,25. Der Kérper ist vollkommen durchzurechnen.

4. Ein Dreieck von 12 dm, 15 dm und 25 dm Seitenlinge bildet
die Grundfliche eines geraden 30 dm hohen Prismas. Der Kérper
ist vollkommen durchzurechnen.

5. Ein gerades Prisma besitzt als Grundfliche ein gleichseitiges
Dreieck von 90 mm Seitenléinge. Der Kérper ist vollkommen durch-
zurechnen.

6. Die Grundfliche eines geraden Prismas ist a) ein regelmiBiges
Viereck, b) Fiinfeck, c) Achteck, d) Zehneck von je 1,5 dm Kanten-
lainge, die Hohe jedes Prismas betrigt 25 cm. Es sind Rauminhalt
und Oberfliche der einzelnen Prismen zu berechnen.

7. Die Grundkanten eines 1,2 m hohen regelmiBigen, sechssei-
tigen Prismas sind 15 cm lang. Der Korper ist vollkommen durch-
zurechnen. (s =2,4.)

8. Der Normalschnitt durch einen Graben von 1 km Linge ist ein
Trapez mit den Grundlinien 1,5 m und 2,75 m bei 1,75 m Hohe.
Wieviel m® Erde waren auszuheben? Wieviel m? Flicheninhalt besitzen
die Boschungen ?)?

9. Ein Eisenbahndamm ist oben 8 m breit. Der Boschungswinkel
ist « = 55° Welche Hohe besitzt der Damm, wenn der Rauminhalt
pro 1 m Linge 60 m?® betrigt?

10. Der Umfang der Grundfliche eines rechtwinkligen Parallel-
epipeds betrigt 75 cm, der Inhalt des Mantels 650 cm2 Welche
Hohe besitzt das Parallelepiped?

11. Ein rechtwinkliges Parallelepiped und ein Wiirfel haben die-
selbe Oberfliche: 1800 cm? Die Grundfliche des Parallelepipeds ist
40 cm lang und 18 cm breit. Wie grof3 ist der Unterschied in den
Rauminhalten der beiden Korper?

12. Die Grundfliche eines Parallelepipeds, dessen Oberfliiche 350 cm?
betrigt, besitzt einen Flicheninbalt von 75 cm?2; die Hauptdiagonale
ist 15 cm lang. Wie lang sind die Kanten des Parallelepipeds?

13. Ein vierseitiges, schief abgeschnittenes Prisma besitzt als Grund-
fliche ein Rechteck von 2 m und 1 m Seitenlinge. Die Kanten-
langen betragen 4,8 dm, 9,2 dm, 16,8 dm und 20,4 dm. Wie
groB3 sind Inhalt und Mantelfliche?

14. Die Grundfliche eines schiefen Prismas ist ein Parallelogramm
von 50 m? Flicheninhalt. Die Ho6he betrigt 3 m, der Inhalt einer
Seitenfliche 25 m2 Welchen Rauminhalt besitzt das Prisma?

15. Ein 25 cm hohes, schiefes Prisma hat einen Grundflichenin-
halt von 125 cm2 Wie grof ist der Rauminhalt?

16. Ein Messingblech ist 1,8 m lang, 0,75 m breit und 1,5 mm
stark. Wieviel kg wiegt das Blech bei s = 8,85?

1) Vgl. W. u. St., Trigonometrie S. 83, Ziffer 42.
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17. Wieviel kg wiegen 7,5 m eines Achtkanteisens, an welchem der Ab-
stand zweier gegeniiberliegenden Seitenflichen 52 mm betrigt? (s="17,85.)

18. Eine guBleiserne Bausdule mit hohlquadratischem Querschnitt
von 32 cm #uBerer Seitenlinge besitzt bei einer iiberall gleichen
Wandstérke von 40 mm eine Héhe von 3,75 m. Wie grofl ist das
Gewicht der Siule? (s =17,3.)

19. Aus einem Metallblock von 30 kg Gewicht soll ein 12seitiges,
regelmiBiges Prisma gegossen werden, dessen Grundkanten 50 mm
lang sind. Der Korper ist vollkommen durchzurechnen. (s= 8,85.)

20. Welchen Rauminhalt besitzt ein Ziegelstein in Normalformat??)

21. Eine zwei Steine?) starke Mauer ist 12,5 m lang und 3,65 m
hoch. a) Wieviel Ziegel sind erforderlich, wenn auf 1 m3 400 Stiick
gerechnet werden, b) wieviel kg wiegt die Mauer, wenn 1 m®=1600 kg
angenommen wird, c) was kosten die Steine, wenn 1000 Stiick fiir
30,25 Mark geliefert werden?

22. Zur Herstellung von 2 m?® Mauerwerk sind 800 Normalziegel
erforderlich. Welcher Rauminhalt entfillt auf den Mortel?

23. Auf eine Quadratmeile fallen 100000 Tonnen Regenwasser.
Wie groB ist die Regenhdhe, d. h. wie hoch hitte das Wasser auf
der Erde nach dem Regen gestanden, wenn nichts abgeflossen wire?

24. Welche Wassermenge fillt auf eine Quadratmeile bei 12 mm
Regenhéhe?

C. Der Zylinder.

30. Allgemeines. a) Bei der Besprechung des Kreises wurde in
Planimetrie Seite 162, Ziffer 172 bis 176 gezeigt, wie durch fort-
gesetzte Verdoppelung der Seitenzahl eines regelmiBigen Vielecks
schlieBlich ein Vieleck von so hoher Seitenzahl entsteht, daB dessen
Umfang mit dem Umfange des dem Ursprungsvieleck umschriebenen
Kreises zusammenfallt, d. h. dal das Vieleck selbst zum Kreise wird.

In gleicher Weise kann man sich die Entstehung des Zylinders
aus dem Prisma vorstellen. Durch fortgesetzte Verdoppelung der
Seitenflichen derart, daf man z. B. aus einem 6seitigen Prisma ein
12seitiges, aus diesem ein 24 seitiges, aus diesem wieder ein 48seitiges
usw. macht, erhalt man schlieBlich ein Prisma von so hoher Seiten-
zahl, daB3 die Grundflichen in Kreise und der Mantel in eine krumme
Flache iibergehen, auf welcher Seitenflichen oder Seitenkanten als
solche nicht mehr erkennbar sind. Ein Zylinder ist demnach als
ein Prisma von auflerordentlich hoher — unendlich groBer — Seiten-
zahl anzusehen.

Einen Zylinder kann man sich auch entstanden denken

) durch fortschreitende Bewegung eines Kreises in dauernd par-
alleler Lage zu sich selbst lings einer Geraden, die nicht in der Kreis-
ebene liegt, (vgl. Seite 3, Ziffer 2 b, Abb. 8);

1) Normalziegel: 25 cm >< 12 ¢m >< 6,5 cm.
%) 2 Steine =25 4 1 425 =51 cm bei 1 cm Fuge.
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@) durch Entlanggleiten einer Geraden in dauernd paralleler Lage
zu sich selbst an dem Umfange eines Kreises (vgl. Seite 9, Ziffer 6).

Im allgemeinen ist ein Zylinder ein mathematischer Korper, dessen
Grundflichen von zwei parallelen und kongruenten Kreisen und dessen
Mantel von einer gleichm#Big gekriimmten Flache gebildet wird.

Entsprechend der Erklirung iiber die Entstehung des Zylinders
aus dem Prisma werden die fiir dieses entwickelten Gesetze sinnge-
mifBe Anwendung auf den Zylinder finden.

Abb. 44. Abb. 45,

b) Man unterscheidet gerade oder senkrechte und schiefe
Zylinder. Ein gerader Zylinder ist in Abb. 44, ein schiefer in Abb. 45
dargestellt. Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Grundkreise
nennt man die Achse des Zylinders. Steht dieselbe senkrecht auf
den Grundkreisen, so ist der Zylinder ein gerader, ist dies nicht
der Fall, so ist der Zylinder ein schiefer.

Ein gerader Zylinder, dessen Grundflichen Kreise sind, heiBit ein
Kreiszylinder; derselbe wird kurz als ,,Zylinder” bezeichnet. Beim
Kreiszylinder ist die Achse zugleich Hohe; sie wird allgemein mit
h bezeichnet. (Abb. 44.) Die Verbindungsgerade zweier gegeniiber-
liegender Punkte der Grundflichen auf dem Mantel des Zylinders heift
Mantellinie: Linie AB=m in Abb. 44.

Die Mantellinien entsprechen den Seitenkanten des Prismas. Samt-
liche Mantellinien sind beim geraden Zylinder gleich lang und gleich
der Hole: Sie bilden zusammen die krumme Oberfliche des Zylinders,
den Zylindermantel.

c) Jede Schnittfliche eines Zylinders, welche parallel zu den Grund-
flichen liegt, heilt ein Parallelschnitt. Samtliche Parallelschnitte
sind den Grundflichen kongruent.

Unter einem Normalschnitt versteht man einen ebenen Schnitt,
welcher senkrecht zu den Mantellinien steht. Samtliche Normal-
schnitte sind deckungsgleich.
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Jeder ebene Schnitt, welcher unter einem beliebigen Winkel zur Hhe
bzw. zu den Mantellinien gefiihrt wird, ist eine Ellipse. (Abb. 46.)

Ein ebener Schnitt durch die Achse des
Zylinders heiBt Achsenschnitt; derselbe ist
beim geraden Zylinder ein Rechteck: Schnitt
ABCD in Abb. 44. Jeder Schnitt parallel
zur Achse des geraden Zylinders ist ebenfalls
ein Rechteck: Schnitt EFGH in Abb. 44.

Schneidet man einen geraden Zylinder
parallel zur Achse durch Ebenen, so sind die
Schnittflichen gleich groB, wenn sie gleich weit
von der Achse entfernt sind. Sie sind um so
kleiner, je weiter sie von der Achse entfernt
sind, und umgekehrt. (Vgl. Planimetrie S. 141,
Ziffer 151 und 152.)

Ist die Hohe eines geraden Zylinders gleich
dem Durchmesser seiner Grundfliche, so nennt

Abb. 46.

man den Zylinder gleichseitig. Der Achsenschnitt ist hier ein Quadrat.

d) Wird ein Zylinder, wie in Abb. 46, durch eine zur Grundfliche
beliebig geneigte Ebene geschnitten, so entsteht ein schief abge-
schnittener Zylinder. Die Mantellinien sind nicht gleich lang,

die Grundflichen sind nicht kongruent usw.

. ZrA=ax =

Abb. 47.
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31. Abwicklung des geraden Zylinders. Schneidet man einen
geraden Kreiszylinder lings einer Mantellinie sowie lings der Grund-
flichen auf und breitet -Mantel und Grundflichen in eine Ebene aus,
so erhalt man die in Abb. 47 dargestellte Form des Oberflichennetzes.

Die Abwicklung des Mantels ist ein Rechteck, dessen
eine Seite durch den Umfang des Grundkreises und dessen
andere Seite durch die Mantellinie, welche gleich der Hoéhe
ist, gebildet wird.

Sind die Grundflichen eines Zylinders nicht Kreise, sondern Ellipsen,
so entsteht der Zylinder mit elliptischem Querschnitt. Die Ab-
wicklung ist in gleicher Weise vor-
zunehmen wie diejenige des Kreis-
zylinders. Der Mantel wird hier
zum Rechteck, dessen Grundlinie
gleich dem Umfange der Ellipse
und dessen Hohe gleich derjenigen
des Zylinders ist.

Zu spiteren Berechnungen seien
hier die Gleichungen fiir Umfang
und Inhalt der Ellipse gegeben.
Sind die Halbachsen der Ellipse a und b, Abb. 48, so ist der
Inhalt der Ellipse: F=wmw-a-b ......... FE ... .. l

Umfang, ,, U=1442.-Va?fb2..... LE ... .. J

32. Der schiefe Zylinder. In Abb. 49 ist ein schiefer Zylinder
mit parallelen Grundflichen dargestellt. Zugleich ist gezeigt, wie man
denselben rdumlich in einen gleich gro8en geraden Zylinder verwandeln
kann. (Vgl. hierzu Abb. 42 und 43 mit zugehoérigem Text.)

Am schiefen Zylinder wird der auf der Grundfliche senk-
rechte Achsenschnitt als Normalschnitt bezeichnet.

] Die Achsenschnitte durch den

/ \-\ / schiefen Zylinder sind Parallelo-

/ ~. gramme, die zur Achse senkrechten

Schnitte N-N sind Kreise. (Abb.49.)

Die konstruktive Behandlung
der Abwicklung eines schiefen Zy-
linders gehort in das Gebiet der
darstellenden Geometrie. Die Ab-
wicklung des Mantels 1aBt
sich leicht in ein Rechteck
verwandeln,dessen eine Seite
durch den Umfang des zur
Achse senkrechten Schnittes
und dessen andere Seite durch

die Linge 1 der Mantellinie
Abb. 49. gebildet wirdl). Diese Erkli-
rung ist aus Abb. 49 ohne weiteres verstindlich.

1) Vgl. Beispiel 11, S. 48.

41)
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83. Berechnung des geraden Zylinders. Da nach vorstehendem
der Zylinder als Prisma aufzufassen ist, so ist sein Rauminhalt ent-
sprechend Gleichung 34) allgemein

V=G-h ................. RE ........ 42)
Ist die Grundfliche des Zylinders ein Kreis vom Halbmesser r
bzw. vom Durchmesser d, so geht Gleichung 42) iiber in

. d2
V—mre.p="1

Der Inhalt des geraden Zylinders ist gleich deni Produkt aus
Grundfliiche und Hohe. '

Der Mantel ist entsprechend der Abwicklung in Abb. 47 und der
Erklarung in Ziffer 31 ganz allgemein

M=Uh ................. FE........ 44)
Fir den Kreiszylinder erhélt man im besonderen
M=2 x-r-h=a-d-h........ FE........ 45)

Die Mantelfliiche eines geraden Zylinders ist gleich dem Pro-
dukt aus dem Umfange und der Hiohe des Zylinders.

Die Oberfliiche setzt sich, wie Abb. 47 zeigt, aus dem Mantel und
den beiden Grundflichen zusammen. Mithin:

0=M+2-G .............. FE........ 46)
Fiir den Kreiszylinder erhilt man
O0=2-w-r-h+2-7-r* oder
0=2-x-r-th+1r) .......... FE........ 47)
Auf den Durchmesser des Kreises bezogen ergibt sich

7T - 2

O=n-d-h-+42- d. i

.d2
ozn-d-h+”—2d— Mithin:

0:’%1-(2-114-(1) .......... FE ........ 48)

Fiir den gleichseitigen Zylinder (Ziffer 30), an welchem h=2.r
ist, ergibt sich aus den vorstehenden Gleichungen
V=m 1r?-2.r=2.-7w-1%
M=2-7w-r-2:-r=4 . 12 e 48a)
O=4-w-r2+2.-w-12=6- -7 r2
34. Berechnung des schiefen Zylinders. Der schiefe Kreiszylinder

mit parallelen Grundfiichen (Abb. 49) hat denselben Rauminhalt wie
der gerade Kreiszylinder:

7T - d2
4

V=wu-r2-h= -h oo RE........ 49)
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Die Mantelfliiche ist nach der Erklarung in Ziffer 32 gleich dem
Produkt aus dem Umfange des Normalschnittes und der Léinge der
Mantellinie:

M=Ux-1................. FE ... ..... 50)
Die Oberfliche wird nach fritherem
O0=M+2-G .............. FE . ... .... 51)

85. Der schief abgeschnittene Zylinder. Fiir diesen in Abb. 46
dargestellten Zylinder finden die Gleichungen fiir den geraden Zylinder
sinngeméfle Anwendung, nur mufl die Héhe h besonders berechnet
werden. Sie ist hier gleich dem arithmetischen Mittel?) zwischen
der grofiten und kleinsten Mantellinie h; und h., also

h; 4+ he
2

Mit diesem Werte ergibt sich entsprechend Gleichung 43) fiir den
Rauminhalt

h =

h1+h2_.’7’5'd2 h1+hz

= . 2o —a- e~ RE........
V=wx-r 2 1 3 RE 52)
Der Mantel berechnet sich entsprechend Gleichung 45) zu
M:2-n-r-h1+h2:n'd-hl+h—2, d. i
2 2
o
M:ﬂ'r~(h1+h2)=ﬂ-d-hléh—2 .FE .. ... ... 53)

Die Oberfliche ist auch hier
O=M-+2-G ........... FE.

36. Der Hohlzylinder. Schneidet man aus einem Vollzylinder einen
kleineren heraus, dessen Achse mit derjenigen des Vollzylinders zu-
sammenfillt, so entsteht ein Hohlk6rper mit iiberall gleichméaBiger
Wandstéirke, ein sogenannter Hohlzylinder. In bezug auf die Be-
rechnung kann man den Hohlzylinder als Differenz zweier Vollzylinder
mit den Halbmessern R und r und der gemeinsamen HGéhe h an-
sehen. (Abb. 50.)

Den Rauminhalt findet man alsdann aus der Gleichung

7 - D? 7 d2

i b

V:w.h.(Rz—rz):%}l-(Dz—dz) .RE........ 54)

V—rw-R*h—m-r*h— ‘h, d i

Der Mantel ist gleich der Summe aus dem #&uBeren und inneren
Zylindermantel, also

M=2.7-R-h+2.72-1-h=zn-D-h~+m-d-h, oder
M—2.2-h-R+r)==a-h-D+d)..FE........ 55)

3 Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 196, Ziffer 136; Fulnote.
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37. Der Zylinderhuf. Schneidet man von einem Vollzylinder ein
Stiick in der in Abb. 51 dargestellten Weise ab, so entsteht der Zy-
linderhuf oder kurz der Huf.

Inhalt und Mantel berechnen sich aus folgenden Gleichungen:

-h-r2
v=2 I;r— ............... RE ........ 56)
M=% h T ..o, FE ........ 57)

88. Zylinder mit gleicher Grundfiiiche und Hohe. Ahnlich wie
in Ziffer 29 fiir Prismen lassen sich fiir Zylinder folgende Sitze bilden:

Zylinder mit gleicher Grundfliche und gleicher Héhe haben
gleichen Rauminhalt.

Zylinder haben gleichen Rauminhalt, wenn die Produkte aus ihren
Grundflichen und Héhen gleich sind.

Die Rauminhalte von Zylindern mit gleicher Grundfliche verhalten
sich a) wie ihre Hohen, und umgekehrt, b) wie die Quadrate ihrer
Halbmesser?).

Beispiele.

1. Ein Zylinder besitzt bei einem Durchmesser von 45 c¢m eine
Héhe von 4,56 m. Wie groB werden Rauminhalt, Mantel und Ober-
flache?

Fiir den Rauminhalt folgt aus Gleichung 43):

7T+ d2 7 - 0,452
ESS —-h= ’
v 4 4

+4,6=0,15904 - 4,5 = 0,716 m3.%)

Der Mantel berechnet sich nach Gleichung 45) zu
M=n-dh=mn-045-45=1414-45 = 6,363 m?

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 229, Ziffer 213.
?) ,, SchluBisatz zu Ziffer 29, S. 33.
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Die Oberfliche ergibt sich aus Gleichung 46) zu

. 2
O:M—}—2-G=6,363+2-713’45

= 6,681 m?2.

2. Der Rauminhalt eines Zylinders betrigt 4,59446 m?®, die Hohe
2,6 m. Wie groB werden Grundfliche, Durchmesser, Mantel und Ober-
flache?

Die Grundfliche berechnet sich aus Gleichung 43)

7z - 2
V="%
w.d? V459446
4 h 26

Mit diesem Werte ergibt sich der Durchmesser aus der Kreistafel

im III. Teil des Buches zu

-h zu

=1;7671 m?2

d=15 m.
Diesem Durchmesser entspricht mit Gleichung 45) eine Mantelfliche
M=n:d-h=314-1,5-2,6=4,712-2,6 = 12,252 m?
so daB mit Gleichung 46) die Oberfliche
0=M+42-G=12,252-+2-1,7671 = 15,786 m? wird.

3. Ein Zylinder besitzt eine Mantelfliche von 1,5 m? bei einer
Héhe von 80 cm. Wie gro werden Durchmesser, Rauminhalt und
Oberfliche des Zylinders?

Aus Gleichung 45) M = -d-h folgt zunichst:

d— M 15
TR T 08

Mit diesem Werte ergibt sich nach der Kreistafel der Durch-

messer zu

= 1,875 m.

d=0,597 m.

Damit berechnet sich der Rauminhalt nach Gleichung 43) zu

.d2 - 2

v Ly 09T g 0,224 me.

4 4

Die Oberfliche erhdlt man aus Gleichung 46):
. 2
0=M-+F+2-G=M-2 N Ofﬂ: 1,5 +2-0,279923 =< 2,060 m?2,

4. Ein oben offener, zylindrischer Behilter von 76 ¢m Durchmesser
besitzt 500 Liter Inhalt. Wie groB ist seine lichte Hohe, wie grof3
sind Mantel- und Oberfliche und wie - gro8 sind die Seiten des Recht-
ecks, welches die Abwicklung des Mantels darstellt?

Die Hohe h berechnet sich aus Gleichung 43) V=7 -r?-h zu

\4 500 500
b= w38 45365 — 11,022 dm.
Der Mantel ergibt sich aus Gleichung 45) zu

M=mw-d-h=w-7,6-11,022 = 263,161 dm?.
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Die Oberfliche wird entsprechend Gleichung 46):
. 2
0O=M+G=M4" 10
Fiir die Rechteckseiten der Abwicklung folgt:
Grundlinie = Umfang des Kreises von 7,6 dm Durchmesser,
=gq-7,6=23,876 dm. ,
Ho6he =— Hoéhe des Zylinders = 11,022 dm.
5. Ein zylindrischer Wasserbehalter faBit 1,54 m?® Wasser bei 1,0 m
Hohe. Wie groB ist der Durchmesser?
7r - d?
4
7-d> V. _ 154

= 263,161 4 45,365 = 308,526 dm?2.

Aus Gleichung 43) V= h folgt zunichst:

== = 1,54 m?2.
i A 1 1,54 m
Diesem Werte entspricht nach der Kreistafel ein Durchmesser
d=14 m.

6. Ein Schleifstein besitzt- bei einem Durchmesser von 1600 mm
eine Dicke von 200 mm; in seiner Mitte befindet sich ein Loch von
300 mm Durchmesser. Welchen Rauminhalt besitzt der Schleifstein?

Aus Gleichung 54) folgt:
_7h 70,2
4 4

7. Eine Kupferplatte hat einen Durchmesser von 300 mm wund
eine Dicke von 25 mm. Wie schwer wird die Platte mit s = 8,97

Der Rauminhalt der Platte ist nach Gleichung 43)

7T - d2 7T - 32
— T . he= . o~ 3
1 1 0,25 =1,767 dm®.

Damit ergibt sich das Gewicht aus Gleichung 1) zu
' Gw=V.s=1,767-8,9==215,726 kg.

8. Wie grbB sind Rauminhalt und Mantelfliche eines schief ab-
geschnittenen Zylinders von 52 c¢m Durchmesser, dessen groBite und
kleinste Mantellinien 0,74 m und 1,26 m lang sind?

Der Rauminhalt ergibt sich aus Gleichung 52) zu

7T+ d2 h1+h2_717'522 74+ 126—

\Y - (D2—d?) = - (1,62 — 0,3%) = 0,157 - 2,47 = 0,388 m?.

— — 3
v 1 ) 1 3 212372 cm?d.
Der Mantel berechnet sich aus Gleichung 53) zu
M—fc-d-hl+ll—2:7t-52-7—41—21—26:16336 cm2.

9. Ein gemauerter Behilter besitzt bei einer Hoéhe von 1,25 m
einen elliptischen Querschnitt mit den Halbachsen a = 3,2 m und
b=1,8 m. Wieviel Hektoliter Wasser faflt der Behilter?
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Der Inhalt dieses Behilters ist, wie bei dem geraden Zylinder,
gleich dem Produkt aus Grundfliche und Hohe. Die Grundfliche ist
gleich dem Flicheninhalt der Ellipse, also nach Gleichung 41)

G=mn-a-b=mn-32+1,8=m-5,76=—18,096 m?2.
Damit ergibt sich der Inhalt des Behillters nach Gleichung 42) zu
V=G -h=18,096-1,25 = 22,620 m* = 226,20 hl.

10. Ein Wiirfel besitzt einen Rauminhalt von 0,512 m3. HEs soll
aus demselben auf der Drehbank der gréB8tmdgliche Zylinder herge-
stellt werden. Wie grofl ist dessen Rauminhalt?

Der herzustellende Zylinder wird die Seite des Wiirfels als Durch-
messer und als H6he erhalten; es ist daher zun#ichst die Seite des

Wiirfels zu berechnen. Diese ergibt sich aus Gleichung 14) zu
3

3
a=7)V=7)0512=08 m.

Mit diesem Werte berechnet sich der Inhalt des Zylinders nach

Gleichung 43) zu
7. d? 0,82
V=g b=y

11. An einem schiefen Zylinder mit parallelen Grundflichen ist
der Schnitt senkrecht zur Achse ein Kreis von 6 c¢m Durchmesser;
die Mantellinie ist 1=20 cm lang. Wie gro8 sind Inhalt und Mantel
dieses Zylinders? (Abb. 49.)

Schneidet man, wie das bei Abb. 42 fiir das Prisma erklart und
in Abb. 49 fiir den Zylinder strichpunktiert angedeutet ist, von dem
unteren Teil desselben ein entsprechendes Stiick ab und setzt es an
die obere Deckfliche an, so entsteht ein gerader Zylinder mit der
Hoéhe h =1=20 cm.

Der Inhalt desselben berechnet sich alsdann mit Gleichung 49) zu

- d? 7 - 62
Y h= 5 20 = 28,2743 - 20 = 565,486 cm?.
Der Mantel ergibt sich mit Gleichung 50) zu
M=Uy'l=n-d-1=mn-6-20=18,85-20 =377,0 cm?.

12. Von einem Zylinderhuf sind r==4 ¢cm und h=26 cm ge-
geben. Wie grof sind Rauminhalt und Mantelfliche? (Abb. 51.)

Der Rauminhalt ergibt sich aus Gleichung 56) zu
2-h-r? 2.6-42

v 3 3
Fiir den Mantel erhilt man nach Gleichung 57)
M=2-h-r=2-6-4=48 cm?

- 0,8 =< 0,402 m?.

V=

= 64 cm3.

Aufgaben.

1. Von einem Zylinder sind der Halbmesser = 0,30 m und die
Ho6he = 3,25 m gegeben. Wie gro werden Rauminhalt, Mantel und
Oberflache?

V=10919 m% M=6,126 m%. O=6,692 m2
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2. Ein Zylinder hat einen Durchmesser von 12 c¢m und einen
Rauminhalt von 565,50 cm® Wie groB ist die Hohe?

h =15 cm.

3. Ein guBeisernes Rohr besitzt einen lichten Durchmesser von
400 mm, eine Wandstéirke von 15 mm und eine Linge von 3 m.
Wieviel Liter Fliissigkeit faBt dasselbe und wie schwer ist es mit
s="7,3% :
Vi=377 1. Gw = 397,3 kg.

4. Wie groB ist das Gewicht einer StraBenwalze aus Granit, welche
bei einer Linge von 1,75 m einen Durchmesser von 1,25 m besitzt?
(s=2,7.)

Gw = 5798,426 ~ 5800 kg.

5. Wieviel kg wiegen 1000 m Messingdraht von 2 mm Durch-
messer? (s = 8,55.)

Gw =2 26,860 kg.

6. Von einem Hohlzylinder sind der #uBere Durchmesser D =
25 cm, die Wandstirke d =20 mm und die Héhe h=1,3 m ge-
geben. (Abb. 50.) Wie groB ist der Rauminhalt?

V =18786,690 cm?.

7. Ein Kabel von 50 mm Durchmesser und 7,5 km Linge soll
mit einem Bleimantel von 3 mm Stirke umbhiillt werden. Wieviel
kg Blei sind hierzu erforderlich? (s =11,4.)

Gw = 3746,325 kg.
8. Wie grof sind Rauminhalt und Mantelfliche eines schief ab-

geschnittenen Zylinders, dessen Durchmesser == 150 mm ist und dessen
groBte und kleinste Mantellinien 200 mm bzw. 360 mm lang sind?

V =4948,02 cm?®. M=1319,472 cm?2

9. Die Endflichen eines Benzinbehilters sind Ellipsen mit Halb-
achsen von 1,25 m und 0,75 m Linge, der Behilter ist 4,25 m
lang. Wie grof} ist der Inhalt des Behilters?

V=¢3,912 md

ﬁbungen.

1. Von einem geraden Kreiszylinder sind der Durchmesser = 15 cm
und die Hohe = 30 cm gegeben. Der Korper ist vollkommen durch-
zurechnen. (s =7,3.)

2. Ein gerader Zylinder besitzt einen Durchmesser von 20 cm
und eine Mantelfliche von 475 cm? Der Kérper ist vollkommen
durchzurechnen.

3. Die Hohe eines geraden Zylinders betrigt 75 mm, die Mantel-
flache 825 cm? Der Korper ist vollkommen durchzurechnen.

4. Von einem geraden Kreiszylinder ist der Rauminhalt mit
2000 cm?® und die Mantelfliche mit 500 cm? gegeben. Der Korper
ist vollkommen durchzurechnen.

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen 1,4 2. Aufl. 4
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5. Ein gerader Zylinder besitzt bei 15 ¢cm Héhe eine Oberfliche
von 800 cm2 Wie groB ist der Inhalt des Zylinders?

6. Der Durchmesser eines geraden Zylinders betrigt 20 cm, der
Achsenschnitt hat 160 cm? Inhalt. Wie groBl sind Oberfliche und
Inhalt?
~ 7. Ein GuBkérper ist 1,25 m lang und besitzt quadratischen
Querschnitt von 300 mm Seitenlinge. Es soll aus demselben durch
Abdrehen der groBtmogliche Zylinder hergestellt werden. Wie groB
ist der Materialabfall?

8. Ein oben offenes, zylindrisches Gefal von 100 ¢m Durchmesser
besitzt 750 dm?® Inhalt. Welche lichte Hohe besitzt das GefiB,
wie grof3 sind Mantel und Oberfliche und wie lang werden die Seiten
des Rechtecks, welche die Abwicklung des Mantels bilden?

9. Ein #dhnliches Gefa besitzt eine H6éhe von 50 c¢cm und einen
Inhalt von 200 1. Wie groB ist der Durchmesser?

10. Ein Rechteck mit den Seitenlingen 950 mm und 400 mm
bildet den abgewickelten Mantel eines geraden Zylinders. Wie groB
werden Durchmesser, Inhalt, Mantel und Oberfliche desselben, wenn
einmal 450 mm, das andere Mal 200 mm als H6he angenommen
werden?

11. Ein gerader Zylinder von elliptischem Querschnitt mit Achsen-
lingen von 36 cm und 58 cm ist 75 cm hoch. Wieviel dm? fafit
dieser Zylinder und wie groBl ist die Mantelfliche?

12. Der parallel zu einer Seitenfliche gefiihrte Achsenschnitt eines
geraden Prismas ist ein Quadrat von 1,75 m Seitenlinge. Das Prisma
erh#lt in seiner Mittellinie eine zylindrische Bohrung von 950 mm
Durchmesser. Wie grof} ist der Rauminhalt des durchbohrten Koérpers?

13. An einem schief abgeschnittenen Zylinder von 0,72 m Durch-
messer ist die Lénge der kleinsten Mantellinie = 2,2 m, diejenige
der gréften = 3,6 m. Wie grof sind Rauminhalt und Mantelfliche?

14. 100 kg Metall sollen in die Form eines geraden Zylinders
gegossen werden. Wie hoch wird dieser bei 250 mm Durchmesser?
(s=28.,9.)

15. Eine aus 2 mm starkem Kupferdraht hergestellte Drahtwicke-
lung wiegt 2 kg. Welche Linge besitzt der hierzu erforderliche Draht?
(s =8,9.)

16. Der duBlere Durchmesser eines 600 kg schweren Hohlzylinders
betragt bei 3,56 m Zylinderhéhe 250 mm. Wie grofl ist die Wand-
starke? (8=17,3.)

17. Welche Wandstirke besitzt ein schmiedeeisernes Rohr von
72 mm #&ulerem Durchmesser, wenn 1 m desselben 5,25 kg wiegt?

18. Ein gerader gufleiserner Zylinder besitzt bei einer Hohe von
12,5 cm eine Mantelfliche von 250 cm? Wie schwer ist dieser
Zylinder? (s=17,3.)

19. Ein 2,25 m langes Kupferrohr hat bei einem Umfange von
9,2 cm ein Gewicht von 7,25 kg. Wie grof ist der lichte Durch-
messer des Rohres? (s=— 8,8.)
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20. Aus einem Wiirfel von 0,25 m?® Inhalt soll durch Abdrehen
der gr6Btmogliche Zylinder hergestellt werden. Welchen Inhalt hat
der Zylinder?

21. Uber eine Riemenscheibe von 1 m Durchmesser liuft ein
Riemen von 180 mm Breite. Wieviel m? Riemen laufen stiindlich
iiber die Scheibe, wenn dieselbe 110 Umdrehungen in jeder Minute
macht?

22. An einer hydraulischen Presse besitzt der Kolben der Druck-
pumpe einen Durchmesser von 35 mm, der Prefkolben einen solchen
von 600 mm. Wie hoch steigt der PreBkolben bei 100 Hiiben des
Pumpenkolbens, wenn letzterer einen Hub von 120 mm besitzt?

23. Ein zylindrischer Blechschornstein von 650 mm mittlerem
Durchmesser besitzt eine Héhe von 18 m. Wieviel m? Blech sind

zur Herstellung erforderlich, wenn fiir Uberlappung 10 % zugeschlagen
werden?

D. Die Pyramide.

1. Die Vollpyramide.

39. Allgemeines. a) In Abb. 18 ist eine dreiseitige, in Abb. 21
eine n-seitige korperliche Ecke dargestellt. Schneidet man samtliche
Seitenflichen einer korperlichen Ecke durch eine Ebene, so entsteht
eine Pyramide.

Im allgemeinen ist eine Pyramide ein mathematischer Korper,
welcher eine beliebige, geradlinig begrenzte, ebene Figur zur Grund-
fliche hat und dessen Mantel von so vielen in
einem Punkte zusammenstoflenden Dreiecken J
gebildet wird, wie die Grundfliche Seiten be- A
sitzt.

Wie bei den Prismen werden die Pyra-
miden nach der Anzahl der Seitenfldchen
(Seitendreiecke), und je nachdem die Grund-
flache ein Dreieck, Viereck .... n-Eck ist,
in dreiseitige, vierseitige .... n-seitige
eingeteilt. In Abb. 52 ist eine dreiseitige, in
Abb. 53 eine sechsseitige Pyramide dargestellt.

Die Geraden, an welcher je zwei Seiten-
dreiecke zusammenstoBen, heilen die Seiten-
kanten der Pyramide: Kanten AS, BS, CS....
Der Punkt S, durch welchen simtliche Seiten-
kanten gehen, ist die Spitze der Pyramide.

In Abb.52 und 53 sind die ebenen Flichen J
ABC..H die Grundflachen, die Dreiecke Vot
ABS, BCS . . . AHS die Seitenfldchen Abb. 52.
der Pyramiden.

Letztere bilden den Mantel, dieser und die Grundfliche zusammen
die Oberfliche der Pyramide.

4%
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Die Seiten der Grundfliche: AB, BC, CE . . .. .. heiflen die
Grundkanten, die Abstinde?) dieser Grundkanten von der Spitze
S die Seitenhdhen der Pyramide. (Vgl. Seitenh6he hs in Abb. 62
und 63, Seite 58 und 59.)

Die von der Spitze einer Pyramide auf die Grundfliche gefillte
Senkrechte ist die Hohe derselben; sie wird mit h bezeichnet und ist
in Abb. 52 und 53 eingetragen.

b) Man unterscheidet gerade oder

S senkrechte und schiefe Pyramiden.

Gerade Pyramiden sind in Abb. 52

und 53, eine schiefe ist in Abb. 54
dargestellt.

Eine Pyramide heilt gerade oder
senkrecht, wenn die Spitze senkrecht
iiber dem Mittelpunkte — Schwer-
punkte?) — der Grundfliche liegt,
mit anderen Worten, wenn die Ver-
bindungslinie des Mittelpunktes der

S

Abb. 54.

Grundfliche mit der Spitze senkrecht auf der Grundfliche steht?). Bei
der schiefen Pyramide ist das nicht der Fall.

c) Eine Pyramide heilt regelmiBig, wenn die Grundfliche ein
regelmafiges Vieleck ist, und wenn die Verbindungslinie von Spitze
und Mittelpunkt der Grundfliche senkrecht auf dieser steht. Diese
Verbindungslinie ist zugleich Hohe der regelmiBigen Pyramide. In

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 31, Ziffer 40, SchluBsatz.
2) ,, ., .  Mechanik S. 198, XVIL
3y ,, S.5, Zitfer 3 d, Abb. 13.
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Abb. 53 und 55 ist eine regelmifige Pyramide dargestellt; Abb. 64
zeigt eine regelmiBige Pyramide in anderer Darstellung.

An einer regelmifiigen Pyra-
mide sind sowohl alle Grundkanten
als auch simtliche Seitenkanten
gleich; letztere haben dieselben
Neigungswinkel gegen die Grund-
fliche. Die Seitenflichen sind kon-
gruente, gleichschenklige
Dreiecke, welche mit der Grund-
fliche gleiche Neigungswinkel ein-
schliefen'). Bei der schiefen Pyra-
mide ist das nicht der Fall.

d) Legt man einen ebenen
Schnitt durch zwei nicht aufein-
anderfolgende Seitenkanten einer
Pyramide, so entsteht ein Diago-
nalschnitt bzw. eine Diagonal-
ebene. (Abb. 56.) Bei der regel-
méBigen Pyramide ist jeder Dia-
gonalschnitt ein gleichschenkliches
Dreieck.

Durch Diagonalschnitte wird die
vielseitige Pyramide in dreiseitige
Pyramiden zerlegt. (Abb. 56.)

Jede Schnittfliche einer Pyra-
mide, welche parallel zur Grund-
flache liegt, heilt ein Parallel-
schnitt: Schnitt abcef in Abb. 57.

1) Vgl 8. 6, Ziffer 3 e, Abb. 14. S

Abb. 56.
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Jeder Parallelschnitt teilt die Pyramide in zwei Teile, von denen der
obere wieder eine Pyramide ist und Ergénzungspyramide genannt
wird. Der untere Teil heifit eine abgestumpite Pyramide oder ein
Pyramidenstumpf. (Abb. 57.)

Die abgestumpfte Pyramide besitzt demnach zwei Grundflichen,
welche ahnliche Vielecke?) sind; die Seitenflichen sind Trapeze.
Jeder Pyramidenstumpf 148t sich durch Verlingerung der Seitenkanten
zu einer Vollpyramide erginzen. Ist diese regelmiflig, so heiBt auch
der Pyramidenstumpf regelmaBig. Der Abstand der beiden Grund-
flichen ist die Hohe der abgestumpften Pyramide: Héhe h in Abb. 57.

40. Verhiiltnisse an der Pyramide. a) In Abb. 58 ist durch die
Pyramide SABCD in einem beliebigen Abstande h von der Grund-
fliche ein Parallelschnitt

N A'B'CD’ gelegt, so daBl
//// E\\ \ A'B’|AB, B'C/|BC?)....usw.
! ist und auch
i A = A,

OIB =B .... usw.

als Winkel mit parallelen
und gleichgerichteten Schen-
keln sein muB 3).

Nach Planimetrie S. 191,
Ziffer 187, 2 verhalt sich nun

A'B:AB=B'S:BS
und ebenso
B'C":BC=B'S:BS. Folglich:
Abb. 58. A'B:AB=B'C:BC.
In gleicher Weise 1aft sich nachweisen, daf} sich
B'C¢:BC=CD:CD
verhilt. Mithin sind nach Planimetrie Seite 198, letzter Satz, die
beiden Flichen A’B'C'D’ und ABCD #hnlich, d. h.

A'B'CD' ~ABCD
oder mit den Bezeichnungen in Abb. 58
L 58)
b) Nach Planimetrie Seite 219, Ziffer 201 verhalten sich die Flichen-
inhalte shnlicher Vielecke wie die Quadrate homologer Seiten. Folglich:

Gz : G1 = ﬁiz : A’Ez ............ I)

1) Der Nachweis der Ahnlichkeit ist in Ziffer 40 S. 54 gefiihrt.
2) Vgl. W. u, St., Planimetrie S. 9, Ziffer 23. ’
3) 29 FI T 1] ” P 38; 5 4:8 b, .
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Nun verhilt sich nach Abb. 58 weiter
A'B:AB=A'S:AS und da
A'F' || AF ist, auch
F'S:FS =A'S:AS. Folglich:
A'B:AB=F'S:FS.
Dafiir kann man aber nach Arithmetik und Algebra Seite 192,
Ziffer 132, Absatz 4 schreiben
AB AB =FS:FS . 1I)
Aus Gleichung I und II) ergibt sich alsdann
Gg:GI:ﬂ2:?§2
oder mit den Bezeichnungen in Abb. 58
Ge:Gr=hZ:hi................ 59)

Schneidet man eine Pyramide parallel zur Grundfliche durch
eine Ebene, so sind Schnittfliche und Grundfiiiche einander #hn-
lich. Beide Flichen verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab-
stinde von der Spitze.

In dhnlicher Weise 148t sich nachweisen, daB8 sich

Go:Gi—AS:AS ... ... ... 1TI)
verhalt. Aus Gleichung I, IIT und 59) folgt allgemein:

Die Grundflichen einer Pyramide und ihrer Ergénzungs-

pyramide verhalten sich wie die Quadrate homologer Stiicke
an der Pyramide.

41. Pyramiden mit gleicher Grundfliche und Héhe. In Plani-
metrie Ziffer 201, Seite 219, Absatz 3 ist nachgewiesen, daB sich die
Umfange &hnlicher Vielecke verhalten wie zwei homologe Diagonalen.

Bezeichnet man den Umfang von G mit Us, den von G; mit Uy,
so ergibt sich

Uz: Uy = A'F' :AF und da-sich auch

F'S:FS=A'F':AF verhilt, so folgt:
U.: U, =7F'S :FS
oder mit den Bezeichnungen in Abb. 58
Ue:Uyg=he:hy. . .. 0000 o oo I

Die Umfange paralleler Querschnitte an einer Pyramide
verhalten sich wie die Abstidnde dieser Querschnitte von der
Spitze.

Fiir zwei Pyramiden von gleicher Grundfliche und Hohe folgt
hieraus, daB dieselben in gleicher Héhe gleiche Schnittflichen haben
miissen. Aus dem vorstehenden ergibt sich alsdann ohne weiteres:

Pyramiden von gleicher Grundfliche und gleicher Hohe haben
gleichen Rauminhalt.
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Weiter lassen sich folgende Sitze ableiten:

Die Rauminhalte von Pyramiden mit gleicher Grundfliche verhalten
sich wie ihre Hohen.

Die Rauminhalte von Pyramiden mit gleichen Héhen verhalten sich
wie ihre Grundflichen. —

Wie #ndert sich der Rauminhalt einer Pyramide, wenn der Nei-
gungswinkel der Seitenflichen zur Grundfliche a) kleiner, b) ein Rechter
wird?

Was wird aus der Pyramide, wenn die Spitze S in der Unendlich-
keit liegt? )

42, Rauminhalt. In Abb. 59 stellt A’ACB eine dreiseitige Pyra-
mide dar, in welcher A’A =h, also gleich der Hohe ist und senkrecht

Abb. 59.

auf der Grundfliche ABC = G steht. Zieht man in Abb. 59 A'B’
parallel zu AB, A’C’ parallel zu AC, BB’ sowie CC' parallel zu AA’
und verbindet man B’ mit C’, so entsteht ein dreiseitiges Prisma mit
der Grundfliche G und der Hohe h, dessen Inhalt nach Gleichung 34)
V=G -h ist

Es a8t sich nun zeigen, daf der Inhalt der Pyramide A’ACB ein
Drittel des Prismeninhaltes bildet, und daB sich das Prisma ABCC'B’'A’
durch zwei Schnitte in drei dreiseitige Pyramiden von gleichem Raum-
inhalte zerlegen liBt. Diese Schnitte werden durch die Diagonalen
der Seitenparallelogramme des Prismas gefiihrt, wie das in Abb. 59
durch strichpunktierte Linien angedeutet ist.

Fithrt man zunichst den Schnitt A’BC durch das Prisma, so wird
dasselbe in die dreiseitige Pyramide I=A"ACB und in die vierseitige
Pyramide Il = A'B’C'CB zerlegt. Diese letztere zerlegt man’ durch
den zweiten Schnitt A’B’'C in die beiden Pyramiden III = A’ B'BC
und IV=A’ B'C’C. Die Pyramiden III und IV sind gleich, weil sie
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gleiche Grundflichen BCB’=B’C’'C und infolge der gemeinsamen
Spitze A’ dieselbe Hohe besitzen. Mithin:

Pyramide III A’ B'BC=Pyramide IV A’ B'C'C.

Nimmt man in Pyramide IV Ecke C als Spitze an, so sind die
Pyramiden I und IV ebenfalls gleich, da auch sie gleiche Grundflichen
ABC=2A'B'C’ und gleiche Héhen h haben. Folglich:

Pyramide I A" ACB="Pyramide IV A’ B'C’'C.
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt:
Pyramide I =Pyramide IIl = Pyramide IV.

Damit ist erwiesen, dall jede dieser Pyramiden gleich dem dritten
Teile des Prismas vom Inhalte V=G -h ist. Mithin:

Der Inhalt einer Pyramide ist gleich dem dritten Teile des
Produktes aus Grundfliiche und Héhe.

Gleichung 60) gilt fiir jede Pyramide.

Ein zweiter, sehr anschaulicher Beweis zu Gleichung 60) 148t sich
nach Abb. 60 fithren. In dieser ist ein Wiirfel mit der Kantenléinge a
durch die vier Haupt-Diago-
nalebenen in sechs gerade,
quadratische wund raum-
gleiche Pyramiden zerlegt,
deren Grundflichen G = a?

und deren Héhen h = g sind.

Da der Inhalt des Wiirfels = a?®
ist, so ist der Inhalt jeder dieser
Pyramiden

a3
v=2.
6
Dafiir kann man aber
schreiben

2

1)

V:??)

ol ®

1 Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 65, Ziffer 68, Umkehrung u. S. 56,
Zitfer 55.
2) EE) EERE S I ¢ 3 23 ELI 32 59, 2 59.
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und da a®=G@ ist, so folgt:
1
V= 3" G-h

In Abb. 61 ist zu weiterer Veranschaulichung des Satzes vom Pyra-
mideninhalte ein Wiirfel von einer Ecke I aus durch Diagonalschnitte
in drei vierseitige Pyramiden zerlegt, so dafl auch hier die Gleichung

1
V=3-G-h

in bezug auf ihre Richtigkeit nachgewiesen ist. — Der Leser iibe sich
in derartigen Zerlegungen und beginne z.B. mit einem vierseitigen Prisma.

Abb. 62.
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43. Abwicklung. Mantel. In Abb. 62 ist eine gerade, qua-
dratische Pyramide?) dargestellt derart, dafl einmal die Seiten-
héhe hs, das andere Mal die Seitenkantenlidnge 1 im Aufri in
‘natiirlicher Gr6B8e erscheint. Die Abwicklung dieser Pyramide zeigt
Abb. 63. Um diese zu zeichnen, denke man sich die Pyramide lings
der Seitenkanten aufgeschnitten und die vier Seitenflichen um ihre
Grundkanten in die Ebene der Grundfliche gedreht. Die vier gleich-

schenkligen Dreiecke ABS, BCS ... lassen sich aber nur zeichnen,

S
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Abb. 63.
wenn auBer den Grundlinien a=— AB, BC . .. noch die Hdhen h;

oder die Seitenkantenlingen 1= AS, BS, CS ... bekannt sind. Sind
dieselben nicht wie hier aus der Zeichnung (Abb. 62) direkt zu ent-
nehmen, so miissen sie berechnet werden. Die Hdohe hg ist alsdann
aus dem rechtwinkligen Dreieck B'F’S’ und die Kantenlinge 1 aus
dem rechtwinkligen Dreieck C'F’'S’ nach dem Pythagoras ohne wei-
teres zu bestimmen. Zu beachten ist, daf in der Abwicklungsfigur
die Verlingerungen der Hohen h; durch den FuBpunkt ¥ der Pyra-
midenhshe gehen.

1) Die Pyramide heiit quadratisch, da die Grundfliche ein Quadrat ist;
infolgedessen ist sie auch regelméBig.
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Aus der Abwicklung Abb. 63 1iBt sich nun die Mantelfliiche be-
rechnen. Dieselbe wird von den vier Seitendreiecken gebildet, deren

jedes den Flacheninhalt a-Ths besitzt?). Mithin:

2 hs oder

Ebenso wie bei der vier-
seitigen Pyramide setzt sich
bei vielseitigen Pyra-
miden der Mantel aus
Dreiecken zusammen.
Wickelt man denselben ab,
so muB} fiir jedes Dreieck
die Hohe hs oder die Kan-
tenldnge 1 berechnet wer-
den, wie das an der qua-
dratischen Pyramide ge-
zeigt ist, um den Flichen-
inhalt des Mantels bestim-
men zu kénnen. Bei den
regelmidfigen  Pyramiden
gind diese Dreiecke, wie
bereits erwahnt, gleich-
schenklig.

In Abb. 64 ist noch
eine andere Art der Ab-
wicklung an einer regel-
méaBigen, sechsseitigen
Pyramide gezeigt. Man
beschreibt mit der natiir-
lichen Lénge 1 der Seiten-
kanten um die Spitze &’
einen Kreisbogen und tréigt

Abb. 64. in diesen die Linge a der
Grundkante sechsmal als
Sehne ein. Verbindet man die so erhaltenen Punkte A’, B, C ... A
mit 8', so bilden die nebeneinander liegenden gleichschenkligen Drei-
ecke A'BS’, BCS ...... FAS' den Mantel der Pyramide.
Aus dieser Abwicklung ergibt sich alsdann die Mantelfliche zu

a-hy a-hs a-hy a-hg a-hs a-hg
) -+ 5 -+ 5 +“2"*+ -+

M= 2 2
M:%-(&—}—a—l—a—}—a—l—a—!—a).

oder

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 101, Ziffer 114, Gleichung 20).



Die Pyramide. 61

Der Klammerwert in der letzten Gleichung ist aber nichts anderes
als der Umfang U der Grundfliche des Prismas?). Damit wird
h

M :§S .U, wofiir man schreibt

Der Ausdruck ® ist zu deuten wie folgt:

Die Mantelfliiche einer geraden Pyramide ist gleich dem Flichen-
inhalte eines Dreiecks, dessen Grundlinie gleich dem Umfange
der Grundfliche der Pyramide und dessen Hihe gleich der Hohe hg
eines Seitendreiecks ist.

Gleichung 62) gilt fiir jedes gerade Prisma mit beliebigem
Vieleck als Grundfliche.

44. Oberfliche. Die Oberfliche einer Pyramide setzt sich aus
Mantel und Grundfliche zusammen:

L -2}15 +6G ... .. FE ........ 63)

Fiir die in Abb. 62 und 63 dargestellte quadratische Pyramide
wird alsdann, da die Grundfiiche ein Quadrat mit der Seite a ist?)

O=2-a-hy+a%2............ FE ........ 64)

O0=M4-6G=

2. Die abgestumpfte Pyramide.

45. Rauminhalt. Uber die abgestumpfte Pyramide oder den Pyra-
midenstumpf sind beziiglich der Bezeichnungen bereits Angaben auf
Seite 54, Ziffer 39 d) gemacht.

Der Pyramidenstumpf ist
demnach ein mathematischer
Kérper, der von zwei paral-
lelen und #hnlichen Vielecken
als Grundflichen und von so
viel Trapezen als Seitenflichen
begrenzt wird, wie eine Grund-
fliche Seiten hat.

In Abb. 65 ist eine gerade
vierseitige, abgestumpfte Pyra-
mide mit den Grundflichen
ABCD=G;und A'B'C'D' =G,
dargestellt. Die Hohe des
Pyramidenstumpfes ist = h,
diejenige der Erginzungspyra-

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie
S. 90, Ziffer 101. i

?) Beachte Gleichung 61). Abb. 65.
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mide = h, und diejenige der Vollpyramide = h;. Man kann nun den

Rauminhalt eines Pyramidenstumpfes aus der Differenz der zuge-

horigen Vollpyramide und der Erginzungspyramide berechnen.
Durch Umstellen der Glieder?) in Gleichung 59), Seite 55 erhilt man

h?:hl =0GC1:G:
oder, wenn man auf beiden Seiten dieser Proportion die Quadrat-
wurzel zieht?)

hitha=VGi:VGs o o v oo oo I

Nach Abb. 65 ist hy =h -+ h,. Setzt man diesen Wert fiir h; in
Gleichung I) ein, so erhélt man

(b~ hy):hy — J/G1: VG, oder?)
he - VG1 = (h+ hs)- VG2 d. i
hs - VGr==h-VGs+hs- VGe. Mithin:
he - VG —hs - VG =h- VG, und damit?
he - (VGy — VGg)=h - VGs. TFolglich:

h2 - T.——'—,—: ............. II)
Faft man nun den Pyramidenstumpf als Differenz zweier Pyra-
miden mit den Grundflichen G; bzw. Gz und den zugehérigen Hohen

(h 4+ he) bzw. hs auf, so folgt mit Gleichung 60)

V= 'Gl'(h—l—hz)—é'Gz'hz d. i

V== (G1h+G1h2'—G2hz) oder

== =[Gy -h—hs (G — Gs)].

QO = GO QO

Setzt man in diese Gleichung den Wert von h, aus Gleichung II)
ein, so ergibt sich
1 h-VGe
V:"' '[G 'h"'{“"’:‘j——,:
3L VG — VG,
Nun ist der Wert in der Bogenklammer

Gy — Go) = (VG1— VGa) - (VG1 — VGs).%)

Setzt man diesen Wert in die letzte Gleichung fiir V ein, so er-
hilt man

- (G — Gz)].

1 Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 193, Ziffer 134.

“) LH 3 3 3 9 it} 2 3 192: LH 132.
S0 B ” » » » 190, ,, 131
4) 33 LI 2 L] (3 53 I 36, T 43A, b.

5) 39 YT 2 I 3 2 2 110: 9 94b7 3 und S' 114,
Zitfer 96, Beispiel 1.
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) WV _
o= — G-h —_— G Gz' 1 2/
v—1 [ oy Ve Ve 06 VG)]

Da sich hier (VGy — VGz) hebtY), so folgt:
Vr-%-[(h-h—{—h- VGz - (VG VGe)]. Das ist aber

Ve (Gi-h+h-VGs VG +h-VGs - VG

Schreibt man hier h heraus und fiihrt man die Multiplikation der
Waurzeln durch, so folgt?):

vV — ‘_; (G V6 Gt Go) ... ... RE ........ 65)

G| -

Der Inhalt des Pyramidenstumpfes ist gleich der Summe dreier
Pyramiden, die mit dem Stumpfe gleiche Hiohen h besitzen und
von denen die eine die untere Grundfliche G,, die zweite die obere

Grundfliche Gound die dritte die mittlere Proportionale®) VG - G
zwischen diesen beiden Grundflichen zur Grundfliche hat.

46. Rauminhalt abgestumpfter, regelmiifiiger Pyramiden. Aus
Gleichung 65) ist ersichtlich, dafl es namentlich die Inhalte der Grund-
flichen sind, welche das Resultat beeinflussen.

Bei der Berechnung regelméfBiger Pyramidenstumpfe wird man
sich daher mit Vorteil der Tafel auf Seite 33 bedienen, um zeitrau-
bende trigonometrische Rechnungen zu vermeiden. Im besonderen
sind es die drei letzten Reihen dieser Tafel iiber die Fléchen-
inhalte, welche hier in Betracht kommen.

Den einzelnen regelméfBigen Vielecken entsprechend ist in der ersten
dieser Reihen das Quadrat der Vieleckseite s2, in der zweiten Reihe
das Quadrat des Halbmessers R? des umschriebenen Kreises, und
in der dritten Reihe das Quadrat des Halbmessers r? des einbe-
schriebenen Kreises mit den in der Tafel angegebenen Koeffizienten *)
zu multiplizieren, um den Fldcheninhalt des Vielecks zu erhalten.
Bezeichnet man ganz allgemein

die Koeffizienten von s2 mit ky9),
” 3 I R2 2 kz und

2
2 2] it r 9 k3y

so geht Gleichung 65) fiir den Rauminhalt des regelméBigen Pyramiden-
stumpfes iiber in:

1y Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 33, Ziffer 41 u. S. 59, Ziffer 59.
2) L] 9 1y s EE) Y 9 2 86, s 83‘
3) ” LR Et) ’ 2 12} 23 195, 2 136.
) 35 [T T} 9 33 35 3y 2 2’ EL) 4.
%) Der Tafel entsprechend wire der Reihe nach:
k, = 0,4330; 1,0000; 1,7205 .. ... usw.
k, = 1,2990; 2,0000; 23776 ... ..
k, = 5,1963; 4,0000; 3,6327 ... ..

-
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V:%.kl.(sf_*_sl-sz—}—s;)l) ..... RE ........ 66)
v:%.kz.(gf-;-Rl-RerR;) ..... RE ........ 67)
V:g.kg-(rf—l—rl-rz—}—r;) ...... RE........ 68)

47. Mantel. Der Mantel einer abgestumpften Pyramide ist gleich
der Summe simtlicher Seitenflichen.

Geht man bei der Berechnung der Mantelfliche von Abb. 65) aus,
s0 ist, da die Seitenflichen Trapeze sind, der Flicheninhalt einer Seiten-

fliche — ‘; 82 o3

Fiir die vierseitige, regelmifige Pyramide wird damit die Mantel-
fliche

1\1:4~@J2Lﬁ-h5=2-(a1+ae)-hs.

Besitzt die abgestumpfte Pyramide ein regelmiifiiges n-Eck als
Grundfliche, so wird sinngem&f

M:n.al—;—ag.'hs:n-a1—2[——n-~a2'

hs.3)

Nun ist aber
n - a; = U; =dem Umfange der unteren Grundfliche und
n-ag="Us= ,, 2 » Oberen »

Setzt man diese Werte in die letzte Gleichung fiir M ein, so er-
halt man

48. Oberfliche. Die Oberfliche des Pyramidenstumpfes setzt sich aus
dem Mantel M und den beiden Grundflichen G; und Gz zusammen. Mithin:

0 =M -+ G; + Gz, oder mit Gleichung 69)

U:+U

0=$-h+G1+Gz ...... FE........ 70)
49. Berechnung der Hohen des Pyramidenstumpfes. In Ziffer 40 b,

Seite 55 wurde mit Bezug auf Abb. 58, Seite 54 die Gleichung

[A'B':AB=F'S:FS
entwickelt. Durch Vertauschen der Glieder der Verhiltnisset) geht
diese Gleichung iiber in

1) Die Bezeichnungen s, und s, sind so aufzufassen, dall s, die Seite fir
die untere, s, die Seite fiir die obere Grundfliche ist. Sinngemil gelten
die Bezeichnungen R, und R, sowie r; und r,.

2) Vgl. W. u. St.,, Planimetrie S. 103, Ziffer 116, Gleichung 25.

3 ., s s . Arithm. u. Algebra S. 59, Ziffer 59.

L I » » » » 193, ,, 134
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AB:A'B'=FS:F'S
oder mit den Bezeichnungen in Abb. 58 bzw. Abb. 65 in

a1232:h1:h2,
wofiir man schreiben kann

au_
s - hz
Nun ist nach Abb. 65
hs =h; —h.
Dividiert man die vorletzte Gleichung durch die letzte, so erhilt man?)
a b
%2;: hl}i T Nenner fortgeschafft?):
A (hy — h) = }31 +hs. Da sich rechts h. hebt, so folgt:
ag h,
# by —h)=h, oder?
az

ay-(hy —h)=as - hy, d. i
a3 +-h; —a;-h==a,-h;. Glieder mit h; auf linke Seite:
a3 -h; — az - hy = a; - h, oder?)
hy - (a1 — az) = a1 - h.  Folglich%):

hy = 8 - b , woflir man schreibt
a1 — ag
By h L. LE ........ 7)
a; — az
Mit Bezug auf Abb. 65 ist nach vorstehendem wieder
& E und weiter
ag hz
h1 - h + hz .

Fihrt man von hier ab zur Ermittlung von h die Rechnung in
gleicher Weise durch, wie vorstehend fiir h: angegeben, so folgt:
By R
a; — ag
Zur Berechnung der Seitenhdhe hs ist in Abb. 66 ein halber Achsen-
schnitt durch die in Abb. 65 dargestellte Pyramide herausgezeichnet.
Fallt man von P die Senkrechte PR =h auf die Grundlinie, so wird

ay a2 ay — ag
RN = .

2 2 2
1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 134, Ziffer 112.
Do s e e » » w5 132, 108%
3) 3 sy 2 . 29 2 EE) ’ 36, 2 43A, b.
4 59 3 33 I 35 23 T} I 132, ’ 108e.

Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 4. 2. Aufl. 5
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Hiermit ergibt sich nach dem Pythagoras aus dem
rechtwinkligen Dreieck PRN

h? — ("“
hs = V(al _2_ az) —}—hZ oder?)

hy = V(al — '@)Z”“ 4-h%  poo st aber 9

2
az) -h?.  Hieraus folgt):

1 :
=5 V—a)*+4.. . LE..... 73)

Beispiele.

1. Wie grof ist der Rauminhalt einer geraden
Pyramide von 3,3 m Hoéhe, deren Grundfliche ein
Quadrat von 1,5 m Seitenlinge ist?

Nach Gleichung 60) erhalt man

V=l G h=1.15.33=2475m2
3 3
2. Die Grundfliche einer geraden Pyramide ist ein Dreieck mit
1,8 m Grundlinie und 1,1 m Hoéhe. Wie grofi ist der Rauminhalt bei
3,75 m Hohe?
1 1 1,8:-1,1
V_g'G’h—ﬁ'—‘“Q’"
3. Welche Hoéhe besitzt eine gerade Pyramide, deren Rauminhalt
100 m? und deren Grundfliche 12 m? betrigt?

Aus Gleichung 60) = } -G+ h folgt:
3.V 3 100
h= G = 1 — =25m

4. Die Grundkante einer geraden, quadratischen Pyramide ist
a = 100 mm, die Héhe h =75 mm. Wie grol werden Rauminhalt,
Mantel, Oberfliche und Seitenkantenlinge?

Der Rauminhalt ergibt sich aus Gleichung 60) zu

V:%-G-h:%-az-hzé—- 1002 - 75 = 250000 mm?.
Der Mantel ist gleich der Summe der 4 Seitendreiecke, deren Héhe
b, sich nach Abb. 62 aus dem rechtwinkligen Dreieck B'F'S' ergibt:

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u Algebra S. 80, Zitfer 77.
) » bR ke 59 9 3 9 45 EE 47
59 94 2 86.

3
2 E2] 53 2 59 ER]
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hs= /B’ F’2—l—h2~V( )+h2—1/502+752 d. i.

hy=90,2 mm. Mithin:

a-h,

M= 2”:2-a-hs=2-100-90,2218040 mm?2.

Die Oberfliche wird nach Gleichung 63)
O0=M-+ G =M} a%?=18040 4 1002 = 28040 mm?®.

Die Seitenkantenlédnge berechnet sich aus Abb. 63 mit dem Pytha-
goras zu

1_]/( ) +h? =71/502 + 90,2* =103,1 mm.

5. Die Grundkanten einer ge-
raden Pyramide bilden ein Recht-
eck mit den Seiten a = 16 m
und b=12 m, die vier Seiten-
kanten sind je =CS8S=1=30m
lang. (Abb. 67.) Wie groB ist
der Rauminhalt der Pyramide?

Den Rauminhalt erhdlt man
aus Gleichung 60)

1
—_.G-h
V=;-6

In dieser Gleichung ist G=a-b
bekannt; die Hoéhe h ist zu be-
rechnen. Mit dem Pythagoras
ergibt sich fiir dieselbe aus
dem bei F rechtwinkligen Drei-
eck CFS:

. Vl; (e)‘i Abb. 67.
— —(5)-

Die halbe Diagonale g der Grundfliche erhilt man ebenfalls mit

dem Pythagoras aus dem bei B rechtwinkligen Dreieck ABC
e=}/a?+ b? = /162 + 122 =1/400 =20 m. Mithin:

g— =10 m.
Diesen Wert in die Gleichung fiir h eingesetzt:
h = /302 — 102 = /800 = 28,2843 m. Folglich:

v=l.g.n=1

1
Z.a-b-h=--16-12.28,2843 = 1810, 8,
3 3 a-b 3 6 8,2843 10,195 m

5%
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6. Eine Pyramide besitzt als Grundfiiiche ein Rechteck von a = 40 cm
Linge und b =26 cm Breite bei h=="50 cm Hohe. (Abb. 68.) Wie
gro sind Inhalt, Mantel,
Oberfliche und Lénge einer
Seitenkante?

Der Inhalt ergibt sich
aus (leichung 60) zu

Ve=> G- -h=

-40-26-50=

=17333,3 m?))

Der Mantel setzt sich
aus den vier Seitendreiecken
zusammen, von denen je
zwei kongruent sind. Um
deren Fliacheninhalte zu be-
stimmen, sind die Seiten-
hohen hi und hy zu berechnen. Aus dem bei F rechtwinkligen Dreieck
HFS ergibt sich mit dem Pythagoras

Abb. 68.

hi_]/HFz—i—hz———V( ) ~+ h? =7/132+ 502 =~ 51,7 cm.
In gleicher Weise folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck JF'S:
h) =V JIF24- h2—~V( ) + h?=7/202 4 502 =~ 53,9 cm.

Mit diesen Hohen wird nun der doppelte Flicheninhalt m; und
my der Seitendreiecke ABS und BCS

m1=2-aéh =2 &221—7#20680 em? und
my—2.0 '2h3 =2. ?E“fﬁ — 1401,4 cm?. Folglich:

M =m; + m, = 2068 - 1401,4 = 3469,4 cm?
Die Oberfliche setzt sich aus Mantel und Grundfiiiche zusammen,
Mithin:
O0=M-+G=M-+a b=23469,4 4 40 - 26 = 4509,4 cm?
Die Lénge der Seitenkante CS =1 berechnet sich nach dem Py-
thagoras aus dem bei F rechtwinkligen Dreieck CFS zu

1) Periodischer Dezimalbruch. Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 206,
Ziffer 16 u. 17.
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_ Twﬁb)g
1 Vh - (2 .
Es ist also noch % zu bestimmen. Dazu erhiilt man aus dem bei

B rechtwinkligen Dreieck ABC
e=Va? b2 = J/402 |- 262 = }/2276 = 47,7 cm.

Folglich: °~ 23,9 cm. Damit ergibt sich g N
1=7)50%+ 23,92 d.1i
1= 1/3071,21 = 56,3 cm.

7. Von einer regelmafligen, sechsseitigen ks A
Pyramide sind die Grundkante a=12 m
und die Héhe h=23,6 m gegeben. Raum-
inhalt, Mantel und Oberfliche sind zu be-
rechnen. (Abb. 69.) §
Mit Gleichung 60) und der Tafel auf £
Seite 33 wird A
1

3

-V;%-G-h: .2,5081 -a2 - h —

:% +2,5981 - 1,22 3,6 = 4,490 m3.

Fir die Berechnung des Mantels muB
hs bekannt sein. hg ist Hypotenuse im
rechtwinkligen Dreieck C'B’S’, Abb. 69, in
welchem wieder B'C' = r =— dem Halbmesser Abb. 69
des einbeschriebenen Kreises im Sechseck R
ABCDEF ist. Letzterer ist aber nach der Tafel auf Seite 33

r=—0,866-a=—0,866-1,2==1,04 m. Damit wird
hy= }/h2 412 = }/3,62 + 1,042 — }/14,0416 = 3,75 m.

Mit diesem Werte berechnet sich der Mantel als Summe der sechs
Seitendreiecke zu

a-hy 1,2 -3,75
M=6-——=6-—"5

Die Oberfliche wird mit Gleichung 63)
O0=M+4G=13,5-42,5981 - a2 =13,5 42,5981 - 1,22 d. i
0=17,241 m2.

8. Von einer regelméBigen, sechsseitigen Pyramide sind die Grund-
kante a = 4 m und die Seitenkantenlinge 1 = 9 m gegeben. Raum-
inhalt, Mantel und Oberfliche sind zu berechnen.

=13,5 m?

1) Vgl. Tafel auf Seite 33.
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Um den Rauminhalt zu berechnen, muf3 die Hohe h bekannt sein.
Dieselbe 1iBt sich nach Abb. 64 aus dem rechtwinkligen Dreieck
A'H'S’ berechnen, in welchem Dreieck A’H’ gleich dem Halbmesser
R des umschriebenen Kreises ist, der beim regelmiBigen Sechseck
wieder gleich der Seitenlinge a desselben ist. Mithin:

h=JI*— a2 =192 — 42 = /65 = 8,062 m.
Damit wird nach Gleichung 60) und der Tafel auf Seite 33

1 :
V:%-G-h=§-2,5981-a2-h=é-2,5981-42-8,062 d. i

V=111,715 m?®
Die zur Berechnung des Mantels erforderliche Lénge der Seiten-
héhe h; ergibt sich aus dem Dreieck BCS' der Abwicklungsabbildung 64 zu

h, _—VF ( ) =192 — 22 =177=8,775 m.
Mit diesem Werte und Gleichung 62) erhilt man den Mantel
_U-hy 6-a-h; 6-4-8775 .
M= g =g = ) =105,30 m?.
Die Oberfliche ist nach Gleichung 63)
O0=M-+G=M-+ 2,5981 : a2 =105,3 - 2,5981 - 42 d. i.
0=146,870 m?2
9. An einer abgestumpften Pyramide mit quadratischen Grund-
flichen sind die Quadratseiten a;=—9 m und a; =25 m; die Hohe
des Stumpfes ist h=3,6 m. Wie groB sind Inhalt, Mantel und Ober-
flache? (Abb. 65.)
Der Rauminhalt berechnet sich mit Gleichung 65) zu

v:;l.(G1+VG—1.G2+G2): + /9% 52+ 59 oder

V=12-8149-5-425=1,2-151 =181,2 m53,
Den Mantel erhilt man aus Gleichung 69):

U, —I— Ue
2
Ui=—4-2,—=4-9=36 m und Up=4.-2a,=4:5=20 m.

Zu berechnen ist h; aus Gleichung 73):

1
hs:%-]/(al——a2)2—1—4-h2:=—2—-]/(9——5)2+4~3,62, d i

M= -he. In dieser Gleichung sind bekannt

1 —
hy=G - V67,84 :% .8,24=4,12 m

Setzt man diese Zahlenwerte in die vorstehende Gleichung fiir den
Mantel M ein, so folgt:

M——ﬁ%——z—o 4,12 =115,36 m?2
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Die Oberfliiche wird entsprechend Gleichung 70)
0=M -4 Gy + G2 =115,36 4 92 - 52 =221,36 m>
10. Wie hoch ist ein Pyramidenstumpf, dessen Grundflichen Qua-

drate von 7 m und 4 m Seitenlinge sind und dessen Rauminhalt
35 m?® betragt?

Aus Gleichung 66) V= g -k - (82 481 - 82 4 83) folgt?):

o 3.V L 3.35
T ki (82 fsiose sl 1. (1247449
11. Die Grundflichen einer abgestumpften Pyramide von 4,2 m
Hohe sind regelmiBige Sechsecke von a; =5 m und a; = 3 m Seiten-
lange. Wie grof} ist der Rauminhalt?
a) Den Inhalt erhdlt man aus Gleichung 65)

Ve (Gt VG GGl

Zunichst sind die Grundflichen zu berechnen. Mit Hilfe der Tafel
auf Seite 33 ergibt sich
Gy =2,5981 - a? = 2,5981 - 52 = 64,95 m2
Gz == 2,5981 - a2 = 2,5981 - 32 = 23,38 m®. Mithin:
4,2 e
V= e (64,95 ]/64,95 - 23,38 -+ 23,38) = 178,22. m?3.

b) Berechnet man den Rauminhalt nach Gleichung 66), so erhalt
man

h
V= 3 ki - (83 + 8182 -+ s82). In dieser Gleichung ist

=1,13 m.

h=42 m; ks =2,5981; s = 5 m und s; =3 m. Mithin:

4,2
== é -2,5981 - (52453 4+ 3% = 178,23 m?.

Die Ergebnisse der Berechnung nach a) und b) stimmen demnach
gut iiberein.

Aufgaben.

1. Eine gerade Pyramide besitzt einen Rauminhalt von 12 m?®.
Wie groB ist die Grundfliche bei 5 m Hohe?
G="172 m2
2. Wie groB wird die Grundkante der Pyramide des vorigen Bei-
spieles, wenn die Grundfliche ein Quadrat ist?
a=— 2,683 m.
3. Eine gerade, quadratische Pyramide besitzt eine Grundkante

a==12 cm bei einer Seitenkantenlinge 1=20 cm. Es sind Hohe,
Rauminhalt und Oberfliche zu berechnen.

1) Der Wert von k, ist der Tafel auf Seite 33 zu entnehmen.
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h=18,1 cm?). V = 868,8 cm?. 0==602 cm?232)
4. Eine Turmspitze hat die Form einer regelmifligen, sechsseitigen
Pyramide. Die Grundkante ist 1,2 m lang und die Spitze 8 m hoch.
Wieviel m? Eindeckungsmaterial sind erforderlich?

M:U-hs

=29,016 m?

5. Von einer regelméBigen, sechsseitigen Pyramide sind die Hohe
h=20,9 m und der Rauminhalt V=0,2 m?® gegeben. Grundkante,
Mantel und Oberfliche sind zu berechnen. (Beachte Abb. 64 und 69.)

a=— 0,507 m. M =1,522 m?.. 0=2,190 m2,

6. Eine abgestumpfte Pyramide mit quadratischen Grundflichen,
deren Seitenlingen unten 6 m und oben 4 m betragen, besitzt eine
Héhe von 4,5 m. Wie grofl sind Inhalt, Mantel und Oberfliche?

V=114,0 m? M:=92,195 m?2 0 =144,195 m?2
7. Eine abgestumpfte Pyramide von 6 m Héhe hat regelmiflige

Achtecke zu Grundflichen, deren Seiten 8 m bzw. 5 m lang sind.
Wie grof ist der Rauminhalt?
V =1245,73 m?.

8. Ein Granitblock hat die Form eines Pyramidenstumpfes von
3,6 m Hohe. Von den quadratischen Grundflichen sind die Seiten
2,8 m bzw. 2,0 m lang. Wieviel Kilogramm bzw. Tonnen wiegt
der Block mit s = 2,7?

Gw=56506 kg=156,506 t.

Ubungen.

1. Die Grundfliche einer geraden Pyramide von 300 mm Hohe
ist ein gleichseitiges Dreieck von 125 mm Seitenldnge. Der Kérper
ist vollkommen durchzurechnen.

2. Eine Pyramide, welche von vier gleichseitigen Dreiecken begrenzt
wird, deren Seitenlinge 15 cm betriigt, ist vollkommen durchzurechnen.

3. Eine regelmafige, vierseitige Pyramide, deren Grundkante=1,2m
ist, besitzt eine H6he von 3,5 m. Der Korper ist vollkommen durch-
zurechnen.

4. Der Rauminhalt einer regelmiBigen, vierseitigen Pyramide be-
trigt 550 dm3, die Hbhe ist =12 dm. Der Kdorper ist vollkommen
durchzurechnen.

5. Eine regelmiBige, sechsseitige Pyramide mit Grundkanten von
35 cm und Seitenkanten von 75 cm Lénge ist vollkommen durch-
zurechnen.

6. Das Gewicht einer aus GufBleisen hergestellten geraden, quadra-
tischen Pyramide betragt 500 kg. Welche Héhe besitzt dieselbe,
wenn ihre Grundkante 30 cm lang ist und s = 7,3 angenommen wird?

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 90, Gleichung 15.
2) ,, Abb. 63, S. 59.
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7. Die Grundfliche einer geraden regelmifigen, zwélfseitigen Pyra-
mide ist einem Kreise von 300 mm Durchmesser einbeschrieben, die
Seitenkante ist 1,2 m lang. Wieviel kg wiegt diese Pyramide mit
s ="17,3?

8. Eine gerade Pyramide besitzt bei 4,75 m Hohe als Grund-
fiiche ein regelmifBiges 10-Eck von 2,5 m Seitenlinge. Wie groB
ist die Kante eines Wiirfels, welcher mit der Pyramide inhaltsgleich ist?

9. Eine regelmifige, achtseitige Pyramide, deren Umfang 17,6 m
betrigt, bildet die Spitze eines Turmes; die Seitenkanten sind 12 m
lang. Wieviel m? Eindeckungsmaterial sind erforderlich?

10. Es ist eine abgestumpfte, regelmiBige, quadratische Pyramide
vollkommen durchzurechnen, deren Grundkanten 75 cm bzw. 25 cm,
und deren Seitenkanten 125 c¢m lang sind. (s = 0,8.)

11. An einem regelmiBigen, sechsseitigen Pyramidenstumpf ist die
Seite des unteren Sechsecks — 7 m, die des oberen =— 5 m; die Hohe
des Stumpfes betrigt 6 m. Wie groBl ist der Rauminhalt?

12. Eine abgestumpfte, regelmifBige, sechsseitige Pyramide von
45 cm Hohe besitzt Grundkanten von 20 cm und 6 cm Liange. Der
Korper ist vollkommen durchzurechnen. (s =2,4.)

13. Der Inhalt der Grundfliche einer Pyramide betrigt 12,5 m?2,
die Hohe 10 m. Welchen Flicheninhalt besitzt ein ebener, der Grund-
fliche paralleler Schnitt in einem Abstande = 6 m von der Grundfiiche?

14. Durch die in dem vorigen Beispiele gegebene Pyramide soll
ein Parallelschnitt gelegt werden, der einen Flicheninhalt von 4 m?
hat. In welchem Abstande von der Grundfliche ist derselbe zu legen?

15. Ein Gefil hat die Form eines Pyramidenstumpfes mit qua-
dratischen Grundflichen und soll 100 dm?® Inhalt besitzen. Die
Kanten der Grundflichen sind 40 cm bzw. 75 cm lang. Welche
Tiefe erhalt das Gefaf3?

16. Eine Grube in Gestalt einer abgestumpften, regelmiBigen,
vierseitigen Pyramide soll einen Rauminhalt von 50 m? erhalten; die
Grundkanten am Boden der Grube sind 3,25 m lang, die Boschungs-
winkel?) betragen 45°. Wie tief muB die Grube werden?

E. Der Kegel.

1. Der Vollkegel.

50. Allgemeines. a)Bei der Besprechung des Zylinders auf Seite 39,
Ziffer 30a wurde erklart, wie man sich den Zylinder aus dem Prisma
entstanden denken kann.

In gleicher Weise stellt man sich die Entstehung des Kegels aus
der Pyramide vor. Verdoppelt man auch hier die Seitenzahl der
Pyramidengrundfliche so lange, bis dieselbe in einen Kreis tibergeht,
so wird die Mantelfliche der Pyramide gleichzeitig zu einer krummen
Fliche, auf welcher Seitenflichen oder Seitenkanten als solche nicht

1) Vgl. W. u. St., Trigonometrie S. 85, Beispiel 5.
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mehr erkennbar sind. Ein Kegel ist demnach als eine Pyramide
von auBerordentlich -hoher — unendlich groBer — Seitenzahl anzu-
sehen, deren Grundfliche ein Kreis ist.

Einen Kegel kann man sich auch, entsprechend der bei der Ent-
stehung der n-seitigen korperlichen Ecke in Ziffer 6, Seite 9 abge-
gebenen Erklarung, dadurch entstanden denken, daB sich ein Strahl
um einen seiner Endpunkte dreht, wihrend der andere Endpunkt
an dem Umfange éines Kreises entlang gleitet, bis er wieder in seine
Ursprungslage zuriickkehrt, wobei Strahl und Kreis nicht in einer
Ebene liegen diirfen.

g S

Abb. 70. Abb. 71.

Im allgemeinen ist ein Kegel ein mathematischer Korper, welcher
einen Kreis zur Grundfliche hat und dessen Mantel von einer ge-
krimmten Flache gebildet wird.

Entsprechend der Erklarung iiber die Entstehung des Kegels aus
der Pyramide, werden die fiir diese entwickelten Gesetze sinngemife
Anwendung auf den Kegel finden.

b) Man unterscheidet gerade oder senkrechte und schiefe
Kegel. Ein gerader Kegel ist in Abb. 70, ein schiefer in Abb. 71 dar-
gestellt.

Die Seitenkanten der Pyramide werden beim Kegel zu Mantel-
linien. Auf dem Kegelmantel lassen sich nur Geraden ziehen, die
simtlich durch einen Punkt gehen. Dieser Punkt heiit die Spitze
des Kegels. Die Linie AS in Abb. 70 und 71, d. i. die Verbindungs-
linie eines beliebigen Punktes des Grundkreises mit der Kegelspitze,
ist eine Mantellinie; desgleichen sind die Linien 1, 1; und l. Mantel-
linien. Bei dem geraden Kegel sind simtliche Mantellinien gleich
lang; sie bilden zusammen die krumme Oberfliche des Kegels, den
Kegelmantel. Statt Mantellinie sagt man auch Kegelseite.
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Die von der Spitze eines Kegels auf die Grundfliche gefillte
Senkrechte ist die Hohe desselben; sie wird mit h bezeichnet und
ist in Abb. 70 und 71 eingetragen.

Die Verbindungslinie des Mittelpunktes des Grundkreises mit der
Spitze des Kegels nennt man die Achse desselben. Steht die Achse
im Mittelpunkte des Grundkreises senkrecht auf diesem, so ist der
Kegel ein gerader, Abb. 70, ist dies nicht der Fall, so ist der Kegel
ein schiefer, Abb. 71. Bei dem geraden Kegel ist die Achse zugleich
Hohe, bei dem schiefen ist sie grofler als die Hohe.

Ein gerader Kegel, dessen Grundfliche ein Kreis ist, heit Kreis-
kegel; derselbe wird kurz als ,Kegel“ bezeichnet. Bei dem Kreis-
kegel ist die Achse gleich der Hohe.

¢) Ein ebener Schnitt durch die Achse des Kegels heifit Achsen-
schnitt. Derselbe ist beim geraden Kegel ein gleichschenkliges
Dreieck, dessen Schenkel =1==der Kegelseite und dessen Basis
=2.r=d= dem Durchmesser des Grundkreises ist. (Abb. 70.)

Ist der Achsenschnitt ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seiten
gleich dem Durchmesser des Grundkreises sind, so heifit der Kegel
gleichseitig; ist der Achsenschnitt ein gleichschenklig-recht-
winkliges Dreieck, so nennt man den Kegel rechtwinklig.

Bei dem schiefen Kegel ist der Achsenschnitt ein ungleichseitiges
Dreieck mit den Seiten 11, Iz und 2r=4d. (Abb. 71.)

AuBerdem heilit bei dem schiefen
Kegel der Achsenschnitt, welcher senk-
recht auf der Grundfliche steht, Nor-
malschnitt. Dieser Normalschnitt ent-
hilt die Kegelhohe, den Neigungswinkel
der Kegelachse gegen die Grundfliche,
die grofte und kleinste Kegelseite, so-
wie die Neigungswinkel dieser gegen
die Grundfliche.

Jede Schnittfliche, welche parallel
zur Grundfliche liegt, heifit ein Paral-
lelschnitt. Jeder Parallelschnitt teilt
den Kegel in zwei Teile, von denen der
obere wieder ein Kegel ist und Er-
ganzungskegel genannt wird. Der
untere Teil heit ein abgestumpfter
Kegel oder Kegelstumpf. (Abb. 72.)

Der gerade, abgestumpfte Kegel be- Abb. 72.
sitzt demnach zwei Grundflichen, welche
shnliche Kreise sind. Jeder Kegelstumpf laBt sich durch Verlange-
rung der Kegelseiten zu einem Vollkegel ergénzen. Der Abstand der
beiden Grundkreise ist die Hohe h des abgestumpften Kegels. (Abb. 72.)

d) Da die ,Kegelschnitte” in der Praxis und in allen Gebieten
der Mathematik eine besondere Rolle spielen, so sollen dieselben, ihre
Form am geraden Kreiskegel betreffend, hier erwéhnt werden:
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Ein Achsenschnitt begrenzt die Schnittfliche durch ein
gleichschenkliges Dreieck.

Ein parallel zur Grundfliche, also senkrecht zur Achse
gefiithrter Schnitt begrenzt die Schnittfliche durch einen
Kreis.

Ein zur Achse unter einem beliebigen Winkel gefiihrter
Schnitt begrenzt die Schnittfliche durch eine Ellipse oder
einen Teil derselben.

Ein parallel zur Achse gefiihrter Schnitt begrenzt die
Schnittflache durch eine Hyperbel.

Ein parallel zur Kegelseite gefiihrter Schnitt begrenzt
die Schnittfliche durch eine Parabel.

51. Verhiltnisse am Kegel. Kegel mit gleicher Grundfliche
und Hohe. In #dhnlicher Weise, wie das in Ziffer 40 und 41 fiir
die Pyramide geschehen, lieBen sich die dort entwickelten Gesetze
fiir den Kegel nachweisen. Hier soll unter Bezugnahme auf das
dort Gesagte folgendes hervorgehoben werden:

Schneidet man einen Kegel parallel zur Grundfliche durch
eine Ebene, so ist die Schnittfliiche ein Kreis. Die Fliicheninhalte
dieses Kreises und des Grundkreises verhalten sich wie die Qua-
drate ihrer Abstéinde von der Spitze.

Die Grundflichen eines Kegels und seines Erginzungs-
kegels verhalten sich wie die Quadrate homologer Stiicke
am Kegel.

Die Umféinge der zur Grundfliche parallelen Schnitt-
flachen (Kreise) des Kegels verhalten sich wie ihre Abstinde
von der Spitze.

Kegel von gleicher Grundfliche und gleicher Hiéhe haben
gleichen Rauminhalt.

Die Rauminhalte von Kegeln mit gleichen Héhen verhalten sich
wie ihre Grundflichen, und umgekehrt. —

Wie #ndert sich der Rauminhalt eines Kegels, wenn der Neigungs-
winkel der Kegelseite zur Grundfliche a) kleiner, b) ein Rechter wird?

Was wird aus dem Kegel, wenn die Spitze S in der Unendlich-
keit liegt?

52. Rauminhalt. Da nach vorstehendem der Kegel als aus der
Pyramide hervorgegangen aufgefallt werden kann, so ist sein Raum-
inhalt entsprechend Gleichung 60)

Ist die Grundfliche des Kegels ein Kreis vom Halbmesser r bzw.
vom Durchmesser d, so geht Gleichung 74) iber in
1 1 w42
_— e r2.h=-— . —— e e oo VB . 0 0 s e e e
v g Y h 3 y) h RE 75)
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Der Inhalt eines Kegels ist gleich dem dritten Teile des Pro-
duktes aus Grundfliche und Hohe.

Vergleicht man Gleichung 75) mit Gleichung 43) bzw. die zuge-
hérigen Wortlaute, so ergibt sich:

Der Inhalt eines Kegels ist gleich dem dritten Teile des
Inhaltes eines Zylinders von gleicher Grundfliche und glei-
cher Hoéhe.

Gleichung 74) gilt fiir jeden Kegel.

Abb. 73.

53. Abwicklung. Mantel. Schneidet man den Kegelmantel lings
der Grundkreiskante und einer Mantellinie auf und breitet denselben
in eine Ebene aus, so ergibt der gerade Kreiskegel als Abwicklung
einen Kreisausschnitt?), dessen Halbmesser gleich der Linge 1 der
Mantellinie und dessen Bogenlinge gleich dem Umfange 2-r-7 des
Kegelgrundkreises ist. (Abb. 73.)

Zur Berechnung des Inhaltes des Kreisausschnittes, und damit
des Kegelmantels, teilt man den Bogen in eine sehr grofe An-
zahl kleiner Teile, die alsdann ohne weiteres als geradlinig angesehen
werden kénnen und deren Verbindungslinien mit der Spitze S den
Kreisausschnitt in eine entsprechend gleiche Anzahl von Dreiecken
zerlegen. Bezeichnet man die Grundlinien dieser Dreiecke mit

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 136, Ziffer 144.
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g1, g2, 83 ....%n, S0 kann man, ohne einen nennenswerten Fehler zu
machen, die Héhe samtlicher Teildreiecke gleich der Lénge 1 der
Mantellinie annehmen. Damit werden die Inhalte der einzelnen
Dreiecke
gl gl gsel gn-l

2’ 2’ 2 ’

Die Summe aller Dreiecksinhalte bildet aber den Inhalt des Kreis-
ausschnittes oder des Kegelmantels. Mithin:

............

el gl gl gl
M——z—]—2—l—2+ ........ +2oder

M=(@-+g+g+.......... + ) —

In dieser Gleichung ist der Klammerausdruck gleich der Linge
des Bogens des Kreisausschnittes, also = 2-r-7=d .z Folglich:

M=2-r-5r-2i:d-rv~?1, wofiir man schreibt

M:rmx-l:g";;l .......... FE ........ 76)

Nach Abb. 73 folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck AFS nach
dem Pythagoras:

1= Jh? 4 r2
Setzt man diesen Wert fiir 1 in Gleichung 76) ein, so erhilt man
M=r-a-Yhe4r2 ........... FE....... 77)

Der zu dem Kreisausschnitt Abb. 73 gehérende Zentriwinkel?) o
berechnet sich aus folgender Gleichung:

54. Oberfliiche. Die Oberfliche des Kegels setzt sich aus Mantel
und Grundfliche zusammen. Mithin:

oder mit Gleichung 76) und da G =12 ist
O=r-w-14r2 .7, d. i

o=r-aw-{d+r) ....... ..., FE ........ 80)
welche Gleichung mit 1 = J/h2 4 r? iibergeht in
O=r-m-(Yh2+r2471) .. ..... FE ........ 81)

Fithrt man den Durchmesser d des Grundkreises in die Rechnung
ein, so wird mit Gleichung 76 und 79)

1) Vel. W. u. St., Planimetrie S. 143, Ziffer 154 und S. 229, Ziffer 214 c.
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2. Der abgestumpfte Kegel.

55. Rauminhalt. Uber den abgestumpften Kegel oder den Kegel-
stumpf sind beziiglich der Bezeichnungen bereits Angaben auf Seite 75,
Ziffer 50 ¢ gemacht.

Der Kegelstumpf ist demnach ein mathematischer Koérper, der zwei
parallele, ahnliche Kreisflichen zu Grundflichen hat und dessen Mantel
von einer gekriimmten Fliche gebildet wird.

Die Gleichung fiir den Rauminhalt des Kegelstumpfes kénnte nun
in ahnlicher Weise, wie das in Ziffer 45, Seite 61 fiir den Pyramiden-
stumpf durchgefiihrt ist, aus der Differenz des zugehdrigen Vollkegels
und des FErginzungskegels berechnet werden. Da aber nach vor-
stehendem der Kegel als aus der Pyramide hervorgegangen aufgefalt
werden kann, so gilt auch die Inhaltsgleichung dieser fiir den Kegel,
d. h. der Rauminhalt eines abgestumpften Kegels ist entsprechend
Gleichung 65)

Mit den Bezeichnungen in Abb. 72) wird aber
Gi=wm-1?; Gy=s-r2. Mithin:
G Ge=wm 1} -7w-ri=mn? 17 -1l und damit
VG- Ge=Vm2 12 12 =711 12.%
Setzt man diese Werte in Gleichung 83) ein, so folgt:

V:

“(w i~ 1112 - 1d), oder

QA wlp

-h . .
=3 e 4ri-rotrd) ... RE ........ 84)
Fiihrt man an Stelle der Halbmesser die Durchmesser d; und d. der

Grundflichen in die Rechnung ein, so geht Gleichung 84), da I‘:%
dZ
und damit r?2= i ist, iiber in
zt-h

12
Diese Inhaltsformeln gelten auch fiir den schiefen Kegel,

V:

@ de D) .. RE....... . 85)

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 46, Ziffer 48.
2) 2 29 ” 2 2 3 2 EH 353 ” 43‘
3) 23 ki bE 2 ki 2 2 kL] 893 ” 843"
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56. Abwicklung. Mantel. Die Abwicklung des geraden Kegel-
stumpfes ist ein Kreisringstiick?), d. i. eine durch zwei konzentrische
Kreise begrenzte Fliche, welche als Differenz zweier Kreisausschnitte
anzusehen ist. (Abb. 74.) Die Halbmesser der Kreise sind die Lingen
der Kegelseiten des Vollkegels und des Erginzungskegels, die Lingen
der Bogen sind gleich den Umfingen der Grundflichen des Kegel-
stumpfes, also mit den Bezeichnungen in Abb.74 =21 -7 =4d; -

Abb. 74.

bzw. =2.r2- 7w =ds - w. Die Breite des Kreisringstiickes ist gleich der
Lange der Stumpfseite =1.

Zur Berechnung des Flicheninhaltes des Kreisringstiickes, und da-
mit des Stumpfmantels, zieht man, ebenso wie bei der Abwicklung des
geraden Vollkegels in Abb. 73, vom Mittelpunkte S des Kreisringes Halb-
messer, durch welche die zwischen den Bogen liegende Mantelfliche in
eine sehr groBe Anzahl gleichschenkliger Trapeze?) zerlegt wird, deren
Hoéhe, ohne einen das Resultat beeinflussenden Fehler zu begehen, gleich

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 173, Ziffer 180.
2) 2 3 9 9 I ” 71, ” 82b.
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der Linge 1 der Seite des Kegelstumpfes gesetzt werden kann. Da
sich auf diese Weise das Kreisringstiick aus sehr vielen, auBerordent-
lich schmalen Trapezen zusammensetzt, so kann man die Mantelfliche
in Abb. 74 als ein Trapez auffassen, dessen parallele Seiten gleich den
Umféingen der Grundflichen und dessen Hohe gleich der Linge 1 der
Seite des Kegelstumpfes ist. Damit wird der Inhalt dieses Trapezes
bzw. der Mantelfliche?)

M 2.1 w+2 12070 1_2-7r~(r1—|—-r2)
== 5 1= 5 .

M=am-(@14+re)-1 .. ... .. ..., FE........ 86)

Fithrt man die Durchmesser di und d: der Grundflichen in die
Rechnung ein, so geht Gleichung 86) iiber in
p— TGl
2
Der Achsenschnitt eines geraden
Kegelstumpfes ist, wie aus Abb. 74 her-
vorgeht, ein gleichschenkliges Trapez,
dessen parallele Seiten gleich den Durch-
messern d; und d: der Grundfiachenkreise
und dessen nicht parallele Seiten gleich
der Lange 1 der Mantellinie des Stumpfes
sind. (Abb. 75.)
Aus dem in Abb. 75 bei B rechtwink-
ligen Dreieck ABC ergibt sich nach dem
Pythagoras

12:]12—}—(

— d.\2
dx J) , woraus folgt:

- [d — da\?
1=V} h? S
+("5 | )
Setzt man an Stelle der Durchmesser die Halbmesser r; und r., so
erhilt man

1=V (rs—re)®. o oo e e LE........ 89)

Die Abwicklung des schiefen Kegels ist Aufgabe der darstellenden
Geometrie, jedoch fiir die Praxis nicht wichtig genug, um hier eingehend
behandelt zu werden. '

Der zu dem Kreisringausschnitt Abb. 74 gehorende Zentriwinkel «
berechnet sich aus folgender Gleichung:

(r1 — rs) - 360
o—= i——* ...........

57. Oberfliche. Die Oberfliche des Kegelstumpfes setzt sich aus
dem Mantel und den beiden Grundflichen zusammen. (Abb. 74.) Mithin:

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 103, Ziffer 116, Gleichung 25.
Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 4. 2. Aufl. 6
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O=M~4+G1 46z . ........... FE ........ 91)

Diese Gleichung geht mit Gi=7 1] und G = -r? sowie mit
Glelchung 86) iber in

O=a-1-(t1+r)+x-vl4x-v2.. . FE........ 92)

58. Der elliptische Kegel. Ist die Grundfliche eines Kegels eine
Ellipse mit den Halbachsen a und b (Abb. 48), so wird, da nach Glei-
chung 41) der Flicheninhalt einer Ellipse =7 - a - b ist, entsprechend
Gleichung 74) der Rauminhalt des elliptischen Kegels

aw-a-b-h

V=" RE........ 93)

Beispiele.

1. Der Durchmesser des Grundkreises eines geraden Kegels ist
d =2 m, die Héhe h=3 m. Wie groB sind Rauminhalt, Mantel und
Oberflache dieses Kegels?
Den Rauminhalt erhilt man nach Gleichung 75)
1 w.d® 1 7 2
V=33 =3
Die Mantelfliche ergibt sich aus Glemhung 77) zu
M=zm-r-Jh?4+12=sm 1-)32+ 12=19,935 m>
Die Oberfliche berechnet man aus Gleichung 79)

- 98,1416 - 3 = 3,142 m3,

7T+ 22

O=M+G= ——M—f————9935—]—3142d1

0 = 13,077 m2

2. Welche Hohe besitzt ein Kegel, dessen Rauminhalt V= 2,5 m?
und dessen Grundkreishalbmesser r = 0,75 m ist?

1% h
Aus Gleichung 75) V ———i-»;* folgt:
3.V 3.25 7,5

— % 4045 m,
= E T30 e A m

3. Von einem Kegel ist der Rauminhalt V=200 ¢cm?® und die
Hoéhe h = 8 ecm gegeben. Zu berechnen ist der Durchmesser des
Grundkreises, der Mantel und die Oberfliche.

Der Durchmesser des Grundkreises berechnet sich aus der Grund-
fiache, diese wieder aus Gleichung 75) zu

w-d®* 3.V 3.200
4  h 8
d=9,78 cm.

Mit diesem Werte erhdlt man den Mantel aus Gleichung 77)

M= 1 -h? 412 =77 -4,89.1/82 } 4,897 = 143,941 cm=

=175 ecm?2.  Damit ergibt sich
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Die Oberflaiche wird mit Gleichung 79)
7T - 9,782

0=M+G=M-+""—

= 143,941 -+ 75,122 d.i.

0=219,063 cm?2.

4. Von einem Kegel ist die Mantelfliche M = 4 m? und die Lénge
der Mantellinie 1=1,5 m gegeben. Zu berechnen ist der Halbmesser
der Grundfliche, die Héhe und der Inhalt des Kegels.

Der Halbmesser des Grundkreises ergibt sich aus Gleichung 76)
M=m-r-1zu
M4 4
w1 w15 4,712
Fiir die Héhe folgt nach Abb. 73 aus der Gleichung 12 = h2? - r%:

h=)1t —r2=)1,52 — 0,8482=1/1,5309 = 1,238 m.
Mit diesem Werte wird der Rauminhalt des Kegels nach Gleichung 75)

= 0,848 m.

V:%-ﬂ-r2-h=%-ﬁ'0,8482- 1,238 = 0,932 m?.

5. Die Mantelfliiche einer kegelformigen Turmspitze betriagt 250 m?,
der Halbmesser des Grundkreises ist 4,5 m lang. Welche Linge be-
sitzt die Mantellinie 1 und wie hoch ist die Spitze?

sl
Aus Gleichung 76) M = d- ;

2-M 2.250 500
b=aT w0 Taggy T 1pes6m
Die Hohe berechnet sich nach Abb. 73 aus der Gleichung

12="h2?-4r? zu
h =12 — 12 =)/17,686% — 4,52 = 17,104 m.

6. Der Halbmesser eines Kreisausschnittes ist r = 750 mm, der
Zentriwinkel «==110°. Wie gro8 ist der Grundkreisdurchmesser des
Kegels, welcher den Kreisausschnitt zum Mantel hat?

Aus Gleichung 78) aztg folgt:

folgt fiir die Mantellinie:

a-1  110-750 1
1—36()# 360 =229,17 mm. Mithin:
d=2-.229,17=458,3 mm.

7. Mit einem Halbmesser 1 = 81 cm wird ein Kreis beschrieben
und aus demselben ein Ausschnitt mit dem Mittelpunktswinkel o =
120° herausgeschnitten. (Abb. 73.) Welchen Rauminhalt schlieBt der
zum Kegelmantel zusammengebogene Kreisausschnitt ein?

Um den Rauminhalt des Kegels zu berechnen, sind zun#chst Grund-
kreishalbmesser und Hohe zu bestimmen. Ersterer ergibt sich aus Glei-

chung 78) a:l;%(§9 zu

6F
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«-1 120-81
"=360 360 o o™
Mit den Werten von 1 und r berechnet sich die Kegelhdhe nach
Abb. 73 aus der Gleichung 12 =h?*--r* zu
=)12 —r2=7)/812 — 272 =7/5832 = 76,4 cm.

Der Rauminhalt wird nunmehr mit Gleichung 75)

V:%-n-rz-h———%-nﬂﬁ-76,4;58324 cm?.

8. Es ist der Rauminhalt eines schiefen Kreiskegels zu berechnen,
dessen Grundkreishalbmesser 12 cm und dessen Héhe 27 cm betrégt.
Der Inhalt des schiefen Kegels wird auf dieselbe Weise berechnet,
wie derjenige des geraden Kegels. Mithin nach Gleichung 75):
1 7-d2 1 m-242
—_—.— [ J— 3
\% 3 1 h= 31 - 27 =4071,501 cm?.

9. Ein 75 cm hoher, gerader Kegel hat eine Ellipse mit den Halb-
achsen a=18 cm und b= 12 cm zur Grundfliiche. (Abb. 48.) Wie
groB ist der Rauminhalt dieses Kegels?

Der Inhalt des elliptischen Kegels wird wie derjenige des Kreis-
kegels berechnet. Der Inhalt einer Ellipse ist nach Gleichung 41)
G=sm-a-b. Mit diesem Werte wird alsdann nach Gleichung 93)

7-a-b-h  w-18-12- 75

= _— 3
V= 3 3 = 16965 cm?

10. An einem Kegelstumpf ist der Durchmesser des unteren Grund-
kreises d; = 60 cm, derjenige des oberen ds =40 cm und die Héohe
h = 80 cm lang. Wie grofl werden Inhalt, Mantel und Oberfliche dieses
Stumpfes? (Abb. 74.)

Der Inhalt berechnet sich aus Gleichung 85) zu

ﬂh(dz—[—dldg—{—d) 1280
251,33

V=

(6024 60-40 -+ 403 d

V_.

Der Mantel ist aus Gleichung 86) M = s - (r; - 12)-1 zu berechnen.
In dieser Gleichung ist 1 unbekannt; man findet diesen Wert aus Glei-
chung 89)

1=7h® + (11 — 1r2)2 =1/802 4 (30 — 20)2 = 80,62 .cm.
Diesen Wert in die Gleichung fiir M eingesetzt:
M = - (30 + 20)- 80,62 = 7v- 50 - 80,62 = 12 663,79 cm®
Die Oberfliche erhidlt man aus Gleichung 91)

2 2
0—=M G+ Gy — M+3—607+§ 0% 44

0=12663,79 + 2827,43 4- 1256,64 — 16 747,86 cm?.
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11. Wieviel Liter Wasser faBt ein Blechgefal von der Form eines
abgestumpften Kegels — Eimer — dessen oberer Durchmesser 30 cm,
dessen unterer Durchmesser 24 ¢m und dessen lichte Hohe 26 cm betragt?

Da es sich um Liter handelt, ist die
Rechnung in Dezimetern durchzufithren.
Nach Gleichung 85) erhélt man

7-h
V:Tz—'(di +d1 ‘dz+d§) oder
.2,
V=7fl—2—6-(32+3-2,4+2,42) d i
V= 8’1128 .21,96 — 14,947 1.

12. Ein kreisrundes Blechgefa besitzt die
in Abb. 76 skizzierte Form. Welchen Raum-
inhalt besitzt dasselbe?

Das Gefall setzt sich aus den Zylindern
I, III und dem abgestumpften Kegel II zu-
sammen. Damit wird zunichst nach Glei-
chung 43)

5t » d? st 1,2

2
V1: 4 -h= 4**—'0,3 d. i

V;=1,131-0,3 =0,339 m® und
7T - d2? 7z - 0,92
L h="

Vin=

|

.

A\ :ZZ,J
| Z
1
|

o | 7
!
|
l

S |
994 —
z
|
|

Abb. 76.

0,6 = 0,636 - 0,6 = 0,382 m?

Fiir den zwischen den Zylindern befindlichen Kegelstumpf erhalt

man nach Gleichung 85)

-h - 0,3
Vir=-5 (A} +di-de +df) = 12
d.i. V= 0,942 - 3,33 =0,2614 m3.

12

(1,22 41,2 - 0,9 -+ 0,92),

Mit diesen Werten wird der Gesamtinhalt des GefiBes
V=V -+ Vi + Vi1 = 0,339 -} 0,261 -} 0,382 = 0,982 m3.

Aufgaben.

1. Von einem Kegel sind der Halbmesser des Grundkreises r =

3,6 dm und die Héhe h=12,3 dm gegeben.

Rauminhalt, Mantel und Oberflache.
V=166,932 dm3 M = 144,880 dm?.

Zu berechnen sind

0 =185,595 dm?2.

2. Von einem Kegel sind der Halbmesser des Grundkreises r —
0,85 m und die Linge der Kegelseite 1 =1,5 m gegeben. Inhalt,

Mantel und Oberflache sind zu berechnen.
V=0,934 m3 M =4,005 m2.

0=16,275 m2
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3. Der Rauminhalt eines Kegels ist V= 360 cm3, der Halbmesser
des Grundkreises r =9 cm. Wie groBl werden Hohe, Mantel und Ober-
fliche des Kegels?

h=4244 cm. M =2360,074 cm2 O = 614,543 cm?.

4. Fiir einen Kegel, dessen Grundkreishalbmesser r = 20 cm und
dessen Hohe h = 25 cm ist, soll der Blechmantel zugeschnitten wer-
den. Welchen Halbmesser 1 und welchen Mittelpunktswinkel « erhilt
der erforderliche Kreisausschnitt?

1=232 cm. o=225°
5. Eine kegelfsrmige Turmspitze, deren Grundkreisdurchmesser

d=6 m und deren Mantellinienlinge 1 = 12,5 m ist, soll eingedeckt
werden. Wieviel m? Eindeckungsmaterial sind erforderlich ?

M =117,843 m2
6. Ein kreisrundes, eimerformiges GefiB soll 75 1 Fliissigkeit auf-

nehmen bei einem lichten Durch_messer von 55 ¢cm oben und 40 c¢cm
unten. Welche lichte Hohe muf3 das GefaB erhalten?

h=4,198 dm ~ 420 mm.

Ubungen.

1. Ein 250 mm hoher gerader Kegel, dessen Grundkreis einen
Durchmesser von 120 mm besitzt, ist vollkommen durchzurechnen.
(s=17,85.)

2. Ein Kegel mit einer Mantellinie von 25 ¢cm und einem Grund-
kreishalbmesser von 6 cm Lénge ist vollkommen durchzurechnen.

3. Der Rauminhalt eines Kegels betrigt 1500 cm?, die Mantel-
linie ist 30 cm lang. Der Kegel ist vollkommen durchzurechnen.
(s=28,9.)

4. Die Oberfliche eines Kegels betrigt 750 cm?2, die Mantellinie
ist 15 cm lang. Der Kegel ist vollkommen durchzurechnen.

5. Ein Kegel von 10,5 m? Inhalt besitzt einen Grundkreisdurch-
messer von 4,25 m. Welche H6he erhilt der Kegel?

6. Welchen Durchmesser muf der Grundkreis eines Kegels von
1 m? Inhalt erhalten, wenn die HGhe des Kegels 1 m betragt?

7. Die Mantelfiiche eines Kegels wird von einem Krejsausschnitt
gebildet, dessen Halbmesser 550 mm lang ist und dessen Mittelpunkts-
winkel 90° betrigt. Welchen Durchmesser besitzt der Grundkreis des
Kegels?

8. Ein Kreisausschnitt von 100 cm Halbmesser mit einem Zentri-
winkel von 120° wird zu einem Kegelmantel zusammengebogen. Wel-
chen Rauminhalt besitzt der Kegel?

9. Ein Kreisausschnitt mit dem Zentriwinkel ¢ = 150° bildet den
Mantel eines geraden Kegels. Wie groB ist der Rauminhalt, wenn die
Kegelseite 100 mm lang ist?

10. Der Achsenschnitt eines geraden Kegels ist ein gleichseitiges
Dreieck, die Mantelfliche besitzt 25 m? Inhalt. Welche Hé6he besitzt
der Kegel?
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11. Es ist die Oberfliche eines Kegels zu berechnen, welcher einer
45 cm hohen Pyramide umschrieben ist, deren Grundfliche ein Qua-
drat von 20 cm Seitenlénge ist.

12. Der Achsenschnitt eines geraden Kegels mit einer Grundfléiche
von 2 m Durchmesser ist ein rechtwinkliges Dreieck. Im Abstande
von 1,2 m iiber der Grundfliche wird ein zu dieser paralleler, ebener
Schnitt gelegt. Welchen Inhalt besitzen a) die Schnittfiiche, b) der
Erganzungskegel, c) der Kegelstumpf, d) dessen Oberfliche und e) die
Oberfliche des Vollkegels?

13. An einem geraden Kegel besitzt der Durchmesser des Grund-
kreises eine Linge von 5 dm, die Seite eine solche von 15 dm. Der
Kegel wird bei gleichbleibender Grundfliche so abgedreht, daf sein
Gewicht nur noch die Halfte des urspriinglichen betragt. Welche
Hohe erhalt der neue Kegel?

14. Ein abgestumpfter, gerader Kegel von 25 cm Hohe mit Grund-
kreisen von 15 cm bzw. 8 cmm Durchmesser soll vollkommen durch-
gerechnet werden. (s=10,9.)

15. Ein Gefali in Form eines abgestumpften Kegels soll bei Grund-
kreisen von 75 mm bzw. 150 mm Durchmesser 5 dm? Rauminhalt
besitzen. Welche Tiefe mufl das Gefifl erhalten?

16. Von einem geraden, abgestumpften Kegel sind die Grundkreis-
halbmesser mit 12 cm bzw. 8 cm und der Rauminhalt mit 2500 cm?
gegeben. Der Kegelstumpf ist vollkommen durchzurechnen.

17. Aus einem Baumstamm von 5 m Linge, dessen Endflichen
Kreise von 50 ¢cm und 40 ¢cm Durchmesser sind, soll eine achtseitige
Pyramide geschnitten werden. Welchen Raum nimmt der Abfall ein?

18. Eine vollgegossene, konisch verlaufende Sdule besitzt am Fufle
einen Umfang von 550 mm, am Kopfe einen solchen von 480 mm;
die Hohe zwischen den beiden Durchmessern betrigt 3,25 m. Wieviel
kg wiegt die Stule mit s =7,25?

19. Ein Stahlzylinder hat bei einer Héhe von 40 cm einen Durch-
messer von 25 cm. Er ist so abzudrehen, dal ein Kegelstumpf ent-
steht, dessen Gewicht gleich dem halben Zylindergewicht ist. Grund-
fliche und Hohe des Zylinders bleiben unverindert. Wie grof wird
der Durchmesser der Deckfliche? (s=17,8.)

20. Aus einem gufleisernen Wiirfel von 30 kg Gewicht wird ein
Kegel ausgedreht, dessen Grundkreis die Wiirfelkanten einer Seiten-
fliche beriihrt und dessen Spitze im Mittelpunkte des Wiirfels liegt.
Der ausgedrehte Wiirfel ist in einen gleichseitigen Kegel umzugieBen.
Wie hoch wird dieser .Kegel, und welchen Durchmesser erhiilt seine
Grundfliche? (s=17,3.)

21. Von einem schiefen Kreiskegel ist der Halbmesser des Grund-
kreises r=12 cm und die Hohe h=25 cm gegeben. Wie groB ist
der Rauminhalt?

22. Von einem schiefen Kreiskegel ist der Halbmesser des Grund-
kreises r=17,5 cm, sowie die grofite Mantellinie 1; =30 cm und
die kleinste lo == 20 cm gegeben. Wie groB ist der Inhalt des Kegels?
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23. Ein kreisformig aus Beton hergestellter Wasserbehilter soll
vollstandig gefillt 125 m?® Wasser aufnehmen; der Boschungswinkel?)

ist gleichmiBig « = 50° Welche Tiefe erhilt der Behilter, wenn der
Randdurchmesser 12,5 m betragt?

F. Die Kugel.

59. Allgemeines. a) Bei Besprechung der Gesetze der Plani-
metrie wurde gelegentlich der iiber die Entstehung der Kreislinie
abgegebenen Erklirung gesagt, daB alle Punkte einer Ebene,
welche von einem festen Punkte M gleichen Abstand haben,
auf einem Kreise liegen?).

Dehnt man die gleiche Erklirung auf den Raum aus, d. h. sucht
man die Lage aller Punkte im Raume, welche von einem festen
Punkte M gleichen Abstand haben, so erhilt man ein riumliches
Gebilde, niamlich die Kugelfliche bzw. die Kugeloberfliche.
Diese ist demnach als eine krumme, in sich geschlossene Fliche auf-
zufassen, welche mit allen ihren Punkten von einem festen Punkte,
dem Kugelmittelpunkte, gleich weit entfernt ist.

Der von einer Kugelfliche begrenzte Korper wird Kugel genannt.

Die Kugel ist demnach ein mathematischer Korper, dessen
Oberfliche von einer gleichmiifiz gekriimmten Fliche gebildet
wird derart, daf simtliche Punkte derselben von einem innerhalb
liegenden Punkte, dem Kugelmittelpunkte, gleichweit entfernt sind.

Eine Kugel erscheint dem Beobachter in jeder Lage, welche man
ihr auch geben mag, -als Kreis. Soll daher eine Kugel bildlich dar-
gestellt werden, so wird man stets eine Kreislinie zeichnen. Daraus
laBt sich ohne weiteres der SchluB ziehen, daf3 viele Gesetze der Kreis-
lehre sinngemife Anwendung auf die Kugel finden.

b) Jede Verbindungslinie des Mittelpunktes M der Kugel mit einem
Punkte der Kugeloberfliche nennt man einen Kugelhalbmesser oder
Kugelradius. Derselbe wird mit r bezeichnet: Halbmesser MA =,
Abb. 77. Samtliche Halbmesser einer Kugel sind gleich?).

Verlangert man einen Kugelhalbmesser iiber den Mittelpunkt hinaus
um sich selbst, fallen also zwei Halbmesser in eine Gerade zusammen,
so bilden sie einen Kugeldurchmesser: Durchmesser CD in Abb. 77.
Samtliche Kugeldurchmesser sind gleich.

Eine Gerade, welche zwei beliebige Punkte der Kugeloberfliche
miteinander verbindet, heift Kugelsehne: Sehne EF in Abb. 77.
Sehnen, welche vom Mittelpunkte einer Kugel gleichen Abstand haben,
sind gleich. Ungleiche Sehnen einer Kugel haben ungleichen Abstand
vom Mittelpunkte, und zwar liegt die gréBere Sehne demselben néiher

1) Vgl. W. u. St., Trigonometrie S. 83, Ziffer 42.
2) ,, s s 5 Planimetrie . 11, ,, 26.
b I L 134, ,, 141,
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als die kleinere!). Die groBte Sehne in der Kugel ist der Kugel-
durchmesser.

Eine Gerade, welche mit ihren Punkten zum Teil innerhalb, zum
Teil auBerhalb einer Kugel liegt, nennt man Schneidende oder Se-
kante: Sekante GH in Abb. 77. Diese schneidet eine Kugel nur in
zwei Punkten 2).

Nshert sich die Sekante immer mehr und mehr dem die Kugel
darstellenden Kreise, so fallen die beiden Schnittpunkte derselben mit
diesem schlieBlich in einen
einzigen Punkt T zusam-
men; die Kugelsekante
wird zur Kugeltan-
gente: Tangente IK in
Abb. 77. Die Tangente
hat mit der Kugelober-
fliche nur einen Punkt,
denBeriihrungspunkt,
gemeinsam; sie steht senk-
recht auf dem nach dem
Berithrungspunkte T ge-
zogenen Halbmesser?). An
eine Kugel lassen sich in
einem Punkte ihrer Ober-
fliche unendlich viele Tan-
genten ziehen, welche auf
dem Halbmesser nach dem
gemeinsamen Beriihrungs- Abb. 77.
punkte senkrecht stehen.

Von einem beliebigen, festen Punkte P auBlerhalb einer Kugel
konnen unendlich viele Tangenten an die Kugel gezogen werden,
welche bis zu ihren Beriihrungspunkten die Mantellinien eines Kegels,
des sogenannten Beriihrungskegels, bilden. Samtliche Kugeltan-
genten von diesem festen Punkte P bis zu ihren Beriihrungspunkten
sind gleich. Wird die Entfernung dieses Punktes P von der Kugel
immer gréfer, bis derselbe schlieBlich in die Unendlichkeit fallt, so
geht der Berithrungskegel in den Beriihrungszylinder idber. So
nimmt man z. B. bei Schattenkonstruktionen die Sonnenstrahlen als
parallel auf den Korper treffend an.

¢) Jede Schnittebene, welche durch eine Kugel gelegt wird, schneidet
dieselbe in einem Kreise: Kreis mit dem Halbmesser AB=r in
Abb. 77. Der Mittelpunkt B dieses Kreises wird von dem FuBipunkte+)
des vom Kugelmittelpunkte M auf die Schnittebene gefillten Lotes 1

1) Vgl. W. u. St., Planimetrie S. 141, Ziffer 151 u. 152.

i P » » 135, ,, 142 u. 143.

£ I " ,, 142, ,,  153.

) I ’ » 31, ,, 40, SchluBsatz.
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gebildet. Nach dem Pythagoras ergibt sich aus dem bei B recht-
winkligen Dreieck MBA:

PP 94)

Der Halbmesser r; eines Schnittkreises ist, solange die Schnitt-
ebene nicht durch den Kugelmittelpunkt geht, kleiner als der Kugel-
halbmesser r. Geht die Schnittebene durch den Kugelmittelpunkt,
so wird

Ii=r,
der hierbei entstehende Schnittkreis wird als groB8ter Kugelkreis
oder als Hauptkreis bezeichnet; alle anderen Schnittkreise, wie z. B.
der Schnittkreis mit dem Halbmesser AB in Abb. 77, werden Klein-
kreise oder Nebenkreise genannt.

Den auf einem groften Kugelkreise senkrecht stehenden Durch-
messer der Kugel nennt man die Achse des Kugelkreises. Die
Endpunkte dieses Durchmessers bilden die Pole des Kugelkreises?).

Die Schnittgerade?) der Ebenen zweier groBten Kugelkreise ist stets
ein Durchmesser. Durch zwei Punkte auf der Kugeloberfliche 1483t
sich nur ein einziger, gré6Bter Kugelkreis legen. Durch drei
Punkte auf der Kugeloberfliche 146t sich stets ein Kreis legen, der
mit simtlichen Punkten auf der Kugelfliche liegt.

Schneiden sich zwei Kugeln,
80 ist die Schnittfigur immer ein
Kreis. Uber die Lage zweier
Kugeln zueinander gilt sinnge-
méf das in Planimetrie S. 138,
Ziffer 149 iiber die Lage zweier
Kreise Gesagte.

d) Ein in irgendeinem Ab-
stande vom Mittelpunkte ge-
fithrter ebener Schnitt schneidet
von der Kugeloberfliche eine
Kugelhaube oder eine Kugel-
kappe ab?). (Abb. 78)

Der Teil des Kugelkirpers,
welcher von einer derartigen
Kugelhaube und der Ebene ihres
Schnittkreises begrenzt wird, heiit

Abb. 78.
Kugelabschnitt oder Kugelsegment. (Abb. 78.)

1) Bezeichnung der Kreise auf der Erdkugel. Die Erde besitzt an-
gendherte Kugelform. Die Verbindungslinie von Nord- und Siidpol heift
Erdachse, welche ein Durchmesser der Erdkugel ist. Der zur Erdachse senk-
recht stehende, groBte Kreis heilt Aquator. Die zum Aquator parallel lie-
genden Kreise heilen Parallel- oder Breitenkreise; sie sind Kleinkreise.
Die durch Nord- und Siidpol gehenden Kreise gelten als groBte Kreise und
werden Meridiane genannt,

2y Vgl. 8. 5, Ziffer 3e.

3) Auch Kugelschale oder Kalotte genannt.
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Der Punkt A einer Haube oder eines Abschnittes, welcher von
allen Punkten des Schnittkreises gleich weit entfernt ist, heiit Scheitel
der Haube oder des Abschnittes. Den Abstand dieses Scheitels von
der Ebene des Schnittkreises nennt man die Héhe der Haube oder
des Abschnittes; er wird allgemein mit h bezeichnet. (Abb. 78.)

Zwei parallel gefiihrte, ebene Schnitte schneiden die Kugel in
zwei Parallelkreisen. Der Teil der Kugeloberfliiche, welcher zwi-
schen zwei Parallelkreisen liegt, heiit Kugelzone!). Der Teil des
Kugelkérpers, welcher von einer Zone und den Ebenen ihrer Schnitt-
kreise begrenzt wird, heiit Kugelscheibe oder Kugelschicht. Den
Abstand der beiden Schnittkreise nennt man die Héhe h der Kugel-
zone sowie der zu dieser gehorenden Kugelscheibe. (Abb. 79.)

Abb. 79. Abb. 80.

Verbindet man simtliche Punkte des Schnittkreises eines Kugel-
abschnittes mit dem Mittelpunkte M der Kugel, so entsteht iiber dem
Kugelabschnitt ein gerader Kegel. Den Teil eines Kugelkirpers,
der von einem Kugelabschnitt und einem geraden Kegel begrenzt
wird, dessen Grundkreis der Schnittkreis des Kugelabschnittes ist und
dessen Spitze im Kugelmittelpunkte liegt, bezeichnet man als Kugel-
ausschnitt oder als Kugelsektor. (Abb. 80.)

Ebene Schnitte, welche durch den Mittelpunkt einer Kugel gelegt
werden, teilen dieselbe in zwei Halbkugeln.

1. Berechnung der Kugel.

60. Rauminhalt. Man denke sich, wie in Abb. 81 dargestellt,
links eine Halbkugel vom Halbmesser r und rechts einen geraden
Kreiszylinder, welcher mit der Halbkugel gleiche Grundfliche und
gleiche Héhe hat, auf eine Ebene nebeneinander gestellt; der Halb-
messer des Kreiszylinders und dessen Hohe ist alsdann ebenfalls = r.
Weiter denke man sich rechts aus dem Zylinder einen geraden Kegel

1) Auch Kugelgiirtel genannt.
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herausgeschnitten, dessen Grundfliche mit der Deckfliche des Zylin-
ders zusammenfillt und dessen Spitze in der Mitte der Grundfliiche
des Zylinders liegt. Der um den Kegelinhalt verminderte Zylinder-
inhalt soll als Restk6érper bezeichnet werden.

Legt man nun durch die Halbkugel und den Restkérper in einem
beliebigen Abstande 1 von den gleichen Grundflichen G einen Par-
allelschnitt zu diesen, so schneidet derselbe die Halbkugel in einer
Kreisfliche mit dem Flicheninhalte ¥; und den Restkdrper in einer

Kreisringflaiche mit dem Flicheninhalte F;. Nach den Eintragungen
in Abb. 81 ist der Halbmesser der Kugelschnittfliche = r1, der &uBere
Halbmesser des Kreisringes = r und der innere =1;) alsdann ist mit
diesen Bezeichnungen
der Inhalt des Kugelschnittkreises
Fo=mw- 3. o I)
und der Inhalt der Kreisringfliche
Fr=m.r2— .12, di
Fr=n-02—13 .. ... .. . e 1I)
Nun ist in dem in der Halbkugel liegenden, bei H rechtwinkligen
Dreieck MHI nach dem Pythagoras
rP=r2—12
1) Dall der innere Kreisringhalbmesser 1 gleich dem Abstande 1 der Kreis-
ringfliche von der Grundfliche des Zylinders.ist, gebt aus der Ahnlichkeit der

Dreiecke MBC und MDE hervor. Vgl. hierzu W. u. St., Planimetrie S. 191,
Ziffer 187; 2.



Die Kugel. 93

Setzt man diesen Wert fiir r? in die vorstehende Gleichung I) fiir
den Inhalt des Kugelschnittkreises Fi ein, so erhilt man

Fi=m-*—1% ............. I11)
Aus Gleichung II und III) folgt?):

F,=7F; d. h
der Inhalt des Kugelschnittkreises ist gleich dem Inhalte der

Kreisringfliache.

Diese Gleichheit der Schnittflichen F; und F; lieBe sich auch fiir
jeden anderen, in gleicher Weise durch die beiden Korper gelegten
Parallelschnitt nachweisen. Bezeichnet man die Inhalte sdmtlicher so

entstehenden Schnittflichen in der Halbkugel mit Fy, Fo, Fs ...... Fu
und diejenige in dem Restkérper mit Fy, Fip, Frr . ... .. F ), so mufl
F1+F2+F3—|— e e +Fn:F1+FII+F1H. ...—]—F(n) sein.

Die Summe links vom Gleichheitszeichen ist aber nichts andéres
als der Inhalt der Halbkugel, diejenige rechts vom Gleichheitszeichen
der Inhalt des Restkérpers. Folglich:

Inhalt der Halbkugel = Inhalt des Vollzylinders minus Kegel.

Diese Gleichung 148t sich deuten wie folgt:

Der Inhalt einer Halbkugel ist gleich der Differenz zwischen
einem Zylinder und einem Kegel, von denen jeder den gréften Kugel-
kreis als Grundfliche und den Halbmesser der Kugel als Héhe be-
sitzt, oder, bezogen auf den Durchmesser:

Der Inhalt einer ganzen Kugel ist gleich der Differenz zwischen
einem Zylinder und einem Kegel, von denen jeder den gréSten Kugel-
kreis als Grundfliche und den Durchmesser der Kugel als Héhe
besitzt.

Entsprechend Gleichung 43) und 75) wird alsdann, wenn man den
Rauminhalt der Vollkugel mit V bezeichnet, derjenige der Halbkugel

‘—27:717-1'2'1‘—-;;-?1‘-1‘2-1‘, d. i
1

g—:ﬁ-r3——§-7f~r3. Mithin: 2)

Vo2,

2 3

Aus dieser Inhaltsgleichung fiir die Halbkugel ergibt sich der
Rauminhalt fir die ganze, volle Kugel

V:2-§~-n-r3, d. i

1) Sind in zwei Gleichungen die rechten Seiten gleich, so sind auch die
linken gleich.

2
~7'[-I‘3=~3-7I~I‘3.

L
3

1
2) 7-[-1‘3_—37.7[.1'3:3,.7—[.1'3____
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Fiihrt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein,

d 3 3
so geht Gleichung 95) mit r:g, also r®= (5) =3 iiber in

61. Verhiiltnis der Rauminhalte zweier Kugeln. Bezeichnet man
die Rauminhalte zweier Kugeln mit Vi und Vs, die zugehérigen Halb-
messer mit r; und re, so ist nach Gleichung 95)

Vlzg-n-ri und

4
szg'fv'l‘g

Dividiert man die erste Gleichung durch die zweite, so folgt:

4 v 13
—erd
z—: :2 - Das ist aber?)
'?: L A I,
3
le:{;—, woflir man schreibt
Vz Iy
Vi:Ve=rd:rd ... ....... ... 97)
In gleicher Weise ergibt sich mit Gleichung 96)
Vi:Ve=al:d} ............. 98)

Die Rauminhalte zweier Ku-
geln verhalten sich wie die drit-
ten Potenzen ihrer Halb- oder
Durchmesser.

62. Zylinder, Kugel und Kegel
von gleichen Durchmessern und
Hohen. Stellt man in einen Zy-
linder eine Kugel wund einen
Kegel derart, daB Durchmesser
und Héhe des Zylinders gleich dem
Kugeldurchmesser sind, daB ferner
der Kegel gleiche Grundfliche mit
dem Zylinder und als Héhe eben-
falls den Kugeldurchmesser besitzt
(Abb. 82), so ergibt sich entspre-
chend Gleichung 43), 75) und 95)
fir die Rauminhalte

1 Vgl. W. u. St., Arithm: u. Algebra S. 47, Ziffer 49.
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des Zylinders: der Kugel: des Kegels:
4
w227 §-n-r3 %-75-1‘”24‘, d. i
4.1 2. 7713
2. 18 ar s
TC T 3 3 oder
6.7t -1r® 4.57-18 2713
3 3 3
wofiir man schreiben kann
7T-13 Vi 71
3 173 273

Die Koeffizienten dieser drei Rauminhalte verhalten sich dem-
nach wie

6 : 4 : 2 oder wie
3 : 2 : 1.
In Form einer Gleichung erhilt man
VZyllnder : ‘TKugel : VKegel =3:2:1...... 99)

In Worten: Nimmt man den Kegel als Einheit an, so ist
unter den angegebenen Verhdltnissen der Inhalt der Kugel
zweimal, derjenige des Zylinders dreimal so groB als der
Inhalt des Kegels.

63. Oberfliiche. Zur Berech-
nung derselben zeichne man auf
der Oberfliche der Kugel, dhnlich
der Einteilung eines Erdglobus,
in #uBerst kleinen Abstédnden eine
groBe Anzahl Parallelkreise (Brei-
tenkreise) und grofite Kugelkreise
(Meridiane?l), welche die Kugel-
fliche durch das auf diese Weise
entstehende, auBerordentlich enge
Liniennetz in so kleine Flachen-
teilchen zerlegen, daBl man jedes
derselben als ebenflichig ansehen
kann. (Abb. 83.)

Die Inhalte dieser Flichen-
teilchen bezeichne man der Reihe !
nach mit gi, g2, g3 ....... Zn- Abb. 88.

Verbindet man alsdann sdmtliche

Schnittpunkte dieser Kreise mit dem Mittelpunkte der Kugel, so kann
man sich diese als aus unendlich vielen, &uflerst kleinen pyramiden-
formigen Koérpern zusammengesetzt denken, deren Spitzen samtlich

1) Vgl. FuBnote auf S. 90.
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nennenswerten Fehler zu begehen, gleich dem Halbmesser der Kugel
setzen darf. In Abb. 83 ist eine derartige kleine Pyramide angedeutet;
der Inhalt jeder einzelnen derselben ist alsdann

gi-r Q2T g3 r gy T gn-r
3 3 3 g e 3 "

Die Summe aller Pyramiden bildet jedoch den Inhalt der Kugel,
so daB sich ergibt

_@r geeT  @eT geT ZaT
A% 3 -+ 3 -+ 3 -+ 3 4. ..., -} 3 , oder
V:3£.(g1_|_g2-{—g3—|—g4—{— .......... + gn).

Der Klammerausdruck stellt aber als Summe aller Pyramiden-
grundflichen nichts anderes als die Kugeloberfliche dar, welche mit O
bezeichnet werden soll. Damit geht die letzte Gleichung fiir V {iber in

r
V~—§-O.

4
Nun ist nach Gleichung 95) V =g 7w 1.
Setzt man diesen Wert fiir V in die vorletzte Gleichung ein, so

erhalt man

- 0. Hieraus folgt:

4
'é*'ﬂ'r:;, d. i

O=4-7-T2 ... FE ........ 100)

Der Zahlenwert sv-r? ist aber der Flicheninhalt eines gréften
Kugelkreises. Mithin kann man sagen:

Die Oberfliche einer Kugel ist gleich dem vierfachen Inhalte
eines grofiten Kugelkreises.

Fihrt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein,

2 2
so geht Gleichung 100) mit rzg—, also 12 = (%) =7 iiber in
O=m A . ..o FE........ 101)

64. Folgerungen. In &hnlicher Weise, wie in Ziffer 61 das Ver-
haltnis der Rauminhalte zweier Kugeln entwickelt wurde, 186t sich das
Verhaltnis der Oberflichen ableiten. Hier ergibt sich folgendes:

Die Oberflichen zweier Kugeln verhalten sich wie die Qua-
drate ihrer Halb- oder Durchmesser.

In Ziffer 62 sind die Verhiltnisse der Rauminhalte von Zylinder,
Kugel und Kegel unter bestimmten Bedingungen klargelegt. Fiir die
‘Oberflichen gilt folgendes:
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Legt man um eine Kugel einen gleichseitigen Zylinder?®) und einen
gleichseitigen Kegel2), so verhalten sich die Oberflichen wie 9:6:4.
Die Rauminhalte stehen hier im gleichen Verh#ltnis. Man erhilt,
also in diesem Falle

Ozytinder *  ORugel OKegel} — 9:6:4 102)
VZyllnder : VKugel : VKegel

2. Berechnung der Kugelteile.

a. Rauminhalte.

65. Kugelabschnitt — Kugelsegment. In Ziffer 60 ist nach-
gewiesen, daB die in Abb. 81 dargestellte Halbkugel und der soge-
nannte Restkérper gleichen Rauminhalt haben. Aus diesem Beweise
geht hervor, daB auch jeder Teil der Halbkugel, welcher zwischen
ihrem Pol P und einer zu ihrer Grundfliche G parallelen Schnittebene
liegt, gleich demjenigen Teile des Restkorpers ist, der zwischen seiner
Deckfliche und der im gleichen Abstande befindlichen parallelen
Schnittebene liegt.

Abb. 84.

In Abb. 84 sind die beiden Korper der Abb. 81 in einfacherer
Form dargestellt. APB ist der Achsenschnitt eines Kugelabschnittes
mit der Hohe h; CDEH ist der Achsenschnitt durch den Zylinder
vom Halbmesser r und der gleichen Héhe h. HIKE stellt den
Achsenschnitt des abgestumpften, geraden Kegels mit den Grundkreis-
halbmessern r und r—h dar, welcher aus dem Zylinder CDEH
herausgeschnitten ist. Alsdann ist der Rauminhalt des Kugelabschnittes
gleich dem Inhalte des Zylinders, vermindert um den Inhalt des ab-
gestumpften Kreiskegels, also

Inh. des Kugelabschn. = Inh. des Zylinders — Inh. des abgest. Kegels3),
d. i. mit den Bezeichnungen in Abb. 84 und entsprechend den Glei-
chungen 43) und 84)
-h
3

1) Vgl. 8. 41, Ziffer 30e.

%, , 15, ,, 50c.

3) 2 ”»” 93’ »” 60'

), W, u St, Arithm. u. Algebra S. 29, Ziffer 35; 2.
Weickert-Stolle, Maschinenrechnen, I, 4. 2. Aufl. 7

Vs 1> h—

+[x2~r-(r —h) 4 (r — h)?] oder?)
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V:——n-r2-h—%h~-(r2—{—r2—r-h—{—r2——2-r-h+h2). Mithin :
-h .
V=m-r2-h— -(3-r2—3-r-h-}+h?. Folglich:
L hs
V:-'n:-‘r?-‘h‘—”n-rz-h—l—n-r-hz——7?311

Schreibt man hier 7z - h? heraus?), so ergibt sich, da sich die ersten
beiden Glieder heben

V:n.hz-(r—g)=n.h2-(513-1}3).2) Mithin:

L he
Vz”gh cBer—h) .. .. ... RE ........ 103)

Fithrt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein,
so geht Gleichung 103) iiber in

st-h?
6

V= -B3-d—2-h) ....... RE ........ 104)
Um eine Gleichung zu er-
halten, in welcher der Raum-
inhalt des Kugelabschnittes durch
dessen Grundkreishalbmesser 1,
zum Ausdruck kommt, beachte
man Abb. 85. In den rechtwink-
ligen Dreiecken PSB und BSN
verhilt sich?3)
hirp=r1:(2:r—h), d. 1.9
h-(2.r—h)=r2, oder
2-r-h —h?=r?. Folglich:...I)
2-r-h=r?-+h? und damit
r2 -+ h?
r g .
2-h
Setzt man diesen Wert von
Abb. 85. r "in Gleichung 103) ein, so er-
hilt man

7T -h?

V— r? 4 h?

A3 — ) oder

3 2-h

y7h? 3-Gi4hy—2.he,
3 2.h

) d. i

1

Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 36, Ziffer 43A; b.

)
) 2 b4 45’ 2 47'

o

2 2 2

) s s s » FPlanimetrie S.210, Ziffer 196, Gleichung 107.
4 .. . s 5 Arithm. u. Algebra S. 190, Ziffer 131; Hauptregel.
) I ' " » ,, 45, ,, 47 u. S. 56, Zitfer 55.

@
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7+ h? 2 .
V=""0-@-x43-h*—2 b3 Folgich:
-h
V:i‘_é_.(g.rg+h2) ...... RE ........ 105)

Fiihrt man den Durchmesser di des Grundkreises des Kugelab-
schnittes in die Rechnung ein, so geht Gleichung_ 105) iiber in

‘h
V:%~(3-df—|—4-h2) ..... RE........ 106)

66. Kugelausschnitt — Kugelsektor. Der Kugelausschnitt setzt
sich aus einem Kugelabschnitt und einem geraden Kegel zusammen,
dessen Grundfliche G mit derjeni-
gen des Abschnittes zusammen-
fallt und dessen Spitze im Kugel-
mittelpunkte M liegt. (Abb. 86.)
Die Hohe h des Kugelabschnittes
ist zugleich diejenige des Kugel-
ausschnittes; Kugelabschnitt und
Kegel haben die gemeinsame
Grundfliche G mit dem Halb-
messer r;. Damit wird

Inhalt des Kugelausschnittes =
Inhalt des Kugelabschnittes —-
Inhalt des Kegels,

das ist mit den Bezeichnungen
in Abb. 86 und entsprechend den
Gleichungen 103) und 75) Abb. 86.

7T - h?
73114.(3.r__h)_|_%-ﬁ~rf~(r~—h), oder

V=

V_—_—Z;-[hz-(?)-r—~h)+l‘i'(1‘—h)]~

Nun ist das Quadrat des Halbmessers r1 des Abschnitt- und Kegel-
grundkreises nach der Entwicklung von Gleichung I) in Ziffer 65,
Seite 98

r;=2-r-h—h?

Setzt man diesen Wert fiir r? in die letzte Gleichung fiir V ein,

so erhilt man

V=2 @ r—b+Erh—b) c—b]di
V:%-(3-r-hz——h3—}—2-r2-h——2-r-h2—h2-r—l—h3) oder
V=%I—l-(S-r-h—h2+2~r2——2-r-h—r-h+h2).

T
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Mithin, da sich 3 -r-h und h? herausheben:

V= g?’_h -2 .12, Dafiir kann man schreiben

Fiithrt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein,
8o erhilt man :
2 R &
V="%
Eine weitere Gleichung, in welcher der Inhalt des Kugelausschnittes
durch den Halbmesser r; des gemeinsamen Kugelabschnitt- und Kegel-
grundkreises zum Ausdruck gelangt, ist folgende:

v:;ﬂ.rz.(r-yfz—_'rg)....m ........ 109)

Abb. 87.

67. Kugelzone. Der Rauminhalt einer Kugelzone (Abb. 87) kann
als Differenz zweier Kugelabschnitte berechnet werden:

Inh. der Zone EDBF = Inh. dts Abschn. EPD — Inh. des Abschn. FPB,
d.i. mit den Bezeichnungen in Abb. 87 und entsprechend Gleichung 103)

'h2 7 'h2

V__—”3 2.(3.r—h2)—73 1.(3.r—hy).
Nun ist he =h -+ h;. Folglich:

. 2 L he
V:%-[m—mﬂhn—1”-;—1-(3-1«—111) oder
V:%’-[(h+h1)2-(3.r—h~hl)—h§-(3-r—h1)]. Mithin:
V*%-V[(hz—k2-h-h1—i—hf)~(3-r—h—h1)~—11§-(3-r-—hl)].
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Ausmultipliziert:
V= % - (3th?+ 6rhh; - 3rh? — h® — 2h?hy — hh® — h?h; —

—2hh? —h} — 3rh? + hj).
Hebt man gleichartige Glieder heraus, so folgt:

V= 13’ . (3rh® + 6rhhy — h* — 3h?h, — 3hh?) d. i)

Vzit-h

-+ (3rh 4+ 6rh; — h? — 3hh; — 3h}) oder auch

V:f%}l-[(ﬁrhl —3h?—3hhy+3rh)—h? . ....... 1)

Nun ist im rechtwinkligen Dreieck MAB (Abb. 87) nach dem
Pythagoras
r? =12+ (r — h;)2 Mithin:
rf =12 — (r — h1)? oder
rf =12 —12-4 2rh; — h2.  Folglich:
rP=2rhy—h? . ... )
Weiter ist im rechtwinkligen Dreieck MCD
r2=r2[r— (h+hy)]2 Mithin:
r2 =r2 —[r — (h -+ hy)]2 oder
r2 =r1?—(r —h — hy)2.
Quadrat der Klammer aufgel6st?):
rg =12 —r?-+ 2rh -+ 2rh; —h? —2hh; — b3, d. i
r;=2rh—+ 2rhy —h®—2hh; —h% . . .. ... ... 110)
Addiert man Gleichung II und III), so erhilt man3)
r; 4 r; = 2rhs — h} + 2rh + 2rh; — h? — 2hh; — h? oder
r 15 4+ h?=4rh; — 2h? — 2hh; + 2rh.

Erweitert man beide Seiten der Gleichung mit g, so folgt4):

g - (2 412 4 h?) = 6rh; — 3h? — 3hhy + 3rh.

Die rechte Seite dieser Gleichung entspricht aber dem Werte der
Bogenklammer in der vorstehenden Gleichung I), Seite 101. Setzt man
daher die linke Seite der letzten Gleichung als Gleichwert in Gleichung I)
ein, so ergibt sich

w-h [3 .
V::/—E* . [§~(ri—{—r§+h2)—h2] d. i
1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 36, Ziffer 43; A, b.
2) i) ELEET 2 i) ’9 39 39 28, 2 35'
3) 33 [LET] 35 23 29 39 3 1335 39 109'

4) i) EL I T ) i) ’ 2 ”» 1317 ” 108 c.
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_mh (3 . 3 , 3 , .
V-T (§~r1—l—§ r2~[—§-h — h?} oder
_#n-h (3 ., 3 , 1 2) . .
V———3 ( 5 r; + 2 r; 4+ 5 h?} wofiir man schreibt
-h
V———— @-ri-+38-r;4h2 . RE........ 110)

Fiihrt man an Stelle der Halbmesser r; und r. die Durchmesser
d: und d: der Zonengrundkreise in die Rechnung ein, so geht Glei-
chung 110) iiber in

v——w (38-42+3-d2+4-hy) .

b. Oberfliichen.

68. Kugelhaube. In gleicher Weise, wie das bei der Berechnung
der Kugeloberfliche in Ziffer 63, Seite 95 erklart wurde, denkt man
sich, wie in Abb. 88 dargestellt, die Oberfliche der Kugelhaube mit
einem Netz von Parallel- und Meridiankreisen iiberzogen. Alsdann
kann man sich den zur Kugelhaube gehérenden Kugelausschnitt eben-
falls aus unendlich vielen, #&uflerst kleinen pyramidenférmigen Korpern
zusammengesetzt denken, deren Grundflichen gi, go, g5 ... .. gy die
Oberfliche der Kugelhaube bilden, deren Spitzen simtlich im Kugel-
mittelpunkte M liegen und deren
Hohen gleich dem Halbmesser r
der Kugel sind. Auf diese Weise
erhilt man, genau wie bei der
Vollkugel, fiir den Inhalt des
Kugelausschnittes die Gleichung

T 01
V=1-01)

Nach Gleichung 107) ist aber
der Inhalt des Kugelausschnittes
auch

V=§-7£-r2~h.

Aus diesen beiden Gleichun-
gen fiir V folgt:

Abb. 88. g 0= g .q-r®-h. Mithin:

O0=2--r-h .......0u..... FE........ 112)

Nach Gleichung 45): M =2 -7 -r-h ist aber der Ausdruck 2-7z-r-h
zugleich die Mantelflédche eines geraden Zylinders vom Grundkreishalb-
messer r und der Hohe h. Daraus folgt in Verbindung mit Gleichung 112):

1) Vgl. S. 96, Ziffer 63.
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Die Oberfliche einer Kugelhaube ist gleich dem zwischen
denselben parallelen Schnittebenen liegenden Teil der Mantel-
fliche des die Vollkugel umhiillenden Zylinders. (Vgl. Abb.82)

Fiibrt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein,
so geht.Gleichung 112) iiber in

O=x-d-h............... FE...... . . 118)

Um auf eine Gleichung zu kommen, in welcher die Oberfliche der
Kugelhaube durch den Grundkreishalbmesser ri; derselben zum Aus-
druck gebracht wird, beachte man, daB nach der Entwicklung von
Gleichung 1) in Ziffer 65, Seite 98

2
_r;+h*,
r= o h 1st.
Setzt man diesen Wert von r in Gleichung 112) ein, so erhiilt man
2
0=2.7.2 2+hh -h. Hieraus folgt:
O=am-(e24+h2) . .. ......... FE ........ 114)

69. Kugelzone. Die Oberfliche einer Kugelzone mit der Hohe h
kann aus der Differenz zweier Kugelhauben mit den Héhen h; und
he berechnet werden, welche
mit der Zone denselben Pol P _ r
besitzen. (Abb. 89.) Damit
ergibt sich

Oberfl. der Zone ABDC —
Oberfl. der Haube APB —
Oberfl. der Haube CPD,

d. i. mit den Bezeichnungen
in Abb. 89 und entsprechend
Gleichung 112)
022'7'[1‘}12-*2 '7['1"h1.
Mithin:
O0=2.7w -r-(hy —hi).
Da aber nach Abb. 89

h2 _ h1 - h
ist, so folgt:
O=2.-@w-r-h ............. FE ........ 115)

Auch aus dieser Gleichung ergibt sich in Verbindung mit Glei-
chung 45), genau wie bei der Kugelhaube:

Die Oberflache einer Kugelzone ist gleich dem zwischen
denselben parallelen Schnittebenenliegenden Teil der Mantel-
flache des die Vollkugel umhiillenden Zylinders.

Weiter folgt:

Samtliche Zonen derselben Kugel, welche glelche Hohen
haben, haben auch gleiche Oberflichen.
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Die Oberflache der ganzen Kugel ist gleich dem Mantel
des die Kugel umhiillenden Zylinders. (Vgl. Abb. 82)

Fiihrt man den Durchmesser d der Kugel in die Rechnung ein,
so geht Gleichung 115) iiber in

O—=a-d-h. . ............. FE...... .. 116)

¢. Hohlkugel.

70. Rauminhalt. Der Rauminhalt einer Hohlkugel kann als Diffe-
renz zweier Vollkugeln mit den
Halbmessern r; und r; berechnet
werden. (Abb. 90.)

Mit Gleichung 95) ergibt
sich alsdann

4
V=§-E~ri’-—§-ﬂ-rg, d. i

4.“ 3 3 -
V= 3 (@ —r) . RE . 117)

Fiihrt man die den Halb-
messern entsprechenden Durch-
messer d; und ds in die Rech-
nung ein, so erhilt man mit
Gleichung 96)

1 1

V__—,é.;r.d;’——g-yv-dg,d.i.

Abb. 90. vz%'-(di — @) . RE . 118)

71. Oberfliiche. Die Oberfliche der Hohlkugel 148t sich als Summe
der Oberflichen zweier Vollkugeln mit den Halbmessern ri und r. be-
rechnen.

Mit Gleichung 100) erhilt man

O=4-wri+4-7w-rZ, di
O0=4-mw- (241 ........... FE........ 119)

Fiihrt man die den Halbmessern entsprechenden Durchmesser in
die Rechnung ein, so folgt:

O=a-(B+d) ............ FE........ 120)

Die Wandstiirke der Hohlkugel ergibt sich ohne weiteres aus Abb. 90 zu

Jd= ) i e LE ........ 121)
Beispiele.

1. Wie grof ist der Rauminhalt einer Kugel von 12,5 cm Durchmesser?
Nach Gleichung 96) erhilt man

1
Vzg-ﬁ-d"':% cw+12,5% = 1022,816 cm®.
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2. Die Oberfliche einer Kugel betragt 1285 mm?2. Wie groB werden
Durchmesser und Rauminhalt?
Der Durchmesser ergibt sich aus Gleichung 101) O = -d? zu

d =V~%: L —13—218—; =1/409,23 = 20,42 mm.

Mit diesem Werte fiir d erhélt man den Rauminhalt aus Gleichung 96)

V:%-7v-d3 ——-% 20,423 = 4456 mam?,

3. Wie grof sind Mantel M und Gesamtoberfliche Oy einer Halb-
kugel, deren Durchmesser = 50 mm ist?
Die Oberfliche oder der Mantel der Vollkugel berechnet sich aus
Gleichung 101) zu
O =7 d?=3,14- 502 = 7850 mm?.
Mithin wird der Mantel der Halbkugel:

O 7850
_ e = ———— —— 2
M 5 2 3925 mm?2.

Um die Gesamtoberfliche der Halbkugel zu erhalten, ist zu M noch
der Flicheninhalt des Halbkugelgrundkreises

wed® e 50

= 1963,5 mm?2

zu addieren. Damit ergibt sich die Gesamtoberfliche zu
O;=M + F=3925 4 1963,50 = 5888,50 mm?.
4. Ein kugelférmiges Gefa3 soll genau 1 Liter Wasser fassen. Wie
grof} ist dessen lichter Durchmesser?

Die Beréchnung des Durchmessers kann in einer beliebigen Lingen-
einheit durchgefithrt werden, hier in em. Alsdann ist

11=1 dm?®=1000 cm?®=V.?})
Mit Gleichung 96) wird alsdann

1
1000 = s 7T+ d3, woraus folgt:

g
. 3,
d :]/6—2000 —1/1910,828 = 12,41 em.

5. Die gufleisernen Kugeln eines Zentrifugalregulators sollen je ein
Gewicht von 10 kg erhalten. Welchen Durchmesser mufl man den
Kugeln geben? (s=717,2)

Nach Gleichung 1) ist

Gy=V-s
3

oder, da nach Gleichung 96) V:—ﬂi;ﬁi ist

1) Vgl. Ziffer 7, S. 10,
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. 43
Gwzﬂ 3 -s. Hieraus folgt:

3
d ———VGH—GS“ - Zahlenwerte eingesetzt:

]3/ 610 | J—
= e ——— ~ 1
d 51172 1/2,652 =1,39 dm?) oder

d=~140 mm.

6. Zwei guBeiserne Kugeln, deren Durchmesser 25 cm und 35 cm
betragen, sollen in eine Kugel umgegossen werden. Welchen Durch-
messer erhilt diese?

Der Durchmesser der letzteren ist aus den Rauminhalten der beiden
Kugeln zu berechnen. TFiir die erste Kugel von 25 cm Durchmesser
ist nach Gleichung 96)

1
Vi= ek 4= % - 3,14 - 25%=8177,08 cm?.
Fiir die zweite Kugel wird entsprechend
Vo= % e d3 =—(1§ - 3,14 - 353 =22437,91 cm?

Damit ergibt sich der Inhalt der neu herzustellenden Kugel zu
V=V; 4 V,=28177,08 4 22437,91 = 30 614,99 cm?,
aus welchem Werte fiir den Durchmesser dieser Kugel mit Gleichung 96)
13/6 -V 1/6-30614,99
d = ==
VA 3,14

7. Wieviel Kugeln von 10 mm Durchmesser lassen sich aus 10 kg
Blei gieflen? (s=114.)

Bezeichnet man die Anzahl der zu giefenden Kugeln mit n, so
miissen die Gewichte der einzuschmelzenden Bleimenge und der n
kleinen Bleikugeln gleich sein, d.i. entsprechend Gleichung 1)

Gy=n-V-s. Mit Gleichung 96):

w-d?
Gw:n'_6

3,
folgt: =~)/58500 = 38,85 cm.

+s. Hieraus folgt?:

6- Gy 6-10
— AL i~ tick,

@5 314015 11,4 1076 Stie

8. Eine Hohlkugel besitzt einen duBleren Durchmesser von 180 mim
und einen inneren Durchmesser von 150 mm. Wie groB ist der
Rauminhalt?

n

1) Das Resultat muf in dm fallen, da das Gewicht der Kugel in kg ge-
geben ist. Vgl. S. 11, Ziffer 8, SchluBsatz.
2) d in dm = 0,1!



Die Kugel 107

Derselbe ergibt sich aus Gleichung 118) zu
V—_—%-(di—dg):fg—-(lsos—1503):1285830 mm? =

= 1285,83 cm® = 1,286 dm?.

9. Bs ist das Gewicht einer Hohlkugel aus GuBeisen zu berechnen,
welche bei einem #uBeren Durchmesser von 100 mm eine Wandstirke
von 10 mm besitzt. (s="17,3)

Die Rechnung ist in dm durchzufiihren. Nach Gleichung 1) ist

Gy =V-s.
Das ergibt mit Gleichung 118)

Gy = % -(d3 —d})-s. Zahlenwerte eingesetzt?):

Gy — 3’;4 -(1° — 0,89 7,3 == 1,865 kg.

10. Der Durchmesser einer Kugel ist = 2 m, die Hohe einer zu-
gehorigen Haube = 0,40 m. Wie groB ist die Oberfliche der Haube?
Mit Gleichung 113) erhilt man

O=mn-d-h=mn-2-0,4=3,1416-0,8 = 25,133 m?

11. Eine Kugel besitzt einen Durchmesser von 25 cm, die Hohe
einer zugehorigen Zone ist =6 cm. Wie grof ist die Oberfliche
der Zone?

Mit Gleichung 116) erhilt man

O=mn-dh=mn-25-6="78,54-6=471,24 cm2

12. Eine Kugel besitzt einen Durchmesser von 20 cm, die Héhe

eines Kugelabschnittes sei 6 cm. Wie grol werden die Oberfliche

der Kugelhaube und der Rauminhalt des Kugelabschnittes?
Die Oberfliche der Kugelhaube erhilt man aus Gleichung 113)
O=mn-d-h=mw-20-6=62,832-6 =377 cm?2
Der Inhalt des Kugelabschnittes berechnet sich aus Gleichung 104) zu
.he . 62
VZ%E.(g.d_z.h)znTﬁ (3-20 —2-6) d. i
V = 904,80 cm?3.

13. Eine Kugel von 50 cm Durchmesser wird in 20 cm Ent-
fernung vom Mittelpunkte durch eine Ebene geschnitten. Wie gro8
werden die Hohe des Kugelabschnittes, die Oberfliche der Kugelhaube,
der Halbmesser des Grundkreises des Kugelabschnittes, die Gesamt-
oberfliche des Abschnittes und der Inhalt des Kugelausschnittes?

Da der Schnitt in 20 cm Entfernung vom Kugelmittelpunkte ge-
fiithrt wird, so ist die

Hohe des Kugelabschnittes h =r — 20 =25 — 20 =5 cm.

1) Die Wandstdrke ist = 0,1 dm. Mithin der innere Kugeldurchmesser:
1—2.0,1 =08 dm.
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Die Oberfliche der Kugelhaube erhilt man damit aus Gleichung 113)
O=n-d-h=m-50.-5= 157,0»8-5=‘— 785,40 cm?

Der Halbmesser des Grundkreises r; des Kugelabschnittes ergibt
sich aus der auf Seite 103 angegebenen, zur Entwicklung der Glei-
chung 114) aufgestellten Hilfsgleichung

r: -+ h?
2.h
n=7)2r1r-h—h2=7)2.25-5— 52=17225 =15 cm.

Dieser Halbmesser r; lifit sich auch aus Gleichung 114) O =
7+ (r? 4 h? berechnen. Durch Umformen?) derselben erhélt man

— 7-h? — 925
I'IZVO w-h :V785’4 -2 =~ 1225 =15 cm.
T T

zu

Die Gesamtoberfliche O, des Abschnittes setzt sich aus der Ober-
fliche O der Kugelhaube und dem Flicheninhalte F des Grundkreises
vom Halbmesser r; =15 cm zusammen. Damit ergibt sich
7T - 302

4
Den Inhalt des Kugelausschnittes erhilt man aus Gleichung 108)
7+ d? 3,14 . 502

0;=0-+F=0- = 785,40 - 706,86 = 1492,26 cm?2.

V=—(h="" -5 = 6541,6 cm?.

DieserA Inhalt 148t sich auch aus Gleichung 109) berechnen:
Vz—é-n-rz-(r — Vmﬁ oder
V:%-n-252-(25—VW—”15—2)d. i.

V= % 1962,5 - (25 — 1/400) = —z— -1962,5 - (25 — 20). Mithin:
V= % .1962,5 -5 = 6541,6 cm®.

Die Werte fiir V stimmex_l demnach vollkommen iiberein.

14. Eine Kugelzone wird von Grundkreisen begrenzt, deren Flichen-
inhalte F; = 7,0686 cm? bzw. F» = 19,635 cm? sind und deren Ab-
stand h =3 cm betriigt. Welchen Rauminhalt besitzt die zwischen
den beiden Grundkreisen liegende Kugelscheibe?

Zunichst sind die Durchmesser der Grundkreise zu berechnen.
Nach der Kreistabelle ist der

Durchmesser des Kreises mit F; em?:d; =3 c¢m und der
2 » ” » Fs cm?2:de=—5 cm.

1) Vgl. W. u. St., Arithm. u. Algebra S. 158—169.
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Mit diesen Durchmessern erhélt man aus Gleichung 111)
Vz%-(s-d§+3-dg+4-h2), d i

3,143
24

15. Eine Kugel von 42 c¢m Durchmesser wird durch sechs par-
allele Schnitte so geteilt, dafi simtliche Teile gleiche Ho6he haben.
Wie groB ist der Oberflicheninhalt jeder Haube und Zone?).

Da zunichst die fiinf Zonen gleiche Héhen haben, so sind sie,
wie in Ziffer 69, Seite 103 nachgewiesen, .n bezug auf ihre Ober-
flichen inhaltsgleich. Aufilerdem geht aus Gleichung 113) und 116)
hervor, daB eine Kugelhaube -dieselbe Oberfliche hat wie eine Zone,
welche die gleiche Hohe besitzt, wie die Haube. Es geniigt also, die
Oberfliche einer Zone zu berechnen. Dieselbe ergibt sich aus Glei-
chung 116) mit der Hohe h=42:7=6 cm zu

O=m-d-h=m-42-6=131,95:-6=="791,70 cm?

A +(3:324-3-5%24-4-32% =>54,193 cm?

Aufgaben.

1. Eine Kugel besitzt einen Halbmesser von 40 mm. Wie gro
sind Inhalt und Oberfliche?

V=267947 mm3 O=20096 mm?2

2. Der Rauminhalt einer Kugel ist V=1 m3 Wie groB sind
Durchmesser und Oberfliche? :

d=~1,24 m. O=4,828 m?2,

3. Welchen Halbmesser besitzt eine Kugel, deren Oberfliche
29179,8944 cm? betragt?

r=48,2 cm = 482 mm.

4. Eine Kugel aus GuBeisen hat einen Hauptkreisumfang von
75,398 cm. Wie groBl sind der Durchmesser, der Inhalt, die Ober-
fliche und das Gewicht? (s =17,3.)

d=24 om. V=17234,56 cm®. O = 1809,6 cm>
Gy =152,812 kg.

5. Eine Bleikugel von 2 dm Durchmesser soll in kleinere Kugeln
von 2 cm Durchmesser umgegossen werden. Wie groB ist die Anzahl n
der letzteren?

n = 1000 Kugeln.

6. Wieviel mal so groB3 ist die Gesamtoberfliche der 1000 Kugeln
in Aufgabe 5 als die Oberfliche der eingeschmolzenen Kugel?

100mal so grofi.

1) Der Leser mache eine Skizze!
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7. Wie groB sind Rauminhalt und Oberfliche der Erde, wenn diese
als volle Kugel mit einem Durchmesser von 1716,96 geographischen
Meilen angenommen wird?

V = 2650240000 Kubikmeilen.
0=29261260 Quadratmeilen.

8. Eine RotguBkugel von 15 ¢m Durchmesser wiegt 15,7 kg. Wie
groB ist das spezifische Gewicht des verwendeten Materiales?
- kg
S = 8,8 ~ 8,9 —d—rﬁ‘ .
9. Der Halbmesser einer Kugel ist r = 1,5 m, die H6he einer zu-
gehérigen Haube h =0,7 m. Wie grof ist die Oberfliche der Haube
und der Inhalt des Kugelabschnittes?

0=6,98 m2. V=—14,137 m?

10. Eine Kugel besitzt einen Halbmesser von 2 dm, die Hohe
einer zugehorigen Zone ist h=0,9 dm. Wie groB ist die Oberfliche
der Zone?

0=<11,313 dm?2

11. Welche Hohe besitzt eine Kugelzone, deren Oberfliche O =
12,566 m2 bei einem Kugelhalbmesser von 2 m ist?

h~1m.

12. Durch eine Kugel von 18 dm Durchmesser werden zwei Par-
allelschnitte so gefithrt, daB der eine 6 dm iiber, der andere 4 dm
unter dem Durchmesser liegt. Welche Oberfliche besitzt die zwischen
den beiden Schnitten liegende Zone?

0=565,5 dm?.

13. Die Begrenzungskreise einer Kugelzone haben Halbmesser von
4 dm bzw. 6 dm; die Hohe der Zone betrigt 1,2 dm. Welchen
Rauminhalt besitzt die zwischen den Grundkreisen liegende Kugel-
scheibe?

V =198,872 dm?3.

14. Ein Gefi von 1,6 m Durchmesser und 0,8 m zylindrischer
Hoéhe wird unten von einer - Kugelhaube abgeschlossen, deren Hdohe
0,3 m betriigt. Wie groB ist der Rauminhalt des Gefifiles und seine
innere Oberfliche? (Skizze.)

V=21,925 m®=19251
0=6,314 m?

Ubungen.

1. Eine Kugel von 12 ¢m Halbmesser ist vollkommen durchzu-
rechnen. (s = 0,82.)

2. Der Umfang eines groBten Kugelkreises betrigt 525 mm. Die
zugehorige Kugel ist vollkommen durchzurechnen. (s==7,3.
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3. Eine Kugel, deren Inhalt 42 dm? betriigt, ist vollkommen durch-
zurechnen.

4. Die Oberfliche einer Kugel betrigt 0,75 m2 Die zugehorige
Kugel ist vollkommen durchzurechnen.

5. Eine Kugel besitzt ein Gewicht von 50 kg bei s =17,25. Die
Kugel ist vollkommen durchzurechnen.

6. Aus einem Wiirfel von 35 cm Kantenlinge soll eine Kugel von
grofitmoglichem Durchmesser gedreht werden. Wie groB ist der Mate-
rialabfall?

7. Ein Gulleisenwiirfel von 20 c¢m Kantenlénge soll in eine Kugel
umgegossen werden. Welchen Durchmesser erhalt diese?

8. Aus einem Zylinder von 35 cm Durchmesser und 35 cm Héhe
soll eine Kugel von gréBtmoglichem Durchmesser gedreht werden. Wie
groB ist der Materialabfall?

9. Wie verhalten sich die Rauminhalte und die Oberflichen zweier
Kugeln, deren Durchmesser 10 cm bzw. 15 cm betragen?

10. Wie verhalten sich die Rauminhalte von Kegel, Kugel und
Zylinder, deren Durchmesser und Héhen == 84 cm sind?

11. Drei guBeiserne Kugeln von 12 cm, 24 cm und 36 ¢cm Durch-
messer sollen in eine Kugel umgegossen werden. Welchen Durch-
messer erhalt diese Kugel?

12. Wieviel Kugeln von 40 mm Durchmesser lassen sich aus 25 kg
Rotgull gieflen? (s=8,9.)

13. Wieviel mal gréer ist die Oberfliche von 1000 Kugeln von
je 1 cm Durchmesser als der Durchmesser einer Kugel von 10 cm
Durchmesser?

14. Eine Hohlkugel mit einem #uBeren Durchmesser von 2 dm
und einem inneren Durchmesser von 1,8 dm Linge ist vollkommen
durchzurechnen. (s="17,3.)

15. Es ist eine Hohlkugel durchzurechnen, von welcher V=575 cm?
und r; =60 mm gegeben sind. (Abb. 90.)

16. Es ist eine Hohlkugel durchzurechnen, von welcher V =
12,25 dm? und r.=5,5 dm gegeben sind.

17. Eine Hohlkugel aus Rotgufl besitzt bei einem #uBeren Durch-
messer von 100 mm eine Wandstéirke von 12 mm. Wieviel kg
wiegt die Kugel mit s =8,85%

18. Eine gufleiserne Hohlkugel mit rs =10 ¢m innerem Durch-
messer wiegt 2,5 kg. (s =17,3.) Welche Wandstérke besitzt die Kugel?

19. Auf einem geraden Zylinder von 750 mm Hohe sitzt eine
Halbkugel von 300 mm Durchmesser. Wieviel kg wiegt der ganze
Korper mit s =2,35?

20. Aus einem regelmafBigen, vierseitigen Prisma von 80 ecm Hohe,
dessen Grundkanten 150 cm lang sind, ist eine Halbkugel von 50 cm
Halbmesser zentrisch herausgedreht. Wie groB sind Rauminhalt und
Oberfliche des Restkorpers?

21. Durch eine Kugel von 25 em Durchmesser ist in einem Ab-
stande = 80 mm vom Mittelpunkte ein ebener Schnitt gelegt. Es
sind Halbmesser und Inhalt der Schnittfliche zu berechnen.
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22. Der Durchmesser des Schnittkreises einer Kugel von 1,6 dm
Durchmesser ist = 0,8 dm. Welche Entfernung hat die Schnittfliche
vom Kugelmittelpunkte und wie groB ist der Inhalt derselben?

23. Der Schnittkreis einer Kugel von 30 ¢m Durchmesser besitzt
einen Flicheninhalt von 175 cm?2 In welcher Entfernung vom Mittel-
punkte ist der Schnitt gefiihrt?

24. Ein Kugelabschnitt, welcher zu einer Kugel von 250 mm
Durchmesser gehort, ist 75 mm hoch. Der Abschnitt ist vollkommen
durchzurechnen.

25. Der Grundkreisdurchmesser eines Kugelabschnittes betrigt
20 cm, die H6he 8 cm. KEs sind der Kugelhalbmesser, sowie Inhalt
und Oberfliche des Abschnittes zu berechnen.

26. Eine Kugel von 50 cm Durchmesser wird durch eine Ebene
derart geschnitten, daff der Schnittkreis einen Durchmesser von 40 cm
erhalt. Es sind Inhalt und Oberfliche beider Kugelabschnitte zu be-
rechnen.

27. Die Hohe einer Zone auf einer Kugel von 12,5 dm Durch-
messer ist = 3,25 dm. Welchen Rauminhalt, und welche Oberfliche
besitzt die Zone?

28. Von zwei parallelen Kugelschnitten, deren Abstand 0,35 m
betrigt, besitzt der eine einen Flicheninhalt von 6 m2, der andere
einen solchen von 3,75 m2 Wie gro8 sind Inhalt und Oberfliche
der zwischen beiden Schnitten liegenden Zone?

29. Eine Kugel von 4 m Durchmesser wird in Abstinden =1 m
und 0,5 m vom Mittelpunkte durch parallele Ebenen geschnitten. Wie
groB sind Inhalt, Oberfliche und Gewicht der Vollkugel sowie aller
Kugelteile, wenn die gegebenen Abstéinde a) auf einer Seite, b) auf
beiden Seiten des Kugelmittelpunktes liegen? (s=2,35.)

30. Eine Kugel von 60 cm Durchmesser wird 20 cm vom Mittel-
punkte durch eine Ebene geschnitten. Samtliche Kugelteile sowie der
zugehorige Kugelausschnitt sind vollkommen durchzurechnen. (s = 7,8.)

31. Eine Kugel von 1 dm Durchmesser wird in genau gleichen
Abstinden durch vier parallele Ebenen geschnitten. Es sind simt-
liche auf diese Weise entstehenden Kugelteile mit den zugehorigen
Kugelausschnitten durchzurechnen. (s=0,82.)

32. Einem gleichseitigen Kegel ist eine Kugel und dieser wieder
ein gleichseitiger Zylinder einbeschrieben. In welchem Verhéltnis stehen
a) die Oberflichen, b) die Rauminhalte dieser Korper?
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