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Vorwort.

Der vorliegende Band bringt nur den allerdings grundlegenden Teil
der Festigkeitslehre, die Untersuchung des geraden Stabes. Bei der
Bearbeitung des trotzdem schon recht umfangreichen Stoffes waren
ebenfalls wieder die beiden Zwecke maBgebend, denen das Buch dienen
soll: einmal einen moglichst knappen Uberblick iiber die Unterlagen zu
geben, die Theorie und Versuchsstand bisher geliefert haben, und dann
ihre Anwendung auf alle wichtigeren Aufgaben zu zeigen, die die tech-
nische Praxis in den letzten Jahrzehnten gestellt hat. Die neuzeitliche
Entwicklung des Maschinenbaues bringt es mit sich, daB hierbei dy-
namische Aufgaben in groBerem Umfang behandelt werden, als es in
der seither gebréuchlichen Darstellung der Festigkeitslehre gewohnlich
der Fall war.

Um das Riistzeug zur selbstindigen Losung #hnlicher Aufgaben
einigermafen vollstéindig zur Verfiigung zu stellen, sind in einzelnen Bei-
spielen auch gewisse mathematische Kunstgriffe, die hiufig mit Vorteil
benutzt werden koénnen, ausfithrlicher erértert worden. Immerhin
glaubt der Verfasser, wohl iiberall mit einem recht bescheidenen Teil
mathematischer Kenntnisse ausgekommen zu sein, der iibrigens durch-
weg schon in den vorhergehenden Heften beigebracht worden ist. Die
Anwendung langerer umstandlicher Formeln, deren Gebrauch mitunter
nicht zu umgehen ist, wenn man nicht nur auf die Schnelhgkelt sondern
auch auf die Rlchtlgkelt der Losung Wert legt, wurde fast immer durch
beigefiigte Kurvenziige so bequem gemacht, daff dadurch wohl meistens
noch Zeit gewonnen wird.

Hiermit ist vorldufig die vorgesehene Reihe von Binden abgeschlossen.
Das heutzutage nicht geringe Wagnis, sie weiter fortzusetzen, wird nur
mdglich sein, wenn die bisherigen auch entsprechende Abnahme finden.
Jedenfalls ist der Verfasser dem Verlag fiir die flotte Herausgabe des
ganzen Buches und sein Eingehen auf alle die Ausfiihrung und Aus-
stattung betreffenden Wiinsche grofiten Dank schuldig.

Alt , im Mai 1922.
ona, m al P. Stephan.

Erster Band: Allgemeine Statik. 1921.
Zweiter Band: Die Statik der Maschinenteile. 1921.
Dritter Band: Bewegungslehre und Dynamik fester Korper. 1922.
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I. Die einfachen Beanspruchungsfille.

1. Allgemeine Angaben.

Gegenstand des vorliegenden Bandes ist die Untersuchung gerader
stabférmiger elastischer Koérper. Es sind das Kérper, die eine unter
der Einwirkung von #ulleren Kréiften angenommene Forméinderung
nach Aufhéren der Krafteinwirkung wieder vollstindig riickgingig
machen, wihrend die unelastischen die einmal erlittene Forménderung
beibehalten (Bd. I, S.10).

Die Formanderung betrifft im allgemeinen sowohl die Gestalt als
auch den Rauminhalt. Die dabei an den AuBenflichen oder im Innern
des Korpers auftretenden Kraftwirkungen werden durchweg auf die
Flacheneinheit bezogen und heiflen Spannungen. Um mit bequemen
Zahlen zu arbeiten, wahlt man als Flichenmafl fast ausschlieBlich das
cm? und als MaB der Kraft das kg.

Fiir jedes Korperstick gelten wieder die allgemeinen Gleich-
gewichtsbedingungen (Bd. I, S.1), da bei ihrer Herleitung iiber
die Art der Krifte, ob duBere oder innere, keine bestimmten Voraus-
setzungen gemacht wurden. Sie sind sogar Vorbedingungen fiir einen
richtigen Ansatz. Denn wenn man die an irgendeiner Stelle eines
Korpers bestehenden Spannungen feststellen will, denkt man sich dort
cinen Schnitt durch den Kérper gelegt und ersetzt nun an jedem Einzel-
stiick die eigentlich inneren, auf die Schnittfliche wirkenden Spann-
krafte durch entsprechende, dort angetragene .
dullere Krifte. Der Ersatz ist richtig durch- g g
gefiihrt worden, wenn diese so sichtbar gemachten
Spannkrifte mit den sonstigen an dem Korper- F
stick angreifenden #ufleren Kriften und ge- F
gebenenfalls noch den zugehorigen Tragheits-
kraften (Bd. III, S. 86) im Gleichgewicht sind.

Der in der Mechanik starrer Korper oft be-
nutzte Satz, dall die Angriffsstelle einer Kraft
in ihrer Wirkungs liniebeliebig verschoben wer- G
den kann (Bd. I, 8. 12), trifft jedoch hier nicht gy 1, Fig. 2.
mehr zu, wie der Vergleich der Fig. 1 und 2
sofort zeigt. Die Wirkung des Gewichtes ¢ auf die Feder F ist wesent-
lich von seiner Angriffsstelle abhiingig. Wohl aber ist die Einwirkung
auf die obere Befestigungsstelle der Feder in beiden Fillen dieselbe,

Stephan, Technische Mechanik. IV, 1



2 Die einfachen Beanspruchungsfille.

so dafl man zur Berechnung der Wirkung des Gewichtes auf die Trag-
konstruktion die zwischengeschaltete Feder ohne Fehler als starr auf-
fassen kann. Nur in dem letzteren Sinne ist der Satz in Bd. I aus-
gesprochen worden.

Im folgenden werden zuerst an geraden stabférmigen Kérpern die
verschiedenen einfachen Beanspruchungsfille erortert werden, die je
nach der Art der Wirkung der &uBeren Krifte als Zug-, Druck-, Bie-
gungs-, Schub- und Verdrehungsbeanspruchung bezeichnet werden.
Dann werden die Verhiltnisse untersucht werden, die sich bei der
gleichzeitigen Wirkung zweier oder mehrerer Einzelbeanspruchungen
und beim Knicken ergeben.

Bei der Herleitung der betreffenden Grundformeln werden die
Korper als isotrop angesehen, bei denen die einzelnen kleinen Teil-
chen, aus welchen der Korper aufgebaut ist, nach allen Richtungen
gleichartig gelagert sind, wie etwa bei den reinen Metallen. Nicht
isotrop ist beispielsweise Holz, wo sehr genau darauf geachtet werden
mubB, ob die Beanspruchung parallel oder quer zur Faserrichtung erfolgt.

Die grundlegenden Zahlenwerte sind naturgemiB aus Versuchen
gewonnen. Letztere kénnen nur dann brauchbare Ergebnisse liefern,
wenn das Material in demselben Zustand untersucht wird, den es bei
der Verwendung hat.

Beispiel 1. Nieteisen muB8 vor der Untersuchung gut ausgegliiht werden, da
das rohe Material ganz erheblich abweichende Festigkeitseigenschaften besitztl).
Das Material fiir die hochiiberhitztem Dampf ausgesetzten Hochdruckschaufeln
von Dampfturbinen muB in entsprechend erwéirmtem Zustande untersucht werden,

da viele, besonders die manganhaltigen Baustoffe, bei hoherer Temperatur wesent-
lich geringere Festigkeit haben als bei der Durchschnittslufttemperatur.

2. Die Zugbeanspruchung.

Reine Zugbeanspruchung findet statt, wenn die an den beiden
Enden eines prismatischen Stabes angreifenden Krifte je eine Mittel-
kraft ergeben, deren Wirkungslinien mit der Achse des Stabes zu-
sammenfallen und die auf seine Verlingerung hinwirken.

In geniigender Entfernung von der Befestigungsstelle

P sieht man die Kraft als gleichméfig {iber jeden senkrecht
zur Stabachse verlaufenden Querschnitt F verteilt an (Fig. 3).
Das trifft um so besser zu, je gleichm#Biger die Masse des
d Stabes den von ihm eingenommenen Raum erfiillt. Von

Stiaben mit Aussparungen irgendwelcher Art oder solchen
aus sehr porosen Stoffen wird also vorldufig abgesehen.
Die Grofle der im Stab herrschenden Zugspannung ergibt

1

0 sich dann als die auf die Flicheneinheit des Querschnittes
entfallende Kraft: P
Fig. 3. 0= (1)

Sie wird gemessen in kg/cm?2.

1) Rudeloff, D. p. J. 1910.



Die Zugbeanspruchung. 3

Wird etwa ein prismatischer Weichgummistab, an dem die im
folgenden beschriebenen Verhiltnisse besonders deutlich zu erkennen
sind, nach und nach stirker belastet, so verlingert er sich mehr und
mehr. Dabei zeigt sich, dal innerhalb nicht zu hoher Beanspruchungs-
grenzen die Verlingerung 4 einer bestimmten MeBlinge ! des Stabes an
jeder Stelle dieselbe ist und der GroBe der bestehenden Zugspannung o,
entspricht. Man pflegt die Verlangerung ebenfalls auf die Léangeneinheit
zu beziehen: vl

7 2)

und bezeichnet diesen Quotienten aus Verlingerung und urspriinglicher
Lange als Dehnung des Stabes.

Der beschriebene Versuch ergibt dann, da8 die Dehnung der Span-
nung entspricht?): E=0&-0. (3)

&=

Hierin ist die Unveréinderliche « die Dehnungsziffer des Stab-
materials, die in cm?kg angegeben wird. Oft wird auch mit dem um-
gekehrten Wert, der Elastizitatsziffer?) gerechnet:

1
E—-=2. (4)
Es ist i. M.%) fiir & ¢

Schweilleisen. . . . . . . . E ~: 2 050 000 kg/em?, Aj = 500 - 700 cmkg/ecm?
FluBeisen . . . . . . . .. 2 100 000 650 - 850
FluBstahl . . . . . . . .. 2150 000 > 800
Nickelstahl .. . . . . . .. 2 000 000 > 470 (roh)

> 730 (gegliiht)
Chromnickelstahl . . . . . 2 000 000 > 680 (roh)

> 520 (gegliiht)
Nickelstahl mit 25 v.H. Ni. 1 810 000 —

29 ” 35 ’ 9 1 470 000 -
StahlformguB . . . . . . . 1 500 000 750 - 850
TemperguB . . . . . . . . 1 500 000 —

Zink . . . ... 150 000 —
Messing gezogen . . . . . i__ 1 383 % 140
Deltametall . . . . . . . . 1 000 000 —
Duranametall . . . . . . . 1 054 000 —
Zinnbronze . . . . . . . . - ggg % i. M. 700
Gautschbronze . . . . . . . : . ggg % —
Manganbronze . . . . . . . 1155 000 —

» (Durana) . . . 1290 000 —
Phosphorbronze . . . . . . 1 216 000 —
Nickelbronze. . . . . . . . 1 620 000 —
Aluminium . . . . . . .. 660 000 —
Duralumin . . . . . . . . ~ ;gg 888 —_
Aluminiumbronze . . . . . 1 150 000 —

2) An Schraubenfedern gewonnen von Hooke, Lectures de potentia resti-
tutiva of springs, 1678 (s. Baumann, Z.d. V.d. I 1917); an Stdben bestimmt
von Mariotte, Traité du mouvement des eaux, 1686.

3)Young, A courseof lectures on natural philosophy and the mecanical arts, 1807.

4) Zusammengestellt von Stephan, Die Festigkeitseigenschaften der Kon-
struktionsmaterialien des Maschinenbaues, 1911.

1*



4 Die einfachen Beanspruchungsfille.

Die Giiltigkeit des linearen Dehnungsgesetzes der Formeln (3) und
(4) ist aber eine eng begrenzte. Tragt man etwa fiir ein gewchnliches
FluBeisen die bei dem Zugversuch bestimmten Dehnungen auf einer
Achse auf und senkrecht dazu die zugehérigen Spannungen, so ergibt

sichdieDehnungskurvederFig.4.

kg 7! A Die Linie verlduft anfanglich gem& 8
3000 der Formel (3) gerade bis zum Punkt
. og, der als Proportionalitiatsgrenze
2000 4% bezeichnet wird. Bei den schmied-
—|% A baren Eisenarten ist es zugleich die
7000 — Elastizitatsgrenze, d. i. diejenige Be-
. anspruchung, biszu der die erlittenen

0 T 11 ¢ Formianderungen nach Aufhéren der

T
BB B lR Kraftwirkung praktisch vollig ver-
Fig. 4. schwinden. Da dieser Punkt schwer
genau festzulegen war, so laBt man
gewohnlich an der Elastizititsgrenze eine bleibende Dehnung von

——10300 der MeBlinge des Stabes zu®). Eine genaue Bestimmung ist mit

Hilfe eines angelegten Thermoelementes moglich, auf Grund der Tat-
sache®), daf elastische Formdnderungen mit einer geringen Temperatur-
erniedrigung, bleibende dagegen mit einer gr6Beren Temperaturerh6hung
verbunden sind.

Von oz an kriimmt sich die Dehnungskurve bei groBer werdenden
bleibenden Dehnungen etwas, bis plotzlich im Punkte og bei fallender
Spannung eine ziemlich erhebliche bleibende Dehnung eintritt, wahrend
der die Spannung mehrmals auf- und abschwankt?). Es erfolgt jetzt
eine gewisse Umlagerung in diesem Zustand des unsicheren Gleich-
gewichtes, nach Uberschreiten der Streckgrenze, fiir die statt der beiden
Grenzwerte gewohnlich nur ein natiirlich etwas schwankender Mittel-
wert?) angegeben wird. Die mehrfachen Schwankungen erkldren sich
dadurch, dafl immer nur kleine Gebiete der ganzen Stablinge von
2 +—5 cm Lénge gleichzeitig die Umlagerung erfahren®), die auf so-
genannten Gleitflichen im Stabinnern stattfindet, von etwa 40 —- 65°
Neigung gegen die Stabachse.

Nach dieser Streckung steigt die Spannung wieder langsam, bei
allerdings grofer bleibender Verldngerung, bis zum Hochstbetrag Ky,
der ZerreiBfestigkeit des Materials. Der Bruch erfolgt jedoch noch nicht,

5) Friedr. Krupp A.-G. nach Bach, Z.d.V.d. L 1904 Die von Kirsch,
Z. d. osterr. Ing.- u. Arch.-Vereins 1913, empfohlene Grenze W%ﬁ ist fiir die
Zwecke der praktischen Bestimmung zu klein.

6) Edlund 1865, Thomson 1878 nach Plank, Z.d. V.d. I 1910; Haga,
Wiedemanns Ann. d. Physik 1882; Rasch, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch.
Berlin 1908.

) Bach, Z.d.V.d. I 1904.

8) Hort, Z.d. V.d. I. 1906.
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denn nun tritt bei weichem Material an einer Stelle eine Einschniirung
des Stabes ein, und das Material gibt nur noch an jener einen Stelle,
freilich sehr stark, nach, wobei die Belastung des Stabes sogar zuriick-
eht.

¢ Mit der Verlingerung ist eine Querzusammenziehung ver-
bunden: Der Durchmesser des zylindrisch gedachten Stabes der Fig. 3
nimmt von dem urspriinglichen Durchmesser d um ¢ ab. Das Ver-
hiltnis

=4& (5)

heiBt die Querzusammenziehung. Sie entspricht unterhalb der Elasti-

zitdtsgrenze unmittelbar der Langsdehnung &, und zwar gilt
g=7v-e£. (6)

Theoretische Untersuchungen?®) ergeben » = 0,25, welcher Zahl sich an diinnen
Metallstibenl?) gewonnene Versuchsergebnisse ndhern. Einzelangaben!!) sind
folgende:

Aluminium e e vy = 0,33 Platin . . . . . .. . .. v = 0,21
Blei . ... ....... 0,43 Zink . . ... ... ... 0,25
Bronze . . . . . . . . .. 0,36 Ziom . . . . . .. ... 0,33
FluBeisen und -stahl. . . . 0,28 Weicher Kautschuck!?) . . 0,47
GuBleisen . . . . . . . .. 0,25 Kork??) . . . .. .. .. 0
Kupfer . . . . . . . . .. 0,34

Die Zahlenwerte steigen mit der Temperatur; in der Nahe des Schmelzpunktes
der Metalle ist durchweg » o 0,50.

Die Querzusammenziehung kann sich nur an ganz diinnen Stiben
und am Rande stérkerer ungehindert ausbilden; sie wird dagegen im
Innern starker Stdbe durch die benachbarten Teilchen gehindert, so
daB dort Spannungen in der Querrichtung des Stabes entstehen, die
ihrerseits wieder eine Zusammenziehung in der Léngsrichtung hervor-
rufen, d. h. eine VergroBerung der Lingsspannung. Bei gréBerer Quer-
zusammenziehung sind deshalb die Lingsspannungen nicht ganz gleich-
mifig iiber den Querschnitt verteilt, sondern in der Mitte gréBer. Der
Bruch des Stabes setzt in der Mitte ein2#), und die Bildung der Ein-
schniirung ist nur dadurch zu erkliren, daB nach dem Durchreien
der mittleren Faser, die sich dann wieder etwas verkiirzt, die daneben-
liegenden Teile in den freiwerdenden Raum gedringt werden.

Die Querdehnung beim Bruch ist ein Maf} fiir die Bildsamkeit des
betreffenden Stoffes, hat also fiir das Walzen und Ziehen hohen Wert.
Die Verminderung des Durchmessers betragt z. B. fiir FluBeisen i. M.

‘L;j = 0,55 - 0,65.

%) Poisson, Mém. de ’Acad. Paris 1829.
10) Meyer und Pinegin, D.p.J. 1908; Riihl, Z. d. V. d. I. 1920.
1) Griineisen, Z. f. Instrumentenkunde 1908.
12) Plank, Z. d. V. d. L. 1911.
122) Kirsch, Mitt. a. d. Materialpriifungsamt Berlin 1889.



6 Die einfachen Beanspruchungsfille.

Die Beanspruchung o, wird auch bei stirkster Querzusammen-
ziehung bzw. Einschniirung immer mit dem urspriinglichen Querschnitt
F errechnet.

Nach dem Vorstehenden miissen Stibe aus demselben Stoff, aber
von verschiedener Lange und verschiedenem Durchmesser voneinander
abweichende Ergebnisse, mindestens in bezug auf die Dehnung und
Querzusammenziehung liefern. Gleiche Festigkeitseigenschaften werden
an Materialien mit groBer Dehnung erhalten, wenn zwischen der Mef3-
linge und dem Querschnitt die Beziehung?®) erfiillt ist

1=113-}F. (7

Bei geringer Dehnung iiberwiegt der Einflull der Einschniirung, so daf}
dieser Zusammenhang nicht gilt4).

Die von der Dehnungskurve (Fig. 4) eingeschlossene Fliche stellt
das Arbeitsvermdgen des Stoffes dar:

Ay=o,-de, (8)

gemessen in cmkg/em?3. Die Werte von 4, soweit sic ausreichend be-
kannt sind, enthilt schon die Zusammenstellung S. 3. Da der letzte,
abfallende Teil der Dehnungskurve schon nach Beginn des Bruches
aufgenommen wird, so sollte 4, nur bis zu der in Fig. 4 bei K, gezogenen
Senkrechten gerechnet werden.

Setzt man in Formel (8) fiir ¢ den Wert der Formel (3) ein, so er-
gibt sichl4a)

A(,:foc-oz-dazzé-zx-o; (9a)
0

als elastische Dehnungsarbeit unterhalb der Elastizititsgrenze. Die
Fig. 4 zeigt ohne weiteres, daf} sie sehr klein im Verhaltnis zu der un-
elastischen Dehnungsarbeit 1st. Ein Maschinen- oder Bauteil aus einem

P 4 B Stoff von groBer unelastischer Dehnungsarbeit
vermag auch bei zufilligen groBen Uberanstren-
gungen noch standzuhalten, allerdings bei mit-

2 unter bedeutenden bleibenden Forminderungen,
ohne zu brechen.

E B a Wird die Belastung schlagartig aufgebracht,

Fig. 5. so setzt ein Stab von gréferem Gewicht der Be-

wegung bzw. Dehnung im ersten Augenblick schon
einen ziemlich hohen Trigheitswiderstand entgegen, so dafl die Gegen-
kraft etwa nach der Linie A4 der Fig. 5 von P, auf P, steigt. Unter
Umstdnden kann sogar der Trigheitswiderstand gréler sein als der
elastische, so dafl die Kraft nach der Linie BB von P, auf P, sinkt.

13) Martens, Handbuch der Materialienkunde Bd. I; 1903.

14) Rudeloff, Forschungsarbeiten des V. d. I., Heft 215, 1919.

142) Clapeyron nach Lamé, Legons sur la théorie mathématique de
Pélasticité des corps solides, 1866.



Die Zugbeanspruchung. i

Man pflegt in diesen Fallen iiberschlagig mit dem Mittelwert von P zu
rechnen und erhiilt dann aus der Fig. 5 sofort 4 = P -1 oder
Ay=0"0;. (9b)
Das Jineare Dehnungsgesetz gilt nur fiir wenige Stoffe, bei den
meisten vergréBert sich die Debnung mit zunehmender Spannung immer
mehr, so dafl dafiir anzusetzen ist1%)
&= & 0™ (10)
Die Dehnungskurve eines guten MaschinenguBeisens zeigt die Fig. 28 (S. 24).
Sie liefert m < 1 und als Arbeitsvermégen 4, o~ 9 emkg/em?. Die entsprechende
Kurve eines Treibriemenleders1®) gibt Fig. 6

wieder, deren Verlauf sofort m > 1 anzeigt.
Man kann i. M. ansetzen!®) fiir

(2

i

Guleisen % = 1245 000 kg/em?, m = 1,09, it .
Granit % — 234500 kg/em?, m = 1,375,

Man rechnet jedoch nur ausnahmsweise 45
mit der Gleichung (10), die die rechnerische Yy
Arbeit sehr erh6ht!?) und doch nicht ganz
mit den Erfahrungen iibereinstimmende Er- Vs
gebnisse liefert1®). Gewohnlich wéhlt man 4
einen Mittelwert der Dehnungsziffer und  ° 195 25%0 em
benutzt dann die Gleichungen (3) bzw. (4). Fig. 6.

Die hier in Frage kommenden Stoffe haben

ferner bei erstmaliger Beanspruchung tiberhaupt keine Elastizitits-
grenze, sondern zeigen schon bei geringen Spannungen deutlich blei-
bende Dehnungen, die allerdings bei mehrmaliger Wiederholung der
Beanspruchung verschwinden®).

Man kann i. M. bei mehrfach wiederholter Anstrengung ansetzen fiir

MaschinenguBeisen . . . . . . bis ¢, = 300 kg/cm? E~ 810000 kg/cm?
Kupfer . . . . . . . . ... ' 450 . 1 700 000 .
e e e e e e e e ' 600 1500000 ,,
Messing (gegossen) . . . . . . . 600 . 800 000 — 900 000 .
Beton . . . .. .. .... ' 40 140000 ,,
Kernleder1$) in der Nihe der Héchstbeanspruchung E~3500
Prima Kernleder,, ,, s ” . 5000 ,,
Chromleder v s v sy " . 25003000 ,,
Diinne, festgewebte Baumwollriemen . . . . . . . . 12000 ,,
Dicke, lose gewebte Baumwollriemen . . . . . . . . 5150 .
Diinne, festgewebte Kamelhaarriemen . . . . . . . . 3 000 '
Gendhte Baumwoll-Tuchriemen . . . . . . . . . . . 8 500 ve
Balata-Baumwoll-Tuchriemen . . . . . . . . . . . . 9000 — 12000
Gummi-Baumwoll-Tuchriemen . . . . . . . . . . . . 3000 — 4000 v
Geflochtene Baumwollriemen . . . . . . . . . . . . 15 000 — 25 000 .

15) Biilfinger1729; Hodgkinson 1822; Bach - Schiile, Z. d. V. d. L. 1897.

16) Stephan, Die Treibriemen und Riementriebe, 1920.

17) Die entsprechenden Biegungsformeln gaben Engesser und Geusén,
Z.d.V.d 1 1898.

18) Bach, Elastizitat und Festigkeit, 8. Aufl. 1920. Verlag von Julius Springer,
Berlin.



8 Die einfachen Beanspruchungsfille.

Bei mehrmaliger Be- und Entlastung eines Probestabes zeigen
ferner genaue Feinmessungen, dafl die Riickdehnung nicht genau der
ersten Dehnungskurve 1 der Fig. 7 folgt. Besonders
deutlich werden die Verhéltnisse, wenn zwischen gleich
groBen Zug- und Druckspannungen abgewechselt wird.
Die spateren Dehnungskurven bilden dann die Schleife
¢ der Fig. 7, die genau der Erscheinung der elektrischen
Hysteresis entspricht und danach den Namen elastische
Hysteresis fithrt1?). Der durch die Fliche der Schleife
dargestellte Arbeitsverlust bei einmaliger Hin- und Her-
beanspruchung entspricht der dritten Potenz der Hochst-
Fig. 7. spannung, er ist bei weichem, geglilhtem Stahl etwa
8mal so grofl als bei gehirtetem. Freilich ist dieser Be-
trag so gering, dall er fiir technische Anwendungen aufler acht ge-
lassen werden kann.

Fast durchweg wird von den benutzten Konstruktionsmaterialien
verlangt, daB sie die im gewohnlichen Betrieb vorkommenden Hochst-
spannungen ohne bleibende Forménderungen aufnehmen, daBl also
diese Spannungen unterhalb der Elastizitatsgrenze bleiben. Nur bei
sehr nachgiebigen Stoffen ohne sichere Elastizitdtsgrenze, wie Riemen,
Seilen usw., geht man notgedrungen von dieser Forderung ab.

Man ist jedoch nie ganz sicher, dal die vorgesehene Héchstbelastung
keinesfalls {iberschritten wird, selbst bei einfachen Bauten kann leicht
einmal eine Uberschreitung durch Anh#ufen von Lasten an einer Stelle
vorkommen, und man muf3 deshalb noch eine hinreichende Sicherheit
gegen zufillige, doch einmal im Betriebe auftretende Uberlastungen vor-
sehen. Gewohnlich bleibt man darum um % bis } unter dem niedrigsten
Wert, der fiir die Elastizititsgrenze ermittelt worden ist. Die kleinere
Sicherheit geniigt meist fiir Stoffe, deren Festigkeitseigenschaften gut
bekannt sind und die hinreichend gleichmiBig angeliefert werden, wie
SchweiBeisen, FluBeisen, FluBstahl, TemperguB, Kupfer, Aluminium.
Den groBeren Sicherheitsbetrag wihlt man bei Stoffen, deren Gleich-
miBigkeit bzw. Elastizititsgrenze nicht so sicher verbiirgt ist oder die
betriebsmaBig StoBen usw. ausgesetzt sind, die sich rechnungsméaBig
schwer verfolgen lassen. Das erstere trifft besonders fiir GufBeisen,
StahlformguBl, Messing, Zinnbronze zu, das letztere fiir Tiegelstahl.
Hiernach ist die am Schlufl des Bandes stehende Tafel zusammen-
gestellt worden?), die die zuldssigen Beanspruchungen bei
ruhender Belastung und gewdhnlicher Temperatur enthélt.

Wird irgendeine Tragkonstruktion, etwa die in Fig. 8 dargestellte
Biegungsfeder, durch langsames und gleichmiBiges Auflegen einer An-
zahl von Gewichtsstiicken mit einer Kraft P belastet, so erfihrt sie die
gezeichnete Durchbiegung f und demnach an der Einspannungsstelle

\%

19) An GuBeisen gefunden von Berliner, Ann. der Physik 1906; an Stahl
festgestellt von Rowett, Proc. of the Royal Soc. 1914, deutscher Auszug von
Grammel, Z. 4. V.d. 1. 1914.
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die Beanspruchung o. Wird die ganze Last P plotzlieh aufgebracht,
so gerdt die Feder in Schwingungen um die in Fig. 8 kraftig ausgezogene
Gleichgewichtslage. Fallt nun zufillig der unbelastete Zustand mit der
obersten Lage einer solchen Eigenschwingung der Feder zusammen, was
leicht moglich ist (Bd. III, S.205), so bewegt sich die Last um den
gleichen Betrag f tiber die Gleichgewichtslage 4 hinaus nach B (Fig. 9).
Die Gesamtdurchbiegung und damit auch die Gesamtbeanspruchung
(S. 3) ist also doppelt so groB wie im ersten Fall.

War die Feder etwa durch die nach unten wirkende Kraft P in der
Gleichgewichtslage 4 der Fig. 10 festgehalten worden und wird nun
plotzlich die Kraft bei unverinderter Grofe umgekehrt, so ist die neue
Gleichgewichtslage B von der ersten um den Betrag 2 f entfernt. Die
Feder kommt also dort mit einer diesem Weg entsprechenden Geschwin-
digkeit an und schieBt dariiber hinaus, derart, daB sie erst nach dem
Weg 2 f bei C wieder zur Umkehr kommt. Der Ausschlag aus der Null-
lage ist somit 3 f und demgemsfl die Hochstbeanspruchung 3o.

Gelten fiir ruhende Belastung die am Schlull angegebenen zu-
lassigen Beanspruchungen, so ist demnach fiir eine regelmiBig zwischen
0 und dem Hochstwert P schwellende Belastung nur £ davon zu-

7 P Z
4 B
Fig. 9.

Fig. 8.

Fig. 10.

lassig und fiir eine regelméfBig zwischen + P und — P wechselnde
Belastung nur 120). Schwankt die Belastung zwischen — } P und
+ P oder umgekehrt, so ist, wie leicht durch eine entsprechende Figur
erwiesen wird, die zuldssige Beanspruchung i der bei ruhender Be-
lastung geltenden. Schwankt die Kraft zwischen den beiden Werten
+ P, und - P,, worin P, der kleinere Zahlenwert sei, so gilt allge-
mein 21)

2
Ozl = 3" Oruh * (1 + % inz) :
Die obige Uberlegung gilt, wenn das Gewicht der Last P ein mehr-
faches des Stabgewichtes @ ist. Fiir P = G ist der groBte Ausschlag
nur 1,63 -f statt 2/, wie oben angegeben??).
Eine geringe bleibende Dehnung bei der erstmaligen Beanspruchung
bewirkt keine Schwichung des Konstruktionsteiles, sondern anscheinend

(11)

20) Andeutungsweise ausgesprochen von Poncelet, Introduktion & la mé-
canique industrielle, physique et expérimentelle, 1830. Die Regel wurde erst
durch die Versuche von Wohler, verdffentlicht auf der Weltausstellung Paris
1867, Gemeingut der Technik.

) Launhardt, Deutsche Bauz. 1873; Weyrauch, Die Festigkeitseigen-
schaften und Methoden der Dimensionsberechnung fiir Eisen- und Stahlkonstruk-
tionen, 1889.

22) Boussinesq, C. R. 1883.
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eine Streckung der Fasern derart, dall sie spitere Beanspruchungen
mit gleichméBiger Anspannung aufnehmen. Dagegen geht die Festig-
keit erheblich herunter, wenn die Belastung oft wiederholt tiber die
Elastizititsgrenze hinausgeht?3). Eine Verschlechterung des Materials
durch Altern ist nur in diesem letzteren Fall nachweisbar2).

Von Bedeutung ist noch die als elastische Nachwirkung?®) be-
zeichnete Erscheinung, die in zwei Formen auftritt: Wirkt auf einen
Kérper eine bestimmte Zugkraft P, etwa ein angehingtes Gewicht,
dauernd ein, so vergréBert sich die Dehnung ¢ mit der Zeit immer mehr.
Wird der Kérper mit einer bestimmten Debnung ¢ angespannt, so ver-
ringert sich die Kraft P, die zur Aufrechterhaltung dieser Dehnung
notig ist, mit der Zeit. Die Erscheinung erklirt sich dadurch, daBl die
zuerst ganz oder nahezu rein elastische Dehnung sich mit der Zeit mehr
und mehr zu einer bleibenden umsetzt, zu deren Aufrechterhaltung
keine Kraft mehr erforderlich ist.

Beispiel 2 und 3. Den ersteren Fall bemerkt man haufig an Treibriemen,
die durch Anhingen eines Gewichtes vorgereckt werden. Die so erzeugte Dehnung
geht bei ungespanntem Lagern mit der Zeit wieder zuriick.

Den zweiten Fall zeigen Schraubenbolzen, besonders zu stark angespanute,
die etwa geschliffene Dichtungsflichen zusammenpressen sollen. Sie miissen an-
fanglich Gfter, spater seltener nachgezogen werden, damit der Anpressungsdruck
der Dichtungsflichen nicht zu weit heruntergeht.

Beispiel 4. ZerreiBversuche ergeben nur dann die richtige Zugfestigkeit und
Dehnung, wenn sie nicht zu schnell durchgefithrt werden262). Schon bei FluB-
eisen sind i. M. 5—6 min Versuchsdauer nétig, bei Kupfer etwa 3 Stunden2%®),

Beispiel 5—7. An einem gut ausgegliihten FluBeisenstab wurde bei unver-
anderter Dehnung gemessen die

Zeit 1 2 4 8 min 17,6 67,75 119,65 164,15 st
Spannung 1119,5 1114 1112 111156 1106 1094 1079 1075 kg/em?

An einem Aufzugsdrahtseil betrug der bei gleichbleibender Dehnung auf-
tretende Spannungsabfall von dem 3 min nach der Einstellung gemessenen Wert
an je 5 v.H. dieses Wertes in den Zwischenzeiten zwischen

0 — % min — 3 min — 2} st — 2,8 Tage — (2} Mon. — 6 Jahre).
Die letzten beiden Zeiten sind aus der Abklingungskurve nur berechnet.
Entsprechende Versuche an Treibriemenleder ergaben, dafl der gleiche Span-
nungsabfall bei unverinderter Dehnung stattfindet in den Zeiten zwischen
0 — 2 min — 6 st — 28 Tage — 10 Jahre.
Bei Textilriemen sind die entsprechenden Zeiten
0 — 3 min — 4 st — 18 Tage — 6 Jahre.

Bei allen Korpern sinkt die Elastizitits- bzw. Streckgrenze und
damit die zulissige Beanspruchung mit steigender Temperatur.

23) Versuche von Woéhler und Bauschinger, Miinchener Mitt. 1886.

24) Z. B. Schr. Z. d. B. 1907.

25) Entdeckt von Vicat, Ann. des ponts et chaussées 1834; Weber, Poggen-
dorffs Ann. 1835. Sie wurde genauer an Zink untersucht von Bauschinger,
Miinch. Mitt. 1891, Le Chatelier, Auszug in Baumaterialienkunde 1901, Rasch,
D. p. J. 1907, an Eisen von Smith, D. p. J. 1906, Stephan, D. p. J. 1916, an
Riemenmaterialien von Stephan, D. p. J. 1913/16.

%) Fischer, D. p. J. 1884; Stribeck Z.d.V.d. I 1903.



Die Zugbeanspruchung. 11

Die Zusammenstellung S. 240 enthalt in den letzten Spalten die
fiir die angegebenen Temperaturen nur noch zulédssigen Bruchteile der
bei gewohnlicher Temperatur geltenden Beanspruchungenszahlen. Ebenso
geht die Elastizitatsziffer mit steigender Temperatur herunter, wie die
in der Zusammenstellung stehende zweite Zahlenreihe fiir die Stoffe
angibt, an denen derartige Bestimmungen vorgenommen sind.

Beispiel 8. Die fluleiserne Zugstange eines groBeren Hallendaches von
I =28,5m Lange soll die Spannkraft P = 5000 kg ausiiben. Anzugeben ist die
erforderliche Stiarke und die Verkiirzung, die sie beim Einfiigen durch das
Spannschlof erfahren mug.

Aus Formel 1 folgt mit 6, = 1050 kg/ecm? fiir rohes FluBeisen der fiir Bauten
gebrauchlichen Sorte IT der Zusammenstellung S. 240
@ ., P 5000 9
£ =5, = 1050 — FT0m
also die Starke d ~> 2,5 cm.
Nun ergeben die Formeln 2 und 3 die Verlingerung durch das Anziehen zu
; 2850 - 1050
=1l a-0,= 2100000 — 1,425 cm.
Beispiel 9. Ein Kranseil, bestehend aus 6 Litzen von je 35 Drihten von
d = 0,9 mm Stirke, werde bei ! = 60 m Linge mit der Last Q@ = 3,25 t belastet
und habe die Dehnungsarbeit 4 = 3180 mkg aufzunehmen (Bd. III, Beispiel 138).
Anzugeben ist die statische und die dynamische Beanspruchung des Seiles.
Die statische Beanspruchung ergibt sich aus Formel (1) zu

6,1 = L = 3250 = 2430 kg/cm?.

L g2 .95.7. 2
) i d 6-35 i 0,09

Die iibliche Berechnung nimmt auf die gewundene Form der Drahte keine Riick-
sicht.
Die hinzukommende dynamische Beanspruchung folgt aus Formel (9):

1 P 1
— 2. o2 = . 2
A4 = zzd lgoc 22——2175 &0l .
Die Dehnungsziffer der Seile, die aus zusammengesteckten Schraubenfedern von
groBer Steigung zusammengesetzt sind, ist naturgemiB wesentlich grofer als die
des Drahtmaterials. Sie ist ferner bei lose geschlagenen Seilen, insbesondere Litzen-
seilen mit Hanfseelen in jeder Litze, zuerst ziemlich grof und sinkt mit der Be-
lastung; erst bei hoherer Spannung wird die Elastizitatsziffer nahezu unverénder-
lich??). Man setzt dafiir an
Ey=(o- B, (12)
und zwar gilt fir
Spiralseile?8) (fiir Kabelbahnen, Drahtseilbahnen, Briicken) aus Runddrahten
(offene und halbverschlossene Seile) i. M. {; = 0,65;
Spiralseile aus Formdriahten (verschlossene Seile) i. M. (g = 0,83;
Litzenseile?®) im Lingsschlag (fiir Kraftiibertragung und Drahtseilbahnen)
LM =4
Litzenseile im Kreuzschlag (fir Krane und Aufziige) i. M. {y =13
wenn fiir den gehérteten FluBstahl der Drahte £ o 2000000 kg/cm2 gilt¥). (Fir
die Berechnung von Aufzugseilen ist in Preuflen ebenfalls {y = § vorgeschrieben®).

27y Hirschland, D. p. J. 1906.

%) Stephan, D. p. J. 1909.

29) Bach, Die Maschinenelemente, 1881.

30) Polizejverordnung iiber die Einrichtung und den Betrieb von Aufziigen
(Fahrstiihlen) 1910.
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Damit ergibt sich aus der obigen Gleichung
_1/2-4-0,,°Ls _1/2-318000 - 2430 - 0,25 - 2 000 000
BTV TP T 3250 - 6000
so daB die Gesamtbeanspruchung betrigt
0, = 2430 - 6290 = 8720 kg/cm?2

Fiir den Greiferbetrieb sind also nur Seile von hoher ZerreiBfestigkeit, mindestens
K, = 15000 kg/cm?, geeignet.

Das Seil verlingert sich unter der berechneten Anspannung im ganzen um

= 6290 kg/em?,

o 6000 - 9790
A ZZ'ES.%:mm_ 104,8 cm,
durch die dynamische Beanspruchung allein um
; 6290
iy = 104,8 790 = 75,4 cm.

Beispiel 10. Ein Drahtseilbetrieb, der bei der Umlaufgeschwindigkeit
v = 13,41 m/sk die Leistung N = 28 PS zu iibertragen hat, werde im ziehenden
Trum gespannt mit S, = 390 kg, im losen Trum mit S, = 233 kg (Bd. II, Bei-
spiel 146). Anzugeben ist die Grofie des elastischen Gleitens auf den Seilscheiben,
wenn das Seil aus ¢ = 42 Drithten von je d = 1,4 mm Stirke besteht.

UmfaBt das Seil auf der Scheibe vom Durchmesser D den Gleitwinkel x, so
ist die Streckung beim allmahlichen Ubergang von der Spannkraft S, auf die
Kraft S, halb so groB, als wenn die ganze auf der Scheibe liegende Seillinge
1 D - arc & den Spannkraftunterschied S, — 8, erfahrt. Damit wird die Streckung
bzw. die Zusammenziehung auf der zweiten Scheibe
1 $D-arcax 8 —38,

2 By F
Die Zeit, die fir das Durchlaufen der Dehnungsstrecke nétig ist, betragt
v

“iD-arca’
Durch Division beider Ausdriicke erhilt man die Gleitgeschwindigkeit

A S, -v

C= =g p (13)
Fiir ein Kraftiibertragungsseil im Lingsschlag ergeben die Zahlenwerte

¢ — 1341 - (390 — 233) o 0,22 om/ek.

2-0,375 - 2 000 000 - 42 -%-0,142

A=

t

s X Beispiel 11. Bei kurzen Léngen
& ist die Dehnung eines Eisenstabes nur
362 mit besonderen Hilfsmitteln wahr-

zunehmen. Trotzdem macht sie sich
288 Fgpem* héaufig genug bemerkbar: Man hat ver-
sucht, die Haftspannung zwischen den
Rundeiseneinlagen und dem Beton-
koérper dadurch zu bestimmen, daf}

3 / man den Stab aus dem festgehaltenen
26 B . ¢ % em  Betonklotzherauszog. EingehendeVer-
Fig. 11. suche®!) ergaben jedoch den in Fig. 11

dargestellten Verlauf der durchschnitt-

lichen Haftspannung z (Beispiel 73) in Abhingigkeit von der Haftlinge I
Das Rundeisen dehnt sich unter der Zugkraft und zieht sich dabei etwas zu-
sammen (S. 5). Dadurch wird nun die Verbindung mit dem starrbleibenden

31) Bach, Z.d. V.d. I. 1911.
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Beton etwas geldst und die Haftspannung ist in dem dem Kraftangriff zunéchst
gelegenen Teil verhaltnismaBig klein. In dem am entferntesten gelegenen Teil hat
sie dagegen einen recht hohen Wert, weil dort nur noch ein geringer Anteil der
Gesamtkraft dehnend und zusammenziehend wirkt.

Beispiel 12. Zu bestimmen ist die Starke und der Durchhang der Rundeisen-
zugstangen eines Eisenblechschorusteins, die durch den Winddruck je die Span-
nung 8 = 770 kg erfahren konnen und mit 8y = 1,5 - § = 1150 kg bei Windstille
vorgespannt sind. x

Man erhalt aus Formel (1) mit F = Z' d? und ¢! = 600 kg/cm?, wenn nur

die vom Winddruck herrithrende Kraft gerechnet wird, also die tatsichliche Be-
anspruchung ¢, = 2,5 + 600 kg/c:m2 betragt,

(5, +8) ‘/4-770

d= = 1,0 cm,

z 260 7 - 600

was mit Riicksicht auf spiteres Abrosten auf d = 11 mm erhoht wird. Dann ist
zu Anfang die Héchstspannung

11\2
—2,5.600- (1-0) o~ 1250 kg/om?.

Der Durchhang ist nach Bd. I, Formel (125b) bei 18,2 m Hdohe und 15,5 m
auf die Wagerechte projizierten Lange der Zugstange

T.d2.100. 0 .
o ar i d2.100. (T 1
8.(S, +8) 8.7 2. g ’

4 z

worin die Starke & in cm, das Einheitsgewicht y = 7,85 kg/dm? und I in m ein-
zusetzen ist. Man erhilt so

y-*  17,85.(18,2% 4- 15,5?%)

f=g0.57=" so-1z0 -~ 0%m
bei starkstem Winddruck. Einzustellen ist der Durchhang bei Windstille auf
fo=1- S°+S—006 1—5N010m

Die Lange des Parabelbogens ist nun nach Bd.I, Formel (2) annihernd

-+ ()]
Der grofite Langenunterschied betrigt demnach
8 f2—7 8.016-0,04

h=g g =""g. 939 = 0000Tm,
dem eine Seitenverschiebung des die Zugstangen an der Saule befestigenden Ringes
von
15,5
007 559 =
entspricht. i
Die elastische Verlingerung betrigt
y 1,0 2390
lg=0a-04 1 =1250. 25 2100000-—0,57cm,
sie vergroBert die obige Verschiebung um
15,5
0,57 » 239 0,37 cm.

Trotz der hohen Vorspannung findet so noch eine Verschisbung um rund
4 mm im Winde statt, die eine Verstirkung von d zur Verringerung von o}
allerdings etwas verkleinern wiirde.
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Beispiel 13. Zu berechnen ist die Dehnung eines in eine Eisenkonstruktion
eingebauten Stabes mit Hilfe einer schwingenden Saite3?2).

An dem Stab wird eine Metallsaite befestigt, deren Schwingungszahl in der
Sekunde bei einer bestimmten Anspannung o, und der Lénge ,, sowie dem Ein-
heitsgewicht y des Saitenmaterials den Wert hat (Bd. ITI, Beispiel 152)

" 100 V;t;
7T 0,202-0, )y
wenn Iy in cm und y in kg/dm3 eingesetzt wird.

Verlingert sich die Saite auf die Lénge I, so steigt ihre Spannung auf den
Betrag o, und bei der Dehnungsziffer « ist

Damit wird die neue Schwingungszahl —
_ £

100 4/o 100 ]/°°+ P

T0202-1 )y T 0202-(lp Fe-ly) y

Quadriert man beide Gleichungen fiir » und 7, und zieht sie dann vonein-
ander ab, so folgt

n

& 10¢
(e = 50408 0y

Hieraus ergibt sich, wenn &* als verschwindend klein vernachlissigt wird,

=(n_n0)'(n+7_l9>‘ (14)

—2n

245000

o -lyy
Die beiden Schwingungszahlen kénnen ebenso wie die Werte &, [, y mit
recht groBer Genauigkeit festgestellt werden. Soll z. B. die richtige Dehnung
1,425

2850
Metallsaite vom Einheitsgewicht y = 7,86 kg/dm? nachgewiesen werden, so spannt
man sie auf den Ton a, dem n, = 440 Schwingungen entsprechen. Gleichung (14)
ergibt dann die Schwingungszahl n, da noch der Summand 27 im Nenner als
ganz klein vernachlissigt werden kann, aus

= 0,0005 der Zugstange in Beispiel 5 mit Hilfe einer /, = 80 cm langen

£ =

245 000 - ¢ 245 000 - 0,0005 - 2 000 000
2 2 — 4402 - ’
mE=m T Ty 0+ 80 - 7,86
zu n = }193 600 + 390 000 = 764. “64
Kiirzt man jetzt die Saite durch Verschieben eines Steges im Verhiltnis 880 auf

69,4 cm, so erhdlt man den Ton a’, der mit derselben Stimmgabel wie @ genau
eingestellt werden kann.

Beispiel 14. Zu berechnen ist eine auf Zug beanspruchte Feder aus vulkani-
siertem Kautschuk fiir die Kraft P = 10 kg.

Vulkanisierter Kautschuk kann bis auf
G das Doppelte der urspriinglichen Lange gezogen
52 60Kgem? werden ; dariiber hinaus werden die Dehnungen
24 | stark von der Dauer der Belastung abhingig
(vgl. S. 10). Er folgt dem in Fig. 12 dargestell-
ten Dehnungsgesetz3) und das Arbeitsver-
Tig. 12. mogen ist A4, = 0,61-¢-0s, cmkg/cm3. Das
Gesamtarbeitsvermdgen einer Feder vom Quer-

schnitt F cm? und der Linge ! cm im unbelasteten Zustand ist somit

'3
- 25 50 s 100,

) A=F-1-4,.
32) Schaefer, Z.d. V. d. I. 1919.
3) Kirsch, Z.d. V. d. 1. 1898.
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Bei grofler Lange und kleinem Querschnitt ist sie leicht dehnbar, wihrend
eine andere von demselben Rauminhalt, aber kleiner Lange und groflem Quer-
schnitt verhaltnismafig starr ist. Als Harte einer Feder wird die Belastung
h, kg bezeichnet, die sie um die Lange 1 cm verldngert. Es ist also bei dem linearen
Dehnungsgesetz
_F1 P P
Tl o l-a A
Bei einem anderen Dehnungsgesetz gibt die Formel (15) die mittlere Harte inner-
halb der betreffenden Beanspruchungsgrenzen an.

Wird etwa die mittlere Harte

h,=0,75 — 1,0 — 1,5 kg/em

vorgeschrieben, so ist bei der zuldssigen Beanspruchung o, = 6 kg/cm? (vgl.
Fig. 12) der erforderliche Querschnitt

hy

(15)

F=£=B=l,667 cm?
o, 6
und die Verlangerung
A= B = 13,33 — 10 — 6,67 cm,
hy

mithin die urspriingliche Lange ebenso groB.
Das Arbeitsvermogen betragt hierbei

2
A=061-P-1=061"- 1}% = 81,4 — 61,0 — 40,7 cmkg,
3
Beispiel 15. Bei guter Maschinennietung ergeben die Versuche®4) die An-
spannung des Nietes abhingig von dem Lingenverhiltnis zu

o, = 1200 4 700 . ékg/cmz, (16)

giiltig bis —llz— = 3,9, Dariiber hinaus steigt o, nicht mehr weiter an. Die Reibungs-

ziffer zwischen trockenen FluBeisenstiicken mit Walzhaut?3) betrigt bei dem
hohen Flichendruck i. M. bei Uberlappungsnietungen ux = 0,50 und bei zwei-
schnittigen Laschennietungen wegen der schlechteren Anlage der zwei Druckflichen
nur u = 0,35.

Zu berechnen ist der Gleitwiderstand, den Niete von d = 2,6 cm Durchmesser
in Eisen von s = 1,8 cm Stirke ergeben, bei Uberlappungs- bzw. bei Doppel-
Laschennietung mit Laschen von s, = 1,3 cm Starke.

Man erhalt das Langenverhiltnis

! 2.18

1,84+2-1,3
i~ 26 = 1,38 bzw. 76
also die Anspannung richtig eingezogener Niete nach Formel (16) zu
6, = 2170 bzw. 2320 kg/cm?,
Damit wird der Gleitwiderstand, fiir 1 cm? Nietquerschnitt gerechnet,
w=pu*o,~1=1085 bzw. 700 kg/cm?2.
Da die Streckgrenze des zu Nieten verwendeten FluBeisens etwa das 0,65fache

der ZerreiBfestigkeit betrdgt, so ist im zweiten Fall bei © = 1,1facher Sicherheit
ein Nieteisen zu nehmen von mindestens

2320-1,1
Ky = 0,65

Die Rechnung erklirt die Tatsache, dal lingere Niete aus gewohnlichem FluB-
cisen leicht locker werden.

= 1,61,

= 4000 kg/em?.

3) Bach und Baumann, Z.d.V.d. I. 1912.
35) Nach den Versuchen von Bach Z.d.V.d. 1. 1892
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Bei der Herstellung der Vernietung soll zur Schonung der Bleche die Schlie-
kraft hochstens das 3fache der vom Niet aufzunehmenden Kraft betragen, oft
geniigt das Doppelte 32),

Sind die Niete in mehreren Reihen hintereinander angeordnet, so betrigt
der Gleitwiderstand der vorderen nur das 0,6fache des der mittleren®®), was fiir
die Bestimmung der Anzahl der Niete von Wichtigkeit ist.

Soll etwa die Kraft P =36t durch zweischnittige Nieten von d = 2 cm
Starke aufgenommen werden, die in Blechen von s=1,0| 1,2 | 1,0 cm Stérke
sitzen, so gilt

é - gi — 1,6, o, = 1200 - 700 - 1,6 — 2320 kg/em?,
also

w = 0,35 - 6, = 800 kg/cm?

in einer Anlagefliche fiir die inneren Niete bzw. als Ge-
samtkraft

W=%-d2-w-2=%-22-800-2=5000kg.

Fig. 13. Die Anordnung von 9 Nieten gemil Fig. 13 ergibt
somit

>SW=(3-1-+4+4-08+2-0,6) 5000 = 7,4 5000 = 37 000 kg,
sie bietet also noch die kleine Sicherheit

37
c 36 1,03.

Beispiel 16. Zu berechnen ist die Beanspruchung, die die beiden Schrauben
eines Pennschen Schubstangenkopfes von d = 2’/ Stirke im Gewinde und 5,1 cm
Schaftstarke mit Eindrehungen von 4,7 cm Durchmesser erfahren (vgl. Beispiel 146),
wenn das verschlissene Lager x = § mm Spiel hat und die betriebsmiBige Be-
lastung P = 13 t betréigt. Vorgespannt werden die Schrauben je mit § P, = 7,25 t.

Wenn der Druckwechsel im Maschinengestinge zu spit stattfindet, so ent-
steht ein Schlag dadurch, dal die Kraft P den freien Weg x zuriicklegt. Beriick-
sichtigt man, daBl die Schrauben nur etwa } dieser Schlagarbeit aufnehmen, wih-
rend der Schubstangenbiigel und der getroffene Zapfen je ein weiteres Drittel
durch ihre Forménderung aufnehmen, so ist nach Formel (9a)

Pz
3

Hierin ist der Einfachheit halber fiir ¥ der mittlere Querschnitt der Schrauben-
bolzen und fiir 7 ihre Lange vom Kopf bis zur Mitte der Mutter zu setzen. Man
erhilt so

06'0;31~F'l.

_/ P

A R Y

Rechnet man mit der Durchschnittsstirke d = 4,9 cm, so betrigt der Ge-
samtquerschnitt

(17

F=2. Ag . 4,92 — 37,7 cm®.

Mit der Linge I = 36 cm wird dann

5. /13000 - 0,075 - 2100000
2 3.37,7-36

= 708 kg/cm?.

%) Bach 1892 a.a. O., bestitigt von Findeisen, Forschungsarbeiten des
V. d. 1., Heft 229, 1920.
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Hierzu kommt noch die Vorspannung der Schrauben
217250

O = g = 385 kgfem?
und die statische Beanspruchung durch die Kraft P
13 000
Ous = “gym = 345 kgfem?.

Die Gesamtbeanspruchung betragt mithin
0, = 708 + 385 + 345 — 1438 kg/om?,

so daB die fiir das hier verwendete FluB-
eisen zulassige Beanspruchung (S. 240)
1350 kg/cm? um 6,5 v.H. iiberschritten wird.

Beispiel 17. Zu berechnen sind die in
den beiden Endquerschnitten des Stinders
eines stehenden Dieselmotors nach Fig, 14
auftretenden grofiten Zugspannungen. Die
Verbindungslinie der Schwerpunkte beider
Querschnitte vom Flacheninhalt F'; = 590 cm?
(oberer) bzw. F, = 487,5 cm? (unterer) ist um
den Winkel y = 71° gegen die Wagerechte
geneigt. Die groBte Kolbenkraft betrigt
P =62t, das Gewicht des Zylinders und
Qestells G = 8,5 t.

Die Kraftzerlegung der Nebenfigur zeigt,
daB jeder Ful auf Zug beansprucht wird
durch die Kraft

}-(P—@G)-siny =1%-(62—8,5)-1000-0,3256 = 8700 kg.
Damit wird nach Formel (1)

8700 8700
— = 2 - 2
0.1 = 55 15 kg/em?, o,, /15> 18 kg/cm?,
Die Gesamtverlingerung infolge dieser Spannungen betrigt bei ! = 110 cm
Lénge, wenn man fiberschligig mit dem Mittelwert der Spannungen und der dem
kleinen Betrag entsprechenden kleinen Dehnungsziffer (S.7) vechnet, nach den
Formeln (2) und (3)

l=wn'0,"l="""_"" 50,0015 cm.

Die Rechnung des vorstehenden Beispiels entspricht eigent-
lich nicht mehr den Bedingungen, unter denen die benutzten
Gleichungen gelten, da der Gestellful nicht mehr prismatisch
ist. Jedoch ist diese Abweichung bei GuBeisen ohne EinfluB,
weil es nur eine ganz geringe Dehnung (Fig. 28) und infolge-
dessen verschwindend kleine Querdehnung hat. 1]

Bei stirker dehnbaren Stoffen, wie z. B. FluBeisen oder Fig. 15.
Stahl, hindert der auflen an den prismatischen Stab angesetzte
Mantel (Fig. 15) die Querdehnung und erhéht dadurch die ZerreiBfestig-
keit und Streckgrenze des Materials bei Herabsetzung der Lingsdehnung.

Beispiel 18. Bei Zerreiflstaben, die in der Mitte nur ganz wenig diinner ge-

schliffen sind, damit der Bruch mit Sicherheit in der Mitte stattfindet, zeigt sich
sofort die Erhchung der Festigkeit und Verringerung der Dehnung.

Stephan, Technische Mechanik. IV. 2
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Bei Zugstaben nach Fig. 16 erhoht sich die ZerreiBifestigkeit und die
Streckgrenze (erstere am meisten), sobald die Eindrehung kiirzer ist
als der Durchmesser. Die Versuchsergebnisse®?) werden ziem-

lich gut wiedergegeben durch die Uberschlagsformel

iy oé:os-(l +1-@), (18)

Fig. 16. wenn oy die Streckgrenze bei %l = 1 angibt. Sie ist beglaubigt

fiir die Stéirken 1 << d < 4 cm und die Verhiltnisse 1,5 < % < 4. Steigt

. d . N . , .
das Verhiltnis 7 noch weiter, so vergréBert sich gg nur noch wenig.

Das geschnittene scharfgingige Gewinde von Schrauben erhoht die
Streckgrenze auf das 1,32 fache, gewalztes Gewinde sogar auf das
1,8 fache 38).

_.vr_.--

| |
l'a LT 2395 o352 o 2345
f A 224% | 224¢

]
Fig. 17. .
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Fig. 20. Fig. 18.

37) Baumann, Z.d. V.d. I. 1912
38) Tatigkeitsbericht des Materialpriifungsamtes der Techn. Hochsch. Berlin,
1909 (D. p. J. 1911).
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Bei Stiben von rechteckigem Querschnitt, die in der Mittelachse
ein kreisformiges Loch haben, ist die Spannungsverteilung eine ganz
eigenartige3?). Thren Verlauf gibt die Fig. 17 an.

Die Hochstspannung opmax am Lochrande ist i. M. das 2,3fache der
mittleren Spannung ¢,,, sie wird durch die GroBe des Loches nicht
sehr beeinfluBt, wie die Fig. 18 deutlich zeigt. In einiger Entfernung
vom Lochrand ist die Verteilung der Spannung annéhernd gleichméGig,
wenn es verhdltnism#Big klein zur Stabbreite ist. Die Spannung ¢ in
irgendeinem Abstand @ von der Mittelachse (Fig. 17) 148t sich aus der
groBten ziemlich genau berechnen nach der Formel40)

= (1) + 3 (2)] b

0 == Omax 3+a +2 al | (19)

und umgekehrt ergibt sich das Verhéltnis der gréBten Spannung zur
mittleren aus

Omax _ 6
om d d\s _ [(d\®
2+2'(5)+(z> +<3)

Beide Formeln gelten hinreichend genau fiir 2,?3, ihre Ergebnisse
enthilt die Fig. 19. 4

Sind mehrere Locher nebeneinander angeordnet, so berechnet sich
die gréte Zugspannung am Lochrand aus der mittleren4l) zu

(20)

Jmax _y 3, (1 + %‘l) (21)

om
Fiir ein elliptisches Loch %) gilt bei groferer Breite b
Omax __ 1+ 2-d,

Om dy ’

worin d; den Durchmesser der Ellipse quer zur Kraftrichtung und d,
den Durchmesser parallel dazu angibt.

Dieselbe Formel gilt nach Versuchen an Kautschukplatten ) auch

fiir zwei kreisrunde Locher vom Durchmesser d, die so dicht neben-

einander liegen, dafl nur ein verhéltnismiBig kleiner Steg bleibt, wenn

dy = %+ Vd, - d eingesetzt wird (Fig. 20).

Beispiel 19. Zu berechnen ist die Beanspruchung in dem Blech eines Dampf-
kesselmantels von D = 2,40 m innerem Durchmesser und s = 22 mm Wand-
stirke bei p = 10 at Uberdruck, wenn im Laufe der Zeit Abrostung von 1,5 mm
auf &' = 20,5 mm eingetreten ist.

(22)

3%) Die erste rechnerische Behandlung gab Kirsch, Z.d. V. d. I. 1898. Ge-
naue Versuche machte PreuBl, Z.d.V.d. L. 1912

40) Leon und Zidlicky, Z. d. V. d. I. 1915.

) Rudeloff, Der Einflul der Nietlscher auf die Lingeninderung von Zug-
stdben und die Spannungsverteilung in ihnen, 1915.

4%) Ingles, Engng. 1913.

o*
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Hat der KesselschuB die Lange [, so gilt fiir das volle Blech nach Bd. II, Bei-
spiel 44
}-Dl-p=¢-l-0!,
woraus die Beanspruchung parallel zur Langsachse des Kessels folgt
ol = g—.':f’ = 20°19 _ 565 kgfom?.
In der Langsnaht gilt, wenn ein Stiick des Kessels von der Lange der Niet-
teilung ¢, betrachtet wird,

}:Detep=s5-(—d)o,,
~.—D : p
2:8 ¢’
worin ¢, = tl—t_g das Festigkeitsverhéltnis der Nietnaht darstellt.

also

021

Fiir die Werte t, =1l cm und d = 2,9 cm folgt

2,9
‘ @ =1— 1= 0,735
und damit
o, 585

=21 9% 2,
6,1 o 0,735 797 kg/cm!

Zulissig ist®) fiir fluBeisernes Mantelblech von K, = 3600 < 4200 kg/cm? Zer-
reiBfestigkeit bei Uberlappungsnietung o, = %5 - 3600 = 800 kg/cm?, bei dop-
pelter Laschennietung der vierte Teil des untersten Wertes der ZerreiBfestigkeit.
Die Spannung ist in dem geschwiichten Querschnitt aber nicht gleichmafig
verteilt, sondern es ist nach Formel (21)
2-29 ’
Opax = 113 (1 + —1—1——) « 797 ~ 1380 kg/em?,

was allerdings unbedenklich ist, da die untere Streckgrenze dieser Kesselbleche
65 0,60 + K, = 2200 kgfem? betragt (vgl. Beispiel 142).
In der einreihigen Quernaht von der Teilung ¢, = 7,0 cm ist das Festigkeits-
verhaltnis
2,9

g2 =1— 5= 0,585,

und aus der Beziehung

%.Dz.p::n.p.s'.qu.gzz
folgt leicht die mittlere Beanspruchung des Bleches in der Quernaht
_ P _ 0,735 9
6,0 = 0,1 T 797 3.0585 — 500 kg/cm?,
wihrend sie im vollen Blech nur betragt
o,I
ol = —5— = 293 kg/em®.

Die Héchstbeanspruchung in der Quernaht ist

2-29 0
0 = L13 - (1 + 7 ) - 500 > 1030 kg/cm?.

Um das Blechmaterial méglichst vorteilhaft auszunutzen, ist, besonders bei
Schiffskesseln von grofem Durchmesser und fiir hohen Druck, ein moglichst
groBes Festigkeitsverhéltnis ¢ in der Lingsnaht zu erstreben. Es wird erreicht,

43) Hamburger Normen 1902.
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wenn bei langer Teilung ¢ in der vordersten Reihe nur ein Niet sitzt und auch die
zweite Reihe noch grofie Nietabstinde hat*4). Grofe Dampfkesselmintel zu
schweiBen ist vorlaufig wenig vorteilhaft, weil die Schweinaht mit dem Festig-
keitsverhaltnis ¢ = 0,70 berechnet werden muf43), wenn auch tatsiachlich ¢ = 0,80
reichlich sicher ware?’). P
Wenn die Zugkraft einer Lasche oder dgl. nicht durch X
die von den Nieten oder Schrauben erzeugte Reibung 2 A Igb
in den AuBenflichen aufgenommen wird, sondern durch "‘d,"; r
einen im Loch steckenden Zapfen, so ist fiir das Ver- A

b
héltnis dﬁz 4 die Hochstzugspannung am Lochrand?s) lP

bei 4 der Fig. 21 g 21
Omax = 2,82« oy (23)

Beispiel 20. An einer Festigkeitspriifmaschine fiir die Hochstbelastung
P =50t wird die Kraft aufgenommen durch 2 Laschen von b = 15 cm Breite
und s = 2,3 cm Stirke von einem d = 6 cm starken Bolzen. Anzugeben ist die
mittlere und héchste Zugspannung in den FluBstahllaschen.

Aus der Gleichung

P=2-(b—d)-s o,

folgt die mittlere Beanspruchung zu

P _ 50000 .
6’"—2(b—d)-.§_2-9-2,3—1210kg/cm'

Die hochste ist, da das Verhaltnis %: 2,56 betragt, grofer als Formel (23) an-

gibt, etwa
6_ 30, = 3600 kg/cm?.

Damit sie unterhalb der Streckgrenze bleibt, ist ein Fluf-
stahl von mindestens
3600 .
K, = 0,60 ~> 6000 kg/cm
ZerreiBfestigkeit zu nehmen.

Beispiel 21. Es kann angenommen werden, dafl sich !
die Zugspannungen, die in dem Stangenkopf einer Keil-
verbindung nach Fig. 22 auftreten, i. M. gleichmaBig
iiber die im unteren Querschnitt durch das Keilloch er- ’
scheinende, auf Zug beanspruchte Fliche verteilen, so 77y A
dal auf einer beliebigen Linie B dieselbe mittlere Zug- |'
spannung besteht wie auf der Achse 4. Die Hochst-
beanspruchung in jedem der Schnitte 4 bzw. B liegt nun

am Keilloch und betrégt bei der gebriauchlichen Ausfiihrung W
1 7 >y
b — . D i ; =".p_ b %
mit b i D fiir den Querschnitt F 7y D2—0,99-b.-D %//
nach Formel (23) 1
. = 2,82+ P 5,25- P
max = : Fig. 22.
pr. (T _oms) P (242) s

) Eine Zusammenstellung von ¢ fiir die verschiedensten Anordnungen bis
30 Nieten in einer Teilung gibt Dieckhoff, Z.d. V. d. I. 1898.

4) Zwiauer, Z. d. V. d. L. 1912

46) Versuche von Kiihl, Z. d. V. d. I. 1920. Entsprechende Angaben machte
auch Coker, Engng. 1913, wovon Heyn, Stahl u. Eisen 1921, einen deutschen
Auszug gibt.
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Wird die Keilbreite etwas grofier gewéhlt, etwa b = 0,30 - D, so diirfte etwa zu-
treffen

2,82-0,95 - 45 -
_ 095-P _ 545-P (24b)

2
D2 ({4’— — 0,2955) D

o
max

Ist die wechselnde Belastung P = 7500 kg, so ergibt sich hieraus fiir gewShn-
lichen FluBistahl die erforderliche Stangenstirke, wenn man mit dem Mittelwert
der Formeln (24) rechnet,

/5,35 - 7500 - 3
Dﬂ_v = es0 T —85~9cm,

also die Keilbreite
b 0,275 - 9,0 ~ 2,5 cm.

Sie wird von 15 mm an um je 5 mm abgestuft.
In dhnlicher Weise wie Locher wirken auch duflere Einkerbungen ¢7).

Beispiel 22, ZerreiBlstibe aus harten Materialien miissen nach dem Abdrehen
sorgfaltig geschliffen und poliert werden, denn die geringste Verletzung der Ober-
fliche kann die Bruchfestigkeit bis auf das 0,7fache des wahren Wertes herunter-
setzen?®).

3. Die Druckbeanspruchung.

Reine Druckbeanspruchung findet statt, wenn die an den beiden
Enden eines im Verhéltnis zu den Querabmessungen nicht zu langen,
jedoch auch nicht zu kurzen, geraden Stabes angreifenden Krifte je
eine Mittelkraft ergeben, deren Wirkungslinien mit der Achse des
Stabes zusammenfallen und die auf seine Verkiirzung hinwirken.

In geniigender Entfernung von den Endflichen kann man die
Kraft P als gleichmiBig iiber irgendeinen senkrecht zur Stabachse
gelegenen Querschnitt F verteilt ansehen. Die GroBe der Druck-
spannung ergibt sich dort als die auf die Flacheneinheit des Quer-
schnittes entfallende Kraft (S. 2)

P
0= F» (25)
gemessen in kg/cm?2

Die Gleichung entspricht der Formel (1) fir die Zugbeanspruchung,
und sinngemaf} gelten auch die Formeln (2) bis (4) fiir die Dehnung,
die hier das Verhiltnis der Verkiirzung zur urspriinglichen Linge dar-
stellt, und ihren Zusammenhang mit der Spannung. Fiir die auf S. 3
aufgefilhrten Stoffe ist auch die Dehnungsziffer wenigstens nahezu
gleich der dort fir die Zugbeanspruchung genannten.

Werden die bei einem Druckversuch bestimmten Spannungen senk-
recht zu den zugehérigen Dehnungen aufgetragen, so entsteht bei einem
plastischen Stoff, wie es z. B. auch FluBeisen ist, die Dehnungskurve

4) Preufl, Z.d. V. d. 1. 1913. 48) Fuchs, Z. d. V. d 1. 1920.
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der Fig. 23, die vollig dem Anfang der Fig. 4 entspricht. Nur heift
hier o5 die Fliegrenze des Materials, bei der eine groBere bleibende
Forménderung eintritt. Der Wert der Elastizitats- und der FlieBgrenze
ist bei den S. 3 genannten Stoffen ebenfalls ziemlich genau der gleiche
wie bei Zugbeanspruchung, nur bei FluBstahl liegt er etwa 10 = 12 v. H.
hoher. Auch die elastische Querdehnung hat den gleichen Betrag wie
bei Formel (6) angegeben.

Geht die Beanspruchung iiber die Flie(grenze hinaus, so staucht
sich ein zylindrischer Kérper aus einem plastischen Stoff im mittleren
Teil gleichmi Big, dagegen entstehen in der Nahe der Enden Verdickungen
gemif Fig. 24493). Erst bei ziemlich starker Zusammendriickung bildet
sich die Tonnenform nach Fig. 25 aus. Sie erklart sich dadurch, da an

|

.y FA

! F ’

o/ 2 NN/

Fig. 23. Fig. 25.

’ (.Y Al
i /) A AN

A /AN | ANy

R
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Fig. 26. Fig. 24.

den Enden des Zylinders unverdndert bleibende Rutschungskegel 4°¢)
vom Grundwinkel 48 - 50° auftreten4?), die in Fig. 24 einpunktiert
sind. Sie wirken auf Sprengen des sie umgebenden Ringes hin, und die
Tonnenform bildet sich erst, wenn die Rutschungskegel beider Enden
sich berithren. Umgekehrt 148t sich hieraus folgern, dafl eine Belastung
sich iiber eine Stiitzfliche gleichméBig verteilt, wenn die geraden Linien
zwischen den Enden der Belastung P, und der Gegenkraft P, hichstens
um y = 50° gegen die Druckfliche geneigt sind (Fig. 26).

Bei der Stauchung muf8 die Kraft dauernd erhéht werden, weil der

P
Querschnitt F sich entsprechend vergrofert. Der Quotient o5 = 7

49) Riedel, Z.d. V. d. I. 1913; an Atzungen nachgewiesen von Fry, Stahl
u. Eisen 1921; zuerst angegeben von Kick und Polack, D. p. J. 1877.
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der jeweiligen Kraft und des zugehérigen Querschnittes ist, wie Fig. 24
angibt, unverénderlich.

Bei Schlagbeanspruchung gilt wieder Gleichung 9, solange o,
unterhalb der Flieligrenze bleibt. Geht o¢; dariiber hinaus, so daB
sich der Zylinder von der Lénge ! um den Betrag 1 staucht (Fig. 25),
so gilt bei einem plastischen Stoff fir die Schlagarbeit

A’=P'l=0’d'F'l=0'd'lL,/'l,

wenn V den bei der Stauchung unveréndert bleibenden5%) Rauminhalt
des Korpers angibt. Dividiert man durch den Rauminhalt, so wird
die auf die Raumeinheit bezogene Schlagarbeit?)

y) y) €

A=y =oaryy=oay

gemessen in cmkg/em3,
I. M. ist bei gewdhnlichen Temperaturen fiir®)

I
I
| ' Harthlel . . ... ..... 6s= 920 kgjom?
| | Stangenkupfer . . . . . . . 2540 .
{ ! Reines Nickel. . . . . . . . 5290 ,,
| | Weichen Nickelstahl. . . . . 5440
: } Werkzeugstahl . . . . . . . 18600 ,,
|

Sprode Stoffe, wie Gesteine u. dgl., verhalten
sich unterhalb der Quetschgrenze, wie man hier
statt FlieBgrenze sagt, ebenso. Bei Beanspruchung
dariiber hinaus fangen die Teile auf der mittleren

Fig. 27. Hohe des Wiirfels, die von den beiden Rutschungs-
kegeln auf Zug beansprucht werden, an abzusplit-
tern, bis schlieBlich nur noch die beiden Rutschungskegel stehen bleiben,
die sich mit den Spitzen ineinander driicken (Fig. 27). Auch hier haben
Lingen- und Breitenabmessungen der betreffenden Korper einen gewissen
EinfluB. So ist die Druckfestigkeit von Betonpfeilern nur das 0,8fache
der von Probekdérpern iiblicher, nahezu kubischer

12004’ Abmessungen?2).
800 Bei vielen Stoffen ist die Dehnungskurve unter-
halb der FlieB- bzw. Quetschgrenze keine Ge-

400 - .. . . .
rade, sondern gekriimmt, wie z. B. bei GuBeisen,

a‘l ?zlo

—r—1——=¢ dessen Dehnungskurven fiir Zug und Druck die
93 %440 TFig. 28 darstellt’). Wihrend die Bruchdehnung

- bei Zug und Druck ungefihr die gleiche ist, ist
L g00 die Festigkeit bei Druck ungefahr doppelt so
— 1200 grOB'

1600 ™

%) Kick, Vorlesungen iiber mechanische Technologie,
II. Aufl,, 1908.

51) Rasch und Stamer, D. p. J. 1908.
o,y 2400 2) Bach, Z. d. B, 1914.
4 %) Pinegin, Forschungsarbeiten des V. d. I.
Fig. 28, Heft 48, 1907.

- 2000
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Die Kurve der Druckbeanspruchung wird i. M. durch Formel (10) wieder-
gegeben mit 15<) ‘
1

2= 1 140 000 kg/cm2, m = 1,043.
Fiir Granit gilt entsprechend

% = 340 000 kg/cm?, m = 1,109.

Bei den kleinen Druckbeanspruchungen, die man gewéhnlich nur zulaBt, kann
die Dehnungsziffer des GuBeisens meistens noch ungefahr gleichbleibend angesetzt

werden. Man rechnet dann mit £ = % = 1 000 000 kg/cm?. Das Arbeitsvermogen
mittleren MaschinenguBeisens betrégt bei Druckbeanspruchung 4,= 10,5 cmkg/cms?.

Wird die Querausdehnung des Korpers gehindert, so erhoht sich
seine Druckfestigkeit ganz erheblich. Im allgemeinen li8t man in
solchen Fillen das doppelte der sonst zulissigen Beanspruchung zu.

Beispiele 23—25. Ein Weichgummizylinder, der in die ihn gut umschlieBende
Hohlung einer Eisenplatte gesteckt wird, verhdlt sich Druckkriften gegeniiber
fast wie ein starrer Korper.

Ein PreBstempel, der einen flachen guBeisernen Probekérper (von kleinerem
Querschnitt als der Stempel) ohne weiteres zusammendriickt, hinterlifit auf
einer gréBeren Platte aus demselben Stoff und von derselben Stirke kaum einen
Eindruck.

Trotz der hohen Pressung, mit der zwei Glieder einer Krankette in der fast
punktférmigen Berithrungsstelle aufeinander liegen, tritt kaum Zusammendriicken
ein, allerdings aber eine mit der Zeit recht erhebliche Abnutzung.

Diese Erscheinungen zeigen sich nur bei plastischen Kérpern, die
den eingenommenen Raum vollig ausfillen. Porése Korper, wie z. B.
Bausteine und auch Holz, driicken sich zusammen, so daf3 die Poren
kleiner werden, und zerbrockeln schlieBSlich.

Beispiel 26. Ein I-Triger von 26 cm Hoéhe und b = 11,3 em Flanschenbreite
iibertrage auf die Stiitzmauer die Belastung P = 2900 kg. Zu berechnen ist die
Lange !, mit der er auf der Mauer liegen mu8.

Aus Formel (25) folgt mit F =1-b

P
T=4le
Nun gilt*4) fiir
Mauerziegel II. Klasse in Kalkmortel 1:3 . . . . . . .. o, = T kgfem?
»» L ., . »” 1:3 ........ 10
Kalksandsteine . ’ 1:3 ..... ... 10
Dieselben in verlangertem Zementmortel 1:2:8 . . . . . 14

Damit wird
1 = 37 bzw. 26 bzw. 19 cm.
Im ersteren Fall wiirde man besser eine Unterlagplatte von ! = 23 cm Linge
und b = 18 cm Breite verwenden.

Beispiel 27. Eine mit P = 28 t belastete Saule stehe auf einem Betonfunda-
ment nach Fig. 29. Anzugeben ist die erforderliche Breite a bzw. b der quadra-
tischen Auflageflichen des Séulenfufles bzw. des Fundamentes.

54) PreuBische Bestimmungen iiber die bei Hochbauten anzunehmenden Be-
lastungen und iiber die zuldssige Beanspruchung der Baustoffe, 1919.
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P Aus Formel (25) folgt mit ¢, = 15 kg/cm? fiir Stampf-
beton %)
P 1/25000
E\ a:la_]_]/»—;w = 43 cm,

i | -7
- W gewdhlt wird ¢ = 45 cm.
Auf den Erdboden wirkt jetzt die um das Fundament-

070 gewicht G vergroBerte Kraft P. Am einfachsten nimmt
4,00 man b vorliufig an, etwa zu 0,9 m, und berechnet nun
IG nach der Skizze mit y = 2,3 t/m?
G = (0,702 1 +0,92:0,3) - 2,3 ~ 1,7 t.

Damit wird auf gutem Baugrund, der mit o, = 4 kg/em?

T 54
b 0,30 belastet werden kann®t),

b= V P ;:2; = ]/@

—— = 82 cm,

Fig. 29.
gewahlt wird vorteilhaft b ~v 85 cm.
Auch unter Eisenbeton-Grundplatten nach Fig. 30 kann der Bodendruck
immer als gleichmiBig verteilt angesehen werden55).
Beispiel 28. Eine guBeiserne Séule von D = 18 cm AuBendurchmesser und
8 = 20 mm Wandstéirke werden belastet mit

P =50—34—22t.
Anzugeben ist die Druckbeanspruchung des Querschnittes und die Verkiirzung
der S#ule von 3,00—4,00—5,00 m Lange.

S

Fig. 32. Fig. 31.

Gemafl Formel (25) ist
P P P
- (D—8)-6 x-16-2 101’
also mit den obigen Werten
04 = 495 — 336 — 218 kgfem?.
Nun ist nach den Formeln (2) und (3) mit £ = 1 000 000 kg/cm?

AN 300
A= T 1000000 % = 0,1485 bzw. 0,1344 bzw. 0,109 cm,

Og =

i1 1 1
772020 2980 4580°
%) Schmidtmann, Z. d. B. 1916.
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Beispiel 29. Zu ermitteln ist die Druckverteilung in dem Hauptlager der
Welle einer liegenden Einzylinder-Dampfmaschine. Gegeben ist die Stirke und
Lange des Kurbelzapfes d; = 13 cm, I, = 17 cm; ferner wird bei derartigen Ma-

schinen gewdhnlich innegehalten 2 co D und d NIQZ (Fig. 31), wenn D = 42 cm
die Zylinderbohrung ist.
Die Fig. 31 liefert die Beziehung
l I,
=23 h
woraus mit l, = 0,85 - d folgt
l=115-D—1,=115-42—17T~>32cm~v 1,5 4d.
Nun gilt mit den Bezeichnungen der Figur

P=zl.dl.gd=z.d.?3_;ifz

und P-(a—l—%)=l'd'(“;;-62'1-!-%'01'1)'

Beide Gleichungen lassen sich schreiben:

al+02=2.o,,.lll'_‘21
2-01+62=3-o,,-lll:t;1 (%%—?)
Hieraus ergibt sich
O R B L ol s )
02=od-l_;:_zl.(4—%——3-?)=gd.%%j_l.(—-3.17)+g)’

bzw. mit o, = 60 kg/cm? und den obigen Zahlenwerten
 60-17-13 (3-42 1)_ .
"= gp.er g2 g) ~OMBkelmd
6, = 1,973 . (— 3,94 4 g) = — 2,8 kg/cm?,

d. h. der Zapfen liegt bei Punkt B der Fig. 31 iiberhaupt nicht mehr fest auf,
sondern die Verteilung ist die in Fig. 32 angegebene. Es ist

, . o 32-678 .
V=1 6———1 o= 706 0,96 - 32 oo 31 cm.

Man kann also im allgemeinen die Dreieckverteilung als zutreffend annehmen®®).
Die Erhohung des Hochstdruckes ¢, bis um 15 v. H. gegeniiber dem gleichmaBig
verteilten Druck s, am Kurbelzapfen ist ebenfalls zuldssig.

Beispiel 30. Zu berechnen ist die groBite Druckbeanspruchung, die der Zapfen
der Festigkeitspriifmaschine in Beispiel 20 von der Stirke d =6 cm bei der
Laschenstirke s = 2,3 cm unter der Last 3 P = 25t erfihrt.

Wenn auch der Zapfen das Loch der Lasche ziemlich gut ausfiillt, so liegt
er doch nur auf einer ziemlich schmalen Fliche wirklich an. Versuche!®?) ergaben
als grofite Druckbeanspruchung des in der Laschenachse gelegenen Zapfenteiles

3P
6 =216-0, —216. 2" (27
max s*d
oder mit den gegebenen Zahlenwerten
2,16 -
6 = 21625000 _ 3920 kg/cm?.

S e = 2,3-6,0
%) Grove, Z.d.V.d. I. 1904.
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Beispiel 31. Anzugeben ist die groBte Druckspannung, die in der Anlage-
flache der Stange und des Keiles in der Stangenverbindung der Fig. 22 auftritt.

Damit die Anlageflichen der beiden Stangenképfe auch bei wechselnder Be-
lastung P noch mit hinreichendem Druck aufeinander liegen, — die Verbindung
wird ja lose, wenn dort der Druck bis auf Null sinkt, — wird der Keil zur Sicher~
heit gewohnlich so fest getrieben, daf die Druckkraft im ungiinstigsten Fall,
wenn die Kraft P an der Stange ziehend wirkt, noch gleich der Betriebsbelastung P
ist. Driickt die Kraft P auf die Stange, so wird also die Belastung 3 P. Die grofBite
Beanspruchung der Kopffliche wird demnach
3P = 37500 350 kg/cm?.
T.pr Tloe

4 4

Damit die Druckverteilung gleichméBig iiber die Stangenkopffliche erfolgt,
muB die Héhe h;, mindestens so grofB sein, daB sich in der Mittelachse der Rut-
schungskegel vom Grundwinkel y oo 49° ausbilden kann (S. 23). Rechnet man,
daB der Keil nur mit seiner halben Breite (Formel 27) anliegt, also mit

36=1%-0275-D=0,138 D,

0y =

so mufl gelten
hy=%D-(1—0,138)-tgy > 1 D.
Gebrauchlich ist &, oo 2'D.

Die grofite Beanspruchung in der Anlagefliche des Keiles ist nach Formel (27)
3-P 216-3-7500
Db 925
wihrend nach Formel (11) I - 1350 = 1050 kg/cm? bei der zwischen P und 3 P
wechselnden Belastung fiir bestes FluBeisen der Stange zulissig ist, wenn nicht
wie hier die Querausdehnung durch die benachbarten Teile gehindert wird. Aus
dem Grunde gilt 2 - 1050 = 2100 kg/em? noch als gut zuldssig.

Wird die Hiilse aus zihem Stahlformguf} gemacht, so ist dafiir o, = 1100 kg/cm?
zuldssig (S. 242). Die Beanspruchungsart ist im iibrigen dieselbe wie an der
Stange, so dall die Hiilsenstirke betragen mul

D % 9-2160-9
T 2274 4-7-1100
Beispiel 82. Die guBeisernen Kniehebel eines Steinbrechers sollen bei der

Belastung § = 134 t brechen (Bd. II, Beispiel 13), ihre Form gibt die Fig. 33 an.
Zu berechnen ist die Stérke s und die an der Schubstange

@%tm__ 45 auszuiibende Kraft P, wenn bei dem gréBten Spreizwinkel
T 1%  y = 88° gerade die PreBkraft Q = 100t erzielt werden
T, | T soll. Gegeben sind die MaBe

|

0o = 2,16 -

mq

= 2160 kg/cm?,

8 = 5,7 cm.

I b, = 32 cm, l, =18 cm,
e =1 ,,, L=35,.
m b, b, Die Beanspruchungim kleinsten Quersc}}nittist_al= 3

Hieraus folgt die dort erforderliche Stirke mit 151

T 0, = K; = 2300 kg/cm?
| b, Druckfestigkeit des betreffenden GuBeisens (Fig. 28)
J _JL s 134 - 1000
1

Fig. 33. ©2-11-2300
Die Abmessungen konnen an den Enden bei & = 1,15 facher
Bruchsicherheit herabgesetzt werden auf
8-  134-1000-1,15
e =3, K, ~  32.2300 O >l0om.

= 2,65 cm.

8.
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Die mittlere Beanspruchung in den zugeschirften Teilen ist demnach bei der
Bruchbelastung
8 134-1000
2T by s 32:2,37
Bei der gewdhnlichen Betriebsbelastung mit § « 100 t wird die Beanspruchung

OO 2
134 = = 1720 kg/ecm?,

== 1770 kgfem?.

O

in der Mitte: ¢/ = 2300 .

an den Enden: o) = 117—372 = 1320 kgfem?.
Die zugehérigen Dehnungen ergeb:an sich aus Fig. 28 zu
£ o 0,0025, £, o 0,00175.
Damit wird die Zusammendriickung
=gl + &5 (Il — b)) = 0,0025 - 5 4 0,00175 - 13 = 0,0353 cm.
Sie wirkt so, als ob der Kniehebel sich nicht in der Lage AB der Fig. 34 befindet,
sondern in der steileren CD, zu der der Winkel y* gehort®). Es ist nun

. I, — 1
sin 9’ = sin (# — y) * 1
2

oder sin y’ =siny . (1 -—%)
0,0353
= (0,99938 - (1 — s

dem der Winkel y’ = 86° 10’ entspricht.
Die erforderliche Schubstangenkraft wird hier- Fig. 34.
mit gemiB der Rechnung in Bd. II, Beispiel 13
PP=2-Q-1-cotgy =2-100-0,0670 = 13,4 1,
also fast doppelt so groB als bei Annahme starrer Kniehebel.
Die Darlegungen in Bd. ITI, S. 147 liefern fiir die inneren Krifte,
die die einzelnen Teile eines beliebigen Systems aufeinander ausiiben.

) = 0,99775,

dAa . . . .
einen Ausdruck von der Form ——, worin A die Arbeit aller inneren

dzx
Krafte in Richtung der z-Achse angibt. Findet nun keine beschleunigte
oder verzogerte Bewegung statt, so miissen die duBleren Kréfte, die an
dem System angrelfen fiir sich im Glelchgewwht sein (S. 1), und damit
geht der Satz in Bd. III, S. 147 iiber in die Formel

a4

de = 0. (28)
Sie ist gemaB Bd. I, S. 140 die Bedingung dafiir,.dafl die Arbeit der
inneren Krifte einen Kleinst- bzw. Hochstwert annimmt. Natiirlich
hat der Hochstwert der Arbeit, der eintritt, wenn das zu schwach be-
messene System zusammenbricht, keine rechnerische Bedeutung. Die
Bedingung, die eine neue Gleichung zwischen den Kréiften und Form-
anderungen statisch unbestimmter Systeme (Bd.I, S.132) liefert.
lautet also®8): Die Arbeit der inneren Krifte hat im Gleichgewichtsfall
den kleinsten Wert.

57) Vianello, Z.d.V.d. I 1895.

58) Castlgllano Théorie de ’equilibre des systémes elastiques et ses appli-
cations, 1886.
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Besteht das System aus geraden Staben, die nur auf Zug oder Druck
durch die Krifte S;, S, ... beansprucht werden, so verlingern bzw.
verkiirzen sie sich um

1:le-ll-;S’l ; :__otz-lz-;S’2
1= =T
Die Arbeit aller Spannkrifte82) ist nach Formel (9)
o 1- 82
_22 81 = 2 — (29)

Hierin ist die Weglidnge # der Ausgangsformel durch die Stabspann-
kraft S ausgedriickt worden, so daB die Differentiation gemi 8 Formel (28)

jetzt nach 8 zu erfolgen hat.
Beispiel 33. Das Gestell eines Portalkranes von der Linge ! und der Breite ¢
werde bei einer bestimmten Stellung des Auslegers durch die Gesamtbelastung Q
in den Abstianden @ bzw. b von den Hauptmittelachsen

4 F 3_  belastet. Anzugeben ist die Kraft, die jede der 4 Stiitzen
‘! aufzunehmen hat (Bd. I, S. 138).
4

Alle 4 Stiitzen (Fig. 35) erfahren Druckbeanspruchung.
Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben die Summen-

bI gleichung:
T8+ 8+ 8+ 8=20,
die Momentengleichung in bezug auf' die eine Mittelachse:
2 (8 + 84— 8, —8) 41=Q"a,
Fig. 35. die Momentengleichung in bezug auf die andere Mittelachse:
(+ 8+ 8 —8~—8) 4c=@-b.
Weitere neue Gleichgewichtsformeln sind nicht aufzustellen. Die Arbeit der

inneren Krifte ist nun bei gleichem Material und gleichen Abmessungen der vier
Stiitzen nach Formel (29)

A= S S 8+ 8.

Bringt man in der zweiten und dritten Gleichung den Faktor der linken Seite
nach rechts und addiert dann dazu die erste Gleichung, so folgt

1 2a
=g (1+%]) -5,

sie o (12 s,

Werden diese Werte in die erste Gleichung eingesetzt, so erhilt man den Zusammen-
hang

bzw.

$=0— 30 (242242 18 = @44+ Y 4 5

Hiermit geht die Arbeitsgleichung iiber in
ol g, 1 ( 2b 2 (a b) Y
a-gp s (G- 142) -5 (-0 (f+ s

o) s

%2) Menabrea, C. R. 1858.
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Die Bedingung des Kleinstwertes ergibt nun nach Differentiation
4 05— (Lo (e -]+ (~a-(5 ) < 5)
fho-ht)-a)

]

Damit wird durch Riickwirtseinsetzen )

oder

Sz:-g- (1__%2_,_2%’),
s‘,:%(ur%ﬂl_%)_ (30)

Auch bei anderer Anordnung oder verschiedener Ausfithrung der einzelnen
Stiitzen ergeben sich auf demselben Wege leicht die diesbeziiglichen Endformeln.
Zerlegt sich die Last @ in mehrere Raddriicke N oder dgl., so sind fiir jedes N
die zugehorigen Absténde @ und b festzustellen. Die Gesamtstiitzkréfte werden
durch Addition der durch die Formeln (30) gegebenen Einzelbetrige erbalten
(vgl. Bd. I, S. 140).

Beispiel 34, Eine quadratische Fundamentankerplatte von der Seitenlinge
a; = 25'cm und der Aussparung a, = 8 cm sei mit dem gleichméiBigen Flichen-
druck 6, = 30 kg/em? anzudriicken.
Anzugeben ist die Druckspannung
im Innern des Fundamentes bei % cm
Abstand von der Druckflache.

Die Spannungen verteilen sich
mit zunehmendem Abstand % auf
eine immer grofer werdende Fliche
derart, dal die Spannungspyramide
den Winkel y = 49° mit dem Lot
zur Druckfliche bildet (Fig. 36).
Die Kanten dieser Spannungspyra-
mide erfahren eine gewisse Abrun-
dung, deren Halbmesser schitzungs-

AN 7/

rii

weise zu 7 angenommen werde. In

den Pyramidenflichen ist die Span-

nung ~v 0, sie steigt in einem Quer-

schnitt 4B nach der Mitte zu

niherungsweise nach dem Parabel-

gesetz, so dall dort die Hochstspan-

nung das 1,5fache der mittleren ist.
Es ist nun die Druckfliche

2
Fy=at—ai=ai-|1—(%)],
die Fliche AB im Abstande %

F:(a1+2-h-tgy)2—-—a§—4.(1_1).<_h.)-

—a [1 _ (‘@)24_ 4,60 .£+ 5,36 (h)z] .

a4 ‘71
59) Lewe, Beton u. Eisen 1915,
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Damit wird die darin bestehende mittlere Druckspannung

. 1
T 1+1165h'
) T ey (31)
14+46—-. — 1
ay 1_(&\2
ay/

Die Zusammendriickungsarbeit des zwischen den Flichen F und F, befind.-
lichen Fundamentkorpers berechnet sich aus

dA=4}-F-o;-i=4 F-o-a-dh

) \ dﬁ
=% ez 02 _(%)2 . |
- A~2/%OOP @l Wf 46. 1 5%«gr
; — () r a2 mse(

Zur Losung des Integrals / de zerlegt man den Nenner

a+2b-x+c-a?
durch Auflgsen der gleich 0 gesetzten quadratischen Gleichung in die Faktoren

(coa+b—VF =a"0)-(cow+b+/BF—ac) -

Da im vorliegenden Fall b2 > a - ¢ ist, so ist die Wurzelgrofie reell. Man setzt
jetzt an
c [

= e —— + 2 .
a+2b-zteca® o.x1p—)Ybt—a-c cx+b+)bP—a-c
Bringt man die rechten Seiten wieder auf den gemeinsamen Nenner, so ergibt

sich als Bestimmungsgleichung der beiden Festwerte ¢, und c,

c=cioc xt+boc,tc VB2 —a-cteyrcxtboc,—c Vbt —a-c.
Sie zerfallt, weil sie fiir jedes beliebige = erfiillt sein muB, in die beiden
¢ +c, =0,
b (ey 4 o) (e — ) VB2 —a-c=0.
Hieraus folgt leicht

c? 1 c?
¢ :«__+7.—_ > Cy = o L =
' 2 ypt_a-c 2 Vit _a-c
Damit ist der Summenausdmck zerlegt:

f_ _________ ) . d(c-x) [ d(c-x) )
2. ]/bz—a-c crxt+b—yb*—a-c jc-x—i—b-{—]/b?:a-é,'
Die Losung beider Integrale ist nach Bd. I, Formel (142)

z

[=1tn(c-a+bTy62—a-o) —ln(®dIVb® —a-c).

0
Mit Hilfe des Logarithmensatzes erhélt man so das Gesamtintegral
x
/,_= -‘1 _n cx+4+b—}b2—a-c b +Vbz —a- t
20 —ac combHIF—ac b—YB —a-c

Hiermit betrigt der Wert der Arbeit

a.aﬁ.gg.[l_(zii)?r '2’3+V74.

/ a. 2] n( k 23 —V1
4.] 2,32——5,36-{1—(l>] ‘5,36(1—1—[-2,3_4_‘/» s

1

5,36 " L o3y
21

4= , (32)
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worin die Wurzel den vorn im Nenner stehenden Wert hat. Mit den gegebenen
Zahlenwerten erhélt man

1— (?,2)22 1— (§)2= 0,902,

a, 25
womit der Wurzelausdruck den Wert 0,673 annimmt. Es gilt so die folgende
Zusammenstellung
h = 1 1 2 3 4 5 6 8 10
a, E
Im 0,197 0,0831 0,0286 0,0143 0,00858 0,00572 0,00408 0,00237 0,00183,
O
— = 0,1003 0,1287 0,1508 0,1596 0,1646 0,1680 0,1716 0,1746 0,1770.
a-ai-o
L 0,20 Den Verlauf beider Abhingigkeiten
stellt die Fig. 37 dar. Die Spannung
0,18 I —— wird natiirlich in einer freien Aufen-
4 016 flache 0.
[/ x-als, ’
0,14 J,
A 0,12 E
0,10 T
0,08 at\y-F
77
0,06 Q
——% D
\ 0,04 v
] % 0,0 1 h
b 1 2 3 4 56 7 8 90
1

Fig. 317. Fig. 38.

Beispiel 35. Zu ermitteln ist das Gewicht @, des Hammers, mit dem man
vorteilhaft einen Keil vom Gewicht G, eintreibt®?).
Unter dem Hammerschlag erfihrt ein beliebiges Raumteilchen F - dl des

e

Keiles (Fig. 38) eine Stauchung s = d—; die elastische Kraft ist also

ai
F di
P1=F-ad=F-£=;-m.

AuBerdem wirkt auf das Teilchen in der umgekehrten Richtung der Anteil der
iiber die Hiilsenlénge D gleichméBig verteilten Reibungskraft, deren GréBe nach
Bd. IT, S. 61 bei der gebrauchlichen Ausfiihrung betragt

P2=0,495-Q-%l,

und schlieBlich die Tragheitskraft

F-al-y a*i
p==000. 4

)
Der Ansatz von d’Alembert (Bd.III, S.86): P, = P, + P, liefert nach
Division durch F.d1l.”

g
a*l_ g a*l 0495-Q-g , d*i
af "y ar T D-F.y " Ggr T (33)

Grenzbedingungen fiir diese Differentialgleichung #%) sind:
%) Stephan, Uhlands prakt. Masch.-Konstr., 1919,

Stephan, Technische Mechanik. IV. 3
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Fiir t = 0, also vor Auftreffen des Hammers, ist 2 = 0 fiir alle Werte von d!
ebenso die Geschwindigkeit % = 0 und die Dehnung g—; = 0. Jedoch miissen
die vom Hammer unmittelbar getroffenen Teile sofort die Hammergeschwindig-
keit » angenommen haben, was fiir I’ = 0 und ¢ o 0 erfordert Z—: = v. Ferner

muf} die StoBkraft des Hammers gleich der elastischen Gegenkraft der getroffenen
Teile sein, also fiir I’ =0 und ¢~ 0

G, a*i_F dz

g ar o« dl
oder

@i_6 ¢ ai

ae— G, 1 ar
SchlieBlich ist fiir die duBersten Querschnitte ¢, = 0, weil dort keine Reibungs-
krifte am Keil angreifen, und natiirlich ist am Ende, fiir ’ =, die Dehnung
4 =0

Die Losung der Differentialgleichung (33) ohne Stérungsglied ist bereits in
Bd. I1I, S. 201, gegeben. Mit Beriicksichtigung des Storungsgliedes folgt leicht
A=fileg t=V)y—foleg t+V —21)+Cy-cy 2+ Cy¢y°t+ Cy.

Die beiden ersten Grenzbedingungen liefern sogleich 03 =0, C, = 0. Aus der

letzten erhilt man
—fllert =04 fi(e, -t =1 =0,

d. h. die beiden vorldufig unbekannten Funktionen sind einander gleich. Damit
wird, wenn man noch auf die Ausgangsgleichung (33) zur Bestimmung von C,

zuriickgreift,
A=fleg t=V)+fle, t+V —21) —%ec,- 12
Zur Ermittelung der Funktion f fiir bestimmte Bereiche wird angesetzt fiir
t =0, wo auch ¢, = 0 ist,
ar_
it
dl ’ 7 / 7
G =0=—F =D+ D
Beide Gleichungen zusammen ergeben
/(=)= —=f(+1)
was nur durch f’(+4 ) = 0 erfiillt werden kann. Fiir den Bereich der Verinder-
lichen unter dem Funktionszeichen { < 0 ist demnach f({) = ¢, welcher Fest-
wert nach der ersten Grenzbedingung nur O sein kann.
Die fiir I’ = 0 geltende Bedingung iiber die StoBkraft lautet nun
c

S [f e )+ 1 (et —20h)] = +g~:-71-[—f’(cl‘t)+f'((;1't—2l)],

oder anders geordnet
2 . Gl 4 . —_ 2 . GI 7 .
(e t)_*—az-__i'f(cl ) =—1"(c, t*2l)+G:Tl'f(°1 i —21).

Nach dem Vorhergehenden ist die rechte Seite dieser fortsetzenden Gleichungs!)
in dem Bereich 21> ¢;+¢> 0 =0. Damit liefert die Integration der linken
gleich 0 gesetzten Gleichung gemaB Bd. ITI, S. 213

G el

Flegt)=Cre & T

61) St.-Venant, C. R. 1883; Boussinesq, Applications des potentiels &
étude de I’équilibre et du mouvement des corps élastiques, 1885; s. auch Love-
Timpe, Lehrbuch der Elastizitdt, 1907.

0=/ (=0)+1(+1)
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Zur Bestimmung von C dient die Bedingung, dafl fiir co 0 und I’ =0 ai_ =y

ist, also dat
PO+ (0—-20)]—-0=v
oder, da nach dem Oblgen f(—210) =0 ist,

"(0)=O'e°=§l'

Mit dem hieraus folgenden Wert von C erhalt man fiir 21> ¢ > 0
G ¢

Fo =120 @

Hiermit ist die rechte Seite der fortsetzenden Gleichung fiir den Bereich
41> > 21 bekannt:

17 _ -9 —

At LR VL DR SR P
Thre Integration liefert, wie die Proberechnung leicht erweist,

6 £ @ ¢ 4%.(54)

D _7)1____>_Gzl

P =0 +2- g (z 2] e i
Da nun an der Stelle I’ = 0 zur Zeit ¢, + £ = 2 [ keineUnstetigkeit in der Geschwin -
digkeit bestehen kann, denn es fehlt ja an jedem Anla,B dazu, so muB der aus der
ersten Gleichung fiir /() berechnete Wert von %il derselbe sein wie der aus der
vorstehenden abgeleitete:

FEl—0)—=f(=0=f21—-0)—f(-

wobei zu beachten ist, daBl das letzte Glied der rechten Seite 0 ist, weil die be-
treffende Gleichung fiir f'({) nur bei Werten von ¢ = 2 I gilt. Die zweiten Glieder
miissen das negative Vorzeichen erhalten, weil f'() in dem fraglichen Bereich
immer negativ ist. Werden beide Ersetzungen a,usgefuhrt so folgt

_ G’ ,2@
v v ,
Z.e Gz__i:(j/_e GZ_O’
C1 C1
also
+zg‘
C'=—.\1—e¢ *,

1
und damit wird fiir 41> ¢ > 21

v o G (¢ a2
po =2 B T (e (G og)). e ),

Gy
Durch nochmalige Integration ergibt sich hieraus
@ G, ¢ _Cil.(ﬁ _
fz(£)=3-4~l-[—e Gl Gl ( -2 ( ——2)+lm+e
¢ G \
Aus ﬁemselben Grunde wie oben sind wieder die beiden Werte von . einander
gleich:
HEO)+/0)—=0=Ff120)+f,(0) —
oder
Gy Gy
e N R A
Z.2 701 —= — ul 3 — 2 —
o' G, e t1-—1 o Gzl 1—e¢ +1-2{+0,
G
also 0=2.v.5%
¢ G, t

3*
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Zusammenfassend ist festzustellen, daB gleich beim Auftreffen des Hammers

c_ll_-_tN 0 die Dehnung den Betrag cﬁ hat; sie &ndert sich dann stetig bis
1

Lt o .
zur Zeltl—l = 2, wo sie sich sprungweise

um den Betrag 2 g vermehrt, usw. Der

zur Zeit

Schlag hért auf, Wellln £ = C(_ltil durch 0

geht, was gemeinhin fiir cth = 4 statt-
findet. Den Gesamtverlauf stellt z. B. die

Fig. 39 dar fir das Verhiltnis % =1
2

-1,289
Fig. 39. und g =1
1
Der Keil wird so fest eingetrieben, daB sich das hintere Ende unter dem
Schlage nicht mehr weiter bewegt, daB also gilt

Gy e t Gy feqgrt
[ - S I ot S e S 3
zlzz.ﬁ.l.@.{l_e Gﬂ(’ )+1_e Gﬂ(l )
(41 IG . .
. VG (ad ) _ G, ,.(c_l;t) _
<1+2 ‘. (l 3)] 5 Ll )| =o. (34)
Die GrofBe der eckigen Klammer ¢, enthalt die folgende Zusammenstellung:
% = 1,333 1 0,8 0,667 0,671 0,50 0,40 0,333
1
G _o50 o075 1 1,25 15 175 2 25 3

Cf: 0,564 0,712 0,846 0,9745 1,0966 1,213 1,321 1,507 1,651
Mit dem Wert - .
/g 981 - 2 150 000

¢ = %7 =V o006 = 518 000 cm/sk

und der Schlaggeschwindigkeit des Hammers von iiblichem Gewicht in der Hand

eines geiibten Arbeiters®2)
v = 890 — 925 — 990 cm/sk

i hlieBlich
wird schlieBlic @, 03445 Q 1

GT'Q‘ 925 'F'D° (35)
Das hieraus folgende Verhaltnis von % gibt die Zusammenstellung an:
1
[ 0 L1 12 13 L4 15 L6 L7 tem?

F

l = 1,5 0,34 042 053 066 081 087 1,16 1,33 1 Q
D 2

1,4 029 035 043 0553 0,66 081 087 1,02 l G,

1,3 0,27 030 037 043 0,53 0,65 0,8 0,94
Istz. B. D = 20cm, ! = 26 cm, b = 2,4 cm, i = 9,0 cm, @ = 3 - 7,5 t, so wird
F=0b-h-098 =24-9-0,98 = 21,2 cm?,
G =F-1-y=212-26-0,00786 c 4,4 kg,
I 26 Q@ 3:75 .
D=3 1,3; 7= ole = 1,06 t/cm?.
62) Die beiden Grenzwerte bestimmte aus Stauchversuchen Frémont,
Etude experimentale du rivetage, 1900, den Mittelwert an einer Keilverbindung
der Verfasser, a. a. O.
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Damit ergibt die letztere Zusammenstellung

G, =G, - 0,29 = 1,27 kg.
Die Rechnung trifft naturgemdf nur zu, wenn die Forminderungen an der
StofBstelle noch unterhalb der FlieBgrenze bleiben®). Man wihlt deshalb oft
einen schwereren Hammer, bis doppelt so schwer, wenn ein nachgiebiges Holz-
oder Kupferstiick dazwischen gelegt ist.

4, Die Flichenmomente.

Durch einen beliebigen Punkt O einer Flache F werden zwei zuein-
ander senkrechte Achsen gelegt (Fig. 40). Die iiber die ganze Flache
genommenen Summen

S, =[y-dF, S,=[«-dF, S=[r-dF (36)

bezeichnet man als statische Momente der Fliche in bezug auf die
- bzw. y-Achse bzw. den Punkt O; gemessen werden sie in cm3.

X

.,
N

Fig. 40.

Nach dem Schwerpunktssatz (Bd. I, S. 94) ist nun
Sa::F'?/O’ Sy:F'xO’ S:F""O’ (37)

worin 7y, y,, %, die betreffenden Abstinde des Schwerpunktes der
Flache von O bzw. den dadurch gelegten Achsen bedeuten.

Fallt O mit dem Schwerpunkt der Fliche zusammen, so sind die
statischen Momente 0.

Die Momente zweiter Ordnung

Jo=[ytap, J,=[edP, J=[raF @

heilen in Ubereinstimmung mit den Bezeichnungen in Bd. ITI, S. 148
die Trigheitsmomente der Fliche in bezug auf die x- bzw. y-Achse
bzw. den Pol O, obwohl dieser Ausdruck hier keine physikalische Be-
deutung hat; sie werden gemessen in cm*

Aus der Erklarung folgt sofort: Das Trigheitsmoment einer Fliche
in bezug auf eine gegebene Achse ist gleich der Summe der Trigheits-
momente der Teile dieser Fliche in bezug auf dieselbe Achse.

Da bei einer Verschiebung der einzelnen Flichenteilchen parallel
zur Bezugsachse kein Glied der ersten beiden Formeln (38) geindert
wird, so behilt das Trigheitsmoment denselben Wert. Die Figuren 41
zeigen demnach Flichen gleichen Tragheitsmomentes in bezug auf eine
beliebige wagerechte Achse. Ebenso bleibt das Trigheitsmoment in

%) Ramsauer, Ann. der Phys. 1909.
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bezug auf einen Punkt unverindert, wenn einzelne Fldchenteile um
den Punkt beliebig gedreht werden.
Mit Hilfe des Satzes des Pythagoras erhalt man sogleich den Zu-

sammenhang J=J,+J,. (39)

Fillt O mit dem Schwerpunkt der Fliche zusammen, so ergeben
sich ganz bestimmte, sogenannte Haupttrigheitsmomente in bezug auf
die Schwerachsen bzw. den Schwerpunkt.

Ist J, = / 22+ d F das Triagheitsmoment in bezug auf eine Schwer-
achse, so ist das in bezug auf eine dazu parallele, im Abstand a ge-
legene Achse (Fig. 42)

J=[(x+a)? dF =[2?-dF +[2a-x-dF + [a?-dF.
- Da nun in bezug auf den Schwerpunkt
a w% 8y = [z-dF =0

K5 ist, so wird
_\///] J=J,+F-a (40)

Fig. 42. Auf welcher Seite der Schwerachse der Punkt O

liegt, ist dabei gleichgiiltig. Das Haupttrigheits-

moment ist das kleinste in bezug auf alle méglichen parallelen Achsen
bzw. alle méglichen Pole.

Ist J, das Trigheitsmoment der Flidche in bezug auf irgendeine
Achse im Abstand @, von der parallelen Schwerachse und J, das in
bezug auf eine andere dazu parallele Achse im Abstande a, von der-
selben Schwerachse, so gilt

Jy=J,+F-ai und J,=J,+ F-a;.
Durch Subtraktion beider Gleichungen findet man
Ji=Jdy +F- (@ —a) =Jy + F-(a; + a)) - (¢ — ay), (41)

/N

worin nur die absoluten Betrage der a ohne Riick-

€,
F = ! sicht auf das durch die Lage gegebene Vorzeichen
einzusetzen sind.
K,J/ Dividiert man das Tragheitsmoment in bezug
auf eine Schwerachse durch den zu ihr senkrechten
Fig. 43. Abstand des #uBersten Flichenteilchens, so er-

geben sich im allgemeinen zwei verschiedene Wider-
standsmomente (Fig. 43)

W, = J und W, = i, (42a)
€ €
gemessen in cm3. Bei Flichen, deren Einzelteile symmetrisch zu der
gewdhlten Schwerachse liegen, sind die beiden Widerstandsmomente
einander gleich:
w=". (42b)
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Beispiele 86 —40. Fiir einige hiufig vorkommende Flichen sind die Formeln
fiir die Trigheits- und Widerstandsmomente anzugeben.

1. Rechteck (Fig. 44). In bezug auf die eine Kante b ist
h h
Ji=/[y*-dF =[y*-b-dy,
0 0
oder gemaB Bd. I, Formel (98b),
Jy=1%-b.hR%
Fiir die parallele Schwerachse wird dann

J=0—F (B w5 4)

2 4
also
b a3
J= 5 (43)
Hieraus ergibt sich das Widerstandsmoment mit e =—;~
B2
W= b 6h . (44)

Beide Formeln gelten gemiB den Darlegungen zu der Fig. 41 auch fiir ein
Parallelogramm von gleicher Breite und Héhe.

Y ., ! -
f N 5 |
al L[5 ., Nev o
i : 4Tt b N AT h,
ih - b’ \
_____ §——-____
)
Fig. 44. Fig. 45. Fig. 46.

Fiir das Quadrat von der Seitenlinge & (Fig. 45) erhalt man in bezug auf
eine zur Kante parallele Schwerachse

hA h3

J = ﬁ bzw. W = —6— .

Fir das symmetrische, hohle Rechteck der Fig. 41 und die daraus durch
seitliche Parallelverschiebung gebildeten Flichen ergibt sich in bezug auf die
zur Breite parallele Schwerachse

1
J=ﬁ'[b2'h3_(b2—bl)'hﬂ’ (45)
das Widerstandsmoment betragt demnach

W=%-<b2-h2——b2—;—b—‘-hi‘>. (46)

In gleicher Weise folgt fiir den Kreuzquerschnitt und die daraus durch
parallele Verschiebung abgeleiteten der Fig. 46

1
J =g by b 40,0 1Y), (47)
1
W=g-<bl-h%+g—2-hg)- (48)
1
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2. Dreieck. Das Parallelogramm der Fig. 47 wird durch die zur Seite b
parallele Schwerachse und die eine Diagonale in 4 Flichen zerlegt, die zu je zwei
symmetrisch zur Schwerachse liegen. Infolgedessen ist

Jy=J, und Jy=1J,.
Die Addition der beiden Gleichungen ergibt dann
Si+Jg=Jdy+Jy=J".
Die Tragheitsmomente J’ der beiden durch die Diagonale gebildeten Dreiecke
sind in bezug auf die Schwerachse des Parallelogramms einander gleich und daher
halb so groB} als das J, des Parallelogramms.

In bezug auf die zur Grundlinie b parallele Schwerachse des Dreiecks erhilt

man nun nach Formel (40)

, R\2 1 b-h® b3
JZJ"F'(E)‘E' 12~ 2-36°
also b-A®

Daraus ergeben sich die beiden Widerstandsmomente
b:+h® 3 b-h?

M= 2= 1
b-h® 3 b-h?
Wa="g5 zn~ 5 (50)
3
r |§ d
d
Fig. 47. Fig. 48. Fig. "49.

Fiir eine durch die Dreieckspitze gehende, zur Grundlinie parallele Achse ist
2.\ b-h® b-h*-4 Db-R®
Bo=d 4 F(h) =2+ Pt = (81)
Fiir ein gleichschenkliges Dreieck von der Schenkellange » mit einem rechten
Winkel an der Spitze betragt die Hohe nach dem Satz des Pythagoras &, = 4 -2~ h.
Damit gibt der in Formel (49) benutzte Wert von J’ das Trigheitsmoment in
bezug auf die Grundlinie von der Linge 2 h, (Fig. 48)
, 1 = (1 = )3_ ht
J_E.h.yz.(z.]/z.h =5 (52a)
Das Triagheitsmoment des Quadrates von der Seitenlinge A in bezug auf die
Diagonale ist das Doppelte hiervon:
h4
J = E »
ebenso grofl wie in bezug auf die zur Seite parallele Schwerachse. Das Wider-
standsmoment in bezug auf die Diagonale ist jedoch
J ht 2 he-V2
3. Kreis. Zerlegt man die Kreisfliche durch Halbmesser in sehr schmale
Dreiecke von der Grundlinie db (Fig. 49), so ergibt Formel (51) fiir jedes Dreieck

(52)
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das Trigheitsmoment in bezug auf eine parallel zu d b durch den Kreismittel-
punkt gelegte Gerade
3
d J == Z . db .
Durch Summierung iiber den ganzen Kreis erhilt man so sein Trigheitsmoment
in bezug auf den Mittelpunkt
3 rd 7
—_—— —_— . . = — .
=T Jar=Y =,
oder mit r =4 d
4
= 7 . da.
Jp=g54d (54)
Da im Kreis J, = J, ist, so folgt aus Formel (39) das Trigheitsmoment in
bezug auf eine Schwerachse zu

J = gz . ds, (55)
und daraus das Widerstandsmoment
W= :';E . d® = 0,98175 - d3. (56)

Fiir die konzentrische Kreisringfliche
vom AuBendurchmesser D und dem inneren d qv0

wird in bezug auf eine Schwerachse 000
=7 .. [ - (1)4} 0,08
J=g 01— (5 (57)
und  W=21.D3. [1 — (1)4] . (38) 006
32 D

Fiir verschiedene Hohlungsverhaltnisse 5

4
kann der Faktor 312— . [1 — (%) der Fig. 50 0,03
entnommen werden. 0.02 \
Ist die Wandstirke 6 = } - (D — d) sehr o0
klein gegeniiber D, so ist nach Fig. 51
- 2.05 06 ar 06 09 10
J=2:fr-dua-0-(r-sinx)? s
0 0 Fig. 50.

=2-r3-§- fsina - dcos o.

7T
Wie die Fig. 51 angibt, hat die iiber den Halbkreis vom
Halbmesser 1 genommene Summe aller schmalen Rechteck-

flichen den Wert —-. Damit wird

2
J.—_n-r3-5=%-p3-5, (59)
J F4
= __.D2.
Weoo= D5 (60)

4. Ellipse. Aus dem Kureis erhélt man eine Ellipse, indem man alle parallelen
Sehnen des Kreises im Verhéltnis % (Fig. 52) vergrofert (Bd. I, S. 102). Nun ist

ja fiir den Kreis in bezug auf die Achse A4
Jo=/y*-dF,
also fiir die Ellipse

h h
J:_/yz.z.(lF:F'JOZ

0,05
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also J=6—7;-h-b3. (61)
Hieraus folgt das Widerstandsmoment
=" heb?
W= 33 h-o2. (62)

In bezug auf die Achse BB der Fig. 52 sind b und & in den Formeln (61) und
(62) zu vertauschen.

5. Parabelfliche. In bezug auf die Sehne 4B des Bogens, dessen Scheitel
sich in ¢ befindet, ist mit den Bezeichnungen der Fig. 53, wie sich leicht aus den
Darlegungen in Bd. IT, S. 143, ergibt:
z+(b— x)

30 -
Das Trigheitsmoment in bezug auf die Sehne 4B ist nach Formel (38)

y=h-

)
J,,=[yz-dF=/y3-dx=2-]£-x3-(b—:c)-"-d:c,
5 @or

b

3
oder J,,=2-(—;1’—)6-/@3-3:3—3b2~x4+3b-z5—x6)'dx.
0

Die Auflésung des Integrals ergibt

6 1 2
— 9.+ h8. —_—— - -
J,=2:bh (1 =+

16
)= b-h8
7)_35 b4

Damit wird das Triagheitsmoment in bezug auf die zur Sehne parallele Schwer-
achse nach Formel (40)

16 s 2 ..'2.)2_ B
J= g bk g bk (Eh = 0,3505 - b+ k3. (63)
B
7 SN c
A/m
| x @x:
T A N (.
Fig. 52. Fig. 53. Fig. 54.

Beispiel 41. Schneidet man von einem Quadrat die vier Spitzen von der
Hoéhe h, gemiB Fig. 54 ab, so ist das Trigheitsmoment der beiden an der Bezugs-
diagonale wegfallenden Dreiecke nach Formel (52a)

13
24’
das der beiden an den Spitzen wegfallenden Dreiecke gemdB Formel (41)
hi , . 1 , 1
Ti=2 g2 by (Wt L ho) - (W= 3 ),
oder mit A" =h, —hy=1%-V2-h —h,
R . (1 2 ) 1 4
Jo= 1o+ 2B (g VB h— o) - (5 V2B — 5 o)

J=2-

=2hg.(%.hg+%.hz—y§.h.h‘,).
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Das Trigheitsmoment des abgestumpften Quadrates in bezug auf eine Diagonale
ist demnach

— Bt kg 67 4 2 e 7] 3
=13 13 35 MM -B+2-12-h.R
_ht 70 h0>4 5 (ho)"' (h‘,)z]
= 1= () e () = ()
und das Widerstandsmoment
W }JT - *—1J—h
0
r (302 -5)
- w) e (=3 ()]
—im'[l‘m(ﬁ 24 V2 () =5 \5) |
g%
Setzt man %‘3 = 0,11, so folgt, wie am einfachsten die Berechnung der Nach-
barwerte lehrt, der Groftbetrag des Widerstandsmomentes:
X
W =1512. 12° (64)

um fast 7 v.H. grofer als Formel (53) fiir das volle Quadrat ergibt%). Durch
die Verkleinerung der Fliche wird nédmlich das Tragheitsmoment weniger ver-

kleinert als der Abstand e. Kleine Abweichungen von dem angegebenen Wert %’
setzen den Gewinn auf 6 v.H. herab.

Beispiel 42. Zu bestimmen ist das Widerstandsmoment des in Fig. 55 skiz-
zierten Blechtragerquerschnittes.

Bei zusammengesetzten Querschnitten ist stets zuerst
das Tragheitsmoment in bezug auf die Schwerachse zu er-
mitteln. Am einfachsten erhilt man es als Unterschied
mehrerer Rechtecke, wobei in der Breitenrichtung gleich
die Breite der Nietlocher abgezogen wird:

J:ll~2-(16-473—3-453—10.433~2-293)

=ll2.(16.10:),323_3-91125— 10 79 507 — 2. 24 389)

= 45329 cm*.
Damit wird

45 329
23,5
Hierbei sind die Abrundungen der Winkeleisen auBer
Angsatz geblieben. Will man genau rechnen, so ist mit Hilfe der Winkeleisentafel

ebenso schnell gerechnet:

Stegblech : J = %2 + 1. 45% = 7594 cm*,

Winkeleisen: J =4-87,5+4-15,1 - (22,5 — 2,34)2 = 350 - 24 534 cm?,
Gurtbleche: J = 2. 2013 42.20- (22,5 4 0,5)2 = 3 + 2116 cm?,

W= = 1929 cm3.

12
Nietlocher: — J = — % 2.23 —4.2.2252 = — 5 — 4050 cm?*,
also J = 49 586 cm*
und W= 2110 cm3.

%) Kirsch, Z.d. V.d. L. 1898.
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Der nach der ersten Rechnung erhaltene Wert ist demnach um 9,5 v.H.
seines Betrages zu klein. Hat der Triger drei Gurtplatten, so ist die Abweichung
nur halb so groB; bei dem Triger ohne Gurtplatten betrigt sie 5 v.H.65).

Beispiel 43. Zu berechnen ist der Abstand b, den zwei [_ Nr. 16 haben miissen,
damit die Tragheitsmomente in bezug auf die beiden Hauptachsen einander gleich
werden (Fig. 56).

Man entnimmt der Profiltafel in bezug auf die 2-Achse J, = 2-925 = 1850 cm*.
In bezug auf die zur y-Achse parallele Schwerachse des [_-Profils ist J; = 85,3 cm*;

ferner ist der Schwerpunktsabstand z, = 1,84 cm und der Querschnitt #=24,0 cm?.

4
i z = 45 — 7 35
I__ | i
X, = 20 ! :
L._E_.: 23 l
Fig. 56. - 50
2 < N
— r— so_ | 40 \
0 \.&
60
b ) w0 ! Y
Fig. 57. Fig. 58.

In bezug auf die y-Achse ist also nach Formel (40)

/b 2
Jy=2-[J’+F-(;—w0> =J,.
Hieraus folgt
b )2 3J.—J, 925 —853 .
(5 —1xy) = 7 = 940 = 35,0 cm?,
also
% = V35,0 + 1,84 = 7,75 cm,

und damit

b=15,6cm.

Sind die béiden Flanschen nach auien gekehrt (Fig. 57), so ergibt eine gleiche
Rechnung b— 815
= O, cm.

Beispiel 44. Zu bestimmen ist die genaue Lage der in Fig. 58 iiberschlagig
eingetragenen Schwerachse und das Widerstandsmoment des gegebenen Funda-
mentquerschnittes in bezug auf diese Achse.

Allgemein ist die Randkurve eines Flichenteiles gegeben durch die Beziehung
y = f(z). Soll nun die Summe [ f (z) - ¢ (z) - dx ermittelt werden, so verfihrt
man folgendermaBen: Durch Verschieben jedes Punktes der Kurve parallel zur
2-Achse um den Betrag f¢ () - dx ergibt sich eine neue Kurve, firr die gilt:

unverdndert y; = f(z) wnd 2, =2z fo(x) dz.

65) Tafeln symmetrisch zusammengesetzter Querschnitte, deren J nach der
ersten Art berechnet sind, enthélt: Eisen im Hochbau, herausgegeben vom Stahl-
werksverband, V. Aufl,, 1920. Fiir aus Walzeisen zusammengesetzte unsym-
metrische Querschnitte gibt das kleinste Tragheitsmoment Schmidt, Z. d. V. d. L.
1916.
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Der Inhalt des von den beiden Kurven eingeschlossenen Flachenstreifens ist
dann gegeben als
[pdz,—[y-dz=[{@)-dlx+ [p@)dz] —[f(2) - dz=[f(z) ¢(x)d=,
er stellt also die gesuchte Summe dar%®).

Besteht die Begrenzung aus geraden, parallel zur Bezugsachse verlaufenden
Linien, so sind die Flachenunterschiede Rechtecke, deren Wert sich sofort nieder-

schreiben 14a8t.
Das statische Moment der gegebenen Fliche in bezug auf die obere Kante

ist nach Formel (37)
8 =/x-dF,
d itdF=y-d
oder mi y-dzx S—/y-z-dz.

Die Verschiebung hat also zu erfolgen um
Jrx-dr =73 a2
Entsprechend gilt fiir das Tragheitsmoment in bezug auf dieselbe Kante
J=[a2-dF =fy-2?-dw,
so daB die Verschiebung um
Ja?-da =1} 2®
erfolgen muf.
Man erhilt so, wenn die Léngen hier in dm niedergeschrieben, die y auf dem

Wege von links nach rechts positiv, bzw. auf dem Riickweg von rechts nach links
negativ angesetzt werden,

S8=13%-(85-16,52417,5-14,52 + 3,5-122 —2,5-6%2 —8-0 — 4-82 — 510,52
= %-(2312 4 1577 ++ 502 — 90 — 0 — 266 — 551) = 1717 dm3,

J=1-(85-16,5> +17,5-14,5° 4 3,5-12> —2,5-6% —8-0 — 4 -8 — 5-10,5%)
= 4 (38183 + 22 890 + 6048 — 540 — 0 — 2048 — 5788) = 19 582 dm?.

Am einfachsten bestimmt man den Flacheninhalt, indem man ebenso rechnet
mit der Verschiebung fdx = x:
F=85-165+175-145+3,5-12—-25-6 —-8:-0—4-8—5-10,5
= 140,2 4 108,7 4 44,0 — 15,0 — 0 — 32,0 — 52,5 = 193,4 dm?2.
Nun wird der Schwerpunktabstand berechnet:

N 1717 — 8,88 dm,

Ty = —

F1934

J,=J — F-x}=19582 — 193,4 - 8,882 == 4332 dm*.
Hieraus folgt schlieflich:

und damit

J, 4332

I — 3
W, = z, ~ 888 488 dm?,
4332 .

Das einfachste Verfahren zur zeichnerischen Ermittlung des
Tragheitsmomentes zusammengesetzter Flichen in bezug auf eine ge-
gebene Achse ist das folgende: Man zerlegt die Fliche in die Einzel-
flichen F,, F,, F, ..., berechnet deren Inhalte und bestimmt ihre
Schwerpunkte, zieht durch die letzteren die Parallelen zu der gegebenen
Bezugsachse, sowie im Abstande @ = 5 oder besser 10 cm davon eine
weitere Parallele (Fig. 59). Auf ihr trigt man von einem beliebigen
Punkt 4 aus die Inhalte ¥, F,, F; ... in einem beliebigen Langen-
mafstab, etwa 1 cm? = 2 mm, als AB, BC, CD ... hintereinander ab

%) Slaby, Z. d. V. d. L. 1914.
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A F B £ c B D
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| ! f
/
| 4 Y, / / / / //
a-sem | gl / /
3¢ D, ,/ / /
| % / / // I
| . / !
' 0 B D 4 G HE,
Fig. 59.

und zieht dann von einem beliebig auf der Bezugsachse angenommenen
Pol O die Strahlen 04, OB ..., die auf den einzelnen Schwerlinien

die Strecken A4, B,, B,C,, C3D, . .. abschneiden. Ahnlichen Dreiecken
entnimmt man z. B.

>

4B, — Fi-y
@
d. h. diese Strecke stellt das statische Moment des Flichenstiickes
fir die Bezugsachse dar%), und zwar bei dem gewihlten MaBstab
1
1 = —— cm?3.
em = o5 om
Man trigt sie jetzt mit dem Zirkel von O aus auf der Bezugsachse
hintereinander als OB’C’D’ ab und zieht von D aus die Strahlen nach
B’, (", D'. Das parallel zu diesen Strahlen zwischen die Schwerlinien
eingetragene Seileck 4,B,C, D, E, schneidet dann mit seinen duBersten
Seiten auf der Bezugsachse die Strecke Ay E, ab, die das Trigheits-
moment der ganzen Fliche darstellt®®). Denn es ist z. B. aus dhnlichen
Dreiecken

4,0

OB’ - AB- Fy -y
— y1=A1Bl'&= ﬂgll___!_zy_‘
a a a a a

b

und zwar ist bei den gewihlten MaBstiben 1 cm = % cm?,

Das Verfahren 1a8t deutlich den Anteil der einzelnen Flichenteile
am statischen und Trigheitsmoment hervortreten®).

Durch Versuche kann man das Tragheitsmoment von abgeschnit-
tenen Triger- oder Schienenprofilstiicken nach dem in Bd. ITI, S. 197,
erorterten Schwingungsverfahren ermitteln, indem man sie an einem

87) Nehls, Deutsche Bauz. 1874.

68) Denizot, Z.d.V.d. I. 1913.

%9) Ein anderes, besonders fiir Schiffbauzwecke geeignetes Verfahren beschreibt
Kulka, Z. d. B. 1917.
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ditnnen Brettchen von bekanntem Gewicht und Trigheitsmoment be-
festigt, die Schwingungen ziahlt und dann das statische Moment in
bezug auf die Schwingungsachse durch Abwiegen auf einer Tellerwage
gemiB Fig. 60 und Aufmessen d2s Abstandes a der Drehachse von der
Auflagerstelle auf der Wage besonders feststellt?).

oy
x| = 4F
T
.—‘ y
a -
0
== Y
(
Z o
Fig. 60. Fig. 61.

Neben den Tragheitsmomenten kann man noch ein Moment zweiter
Ordnung bilden:
Joy=[ax-y-dF, (65)

das entsprechend der Bezeichnung in Bd. III, 8.152, das Zentri-
fugalmoment der Fliche in bezug auf die - und y-Achsen heiflt oder
auch ihr Schwungmoment.

Beispiel 45. TFiir das Rechteck ist das Schwungmoment in bezug auf die

beiden AuBlenkanten (Fig. 61) zu bestimmen.
Es ist nach Formel (65)

bh b )
2 2 . 2
J,y=/fx-y~dx~dy= m~dx-[y~dy=b§-h§= (%") .
00 0 0
Beliebige andere Flachen werden in hinreichend kleine Rechtecke
zerlegt, und aus ihren Zentrifugalmomenten setzt man das der ganzen
Flache durch Addition zusammen.
In bezug auf zwei zu den gegebenen parallele, im Abstande z, bzw.
Yo gezogene Achsen (Fig. 61) findet man allgemein geltend
bh
Jzw :Of(j/ @+ ) dx-(yo+y) Ay =Joy + F 2y 9. (66)
Ist eine der Bezugsachsen, etwa die z-Achse, eine Symmetrieachse,
so ist das Schwungmoment der Fliche 0, weil zu jedem beliebigen z
zwei y mit entgegengesetzten Vorzeichen gehéren, so dafl die Summe
sich durchweg aufhebt.
Wird das Achsenkreuz, auf das die Flichenteilchen d F bezogen
werden, um den Anfangspunkt O um einen Winkel & gedreht, so erhalt

70) Kirste, Z. f. Motorluftschiffahrt 1917.
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Z x dF das Teilchen d F statt der Abstinde z bzw. y
X i die Abstiande & bzw. 5 (Fig. 62), und zwarist:
E\/ E/// A’\’\?
oLy )X #=AE=AD-cos & = (AB — BD) - cos &
1\c<\/ 2 BTy =(y—x-tga)-cosx =y-cosx —x-sinx,
-

N e

N 5 * ¢=AK=AH 4+ CG=x-cosx + y-sinx.
0

Fig. 62 Damit erhalt man die Trigheitsmomente in

bezug auf die gedrehten Achsen:
Js =f1/2-dF:f(y2~eos2(x —2-z-y-sina-coso + x?-sin?x)-AF,
Jy =f§2-dF=f(x2-coszcx +2-z-y-sina-cosx + y?-sin?x) - dF,
oder mit
J,:fyz-dF, Jy:_/‘x2~dF, J,y:/x-y-dF:
Je=Jy cos?a + J,sin2o — Jyy8in 2, (67)
Jy=J, sin? & 4 J, cos?a 4 J,,-sin 2 .
Man erkennt leicht, dal sich J, aus der Formel fiir J; ergibt, wenn
man darin statt « einsetzt g—i— &. Es geniigt also die eine Formel,

um aus den bekannten Trigheits- und Schwungmomenten fiir ein
rechtwinkliges Achsenpaar die Trigheitsmomente fiir jede beliebige
andere Achse zu bestimmen.

Tragt man fiir irgendeinen beliebigen Achsenwinkel & die Strecken

— 1

OR =r = i vom Ausgangspunkt aus ab, so gilt fiir die Abstinde
&

z, und y, des Endpunktes R gemiB Fig. 62

< [§

Zy .
cos O = —, sin 6 = 2,
T
und die Gleichung
1

2
72 = ; ;
Jyrcos?a 4 J, - sin?a — J,, - 28ina - cos

geht iiber in
Jo o+ gt — 2 Jgy a0y, =1,
Die Gleichung stellt eine Ellipse dar, auf der die Endpunkte aller i_
J

liegen, die deshalb als Tragheitsellipse bezeichnet wird. Die Ha,up‘o{:E
achsen dieser Ellipse sind diejenigen, fiir die J: seinen GrofBt- bzw.
Kleinstwert annimmt. Setzt man also an

aJ;
do

=—Jz+2-cosa-sinx +J, 2 -sinx-cosx —J,,r2-cos2x =0,
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so ergibt sich die Lage der beiden Hauptachsen aus
_ 2y

S J, =T,

In bezug auf die Hauptachsen ist das Schwungmoment der Fliche 0,
da dafiir die Ellipsengleichung die Normalform annimmt (Bd. IT, S.143)
ohne das dritte Glied auf der linken Seite.

Die GroBe und Lage der Haupttrigheitsmomente findet man am
einfachsten zeichnerisch, wenn fiir ein bestimmtes Achsenkreuz die

(68)

tg 2 o,

zugehérigen J,, Jy, Juy bekanni_ sind: Man N

tragt auf der y-Achse von O aus OC = J, und ~F

O__D_ = J, hintereinander an (Fig. 63) und trigt % ,__',ﬂgc J’

CO, parallel zur z-Achse und gleich J,, auf. [Fa\NT 1

Man schlagt ferner iiber 0D = J, einen Kreis M P

aus dem Mittelpunkt M und verbindet MO, bis iz

zum Schnitt mit dem Tragheltskrels”)

Dann ist 0 A = Jyax und O, B = Jyip. Denn A
dafiir jede Achsenrlchtung das auf den Ausgangs- 5 -
punkt O bezogene Trigheitsmoment J,, denselben Fig. 63.

Wert hat, so sind fiir alle Achsenrichtungen
J; + J, Durchmesser desselben Kreises, und fiir die Hauptachsen
verschwindet das Schwungmoment. Ferner ist MC = } - (J, — J,), also
O, MC der Winkel «, gem&aB Formel (68). Die beiden Hauptachsen
selbst sind 04 und OB.

Man kann jetzt fiir die Rechnung der Fig. 63 entnehmen

Je+Jy | Jo—Jy
max = 2 ot 2 cos 2 &,
oder mit soa J1 - tg22a, und der Gleichung (68)
0
Jmax-‘* ( +Jy)+V4 J _J) +J;:y (69)

J min ergibt sich hieraus mit dem negativen Vorzeichen der Wurzel.

Beispiel 46. Fiir das 1_-Eisen Nr. 16 sollen die Haupttrigheitsmomente unter
Vernachldssigung der Abrundungen -bestimmt werden.
Man erhalt leicht fiir die z- und y-Schwerachse der Fig. 64: ”F 1y

1
Jo= 15 0,85 - 16° 4 % 26,15 1,13+ 2.6,15- 1,1 - 7,452
=
:290+14+7506:1042cm4, wo 5
J, = 112 16 - 0,852 + Z-11.6,15%+2.6,15.1,1-3,52 ___J:
=08 + 42,7 + 165,8 = 209 cm4, ‘-JL,

Joy=0 + 2.0+2-615.1,1-7,45 3,5 = 353 cm®. Fig. 64.

1) Mohr, Z.d. Arch.u. Ing. V. Hannover 1870; Civiling. 1887; Land,
Civiling. 1888.

Stephan, Technische Mechanik. IV, 4
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Damit wird nach Formel (68)

2. 353
b2 2% = 15455 — 209
und nach Formel (69)

Jimax = 625,5 -+ J416,5% + 3532 = 1172 em?,
Jumin = 625,5 — 298 080 = 79,5 cm*.
Die genauen Tafelwerte®2) weichen hiervon nur unerheblich ab.
Dividiert man das Tragheitsmoment in bezug auf eine Schwerachse
durch die ganze Fliche, so erhalt man entsprechend Bd. ITI, S. 152 das
Quadrat des Tragheitsarmes der Fliache in bezug auf die gewéhlte
Achse:

= 0,848; oy = 20° 10,

12 = —. (70)
Beispiel 47. Zu bestimmen ist der Trégheitsarm fiir die folgenden Flichen:
Kreis vom Durchmesser d. Es ist
d? . d
‘1“6 H v = Z . (7})

Kreisring vom Auflendurchmesser D und dem inneren d. Es ist

o T opa_gny. (D2 2=__1_, 2 2. '__Q_ _(1)2
= (DY —dh) g (D — @) = oo (D 4 d2); ’“4]/1+1)'(72)

Ellipse mit der kleinen Achse b und der groBen #. Es ist

52=i-d4:f-d2=

2 _ T p.18.%. . _ B . _h
# =51 b h.4 bh_16, =g (73)
wenn das Trigheitsmoment auf die kleine Achse bezogen wird.
Rechteck von der Breite b und der Héhe k. Es ist
1 h? h
2 bohB:beh = . L
#=15 b-h3:b-h 120 Y= 34641’ (74)

wenn das Trigheitsmoment auf die zur kleineren Seite parallele Schwerachse be-
zogen wird.

Dividiert man das Widerstandsmoment W durch die Fliche F, so
erhalt man die Kernweite o der Fliache in bezug auf die betreffende
Schwerachse:

(75)

Beispiel 48. Anzugeben sind die Kernweiten fiir die Kreis- und Kreisring-
fliche.
Es ist fiir den Kreis

s (76)
fiir den Kreisring

o:fi.ps.[l—(f)4 :

32
also
D d\2
o=~8—-{1+(5)}. (77)
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Beispiel 49, Zu bestimmen ist die Kernfigur eines Rechteckes (Fig. 65).
In bezug auf die zur kurzen Seite b parallele Schwerachse gilt

o= b h=12. (783)

Ebenso ist in bezug auf die zur langen Seite % parallele
Schwerachse

0y = 2. (78b)

Fiihrt man eine entsprechende Rechnung durch in be-
zug auf eine beliebige, durch den Schwerpunkt gelegte
Achse, so ergibt sich, dal die Begrenzung der Kernfigur
ein Rhombus ist, dessen Ecken durch die Formeln (78)
festgelegt sind.

Bisweilen kommen auch Flichenmomente hé-
herer Ordnung vor, die jedoch leicht auf die oben berechneten zuriick-
zufithren sind.

Beispiel 50. Fiir das Rechteck (Fig. 44) ist das Flichenmoment zu bestimmen

I=/y* 22-dF.

Man berechnet die Summe fiir ein Rechteckviertel mit @F = dy - d z und

vereinfacht

Fig. 65.

h h

2 2
I=4[3/2-z2~dy'dz=4'fy2-dy~jzz-dz;
0 0

oder
r
z 1 (b\® 4 (b Bh)\3
f— . 2. . —_— = —— e | — ¢ —
I_4fy ay- 3 (2) 9 (2 2)’
0
also )
—_ . . 3
1_18 (b - h)3. (79)

5. Die Biegungsheanspruchung.

Reine Biegungsbeanspruchung findet statt, wenn die #uBeren
Krifte zwei in derselben Ebene nach entgegengesetzten Richtungen
wirkende Drehmomente ergeben, wie z. B. im Fall der Fig. 66, wo
die duBeren Belastungen P und die zugehérigen Auflagerkrifte N die
beiden Biegungsmomente M, liefern.

Die auf der einen Seite der Triigerhohe &
befindlichen Lingsfasern erfahren eine Strek-
kung, so daB dort eine Zugbeanspruchung auf-
tritt, und die auf der Gegenseite befindlichen
werden gestaucht, erleiden also eine Druck-
beanspruchung. Dazwischen liegt eine Faser-
schicht, die unverindert, also spannungslos,
bleibt, die Nullschicht2b),

Ein Versuch mit hinreichend biegsamen
Stoffen, wie Weichgummi oder Blei, zeigt, daB,
Fig. 66. abgesehen von geringfiigigen Abweichungen,

4%
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urspriinglich parallele, zur Biegungsachse senkrecht verlaufende, ge-
rade Mantellinien des Stabes nach der Biegung gerade geblieben sind,
jetzt aber einen kleinen Winkel miteinander bilden. Man nimmt nun
an, und bei hinreichend schmalen Trigern auch mit voller Berech-
tigung, daB die ganzen Querschnitte sich in derselben Ebene bewegen
wie ihre duBleren Mantellinien, dall also zwei benachbarte, urspriinglich
parallele Querschnitte sich in einer senkrecht zur Ebene der biegenden
Kriftepaare liegenden Geraden O schneiden (Fig. 66). Die Lage dieser
Schnittachse wird dadurch bestimmt, daf die beiden Querschnitts-
flichen, wie im unverbogenen Zustand, senkrecht zur Nullschicht
stehen.

In der Fig. 67 sind zwei benachbarte Querschnitte 4B und CD
herausgezeichnet, die urspriinglich iiberall den gleichen Abstand

EF = @l hatten. Trigt man noch die urspriinglichen
Abstinde BD’ und AC’ ein, so erhalt man als groBte
Verlingerung im Abstande e, von der Nullschicht
dl, = D’'D und als groBite Verkiirzung im Abstande e,
von der Nullschicht d1, = C’C. Aus den #hnlichen
Dreiecken

FDD ~FCC' ~OEF
folgt nun
di, e di, e
0 A= Al

Fig. 67.
& Solange die Formeln (2) und (3) gelten, also die
Dehnungen den Spannungen unmittelbar entsprechen, kann man
beide Gleichungen umformen in

aoo,=2,  xeop—2. (80)
0 0

Sie gestatten, innerhalb der angegebenen Grenzen die Spannungen
zu berechnen, die in einem Korper auftreten, der nach einem gegebenen
Kriimmungshalbmesser ¢ gebogen wird, wenn die Lage der Nullschicht
bekannt ist.

Beispiel 51. Zu berechnen ist die Biegungsspannung, die ein Treibriemen
von s = 6 mm Stirke auf einer Riemenscheibe von D = 60 cm Durchmesser
erfahrt.

Die regellos miteinander verfilzten Fasern des Leders sind nicht druckfest,
sondern geben bei ungespannten Riemen leicht nach, so daf die Nullschicht naher
zur Auflenseite riickt und die Stirke s etwa im Verhiltnis 0,3 : 0,7 teilt. Bei ge-
spannten Riemen éndert sich das Verhiltnis, weil auf der Innenseite zuerst die
vorhandene Zugspannung riickgingig gemacht werden muf, ehe die Fasern aus-
biegen kénnen, so dafl gewohnlich die Nullschicht die Starke im Verhaltnis 0,4 : 0,6
teilt72). Dann ist in Formel (80) einzusetzen

e, =04-s, o=13%-D-+0,6"s.

72) Bach, Die Maschinenelemente, II. Aufl. 1892; Cahen, Mitt. d. Ver-
bandes der Ledertreibriemen-Fabrikanten Deutschl. 1913.
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Damit wird _1 04-s 08-s (l 12 s) (81a)
= %'1D+06-s a-D D/
Mit den gegebenen Zahlenwerten und o = 1 cm?/kg fiir nal vorgestrecktes

5000
Prima lohgares Treibriemenleder erhdlt man somit

_0,8-0,6 - 5000 (1__1,2-%5
*»= e 60

Auf kleinen Scheiben verwendet man vorteilhaft gewShnliches lohgares Kern-
leder mit %‘ = 3500 kg/cm? in der Riickenbahn (freilich 4500 kg/cm? in der Flanke)
oder noch besser Chromleder mit —1—‘ = 2500 —- 3000 kg/cm?.

> = 39,5 kg/cm?.

Beispiel 52. Das Zugseil einer Drahtseilbahn von d = 15 mm Durchmesser
besteht aus Driahten von s = 1,6 mm Stérke; es wird iiber eine Scheibe von
D = 2,00 m Durchmesser, bis Mitte Seil gerechnet, gefiihrt. Anzugeben ist die
zusétzliche Biegungsbeanspruchung.

Die Nullschicht befindet sich hier in der Mitte des Seiles, die Dehnungs-
ziffer des Seiles, die bei dieser Forménderung allein in Frage kommt, ist nach

1
S-11 & = 5 3753 000 000"
ferner das zweite Glied in dem Klammerausdruck der Formel (81a), so daB sie
hier lautet

Bei dem groBien Scheibendurchmesser verschwindet

1 s
O=—"5 (81Db)

Sie ergibt zahlenmaBig
. — 0,375 - 2 000 000 - 0,16
v 200

Ist der Querschnitt des Trigers symmetrisch zur Ebene der auf
ihn einwirkenden Biegungsmomente M}, und verlaufen die Spannungen
bei dem fraglichen Baustoff innerhalb der Beanspruchungsgrenzen
entsprechend den Dehnungen, so ergibt sich 6 A
beider Biegung das Spannungsbild deslinken T2

= 600 kg/em?.

Teiles der Fig. 68. Die Spannungen stehen 61 ____[dF
senkrecht zur Querschnittsfliche, sie haben

in der Nullschicht £ den Wert 0; die Zug- Y
beanspruchungen steigen von dort gerad- E

linig bis zu o, im Abstande e, von der Null-
schicht, entsprechend die Druckspannungen
bis zu 6, im Abstande e,. Die Spannungo¢’an B—F > <---i
beliebig herausgegriffener Stelle ist iiber die ‘ Fic. 68
ganze Breite des zugehérigen Querschnitts- g o5
teiles A F dieselbe, da ja die Dehnungen iiberall dieselben sind (S. 52).
Die gesamte im Abstande y von der Nullschicht wirkende Spannkraft
ist also d P =0"-dF.

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen ergeben jetzt
fir die Krafte:

fo’-dF =0,
fiir die Momente:
fa’-dF-y:Mb,
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worin die Summierung iiber den ganzen Querschnitt zu erfolgen hat.
Nun ist aus shnlichen Dreiecken

P DU )

7= e y e, U
Damit lautet die erste Bedingung

ﬁ-/y-dF:O.
€y

Nach Formel (37) ist [y-dF =8, das statische Moment der Fliche
in bezug auf die Nullschicht. Es wird nach 8. 37 gleich 0, wenn es
auf eine Schwerachse bezogen wird.

Demnach geht die Nullschicht bei dem vorausgesetzten Dehnungs-
gesetz durch den Schwerpunkt jedes Querschnittes?); das gilt auch,
wenn der Tréger nicht prismatisch ist.

Die zweite Bedingung lautet entsprechend

M= 91, y2-dF.
€
Die Summe ist nach Formel (38) das Trigheitsmoment der Querschnitts-
fliche in bezug auf die Nullschicht oder zur Biegungsebene senkrechten
Schwerachse:

Der Ausdruck —g = W ist das Widerstandsmoment der Querschnitts-

fliche, Formel (42), und man erhilt so die Grundgleichung der
Biegungslehre 73)
My=W-0p, (82)

worin bei einem zur Nullschicht unsymmetrischen Querschnitt das
kleinere W einzusetzen ist.

Fiir die praktische Anwendung kann stets auBler acht
gelassen werden, daB sich die Querschnitte infolge der
Querdehnung bzw. -zusammenziehung, iibertrieben dar-
gestellt, etwa nach Fig. 69 verzerren.

Fig. 69. Die zulassige Biegungsbeanspruchung ist im allgemeinen

gleich der zulidssigen Zugbeanspruchung (Zusammenstellung

S. 240). Bei Beton ist die Biegungsfestigkeit das 1,7fache der Druck-
festigkeit?4),

Bei GuBeisen und Hausteinen, fir die die Dehnungsformel (10)
gilt, und zwar mit verschiedenem & und m fiir Zug und Druck, ver-
lieren die obigen Darlegungen ihre Giiltigkeit. Die Nullschicht geht
nur dann durch den Schwerpunkt, wenn « und m fiir beide Haupt-

) Coulomb, Mém. par divers savants 1776.
74} Deutscher Beton-Verein, Z. d. B. 1914.
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beanspruchungen gleiche Werte haben. Anderenfalls ist die Lage der
Nullschicht veréinderlich und von der Gréfle des Biegungsmomentes
abhéingig %), sie verschiebt sich nach der Seite der geringeren Dehnung,
also groferen Festigkeit.

Selbst bei dem einfachsten rechteckigen Querschnitt ergeben sich
jedoch schon verhéltnismafiig umstindliche Formeln fiir die Berech-
nung 73). Ein Vergleich mit der Formel (82) lehrt, dafl richtige Er-
gebnisse (allerdings nur bei dem Rechteckquerschnitt) erhalten werden,
wenn man darin o, = 2 6, einsetzt 17P), Bei anderen Querschnitts-
formen, insbesondere der hiufigsten X-Form zeigen die Versuche mit
GuBeisen keine ausreichende Ubereinstimmung mit der genauen Rech-
nung®). Da die Versuche auch ziemlich weit streuende Werte fiir o
und m liefern, die noch davon abhingen, ob der Probekérper schon
vorher eine anderweitige Beanspruchung erfahren hat®), und ferner
m nicht sehr von 1 abweicht, so rechnet man bei den niedrigen Bean-
spruchungen, die man fiir GuBleisen zulaBt, stets nach der Formel (82).
Die Abweichungen von der genaueren Rechnung sind in dem zuge-
lassenen Bereich tatsichlich gering. Die Vor-
schriften fiir die Prifung von GuBeisen™) My
schreiben den Biegeversuch und die Auswertung /
sogar der Bruchspannungen mit Hilfe der For- -
mel (82) vor; die dabei erhaltenen Zahlenwerte
haben naturgemiB nur Vergleichswert.

Ist der Tragerquerschnitt ein Rechteck oder
der Unterschied zweier oder mehr Rechtecke b
mit derselben Schwerachse, wie das I- oder
C-Profil, jedoch nicht das L- oder —L-Profil, G A !
so laBt sich die Untersuchung fiir eineschiefe %m Y 1
Belastung sehr bequem rechnerisch durch- !
fiithren?). wﬂ

Das gegebene Biegungsmoment wird zerlegt Fig. 70.
in die beiden Seiten momente M, senkrecht
zur Hauptachse x des Querschnittes und MM, senkrecht zur Hauptachse y
(Fig. 70). Jedes fiir sich liefert die in den Nebenfiguren gezeichneten
Spannungen ¢, bzw. ¢,, die sich in den Ecken des Querschnittes ad-
dieren zur grofiten Biegungsbeanspruchung

M, M, M, ( M, W,,)
== T = = 1 = " T
=y, w,~w, \' T u, W,
oder :Z—Wl% -<1 +%:-c>. (83)
L . . W, h
Fir einen rechteckigen Balken ist ¢ = = —.
— w, b

75) Latowsky, Z. d. V.d. I. 1897.

76) Bach nach Geusen, Z. d. V.d. I. 1898.

7} Priifungsvorschriften des Vereins deutscher EisengieBereien, 1914.
78} Land, Deutscher Baukalender 1894.
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Fiir das [*- und X -Profil ist ¢ der folgenden Zusammenstellung zu entnehmen,
die in den Profiltafeln fehlt:
C 6 8 10 12 14 16 18 20 22 2¢ 26 28 30
c=349 4,7 485 546 584 6,34 6,770 7,08 7,30 7,68 7,78 7,84 7,89
I 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
c="17,02 7,38 7,66 7,91 813 8,23 840 848 8,67 8,86 9,04 9,23 9,38

Ist der Querschnitt AB unsymmetrisch oder fallt die durch
seinen Schwerpunkt § gehende Ebene HK des Biegungsmomentes M,
nicht mit seiner Symmetrieachse zusammen, so ergibt sich das Span-
nungsbild der Fig. 71, wenn Dehnungen
und Spannungen einander genau ent-
sprechen.

Es gilt jetzt

, 0 .
= L.y .sind.
o o Y * sin

Die erste Gleichgewichtsbedingung fiir

die Summe der Krifte lautet dann

/a’-dF: =%-sin6'/y'dF.
1

Fig. 71. Die Nullschicht geht auch hier durch den
Schwerpunkt jedes Trigerquerschnittes.

Hierzu tritt die bei symmetrischer Form oder Belastung ohne wei-
teres erfiilllte Bedingung, daf die Summe der Drehmomente der Spann-
krifte in bezug auf die Ebene des Biegungsmomentes verschwinden
mufl, da kein duBleres Drehmoment vorhanden ist, das sie aufhebt:

fo’-dF-(x~sin6) =0,

woraus wieder mit dem obigen Wert von o’ folgt

.Zi./(y-siné)-(x-sin6)~dF=O.
L

Das Schwungmoment des Querschnittes in bezug auf die Ebene des Bie-
gungsmomentes und die Nullschicht mufl 0 sein. Da die erstere Ebene
festliegt, so bestimmt diese Bedingung die Lage der Nullschichtl?).

Man hat zuerst die Trigheitsmomente und das Schwungmoment
der Querschnittsfliche in bezug auf zwei zueinander senkrechte, im
ibrigen beliebige Schwerachsen zu ermitteln und zeichnet daraus nach
den Angaben der Fig. 71 durch S den Trigheitskreis mit dem Tragheits-
hauptpunkt O,. Zieht man jetzt durch den Schnittpunkt H der Bie-
gungsmomentenebene mit dem Trigheitskreis und O, eine Gerade, so
gibt ihr zweiter Schnittpunkt C; mit dem Kreis einen zweiten Punkt
der Nullschicht an und somit auch den Winkel 4.

In bezug auf die Nullschicht muB nun die Momentengleichung
gelten:

My - sind =[o’ “dF - (y-sind) = g’l /(y *sind)? - dAF.
1
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Die Summe ist das Trigheitsmoment J in bezug auf die Nullschicht.

Damit wird w
M, = e’ (84)

die hier geltende Biegungsgleichung.
Die kleinere der Strecken ('O, bzw. HO, stellt bereits den hier zu

J
nehmenden Wert von s dar.

ind
Die Annahme der vorstehenden Rechnungen, dal die Querschnitte
des Triagers nach der Verbiegung eben bleiben, trifft nicht genau zu
(S. 54). Die Abweichung gegeniiber der genauen Berechnung?), die die
Spannungen unwesentlich kleiner liefert, sind jedoch ganz unbedeutend.
Die Ermittlung der Biegungsmomente und ihres Verlaufes aus den ge-
gebenen Belastungenenthilt bereits Bd. I. A
Die Biegungsarbeit in einem —e
Triagerstiick von der Linge dx betrigt &1dF
mit den Bezeichnungen der Fig. 72, da € ];

die Arbeitsfliche der Dehnungskraft das a'dF %
Dreieck der Nebenfigur 72 bildet, A
x

ad=1%[(c’-aF)-¥,
worin " B %
V= -de=0o-0-dzx, Lazr
die der Spannung ¢’ entsprechende Ver- Fig. 72.
lingerung der betreffenden Faser ist,
solange das geradlinige Dehnungsgesetz fiir den betreffenden Stoff
gilt. Damit wird

dA:%/;c-o’z-dF~dx.

Mit o = g— - 0, erhilt man hieraus bei Summierung iiber die ganze
1
Trigerlinge die gesamte Biegungsarbeit der inneren Spannkrifte

Le
o
=5 ffa
Qe
Nun ist nach Formel (82) fiir einen prismatischen Stab

]S

2
-dF-dzx.

[

o — o
1 W]_’
&
also mit Wieg=J und fy2~ ar =J,
:
a4=2. /M dz. (853)
2J .
0

7) St. Venant, J. de Math. 1856: Love-Timpe, Lehrbuch der Elastizi-
tat, 1907.
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Ist der Stab nicht prismatisch, so lautet die Gleichung
I
o [(M;-dzx
= | = 5
A 5 7. (85D)
0

Bei Stofbelastung hat die Arbeit gem&aB den Darlegungen S. 6
den doppelten Betrag.

Beispiel 53. Die G; = 30 kg wiegende Tragscheibe einer
Einseil - Drahtseilbahn werde im Hochstfall belastet durch
l="T75m Zugseil von ¢ = 1,54 kg/m Gewicht und durch das
P Gewicht eines gerade dariiber weggehenden, beladenen Forder-
' gefaBes von = 450 kg Gesamtgewicht. Die Abstinde der
Lagermitten (Fig. 73) seien @ = 9 cm, b = 60 cm. Anzugeben
ist die erforderliche Starke der Achse.

Es ist die Belastung

P=@Q+q -1+ G=450 4 115 + 30 ~ 600 kg.

Damit ergibt sich fiir die Achse aus FluBeisen von

L‘ K, o> 4000 kg/cm? bei wechselnder Belastung mit
i = }-1050 kg/cm?
%___f (S. 240) aus »=3 gl

P.a=g.d-o,

1/32-P-a_7/32:600-9-3
Troy 7 - 1050

Beispiel 54. Zu berechnen ist die Starke s der am SchluB8 des Beispiels 26
angegebenen gulleisernen Unterlagplatte von b = 18 cm
Breite und ! = 23 cm Lénge.
Die Platte erfihrt von der Mauer den Druck
0, = 7Tkgfcm? Sie wird, da der Tragerflansch nicht als
vollig starr angesehen werden kann, als in der Mitte ein-
-4 gespannt gerechnet (Fig. 74). Dann gilt

Fig. 73.

d= = 5,4~ 5,5 cm.

H b b 1
: thtTTTt f ?'l‘ad'”‘r:?i"l-sz-%.
Da fiir BauguB8 bei ruhender Belastung o, = 450 kg/cm?
Fig. 74. nach S. 241 zuléssig ist, so folgt
b1/3-17
=—|/5z+-=0,108 . b, 36
also s v 2 cm. 21 450 (86)

Beispiel 55, Zu bestimmen sind die Abmessungen des Kurbelzapfens einer
liegenden Einzylinder-Dampfmaschine von D = 42 cm Zylinderbohrung, die mit
dem Hochstdampfdruck p, = 9,5at und dem XKondensatordruck p, = 0,1 at
arbeitet.

Bei nach hinten durchgehender Kolbenstange ist die grofite auf den Kolben
ausgeiibte Dampfkraft

P=7-D*-098 (p —pke.

Die Reibungskrifte am Kolben und an der Kolbenstange werden durch die ge-
legentliche Erhéhung des Dampfdruckes ausgeglichen. Die Beschleunigungskrifte
der hin und her gehenden Gewichte verschwinden bei gréBerer Fiillung am Ende
des Fiillungshubes (Bd. III, S. 36), und die Schleuderkraft des sich mit dem Zapfen
umdrehenden Schubstangenteiles hat nur bei sehr schnell laufenden Maschinen
Bedeutung. Die obige Kraft kann also als einzige Zapfenbelastung angesetzt
werden.
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Nach Bd. T, 8. 109 ist dann fiir den Zapfen gema8 Fig. 75

P-l 7
Uy =5 =35

Gerechnet wird mit wechselnder Belastung, da die Biegungsebene sich stetig um

180° dreht; wenn wie gewéhnlich geglithter Fluf8stahl von

K, = 5500 — 6000 kg/cm? der Rechnung zugrunde gelegt wird, ist T }
r—j —_

< d3. gy,

nach 8. 240 ¢, = - 1550 kgfem? einzusetzen. -
Eine zweite Gleichung gilt fiir den Flichendruck [Bd. II, L
Formel (52)]: P=d-l-a,, o—1

worin bei einfachen Dampfmaschinen gewéhnlich o; = 60 kg/em? Fig. 75.
als Hochstdruck zugelassen wird.

Erweitert man die zweite Gleichung mit % und dividiert sie dann durch die
erste, so folgt leicht das Verhiltnis

l 7 -1.1550- 2
= V@W ~1,30. (87)

Wird nun 7 = 1,30 - 4 in die zweite Gleichung eingesetzt, so ergibt sich der Durch-
messer

d = l/’” +D?-0,98 - (p, — p,)
4-1,30-60
=0,1-42:79,4 = 12,9 ~ 13 cm.
Damit wird die Zapfenlinge
1=130-12,9 = 16,8 ~ 17 cm.
Die vorstehende Rechnung ist zu ungiinstig, da nach Angabe der Drehmomen-
tenkurve in Bd. III, Fig. 156 nur schwellende Belastung vorliegt. Sie enthilt eben

eine gewisse Sicherheit gegeniiber StéBen, die bei ausgelaufenen Lagern und Uber-
lastung der Maschine eintreten koénnen (Beispiel 84).

Beispiel 56. Zu berechnen sind die Abmessungen des dl de | |4,
Hauptkuppelzapfens einer Giiterzuglokomotive mit fiinf

~01-D-Vp —p, (88)

a,

Kuppelachsen von D = 52 cm Zylinderbohrung, die mit dem UL L
Kesselitberdruck p, = 12 at arbeitet (Fig. 76). hlay
Die vom Kolben herrithrende Belastung des vorderen Fig. 76.

Zapfenteiles ist nach den Angaben in Beispiel 55, da die
Dampfspannung sich auf dem Wege bis in den Zylinder um etwa 1 at verringert,

P, =%-D2-0,98-(p0—— 1) :%-522-0,98-11 = 22900 kg.
Auf den hinteren Zapfenteil wirkt entgegengesetzt gerichtet die Kuppelstangen-
kraft P, = ¢ . P,.

Die Biegungsgleichung lautet somit (Bd. I, S. 64)
1 1 k4
P, - ('2_'l1+l0+l2>_P2"§l2=3_2
Hierzu tritt die sich aus den Abmessungen der ganzen Lokomotive ergebende
Gleichung 17 41 =
1L+ +lh=1=19cm.
Hergestellt wird der hochbelastete Zapfen aus einem vergiiteten Chromnickelstahl
von K, ~ 9500 kg/em? ZerreiBfestigkeit, fiir den also nach S. 241 bei schwellender
Belastung o, = % - 4250 kg/em? zulassig ist.

Hiermit und mit den obigen Werten von P, und P, geht die Biegungsgleichung
iiber in 3.85

1000

3
< d3 0y

19— 04.1, =

-di.
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Eine weitere Beziehung zwischen den beiden Unbekannten gibt die Zapfen-
druckgleichung Pl -d-o
2= lp 0y 0y .

Um mit der gegebenen Léngenabmessung auszukommen, mufl man mit der Hochst-
beanspruchung bis zu o, = 150 kg/em? gehen, was die gute Kiihlung und reich-
liche Schmierung eben noch gestattet. Infolge der Schwungradwirkung der ge-
kuppelten Achsen wirkt der Kuppelstangendruck ldngere Zeit als der Schub-
stangendruck o; in derselben Stéarke, so dal man dort nur ¢, = 0,8 - 6, ansetzt.

Damit wird l,+ dy = 153 om?,
Beide Gleichungen werden reichlich erfiillt durch
l,=10cm wnd d,=16cm.
Man kann jetzt wihlen

dy=13em und d,=175¢cm
und erhilt dann

=T = 290 g 12em.

d .o, 13.150
Damit wird schlieBlich
lp=19—~6 —10 = 3 cm.

Die groite am Ende des vorderen Teiles auftretende Biegungsbeanspruchung ist
Pyl -32  22900.12.32
T 2.a-d2 2.7-133
liegt also um fast 30 v.H. unter dem zulissigen Betrag.

Beispiel 57, Zu berechnen sind die I -Tréger der ErdgeschoB-Zwischendecke
eines kleinen Wohnhauses von I’ = 6,30 m Zimmertiefe, die in ¢ = 1,60 m Ab-

stand legen.
Die Belastungen®) sind

Op

= 2030 kg/em?,

preullische Kappe von } Stein Stédrke. . . . . . 275 kg/m?
i. M. 5cm Fillung mit Kesselschlacke . . . . . 50
Lagerhélzer von 10 -10 cm? bei 1 m Abstand . . 7T
Bretterfuboden von 2,5cem Stirke . . . . . . 16
Tragergewicht, vorlaufig geschatzt auf . . . . . 27,
Nutzlast . . . . . . . . . .. .. ... 200 ,,
zusammen p = 575 kg/m?

Die Gesamtbelastung betragt demnach
P=V-a-p=2630-130-575 ~ 5800 kg.

P Die Tragerlinge zwischen den Auflagermitten
kann zu I = 1,05-1" geschitzt werden. Dann
gilt fir das Biegungsmoment in bezug auf die

4 ! U 4p Trigermitte gemall Fig. 77
} L M—P (l L)—l’lPl’ (89)
=g lg—g)=
Fig. 77. Zulassig ist in der Bautechnik fiir das gebriuch-

liche Walzeisen®*) ¢, = 1200 kgfem2. Damit er-

gibt sich das erforderliche Widerstandsmoment
M, L1 -5800 - 630
o 8 - 1200
Dem entspricht 126 mit W = 441 cm3.

Die notige Auflagerlinge ist bereits in Beispiel 26 zu 26 cm bestimmt worden,
so dafl 1= 630 + 26 — 656 = 1,041 - I
betrigt. Die obige Rechnungsannahme ist also zutreffend.

W= = 421 cm3.
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Beispiel 58. Zu ermitteln ist die Biegungsbeanspruchung, die ein Keil nach
Fig. 38 erfahrt bei P = 7500 kg Betriebsbelastung der Verbindung, D = 9 cm
Stangenstirke, s = 5,5 cm Hiilsenstirke, b = 2,5 cm

und A~ D = 9cm Hohe. 3P
Das Belastungsschema stellt die Fig. 78 dar. Damit
ergibt sich das Biegungsmoment fiir die Mitte
_ 3 ( s D D ) 3 (D ) I A3
M=5-Plgtg—g)=g Pzt 4%—~244f

Die Abrundung des Keiles vermindert das Wider- Fic. 78
standsmoment des Rechteckes bei dem Verhiltnis g 15

_h_ = 4 auf das 0,95fache, andere Werte von i andern den Faktor nur wenig®).

b b
Somit gilt 3 D 0,95
2.p.(Z 2% b D2
re g (2 ") g 0D
also

) = 1755 kg/cm?

_237.P (1 2~s)_2,37~§99 < 2.5,5
»="%.D D/ T 2590 9,0
Beispiel 59. Es ist die Starke d und das erforderliche Material anzugeben des

Kolbenbolzens einer Gasmaschine vom Kolbendurchmesser D (Fig. 79).
Die gebriuchliche Auflagerlange ist I = } - D, die ge-

samte Zapfenlinge [, ~ 0,95+ D, also m
l,=1%-(095-D — 0,50 - D) = 0,225 - D. b )

Das Biegungsmoment fiir die Zapfenmitte ist bei der Be- % 722
lastung P d'r-7142~:—--—
M—P (l A_l)_f“-_l (1+2-ll) ' '
=g lg Ty Td) T8 ) -~

Da der Hochstdruck p, = 23 at nur einen kurzen
Augenblick innerhalb vier Hiiben auftritt, so geht man mit

der zulassigen Zapfenbelastung hoch bis ¢; = 150 kg/cm?2 Fig. 79.
Aus der Gleichung P =1-d - o, folgt dann
.D2- .
i= "D 7B 5 01D,

4-05-D-o;, 4-0,5-150"
Gewohnlich wiahlt man d~ 0,25 - D.
Damit ergibt sich bei schwellender Belastung aus

2 n 0,5.1)( 21,
. 3., . = .D2. . . -1
025D = o= - Dopy - (14 z)’
0,45)
_0’5'(1+b,50 - 23
% = TTT0,25% - 0,667

Zu nehmen ist also nach S. 241 ein Tiegelstahl von 5500—6000 kg/cm? ZerreiB-
festigkeit.

Bei Dieselmotoren ist der Ziindungsdruck p, = 35 at, der ZusammenpreB-
druck p, = 30 at; die Belastung wirkt ebenfalls schwellend. Um die Druckfliche
zu vergrofBern, fithrt man im allgemeinen I = 0,60 - D aus, ferner ist hier dem
groBeren d entsprechend I, ~ 0,90 - D, also [, = 0,15- D.

Da annidhernd derselbe Hochstdruck in vier Hiiben zweimal vorkommt, und
zwar nicht nur augenblickweise, so geht man mit dem Flichendruck nicht iiber
6, = 120 kg/em?2. Damit wird die Zapfenstirke

x+-D?-35
4= 1 060- D120~ 382" D-

Man wihlt oft d = 0,385 - D.

4
33" (

= 2100 kg/cm?2.
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Dann lefert die Gleichung

. . 3.3. _i‘. 2. .O’S'L.( 2’11)
3 (0,385 - D) oy=— - D?. p 3 1+ 7
(1 )
0,6
— 2
0y = 0,385%. 0,667 — = 830 kg/cm?.

Es geniigt hier ein FluBstahl von 4400 - 5000 kg/cm? ZerreiBfestigkeit mit
= 1650 kg/em?. Fiir die Abmessungen maBgebend ist der Flichendruck.

Q Beispiel 60, Die in Fig. 80 skizzierte

[ % a; N Achse einer Férderturm-Seilscheibe von
i i den Abmessungen

d, —o ) l=76cm, d= 8 cm, a,=43 cm,

! L L=1 , d, =105, a, =33 ,,
e L — war belastet durch das Gewicht G; = 0,50 t
Fig. 80. der Seilscheibe, G, = 2,40t der Forder-
gchale mit zwei beladenen Forderwagen
von je 5 hl Inhalt, Gy = 0,20 t des Forderseiles, R ~ 0,14 t Reibungs- und Luft-
widerstand des Fahrkorbes, ferner beim Anfahren mit p ~ 1 m/sk> Beschleuni-
gung mit der Beschleunigungskraft

Py = (G, + Gy) - %;i = 0,26 t.

Dazu kommt noch auf der unteren Seite die VergréBerung des Seilzuges durch
Py=9-6G- E ~ 0,03 t.

Bei gewthnlicher Fahrt ist also die Wellenbelastung bei dem Neigungswinkel
y = 17° des zweiten Seiles gegen die Lotrechte (Fig. 81) gegeben durch

N G+ 8,=6+6G+ G+ RBR=324¢%
%;\\ und
I\ S, =Gy + G5 + R =274 t.
! \\ Nach dem Kosinussatz wird somit
\
! \ 2,74 2,74
I = . 4 =
i @, = 3,24 V1+(3’24)+2 391" - 0,956 = 5,92 t.
, Beim Anfahren steigt die erstere Kraft um P, auf 3,50 t und die
zweite um P, + P, auf 3,03 t, so daBl man erhalt
- 3,03)2 3,03 .
Fig. 81. Q, = 3,50 - ] 1+ (3’50 +2 - g 0,956 = 6,37 ¢
Das Biegungsmoment an der Stelle des Achsenansatzes wird
_@Qirecl _ 5920.43.33 15
=" 76 33 0kes
das Widerstandsmoment betrz‘igt
.83 — 3
W= 32 -8 50,265 cm

also die Biegungsspannung
5920 - 43 - 15
e — 2
1= g 50065 1000 kefem

bzw.
6,37

5,92

0y = 1000 - == — 1076 kg/em?.
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Die Belastung ist wechselnd, so dafl die Hochstspannung den dreifachen Be-
trag erreichen kann, 3000 bzw. 3228 kg/em? Die Streckgrenze des fiir solche
Achsen oft genommenen FluBstahles von K, = 5000 - 5500 kg/cm? ZerreiBfestig-
keit ist etwa o, = 0,60 - 5000 = 3000 kg/cm?,
wird ‘also beim Anfahren iiberschritten und N
im weiteren Betrieb gerade erreicht. Die Achse 5% id
brach nach 1} Jahren Betriebszeit, wéhrend
der sie etwa 2530000 Umdrehungen gemacht —"7

hat®). Der Bruch wurde sicher durch den hg\ . —

ganz scharfen Ansatz gefordert. i /—/';’r V¢ k T~
Beispiel 61. Anzugeben ist die Biegungs- .~ ===

beanspruchung, die jeder Zahn eines gefriasten & H\

Zahnrades von z = 40 Zahnen im ungiinstig- [
sten Fall erfihrt, wenn das auf das Rad ein-

wirkende Drehmoment M = 3400 cmkg be- T+ h’L
tragt, die Breite b = 7,5 cm und der Modul
m = 0,6 ist.

Die am &uBersten Punkt der Zahnflanke G

angreifende Zahnkraft N ruft dort noch die

Reibungskraft u -+ N hervor. Beide werden in ¢
ihre Seitenkrafte parallel und senkrecht zum

zugehorigen Halbmesser 7+ ky zerlegt (Fig. 82).

Dann ist das Biegungsmoment in bezug auf

den Schwerpunkt der ZahnfuBflanke von der

senkrecht zur Zeichenebene der Fig. 82 ge-

messenen Breite b:

0,8 .
M,,=O6}-N~<hx+h,>-(eosy+u-sm~/) o)
’ Fig. 82.
—N-sf-(siny—,u-cosy)- &

hierin gilt der obere Faktor 0,8 fiir roh gegossene Zahne, der untere 0,6 fiir ge-
fraste Zahne (Bd. II, S. 155).

Den rechtwinkligen Dreiecken der Fig. 82 entnimmt man noch die weiteren
Zusammenhinge

. ) . _ T _ PN
=gy She=gs s =T
. h
Ferner ist So (i_ . )i!
2 g~ "°? r

Den hierin stehenden Winkel ¢ ergibt die Gleichung der Evolvente, nach der die
Zahnflanke geformt ist (Bd. II, S.151):

q}—l/r+hK l_arctg]/(r"f'h) 1_V( )—l-l-arctgl/(—r.T:.

Man fafit jetzt die dritte Gleichung fiir die Winkelfunktionen mit der fiir die
Zahnkopfstarke zusammen und zerlegt:

. s
cosf - cosy — sinf - siny =45, ¥

wofiir abkiirzungsweise geschrieben werden kann
cosy - ¢, — siny = c,.
Durch Quadrieren dieser Gleichung laBt sich leicht berechnen

[—1+]/1+ (%1 (c§+1)],

- 358 [ BT

80) Rodiger, Z. d. V.d. I 1912.

siny =
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Setzt man diese Werte in die Ausgangsgleichung ein, so wird mit der Ab-

kiirzung ¢, = :tir}:’; bei 2r=m-z:
2.(’”_“_*_,,}”_[)

M= ™S T L —-—1+Vb7:—1-(l—i)
g z-sina-c; |2r ' ° s 8.r2
L ) /—_—( _i)_ : (ﬁ L

27 [ 2r+v63 1 1 8.2 - Cc3 \2r+'/c§Tl I- (90)

Die zahlenmiBige Berechnung liefert fiir

b b T a5, u—004

K
E_1,
m

o=

08 (3,;_; )
M,,_O’ﬁ}- u- (> 40,005 (90a)

bei den Ziahnezahlen 25 < z < 65.

Bei kleineren Zihnezahlen wird das hieraus berechnete M, etwas zu groB.
Ist die Schmierung schlecht, so daB u steigt, so &ndert sich M, nir ganz unwesent-
lich. Die Beanspruchung des groBeren Zahnrades einer Ubersetzung ist immer
etwas geringer als die des kleineren®?), so dafl die obige Angabe meistens ausreicht.

Fiir & = 70° gilt unter sonst gleichen Verhiltnissen

o, — g’z} M. (3’55 + 0,0052) ) (90b)

Nun ist das Widerstandsmoment des ZahnfuBquerschnittes bei der Zahn-
breite b

J— 2
W—-‘g-b-sf,

worin einzusetzen ist (genau fir 7, =7 — A

8 T,
w=(g+re)

@ = V(;OT:_I — arctgl//(:—.T:il

fiir gefriste Zahne folgt hieraus zahlenmaBig

Mit

1,519 0,00204)
s=m: (1,476 T {0,00488 : (91a)
worin die oberen Zahlen fiir & = 75°, die unteren fiir & = 70° gelten.
Fiir RohguBzéhne mit s, = g - t ist entsprechend
1,444 0,00204)
Sr=m: (1,404 '{0,00488 : (91D)

Man erhilt so aus der Verbindung der Gleichungen (90a) und (91a) mit den
gegebenen Zahlenwerten und fiir & = 75°

3,6)

B 6-0,6 - 3400 - (E 0,0055
T 17,5-0,62. (1,519 4 40 - 0,00204)2
bei einer Belastung, die stetig von 0 bis zum Hochstwert ansteigt und dann plotz-

lich auf O zuriickgeht.
Fiir & = 70° ergibt sich entsprechend o, = 151 kg/cm?.

= 168 kg/cm?

Op

81) Nachweis aus der Praxis z. B. Schulte, Z.d. V. d. L. 1903.
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Rechnet man als Hohe der Beriihrungsfliche I’ = } mm, so wird die Druck-
beanspruchung an der Stelle

0,6-M 0,6 - 3400 - 2
Ce= LW ) T 0,6-40-0,0333- 7,5
Bei & = 70° ist I’ etwas kleiner anzusetzen: I’ v 0,030 cm; damit wird
3,33
3,0

Diese bei groferer Geschwindigkeit schnell wiederholté Druckbeanspruchung
beim Gleiten der Zihne aufeinander ist fiir die Bemessung maBgebend (Bd. I,
8. 165), nicht die verhaltnismaBig kleine Biegungsbeanspruchung. Letztere darf
an RohguBiridern bei langsamem Lauf bis 300 kg/em? betragen. Sie kann also
nur bei regelmafiger Folge von St6Ben durch Fehler in der Herstellung oder
dem Zusammenbau einen Bruch herbeifithren$?),

Beispiel 62. Fiir ein eisernes Dach von der Spannweite ¢ = 11,80 m und dem
Neigungswinkel y = 35° (Fig. 83) sind die Pfetten zu berechnen. Die Deckung
sei ein doppeltes Pappdach, der Binder-
abstand [ = 5,0 m. Das Gebiude be-
finde sich in der norddeutschen Tief-
ebene.

Die Deckung wiegt ) einschlieBlich
Schalung und Sparren von 16 - 16 cm?
in 1m Abstand p, = 55 kg/m? in der a |
Dachneigung gemessener Flache. Hierzu
tritt auf der einen Seite eine Schneelast Fig. 83.
von p, o 60 kg/m? wagerecht gemessener
Fliche und auf der anderen Seite ein Winddruck von p; = 40 kg/m? geneigter
Flache senkrecht dazu gerichtet (Bd. I, Fig. 87). Dazu kommt schlieBlich das
Eigengewicht der Pfette, die vorldufig als lotrecht stehendes T 12 angenommen
wird, mit G~ 11 kg/m.

Die Belastung durch die Deckung und das Eigengewicht betrigt also an
jedem Sparrenstiitzpunkt

= 687 kg/em?2.

o, = 687 . = 763 kg/cm?.

_a D __1_1,§0-l,0-55 _
Pi=g by TO= "4 001 111 =209k
Hierzu tritt auf der einen Seite des Dachstuhles die Schneelast
P2=% -l-p2=~1£8—0;11—'60=176kg.

Das grofite bei giinstigster Anordnung dadurch in der Pfettenmitte und aun
den Auflagerstellen hervorgerufene Biegungsmoment ist nach Bd. I, 8. 74:
M, =0325-1-(P, + P,).
Mit o, = 1200 kg/em? fiir Baukonstruktionen®®) erhilt man so das erforderliche
Widerstandsmoment
0,325 - 500 - (209 - 176)

— = 3
W= 1900 = 50,6 cm?®.
Es geniigt T 12 mit W = 54,7 cm?, so daf die tatsichliche Beanspruchung betrigt
50,6
= . ? = 2 .
o = 1200 BT 1110 kg/em

Fast dieselbe Beanspruchung tritt auf der Windseite auf: Die lotrechte Seiten-
kraft des Winddruckes ist
a _11,80-1,0-40

P;;=——~l-p3-———————4—;=118kg

Stephan, Technische Mechanik. IV. 5
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und die wagerechte Seitenkraft

Py = % 1. pg-tgy =118 . 0,7002 ~ 83 kg.
Damit gibt Formel (83) die grofite Beanspruchung mit ¢ = 7,25:
o5 = 0’_32453’5ﬂ - (209 + 118 + 83 - 7,25) = 1095 kg/em?.

Die I mit lotrechter Hauptachse werden am leichtesten, erschweren jedoch
die Anschliisse. Bequemer sind senkrecht zum Binderobergurt stehende 7]. Fiir
die Gewichtsschitzung werde vorliufig 7] 24 mit ¢' = 33,2 kg/m angenommen.
Dann ist das an jedem Sparrenstiitzpunkt lotrecht wirkende Eigengewicht

P, = 198 + 33 = 231 kg.

Hierzu tritt wieder die Schneelast P, = 176 kg, so daf die Gesamtbelastung
betriagt P = 407 kg.
Sie liefert das groBte Biegungsmoment

M = 0,325+ P- 1= 0,325 - 407 - 500 = 66160 cmkg,
das zerlegt wird in
M,=M-cosy und M,= M -siny.
Dann folgt aus Formel (83) mit ¢ = 7,58 und dem Faktor { = 0,805 gemifl Bei-
spiel 138
66 160

M .
— . -_————— . = 3
Foan (cosy + ¢ - siny) 0,805 - 1200 (0,8191 + 7,58 - 0,5736) = 272 cm?.

Zu nehwen ist also _] 24 mit W =300 cm?®. Seine tatsichliche Beanspruchung ist

W,=

o, = 1200 . % = 1088 kg/em?.

Auf der Winddruckseite ist nun die lotrechte Belastung
P =P, +@G=236kg.
Sie wird zerlegt in
P,=P-cosy und P,= P-siny.
Zu der ersteren tritt noch die Windbelastung

a Ps 118
=—.1.== =_""Kkp.
Py 4 cosy cosy

Damit ergibt Formel (83) die grofSte Beanspruchung
Py

cos y c-P-.siny .
(1+ P).0,325.z

-3
P . cosy + o8y

P .cosy +
C'Wz

Op =

_ 0,325 - 500

~ 0,805 - 300
= 931 kg/em?2.
Beispiel 63, Die Schaufel einer Schiffsdampfturbine von dem in Fig. 84
dargestellten Querschnitt kann bei der plotzlichen Umsteuerung das Biegungs-

moment M, = 24,3 cmkg am Ful erfahren (Bd. III, S. 165). Zu berechnen ist
die dadurch hervorgerufene Biegungsbeanspruchung nach Gréfie und Richtung.

(231 - 0,8191 + 01—81189-1- + 7,68 -231 - 0,5736\)
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Die Ebene des Biegungsmomentes
steht senkrecht zur Zeichenebene auf der H
Geraden SH der Fig. 84. Die Lage des
Schwerpunktes § des Schaufelquerschnit-
tes wurde nach Bd. I, S. 112, bestimmt.
Durch ihn wurde eine Achse parallel zu
der von den Endpunkten 4 und B fest-
gelegten Geraden gezogen und eine zweite
Bezugsachse 8D senkrecht zur ersteren.
Durch die Zerlegung in eine Anzahl
trapezférmiger Querschnittstreifen wur-
den dann ermittelt das Trigheitsmoment
in bezug auf die Achse SH J, = 0,0180 cm*
und in bezug auf die Achse SD
Jy = 0,31 cm?, sowie das Schwung-
moment in bezug auf beide Achsen
Jy,2 = 0,048 cm*,

Das erstere wird von S als Strecke
S8C aufgetragen, daran das zweite als CD
angesetzt und senkrecht dazu in C das

Schwungmoment als CO;. Uber §D wird
der Tragheitskreis geschlagen, der von
der Biegungsachse in H geschnitten wird.
Die Verbindungslinie HO,G ergibt in
ihrem zweiten Schnittpunkt @ mit dem
Kreis die Lage der Nullschicht M M.
Richtung der Biegung ist die dazu senk-

rechte Gerade SN. Die Strecke 0,G ist der Wert EmJ_a = 0,015 cm*, das Lot von

A auf die Nullachse ist der Abstand der #uBersten Faser e = 0,66 cm. Damit
erhilt man die groBte Biegungsspannung im vollen Querschnitt

 243-0,66 \
Oy = “‘_O—’m—— = 1068 kg/Cm N

Der Querschnitt prismatischer Triger wird aus dem gréfSten, ge-
wohnlich nur an einer Stelle auftretenden Biegungsmoment berechnet,
so dafl der Baustoff an allen anderen Stellen nicht voll ausgenutzt
wird. Fiir die Materialausnutzung giinstiger sind Tréger, bei denen in
allen Querschnitten die gerade zulissige Biegungsbeanspruchung statt-
findet. Bedingung fiir diese Trager iiberall gleicher Biegungs-
anstrengung ist

oy = A, = const. (92)

Freilich verlangen die Riicksichten auf andere Konstruktions-
anforderungen und bequeme Herstellung gewéhnlich Abweichungen
von der genauen Innehaltung dieser Gleichung. Wenn es darauf an-
kommt, dafl der betreffende Triger moglichst nachgiebig ist, also bei
Federn u. dgl., die StoSbelastungen aufnehmen sollen, so nihert man
die Ausfithrung dem Tréger iiberall gleicher Biegungsanstrengung nach
Moglichkeit, da er weniger starr ist als der an den meisten Stellen er-
heblich geringer beanspruchte prismatische Triiger.

Beispiel 64. Anzugeben ist die Form, die ein eingespannter, durch eine Einzel-
kraft P am freien Ende belasteter Triger von der Liinge ! erhalten muB, wenn er
iiberall gleiche Biegungsbeanspruchung haben soll,

5%
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Ist der Querschnitt rechteckig und die Breite b unverinderlich, so gilt nach
Formel (92) gemaB Fig. 85

Pl Pz
PET R T L by
2z
oder %:7. (93)

Die Begrenzung der Seitenansicht ist eine gewthnliche Parabel, die haufig durch
ein Trapez, dessen schrige Seite die Parabel bei der Hohe % tangiert und das bei
l P die Hohe } A hat, angenshert wird (Fig. 85).

Ist bei rechteckigem Querschnitt die Hoéhe A
unverinderlich, so wird

P.x

P.1
1.b.]

[y

Op =—

|

)

1

)

B

Dhe

N]&:\

Sl

(94)

oder

Die Ansicht von oben auf den Triger ist ein gerad-
linig begrenztes Dreieck (Fig. 86).

Die praktische Ausfiihrung zerlegt den Triger
in parallele Streifen, von denen je zwei, zur Mittel-
achse symmetrisch liegende, wieder vereinigt wer-
den. Es entsteht so durch Aufeinanderlegen dieser
Doppelstreifen die Eisenbahnwagenfeder. Die Auf-
einanderlagerung ist statthaft, da alle Teile nach
Formel (80) bei gleichem o, und e auch den gleichen

Kriimmungshalbmesser o haben.

Beispiel 65. Anzugeben ist die Form, die ein
Zapfen mit gleichformig iiber die Linge I verteilter
Belastung P = p -1 als Trager iiberall gleicher
Biegungsanstrengung erhalten muf.

Die Formel (92) lautet hier (Fig. 87)

_zp-P_pa®

2 g3 Z &
32 d 32 %

Oy

bt e L
Fig. 87.

di  a?
BTE
Der Langsschnitt ist eine Parabel mit dem Exponenten ¢ der Durchmesser. Die
praktische Ausfithrung nihert den Zapfen an durch einen Kegelstumpf, der den

oder bzw. (95)

d
errechneten Umdrehungskorper bei d tangiert und vorn den Durchmesser 3 hat.

N 2 2] .
e ~
— A v

== 1 === n
[ e A | lde T

J’ll‘_‘\\ . _ /"/ '1' dz
Lo — L
N, N
Fig. 88.

Beispiel 66. Eine auf den beiden Endzapfen frei aufliegende Achse von der
Gesamtlinge [ = 0,70 m werde durch die Kraft P = 8000 kg im Abstande
a,= 0,30 m von dem einen Ende belastet (Fig. 88). Zu bestimmen sind ihre
vorteilhaftesten Abmessungen,
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Die beiden Zapfenkrafte sind:
__P-a, 8000-40

Ny=" T = 4570 ke;
N, = Pi“’ =§'3°%;:’?= 3430 kg.
Die Starke des Zapfens ergibt die Gleichung
N1'%=§§-d?-0b
- d1=V/16-Jf\7.1‘;b1,50=]/16- 45?01651650 . 3= 10 om.

Der Zapfen auf der anderen Seite wird, um gleiche Lagerschalen zu verwenden,

ebenso ausgefiihrt.
Den Auflagerdruck von Zapfen der Art wiahlt man hiufig zu ¢, oo 30 kg/em?
(Bd. I1, S. 72). Dann ergibt sich entsprechend, wie in Beispiel 55, ;das Zapfen-

verhéltnis —
I l/ 7 - 1050 - 2
d ) 82-3.30
Beischwer belasteten Ausfithrungen aus gutem Material geht man bis 6, = 1350kg/cm?
(S. 240) und o, o~ 40 kg/em?, dem wieder dasselbe Langenverhiltnis entspricht.

Der Achsendurchmesser an der Angriffstelle von P folgt mit ¢, = 1 - 1050
fiir mittelgutes Flufeisen aus

= 1,514 ~ 1,50,

T

N1~a1=3—2—-d3-ob
3 A on . 90 9
/4570+30-32-3

zu d= VW__ 15,85 ~ 16 cm.
Fiir eine beliebige Stelle der Achse im Abstande x; von N; gilt jetzt

JT

Nl-xlzﬁ-dz-o,,,

und durch Division dieser Gleichung durch die vorhergehende folgt

3‘/“:_ 3 'x—
d,=d. /" —q.|/%,
ay aa

die in der angegebenen Weise gleich fiir die andere Seite (Fig. 88) erginzt werden
kann. Fiir gleiche Verhéltnisse -2 erhélt man also auf beiden Seiten dieselbe Stérke.

Der mittlere Teil der Achse wird fiir das die Kraft P aufnehmende Rad zylin-
drisch geformt bis #, = 20 cm. Dann ist die an beiden Ansatzstellen noch er-
forderliche Stérke

220
d, = 15,85 - V% — 13,85 co 14 cm.

Dieselbe Stiarke ist auf der anderen Seite im Abstande

T2 90 .0
Ty =1, P 20 30 27 cm
auszufiithren.

Ein Kegelstumpf, der in den Zapfenmitten die Stirke

dy=%-d,= 0,667 . 13,85 = 9,25 cmn

hat, tangiert die gestrichelte genaue Form der Achse an den Ansatzstellen. Da-
mit, ergibt sich die Form, die Fig. 88 wiedergibt.

Beispiel 67. Zu Dberechnen sind die Haupttriger eines Laufkranes von
1 = 19,20 m Spannweite bei niedriger Bauhohe fiir die Raddriicke der Laufkatze
P, =53t und P,=4,7t in b = 2,00 m Abstand. Das Gewicht eines Haupt-
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trigers mit Schiene und daran angebrachtem Laufsteg wird zu G = 5,2t ge-
schatzt, das genau genug als gleichméBig iiber die Lange I verteilt gerechnet
werden kann. In der Mitte wirkt noch die Last eines Verfahrmotors mit Vor-
gelege und Unterstiitzungen von P, = 1,2t.

Die in je 1,6 m Abstand unter dem ersten Rad der Laufkatze auftretenden
Biegungsmomente M, sind in Bd. I, S. 71, berechnet (die dortigen Zahlenwerte
miissen durch 19,2 dividiert werden). Dazu treten die Momente

1 G z

.M2=§‘P0'x und M3=§-x-(1—7),
wenn die Lange  vom freien Ende des Tréigers aus gerechnet wird. Um nicht zu
groBe Durchbiegungen zu erhalten (S. 105), wihlt man hier nur etwa $ der sonst
zuldssigen Beanspruchung, also o, = 800 kg/cm?2, und erhilt so das an den be-
treffenden Stellen erforderliche Widerstandsmoment

100 000
W=M-.
(mt) 800

Als Tragerquerschnitt wird ein Profil nach Fig. 55 genommen mit einem
Stegblech von 1 cm Stirke, Winkeleisen 10-10-1cm? und Gurtblechen von
25 -1 cm?, die mit Nieten von 2 cm Durchmesser vernietet werden. Dann ergibt

19,20

cm?,

' 1 2 3 ) 5 |6
+

T

! 6,40
— 640

|
! 1,90
|
|
1

Fig. 89.

sich aus der Profiltafel %) die Mindesthéhe der folgenden Zusammenstellung, die
die ganze Berechnung enthilt. Die Auftragung und danach vorgenommene prak-
tische Formgebung zeigt die Fig. 89, deren Héhen der Deutlichkeit halber im
doppelten Mafstab der Léngen gezeichnet sind.

1= 1 2 3 4 5 6
z= 1,6 3,2 4,8 6,4 8,0 9,6 m
M, = 13,87 25,13 33,62 39,561 42,75 43,32 mt
M, = 0,96 1,92 2,88 3,84 4,80 5,76 .,
M; = 3,82 6,94 9,37 11,10 12,13 12,48 ,,
> M = 18,65 33,99 45,87 54,45 59,68 61,56 ,,
W = 2330 4250 5735 6810 7460 7690 cm3
hoo 43 70 94 101 108 111 cm

Beispiel 68. Zu berechnen ist der Blechtriger einer eingleisigen Eisenbahn.
briicke von 7 = 12,0 m Spannweite. Die Quertrager sind symmetrisch zur Mitte
angeordnet und, um die Mitte moglichst wenig zu belasten, so, da8 eine Teilung
t=2,4m in der Trigermitte liegt (Fig. 90).

Die Verkehrslast wird gebildet durch fiinf Lokomotiv-Raddriicke von je 8,5 t
und Tenderraddriicke von je 6,5t im jeweiligen Abstand von @ = 1,50 m82).
Das Biegungsmoment an der Angriffstelle eines Quertrigers ist am groBten,
wenn der Schwerpunkt der ganzen auf die Briicke kommenden Last sich auf
oder dicht bei dem Quertréiger befindet, also fiir den Quertrager 1 bei der in Fig. 90
gezeichneten Stellung.

82) PreuBischer MinisterialerlaB, Z. d. B. 1903.
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Es ist dann die Auflagerkraft

N= Bl Bir0 46420+ 610 + (31— 2a)

und das Biegungsmoment fiir die Stelle 1
My=N,-2t—P,-(a+ 2a)

=Pl-(2t{;tl5t——3a):3P1-(2t—a)

=3-85-(2-24 — 1,5) = 84,2 mt.
P B B B (B 2 R E B E B B
fofefolel’ fofofofell = J
I 1 ) : I 1 1
¢ ot 1t & t ¢ ¢t 1 g 1t

N 7 N "l
Fig. 90. Fig. 91.

Fiir den Quertriiger 2 ist die ungiinstigste Laststellung die in Fig. 91 wieder-
gegebene. Es ist

N2=i;1. [4t+(4t+a) + (4t—a) + (41 —2a) + (4t —3a) +%-(4t—6a)},

also das Biegungsmoment fiir die Stelle 2
. — P, t-(4t—6
1W2=N2-t—P1-a,=Pl.t (20t —5a) P, t-( “)_aj

+

51 P, 51¢
B P, 2 1
—PI-[4t—2a+F1-g-(2t—3a)
B ) 6,5 4,8-—4,5)_
_2-8,5-(2-L2,4—1,5+§5- =) = 56,9 mt.

Das Eigengewicht der Eisenkonstruktion bei versenkter Fahrbahn und einem
ausgekragten Fullsteg ist erfahrungsgemif3®?) bei 3,60’m Abstand der Haupttriger
g =770 4 44 - I = 1300 kg/m,
das gleichmiBig iiber die Linge ! verteilt gerechnet werden kann. Hierzu kommt
das Gewicht der Schienen mit 2 - 48 kg/m, das der Querschwellen aus Buchen-
holz von 1,6 - 2,6 - 33 dm® Rauminhalt

gleich 100 kg Gewicht, die in je 0,63 m [ q l
Abstand liegen, also 100 : 0,63 = 159 kg/m +

wiegen, ferner ein Bohlenbelag von 5 cm [ 12 ! Iz 1
Starke gleich 110 kg/m und die Schienen- "
befestigungsmittel. Als Gewichtsbelastung &

eines Trégers ergibt sich so Fig. 92.

g = 650 + 48 + 80 + 55 -+ 17~ 850kg/m.
_ Das hiervon herrithrende Biegungsmoment in der Mitte der Briicke ist dann

(Fig. 92) 2
w1 2085

. 2 =
g S 12 15,3 mt,

das bei Quertriger 1
M, =q-t-(1—2%)=085-24-172 = 14,7 mt,
bei Quertrager 2

M.z’=%-t-(l——t)=—;—-0,85-2,4-9,6=9,8mt,

in der Mitte zwischen den Stellen 1 und 2
M ,=075+q-t- (I —-15¢8 =0,75-0,85+2,4 - 8,4 = 12,85 mt,
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wihrend das Moment der Verkehrslast an dieser Stelle betrigt
M, ,=1%-(84,2 + 56,9) = 70,565 mt.
Damit ergibt sich die folgende Zusammenstellung:

Stelle: — 2 — 1 Mitte
M = 28,45 56,9 70,55 84,2 84,2 mt
M = 5,51 9,8 12,85 14,7 15,3 ,,
>M = 33,96 66,7 83,4 98,9 99,5 ,,
W = 3995 7845 9810 11640 11700 cm?.

Das Eigengewicht vergroBert i. M. das Moment der Verkehrslast um 18 v.H.
Nun erhhen bzw. verringern die Gegengewichte in den Lokomotivridern den
Raddruck um 15 v.H. (Bd. III, 8.112), so daf die Belastung zwischen dem
1,03- und 1,33fachen der Verkehrslast schwankt. Man héatte eigentlich nach der
Formel (11) die zuldssige Belastung zu

2 1 1,03
o =g 1200 (1 +9 133

anzusetzen und mit dem 1,33fachen der Werte M der Zusammenstellung zu
rechnen. Man verwendet jedoch die statische Belastung 3 M und setzt hierbei
die zuldssige Beanspruchung des FluBeisens®2) bei

Stiitzweiten bis 10 20 40 80 120 160 200 m
oy = 800 850 900 950 1000 1050 1100 kg/em?,

weil bei langeren Briicken die Lokomotivlasten und ihre Schwankungen geringeren
Einfluf} im Verhiltnis zur ganzen Zuglast haben als bei kurzen, wo sie allein in
s Betracht kommen. AuBler den regelmiBigen
Einwirkungen der Gegengewichte sind noch
die Sté68e zu beachten, die durch Uneben-
* heiten der Bahn, an den Schienensté8en,
o durch die unrunden Stellen von Brems-
ridern usw. entstehen 83). Thnen trigt die
vorstehende Zusammenstellung ebenfalls

schon Rechnung. Es ist demnach

100 000
ig. 93. W=23M.——cm?,
Fig. 93 Z(mt) 850
woraus die letzte Zeile der obigen Zusammenstellung folgt.

Den Verlauf der erforderlichen Widerstandsmomente zeigt die Fig. 93. Man

) = 0,925 - 1200 kg/cm?

2

[ 1
/

i

I

|

i

r

|

!
—

wiahlt jetzt die Stegblechhthe des Tragers zu etwas8?) al =130 cm und entnimmt

der Profiltafel ®°) einen Tréger von 1cm Stegblechstirke mit vier Winkeleisen
8-8+1cm? und Gurtplatten von 20 - 1 cm? mit Nieten von 2 cm Durchmesser.
Das Widerstandsmoment st/
Gurtplattenzahl 0 1 2 3
W = 5795 7948 9942 11940 cm3,

Trigt man diese Werte als Hohen in die Fig. 93 ein und 148t die Abtreppung
30 cm vor dem Schnitt mit der Linie der erforderlichen Widerstandsmomente an-
fangen, so ergibt die Fig. 93 sofort die nétige Lénge der Gurtplatten.

Die Fig. 93 zeigt deutlich, daB dieser Trager von der iiberall gleichen Biegungs-
beanspruchung ziemlich betrichtlich abweicht und steifer ist, was hier als Vorteil
gilt.

Beispiel 69. Zu berechnen sind die Quertriger der Eisenbahnbriicke in Bei-
spiel 68.

83) Saller, StoBwirkungen an Tragwerken und am Oberbau im Eisenbahn-
betriebe, 1910.
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Die Héchstbelastung tritt ein, wenn eine Lokomotivachse auf dem Quer-
trager steht. Von den beiden benachbarten Achsen kommt dann noch eine Be-
lastung von je 2,7t hinzu (Beispiel 96). Somit
ist mit Einrechnung von 0,8t fiir das Eigenge-
wicht der Zwischenkonstruktion e

P=85+454+0,8=147t, '
dieim Langstragerabstand 1,7 m angreifen (Fig. 94). P L=36m P
Das grofite Biegungsmoment ist demnach i ;
M= P-a=14,7-0,95 = 13,96 mt,
also mit o, = 850 kg/em? das erforderliche Wider-
standsmoment

P P
2] 1,70 0,95
-
|

1 396 000 . Fig. 94.
W= 850 = 1644 cm?,
Dem entspricht T 424 mit W = 1740 cm® oder I 30 B mit W = 1680 cm?.

Beispiel 70. Zu bestimmen ist die Teilung der doppelten Laschennietung des
Stegblechstofes fiir den in Fig. 89 wiedergegebenen Krantriger, dessen Stegblech
aus drei Lingen von je 4,0 m und zwei etwas kiirzeren, dufleren besteht.

Die tatsichliche Hohe des Tragers an der inneren StoBstelle ist 2, = 1,12 m,
die erforderliche nur noch 4 = 1,06 m; das gréBte Biegungsmoment betrigt dort
nach geradliniger Zwischenbestimmung aus der Zusammenstellung in Beispiel 67
M = 57,94 mt, die groBte Querkraft an derselben Stelle geméaB den Angaben in
Beispiel 67 92

@ = 5,344 + 0,278 4 0,60 - 2,6 - 96

Der vom Stegblech aufgenommene Teil M; des Biegungsmomentes verhilt
sich zum ganzen M bei gleichem Abstand der duflersten Querschnittsteile von
der Nullschicht wie sein Tragheitsmoment J, zu dem des ganzen Trigers an der

= 6,765 t.

betreffenden Stelle: J
M,=M-. j‘;
hierin ist J, =l-b-h3=i’-l-1123=117 080 cm*
12 °T 12 ’

J=W,-%hy = 7690 - 56 = 430 640 cm*.

Dazu tritt noch, weil die Querkraft bis in den Schwerpunkt der Vernietung
vom Stol weg verschoben wird $), mit der Beziehung ¢ = 3d = 6 cm das Mo-
ment M, = @ - a. Die Querkraft selbst wirkt hauptsichlich auf die inneren Niete
und vergréBert die Belastung der duflersten, die am stirksten beansprucht werden
(Fig. 95), nur verschwindend wenig.

Die von einem zweischnittigen Niet er- e B
zeugte Reibungskraft ist nun N A A A o
E p—41b—9 th
P=2.y.—.d*-o, R trie’
" Homter bt
worin bei der Stegblechstirke s = 1 cm, der L4 Y
Laschenstiarke s” = 0,8 cm und der Nietstirke Qgg @" T
d = 2 cm nach Formel (16) einzusetzen ist AR RE
2,6 . 154, 'd’liaié:'éé
¢, = 1200 4 700 - 50~ 2100 kg/cm ﬂﬁ}Q-
und ferner y = 0,35 (Beispiel 15). o4 }

Alle Niete zusammen haben aufzunehmen N
das Biegungsmoment M, 4 M,, die beiden in Fig. 95.
einer Teilung ¢ in dem Abstand y von der
Nullschicht gelegenen den entsprechenden Teil davon, so daB gemaB Fig. 95 gilt

8-1t-6"
2Py =8 (Mt My
8) Thieme, Z. d. B. 1916.
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Setzt man hierin die obigen Einzelwerte ein und beachtet noch die Zusammenhénge
M=W.o0

¢ =0y f’; ,
mit W = 7250 cm?, dem nach der Zusammenstellung in Beispiel 67 erforderlichen
Widerstandsmoment des Trigers an der StoBstelle, so geht die Gleichung iiber in
2-2-H-%-d2-oz-y=@- W-ob-"%-(l-k%-%)-%/-
Hieraus folgt die Teilung
4
i g e.h: J o 06
T e TEW L ©9)
M J,

Mit den angegebenen Zahlenwerten ist, wenn fiir o, bei © = 4 die hdochst-
zulissige - Beanspruchung eingesetzt wird, statt der hier nur mit Riicksicht auf
die Verbiegung gewihlten geringeren,

_ 0,35 0,25 - = 3.22.106%- 430 640 - 2100
_1_}_6765-3-2-430640' 4. 7250 - 117 080 - 1200
5794 000 - 117 080
Der EinfluB der Querkraftverschiebung betrigt nur 2,6 v.H.
) LaBt man in der auBersten Nietreihe je einen Niet aus, so ergibt sich die
Teilung ' —t-3=60cm
fiir die innerste Reihe.

Beispiel 71.. Zu berechnen ist die GroBe und der Ort der groBten Biegungs-
beanspruchung, die in der Schubstange nach Fig. 96 durch die Schleuderkraft

t = 8,0 cm.

R
6,96
309

350
2,16

1,20

l
Fig. 96 u. 97.

entsteht. Die Stange von der Linge ! = 118 cm gehort zu einer Gasmaschine von
D = 31 cm Zylinderbohrung, s = 47 cm Hub, n = 200 Umdrehungen in der Minute.
Die groBte am Kurbelzapfen auftretende Beschleunigung ist
—p=r-wt (147 _0’47.(lﬂ)2.( 4_7)_ 2

Pmax = Pg =1+ ® (1+l)— 5 30 1+2-118 = 123,7 m/sk?,
im tibrigen gelten die Angaben der folgenden Zusammenstellung. Es ist beispiels-
weise an der Stelle 5 die Beschleunigung

1—1, 1237

Po=Py = iyg - 96 = 1007 m/sk?.
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Hierzu tritt noch bei liegender Anordnung infolge des Eigengewichtes die Erd-
beschleunigung g, so da die gesamte, durch die Tragheitskrifte an dieser Stelle
bewirkte Belastung betrigt

x .y +g x-10%.7,86-110,6
qszz.dg.mﬂ’g-": 1.1000. 081 = 96 kelem.
Nr. 0 1 2 3 4 5 6
p= 0 16,1 37,7 58,7 79,7 100,7  123,7 m/sk?
pFrg= — 25,9 415 68,5 89,5 1105 -
d= — 8,0 8,5 9,0 9,5 10,0 — cm
= — 1,00 2,16 3,50 5,09 6,96 — kgfem

Die zeichnerische Auftragung der Belastung enthilt Fig. 97. Hinzu kommt
noch eine Vergroferung durch den Schubstangenkopf am Kolbenzapfen bei N,
und die Belastung P durch den Schubstangenkopf an der Kurbel bei N,. Die
Rechnung vereinfacht sich wesentlich, ohne daf ein nennenswerter Fehler gemacht
wird, wenn man die Belastung durch eine geradlinig begrenzte annahert von der
GroBe ¢, = 0 und ¢; = 6,4 kg/cm, wobei P unmittelbar von N, aufgenommen
wird. Es folgt dann aus der Fig. 97 die kleinere Auflagerkraft

-1 L\ 1

M=2 B (4 g) g

oder mit [y =1—1, ] 91
Ni=5 -1 (1—“-1)',

2 31
ferner das Biegungsmoment im Abstande x von der Auflagerkraft N,
—Np—t% L
M,=N,-z 5 3%
oder mit dem vorstehenden Wert von N, und ¢, = qs-lE
1
1 ( 21 1 xz)
Mo=geas b (1-g7— 53
Sein Wert wird am grofSten fiir
aMm, . q-l | 210 1 a? 2 a:)
dz '~ 2 '(1—§T“§E—’”‘§'f; :

Die Beanspruchung ist jedoch an der hieraus berechneten Stelle z = 65 cm
nicht die groBte. Ermittelt man fiir verschiedene z die Biegungsmomente und
zugehorigen Widerstandsmomente, so ergibt sich die folgende Zusammenstellung:

z= 16 26 36 46 56 65 76 86 96 -cm
M, = 2200 3470 4550 5390 5940 6095 5825 5020 3690 cmkg
d= 80 825 85 875 90 9225 95 975 10,0 cm
W= 502 551 60,3 658 71,6 77,1 84,2 91,0 98,2 cm?
o,= 4 63 75 8 8 79 69 55 38 kg/em?
Die Biegungsspannung éndert sich im mittleren Drittel der Stange nur wenig.

Beispiel 72. Setzt man in der vorstehenden Rechnung I, =, so erhilt man
fiir den auf zwei Endstiitzen gelagerten Tréger mit Dreieckbelastung

_Qmax'l_g v_Qmax';_g
Nl__‘6 — 3’ Ne= 3 _3Q’
worin @ = % * gmax + ! die Gesamtbelastung angibt. Ferner wird

5% (- ()

Dieser Wert wird am grofiten fiir
2=1-Y3=0,57731: Muax = 0,1283-Q - L. (97)
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Néaherungsweise kann man dafiir auch den bei gleichformig verteilter Be-

lastung geltenden Wert setzen Mumax = 0,1250;Q 1.
Trapezlasten koénnen deshalb immer wie gleichformig verteilte gerechnet

werden.

Die in Beispiel 71 vorgenommene Annaherung der gekriimmten Belastungs-
fliche durch die geradlinig begrenzte dreieckformige ist aus diesem Grunde eben-
falls ohne jeden EinfluB auf das Ergebnis.

6. Die Schubbeanspruchung.

Reine Schubbeanspruchung liegt vor, wenn die duBeren Krifte
senkrecht zur Stabachse auf denselben Querschnitt einwirken und zwei
Mittelkrifte ergeben, deren Wirkungslinien zusammenfallen und durch
den Schwerpunkt des Querschnittes gehen. Sie tritt bei Konstruktions-
teilen gewdhnlich nur in Verbindung mit anderen Beanspruchungen auf:

Bezeichnet wieder

@ die GroBe jeder Mittelkraft in kg,

F die GroBe des Stabquerschnittes in cm?,
so kann die der Gleichung (1) entsprechende Formel fiir die in kgfem?
gemessene Schubspannung angesetzt werden:

T = % (98)

die jedoch nur einen Mittelwert der Schubspannung liefert.

Beispiel 73. Ein Rundeisenstab von d = 1,99 cm Durchmesser steckte mit
der Linge ! = 6,0 cm in einem Betonkorper. Zum Herausziehen war erforder-
lich3!) die Kraft Q = 1750 kg. Anzugeben ist die mittlere Schubspannung zwischen
Beton und Eisen (Beispiel 11).

Die Formel (98) ergibt

Q

T

B 1750
Txd-l1Tx-1,9-60

Beispiel 74, Die die Druckkraft P = 5000 kg erhaltende Strebe eines Hinge-

werkes von der Breite b; = 21 cm ist mit dem wagerechten Balken von der Breite

b, =24cm und der Hohe h, =26 cm mit

der Neigung tgy = 0,840 verzapft. Zu be-

rechnen ist die erforderliche Entfernung !

| b | des Zapfens vom Balkenkopf (Fig. 98). Ma-
terial ist Kiefernholz.

l Die Zerlegung der Kraft P ergibt eine

i 7 wagerechte Seitenkraft P - cosy und eine lot-

%_L_./ b, % { ] rechte P -siny, die die Strebe auf den Balken

2 ¢ | driickt. Der auf Verschiebung wirkenden Seiten-

= 46,7 kg/cm?.

{ p, | kraft P-cosy wirkt demnach die Reibungs-
=—2 kraft - P - siny entgegen.

Fig. 98. Der auf Schub beanspruchte Querschnitt

von der Lange ! hat die in dem rechten
Teil der Fig. 98 gestrichelte Breite 2 a - c.
Es gilt somit
P.cosy(l—p-tgy)=2a-+c) l-x.

Bei den gebrauchlichen Ausfiihrungen ist

1 26 1
a——-ghz——?,—cm, c:§b1=

w| 9

cm,
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ferner ist anzusetzen u = 0,4 und vorgeschrieben®) als Héchstbeanspruchung in
der Faserrichtung des Holzes 7 = 10 kg/em?. Damit wird

I — P L —p-tgy 5000 - 3 ‘1-0,4-0,84
(2a+c)-7 V1 + tg?y (2-26421)-10 V1 + 0,842 ’
also 1 =10,5cm.

AuBer in Fillen, wie den durch die Beispiele 73 und 74 gekenn-
zeichneten, verteilen sich die in einem Stab auftretenden Schubspan-
nungen immer iiber eine Anzahl paralleler Querschnitte. In zwei dicht
benachbarten Flichenteilchen dF; konnen sich deshalb die Schub-
spannungen nicht wesentlich voneinander unterscheiden, da die sehr
kleine Zu- oder Abnahme dz dem endlichen Wert 7 gegeniiber ver-
schwindet. Auf ein zwischen den beiden Flichen befindliches Kérper-
teilchen nach Fig. 99 wirkt nun in dem oberen Querschnitt dF, =dy - dx
die Schubkraft 7, nach der eingetragenen Richtung und in der gegen-

cﬁ/ﬁ
Y |

ay }__71, ~ 1/
‘dx N
i Yol 4
7,
ad V- 4L
// T+ dey y . 7
/
Fig. 99. Fig. 100.

iiberliegenden gleichgroBen Fliche die Schubkraft 7z, + dz; auf das
Korperteilchen haltend, also nach der entgegengesetzten Richtung ein.
Beide ergeben zusammen ein Drehmoment
M,=dy-dx-7)-dz,

das das Korperteilchen zu drehen sucht. Tatséchlich ist es jedoch im
Gleichgewicht. Dieses Gleichgewicht kann nicht durch Zug- oder
Druckspannungen hervorgerufen werden, die iiber die Begrenzungs-
flachen oder einzelne davon gleichmiBig verteilt sind und daher kein
Drehmoment liefern kénnen; dazu sind vielmehr wieder Schubspan-
nungen 7, nétig, die in den Flachen d Fy, = dy - dz wirken, wie Fig. 99
angibt. Ihr Drehmoment ist

My=(dy-dz 1) dx.

Durch Gleichsetzen der beiden sich aufhebenden Drehmomente erhalt
man 7, = Ty

An jeder Stelle eines Korpers treten etwaige Schubspannungen paar-
weise auf; sie sind gleich grof und bilden miteinander einen rechten
Winkel.
- Unter dem EinfluBl dieser Schubspannungen verzerrt sich ein ur-
spriinglich rechtwinkliges Kdorperteilchen ABCD so, wie Fig. 100 an-
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deutet. Dividiert man die in der Richtung der einen Schubspannung

stattfindende Verschiebung CC” = DD"” = & durch den urspriinglichen

Abstand EC = FD = y von der unverdndert bleibenden Mittelachse

EF, so stellt der in Bogenmal gemessene kleine Winkel

_ el (99)
EC Y

um den sich der rechte Winkel geindert hat, die Schiebung dar.
Zwischen Schiebung und Schubspannung gilt annihernd innerhalb

derselben Grenzen wie zwischen Dehnung und Zug- oder Druckspan-

nung der Zusammenhang

-

1
y =24 =G (100)
Hierin ist § die in cm?/kg gemessene Schubziffer und @ die in kg/em?
gemessene Gleitzifferss).

Wie die Fig. 100 zeigt, wird bei der durch die Schubspannungen
hervorgerufenen Verzerrung des Korperteilchens die eine Diagonale 4D
gedehnt und die andere BC verkiirzt. Dieselbe Verzerrung wird auch
von zwei aufeinander senkrecht stehenden Zug- und Druckspannungen
hervorgerufen, die gegen die Schubspannungen um je 45° geneigt sind
und ebenso grofl sind wie diese.

Durch Vergleich der beiden beschriebenen Verzerrungen mitein-
ander 1Bt sich leicht die Schubziffer durch die Dehnungsziffer und die
Querdehnungszahl ausdriicken:

f=2-14») - «x. (101)
Je nach der GréBe von » erhilt man:
vy = 0,25 0,28 0,30 0,33 0,35 0,40

% = 2,50 2,566 2,60 2,66 2,70 2,80.

Der Zusammenhang gilt, wie die Versuche bestitigen, nicht nur,
solange die Dehnungsziffer o« unverinderlich ist. Wird die Beanspru-
chung weiter getrieben, so ist auch der entsprechend gréBiere Wert von
o in die Formel (101) einzusetzen. ‘

Durch Auftragen der Schiebungen und zugehérigen Spannungen
erhdlt man Figuren, die denen der Fig. 4 bzw. der Fig. 28 genau ent-
sprechen; nur wird die FlieB- bzw. Streckgrenze bereits frither erreicht.
Bei verhiltnisméafiig weichen Stoffen, wie Kupfer, weichem FluBeisen

usw. ist rgeo 0,80 + oz, (102a)
bei harten Stoffen, wie FluBstahl, harter Bronze usw. ist
150,50 - 0g. (102b)

85) Navier, Resumé des legons sur l'application de la mécanique & I’éta-
blissement des constructions et des machines, 1826; Stokes, Cambridge Phil.
Transact. 1845.
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Dazwischen finden sich Uberginge wie bei mittelhartem FluBeisens6).
Damit ergeben sich die auf S.240 aufgefiihrten Werte der zulidssigen
Schubspannungen.

Nimmt man gem&f Formel (98) an, daB sich die Schubspannungen =
iber einen grofleren Querschnitt F' gleichméBig und zwar parallel zur
Wirkungslinie der Schubkraft @ verteilen, so ergibt sich fiir ein kleines

Flichenteilchen d F am Rande des Querschnittes die
in Fig. 101 gezeichnete Zerlegung von 7 in eine
radiale und eine tangentiale Seitenspannung. Die
zur radialen Seitenspannung der Fliche gehdérige F

zweite Spannung (S. 77) muBl nun auf einer Mantel-
linie des prismatischen Stabes auflen zwischen Luft
und Eisen od. dgl. wirken, was natiirlich unméglich
ist. Sie muf} also wegfallen. Die zur tangentialen
Seitenspannung der Fliache gehérige zweite Span- F
nung wirkt auf derselben Mantellinie, aber zwischen oaF
zwei benachbarten Lingsfasern des Stabes, ist also dE B
moglich. Demnach haben nur in den Fldchenteil-
chen, die auf der Wirkungslinie der Querkraft @ >
liegen, die Schubspannungen die entgegengesetzt

zur Richtung von @ verlaufende Richtung. Auf
einer im Querschnitt zur Wirkungslinie von @ senk-
recht gezogenen Geraden BB (Fig. 101) werden die Fig. 101
Schubspannungsrichtungen sich so ausgleichen, daf

sie alle durch den von der Tangente in B auf der Wirkungslinie von @
getroffenen Punkt 4 laufen®2). Diese einfache Uberlegung liefert eine
den zahlenméBigen Zusammenhang fast genau wiedergebende Formel,

9
“\@
A4

ist jedoch nicht ganz richtig. A
Die genaue Untersuchung?) ist
freilich recht umsténdlich. M M y
Die Grofe und Verteilung *d-",]
der Schubspannungen, die ge- |€ Lz s I\
wohnlich mit Biegungsspannun- Y £
gen zusammen auftreten, liefert
die folgende Darlegung. In dem do| x
Querschnitt 1 eines auf Biegung |
beanspruchten  prismatischen
Korpers greift das Biegungs- Fig. 102.
moment M, an (Fig. 102), das M
in dem Fliachenstreifen z-dy die Biegungsspannung o, = 71 -y her-
vorruft, so da die Spannkraft in Richtung der z-Achse den Wert
M M
z'dy'olzz'y°dy'71=d8"—f

%) Beide Zusammenhinge lassen sich rechnerisch herleiten. Den ersteren
leitet her Grashof, Elastizitit u. Festigkeit, II. Aufl., 1878; den zweiten gibt
Mohr, Z.d. V. d. 1. 1900.
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hat, worin d8 das statische Moment des Flachenteilchens in bezug
auf die Biegungsachse ist (Formel 36). Entsprechend ergibt sich fiir
den gleichgelegenen Flédchenstreifen im benachbarten Querschnitt 2 als
Spannkraft in Richtung der z-Achse

X,
J ?
verschieden von dem ersteren Wert, da M, = M, + d M ist.
Der Unterschied beider Spannkrifte, und zwar genommen iiber alle

Flachen z - dy von y bis e, mufl durch Schubspannungen 7 aufgenommen
werden, die in den Flichenstreifen z - dx wirken:

z-dy-o,=d=S-

%Jk—[-/d8’=z-dx-r,
y

woraus folgt
am

T dx

Nun ist Z—Jf = @ die Querkraft, die auf den Triger wirkt (Bd. I, S. 67),

und damit wird®?)

1
g

ARe)

T

Q-8
T zed’
die nicht blo8 in Richtung der z-Achse, sondern auch senkrecht dazu
in Richtung der y-Achse wirkt (S. 77).

Die an irgendeiner beliebigen Stelle der Fliche z-dy wirkende
Schubspannung ist wegen ihrer Neigung gegen die y-Achse noch etwas
groBer. Am grofiten wird sie fiir die Randteilchen:

(103 a)

T

A
T T cosp ’ (103b)

worin ¢ der in Fig. 101 angegebene Winkel ist.

Beispiel 75, Anzugeben ist die Verteilung der Schubspannungen iiber einen
Kreisquerschnitt vom Halbmesser 7.
Es ist nach dem obigen

T
S=/fz-y-dy
v
oder gemif Fig. 101

8

S =
@

T

2-7-cosp) - (r-sing)- (r-cose - de),

2
S=/[2-7r3-cos’p-dcosp =%-7% cos®op.
1z

87) Rankine, A manual of applied mechanics, 1858, Auf einem anderen
Wege erhilt F6ppl, Technische Mechanik, Bd. III, 3. Aufl.,, 1910, groBlere Werte.
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Ferner ist nach Formel (54)

J = % -,
Somit wird nach Formel (103b)
2.3, 3
i QRertoty 4 Qs
P - (104a)
2-r-cos<p-z-r4-cos<p 4-d2

Am grofiten wird die Schubspannung in der Nullschicht fiir ¢ = 0, wo die
Biegungsbeanspruchung 0 ist:
__“][

4 9
Tmax = '—g* . 'F' . (104b)

Sie nimmt von dort den z entsprechend ab und erreicht am Ende
der y-Achse, wo die Biegungsspannung am groBten ist, den Wert 0.

Beispiel 76. Die Verteilung der Schubspannungen iiber einen |
elliptischen Querschnitt von der Breite b und der Hohe A ist !
anzugeben (Fig. 103).

Man berechnet aus der Gleichung der Ellipse (Bd. II, S. 97)

)+ (-
(7;)+ ) =1 Fig. 103.
1/ 2 2
s=be )1 (5 )

und setzt diesen Wert in die Grundformel fiir S ein:
h

=f i=(E ) v a / Jr-(Zo) 2,

2 2
oder mit u = (T . y)

W

Nach Formel (61) ist J = & - b k3, also gemiB Formel (105b)

S-ET

T = Pype——

3 cosg
1= l)z]z.l. 3
b [1 (%h g bt

4 b
oder r= g _Q b (105a)
7 cos
<b-h
4
Den Grofitwert erhilt man fiir die Nullschicht:
4 9
Tonx = o (105b)

wie beim Kreise. Der kleinste Wert am Ende der y-Achse ist 0.
Stephan, Technische Mechanik. IV. 6
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Belspiel 77. Fiir den Rechteckquerschnitt von der Breite b und der Héhe A
ist die Verteilung der Schubspannungen anzugeben.

Es ist hier
(1 1 (1 1 (h2 2)
s=b(gh-y)- [t g (gr-9)| =50 (F-0),
1
—_ . « h3
.]_12 b-h
und durchweg ¢ = 0, also nach Formel (103b)
o 1o (B
_ ‘b Z_J —3 Q I'l <y>:J
- 1 s 2R T
b.ﬁ-b-h -1 5
=55 =G
oder z_—é--F- 1-— §~—h . (1064a)
Der GréBtwert ist fiir die Nullschicht mit y =0
3 @
Tmax = 5 . '17- (106b)

Der Kleinstwert 0 tritt an den Enden der y-Achse auf.

Die Schubspannungen haben an jener Stelle des Querschnittes ihren
Hoéchstwert, wo die Biegungsspannungen O sind, und umgekehrt. Bei
stetig belasteten Tragern tritt das grofte Biegungsmoment auBerdem
an der Stelle der Trigerlange auf, wo die Schubspannungen durchweg
0 sind. Bei Belastung durch Einzelkréafte fallen allerdings gréBere
Schub- und Biegungsspannungen in denselben Querschnitt.

Beispiel 78, Anzugeben ist die grofite Schubspannung, die in dem Langs-
trager der Eisenbahnbriicke des Beispiels 68 auftritt.

Die groBte Querkraft ist die Auflagerkraft bei groBter Belastung der Briicke,
wenn also die erste Radlast der Lokomotive auf dem Endquertriger steht:

e=Diti—ari-20+0-30+0—10

P, ] q-1
it 20T 71— 9"
+ P =Tati-8a)|+ 17,
8,5 6,5
Q= 12,0 5.12—-10. 1,5+§5—-
Das statische Moment des halben Tragerquerschnittes ohne Gurtbleche ist
bei dem Winkeleisenquerschnitt F = 15,1 cm?, seinem Schwerpunktabstand
2y = 2,34 cm und den d = 2cm starken Nieten im Abstande 4,5 cm von der
AufBlenkante des Winkeleisens:
8§=2-151-62,66 —2+3-60,56 + §-1-65%= 3642 cm3,
Das Trigheitsmoment des ganzen Querschnittes ist
J = W:+e= 579565 cm?.
Ferner ist noch cosgp = 1.
Damit wird nach Formel (103Db)

_37,8+1000 - 3642
Tmax = T ET05 - 65 - 1

Hiufig wird die Uberlegung gemacht, daB die 4uBeren Teile des Querschnittes
nur eine ganz geringe Schubspannung erhalten, und daf man deshalb so rechnen

(12 — 10,5 + 0)} +0,85-6 =378 t.

= 366 kg/cm?.
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konnte, als ob die gesamte Schubbeanspruchung allein vom Stegblech aufgenommen
wird. Es wiirde dann die Formel (106b) gelten:

3 37,8-1000
= - == 2
Tmax D) 130 -1 437 kg/cm s

um 19 v. H. des wirklichen Wertes zu groB88),

Die Arbeit der inneren Schubkrifte ermittelt sich mit Fig. 104 aus
dA=2-z-dx)-t-(f-1-dy) -}

wenn beachtet wird, dal die Spannkrifte nach zwei

zur Linie z senkrechten Richtungen wirken und die

Arbeit der Schiebungskrifte durch eine Dreieck-

fliche (Fig. 72) dargestellt wird.
Setzt man hierin ein

S @ . ‘.
T=— mit S—vfz y-dy,
so wird die Gesamtarbeit ; tea .
ﬂ dy 2
Qz dax- - 2 y-dy
—€1 Y

oder

- 2ferae O a0 o], o

gemessen in cmkg. Be1 stonelser Belastung ergibt sich der doppelte
Betrag (S. 7).

Beispiel 79. Zu berechnen ist die Arbeit der Schubspannungen fiir einen
Triiger von rechteckigem Querschnitt mit 2 =05 und ¢, = e, = } h.

Es ist dann
b [(h? )
fz'y'dy=?'('4“ ).
Y

Setzt ‘man diesen Wert in die Gleichung (107) ein, so wird
h

2

b Rty 4) b. ks
/Z'dy'(l_fi__z—+y =20
0

ro| >

also

o u sz (108)

Beispiel 80. Zu bestlmmen ist die Arbeit der Schubspa,nnungen fiir einen
Trager von Kreisquerschnitt.
Es gilt nach Fig. 101

?:rz—yz, also z=2-r-l/i—(2)2.

/Qz dx-2.

r

%) Sonntag, Biegung, Schub und Scherung in Stéiben von zusammen-
gesetzten und mehrteiligen Querschnittsformen, 1909.

6*
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Hiermit wird

<=

r

fervay=[aer)r- () afi- (4] 5= 5 - (4T
v 1
und weiter

r

Of:%y'(f"y'dy)zi/%.,e. [1_(%)2

y

213
Durch Auflésen von ll — (%) } in eine Reihe nach dem binomischen Satz

(Bd. III, 8.'198) und Integration der Einzelglieder dieser Reihe ergibt sich leicht
!
A =0,7363. rﬁ; .fqz .dz. (109)
0

Beispiel 81, Anzugeben ist die groBte Biegungsbeanspruchung, die der
Kurbelzapfen einer liegenden Einzylinder-Dampfmaschine von d = 13 cm Starke
und ! = 17 cm Lange erfahrt, wenn die Kolbenkraft P = 13 t ihn bei = 0,75 mm
Spiel im Lager wahrend des Druckwechsels stoBweise belastet.

Nimmt man an, daB bei sachgeméBer Ausfiilhrung die StoBarbeit gleichmiBig
von den beteiligten Konstruktionsteilen aufgenommen wird, also zu % von dem
Schubstangenbiigel und seinen Schrauben, so ist die Schlagarbeit

A — P.zx
1= g
Sie setzt sich um in die Biegungsarbeit des Zapfens nach Formel (85a)
!

« P z\? « P2.I3
ey B
0

J 20
und die der Schubkréifte nach Formel (109)

!
2 2.
A3=O,7363-gg-/(£-x) cdz=07363.4.128.%. 2221,
7 l r2 3
0

Setzt man nun gemiB Beispiel 55

M=y =g

so wird
61\2 1 o =
Az:g.J.(%l> .g=g.z.72.z.g§1,
0,7363 - 4-1,28 -4 « J\? rt
A3=—————3—-——-;§'<6bl 7)—3,95 Dé'z'—l_“o':l
Aus der Beziehung A4; = A, + A; folgt hiermit
. 4.P-x
51 = 2 110)
3-0&-7:-7*2-!-(%—}-3,95-;—2) (
und mit den gegebenen Zahlenwerten
4 - 13000 - 0,075 - 2100 000 - 4 / 210
Opy = 224'5'100'V L13.17.
V3.”‘132'17.l%+3,95.(§)} 7-13-17.(0,20 4 0,578)

= 394 kg cm?
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Wiirde man hier die Wirkung der Schubspannungen aufler acht lassen, so
ergibe sich o, fast doppelt so groB.
Die statische Beanspruchung betrigt

_P.1.32 13000.17.32
P dd T 2.a-138
so daB die Gesamtbeanspruchung im Augenblick des Stofles 906 kg/cm? betragt.
Zulassig ist fiir den gewahlten Stahl (Beispiel 55) o, = % * 1550 kg/em?, so daB
hiernach z bis auf 1 mm steigen konnte.

= 512 kgfem?,

7. Die Durchbiegung.

Ein irgendwie belasteter Triger sei an einem Ende wagerecht ein-
gespannt. Unter der Last verbiegt er sich so, daB das freie Ende mit der
Wagerechten den Winkel ¢ bildet und sich um die Strecke f senkt (Fig. 105).

Man entnimmt der Fig. 105 sofort

dzx ’ L =~

d(p = ? . Yy i
B

Nun ist nach Formel (80) T‘Zlﬂf

1 «-g,

e e’
worin ¢, die Biegungsbeanspruchung Fig. 105.
an der Stelle x bezeichnet, und nach

1 (82
Formel (82) o %
x Wz’

worin M, und W, das Biegungsmoment bzw. das Widerstandsmoment
des Stabquerschnittes im Abstande x vom freien Ende darstellen.

Man erhilt so l - M,
Q Jp
und damit wird .
"
@ zjf,' M, dz. (111)
0

Bei einem prismatischen Trager aus homogenem Material sind &
und J unterhalb der Elastizititsgrenze unverinderlich. In dem Fall
lautet also die Gleichung (111)

(0.9
(ij-fo-(lx. (111a)
0

Die Summe gibt den Inhalt der Momentenfliche des betreffenden
Triagers und seiner Belastung an:

Der Winkel, den das freie Ende des eingespannten prismatischen
Trégers mit der Einspannungstangente einschlieft, ist gleich dem

&
jfa.chen des Inhaltes der Momentenfliche#).

8) Mohr, Z. d. Arch.- u. Ing.-V. Hannover, 1868.
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An einer beliebigen Stelle, z. B. im Abstande z vom freien Ende,
erhilt man den Winkel ¢,, indem man den Inhalt der Momentenfliche
zwischen den Lingen x und ! ansetzt:

l
%:?—;-sz-dx. (111b)
x

Die Durchbiegung am freien Ende ergibt sich nach Fig. 105 aus
df =2z-dep. Wird hierin der Wert dp = %x eingesetzt und die vor-
stehende Rechnung wiederholt, so folgt allgemein

l
f=fﬁ-M,-x-dx, (112)
Js
0
und fiir den prismatischen Trager
l
&
f=j-/Mz-x-dx. (112a)
0

Die Summe stellt das statische Moment der Momentenfliche in
bezug auf das freie Ende des Trigers dar:

Die Durchbiegung des prismatischen Tragers, von der Einspannung-

tangente aus gerechnet, ist gleich dem ;fachen des statischen Mo-

mentes der Momentenfliche in bezug auf das freie Ende®).

An einer beliebigen Stelle  vom freien Ende erhdlt man entspre-
chend der obigen die Durchbiegung

I
y=§fodx (112b)

Differentiiert man die Gleichung (111b) fiir den Fall beliebigen
Querschnittes, so ergibt sich

d(;)z:; M, -dx.

d
Die Fig. 105 gibt an ¢, = d_z ,
so daBl man mit der Bezeichnung (Bd. I, S. 150)
dy
dtﬁ dzy

dz ~ da?
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die Gleichung der Durchbiegungs- oder elastischen Linie der Balken-
achse erhilt?)

d*y M,

W =K Tz (1133.)
bzw. fiir Triger von prismatischer Form

dy «o

-2 =_-M,. !

dzt =7 M, (113b)

Im allgemeinen wird diese Gleichung wenig benutzt, da die vorher-
gehenden das Ergebnis viel bequemer liefern.

Die durch die Biegungsmomente M, hervor- Y| g ®
gerufene Neigung bzw. Durchbiegung wird noch 7
etwas vergroBert durch den Einflul der Querkrifte % k
Q,, die im Querschnitt F, die mittlere Schub- \\
spannung 7, = 9 gemi B Formel (98) hervorbringen. ~~

F, Fig. 106.

Die hierdurch entstehende Neigung der Balken-
achse gegen die Einspannungstangente ist nach Formel (100)

Q
re=pn=Fp (114)
oder bei iiberall gleichem Querschnitt F
yzz%-Qz, (114a)
Die Senkung ist nach Fig. 106 bestimmt aus
dy =7y, Az
zu 1
y:/ﬂ-@f'dx (115a)
F,
z
oder fiir den prismatischen Trager und bis an das freie Ende gerechnet
l
_B (o, a
f= Q. dx. (115Db)
F
0

Die von der Einspannungstangente aus gerechnete Durchbiegung
erhoht sich um das %f&che des Inhaltes der Querkraftfliche.

Um vollkommene Ubereinstimmung mit der genauen Theorie™) zu
erzielen, die die Verteilung der Schubspannungen iiber den Querschnitt
beriicksichtigt, ist die rechte Seite der Gleichung (115b) beim Kreis-

%) J. Bernoulli, Véritable hypothése de la résistance des solives, avec la
démonstration de la courbure des corps qui font ressort, 1705; Euler, De curvis
elasticis, 1744.
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querschnitt mit dem Faktor { = 1,235, beim Rechteckquerschnitt von
b\2
der Breite b und der Hohe A mit { = 1,622 — 0,305 - (—};) zu multi-

plizieren, wenn der Triger aus FluBleisen besteht.

Beispiel 82, Zu berechnen ist die Durchbiegung und
Neigung des freien Endes eines wagerecht eingespannten
Tragers nach Fig. 107.

Die Momentenfliche der Belastung zeigt die Fig. 108a
mit M = P -1l. Die Querkraftfliche (Fig. 108b) ist ein
Rechteck von der Hohe P und der Linge I. Durch Zu-
sammenfassen der Formeln (112a) und (115b) ergibt sich so

o

fl=7.<%.p.z.z).§l+%-P-l

LJ ,
Fig. 108a . b. oder mit 7= 12 gemafl Formel (70) und mit Benutzung
von Gleichung (101)

TEmmn e % lesasa (5] aw

T Hierzu tritt noch eine geringe Durchbiegung infolge

l a des gleichformig iiber die Linge I verteilten Eigengewich-

. tes G (Fig. 109), die rein rechnerisch unmittelbar aus den
Fig. 109. Formeln (111a) und (114b) bestimmt wird:

5 (3] £ (69 ans

h=5" és-[1+8-(1+v)-(%)2-5]. (11

Der Neigungswinkel des freien Endes ergibt sich entsprechend aus den For-
meln (111a) und (114a) zu

(x )
%:7( le) pP

oder
x P.I L\ 2
m=2 Tl a0 ()] (118)
Er wird durch die Neigung, die das Eigengewicht G hervorruft, noch ver-
grofert um
I
P2 = J /( cdx + F ’
also
a G-
P2=7F g - (119)

Ist z. B. P = 2450 kg, I = 2,40 m, so bestimmt sich fiir einen I -Trdger aus
Walzeisen mit ¢, = 1200 kg/cm? das erforderliche Widerstandsmoment zu
P.1 2450 - 240

- T 3
w o 1500 490 cm
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Dem entspricht I 27 mit
W=491cm3, J=6623cm?, F=>571cm?, G =445"2,4c0107kg.

Man erhélt hiermit
2450 - 240°

f1=2100000.6623.3'(1+6'1’28'
— 0,8115 - 1,01546 — 0,824 cm.,

Der EinfluB der Querkraft ist bei lingeren Tragern von ganz geringer Bedeutung,
weshalb hier von der Einfiihrung einer Berichtigungszahl { abgesehen wurde.
Hierzu kommt noch

107 - 2403 (
= 5100000 - 623 -8 \} + 8- 1B
= 0,0133 - 1,0206 = 0,0136 cm.
Die Gesamtdurchbiegung des freien Endes ist somit

6623 )
57,1 - 240

6623 )
57,1 - 2402

l
f=fH+71=0838cm= 986 °
Die Neigung am freien Ende betragt
2450 - 2402 6623 >
%17 27100000 - 6623 - 2" (1+4'1’28'57,1-2LT02

= 0,05075 - 1,0103 = 0,05126,
107 - 2402

72= 5700000 6623 . 6 — 00074
also

1
(p=<pl+q92=0,0520=m.

Beispiel 83, Zu berechnen ist die Durchbiegung und Neigung am freien Ende
des in Fig. 110 skizzierten, wagerecht eingespannten, prismatischen Freitragers.
Den von der Kraft P, herrithrenden Anteil erhalt .,
man sofort aus den Gleichungen (116) und (118)

A= B e agn-(3) 0], ¢
(pl:."T‘.Plélz.[l+4.(1+v).(%')2}, Fig. 110.

Die von der Kraft P, an ihrer Angriffstelle hervorgerufene Durchbiegung und
Neigung ist entsprechend

=52 1re a0 (1),
n=5-T50 1 e a0 (o).

Waire der Teil von der Liange a, unbelastet, so wiirde er gerade bleiben; ¢,
iibertrigt sich also unverindert auf das Ende. Dagegen vergroBert sich die Durch-
biegung noch um

o Py-ai-ay

i\2
2
Die Gesamtdurchbiegung des freien Endes ist also
tg e (5] 2 a0 4 )
=37 : 2\ 7) - +,;“2"2"+ S0 (3) - (Pr+2Py)

und die Gesamtneigung des freien Endes
1 «

p=g v [Pt P () s (1) (B4 ).



90 Die einfachen Beanspruchungsfille.

Sind noch mehr Einzellasten P, vorhanden oder fillt die Endbelastung P,
fort, so ergeben sich sinngemiB die weiteren Glieder der Klammerausdriicke.
Kommt noch das Eigengewicht G' oder auch eine gleichméafig tiber die ganze
Liange 7 verteilte Belastung @ hinzu, so sind die aus den Formeln (117) und (119)
folgenden Betriige zu addieren.

Bei festgelegten Abmessungen I, J, F eines Trigers und bekanntem
Material mit den Zahlenwerten « und » entspricht die Durchbiegung f
der GroBe der Belastung P, wie die Formeln (116) bzw. (117) angeben:

f=c- P,

Trigt man also auf einer Achse die Federungen f auf und senkrecht dazu
die zugehorigen Belastungen P, so liegen die Endpunkte der letzteren
auf einer Geraden (Fig. 111). Der Inhalt des Dreiecks

stellt die Federungsarbeit dar:
f—y A=%-P-f. (120)
Vorausgesetzt ist dabei, dafl die Belastung P lang-
P sam auf ihren Hochstbetrag gesteigert wird. Wird die
Fig. 111. Belastung plétzlich aufgebracht, so gilt die Fig. 5,

wenn | statt 1 geschrieben wird, also 4 = P -f.

" Beispiel 84. Zu berechnen ist die infolge des Winddruckes ¢ = 125 kg/m?
in den Bindersiulen des Eisenfachwerkgebaudes nach Fig. 112 auftretende groBite
Beanspruchung®). Gegeben ist der Abstand der Bindersiulen o = 6,0 m, ihre
Hohe k= 3,1 m, die Hohe der Binderkonstruktion %k, ~ 1,0 m, der Mitten-
abstand der Saulen 1 und 2 I = 9,0 m, der Siulenquerschnitt F = 108 cm?, sein
Tragheitsmoment J = 3391 cm* bei
2e¢ = 16,4 cm Profilhohe, der Quer-
schnitt des Binders F, = 32 cm?2.

Der Winddruck belastet die Saule 1
mit der gleichmiBig iiber die Héhe
verteilten Kraft
Q=a-h-g=6,0-3,1-125 = 2325kg.
Dazu kommt im oberen Endpunkt
die Windkraft, die auf die Hohe der
7 ]2 Binderkonstruktion ausgeiibt wird,

Fig. 112. P=a-h-¢=6,0-1,0-125 =750kg.
Beide Krifte wirken auf eine Durch-
biegung der Séule um den Betrag f; hin, der der Binder den Widerstand S ent-

|

K

[k
.
i
%

Il

P~

TTY

O

ll~

K
[N
8

e

<l

gegensetzt.
Diese Kraft § driickt die Binderkonstruktion zusammen um [Formel (1)—(3)]
«-8.1
A= 7,

und verbiegt die Saule 2 um f,. Zwischen den drei Forméinderungen besteht
somit der Zusammenhang
h=f+7,

worin einzusetzen ist nach Formel (116)

1« 1\? _ bk a
fz——g'j"s"h:‘" 1+6'(1+V)'(ﬁ> .g}_3.7.s.ha

1) Geusen, Z.d.V.d. 1. 1898.
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bzw. nach den Formeln (116) und (117)

ko _ 3, Ko & s
h=3 7 EB=8-Fig.-7-0h
;\2
mit k2=1+8.(1+v).(%).;_
Hiermit ergibt die vorstehende Beziehung nach Division durch %1 % - h®

3.1.J ) 3 k,
8- (1+1}'1-—F;-7ﬁ+1 RS M
(3 ok )( 3.1.J

also S_(g.Q.kl-{—P. 2—I—F.h3.FO>,
oder mit den gegebenen Zahlenwerten bei Annahme von {1

3.2325.1,00335
8. 100251 T 00 _ 872,5 + 750
2+ 3900 - 3391 T 2,00959
1,00251 - 3103 - 32
Die Einwirkung der Querkraft auf die Durchbiegung und auch die Nachgiebig-
keit der Binderkonstruktion kann bei der groBen Lénge der Séule ohne merklichen

Fehler vernachldssigt werden.
Das Biegungsmoment fiir den Fufl der Bindersiule 1 ist dann

= (§ -4 7) <<t
oder, wenn der vereinfachte Wert -

eingesetzt wird §=@3@-@+ P -3 K
5 1 )
M=t @+ 5 7) 1z1)

S = = 815 kg.

=310 - (% - 2325 + % . 750) = 310 - 1101 emkg.

Damit wird die Biegungsbeanspruchung

M, 310.1101.164 2 Fig. 113.
== a1 e 825 kgfem?,

Der Einflul der Nachgiebigkeit des Dachbinders ist nicht mehr verschwindend
klein, wenn dieselbe Rechnung fiir die wesentlich kleinere Hohe A’ einer Halle
mit Laufkran nach Fig. 113 durchzufiihren ist.

Auf zwei Stiitzen frei aufliegende Triager mit symmetrisch zur Mitte
gelegener Belastung werden einfach in zwei gleiche eingespannte Frei-
trigér zerlegt und entsprechend berechnet.

Beispiel 85, Zu berechnen ist die Feder eines dreiachsigen Eisenbahn-Personen-
wagens vom Eigengewicht G; = 16,6 t und der Gesamtbelastung durch 48 Personen
mit Gepéck @ = 4,8 t. Der Radsatz wiegt mit den Achsbuchsen und den zuge-
horigen Federn @, = 1,4t. Die Lénge der obersten Federlage betrigt im ge-
streckten Zustand 217 ==2,00 m, die Lange der Befestigungslasche a = 15 cm,
der Abstand der beiden festen Drehpunkte dieser Laschen 21" = 2,20 m, die
Hohe des Federbockes b = 20 cm, der Pfeil der vollbelasteten Feder f = 10 cm
(Fig. 114).

Die Feder wird als Trager iiberall gleicher Biegungsbeanspruchung gemif
Fig. 86 ausgefiihrt®?). Die einzelnen Lagen bilden ungespannt Kreisbégen und

92) Phillips, Annales des mines 1852.
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behalten diese Form nach den Angaben S. 52 bei. Fiir flache Kreisbogen gilt nun
naherungsweise der Zusammenhang zwischen Bogen, Sehne und Pfeil (Fig. 114)

(202= 282+ 420 (122)
Hieraus ermittelt sich die Sehnenlinge im durchgebogenen Zustand
2s =202 — % (2/)2 =)200* — § - 202 = 198,7 cm.
Damit wird die Strecke
c=10 —s=110 — 99,35 = 10,65 cm,
also der Neigungswinkel der Lasche bestimmt aus

B siny = —2 = —11(;’6()’5 = 0,710

2s

‘ich" zu x = 45°8’.
: Dem entspricht
cosy = J1 — 0,710% = 0,704;

—
0,710
E tgy = 0,704 — 1,010.
(o i Die Spannkraft der Befesti-
I2P gungslasche hat nach Fig. 114 den
Fig. 114. Wert 8 = P . Sie zerlegt sich
cosy

in die Seitenkrifte P und P, = P - tgy. Das Biegungsmoment, das die halbe,
im Bund eingespannte Feder belastet, ist also nach dem gebriuchlichen Ansatz

My=P-s+Potgy-f=5 bR o

Hierin bedeutet z die Anzahl der Lagen, b = 9,0 cm die Breite, k== 1,3 cm die
Hohe einer Lage.
Nun ist die Belastung
17 200

1
P=yg- (61 —36G+0Q)=—5

und fiir gehirteten Federstahl ist nach S. 241, wenn wegen des stindigen Feder-
spieles und der so entstehenden Uberschreitung der vom ruhenden Gewicht ver-
ursachten Beanspruchung eine Krafterhohung um rund } vorgesehen wird,
oy = % - 8500 kg/cm?. Hiermit folgt die erforderliche Anzahl der Lagen
z_6-l434-(99,35+1,010- 10)-5_91 )9
- 9,0 1,32 4. 8500 e
Die Durchbiegung der Feder setzt sich aus folgenden Betrigen zusammen:
Infolge der Belastung P am Hebelsarm s ist gemiB der Ableitung von For-
mel (111) und (112)

s
_fr-de f _a s?
l—f e e ";’”'d’”—”f'l"s'?'

also fh=—5-:—--P.ss. (123)

Freilich lehren die Versuche*2?), daB die Durchbiegung solcher Federn richtiger
durch den ersten Teil der Formel (116) wiedergegeben wird:
1 « 5
f= 37 P.s,
Infolge der Belastung P; am grofiten Hebelsarm f: Die Momentenfliche
dieser Belastung ist gegeben durch die mit P, multiplizierte Fliche zwischen der

922) Fried. Krupp A.-G. nach Vogdt, Technische Elementar-Mechanik,
II. Aufl, 1922.

= 1434 kg,
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in Fig. 114 gestrichelten Wagerechten und der oberen Federlage, die genau genug
als Parabelfliche betrachtet werden kann. Es ist somit

M=P-§-5-1,
und geméB Formel (111a) in Bd. I ist ihr Schwerpunktabstand vom freien Ende
%y = §+ 8. Damit wird die Durchbiegung

5 « .
fZ_i.é..j.P.tg7 . 8 .f.
Infolge der Querkraft ist nach Formel (114b)
-8 _ & 3 (i :
f3_~F—-P-s—.2-(1+v)- N -P.g. s) .
Der Pfeil im unbelasteten Zustand ist demnach
' fo=f+h+lhk+h
oder, mit den vorstehenden Werten,
=t rPoo |t Lo rzoaen(2)] (124)
°—f+7' I IS TR -4 ’ s
12 . 1434 . 99,353 [ 5.10-1,010  2.1,28-1,32
=10+ 2150000-9-9,0- 1,38 0,333 + 12 . 99,35 + 12 . 99,352
= 10 + 44,1 - (0,3333 4~ 0,0423 -+ 0,000 036) = 26,55 cm.
Die Hirte dieser Feder bei der vorliegenden Belastung ist nach der Erklarung

8.15 o P 143
" R=f 1655

Das Arbeitsverméogen der ganzen Feder von der Lange 21 hat fiir 1 cm Federung
denselben Wert.

Bei den verhaltnismafBig kleinen Bewegungen, die die Feder unter dem Ein-
fluB von Unebenheiten der Fahrbahn usw. macht, kann das zweite Glied der
Klammer in Gleichung (124) iiberschligig als unverdnder-
lich angesehen werden, so dafl man die Durchbiegung der
Feder unter der Belastung P ansetzen kann zu ey Y,

= 86,6 kg/cm.

Um diese Verbiegung um einen kleinen Betrag y zu dndern,
ist erforderlich eine Kraft P’ = h,-y. Unter dem Einflu8}
dieser Kraft schwingt die Feder um die neue Gleichgewichts-
lage gemaf Formel (190a) in Bd. TII

P+3%.0 ary ( 8 )
g ag ~Mmy—\Pt5-6)
Denn es muf} Gleichgewicht bestehen zwischen der Trégheits- Fig. 115.
kraft, der bewegenden Kraft und der vorhandenen Belastung.
Das Federgewicht G ist nur mit  des vollen Betrages in Ansatz gebracht, weil
die Durchbiegungslinie gegeniiber der Strecklage iiberschligig als Parabel an-
gesehen werden kann (Fig. 115) und somit die Verschiebung y, des Schwerpunk-
tes § der Dreieckfeder, die fir das Gewicht einzusetzen ist, nach Bd. I, S. 108, -
folgt zu 2.5.4.5 8

—y .3 08T T
Yo=Y s.8 9 K

|
hr=t~t=4- s
|
|
|

Die Losung der Differentialgleichung®) ist nach Bd. III, 8. 29:

— : ke g
y=0C, sm(t- I/?__F%—w_f_a),

%) Castigliano, Theorie der Biegungs- und Torsionsfedern, 1888.
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worin § = 0 zu setzen ist, weil der Schwingungsausschlag y fiir die Anfangszeit
t = 0 verschwinden muBl. Mit G = 110 kg fiir die berechnete Feder und den
anderen obigen Zahlenwerten ergibt sich

Die Schwingungsdauer betrigt also

[“hi-g _ 1/866-981
P+:-G 1432 95 — Mi4 sk
27
tl) = m == 0,844 sk.

Resonanz der Anst68e und Eigenschwingungen treten ein, wennsich die Schienen-
stoBe, die beim BlattstoB wegen der dichteren Lage der Schwellen eine weniger
nachgiebige Stelle der Fahrbahn bilden, gerade in #, sk folgen. Bei der iiblichen
Schienenlinge von ! = 15 m ist die zugehorige Fahrtgeschwindigkeit

oder

V=

4

=Eo_=

17,77
0,36

15
o543 = 177 mjsk,
= 49,4 km/st.

Ein Vorteil der hier der Einfachheit halber vernachlissigten Reibung zwischen
den einzelnen Lagen der Feder ist, daf} sie dimpfend wirkt, so daB nach Bd. III,
S. 218, reine Resonanz nicht eintreten kann. Immerhin macht sich ein ver-

a, a
r
P \B
Y
v | T"-’
Xy ! I__cJ_ x,
i |
o P !
M,
Fig. 116.

héltnismaBig starkes Schwingen bei der be-
rechneten Fahrtgeschwindigkeit bemerkbar.

Ist der vorlaufig prismatisch gedachte,
auf zwei Stiitzen liegende Trager durch
eine senkrecht zur Verbindungsgeraden
der beiden Stiitzpunkte stehende Einzel-
last P nach Fig 116 unsymmetrisch be-
lastet, so liegt die Stelle der grofiten
Durchbiegung f, wo der durchgebogene
Trager parallel zur urspriinglich geraden
Lange ! verlauft, nicht unter der Last P,
sondern ist so verschoben, daf3 die Mo-

mente der beiden zugehérigen Teile der Momentenfliche in bezug auf
die freien Enden 4 bzw. B einander gleich sind.

Das Moment des rechten Teiles der Momentenfliche in bezug auf
die Stelle B ist nun

1
=5 (@g—c) My

2

ay— ¢

2
'g'(az—-C),

2

das des linken Teiles in bezug auf die Stelle 4 wird zuerst, wie ge-
zeichnet, als Dreieck gerechnet, worauf das Moment der beiden kleinen,
zu viel gerechneten Dreiecke abgezogen wird:

1
M1=§'(“1+0)'Mb'

2

mte 2
a 3 (@, +¢)

2
e+ 2 a3

1 A

Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke erhilt man

(a2—6)3: (a1+0)3__cz..a_1i12-<§a1+0)-

s

a,

a,-a, \2



Die Durchbiegung. 95

Nach Auflésen der Klammerausdriicke und Multiplikation der Gleichung
mit @, * @, ergibt sich hieraus die Bestimmungsgleichung

2—2-ayc+§-(ap—0ay) a,=0,

c=a2-{1—V%-<1+2'%>]. (125)
2

Hierin bezeichnet a, den lingeren und @, den kiirzeren von der Last
gebildeten Abschnitt der Tréagerlinge. Die Strecke ¢ ist von der Last
aus stets nach der Seite des lingeren Abschnittes abzutragen.

Die grofite Durchbiegung selbst erhélt man jetzt durch Einsetzen
@y Gy

l
geméf Formel (116), worin wegen der gréBeren Lange derartiger Tréiger
der EinfluB der Querkraft verschwindet:

also

des Wertes von @, — ¢ in die obige Gleichung fiir M, mit M= P -

3
2 pa (luﬂ)f
f—3 7 P ;w5 o
oder . . i
2.2 p. %, — &
f“sJPz<3)’ (126)

worin @, stets den kleineren Abschnitt angibt.
Die Neigungswinkel an den freien Enden ergeben sich durch Multi-
plikation des Inhaltes der beiden bis zur Stelle der groiten Durchbiegung

o
gerechneten Momentenflichen mit dem Faktor —. L#aBt man also in

J
den Gleichungen fiir M, und M, die letzten Faktoren weg, so wird
e g , 1 & @ a+2ay
=gy Py @—ot=g g P l 3a,
oder
1 « o
‘Pzzg'j'P'%'%'(l +71) (127a)
und
1 « a, - a (@, + ¢)? 1 1
=—.Z.p. 2 2.[1 e =
L l a o a, + a,
oder nach einigen einfachen Umformungen:
1 « a
P=g3 *P-a;-a,- (1 +72> (127 b)

Die Durchbiegung y an einer beliebigen Stelle C, etwa im Abstande
x; vom Endpunkt 4 und z, vom Endpunkt B (Fig. 116) wird, wie folgt,
gefunden: Der linke Tragerteil von der Linge x, ist an der Stelle ¢
unter dem vorldufig noch unbekannten Neigungswinkel ¢ zur Wage-
2

; biegt ihn gegen-

rechten eingespannt. Die Auflagerkraft N, = P-
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iber der an C gelegten Tangente nach oben durch um den Betrag
1 «
II: —3—oj'N1. xf,
so daB die gesamte Durchbiegung des freien Endes A gegeniiber C
betragt
y="h+- tge.

Der rechte Trigerteil von der Linge z, wird gegen dieselbe Tangente
am Ende B nach oben durchgebogen um den Betrag

an der Angriffsstelle der Kraft P nach unten um

L e ayn,

T3 J
Diese Durchbiegung vergréfert sich bis zum Ende B um

2 =0y 5 s F° P (xy — ay)®.

Der Schnittpunkt der Tangente an C mit der Wirkungslinie von N,
liegt um die Strecke

f 14

I =2y tgp
unterhalb von C, so daB sich ergibt
y+ETHE R =1
Dividiert man jetzt die erste Gleichung fiir y durch »; und die

zweite durch x,, so liefert die Addition beider

1 1 1 « ay 1 o a
y‘(_—f-*—): -—-P-~lz~-x;+tg<p+§-j~P-71-x§-—tgtp

x X 3 J
L & (@—a)® 1 a . (2,—ay)?
R AR S A A S

Der Neigungswinkel ¢ hebt sich heraus, und man erhilt, wenn jetzt
alle Glieder mit x, + I multipliziert werden,

1 « x 3
y=33 p- l—; Qy" X7 Ty + 0y 23 —l-(as2—ag)3—E-az-l-(acz—otz)2 .

Lost man die Potenzen von (z, — a,) auf, so folgt schlieflich

1« Xy a
y=g57 T

worin die Bezeichnung P, angibt, daBl sich die Last auf der Linge x,
befindet.

([Ba) —a; — 22, (mp— )], (128a)
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Befindet sich die Last P, auf der Lange z, , wie im Fall der Fig. 117,
so lauten die beiden Gleichungen fiir die Durchbiegung:
linke Seite: y — f/”"/+ {4+ "= f/,
rechte Seite: y + z,- tg @ = f,.

Die gleiche Rechnung wie oben liefert dann dieselbe Gleichung, nur
sind die Zeichen 1 und 2 vertauscht:

I a
YT YT
Die Durchbiegung unter der Last P ergibt sich hiernach leicht zu

T —ay — 2% ¢ (%, — x,)].  (128D)

1 « @ - a
_____ P. .
fr=37 l (1280)
Wird der Trager nur durch ein Biegungsmoment M, beansprucht
a/f P a'z ._{
| M
P e S8 — e ] L= a4 ]
|4 ] % 2 | x, !
?——-a:, . 7 x, : 4 N, 1 2 ;
Fig. 117. Fig. 118.

(Fig. 118), das iiber der Unterstiitzung durch die Kraft N, angreift,
so ergibt sich die Durchbiegung fiir den Teil links von (' aus

1 o
y—xl'tg¢=-2—-j'M1-z?—§-j-N ai,
und fiir den Teil rechts von C aus
1l &«
ytatgp=g3- 7 Vo,

worin N; = N, = —J—”l— einzusetzen ist.
Die gleiche Rechnung wie vorher liefert dann
1 o R
y=¢ 7 M =7 (C+m) (129)

Der Neigungswinkel ¢, iiber der Auflagerkraft N, ergibt sich ent-
sprechend zu

‘P1—‘P+ Mycx— 55 N, o,

worin der aus der zweiten Gleichung fiir y folgende Wert von ¢ =tg ¢
einzusetzen ist. Damit wird schlieBlich

@y === M- 1. (130)

Stephan, Technische Mechanik. IV. 7
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Durch Zusammennehmen der vorstehenden Gleichungen kann die
Endneigung und beliebige Durchbiegung fiir jeden frei auf zwei Stiitzen
liegenden, durch Einzelkrifte belasteten Trager schnell bestimmt
werden.

Ist die Belastung keine Einzellast, sondern eine iiber eine bestimmte
Lange I, gleichmaBig verteilte @, die im Abstande a; bzw. a; von der
Auflagerkraft N, bzw. N, beginnt (Fig. 119), so ist in die Formeln (126)
und (128) einzusetzen statt P-a

l 1

¢ q
/%-dxq'(af—}—xq) bzw. /%-dxq-(ag' + ),
0 0
je nach der Seite, von der aus zu rechnen ist.
Liegt die eine Stiitze um irgendeinen kleinen Betrag f, tiefer als
die andere, so gelten natiirlich dieselben Formeln in bezug auf die ge-

#ﬁ
Q P
| [ b | o=
N,r a, | =g |dey. e
Fig. 119. Fig. 120.

rade Verbindungslinie der beiden Stiitzpunkte®). Ist ilq nicht mehr

klein, so hat man in die vorstehenden Rechnungen die senkrecht zur
Verbindungsgeraden der Stiitzpunkte stehenden Seitenkrifte der Be-
lastungen einzusetzen.

Beispiel 86. Auf die d = 5 cm starke Achse eines Elektromotors von N = 12 PS
Leistung bei n = 1450 Umdr./Min. wirken ein der gré8te Riemenzug P = 300 kg
nach oben, das Gewicht und, bei abgenutzten Lagerschalen, der magnetische Zug
des Ankers @, = 55 kg nach unten, das Gewicht des Kollektors @, = 20 kg nach
unten. Die Léngenabmessungen (Fig. 120) sind:

1 =60 cm, !, =15 cm, l, =10 cm,
a,=18 cm, a;, =17 cm, a,=18 cm.
Anzugeben ist die Durchbiegung der Achse an der Stofstelle von Anker und
Kollektor, sowie die Neigung in den beiden Lagern.

Aus den Formeln (128) und (129) erhalt man mit Beachtung der Bemerkungen
iiber die gleichformig verteilten Belastungen
b

—5 5 [P as @t o) Bk 1 (@ 0
2

0 a+1l
l
—2 k) @t - a3+ 2T (B a0 o)
'[;;)‘(a1+ll)2_(a1+x)2—2'(a1+ll)'(alal_}—ll""aQ— )]
+ 50 @t D) Gt ) O+ o )

%) Kloss, D. p.J. 1903.
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oder mit den gegebenen Zahlenwerten:

64 32.20 [
y*ﬁ.zlooooo.n-54-60'{ o |28 (3-28—-2-(28-32)

284——184] 28 . 55
- 4 15

282 — 182
2

322 — 172
2

-[32-(3-32—2-(32—28)).

4__ 174
——3—2—-4—11] -+ 300 - 13-32-28-(60+28)},
108
Y=2%35.10° " (30,5 + 83,3 4+ 307,5) = 0,0182 cm.

Die Neigungen in den Lagern ergeben sich mit Hilfe der Gleichungen (127)
und (130) ebenso zu

I —a, —
%=§-7!/ Az () (@t 2) - 14 LB
ag+ b+ 1 ! .
R R e R e R e !
1

[ A

U
1 l—a —
¢1=g'§-{f%-da‘-(al+x)-(l—al—x).(1+—aTl_‘f)
H1+l1+lo 0 . ,
+/ Qo+ h+0) - (@t h+e) - —a—b—a)- (14 Ima b=
a1+lj

—|-2-P-a0-l}.

Das zweite Integral jeder Gleichung enthélt schon eine fiir die Berechnung vor-
teilhafte Umformung. Jetzt wird jedes weiter umgeformt in

ax+ b
l—az—z>

%-[[d(l——az—x)-(l-—az——x) 1+
az:-hh

—/d(l—az—x)-l(l-az—x)- (1+l:i;l'ﬁ)j
2
usw. Dann ergibt sich schlieflich nach einigen einfachen Umformungen

e A s (5 (538 )
+ila (F-1) - @ (AFE g,
5o e - e (587 )

a3 1,)?
+2“z;'[“5 -1 - (“2“2)2’((3%—2)—’)]“P'%"}'
Mit den gegebenen Zahlenwerten wird

1 20 [ (1 ) (1 V1
o= 53505 " {10 322 5828 —602) — 422 5 - 420 — 602 |

@. 2 (l 2 2 2 (1 2 2
+3 [17 > 17—60)—~32- -2—-32—60)]},

T*
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1

-1 % z.(_l_ 2 2) 2(_ : 2”
1= 55358 {15 280 (5 - 28% — 60%) — 432 5. 432 — 60

20 [182 (; - 182 — 602) — 28%. (—;— - 282 — 602)] +4-300-18- 602}

10°
oder 10°
2= 51 105" (31,66 + 81,10) = 0,000 243,
10°
1= 162 70° (89,22 4 28,00 -+ 777,60) = 0,001 93.

Die letztere Neigung ist nur zulissig, wenn sich das Lager entsprechend einstellen
kann.

Beispiel 87. Zu berechnen ist die Durchbiegung der Kolbenstange einer
liegenden Dampfmaschine unter dem Eigengewicht und dem des Kolbens P= 90 kg,
wenn gegeben ist die Lénge a; = 140 cm, a, = 110 cm, die Starke d; = 8,5 cm,

d, = 17,0 cm.
Da bei verhaltnismiBig kleinem Unterschied der Stirken d die Trigheits-

momente J schon sehr voneinander abweichen, so ist die bisherige Rechnung

nicht anwendbar.
Mit den Bezeichnungen der Fig. 116 hat man anzusetzen die Durchbiegung

der Strecke a;

1 o o4
f1—“§"_J‘l"N1 a?“_'J—l‘Ql aita -9
und die gleichgrofie der Strecke ay
1 1 «
fz':'j 7 «Ny-a} — S‘Z'Qz‘ag*az'fﬁr

worin @, und @, die gleichméBig iiber die Langen a, bzw. a, verteilten Eigen-
gewichte sind. Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke erhdlt man mit

1
NI_P +Q1 a2+ a1+Q2 =

a
Nz:p.Tl+Qz.1_+_%‘“2

¢.3(“1+“2)'l=a2 [P al—f—Qz.(al—i-il)—F& “2]

o Jy 4 2
_._.f;_i.[_P.az.*_%l.(az-{._ ) +%.0]. qs

Wird dieser Wert in die Gleichung fiir f, eingesetzt, so folgt leicht
. 2
:geL@{ﬂ{p%+&(%+‘g_&a4

%[p% %”@+zg+%mJ. (132)
Nun ist Q=T diay =85t 140 20 o,
QZ_%.dg.az y =700 110 00 — 335 kg,
leé’i.df 64 . 8,5¢ = 256,24 cm?,
Jy = é’_‘i cdb = (;14- 7,04 = 117,86 cm*.
. — 2_1%070 em?/kg fiir Flubstahl.
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Damit wird

~ 140-110 [ 1402 ( ' 62,5 33,5 )
f= 53100000 3507 * | zgg.2a " %0110 + 5+ 1725 + 557 - 140
1102 ( 33,5 62,5 )]
+ Tr7gg (90 - 140 + 757 2025 + 5= 110

oder
F=0,0000000392 - [76,5 - (9900 - 5390 -+ 2345) + 102,7 - (12600 - 3390 - 3435)]

=0,0392 - (1,348 + 1,995) = 0,131 cm.
Der EinfluB des Eigengewichtes ist demnach recht betrichtlich. Damit der Kolben
von der Stange getragen wird und nicht den Zylinder einseitig ausschleift, ist die
Kolbenstange von vornherein um f nach oben durchzudriicken.
Der Kolben stellt sich schief um den verschwindend kleinen Betrag

0,0392 1
¥ =g g - (110 - 1995 — 140 - 1,348) = oo

Beispiel 88. Zu berechnen ist der e a
Durchhang und die Beanspruchung eines as . i
zwischen zwei auf derselben Wagerech- f >
ten liegenden Punkten ausgespannten B T A4
Drahtes, der durch ein Gewicht mit der A f g 1,
Kraft S; angezogen wird und eine lot- 5 1 S
rechte Belastung P zu tragen hat. P S 1

In erster Anniaherung wird der Draht M

als vollkommen biegsam angesehen, so

daBl er sich gemaf Fig. 121 mit einem S H P
scharfen Knick einstellt.
Die in dem entsprechenden Krifte- Fig. 121.

dreieck parallel zu AB gezogene Kraft H
teilt die Belastung P in die beiden Teile P; und P,. Man entnimmt nun &hn-

lichen Dreiecken die beiden Beziehungen

plzﬂ._f, P2=H-L,
ay Ay
deren Addition ergibt
1 1 a
P_H.{. (_ _) —H.f. .
/ a + as H-1 ay - Ay
Nun ist ebenfalls aus dhnlichen Dreiecken
H:SI.%z /S:'alzz 8 .
1 /a2 V2
Damit wird
P S;+f-a

T v
e (]
Hieraus findet sich der unbekannte Durchhang f leicht durch Quadrieren zu

| S SE— (133)
(-

\P - a,-a,

Wenn 8, groB ist im Verhaltnis zu P, so kann im Nenner die 1 vernachlissigt
werden, und es wird einfacher (Bd. I, S. 27)
_P-ag

f= S -a (133a)
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Die groBlere Spannkraft S, folgt nach der Fig. 121 aus

7o)l

Wird hierin die obige Gleichung fiir H eingesetzt, so folgt

/

1/<>

meistens nur verschwindend wenig von §; verschieden.

In Wirklichkeit besitzt der
Draht eine gewisse Biegungsfestig-
? keit, so daB er tatsichlich die Form

der Fig. 122 annimmt. Die Kriim-

mung liuft asymptotisch in die

Richtungen von 8, und 8, ein und

hat an der Belastungsstelle eine

Tangente, die senkrecht zur Hal-
\ bierungslinie des Winkels zwischen
8, und 8§, steht. Das Biegungs-
moment an einer beliebigen Stelle
im Ahstande x vom Endpunkt 4
ist demnach M = 8, -y. Damit lautet gemaB Formel (113b) die Differential-
gleichung der Kurve %)

(134

d?y o
a2 =TT S
Die rechte Seite wird positiv, weil mit zunehmendem y die Neigung der Kurve

in Fig. 122 tgd = %ﬂ grofer wird. Zur Loésung schreibt man

| x
da*y &

dx? =b~(_ 'Sl)'y
und entnimmt Bd. ITI, S. 29,

y:Cl-sin<x-V——;—~Sl+0’2>.

Fiir # = 0 wird nach Fig. 122 y = 0, demnach muBl C, = 0 sein. Setzt man ab
kiirzungsweise

o

c= ]/‘J-|- 5 8, und V—_I =1,

—_

so ergibt die Differentiation

dy . . \
gz =C;-1-c-cos(¢s:c-x.
Fir x ~ !, wird nun
ay 9 + 9
dz tgd = tg 5
Damit ergibt sich
tgd
O =+—— s

i-c-cos(i-¢c-0)’
folglich

tgd .
max = o AY
Y ;.o telieel)

%) Isaachsen, Z. d. V. d. 1. 1907.
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Es kann nun umgeformt werden
tg 0+ dy _ sin (8, + )
2 1 + cos(d; + 8,)°
Werden die Funktionen der Winkelsummen aufgelost (Bd. IT, S. 35) und Zahler
und Nenner durch cosd, -+ cosd, dividiert, so wird

tgd = tgd; + 1
1 —tgd; - tg8, + V(L 4 tg26;) - (1 + tg?d,)
2+ ai
oder tgd = 1 . (135)

NI
1—a1-a2+l/ 1+af 1+“§
Ferner ergeben die Formeln (201) in Bd. ITI, S. 212,

2'(8_c.ll—'3+c'l1) 1 62'C~l1___1

tg(@'c'll)zzi.(e~c.ll+e+c-h)=T'ez-c-ll+1’
/ 2
so daB schlieflich mit I, =a;-|/1 + (%) folgt
1
tgd €2 ¢ h_1
ymax='%' 201 —— . (136)
e t4-1

Der tatsichliche Durchhang wird demgemif (Fig. 122)
’ - ymax _ . . (—f_)z
=1 cos61~f Ymax V1+ a )’
Die Biegungsbeanspruchung, die der Draht neben der reinen Zugbeanspruchung

0, % an der Angriffstelle von P erfahrt, ist

M, Sl * Ymax
= =, 1
W W (137)

Wird, wie meistens, die Last P auf dem Draht durch ein Zugseil od. dgl. ge-
halten oder bewegt, und ist der Draht geneigt ausgespannt, so iibernimmt das
Zuggeil die in die Richtung der Neigung fallende Seitenkraft von P und die andere
dazu senkrechte ist die Drahtbelastung, Die obigen Darlegungen gelten also auch
fiir diesen Fall.

Fiir einen harten Stahldraht von @ = 55,50 m wagerechter Linge, d = 3 mm
Durchmesser und der ZerreiBfestigkeit K, = 15 000 kg/cm?, der Dehnungsziffer
o = 1:2000000 em?/kg sei die durch das Gewicht S; hervorgerufene Spannung
05 = %+ 5500 ~> 3660 bzw. 1830 bzw. 915 kg/em? und die Belastung P = 20 kg.

Der Querschnitt betrigt F = % 0,3% = 0,0706 cm? das Trégheitsmoment

=7 038 — 4
J_64 0,3 0,000 398 cm*.

Der Durchhang wird dann nach Formel (133) — angegeben wird die Berech-
nung nur fir die erstgenannte Spannung —

Op

_ 5550 5550
/{4 - 0,0706 - 3660\ 12665
J{Eog sy

also
f=107,56 — 215,0 — 431,0 cm.

Auch im Fall der kleinsten Spannung liefert die einfachere Formel (133a) fast
genau dasselbe Ergebnis.
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Nun ist fiir die Mitte a, = a, = % , also

I, = 2775 - V;L (2—7%5—)2

folglich
1, = 2777 — 2783 — 2808 cm.
Ferner ist )
o — ja+ 8 1/ 0,0706 - 3660
_]/ J ¥ 2000000 - 0,000 398

also ¢=0,5692 — 0,4025 — 0,2846 1/cm.
Damit wird ¢2* ¢4 so grof}, daf3 der Bruch

2ecly

62 c-! JNI

e=trii4 ]
wird.

Es vereinfacht sich dann nach den Formeln (135) und (136)
e
= - . 1
ymax—-c ” 7 i+1 (l)2+1<f>2 (1364a)

a otz ) telg

und fiir den Fall, daB die Last wie hier in der Mitte steht,
1 f 107,5
e e
Ymax = c 05692 °

also

Ymax = 1,79 — 2,68 — 3,79 cm.
Hiernach gibt die Formel (133a) den Durchhang fiir alle praktischen Zwecke
genau genug an.

Die vorstehende Rechnung ist aber wichtig fiir die Bestimmung der zusitz-
lichen Biegungsbeanspruchung. Um einen sicheren Uberblick iiber die Abhingig-
keiten zu haben, werden in Formel (137) die Werte fiir yu.x bzw. ¢ eingesetzt.
Man erhilt so fiir den kreisrunden Draht

f
o 2. 1
/8- a,
LTI Y Ve Y14 U Y14 (1972)
Ta e 2\a) T2\,
also /0,706 - 3660 - 0,15% - 2 000 000
w=] AL . 1,0194:

o, = 1740 — 17756 — 1840 kg/ecm?2.

Die Biegungsbeanspruchung nimmt also ein wenig ab, wenn die Zugbeanspruchung
stark gesteigert wird.

Beispiel 89. Zu bestimmen ist die Durchbiegung des in Beispiel 67 berech-
neten Krantrigers unter der in der Mitte angehingten Nutzlast P = 7,5 t.

Der Einfachheit halber wird die halbe Trigerlinge wieder in sechs gleiche
Teile geteilt. Die wirklichen Trigerhthen an den Teilstellen sind nach Fig. 123
(89) in Zeile 2 der folgenden Zusammenstellung angegeben, die zugehérigen Trig-
heitsmomente des Querschnittes in Zeile 3 nach geradliniger Zwischeneinschaltung
aus der Profiltafel®) eingetragen. Das Biegungsmoment der in der Trigermitte
stehenden Nutzlast ist

P-1 17500 - 960

M, S = 9§ = 3 600 000 cmkg,

das im Mafistabe 1 mm = 100000 cmkg in Fig. 123 unter dem Triger aut-
getragen ist.
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Da nun J verénderlich ist, so sind die einzelnen Anteile dieser Biegungsfliche

im Verhaltnis J—j" zu vergrofern, worauf die Durchbiegung nach dem Mohrschen

Satz mit dem Trigheitsmoment J, berechnet werden kann. Die Zusammen-
stellung enthélt in Zeile 5 die der Fig. 123 entnommenen Werte der Biegungs-

960

Fig. 123.
momente M und in Zeile 6 die mit den Werten der Zeile 4 multiplizierten Betrige
M= %’1 - M, die in die Fig. 123 iibertragen werden.

1. Nr.: 0 1 2 3 4 5 6 7
2. = 42 42 56,5 73 89 105 110 110 cm

h
3. J = 55380 55380 106920 189000 294 340 428480 474750 474 750 cm*
J

4. .—]’5 = 8,565 8,565 4,437 2,510 1,612 1,108 1,0 1,0
. F)J%ﬁ = 0 56,3 600 1200 1800 2400 2587 3600 cmkg
6. %ﬁ = 0 474 2662 3012 2900 2660 2578 3600 ,,

Jetzt sind die Momente dieser verzerrten Momentenflichen in bezug auf das
freie Ende des Trigers zu ermitteln, indem man die Fliche in Trapeze zerlegt
und deren Schwerpunkte nach dem Drittelungsverfahren bestimmt. Man erhilt
so M = 13231 - 108 cm3 - kg.

Damit wird die Durchbiegung in der Mitte

f_oc Mo — 13231 . 108
—J, 77 27100000 - 474 750

das ist 1: 1450 der Spannweite. Wird die Probelast auf 8,5t erhoht, so wird
/

dafiir 7™ 175"

Im allgemeinen unterschreitet man den Wert 1 : 1200 nicht wesentlich, um
Schwierigkeiten mit den Abnehmern zu vermeiden. Infolgedessen darf die Hochst-
beanspruchung, wie in Beispiel 67 gerechnet, nur rund £ der sonst zulissigen sein.
Die zeichnerische Auftragung der verzerrten Momentenfliche ist auch aus dem
Grunde wichtig, um einen sicheren Uberblick iiber den Ort und die GroBe etwaiger

Verstirkungen zu erhalten.

= 1,33 cm,
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Beispiel 90. Anzugeben ist die Durchbiegung und Neigung gegeniiber der Ein-
spannungstangente der einseitig fest eingespannten, nach Fig. 124 abgesetzten Achse.

Statt das in Beispiel 89 durchgefiihrte Verfahren zu benutzen, geht man in
solchen Fillen rein rechnerisch vor®). Man
bestimmt zuerst die Durchbiegung und Nei-
Z , |P gung des Stiickes vom Durchmesser d; und
faBt dabei die anderen Stiicke vorliufig als

starr auf.

‘F’ﬁ‘%df_' _'Idz"' '—'{'da_'_‘“' o1 Es wird an seinem Ende beansprucht durch
1, | | die Querkraft P und das Biegungsmoment
M, = P-l,. Die dadurch verursachte Durch-
biegung am Ende der ganzen Achse ist dem-
. nach wenn, wie gewohnlich, die ! grofl gegen-

Fig. 124. iiber den d sind, nach den Formeln (112a),

(116), (118)

jd (h—b)°

1, — 1) L, —1)?
h= o p (B g BB gy (B R g )]

Die Auflssung der Klammern ergibt leicht
o 1 1
h= 5P [ = 4 g =)

Ebenso ergibt sich die vom zweiten Achsenstiick herriihrende Durchbiegung
des Endes zu

12

1 1
=5 Py @ = g @ =B

und die vom dritten Stiick herriithrende

o 1 1
=GP [getag bkl
Die Summierung liefert schlieBlich bei z Absiitzen bis zur Kraft P den Ge-
samtwert
_ 121110112<1le)
f—""P'{Tl'll'(§+§)_<TI*TZ)'Z‘2' 3t3) =
1 1\ . (lz ZOH (138)
~lma) Gl

Wirkt an derselben Stelle, wo P angreift, noch ein Biegungsmoment M, so
wird entsprechend

=3[t (o) = (- g) b (g n) -]
f_-(x-M-[J—l-ll-(E—}—lo - .7}"72)'12' bin) ... a9
Ebenso ergeben sich die Neigungen am freien Ende

B 1 ( 1 1) 5 J
¢Ha~P-l:’;-—2~—Tl—J—2~§—... (140)
bzw.
: 1 ( 1 1 )
= e Mo |l — ) = L 1
g=o-M { A I A I (141)
Greift die Kraft P am Ende der Achse an, so gelten dieselben Gleichungen
mit Iy = 0.

Die von der am Ende angreifenden Kraft P im Abstande [, hervorgerufene
Durchbiegung erhilt man, indem man P als Querkraft bis dorthin verschiebt,
das Biegungsmoment P - [, hinzufiigt und nun die hierdurch an der neuen Stelle
entstehenden Durchbiegungen niederschreibt. Die Summierung liefert dann die
Gleichung (138): Eine am Ende angreifende Kraft ruft an einer beliebigen Stelle
dieselbe Durchbiegung hervor, wie die dort angreifende Kraft am Ende®’).

%) Gompertz, Verh. d. V. f. Gewerbefleiff 1912.
97) Maxwell, Philosoph. Magazine 1864.
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Die Neigung an der um [, von dem mit P belasteten Ende entfernten Stelle ist
' o (g ) = (=) e (G -
¢ _zx.P.[Tl.zl.(E + 1 (Jl )b gk = 00
Beispiel 91. Zu bestimmen ist die Durchbiegung und Neigung des Endes
der Kurbelwelle in Fig. 125 infolge der Kraft P bzw. des Biegungsmomentes M,
die in der Ebene der Kurbelkrépfung wirken, wenn ausschlieBlich die Kurbelarme
als elastisch angesehen werden®). (Vgl.
Beispiel 90.)
Es ist nach der Formel (111a) die Nei-
gung, die die Nachgiebigkeit des Kurbel
armes 1 liefert,

my= g r [P (U4 1) + M),
ebenso die Neigung, die von der Nach-
giebigkeit des Kurbelarmes 2 herriihrt,
¢2=;;-T-[P-(l-——lz)—f—M], Fig. 125.
also die Gesamtneigung gegeniiber der Einspannungstangente
¢=§.zr.[p.z+m. (143)

1

Die von der Einspannungstangente aus gerechnete Durchbiegung des freien
Endes betriigt
f=gr b+ 1+ + gy (b+1—-1)

o
f=age2r AP (o + D+ 1+ M-+ D). (144)
13

Greift P in der Mitte des Zapfens an, so gelten dieselben Gleichungen, nur
mit [ = 0 in den P enthaltenden Gliedern.

Wenn auch die elastische Linie in den Winkeln, die die Mittellinien der Achse
bzw. des Kurbelzapfens mit den Kurbelarmen bilden, nicht scharfkantig ist, wie
z. B. auch Versuche an entsprechend geformten Glaskérpern im polarisierten Licht
zeigten®), so ist die dadurch hervorgerufene Abweichung praktisch ziemlich be-
langlos %9). Zur genauen Beriicksichtigung hat man die Mittellinien der Kurbel-
arme von der Breite b um je 0,35 b nach der Symmetrieachse des Zapfens hin zu
verschieben und den Kurbelarm r auf jeder Seite um 0,12 d zu kiirzen.

Beispiel 92. Anzugeben ist die kritische
Umdrehungszahl der Welle einer Lavalschen
Dampfturbine nach Fig. 126100),

Wird die Schwingungsberechnung am
Schlufl des Beispiels 85 unter Vernachléssi-
gung des ganz geringen Eigengewichtes @

oder

wiederholt, so ergibt sich, da = fo die

Durchbiegung ist, die die ruhenfde Welle
unter der Belastung P erfihrt, die Anzahl
der vollen Eigenschwingungen in der Se-
kunde (Bd. ITI, S. 206) zu

7_#14_‘1_.]/2_4,895 145
Th e N Ty (49

Dabei spielt die Auflagerung und Form der Welle nur insofern eine Rolle, als sie
den Wert f, beeinflufit.

%) Honigsberg, Z. d. V.d. L. 1904.
%) Rechnerisch nachgewiesen von Gompertz, a. a. O., durch Versuche von
Meyer, Z.d. V. d. 1. 1909. 100) v, Plato, Z. d. V. d. 1. 1914,
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Selbst beim besten Auswuchten des Rades ist nur zu erreichen, daBl sein

Schwerpunkt § etwa r, = %Omm auflerhalb der geometrischen Wellenachse
liegt. Infolge der so beim Umlaufen mit n» Umdr./Min. entstehenden Schwung-
kraft 7o+ @? a? g Pe1y-m?
BBy =P gy = e
biegt sich die Welle an der Belastungsstelle durch um (Fig. 127)
Fefor 2
T 07 894,63

Ist nun etwa n = n; = 60 z, so kommt bei jeder halben Umdrehung zu dem
Ausschlag f der groBite Ausschlag der Eigenschwingung hinzu. Es ist also Reso-
nanz vorhanden, so dafl die Ausschlige immer
weiter zunehmen (Bd. III, 8. 209); die so fest-
gelegte Umdrehungszahl ist die kritische, in deren
Néhe ein ordnungsmaBiger Betrieb ausgeschlossen
ist. Man erhélt dafiir mit Formel (145)

n 60 - 4,895  293,7

G D — —— .
Vo Vo
Fig. 127 u. 128. Geht man hinreichend weit iiber diese kritische
Umdrehungszahl hinaus, so lduft die Welle wieder
ruhig. Sie ist bei den Resonanzschwingungen durchgeschlagen, so daB sie jetzt
die Lage der Fig. 128 hat, also der Schwerpunkt auf der geraden Verbindungs-
linie der Lagermitten liegt und die Durchbiegung gleich dem Fehler 7, ist.

Rechnet man zur Vereinfachung in Fig. 126 P als Einzellast, die in der Schei-
benmittellinie wirkt, so ergibt Formel (128c) die statische Durchbiegung an der

(146)

Stelle ]
1 « al . a3 64 . 135 - 41,52 . 112
=3 7 P "7 =3 2100000. 7. 3,8%. 52,5 008 32 em.
Damit wird die kritische Umdrehungszahl in der Minute
293,7

Die Welle liuft im regelméaBigen Betriebe mit » = 10 800 Umdr./Min., also
weit iiber dem Resonanzbereich, der beim Anlaufen der Maschine schnell iiber-
schritten wird.

Infolge der Vernachlassigung des Eigengewichtes gilt die vorstehende Rech-
nung nur fiir lotrechte Wellen genau. Bei wagerecht liegenden ergibt sich daraus
eine zweite kritische Drehzahl von halber GréBe, bei der die Resonanz nicht einen un-
endlich groBen Anschlag hervorruft,sondernnur einen, allerdings grofien,endlichen0t),

Wenn etwa eine groBere Schiefstellung der Réder moglich ist, macht sich auch

die Kreiselwirkung deutlich be-

B y A 5. B B Bk merkbar 102),
a- "33 39 [3s3 |35 sz |24 1267, Beispiel 93. Zu ermitteln
! I ist die kritische Umdrehungs-
ﬁ_j_._ b —_ —F:L—-FE' zahl einer Dampfturbinenwelle
X P

N nach Fig. 129103),

Man arbeitet nach dem
Verfahren des Beispiels 161
in Bd. IIT, bestimmt zuerst die
Durchbiegung, die jede Last P

2 fiir sich allein an ihrer Angriff-
stelle hervorruft. Die von
Fig. 129. der beliebig herausgegriffenen

101) Stodola, Schweiz. Bauz. 1916/17; Lorenz, Z.d. V. d. I. 1919.

102) Stodola, Z. f. d. ges. Turbinenwesen 1918.

103) Stodola, Die Dampfturbinen, 5. Aufl., 1922. Verlag von Julius Springer,
Berlin.

2N
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Kraft P; gegeniiber der Einspannungstangente erzeugte Durchbiegung f; des

linken Auflagers ergibt die Formel (138), wenn darin /; =~ 0 und statt P eingesetzt

wird Ny = P, - %2. Ebenso erhilt man die Durchbiegung f, am rechten Auflager
@y

mit P = N, = P;- 7 Die Durchbiegung an der Angriffstelle ist dann gemiB

Fig. 129 “ a “

f=h+{—H- 71:]:1. Tz‘f".fz' Tl

Die zahlenméfige Auswertung bringen die Zeilen 10 bis 23 der Zusammenstellung.
Man faBt jetzt die Welle mit jeder Einzelbelastung als eine Biegungsfeder

auf und berechnet ihre Hirte h, = Ii’ (Zeile 24). Diese Werte werden im MaB-

stab 0,000 004 cm/kg = 1 mm auf einer wagerechten Achse hintereinander ab-
getragen (Fig. 130). Auf einer senkrechten Achse trigt man die 7 Belastungen P

%
1
E\
B
B
41
T
b3
B
5
R
B ”
= 6
; 5 4
/ 3 Fig. 130.

im Mafistab 20 kg = 1 mm hintereinander auf und wihlt an beliebiger Stelle im
wagerechten Abstand 1 = 50 mm einen Pol O, von dem aus die Polstrahlen nach
den Anfangs- und Endpunkten der Lasten P gezogen werden. Parallel zu ihnen
wird das Seileck zwischen die Senkrechten durch die Endpunkte der h, gelegt.
Auf diesen Senkrechten wird von zwei aufeinanderfolgenden Seiten des Seilecks
die jeweilige Durchbiegung abgeschnitten, denn man entnimmt shnlichen Drei-

ecken P,k
-2 2
==

Py b
f1=-’11—f1: f.

coe
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und zwar im MaBstabe cm/kg
20 - 0,000 004 kg/mm - mm
1 i » = 0,004 cm/mm.
5‘6 mm

Ort und GroBe der Gesamtdurchbiegung
= 17,9 mm = 0,0716 cm
liefert der Schnitt der Schluflinien des Seilecks.

Hierbei ist jedoch die Annaherung von Dunkerley zugrunde gelegt worden
(Bd. IIT, S. 231). Zur genaueren Bestimmung zieht man durch den zweiten End-
punkt von f Parallelen zu den SchluBlinien, mift die auf den einzelnen Senkrechten
zwischen ihnen und den Seilecken abgeschnittenen Strecken 7 auf (Zeile 25) und

berechnet das Verhéltnis P-; (Zeile 26). Mit den so umgerechneten Lasten

1
wird die Zeichunng noch einmal wiederholt, im unteren Teil der Fig. 130, und man
erhilt so die verbesserten f, deren Addition mit dem Zirkel geschieht.

Damit wird nach Formel (146) die kritische Umdrehungszahl

293’7_. = 1330,
0,0486

Rine zweite kritische Umdrehungszahl erhdlt man durch Ziehen der ge-
strichelten Linien derart, daB zwischen den Seileckseiten auf beiden Enden dieselbe
Lange f) = 3,5 mm oo } f, abgeschnitten wird. Es ist also

ny = % n, = 665 Umdr./Min.

Das Gewicht der Welle ist dadurch beriicksichtigt, daB es anteilig in die
Einzellasten eingerechnet wurde.

Beispiel 94. Zu ermitteln ist der dynamische Faktor, mit dem ein fallendes
Gewicht G, zu multiplizieren ist, damit die daraus entstehende Beanspruchung
der getroffenen Tragkonstruktion vom Gewicht G, wie durch eine rein statische
Belastung erzeugt berechnet werden kann1®),

Fallt das Gewicht G, frei iiber die Strecke s und biegt sich die Tragkonstruk-
tion unter dem Aufschlag um die Strecke f durch, so ist die darauf iibertragene

Arbeit A=G (s n+1),

G

i Bd. III, S. 181, =t
worin nach S n I G
der Wirkungsgrad des unelastischen StoBes ist. Der Wert trifft iiberall dort zu,
wo kein erheblicher Riickprall des aufschlagenden Gewichtes stattfindet. Da die
Biegungslinie des auf zwei Stiitzen frei aufliegend gedachten Trigers von der
Lange ! vorliufig naherungsweise als Parabel angesehen werden kanmn, deren
Fliche nach Bd. I, S. 107, $-1-f ist, so kann man als Mittelwert des durch-
gebogenen Gewichtes, wie oben geschehen, % G, ansetzen1%5),

Dieser Arbeit entspricht die Biegungsarbeit des Trigers (Formel 120), wenn
der Einfachheit halber seine Trigheitskraft auBer acht gelassen wird,

Gy ) 1
6 (gg e+ ) =g Pl

worin P = n - Gy die am tiefsten Punkt der Durchbiegung vom Triger ausgeiibte
Gegenkraft ist, die wegen % f < f 4 s+ stets erheblich groBer ist als G,.

Die Durchbiegung f folgt nun aus Gleichung (128¢) zu

P o al-a} .
f=3 7 =7 =l

worin f, die allein durch die statische Belastung G; hervorgerufene Durchbiegung ist.

104) Zschetsche, Z.d. V. d. 1. 1894; Miiller, Z. d. B. 1913.

105) Der Faktor 1 von Hodgkinson 1842 oder —13—75— von Cox, Cambr. Philo-

1=

soph. Transact. 1850 ist unrichtig: Timoschenko, Z. f. Math. u. Phys. 1913.
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Man erhilt so aus der obigen Arbeitsgleichung
Gi( n+mn-fo)=4%(n"G)-(n-fo)

den etwas zu groflen Wert des dynamischen Faktors

n_1+]/1+“’7 (147)

Bei gegebener Fallhohe s wird n um so kleiner, je groBer die statische Durch-
biegung f, ist, also je kleiner bei gegebenen Langenabmessungen das Trigheits-
moment J des Trigerquerschnittes ist. Eine moéglichst federnde Bauweise ist
demnach die vorteilhafteste.

Auf Eisenbahnbriicken ergeben die StoBe infolge der UnregelmiBigkeiten der
Fahrbahn, besonders an den Schienenstéfen, von unrunden Réadern, den Schwin-
gungen der Lokomotivteile bei der Briickenlinge ! cm annihernd die StoBziffer %)

n=1+270+|/(\1+2_l°.)2——1. (148)

Wird das Drehmoment iiber der Stitzkraft N so grof, daBl der
Neigungswinkel ¢ = 0 ist, so heillt der auf zwei oder mehr Stiitzen

liegende, durch senkrechte Krifte be- 2 x Y

lastete Triger vollkommen einge- M |

spannt. Das Einspannungsmoment e'% ! Q 7M.

M, ist dann vorlaufig unbekannt. Z %
Ist die Belastung @ iiber die ganze y b 7

Lange ! des prismatischen Tragers

gleichmiBig verteilt (Fig. 131), so er- ’%

gibt die Gleichgewichtsbedingung mit M 111 M,

Beriicksichtigung der Symmetrie der [\/ﬁ —OT Ty

Krifte nur N = 1. Das Einspan- 7 L

nungsmoment liefert die Uberlegung, Fig. 131 u. 132.

daB die Durchbiégungf des durch @,

N, M, belasteten Freitriagers der Fig. 132 gegeniiber der Einspannungs-
stelle den Wert 0 hat:

o B a B« 12
treg g Nyt M=o
also
-1
M, = Ql— (149)
Das Biegungsmoment in der Mitte folgt jetzt nach Fig. 133 leicht zu
I @ 1
Mm - Ma N E + E Z:
also
Q-1 1
Mo =5 =5 Mo (150) Fig. 133.

An irgendeiner beliebigen Stelle im Abstande z von der Einspan-
nungsstelle (Fig. 131) ist
x

M,=_-M,,+N-x—Q-%§.

Stephan, Technische Mechanik. IV. 8
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Die Stelle, wo das Biegungsmoment 0 ist, also der Triiger gerade bleibt,
die elastische Linie einen Wendepunkt hat, bestimmt sich demnach aus

__ @l e xR
O=—"g T3 79y

o ! /1 1 4 0,2113 -1
.’L‘—_—E-( il/ hg— y 3'.

Der zweite Wert ist die Linge bis zum gleichgelegenen Wendepunkt
auf der anderen Seite der Tragermitte.

Ist die Einspannung nicht ganz vollkommen, so ist die Kriimmung
des Tragers bei der Auflagekraft N etwas flacher und der Triger senkt
sich in der Mitte etwas mehr, so dafl dort die Krimmung stirker wird.
An der héchstbeanspruchten Einspannungsstelle tritt somit, da die
Kriimmung ein Ma8l der Beanspruchung ist (Formel 80), eine gewisse
Entlastung ein und in der Mitte eine Vergroferung der Beanspruchung.
Der giinstigste Fall wire der, daBl beide Biegungsmomente einander
gleich werden: M, = M,,. Da der Fall aber praktisch selten mit
Sicherheit zu verwirklichen ist, so rechnet man stets mit vollkommener
Einspannung, wie sie bei maschinentechnischen Anwendungen durch
das Giellen oder Schmieden aus einem Stiick entsteht.

Wirkt auf den Triger eine Einzellast P in der Mitte der Linge I,
so lautet die Durchbiegungsgleichung des einen Endes gegeniiber dem
anderen:

o P 1)3 P ( l>2 l 1 P o 1 )
R R I R A
Sie ergibt das Einspannungsmoment
A a % UM P-1
M, M,=——. (151a)
2 8
N l N, Damit wird das in der Mitte wirkende Bie-
7 7 gungsmoment ebenfalls
Fig. 134. _ Pl

M, (151b)

8

Bei beliebiger Stellung der Einzellast P auf dem beiderseits in der-

selben Hohe eingespannten prismatischen Triger (Fig. 134) ist die
Durchbiegung des Endes 1 gegeniiber der Einspannungsstelle 2

o P ., P N,

J [Jr gty ey

und die Neigung des Endes 1 gegeniiber der Einspannungstangente

ebenso

-l3+-%Ml-l2] =0,

x P, N ]

3 [—|—E a2—2 24+ M -1l=0.
Rechnet man aus der zweiten Gleichung

N P

Ml'l:’él'l2“§'“3
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aus und setzt es in die erste ein, so folgt leicht
2

a -
N1:P°’l§2'(3a1+a2) (152)
und damit .
a
M, = P-ay(-ﬁ) . (153)

Das Biegungsmoment an der Belastungsstelle wird
a; - a;
I3

Die Werte von N, und M, ergeben sich durch Vertauschen von
a, und @, aus den Formeln (152) und (153). Man erhilt so
M, a,
M, a;
Das Einspannungsmoment ist das groBere, dem die Last am nichsten
steht. Das Lastmoment Mp ist stets kleiner, denn es gilt

M P 2- ay
Mol
Nur bei Stellung der Last in der Mitte wird Mp = M, [Formeln (151)].
Die ungiinstigste Laststellung erhélt man aus

dM, P d(l—a)-a

Mp= —M,+ N, a,=2-P-

. (154)

day ~ P day 0
zu a, = % l. Dafiir wird demnach
4
Migx = 5= P+ L. (155)

Dieser Wert des Biegungsmomentes ist maBgebend, wenn sich die Last
auf dem Triger bewegt.

Beispiel 95. Zu ermitteln sind die Abmessungen des Kreuzkopfzapfens einer
Einzylinderdampfmaschine von D = 42 cm Zylinderbohrung, die mit p, = 9,5 at
Einstromungsdruck und p, = 0,1 at Kondensatordruck arbeitet.

Die baulichen Verhaltnisse des Kreuzkopfes fithren dazu, da8 ziemlich genau
die Mittelwerte

l=15-d; l,=055-d
(Fig. 135) innegehalten werden!®).. Bei dem verhaltnisméifig langsamen Hin-
und Herschwingen des Lagers um den kleinen Ausschlagwinkel von 22° 40’
kann der Flichendruck ziemlich hoch angesetzt werden

zu oz = 90 kg/cm? Damit wird aus T

~ . l 7zl

s (pr—p)=1-d-a,, i
worin die gréte Erhohung der Schubstangenkraft um 2 v.H. i, I;—:P“—'ﬂ“i,"‘
und die Verringerung der Kolbenfliche durch die Kolben- { 1
stange um 3 v. H. sich gegenseitig fast ausgleichen, A, ' T

54 V 6-90 ; Fig. 137
106) Volk, Z.d.V.d. I 1908.

d:D.V%.ﬂiﬁzu 794 g8 10em

{*
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Die groBte, an der Einspannungsstelle auftretende Biegungsbeanspruchung
ist nach Formel (149)

7 Db (p—py)-15-4-32 (D)2

%= (fl. 121-)271 s :(7> (P p)
42)2 * ,
‘(‘W . 9,4 = 166 kg/em?.

Fiir die Berechnung ist demnach der Lagerdruck mafBgebend.

Beispiel 96. Zu berechnen ist die grofite Biegungsbeanspruchung in einer
Eisenbahnschiene Nr. 16 vom Triagheitsmoment J = 1598 cm* und Widerstands-
moment W = 200 cm® bei ! = 60 cm Mittenabstand der Schwellen unter dem
Raddruck P = 1,175- 8,5 > 10 t.

Das grofite Biegungsmoment ergibt die Formel (155), damit wird
4.P.1 4 .10 000 - 60 g
ST.W — 2r.200 it kefom?.

Die groBte Durchbiegung tritt ein, wenn die Last in der Mitte steht. Sie be-
stimmt sich, indem man die Trigermitte als Einspannungsstelle annimmt und die
Durchbiegung des freien Endes durch die Auflagerkraft # P und das Einspannungs-
moment { - P - berechnet, zu

=5ty el e 56

1« 1-10000 - 60°
= ——— s —— . 3 —_ = .
f=162 "7 P ¥= 1032100000 1508 — >0 ™

Beispiel 97. Zu berechnen sind die Tragfedern einer Schiittelrinne nach
Fig. 136a. Die unter dem Winkel § = 15° gegen die Lotrechte geneigten Eschen-

] ET

Oy =

oder

oo]

Fig. 136a. Fig. 136b.

holzfedern haben die Langen ! = 556 cm. Ihr Abstand in der Langsrichtung der
Rinne sei @ = 0,85 m. Das Gewicht der Rinne betragt 9 kg/m, das des Forder-
gutes 8 kg/m, so daB auf ein Federpaar das Gewicht

G=(9+3)-085=102kg
kommt.

Mit Riicksicht auf das groBe, schnell hin und her zu bewegende Gesamtgewicht
wird der Halbmesser der Antriebskurbel zu » = 1 cm gewahlt. Die Durchbiegung
jeder beiderseits eingespannten Feder (Fig. 136a) senkrecht zur Mittellage nach
jeder Bewegungsrichtung betragt demnach

r 1
= ooss = 0066
Die Feder hat nun in der Mitte ein gerades Stiick, wo also das Biegungsmoment 0
ist. Teilt man sie dort in zwei gleiche Teile, so ist nur die Querkraft P an jedes
Teilstiick anzutragen (Fig. 136b) und die Federung jedes Stiickes ist dann  f.

= 1,035 cm.
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Die vorteilhafteste Umdrehungszahl der die Rinne bewegenden Schubkurbel
ist nun diejenige, die mit der Eigenschwingungszahl der Federn iibereinstimmt.
In diesem Resonanzfall, der hier, wo der Ausschlag genau begrenzt ist, keinen
Schaden herbeifithren kann, ist fiir die Verbiegung die geringste Arbeit aufzu-
wenden. Man erhilt also gemidB Formel (146)

ne28T _ 23T _ 408 Umdr./Min. ,

T Yi-f 105-1,085
was auf n = 400 abgerundet wird.
Dann wird die Beschleunigung, die der Rinne in den Totpunkten der Kurbel

bei dem Schubstangenverhéltnis %NB% erteilt wird, aus
p_—_r.mz-_—r.(u)z
30
bestimmt. Damit ergibt sich
P, 3G p 3G r (n-n>2
g \"30

T cosé  cosd g  cosd
und mit den gegebenen Zahlenwerten

10,2 -1 .(n-400
2 - 0,966 - 981 30
Hiermit liefert Formel (116) den Zusammenhang

1 . 1 & 1)212 & .
si=g 5Py g Pl

2
P= ) =945kg.

also

!
b-s?=—.P-I3

f

Eine zweite Bestimmungsgleichung fiir die Abmessungen gibt die Festigkeits-

formel
%.P.Z.—_-,(l;,.b.sz.ob,

also

b-szzi-P-l.

Oy

Fiir trockenes Eschenholz ist die Proportionalitatsgrenze op v 140 kg/cm?,
und man setzt hier, wo grole Federung verlangt wird, o, = 0,85 - 140 c© 120 kg/cm?.

1
Ferner ist1%7) == 105 000 kg/em?2. Somit wird bei ! = 48 cm Linge die Stirke

&0y l2 120 - 482

S = T T 105000 3. 1,095 82 em

und die Breite
b:27-P-l.( fﬁ)zz 27-9,45-48_(1,035-105000
oy 12 120 120 - 482
Um diese Breite bequem unterzubringen, teilt man die Feder in zwei Blitter von

halber Breite, die aufeinander gelegt werden.
Der Rauminhalt der ganzen Blattfeder ist

27-P-1 ( f )2 Ke05-13 9.P-.f
—b.s. 1= . 3 -
V=b-s o3 oy - - 12 3f .02
also unabhéngig von den Abmessungenl08),

2
) = 16,7 cm.

Oy

107y Baumann, Z. d. V.d. I. 1912,
108) Lindner, Z.d. V.d. I. 1917, wo auch die Formeln fiir Trapez- und
stabformige Federn gegeben sind.
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Beispiel 98. Zu berechnen ist die groBte Biegungsbeanspruchung, die in den
mit der Nabe und dem Kranz zusammengegossenen Armen eines Zahnrades oder
einer Riemenscheibe infolge der Umfangskraft P auftritt (Fig. 137).

Bei Zahnridern ist anzunehmen, daB
die ganze Umfangskraft P von einem
einzigen Arm aufgenommen wird. Bei
Riemenscheiben kann man damit rechnen,
daB bei vier vorhandenen Armen zwei,
bei sechs vorhandenen drei Arme die
Umfangskraft gleichmiaBig verteilt auf-
nehmen.

Unter ihrer Einwirkung verdreht sich
der Kranz gegeniiber der Nabe gemaB
Fig. 138, und durch das Einspannungs-
moment M, wird der Arm rechtwinklig
zum Kranz gehalten. Da das Moment
nicht bekannt ist, so ist die Lésung der
Aufgabe nach Beispiel 89 hier nicht an-
wendbar; sie muB} rein rechnerisch durch-
gefithrt werden.

Es gilt also die Momentengleichung
fiir die Stelle z

Fig. 137. Fig. 138. M,=Py-(y+ 1 —2z) — M,.

Damit liefern die Formeln (111) und (112) den Neigungswinkel und die Durch-
biegung am Ende I

B

!

l
M,-dx M,.-x-dx
qo:tx-é[ Jz_ bzw. ]‘=oc-6/‘Jz—.

Zwischen ihnen besteht nach Fig. 138 der Zusammenhang
o+ 0-9=f,
auferdem ist nach der Fig. 137

by = hy —

X

7 (hl - hz) ’
also bei dem elliptischen Querschnitt von Riemenscheiben

S A 0 TN R Y G| LR AN P
J,,_64 b hg_m b hd {1 7 1 7 i+ (l—c-z)3.
Hiermit erhalt man als Bestimmungsgleichung fiir das Einspannungs-
moment M,:
] i
(r +l)_[[Po'(lo'*"l)—'-Mo_Po'x]'dz =[[Po'(lo+l)_Mo—Po'x]'x'dx
0 1l—c- 23 ’

—¢-x)°
6 J (1—c-2)
Nun ist
1 I
/ dzx 1 d(l—c-x)__l_’l_.[___l 1
oﬂ—cmﬁ——?;(l—mw3— 2.¢ L(T—=c. 02
Ferner kann gesetzt werden
x B ¢ Cy 3
(l—c-x)s_(l—c-x)3+(1—c-x)2+(1—c-x)'

Bringt man die rechte Seite dieser Gleichung wieder auf den gemeinsamen Nenner
(1 — ¢ )%, so gilt die Gleichung
g=c, ey (l—c @) Fo-(1—c-a),
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die nach Ausmultiplizieren der Klammern zerfallt in
O0=c¢; + ¢+ ¢,

T=—c-z- (6420,
0=c;-(c- ).
Hieraus folgt 1 1
=0 Cg= — — =+
Cs ’ 2 o’ 1 c
Damit wird
I 14 !
[zde L. fdlzcs i/dﬂ—ul
JA—cox} ) l—c-2® ") (1 —c-a)
0 0
R e R A == ]
= S R [ RN —
c? +2 I—c-1)? ) 1—¢-1 !
! [ 0,5 1 1}
Tl = T—c i 13
2
Entsprechend zerlegt man ﬁ——xc‘ﬁ in drei Teilbriiche und erhilt ebenso
0=cf+c,+cj
O0=—c-x-(ci+2-¢c5),
x?=c} - (¢ - 2)?,
also
1 2 )
ci=+—3, c£=‘g’ =+
Damit wird
l l i
pede L fdlzem. 2 opdlzcis) 1 fdll e 2)
1—c-x3  ¢8 M—c-ap "3 /) A <c-x)? )] 1I<c.z
0 0 0
1 1 1 1 ) ]
_F'[+§'(m“1)'2'(1——ﬁ—1 —in(l—c-D+Inl
1 0,5 2 3 ]
“25'[+(1—c.l)2*1_cfi+§_h‘(1_°'l)'

Die Bestimmungsgleichung lautet somit

L P+ — M, 1 P, 0,5 1 1
(ro +1) [+ ¢ "’“'((1—0.1)2_1)_?'(,(1—c-1)2“1_c.l+§”
Py (ly+ 1) — M, 0,5 1 1
- c? '((1—0-1)2—1—c-z+§>
P 0,5 2 3
“23'(+(1~c.1)2 1_c.z+§“1n(1_”'l))'
Sie ergibt nach einigen einfachen Umformungen
My=P-(,+1)
0,5 1 1 2\ 1 3\ 1
_g_(‘lfc_-i)“z'(““_E)_m'(’°+l—?)+‘2”("""l*?)""?'ln(l”“'l)
c 0,5 1 I 1 1 1
+(1_—EW'(’°+Z_?>+1T?“z'?_§'(’°+l+i>

Wird hierin wiederhergestellt

_1 ( ho . by
¢ T 1—;1-), also l_c'l—ﬁ:’
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so folgt schliefllich mit der Abkiirzung 22 =k
1

Llﬁ_.(l_2k+k2)+%c.(l+2k-lnk—k2) ]
My=P-ll+1-[1- i (1552)

Dk R ) k(- 2k k)

Fiir prismatische Arme, mit £ = 1, nimmt der Bruch eine unbestimmte Form
an (Bd. II, 8. 265). In dem Fall berechnet man M, unmittelbar aus der Ausgangs-
formel 1 1
(ro+l)-°sz-dx=fo-x-dx.

0

Wird die Integration nach Einsetzen des Wertes von M, ausgefiihrt, so folgt
(ro+10) - {[Po- (lo+1) — Mg)-1— Py -1} =[Py (lo+1) — Mo]-§-1* — Py- - 1%
BL, Die weitere Ausrechnung ergibt dann
L

1 Ty 1
My = Py - lo+l-—2r—l—l—3 . (155D)
- Ty L
1 T3
1 Fiir k = 0,9 ergibt sich aus Formel (155a)
0,009 - 2 -+ 0,00603
MO = PO . lO + l. . s
' 0,019 - 2 4 0,009
und fiir k¥ = 0,8 -
L B T,
| L ' 0,032 - 7" + 0,039 36
LBy My=P,-| ly+1- -
Fig. 139. B 0,072 . T - 0,0512

Damit ist die Aufgabe gelost. Den Verlauf des Biegungsmomentes stellt etwa
die Fig. 139 dar.

Beispiel 99. Zu ermitteln ist die GréBe des Biegungsmomentes in den beiden
Endquerschnitten des FuBes einer Dieselmaschine nach Fig. 14.
Es ist der Winkel y = 71°, das Trigheitsmoment des oberen
Querschnittes A4 J, = 8794 cm? das des unteren Quer-
schnittes BB J, = 2729 cm*%; der Abstand beider Quer-
schnitte betragt [ = 110 cm. Die in der Totlage des Kolbens
auf ihn wirkende Kraft betrigt P = 62t, das Gewicht des
Zylinders und Gestells G = 8,5 t.

Es 1aBt sich leicht einrichten, daB die Trigheitsmomente
unmittelbar dem Abstand von oben entsprechend ineinander
iibergehen, daB also gilt

Jo— i
l

Nach dem Krifteschema der Fig. 140 wird das Gestell
auf Zug beansprucht durch die Kraft

P, =1-(P—@G)-siny
und auf Biegung durch das Moment
M,=—My+34-(P—G)-cosy-z=—M,+ Py-=x.

Zwischen der infolge des Biegungsmomentes entstehenden

Jp=dJy—

cx=Jy—c- 2.
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Ausbiegung f und dem ebenfalls davon herrithrenden Neigungswinkel ¢ besteht
der Zusammenhang
f=1-9

der nach den Formeln (110) und (112) ibergeht in
{ i
/Mz-x~d£_,. M, - az

oder, mit den vorstehenden Werten von M, und J, in

/—M0+P2 _l/—Mo+P2 z

Jp—c-x Jo—c-x rde.

Die bequemste Losung ist, auch im Zahler der beiden Briiche als Verénder-
liche J, — ¢ - « = y einzufithren. Ein Vergleich lehrt sofort die Ubereinstimmung
der folgenden Gleichung mit der vorhergehenden:

fl[_M0~(Jn—c-x)~d(J0——c-x) +M0-J0-d(Jo—c-x)
(Jo—c-x)-c? (Jo—c-x)-c?
_Pz-(J,,——c-:v)z-d(Jo—c-x) +P2-2-J0-(Jo—c;x)-d(Jo—c-:t)
(Jo —c-2)-c? (Jo—c-x)-ct
_Pyr2Jyd(Jy—cr2)  PyrJi-d(Jy—c )

(Jo—c x) - cd + (Jo—c-x)-c®
1. [[ d(Jy—c* x)+P2-(Jo—c-x)-d(Jo—c-x) _ Py Jyd(Jy—ca)]
(J —c-x)cC (Jo—c-2z)-c? (Jog—c-x)-c?
Sie laBt sxch nach Multlphkation mit ¢® einfacher schreiben:
Ji
— M, fdy+Mo A fw—Pz /y ay+ P2, fdy
Jo
Ji Ju
—P,- J=f =M, l/dy+P2clfdy—chJol/dy
Nach Ausfuhrung der Integratlon erhialt man lelcht mit l.c=J, —J,
P,.l J, Ji—J}
A Jo(Jog — Jy — Jp) + an—— 244—(J°—J,)-(J0—J,—2J0)]
M0= 0 1 l .
Jo-Jz—(Jo—Jo—Jz)-lnT:
oder schlieflich
1 (Jo ) 1 Jo
5\, Y- 7Ty
1 T,
My=—. — . ol 0
0= (P—@G)-cosy-.1 _'_71_1_1 A ,
gy gy
und daraus mit z =1
1 (Jo ) 1 Jo
PRV AR A L
M,=l~(P——G)-cos;r-l- i
2 Jo _ —1In Jo
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Nun ist mit den gegebenen Zahlenwerten
Jo 8794
7, = 2729 = 3,222, 7, = 1,170
$3-(P—@G)-cosy-l=%-(62—8,5)-1000 - 0,3256 - 110 = 958 000 ecmkg .
Damit wird

Jo

2,111 — —————01’6187;;

Die Beanspruchung ist also im unteren Querschnitt erheblich gréfer als im
oberen1),

Fiir einen auf der einen Seite wagerecht eingespannten und auf der
anderen Seite frei aufliegenden Tréger nach

2 2, Fig. 141, der durch eine Einzelkraft P be-
il P "M, lastet wird, ergeben die Gleichgewichts-
N — Bfn,  bedingungen die beiden Beziehungen
[
I Z + N, + N,=P,

+ N, a, —Ny+a,+ M, =0.
Eine dritte Gleichung muf die Untersuchung
der elastischen Form#nderungen liefern.
Liegt die Auflagerstelle bei 4 um die Strecke f, unterhalb der Ein-
spannungsstelle bei B, so gilt bei einem prismatischen Trager

Fig. 141.

RSSO SRS S pp
f“—g ] P%—}—z ] P.a; 4 — 5 JNll,
also
as-(ay +15-a;) 3-J-f
N, =P- s 1 a'l:;“ (156)
Mit N, = P — N, erhilt man dann
M,=P-ay,— Ny-(a, + ap)
oder
a,-a 3-J-
M= PO 05y 2T e (157)
Das Biegungsmoment an der Belastungsstelle wird somit
2
as* a, 3-Jforaq
Mp=N,-a,=P-—5 (@ + 15 a) —— . (158)

Beide Biegungsmomente werden gleich, der Triger wird also am
besten ausgenutzt fiir

1., .Jz_.[ : ( 1) ]
f,,—3 7 P Ita V% I+ a) l—{—2al —ls..

109) Sternberg bei Giildner, Die Verbrennungskraftmaschinen, III. Aufl.,
1914. Verlag von Julius Springer, Berlin.
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In dem Fall, der freilich nicht mit Sicherheit innezuhalten ist, wird

e i )
M,= Mp=P Ifa
Ist f, =0, so wird M, das groBere Biegungsmoment, das zur Errech-
nung des Querschnittes benutzt werden mufl, wenn a;, > 0,4142 - [ ist,
was sich leicht aus dem Vergleich der Formeln (157) und (158) fest-
stellen 1483t.
Bewegt sich die Last iiber den Triager mit gleich hohen Stiitzen,
so wird das Einspannungsmoment am grofiten fir

%%_—_0 oder mit @, =1 — a,
fiir !
P da-(l—a)-(a,+31—3%a) P 2 29 42) —
B da, =g P a2m) =0,
also fiir a, =1-1%=0,5773-1.
In dem Fall ist M., =01924-P-1. (159)

Fiir einen Trager auf drei gleichhohen Stiitzen ergibt sich nach
Fig. 142, dal} die Mittel-
linie des Trigers auf der e % b L
Mittelstiitze den vorliufig B 4 E__B
unbekannten Winkel ¢, E'/?Nz
mit der Wagerechten bil- i
det. Indem man fiir beide
Tragerteile die Durchbie- Fig. 142,
gungen f; und f, bei A
bzw. B gleich 0 setzt, erhilt man, wie in der vorstehenden Rechnung,
die Auflagerkrifte

1
N=7rir
! L@+ 1)
b
+ Pyr e (B3 150 by b — B
2

(22
[Pl'l—z'(“%+1’5'a1'a2+l1'l2)
! (160)

und entsprechend die andere N,. Dann kann bestimmt werden die
nittlere Auflagerkraft
Ny=+4+P,+ P,— N, — N,

und die Biegungsmomente

Mp1=N1-a1, MP2=N2'b19 M,n:Nl'll—Pl-az. (161)
Den Verlauf des Biegungsmo-
mentes stellt die Fig. 143 dar.
Das Moment iiber der Mittel- a =
stiitze ist im allgemeinen das |
gréBte, wenn nicht die Lasten — :
P dicht bei den AuBenstiitzen W ® | W
stehen. Kine geringe Senkung
der Mittelstiitze verkleinert M/, Fig. 143.
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und vergréBert M, und M, entsprechend, so daB der Trager besser aus-
genutzt wird. Man berechnet ihn jedoch zur Sicherheit stets wie an-
gegeben und gestattet dann eine kleine elastische Senkung der Mittel-
stiitze.

Die Stelle, wo das Biegungsmoment 0 wird, wo also ein etwa er-
forderlicher Trigerstol am zweckmaBigsten angebracht wird, ergibt
sich nach Fig. 143 aus

% __ M
a,—a; M,
1
%14 :
oder Zo 1_{_@.(1 _ﬂ)
a, N,

Die Neigung des Trigers iiber dem Auflager 1 berechnet sich wie
auf S.95 zu

"nERT L

a I (162)
“|Pra;aye (3a2+272—'(l1+a1)-—P2°b1'b2-f— “(ly + bz)J-
1 2

Bei Belastung durch eine
Q gleichmiBig iiber die gesamte
N N, N, Tragerlinge nach Fig. 144
AN I A o} verteilte Kraft @ ergibt die
entsprechende Rechnung die
Fig. 144. Auflagerkraft
(o) (Bl 50 T2+ 2|4+ (0 - 1) —B 4 2052
N 9. L . (163)
s W+l G+ L+ L+

Damit wird das grofite Biegungsmoment iiber der Mittelstiitze
QWL
RS Ay Ay 7
Q Li—2-1)+1b-(E—2-4?
d My=——- n e 164
ocer S RS ARG AN (o

Beispiel 100. Der armierte Eisentrager der Fig. 145 besteht aus einem Balken
JC 18 mit F = 56,0 cm?, W = 300 cm?, J = 2080 cm* und Rundeisenankern von

d=4,0 — 4,5 — 5,0 cm Durchmesser

My =N,

mit F=1217 — 1590 — 19,63 cm?.
I 7 Die Léngen seien I, = 0,75 m
12 l Q Y]] 1= 425m, ° ’
' 1 HIUT]  p—531 — 42,5 — 354 cm.

N,' N v,  Anzugeben ist die zuléssige, gleich-
2 “h méBig verteilte Belastung @ mit
§ Einrechnung des Eigengewichtes

Fig. 145. G =320 — 346 — 375 kg.
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Gewohnlich werden die Zugstangen 8 so weit, vorgespannt, dall die drei Stiitz-
punkte bei Vollbelastung in derselben Wagerechten liegen. Man erhélt dann aus
Formel (163) mit I, = I, =1 die Stiitzkraft

@ 50:(3:4,25+5-0,75) 4 0,75% -4 - 5,02 — 4,25% + 2-0,75% .
Mi=3 2-4,25-2-5,0 = 0.2428-¢,
also den von der Belastung herrithrenden Anteil der Mittelstiitzenkraft

N, =@Q — 2N, =0,5443 - Q.
Die Kraft N, ruft nun in den Zugstangen und im Triger die Spannkréfte S

bzw. H hervor. Das Dreieck der drei Krafte H, §, % ist dem Stangendreieck
1, 1;, kb dhnlich, und es folgt
N, 1 N, L Ny /“(l)z
H=Sg S=3g=gvrlg)
Die Druckstiitze verkiirzt sich nun unter dem Einflu von N, um
N.
22:a2-02-h:o¢2-ﬁ-h,
die Zugstangen verlingern sich unter dem Einflu von S um
% N 1\2
,11:“1.01.11:1711._2.2.h.[1+(%) |
jede Trigerhalfte verkiirzt sich unter dem Einflu von H um
l

Infolgedessen senkt sich die Mittelstiitze um einen Betrag f, und es gilt der Zu-

sammenhang (Il + 22 = (1 — &) + (b — &y + 1Y,
wahrend im unbelasteten Zustand die Langen verbunden sind durch die Gleichung
12 =12 + h2.

Subtrahiert man beide Gleichungen nach Auflésen der Klammern voneinander
und laBt die verschwindend kleinen Quadrate und Produkte der Verlingerungen
usw. weg, so ergibt sich

l l
=it ht il
oder, mit den obigen Werten der 1,
_o-h-N, [( (l)2>ﬁs F, I F, <l>3}
f==m (Mt )Rt m T (165)
Um diesen Betrag mufl der unbelastete Triger nach oben durchgebogen
werden. Dazu ist nach Formel (128¢) die Kraft erforderlich
2:3:Jy-f 3-J A
B ——Fs—-l—s—-Nz-k, (166)
worin k£ den Klammerausdruck der Formel (165) darstellt. Die gesamte auf die
Stiitze kommende Kraft ist also
N, = N; + Ny,
woraus mit den vorstehenden Werten folgt
N, = 0,5443 . Q
13 J-h
Fy .13
Die Ausrechnung fiir die gegebenen Zahlenwerte enthalten die ersten Zeilen der
Zusammenstellung.
Setzt man jetzt § = F, - 0, und wahlt fiir den am stérksten beanspruchten

Teil der Konstruktion bestes Flufleisen von o, = 1350 kg/cm? bei ruhender Be-
lastung, so ergibt sich daraus @. Damit erhalt man entsprechend die Druck-

NH___
§ =
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beanspruchung og im Triger aus den Zahlen der Reihe H : Q. Das groBte, iiber
der Mittelstiitze auftretende Biegungsmoment ist nun nach Formel (164)

_Q-425.(4252—2.752) -2 .
M = 8.2.425.2.500 = 21,172 - @ cmkg;

es ergibt die Biegungsspannung

M, 21,172-Q
Op = = —0

W 300
1:h } 8 10 E 12

d 40 45 50 40 45 50 4,0 4,5 5,0 cm
F;:F,| 445 3,52 285 445 3,52 2,85 445 3,52 285

k 2016 2413 1948 5369 4642 3951 | 9616 7969 6788
3-J-h 1 1 Ll
Fy- I3 12 960 16 200 19 440
N, : Q| 0,7055 0,6692 0,6408 | 0,8144 0,7632 0,7203 | 1,0570 0,9224 0,8370

H:Q| 2822 2,677 2,563 | 4,072 3,816 3,6015| 6,342 5,535 5,022
S:Q!| 2,843 2,697 2,5725 | 4,113 3,854 3,6375| 6,384 5,572 5,0555

Q | 5780 6095 6380 | 5220 5565 5900 | 4150 4755 5240 kg
o 201 390 470 kg/em?
o, | 408 430 450 | 369 393 416 | 203 336 370

oo, 699 721 T4l | 759 783 806 | 763 806 840

’

2

Man entnimmt der Zusammenstellung, daB sehr flach liegende Zugstangen
bei gleicher Stirke die zulissige Belastung @ wesentlich heruntersetzen. Die Be-
lastung kann erheblich erhoht werden, wenn man eine entsprechende Einsenkung
der Mitte gestattet. Da aber nicht damit gerechnet werden kann, daf sie immer
richtig ausgefiihrt wird, so bleibt man besser bei den Angaben der vorstehenden
Rechnung. .

Dieselbe Rechnung gilt auch fiir das einfache Hiangewerk nach Fig. 75 in Bd. I.

Beispiel 101. Die Verbiegung und Biegungsbeanspruchung der Achse eines
stehenden Dieselmotors von D = 46 cm Zylinderbohrung, 7 = 35 cm Kurbelhalb-

messer, die mit » = 180 Umdr./Min. umlguft, ist zu berechnen. Als Abmessungen
(Fig. 146) sind gegeben 119):

l, = 55 cm, l, = 20,2 cm, l, = 234 cm, l,= 48 cm, l,= 28 cm,

d, =23 ,, dy=24 d;= 26 ,, d,=18 ,, h=33 ,

a, =43 ,, a,=38 ay= 176 ,, a3=96 ,, b=154 ,,
l,; =48 — Toem, l,p=34cm;

ferner ist das Gewicht des Schwungrades P, = 5,6 t, das Gewicht der Riemen-
scheibe Py = 1,0t, die grofite Schubstangenkraft

. m2
=2 147

Mit dem Hochstziindungsdruck pm.x = 35 at und dem Gewicht der hin und her
gehenden Teile ¢ = 0,48 kg/em? wird

7w - 462 [
P1—4.—1000° 35—0,48'

35 7:-180)2 ( l)]
*9~8—1'( 30 . 1+4’—5 L\'>46t.

10) EnBlin, Mehrmals gelagerte Kurbelwellen mit einfacher und doppelter
Kropfung, 1902.
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Die Achse verbiegt sich unter den gegebenen Belastungen etwa nach Fig, 147,
so daB sie im Mittellager den Winkel ¢ mit der Wagerechten bildet. Die Durch-
biegungen gegeniiber der um ¢ geneigten Bezugsachse sind nach den Angaben

lB

r "\ i
-@b — g 4, 1o o, 1B a B a .
iy ’D@@i i NN Ny A
i@ %7 il 'J-"_Tdf ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ dg— ——— " 1ds
14 ALY A . —.—- Y V ’V//’
N, hﬁ£4 : NN SONN LU

L _1,= L L L
Fig. 146
1/1/

N 2}, Ns ’ 2 N,

Fig. 147.

in den Beispielen 90 und 91, wenn sinngemiB die Bezeichnungen der Fig. 146
auf (li)iq PJ})rmeln (138) und (144) angewendet werden, & o e
ei N;:

&
fl= 7 2.0 —028.d) Ny o[§ + (L— 035 D)7,

(29
=2 (r—024-d)- Py (1,— 035 b2,
k
11 1 (1 1 B\S 1 (1 1
mzfx.N.[_.‘.gzs__.(*_f). _)__.(
i S R AL U R s (.ll+l‘+2 3 \oo J,

o 5 b2 ot 2 )

11, 3 1 /11 b\2
=(x.P.{_.»W.Z.( — . >__.<_h_).(
fi 13y, i Z1'|—2 b, 3°\J, T lz+§

b 3 1 /1 1 b\ b 3.1\]
(b )3 B Y e 2]
(”L tetgh) -yl (l’ )\t g tgh))
bei N,:
, 11 1 1 1 1.\8 1 1 1
={X.N.[_.ﬁ.l_s__.(¥_¥).( 1 )__.(__
fi A3 g T 3\ U L—3h 3 \J, J, B
v o 11 3 1 (1 1
fa =a. Py [3'Tl'(l2_“3)2'(l2_a3+§a3)“§'(71“f]—3>
1.,\2 1 3
'(12“‘13—'2“11)'(lz_a3_§ll+§a3) s
P, [1 1 3 3 1 (1 1
= e = e | e — 2, — —
12 & 3T, (a1 - ay) (“1+ao+2az+2as)—§'(z—ja)

2
2 1
-(a1+a0—§l,) '(“1"*‘%'*5%4‘%“2‘]‘%“3)

B
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o Pz[112( 3 3 3)l(l 1)
S R e ay - a1+-2—a0+§a2+§a3 —3\7, 77,

fa 3o s e S 3]

Entsprechend ergeben sich die Anteile der Achsenneigung gegen die Einspannungs-
richtung aus den Formeln (140) und (143)
bei N,:
o

@i ==+ Ny -2l - (r —0,24d),
Ji

=0 1 (1 1 B\2 1 (1 1
"nro— . . —_—— 2 ————— — . . —_— ——— e | — ——
pif=o- N [2 7, W3 (J1 oo) (ll +ht 2> 3 (oo J)
b\ 1 (L 1) ( b)2 1 (1 1) bﬂ

(att—3) -3 7, bkt g) — 5\ ) bk )

<
o= () s 4 (5 -2

2 J; 2 \J; o oo J,
bei N,:
B 1121(1 1)(1)21(1 1)2}
"’2*“'N2'[2'j;'l2—2' 55 \bmgh) —g e\ R
11 1 (1 1) ( 1 \)2]
o . —_—— —_ [ [ —— — —_
QP =& Pa-l2 7 (I, — a3) 2 \J, T, l, —a, 211 s
r=atlgeg w37 7) ez
P2 =X 5‘3:‘(“1“1‘%) -3 J—l—Ja . a1+ao“"2“lz s
e[y () o)
wl=ag gy T\ TR\ e
Man berechnet jetzt vorteilhaft:
10000 640 000 1 10000 640 000 1
T a0 T, aeist - 0
10000 640 000 10000 120000
J, T n-248 =061, T, = 331545~ 9% »
10000 640 000
T, T aoger ~ 06

und erhilt so, wenn die Krifte in t gerechnet werden,
fi = - Ny-0,996 - 0,2 - 29,3 - (552 + 14,8?) = 18 940 - - N; cm,
fl = ox-46-0,996 - 0,2 - 29,3 - 14,82 = 58 750 - & cm,

= Ny % - (0,728 - 110% — 0,728 - 82,95 -+ 0,614 - 67,55 — 0,614 - 42,53
+ 0,728 - 27,13) = 23900 - & - N; em,
frr =46 316 (0,728 - 552 . 137,5 — 0,728 - 27,92 - 110,4 -+ 0,614 - 12,5 - 95)
= 349100 - & cm;
fr=0a-Ny- % - (0,728 - 2343 — 0,282 - 2103 - 1,494 - 28%) = 224700 - & - N, em,

ff=a-1- glﬁ - (0,728 - 1382 - 282 — 0,282 - 1142 - 258) = 98 770 - & cm,
1
fir=o-28-—-(0,728 - 812 - 339 — 0,282 - 572 - 315) = 124050 - & cm,

fir=a0-28- 1. (0,728 - 432 - 358 — 0,282 - 192 - 334) = 41 880 - & cm.
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Da die drei Lager auf genau gleicher Hohe vorauszusetzen sind, so gelten die
Zusammenhange ik fr—fr+fr4+2-1,-9=0,
AR +HRE—lbe=0,

oder nach Einsetzen der vorstehenden Ausdriicke und Division aller Glieder
durch o:

— 42840 - N, + 407850 -+ 110-% =0,

— 224700 - N, + 264700 — 234 - ¥ — 0.

o
Multipliziert man jede Gleichung mit dem Faktor, den 2 in der anderen hat, so
ergibt die Addition nach Kiirzung um fiinf Stellen &
+ 100,25 - N, + 247,17 - N, = -+ 1245,46.
Einen zweiten Zusammenhang zwischen den beiden &uBeren Auflagerkriften

liefert die Momentengleichung des Gleichgewichtes in bezug auf die mittlere
Lagerstelle:

+ Ny 2L —Pioly=+4+Nyol,— Py (ly—ag) — 3 Pyr(a,+a) —3Py-ay
oder, mit den gegebenen Zahlenwerten,
+110-N;, — 234+ N, = 4 46-55 —1-138 — 2,881 — 2,843 = 4 2045.
Beide Gleichungen zusammengenommen liefern
N, = +1573t, N,= —134t.
Die Summengleichung der Gleichgewichtsbedingungen ergibt dann sogleich
Nyg=P,+ P, + P;+ N, — N, = 38,2 t.
Die groBten gleichméaBig iiber die Lagerschalen verteilt gedachten Lager-
pressungen sind demnach :

15730 38200
— — 2 — — 2
= ay = 16,7 kg/cm?, % = 5348 34,6 kg cm?,
1340 ) 46000
("2—18—-34— 2 e ) “=3i.95 106 » -

Die Neigung im Mittellager ergibt jetzt die Bestimmungsgleichung fiir N, zu
1 1
? = 3500000 - 110 (42 840 - 15,73 — 407 850) = 910"
Die Neigung bei N, setzt sich aus den folgenden drei Betrigen:
— @] =« -15,73 0,996 - 0,2 - 29,3 - 55 = 5050 - «x,
— @y’ =«-15,73-0,2 - (0,728 - 1102 — 0,728 - 82,92 + 0,614 - 67,52 — 0,614 - 42,52
+ 0,728 - 27,12) = 19970 - v,
+ @ = o -46+0,2 (0,728 - 552 — 0,728 - 27,92 4 0,614 - 12,52) — 23870 -
zusammen mit der Neigung ¢ zu

— 5050 — 19970 4 23870 +-

1 ( 266000) _ 1
1= 2200000 110 /= ~ 1730

Die Neigung bei N, ist naturgeméif so gering, daB sich ihre Berechnung er-
iibrigt. Diejenige im Mittellager ist eben noch zulissig, weil sie in je zwei Um-
drehungen nur ganz kurze Zeit besteht.

Die Biegungsbeanspruchung im Kurbelzapfen berechnet sich nun zu
3d
2 U,

Oy =Nyl ]

= 1,673 - 55 - 12 - 0,614 = 638 kg/cm?,
diejenige im Mittellager zu
o3 =(—Ny-20, 4 P;y-1))- %J(fl =(—1,573-2 + 4,6)-55-11,5-0,728
= 669 kg/cm?,
Stephan, Technische Mechanik. IV. 9
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wenn man die Krifte, wie es zur Vereinfachung bei der Untersuchung der Form-
anderungen ohne grofen Fehler immer geschieht, als Einzelkrifte rechnet, die in
den Lagermitten angreifen.

Die Biegungsmomente an den Hauptstellen betragen:

M,=N,-1l, =153 - 0,55 = 8,64 mt,
My=N,-2l, — P, -1, =2-864 — 46 . 0,55 = — 8,01 mt,
Mp = —Ny-a;= —1,34.0,96 = — 1,29 mt,

Mp, = — Ny (a5 + ) — Py-ay= — 1,34 1,72 — 1. 0,76 = — 3,06 mt,
2

Mpzu=—Nz'(as+%+%)*‘Ps'(az+%)_%'Pz‘%
=—-134.21—-1.1,14 — 2,8.0,38 = — 5,01 mt,

die in Fig. 148 aufgetragen sind. Trigt man noch
die Lagerlédngen in die Fig. 148 ein und.zieht der
gleichformig verteilten Lagerbelastung wegen die
angegebenen Parabeln, die die Hohe bis zur Spitze
der Momentenlinie halbieren, so erhilt man die
wirkliche Grofle der Biegungsmomente

M,="1712mt bzw. M;= 6,50mt,
denen die Beanspruchungen entsprechen

o5, = 525 kg/em?, o,, = 545 kg/em?2.

Zur weiteren Vereinfachung der Berechnung

ist der EinfluB der Querkrifte auBer Ansatz ge-

8,64

\ y
N
\ Fig. 148.

blieben, der bei dem grofen Verhaltnis iil— nicht mehr verschwindet. Das auBer-

dem vernachlassigte Eigengewicht der Achse kann man dadurch beriicksichtigen,
dafl § des Gewichtes jedes Achsenteiles I, bzw. I, zu P, bzw. in der Mitte von I,
hinzugefiigt wird.

Durch die Vereinigung der Verfahren von Beispiel 101 und 93 ist auch die
kritische Umdrehungszahl von schnell umlaufenden, dreifach gelagerten Wellen
und Achsen zu bestimmen?!?).

Ein auf zwei Stiitzen frei aufliegender Tréger, der durch eine Einzel-
kraft Pbelastet ist, hat nach Bd. I, S. 64, die in Fig. 149 gezeichnete,

11) v, Borowicz, D. p.J. 1916.
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geradlinig begrenzte Momentenfliche. Das Biegungsmoment im Ab-

stande = von der einen Stiitze ist

(167)

Bei Belastung durch eine iiber die Strecke a von einem Ende aus

P

a
M=P-%
a/, a,
| a

Fig. 149.

a

Q-5

Q-a,'q_ a

Fig. 150.

gleichm#Big verteilte Last @ ist die Momentenkurve durch den Linien-

zug der Fig. 150 gegeben. Es ist
1
M,=§-Q-x-<2

x)
a.

(168)

Ist der Trager an jedem Ende durch ein Moment M, bzw. M, ein-
gespannt, so gibt die Fig. 151 die geradlinig begrenzte Momentenfliche
wieder. Man erhdlt mit Hilfe der gestrichelten Linie

x
My =M, -5 + M-

l__i:Mz_

x

(M, — M)

(169)

Sind die beschriebenen Belastungen gleichzeitig vorhanden, die
beiden ersteren gegebenenfalls mehrfach, so addieren sich die betref-
fenden Momente an jeder Stelle algebraisch. Beginnt die Belastung @

M, M,
N\ ) T
i x
l
'M4 __,.—’”/ 7 Mz M-
]

Fig. 151.

1’:41
12 Z*

Nz+f

Fig. 152.

von der Linge a, erst im Abstande @, von dem Auflager, so wird die

M, .1

Rechnung doppelt ausgefiihrt mit der positiven Belastung g- (@ + a,)
1

und der negativen e, ay.
a

1

Die beiderseitigen Einspannungsmomente der Fig. 151 konnen nun
von benachbarten Fortsetzungen des auf mehreren Stiitzen liegenden,
durchlaufenden Trigers herriihren. Aus einem solchen durchlaufenden
Triger sind in Fig. 152 zwei benachbarte Felder herausgeschnitten.
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Anzugeben sind die iiber den Stiitzpunkten wirkenden, vorliufig un-
bekannten Biegungsmomente, zu denen noch Momente infolge der
Belastungen in den Einzelfeldern treten. Es seien noch f die Abstinde
der Auflagerpunkte von einer beliebig gewahlten wagerechten Bezugs-
achse. Dann ist nach dem Mohrschen Satz die Durchbiegung des
Stiitzpunktes z — 1 gegeniiber dem Stiitzpunkt z:

1 2

o 1 1
+(Pz'lz_'fz~1+fz:;]—z'<Mz—1"‘lz'§lz‘|’Mz'§lz'§'lz+sz>

2

und die des Stiitzpunktes z + 1 gegeniiber dem Stiitzpunkt z:

— @by —1 =

&

JZ+1

1 1
: (Mz+1' G_EH + M, - § l§+1 + Sz+1) s

worin S, das statische Moment der Momentenfliche der iibrigen Be-
lastungen des Feldes I, in bezug auf die Stiitze z — 1, und S,,, das
statische Moment der Momentenfliiche der iibrigen Belastungen des
Feldes l,,; in bezug auf die Stiitze z + 1, J, bzw. J,,, das gleich-
bleibende Trigheitsmoment des Trigerquerschnittes auf der Lange I,
bzw. 1,,, angibt.

Multipliziert man die erste Gleichung mit

* lz+1

und die zweite mit

&1,

und addiert dann beide, so folgt der Dreimomentensatz!!?):

L

&
Yot ot
6 z-1 J+ z +

z

=“(zz-

lz+1> Liyy

+ Moo 5

g, J, J,

) S+1 1 f+1 f o (170)
2 Z+1 Y (le—Te-1 | Jo— Jot1
Jz+lz+1'Jz+1)+“ ( L + Lova )

Bei im ganzen n Stiitzen ergeben sich so n — 2 Gleichungen fiir die
Stiitzmomente, und die Momente iiber den Stiitzen 0 und » folgen aus

2]

Z

g o = e s et

z 33
E—— 17—
i
]

X

Fig. 153.

M

den Belastungen. Sie sind bei freier
Auflagerung 0, bei Uberkragung gleich
dem Moment der iiberkragenden
Lasten.

Andern sich die Trigheitsmomente
etwa nach Fig. 153 auf der Feldléngel,,
so sind die Momentenflichen sowohl
derunbekannten Auflagermomente als
auch der Belastungen im Verhiltnis
J2 bzw L
J, g
Rechnung ist dann mit einem gleich-

zu vergroflern, und die

bleibenden J, wie oben durchzufiihren.
Besteht an einer Stelle des Trigers das Biegungsmoment M,, so

u2) Fir J, = J,,, gegeben von Clapeyron, C. R. 1857.
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(R
ist die Querkraft an derselben Stelle (Bd.I, Formel 60) @ = !

Man entnimmt nun der Fig. 152 fiir das Feld 7, dz

Q,:tg(sz—l I %:l_{_z__l_
negativ, da M, mit groBer werdendem x abnimmt; entsprechend gilt
fir das Feld 1,,4, wo M, mit groBer werdendem x zunimmt,

M,— M
Q' =tg g = + L
Lot
Die durch die Stiitzenmomente entstehende Belastung der Stiitzen ist

demnach
M, — M, M —M,
Ny =@Q/+@="21"_""2 4 = _ 24l

und der Querkraftverlauf wird

durch die Fig. 154 dargestellt. b
Dazu tritt noch die von den Lasten
auf den Strecken !, und Il,,; her- 1 ___ ]
vorgerufene Stiitzenhelastung, die W S+

sich nach den Angaben der Fig. 149 Q

und 150 fiir jedes Trigerfeld be-

stimmt wie fiir einen auf zwei Fig. 154,
Stiitzen frei aufliegenden Triger.

Beispiel 102. Zu berechnen ist die Verbiegung und Biegungsbeanspruchung
der in Fig. 155 skizzierten Achse 199%) einer stehenden Zwillingsgasmaschine von
D = 83 cm Zylinderdurchmesser, ¢ = 78 cm Hub, » = 150 Umdr./Min.

Bei p = 23 at Ziindungsdruck im Zylinder 1st die Kolbenkraft

171)

2

L Ly

h
IN

T pr., 783223
P=20rp =T s 3 o5l t;
das Gewicht der hin und her gehenden Teile betrigt mit g o 0,35 kg/cm?
p T o - 532-0,35
P——4 D q———ﬁ 1000 ~0,8 t;

die grofite Beschleunigungskraft wird
@ r o (zem r\ _ @-532+0,35-39-15,708
Prl=g -Da o (30) (1 T) 4981
Damit wird die auf die eine Kurbel wirkende groBte Druckkraft
P, =51+40,8—92=426t¢,
und die gleichzeitig auf die zweite Kurbel wirkende
P,=+08—92=—84t.

Die Gegengewichte von je Gj = 0,54 t im Abstande r, = 47 cm von der Dreh-
achse gleichen die Gewichte der Kurbelarme, des Kurbelzapfens und des drehend
gerechneten Teiles der Schubstange von

G =0,17 4 0,08 + 0,04 = 0,29 ¢
im Abstande r = 39 cm aus, so daBl davon

+1,222 09,2 t .

39

F'=0G,—-G - —_054—029 —_030t
fir den Ausgleich der hin und her gehenden Gewmhte iibrig bleiben. Sie liefern
die Schwungkraft . Tom 0,30 - 47 - 15,7082
RN R

die entgegengesetzt zur Richtung des Kurbelarmes wirkt.
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Fig. 155—157.
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Annihernd an derselben Stelle greift noch das Eigengewicht des betreffenden
Achsenstiickes an @ o 0,51 t, das noch um das gesamte Gegengewicht G,= 0,54 t
vermehrt wird auf G; G, =1,056t. Zu dem halben Schwungradgewicht
3 Py =%-29,5t kommt noch gemafl den Angaben am Schlufl des Beispiels 101

3G =4%-1,50=0,55t
als Eigengewichtsanteil des Achsenstiickes, das also mit
P;=1475t und Py"=14,75+4 0,55 =15,30t

belastet wird. Die Belastungen sind in Fig. 155 eingetragen und zwar fiir den
Fall, daB8 die Ziindung in dem dem Schwungrad zunichst stehenden Zylinder

erfolgt.
Es ist ferner:

1 6 1 1
J  w-3% 3,976 dm*’
J _(30)4_ i_(?g ¢
.= (5p) =116 5= =5) = 0.683,
J_(3O)4_ J  a-12-304
7, \seg) =L T =P

Die einzelnen Léngen sind:
a;=61,0cm, a,=665cm, @y=2235cm, b=175cm, h= 42,0cm,
b=665 ,,  b,=610 ,, by= 22,35 ,, ly=156 ,, I'= 376 ,,
=687 ,, ¢ =540 ,, ;=630 , [j=355, Iy=1126,
=440 ,, =632 ,, =550 , 1§=4600 ,

Die auf das mittlere Tragheitsmoment J umgerechneten Momentenflichen
der Belastung sind in den drei oberen Kurven der Fig. 156 aufgetragen. Die
Stiicke unter den Kurbelarmen fallen wegen J’ ~v oo weg; an ihre Stelle treten
die nach Formel (144) aufzustellenden Anteile der Kurbelbiegungen. Man erhalt
so das Moment der Momentenfliche 1 in bezug auf die Mitte des Lagers 1, wenn
man von vornherein den gemeinsamen Faktor } herauszieht:

- b\3 b\3
VRS S
2
+a2‘(3a1+%)‘@—Zﬁ'@'(%‘f'%"%)+(az_%+g))
(“2"“0_2)2 3 ( b b
T—'( : “1+%+§)+(az—%—§)>
—e2e 0240 P+ 2EE ) (4t a)
A _ by
'[+%'2'(alai]a02> (%:;jf%z)-(?»-(al—aﬁ—%)

b 2
+(a2+ao—%))—((lza—::::,i)-<3 (a1 + 20— 5) + (@ ao+§))
b 2
+<a2a2%02) -(3-(az+ao+§)+ )}
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+*'2 (r—024.4d)(Z+G) - (a0 (a1 — ay+ a;) + a})

(al—ao_k)3
+Ze—+z?-(al+ao).(a2—ao>'[J’TIJX'z'Wo2
(-mts)  (a+a—g)
. lal—:%j +2. 1ad‘iao2
(az—'ao—_%) b ;
+ a, — a, '<3'(“1+“°+—2'>+(a2—ao_§))}

Jk (r—024-d)-(Z +G) - (@ (a1 + ay+ a) + a7).

Die Ausrechnung mit den obigen Zahlenwerten, bei der die Lingen am bequemsten
in dm genommen werden, ergibt leicht
6-8,,=+1352m3.t.
Entsprechend erhilt man
6.8, ,=5117, 6-8,,3=6120, 6.8, ,=25021m3.t.
Man bemerkt dabei, daB die Verbiegung der Kurbelarme weitaus den groéBten
EinfluB hat.

Nun ist das Moment iiber dem Stiitzpunkt 1 M; = 0, das iiber dem Stiitz-
punkt 4 hat, da sich an den Flansch fest eingespannt eine Dynamoachse ansetzt,
einen positiven Wert, der freilich unbekannt ist, so daB etwas zu ungiinstig M, = 0
gesetzt werden muf. Dann ergibt der Dreimomentensatz fiir gleichhohe Stiitzen
und iiberall gleiches Tragheitsmoment J die beiden Gleichungen:

042 (+1g) Myt My— — 211 Baa

L L
S, S.

he My + 2 (g + 1) My 4 0= — 22— 2,
3

Aus ihnen folgt leicht:

l 68 6.8
Ms'{4'(l1+lz)'(lz+la)"lg]=+6‘S1,1'?f+6'S2,3—2‘(ll+l2)‘( 22'2 + ls“)’

I 6-8,3 6 :S’
My (e B)- (o ) =Bl =+ 68 146+ 8y — 2. (b 1) - (228 4 )

oder mit den gegebenen Zahlenwerten,
M, = — 8,82 mt, M, = — 8,62 mt.

Den Verlauf dieser ebenfalls auf das mittlere Tragheitsmoment J umgerechneten
Biegungsmomente stellt der unterste Linienzug der Fig. 156 dar. Die Summierung
der vier Linienziige enthélt die Fig. 157. Rundet man darin die Spitzen in den
Auflagerstellen durch Parabelbogen aus, so ergibt sich das groBSte Biegungsmoment
im Lager 2 zu Muma. = 6,80 mt. Es liefert als grofte Biegungsbeanspruchung

M,.-d 6800000 - 30 .
%= 7 = 5.39760 = 257 kg/em?2.

Die Belastung des Lagers 3, die bei der gegebenen Krifteverteilung am gré8ten

wird, setzt sich zusammen aus:

b ! B
Ni= 3 (Pt 2 (B+0) = iz - (4264 91) — 24724,
Ny =1 - (Py-cot P (ca o)) = 18157 (15,3 - 63 + 14,75 - 117) — 14,47 ¢,
3
M~ M,  M,—0 —020 88
Now=—"7— 41— =155 T 4%

zu N, = 43,74 t.
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Damit wird die gleichméBig verteilt gedachte Hochstbeanspruchung des Lagers
Ny 43740
l,-d  55.30
Die Neigung im Lager 2 bestimmt sich nach der Ableitung des Dreimomenten-
satzes zu

= 26,6 kg/em?,

Oq

-l S,
¢2:ﬁ'(Mg+2M3+7l§l>
51,17 )
~ 127,5 . 100 000 - (8,62+2.s,82+m? B
- 6 - 2150000 - 39760 T 49°

reichlich hoch.

8. Die Verdrehungsheanspruchung.

Reine Verdrehungsbeanspruchung findet statt, wenn die dufBeren
Krifte zwei in parallelen, senkrecht zur Stabachse stehenden Ebenen
wirkende Drehmomente von ent-
gegengesetztem Drehsinn ergeben, 4

wie Fig. 158 an einem zylindrischen i i
Wellenstiick zeigt. Damit Gleich- é;_\,__ d___ 2%
gewicht an dem Stiick von der auf AT )

der Stabachse gemessenen Linge [ l/( v %{d
besteht, miissen die beiden Ver-

drehungsmomente M, einander Fig. 158.

gleich sein. Sie wirken dahin, da@}
eine urspriinglich parallel zur unverzerrt bleibenden Achse verlaufende
Mantellinie 4B sich in eine steile Schraubenlinie AC &ndert, und die
beiden Halbmesser OB und OC des Endquerschnittes den Verdrehungs-
winkel 7 einschlieBen, der gewdohnlich in Bogenmall angegeben wird.

Das Verdrehungsmoment ruft in den einzelnen, senkrecht zur
Stabachse stehenden Querschnitten nur Schubspannungen t hervor,
die jedoch nach den Darlegungen auf S.77 von gleichen, senkrecht
zu ihrer Richtung verlaufenden Schubspannungen 7’ begleitet sind.
Die Fig. 159 veranschaulicht bei 4 die in
einem beliebig zwischen zwei dicht benach-
barten Querschnitten herausgeschnittenen
Teilchen auftretenden Schubspannungen und
ihre Richtungen. Am Rande des Quer-
schnittes miissen nun die Schubspannungen
stets und tberall tangential zur Randbe-
grenzung verlaufen. Eine etwa anders ver-
laufende Spannung kann man wie bei B
der Fig. 159 zerlegen in je eine tangentiale
und senkrecht dazu stehende Seitenspan-
uung. Die letztere muB}, wie bei C angegeben,
aus Gleichgewichtsgriinden von einer gleich
groflen Schubspannung 7’ begleitet sein, die
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aber in die AuBenfliche des freien Korpers fallt, wo zwischen Luft und
dem Korpermaterial keine Schubspannungen mdéglich sind. Die senk-
recht zur Tangente stehende Seitenspannung mufl also verschwinden.
Die zur Tangentialspannung gehérige zweite, in der Achsenrichtung ver-
laufende Spannung wirkt dagegen nach der Aufzeichnung bei D zwischen
den Seitenflichen benachbarten Teilchen.

Die vom Verdrehungsmoment J; in einem beliebigen Querschnitt
hervorgerufenen Schubspannungen sind in der Drehachse 0 und nehmen
0 y dy von dort nach auBlen zu. Legt man also durch
den Schnittpunkt O der Mittelachse mit einem

W T T
¢ ! : Querschnitt die zueinander senkrechten y- und
z : I z-Achsen nach Fig. 160, so erhélt man an einer be-
AW liebigen Stelle A die beiden Seitenspannungen Ty
% f// iz und 7, senkrecht zueinander, und an einer um die
dF/ *9z Strecken dy bzw. dz davon entfernten Stelle B
% +Qa§g B die Seitenspannungen 7, + z—; T, + gtz die,

wenn man das zwischen 4 und Bliegende Flachen-
teilchen betrachtet, aus Gleichgewichtsgriinden
entgegengesetzt zu den bei 4 wirkenden gerichtet sind. Naturgemaf
kommt beim Ubergang von A nach B nur die Zunahme der Spannung
nach der betreffenden Achsenrichtung in Frage, was die Differentiation
nach den Achsen erklirt (Bd.III, S.117). Nun miissen die gleich-
groBen, senkrecht zur Zeichenebene der Fig. 160 gerichteten Krifte
im Gleichgewicht sein:

ot
ty-dF——rz-dF——(ry—l— ) dF+<tz+0Tz>-dF:0,

Fig. 160.

woraus folgt dr, o1,

6y Oz’
An jeder beliebigen Stelle sind die in derselben Ebene senkrecht zu-
einander stehenden Schubspannungen einander gleich1!3).

Tiir irgendein Randteilchen des Querschnittes, auf das keine dufleren
Schubkrifte einwirken, ist nach Fig. 161

W _ %
T, dz,’

Fiir den ganzen Querschnitt ergibt die Fig. 160 die
Gleichgewichtsbedingung der Drehmomente in bezug
auf die Achse O zu

= [ty dF .2 — [r,-dF - y. (174)

Die in Richtung der Stabachse verlaufenden Schubspannungen der
Fig. 159 verschieben nun die einzelnen Teilchen etwas aus der ur-
spriinglichen Querschnittsebene heraus, so dafl die Querschnitte sich

172)

! (173)
I
|
]

Fig. 161.

113) Bredt, Z.d. V.d.I. 1896.
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bei der Verdrehung etwas verwélben, jedoch bleiben die Symmetrie-
achsen des Querschnittes in der urspriinglichen Ebenell4),

Beim Kreisquerschnitt tritt demnach, da alle Durchmesser
Symmetrieachsen sind, keine Verwélbung ein. Es miissen also auch
die Halbmesser unverandert gerade bleiben, solange M,
die Schiebungen den Schubspannungen entsprechen, \
was der Versuch mit Glasstaben bestatigt.

Fiir einen beliebigen Halbmesser gilt dann ge- @ ;#’\\ 0

mal Fig. 162, wenn 7; die am Umfang auftretende ar .
grofite Verdrehungsspannung bezeichnet, die senk- | T

i
|
recht zum Halbmesser steht, r :
‘[/ _ T, d J
g r Fig. 162.

Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Drehmomente in bezug auf die
Stabachse erfordort

T

Illdz(/t’-dF-r’,

worin die Summe auch iiber alle Halbmesser zunehmen, also auf die
ganze Fliche auszudehnen ist. Setzt man hierin den aus der vorher-
gehenden Gleichung folgenden Wert von 7’ ein, so wird

Nun ist

I““D i
Mdzzrd—- r2-dF. %%{
i)

/. 7 _% . omn T
fr dF=J, =354 F% >
ig. 163.

das in bezug auf den Kreismittelpunkt genommene Trig-
heitsmoment der Flache (S.37), und man erhalt so die Grundgleichung?®)
My=T2 0= g ny, (175)
r 16

Fiir den Kreisringquerschnitt nach Fig. 163 ergibt sich ent-
sprechend mit

5D
,,:/rz-dﬁ’: %-(04—614)
o [io(2)]
Md 16 D 1 D T4 . (176)

Bei groffem Héhlungsverhaltnis ic\: 1, also beim diinnwandigen Rohr,

D
ist die Schubspannung im Querschnitt nahezu unverdnderlich. Die
Verdrehung eines solchen Rohres liefert also eine gleichmiBig verteilte
Schubspannung.

114) St.-Venant, Mém. des sav. étrangers 1856; Love - Timpe, Lehrbuch
der Elastizitat, 1907.
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Bei der Ellipse stehen die Spannungen v nur an vier Stellen des
Umfanges senkrecht zu dem betreffenden Halbmesser, da sie ja iiberall
den Umfang tangieren miissen. Zerlegt man die beliebige Umfangs-
spannung 7 nach den Hauptachsenrichtungen y und z (Fig. 164), so

gilt nach Formel (173) 5 dy
1, dz’
und aus der Ellipsengleichung (Bd. IL, S. 97) folgt
durch Differentiation
Y 2.y-dy  2-z-dz
bz k)z =0
b
oder ( b>2
dy 2 2
dz gy (iﬁ )2 ’
2
Hiermit ergibt sich als Bedingung, der die Randspannungen iiberall
gehorchen miissen, b\2
-
"R
2
Sie wird erfiillt, wenn man ansetzt
b\2 h\?
ty=—|—c-(§)-z und tz:—c-<§>-y, (177)

worin ¢ nur an derselben Stelle unverinderlich zu sein braucht. Nadtiir-
lich liegt es nahe zu sehen, ob nicht eine der genauen Untersuchungen!4)
und den Versuchsergebnissen geniigende Losung herauskommt, wenn
man ¢ durchweg als unverinderlich nimmt'%). Die Momentengleichung
(174) liefert dann

b\?2 h\?
Md:/6'<§)'Z'dF'Z+/C'(§)'y'dF'y

{5y

oder mit Benutzung von Formel (61)

b\?2 =n h\%2 & ] [ 4
—e- 2] . 2 s 1 LA S ¥ ) I UL X I 1
L c[(z) 64bh+(2> 64hb} s 5 0P

Um festzustellen, an welcher Stelle des Umfanges die Spannungen
am gréfiten sind, wird nach Fig. 164 angesetzt

2 2 by* %
1 =1} 4 1; = c?- [(é) S22 <§> '?/2].
us) Foppl, Techn. Mechanik, Bd. III, 1897.
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Rechnet man aus der Ellipsengleichung aus

B

b2 \2

2 I 2

v=+3 g) ?
2

und setzt diesen Wert hierin ein, so wird

eefo b ) [(g)2+ zz.(@)z_ 1)}

Nun ist nach Angabe der Fig. 164% ein echter Bruch, d. h. 7 wird

. . . b .
um so kleiner, je groBer z wird, erreicht also fiir z = o seinen kleinsten

Wert und ist am groBiten fiir z = 0: Die grofte Spannung tritt an der
Stelle des Umfanges auf, die der Stabachse am nichsten liegt. Wire
etwa b > h, so ergidbe sich die grofite Spannung fiir den Hochstwert
von z, also auch wieder an dem der Achse nichsten Punkt des Um-
fanges. Sie wird, wenn die Bezeichnungen der Fig. 164 beibehalten
werden, b (h>2

7max:0'é' >

2
Damit geht die obige Gleichung fiir das Verdrehungsmoment tiber in

Md:%-h-b2-rmaxz2-Wz-tmax. (178a)
Sie entspricht also der fiir den Kreis geltenden Gleichung und wird
auch durch die Versuche bestatigt.
Am Ende der lingeren Achse ist die kleinste Verdrehungsspannung
des Umfanges M,

Tmin = 2. Wy.

Im Innern des Querschnittes nehmen die Schubspannungen auf
jedem Halbmesser von dem AuBenwert nach M,
der Mitte zu stetig ab, ihre Richtungen sind
der Auflentangente parallel. /

Fiir den elliptischen Ring16) gilt die dem
Kreisring nicht genau entsprechende Anderung
der Formel (176)

(178b)

ty max’

TZ max

) * Tmax- (179) 7z

hy - b1
h- b2
Setzt man auf die Ellipse Zwickel nach
Fig. 165 auf, so dafl der Rechteckquerschnitt )

entsteht, so ist von vornherein klar, daf diese by
Zwickel nicht viel vom gesamten Verdrehungs- Fig. 165.

118) Authenrieth, Z. d.V.d. I. 1901.

=i’_..2.<
M, 16 h-b 1
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moment M; aufnehmen kénnen. Denn die Schubspannungen miissen in
den Ecken des Querschnittes 0 werden, weil dort die bei D der Fig. 159
angegebene Spannung 7° in der Achsenrichtung des Stabes ebenfalls auf
der freien AuBenfliche des Korpers zu liegen kommt. Die Verteilung
der Spannungen iiber die Begrenzungen muf} also etwa nach den Kurven
der Fig. 165 erfolgen, wo die Spannungen senkrecht zu ihren wirklichen,
in die Randlinien fallenden Richtungen aufgetragen sind. Auf einer
Diagonale sind sie also sowohl an den Enden als auch in der Mitte 0
und baben dazwischen einen verhiltnismifBig kleinen Héchstwert.

Das einfachste Gesetz, das die angegebene Spannungsverteilung

darstellt, ist nun (Fig. 165)
2 : 2\ 2
ryz—l—cl-z-I:l—(—‘lZ/—) , T, = —Cy Y~ 1~<—E>].
2 2/

Dazu besteht die allgemeine Gleichung (172), also hier
2z

2
i ey
H 3

Sie ergibt den Zusammenhang zwischen den beiden Festwerten

@__@2
¢ \b) T

Damit geht die Momentengleichung (174) iiber in

h\2 D22 g2
z”¢(9_7§#}

_cloz.

Md=61' ar-

=61‘

fzz'dF+<g)2'/y2'dF—(Zz*g'fyz'zz'df"
3

Mit Benutzung der Formeln (43) und (79) wird somit

.Md=cl'%"b'h3.

Rechnet man hieraus ¢, aus, so ergeben die Ausgangsgleichungen

9-M,; ‘y\ 2 9-M, z\ 2
%=b.m'”r“(z)} “=27§W'I—G>
2

2
Fir die groBite Spannung 7,m,x in der Mitte der lingeren Rechteck-
seite gilt hiernach

. (180)

h - b2
M; = 45 * Tzmax =

4
g * Wz * Tymax (181)
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Berechnet man wieder fiir eine beliebige Stelle im Innern des Quer-
schnittes 72 = 1; -+ 72, so ergibt sich leicht, dafl 7 stets kleiner ist als
der zugehoérige Randwert, was ganz allgemein zutrifft11?).

Die Formel (181) ist nur eine erste Anndherung (vgl. S. 140). Genau
gilt118)

My—h-b2- <0,333 _ 0288

* Tomax = b - b2+ femax . (182a)
k @,
1:3 +§

Entsprechend ist die Schubspannung in der Mitte der kurzen Seite

M,
Tymax — b—'h_2 * Py . (182b)
Die Werte von ¢, und ¢, enthalt die Fig. 16618).
n:b
%
% -
// VIIIIA‘IIIIIA
A / 'IIIII?;/IIIII/
7%
\ /] %
N % %
AN v % Fig. 167
8 St u
L T e
/ 7/
Y7 z 3 ¥ 5 m
Fig. 166. Fig. 168.
Fiir das gleichseitige Dreieck von der Seitenléinge a ist114%)
ad
M, :%'7max- (183)

Fiir die Querschnitte nach den Fig. 167 und 168 von dem Flichen-
inhalt F und der Stegstéirke s kann man ansetzenl?®)
F-s
Md =W'1ma2. (1833;)
Die groBte Beanspruchung tritt auch wieder an der dem Mittelpunkt
zunichst gelegenen Stelle auf. Die Rechnung ergibt, natiirlich etwas
zu ungiinstig, dafl die Schubspannungen an einspringenden Ecken un-
endlich groB werden'®®). Keilnuten sollen deshalb stets eine kleine
Abrundung erhalten.

117) Boussinesq, J. de Math. 1871.

18) Stephan, Verh. d. V. f. GewerbefleiB 1910, nach St.-Venant, a. a. O.
119) Authenrieth a. a. O., bestitigt durch die Versuche von Bach.

120) Filon, Phil. Transact. 1900; Willers, Z. f. Math, u. Physik 1907.
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Hat die Welle in der Nahe des Umfanges eine Hohlung von kreis-
formigem Querschnitt oder ist sie am Rande halbkreisformig ausge-
hohlt, so steigt die Schubspannung an der Stelle auf den doppelten
Betrag des sonst dort geltenden Betrages an'?!). Aus dem Grunde ver-
stirkt man Achsen an den Stellen, wie die Fig. 146 und 155 zeigen.

Setzt sich an die Welle von der Stidrke d ein dickeres Stiick vom

Durchmesser D mit der Abrundung 7 an (Fig. 169), so ist 12%°) fiir % = %

\/ bei
D
% ....... i 002 005 0075 010 0,125
d d
Twax _ 910 1,68 150 138  1,30.
Fig. 169. %

d
Mit steigendem Verhiltnis von 23—-— sinkt die Spannung; sie ist

fir den hiufig vorkommenden Wert %: 0,05 bei

D—d _ 1 1 1 1

- 1 - =

d 2 3 5 10

Tmax _ 146 1,58 1,68 1,78 1,85.

Tq
Die Auftragung beider Angaben zeigt
die Fig. 170.

Die Verdrehungsfestigkeit betragt
im Verhéltnis zur Zugfestigkeit '8) bei

SchweiBleisen K, : K, =1+ 1,15

FluBeisen . . oo 1L,15
GuBeisen . . 0,80 -+ 0,82
Kupfer. . . 0,80.

Beim: Verdrehungsversuch verlangert
sich der Stab um 1,5 2,5 v. H., weil
die dulleren, am stérksten gespannten
Fasern sich zusammenpressen und da-
bei die inneren durch den ausgeiibten
Druck strecken. Bei von vornherein
verdichteter Oberfliche ist die Dehnung
nur etwa 1,0 v. H.

Die Verhéltnisse der Streckgrenzen
sind122) bei

weichen Eisensorten und Kupfer z: oy = 0,80

ziemlich harten Eisensorten. . 0,60

Fig. 170.

ganz harten Eisensorten . . . 0,50.

121) Larmor, Phil. Magazine 1892.
122) v, Bach, Z.d. V. d. L. 1895; Hancock, D. p. J. 1907.
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Fiir andere Materialien berechnet man die zulissige Schubspannung 74
aus den fiir Zug und Druck geltenden Zahlen o, bzw. o, nach der

Formel 123) 6, 0
Tg=——— .
o, + Og

Ausglithen erhéht die Schubstreckgrenze bei Nieteisen um 28 v. H.
gegeniiber dem Rohmateriall).
Im iibrigen gelten auch hier sinngemifB die Formeln (9) fiir die

Schiebungsarbeit: A= 12 (185a)

1
2

(184)

und bei stoBweiser Belastung doppelt so hoch, wenn 7, gleichmaBig
iiber den Querschnitt verteilt ist, wie etwa beim diinnen Rohr. Fir

den vollen Kreisquerschnitt wird
Trlz

"1 ' 1
A=/§'ﬂ'1d'dF'l:g'ﬁ'l'lZ'/;E"dF
0

0
oder A=4%-B-1-J,-7. (185Db)

Beispiel 103. Zu berechnen ist die groBte Verdrehungsbeanspruchung, die
eine 1”-Schraube aus FluBeisen von K, = 3300 -- 4000 kg/cm? ZerreiBfestigkeit
durch das Reibungsmoment der Mutter erfahrt, wenn sie fiir ruhende Belastung
vorgesehen ist.

Die zulissige Zugbeanspruchung ergibt sich nach den Angaben auf S. 240
und in Beispiel 144 zu o, = 0,786 - 900 kg/cm?®. Das Reibungsmoment der Mutter
ist dann nach Bd. IT S. 202

M,1=0,1-P-d=0,1-%

Man erhilt hiermit aus Formel (175)

_ M;-16  642-16
Ta= m-dd w2133

Beispiel 104. Anzugeben ist die grofite Verdrehungsbeanspruchung der Gas-
maschinenachse nach Fig. 155.

Die Auftragung der Drehmomente (Bd. ITI, 8. 129) ergibt als Kurbelwinkel,
bei dem das gréBte Drebhmoment auftritt, & = 35 = 36° bzw. 32 < 35°. Dem
entspricht

- 2,132. 0,786 - 900 - 2,54 = 642 cmkg.

= 338 kgfom?.

sin & oo 0,581 bzw. 0,552, tg g = 0,117 bzw. 0,111,
cos & o~ 0,814 bzw. 0,834, = 0,130 bzw. 0,124.

Dabei betrigt der Gasdruck nur noch % bzw. 0,85 < 0,90 des Ziindungsdruckes09),
Die ersteren Zahlen gelten fiir Verpuffungsmaschinen, die zweiten fiir Diesel-
motoren, die erste Zeile der Werte von tg g fiir liegende Maschinen, die zweite
fiir stehende. Der Beschleunigungsdruck ist dann bei liegender Anordnung nur
noch das 0,90- bzw. 0,91fache des in der Totlage vorhandenen, bei stehender das
0,91- bzw. 0,92fache.

Hiermit erhiilt man das Verdrehungsmoment

2 7 - m\?
M,,:%—-Dz-[§~p+q——0,91-q-§-(%) ] -7 (sin o -- cos & - tg B)
2
= % - 532 [§ -23+0,35—0,91-0,35- % . 15,712} - 39. (0,581 +-0,814-0,130)
= 740 000 cmkg.

123) Mohr, Z.d. V. d. L 1900.
Stephan, Technische Mechanik. IV. 10
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Bei d = 30 cm Durchmesser wird also nach Formel (175) die Verdrehungsbean-
spruchung im Lager 3
~ M;-16 740000 - 16
NETLUB T a 308
An dem Ansatz dahinter, der die Ausrundung r = 1 cm habe, ist nach den
Angaben 8. 144 @ ... 2,15 — 140 . 2,15 co 300 kg/em?®.

Unter dem Schwungrad erhalt man mit dy = 33 cm und ¢ = 1,6 cm Keil-
nutentiefe gemiB den Angaben S. 144 die Beanspruchung mindestens zu

= e () 3 0 kg
W=t \gyg) 3 g/em?,

Beispiel 105. Die Schraubenspindel einer Schlagradpresse hat den mittleren
Durchmesser d = 15c¢m, den Kerndurchmesser d, = 14,2cm, das Gewicht
G, = 105 kg. Die groBte Winkelgeschwindigkeit sei w = 10,8 1/sk, das Schwung-
rad hat das Gewicht G, = 375 kg, seine Bleieinlagen wiegen G,” = 125 kg, sein
AuBendurchmesser ist D = 140 cm. Zu berechnen ist die groBte Verdrehungs-
beanspruchung der Spindel.

Das hier in Betracht kommende Arbeitsvermégen von Rad und Spindel be-
tragt nach Bd. III, S. 170,

= 140 kg/em?.

2. 42 (&34
A:%%*%%.ﬂ+ﬁﬂﬁ@ﬁa?ﬂ—Wﬂ
_ (10:787"17!) (105 . 0,152 + 875 . 1,42. (0,8 + % . 0,2 )] = 048 mkg

Diese Schlagarbeit ist zuzughch eines kleinen Reibungsbetrages von der Spindel
aufzunehmen. Es muf also nach Formel (185b) sein, wenn sinngema der Faktor
% hier auf 1 erhoht wird, d=f-2il.J

= 2l Jd,,

also mit § = 2,56 - & und J, 3 = d*

_ 1/94800-2150000 - 32 .
e V2 560 Jp- 1 V 2,56 7. 151 (07 kglom® .
Dies ist die Durchschnittsbeanspruchung. Im Kern der Gewindegiinge ist sie

3
im Verhaltnis (i) zu erhéhen auf

o 15 |3
Tmax = (*) - 707 = 833 kg/em?.
| . 14,2
{ Jé <+ Nach der Zusammenstellung S. 240 wéire somit
f FluBstahl von K, = 5000 bis 5500 kg/cm? Zerreii-
[N festigkeit zu wihlen.
4 Beispiel 106. Zu bestimmen ist die in dem

Querschnitt ABCD (Fig. 171) der Stirnkurbel einer
liegenden Einzylinder-Dampfmaschine auftretende
Schubbeanspruchung. Es ist die Zylinderbohrung
D = 42 cm, der Hub s = 2r = 75 cm, der groBte
Einstromungs - Dampfdruck p, = 9,5 at, der Kon-
Fig. 171. densatordruck p, = 0,1 at , die Zapfenlinge! = 17cm,
der Zapfendurchmesser d = 13 cm (Beispiel 55),

dy=2d—1lcm = 25cm, dy =40 cm, b = 10 cm.

Die Hohe des Querschnittes betrigt

d
(o dy) - (r — 2)
. 2/ dz—dl)
h=di+ 7 — 1Bk
42_25>_
42.(1 — ) =24,
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also %: 2,70 und nach Fig. 166
@, = 3,75, @, = 7,84.
Ferner ist, wenn die Maschine mit groBer Fiillung arbeitet, bei der Stellung
der Kurbel senkrecht zur Schubstange
M= D097 (p —pp) - 1025 - (1 4D)
17 4+ 10
2

Damit wird die groBte Verdrehungsbeanspruchung in der Mitte der langen Seite
gemdfl Formel (182a)

= Z— - 42%.0,97-9,4 - 1,07 - = 174 000 cmkg.

M;- @, 174000 - 3,75
Tmax = hoh 39.4 . 10° = 203 kg/cm?
und die in der Mitte der kurzen Seite nach Formel (182b)
. My- @, 174000 - 7,84
? b-h2 10-324°
Zu der ersteren Beanspruchung tritt noch gem#B Formel (106) die Schub-
beanspruchung

= 130 kg/cm?.

 M,-15 17400015 - 2
"TI0+h)-b-h 27.10.324

Die Verschiebung zweier, auf derselben Parallelen zur Stabachse
gelegener Querschnittsteilchen gegeneinander betrigt nach den Dar-
legungen S. 78 y=p-1, (100)
worin =214+« (101)
die Schubziffer des Materials ist.

Ist die Stablinge gemiaf Fig. 158 AB =1, so verschieben sich die
mit 7; beanspruchten Randteilchen des Kreiszylinders um den
Betrag r-y. Es gilt also

rey=1l-y=10-f-14.
Mit der Formel (175) fiir 7, erhdlt man so den Winkel, um den sich
die beiden Endquerschnitte gegeneinander verdrehen, in Bogenma$ zu

= 19 kg/em?,

A 0 (186a)
b
r

A’ . l 0'
B % :
z |

1 @ F 0
4 7

Fig. 172. Fig. 173.

Bei anderen Querschnittsformen, wo Verwolbungen eintreten (S. 139),
ist folgendes zu beachten: Schneidet man aus dem Stab, von der Achse
OO0’ beginnend, ein sehr schmales keilférmiges Stiickchen heraus, das
die Fig. 172 in zwei Projektionen zeigt, so treten bei der Verdrehung
in den Kanten des Dreieckes OAB die Schubspannungen 7,, 7, 7, auf.

10*
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Sie wirken dahin, daf} sich der Punkt A gegeniiber 4" in der Richtung
von 7 und ebenso von 7; nach A, verschiebt und entsprechend der
Punkt B nach B,, wie die Fig. 173 angibt. Die Verschiebung zweier
im Abstand 1 befindlicher Teile gegeneinander betrigt nun unter der
Beanspruchung 7 nach Formel (100) y = f-7. Demnach ist hier die
Gesamtverschiebung

AA, +BBy =gz [B-1f (1 +1)],
worin das Zeichen —> angibt, dafl die Summierung nicht algebraisch,
sondern geometrisch mit Beriicksichtigung der Richtungen stattzu-
finden hat'?4). Dabei hat sich das Dreieck A4,B,0 gegeniiber A’B’O
um den Winkel y verdreht, und es ist nach Fig. 173

A4, + BB =5yt oy =a-y.

Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke erhilt man nach Multiplikation
mit der Keillinge r
zorfe et )l —ar-y=2-Fy,
wenn F den Flicheninhalt des Dreieckes AOB angibt.
Werden jetzt mehrere solcher Keile gemafl Fig. 174 nebeneinander
gesetzt, so heben sich die Spannungen in den Seitenflichen paarweise

%
dy~

f tzt dz//
N0=r -

Ty Aty
Fig. 174. Fig. 175.
vollig auf, wenn die Zusammensetzung bis zu einer geschlossenen
Randkurve durchgefiihrt wird (Fig.174). In dem Fall gilt also
&-f-Drer=2-F-y.
Der geschlossene Linienzug kann nun etwa durch das Rechteck der
Fig. 175 gegeben sein. Dann folgt allgemein giiltig!?)

z-f-[dr,-dy—dr,-dz]=2-dy-dz-vy

V,

oder |
. =x_£.<§zu__f_lzz)_ (186b)
2 dz dy
Bei der elliptischen Umrandung ist nun nach den Formeln (177)
dz, (b)2 dr, (h 2
dz =te- 2/’ ——dy__‘_c'é)’
ferner 2N,
LTI
oL be-h

124) Tolle, Die Regelung der Kraftmaschinen, 1905.




Die Verdrehungsbeanspruchung. 149

Damit wird der Verdrehungswinkel der im Abstande ! voneinander
befindlichen Endquerschnitte
pel-M, ( h2)
=— - |- 18
Y 7, 1+ be (187)
Fiihrt man dieselbe Rechnung fiir den Rechteckquerschnitt aus,
so ergibt sich leicht
1g.ﬂ.l.Md y\ (h‘)z [ 2\ 2
=" T 7)+ o) 1“(h ’

2/ .2
also fiir jeden Punkt des Querschnittes mit den Koordinaten y und z
verschieden. Der Fehler liegt daran, daBl der iiberschlagige Ansatz
(S. 142) fiir 7, und 7, nicht genau richtig ist, was von vornherein daran
zu erkennen war, dafBl er nicht den Bedingungen der Formel (172) ent-

spricht.
In Wirklichkeit ist nahezul18) 125)
Y = ﬁ -1- M, b‘ ) (188)
b bt -(0,333 — 021 .};)

Die Gleichung geht fiir das Quadrat iiber in
7114 - 6-1- M,
—_ h4 —_—
Fiir das gleichseitige Dreieck von der Seitenlinge a ist114)126)
46,019-5-1- M,
Y= pr . (190)
Beispiel 107. Anzugeben ist die Stéirke der Hauptwelle fiir die Fahrbewegung
eines Verlade-Laufkranes von der Gesamtlinge 2! = 42 m, die von der Mitte aus

durch einen Elektromotor von 2 N = 20 PS Leistung bei n = m—G—OOUnxdr./Min.

(189)

angetrieben wird.
Das Verdrehungsmoment, das auf einen Wellenstrang kommt, ist
N 71620-10-6
M, = 71620 - Pl 3580 cmkg.
Mit der zulassigen Beanspruchung v, = 650 kg/em? fiir gewShnliches Flufeisen
(S. 240) bei ruhender Belastung wird die Stirke nach Formel (175)
d= i/l‘i M il_"’j’ﬁ?ﬂ
E AR [ 7+ 650
was der Keilnute wegen auf d = 3,5cm zu erhthen wire.
Die Verdrehung der Endquerschnitte betrigt dann nach Formel (185)

= 3,04 cm,

2,56 - 2100 - 3580 - 32 27
LT e ans 0638 = 986 °
also fast — einer vollen Umdrehung.

10
12) Die Ableitung geben A.u.L.Foppl, Drang und Zwang, 1920.
1gq) Bine Bestatigung durch Versuche lifert Bretsohneidor, Z.d. V.dT.
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Der Abnehmer bemingelt die Ausfithrung als zu schwach, wenn sich die
Welle mehr als 2 mm, auf dem Umfang gemessen, verdreht, obwohl eine grofiere
Verdrehung keine Nachteile bietet, sondern nur ein elastischeres Anfahren bewirkt.
Es gilt also die Bedingung

e Bl-M,-16
Ty =02="——"0—

woraus folgt

= 6,17 0 6,5 cm.

d_l3/2,56-2100-3580-16
TV 022100000 -«

Beispiel 108. Eine Transmissionswelle soll bei n = 140 Umdr./Min. N = 32 PS
iibertragen. Zu berechnen ist ihre Stirke.

Durch die fir den Flichenkeil von der Breite b
angearbeitete Flache wird der in Rechnung zu stellende
Durchmesser der Welle verringert auf £, - d (Fig. 176)-
Den Wert des Verringerungsfaktors enthalt die fol-
gende Zusammenstellung1%?), deren weitere Zeilen fir

den Nutenkeil gelten, wenn der
—— by allein die Verdrehung iibertragende
Querschnitt nach Fig. 177 durch
die — etwas abgerundeten —
Ecken der Nut gelegt wird. Dal
die Achse des die Verdrehung auf-
nehmenden Teiles nicht mit der
geometrischen Achse der Welle
iibereinstimmt, ist belanglos!?®), da
der Schwerpunkt des Querschnittes
bei der Verdrehung nicht die Be-
deutung hat wie bei der Biegung-

0,50 0,40 0,35 0,30 0,25
0,933 0,958 0,968 0,977 0,984

F

Fig. 177.

0.10 0924 0916 0910 0,908 0,906 0,905
0075 L £, =0042 0937 0,932 0930 0,920 0,928
0,050 0,961 0,957 0,955 0,954 0,953 0,952

Zugrunde gelegt wird der Berechnung, obwohl die Hauptbeanspruchung die
garnicht mit Sicherheit zu bestimmende Biegungsbeanspruchung ist, ausschlies-
Tich die Verdrehung. Aus Formel (185) folgt

(0, dy — 3225671620 1N
VT 9100000 yen

Die Auftragung fiir verschiedene Werte von %7 und %j enthilt die Fig. 178. Man

entnimmt ihr fir

N_ 3 _ o985 una ¥ = 23%

n 140 l 105
den gebriuchlichsten Wert, dem eine Verdrehung von }° auf 1 m Linge ent-
spricht, ¢ -d =821 cm.

Nun sind fiir Flichenkeile die Werte der folgenden Zusammenstellung zweck-
maBig, der man b :dco 0,26 entnimmt. Hiermit liefert die vorhergehende Zu-
sammenstellung ¢; = 0,983, und damit wird

d = 8,21 : 0,983 = 8,36 cm,
was auf 8,5 cm abzurunden ist.
127) Stephan, Uhlands prakt. Masch.-Konstr. 1920.
128) Foppl, Z.d. V.d. L. 1917.
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Bei Verwendung eines Nutenkeiles ist {, = 0,943, also
d = 8,21 : 0,943 = 8,70 cm,

was auf 9,0 cm abzurunden ist.

x

&

121

11

10}

?-di

9 H

’_

7 H < h

a_<j

54

IO
o

Fliachenkeile.
d b h h:b b:d
mm mm |mm
20— 30 0,600 — 0,400
30— 40 } 121 510417 6400 — 0,300
40— 50 0,375 — 0,300

50— 60 } 151 6104001 o300 — 0,250
60— 70 18 | 70,380 | 0,300 —0,275
70— 80| 20 | 8]0400| 0,286 — 0,250
80— 90| 22 | 90409 | 0,275 — 0,244
90—100| 25 | 10 | 0,400 | 0,278 — 0,250
100—120/ 30 |12 | 0,400 | 0,300 — 0,250

120140 35 | 14 | 0,400 | 0,291 — 0,250
140—160| 40 | 16 | 0,400 | 0,286 — 0,250
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Nutenkeile.
d bl b | by b b:d hy: d
mm mm mm | mmn | mm
20— 30 | 19 6l 3 3’ 0,600 — 0,400 | 0,150 — 0,100
30— 40| -1 0,400 — 0,300 | 0,100 — 0,075
40— 50| 14 71 31 4] 0,350 — 0,280 | 0,075 — 0,060
50— 60| 16 8| 31 5] 0,320 —0,267 | 0,060 — 0,050
60— 70 18 9 4| 51 0,300 —0,275 | 0,067 — 0,057
70— 80 20 | 10| 4| 6] 0,28 —0,250 | 0,057 — 0,050
80— 90| 22 (11| 5| 6] 0,275 —0,244 | 0,063 — 0,056
90—100 25 |12 | 5| 7] 0,278 —0,250 | 0,056 — 0,050
100—120 30 15| 6| 9] 0,300 —0,250 | 0,060 — 0,050
120—1401 35 |18 | 7|11 | 0,291 — 0,250 | 0,058 — 0,050
140—160| 40 | 20| 8| 12| 0,286 — 0,250 | 0,058 — 0,050
160—180| 45 | 23| 9! 14| 0,281 — 0,250 | 0,056 — 0,050
180—200] 50 | 25|10 15| 0,278 — 0,250 | 0,056 — 0,050
200—220| 55 | 28|11 | 17 | 0,275 — 0,250 | 0,055 — 0,050

Die Verdrehungsbeanspruchung der Welle wird am einfachsten erhalten, indem
man die Gleichungen (185) und (175) durcheinander dividiert:

1
rd—_—(g.d).’%.?ﬂ,

also mit 2%3 == 420 000 cm%*/kg und den obigen Werten
7= 8,21 - 4,363 - 4,2 = 150 kg/om?.
Es geniigt demnach der Flichenkeil im allgemeinen vollkommen fiir solche Wellen.
Der Keil vom Anzug 1 : 100 ist nur so fest einzutreiben, dafl er die Kraft @

auf die Welle bzw. Nabe ausiibt (Fig. 176). Indem Fall gilt mit Gfacher Sicherheit
die Gleichung

#'Q'(C1'd)=@-Md=@-7l620-%.

Daraus ergibt sich mit x = 0,16 nach Bd. II, 8. 57, und & = 2,5, reichlich hoch,
um auch stoBweise Belastungen noch zu decken, in Tonnen gemessen

2,6.71620 N 1 N 1

9=916.1000 n G.d N0 ga (19m
also mit den obigen Werten
1190 . 0,2285
_ e = ,2 ’
Q 821 31,2t

was leicht zu erreichen ist (Beispiel 35).

Beispiel 109. Anzugeben ist das Drehmoment, das ein Eisenblech von

7

h = 24 cm Breite, b = 0,3 cm Stéirke und ! = 91 cm Linge um v = - bzw. z
verdreht 129), 4 8

Infolge der Verdrehung verlingern sich die AuBenkanten der Rechteckfliche
zu Schraubenlinien. Da durch die Einspannung der Enden keine Zugkraft in der
Léngsrichtung ausgeiibt wird, so miissen die auBenwirkenden Zugspannungen
durch Druckspannungen aufgehoben werden, die im mittleren Teil auftreten. Die

129) Busemann, Z. d. V.d. 1. 1911
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Dehnung der einen, urspriinglich geraden Endhalfte ist hiernach in Fig. 179 dar-
gestellt. Die Lange der Schraubenlinie entspricht nun dem Abstand y von der
Drehachse und ferner ihrer Steigung, die wieder vom Abstand y unmittelbar ab-
hiingt, so daB die Lénge also dem y? entspricht.
Der Bogen A’B’ ist hiernach eine Parabel. )

Die Dehnungsarbeit der Verlingerung muf3 2

nach dem obigen gleich der Dehnungsarbeit der g
Verkiirzung sein: Flache CBB’ = CAA4’ oder

ho 2 b \

5 Ty 5'(/-2-1—/»1)'—*0,
also /iy = 2 4,. l

Ferner wird
h /1 h
Yo = EL 3 = 0577 5.

Die Liange der von der duflersten Kante ge- Fig. 179.
bildeten Schraubenlinie ist gegeben durch die
Bemerkung, daB ihre wahre Grofie die Hypotenuse des Dreiecks aus der Lings-
achse und dem auf dem Zylindermantel senkrecht zur Achsenrichtung beschrie-

benen Bogen ist: B2
i)t = 0 —daf + (v 5]

Hieraus folgt leicht mit Vernachlissigung der Quadrate der kleinen GroBen %

was als grofite in der Stabachse auftretende Druckspannung ergibt

P
62——0‘ =i a’ q)._l_ X
Die grofte in der AuBenkante auftretende Zugspannung ist

0y = 20,.
Zur Bestimmung der Dehnungsarbeit entnimmt man der Fig. 179
(L)L’z;’: _k
Yo Ay by’
also
g Y
und ferner ? ’
TS
Yo Ay ly
also
2 _1 (l’)z_ 1
2 \y, 2
Nun ist nach Formel (5)
1 , o 5\ ,
Ady =5 a2l bedy = b'(t’l _i) cay %,
< 1/ Yo
1 Y /".II 2
=g l-bdy’ =% f2) gy N
dA2—2 a-o2.1-b-dy =3 l-b (02 /:2> dy v’
mithin fiir die ganze Blechbreite % A
u ' 212 ' 2 2 2 5 \
" / ’ o A 7\ !
A=2.T.l.b.y.<g?.[[1-y _dy__+(_2 .ﬂ(-’i_)_1].dy__
2 ° zd (yo) J Yo 2) Yo %)
Yo
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Die Summierung ist nach Auflosen der Klammern leicht, und es bleibt nur

5 (o) — 5 o)+ (5,

oder mit den obigen Werten fiir x, und y,

A=(x.l.b.y0.g§.

_lbh ( h)4
A= \¥ 1) (192)
Das hierfiir erforderliche Drehmoment ist nach Bd. III, S. 115
=4,
14
und das zur Uberwindung der Schubspannungen gibt die Formel (188).
Damit wird fiir = g
E 1 w\2 24)4 1 (0,3)2 ( 0,3)]
Md=2100000-91-0,3-24-1- [@(1) (gl— +Z5—6- o1, 0’333—0’21'ﬂ

= 1080 - (2,174 + 1,404) = 3755 cmkg.

Firr vy = % erhdlt man hieraus

M, = 1080 - } - (2,174 - } + 1,403) = 1037 cmkg.
Bei kleinen Verdrehungen verschwindet das erste Glied der Klammer.
Beispiel 110. Zu ermitteln ist die Durchbiegung, die das Ende B einer bei 4
eingespannten, gekropften Kurbelwelle unter dem KinfluB einer Kraft P erfahrt,
die senkrecht zur Ebene der Kropfung steht (Fig. 180), wenn nur die Kurbelarme
und der Zapfen als nachgiebig angesehen werden %),
Man verschiebt die Kraft auf dem Wege POFE,
dann wird der Kurbelarm 1, der bei F eingespannt
ist, bei £ von der Kraft P durchgebogen um
1 «
= P (r — . d)3
h=g 7P r—024-d)
und durch das bei der Verschiebung iiber FE auf-
tretende Biegungsmoment P - 7 um
1.«
= — — . e (r— . d)?
h=—g g Por-(r—024-dp.

Die Neigungswinkel des freien Endes E, die sich
bis B unverdndert iibertragen, sind entsprechend

1 & Y
¢1—§-J—b-P-(r—O,24 d)?,

Po=—Por-(r—024-d).
Jy

Ferner erfahrt der Arm 1 geméf3 Formel (188) eine Verdrehung um den Winkel
4, durch die bei E wirkende Kraft P, die im Abstande I + I, eine Senkung her-

vorruft um o1 4
l+lz)' 'P'(l+lz)'(r'_094' )
b=ty =00 024
b hd. (0,333 - 0,21 - z)
Der bei F eingespannte Kurbelzapfen wird durch die bei ¢ wirkende Kraft P
verdreht um den Winkel v, nach Formel (184), dem bei € die Senkung entspricht

r-fp
f4:r'1/J142,Jz-P'r'(zlz‘b):
wenn J,, wie in Beispiel 101, das auf die Mittelachse bezogene Tragheitsmoment
darstellt.
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Der bei D eingespannte Kurbelarm 2 wird durch die bei C' wirkende Kraft P
durchgebogen um
1 «

=37
und seine Verdrehung durch das Moment P - (I — 1,) liefert die Senkung
I—-1)-p-P-(1—-1)-(r—024.d
R . )

b.h3. (0,333 —0,21. %)

Die Endneigung bei B vergréBert sich durch die Verdrehung noch um
ps=17w1 und @g=y,.
Die gesamte Durchbiegung betrigt also

CP.(r— 0,24 d)3,

13 2 1
fzJ—b-P-(r-—O,24-d)2-[g-(r—0,24-d)—§-r]
2. (2L, —b)  2-(B+1B)-(r—024-4d) (193)
+B- P | 4 =
b-ha-(0,333-—0,21-7l—)

Die Formel ist fiir die Berechnung von Dampfmaschinenachsen von Wert.

Beispiel 111. Zu bestimmen ist der Verdrehungswinkel, den das Flansch-
ende der in Fig. 155 skizzierten Welle gegeniiber der Kurbel 1 erfihrt, wenn auf
die letztere das Drehmoment M, wirkt. AuBler den Angaben in Beispiel 102 gelten
noch die MaBe

ly=60cm, 1=8cm, d,=>50cm, r=39cm.
Man kann fiir das Drehmoment setzen
M;= P{-r,

worin P die senkrecht zum Kurbelarm stehende Seitenkraft der Treibkraft P,

1
ist. Die Verbiegung des Kurbelarmes vom Trigheitsmoment Jj = o b-hdist
dann
1 a 1 a

R P — . . . r2
f=g gy Br=g- g Marh
und der Winkel, um den sich der Kurbelarm verbiegt, betrigt
f 1 a

== g Mere (194)

Der Verdrehungwinkel des nachsten Wellenstiickes ist nach Formel (185)

Yo = ——Jﬁ; . AMd . lg

»

usw.

Die Gesamtverdrehung wird demnach

SN ST vene Lun ()
’/ATP'Md' 8.—2’56'W'37‘+lg+lx+§la+la+ rA -1y

d\* d\*
) wr -+ (5 k).
dy dq
Die in der eckigen Klammer stehenden, im Verhiltnis der Triagheitsmomente
verdnderten Langen sind die auf das gleiche Trigheitsmoment .J, bezogenen Wellen-
langen 139),

130) Frahm, Z. d. V. d. L. 1902.
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Mit den gegebenen Zahlenwerten erhialt man hieraus
2,56 - 32. M, x 304 3
¥ = 3100000 - 7 - 307 * |8-2,66 17 dzs o5 T 632444205

-+ 35,5 + 0,683 - 112,6 + 1,644 - (37,6 + 60 — 8) + 1,296 - 8

oder
Y = €52J{-vdl@ . [3 - 3,71 + 63,2 + 44 + 27,5 + 35,5 + 76,9 + 147,3 + 10,36
415,9 X

1652108 108

Beispiel 112. Ein Verdrehungspendel nach Fig. 181 werde gebildet von
einem ! = 16 cm langen Stahldraht und einer daran hingenden Messingscheibe
, von G = 0,23 kg Gewicht und 2 r = 6 cm Durchmesser. An-
Z zugeben ist die erforderliche Stirke d des Drahtes, wenn eine
Hin- und Herschwingung gerade 1 Sekunde dauern soll

Es gilt auch hier die Formel

2087

n=——=

l Vi

- fiir die minutliche Schwingungszahl, wenn f = r . y den statischen
Ausschlag des auf den Umfang bezogenen und dort an einer
Stelle senkrecht zum Halbmesser r vereinigt gedachten Gewich-
tes G darstellt. Nun ist nach Formel (185)

a

G

] or | wzﬂ.(ﬂ.a.r).l,
. Toogs
Fig. 181. 3

worin fiir die volle Scheibe gemdf Bd. ITI, S. 152 bzw. 150, ¢ = } einzusetzen ist.
Es wird somit

n z - dt

= 195
2037 VB oG- r2.1.32° (193)
also
d:Vn-r ]/F.ﬂ.a.z-azﬁl/w-&o. 2,56 - 0,5 - 0,23 - 16 - 32
293,7 w TV 2937 - 2100 000 ’
d = 0,054 cm.

Der groBeren Festigkeit halber nimmt man gewdohnlich ein diinnes Stahlband
von groBerem Querschnitt bei gleicher Verdrehungsfahigkeit, dessen Verdrehung
durch das Moment ¢ - G - r nach der Endformel von Beispiel 109 zu berechnen ist.

Beispiel 113. Eine Schiffswelle von /, = 42,30 m Léange, von Maschinenmitte
bis Schraubenmitte gerechnet, hat die nach Beispiel 111 auf iiberall gleiches Trag-
heitsmoment J,, = ?% . 33% = 116 400 cm? bezogene Linge I = 38,0 m, der Kurbel-
halbmesser ist r; = 48 cm, das dort angreifende Gewicht der Kurbeln und der
zugehérigen Schubstangenteile ¢ - Gy = 2100 kg, der Halbmesser der Schiffs-
schraube 7, = 1,45 m, das auf den Umfang bezogene Gewicht einschlieflich 25 v. H.
Zuschlag fiir mitgerissenes Wasser ¢, - G, = 565 kg. Anzugeben ist ihre Eigen-
schwingungszahl.

Das System ist schematisch in Fig. 182 dargestelltsl). Da allgemein soviel
freie Schwingungen moglich sind, wie Wellenstiicke zwischen den wirkenden
Kriften bzw. Gewichten vorhanden sind, so ist hier nur ein Schwingungsknoten
bei O, also nach der gebriuchlichen Ausdrucksweise eine Eigenschwingung ersten
Grades, moglich. In dem Schwingungsknoten setzt sich das System zusammen

131) Dreves, Z. d. V. d. I. 1918.
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aus zwei Einzelsystemen nach Fig. 181. Er ist also dadurch gegeben, daB die
Ausschlige 7, -y, und r, -1, beider Enden 4 und B in bezug auf C einander
gleich sind:

TG b= 0,6 L
Hierzu tritt als zweite Bestimmungsgleichung
L+L=1
Die Ausrechnung liefert den Knotenpunkt-

abstand . ]

L= -

G, J,
[t it S S B §
. A

Y
2/ N

Setzt man diesen Betrag in die Gleichung
fiir die Eigenschwingungszahl des Wellen-
stiickes AC ein, so folgt

1 T 1
n__ By -Gy -12 " 9y Gy-r; (196) Fig. 182.
293,7 g-l:J,

oder mit den gegebenen Zahlenwerten und fiir weichen Flustahl von
4000 — 4700 kg/em? Zerreilfestigkeit131)

2,54
— 9F _ em?
# = 3106 0000 7k

/116 400 - 2 100 000 ( 1 i )
”#293’7'1/ 554.3800 " \2100.48° T 565. 1458 — D04

Bei der Umdrehungszahl n, = 83 der Welle ergab die harmonische Auflésung
des Tangentialdruckdiagramms gemaf Bd. III, Beispiel 44, besonders starke
Schwingungsausschlige in der dritten Schwingungsordnung. Ebenso lieferten
Messungen an der Welle!3!) starke Verdrehungsschwingungen, denn es ist die
kritische Drehzahl dritter Ordnung

n
mo_— - 85,8
"R

zu dicht bei n, gelegen. Die Regelumlaufzahl soll mindestens um etwa 15 v. H.
unterhalb der kritischen dritter Ordnung liegen'®). Ausgefithrt war ny =70 - 72.

Der Knotenpunkt ¢ der Welle (Fig. 182) ist der Punkt gleichméBigsten Ganges.
Man kann also im Fall des Laufens in der Nahe einer kritischen Umdrehungszahl
einen groBen Gleichférmigkeitsgrad eines etwa bei C' sitzenden Schwungrades
haben und doch einen dufBerst unruhigen Gang am Ende B, wo etwa ein Dynamo-
anker sitzt. Dabei geht der Wirkungsgrad der Anlage infolge Leistung der Schwin-
gungsarbeit stark herunter13?) (vgl. Bd. ITI, S. 228).

Gefahrlos werden Eigenschwingungen auch dann, wenn die periodisch schwin-
genden Krifte an dem oder den Knotenpunkten der betreffenden Welle angreifen,
wo der Ausschlag der Eigenschwingung Null ist133).,

Sind mehr als zwei Gewichte in beliebiger Verteilung, gegebenenfalls auch
Dampfkrifte u. dgl,, vorhanden'®®), so arbeitet man am besten nach dem Ver-
fahren von Kutzbach, indem man hier als Hérte jedes federnden Teiles einsetzt

rey BePertel Ber2el
h, B 7, P A (197)

132) Sommerfeld, Z. d. V. d. I. 1902; Frahm, ebenda.
133) Fin noch allgemeineres zeichnerisches Verfahren, das auch den Einflufl
dampfender Krifte beriicksichtigt, gibt Giimbel, Z.d. V.d. I. 1912.
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Beispiel 114. Zu berechnen sind die ¢ = 8 gleichen Schraubenfedern fiir
einen Strafenbahnwagen von ¢ = 8 t Gesamtgewicht, also fiir die Kraft P, = 1t.

Man kann die Zusammendriickung unter der statischen Last wihlen zu
fo = 6cem. Durch die Schwankungen des Wagens mége die Zusammendriickung
noch um f; = 2 cm steigen, wodurch sich die Federkraft erhoht auf

P—p,- f"/j:flﬁmoo 62;2 ~ 1350 kg.

Angenommen werde ferner quadratischer Querschnitt des Federdrahtes.

Die in der Achsenrichtung wirkende Kraft P iibertrigt sich nach
jedem beliebigen Querschnitt der Feder als Querkraft (Fig. 183).
Dadurch entsteht ein Verdrehungsmoment M, = P -r, fiir das For-
mel (182) gilt.

Sie geht mit % = 0,208 iiber in

Y Per—=1%-1,-0,208,
worin fiir guten Federstahl 7; = 0,90 - 4200 o> 3800 kg/cm? einge-
setzt werde. Damit wird

b3 P 1350
—_ — = 2
7~ 7,-0,208  3800-0,008 _ 700 om*
Die Formel (189) ergibt
Fig. 183. p-1-P-r3-7114
f=r

Hierin ist bei der Steigung s eines Federganges und insgesamt z Giéingen einzusetzen
1 s \?
:.]/_—.22=.J...[ ,.( )]:
2 Y(2a- 1)+ s 2312 1—]—2 Ty 2em-rez-, (198)
Es gilt nun folgende Zusammenstellung:
% = 0,10 0,15 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60
fo = 1,000505 1,00124 1,00203 1,00405 1,00810 1,0128  1,0182,
so daB der Faktor [, gewShnlich innerhalb der Genauigkeitsgrenzen der Schub-
ziffer § liegt und auBer acht gelassen werden kann*). Dann ergibt sich
-z  0,123-f 0,123 -8-2150000
b* " 2a2-8-P 2-x-2,56-1350

Da fiir die drei Unbekannten r, b, z nur zwei Gleichungen vorhanden sind,
50 kann man eine noch willkiirlich wihlen. Den Raumverhiltnissen entsprechend
setzt man an r = 6 bzw. 7 cm.

Dann liefert die erstere Gleichung

= 99,7 1/em.

; 6
b= V 1,709 -{7 = 2,17 bzw. 2,28 cm
und damit die zweite
2,174 2,284
z=99,7- 6= 10,2  bzw. 99,7 ey = = 7,84

Windungen. Die letztere Feder ist der geringeren Bauhohe wegen die vorteil-
haftere.
Zu der Verdrehungsbeanspruchung tritt noch die Schubbeanspruchung nach
Formel (106)
1L,5- P 1,5-1350
b2 2,28

Die Summe 7, + 7, ergibt dann die nach S. 241 zuldssige Beanspruchung 4200 kg/cm?.

= 390 kg/em?.

Ty =—

134) Binet, J. de ’école polytechn. 1814.
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Beispiel 115. Anzugeben sind die Abmessungen der Schraubenfeder eines
Dampfmaschinen-EinlaBventils, die bei dem Hub f, = 1,8 cm eine mittlere Kraft
P,, = 54,5 kg ausiiben soll (Bd. III, Beispiel 66).

Fiir den kreisformigen Querschnitt gelten bei z Windungen die Formeln (175)
und (185):

Por=Cl d.q, f:r.w:r-(P-r)-ﬂ-(%zr-z)‘
16 I
32’

Die letztere lehrt, daBl die Federkraft der gesamten Zusammendriickung ent-
spricht, also wihrend des Hubes von P auf P, herunter-
geht (Fig. 184). Bezeichnet man das Verhiltnis
_pP-P 2.(P-P,) ( P,,,)
b=—7% "= P =2 \l-7F
als Ungleichférmigkeitsgrad der Federkraft, so laBt
sich bei bestimmter Annahme von § die grofte Feder-
kraft angeben zu r 1. 'f
P (. ° ——
P= 1275 (199) Fig. 184.
Ist ferner f, die Zusammendriickung der Feder bei der gréBten Entspannung,
so gilt fir die gesamte Zusammendriickung

P
f=f0+f1:P__Pm'f§1=%' (200)

[l
[}
4
ham |

Die obigen beiden Grundgleichungen gehen damit iiber in

r = — 39 .z 1 f (1 1)
FT16% P, ° & e p P, \s 3/ (0D

Fiir besten gehirteten Federstahldraht setzt man etwa
74 = 0,95 - 4200 oo 4000 kg/em?,

— 2’56 2 135
1 1

schlieBlich werde gewiahlt § = g bzw. 1o

PDann ergeben die Formeln (201)
r o x-4000- (1 —3}9)

@ 16 - 54,5

3.2z 2100000 -1,8 (1 l)_ 1

"I T 64956545 \5 2 = 3174 bzw. 40200—11—1.

Man wahlt jetzt vorteilhaft den Federhalbmesser r = 4 bzw. 5cm und erhilt
dann die folgende Zusammenstellung.

= 13,51 bzw. 13,70 —1—2’
cm

3
a d = z
oo | L2 2T o]
= 10 ‘ B 10 8 10 8 0 | 8
T
4 0,292 | 0,296 | 0,665 | 0,668 | 329,8 | 323,9 | 12,19 | 9,78
5 0,365 | 0,370 | 0,716 | 0,719 | 478,4 | 470,1 | 8,40 | 6,74

135) Versuche von Zacharias, Z.d. V. d. L 1911.
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Zweckm#Big ist danach eine Feder von der Drahtstirke d = 0,7 cm, dem Un-
gleichférmigkeitsgrad 6 = % mit z = 91 Windungen bei r = 4,7 cm Durchmesser-
die noch in jedem Querschnitt die Schubbeanspruchung erfihrt

1,33- P 1,33-54,5
_ b b " 2
= 0,385 189 kg/cm?2.

1‘
A

Beim Einbau ist sie zusammenzudriicken um
1
h=t—h=Dm =1 (5 —1), (202)

also f,=1,8.(10 — 1) = 16,2 cm.
Wiahlt man die Steigung im ungespannten Zustand zu
_f 162+ 18
s——z——|—d+0,2 =933 + 0,7 + 0,20 2,8 cm,
so wird die Baulinge
ly=25=933-28=261cm

und die wirksame Drahtlange
=2.mrez- [1_{_%.(

Die Einbauh¢he betrigt
Iy =1, — fp =261 — 16,2 = 9,9 cm.

Wenn man von vornherein einen bestimmten Ungleichférmigkeitsgrad fest-
setzt, ist die Berechnung so einfach, daB Tafeln!36) oder zeichnerische Auftra-
gungen ), die immer nur fiir gewisse Sonderfélle gelten, nicht viel schneller zum
Ziel fithren. Die obige Berechnung vernachlissigt, dal die Feder ein gekriimmter
Stab ist. Die infolgedessen darin wirklich auftretenden Verdrehungsspannungen
sind nicht unwesentlich hoher138).

Beispiel 116. Die Aufgabe des Beispiels 115 soll fiir
eine Kegelstumpffeder nach Fig. 185 gelost werden.

Bei der Verschiebung der Kraft nach dem betreffenden
Querschnitt ergibt sich das grofite Verdrehungsmoment an
der Stelle des groBten Halbmessers r,. Es gilt demnach

7
2B,
16 d3. 7

Fiir die Zusammendriickung er-
héilt man bei Beriicksichtigung eines

2
§ ) } —2.7.47-9,33.1,0045 — 87,5 cm.

2. a7

P-?‘l-———

dr\ kleinen, zu dem Halbmesser » und
r \ dem Winkel d« gehorigen Teilchens
(Fig. 186)
B (P-7)-(r-d
o ; d}‘:r-dw=r B-(P-7)(r o‘).
14 . d4
Fig. 186. 32

Bei z Windungen besteht nun an
der mit gleichmaBiger Steigung gewickelten Feder der Zusammenhang

do dr

2.2 1 —71y

136) Z. B. Siebeck, Z.d. V.d. I 1911..
137) Proell, Z. d. V. d. I. 1906, auch in Dubbel, Taschenbuch des Maschinen-

ingenjeurs, abgedruckt.
138) Pilgram, Artill. Monatshefte 1913, D. p.J. 1922; Rover, Z.d.V. d. 1.

1913/14.
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. P Q7 -
Damit wird f=—ﬂ——-—f——z-[r3.dr,
l d* T 2
32 T
16.-8-P-2
also =R ) (k).

Wihlt man jetzt noch 7, = % , 80 ergeben sich mit der Formel (215) in Bd. IT

1
fiir die Summe der geometrischen Reihe 1 4 w + % + % die folgenden?®):

o= o 1—348
@16 P,
1L
oz 1 L(L_l) ___
dt " 16-8 P,\o 2 1_(1)"" (201a)
Ist etwa n» = 2 und 6 = 0,10, so wird:
ry  ®-4000-0,95 1
R T N
.z  1,8.2100000 - 9,5 1-05 — 8575 1
dt ~ 16.2,56-54,5 1—0,0625 cm?
Damit erhilt man folgende Zusammenstellung:
I ds d i z
a+

4 |0,3151] 0,682 | 297,7 | 28,80
60,4725/ 0,780 | 586,1 | 14,64
70,5517 0,822 | 756,2 | 11,34

Zu wahlen wire demnach eine Feder von d = 8 mm Stérke, r, = 6,5 cm,
r, = 3,25 cm, 2z = 13 Windungen.

Die Kegelfeder mull naturgemafl bei gleicher Hirte grofieren Anfangsdurch-
messer haben als die zylindrische. Es ist hier

P, _ b45

/ (l _l) T 1,8-95
t\s 2

Beispiel 117, Zu berechnen sind die Krifte, die in einer umlaufenden Schrau-
benfeder eines Kraftmaschinenreglers infolge
der Umdrehung auftreten!s?). a‘;\l

Ist das Gewicht der ganzen Feder G, so hat -
ein kleines zur Lange d x gehoriges Teilchen das P B
Gewicht G - %ﬁ (Fig. 187). Es verschiebt sich \WAVA !

|
beim Umlauf der Feder um die Achse AB gegen- : x iidoe }
iiber der Lage im Ruhezustand um den Betrag &. =~ )
Dadurch verringert sich die Steigung der Feder, + -
und die Linge des herausgegriffenen Teilchens 2 .
betragt jetzt A
ar =dxr—dé. Fig. 187.

139) Tolle, Z. d. V.d. I 1908.

Stephan, Technische Mechanik. IV. 11

hy= = 3,19 kg/em.

L]
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Die Kraft, die diese Anderung hervorruft, ist bei der Hérte h, der ganzen
Feder das k- ifache der Verkiirzung des Federteilchens von der Lange d 2, also

dzx
p:_g_f;.h,.lo, (203)
worin das negative Vorzeichen die Kraft als Druckkraft kennzeichnet.
Nun wird die Zunahme der Kraft an der betreffenden Stelle von der Schleuder-

kraft des Teilchens hervorgerufen:

dpzﬂ(_;.(x+§).w2=(_;.d_”‘_.(x+§).w2,
g g L
Die Differentiation der Gleichung (203) ergibt
2
dP— —‘%.h,- T

Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke folgt

art G ow?

aw Th g @to=0
oder abkiirzungsweise a2

. éi 4+t E+c2-x=0,

dx?

deren allgemeine Lésung nach Bd. IIT S. 205 lautet
E=0C,-sin(c-x)+Cy-cos(c-z) + Cy- 2+ C4.
Die zweimalige Differentiation dieser Gleichung liefert
azé
ai=
Setzt man beide vorstehenden Werte in die Differentialgleichung ein, so folgt sofort
Cy=0, Czg=—1.
Die beiden anderen Festwerte ergeben sich aus der Bedingung, daB beide Feder-
enden fest sind:

—¢2.[C, -sin(c-xz)+ C,-cos (c-2)].

E=0 fiir =1 und z =1,

ly-sin(c- 1) —1Iy-8in (c- 1)

zu Co = sin (¢ - 1) ’
0. — — 1l -cos(c-ly) +1,-cos(c )
L sin (¢ « Iy)

Hiermit wird schlieBlich, wenn noch

(p—_—'a)- —G__.
l g-h

5:(—l1-cos(qa-%)-i—lz-cos(zp-%

gesetzt wird,

z (204a)
) lz l1 cos ((p . l—o-
+<—|—l1-sm(qa--l:))—lz-sm('p-l:))- sinzp_—x
und durch Differentiation
2 (oo ) o (g ) oo o )
= =2 .|l =1-cos A ly-cos {g«—=])-cos|{gp-—
dz ly-sing t ¢ 1y Th ¢ 1y ¢ Iy (2041)

—(—[—ll-sin(:p-;-:-)—lz-sin(¢-%))-sin(¢-%)] —1.
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Die letztere Gleichung ergibt mit Gleichung (203) zusammen die Federkraft P
an der Stelle z. Fiir die beiden Federenden erhilt man hieraus leicht nach Auf-
losen der Klammern

L l
P, =h,. {lo—si:¢-<—ll-cos(zp-l%>-cos(qy-ii)+lz~cosz((p-%)

— 1, - sin (q)%—z-) °OOS((p'§i)+lg‘Sin2(¢7'§i>):l
0 0

0

oder
Plzh,-[lz—ll—siI;L-(»—ll-cos(q;-lg?ll)—{—lz”,
: sin‘f; i (2052)
SR PO P A )
! T @ th tg g
Entsprechend wird
= . R R Y .
Po=+h {_’_lz ( tg(p)+ll (Sin(p 1)] (205D)

Es tritt also am inneren Ende eine Verminderung der Federdruckkraft, am &uBeren
eine Vermehrung ein, wie die Fig. 187 schon erkennen lif3t.

Tatsachlich ist die Feder aber an einem Ende beweglich, eine Druckfeder am
inneren, eine Zugfeder am #duBeren Ende. Setzt man abkiirzungsweise die fiir
eine gegebene Feder unverdnderlichen Ausdriicke

@ _ _ 9 _
sinzp_l‘cl’ tgg ¥
so wird die am beweglichen Ende ausgeiibte Kraft im Fall der Druckfeder mit
l, = &’ vermindert um
Py=—h[+ e+ 2" ¢,
und im Fall der Zugfeder mit I, = 2’ ebenfalls vermindert um

Py=A b [+ 4+ 27 ¢l
Den ersten, unverdnderlichen Anteil der Anderung kann man durch entsprechende

Vorspannung ausgleichen. Der zweite verringert die Spannung S, gleich ob es
eine Zug- oder Druckspannung ist, um den Betrag

8'=hecy x
auf @

tgg
Die Harte der Feder erscheint also im Verhaltnis —t—g% verringert.
Diese Verinderung verschwindet fiir den Fall ¢ = z » tg@ = oc, so dafl dann
die Federhiarte unverindert bleibt. 2

Die am festen Ende auf die Feder wirkende Zusatzkraft bestimmt sich ebenso
bei der Druckfeder zu

Py=+h[+1cy+ 2 e,

Py=—h [+ 1l-c,+ 2" ¢
Zu berechnen ist demnach die Druckfeder fiir die Kraft P 4 P, bzw. die
Zugfeder fir die Kraft P + P,, worin P die sonstige Federkraft angibt und fiir
x der grofite Wert des Abstandes des anderen Federendes von der Drehachse
einzusetzen ist.
Beispiel 118, Zu berechnen ist die Beanspruchung in einer schiefen Platte
nach Fig. 188, die in der Mitte durch eine Einzelkraft P belastet ist149),

bei der Zugfeder zu

140) Busemann, Z. d.V.d. I 1912.
11*
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Die Auflagerkriifte verteilen
sich nicht gleichmi8ig iiber die
Auflagerkanten AB und CD, son-
dern derart, daB die Mittelkraft
den stumpfen Ecken B bzw. D
niher riickt, also ihre Verbindungs-
linie GOH mit der Mittellinie EF
den Winkel § bildet. Zur Verein-
fachung der Rechnung wird die Ge-
rade GOH als die Biegungsachse
der Platte betrachtet, zu der die

einzelnen Querschnitte, z. B. der
im Abstand z von @ befindliche

von der Lingeb, , senkrecht stehen.
Da die Forminderungen in den
Fig. 188. ) Endquerschnitten nicht von Be-
. deutung sind, so wird fiir die fol-

gende Niherungsrechnung nur die Platte A’B'C’D’ betrachtet.
Die Biegungsachse GH besitzt dann bei G gemsB8 Formel (110) die Neigung

N
x (1 . 3
¢7=j./§13-x-dx=12._0‘.£..l1_
0

Info}gedessen hebt sich die spitze Ecke A iiber die stumpfe B um die Strecke
b-siny- ¢ an.
Durch die Verschiebung der Kraft N nach dem Schwerpunkt § des Quer-
schnittes entsteht ein Verdrehungsmoment von der GréBe P ¢
P, x
B M a= —é - (1 —_ '-l;-) >
worin @’ = GE’ ist, und der Verdrehungswinkel des Endquerschnittes A’B’ gegen-
tiber ‘dem mittleren betragt nach Formel (188)

Iy
SM;-dx
__B ¢ ° F_P L o
¥ by s s\ bt 272 T s
(0,333 — 0,21 . b—) 0 0,333 — 0,21 - 7
. . 0 o
Infolge dieser Verdrehung senkt sich die spitze Ecke A unter die stumpfe B um
die Strecke b-cosy .
Soll nun die Platte auf der ganzen Linge AB aufliegen, so muB gelten

besiny-p="b-cosy-yp

oder ’
® 0,333 — 0,21 5
. a ] ) o
Mit = tgd gemdB Fig. 188 und f = 2- (1 + #) - & folgt hieraus
By 14v
tgo o 1,26 - bi (206)
(]

WOI‘i§ staf;tt 130 _}_m aﬂgexéleinlt\aIn ohne wesentlichen Fehler b gesetzt werden kann.
is — . . .
Kantemll, it gn i rlhalir s0e1gungsw1.nkel der Kante b gegen die Senkrechte zur
1+4¢
tg?y + =% tgy —c=0 - (207
&+ g, B¢ (207)

als Bestimmungsgleichung fiir den Winkel Ve
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Ferner ist nach Fig. 189, wenn [/, den senkrechten Abstand der beiden Auf-

lagerkanten AB und CD angibt,

a=d—}ltgy =141 - (tgx — tgy).

(208)

Der mittlere Querschnitt erfihrt dann die Biegungsbeanspruchung

P 1.1 1
2 b _EP 2 "cosy
ab—},-bo-sz_%-b-cos;/-sz )
3 P 9 (209) .
_E'b.sg'(l'—l_tg 7).

Er ist allein frei von Verdrehungsbeanspruchungen.

Die Ergebnisse sind von dem Verhéltnis —
erhilt man bei: s

tgx = 0,10 0,25 0,50 0,75 1,0

tgy = 0,045 0,090 0,190 0,267 0,333
% = 0,055 0,155 0,260 0,386 0,472
% —1,002 1,008 1,036 1,071 1,110

’

b

Fig. 189.

nur wenig abhéngig. Fiir % =20

1,25 1,50 2,0

0,386 0,430 0,50
0,54 0,59 0,67
1,15 1,185 1,25

worin ¢,’ die Beanspruchung in der Mitte einer rechteckigen Platte von der Linge I

und denselben Querschnittsabmessungen ist.

9. Die Beanspruchung iiber die Streckgrenze hinaus.

Die weicheren Metalle haben alle eine ausgeprigte Streckgrenze,
bei der die Dehnung ganz erheblich zunimmt, wihrend der Mittelwert

der Spannung nahezu unverdndert bleibt (vgl.
senkrecht zu den Verlingerungen 1 eines auf
Zug beanspruchten Stabes die zugehérigen Span-
nungen o auf, so ergibt sich zu Anfang ein gleich-
maBiges Ansteigen der letzteren, und die Deh-
nungen ¢ werden bei passend gewdhltem MaBstab
durch dieselben Hohen dargestellt (Fig. 190).
Nach Uberschreiten der Proportionalititsgrenze P
biegt die Kurve der Spannungen etwas von der
schrigen Geraden ab, bis die Streckgrenze § er-
reicht wird, wo die Spannungen ¢ nicht weiter
ansteigen, wihrend die. Dehnungen ¢ immer noch
dem Geradeliniengesetz folgen.

Ersetzt man der Einfachheit halber den Bo-
gen P§ durch die gestrichelte gebrochene Linie,
was im allgemeinen nur einen ganz geringen Fehler

Fig. 4). Triagt man
p—

Tig. 190.

gibt, so betragt die Dehnungsarbeit am Stabe vom Querschnitt F und

der Lange I gemsfB Fig. 190

A =TF-[}is o5+ (2 — As) - 5]

oder A=F-1-05 (¢ — Leg)

(210a)

bzw. mit eg= & - 6g nach Formel (3) und F-1 =17V

A=V‘Us'(8—%‘m'65).

(210b)
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Hierin gibt ¢ die Gesamtdehnung an. Das zweite Glied der Klammer
ist die GréBe der elastischen Dehnung, die beim Aufhéren der Spann-
kraft wieder zuriickgeht, wihrend die erstere, unelastische Dehnung
bleibt.

Beispiel 119. Ein FluBeisendraht von der Zerreilfestigkeit K, ~ 4000 kg/cm?,
der Stirke d = 2 mm, der Linge ! = 1,84 m, soll durch einfaches Strecken um
A= 2,0 cm verlingert werden. Anzugeben ist die dazu erforderliche Kraft und
Gesamtverlingerung.

Die Streckgrenze des Materials betrigt etwa?!) oy = 2400 kg/cm?2 Dann ist

die elastische Verlingerung
2400 - 184

2100000
Die gesamte vorzunehmende Verlingerung betrigt also
s+ 4 =221 cm.
Die dafiir aufzuwendende Arbeit betragt nach Formel (210b)

A:%.dz.l.gs.(ls+l _O_‘.os)

lg=¢eg-l=0-0g-1= = 0,21 cm.

! 2
PP _(2,21_ 2400 )
g 0% 184 2400 {yer — 575100000

= 13870 - (0,01202 — 0,000572) = 158,8 cmkg.
Sie wird bewirkt durch die Kraft

P= % . 0,22 . 2400 = 75,4 kg.

Die zur Herstellung einer bestimmten Dehnung, auch iiber die
Streckgrenze hinaus, erforderliche Kraft nimmt vielfach mit steigender
Geschwindigkeit der Forminderung zu'4!). Weiche bzw. elastische
Stoffe, wie FluBeisen und Stahl, kénnen aus diesem Grunde bei Schlag-
beanspruchung wesentlich groBere Forménderungsarbeiten aufnehmen
als bei langsam steigender Belastung. Dagegen werden spréde Stoffe,
wie etwa Glas und GuBeisen, schon bei kleinen Schlagdehnungen zer-
rissen.

Beispiel 120, Die dynamische Zugbeanspruchung, bei der ein einziger Schlag
mit einem Pendelhammer den Stab zerriB!42), ergab, daBl bei einem harten Fluf-
eisen von K, ~ 4600 kg/cm? die Dehnungsarbeit i. M. das 1,42 fache der’ beim
statischen ZerreiBversuch ermittelten betrug und die Dehnung das 1,15fache.

An bhartem Stahl von K, oo 9400 kg/ecm? ergab sich sogar die 1,84 fache Deh-
nungsarbeit bei nur 0,80facher Dehnung.

Im allgemeinen rechnet man jedoch mit den bei statischer Unter-
suchung gewonnenen Werten der Zusammenstellung S. 3, die also
noch eine erhebliche Sicherheit gegeniiber dynamischen Anstrengungen
bieten.

Bei schneller Form#énderung macht sich auch die Zihigkeit der
Stoffe, die auch als innere Reibung bezeichnet wird, deutlich bemerkbar.
Die zur Erzeugung einer bestimmten Verlingerung 4 eines Stabes vom
Querschnitt 7, der Linge ! und der Dehnungsziffer « erforderliche

141) Ludwik, Technologische Mechanik, 1910; einige Zahlenangaben macht
Walther, Z.d. V. d. I. 1910.
142) Fuchs, Z. d. V. d. I. 1920.
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Kraft setzt sich zusammen aus der bei langsamer Forménderung allein

auftretenden
F-1

-l

und einem mit steigender Geschwindigkeit zunehmenden Glied

ai

‘T

Ist ferner G das Gewicht des die Verlingerung bewirkenden Schlag-

korpers, so gilt nach dem Satz von d’Alembert (Bd. III, S.86) der
Ansatz

€
P1=F’62=F';‘——

P,=gq

G dz2i
—(P1+P2):§'Ws

oder mit den vorstehenden Werten
a:l  q-g di F-g

ar @ dt 1-Q

A=g.

Das ist die Gleichung einer gedampften Schwingung, deren Storungs-
glied g im allgemeinen gegeniiber den anderen Gliedern nahezu ver-
schwindet143).

Thre Losung ist im letzteren Fall nach Bd. III, S. 213,

q—”t . T2
1e ¢ Lo 26 sin(t-VF g _(u)). (211)
/F-g <q.g>z o-l-@Q 2G
]/zx-l-G— 26

Fiir 2 =0, dem auch ¢ = 0 entspricht, ist

(a0,
di,” "’

die Schlaggeschwindigkeit des betreffenden Korpers. Differentiiert man
also Gleichung (211), nachdem abkiirzungsweise der Wurzelausdruck
mit ¢, und der Faktor von — ¢ im Exponenten von e mit ¢, bezeichnet
ist,

—g% = g—; e_cm' ¢, ~cos(c, + t) — cgl *Cy* ewyt-sin (¢, ),
so ergibt sich fiir £ = 0 mit sin (¢, t) = 0 und cos (¢, t) =1, e - 1
einfach C = v.
Beispiel 121. Die Versuche4?) lieferten fiir G = 25} kg, v = 100 cm/sk bei
F =~ -12cm? | = 22,5cm, & = 1 : 2000000 cm?/kg fiir die Zeitdauer der ersten

kg sk

Halbpemode t; = 0,00203 sk und fiir den Dampfungsfaktor ¢ = 6,85 ; dabei
betrug die Verlingerung A = 1,60 cm. Dagegen folgt aus der Reelmung mit

13) Plank, Z. d. V. d. I. 1912.
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Formel (211) die Zeitdauer t, = — = 0,00193 sk. Der Riickprall des Schlag-
gewichtes war s = 2,9 cm, wa.hrend die Rechnung

vi _ 77,12 -

-2—9-— 3081 = 3,03 cm

liefert. Die Abweichungen sind nur zum Teil auf das vernachléssigte Storungsglied
zuriickzufithren.
Eine hiernach bei der Fallhohe & = 2,0 m aufgenommene Verléngerungskurve
zeigt die Fig. 191, deren Inhalt die Dehnungsarbeit 4 = 47,2 mkg angibt, d.s.
gy = A 41200 o omke.

T
1‘225

Die'elastische Verlingerung des Stabes betrug 2 = 0,8 cm; der Rest ist bleibende
Verlédngerung.

Die Kraftkurven sind abhiingig von der Fallh6he des Schlagkérpers
bzw. der Aufschlaggeschwindigkeit, wie die Fig. 192 zeigt.

Die Brucharbeit hingt bei sonst gleichen Verhdltnissen von der
Schlagzahl ab, da bei wiederholten Schligen die elastische Forménde-
rungsarbeit immer wieder geleistet wird. Man erhalt so fiir den Stab
der Versuche in Beispiel 121 die Fig. 193.

Fiir viele Anwendungen wichtig ist die Tatsache, daf durch kaltes
Vorstrecken eines Materials seine Elastizititsgrenze gegeniiber Zug-
beanspruchung gehoben wird!44), ebenso durch vorheriges Stauchen
die gegeniiber Druckbeanspruchung. Das gilt jedoch nur bei Bean-
spruchungen, die immer nach derselben Richtung stattfinden. Die
vorhergegangene Streckung senkt die FElastizitdtsgrenze gegeniiber
Druckbeanspruchung, ebenso die vorhergegangene Stauchung die gegen-
iiber Zugbeanspruchung45). Uberhaupt setzt ein kaltgerecktes Material
einer Riickiinderung anfangs einen erheblich kleineren Widerstand ent-
gegen als einer der Vorbeanspruchung gleichgerichteten Forminde-
rung4). Die wechselnde Beanspruchung kalt vorgestreckter oder -ge-
stauchter Korper ist also zu vermeiden.

Die vorstehenden Formeln gelten nur fiir den Bereich der reinen
Streckung der Fig. 4; fiir die spéter stattfindende Spannungserhéhung
treffen sie nicht mehr zu.

Sie gelten sinngem#B auch fiir Schubbeanspruchungen. Nur ist
zu beachten, daB etwa beim Stanzen eines Loches vom Durchmesser d
in einem Blech von der Stirke s die Kraft zuerst so weit steigen mu8,
daB alle, auch die vom Stempel noch entfernt gelegenen Teile der
Fliche F = n - d - s bis zur héchsten Schubbeanspruchung K, belastet
werden. Ist diese Beanspruchung erreicht worden, so geniigt eine
wesentlich kleinere Kraft, um den Lochkern herauszudriicken. Der

144) Werder nach Bauschinger, D. p. J. 1877.

15) Bauschinger, Minch. Mitt. 1886 weitere Angaben bringt Rudeloff,
Z.d. V.d. I 1901

18) Ludwik, Z. d. V.d. L. 1919.
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tatsichliche Druckverlauf bei dem ProzeB wird durch
die Fig. 194 wiedergegeben4?).
Es gilt also
Puox=n-d-s-K,, (212)
A=Pys=3%-Ppax-s=%-n-d-s?- K,. (213)

Die Versuche sind bei geringer Arbeitsgeschwindigkeit

Fig. 194. angestellt worden, bei der grofieren der Praxis diirfte

infolge der StoBwirkung P,y unter Umstéinden auf

das 1,5fache des in der Formel (212) gegebenen Wertes ansteigen472).

Beispiel 122. Anzugeben ist die grofte Druckbeanspruchung des Stempels

einer Lochmaschine beim Lochen von FluBeisenblechen von K, = 4000 kg/cm?
Zerreififestigkeit, s = 12 mm Stirke, d = 24 mm Durchmesser.

Bei weichem Stoff wie hier kann ungefihr K, = 0,80 - K, angesetzt werden.
Dann wird nach Formel (212), etwas zu klein gerechnet,

Pma.x:ﬂ'254’1,2'0,8-4OOON29000kg.

Der Stempel hat an der schwichsten Stelle etwa die Stirke d, = 2,2 cm.
Dann wird die Druckspannung

_ Pusx 29000
T g2 Z.o9e
Cod D22

= 7600 kg/cm?,

Og

80 daf} nur bester, besonders vorbehandelter und gehirteter Werkzeugstahl dafiir
brauchbar ist.

Die Anzahl der Arbeitshiibe in der Minute betrigt bei s = 1 cm Starke i. M.
n = 10. Bei einer anderen Stirke s, gilt etwa4?)

A
n=n]/sE (214)

Beispiel 123, Anzugeben ist die zum Schneiden eines TluBeisenbleches von
K, = 4000kg/cm? ZerreiBfestigkeit und s = 2cm
Starke erforderliche Kraft.

Wenn die beiden Schneiden der Schere etwas
in das Blech eingedrungen sind, ergibt sich die
Darstellung der Fig. 195 fiir die wirkenden
Krifte14®). Beide Schneiden erfahren vom Blech

den Gegendruck N;, und die Reibung an den
Beriihrungsflichen wirkt dahin, daB die Ge-
samtgegenkraft W, sich parallel zur Schnittrich-
tung stellt, wenn tg y = tgp, ist. Nun ist nach
Bd.II, S. 30, fiir glatte Metallflachen tgo, = 0,16;
dem entspricht der vorteilhafteste Anstellwinkel
der Schneiden tgy =1 : 6,25. .

Das Kippmoment W, - a driickt das Blech
seitlich mit der Kraft N, gegen die Scheren-
schneiden:

Ny -8 =W;-a.

Ist 1= é{? die Lénge des augenblicklich

147) Lindner, D. p. J. 1912, nach Versuchen von Codron, Expériences sur
le travail des machines-outils pour les métaux, 1906.
18) Voigt, Verh. d. V. f. Gewerbefl. 1907.
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geschnittenen Blechteiles, so gilt gemafl Fig. 196

l.s s K,
W=y K=5 s
ferner s 1
Ny = N,, i.M.SIL\D-é—, awzb.

Demnach wird
oder49) P =W, +2-Ny-uyg+ Ng-puy rL_, ______ i

A S RT SRR 21’} 215 3 i

#ﬁ.tgc‘i. + (24, us‘s— ( )|/ ‘

Hierin ist g = 0,16 und Mg = 0,10. (Bd. II, S. 30) Flg 196

Mit b = 1,5cm und tgd = 1 : 10 wird demnach ’ )

P, =5-22.0,8-4000 - [1 + (2-0,16 + 0,10) - 2'21’5]

= 20 - 3200 - 1,63 = 104 000 kg
iibereinstimmend mit den Versuchsergebnissen 148).
Der linke Teil der Fig. 197 stellt die Hilfte eines auf Biegung
beanspruchten Rechteckes dar, der rechte enthilt die zugehdrigen

fe——>] %* Emax ~:
_ Iz
=y
TE
14 ]

Fig. 197.

Biegungsspannungen. Wird wieder die Kriimmung der Dehnungskurve
zwischen der Proportionalitits- und der Streckgrenze als belanglos ver-
nachléssigt, so ergibt die Fig. 197 den Zusammenhang

0 = 0g" *y‘.
%
Die GroBe des zur Erzeugung des gezeichneten Spannungszustandes
erforderlichen Biegungsmomentes bestimmt sich zu
hn %h
szof2'(b'(ly)'a-y—l—f2~(b-dy)'os-y,
4
wobei angenommen wird, dafi die Dehnungskurve fiir die Druckbean-
spruchung mit der fiir die Zugbeanspruchung iibereinstimmt. Die Sum-
mierung ergibt leicht'®%) mit dem dariiber stehenden Wert von o

_ bR 1, Lﬂ
My ="~ o5 {1_3 (%h . (216)

149) Bequeme Kurventafeln fiir den ersten Teil der Gleichung (215) gibt
Flender, W.-T. 1915.
150) Wehage, Z. d. V. d. L. 1893.
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Die Gleichung geht fiir y, = } A iiber in die bekannte
b h?
6

Nach dem Uberschreiten der Streckgrenze steigt das Biegungs-
moment anfanglich nur wenig an; der grotmégliche Wert ist nur das
1,6fache des durch Formel (216a) gegebenen Betrages. Dagegen nimmt
die Dehnung der suflersten Faserschicht bald recht erheblich zu:

M, = - 0g. (2162)

e = 5. = X108, (217)
Y 51
1n ik

Man erhilt so die folgende Zusammenstellung:

i:3h= 10 09 09 08 07 06 05 04 03 02
_Wj[?‘l’& — 1,0 1,048 1,005 1,18 1255 1,320 1,375 1420 1,455 148
= b [}

emax 165 = 1,0 1,054 1,11 1,25 1,429 1,667 2,0 2,5 3,33 5,0
Es kann somit eine ziemlich geringe Vergrofierung des Biegungsmomentes
eine recht erhebliche Anderung der Verbiegung bewirken.

Nimmt man zu Gleichung (217) die Formel (80) in der Form

1h
Emax = 2,
Q .
so erhilt man den Krimmungshalbmesser des urspriinglich geraden
Stabes an der Stelle, wo das Moment M; wirkt, zu

% _ thm
= w0y 3h" (218)
Hort jetzt die Einwirkung des Bie-
" gungsmomentes M, auf, so gehen die
4, elastischen Forminderungen zuriick,
I und die in Fig. 198 schraffierten elasti-
schen Spannungen, deren Dehnungs-
Tig. 198. linie parallel zu dem geneigten Ast der
ersten Dehnungslinie verliuft, suchen
den Stab wieder gerade zu strecken. Die Grofe des riickbiegenden Mo-
mentes ist nach Fig. 198

L3
2 .
M, = f2 (b-dy’)-d" vy,
E — ¥
worln einzusetzen ist

, y—Gh—y)
o'=o0g+-"——2 T
P 3h— Gk —w)
Die Ausrechnung ergibt leicht 151)
b-h? h 1 (?!1)2}
Mr = 4 Og * [I}"/——g \%—h . (219)
151) Stephan, D. p. J. 1917.
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Unter dem EinfluBl dieses Momentes vergréfert sich der Kriimmungs-
halbmesser des gebogenen Stabes von g auf o,, und die Dehnung der
duBersten Fasern geht zuriick auf

h
&= s
or

Lo

wie Fig. 199 angibt.
Da nach der hier wie bei allen technischen Rechnungen gemachten
Voraussetzung (S. 52) die Querschnitte eben bleiben, so treten da-

bei die in Fig. 199 schraffierten € P
Dehnungen auf, und es gilt ! ” l' e E,..!
& — th—y
Emax — & +h J
Setzt man hierin ein T 3/
v 4]
& = & - 0y,
th 3h i
Emax = 'E— ) &= *QT ’ Flg. 199.

so folgt die im Abstande } h — y, von der Schwerachse auftretende
grofite Restspannung

o ==, (l _ l) , (2203)
o o &
die mit Benutzung von Gleichung (80) iibergeht in
—ose (1 4. (iﬁ _ ﬂ)
0, = Og (1 i) Uy vl (220b)

Hierin ist y, der vorldufig noch unbekannte Abstand von der Schwer-
achse, in dem die schlieBliche Dehnungslinie die Strecklinie schneidet.
Zu beachten ist noch, daB auf der nach dem Kriimmungsmittelpunkt
des verbogenen Stabes gelegenen Seite, wo o eine Druckspannung ist,
o, eine Zugspannung ist und umgekehrt.

Die Grofe des der Riickbiegung widerstehenden Momentes ist nach
Fig. 199
M,=2b-(3h—y;) 30,3 -(3h—y) +2b -y 30, 3h — v+ 30)s
also b-h? ( 1 ?/1)

coy - |1 — .

.M8=T

Setzt man hierin die Gleichung (220b) ein, so wird
b+ h? y,\ (32h 3R\ (2 1 y
RN WELIE LUNC I oA
o\ Uy Ty ) 8T

Zur Ermittlung von y, kann die Gleichung (216) benutzt werden in
der Form

(221)

. h?

M,,——(M,—Ms)=b—4——-os- {1——%(&)2}
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Werden hierin die obigen Werte von M;, M,, M, aus den Gleichungen
(216), (219), (221) eingesetzt, so folgt, wenn der Kiirze halber

geschrieben wird,
Vo0 (2 —3v, — 20)) = 20, — 30} + o} (222)

als Bestimmungsgleichung fiir »,. Nur die Werte von v, <1 sind zu-
treffend. Ist v, > 1, so wird die Streckgrenze des Materials nach der
Riickbiegung nicht iiberschritten und es gilt die Formel (113) der
elastischen Biegungslehre

1

_b-hs o
=12 ‘M, — M, + M5’
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woraus sich wie oben ergibt

% _l._1>

@,_a.6_1+( lh) (1 3 1k
%h N ( y) h\
12 (14 1)

Die zahlenmaflige Ausrechnung der hier in Betracht kommenden

Werte fiir die méglichen Verhaltnisse ;?% enthalt die Fig. 200151). Die
2
Versuchsergebnisse52) zeigen nur Abweichungen hiervon, die von dem
Unterschied der Streck- und Fliefigrenze des Stoffes herriithren (S. 23).
Beispiel 124. Ein FluBieisenblech von der
Breite b = 2,20 m, der Stérke s = 2 cm, der Zer-
reiBfestigkeit K, = 4000 kg/cm? ist zu biegen.
Anzugeben ist die Druckkraft P, mit der die
obere Walze der Blechbiegemaschine angedriickt
werden muf} (Fig. 201).
Die Stirke der Walze ist naturgemi abhéngig
von der groBten Blechbreite b; bei den gebrauch-
lichen Ausfithrungen ist etwa %)

d=155-}b 4 11=1,55.1220 + 11 = 34 cm.

Die unteren Walzen haben i. M. den Durch-

messer d, = 0,83 - d = 28 cm.

Thr mittlerer Abstand ist .
a=05-d+ 35— 20,5cm. Fig. 201.

(223)

Rechnet man bei der ersten Biegung mit 91 _ 0,75 baw. 0,50, so ergibt die

Fig. 200 das erforderliche Biegungsmoment %%
b s? 0,818 220 - 22 0,818 (430 000
My === o5 {0,917 =—g 20 {0,917 = {485000
Der dadurch in der Maschine entstehende Kriimmungshalbmesser ist nach For-
mel (218)

cmkg.

0,75
_ s oy ' {0,50 2 100000 {656
T x-o5 ks 2400 438
Damit wird der Winkel § der Fig. 201 bestimmt aus
. a 670 0,0306

sind = m = 20,5 :{452 = {0,0454 ’
also 5 co {1° 45
2° 36’

und die Senkung der Mittelwalze
656 0,999 54 0,30
=g - (1 — cosd) = }- 1— N{ c

438 0,99896 0,45
Ferner betrigt der Abstand der Kraft N von der Maschinenachse
c—p-sind =22 {201
e+4dy 1195

152) Meyer, Z.d.V.d. I 1908.
153) Walther, Versuche iiber den Arbeitsbedarf und die Widerstande beim

Blechbiegen, 1910 iibernommen von Lindner, a.a.O.
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Damit ergibt sich die Kraft v M, {21300 .
1T e T {24 800 &'
Die Kraft N, ist nahezu dieselbe, und man erhilt so

42 500

P=2.N,-co8d _{49500kg.
Das hinter der Walze austretende Blech biegt sich sofort zuriick auf den

Halbmesser
1 s. ¥ 0,91

27 s 1,98 . 2100000 1'730c
= e 2400 = 796
Die praktische Durchfithrung der Arbeit entspricht etwa der zweiten Angabe fiir
£ 0,50.

2

Die weiteren Biegungen werden so durchgefiihrt, daf die entstehenden Krifte
nicht wesentlich gréfler werden als bei der ersten Biegung.

Beispiel 125. Zu berechnen ist die im Innern des Bleches von Beispiel 124
vorhandene Restspannung, wenn die Biegung auf den inneren Durchmesser
D = 240 cm zu Ende durchgefithrt ist.

Es ist 0, =3 (D + ) = 121 cm.

Nun ist

% o _121-2400

35 3s %%~ T.2100000 — 138
wofiir die Fig. 200 liefert

O:
B_0135, 2=0.0,
A s
also ¢; == 0,20 . 2400 = 480 kg/cm?.

Diese Vorspannung geht im Laufe der Zeit auf rund } des Anfangswertes
zuriick (S. 10).

Eine entsprechende Rechnung fiir den Kreisquerschnitt'?!) lehrt, dafBl die
Restspannungen in den Drihten eines Seiles im allgemeinen ziemlich gering, aber

wegen der Art der Herstellung keineswegs an jeder Stelle

-—z‘_y—m—ax‘-—‘. der Seillinge dieselben sind.
== S -7 Bei Verdrehungsbeanspruchung einer Welle
7= X von Kreisquerschnitt aus einem weichen FluBeisen,
T TI_" — dessen Dehnungskurve, soweit sie in Betracht
o kommt, nahezu durch den in Fig. 202 angegebenen
gebrochenen Linienzug dargestellt wird, gilt inner-
'. 47/ \a= i halb des Halbmessers r, , bei dem die Schubgrenze 7g
! ~-\r | des Materials gerade erreicht wird,
1 t
L*d’ ——: T=17Tg-" .
. n
Fig. 202.

Damit ergibt sich als Verdrehungsmoment, das
den gezeichneten Zustand hervorbringt,

T

71 r 1 7
) 1
M= @00yt [@F-x9-y=n- | [r-an t [y-an).
1
0 1 0 71
Mit den Bezeichnungen in Abschnitt 4 folgt hieraus
J
Md=‘[s'<‘£1‘ + SP_—SPI)'
7y ,
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Nun ist fiir den vorliegenden Fall (Fig. 202)

Iy k4 2;2-da 2 7 7
B D k1 = —— e = — . 3 = .43
r, 16 4 S 5 3" g P Sp,= 19" %>
0
also 7 1 (r1>3]
— . 3. —_ — e
My=1o-d rs[l 2 (224)

Auch hier ist die Abrundung der Dehnungsgeraden kurz vor der
Streckung als belanglos vernachlissigt worden.

Den Verdrehungswinkel zweier im Abstande ! befindlicher Quer-
schnitte gegeneinander gibt die Ableitung von Formel (186a):
Clfets Lefers 1
T T

Bei der Entlastung entsteht wie bei der Biegungsbeanspruchung
ein riickdrehendes Moment

;
M,:/dF-ts-%_—rﬁ-y
r-m

¥ (225)

T
— ;S. [y — Jp(r—rl) —(r—ry- (Sl’r_ Sp('_ﬁ))]

oder mit den obigen Beziehungen
_B T g gy R 3.<t_vﬁ) T d— dys
My = r [32 d 32 (@—d) 12 4 2 T 24 (@—dy)
_T . .[1 _l(’r_1>‘”‘] . (’_1)
=13 ARE 7\ ~)- (226)
Unter dem EinfluB dieses Momentes verringert sich der Verdrehungs-
winkel y auf y,, und es bleibt in der Umfangsschicht nur die Schiebung
Y, = % -y, zuriick. Wird die Fig. 199 sinngemifl auf den vorliegenden

Fall angewendet, so folgt
"1 _r—n

Ymax — V1 r

r
oder mit y, = -7, und ymax = 7 "

1 — 1
Wty T
LGN
Hieraus ergibt sich die groBte im Abstande r — 7, von der Achse auf-
tretende Restspannung r
n=tg . (227)
9N
’

Stephan, Technische Mechanik. IV, 12
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Beispiel 126. Anzugeben ist die Verdrehungsspannung, die im Kern einer
1”7-Befestigungsschraube zuriickbleibt, nachdem sie durch zu starkes Anziehen
iiber die Schubgrenze zg = 0,80 - 2200 kg/cm? beansprucht worden ist, und zwar
so, daB die Schubgrenze im Abstande 0,90 - 7 von der Achse erreicht wurde.

Das dazu erforderliche Verdrehungsmoment betrigt nach Formel (224) mit
dem Kerndurchmesser 2,13 cm

= 7. 3. . ( _1 3)
Md—l2 2,13%-0,80-2200- |1 i 0,9

= 0,2619 - 9,67 - 1760 - 0,818 = 3645 cmkg.
Im allgemeinen ist ein so grofies Drehmoment nicht zu befiirchten, da die Mutter-
reibung an der Auflage das zum Anziehen erforderliche Moment auf das doppelte

erhoht (Bd. II, S. 201).
Die nach seinem Aufhéren verbleibende Spannung ist.nach Formel (227)

1
0,9 1
— . Mheid = 2,
7; = 0,80 - 2200 209 178 kg/cm

Wenn es sich um die Vorausberechnung von Triagern usw. handelt,
ist es bequemer, mit den Formeln
der elastischen Biegungslehre zu
rechnen. Zur Vereinfachung der Rech-
nung ersetzt man die Dehnungskurve

/ durch die geraden Linien der Fig. 203,
— / indem man nétigenfalls die Bruch-
/ ' dehnung ep soviel grofler einfiihrt,

l
A ot dafl der Flicheninhalt des Erzatz-
! . trapezes gleich dem der wahren
! g Dehnungskurve ist.
Die gesamte Dehnungsarbeit be-
rechnet sich dann zu

. th ’
' iz, 203 Ay =05 (} &5 + e — &)
g e =05+ (¢p — % &5) cmkg/cm3.
Darf davon bei der Biegung der Ste Teil ausgenutzt werden, so gilt
nach der Fig. 203 4
0

1
I3 =0g* (583 + Szul)-

Setzt man hierin den vorstehenden Wert von A, ein, so folgt
1 1
il = [61’;—583-(1 + @)} ,
und da fiir die Rechnung die Spannungen-den Dehnungen entsprechen

sollen, 1 1 1
Ozul = x Ezul = PG [GIB —3 &g+ (14 @)] . (228)

Hierin ist o,y eine Spannung, die, wie Fig. 203 ohne weiteres er-
kennen 14Bt, weit iiber der iiberhaupt moglichen Bruchbeanspruchung
des Stoffes liegen kann. Vorausgesetzt wird wieder, dafl die Dehnungs-
kurven fir Zug und Druck sich nicht wesentlich voneinander unter-
scheiden.
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Beispiel 127. An feuchtem Kiefernholz wurde bei Biegeversuchen®®) die
Dehnungskurve der Fig. 204 gefunden mit

og o~ 390 kg/em?, &5 o 0,0061 cm/cm, ool : 63000 cm?/ke,
05 oo 405 kg/em?,  e500 0,0225 cm/em .
Es ist dann nach Fig. 204 anzusetzen

also o5+ (3estez) =405 eg+0g-ep+ 3 (05— 05) - (65— &),

) = &g +% < (ep — ) - (Z_B - ) = 0,0225 + } - 0,0164 . 0,038 = 0,0228 cm/cm.
S
Bei Bauwerk-FluBeisen ist der Inhalt der in Fig. 203 gestrichelten Dehnungs-
linie A4, ~ 700 c_;n%{g , ferner
g5 o 0,26, ag o> 2400 kg/em?, ool : 2100000 cm?kg,
also 2400
5 727100 000
und die elastische Dehnungsarbeit
As =% &5+ 0s=4%-0,00114 . 2400 = 1,37 cmkg/cm?.

Sie kann demnach bei dem abgerundeten Wert von 4, ohne Fehler weggelassen
werden. Dann wird A 700
’ 0

eh = os = 5400~ 0,29 cm/em.

- Wird jetzt gefordert, daB bei einem Unfall zwar erhebliche bleibende Ver-
biegungen des Baustoffes eintreten diirfen, jedoch noch &fache Sicherheit gegen

= 0,00114 cm/cm,

3
-1
8

d
-f v
¥ L
Fig. 204. Fig. 205.
Uberschreiten der gesamten vorhandenen Dehnungsarbeit besteht, was in solchen

Fallen mit Beachtung der Angabe S. 166 noch eine recht weitgehende Sicherheit
bietet, so ergibt die Formel (228) fiir das feuchte Kiefernholz mit © — 2

Ozu = % - 63000 - (0,0228 — % - 0,0061 - 3) oo 430 kg/em?2,
fiir das Bauwerk-Flufleisen, wo man meist © = 3fache Sicherheit wihlt,
Oza = % + 2100000 - (0,29 — % - 0,00114 - 4) = 201 000 kg/cm?.
Beispiel 128, Der mit Ladung G; = 450 kg wiegende Wagenkasten eines
Drahtseilbahnwagens fallt auf eine Schutzbriicke iiber die Strecke s = 0,22 m und
trifft auf einen Tragbalken von ! =4,2m Linge; die StoBstelle teilt die Lange

in die Abstinde ¢; = 1,1m, a, = 3,1 m (Fig. 205). Anzugeben ist die erforder-
liche Starke des Balkens.

Seine Abmessungen werden vorldufig geschitzt zu
b=10cm, h =20 cm.
Dann ist das Balkengewicht mit y o 0,80 kg/dm? fiir feuchtes Kiefernholz
G, =1,0.2,0-42.0,80 c 70 kg.

Damit erhalt man als Wirkungsgrad des StoBes beim Aufschlagen (Beispiel 94)
Gy 450
- G, +%G, 450 - 47

154) Stephan, Die Drahtseilbahnen, III. Aufl., 1921.

n= = 0,905.

12%



180 Die zusammengesetzte Beanspruchung.

Ferner ist die Durchbiegung, die die ruhende Last ; hervorbringen wiirde, nach
Formel (128c)
_ G x a}-a}  450-12.110%.310°
=37 "7 T3.10-20°- 63000420

Der dynamische Faktor der ruhenden Last betrigt nach Formel (147)

n=1+]/1 Py 2s ’7_1+V1 2 2(2)9;905._8,08.

Jetzt liefert die Blegungsglelchung (Beispiel 60) mit oz = 430 kg/em? gemal
Beispiel 127

bkt =

= 0,99 cm..

6-n-Gy-a,-a, 6-8,08-450-110-310
oml-V 430 - 420

wihrend die vorldufige Schatzung ergibt

b - k% =10 . 202 = 4000 cm?.

Den geringen Unterschied gleicht die Verstérkung durch den Bohlenbelag mehr-
fach aus.

= 4120 cm?,

IL. Die zusammengesetzte Beanspruchung.

10. Gleichgerichtete Normalspannungen.

Wird ein Teilchen dF eines Querschnittes F durch mehrere senk-
recht zur Fliche wirkende, sog. Normalspannungen o,, o, ... bean-
sprucht, die bei Zugbeanspruchung positiv, bei Druckbeanspruchung
negativ angesetzt werden, so addieren sich nach Bd.I, S.18, die in
dieselbe Wirkungslinie fallenden Krifte o, - dF, o,- dF ... zu einer
Gesamtkraft d P. Dividiert man diese durch die Fliche dF, so ergibt
sich als Gesamtspannung des betreffenden Flichenteilchens

ar
Gza—ﬁzal—,—Gz*{—

Normalspannungen werden durch algebraische Addition vereinigt.
Wird also ein Querschnitt F' auf Zug beansprucht durch die Kraft P,
so gilt fiir die Spannung

bei Druckbeanspruchung, deren gleichmaBige Verteilung die Fig. 206
wiedergibt. Wirkt gleichzeitig auf denselben Querschnitt ein Biegungs-
moment M, , so ergeben sich innerhalb der Elastizitatsgrenze die groBten,
in den &uBersten Faserschichten auftretenden Beanspruchungen zu
M

05_71’ e und op = {_‘? cey,
die bei einem zur Biegungsachse symmetrischen Querschnitt iibergehen
in die eine
Wy Mo
J W

Op =
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Die Verteilung der Spannungen bei unsymmetrischem Querschnitt zeigt
die Fig. 207.

Die algebraische Addition der an gleichen Stellen des Querschnittes
vorhandenen Spannungen zeigt die Fig. 208. Demgemif erhilt man

als grofite Gesamtspannung F
P M l l
Omax = F + 7b 51 Gz{ %
und als kleinste Fig. 206.
P M
Omin:‘F“—jl‘)'ez- i .|..___.ue"*’_
i
Oft ist das Biegungsmoment M, dadurch 5 S
entstanden, dafl die um die Strecke a auBerhalb 4
des Querschnittschwerpunktes § angreifende .
Kraft P dorthin verschoben wurde, wodurch Fig. 207.
das Moment P - a zur Kraft P hinzukam. Man
kann also auch ansetzen F
P ( a-e , %%
Omax = F .1 + ;2 ) G, + 0,
bzw. P a-e
Omin == 7 : (1 - _lz_z) s (229) Fig. 208.

worin ¢ der Trigheitsarm des Querschnittes ist (S. 50). Bei zur Bie-
gungsachse symmetrischem Querschnitt gilt entsprechend

P a P )
Omax = F ' (1 + ;‘) bzw.  opp = F : (1 - %) s (230)

worin 0 = % die Kernweite des Querschnittes ist (S. 50).

~ Es wird oy =0, d. h. der Querschnitt erhilt nur Spannungen
von einer Richtung, wenn a = o ist, d. h. die Wirkungslinie der exzen-
trischen Kraft durch die Begrenzung des Querschnittkernes geht. Wird
a >> o, so ergeben sich auf beiden Seiten des Querschnittes, wie bei der
Biegung, entgegengesetzt gerichtete Spannungen, jedoch geht die Null-
linie in diesem Fall nicht durch den Schwerpunkt (Fig. 209).

Bringt man in den Formeln (230) die Klammer- A
ausdriicke auf den gemeinsamen Nenner o, so — -
148t sich schreiben : N . A -

a
P-(alo) P-(ato0) max
O = = = — . 230 a
=, w0
Fig. 209.

Hierin ist der Zéhler das auf die Kernbegrenzung
bezogene Biegungsmoment My, bzw. M;,, womit die Formeln (230)
in die iibliche Biegungsgleichung (82) iibergehen.
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Beispiel 129. Zu berechnen ist die groSte und kleinste in dem Querschnitt
EFGH der Stirnkurbel einer liegenden Einzylinder-Dampfmaschine auftretende
Normalspannung fiir den Fall, daB die Schubstangenkraft P in Richtung des

Kurbelarmes wirkt, der sich also in der Totlage be-
findet, wenn im iibrigen die Angaben des Beispiels 106

P gelten. .
{__*-__ s Es ist hier (Fig. 210)
T
L B P=Z-D2-0,97-(p1—p2)=12630kg

und

M=P-}1+3b);

ferner ist gegeben

- — dy— dl) _
7 b=10cm, h—dlc(l—}— oy = 30,6 cm.
Fig. 210. Nun gilt Formel (230) in Verbindung mit For-
mel (78)
_ P,( %(l+b)) ,_P.( it
Omax = m 1 + %b bzw. Omin = b—-_h 1—3 T) .
also mit den gegebenen Zahlenwerten
12630 3-27

_ _=2bY | oraly) LA
Omax =10 30,6 (li 10) 41,3 - (L 8,10),

Omax = 376 und  omin = 293 kg/em?.

Beispiel 180. Schrauben fiir GefaBdeckel, die héufig zu 6ffnen und zu schlieBen
sind, werden oft nach Fig. 211 ausgefiihrt. Zu berechnen ist die Schaftstiarke d,
wenn die Schraube den Dichtungsrand von b = 2,2 cm Breite und I co 15 cm
Liange bei p, = 8at Innendruck auf den Deckel von D = 2,20 m Innen-

durchmesser mit p = 4 py = 32 at Druck anpressen soll.
Ist der Lochkreisdurchmesser der Schrauben D; = 230 cm, so sind

g7 Dy 7230
L ¥ 1
Schrauben im Abstande ! = 15,05 cm erforderlich. _
Die Kraft, die von einer Schraube aufzunehmen ist, betragt dann
. 9902
%-g'D2-po+b~l'p=L?%9 8+15’05.2,2.32
= 6340 + 1060 = 7400 kg.
Nun ergibt Formel (230) in Verbindung mit Formel (76) den erforderlichen
Querschnitt p g
P %)

Omax

mithin

oo 48

P =

Setzt man omax = 1200 kg/ecm? an und wéhlt

% = 0 0,2 0,4 0,5 0,6,
also 1+ 87“ =1 2,6 4,2 5,0 5,8,
so wird F =616 1602 2589 30,80 3574 cm?,
also d = 2,80 4,52 5,74 6,26 6,75 cm
oder d= 1 17 21 21 237,

Beispiel 131. Ein Treibriemen soll bei 7, = 860 Umdr./Min. und D; = 60 cm
Riemenscheibendurchmesser die Leistung N = 50 PS iibertragen. Anzugeben ist
seine Breite und Starke, wenn das Verhaltnis der beiden Trumkrifte 1,8 ist (Bd. II,
Beispiel 140); der Achsenabstand betrage a = 6,25 m.
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Die maBgebenden Werte der bei 10jahriger (Leder-) bzw. 6jahriger (Textil-
riemen) Beanspruchungsdauer zutreffenden Streckgrenze, die im ordnungsmiBigen
Betriebnicht iiberschritten werden darf, enthilt die folgende Zusammenstellung 15%).

Material Str E(iég/?;:ge %
Leder Riicken Lende Flanke
Eichenlohe-Grubengerbung . . . . . 125 115 155
Gewdhnliche lohgare Grubengerbung 85 70 90
Moderne Gerbung . . . . . . . . . 80 65 85
Hydrodynamische Gerbung. . . . . 245 210 245
Chromgerbung . . . . . . . . .. 115 130 1175
Gewebte Riemen 1 11 11T
. fest . . . . . . 49 — _
Buumvolle dimn | J050 © |36 32—
Baumwolle stark . . . . . . . .. ‘ — 44 —
Kamelhaar . . . . . . . . . . .. i 50 37 22
Tuchriemen !
QGenahte Tuchriemen . . . . . . . ‘ — 80 —
Balatariemen. . . . . . . . . .. 1 J 160 130 105
Geflochtene Riemen i
Baumwolle . . . . « . .o .. .. | 130 100 80

Gewihlt wurde ein einfacher, im Krupon naB vorgestreckter Lederriemen (Marke
,,Prima‘‘) von s = 6 mm Stérke.

{Die groBte, durch die Biegung auf der Scheibe entstehende Zugbeanspruchung
betragt nach Beispiel 51 6, = 39,6 kg/cm?2, Ferner bewirkt eine kleine Achsen-
verlagerung der grofleren Riemenscheibe von etwa Aa =1--2mm, mit der
immer gerechnet werden muf, eine regelmiBig abwechselnde Streckung des Ab-
standes @, so daB das Riementrum von der Linge I dadurch die Zugbeanspruchung
erfahrt 4 L4

1 a
T % T T % a’ (231)

6, = 5000 - -2~ = 1,2 kg/em?,

Durch die Schleuderkraft der auf den Scheiben befindlichen Teile ergibt sich
nach Bd. ITI, S. 93, die Beanspruchung

0, = 5 ot (232)
also mit dem ZEinheitsgewicht y = —()—’S—)ikg/cm"
1000
093 n-60,6-860)2_ . .
% = 1000 981 " ( 60 = 1,02 - 0,93 - 2,732 = 7,1 kg/em?.
|Die Nutzspannung, die der Riemen aufnehmen kann, ist nun

6, =k (05— 0, — 0, — o). (233)

Hierin ist k = 0,444 die Ausbeute des Riemens (Bd. I, S. 240) bei dem Span-
nungsverhéltnis 1,8 und { ein Faktor, der bei einfachen Lederriemen mit Riick-
sicht auf einzelne tiefgehende Adern zu 0,90, bei Doppelriemen mit Riicksicht

15%) Stephan, D. p. J. 1916.
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auf die Verschiedenheit der aufeinandergeleimten Hautteile zu 0,80 anzusetzen
ist 72¢). Damit ergibt sich bei Material aus der Lende eines gewohnlichen lohgaren
Krupons
o, = 0,444 - (70 - 0,90 — 39,5 — 1,2 — 7,1) = 6,8 kg/em?2.
Die Umfangskraft an der Scheibe betriagt
M, 71620-N-2 171620-50-2

P=- n D 860606 _ loSke
Damit wird die erforderliche Riemenbreite
b= P 136,5 = 33,5 cm.

s-0, 0,668

Wird das Material aus der Flanke des Krupons genommen, so ist

o, = 0,444 . (90 - 0,9 — 47,8) = 14,8kg/cm?,
und man erhalt b 136,5
0,6 - 14,8

Wenn die Wahl der RiemenscheibengroBe frei steht, was freilich oft nicht
der Fall ist, wird man es so einrichten, daB bei der Dauerbeanspruchung in den
auf der Scheibe aufliegenden Teilen gerade die Spannung 0 herrscht. Das Riemen-
material wird dann am besten ausgenutzt!5®).

Beispiel 132. Der Schaft eines Blechschornsteines von D = 50 cm Durch-
messer und & = 3 mm Blechstirke werde von drei symmetrisch angeordneten
Spannankern gehalten. Weht der Wind so, dal zwei Spannanker gleichmaBig
beansprucht werden, so ist die von jedem durch die Windkraft auf den Schaft
in lotrechter Richtung ausgeiibte Druckkraft @, = 590 kg (Bd. I, Beispiel 63).
Die den Ankern erteilte Vorspannkraft, die den Durchhang in passenden Grenzen
halt, ist das 1,5fache der durch den Wind bewirkten Hochstbelastung, liefert
also die lotrechte Seitenkraft @, = 1,5 Q,. Zu berechnen ist die groBte Beanspru-
chung des Schaftquerschnittes (Fig. 212).

Aus;der Gesamtbelastung durch die Krifte der Spannanker

Q=20 +3Q:=650,
erhilt man die Druckspannung
- 650, _ 65590
a-D-6 =x-503-0,3
Mit den Absténden
a=%D+43=28cm,
a’ =a-cos60° =28 - 0,50
ergibt sich das Biegungsmoment in bezug auf die Mittelachse 44 des Querschnittes
M =2-Q+Q)a —Q,-a=0;,-a(2-25-0,50—1,5)=0Q,-a
und mit Formel (60) die Biegungsspannung

 Q-a  590-28-4 \
m=g 6—n.50’32.0’3—28kg/cm.
"~ De

= 15,3 cm.

= 80 kg/cm?2.

Fig. 212.

Hierzu tritt die Biegungsspannung infolge des Winddruckes. Das groBte
Biegungsmoment kann aus Beispiel 112 in Bd. I entnommen werden, wenn man
beachtet, da3 der Schornstein dort fiir den Durchmesser D = 40 ¢cm und den
Winddruck p = 150 kg/om? berechnet wurde, wihrend hier, wie in Beispiel 12
dieses Bandes, der Winddruck 200 kg/m? fiir das Kiistengebiet der Nordsee an-
genommen werden soll. Man erhilt dann

50 - 200
M, = 1125 - "1 = 1875 mkg

156) Reuleaux, Der Konstrukteur, 1861.
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also die zugehorige Biegungsbeanspruchung
Opg = M - 187500 31 kgflem?.
T .De. . 2.0.,3
1 D2 .6 1 50,32 - 0,

Diese Beanspruchung tritt in dem Querschnitt auf, der 7,5 m vom Schaftfufl

entfernt ist.
Hierzu kommt noch das Eigengewicht der dariiber stehenden Séule von der

Grofe G=a-D-5-h-y,
das mit A, = 20 — 7,5 m die Druckbeanspruchung liefert
¢ 7,85 ,
Oay = ——ps = heey = 1350'T666C\‘> 11 kg/em?.

Die Gesamtbeanspruchung betrigt demnach
6 =80 + 28 + 313 + 11 = 432 kg/om®.

Beispiel 188. Zu berechnen sind die Druckspannungen, die zwischen einem
rechteckigen Mauerpfeiler von der Linge b und der Breite A und dem Erdboden
bzw. der Stiitzfliche auftreten.

Die Mittelkraft aller am Oberteil des Pfeilers wirkenden Krifte sei R (Fig. 213);
sie gehe durch den Schwerpunkt der oberen Pfeilerfliche. Man zerlegt R in die
lotrechte Seitenkraft P, und die wagerechte P,. Die erstere pflanzt sich in ihrer
Wirkungslinie unmittelbar bis nach dem Grundquerschnitt AB fort, die zweite

1
|
B } E
I3 | ]
|
fo——
s s
3 G
y -~
F 1 A H 5 R
A B c
GWWV
Fig. 213. "~ Fig 214.

wird dahin parallel verschoben und liefert dort eine Schubkraft, die gewohnlich
von verschwindend geringem EinfluBl ist. Bei der Verschiebung ergibt sich aber
das Moment P,-s, das auf die Kraft P, umgerechnet werden kann:

Py,-s=P -a,
was die Seitenverschiebung der Kraft P, ergibt
a=s. 22
=55

Hiermit ist die Belastung auf die der Fig. 214 umgeformt. Dazu kommt das
Gewicht G des Pfeilers, das nicht auBer acht gelassen werden darf.

Der Pfeiler wird nun an der Kante 4 mit der groBten Spannung op,y auf die
Unterlage gepreBit, und bei gentigender GréBe von o wiirden an der Kante B
sogar entgegengesetzt gerichtete, also Zugspannungen entstehen, die bei bloBer
Auflagerung natiirlich unméglich sind. Der Pfeiler ruht deshalb nur mit der
Breite AC = y fest auf.

Aus der Gleichgewichtsbedingung fiir die lotrechten Krafte

1-y-b-oms=P +G
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ergibt sich sogleich die gr6Bte Kantenpressung

P,+G
e (234)

Die GroBe von y bestimmt die Bedingung, dafl die Mittelkraft P 4 @ im
Schwerpunkt der Belastung der Fliche AC angreifen muB:
“(3h—a)+ G -3h=(P,+ @) }y;
P,
P+ G

Da8 die Spannungen in der Auflagerfliche 4 C von 4 bis C geradlinig abnehmen,
folgt daraus, daB ihre Beanspruchung zusammengesetzt gedacht werden kann aus
einer gleichformig verteilten, von P, + G herriibren-
den Druckspan.nung und einer durch das Moment
P,-(3h—a—3%y) —Q-(3h —%y) hervorgeru-
fenen Biegungsbeanspruchung. Diese Uberlegung
liefert die gleichen Endformeln. Die Erlauterungen
zu der Fig. 214 ergeben noch den Satz: Nur Krifte,
nicht etwa auch Normalspannungen, pflanzen sich
geradlinig fort.

Kranfundamente werden meistens quadratisch
ausgefiihrt. Es werde hier das in Bd. I, S. 142, iiber-
schligig bestimmte Kranfundament von der Kanten-
lainge des Quadrates A = 2,35 m mit den obigen
Formeln nachgerechnet. Es ist

P, = 3000 + 2800 = 5800 kg,

Omax = 2+

also

=1,5h —3a- (235)

B
a
. d
Y

| : angreifend im Abstande
l/ N 3000 -4 +2800-1 14800
! ! = = =2,55m
. | 3000 + 2800 5800
/f y ¥ \ von der lotrechten Schwerachse, jedoch in der
Hauptsymmetrieebene des Fundamentes wirkend;

l ferner

\Lx’ - G = 600 + 2,352 - 1,8 - 2,2 - 1000 = 22400 kg.
Dann wird nach Formel (235)
5800
\ » y—1,5-2,35—3-2,55-m®— =3,563—1,57=1,96m,
/ und nach Formel (234)
Fig. 215. 2 - 28200

_— = 2
Omax 196 - 235 = 1,22kg/cm "
Zulassig ist?) bei gutem Baugrund om.x = 4 kg/em?, auf schlechtem, wie an
FluBufern u. dgl., hochstens omax = 1,5 kg/em?.

Die Uberschlagsrechnung mit der Kippsicherheit & = 2,5 ergibt nur eine
erste, freilich oft zutreffende Anndherung.

Steht die Last P, auf der Diagonale d des Quadrates, so gilt fiir die senk-
rechten Krifte gemaBl Fig. 215

4,1 y_.,o;
P, +G= /x Cdy+ [o7 0" dy”
0

mlf: ’ ’
1d—vy ( 2y) ( 2y’>
2 —_ _ o . _=2J
¥ =d. Id d- (1 i und 2" =d.{1 i)
, Yy +y—3d (y’ d)
0 = Omax °* == Omax * \— 1 ——
Yy y 2y /?
6,,=6m,@1=6m.(l_i_z),
y ‘ 2y oy
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Hiermit ergibt die Integration

1 d y 1 (y)z]
=dz2. [ [ L ___ . \ZL
Py 6= o |5 CrE -5 (236)
Entsprechend lautet die Momentengleichung in bezug auf die mittlere Dia-
gonale 1 d

54
Pl . a — /xl . OI . yl . dy, — xll . 0// . yll . dyll’
0 0

deren Ausrechnung ergibt
[1 4 1 1y 1(1/)2 1(y)3]
. == 3. . —_— . — — ——— — — —_— — —_ .
Prra=d-om- 550~ T 39 2\a) TE\4

Dividiert man beide Endformeln durcheinander, so folgt nach Multiplikation

beider Klammerausdriicke mit 12 - % die Bestimmungsgleichung fiir die Lange y
der Auflagerflache . .
—2¥ () 6 (Y) +2(Y)
P, a ' 2d+6(d) 6(7) +2(3 (28)
PG a I YT
‘ vz (3) -4 (3)

die durch Probieren zu lésen ist.
Fiir den Fall des Zahlenbeispiels ergibt sich

PI}:: G’ g ~ 28 25(?(.)02,31’?51,414 = 0,1567;
dem entspricht % — 0,785,
Damit wird nach Formel (236)
28200 = 0,37 kg/cm?2.

Omex = 9357 2. 0,686
Hiernach eriibrigt sich gewéhnlich die Durchrechnung dieses Falles.
Beispiel 184. Das rechteckige Betonfundament von der Breite b = 1,30 m,
der Lange kb = 1,80 m, das bei ¢ = 2,20 m Tiefe
G=b-h-t-y=13-1,8.22.22=11,3¢
wiegt, werde belastet mit P, = 5,6 t und durch ein Biegungsmoment M, = 10,15 mb
derart, dal die Mittelkraft P; 4+ G von den beiden
Hauptachsen um z = 0,60 und y = 0,30 m entfernt —_—
ist (Fig. 216). Anzugeben ist der druckfreie Teil G — LD
der Unterfliche des Fundamentes und die grofite
auftretende Druckbeanspruchung.
In bezug auf die beiden Hauptachsen des Quer-
schnittes ist

Y

b-A® 1,3.1,8

_— = - 1
J, 19 i3 0,632 m4,
h-b 1,8-1,3% .

J, = o = 13— 0,330 m*4.

Man triagt sie beide auf der zu h parallelen Haupt-
achse des Rechteckes vom Schwerpunkt § aus im
MaBstabe 1cm = 0,25 m? hintereinander auf und
schligt tiber der Gesamtlinge den Mohrschen Kreis,
den die Biegungsachse AS zum zweitenmal in H
schneidet. Es ist nun durch den Trennpunkt O,
der beiden Tragheitsmomente die Kreissehne HG
zu legen; dann liefert die Gerade GS die Nullinie
der vom Moment M, verursachten Biegung. Nach
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den Angaben auf S. 57 ist die Strecke 0, H = EigTs und das Lot von der Ecke C
auf GS der Abstand ¢,. Damit wird bei dem LingenmaBstab 1 : 65 der Fig. 216
die grofite Biegungsspannung gemif Formel (84)
M, - e 10,15 - 100000 - 1,075 - 100
=TT T 0,43~ 100

sin &
Die gleichférmig verteilte Druckspannung betragt

P, 4+ @ (11,3 + 5,6) - 1000

0 = ;) A= 1318 .)1002 = 0,722 kg/cm?,
Wenn kein Abheben stattfande, ware somit die groBte Gesamtspannung bei B
6y = 6, + o, = 3,357 kg/em?,

= 2,535 kg/em?,

und die kleinste bei C
6y = 04 — 0, =— 1,813 kgfem?.
Der Abstand der Nullinie von der Linie G8 folgt nach Fig. 209 zu
_ o 107,5-0722
ao_el.—g—;__—?,sg—s— -—30,601’!1.

Die Grundlinie des druckfreien Dreieckes bei C' ist nun I, = 1,55 m, also das
Moment der fehlenden Zugkrifte in bezug auf die Nullinie gemaB Fig. 216

) e —ap
€ €
M, = . doe= . . Y A .
1 d/(o ae) ¢ 6[62 € — Oy de-h € — Gy ¢
I &1~ o
=22 3. ge="2.1 (¢, — ay)?
= o — ag)? p et-de 1 - (&g — ag) (238)

oder mit den obigen Zahlenwerten
M, =%-1,813-155 - (107,5 — 30,6)% = 415 300 cmkg.

Zur Aufnahme dieses Momentes mufl die Druckspannung bei B um den Be-
trag o erhoht werden. Man kann die vorstehende Formel benutzen, wenn man
die Druckflache zerlegt in das Dreieck mit der Spitze B von der Grundlinie J, = 2,84 m
und der Hohe e, + a, und die beiden negativen Dreiecke bei D mit der Grundlinie
I =0475m und der Héhe ¢ = 0,23 m, sowie bei £ mit 1) = 0,82 m und
¢’ =0,395m. Es ist dann das Moment der hinzukommenden Druckkrifte in
bezug auf die Nullinie

’ ’r

—%.7. LI DR TRV S DL AN VP
M, i ly - (eg + ay) 2 o Ta l-e piary e
oder
=__0§A; . 3 __Jr.e’3 1.8
M, 4 (e + ap) [ - (e 4 ay) I;. e i .e’ 3],

und mit den aufgemessenen Zahlenwerten

M, = i f;m - (284 . 138,1% — 47,5 . 233 — 82 . 39,5%) = 05 - 1355000 cmkg.
Aus M, = M, erhalt man damit
415 300
= 0O 2
% = { 352000 0,307 kg/em?,

also die grofite Gesamtbeanspruchung bei B157)
Omax = 01 - 63 = 3,60 kg/em?.
Beispiel 135. Zu bestimmen ist die gréfte in einem gegebenen Querschnitt
eines gemauerten Fabrikschornsteines auftretende Druckspannung (Fig. 217).

17) Ein rein rechnerisches Verfahren, das bei haufigeren Berechnungen der
Art vorteilhafter ist, gibt Elwitz, Z. d. B. 1918.



Gleichgerichtete Normalspannungen. 189

Da beim gleichzeitigen Wirken von grofen Temperaturunterschieden und
starkem Winddruck die Beanspruchung der Lagerfugen auf der Windseite soweit
steigen kann, daB die nur geringe Zugfestigkeit des Mortels iiberwunden wird,
so rechnet man von vornherein damit, daB das Mauerwerk nur Druckspannungen
iibertragt.

Das Moment des seitlichen Winddruckes ruft eine Verschiebung des Gewichtes @
der iiber dem Querschnitt stehenden Schorn-
steinsiule um den Betrag a aus der Mitte her-
vor (Beispiele 133 und Bd. I, 8. 66). Bleibt a oL@
innerhalb des Querschnittskernes, so erhélt der
ganze Querschnitt nur Druckspannungen, und
die Randspannungen ergibt die Formel (230).
Gewohnlich ist aber a > o (Formel 77), so
daB die Nullinie im Abstande a, von der Mittel-
achse liegt. Es gelten dann, wie in Beispiel 133,
die Gleichgewichtsbedingungen

e e
G=fo-dF uwnd G.a=fo-dF-y.
0 0

Mit R A
0 == Omax B + a,
gehen beide Formeln iiber in
R + a, P
G:_omax . ,dF:g,'E,;,,
R + a, , y R+ a,
R + ao
Pl Omax Omex * J

worin die Flichenmomente S und J in bezug auf die Nullinie zu nehmen sind.
Die Division beider Gleichungen liefert dann

a=g- (239)
womit die zweite ergibt
G- (B + ay)
Omax = —S— e (24:0)

Hierin wire noch einzusetzen
ay, = R :cosqg, =17 cose,.
Die Bestimmung von J und § wird fiir den kleinsten zuldssigen Druckquer-
schnitt, die halbe Ringfliche%®), sehr einfach. In dem Fall ist nach Bd. I, For-

1 (91),
mel (91) D3 — g3 1 [ d\3
R

12 12 D
und nach Formel (58) ist
4 g4
g D_jgzi.m[l_(é)‘}'

>

64" 2 128 D
Der Grenzwert fiir den Ausschlag der Druckkraft G ist somit nach Formel (239)
d\4
1-(3)
a=0,2945-D - g (241a)
1-(3)

158) PreuBischer MinisterialerlaB, Z. d. B. 1902.
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Die zeichnerische Auftragung des Bruches fiir verschiedene Hohlungsverhaltnisse
liefert fiir

d
0,667 < D < 0,95

eine gerade Linie, so daB in diesem praktisch wichtigsten Bereich gesetzt werden
kann

a = 0,2267 - D + 0,1622 - d. (241b)
Fiir
0,50 < % < 0,667
gilt entsprechend
a=0255-D + 0,120 - d. (241¢)

Fiir eine beliebige andere Lage der Nullinie ist die Berechnung von J und §

‘ /
/

4

/
Omaz o aAar
ANSSNs
, EWAVAVATAVI
S VS AANS
/| / /. ®/ // ,/
o Y
V| G
AW 2 s v :
’ /N
7 Z%Zi
V.24
%1 0 0,05 % 015 02 025 0,3 0,35 0,41
Fig. 218.

ziemlich umsténdlich15®), noch mehr fiir andere Querschnitte als der Kreisring,
wo man am besten zeichnerisch vorgeht16?).
Die gréBten Kantenpressungen omax entnimmt man fiir den Kreisringquer-
schnitt bei a, > 0 der Fig. 218, nachdem man die Beanspruchung bei Windstille
a . G o
g Fg . : (242)
i D 1 d 3 (D+d)-¢
berechnet hat. Der gerade Teil der Kurven stellt die Formeln (230) dar; sie
sind bis zu der Stelle gezeichnet, wo nur noch der halbe Querschnitt tragt.

Oy =

159) Keck, Heinemann, Z. d. Hannov. Arch.- u. Ing.-V. 1882.
160) Mohr, Z.d. Hannév. Arch.- u. Ing.-V. 1883; Hiippner, Civiling. 1885.
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Hat die Schornsteinsidule die Gesamthohe A = 35m und die obere lichte
Weite d, = 1,00 m, so wihlt man zuerst die Anzahl der einzelnen Trommeln

i=dy+ 1—16-k+1,5=6;

bei hohen Schornsteinen wird nur 1 addiert, bei niedrigen 2. Die obere Trommel
wird oft 1 m hoher ausgefiihrt als die iibrigen, die moglichst gleiche Hohe er-
halten, falls die unterste nicht niedriger werden muB. Die oberste Wandstarke
betrigt 0 = 0,15 — 0,20 m; die folgenden steigen bei Benutzung von Radial-

steinen (D < 2,0 m) um 5 bzw. 6 cm. Die auBere Neigung ist

I 1
40 " 50"

Man

erhilt so mit dem letzteren Wert die ersten Zeilen der folgenden Zusammen-

stellung.

Der Rauminhalt jeder Trommel ist nach Bd. I, S. 120

V= -H-8:(d+ D)

und das Trommelgewicht
G=7V-y

mit

y = 1,8 t/m3,

Das Winddruckmoment ist mit p = % - 0,150 t/m2? 1%8) nach Bd. I, S. 17 bzw. 99

0.

=% p. (D124, mt.

6

Im Kiistengebiet der Nordsee ist das 4fache anzusetzen58).

{ Nummer der Trommel ‘ 1 ! 2 3 4 5 ‘ 6
1.| Trommelhohe # . . . . . m|70 | 60 60 60 60| 40
2.| Wandstiarked . . . . . . m 018 ' 025 030 038! 046 | 0,51
3.| Obere lichte Weite d, . . m | 1,00 | 1,14 | 1,28 140 1,34| 1,58
4.| Untere duBere Weite D, . m | 1,64 1,88 2,12' 2,36 ! 2,60 2,76
5.| Untere innere Weited,. . m | 1,28 1,38 1,52 1,64 1,68 1,74
6.| Rauminhalt V. . . . . . m3 || 522 | 7,02| 9,61 E 13,46 | 14,22 | 13,90
7.| Trommelgewicht G . . . . t 9,40 12,81 17,30 24,23 25,60 | 25,01
8.| Saulengewicht >’G. . . . . t{ 9,40 | 22,21 !39,51 63,74 | 89,34 | 114,35
9.| Winddruckmoment M . . mt | 2,975 | 10,94 | 24,80 | 45,41 ! 73,73 ’ 97,20
10.| Ausschlag a5 . . . . . m | 0,316 | 0,493 | 0,628 ' 0,712 0,825 | 0,850
11.| Ausschlag a;p; . . . . . m | 0,263 | 0,411 | 0,523 | 0,594 | 0,688 | 0,708
12.' Hohlungsverhaltnis D~“ .. . .[0,781|0,734 0,717 ' 0,695 | 0,646 | 0,630
13.} 0,2267 (0,255) - D,, . . m 10,372 | 0,426 | 0,481 | 0,535 | 0,663 | 0,704
14.} 0,1622 (0,120) - d, . m | 0,207 | 0,224 | 0,247 | 0,266 | 0,202 | 0,209
15.| Zulassiger Ausschlag @mex . m | 0,579 : 0,650 | 0,728 | 0,801 | 0,865 | 0,913
i .
16.| Querschnittsfliche . . . m?2 | 0,826 | 1,280 | 1,715 !2,386 13,093 | 3,609
17.| Gewichts- \ |
beanspruchung . . ¢, kg/cm? 1 L14 |1,74 | 2,30 2,67 289 | 317
18.| Ausschlagverhaltnis %59 I 0,193 | 0,262 | 0,296 | 0,302 | 0,317 | 0,308
19.| Spannungsverhaltnis —L:“ 1,95 2,45 12,82 |298 |3,39 | 3,29
20.| GroBte Druck- ’
spannung om.r . . . kg/em? | 2,22 |4,27 | 6,49 | 7,96 |9,86 |10,43
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Durch Division mit dem Gewicht > @ der dariiberstehenden Saule erhalt man
den Ausschlag des Gewichtes aus der Mittelachse
M
50 = ﬁ .
Bei p ='% - 0,125 t/m23Winddruck darf die druckfreie Flache hochstens bis
zur Mittelachse reichen. Man berechnet also noch a;o5 = 0,833 - ayy,, bestimmt

das Héhlungsverhéltnjsgl und berechnet nun gemaB Formel (241) den gréBt-

zuldssigen Wert @max, der durchweg nicht erreicht wird.
Nun wird die Spannung bei Windstille festgestellt:
_1000-3¢
% ="10000 - F
Omax

und das Ausschlagverhaltnis %"1’ berechnet, womit das Spannungsverhaltnis o
0

kg/cm?

aus der Fig. 218 abzugreifen ist.
Zuléssig ist in PreuBen'®®) bei Hartbrandziegelmauerwerk in Zement-Kalk-

mortel (1:2:7) 12 = 15 kg/em? Um die geringere Festigkeit des Mortels wih-
rend der Abbindezeit zu beriicksichtigen, ist es mitunter vorteilhaft, die zuldssige
Beanspruchung nicht hoher anzusetzen als!®!2)

Omax = 5,0 + 0,15 - &
oder auch 161?) Omax = 5,0 41,5 - 0, .

Dem entspricht fiir die unterste Fliche o,u = 10,25 bzw. 9,75 kg/em?, fiir die der
nichsten Trommel o,y = 9,65 bzw. 9,33 kg/em?, so dafl die Zusammenstellung
der ersteren Vorschrift ungefihr Rechnung triagt, wihrend die zweite stets be-
sonders starke und schwere Ausfithrungen erfordert.

Das am besten ebenfalls kreisformige Fundament aus Beton ist entsprechend
zu berechnen; jedoch darf kein Abheben auf der Windseite stattfinden!®8), so daB
der Ausschlag a innerhalb der Kernweite bleiben muB. Die grofte zulissige Druck-

beanspruchung guten Baugrundes betrigt nur 3 kg/cm? 1%),
Beispiel 136. Zu berechnen ist die gréBte Druckspannung in der Unterfliche

des kreisférmigen Fundamentes des in Beispiel 133 angegebenen Uferkranes.
Es ist das Fundamentgewicht

G=600+2,2-% . 2,352 - 1,8 - 1000 = 17 800 kg,

also die Gewichtsbeanspruchung
P, +G 5800417800

O
F g - 2,352 - 10000

= 0,543 kg/cm?2.

Das Ausschlagverhiltnis der Mittelkraft P, + G betragt
a 14800 +17800-0
D~ (5800 + 17800) - 2,35 0,267.

Damit ergibt die Fig. 218 auf der Kurve %: 0

Omax =391,

Op

mithin ist
Omax = 3,91 - 0,543 = 2,12 kg/em?.
Die Rechnung zeigt, daBl bei groferer Ausladung nur quadratische Funda-
mente zweckmafig sind.

181) Gaab, Z.d.V.d.I. 1907; Grundsitze der Baupolizeibehorde Hamburg
von 1914.
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Beispiel 137. Zu berechnen ist das Betonfundament vom Rechteckquerschnitt
fiir die Saule der Fig. 219, die infolge von Eigengewicht, Winddruck bzw. Schnee-
last mit der um a = 4,5 m auflerhalb der Mitte angreifenden Kraft P = 15t be-
lastet ist!62).

Es empfiehlt sich, symmetrische Abmessungen nach Schitzung anzunehmen
und die entstehende Beanspruchung nachzupriifen.

Fiir die unterste Fliche 4B von der Breite b, == 2,2 m und der Héhe 2, = 4,4 m
ergibt sich, wenn die drei Abtreppungen nach jeder Seite um e = 0,3 m zuriick-
treten, bei der Stufenhéhe %! = 0,56 m das Gewicht

Q="lhy by + (hy—2¢€):(by—2€) + (hy —4e)" (b, —4e)]- }1-7
= (44-22+438-1,6 4 3,2-1,0):-0,5-2,2 = 22+t.

Nun gelten die beiden Gleichungen

+P+Q— % omaxby Y =0,
+P-(@a—3h) —Q - 3hy+ % 0omux by yn 39 =0,
woraus man leicht erhilt

P ) vl
P+ Q) =
|
P+¢ by
1 7 i !
150y (ghe —a )
Die gegebenen Zahlenwerte liefern E
hiernach l\ }
Fmax = 1541 & 15\ 1 i
. == — fpatd 1 ,
15+ 2,2 ( 5 4,5 37)
= 2,99 kg/cm?
und N 4N
¥p =3-0,375 = 1,125 m. \j AN

1
y2=3'(§h2_‘a'

und

Omax =

.._
L1

nun mit der Kraft 8, vorgespannt, 4

Die Fundamentanker werden ‘l
und es gilt in der oberen Fliche CD |

-
NS

28, + P=>b, hy-0,. (243)

Wenn jetzt das die Kraft P um die
Strecke a verschiebende Moment M, Fig. 219.

hinzukommt, so ergeben sich die in

Fig. 219 eingetragenen Spannungen, und die Kraftgleichung fiir die Fliche 4B
lautet 280+ P+ 8 —8 —%-(6+0 )by, =0. (244)
Die Momentengleichung in bezug auf die Hauptachse ist

1 k.
+ P (o800 (S~ S o3 (oat o) bywy- (B — ) 0. (a5)

Die Verlingerungen bzw. Verkiirzungen in der Fliche AB entsprechen nun
dem Abstand von der Nullinie &
e EH
lag kb +cec—y’
worin 1, die Zusammendriickung des Fundamentes im Schwerpunkt der Druck-
flache b, - y, angibt und 1,, die Verlingerung des Ankers auf der Zugseite. Zur
Verlangerung des Ankers ist hinzuzurechnen die Zusammendriickung des zuge-’
horigen Fundamentteiles, die sich aus Beispiel 34 ergibt. Man erhilt so

aj-of- 0‘2‘f(7l;’>
e heshrmeadt g gy
162) Wendt, Z.d. B. 1914.

Stephan, Technische Mechanik. IV. 13

(246)
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Beriicksichtigt man, daB die Zusammendriickungsarbeit dem Quadrat der wir-
kenden Kraft entspricht, also bei Dreieckbelastung nur } der bei Rechteckbelastung
von gleicher Beanspruchung ist, so erhilt man ebenso naherungsweise

= b}y (g + 03)%- Xy f(ml“:_—b‘l))
-0 y1- (0 + 03) ’
worin die f der oberen Kurve der Fig. 37 zu entnehmen sind.
Nun ist
_Sot+ 8

0y = .
Ta—a

Ap=

(247)

Wenn wie gewdhnlich die Grundplatte der Sdule als starr angenommen werden
kann, so ist ferner §; = S,.

Die giinstigsten Verhiltnisse erreicht man, wenn im Falle der groBten Bean-
spruchung gerade S, = §, wird.

Setzt man noch die Gleichung (244) in (245) ein, so folgt leicht

YNy P.a—(8,+8)-¢

372 PF25,+ 85, (248)

oder fir S, =8; =58,
R it (248a)

Die Gleichung (246) 1Bt sich nun schreiben

1

2“?'01'0‘2'1‘(%_’*_1)—1)))

2 2
ay a? — a2

oder, wenn die Gleichungen (244) und (247) dazu genommen werden

f@).((%hﬁ")%_l) 28, (zl & 2“§'f<m;*bl))>. (249)

a " TPy2s, MNF o (af — a3
Die Gleichung ist am einfachsten durch Probieren aufzuldsen.
Wahlt man

a,=25cm, a,=8cm, ,=14m, I=15m,
b =07m, by =16m, ¢=0,7m, d=2}"c057cm,
also bei zwei Bolzen auf jeder Seite der Biegungsachse F' = 2 . 25,52 cm2, dann

ist nach Fig. 37 f (3) = 0,170 und, wenn ¥, o 45cm geschatzt wird, f ( WE—T))
1 1 1

— 0,155. Mit®) —Z“_l = 113 ergibt sich dann

0,170 (_0_’8"__0’7_ _ ) _ 28 . ( 1,4 2.0,253 . 0’155)
’ 3y, T 15+ 28, Y1\270,002542 - 15 T (0,257 — 0,082)2
oder
05 _,_ 1838.85,
Y TTs LS, W

Die Gleichung wird erfiillt durch S; = 21,6 t mit y, = 0,48 m.
Damit wird die entsprechende Zugbeanspruchung des Ankers im Kernquer-
schnitt des Gewindes von d; = 49,02 mm Durchmesser

38, 21600

. LT 2
Tod 2.7 4002

= 572kg/ecm?.

0,
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Da die Vorspannung ebenso grof ist, erfahrt der Anker im Gewindekern die Ge-
samtzugbeanspruchung 1144 kg/em?, was nach S. 240 zulassig ist. Ohne Beriicksich-
tigung der Vorspannung darf die Beanspruchung 800 kg/cm? nicht iiberschreiten ).

Achse ! der

Traghesrs = momente

22 2¢ 2,

Fig. 220.

Die grofite Druckbeanspruchung des Betons betrigt nach Formel (244)

_2-(15+432) 9
6y + 05 = 10 0.7z 075 048 — 32,3 kg/em?.

Zuléissig ist%*) 40 kg/em? Dieser Betrag wird nahezu an der Anker-
platte erreicht; gemall Formel (247) ist

21600 .
6y = ‘625‘:"8-1' = 38,5 kg/cm N

Beispiel 138. Wihrend zur Biegungsachse symmetrische Triger-
querschnitte, z. B. auch die breitflanschigen T-Grey-Profile, voll-
kommene Ubereinstimmung der bei Versuchen™ gefundenen Durch-
biegung mit der berechneten zeigen!%), sind die J-Eisen im Sinne
der gebriuchlichen Rechnung minderwertig. Bei Belastung in der
Stegmitte gibt die obere ausgezogene Linie der Fig. 220 die Hundertstel
des Tragheitsmomentes an, die nur in Rechnung zu stellen sind,
um Ubereinstimmung mit den Versuchsergebnissen zu erzielen,
und bei Belastung in der senkrechten Schwerachse die untere ge-
strichelte Linie'®t). Die Fig. 220 lehrt, je breiter der Flansch ist,
desto geringer wird sein Anteil an der Tragfahigkeit!65).

Das riihrt davon her, da8 der Steg des Profils in erster Linie die
Biegung aufnimmt, wie Fig. 221 andeutet. Der gedriickte Flansch
wird auf exzentrischen Druck beansprucht, der gezogene auf ex-
zentrischen Zug!®®). Die aus den Dehnungen bei Belastung auf Steg-
mitte bestimmten Spannungen an den Flanschenenden sind in
Fig. 221 eingezeichnet. Die gebrauchliche Rechnung liefert bei
derselben Belastung gleichmiBig o, = 273 kg/cm2. Bei Belastung
in der senkrechten Schwerachse des Querschnitts ergeben sich sogar
geringe entgegengesetzte Spannungen am freien Flanschenendel®s).

1) Bach, Z.d. V.d. 1. 1910. %) Bach, Z.d. V. d. 1. 1909.
195) An Gufeisentrigern der Art festgestellt von Bach, 1902.

13*

10

]

113

370

g1

N
Fig. 221.
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Beispiel 139. Fiir eine eiserne Fabriktreppe von b = 2,0m Breite und

b = 3,20 m Héhe sind die aus ] 20 hergestellten Wangen nachzurechnen (Fig. 222).
Die Treppenstufe von a = 28 cm Auftritt besteht aus Riffelblech von 6 mm
Stiarke, die Setzstufe von ¢ = 16 cm Hoéhe aus

pd glattem Blech von 3 mm Stérke. Die Verbindung
/1 bewirken _] 5; das Gelinder besteht aus zwei
“a 7 Rundeisen von 2,5 cm Durchmesser.
i V Bei der Steigung
7 e tgy =10 _ o
4 )i 87 =98 55
Z ist die Lange der Treppenwange
v A =-_h_:h-_t_gy_=3’29.=554m
Fig. 222. sin.y V1 +tg?y 0578

IThr Gewicht betrigt nach der Profiltafel
25,3 -5,564 = 140kg. Hierzu tritt das halbe Gewicht der Stufen - 52 - 20 = 520 kg,
das des Gelianders mit drei Stiitzen 60 kg, die Nutzlast, vorgeschrieben®) zu
500 kg/m?, mit
1-20-0,23 - 500 = 2300 kg.
Die Gesamtbelastung der Wange ist damit P = 3020 kg.
Ihre Seitenkraft P - cosy liefert in der Mitte das Biegungsmoment
M, =%-P-cosy-l, die andere Seitenkraft ergibt dort die Druckkraft
}-P-siny. Demnach ist die grofite Beanspruchung gemaBi Formel (230)
P (1 . l-cosy
omex = \g TSR F s‘o”t)
Hierin ist nach Fig. 220 die Abminderungsziffer des am Steg belasteten TJ-Eisens
¢ = 0,85. Man erhilt so mit Hilfe der Profiltafel
3020 (1 554 - 0,812 - 32,2
Omx =399 (5- 078 + %5 oy 70,85
Zuléssig ist5!) omax = 1200 kg/em?. Das gewahlte Profil ist zur bequemen Unter-
bringung der Stufen erforderlich.
Beispiel 140, In der Mittelachse eines auf Biegung beanspruchten prismatischen
Stabes von symmetrischem Querschnitt befinde sich eine Aussparung von der Lange

) = 1072kg/cm? .

cf—+Lgbte a A ]
hl— -—Arz{w 4] la —HL e |
- D

Fig. 223. Fig. 224. Fig. 225.

I, und der Hohe h;. Anzugeben ist die groBte Beanspruchung,in dem betreffenden
Querschnitt 166),

Die Belastung des Trégers ergibt an dem Ende 4 der Aussparung das Bie-
gungsmoment M, und die Querkraft @ (Fig. 223). Der zwischen 4 und B liegende
Tragerteil besteht augenscheinlich aus zwei parallelen Triigern, die bei 4 und B
starr miteinander verbunden sind. Beide bewegen sich frei und haben an den
Enden parallele Tangenten. Der bei 4 die beiden Trigerschwerachsen CC” und
DD’ verbindende feste Steg CD (Fig. 224) muB also nach der Verbiegung bei 4
einen Wendepunkt haben, wo demnach keine Biegungsbeanspruchung auftreten
kann, sondern nur eine Querkraft H.

166) Pfleiderer, Z.d. V.d. I. 1910.
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Auf jeden Tragerteil wirkt also gemaB Fig. 225 bei 4 die Kraft H und die

urspriingliche Querkraft % Ist ferner J, das Trigheitsmoment jedes Halb-

trégers, F, sein Querschnitt und e, der Abstand der auBersten Faser von der
Nullschicht CC’ bzw. DD’, so betrigt das von den Sonderkriften %und H her-

rithrende Biegungsmoment in einem beliebigen Abstand x von 4 (Fig. 225)

_ @
——§-x+H~a.

Zur Bestimmung der vorlaufig unbekannten Kraft H wird die Gleichung (113)
der elastischen Linie benutzt:

ady _ o _ﬁ(Q _ )
gx.z____jl.M__Jl 5 x—H-a),

deren Integration ergibt

ﬂl_i.(%.xz_g.a.x)+c,

dz ~ J,
Den Festwert bestimmt die Bedingung 4y =0 fir x = 0 zu C = 0. Ferner ist
. dy dz
auch fir z = ll% =0, also
4 Qb
4.0

Hiermit wird Q-1
Mms,x =ji _‘4;1 .

Die groite in den duBlersten Fasern der Halbtriger auftretende Spannung ist
nach Formel (230)
H Mupux-e

o= +
TR Ja
oder mit den obigen Werten von H und M.y

SQh (1 e

41

4 F,oaJ,
Hierzu kommt die Biegungsbeanspruchung infolge des Momentes M,
1
M, - 3 h
Oy = — 7 ,

worin J das Trigheitsmoment des ganzen Querschnittes abziiglich der Lochsffnung
in bezug auf die Mittelachse ist.
Die Gesamtbeanspruchung betrigt demnach

M,-h Q-1 ( 1 el)
=57 T 4¢ \FaT7) (250)
Bei GuBeisen ist, wie die' Versuchsergebnisse'®®) lehren, als Hochstwert von

o, der fiir Zugbeanspruchung geltende (S. 241) einzusetzen.

Beispiel 141. Zu berechnen ist die wagerechte, aus zwei Flacheisen bestehende
SchlieBe eines Kranes, die bei Vollbelastung des Kranes die Spannkraft § = 9600 kg
aufnimmt und bei leerem Kran die Kraft S, = 2300 kg.

Man geht aus von dem AnschluB, der durch Niete von d = 2 cm Durchmesser
bewirkt werde; als Flacheisenbreite wihlt man b = 7 cm. Dann ergibt Formel (20)
das Verhéltnis der mittleren Zugspannung des AnschluBquerschnittes zur groBten
am Lochrand .

o 1 d  (d\? [(d\3
6 [2+2 b+(b> +<b) ] = 0:468.

Omax
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LBt man als grofte Spannung des FluBeisens in dem Fall 6uax = 2200 kg/em?®

zu, so wird 6, = 0,468 2200 — 1030 co 1000 kgfem?.
Hiermit ergibt sich die Flacheisenstirke
8§ = 38 9600 =0,96 o 1 em.

®—d)-o, 2-5-1000
Im vollen Querschnitt ist dann die Zugspannung
38 9600
_ 2~ V7 2
o= s T 685 kg/em?,
Infolge des Eigengewichtes
—b5-100. o = 786
g="b-s-100 1000 =7-.1 10 = 5,5 kg/m

hiingt die SchlieBe nach einer flachen Parabel durch (Bd. I, 8.143), fiir die in bezug
| auf einen beliebigen Punkt D (Fig. 226)

g l ]q‘] ] : g die Momentengleichung g;lt
4 y _Ir |B S"?/——*(q-x)-é,
2D C | . ]
! = woraus die Kurvengleichung folgt
Fig. 226. x2:2~§-y.

Hierin gibt der Quotient‘§ den Parameter der Parabel an, der mit dem Kriim-
mungshalbmesser im Scheitelpunkt C iibereinstimmt (Bd. III, S. 17).
Mit o = 8 und dem Abstand e = } b der duBlersten Faser von der Achse

liefert nun Formel (80) die groBte, bei ¢ auftretende Biegungsspannung

1 e b-g
Gb—&"é_2.“.s, (251)
also mit den Zahlenwerten
75,5+ 2100000
_ - Y T T 2
%= "J00-2.4800 — o kefom*.

Damit wird die Gesamtbeanspruchung in der Mitte
Omax = 03 + 0 = 769 kgfem?.
Bei leerem Kran ergibt sich entsprechend

2300 ;
=9 7.1 164 kg/em?,
7.5,5 2100000
[ et 2
% ="o0. 2. 1150 — 202 kglem?,

also
B3 0lax = 164 + 352 = 516 kg/em?.
DieseNaherungsrechnung!®),die
den Einfluf} der SchtieBenléinge nicht
enthilt, liefert bei sehr kurzen Zug-
h bindern etwas zu groBe Werte fiiro,.
Bei geneigter Zugstange (Fig.
227) gilt in bezug auf den Punkt D
der Parabel die Momentengleichung
(vgl. Beispiel 139)

7 . — hd
*S/ Fig. 227. 8y cosy =(q- 2l 5
167) Perry, Phil. Magaz. 1892; Tolle, Z d. V. d. L 1897.
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also x2=2-§.cosy.y=2.§.<%).y
Die Gleichung (251) geht hierfiir iiber in
1 b ¢ 1
e e — s — . 251
E I T (251a)

Zugstangen oder Winddruckdiagonalen in Bauten, die auf der freien Lénge
noch aufgehiingt werden, erfahren die groBte Biegungsbeanspruchung an der Auf-
héngungsstelle 18),

11. Senkrecht aufeinanderstehende Normalspannungen.

Die an einem kleinen Teilchen eines Korpers angreifende Zugspan-
nung o, ruft eine Verlangerung in Richtung der x-Achse hervor und
eine Zusammenziehung in Richtung detr dazu senkrechten y-Achse
¢8.5). Wirkt auf das Teilchen auBerdem noch eine Zugspannung o,,
so laBt diese die Querzusammenziehung nicht zur vollen Ausbildung
kommen, so daf das Gefiige des Materials eine gewisse Lockerung im
Verhiltnis zu dem Fall der einfachen Beanspruchung allein durch die
Spannung ¢, erfahrt.

Wirkt nur die Zugspannung o, so ist die zuléssige Beanspruchung
gegeben durch eine Zahl o,,, die bei isotropem Material auch fiir den
Fall der allein vorhandenen Zugspannung o, gilt. Bei geringer Quer-
spannung ist ibr Einflul zu vernachlissigen; bei gréBerer wird die
Elastizititsgrenze iiberschritten, schon ehe die in der z-Richtung wir-
kende Hauptspannung den Wert o, erreicht hat. Die wenigen dies-
beziiglichen Versuche lassen schlieBen, daB die Grenzkurve fiir die zu-
lassige Beanspruchung nach zwei aufeinander senkrechten Richtungen

bei isotropem Stoff ein Kreis ist (Fig. 228), so daB 1y
der Zusammenhang gilt169) -
Jo2 + 0?, = Ozy - (252a) 6
Bei nicht isotropem Stoff geht der Kreis der
Fig. 228 in eine Ellipse tiber, und es gilt somit Oy
2 2 x
( O ) + (—O,g’,—) =1 (2521b) O
Ozul Ozl Fig. 228.

als Grenzbedingung.

Ist die eine der beiden Spannungen, und zwar die gréBere, o, eine
Zugspannung und die andere 6, eine Druckspannung, so ruft die letz-
tere statt der Lockerung eine Zusammendriickung des Baustoffes her-
vor, so daB sogar eine etwas groflere Zugbeanspruchung o,, zugelassen
werden konnte als bei fehlendem o,. Doch ist nach den bisherigen
Versuchen der EinfluB der Druckspannung o, nur gering, so daB sie
besser auller acht bleibt.

Sind beides Druckspannungen, so ist die Festigkeit nicht gréBer als
die bei nur in einer Richtung wirkender Spannung erhaltene 170),

168) Haseler, Z.d. V. d. I. 1902. 18%) Wehage, Z.d. V.d. I. 1905.
170) Versuche von F6ppl bei Mohr, Z.d. V. d. I. 1900.
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Ist die Zugspannung o, kleiner als die Druckspannung o,, so be-
wirkt die erstere wieder eine VergroBerung der Querausdehnung infolge
der groBeren Druckspannung, also eine Materiallockerung und damit
eine Verringerung der zulissigen Druckspannung gemi den For-
meln (252).

Beispiel 142, Anzugeben ist die groBte Gesamtbeanspruchung in dem Mantel

des Dampfkessels der Beispiele 19 bzw. 125.
Es ist die mittlere Zugspannung in der Langsnaht

o4 = 797 kg/em?,
die mittlere Zugspannung in der Quernaht
o, = 500 kg/cm?,
die vom Biegen des Bleches herrithrende grofte Zugspannung in der Langsnaht
o) = 480kg/em?.
Damit wird die groBte Gesamtspannung an der StoBstelle beider Nahte ge
mafl Formel (252)
o = (797 + 480)% + 5002 ~ 1370 kg/em?.
Die Streckgrenze des Baustoffes betragt nach S.240 bei ¢ oo 190°
o5 = 0,60 - 3600 - 0,88 ~ 1900 kg/cm?.
Demnach besteht noch die Sicherheit

__og 1900
€= =10 3

erfahrungsgemif durchaus ausreichend.

12. Schubspannungen in derselben Ebene.

Die an einem Punkt eines Stabquerschnittes infolge der Einwirkung
eines Drehmomentes und einer Querkraft gleichZeitig auftretenden
Schubspannungen 7; und 7, sind nach Richtung und GréBe geometrisch
zusammenzusetzen. Die algebraische Addition ist nur am Rande des
Querschnittes zutreffend, wo beide Spannungen tangential verlaufen.

Da die gréBlere Spannung gewdhnlich die Verdrehungsspannung ist,
80 ist im allgemeinen das letztere Verfahren zur Ermittlung der gréBten
Gesamtspannung anzuwenden.

Beispiel 143. Zu berechnen ist die Stirke d und der Windungshalbmesser
einer Indikatorfeder von 2 z = 7 Windungen, die bei p = 10 at Druck f =} - 40 mm
Hub hat.

Der Indikatorkolben hat den Durchmesser D = 25,4 mm, damit wird also die
groBite auf jede Hilfte der Doppelfeder wirkende Kraft

1 =
— .7 pe.
P-—2 4D p.

Die Formel (175) liefert nun die Verdrehungsbeanspruchung
T_P-r 2.D%*p-r
= = .
g3 @
16
Hierzu tritt infolge der in jedem Querschnitt gleichen Querkraft P die groBte
Schubbeanspruchung geméaf Formel (104b)
4 P_2 Di.p

T, = —

3'F 3 a4
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Mithin betragt die groBite Gesamtbeanspruchung
_2-D2-p ( 1 r>
Tmax —-‘“*EE"’ . g + ’J .
Fiir den Federhub gilt nun mit den Formeln (184) und (115b)
. B . p.,. .k
f_.r-Tp-P rel4+pg-1 7
Hierin ist nun nach Formel (198) einzusetzen
L=2%-7r-2-{,
so daf sich ergibt
. z-r-D2. 8 r?
Man erhilt so die beiden Bestimmungsgleichungen

1 'r) 3 Tmax
— . S = TP
& (1 t343) =3
r K1‘2) o f -
£’ (1‘*‘8'6&_2“ —”.ﬁ.go.z.pz.p'

Eine erste Naherungslésung ergibt die Vernachlassigung von 1, d. h. des Ein-
flusses der Querkraft, gegeniiber den erheblich gréBeren Addenden in den links-
seitigen Klammern, wobei noch ;o1 genommen wird. Wird dann die erstere
Gleichung (253) in die dritte Potenz erhoben, so ergibt die Division beider mit
74 = 0,8 - 8000 kg/em? fiir gehirteten Spezial-TiegelguBstahl

& f-D*-p*  4-254%-10%-2150 000
S aBztl, 6-7-256-35(0,8-8000)°

also d o 0,24 cm.

Mit der errechneten Drahtstirke ergibt die erstere Bedingungsgleichung (253)
den Windungshalbmesser

d® vmax 0,247 0,8 - 8000

(253)

er-Dz-p_ 2 2,542710 = 0,715 ¢cm.
Bei der Gesamthohe der Feder A = 3,0 cm ist
s h 3 0,60

2r ~ z-2r  3,5-143
und damit nach der Zusammenstellung in Beispiel 114 £, = 1,018. Wihlt man
endgiiltig die obige Drahtstirke d = 0,24 cm, so wird die zweite Bedingungs-
gleichung
T (1+ 8 'r")— 4 - 2150 000
0,242 0,242 ¥/ 6-x-2,56-1,018-3,5- 254210
erfiillt durch r « 0,68 cm.
Damit ergibt die erstere Gleichung (253) die gréfite Schubbeanspruchung

— 7760
cm

(1 +3.g’gz>‘2.2,542.10
Tmax = ’0,242 73 = 7090 kg/cmz.

Die Beanspruchung ist, um vorteilhafte Abmessungen zu erhalten, so hoch
genommen, daf bleibende Forméanderungen nicht zu vermeiden sind, weswegen
die hiufige Nachpriifung von Indikatorfedern unerléBlich ist. Sie entspricht etwa
dem bei weichen Materialien zulissigen Anteil der hochsten Biegungsbeanspruchung.



202 Die zusammengesetzte Beanspruchung.

13. Normal- und Schubspannungen.

Auf ein kleines rechtwinkliges Teilchen eines Korpers von der
Hohe d z senkrecht zur Zeichenebene, der Linge dx und der Breite dy
(Fig. 229) wirken in der Fliche dz - dz die Nor-
malspannungen o,, in der Fliche dy - dz die Nor-
malspannungen ¢;. In der Diagonalfliche F er-
geben sich zwei Seitenspannungen ¢, und ¢,, und
zwar gilt

_dz-dy.o  dz-dy-o

% = F T dz-dy

cosy

= 0y COS Y

und entsprechend
x Oy = 0y Siny,
Beide liefern zusammen die Spannung

o'=Yo& 4 62 = Yo} - sin®y + &} - cos?y,

NN

Fig. 229.
deren Neigung gegen die xz-Achse sich bestimmt aus

Oy _ 9
=2 =2 tgy,
tgd ==, tey
Sie steht also im allgemeinen nicht senkrecht zur Fliche F.
Zerlegt man die beiden Seitenspannungen o, und ¢, parallel und
senkrecht zur Fliche F, so erhilt man die Normalspannung
6 = 0, CO8Y + 0y 8iny = o - cos?y 4 o, - sin?y (254)
und die Schubspannung
T =0, -8iny — 0, CO8y = (0, — 0p) - siny-cosy. (255)
Eine einfache zeichnerische Darstellung
c dieser Zusammenhinge zeigt die Fig. 230:
Man tragt o; und o, auf den beiden senkrecht
zueinander stehenden Bezugsachsen von ihrem
Schnittpunkt O aus ab wund schligt damit
Hf——- Kreisbogen, die ein unter dem Winkel y von
O aus gezogener Strahl in € und D schneidet.
Zieht man durch diese Schnittpunkte die Pa-

1%
<)
N

|
|
|
1
!
0o s G 4 in einem Punkt E, und es ist

5\ rallelen zu den Achsen, so schneiden sie sich
0G = o, - cos =0,, OH =g, -siny =0
Fig. 230. 1Ry =0 2t BT =0

also OFE =o',

Andert man y, so bewegt sich der Endpunkt ¥ von ¢ auf einem
Ellipsenbogen, der Spannungsellipse. Fiallt man noch das Lot von E
auf OC, so ergibt sich leicht

EF =1 und OF =o0.
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Den GroBtwert von o erhilt man demgemifB fir y = 0:

Omax = 0y,
den Kleinstwert fiir y = % :
Omin = Oy -
In beiden Fillen ist
EF =1 =0,

Der GroBtwert von 7 besteht bei DF = OF, also y = Z—:
Tmax = 3 * (04 — 0y) .
Gleichzeitig hiermit tritt die Normalspannung auf
6=1%:(0; + 0y).

Die beiden Grenzwerte der Normalspannung heiflen die Haupt-
spannungen.

Umgekehrt kann man, wenn in einem Querschnitt F die dazu senk-
rechte Spannung o,, ferner eine zweite zu ihr senkrechte Normal-
spannung o, und schlieBlich die in den Querschnitt fallende Schub-
spannung 7 gegeben wird, hieraus die beiden aufeinander senkrechten
Hauptspannungen o, und o, nach GréBe und Richtung bestimmen, fiir
die dann die Darlegungen des Abschnittes 11 zutreffen. In dem Fall
ist in Gleichung (254) 6 = 0, zu setzen und ebenso ¢ = o, gemil

Fig. 229, wenn jetzt statt y der Winkel x_ eschrieben wird. Man
g ] 4 g V8

erhilt so fiir die drei Unbekannten o,, gy, y drei Gleichungen, deren
beide ersten lauten

0y = 01 + (0 — 0y) - sin?y,
0y = 6; + (0 — 0y) « cos?y.

Bringt man o, auf die linken Seiten und multipliziert dann beide
Gleichungen miteinander, so folgt

(05 — 0y) + (6, — 6;) = (03 — 0;)% - sin®y - cos?y,

oder durch Ausmultiplizieren der linken Seite und Einsetzen von Glei-
chung (255) fiir die rechte:

0f — 61+ (0p + 0y) + 05- 0, — 72 = 0.
Hieraus folgt
oy =+}- 0+ o) Vi @2+ 2000y +0)—0p- 0y + 72

oder

O =1%- [oa: + oy + ]/(O'a: — 0,2+ (2- 7)2] (256a)

bzw. die zweite Hauptspannung

gy =% [6,c + 0y — }/(6z — 0?2+ (2-7)? ] (256Db)
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Den Winkel y, unter dem die Richtung von o, gegen die Normale
zur Flache F’ geneigt ist, erhdlt man durch Division der beiden Aus-

gangsgleichungen aus

tgy = |/ 2 =%, (257)
0, — 0y
Ist nun die eine Normalspannung o senkrecht zum Querschnitt F’
und die Schubspannung 7 in der Querschnittsfliche vorhanden, so ver-
einfachen sich die vorstehenden Formeln in872)

1 -
z_} =5 loxyF @ ) (258)
und
tgy = ]/1 — BG— (259)
1

was natiirlich auch unmittelbar aus den Formeln (254) und (255) her-
geleitet werden kann.

Im allgemeinen sind nicht die Spannungen fir die Bemessung von
Maschinenteilen maBgebend, sondern die Forménderungen. Die Deh-
nung in Richtung der groferen Hauptspannung o, ist nun nach Ab-
schnitt 1

& =&+ (0 —v-0,).
Setzt man hierin die aus Gleichung (258) folgenden Werte der Haupt-
spannungen ein, so ergibt sich 203)

it LRt RE A (OB R

Die der groBten an der Fliche F auftretenden Dehnung &, ent-
sprechende Spannung o; heilt die ideelle Spannung; sie ist kleiner
als die groBte Hauptspannung o;.

Die vorstehende Formel mufl fir ¢ = 0 den dem jeweiligen Be-
lastungsfall von 7 entsprechenden Wert von o; ergeben, wihrend tat-
sichlich herauskommt

o= (14+7v)-1.

Zur Beseitigung dieser Unstimmigkeit ist zu setzen!??)
=t =)o i(L+9)- Vo + @-LoafF  (260)
mit

1 1 Ozul
P p .. Ozu
> L4 oMy (261)

Ist die die Normalspannung o erzeugende Belastung ruhend und
die die Schubspannung 7 erzeugende schwellend, so mufl der Schub-
spannung ein entsprechend groferer EinfluB gegeben werden, wenn
mit der fir ruhende Belastung geltenden Zahl von ¢ gerechnet wird.

171) Bach, Elastizitit und Festigkeit, I. Aufl.,, 1889/90.
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Dies geschieht, indem man in die Formel (261) fiir o5, den fir die
ruhende Belastung geltenden Wert einsetzt und fir 7,y den fiir die
schwellende Belastung geltenden. Die Vorschrift ist sinngemif auch
auf andere Beanspruchungsfille anzuwenden.

Fiir FluBeisen und Stahl mit » = 0,28 lauten die Formeln (260)
bzw. (261)

_ 2
6;=0- [0,36 10,64 - ]/1 + (2- c- ;1,‘) } (260a)
bzw.
[= 2l (261a)
N 1,28‘ Tzul '

Fiir andere Stoffe ist auf die Zahlenangaben S. 5 zuriickzugreifen!??).

Sind zwel aufeinander senkrechte Normalspannungen o, und o,
vorhanden, so gilt die Formel (260) mit ¢ = 0, 4 6, im ersten Glied
und mit ¢ = 6, — o, unter der Wurzel, wie aus den Formeln (256)
hervorgeht.

Betriigt v weniger als 12 v.H. von ¢, so kann es einfach vernach-
lagsigt werden172¢); ebenso o, wenn es weniger als 20 v.H. von 7 be-
tragt.

Mit Hilfe der Naberungsformel (19) in Bd. I 1laft sich die For-
mel (260a) fiir manche Anwendungen bequemer schreiben:

fﬁrgg—i;j—-> 1:6,=060-0+123-7-7,

5.t (260b)

fiir <1:6;,=0975-0+047-(-7.

Bei kreisformigem Querschnitt kann die Formel (260a) noch eine
Abinderung erfahren, wenn die Normalspannung von einem Biegungs-
moment M, und die Schubspannung von einem Drehmoment M, her-
vorgerufen wird. Es bestehen ja dann die Zusammenhinge

_ T .p. T p.
Mb == 32 d Ty und Md 16 d T4
und man kann somit schreiben:
/ M \2
M;= M, - 0,36—{—0,64-]/1 —f—(é‘-f) . (260¢)
b

Mit diesem ideellen Biegungsmoment rechnet man nach der
Formel (82) M; = W - g, weiter.

172) Gegen diese Formel sind haufig theoretische Bedenken geduBert worden,
z. B. von Mohr, Z.d. V.d. 1. 1900, Wehage, ebenda 1905, Roth, Die Festig-
keitstheorien und die von ihnen abhingigen Formeln des Maschinenbaues, 1902.
Guest, Phil. Mag. 1900, und Hancock, D. p. J. 1906/07, haben aus Versuchen
andere, im Aufbau ahnliche Formeln entwickelt. Bonte, Z.d.V.d. L 1920,
weist nach, dal die obige Formel am besten mit seinen Versuchen iibereinstim-
mende Ergebnisse liefert.
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Beispiel 144, Zu berechnen ist die ideelle Beanspruchung, die eine unter
der Zugkraft P angezogene Schraube am Rande des Kernquerschnittes erfihrt.
Nach Bd. II, S. 201, ist das verdrehende Moment infolge der Gewindereibung
M;=0,1-P-dcmkg.
Die dadurch am Rande des Kernes hervorgerufene Verdrehungsspannung ergibt
Formel (175) mit d; = 0,85 - d bei Schrauben von 1" bis 21" aus

T
= .d)3.
M, =5+ (0,85 d) - v
Setzt man noch gemif Formel (1) ein
P:%-(O,85-d)2-o,
80 ergibt sich der Zusammenhang
T .o d = . . d)3-
01-7-(085-d).0-d =z (085-d)r,
also 01-4
T -4
T 085 0,471.

Die Verdrehungsbeanspruchung v ist stets als ruhend zu rechnen, wihrend ¢
ruhend, bisweilen auch schwellend, oft in der Mitte zwischen ruhend und schwel-
lend anzusetzen ist. Mit den Formeln (260b) ergibt sich dann die folgende,Zu-
sammenstellung fiir die in der Aufstellung S. 240 aufgefiihrten drei FluBeisensorten.

FluBeisen || Zugbelastung l Z ‘ ot o 6 0;
I | ruhend | 151 | 147 0,679

- schwellend | 1,00 1,24 0,807
I ruhend ¢ 1,26 . 1,35 0,740
schwellend . 0,84 | 1,118 0,850

II | ruhend = 1,08 | 1,27 0,786

| schwellend = 0,72 | L13 0,884

Beispiel 145. Zu berechnen sind die drei Schrauben fiir eine Sellerskupplung
(Bd. IL, S.59), die jede mit P = 2185 kg belastet werden sollen1?).

Die Belastung ist ruhend. Fiir das FluBeisen IT ist nach den Angaben S. 18
bzw. des Beispiels 144 die zulissige Beanspruchung

6, = 0,74 - 1,32 - 1050 oo 1025 kg/cm?,
Damit ergibt Formel (1) den Kerndurchmesser
/AP _ /4 2185
& = Vn-of w1025 — b6Sems
also, da bei Schrauben von " und %" d; ~ 0,833 - d ist,
1,65
0,833

Der Bolzenschaft von quadratischem Querschnitt erfihrt bei dy, = 2,0 cm
Stirke die Zugbeanspruchung

d= = 1,98 cm oo §7.

C P 2185 ,
0, = T 200 546 kg/cm?,
und nach Formel (182) die Verdrehungsbeanspruchung (Bd. IT, S. 201)
01-P-d  01-2185-191 ,
= (1 0,288 ) = g 0208 200 kefem®.
°"\3 7T 1,3 +1

173) Einen auf die Kraftwirkung einstellbaren Schraubenschliissel beschreibt
Steinitz, Der Betrieb 1921.
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Die mafigebende ideelle Beanspruchung ist somit nach Formel (260a) mit Be-
nutzung der Zusammenstellung in Beispiel 144

2
0; =546 . {0,36 + 0,64 - Vl + (2 -1,26 - %) } = 729 kg/em?2.
Beispiel 146. Anzugeben ist die Stiarke der beiden fluBeisernen Schrauben
eines Pennschen Schubstangenkopfes nach Fig. 231 fiir eine Einzylinder-Dampf-
maschine von D = 42 cm Zylinderbohrung und p = 9,4 at héchstem Treibdruck.
Die grofite Schubstangenkraft ist nach Bd. I, S. 35,

P=1,02. % . D*-0,97 - pm%- 422.9,4 = 13000 kg.
Hierin bewirkt der Faktor 0,97 den Flichen- -’
abzug fiir die Kolbenstange, der chne Fehler _ ([ 1]
gegen den Faktor 1,02 gestrichen werden kann. {
Die Schrauben werden gewohnlich so hoch !
vorgespannt, dall die Anlagefliche des Kopf- |
biigels von F = 150 cm? im Fall der grofiten R T
Entlastung noch immer mit geringem Druck, |
etwa py oo 10 kgfem?, anliegt. Damit ergibt
sich die Zusatzkraft *&"“" Tt—Tit—

Pj=1F-p,=150-10 = 1500 kg,
also die gesamte Vorspannnkraft Fig. 231.
Py= P + P} = 14500 kg.
Die Belastung schwankt demnach regelmaBig zwischen P, und

P, 4 P =27500kg. Die zulissige Beanspruchung des besten FluBeisens “ist
nach Formel (11) und den Angaben 8. 18

|
o

S2 (1 L) s ,
o= 1+ 3 278 1,32 - 1350 = 1500 kg/cm?,
und entsprechend wird
L _1850-088
* T 128700 T O

Mit ¢ = 0,471 - 6 nach Beispiel 144 betrigt somit die Zugbeanspruchung,
mit der zu rechnen ist, aus Formel (260b)

_ 1500
*70,60 + 1,23 - 1,27 - 0,471
Mit d, = 0,850 d erhilt man die Gewindestirke

P, + P 27500 - 4
d — 0 — / = 4,65 cm

. . 20 ? ’
I/g.%.o,%z"’z ]/ 2 a . 0,857 - 1120

dem entspricht d = 2".

Der Schraubenschaft erbilt hiernach den Durchmesser 5,1 cm und, um die
Dehnung moglichst gleichméBig iiber die Schaftlinge zu verteilen, lingere Ein-
drehungen von 4,7 cm Durchmesser (Fig. 231).

Das zum Anspannen einer Schraube erforderliche Drehmoment ist nach Bd. 1T,
S. 202,

[

= 1120 kg/cm?2.

M=4-02-P-d=2%-02-14500- 51 = 7400 cmkg .

Beispiel 147. Das Gestell eines stehenden Dieselmotors von D = 475 mm
Zylinderbohrung ist mit ¢ = 2+ 5 Schrauben mit dem Grundrahmen verbunden
(Fig. 14). Zu berechnen ist die erforderliche Stirke der Schrauben.

Bei dem gréBten Betriebsdruck p = 35 at betrigt die vom Gasdruck auf das
Gestell nach oben ausgeiibte Kraft

P:%-D2-p=%-47,52-35:62000kg.
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Zylinder und Gestell wiegen zusammen etwa
G = 8500 kg .
Die Mittellinie des GestellfuBles ist gegen die Wagerechte um y = 71° geneigt
(Beispiel 99).
Am FuB} des Gestelles zerlegt sich nun die lotrecht nach oben wirkende Kraft

1 -
Py =5+ (P — @) gemal Fig. 14a. Die wagerechte Seitenkraft P, = ;Eq

-~ . y
muf} durch die Reibung zwischen Fufl und Grundplatte aufgehoben werden. Bei

u = 0,16 ist die dazu notige, auf ; =5 Schrauben entfallende Kraft

P, (62 —8,5)-1000
= = 25004006 ~ >00ke.
Die auf eine Schraube kommende grofite Betriebszugkraft betrigt
PG (@800

Die Vorspannung, mit der sie angezogen werden muB, damit die Kraft N mit
& = 1,1facher Sicherheit vorhanden bleibt, ist

2N-@+P—-G (2-57,5-1,1+ 62 — 8,5)-1000
Py = @ - 10
Damit ergibt sich die Hochstbelastung, die vorkommt,

Pmax= P0+—P;-,L——G =22250kg.

= 16900 kg.

Die zuldssige Beanspruchung besten Flufleisens im Kern ist geméa Formel (11)
und den Angaben S.18 und 8. 240

2 ( 1 16900) . _ 2
0= " 1+ 5" 59950 1,32 - 1350 = 1640 kg/cm?2.
Es ist ferner ) 0,92 - 1350

=1,28%700 — V3%

Damit liefert Formel (260b) die Zugbeanspruchung, mit der zu rechnen ist, wie
in Beispiel 146 1640

%~ 70,60 + 1,23 - 1,385 - 0,471
Mit dem Verhaltnis % = 0,875 fiir Schrauben von 2} -- 3} Stérke erhilt

= 1170 kg/cm?.

. d
man so den erforderlichen AuBendurchmesser des Gewindes
P max 22 250 M 4
d= — =) ——— = 5,62cm.
V% 0,875 -0, x+0,875 - 1170

Dem entspricht am besten d=21" =572 cm.

Zum Vorspannen ist aufzuwenden das Drehmoment
M;=02-P,-d=0,2-16900- 5,72 = 19300 cmkg.
Beispiel 148, Zu berechnen sind die Deckel-
schrauben fiir den Zylinder einer Dampfmaschine, die

mit p = 8,5 at Hochstiiberdruck arbeitet, wenn ge-
geben ist (Fig. 232)

D=420cm, D, =425cm, b=22cm

und geschitzt wird der Lochkreisdurchmesser

D’ = 50,0 cm.
Damit die Dichtung einigermafien gleichmaBig
und iiberall mit geniigender Kraft zusammengedriickt
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wird, wihlt man den auf dem Lochkreisdurchmesser gemessenen Abstand der

Schraubenmitten bis p= 15at zu @ = 15 cm,

» P = 25 » a=12 )
» P = 50 TR a =10 ”
2 PZlOO” » @ = 8 ”
jedoch mit Riicksicht auf moglichst gleichméaBiges Anziehen derart, dal sich stets
eine gerade Anzahl ergibt. Hiernach wird die erforderliche Anzahl
PR D w-50
T a 15
Damit nun die Dichtung nicht undicht wird, ist sie mindestens mit einigen
Atmosphéren iiber den hochsten Betriebsdruck anzupressen; im allgemeinen wird

der kleinste Dichtungsdruck zu p; = (1,2 = 1,5) - p genommen, der letztere Wert
bei kleinen Betriebsdriicken. Es ist also die Betriebsbelastung

P = % D3-p,
und die kleinste Kraft des Dichtungsdruckes
b
P1=.7I‘D1‘b'(1+-31) *Pis

die noch bestehen mufl, wenn die Schrauben vom Dampfdruck p gestreckt wer-
den. Es ist somit jede vorzuspannen mit der Kraft

=10.

_PEB_wDip [y ym by b))
Po="—="4.q ° H“"}? D,’ 1+D1
_ m-42,5*-85 [ 4-1,3-22 ( 2,2”_ .
710 <1 125 . 1_;-‘1--2’—5 = 1200 - 1,283 kg,
withrend ihre Héchstbelastung betragt

Pa= P E T

= 1200 - 2,283 kg.
Mithin wird die gréBte zuldssige Beanspruchung wie in Beispiel 147

2 ( 1 1,283) taxn .
o=z 14+ 2 2983 1,32 - 1350 = 1520 kg/em?.

Ferner ist _0,854-1350 1.99
T 1,28-700 T
Damit ergibt Formel (260b) die Zugbeanspruchung, mit der zu rechnen ist,
1520 1520

Oy

= = = 2
= 0,60 + 1,23 - 1,20 0,471 — L,347 — 130 kefom®.
Mit d, = 0,850 - d erhilt man so den AuBendurchmesser des Gewindes

Prax ] 1200 - 2,283 - 4

P /A T
Tog T 0,85% - 11,30

= 2,23 cm.

Dem entspricht d = .
Das zum richtigen Anziehen unter Druck erforderliche Drehmoment ist
M =02 Pyax - d = 0,2 - 1200 - 2,283 - 2,22 = 1220 cmkg.
Beispiel 149. Anzugeben ist die ideelle Spannung in dem Querschnitt ABCD
der -Stirnkurbel von Fig. 171.

Zu der in Beispiel 106 berechneten Verdrehungs- und Schubbeanspruchung
tritt noch die Biegungsbeanpruchung durch das Biegungsmoment

M,=P.r=M,. =174000-7~5'2~=484000cmkg.

r
1-(I+0) 2. 27
Stephan, Technische Mechanik. IV. 14
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Es wird also fiir den rechteckigen Querschnitt
M, 484000 -6

- ‘9 _ 2
% =J7 = 0. 39.4° 276 kg/em?,
Damit betrigt die ideelle Spannung gemiB Formel (260a) mit
1350
¢ =128.700 = !
nach Beispiel 106
2-1,51.130

276

Die hier berechnete Gesamtspannung ist gréfer als die fiir die Totlage im
Beispiel 106 bestimmte. Zulissig ist bei einer Belastung, die der schwellenden
niherkommt als der wechselnden, fiir FluBeisen II der Zusammenstellung S. 240

6; = % - 1050 =500 kg/cm?2.
Um moglichst kleine Verbiegungen und Verdrehungen zu erhalten, bleibt man
gewohnlich darunter und geht im allgemeinen -nicht wesentlich iiber 400 kg/cm?
hinaus.
Beispiel 150. Zu berechnen ist die Stirke der Hauptwelle einer liegenden

Einzylinder-Dampfmaschine von D = 42cm Zylinderbohrung, iiber die Bei-
spiel 106 weitere Angaben macht.

o, = 276 - [0,36 +0,64 - 1/1 + ( )2 ] = 407 kgfem?.

_E ¢ R @ i b .
1
p AN [
A i; ——d,—-—"‘ a. —_———
i T
) NN\ ]
4 —t g /]
Fig. 233.

Zuerst wird der Durchmesser d; im Hauptlager ermittelt. Auf ihn wirkt nach
Fig. 17 und Beispiel 149 das Drehmoment

M; = P - r = 484000 cmkg,

und nach Fig. 233 das Biegungsmoment der Kraft P am Abstand von der Zy-
linderachse bis zur Kurbellagermitte, der bei derartigen Einzylindermaschinen
iiberschligig zu D angesetzt werden kann:

M, = P.D — 484000 - —2

37,6

Das ideelle Biegungsmoment ergibt Formel (260c), wenn gesetzt wird fiir
FluBstahl von K, oo 5000 kg/cm? ZerreiBfestigkeit bei schwellender Belastung
durch das Drehmoment und einer etwa in der Mitte zwischen schwellender und
wechselnder Belastung liegenden durch das Biegungsmoment

. }3-1650
C=128.3.80 ¥

cmkg.

Es wird dann
M,~=484000-§%2—5~- [0,36—[-0,64- 1 (
Damit erhilt man die Wellenstirke

p __3/32-M,.__3’32-686000
’_—l oy 7w - 820

1,13 - 37,5

2
T} ) J = 686 000 cmkg.

= 20,4 ~ 21 em.
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Nach Beispiel 29 geniigt die Liange I, = 30 cm. Danach bleibt fiir die Nabe
der Kurbel die Lange
l A 17 30

Thre Bohrung wird zu d, = 20 cm angenommen.
Als Abstinde des Seilscheibenschwungrades von G = 4750 kg Gewicht, auf
das in wagerechter Richtung der Seilzug § = 2400 kg kommt, kann man wihlen

a=275-D=115cm, b=17-D="75cm.
Beide Schwungradkrifte ergeben die Mittelkraft
R =)/G> + 8% = /4750% 4 24002 v 5300 kg.
Das Biegungsmoment in der Mitte der Radnabe ist dann
a-b 8300-115.75
Mo=B- 3= 190
Das grofite Verdrehungsmoment ist ja
= P - r = 484000 cmkg.
Bei der Festsetzung des Verbesserungsfaktors { ist zu beachten, daB die

= 240000 cmkg.

1
beiden Tangentialkeilnuten von der Tlefe d3 den die Verdrehung iibertragenden

Durchmesser auf etwa das 0,85fache heruntersetzen, wihrend sie bei der Ver-
biegung den tragenden Durchmesser hochstens auf das 0,97fache schwiichen.
Fiir wechselnde Belastung bei der Biegung und schwellende bei der Verdrehung
erhilt man hiernach

11650 (0,97)4_
1,28 -2-850 \0,85/ L13.
Damit wird das ideelle Biegungsmoment

=

I
M; = 240 000 - [0,36 + 0,64 -Vl + (%) ] = 468 500 cmkg ,

‘also der erforderliche Wellendurchmesser

1 /32468500

=591V x.ss0  —2bEem
was zur Verringerung der Durchbiegung vorteilhaft auf 23 cm erhéht wird.
Die Abmessungen des AuBenlagers und der Strecke b der Fig. 233 sind nur

nach dem Gesichtspunkt zu wahlen, daBl die Verbiegung der Welle gering bleibt.
Man kann etwa ansetzen

dy, =0,85-d, > 18 cm,

l,=1,5dyco27 cm.

I11. Die Knickbeanspruchung.

14. Der prismatische Stab mit reiner Knickbelastung.

Reine Knickbeanspruchung tritt auf, wenn die Vorbedingungen fiir
reine Druckbeanspruchung (S. 22) an einem nicht ganz geraden Stab
erfiillt sind, dessen Querabmessungen mindestens nach einer Richtung
im Verhiltnis zur Linge klein sind.

Ein einfacher Versuch an einem derartigen Stab lehrt, daB er sich
infolge kleiner Abweichungen der geometrischen Stabachse von der
Wirkungslinie der Krifte, die kaum zu vermeiden sind und sich ge-
gebenenfalls durch die geringsten UnregelmafBigkeiten in der elastischen

14*
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Nachgiebigkeit der Teile irgendeines Querschnittes von selbst einstellen,
nach einer Seite ausbiegt, wie Fig. 234 darstellt. Werden die im iibrigen
frei beweglichen Endpunkte A und B des Stabes gezwungen, auf der
Wirkungslinie der beiden Druckkréfte P zu bleiben, und wird vor-
lsufig die groBte Ausbiegung f so klein angenommen, da8 sich die wirk-
liche Stabliinge L von der Sehne ! der Biegungslinie nur unwesentlich
unterscheidet, so gilt fiir den Stab von iiberall gleichen und gleich-
gelegenen Querschnitten die Biegungsformel (113b) in der
y Form a2y . .

- A =" 7 M, = 7 P.y. (262)

Die Ausbiegung stellt sich erfahrungsgemifl stets so ein,

Yl ddx  daB J das kleinste Trigheitsmoment des Stabquerschnittes

T 18 in bezug auf eine Schwerachse ist.
L Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (262)
f

¢ Jautet nach Bd. ITL . 29,

. o
L 3l y:Cl'sm(x-l/—j-P—l—Cz).
Da nach Fig. 234 fiir x = 0 auch y = 0 ist, so folgt sogleich
| 1 C,=0. Fir z =} erhalt y den Héchstwert f, somit wird
B*P i

TR
Fig. 234. sinjg )/ 5P
Differentiiert man die so vereinfachte Gleichung, so ergibt sich

Z—Z =01-V§-;-cos<x‘-1 g-P)-

Man entnimmt der Fig. 234, daB fiir x = 11 die Neigung der Stabachse

d
gegen die Sehne % = 0 sein mufBl. Hieraus folgt, da
&_ﬁ
Y
N
sm(E . ‘/ 7" P)
cos l V’oc +Pl=20
2 J e

C A 112 n L@ .
Sie wird erfiillt fiir 5 ]/—j— P__E, wobei s1n—2—_1 ist.

=0

ist, die Bedingung

Quadriert man jetzt diese Bedingungsgleichung, so wird die Kraft)
P — n*-J 9,867-J
E= 12 &2

(263)
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und damit die Gleichung der elastischen Linie
y=f-sin (%n) (264)

Die Form des gebogenen Stabes ist die Sinuslinie mit im Verhaltnis
f : 1 verkiirzten Ordinaten.

Die so berechnete Kraft Px héingt nur ab von den Abmessungen !/ und
J und von dem durch den Wert & gekennzeichneten Material des Stabes.
Sie ist demnach nicht irgendeine beliebig angebrachte Kraft, sondern
diejenige, bei der eben noch die inneren Biegungsspannungen mit dem
groBten Biegungsmoment im Gleichgewicht sind : Es ist die groBte Kraft,
die der Stab bei der gegebenen Anordnung iiberhaupt zu tragen vermag.

Die vorstehende Ableitung setzt eine verhalt- dae 0

nisméfBig kleine Ausbiegung f voraus, da die Aus-
gangsformel (113b) dadurch entstanden ist, daB fir y
den Kriimmungshalbmesser o der elastischen Linie
2
der Wert 1: g—x‘g eingesetzt wurde. Denn wird in ; ¢
Formel (80) o, ==W—b geschrieben, so ergibt der y
Vergleich mit Formel (113b), wie angegeben, Yy
1_dy N
o dx?’ x ', e
Tatsichlich entnimmt man der Fig. 235 dzx
db=p-de. Nun ist ebenfalls nach Fig. 235 Fig. 235.
e ‘dy\®
ab=V(dzpE + (dyE =dz- |1+ (%) (265)
und o ay
EY =gz Y
also

@ = arctg Z—Z- = arctg y'.
Entsprechend kann man schreiben
tg(p +do) =y +ay.
Durch Subtraktion erhilt man hiermit
ay’ =tg(p + do) — tgo.
GemifB Bd. IT, S. 36, kann man nun entwickeln
tge +tgdy . _te+de —tge+igip-dy

dy =

1—-tgy-tgde l—tgyp-do
_ay-(1+1tgy)
1—-0 :
Hiermit wird dy
do— ay _ ay _ daz
Thtg'e 149"y (do)™
\d z/
also dy dty
1 _dg dz 1 da?
=2 = dr 7= —. (266)

(@] (@)
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Die mit diesem genauen Wert durchgefiihrte Berechnung!?) ergibt

a2 J f1)2]
Py = %I [1 + 1,25 (L . (267)

Es ist nun
bei h 1 1 1 1 1

L~ 40 20 10 5 2,5
1+ 1,25 (—%)22 1,00078 1,0031 1,0125 1,0410 1,200 .

Die Erhohung der Knickkraft ist demnach selbst bei ziemlich grofem

% ganz unbedeutend, da der letzte Wert der Zusammenstellung fiir die

Anwendung nicht mehr in Frage kommt, und die Formel (263) gilt fiir

alle Falle der technischen Praxis, wo é
Genauigkeit. L
g

Auch die elastische Zusammendriickung des Stabes und die Quer-
ausdehnung der Querschnitte ist von verschwindend geringem Ein-
fluB, so daB sie stets auller acht gelassen werden kdnnen1?). Dasselbe
gilt fiir die kleine Querkraft, die sich erst bei groBerer Ausbiegung
einstellt 17¢).

Die geringe Senkung 4 bei der Ausbiegung f erhdlt man leicht
durch Differentiation der Gleichung (264):

a1 (i)
%_fwlﬂcos 1

und Einsetzen dieses Wertes in die Formel (265). Es ist dann die
Wurzel bei dem kleinen Betrag des zweiten Gliedes reichlich genau

db:dw-[l +%-(f—?-cos<?-n)>2J.

Bei Integration iiber die ganze Liénge ! wird somit

st 7 o)
-fz-%-fcos(%- )-dsin(?-n)

stets sehr klein ist, mit grofler

174) Lagrange, Miscellanea Taurinensia, 1770/73; Grashof, Theorie der
Elastizitit u. Festigkeit, II. Aufl., 1878.
175) Engesser, Z.d. B. 1902. 176) Lorenz, Z.d. V.d. 1. 1908.
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also die Senkung!762) 1 2\ .
Threr Wichtigkeit halber werde noch eine zweite Herleitung der
Formel (263) gegeben!?), die sich dem Verlauf des Vorganges an-
schlieBt. Der Augenschein bei einem Knickversuch mit einem Holz-
stab (ReiBschiene) oder Draht lehrt, daB die Stabenden 4 und B der
Fig. 234 gerade bleiben und die Mitte bei C' die gréfite Kriimmung
erfahrt. Man kann so von vornherein annehmen, daf die Biegungs-

linie die Sinuslinie ist, deren Ordinaten im Verhiltnis ];— verkleinert

sind, wie die Formel (264) angibt. Auch wenn n#herungsweise eine
andere Form gewihlt wird, etwa die Parabel!™), so weicht das Er-
gebnis nur wenig von dem genauen der Formel (263) ab1%).

Betrachtet man jetzt den Stab bei C als lotrecht eingespannt und
bezeichnet die Lange CB als [ (Fig. 236), so tritt — bei wagerechter
Lage durch das Eigengewicht, bei lotrechter durch zum Teil zufallige
Verlagerungen — eine Ausbiegung des Endes B gegeniiber ¢ um den
Betrag f, ein. Das Biegungsmoment der Kraft P an einer beliebigen
Stelle im Abstande x von B ist dann M, = P-y. Die Momenten-
flache ist die in Fig. 236 schraffierte, die nach der Mohrschen Formel
(112a) die Ausbiegung

!
o
f1=.—]—'6/Mx-x'dw
liefert.
Da nach der gemachten, durch Formel (264) beglaubigten Annahme
y = fo-siny
ist, so wird .
! 2
& . o 1\2 [,
jl=_—7-P-fo-(s/smy-x-dx:j-P-fo-(%—n) -0f51ny~y-dy,

da zwischen den Winkeln und den Léngen der Zusammenhang besteht

z_1
y @’
2
Schreibt man hierin nach Bd. III, Formel (197),
N A ¥
=T 1e3T 15 s

16a) Kayser, Forschungsheft 207 des V.d. J. 1918.
177y Schiile, Z. d. V. d. I. 1899.
1%8) Elwitz, Die Lehre von der Knickfestigkeit, Bd. I (1920).
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so ergibt sich

- 'y 6 }
/1=%'P'f°'<ni)'(5>'[':l¥_1 . 3T 1-2-<39j;1-5-7”"'

2
oder nach Ausrechnung des Klammerwertes zu

3
0,25801 == <g>
7

4 «
f1='n“:fPl fo-

Die so entstandene neue Biegungslinie stellt die Fig. 237 dar. Da-
nach hat sich die Momentenfliche gegeniiber der Fig. 236 um die schraf-
fierte Fliche vergroBert, deren statisches Moment in bezug auf den
Punkt B sich ergibt als

4
5" I [(fl + fo) - fo] .
Es folgt damit eine weitere VergréBerung der Durchbiegung um
5% 422 o 4
e Pkl =—.p.= ..
} A LP - i A E : f 2 J 712 fl
} Jx { oder mit dem vorstehenden Wert von f,
] |
| 4 «
I/ = .
Al h= (-5 pon) g,
I ,' . die ihrerseits ebenso eine VergréBerung um
; 4 o
'/,7011/ 7. /,gl;::/{;q 7 f3 = (ﬁ —f P- l2> * fo
Fig. 236. Fig. 237.

nach sich zieht, usw.
Setzt man abkiirzungsweise den in der Klammer stehenden Aus-
druck gleich %k, so betrigt die Gesamtausbiegung

f=f- Q+Ek+B+EB+ ..). (268a)

Die hierin stehende geometrische Reihe kann nur dann einen endlichen

Wert von f liefern, wenn k& <C 1 ist; anderenfalls wichst die Ausbiegung

immer mehr, so klein auch die urspriingliche f, war und so fest auch
das Material des Stabes ist1??),

Aus k =1 erhalt man so die Knickkraft
_ar J 2467.-J
BT 4 a2 a2

(269)

179) Beglaubigt durch Versuche von Bauschinger, Z.d.B.1886, K4rman,
Forschungsheft des V. d. J. 1910.
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Sie entspricht der Formel (263), wenn man beachtet, daf hier beim
einseitig eingespannten Stab die Lange 21 der Lange I in Formel (263)
gleich ist.

Ist der Stab von der Linge I an beiden Enden eingespannt, so er-
gibt die in Fig. 238 angedeutete Zerlegung vier Stibe von je 11 Lénge,
fir die Formel (269) gilt. Danach ist

die Knickkraft in diesem Fall®0) 7Az2 |
|
4-72-J 3948-J 4 R

—_ — 7
Pr="T00 = RS (2n0) c

Ist der Stab von der Linge I an |
einem Ende eingespannt und am an- I\ |
deren frei in der Wirkungslinie der
Kraft gefiihrt, so erfordert die Fiih-
rung eine senkrecht zur Kraft P ge-

richtete Kraft H. Die Wirkungslinie R
ihrer Mittelkraft R schneidet den nach L) 4
Fig. 239 gekriimmten Stab an der Stelle |

des Wendepunktes C der elastischen ; il

Linie, wo das verbiegende Moment Null
ist. Fir das Stick BC =1, mit ge- 7B/, A
raden Enden gelten demnach die For- g, 938, Fig. 239.
meln (263)und (264). Die Differentiation

der letzteren ergibt in irgendeinem Abstand x von B die Neigung

d?/_fl ( x)
d—x—l—l'ﬂ Ccos T N

Da das Stiick C4 dem oberen Teil des Stiickes BC entspricht, so erhilt
man ebenso die Neigung der Einspannungsstelle bei 4 gegen die Wir-
kungslinie von R zu

F14 l
tgy = fl-l—- cos (arf—) .
1 1

Nun ergibt die Fig. 239

tgy:fl_zzl le’

und die Formel (264)

also

Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke fiir tgy erhilt man

tg(”'§)=”'l"l+l2=n- (1+l—2).
ll ll ll




218 Die Knickbeanspruchung.

Die Gleichung wird, wie man leicht durch Probieren findet, erfiillt durch

b_gag'=h_ 1 4
ll ll ll
Hieraus folgt I, = 0,70 - 1.
Damit geht die Gleichung (263) iiber in%)
p o n-2041-J  2014-J
E= e T a2

(271)

Bemerkt sei, dafi bautechnische Ausfiihrungen nicht nach den For-
meln (270) und (271) berechnet werden diirfen54).

Liegt der Stab mit seinen senkrecht zur Achse verlaufenden, hin-
reichend geraden Endflichen beiderseits an passenden Druckplatten an,
so ist er nicht mehr frei beweglich, wie Formel (263) voraussetzt, aber
auch nicht fest eingespannt, wie Formel (270) verlangt. Im Mittel kann
man hierfiir ansetzen!?)

a2 J 175-J

Pr=056 a2~ a8 (272)
Die allgemeine Knickformel lautet also
FeateJ
Py =", (273)

worin {’ je nach der Art der Befestigung der Enden aus den vorstehen-
den Formeln einzusetzen ist.

Bei der Herleitung der Formel (269) wurde die Elastizitatsziffer &
als unverinderlich angesehen. Nun erfibrt der Querschnitt F# des
Stabes durch die in seiner Achse angreifende Kraft P die Druck-
beanspruchung

Og == j_; .
Dazu tritt im stérkst verbogenen Querschnitt die von dem Biegungs-
moment P - { hervorgerufene Biegungsbeanspruchung

o =Lt _P-f
T W T F-o’
so daB die Gesamtbeanspruchung betragt
P+ ’
==-(1+4+%).
o= + 5 (274)
Mit wachsendem f wird so schliefllich die Proportionalititsgrenze op
des Materials iiberschritten und weiter die Streckgrenze oy erreicht, wo
o sprungweise einen vielmals gréBeren Wert annimmt als bisher. Wenn
etwa die inneren Krifte des Stabes, die an jenem Querschnitt wirken,
imstande gewesen waren, bei gleichbleibender Dehnungsziffer « der

Kraft P das Gleichgewicht zu halten, so daBl der Stab sich bei einer
gewissen Ausbiegung f nicht mehr weiter verbiegt, so vergrofert sich
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nach dem Uberschreiten der Proportionalitétsgrenze der Anteil der
Ausbiegung iiber den Anteil £ der Formel (268a) hinaus!792). Nach
Fig. 240 wird die Dehnungsziffer fiir
eine bestimmte Stelle 4 der Dehnungs- _—“.Z;l;o‘.———
kurve des Baustoffes zwischen 6p und Vi

og bestimmt aus 4

AN
N\
-

1 . " ']

?1 = arc g ﬁ . p s ol
Dieser Wert ist also ausschlaggebend / g,
in die letzten Faktoren k der hin- /

teren Glieder der Gleichung (268a) a

einzufiihren. Damit erhélt man durch ¢ lidke
dieselbe Uberlegung wie dort als -

Fig. 240.
Knickformel 189) ig: 240

:C'ﬂz‘Jl

72
vl

Py

(275)

Mit der so erhaltenen Vergroferung der Dehnungsziffer auf «; ist

gleichzeitig eine VergroBerung des Trigheitsmomentes J auf J, ver-

P

bunden. Denn die Biegungsspannung g, = 7 %Wirkt auf der hohlen
Seite des gekriimmten Stabes als eine die Uberschreitung der Propor-
tionalitdtsgrenze hervorrufende Druckspannung, auf der ausgebauchten
Seite dagegen als Zugspannung, die den Druck o, =5 verringert
und deshalb dem Proportionalitidtsgesetz gehorcht. Die Folge ist, dafl
bei auf beiden Seiten gleicher Forméinderung, da die Querschnitte hier
immer als ebenbleibend anzusehen sind, die entlastende Zugspannung
auf der AuBenseite der Kriimmung mehr steigt als die Druckspannung,
sich also die Nullinie der Biegung verschiebt. Jede derartige Verschie-
bung vergrofert aber nach Formel (40) das Trigheitsmoment.

Die Vergr6Berungen von «, und J, wirken so dahin, daf bei Fluf-
eisen die Knickkraft nur unwesentlich ansteigt. Dagegen macht sich
bei gehirtetem Stahl unter Umstéinden eine ziemlich bedeutende Stei-
gerung bemerkbar. Beim Erreichen der FlieBgrenze oy tritt unter allen

Umstinden sofort der Zusammenbruch ein, da dann i— = 0 wird

1
(Fig. 4), aber natiirlich J; <C oo bleibt.

Die vorstehenden Formeln und Rechnungen haben hauptséchlich
fiir den Versuchsstand Bedeutung. Bei der praktischen Verwendung
von Bauteilen muB naturgemif die Belastung P immer wesentlich
kleiner sein als die Knickkraft Pg:

_Px
-

180) Engesser, Z. d. Hannov. Arch.- u. Ing.-V. 1889, Schweiz. Bauzeitung 1895.

p (276)
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worin & der Sicherheitsgrad gegeniiber Knicken ist. Dann geniigt aber
die Formel (263) bzw. (269) stets allen praktischen Anforderungen.
Schreibt man jetzt in Formel (268a)
4 P 1

— 2____
Ic—n JPl I

so ergibt sich mit der Summenformel fiir dle geometrische Reihe (Bd. II,

S. 225)
1 [e
=] —1
f—n<@> =n@§1 (268b)

€—1

als Durchbiegung unter der Last P = %. Sie ist in die Gleichung (274)

einzufiihren, um die Beanspruchung festzustellen.

Bei ruhender Belastung wird vorgeschrieben ) fiir

FluBeisen und FluBstahl & = 5,
GuBeisen . . . . . . . &= 8,
Kiefernholz . . . . . . & =10.

Bei wechselnd beanspruchten Kolben- und Schubstangen setzt man mit Riick-
sicht darauf, daB die schon vorhandene Durchbiegung durch die Knickbe-
anspruchung nur ganz unwesentlich erhéht werden soll, © = 18 -~ 22. Nur
wenn die Knickausbiegung senkrecht zu der vom Eigengewicht oder dgl. her-
vorgerufenen erfolgt, geht man bis @ = 7 herunter, oder wenn die der betreffenden
Belastung genau entsprechende Formel benutzt wird, geniigt © = 10 (S. 236).

Die Biegungs- und Knickungsformeln ergeben den gleichen Wert der
Kraft
{-ntJ F-o,
S-a-12 h, © °

1+ 81

P—._.—

wenn noch gemif Formel (70) 42 = % eingefithrt wird, bei dem Lingen-

bS]
v |/ o ©—1 (277)
i x-S-04 )

Ist bei gegebenem Trigheitshalbmesser ¢ die Linge ! des Stabes kleiner
als Formel (277) vorschreibt, so ist nur nach Formel (274) zu rechnen.

Umgekehrt kann man aus der Formel (277) den Teil & der Knick-
kraft Py ausrechnen, der bei einem von vornherein gegebenen Aus-

fo

verhiltnis

blegungsverhaltms geniigt, um die Hochstbeanspruchung bis zur

FlieBgrenze des Matena,ls zu bringen. Man erhilt aus
1 1 fo

@+@’ 1o =1
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den Anteil zu

/
=Ll (14144241,
2 o0 fo
Dem entspricht die folgende Zusammenstellung:
fy 11 11 11

o= 100 5o % 10 5 5 1 2 5 10 20
&= 1 1,051 1,152 1,221 1,370 1,558 2 2,618 3,732 6,855 11,92 21,95
Vorausgesetzt ist dabei eine solche Lange des Stabes, dal die Lange
der Sehne nur wenig von der des Bogens der elastischen Linie abweicht.
Der linke Teil der Zusammenstellung gilt fiir gedrungene Stidbe, der
rechte fiir sehr schlanke.

Bei exzentrischer Belastung des urspriinglich geraden Stabes
AB der Fig. 241 ist das Biegungsmoment an einer beliebigen Stelle C
M, = P-y. Man erhilt so mit Gleichung (262), die zutrifft, solange
die Lange ! von der Bogenlinge AB nicht wesentlich

abweicht, azy &
ZI__Z.p. P
da22"  J Pry. A £
Die Losung ist nach Bd. I1I, S. 29, wenn abkiirzungsweise / £
:0}. P =c c ¥
gesetzt wird, Dl fpax
y=C,-sin(c-x) + Cy-cos(c-x). l
Nun ist fir =0, y = f;, also C, = f,, fir
x:l: y=«f2201.8in(c.l) +f1'COS(C'l),
also f f
01 — - 2 . 1 .
sin(c-l) tg(c-l) B £ p
Damit wird!?®)
(1 h ) . :
Y= (sin ) —tg ) sin(c-x) 4 f,-cos(c-x). (278a) Fig. 241.

Die Stelle D der groften Ausbiegung im Abstande z, vom Ende 4
ergibt der Zusammenhang
dy _,_ ( ho
dz sin(c-l)  tg(c-?)

)-c-cos(c-xm)—fl-c-sin(c-xm).

Hieraus folgt die Bestimmungsgleichung

_fz. 1 1
—f—l sin(c-1)  tg(c-l)

C’Z=V6°P-l2=l_
J 1S

tg(c- zp) (27%a)

oder mit
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LI

b

ta(o-am) =12

sin— tg—__:
1S 1S

worin © = % die Sicherheit gema Formel (276) angibt.

Mit den Formeln in Bd. I, S. 28, die den Sinus und Kosinus durch
die Tangente ausdriicken, erhélt man durch Einsetzen der Gleichung
(279a) in (278a) die grofite Ausbiegung

(2791b)

— fl_*. 2(p. N=+-71. 2(p. 280
fmax T — (tg® (¢ - 2m) + )= fi- Y1+ tg2(c- =) (280a)

1/ fa, 1 1 N\?
fuax = 1 l/1+ (},l sin—n_— tgl> : 2501

oder

e Ve
Ist, wie hiufig, f, = 0, so vereinfacht sich diese Gleichung in
fnae =
oA (280¢)
Simn-—
Ve

und die Gleichung (279a) geht iiber in

tg(c-xm)=——cotg(c-l):—tg<72j—c-l>=tg(—g+c-l>,

woraus folgt

JT
a""m:l_'*—‘

2-c
oder mit dem obigen Wert von ¢
om=1-(1—1-18). (279¢)

Greift die Belastung exzentrisch an, dagegen die Stiitzkraft zen-
trisch, so ist der Ort der groBten Ausbiegung die Mitte im Fall & = 1,
also des Knickens. Die grofte Ausbiegung findet an der Belastungs-
stelle statt, wenn © =4 ist).

Beispiel 151. Anzugeben ist die sogenannte Grenzlinge eines FluBeisenstabes.
Vernachlissigt man, um zu einem einfachen Uberschlagswert zu kommen,

in Formel (277) den Kkleinen Bruch /% "1
Stabenden gemiB Formel (263) {’=1, so wird mit o, = 1200 kg/em? nach
S. 240, & = 1:2100000 cm?/kg und & =5

l=i-n-‘/2100000

gegeniiber 1 und setzt bei freien

1200.5 99

Bei kreisformigem Querschnitt ist nach Formel (71) 7 = g-, alsol=14,7-d.
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Beispiel 152. Zu berechnen ist die Stirke der aus FluBstahl hergestellten
Kolbenstange einer liegenden Einzylinder-Dampfmaschine von D = 42 cm Zylinder-
bohrung, s = 75 cm Hub, p = 9,5 — 0,1 at groBtem Uberdruck der einen Kolben-
seite iiber die andere.

Die Kolbenstangenlinge von Mitte Kolben bis Mitte Kreuzkopfzapfen kann
i. M. zul = 1,85 - s o 140 cm angesetzt werden. Dann lautet die Formel (263) mit
-d

4

64

P=Z2-Dp und J=

bei & = 20facher Sicherheit gegen Knicken (S. 220)

T opr.g a?om.dt

17 P T a (185026
Sie ergibt mit & = 1:2150000 cm?kg

@ _Vp

5D 139’ (281)
also im vorliegenden Fall o
75 - 42
d= 159 -7/9.4 = 8,34,

was auf d = 8,5 cmm% - D abgerundet wird.
Durch diese Erh6hung wird
8,5
& - (&
Infolge ihres Eigengewichtes biegt sich die Stange in der Mitte durch, nach
Formel (117) um den Betrag

4
) =21,7.

AN T R -
=iz st_a g b 1_2'0"7 "
°T 8T - 8. % . q B d?
64
oder mit den gegebenen Zahlenwerten
, 2.17,86 - 1354 .
1= 5150000 - 1000 - .52 — 034 om-

Nimmt man auBerdem noch bei dem am stdrksten beanspruchten Querschnitt
eine Abweichung der Stangenmittellinie von der Wirkungslinie der Krifte um
denselben Betrag an, so wird

1
fo= 0,068 cm 5060 " 1.
Die Ausbiegung unter der Kraft P ist dann nach Formel (268b)
21,7
f = 0,068 - 207 = 0,071 cm.
Damit ergibt Formel (274) die Gesamtbeanspruchung mit o = -gnach Formel (76) zu
]
— . D2- P
4 8. f) . (42)2 _ s
0= ———= (1 —{——d— =535 < 9,4 . 1,067 = 245 kg /cm?,
Fa

wovon auf die Biegung nur 15,4 kg/cm? entfallen.

Bei dem hiufig hierfir gewéhlten FluBstahl von K, = 5000 — 5500 kg/cm?
ZerreiBifestigkeit, dessen Flieigrenze etwa oy = 3000 kg/em? betrégt, ist nach den
Angaben 8. 219 die tatsichliche Sicherheit mit Beachtung der wechselnden Be-
anspruchung nur o o5 3000

o —3.245 b0
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Die in die Knickformel eingefiihrte ,,Sicherheit & hat nur Wert als Angabe,
um wievielmal die Ausbiegung des Stabes erhéht werden kann, bis der Bruch
durch die Biegung eintritt. Sie 148t die ziemlich hohe Druckbeanspruchung ginz-
lich aufler acht.

Beispiel 168. Eine Flubeisensiule aus 4 Quadranteisen von I = 4,25 m Lénge
werde durch die Kraft P= 62,1t um den Betrag f, = 0,95 cm auBerhalb der
Séulenachse belastet (Bd. I, Beispiel 68). Aunzugeben ist das erforderliche Profil.

Zu rechnen ist®), wenn der Saulenfull nicht so ausgebildet und befestigt ist,
daf eine sichere Einspannung stattfindet, was die Tragfahigkeit nach Formel (271)
auf das 8fache erhoht, mit Formel (263) und © = 5. Man erhilt so das er-

forderliche Tragheitsmoment
J— P-o-P-@ 62100-4252-5
9,867 9,867 - 2100000
Zu nehmen ist demnach das Profil 7,5 max mit
J = 2980 cm* (Fig. 242), so daB die Knicksicherheit

= 2688 cm*,

betragt - 2980 .
2688 T T
Damit wird
. Lo 180)°_.. o
Fig. 242. sml—/—@_— = sin (2,35 = 8in,763° = 0,972,
und nach Formel (280¢) die grofite Exzentrizitit
0,95
fmax = (T,iﬁﬁ = 0,978 cm ,

die wegen © > 4 an der Belastungsstelle auftritt.
Hat die Siule etwa bei der Beforderung oder sonstwie noch
eine kleine Verbiegung in der Mitte erhalten, die man etwa zu

1
fo= 3000 1=10,142 cm
annehmen kann, da gréBere Verbiegungen vor dem Einbau wieder
beseitigt werden, so kommt sie nach Fig. 243 zu fua, hinzu, und

. & 5,54
zwar gemidB Formel (268b) um das €1 454 fache auf
0,174 cm vergréBert. Die Formel (274) ergibt dann mit
W 248

die Gesamtbeanspruchung zu
_ 62100 ( }’152) — 776 - — :
° =300 1+ 310) = 776 - 1,371 = 1065 kg/cm?.
Zulassig5?) ist hier
6, =% * og = 1400 kg/cm?,
so dafl der Gesamtausschlag der Last betragen konnte

1
F‘ig. 243. fo + fma,x - 3,10 M (% — 1) = 2,49 cm.
Die Siule verkiirzt sich unter der Last um
776 - 425
=001 = 5100000 — 0,157 cm.

Die Verkiirzung infolge der Ausbiegung fu.. — f, ist verschwindend gering,

Beispiel 154. Zu berechnen ist eine fast prismatische Lokomotiv-Schub-
stange von rechteckigem Querschnitt bei ! = 196 cm Linge und p = 13 — 2 at
groBtem Uberdruck der einen Kolbenseite iiber die andere, wenn der Hochdruck-
zylinder den inneren Durchmesser D = 48 cm hat.
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Die Formeln (263) und (276) ergeben

T n2.b. A3
—.D2. P= g
4 12.00- 2.

Mit €=17 (8.220), « =1:2100000 fiir FluBeisen bzw. weichen FluBstahl,

b=}k wird hieraus erhalten o

h=1005-YD-1-Jp= 005748 . 196 - 11 = 8,84~ 9,0 cm,
also b =14-9,0=4,5cm.

15. Der prismatische Stab mit Nebenlasten.

Ist als Nebenbelastung nur ein iiber die ganze Stablinge I wir-
kendes Biegungsmoment M vorhanden, so berechnet man die Seiten-

verschiebung der in die Stabachse fallenden knickenden Kraft P f, = '%

und kann damit die weitere Rechnung gem&f Beispiel 153 durchfiihren.
Bei einem groferen Betrag von M ist dann die Beanspruchungsgleichung
(274) ausschlaggebend, wihrend die Knicksicherheit der Formel (276)
ziemlich grofl wird. Hat die Kraft P bereits einen Ausschlag f,, so
kommt er zu dem anderen f, hinzu.

Wirken die Nebenlasten quer zur Stabachse und ist die von ihnen
hervorgerufene Ausbiegung, wie in den meisten Fillen der Praxis, nur
klein, so weicht die Form des gebogenen Stabes nur sehr wenig von
der verkiirzten Sinuslinie ab. Es geniigt dann, die durch die Neben-
lasten entstandene Ausbiegung f der Stabmitte zu bestimmen und da-
mit, wie in dem Beispiel 152, zu rechnen 8!), wo schon das Eigengewicht
als Nebenlast beriicksichtigt wurde. AufBlerdem darf die vorgeschriebene
Knicksicherheit nicht unterschritten werden?5%).

Beispiel 155. Anzugeben ist die Grofe der Gesamtbiegungsspannung bei
Querbelastung mit kleiner Ausbiegung an einem Stab mit frei beweglichen Enden.
Ist nur eine Einzelkraft @ in der Stabmitte vorhanden (Fig. 244), so liefert
sie dort das Biegungsmoment '

M,—}-Q-1 » 3 Q 41
und nach Formel (116) unter Vernachlassigung £ ! ————— f____P
der verschwindend kleinen Querkraftwirkung A Q f"’;L/B
die Ausbiegung 4 Q

Fig. 244.

Die Gesamtspannung setzt sich nun zusammen aus einer Druckspannung,
herrithrend von der Kraft P, der Biegungsspannung infolge des Momentes M,
und einer zweiten nach der iiber Formel (274) stehenden Gleichung infolge des

Momentes P-f,, - @’Ci‘ . Es wird somit

1
P Q1 P 1 « s ©
me=ptewTwom 7O s
4 . = atd
oder mit W.=F-o und Py = C=-n
_ P Q-1 ( ? 1 )}
Umax——f,' 1‘*—4‘_?7—6' 1+1—2~-ﬁ . (282)

181) Miiller - Breslau, Eisenbau 1911; Elwitz, Z.d. B. 1912; Schnapp,
Z.d. B. 1915.

Stephan, Technische Mechanik. IV. 15
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Teilt die querbelastende Einzelkraft @ die Stablinge in die Abschnitte a, und
a,, so ist das Biegungsmoment in der Stabmitte nach Fig. 245

n-a- i)}

und die Durchbiegung nach Formel (128)
. l—12 _ g2
=g 7@ a1 “1>'
Hiermit wird

Fig. 245. Fig. 246.

Ist die Belastung @ gleichmiBig itber die ganze Lénge ! jedes Stabes verteilt
(Fig. 246), so ist das Biegungsmoment in der Mitte

Mb = %’ * Q . l9
und die Durchbiegung nach den Formeln (116) und (117)

3 3
A - U N
3°7°2°\2) T8 7 2°\2/ " 384'J

Damit wird
P Q-1 ( 5ra? 1 ]
6'““’—F'[1+g‘;"P';"B’ 1422 _@ﬁ) . (284)

Sind mehrere Belastungen @ gleichzeitig vorhanden, so werden ihre Einfliisse
addiert.

16. Der vollwandige Stab mit verinderlichem Querschnitt.

Es liegt nahe, entsprechend den Darlegungen S. 67 einen Stab tiberall
gleicher Knickfestigkeit zu entwerfen. Man erhalt fiir den Stab der
Fig. 234 das erforderliche Trigheitsmoment J des Querschnittes an der
Stelle der groBten Ausbie<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>