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Yorwort.

Dieses Bandchen wendet sich an Studierende und Absolventen
héherer technischer Maschinenbauschulen. Es mag aber auch
Studierenden an Hochschulen gute Dienste leisten.

Man kann die Fragen aufwerfen, ob Unterricht iiber gew6hn-
liche Differentialgleichungen an einer technischen Mittelschule
nétig sei und ob er Erfolg haben kénne.

Viele Aufgaben der Mechanik und Elektrotechnik aus dem
Unterrichtsgebiete der hoéheren Maschinenbauschule sind nur
mittels einer Differentialgleichung losbar. Wer sich iiberhaupt
in naturwissenschaftliche Gebiete vertiefen will, kommt ohne
Kenntnis der wichtigsten Methoden zur Losung von Differential-
gleichungen nicht vorwérts. Es ist durchaus angezeigt, an héheren
Maschinenbauschulen in diesem Wissenszweige zu unterrichten.
Wenn die Studierenden an funktionales Denken gewohnt sind
und iiber einige Kenntnisse der Differential- und Integralrechnung
verfiigen, so bleibt der Unterrichtserfolg nicht aus.

In diesem Biichlein wird der Versuch gemacht, das Wesent-
lichste iiber die Lehre der gewdhnlichen Differentialgleichungen
in einfacher Form und unter Ausschaltung theoretischer Er-
wigungen zusammenzufassen.

Da es sich nicht um ein wissenschaftliches Werk handelt,
so werden schwierige Existenzfragen und dergleichen absichtlich
iibergangen.

Im ersten Abschnitte werden Differentialgleichungen erster
Ordnung betrachtet, im zweiten Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. In beiden Abschnitten werden zuerst rein theoretische
Aufgaben gelost. Dann folgen angewandte Beispiele.

Die Losung wird jeweils eingehend diskutiert. Dies erfordert,
da und dort Erklarungen einzustreuen, die mit der Aufgabe des
Biichleins nur in losem Zusammenhange stehen. So werden die
Rechengesetze der komplexen Zahlen hergeleitet, die Grundlage
und der Gebrauch des Exponentialpapiers besprochen und die
Hyperbelfunktionen eingefiihrt.

Zur Zeichnung der Kurven werden durchwegs die Funktions-
werte ermittelt.

Winterthur, im Januar 1936.
Fritz Iseli.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen.

Begriff und Einteilung.

2
%,%- . ) =0, also Be-
ziehungen zwischen der unabhingigen Verdnderlichen x, einer
Funktion ¥ von z und Ableitungen von y nach z, heilen Diffe-
rentialgleichungen. Derartige Beispiele sind:

Gleichungen von der Form f(x, Y,

d ’ ’ ’ z
b=y =a; () y=av; (2 y=¢; (3)

’ ’ 2 dy2 "
yY=ay; (@) yy—ax*=b;0) =y =a; (6)
y'=ax?;, (1) y'—wy =0;(8) ay’—by+cy=0; (9
ay"” + by + cy = dsinz. (10)

Differentialgleichungen enthalten mindestens einen Differen-
tialquotienten. Dagegen miissen sie die Verdnderlichen = und y
selbst nicht unbedingt explizit aufweisen. In den oben angefiihrten
Beispielen (1) und (6) fehlen beide, wahrend in (2), (3), (4), (7),
(8) und (9) je eine ausfallt.

Wir teilen die Differentialgleichungen nach der héchsten Ord-
nung der in ihnen enthaltenen Ableitungen in Differentialgleichun-
gen erster, zweiter und noch héherer Ordnung ein. Die fiinf ersten
der angefiihrten Beispiele sind von der ersten, die iibrigen von
der zweiten Ordnung. In allen zehn Beispielen kommen nur ge-
wohnliche Differentialquotienten vor. Man bezeichnet sie deshalb
als gewohnliche Differentialgleichungen.

Im Gegensatz hierzu heiBlen Differentialgleichungen mit par-
tiellen Differentialquotienten partielle Differentialgleichungen.
Wir befassen uns nur mit gew6hnlichen Differentialgleichungen,
obwohl die partiellen Differentialgleichungen noch weit wichtiger
sind, weil die Funktionen vieler Anwendungen von mehr als
nur einer unabhingigen Variablen abhingen.

Iseli, Differentialgleichungen. 1



2 Ditferentialgleichungen I. Ordnung.

I. Differentialgleichungen I. Ordnung.

Allgemeine Form. Richtungsfeld.

Differentialgleichungen I. Ordnung, deren allgemeinste Form
f(x, v, ¥') = 0 ist, sind Beziehungen zwischen den drei Verdnder-
lichen z, y und y'. Aufgelost gedacht nach y’ er-
p@y///_‘"’_ gebe sich ' = tgp=g(x, y), wobei ¢ den Winkel
gegen die z-Achse bedeutet. Aus dieser Fassung
Y, > erkennen wir, dal f(z,y, ') = 0 eine Aussage
Abb. 1. Richtungs- Uber die Anstiegsrichtung der Losungs- oder Inte-
feld. gralkurve im verdnderlichen Punkte P(x, y) ist
(Abb. 1). Denkt man sich diese Konstruktion in jedem Punkt der

z-y-Ebene ausgefiihrt, so erhdlt man ein Richtungsfeld.

Allgemeine und partikulire Losung.

Aus ¥y =g(x,y) folge durch Integration die Funktion
kh(x,y, c) = 0, worin ¢ die Integrationskonstante bedeutet. Diese
Funktion ist die allgemeine Losung oder Integralfunktion der
gegebenen Differentialgleichung f(x, v, ¥') = 0.

Jedem Werte von ¢ entspricht eine besondere, partikulire
Losung, auch Einzell6sung geheifien, die durch eine Kurve ver-
anschaulicht werden kann. Der gegebenen Differentialgleichung
kommen unendlich viele partikulire Losungen zu. Deren Schau-
bild ist eine Kurvenschar. Jede Kurve schreitet immer so fort,
wie es das Richtungsfeld der Differentialgleichung verlangt.
Durch jeden Punkt geht immer nur eine Kurve.

Wir setzen dabei voraus, ¥’ komme in der Differentialgleichung
nur im ersten Grade vor. Enthélt sie beispielsweise ¢’ im Quadrat,

so sind jedem Punkte P(x, y) zwei im
g allgemeinen verschiedene Anstiegsrich-
tungenzugeordnet. Beispiel: y'2—x =0;

Y =+yx.
Im einfachsten Fall entspricht einer
— = Differentialgleichung I. Ordnung ein
Richtungsfeld y’'= f(z), d. h. in jedem
‘ Punkte P(x,y) ist der Anstieg der
Kurventangente nur von der Abszisse x abhingig (Abb. 2). Die
allgemeine Losung ist y = f f(x) dx = g(x) + ¢, wo ¢ die Integra-

tionskonstante bedeutet.

Abb. 2. Richtungsfeld.



Anfangsbedingung. 3

Dieser Funktion entspricht eine Schar paralleler Kurven.
Setzt man nimlich etwa ¢ = 0, so erhilt man die Kurve y = g ().
Wihlt man aber ¢ = 1, so stellt y = g(x) + 1 eine weitere Kurve
dar, die gegeniiber y = g(x) um eine Einheit in Richtung der
positiven y-Achse verschoben ist. Man erkennt, daf jedem
weiteren Werte fiir ¢ eine besondere Kurve entspricht. Aus diesem
Grunde bezeichnet man ¢ als variablen Kurvenparameter.

Anfangsbedingung.

In angewandten Beispielen muf3 aus der allgemeinen Losung
die partikulidre ermittelt werden, die der gestellten Aufgabe ent-
spricht. Dies wird erméglicht, wenn man die Koordinaten irgend
eines Punktes P(x,y) der Lésung, etwa z =z, und y = y,,
kennt. Ein derartiges Wertepaar wird als Anfangsbedingung
bezeichnet. Setzt man z, und g, in die allgemeine Losung ein,
so kann die Integrationskonstante ¢ als alleinige Unbekannte be-
rechnet werden.

Ist beispielsweise die Gleichung %’ = a gegeben, so ist ihr

Richtungsfeld durch die Beziehung y = ax bestimmt. (Man
zeichne das Feld fiir @ =1.) Die allgemeine Losung ist y = —;—xg—l—c,

wo ¢ die Integrationskonstante bedeutet. Das Schaubild der Lo-
sung ist eine Parabelschar mit der vertikalen Achse als Sym-
metrieachse. Die Einzelkurven sind vertikal gegeneinander ver-
schoben. Wir setzen nun willkiirlich = 0; ¥ = 0 als Anfangs-
bedingung fest. Daraus folgt, daB auch ¢ = 0 sein mufl. Eine
partikulire Losung der

. y Y=
gestellten Aufgabeist so- '
mit die Parabel y~ % a2, , »
Trennung der Verinder- . -1
lichen. g z
Als weiteres Beispiel 7

betrachten wir y'=ay.
Hier ist das Richtungs-
feld nur von der Ordinate Abb. 3a und b. Richtungsfeld.
abhingig. Wir wollen

a =% setzen. Dann ist das Feld durch die Gleichung ' =tgep =3y
charakterisiert. Um von ihm eine Vorstellung zu erhalten, ziehe
man in einem Achsenkreuz einige horizontale Geraden (Abb. 3a

1*

LNy




4 Differentialgleichungen I. Ordnung.

und 3b). Liangs jeder Geraden ist der Anstieg konstant. Fir
y=2 wird y' =1, also ¢ =45°, fir y= —2 ist y = —1;
@ = —45°. Ist y = +1, so ergibt sich ' = 4% usf. Nun kann
das Richtungsfeld gezeichnet werden. Um die gegebene Gleichung
y'= ay rechnerisch zu l6sen, schreiben wir zunichst dy = aydzx

d . . o .
und dann 7?/ = adx. Die Variablen sind nun voneinander ge-

trennt. Kiirzer ausgedriickt: Die Variablen sind getrennt. Die
Integration ergibt Iny=ax-|-c.
/ Nun gehen wir zur Exponen-

N

NN

=25 ponentialkurven. Man zeichne

B einige davon ins Richtungs-
feld, unter der Annahme, es

-4 \ sei auch hier a = }.

\
tialform y = ee®” iiber. An
T i Stelleder Integrationskonstan-
2 ten e° schreiben wir verein-
y fachend k. Die endgiiltige
i Form der allgemeinen Loésung
= > - ——der Differentialgleichung ¥’
T = ay ist y = ke*”. Thr ent-

% spricht eine Schar von Ex-

Abb. 4. Richtungsfeld. Das Richtungsfeld hingt

meist nicht nur von der Ab-
szisse x oder der Ordinate y des verdnderlichen Punktes P(x, ) ab,
sondern von beiden Koordinaten. Ein einfaches Beispiel hierfiir ist

zy' — 2y = 0. Fir das Richtungsfeld ergibt sich 3’ = x/% = tgo.
Durch diese Beziehung ist der Anstieg in jedem Punkte P(x, y)
festgelegt (Abb. 4). Nun soll die Differentialgleichung zy'— 2y =0
gelost werden. Wir multiplizieren sie zunichst mit d= und erhalten
zdy=2ydxz. Nun dividieren wir durch zy. So entsteht

dy _gd%
Yy X
Die Variablen sind getrennt. Nun kann integriert werden.
Iny =2Inz + c.

Durch den Ubergang zur Exponentialfunktion finden wir
y = ex?. Wird e = k gesetzt, so lautet die allgemeine Lisung
unserer Differentialgleichung y = kx2. Ihr entspricht die Parabel-



Einfache Beispiele. 5

schar der Abb. 4. Wird beispielsweise verlangt, dal eine Parabel
durch P(4, 4) geht, so ergibt sich die partikulidre Losung y=%x2.
Einfache Beispiele.

1. y + 2y’ = 0. Die Trennung der Variablen fithrt auf
dax dy

- T+ v = 0, woraus durch Integration Inz 4 Iny = ¢ oder
xy = e° folgt. Fir die willkiirliche Konstante e° setzen wir ver-
einfachend k. Somit ist zy =£k, eine Schar 2
gleichseitiger Hyperbeln. Die Koordinaten- Y Plzy) N
achsen sind zugleich Asymptoten. Aus der

gegebenen Gleichung findet man das Rich- 2

tungSfeld :l/: - AiA = tg(P' Die Konstruk- ! Abb. 5. Richtungsfeld..z‘
tion des Anstiegswinkels ¢ in einem be-
liebigen Punkte P(z,y) ist' aus Abb. 5 ersichtlich.
2. 3z + 5y -y = 0. Die allgemeine Losung. ist
2 2 2 2
BZ L~k oder 2240V, (1)
Ist k eine positive Zahl, so stellt die Funktion eine Ellipsenschar
um den Nullpunkt dar. Wir erhalten fiir (1) eine iibersichtlichere
Form, wenn wir die willkiirliche Konstante k durch 7,5k ersetzen.
at
5% 7 3k

Hiermit vergleichen wir die Achsengleichung der Ellipse

1. 2)

2 2
S4%-1
Die Halbachsen der Einzelkurven von (2) messen a = ]/3—k und
b=y3k.
Ist k& negativ, so besitzt (1) kein Schaubild; denn eine Summe
von Quadraten kann nicht negativ sein.
3. 22— 3y-y = 0. Als allgemeine Losung finden wir zu-

. 3 22 38 s .
néchst 2* — 5 y* = k oder 7 —3p =1 Um eine iibersicht-
lichere Form der Gleichung zu erhalten, ersetzen wir k£ durch 3%.

xZ y2 .
5k 2k L )

Wenn k eine reelle Zahl ist, so entspricht der Funktion eine
Hyperbelschar. Wir miissen nun zwei Fille unterscheiden.
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Es sei k posﬂuv Wn' vergleichen (1) mit der Achsengleichung

der Hyperbel b2 =1, wo a die halbe Hauptachse und b

die halbe Nebenachse bedeutet, und finden a = V3k und b = 1/210 .
Es sei k negativ. Wir schreiben deshalb (1) in der Form

2 2
é/ A 3x % =1, worin k& nun wieder positiv ist. Ihr stellen wir
y2

e z:- = 1 gegeniiber. Die halbe Hauptachse jeder Hyperbel

miBt b = )2k und die halbe Nebenachse a — 3k.
Die zwei Hyperbelscharen besitzen die gleichen Asymptoten.

4. y = %. Wir trennen die Variablen, dy = ad?x und inte-
grieren: y = aInx 4 ¢. Falls x>0 ist, so stellt die allgemeine
Losung eine Schar logarithmischer Linien dar. Die Einzelkurven

sind in Richtung der vertikalen Achse gegeneinander verschoben.
5. ¥y -+ zy = 0. Nach der Trennung der Variablen fiihrt die

2
Integration auf die Funktion Iny = —% -+ ¢. Nun gehen wir
zur Exponentialfunktion iiber (Entlogarithmieren, Delogarith-
mieren). y = e’e~¥*/2. SchlieBlich setzen wir ¢ = k; y = ke 22,
Man iiberzeuge sich, daBl die vertikale Achse die Symmetrieachse

aller Einzelkurven ist. Die horizontale Achse ist die Asymptote
der Kurvenschar.

2
6. y’2—%= 0. (y +¢)2= 4axoderw:4%y2 +§%y —{—f;.
Hier handelt es sich um eine Parabelschar. Die Achse jeder
Einzelkurve verlauft horizontal. Man zeichne die Parabel, wenn
a=1 und ¢=2 ist, also x =392} y 4 1. Werden weitere

Kurven gezeichnet, so ist zu bedenken, da @ = 1 beibehalten
werden muB

7. Iny' == . Zunichst ist y =e¥* oder dy = e*dx
= ae’”/“d(;). Die Integration fiihrt auf y = ae?? + ¢, also auf

eine Schar kongruenter Exponentialkurven, die in vertikaler
Richtung gegeneinander verschoben sind.

8. y¥'=acoswt; dy—acoswtdt= '—% coswt-d(wt); y= %sinwt

-+ ¢, eine Schar vertikal verschobener Sinuskurven mit der Win-

kelgeschwindigkeit w. adz dx ad(z/a)

R e R e Fyr S Ry




Einfache Beispiele. 7

y = a - arcsin(x/a) + ¢. Diese Funktion soll nach x aufgel6st
werden. Zunichst ist y—;_c = arcsin%, d. h. ?-—;—c ist der
Arcus, dessen Sinus z/e ist. Aus Abb.6 liest man nun ohne
Schwierigkeit
x . y—c
= =gin®—-=,
a a
woraus folgt

x—=asin?—

Abb. 6.  Arcus-
10. y' — ysinz = 0; y = ke %, wenn ¢ =k funktion.

ist. Man zeichne eine Einzelkurve, etwa fiir k=1. Kurvenpunkte

findet man leicht fiir die Abszissen 0, %, 7, %n, 2 ...

11. Y1 — y2 + J1 — «%y’ = 0; arcsinz 4 arcsiny = c.

12. x arctger — yy'=0; ydy=wx arctgr dx; f_/xarctgxdx
Dieses Integral 148t sich partiell 16sen.
dx x?
u = arctgzx; du:m;, dv=xdzx; V=5
y:  a? 1 (a%dx | o .2 "atdx
5—?arctgm—? 1 yYy=u arctgx—-/ﬁ_—xz-.

Das neue Integral formen wir durch Division wie folgt um:

lﬁ_g%—[( l_t_zz)dx—w—arctgm
Zusammengefa it
y? = x%arctgx — x 4 arctgx 4 ¢
= (z% + 1)arctge — x + c.
13. ' 4+ yarctge = 0; Iny = —farctgxdx. Man kann par-

tiell integrieren.
dx
u = arctgx; du:ﬁ?, dv =dx; v=ux,
xdx
+at
Dieses Integral kann so umgeformt werden, dal der Zahler das
Differential des Nenners wird.

adx _vl_/d(l—l—xz)

Iny = —zarctgx + [1

1422 2



8 Differentialgleichungen I. Ordnung.

Folglich ergibt sich
Iny = —xarctgzr + ani—+;2 +c
y=ee? arctgz . Vﬁ@ — Le-warctge, -',Wzii
14. yy' — axz = b. Nach der Trennung der Variablen ergibt
die Integration Q; = gziz +bx +c¢ oder y?=ax?+4 2bx -+ k
und weiter

oder

axr? —y? 4+ 2bx + k=0, (1)

eine Schar von Kegelschnitten. Um diese niher zu untersuchen,
vergleichen wir die Funktion (1) mit der allgemeinen Gleichung
zweiten Grades mit zwei Variablen

Az?2+ Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F = 0. (2)

Je nachdem B2 — 44C =0 ist, stellt bekanntlich die Gleichung
eine Hyperbel, eine Parabel oder eine Ellipse dar, sofern ihr iiber-
haupt eine Kurve entspricht. Durch Vergleichung von (1) mit (2)
erkennt man: Gleichung (1) ist eine Hyperbelschar, wenn a positiv
ist. Fir @ = 1 werden die Hyperbeln gleichseitig. Ist aber a
negativ, so ist (1) eine Ellipsenschar, im Sonderfall, a = —1,
eine Kreisschar.
15. o cosp — sing - o' = g; do _ —:cos?)
o sing
Nenner der rechten Seite formen wir um:
do 2sin*p/2.dp _ sing/2 o d(cosg/2)
e 2sing/2.cosp/2 cosgp/2 T ¥ Tcosg/2

de. Zihler und

Nun kann integriert werden.
Inp = 2Incosp/2 + ¢ = Incos2¢/2 + ¢

oder o = €“cos?p/2 =r-2c0o82¢/2 =7+ (1 + cosg), wo e’ = 2r.

Das Resultat ist eine Schar von Kar-

dioiden (Herzlinien). Eine derartige

Kurve kann als Fulpunktskurve eines

Kreises, bezogen auf einen Kreis-

g wp punkt O als Pol, konstrujert werden.
Abb. 7. Kardioidc. Aus Abb. 7 entnimmt man

Ao/

r

)cosq) =r(1l 4 cosg).

xd:i

cosg

x 1
16. T T Tt 4 p—t
YL +22 Y11 Y

Jwdw _ dy
e ity

Die linke

>



Lineare Differentialgleichung. 9
Seite kann durch die Substitution 1 + z? = 22; xdx = zdz ge-

16st werden. ~ -
:jdz:z:y’l—}—ﬁ.

" xdw
Y1+ a2
Umsténdlicher gestaltet sich die Integration der rechten Seite.

Wir gehen hierzu von der Gleichung / du _ In% aus und sub-

stituieren » =y + 1 + y2; du = Y -*l;l ++ e dy. Es resultiert
¥
dy
Y =n(y+ V1 +4?)

Y1+ 92
und zusammenfassend
In(y+ V14 9) = T+ o +c.
19. sinz - cosy — cosx - siny -y’ = 0.

d(cosy)  d{cosz)
cosy  cosx

In cosy = In cosz + ¢;

cosy = kcosx.

18. y2 4 xy? 4 (22— 22y)y’ = 0. Man trenne die Variablen.
Dann findet man x x4y

y  xy

+c

Lineare Differentialgleichung I. Ordnung.

Eine Differentialgleichung, gleichgiiltig welcher Ordnung, heif3t
linear, wenn die abhéingige Variable und ihre Ableitungen nur
in der ersten Potenz vorkommen und nur additiv miteinander
verbunden sind. Eine lineare Differentialgleichung I. Ordnung

kann immer auf die Form % + Py + @ = 0 gebracht werden,

worin P und ¢ Funktionen von x oder Konstanten sind. Ist
hierin ¢ = 0, so spricht man von einer homogen linearen Diffe-
rentialgleichung I. Ordnung. Wenn @ == 0, so ist die Gleichung
inhomogen linear (inhomogen = nichthomogen).

19. y'— y cosx = 0. Diese Gleichung hat die Form dy - FPy=0.
Also ist sie homogen linear. Thre Losung ist y = ke‘“”.

20. y
" gin (p

die Variablen. dy do

Y =g = e

= 0 (homogen linear). Wir trennen zunichst
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Um die Losung des Integrals zu erleichtern, schreiben wir

d(9/2)
de 1 do o d(p/2) | cos?q/2
sing 2 | sing/2cos@/2 | sing/2cosg/2 tgg/2
_ [ d(tgl/2) _
_/ tag2 Intgep/2.

Mithin gilt Iny = Intgg/2 + ¢ oder nach dem Ubergang zur
Exponentialfunktion

y=ktgyp/2.
Dieser Funktion entspricht eine Schar von Tangenskurven.
21. %z + ay =0 (1) (homogen linear). Nach der Trennung

der Variablen findet man leicht y = ke~%%,

Wir wollen nun Gleichung (1) noch mittels eines anderen Ver-
fahrens lésen. Wir versuchen, ob y = e** (2) bei passender
Wahl von 1 der gegebenen Gleichung geniigt. Die Ableitung
von (2) ist %: Ae*t (3). Nun setzen wir (2) und (3) in (1)
ein und erhalten 1e*t + ae*® = 0. Da e*t fiir endliche Werte von ¢
nicht verschwinden kann, so diirfen wir die letzte Gleichung durch
die Exponentialfunktion dividieren. Es bleibt die Gleichung
A+ a=0 oder = —a iibrig. Diesen Wert fiir 1 setzen wir
in (2) ein. In y = e~** ist eine partikulire Losung der gegebenen
Differentialgleichung gefunden. Hiervon kann man sich durch
Einsetzen dieser Funktion und ihrer Ableitung in (1) leicht iiber-
zeugen.

Nun versuchen wir, ob y = ke~ %!, worin k die Integrations-
konstante bedeutet, die allgemeine Losung sei. Dies trifft zu;
denn diese Funktion geniigt (1) gerade so gut wie vorhin die
partikuléire Losung.

Man iiberzeuge sich, daBl y = e~*' + ¢ keine Losung der ge-
gebenen Differentialgleichung ist.

Wir betrachten nun noch kurz die Funktion y = ke~ %,

. . . 1 .
worin %, eine Konstante ist. Wenn ¢ = 5 ist, so wird ¥y = kye™?
= % A 0,37 ky ~ 37% des Anfangswertes k, fir ¢t =0. Man
. . L1 . . .
heifit die Zeit — = 7 die Zeitkonstante der Funktion y = ket
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22. fl‘l: +ay=>5b. Die Gleichung ist inhomogen linear;

a und b bedeuten Konstanten.
1. Losungsweg. Wir trennen die Variablen:

dy

) - db—ay) _
b—ay

Integriert:
In(b —ay) = —at+-c oder b—ay=ee
und hieraus
b e°

b
— 2 ,-at . 7 —at
y=- ae“—a—}—ke“. (x)

2. Losungsweg. Wir substituieren 2z =ay — b; dy = % dz
und erhalten %’ 4+ az = 0. Diese Gleichung ist homogen linear.

Thre Losung kann mittels beider Verfahren der Aufgabe 21 be-
stimmt werden. Sie lautet 2 = ke~ %‘ und unter Beriicksichtigung
der Substitution ay — b = ke~ oder

b,k b
y:f_i__;.e—at:;_}_K.e“”- (ﬂ)

a

Die Funktionen (x) und (f) stimmen der Form nach miteinander
iiberein. b
Wie man leicht einsehen kann, ist ihr erster Summand "

eine Sonderlosung der gegebenen inhomogen linearen Differential-
gleichung. Der zweite ke~ bzw. Ke™ %" ist die allgemeine Losung

der homogen linearen Differentialgleichung il_?: +ay=0.
Aus der allgemeinen Lésung (B) greifen wir nun die partiku-
lire mit der Anfangsbedingung ¢ = 0; y = 0 heraus. Wir erhalten
y = %(1 — e %),

Diese technisch wichtige Funktion soll nun diskutiert werden.
b .
Fir ¢ = oo wird y =—_-=1y,, Wo ¥, der Endwert von y ist,

dem diese Variable mit wachsender Zeit ¢ zustrebt. Unsere par-
tikulire Losung kann nun in der Form y = y,(1 — e~ %) ()

1
geschrieben werden. Fiir ¢ = % =T wird y = ye<1 - ?) =0,63y,

1
= 63% des Endwertes y,. Man bezeichnet 7 = —- als Zeitkon-
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stante der Funktion (y); 7 = % ist also die Zeit, in der die Funk-

tion (y) auf 63% ihres Endwertes y, anwichst.
Nun fragen wir nach der Zeit ¢, in der y die Hélfte des End-
wertes y, erreicht. Wir erhalten aus (y) 3=1—e"%; e % =}

und hieraus at = In2 oder t = —(1l*1n2 =tn2 =0,697~0,77.

Man bezeichnet ¢ = 0,77 als die Halbwertzeit der Funktion (y).
Schlieflich ermitteln wir noch die Zeit ¢, in der y = 0,999 y,
wird. In diesem Fall ergibt sich aus (y) die Gleichung 0,001 =¢~*!

. 1
oder in Anniherung % A e “ und hieraus ¢~ 10 - i In2

v % ~10.7-In2. Diese Zeit ist das Zehn-
fache der Halbwertzeit.

Nun wollen wir den Anstiegswin-
kel @, der Kurve (y) fiir { = O berech-
nen und finden
%% = tgp, = ay.
Um die Kurve (y) angenihert richtig
zeichnen zu kénnen, geniigt schon die

_
2

"
O\<t=7->

eaiiy,\
o

Abb. 8. Exponentialkurve.

1
Kenntnis der Werte y, und 7 = ~ » mit deren Hilfe ¢, konstru-
iert werden kann.
Beispiel : y—4(l — ¢}
Also ist

Yy, =4; 0,63y, = 2,5; T =2; tgp, =4 =2 (Abb. 8).

Komplexe Zahlen und Vektoren.

Die Losung der folgenden Aufgabe wird durch Verwendung
komplexer Zahlen wesentlich erleichtert. Diese sollen zunichst be-
sprochen werden.

Die allgemeine Form der komplexen Zahl ist z=z-}jy, worin
x und y reelle Zahlen sind und j = V:_l bedeutet. Sie setzt sich
aus der reellen Komponente x und der imaginiren jy zusammen.
Wir wollen nun die komplexen Zahlen geometrisch veranschau-
lichen und sie gleichzeitig als Vektoren deuten. Hierbei kénnen
wir uns auf Vektoren beschrinken, die in einer und derselben
Ebene liegen. Es ist wohl angezeigt, zu erkliren, was unter einem
Vektor zu verstehen ist. Definition: Ein Vektor ist eine Strecke
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von bestimmter Linge und bestimmter Richtung, kurz gesagt,
eine gerichtete Strecke. Hierzu einige Erlduterungen und Fest-
setzungen.

Wenn fiir die Vektoren z; und z, die Gleichung z, = 2, gilt,
so sind sie gleich lang, parallel und gleichgerichtet. Damit ist
ausgesagt, dafl ein Vektor sich nicht dndert, wenn man ihn par-
allel mit sich selbst verschiebt. Unter |z| versteht man die Léinge
des Vektors z. Man heilt |z| den Betrag, auch den Absolut-
wert von z. Ist |z| =1, so ist 2 ein Einheitsvektor. Der Vektor 2
sei um seinen Anfangspunkt, der in unserem Fall in den Null-
punkt eines rechtwinkligen Achsenkreuzes falle, drehbar. Ein
derartiger Vektor ist ein Fahrstrahl oder
Radiusvektor (Abb. 9). Wir legen nun in die y Ay
positive Richtung der horizontalen Achse .
den Einheitsvektor, den wir kurz durch 1 /
bezeichnen und in die vertikale Achse den 15 z o
Einheitsvektor j. Dann wollen wir unter 12  apb. 9. Komplexe Zanl.
oder kiirzer unter x die gerichtete Horizontal-
komponente von z verstehen. Wir bemerken ausdriicklich, da der
horizontale Einheitsvektor nicht hingeschrieben wird. jy ist die ge-
richtete Vertikalkomponente von z. Der Einheitsvektor j wird also
der Ordinate y beigesetzt. Da z und y die Koordinaten des Punktes P
sind, so wird |z| = x? 4 y2.

Die Auffassung der komplexen Zahlen als Vektoren hat sich
namentlich in der Elektrotechnik als vorteilhaft erwiesen.

Die allgemeine Form der komplexen Zahl z = = + jy kann
leicht in die trigonometrische iibergefithrt werden. Aus Abb. 9

entnimmt man, _ 1oy = Izl [cosp 4 jsingl], 1)
wo @ der Winkel von & mit z ist. Nun wollen wir zeigen, daB
cos@ + jsing durch ¢¢ ersetzt werden kann. Hierzu ent-

wickeln wir zundchst die Funktionen cosp und sing in ihre
Reihen

Ly

6
cosq):l———l—ﬁ—ﬁ-%——--':

und addieren die beiden Gleichungen.

cos¢—|—7s1n(p—1+7<p—¥—73'+4'+7 —+ 4. (2
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Nun entwickeln wir die Exponentialfunktion ¢/ ?.

e”’*l+7<p+(7(p) +(7¢) _l_(w) —I-U; 44
und unter Beriicksichtigung der Beziehungen j2= —1; j3=42+7
= —7J; =72 j* = +1 usw.

e"”—1+7<p—~~—73, +4, +75, ——++- (3

Aus (2) und (3) ergibt sich die Eulersche Formel

cosQ - jsing = ¢/ 9 (4)

und aus (1) und (4)
2=+ jy = |z| - [cosp + jsing] = |z| - 7. (5)
Man bezeichnet |z|-¢/? als die Exponentialform der kom-
plexen Zahl z. Da }cos2¢ + sin?p = 1 ist, so handelt es sich in
cosp + jsing = ¢/? um einen Einheitsvektor. Aus tge =--
folgt ¢ = arctg%. In vorstehenden Beziehungen ist ¢ stets in

BogenmaBl zu messen.
Nachstehend einige Rechnungen mittels der Funktionz=|z|-¢/®.

2 =2 "% = lzll . |zzl . ejLI’l . ei‘Fz p— |le . |22| . ef(?7l+q’l);
2 = zl — Lzll elwx.e g2 zl_zl_l.ef(wx—%);

23 [22 ] %
M= l In eam)n: lzln.eﬂup;

R

—— = e 1? = cos(—g) + jsin(—¢) = cosp — jsing;

e?‘P
d;eyw) .—_—-_76747’ Lgejw) _.67.‘17_
¥ ¥*

Diese Rechenoperationen sind leicht auszufiihren. Dies und der
Umstand, daB die Funktion ¢/? bei ihren Ableitungen erhalten
bleibt, veranlassen uns, im folgenden Beispiel eine komplexe ab-
hingige Variable zu verwenden.

An Stelle der Variablen ¢ tritt in angewandten Aufgaben
haufig die Zeit ¢ auf. Der Zusammenhang der beiden Verinder-
lichen @ und # ergibt sich durch folgende Uberlegungen. Auf dem Ein-
heitskreis benétige ein Punkt bei gleichférmiger Geschwindigkeit
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fir einen vollen Umlauf die Zeit 77 und um den arce zuriick-
zulegen, die Zeit . Daher ergibt sich die Proportion ¢ : 2z = ¢: T

2
und hieraus ¢ :—;—,t t = wt. Hier bedeutet w = g; die Winkel-

geschwindigkeit, d. h. den Arcus, den der bewegte Punkt in der
Zeiteinheit zuriicklegt. Die Eulersche Formel kann also auch
in der Form coswt 4 jsinwt = ¢/“¢ geschrieben werden.

23. ‘% + ax = becoswt (1) (inhomogen linear).
Gleichzeitig soll auch die Gleichung
%+ay:bsinwt (2)
gelost werden. Wir multiplizieren (2) mit 4.
d . I
9%+a7y:ybsmwt. (3)
Nun addieren wir (1) und (3).
dx .dy . o
i T g, Hov+ajy= beoswt + jbsinwt

oder ;
d(x;;@ 4 a(x + jy) = b(coswt + jsinwi) = bel !,

Hierin substituieren wir x + jy = z.

dz .

7T az=bd (4)
Diese Gleichung soll zunéchst gelost werden. Wir versuchen, ob

z = Aef®t bei passender Wahl von A eine Losung sei. Zu dem

Zwecke setzen wir diese Funktion und deren Ableitung

9 _ 4. jwdoin (4) ein.

di
Ajwe®t + aAe?t = bel ©t, g
Fiir endliche Werte von ¢ kann €/*? nicht _ s ‘»
Null werden. Daher diirfen wir die letzte
Gleichung durch die Exponentialfunktion ,“—"
ejmt dividieren. b Abb. 10. Komplexe Zahl.
Ajwo + Aa=b oder A = T b

Der Nenner ist eine komplexe Zahl in allgemeiner Form, deren
entsprechende Exponentialform nun gesucht werden soll. Aus
Abb. 10 liest man

a + jo = Ja?+ w?(cosp + jsing) = Yai+ w2e?,

wo tgep = % oder ¢ = arctg% ist.



16 Differentialgleichungen I. Ordnung.

Also wird B b be v
TV@ It @t ot
und z = ,fiﬁﬁe*f'/’ ot — U it (5)
Va2 + w? }/a,2 + w?

Damit ist eine Losung der Gleichung (4) gefunden, wie man sich
direkt iiberzeugen kann. Es fillt aber auf, dafl (5) keine Inte-
grationskonstante enthilt. Somit ist die allgemeine Losung noch
nicht gefunden. Man konnte vermuten, dal diese eine der Formen

ei(wt‘ ®)

gd@t—9) ¢ oder y=

b

Y at e V&t ot
erhalte. Durch Einsetzen dieser Funktionen und ihrer Ableitun-
gen in (4) erkennt man aber, da8 sie als Losungen nicht in Frage
kommen. Es bleibt nur noch eine Moglichkeit offen: Die ge-
fundene Funktion z = f(f) in (5) ist nur der eine variable Sum-
mand der allgemeinen Losung. Der noch fehlende zweite 2, = g(¢)
muB die Integrationskonstante enthalten. Somit erhilt die all-
gemeine Losung die Form z + z; = f(f) 4 g(f). Wir ersetzen
nun in (4) die Variable z durch z 4 z;.

“”“”+au+ar—mwt
oder dzy .
dt + 7; T 07+ az = bel@t, (6)

In diese Gleichung denken wir uns die Funktion z aus (5) sub-
stituiert. Dann kommen die unterstrichenen Summanden in
Wegfall. Es bleibt nur die Gleichung

dz
7';—{—az1=0 (7

ibrig. Anders ausgedriickt: Wir haben (4) von (6) subtrahiert.
Die allgemeine Losung zu (7) ist

2 = ke, (8)
Nun addieren wir (5) und (8).
z 1_}74_ - d@t=9) | Le-at, (9)

Dies ist die allgemeine Losung zu (4). Aus dem ersten Summanden

. b L b . .
z=x+7y:m;y(m ) == +—[cos(wt— @)-+7 sin(wt—g@)]
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b
Vmcos(wt—zp)

eine Losung zu (1) und aus der imagindren nach Division durch j

erhalten wir in der reellen Komponente x =

iny :ﬁ%sm(wt— @) eine zu (2).

Allerdings sind diese Funktionen nicht die gesuchten all-
gemeinen Losungen. Es fehlt beide Male der verdnderliche Sum-
mand mit der Integrationskonstanten. Um diese Erginzungen
zu bekommen, verfahren wir wie beim Losen der Gleichung (4).
Wir ersetzen in (1) die abhingige Variable # durch x 4 ;.

d(x;@ + a(x + xl) = chSCOtE

d d
%—}—d—ﬁl—l—ax—}—axl: bcoswt.

Hiervon subtrahieren wir (1). Es bleibt die Gleichung % +ax, =0

iibrig, deren allgemeine Losung x, = ke~“! ist. Somit lautet die
allgemeine Lésung zu (1)

b
X+ 2 = Ja e cos(wt — @) + ke~ (10)
Analoge Uberlegungen fiihren zur allgemeinen Losung zu (2).
b .
Yy+ov= %ﬁsm(wt — @) + ke, (11)

Zusammenfassend stellen wir fest: Die allgemeinen Lésun-

gen der gegebenen inhomogen linearen Differentialgleichungen
d
d—i—l— axr = bcoswt und %—l— ay = bsinwt

setzen sich je aus zwei Summanden zusammen. Der eine ist die
Sonderlésung der gegebenen Gleichung. Der andere, fiir beide
Aufgaben gleichlautend, ist die allgemeine Losung der homogen
linearen Gleichungen

d d
{Z—}—ax:O und E‘?—}—ay:O.

Nun soll die Funktion (11) diskutiert werden. Der erste Sum-

mand y = —gin(w? — @) ist eine harmonische Schwin-

Va? + o?
gung, die durch eine Sinuskurve veranschaulicht wird. Der zweite,
¥, = ke~ %, ist eine Schar aperiodischer Schwingungen. Diese

Iseli, Differentialgleichungen. 2
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kénnen durch abnehmende Exponentialkurven dargestellt werden.
Da (11) eine technisch wichtige Funktion ist, so soll sie gezeichnet
werden. Zu dem Zwecke mogen fir @, @ und b folgende Werte
gewihlt werden: ¢ = %; w =1 und b = 1/5. Dann wird

b ® A
=2 tgp=—=2; ¢=063°26'~63°
o gP 4

a
Also entsteht aus (11) zunichst
Y 4+ y, = 2sin(t — 63°) - ke 1,

Die Integrationskonstante k bestimmen wir auf Grund der An-

¥
— 7] A
1 | = 1 L 1 . -
Mh\-gse z s Y 27 in sz M s
Z C \_

Abb. 11. Harmonische und aperiodische Schwingung.

fangsbedingung ¢t = 0; ¥ + y, = 0 und finden £ = 2 - 0,89 ~ 1,8.
Die gesuchte Einzellosung ist mithin

Y+ y; = 2sin(t — 63°) + 1,8¢7 ¥, (12)

Die XKonstruktion der Sinuskurve y = 2sin(t— 63°) ist aus
Abb. 11 ersichtlich. Fiir die Exponen-
tialkurve y, = 1,8¢ ¢ gilt nebenstehende
Tabelle.

Die gesuchte Kurve (12) ergibt sich durch Addition der Ordi-
naten y und y,;, am einfachsten mittels des Zirkels. (Abb. 11.)

¢ | o | 2| 4] s
v: | 1,8 [0,660,2410,09

Herleitung der Differentialgleichung aus der Funktionensehar.

In den bisher betrachteten Beispielen ist immer aus einer
Differentialgleichung f(z,y,%') =0 (1) die Integralfunktion
g(x,y,c) = 0 (2), worin ¢ den Kurvenparameter (die Integra-
tionskonstante) bedeutet, bestimmt worden. Dazu war stets die
Integration der Gleichung (1) n6tig. Nun soll umgekehrt aus der
Funktionenschar (2) die Differentialgleichung (1) hergeleitet wer-
den. Zu dem Zwecke differenzieren wir vorab die Funktion (2).
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Fiir den Differentialquotienten schreiben wir g'(x, y, ¢) = 0 (3).
Aus (2) und (3) eliminieren wir den Parameter ¢. Dies kommt nur
dann in Wegfall, wenn in (3) die Gré8e ¢ nicht mehr vorkommt.

24. Man bestimme die Differentialgleichung der Parabelschar,
die entsteht, wenn die Parabel y = ax? lings der y-Achse ver-
schoben wird.

Die Gleichung der Parabelschar lautet y = axz? 4 ¢, worin a
eine Konstante und ¢ den Kurvenparameter bedeutet. Die Ab-
leitung ist ¥' = 2 ax. Da in ihr der Parameter ¢ fehlt, so ist sie
die gesuchte Differentialgleichung.

25. Wie lautet die Differentialgleichung der Parabelschar,
deren vertikale Achse die y-Achse und deren gemeinsamer Scheitel
der Nullpunkt ist?

Die Integralfunktion ist y = ax? worin ¢ der Kurvenpara-
meter ist. Durch Differenzieren finden wir ' = 2 ax. Aus den
zwei Gleichungen eliminieren wir den Parametera
und erhalten xy’ — 2y = 0.

26. Man suche die Differentialgleichung der Izy)
Kreise, die die vertikale Achse im Nullpunkt ¢
beriihren (Abb. 12).

Beziiglich des Mittelpunktes M lautet die
Gleichung des gezeichneten Kreises 224 y2=12. Abb. 12, Gleichung
Nun verschieben wir die vertikale Achse von M ’
nach O, also um —7r. Bezeichnen wir die neuen Abszissen durch z’,
so gilt zwischen ihnen und den alten Abszissen die Gleichung
z =—r -+ a'. Thr zufolge geht die XKreisgleichung iiber in
(x' — )2 4 y2 = r2. Unter Beriicksichtigung, daf O nun als
Nullpunkt gilt, darf der Index wegfallen.

(x—1r)2+y2=17r2 oder x%2— 2rx+ y2=0. (1)

Im Gegensatz zu einer entwickelten Funktion y = f(x) be-
zeichnet man eine Funktion von x und y, die nicht nach einer der
zwel Variablen aufgeldst ist, als eine unentwickelte Funktion.
Die Werte von « und ¥ geniigen einer Gleichung von der Form
f(®,y) = 0. Fir die Ableitung einer derartigen Funktion gilt

die Vorschrift é_f @, y) - éfgx y) 4y = 0, wofiir man abgekiirzt
ox Y “dx
of f

schrelbt + 6y =0.

2*
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Eine unentwickelte Funktion ist die Kreisgleichung (1). Ihre
Ableitung soll nun bestimmt werden.

of : o, ,
T=2e—2r o2y Jly =24y

2z —2r+2yy’' =0 oder x—7r-+yy =0. (2)
Wird nun der Parameter r aus (1) und (2) eliminiert, so ergibt sich
2?2 — y? 4+ 2zxyy’ = 0.
Dies ist die Differentialgleichung der Kreisschar (1).

Substitutionsverfahren.

Wir wollen obige Differentialgleichung 16sen. Die Gleichung hat
die Eigentiimlichkeit, dal ihre Summanden in bezug auf x und y
vom selben Grade sind, ndmlich vom zweiten. Daher kann sie
mittels der Substitution ¥y = xzz (3) gelost werden. Dadurch er-
setzen wir die abhingige Variable y durch z. Durch Differen-
zieren entsteht dy = x dz - zdx (4). Wir fithren (3) und (4) in

die Differentialgleichung ein:
xdz + zdzx

x2 — x222 - 2222 e — =0,

dividieren durch z2 und finden

2 xz + 1422=0.
Nun trennen wir die Variablen 2%%2 + —x— = 0 und bereiten
die Integration vor.

d(l + 2
1—!—22) 42 In(1 +2%) +Inz=c

oder x(l +2%) = = 27.

Nach (3) ist aber z = - und daher z(1 + 22) = x(l + 5 ) =27
oder & i ¥ _ 27 und schhethh 22 — 2rx + y?

Damit sind wir zur urspriinglichen Kreisschar zuruckgekehrt.
27. Man suche die Differentialgleichung der Exponentialkurven
y = be"”, worin b der Parameter ist und a eine Konstante bedeutet.
Man findet %' = ay (1). In Worten: Der Anstieg ist pro-
portional einer Konstanten a und dem jeweiligen Funktions-
wert y. Durch Multiplikation mit dx geht die Gleichung in
dy = aydx (2) iiber. Die differentielle Anderung dy der ab-
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hiéngigen Variablen ist mithin proportional einer Konstanten,
dem jeweiligen Funktionswert und dem Zuwachs dx der unab-
héngigen Variablen. Bei positivem a bedeutet dy einen Zuwachs
der Funktion ¥, bei negativem @ eine Abnahme. Wir werden uns
spater bei angewandten Aufgaben dieser Tatsache erinnern.

Man kann (1) und (2) als Differentialgleichungen des Expo-
nentialgesetzes bezeichnen.

Exponentialpapier.

Wir wollen uns nun néher mit der Konstruktion der Exponen-
tialkurve y = ba” befassen. Die Berechnung der Ordinaten ist
umstédndlich. Sie soll durch Verwendung von Exponential-
papier erleichtert werden.
Mit diesem wollen wir uns zu-
nichst vertraut machen. Wir
zeichnen auf der horizontalen ¢
Achse eines Achsenkreuzes
die bisher stets verwendete
gleichférmige Leiter oder
Skala fiir die Zahlen 1;1,1;

Y

1,2...9,9;10 (Abb.13). In

dieser schematischen Darstel-

lung sind nur die ganzen Zah-

len beriicksichtigt. 0 z ¥ 3 g 0
Auf der vertikalen Achse Abb. 13. Exponentialpapier.

dagegen tragen wir die Maf}-

zahlen der Logarithmen derselben Zahlen auf, soweit es die Uber-
sichtlichkeit erlaubt. Dies geschieht am einfachsten so, dafl wir
eine Leiter vom Rechenschieber auf die Achse iibertragen. Fiir
log10 = 1, die logarithmische Einheit, stehen auf dem Rechen-
schieber die Strecken 25 cm, 121/, cm und 8!/; cm zur Verfiigung
(lineare, quadratische und kubische Leiter). Man gebe sich Rechen-
schaft davon, daB3 in allen drei Leitern wohl die MafBzahlen der
Logarithmen aufgetragen, aber die Zahlen (Numeri) beigeschrieben
sind. Derartige Leitern heiBlen logarithmisch. Sie sind un-
gleichférmig. Zieht man nun durch die Teilpunkte beider Achsen
Geraden wie in Abb. 13, so erhilt man Exponentialpapier,
auch halblogarithmisches Papier geheilen. Auf dem im
Handel erhiltlichen Papier ist nur die vertikale Achse beziffert.
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Der Anschrieb der horizontalen Achse erfolgt erst beim Gebrauch.
Es kann die 1cm lange Abszisse beispielsweise eine beliebige
Anzahl Lingeneinheiten oder irgendeinen Arcus darstellen.

Bei Verwendung eines Rechenschiebers kann das Exponential-
papier ohne wesentlichen Nachteil durch gewohnliches Papier er-
setzt werden. Nicht einmal die logarithmische Leiter muB3 vom
Rechenschieber iibertragen werden. Wir
werden dies gleich einsehen.

Wir zeichnen (Abb. 14) den Punkt
P(x,, y;) in ein Achsenkreuz, die Abszisse
i in gewohnter Art; die Ordinate y, (eigent-
a7 7 lichlogy,) iibertragen wir mittels des Zirkels
Abb. 14. Exponentialgerade.  vOom Rechenschieber. Mittelsdesselben Ver-

fahrens finden wir auch Q (%,, y,). Durch P
und @ legen wir eine Gerade und zeichnen auf ihr den variablen
Punkt R(z,y). Nun soll die Gleichung dieser Geraden bestimmt
werden. Man entnimmt der Abbildung

(logy — logy,) : (logy, — logy,) = (x — ) : (z, — y).
Hieraus findet man leicht

logy, — |

Nun substituieren wir
logy, — logy,

logy, — logy,
—y x—l-log?/l——xz_—xl‘xl

= loga
Ty — Xy
und _
logy; — w -2, = logbh.
Mithin entsteht logyzx'loga—l—logb. (l)

Dies ist die gesuchte Gleichung der auf Exponentialpapier ge-
zeichneten Geraden. Setzt man x = 0, so findet man ihren Ab-
schnitt auf der vertikalen Achse, nidmlich ¥ = b. Der Anstiegs-

1 — I .
08Ys — 08Y, bestimmt.
Xy — Xy

Aus (1) findet man durch Ubergang zur Exponentialfunktion

y = ba”. (2)

Umgekehrt: Zeichnet man (2) auf Exponentialpapier, so streckt

sich die Kurve in eine Gerade, die Exponentialgerade der

Funktion (2). Darin liegt die Bedeutung dieses Papiers. Man
versteht nun die Bezeichnung ,,Exponentialpapier*,

winkel ¢ ist durch tge = loga =
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Soll fir die Funktion (2) die zu einer Abszisse x gehérige
Ordinate y gefunden werden, so nimmt man in Abb. 14 die
Strecke logy in den Zirkel und trigt sie auf der verwendeten
Leiter des Rechenschiebers ab. Dann
kann am Endpunkt y abgelesen werden. N P

Als Beispiel soll nun die Kurve 4 \{
y=>5-¢~%1%konstruiert werden (Abb.15a
und 15b). PFiir die Exponentialgerade \
gilt die Gleichung \

logy = log5 — 0,1z loge ) K

= 0,69 - 0,0434z. AN

Aus ihr finden wir die Zusammen- . I
4—; : g }:;)4 . Nun zeichnen \
wir ein Rechteck von 10 cm Lange und
121/, cm Hohe (= Lénge der logarith- #
mischen Einheit der quadratischen SN—

stellung

2
N
N
=
S
-
N
S

Leiter des Rechenschiebers). Hierein \\
konstruieren wir die Gerade (1). Zu- T
niichst ergibt sich die Strecke I. Aus I e S

ibhr gewinnen wir, wie ausder Abbildung ;——F %~
ersichtlich ist, die Strecken I/ und 111, # 2 # % % X
wobei man sich II und III als Ver- Abb. 15a und b. Exponential-
lingerung von I vorzustellen hat. Es frurve.

gehéren zusammen: die Abszissen 0—1I10 und die Strecke I, die
Abszissen 10—20 und die Strecken II und III.

Nun kann die gesuchte Kurve unter Verwendung des Rechen-
schiebers leicht konstruiert werden. Eine Erklirung ist lediglich
fiir die Konstruktion des Punktes P, der der Abszisse x = 18
entspricht, am Platze. Wir nehmen die Strecke p (s. Abb. 15a)
in den Zirkel und tragen sie vom Endpunkt der logarithmischen
Einheit nach links auf. Die Ablesung ergibt y ~ 0,8. Ent-
sprechend findet man weitere Punkte.

Angewandte Beispiele fiir Differentialgleichungen I. Ordnung.

Geometrische Aufgaben.
1. Es ist die Kurvenschar zu bestimmen, deren Anstieg -z

ist, Also gilt die Differentialgleichung 3" = —%. Der allgemei-
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nen Losung 2 -+ y? = ¢ = r2 entspricht eine konzentrische Kreis-
schar um den Nullpunkt.

2. Der Anstieg einer Kurvenschar ist —i 1:: Somit ist
y = 179 Die allgemeine Losung (1 + x)(1 4 y) = k ist eine

T 14w
Schar gleichseitiger Hyperbeln. Geht beispielsweise eine dieser
Kurven durch den Punkt P(x;, y;), so wird k£ = (1 + ;) (1 + ).

¥ A 3. Man bestimme die Kurven %k, deren
3 Subnormale die konstante Linge p hat
PG, (Abb. 16).

d 2 a) Wenn PR die Kurvennormale im
Qy i Punkte P(x,y) ist, so stellt QR die die-
oy M ¢ #~ 7 sem Punkte zugehérige Subnormale dar.
» Der Abbildung entnimmt man QR = p
=ytgep =yy'. Also gilt p=yy'. Die

Abb. 16. Subnormale und . . . 32
Subtangente. allgemeine Losung ist px = T te oder, wenn

% =k gesetzt wird, x = %} y2 4+ k, eine Schar von Parabeln,

symmetrisch zur horizontalen Achse gelegen.
b) Wenn P 8 die Kurvennormale ist, so miBt die Subnormale
x
1 yl s p= ?
Die allgemeine Losung lautet y = 2px2 +ec. Ihr Schaubild ist

TS. Dann ergibt sich TS =p =zctgep =

eine Schar von Parabeln, symmetrisch zur vertikalen Achse.

Man zeichne in beiden Fillen einige Parabeln.

4. Man ermittle die Kurven, deren Subtangente die konstante
Linge n hat (Abb. 16).

Wie in der vorigen Aufgabe unterscheiden wir auch hier
zwei Fille:

a) Die Subtangente ist QM. Man findet QM = n = Egy—q) = —;’, ;

y = ny'. Die allgemeine Losung kann auf die Form y = ke®/®
gebracht werden.

b) Die Subtangente ist 7N. Dann ergibt Abb.16: TN =n
=xtgy = xy’; n=uxy’. Die allgemeine Losung ist % = Ilnz+ec,
woraus durch Ubergang zur Exponentialform e¥/* — e°zx folgt.

1
Wird nun e = - gesetzt, so resultiert » = kev/n,
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Arbeit beim Strammen einer Feder.

5. Welche Arbeit A muBl zum Strammen einer elastischen
Spiralfeder aus der Ruhelage x = 0 bis zur Strecklinge z auf-
gewendet werden? (Abb. 17.)

Wenn die Linge der ungespannten £P
Feder l,, ihr Querschnitt F und ihr \ =
Elastizititsmodul E ist, so betrigt )

dieStrecklinge xunterderWirkungder  Abb.17. Strammen einer Feder.
Kraft P zufolge des Hookeschen Ge-

setzes x= EZLF - P oder, wenn fiir Eloﬁ = % substituiert wird, x= i1c~ P.
Also ist P = kx, eine lineare Funktion. Ihr Schaubild ist also
eine Gerade. Fiir x =1 wird P = k. Mithin ist % die Kraft,
die die Feder um die Léngeneinheit zu strecken vermag. Die
Kraft kx ist absolut gleich der elastischen Kraft
—kxz, die die Feder in die Ruhelage zuriickzieht. K

Bekanntlich gilt das Gesetz:

weg
Arbeit = Kraft x Weg X cose, Abb. 18. Arbeit.

wo @ der Winkel zwischen Kraft und Weg ist.
Hierbei ist zu beachten, daB Kraft und Weg gerichtete Gréen
(Vektoren) sind (Abb. 18).

In unserem Falle ist ¢ = 0. Zufolge dieses Umstandes ist
das Arbeitsdifferential d4 zur Streckung der Feder um die
Lange dx mithin Pdx = kxdx. Es gilt also

dA = kxdzx. 1)

Dies ist die Differentialgleichung fiir die Federspannung. Nun
sind alle Arbeitsdifferentiale lings des Weges x, um den der
Endpunkt E der Feder verschoben wird, zu summieren, d. h.
Gleichung (1) muB} integriert werden:

ka?
= T + C.
Zufolge der Anfangsbedingung * =0; 4 =0 wird ¢ = 0.
ka?  kx

Es bedeutet kxz die Spannkraft, die die Feder in ihrer Endlage
festhédlt. Mithin ist %ﬁ die mittlere Spannkraft. Gleichung (2)
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besagt: Die aufzuwendende Arbeit A ist gleich dem Produkt aus
der mittleren Spannkraft k?x und der Strecklinge x.

Oberfléiche einer rotierenden Fliissigkeit.

6. Ein zylindrisches Gefdfl mit einer Fliissigkeit rotiert mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die Zylinderachse.
Welche Form nimmt die Oberfliche der Flissigkeit unter dem
EinfluB der Schwere und der Zentrifugalkraft an? (Abb. 19.)

Unter dem EinfluB der beiden
Krafte erfahrt die im Ruhezustand
ebene Oberfliche der Fliissigkeit
nach und nach eine becherartige
Vertiefung. Nach einiger Zeit #én-
dert sie sich aber nicht mehr, d. h.
es findet keine Verschiebung der
Fliissigkeitsteilchen mehr statt. Die
Oberfldche ist nun stationér.

Abb. 19. Rotieren einer Fliissigkeit. Wir betrachten jetzt ein an der

Oberfliche gelegenes Fliissigkeits-
teilchen im Punkte P(x,y) von der Masse m. Auf diese
wirken die Schwerkraft m g und die Zentrifugalkraft, deren
GroBe mw?x wir vom Physikunterricht her kennen. Die Schwer-
kraft ist nach abwérts gerichtet. Die Zentrifugalkraft fillt in die
Richtung der Abszisse . Die zwei Kréfte konnen zu einer Resul-
tierenden r zusammengesetzt werden (s. Abb. 19). Da das Fliissig-
keitsteilchen nicht mehr verschoben wird, so muB3 r senkrecht
zur Kurventangente ¢ im Punkte P stehen. Stiinde nimlich die
Kraft r schief zu ¢, so wiirde sie eine Verschiebung des Fliissig-
keitsteilchens bewirken.

Aus der Abbildung liest man ohne Schwierigkeit den Anstieg
der Kurve K, d.h. die gesuchte Differentialgleichung, heraus,
némlich

molr w2 w?

tgp =y = mg =g % also y’=?x.

(Man fertige vom Richtungsfeld eine Skizze an.) Die Integration
2
ergibt y = 2w—g 22 + ¢ (Parabelschar). Die Integrationskonstante c,

den konstanten Teil aller Ordinaten, bestimmen wir aus der An-
fangsbedingung * = 0; y = OH = h, Die Strecke h ist durch
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2
Messung zu ermitteln. Die gesuchte Einzellosung ist y = —2(-% x2+4 h.

Die Fliche, die diese Parabel durch Drehung um ihre Achse er-
zeugt, ist ein Drehparaboloid.

Natiirliche Verzinsung.

7. Bei der iiblichen Verzinsung bleibt das Kapital wihrend
der Laufzeit eines Zinses (ein halbes oder ein ganzes Jahr) kon-
stant. Der Zins kann erst nach Verlauf dieser Zeit zum zins-
tragenden Kapital addiert werden. So kommt es, daB das Kapital
sprunghaft wichst. Dieser Zuwachs AK eines Kapitals K bei
p% jéhrlichem Zins und einer Laufzeit A¢ betrigt

P
AR = K - 155+ At. (1)

Nun wollen wir die Laufzeit des Zinses At kiirzer und kiirzer
werden lassen, schlieflich unendlich klein. Dann wichst das
Kapital nicht mehr sprunghaft, sondern stetig. Man bezeichnet
diese Art der Verzinsung als natiirliche oder stetige Ver-
zinsung. In diesem Falle geht (1) iiber in

P
dK = K - {55 dt. @)

Diese Gleichung ist das Differentialgesetz der natiirlichen Ver-
zinsung. Aus ihr finden wir

2y
K=l e, (3)

eine Exponentialfunktion. Ihr kommt die Anfangsbedingung
t=0, K = K, zu, wo K, das Anfangskapital bedeutet. Hieraus
finden wir k£ = K,.

Die gesuchte Einzellosung ist K = K, 6100

Beispiel. Ky =1; p =100; ¢t =1 ergibt K =¢=2,718. ..
Die Einheit des Kapitals wichst also zu e = 2,718... Ein-
heiten an.

Wir wollen nun annehmen, man subtrahlere den aufgelaufenen

Zins vom jeweiligen Kapital; d. h. es wird dK negativ. An Stelle
von (2) erhilt man dK = —K yb5dt. TIst wiederum K = K, fiir
t = 0, so ergibt sich die Einzellosung

_P,
K =Kye 10, (4)
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Beispiel. K, =1; p = 100; ¢ = 1. Folglich wird
=L _o043¢. ..
e

Im ersten Fall nimmt das Kapital exponentiell zu, im zweiten
exponentiell ab.

Stab mit Querschnitten gleicher Beanspruchung.
8. Am unteren Ende eines aufgehéngten Stabes vom spezi-
fischen Gewicht y und der zuldssigen Beanspruchung o ist die

s . Last P, befestigt. Nach welchem Gesetz

! wichst der Querschnitt F, wenn alle Quer-

,cfld/- schnitte gleich stark beansprucht werden
Z sollen? (Abb. 20.) p

3 Fiir jeden Querschnitt F gilt ¢ = =

F
2 oder ¢F = P, mithin auch ¢dF=dP, wo-
= bei dP=Fydx ist. Somit ist cdF =Fydzx,
{
7

Abb. 20. Querschnitte glei- dF y ~z
cher Beanspruchung. — dz oder F = Lke® .

F™ 6

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung x=0; F = Fo.: %’

. P P, X
wird Ic:j‘-‘l undF=7°eG ‘.

Beispiel. P, = 1000 kg; o = 200 kg/ecm?; ¥ = 0,0078 kg/cm3.
% x ist mithin eine unbenannte Zahl, wiahrend %‘1 die Dimension

einer Fliche aufweist:
F =5 eb000092 [cm2],

Seilreibung.
9. Um einen festgeklemmten
— Zylinder, beispielsweise aus Holz,
sei ein Seil (oder ein Riemen) ge-
M schlungen (Abb. 21). An den
Abb. 21. Seilreibung, freien Seilenden greifen die Span-
nungen P; und P; an. Ist Py= P,
so ist ein Gleiten des Seiles ausgeschlossen. Nun soll die Span-
nung P; grofler und grofer werden. Wenn P; — P, einen be-
stimmten Wert erreicht hat, so kommt das Seil ins Gleiten, Diese
Spannungsdifferenz ist beim Beginn des Gleitens gleich der Rei-
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bung zwischen Seil und Holz. Sie mufl von der Reibungszahl
der beiden Materialien und der Grofe des <« abhingen. An
Stelle des festen <« trete nun der verdnderliche < g (s. Abb. 21).
Dies hat zur Folge, daf der Einzelwert P, durch eine zu bestim-
mende Funktion P ersetzt wird, die von u und ¢ abhingt. Aber u
ist eine Konstante. Somit ist eine Funktion von der Form
P = f(¢) zu suchen.

Zu dem Zwecke lassen wir den beliebigen Kreisbogen DB = s
um das Differential BC = ds wachsen und berechnen den Span-
nungszuwachs dP liangs dieses
Bogenelementes fiir den Grenz- N
zustand des Gleichgewichts. Zu- N
nichst fertigen wir eine etwas §
verzerrte Zeichnung des Sektor-
differentials B M C an (Abb. 22).

Nun fragen wir nach den
Spannungen, die in den unend-
lich benachbarten Seilpunkten Abb. 22. Seildifferential.

A, B und C angreifen:

Die Spannungen P und P - dP driicken das Seilelement
an den Zylinder, und dN ist der Druck, der vom Zylinder L
auf das Seildifferential iibertragen wird. Einem Gleiten des Seiles
nach rechts hin wirkt die nach links hin gerichtete Reibung ud N
entgegen. Jetzt stellen wir die Gleichgewichtsbedingungen || und
L zum Kreisradius M A auf.

Die zu M A parallelen Komponenten ergeben

g .| 4
2

AN =Psin’? 4 (P + dP)sin’? — 2 Psin®? + dPsin’? .

Zufolge der Beziehung lim sing _ 1 ist sindvz<£ = %ﬁ . Somit gilt
die Gleichung ¢>0
dN = Pde + $dP -de. (1)

Der GroBenordnung wegen féillt das aus zwei unendlich kleinen
Faktoren gebildete Produkt dP - d ¢ gegeniiber dN und d¢ nicht
in Betracht. Man bezeichnet dP - d ¢ als unendlich kleine GroBe
II. Ordnung, dagegen d N und d¢ als unendlich kleine GroBen
I. Ordnung. Es resultiert aus (1) die Beziehung

dN = Pdg. @)
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Fiir die zu M A senkrechten Komponenten finden wir

pdN + Peos’? = (P + dP) cos’
oder

pdN = dP - cos™?. 3)

. d . . . . .
Scheinbar ist dP - cos?(p eine unendlich kleine Gréfle zweiter

Ordnung. Wiirde dies zutreffen, so lige die Unméglichkeit vor,
daB eine unendlich kleine Gr6Be I. Ordnung gleich einer un-
endlich kleinen Gréfe II. Ordnung wire. Der Widerspruch

klirt sich leicht auf: cos@ ist keine unendlich kleine Zahl. Es
gilt cos(zg = 1. Daher ergibt sich aus (3) die Gleichung

2
HdN = dP. 4)
Aus (2) und (4) eliminieren wir dN. In
dP = puPdy (6]

ist die Differentialgleichung der Seilreibung gefunden. Wir stellen
fest, daB in ihr der Radius r fehlt. Der Grund dafiir ist aus Abb. 22
leicht ersichtlich. Es ist ndmlich einerlei, ob wir die dort ein-
gezeichneten Spannungen dem Bogenelement BC oder etwa dessen
zugeordnetem Arcus d ¢ zuteilen. Die Integration der Gleichung (5)
ergibt In P = ug + ¢, woraus beim Ubergang zur Exponential-
funktion P = ke*® gefunden wird. Auf Grund der Anfangs-
bedingung ¢ = 0; P = P, wird k = P,. Mithin lautet die ge-
suchte Einzell6sung

P = Pye ?. (6)

Bei nicht zu kleinem u wichst (6) sehr rasch. Ist beispielsweise
pw = 0,5 (Hanfseil auf rauhem
Holz), so findet man neben-
stehende angendhert richtige Ta-
belle. Nun 16sen wir (6) nach P, auf: Py = Pe #?®. Ist wiederum
u = 0,5, so gilt, ebenfalls in Anndherung, die folgende Zusam-
menstellung. Sie erkldrt, wes-
halb es einem einzelnen Mann
moglich ist, ein Schiff an einem
seiner Taue, das mehrfach um einen Pfahl geschlungen ist, selbst
gegen starke Stromung festzuhalten.

@ T 2:tl4.7r

P—=P,¢"?| 5P, | 25P,| 625 P,

@ 7T 2n 4

- 1 1 1
Py=Pe #%| 3P | 5P |gsP
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Die abgeleitete Funktion P = Pye#% dient auch zur Berech-
nung des Riementriebes und der Bandbremse. Die Betrachtung
dieser Fille gehort aber nicht hierher, sondern in den Unterricht
itber Mechanik und Maschinenlehre.

Erwdrmung eines Heizkorpers bei konstanter Wirmezufiihrung.
10. Es bedeute:
dT = Temperaturinderung eines Korpers in der Zeit d¢.
G = Gewicht des Korpers.
¢ = spezifische Wirme des Korpermaterials.
1 = Wirmeiibergangszahl von der Kérperoberfliche zur Luft
pro Oberflicheneinheit und 1° C Temperaturunterschied.
w = zugefilhrte Warmemenge pro Zeiteinheit.
O = Oberfliche des Wirme abgebenden Korpers.
T, = Auflentemperatur.
T—T, = Ubertemperatur des Heizkérpers iiber die Temperatur
des AuBenraumes.

Nachstehend die Vorginge wahrend der Zeit di:
Die dem Heizkorper zugefiihrte

Wirmemenge = wdt. (1)
Im Korper aufgespeicherte

Wirmemenge = GcdT. (2)
An den AuBenraum abgegebene

Wirmemenge = O(T — T,) Ad¢. (3)

2) + (3) = ().
GedT 4+ 0O(T — T)Adt = wdt
oder

aT | 01 w
@t T T =g

Hierin setzen wir

%:a und g}=b5 4)
arT
—Jt——}—a(T——Tl)_—_b. (5)

Diese Differentialgleichung ist linear.
Wir trennen die Variablen:
arT

b a(r =) = 9t
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Um die Integration zu erleichtern, formen wir die linke Seite
um und zwar so, daB der Zahler das Differential des Nenners wird :

1db—a(T—T)]
e b—ar—1,) —%

und multiplizieren diese Gleichung mit —a:

ab—a(T—1Ty)]
b—a(T—Ty)

Nun bietet die Integration keine Schwierigkeiten mehr:
Infb —a(T—T,)] = —at+c.
Wir gehen zur Exponentialfunktion iiber:
b—a(T—T,) =ee % =Fke %,

—adt.

Hieraus finden wir

iy W)
Zufolge der Anfangsbedingung 7' = T, fiir ¢t = 0 wird &k, = —%.
Die ihr angepafite Einzellosung lautet

Ty =21 — e, 6)
Aus den Gleichungen (4) setzen wir noch die Werte fiir @ und b ein:
01
T-TIZ%(l—e_%t). )
Fir T, = 0 folgt aus (6)
T:—s(l — ealy, (8)

Diese Funktion wollen wir nun diskutieren.
. b
Fir t =oco wird T'=_-=T,.

T, ist die Endtemperatur des Heizkorpers.
Gleichung (8) kann nun in nachstehender Form geschrieben

werden :
T=T,(1— e %Y. 9)

1
Setzt man hier fiir { = o =T, 80 entsteht

T — Te(l — %)= 0637, = 63% der Endtemperatur.

. . 1. . .
Die Zeit 7 = o ist die Zeitkonstante.
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Der Anstieg von (9) fir ¢ = 0 ist
ar B T, T,
dt
In der Halbwertzeit ¢ steigt 7' an auf 4$7,. Durch Einsetzen
dieses Wertes in (9) finden wir 4 = 1 — ¢~ %! oder ¢~ % = % und

hieraus at = In2, also fir ¢ = %an =7In2=0,77 (in An-
néherung).

SchlieBlich ermitteln wir noch die Zeit ¢, in der 7' = 0,9997,
wird. Aus Gleichung (9) resultiert fiir diesen Fall 0,001 = ¢~ ¢

oder angenéhert —211—0 =e % und at=10In2; ¢t=10- %ln2
= 107 In2, also das Zehnfache der Halbwertzeit.

In dhnlicher Weise wie ein Heizkorper erwirmt sich eine Ma-
schine, wenn sie in Betrieb gesetzt wird.

Newtons Abkiihlungsgesetz.

11. Ein Korper besitze die Temperatur 7,. Die AuBlentempe-
ratur sei 7'y, und es gelte Ty > T';,. Dem Korper soll keine Wiarme
zugefiihrt werden. Folglich mul} er sich abkiihlen. Wéhrend der
ganzen Zeit der Abkiihlung soll die AuBentemperatur 7'; kon-
stant bleiben. Unter diesen Voraussetzungen soll das Abkiihlungs-
gesetz T = f(t), worin ¢ die Zeit und 7T die variable Temperatur
bedeutet, gesucht werden.

Zu dem Zwecke bestimmen wir zunéchst die Temperatur-
abnahme d7 wihrend der Zeit dt. Diese ist proportional der
jeweiligen Temperaturdifferenz 7' — T, und der Zeit d¢, zu-
dem aber auch noch einer Konstanten —a, die von geometri-
schen und physikalischen Eigenschaften des abzukiihlenden Kor-
pers abhingt. Das negative Vorzeichen rithrt daher, daf es sich
um eine Abnahme der Temperatur handelt. Das differentielle
Gesetz der Temperaturabnahme lautet demzufolge

AT = —a(T — Tydt (1) oder b= —a(T—T). (2

Man kann das negative Vorzeichen von a auch mit der Kurve
T = f(t) in Beziehung bringen. Da die Temperatur 7' fortwédhrend

abnimmt, so muf ar eine negative Zahl sein.

Iseli, Differentialgleichungen. 3
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Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der Differential-
gleichung (1) schlagen wir folgenden Weg ein:
ar
T— T,
Entsprechend der Anfangsbedingung ¢t = 0; 7' = T, erhalten wir
fir k = T, — T,. Die der gestellten Aufgabe angepafite Einzel-
16sung ist somit

—adt; (T —-T)= —at+c; T—T,==Fke *.

T =T, + (T, — Ty) e~ (3)

Vereinfachend soll nun die AuBentemperatur 7, = 0 werden.
Dann geht (3) iiber in
T = Tye . 4)

Zufolge der Funktionen (3) und (4) erfolgt die Abkiihlung nach

dem Exponentialgesetz.
Beispiel. Eine Versuchsreihe hat bei einer AuBlentemperatur
T, = 0° folgende Funktionstabelle ergeben:

t in Sekunden 0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80
T in Celsiusgraden | 75,0 | 66,6 | 61,2 | 54,7 | 49,7 | 44,8 | 40,0 | 36,5 | 32,3

Es soll untersucht werden, ob diese Wertepaare einer Exponen-
tialfunktion 7 = T e~ %" genii-
gen, und wenn dies zutrifft, so
sollen die Konstanten 7T, und a
bestimmt werden.

Wir wissen, daB sich eine
Kurve T'= T\ye~!, auf Exponen-
tialpapier gezeichnet, in eine Ge-
rade, die Exponentialgerade der
Kurve, streckt. Wir zeichnen
nun die Wertepaare der Tabelle

0w 2 w % 3 & m &  auf Exponentialpapier (Abb. 23).
t— Als Ordinaten T tragen wir die
logarithmischen Strecken der linearen Leiter des Rechenschiebers
auf. Da die niedrigste einzuzeichnende Temperatur 32,5° ist,
so wollen wir die horizontale Achse durch den Bildpunkt
T = 30° legen.

Es zeigt sich nun, daf die aufgetragenen Punkte nicht genau

auf einer Geraden liegen, aber annihernd. Wir legen eine Gerade

7

\ Abb. 23. Abkiihlungsversuch.
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80, dall sie sich den eingezeichneten Punkten moglichst gut an-
paBt und bezeichnen sie als Ausgleichsgerade. Die Werte der
Funktionstabelle entsprechen, wie Abb. 23 zeigt, in Annédherung
einer Funktion von der Form
T = Tye *. (5)
Nun sind die Konstanten T, und @ zu bestimmen. Fir ¢ =0
geht (5) tiber in T = T, d. h. T, ist die Ordinate in { = 0. Wir
iibertragen die entsprechende Strecke mittels des Zirkels aus
Abb. 23 auf den Rechenschieber und lesen hier T\) = 74,5 ab. Es
gilt also zunichst 7 = 74,5 - ¢e"%’. Durch Logarithmieren dieser
Funktion erhalten wir
o — log74,5 — log T _ log74,5 — logT
tloge 0,434 ¢
Hier setzen wir die Koordinaten irgendeines Punktes der Aus-
gleichsgeraden ein. Der bereits verwendete Anfangspunkt fillt
allein auler Betracht. Wir entnehmen der Abbildung beispiels-
weise ¢ = 80; T = 32,5. Die Rechnung ergibt
log74,5 — log 32,5
=" 0434.80 = 0,0104 .
Die gesuchte Exponentialfunktion ist

T = 74,5 ¢~ 00104t

Nach einer derartigen Funktion kiihlt sich eine Maschine ab,
wenn sie vom Betrieb zur Ruhe iibergeht, falls die AuBentem-
peratur 0° betrigt.

Bewegung eines Schwungrades.
12. Wir wollen zunichst das Grundgesetz der Mechanik oder

die dynamische Grundgleichung, nédmlich: Kraft = Masse X Be-

. . . ds? d
schleunigung, in Zeichen f=m d;:f =m ;% ,

auf die kreisférmige Bewegung anwenden.

Ein Schwungrad drehe sich mit der verin-
derlichen Winkelgeschwindigkeit w um seine
Achse (Abb. 24). Am Massenteilchen dm im
Abstande ¢ von der Achse durch O greife, senk-
recht zu g, die Kraft df an. Sie erzeugt das app.24. Schwungrad.
Drehmoment

dM = odjf. 1)

Ferner gilt zufolge des Grundgesetzes der Mechanik df = dm - C;—Z

3*
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Diesen Wert fiir df setzen wir in (1) ein:

M —gdm -2 2)
Die zeitliche Anderung des Winkels ¢ ist der Differentialquotient
de

dt
die Umlaufsgeschwindigkeit des Massenteilchens dm im Ab-

= w, wo o die Winkelgeschwindigkeit bedeutet. Folglich ist

stande ¢ von der Drehaehse v = g—d—t = pw und die Umlaufs-

(o] dv
Q dt2 = QW. Diesen Wert fiir i setzen

dw
dMﬁQ%lm dt2 = o¥dm - —.

beschleumgung
dt
wir in (2) ein:

Nun integrieren wir iiber alle Massenteilchen dm des ganzen
Schwungrades:

/dM /Q2dm I —fg2dm——
Das erste Integral ergibt das Drehmoment M. Bei der Integra-
tion der zwei iibrigen Integrale dndern sich nur die Werte fiir o

2
und dm, wihrend %—tg nd konstant bleiben. Diese Quo-

tienten diirfen mithin vor das Integralzelchen gesetzt werden:

dtZ_/de = dt /92dm

Dieses Integral bedeutet das axiale Trigheitsmoment J des
Schwungrades. Daher lautet die Differentialgleichung fiir die
Kreisbewegung eines festen Korpers

M= Jtz_J . (4)

Diese Gleichung soll nun auf die Schwungradbewegung angewendet
werden.

I. Anlassen des Schwungrades.

Es werde das konstante, die Bewegung beschleunigende
Drehmoment D auf das Schwungrad iibertragen. Thm entgegen
wirken die Reibungsmomente, hervorgerufen durch Lager- und
Luftreibung und durch die Reibung des Rades an einer Flissigkeit,
in die es teilweise eintauchen soll. Die Gesamtheit aller Reibungs-
momente sei auller einer Konstanten F der Winkelgeschwindig-
keit w proportional. Das die Bewegung verzégernde Dreh-
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moment ist mithin —Fw. Auf das Schwungrad wirkt also das
Drehmoment M = D — Fw. Gleichung (4) ergibt fiir unseren
Fall

d d
J5r=D—Fo oder Jo+Fo=D. (5)

Die allgemeine Losung dieser linearen Differentialgleichung ist,
wie leicht gefunden wird,

7
D —=t
w:fﬂke Jo.

Die der Anfangsbedingung w = 0 fiir £ = 0 angepaBite Einzel-
16sung lautet

w :%(1 ~e—%t).

Die Winkelgeschwindigkeit w strebt dem Endwert ? zu.

II. Auslauf des Schwungrades.

Das Schwungrad sei in Bewegung gesetzt worden. Das drehende
Moment komme nun aber in Wegfall, so dafl sich das Rad nur
noch unter dem EinfluB des Reibungsmomentes befindet. Dieses
sei wie im vorigen Falle —F w. Zu irgendeiner Zeit ¢ = 0 besitze
das Rad die Winkelgeschwindigkeit @« = ;. Nach welcher Funk-
tion w = f(¢) vollzieht sich der Auslauf des Rades?

Diese Frage beantwortet offensichtlich die Differentialgleichung

F
J % = —Fw. Ihre allgemeine Losung ist o = ke 7 t. Unter
Beriicksichtigung der angegebenen Anfangsbedingung o = w,
fiir £ = 0 lautet die gesuchte Einzellosung
_F,
o=uwe 7.

Zufolge dieser Funktion kommt das Schwungrad nie zur Ruhe.
Man kann aber stets beobachten, dafl es nach Ablauf einer end-
lichen Zeit stille steht. Dieses Nichtiibereinstimmen zwischen
Theorie und Beobachtung rithrt daher, dafl die Reibungsvorzahl F
in Wirklichkeit keine Konstante ist, sondern irgendeine Funktion
der Winkelgeschwindigkeit w, die fiir abnehmende Werte von w
wichst. Oberhalb eines gewissen Mindestwertes von w, den wir
durch w, bezeichnen wollen, ist F praktisch konstant. Sinkt
aber w mehr und mehr unter w,, so muB} ¥ wachsen und sich
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schlieBlich einem Grenzwert nihern. Unendlich groB kann ja die
Reibungsvorzahl F nicht werden (s. Abb. 25).

Das mit der Winkelgeschwindigkeit e, sich drehende Schwung-
rad werde durch Reibung an einem festen Korper durch das

konstante Drehmoment M = —a gebremst, gegen das die Lager-

Fl und Luftreibung —b%‘% nicht in Betracht
falle. Unter diesen Umsténden entsteht aus
(4) die Gleichun,

Y — ) gd

Abb. 25. Reibungsvorzahl. J d‘a; = —a.

Thre allgemeine Losung ist @ = ——%t -+ ¢, woraus zufolge der An-

fangsbedingung w = o, fiir £ = 0 die der Aufgabe entsprechende
Einzellosung o = w; — %t gefunden wird. Die Winkelgeschwin-
digkeit @ nimmt linear ab. Das Schwungrad kommt nach Ver-

lauf der Zeit ¢t = % zur Ruhe.

Wir kehren zu Fall I zuriick. Fir gréBere Winkelgeschwindig-
keiten entspricht das Reibungsmoment ¥ w den tatséchlichen Ver-
héltnissen nicht mehr. An dessen Stelle wird besser Fw? gesetzt,
so daB (5) iibergeht in do
Diese Gleichung enthilt die abhéngige Variable w in der zweiten
Potenz. Dies erschwert den Losungsweg. Zunédchst trennen wir
die Verdnderlichen:

dt — Jdo  J dw
—D—sz—ﬁl_lf’ g

Zur Vereinfachung der Rechnung substituieren wir % = a?.

J dw
U= 5T et
und integrieren J do
Die Funktion 1*_227)2 zerlegen wir nach der Methode der Teil-
bruchzerlegung : 1 A B
+ (8)

1-a®w? 1tae 'l—aw’
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worin A und B zu bestimmen sind. Wir multiplizieren die Glei-

chung mit 1 + aw:
1 _ A —I—Blj_—aﬂ

l—aw l—aw’

Da o verinderlich ist, so gilt die Gleichung auch, wenn 1 +aw =0,

1 . .
wenn also fiir & = — - gesetzt wird. In diesem Falle verschwindet

der Koeffizient' von B, und man findet 4 = }. Mit demselben

Verfahren ergibt sich auch fiir B = 4. Daher geht (8) iiber in
1 1 1 1 1

I et~ 21tan T 21 ae"

Man iiberzeuge sich von der Richtigkeit der Gleichung.
Das Integral in (7) wird also wie folgt zerlegt:

dw __i dw +i dw
1—a?w?  2)1+aw 2/ 1—aw’

Zur Integration umgeformt
/ dw 1 fd(l+ao) 1 (d1—aw)

1—@w? 2a) 1+aw 2a] 1—aw

— s [In(l + aw) — In(l — aw)] = 5-Inj 22

In (7) eingesetzt
J 1 l1+aw

Da zur Zeit t = 0 auch @ = 0 ist, so folgt ¢ = 0;

_J 1 1+aw 1+uw__2aD
t=DagM1 g4, Oder Iny oo ="jt
und nach dem Ubergang zur Exponentialfunktion
ltao _ 5%t

l—-aw

Diese Gleichung mufl nach o aufgelost werden. Man findet

2aD 2aD
J J t
l+aw=c¢e —awe
und hieraus
2aD
_le’ —1
©O= g e,

- t
e’ +1
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. F .
worin a? = D bedeutet. Also wird

2VYDF
B /Be" —1
w“l/F ﬂ/ﬁz

e 7 41

Es ist leicht einzusehen, daB bei wachsendem ¢ die Winkel-

D
geschwindigkeit dem Grenzwert w = Vf zustrebt.

Ein- und Abschalten eines elektrischen Stromkreises mit
Ohmschem Widerstand und Selbstinduktion.
I. Einschalten eines Gleichstromkreises.
13. An die Klemmen einer Reihenschaltung, bestehend aus
einem Ohmschen Widerstand R und einer widerstandsfreien
Drosselspule mit der Induktivitdt L, wurde die
Vs Gleichspannung U, angelegt. Man bestimme den
Einschaltstrom ¢ = f(f) (Abb. 26).
Die Spannung U, werde beispielsweise durch
Abb. 26. Stromkreis.. €inen Gleichstrom-Generator erzeugt. Die Zeit ¢
wollen wir vom Augenblick des Einschaltens
an messen. Zur Zeit ¢ = 0 ist auch der Strom ¢ = 0. Dieser
wichst nach dem Einschalten und strebt einem Endwerte
zu. Von der Klemmenspannung U, liegen die Komponenten Ri

L

am Widerstand und L% an der Drosselspule. Es gilt mithin die
Gleichung

di .
LE + R = U,. (1)
Wir wollen sie schrittweise umformen:
di” o 717 . 1 d(U,— Rv) 1 .
U—ri~1% “E U,—m —1W
d(U,— Ri) R
v,—ri — 1T

und integrieren:

In(Uy — Ri) = — ¢ +c.

Der Ubergang zur Exponentialfunktion ergibt

_E, _E,
Uy— Ri=¢€%¢ L =Fke L ,
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woraus als allgemeine Losung

R R
. Uo k _ft Uo _L_t
"= T R® =TF %S¢

gefunden wird. Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung
1 = 0 fiir £ = 0 erhalten wir als resultierenden Strom

i:f<l—e_%t). @)

Diese Funktion wollen wir niaher betrachten. Zunichst schreiben
wir

i— %(1 _ eﬁ) (3)

Abkiirzend setzen wir % = 7 und heiflen diesen Quotienten die
Zeitkonstante des Stromkreises. —Lt—R ist eine unbenannte Zahl.
Infolgedessen hat -f? die Dimension einer Zeit. Man erkennt leicht,
daB fiir ¢ — oo der Strom i — J0 — I, wird. Gleichung (3) kann

R
nun in nachstehender Form geschrieben werden:

i = 10(1 — e’%). (4)

Der Strom 7 kann in zwei Teilstrome zerlegt werden, namlich in
den stationiren

; 7
iy =1, (5) ! %
und den exponentiell abklingenden
_t % 9654
ip = —Ipe 7. (6) Y/ 7
Fiir t — 7 entsteht aus (4) Abb. 27. Einschaltstrom.
. 1
i= 11— 7) — 0,631, (7)

Zur Zeit t = 1 erreicht der Strom 63% seines Endwertes. Zum
Schlusse wollen wir noch den Anstieg im Anfangspunkt der Strom-
kurve (4) berechnen. Wir finden

~

7= tgg, =" (8)

Mittels der Beziehungen (5), (7) und (8) ist es moglich, den Ver-
lauf des Stromes ¢ angendhert zu zeichnen (Abb. 27).
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II. Abschalten eines Gleichstromkreises.

Im Stromkreis der Abb. 26 lassen wir zur Zeit { = 0 die
Klemmenspannung U, verschwinden, etwa durch Zerstéren des
magnetischen Erregerfeldes des Generators. Der Stromkreis bleibt
iber den widerstands- und induktivititsfrei gedachten Anker des
Generators geschlossen. Der Strom strebt nun nach einem zu
ermittelnden Gesetz ¢ = f(¢) der Null zu. An Stelle von (1) gilt
jetzt die Gleichung di
L+ Ri=0,

. . . -t .
deren allgemeine Losung ¢ = ke I~ ist, woraus mittels der An-
¢

fangsbedingung i =1, fiir ¢t=0 der Strom i=1I,e Tl I,e LR

. . . L
gefunden wird. Auch hier setzen wir % = 7 und erhalten so
t
i =1I,e 7. Diese Funktion wollen wir kurz diskutieren. Fiir
t = oo wird ¢« = 0, wihrend fiir { = 7 der Strom

Lo _ L _ 377,

VP = — =

e 2,718
resultiert. Den Winkel ¢, der Tangente im Anfangspunkt der

Kurve bestimmen wir mittels der Beziehung i'= tgg,= I—: Nun

kann die Stromkurve skizziert werden

N7 (Abb. 28).
III. In Fall I ersetzen wir die kon-
4 ; stante Spannung U, durch die Wech-
4%70\ _selspannung U, sinw? und erhalten so
g T ¢ die Gleichung

Abb. 28. Abschaltstrom. di
Lﬁ'{‘ Ri = Uysinwt. (9)

Um sie zu 16sen, verfahren wir wie in Aufgabe 23, Seite 15. Wir
ersetzen Ujysinw?¢ durch U, coswt und gelangen zur neuen Diffe-

rentialgleichung di
L d—ztl + Ri, = Uycoswt. (10)
Zu ihr addieren wir die mit j multiplizierte Gleichung (9):
L (tld—:?—z) + R(iy + t) = Uy(coswt + jsinwt) = Uye/“t.

Abkiirzend setzen wir i, 4 j¢ = 2.

dz R
Ld? + Rz = er,/mt. (11)
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Wir versuchen, ob z = Ae’®’ bei passender Wahl des Wertes
fir A eine Losung der Gleichung (11) sei. Zu dem Zwecke

setzen wir z = Ae/”! und %: jAwe’*t in (11) ein und er-
halten nach Division durch e/®¢:
jAwL + RA =U, oder A=

Nimmt A diesen Wert an, so ist
U, @t
TR+ jolL

_ U
R+ jol
z (12)
eine Losung zu (11).

Die komplexe Zahl R+ jw L soll an Hand der Abb.29 in
ihre Exponentialform iibergefiihrt werden.
Man findet 7

R =)R? 4 w?L?- cosg,
joo L :]/R2 + w2L?- jsing
und durch Addition der beiden Glei- Abb. 29. Scheinwiderstand.
chungen

worin ¢ durch die Gleichung tge = _03R£ definiert ist. 0 << << 90°.
Gleichung (12) geht iiber in

. .. Uyt Uy @t— %)
e A/ )/ I ) -y
U,

= N~y wﬁ[cos(wt — @) + jsin(wt — ¢)].

Der reelle Anteil dieser Funktion
. Ugycos(wt — @)
7,1 = /ii
VRE T o2 L2
ist eine Losung zu (10). Den imagindren dividieren wir durch j
und erhalten in i —
;= U,sin(wt — ¢) (14)
VR? + w? L2

(13)

des Wechselstromes. I
In (13) und (14) ist @ durch tgg = =" definiert.
Es soll nun Gleichung (9) noch nidher betrachtet werden.

Ihre allgemeine Losung mufl die Form ¢ + 4' annehmen. Auch
¢’ ist eine Funktion von 2.
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Wir ersetzen in (9) die Variable ¢ durch ¢ 4 ¢':

Ld(z-{—z)

+ R(i + ¢') = Uysinwt
oder di di’
@E+Rﬁqbﬁ+Rﬂ:mmmt

und subtrahieren hiervon Gleichung (9). Es bleibt als neue

Differentialgleichung L + R =0 ibrig. Ihre allgemeine
Losung ist R
i =ke L. (15)

Durch Addition von (14) und (15) gelangen wir zur allgemeinen
Loésung von (9):
Ugsin(ot — @)

R,
i tke i (16)

Pt =

Fir die Integrationskonstante k finden wir auf Grund der Anfangs-
bedingung ¢ 4 3" = 0 fiir £ = 0 den Wert

_ U,sing
IR
Zur Abkiirzung setzen wir —_.z_‘g_? J,. Daher wird k= J, sing.
Aus (16) entsteht VB + oL
i+ =Jgsin(wt — @) + Jysing e L ; tgp =— . )

Dies ist der Einschaltstrom. Er setzt sich aus einer periodi-
schen und einer aperiodischen Schwingung zusammen. Das Schau-
bild einer derartigen Funktion ist in Abb. 11 Seite 18 gezeichnet.
Die periodische Schwingung wird durch die aperiodische verzerrt,
wesentlich aber nur wihrend kurzer Zeit nach dem Einschalten
des Stromkreises. Die Ordinaten der aperiodischen Schwingung
nehmen némlich bei wachsendem ¢ rasch ab und sind spétestens
einige Minuten nach dem Einschalten praktisch Null, wovon wir
uns iiberzeugen wollen.

-, -2
i = Jysinge I = J sinpe LE; =7 ist die Zeitkon-
¢
stante des Stromkreises. Also ist ¢' = J,sinpe ¢. Die Vor-
zahl J;sing ist die Anfangsordinate der aperiodischen Schwin-
gung . Wir fragen nun nach der Zeit, in der i’ nur noch
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t
0,001 - Jysing ist und gelangen so zur Gleichung 0,001 = ¢ *
t

oder in Anniherung E}—o =-e 7, woraus Ti = 10In2 gefunden
wird. Die gesuchte Zeit betrigt t = 10-7-1In2 = 6,97 = 6,9 %

Ist beispielsweise L = 0,40 Henry und R = 2,35 Ohm, so ergibt
sich fiir £ = 0,17 Sekunden. Nachdem der Strom ¢’ praktisch Null
geworden ist, tritt an Stelle von (17) der stationire Strom
i = Jysin(wt —¢);  tge :“’—If.
Zum SchluB soll die Lésung (17) noch im Zusammenhang mit
der gegebenen Differentialgleichung (9) betrachtet werden.

Die Funktion (17) ist der analytische Ausdruck fir den Strom
R
wihrend der Zeit, da dessen aperiodischer Teil J, singe z" einen
merklichen Beitrag ergibt. g

Man bezeichnet Jysinpe L als Ausgleichsstrom. Diese
Funktion ist eine partikulire Loésung der homogen linearen

Differentialgleichung L% + Ri =0, die aus Gleichung (9) er-
halten wird, wenn deren rechte Seite U,sinwt? durch Null er-
setzt wird. Lg—; + Ri = 0 ist das differentielle Gesetz, das der

Reihenschaltung R, L entspricht, wenn die Klemmenspannung
R

verschwindet. Man heiBt J,singe Z' eine freie Schwingung.
Folgerichtig ist L% -+ Ri=0 die Differentialgleichung einer freien
Schwingung.

Der stationdre Strom J, sin(wt — ¢) ist die Sonderlésung der
Gleichung L% + Ri = U,sinwt (9). Er wird durch die Klem-
menspannung U, sinwt erzwungen. Man bezeichnet ihn als
erzwungene Schwingung. Gleichung (9) ist die Differential-
gleichung einer erzwungenen Schwingung.

Die Spannung U, sinwt stort den Ablauf der freien Schwin-
gung. Sje ist das Storungsglied oder die Stérungsfunktion der
Differentialgleichung (9).

Die Schwingung (17) setzt sich aus der Dauerschwingung

Jy sin(wt — ¢) und der abklingenden Einschaltschwingung
R

. —t
Jysinpe L zusammen.
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II. Differentialgleichungen II. Ordnung.

Allgemeine Form.

Alle bisher betrachteten Differentialgleichungen waren von der
Form f(x, y, ¥') = 0, d. h. sie enthielten nur die erste Ableitung ¥/,
also niemals die zweite oder gar eine noch hohere. Nun wollen
wir Differentialgleichungen 16sen, deren allgemeines Symbol
fx,y,y,y") =0 ist. Eine Gleichung dieser Art ist, wie schon
frither ausgefiihrt wurde, eine Differentialgleichung II. Ordnung.
In ihr mufl immer die zweite Ableitung vorkommen. Dagegen
braucht sie die Variablen z und y nicht unbedingt explizit zu
enthalten, auch nicht die erste Ableitung y'.

Allgemeine und partikuléire Losung.
Wir wollen zunéchst ein ganz einfaches Beispiel betrachten.

2
Es sei die Gleichung ‘jﬁﬂ = a gegeben. Wir schreiben sie in der

dy
d(ﬁ) dy
Form —— = a oder d(d_x> = a dx, woraus durch Integration
WY _ o + ¢, gefunden wird.

dx
Wir integrieren nochmals:

Y =52+ ez + . (1)

Damit ist die allgemeine Losung oder das allgemeine Integral der
gegebenen Differentialgleichung gefunden. In dieser Funktion
kommen zwei willkiirliche Konstanten (variable Kurvenpara-
meter), ndmlich ¢, und ¢,, vor, wihrend a eine Konstante ist.
Wir erkennen, daB die allgemeine Losung einer Differentialglei-
chung II. Ordnung zwei willkiirliche Konstanten enthalten muB.

In Gleichung (1) wéhlen wir fiir ¢; und ¢, je einen Zahlwert,
beispielsweise ¢;=2 und c,= —1. Dann ist y= —g—ﬁ +2x—1
eine partikuldre Losung. Ihr Schaubild ist eine Parabel.

Wir behaupten, da durch jeden Punkt P der Zahlenebene
unendlich viele partikulire Parabeln als Einzelkurven der Funk-
tion (1) gehen. Um dies zu beweisen, zerlegen wir (1) in die

zwel Funktionen
a

y=§x2 (2) und y=cz-+c,. (3)
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Die erste, eine Parabel, ist von den verdnderlichen Parametern ¢,
und ¢, unabhiingig. Um den Charakter der zweiten kennenzu-
lernen, gehen wir wie folgt vor: In Gleichung (3) wihlen wir
wiederum fiir ¢, = 2 und fiir ¢, = —1. So erhalten wir die Gerade
y = 2x — 1. Sie geht durch den Punkt (2, 3). Durch diesen
sind aber unendlich viele Geraden méglich. Man kann die Glei-
chungen derartiger Geraden aus (3) herleiten, wenn man y = 3
und x = 2 setzt. Aus der so

gefundenen Beziehung y 2
3=2¢ +c
ergibt sich beispielsweise folgende Py
kleine Zusammenstellung:
, A 73
o 0|11 97
e 3 ‘ 1 ‘ 5
91
Die ihr entsprechenden Ge-
raden y = 3(g1); ¥y =2 + 1(9,) 9z
und y = —x + 5(g;) sind in et
Abb. 30 gezeichnet. Hier findet .
man auch die Parabel y = }x2, /
die aus (2) hervorgeht, wenn a=4% 7
gesetzt wird. Zu ihr addieren Abb. 30. Partikulare Losungen.

wir der Reihe nach je eine der

drei obigen Geraden und erhalten so die Parabeln y = 122 + 3(p,);
y=23x2 4+ x4+ 1(p,) und y = 2% — x + 5 (p3), die in Abb. 30
ebenfalls gezeichnet sind. Jede geht durch den Punkt P(2, 4).
Da dieser Vorgang fiir jeden Punkt der Zahlenebene wiederholt
werden kann, so ist obige Behauptung bewiesen.

Durch jeden Punkt der Ebene gehen also unendlich viele
Loésungskurven einer Differentialgleichung IT. Ordnung, in jeder
Richtung eine.

Anfangs und Randbedingungen. Um aus der allgeme;-
nen Loésung eine partikulire herauszuheben, mufl man also z. B.
nicht nur einen Anfangspunkt x = x,, y = ¥, vorschreiben, son-
dern auch eine Anfangsrichtung % = y; (Anfangsbedingungen)
oder einen Anfangspunkt z = z,, ¥ = y, und einen Endpunkt
x = x;; ¥y = 9, (Randbedingungen).

Geometrische Ausdeutung. Da y" mit dem Kriimmungs-
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Ya+y?)°

radius p = ———— zusammenhéngt, kann man die Differential-

gleichung II. Ordnung f(x,y,¥’,y’’) = 0 dahin deuten, daB zu
jedem Punkt (x, y) einschlieSlich Richtung y’ die Kriimmung der
Losung vorgeschrieben wird.

Einfache Beispiele.

Zunéchst sollen einige Gleichungen von der Form y'' = f(x)
gelost werden.

1Ly =ax. 2y d(gz) dy

Erster Losungsweg. W = _dx =ax; fd = afx dx.
Die erste Integratlon fithrt auf L= —|— ¢, und die zweite
ergibt y = 6 + x4+ ¢y

Zweiter Losungsweg. Wir substituieren Z—Z = p, Wo p eine
Funktion von & ist und finden fxz 37) = ax. Nun integrieren
wir: p:‘——|— ¢; und ersetzen p durch % Z—z ax2+cl,

3
woraus ¥y = % + ¢1& -+ ¢, gefunden wird.

Die Einzelkurven sind kubische Parabeln. Die Loésung der
drei folgenden Aufgaben ist leicht zu finden.

’ axt
2y’ =02 y=15+ 6zt c.
3. y = smx Yy = —sinx + ¢, + ¢,.

by = e
woraus weiter y = a f arctgx dx + ¢, + ¢, entsteht. Das Inte-
gral ist nach dem Verfahren der teilweisen Integration zu l6sen,
also nach der Beziehung f udv = uv — f vdu. Wir setzen

Die erste Integratlon ergibt y'=a arctgx +¢;,

u = arctgx; dv = dx, woraus du = #_2_ und v = « folgt.

d
farctgw dx = axarctge ~~—f 21 x2 Der Zahler des letz-
ten Integrals ist das Differential des Nenners. Daher ist
/d(l +a)

% In(1 + 22). Die allgemeine Losung lautet
Yy = axarctgr — %hl(l + 22) + ¢, x + ¢,.

Nun wollen wir zwei Beispiele vom Typus %"’ = f(y) losen.
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6. ¥y’ = n2y. i
Erster Losungsweg. Wir substituieren % =p. Also ist
2
ZTZ jp = n?y. Aus diesen zwei Gleichungen eliminieren dzx.
pdp =n’ydy.
Eine erste Integration ergibt o= ’nzy + ? oder p?=n2y"} é,
woraus
d
do = —9 (1)
Vg + o

gefunden wird. Um dieses Integral zu l6sen, gehen wir von der

. d - .
Beziehung f ?z = Inz aus und substituieren hier

n(ny+ Vn?y? + c?)
Vn2 2 + C2

z=mny +Yn2y? + ¢}; dz=
Also wird

of =l £ V)

fl/nzy = =y Inlny + ity 5 3).

Folglich ergibt sich aus (1)

und weiter

1 s T 3
x4+ cy = Wln(ny + Yn2y? + &)
oder -
nx 4 ney, = In(ny + Yny® + c;)
und hieraus
ny + Yniy? + =€ = fen?,
Yn2y? +E=ke® —ny.
Wird diese Gleichung quadriert und das Resultat nach y auf-
gelost, so erhdlt man
B e

— "%

Y=3u 2kn

-hx

Hier substituieren wir % =4 und —
als allgemeine Losung
y = Ae"® + Be "%,

Zweiter Losungsweg. Es handelt sich darum, zu versuchen,
ob y = ¢*? bei passender Wahl des Wertes fiir 1 eine Losung der

cl
2kn

Iseli, Differentialgleichungen. 4
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Differentialgleichung y'* = n?x sei. Zu dem Zwecke substituieren
wir die Funktion und ihre zweite Ableitung y'’ = 12¢*% in unsere
Gleichung. Das Resultat 12¢*¢ — n2¢*# dividieren wir durch den
Faktor e*®, was erlaubt ist, weil ¢** fiir endliche Werte von x
nicht verschwinden kann und erhalten A2 = n? oder A = +=n.
In y, = €"® und y, = e "* haben wir zwei partikulire Losungen
gefunden. Man iiberzeugt sich leicht, dal auch y, = 4¢"”* und
y, = Be "*, worin A und B willkiirliche Konstanten bedeuten,
der gegebenen Gleichung geniigen und ebenso

Yo+ y,=y= Ae"* + Be ",
Da diese Funktion zwei willkiirliche Konstanten enthilt, so ist
sie die allgemeine Ldsung.

Zusammenfassend kann gesagt werden: Man suche mittels der
Substitution y = ¢*# die zwei partikuliren Losungen y; = e"®
und ¥y, = e~ "* und multipliziere sie je mit einer willkiirlichen
Konstanten. Dann ist die Summe der zwei so gefundenen
Losungen y = Ae"” 4 Be "” die allgemeine Losung.

Herleitung der Differentialgleichung einer Kurvenschar.

7. Zum bessern Verstindnis der Uberlegungen des unten
stehenden zweiten Losungsweges soll vorab die Differentialglei-
chung zur Kurvenschar

y = ksin(wt + ¢) 1

abgeleitet werden. Hierin sind k£ und ¢ willkiirliche Konstanten,
wihrend w konstant sein soll. Jede Einzelkurve, beispielsweise
y = kysin(wt 4 @,), ist eine harmonische Schwingung. Man er-
kennt, daf k, den Scheitelwert, o die Winkelgeschwindigkeit und
@y die Phasenverschiebung, d. h. die Phase zur Zeit t = 0 (An-
fangsphase) der harmonischen Schwingung bedeutet. Die zweite
Ableitung der Funktion (1) ist

2
(flT?;: —o? - ksin{wt 4 ¢). (2)
Aus (1) und (2) folgt die Differentialgleichung
d2
= oy, (3)

deren nun zu suchende Losung selbstredend eine Funktion von
der Form (1) sein muB. Gleichung (3) ist die Differentialgleichung
einer Schar harmonischer Schwingungen.
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2
Erster Losungsweg. In %‘g = —o?y (3) substituieren wir
dy
a=r (4)
d? d .
;“%1 = d_lt) . Also ist
dp
2= —0%. (5)
Aus (4) und (5) eliminieren wir d¢; pdp = —w?y dy. Durch
Integrieren entsteht p? = —w?y? + ¢ und tfl_yt =7l — w?y?.
Wir trennen die Variablen:
‘(Y
df — dy dy 1 ¢

BT T T
1—(2 1—(&
-G "1 -0
Nun kann nochmals integriert werden:
1
t+cy = ;arcsin%y oder a,rcsin—cw:y = wt + c,w.
An Hand der Abb. 31 findet man
%y = sin(wt + c,w) wtrgw
oder c
y = sin(wt 4 cy0).
Wir vereinfachen: c_{; =k und c,o0 = @.
y = ksin(wt + ¢).
Diese Funktion enthilt zwei willkiirliche Konstanten, nimlich %

und @. Sie ist die allgemeine Losung der gegebenen Differential-
gleichung.

Abb. 31. Arcusfunktion.

2
Zweiter Losungsweg. In Z—g = —m?2y substituieren wir
y = elt (6)
und die zweite Ableitung y"' = i2e*; 12¢* = —w2e*t, dividieren
durch e*! und erhalten aus A2 = —w? fiir A = | jw. Diese Werte
]

fiihren wir in (6) ein und gelangen so zu den partikuldren Losungen
Y, = ¢t und y, = e /*% Die erste multiplizieren wir mit c,, die
zweite mit ¢,. Die Summe dieser Funktionen, also

Y = ¢, 6/t I cpe I,
ist die gesuchte allgemeine Losung. Man kann sich leicht davon
iiberzeugen, dafB diese Funktion der gegebenen Gleichung geniigt.

4*



52 Differentialgleichungen II. Ordnung.

Nun fithren wir mittels der Eulerschen Gleichung e*7% = cosx
—+ jsinz trigonometrische Funktionen ein:

Yy = c,(cosw? 4 jsinwt) 4 cy(coswt — jsinw?)
= (¢; + ¢5) coswit + j(c; — ¢,) sinwt
= A coswt + jBsinwt. (7)

Was bedeutet das Auftreten der komplexen Lésung? Da w,
die alleinige Vorzahl der gegebenen Differentialgleichung, reell ist,
so muB die Losung dieser Gleichung, falls es sich beispielsweise
um eine technische Anwendung handelt, auch reell sein. Es liegt
also scheinbar ein Widerspruch vor. Man erkennt durch Ein-
setzen in die Differentialgleichung, dafl auch

y = Acoswt 4 Bsinwt (8)

als allgemeine Losung betrachtet werden darf. Die Integrations-
konstanten 4 und B koénnen reell, imaginir oder komplex sein.
Bei physikalischen Problemen miissen sie reelle Zahlen sein, d. h.
Gleichung (8) ist hier die gesuchte allgemeine Lo-
sung. Wir formen sie an Hand der Abb. 32 um,
wo wir A und B als Katheten eines rechtwink-
ligen Dreiecks auftragen:

Abb. 32. Bestimmung A= kSin(P; B=k COSQ.
von @ Diese Werte fithren wir in (8) ein:

y = ksinpcoswt + kcospsinwt = ksin(wt + ¢). 9)
Damit ist wieder die Funktion (1) als allgemeine Lésung ge-
funden. Sie enthilt als Folge der zwei Integrationen die willkiir-
lichen Konstanten k¥ und @. Diese ermoglichen, die gefundene
Lésung irgendeinem gegebenen Anfangszustand anzupassen. Aber
aus einer Anfangsbedingung allein, etwa y = 0 fiir £ = 0, kénnen
wir nicht zwei willkiirliche Konstanten bestimmen. Wir bediirfen

. . . . d .
dazu noch einer zweiten Angabe. Diese sei d—z = v, fir { =0.

Zufolge der ersten Bedingung finden wir aus (9) die Gleichung
ksing = 0. Nun differenzieren wir (9): ¥ = kw cos(wt -+ ¢),
woraus unter Beriicksichtigung der zweiten Bedingung o=k w cos ¢
entsteht. Folglich steht uns zur Bestimmung von % und ¢ das

Gleichungssystem } bsing — 0

ko cosp = v,
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zur Verfiigung. Wir dividieren die obere Gleichung durch die
untere und finden tgp = 0, also ¢ = 0. Da wir nun den Wert
fur ¢ kennen, so geht die untere Gleichung in kw = v, oder

k= %‘) iiber. Die dem vorgeschriebenen Anfangszustande an-

gepalite Einzellosung ist somit

Yy .
y=-, sinwt.

Lineare Differentialgleichungen II. Ordnung.
Derartige Gleichungen kénnen immer auf die Form
'+ Py +Qy=R ()
gebracht werden, worin P, @ und R entweder Funktionen von z
oder Konstanten sind. Fiir B = 0 ist (1) eine homogen lineare
Differentialgleichung IT. Ordnung.

Yy’ + Py 4 Qy = 0. (2)
Sie soll uns zuerst beschéiftigen. Dabei wollen wir uns auf den
Fall beschrinken, daB P = @ und @ = b Konstanten seien:

y' +ay + by =0. 3)
Einen Einzelfall dieser Gleichung, namlich '’ + by = 0, haben
wir oben in den Aufgaben 6 und 7 betrachtet. Die Losungen
konnten mittels des Exponentialansatzes y = ¢*¢ gefunden wer-
den, der iiberdies auch in Aufgabe 21, Seite 10 verwendet worden
ist. Auf Grund dieser Erfahrungen liegt es nahe, zu versuchen,
ob man mit Hilfe dieser Substitution auch die Gleichung (3)
l6sen konne. Substituieren wir hierin versuchsweise die genannte
Funktion y = ¢** und ihre zwei ersten Ableitungen y = 1e*®
und g’ = 12¢*%. Die entstehende Gleichung €*%(1%2 4 1 4 b) = 0
diirfen wir durch den Faktor e*® dividieren, weil er fiir endliche
Werte von x nicht verschwinden kann:

224+ al+b=0. (4)
Die Losung dieser quadratischen Gleichung lautet:
10 + Yat —4b
=

Es miissen nun drei Fille unterschieden werden:
I. a®2 > 4b. Die Wurzeln sind reell und verschieden.

II. a2 = 4b. Die Wurzeln sind reell und einander gleich.
a
=1y = —5.

&
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II1. a2 << 4b. Die Wurzeln sind konjugiert komplex.

In allen nun folgenden Beispielen wahlen wir ¢ als unabhéngige
und y als abhingige Variable.

Aufgaben zu Fall I.

8.y +y —2y=0. Es wird 4, =1 und 1, = —2. Die
partikuliren Losungen lauten y, = ¢! und y, = e 2. Die all-
gemeine Losung ist y = ¢;€’ + c,e” 2, wovon man sich durch
Substitution dieser Funktion und ibrer zwei ersten Ableitungen
in die Differentialgleichung leicht iiberzeugen kann.

9.y’ +3y +2y=0; 4 =—1; 1, = —2. Allgemeine Lo-
sung: ¥ = c,e”" - cpe 2l

10. 4" — 4y = 0. Allgemeine Lésung: y = c;e?! + cye”

Die Losungen aller drei Beispiele sind Exponentialfunktionen.

Aufgaben zu Fall II.

1. ¥ + 4y +4y=0; A1 4+2)2=0; }; =1, = —2.

Wir finden mittels unseres Verfahrens nur eine partikulédre

Lﬁsung Y= e,_2t. (l)
t

Eine Losung der Differentialgleichung ist auch y = 4e~2%¢, aber
nicht die allgemeine. Diese mufl eine der zwei nachstehenden
Formen annehmen:
y=Ae ? 1B (2) oder y=Ade ' Bf(i). (3)
Wie man sich leicht iiberzeugen kann, geniigt (2) der Diffe-
rentialgleichung nur, wenn B = 0 ist. Gleichung (2) kann daher
nicht als allgemeine Lésung in Betracht kommen.
Leider ist es auch zwecklos, die Funktion (3) oder nur deren
zweiten Summanden in die Differentialgleichung einzusetzen, um
f(#) zu bestimmen. Es resultiert ndmlich hieraus

F/@) + 41 @) +4f@0) =
also die urspriingliche Differentialgleichung.
Wir wollen nun versuchen, ob die Substitution

f)) = e 2tg() (4)
zu einer weiteren Losung verhelfen kénne. Der Faktor e~ 2¢ ist
die gefundene partikulire Losung (1). Die zwei ersten Ableitun-
gen von (4) sind

ft)=eg'(t) —2e>g(t) ()
md ) =ty ) — de g ) + 4e ). ()

2t
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Nun setzen wir (4), (5) und (6) in die Differentialgleichung ein.
Die Rechnung ergibt e~ 2%g"' () = 0. Wird durch e~2? dividiert,
so bleibt als zu losende Gleichung ¢''(f) = O tiibrig, deren all-
gemeine Lésung ¢(f) = ¢,t + ¢, ist. Folglich geht (4) iiber in
f(t) = e eyt + cg) = cyte™ " + cpe?,
und aus (3) entsteht
y= Ae 2! | B(c,te 2t 4 cye™ )
= (4 + ¢;)e %t 4 Beyte %
Vereinfachend schreiben wir 4 + ¢, = k; und B¢, = k,.
Y = kje"? + kyte %,
Dies ist die allgemeine Losung.

In gleicher Weise 16se man:

12. 4" — 29y’ +y=0; y= ke + kyte.

13, ' -6y +9y=0; y=ke 3 | kyte 3,

Den drei letzten Beispielen ist folgendes gemeinsam: Kennt
man eine Lésung y = k;e™’, so lautet eine zweite y = kyte™?,
und die allgemeine Losung ist

Yy = k™t | kyte™t.

Im AnschluB soll nun ein Einzelfall der Funktion y = k,te™?,

niamlich y = sote~bt, (1)

diskutiert werden.
Vorerst stellen wir fest, daBl die Kurve durch den Nullpunkt
geht. Welchen Anstieg hat sie hier?
Yy = tgep = —fBsote Ft L speFt, (2)
tg o = 8o- (3)
Nun ermitteln wir, unter der Voraussetzung, es sei s, positiv, die
Koordinaten des héchsten Kurvenpunktes. In diesem Falle wird

aus (2) soe (1 — Bt) = 0.

Da e #* bei endlichen Werten fiir ¢ nicht verschwinden kann, so
mufl 1 — ¢ =0 sein. Also wird

Fir ¢t = 0 folgt

1
t=—5. 4
3 @
Die Ordinate des héchsten Kurvenpunktes mifit
1 1

Yy=30"gF" 74 - (5)



56 Differentialgleichungen II. Ordnung.

SchlieBllich bestimmen wir die Kurvenordinate fiir ¢— oo,
t .
Unsere Funktion y = s,—; nimmt in diesem Falle die un-
€

bestimmte Form g an. Um den wahren Wert zu finden, diffe-

renzieren wir nach einer bekannten Regel der Differentialrech-
nung den Zihler fiir sich und den Nenner fiir sich und setzen im
entstehenden Quotienten ¢ — oo,

s i
0eﬂt_

e L
== sOﬁgﬁt

t—>o0

= 0.

t—> oo

Die Kurve (1) steigt von ¢ = 0 bis ¢t = % und fallt hierauf asym-
ptotisch zur horizontalen Achse ab.

Es soll nun ein Beispiel der Kurve (1) gezeichnet werden,
nimlich y = 2¢e~%2¢ (Abb. 33). Die Werte fiir (3), (4) und (5)
sind

tgpo = 8o = 2; t:%=5; 20 25

Y=pe= 2718
Auflerdem gilt folgende Zusammenstellung:

tj0]1 |2 (3|4 |5]6|7|8]9][10/12]/15/18]20]25

= 3,68.

| 01,64/2,68/3,29/3,59/3,68/3,613,45|3,23]2,98|2,71|2,18( 1,49/ 0,98/ 0,73] 0,34
‘y K
t=1=5
g 1 1 F ! 1 | 1 | 1
a7 2 4 3 8 70 4 % % 7
t—

Abb. 33. Beispiel der Funktion y=ste—5?.

Aufgaben zu Fall III.

14. ' + 4y + 5y =0. Man findet 124+ 41+ 5 =0 und
hieraus 1, = —2 + 4 und 1, = —2 —4j. Nun kann die all-
gemeine Losung aufgeschrieben werden:

Y = c, e~ Lo e(=2-0t = ¢=2Y(c 67t 4 cyeTY).
Die Summanden der Klammern formen wir um:
c,6’t = ¢ (cost -+ jsint); cye /! = ¢y(cost — jsint);
et + cpe™It = (¢q - ¢y) cost - j(c; — C,) sint;
= A cost + jBsint.
Folglich wird y = e~2!(4 cost 4 j Bsint). Ebensogut aber stellt
y = e 2!(A cost + Bsing) die allgemeine Lésung der gegebenen
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Gleichung dar (s. oben Beispiel 7, Seite 52). Fiir A cost + B sint
kann man zufolge der Gleichungen (8) und (9), Seite 52 & sin (¢ 4+ ¢)
schreiben, so daf die endgiiltige Form der allgemeinen Losung
lautet y = ke 2'sin(t + ¢).
15. ' + 2y +5y=0; 22421 +4+5=0; I =—1-4+ 24;
ly = —1—24.
Allgemeine Losung:
Y = c e~ 1+ L ¢ e(~1-20)t
= e ¥c,e7% 4 cpe” 72 = e~ (A cos 2t + jBsin2t).
An deren Stelle kann
y = e '(Acos2t + Bsin2t) = ke 'sin(2¢ + ¢)
treten.
Die allgemeinen Losungen der Aufgaben 14 und 15 sind ge-
démpfte harmonische Schwingungen.
16. ' — 4y 4+ 13y = 0.
Allgemeine Loésung:
Y = et cos3t + c,e?'sin3¢ = ke?'sin (3¢ + ).

Nun wollen wir die geddmpfte harmonische Schwingung
y = sge Flsinyt (1)
naher betrachten.

Ist ¢t =0, so wird auch ¥y = 0. Die Kurve geht also durch
den Nullpunkt. Zunéchst beschiftigt uns die Funktion y=sinyt,
deren Schaubild eine Sinuskurve ist. Dem Momentanwert £, ent-
spricht der Funktionswert siny#,. Um wieviel muBl ¢, wachsen,
bis der die Kurve erzeugende Punkt eine halbe Sinusschwingung
beschrieben hat? Offenbar um x; denn es ist sin(y¢, + =)
= —sinyt,. Dem Zuwachs von yt¢, um 27 entspricht eine ganze
Sinusschwingung, weil sin (yt, + 27) = siny#, ist, usf. Nun schrei-
ben wir yt, + n = y(tl + %), d. h. erfihrt #, den Zuwachs %,
so beschreibt der die Sinuskurve erzeugende Punkt eine halbe
Sinusschwingung. Entsprechend finden wir y¢,4 27 = y(tl + 27:!) .
Der Zunahme 27 35t eine ganze Sinusschwingung zugeordnet.

Y

Jetzt kehren wir zur Funktion (1) zuriick. Wir berechnen y

fiir die Zeiten ¢ = ¢, t:tl—i—%; t:tl—{—2%;t:tl+3%...

und stellen die Werte in nachstehender Tabelle zusammen:
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t |yl
ty s,,e_’““l sinyt; = v,
_=8  _r
tl-i-% spe Plisingtice T =e Y.y =y,
8 B
— 27— -
tl+2l spe Plsinyt, . e V—e Veyy=1,
4
ji —3n£_ —nﬂ
h+3 v soe Phsinyt, - e TTE Y y=y,
Man findet fiir die Quotienten
£
% _ Y T =y @)

Ya Ys Ya

£
und bezeichnet ¢ = ¢" 7 als das Dampfungsverhéltnis, auch
als Dekrement. Da f und 7 positive Zahlen sind, so ist ¢ > 1.

B 8

In (2) heilt m der Dampfungsexponent und weil me

= Ing, auch das logarithmische Dekrement.
Aus (2) folgt

—1,—
B Ve Y5 i % n-r oupd g |2
Ya Ys Ya Yn Yn Yn
Nun soll die geddmpfte harmonische Schwingung
y = 5e Oligint 1)

gezeichnet werden. Es wére recht umsténdlich, hierfiir eine Funk-
tionstabelle zu berechnen. Wir schlagen besser folgenden Weg ein.
Zunichst betrachten wir die Funktion

o =5e 01, ()

worin ¢ und ¢ Polarkoordinaten sind. Sie ist eine logarithmische
Spirale. Fir ¢ =0 wird 9 = 5. Bei wachsendem ¢ strebt der
Fahrstrahl p dem Werte Null zu. Wir logarithmieren Gleichung (2):

logp — logs — 0,1tloge = 0,69 — 0,043¢. (3)
Das auf Exponentialpapier gezeichnete Schaubild von
(3) ist eine Gerade, die Exponentialgerade der Funk-
tion (2). Um sie zeichnen zu kénnen, wurde vorstehende kleine
Tabelle berechnet. Den Arcus 27 = 6,28 stellen wir durch eine
Strecke von 6 cm Lénge dar, die wir in 12 gleiche Stiicke teilen

t 0

5

2n

2,67

4
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(Abb. 34). Die Werte logs und log2,67 iibertragen wir mittels
des Zirkels vom Rechenschieber in die Zeichnung. Nachdem die
drei aufeinanderfolgenden Stiicke der

Geraden gezeichnet sind, kénnen wir 1\h 7

die logarithmische Spirale (2) konstru- I ﬁﬁ\

ieren. Zuerst tragen wir den Kreis { } || \'T\f\

vom Radius ¢ = 5 cm auf (Abb. 35), : RN N

den wir vom Anfangspunkte O aus in LN | ]| | ! |

12 gleiche Teile teilen. Wir zeichnen N § \‘l\{',\ 1 ! {

die zugehérigen Halbmesser und iiber- { } } NN : ’;\:

tragen auf sie aus Abb. 34 die MaB- | L | \l’\\%\\g’

zahlen von p. Dazu benutzen wir \{\ AR : {

selbstredend den Zirkel und den Rechen- LN AEEN l

schieber. Die logarithmische Spirale 7 - ! ; 2n

erméglicht die Konstruktion der ge- 27 4 \KL d
wr s 154

ddmpften harmonischen Schwingung.
Man sehe in Abb. 35 nach, wie Punkt P
JT
. 3
nische Schwingung wird durch die Exponentialkurven y = -5~ %1¢
eingehiillt. In den Punkten, deren Abszissen izm; 3m; Za ...

Abb. 34. Exponentialpapier.

gefunden wird. Thm kommt der Arcus - zu. Die geddmpfte harmo-

¥
D t
VAN y-56
1 X 1t .
&/ IRy y=5¢""sint
U SR
Ty,
ANVT yo
I \M

ADbb. 35. Gedampfte harmonische Schwingung.

messen, findet je eine Beriihrung der eingehiillten mit einer ein-
hiilllenden Kurve statt. 8

Fiir das Dampfungsverhiltnis von (1) finden wir ¢ = e
=¢%1*7 und hieraus fiir das logarithmische Dekrement Ing=0,1- 7.
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17. In den Aufgaben 8 bis 16 sind Einzelfille der Differential-
gleichung %'+ ay’ + 6y = 0 geldst worden. Nun soll die rechte
Seite dieser Gleichung zuerst durch dcoswt und dann durch
dsinwt ersetzt werden. Die abhingige Variable sei im ersten
Fall z, im zweiten y. Es sind also folgende Gleichungen zu losen:

cjltf—i— dt—}—bx_dcosa)t (1)
und a2y
dt2+adt+by—_dsmwt (2)
Wir multiplizieren die zweite mit j:
7d,2+7adt+7by—0 3)
und addieren (1) und (3):
dz(xd—; 1) + ad(x + 1Y) 4+ b(x 4+ jy) =d(coswi +jsinwit) = del L.

Nun substituieren wir « + jy = z:
d?z dz .
W+aﬁ+bz:de7w’. (4)
Diese Gleichung stimmt mit Gleichung’(4), Aufgabe 23, Seite 15
weitgehend iiberein. Es ist daher angezeigt, das dort angewandte
Losungsverfahren auch hier anzuwenden. Unter der Voraus-

setzung, daB die damaligen Uberlegungen in Erinnerung seien,
ist es nicht nétig, die nachstehenden Ausfithrungen eingehend zu

begriinden.
Wir substituieren in (4)
z=Ad®t; 2= jwdd®; 2'= —w2dd?
J und dividieren die entstehende Gleichung durch
0 hd? Jt —0A +jad + b4 =d,

Abb. 36. Komplexe d
Zahl. = m? gefunden wird.
Den komplexen Nenner fithren wir unter Verwendung der
Abb. 36 in die Exponentialform iiber:

woraus fir A

b — w? = mecose

ja=m - jsing

b— 02 +jo=m-?; tgp=

b— w?”
FO] lich Wde

— = ig‘f‘l’
mey m
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und d . . d .
z:;l—e]wt.e“ftp :%67(“)t_(p) (5); tg¢:—b_am2.
Der reelle Teil der Funktion (5), also
d
x:acos(wt—(p), (6)

ist eine Losung der Gleichung (1). Den imagindren dividieren
wir durch j. In d
y = o sin(wt — @) (7)
liegt eine Losung der Gleichung (2) vor.

Die beiden Losungen (6) und (7) enthalten keine willkiirlichen
Konstanten. Die vollstindige Losung einer Differentialgleichung
II. Ordnung schlieBt aber zwei derartige Konstanten in sich. Die
notwendigen Erginzungen zu den Loésungen (6) und (7) finden
wir wie im obengenannten Beispiel 23 aus der jeweiligen homo-
gen linearen Differentialgleichung, also aus

d?x dx
W{—aiiﬁ—bm:() und dtg—i— dt+by*0

Diese Gleichungen stimmen aber, abgesehen davon, daB in der
ersten x, in der zweiten y als abhéngige Variable erscheint, was
belanglos ist, miteinander iiberein. Wie derartige Gleichungen zu
I6sen sind, ist in den Aufgaben 8 bis 16 eingehend gezeigt worden.

Zusammenfassend stellen wir fest: Die allgemeinen Lésungen
der gegebenen inhomogen linearen Differentialgleichungen

dz
dtf—{—a,dt + bx = dcoswt

und &y
e T e dt + by = dsinwt
setzen sich je aus zwei Summanden zusammen. Der eine ist die
Sonderlosung der gegebenen Gleichung. Der andere, fiir beide
Aufgaben gleichlautend, ist die allgemeine Losung der homogen
linearen Gleichungen
d2x
dt2+adt+bx_0 oder dt2+ dt-}-by—()
Nun soll die allgemeine Lésung der Differentialgleichung (1)
diskutiert werden. Dabei wollen wir uns auf den Fall beschrinken,
daB @ und b positive Zahlen sind.
Die allgemeine Losung setzt sich aus zwei grundsitzlich von-
einander verschiedenen Teilen zusammen. Der eine, nimlich
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x = -cos(wt — @) ist eine harmonische Schwingung, die nicht

verschwinden kann. Der andere dagegen nimmt mit wachsen-
dem ¢ ohne Ende gegen Null ab. Es handelt sich hierbei um die drei
nachstehenden Funktionen Ae~"%; Ate~™'und Ae~™'sin(wt-+ ).
Es empfiehlt sich, die Losungen der Aufgaben 9, 11, 13, 14 und 15
mit den oben angefithrten Funktionen zu vergleichen.

Analog kann die allgemeine Losung der Differentialgleichung (2)
charakterisiert werden.

Differentialgleichungen von der Form (1) und (2) werden wir
unten bei der Betrachtung des Einschaltvorganges des elektri-
schen Stromes begegnen. Dort werden wir die beiden Losungs-
teile unter Beriicksichtigung gewisser Anfangsbedingungen niher
betrachten.

Nochmals Differentialgleichung einer Funktionenschar.
In den Beispielen dieses Abschnittes waren immer Gleichungen

von der Form fx, 9, 9,y")=0 (1)
zu integrieren. Die allgemeine Losung
g(x, 9, ¢1,69) =0 2

enthielt stets zwei willkiirliche Konstanten. Nun wollen wir den
Weg in der entgegengesetzten Richtung zuriicklegen, d.h. zur
Funktionenschar (2) die Differentialgleichung (1) ableiten. Hier-
bei mufB Gleichung (2) zweimal differenziert werden. Aus dem
Gleichungssystem , g,y y,y") =0 ‘l

gl(x, Y, f_’/': y”) =0 ‘

lg"(x, %Y,y')=0

miissen die willkiirlichen Konstanten ¢, und c, eliminiert werden.
Nach dieser Rechnungsvorschrift haben wir oben in Aufgabe 7,
Seite 50 zur Funktionenschar y = ksin(wt 4+ ¢) mit den will-
kiirlichen Konstanten k und ¢ die Differentialgleichung y'' = —w?y
abgeleitet.

Wir wollen zwei weitere Beispiele betrachten.
18. ¥ = ce7 %" + cye~ 3. Man findet

Ly =y 2+ cpe 3t | (1)

[y = —2c¢e" % — 3c,e 3t (2)
y' =4ce ? 1 93t (3)
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Wir eliminieren ¢, aus (1) und (2) und ebenso aus (2) und (3):
2y +y = —cye 8
2y + y’ = 3cye 3.
Aus dem neuen Gleichungssystem entfernen wir c¢,:
6y+3y +2y +y" =0 oder ¢y’ 45y +6y=0.
19. Es sei die Funktionenschar y = ax? 4+ b mit den ver-
anderlichen Parametern a und b gegeben. Thr Schaubild setzt
sich aus Parabeln zusammen. Alle Parabelachsen sind der verti-
kalen Achse des Koordinatensystems parallel.
Aus dem Gleichungssystem

y=oax?+b
Yy =2ax
yII:2a

findet man leicht zy"' — %' = 0.

Hier liegt eine homogen lineare Differentialgleichung II. Ord-
nung vor. Sie unterscheidet sich aber von den oben betrachteten
Beispielen dieser Art dadurch, daB der eine ihrer Koeffizienten,
niamlich z, nicht konstant ist.

Wir wollen die Gleichung 16sen. Zu dem Zwecke fiihren wir
mittels der Substitution z = Inx eine neue unabhingige Variable
ein. Vorerst bestimmen wir die erste Ableitung

. (1)
. dy
Nun wollen wir Iz umformen:
dy _dy dz
dx dz dzxz°
Unter Beriicksichtigung von (1) folgt
d 1 d
=% as (2)

Diese Gleichung leiten wir nach x ab:
a2y
da? ~ x df dx % dz

und zufolge (1)
¢y 1 dy 1 d_y__i(_lz_y__d_y) (3)

da? = R'de2 T & dz o
Nun setzen wir (2) und (3) in die gegebene Differentialgleichung
in: d? )
ein l(y dy)__idhy_o

z \d2¥ ~ dz z dz
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und multiplizieren mit . Es ist nun die Gleichung
2
2% 0 )

d22 dz —
zu l6sen. Sie ist auch homogen linear, enthilt aber im Gegen-
satz zur urspriinglichen Differentialgleichung keinen verdnder-
lichen Koeffizienten mehr. Thre Losung ist mittels der Substi-
tution y = €*? leicht zu finden. Die Rechnung ergibt (1—2)1 =0,
also 4, =2 und 1, = 0. Daher lautet die allgemeine Losung
von (4) y = ae?® 4+ bed = a(e®)2 + b, worin noch 2z zu ersetzen
ist und zwar mittels der oben verwendeten Substitution z = Inx
oder ¢ = x. Folglich lautet die allgemeine Gleichung der ge-
gebenen Differentialgleichung

y =ax?®+b.
Angewandte Beispiele.

1. Geradlinige Bewegung.

Kennt man die beschleunigende Kraft P, unter deren Einfluf}
die Masse m lings der Geraden s bewegt wird, so fiihrt die Inte-
gration der dynamischen Grundgleichung

d?s dv
mag=ma— P (M
zum gesuchten Bewegungsgesetz s = f(¢).

I. Freier Fall im luftleeren Raum. Hier ist P = mg. Die
d*s  dv Di "
W == W =4g. 1€ positive

Richtung der Geraden s zeigt nach dem Erdmittelpunkt. Die

dynamische Grundgleichung ergibt

d
erste Integration fithrt zur Geschwindigkeit (7; =v=g9t—+ ¢.

Die Konstante ¢, bestimmen wir aus der Anfangsbedingung v = 0
fir t =0. Also wird ¢; = 0.
ds
2
Wir integrieren nochmals: s = g_2t_ +¢,. Es gelte s=0 fiir t=0.
Folglich ist ¢, = 0 und

t2
s =", (3)

II. Freier Fall gegen den Luftwiderstand. Das Gewicht des
fallenden Korpers sei @. Ihm wirkt der Luftwiderstand entgegen.
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Aber wie soll er in Rechnung gestellt werden? Gewdhnlich geht
man von der Annahme aus, er sei in Annédherung

a(Z§)2= avt, 4)
also proportional einer Konstanten und dem Quadrate der je-
weiligen Geschwindigkeit. Die Konstante ¢ kann nur aus Ver-
suchen mit dem fallenden Korper ermittelt werden.

Die beschleunigende Kraft ist zufolge dieser Ausfithrungen

P=@Q — a(z—:)z, so daB die dynamische Grundgleichung (1), auf
unseren Fall angewendet, lautet:
d?s ds\2
md—tg:Q—a<a). (5)
Weniger genaue Resultate erhilt man, wenn an Stelle von (4)

fiir den Luftwiderstand b%g = by tritt, wo b wiederum durch

Versuche zu ermitteln ist. Fiir diese Annahme lautet die dyna-
mische Grundgleichung

d?s ds
moz=0Q —bg;. (6)
Wir wollen zuerst Gleichung (6) betrachten, weil sie leichter zu

. . . . e d a? dv
integrieren ist als (5). Durch die Substitution d—‘; = v, d—t: = 71%
fithren wir sie in eine Differentialgleichung I. Ordnung iiber:
dv
m gy = Q — bv.
Um diese integrieren zu kénnen, schreiben wir
dt__ dv 1 d(Q — bo)

m_—Q—bv: b Q—bv ’

woraus % +¢= —%ln(Q — bv) oder In(Q — bv) = —b(%—k cl>

und nach dem Ubergang zur Exponentialfunktion
_bt bt 0 K -Z
Q—bv=el%e ™ =lke ™ oder v=,—je™
gefunden wird. Um die Integrationskonstante k, zu bestimmen,
wollen wir wie in Fall I annehmen, die Bewegung habe vom
Zustande der Ruhe aus begonnen, es sei also v =0 fiir £ = 0.

Daraus ergibt sich &k, = Q. Daher lautet das Gesetz fiir die Ge-
schwindigkeit ( v
o)

m

V= (7

Iseli, Differentialgleichungen.
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Da im ersten Teil des Biichleins Funktionen von dieser Form
diskutiert worden sind, so kann hier eine néhere Betrachtung

unterbleiben. Wir stellen nur fest, daB v dem Endwerte <

b zu-

strebt und die Zeitkonstante 7 = 2 ist.
. . . b
Nun ist (7) zu integrieren:

v=Gi= Q(l—e f"t), ds—9dt+Q”‘e mtd(“bﬁt)

dt
und bt
s+ k= Qt—i—'—n—Q—e 'n.
Es ist s = 0 fiir £ = 0. Folglich gilt k, = Q—Zi und weiter
bt bt
R T

b
Der Potenzexponent Et mubl eine absolute Zahl, also dimensions-

los, sein. Fiir b ergibt sich als Dimensionsformel
[6] = — = Masse : Zeit.

Die Formeln (7) und (8) miissen (2) und (3) als Einzelfall ent-
halten, fiir den b = 0 ist. Setzt man aber in (7) fiir 6 = 0, so

wird v = %, also unbestimmt. Um den wahren Wert zu ermit-

teln, entwickeln wir die Exponentialfunktion in (7) in ihre Reihe:
i )
PRI
Jetzt setzen wir b = 0. Also wird v = Q— Da @ = mg ist, so

folgt v = g¢. Die Unbestimmtheit der Glelchung (7), wenn b = 0
ist, kann auch durch Differenzieren sowohl des Zihlers als auch

des Nenners nach b beseitigt werden. Man findet

bt
-

@ mgt
b=0 m  m

=gi.

Die beiden vorstehenden Verfahren kénnen ebenso zur Er-
mittlung der Funktion fiir s verwendet werden, wenn in (8) fiir
b = 0 gesetzt wird. Wir wollen hier jedoch nur die Methode des
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Differenzierens beniitzen. Da das erstmalige Ableiten nach b die
Unbestimmtheit nicht beseitigt, so muB} ein zweites Mal differen-

ziert werden:

bt Bt

bt+me ™ —m 0 t—te ™
s=¢ L b2 *b=0:UhQ 2b b:o:%
£ -
_om _es
2 b=0 2m’

2
Weil @ = mg ist, so folgt s = % .

Wir gehen nun zur Betrachtung der Gleichung (5) tber:

d?s ds\2 ds d*s dv .
mW:Q—a<%) oder, da =Y also TE =t ist,
d
md—z =Q — av?.
Wir trennen die Variablen:
d—m, B0 _m v
BRCETT ik A
Q
Um die Rechnung zu vereinfachen, substituieren wir
a
— = h2.
g (9)
. . m dv
FOlglth wird dt = a . m und
m dv

Auf die Funktion 1_; wollen wir die Teilbruchzerlegung an-

hog
wenden und schreiben hierzu
1 A B
T—"e ~ 1+ho T T—ho’
worin 4 und B zu berechnen sind. Wir multiplizieren die Glei-

chung mit 1 4 hv: 14+ ho

T—h =4+ B,
Da v eine veridnderliche GréBe ist, so mufl die Gleichung auch
fir 1 + Av =0, also v = __;[’ giiltig sein. In diesem Falle ver-

schwindet der letzte Summand, und es folgt fiir 4 = 4. Durch

Wiederholung des Verfahrens resultiert ebenso fiir B = 3. Also

gilt 1 1 1 1 1
I—Fd - 21+he T2 1—ho"
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Die Richtigkeit ist leicht zu kontrollieren. Fiir das Integral
in (10) ergibt sich nun

/ / / d(1+hv) 1 [d(1—ho)
I—m? 2, l—i—hv 21T =hw / 1+hv ~ 2h) 1—ho
und nach Ausfilhrung der Integration

dv 1 1
Aus (10) erhalten wir

. l + hv
t+e= 2hQ i,
Unter der Annahme, es sei v = 0 fur t =0, wird auch ¢ = 0:

m 14 ho 1+ ho 2 hQ
t = 2 th h’U oder ]nr:ﬁ ="m i
und nach dem Ubergang zur Exponentialfunktion
14k 2
T—he ¢
Diese Gleichung mu8 nach v aufgelost werden. Man findet leicht
2hQ
lem —1
YT e,
e™ +1
Zum SchluB beriicksichtigen wir, dal @ = mg und nach (9)
a .
h = 1/6 ist. . a::
mg e —
v = V . (11)
m _|_ 1

Welchem Werte nihert sich » bei unbegrenzt wachsendem ¢%
In diesem Falle kann (11) durch die Gleichung

ersetzt werden.

Dieses Resultat findet man selbstredend auch mittels der bei-
den oben verwendeten Methoden zur Bestimmung eines un-
bestimmten Wertes, also sowohl durch Reihenentwicklung als
auch durch Differenzieren.

Wir verzichten auf die Integration der Gleichung (11), weil
die Rechnung umsténdlich ist, sofern man hierbei nicht Hyperbel-
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funktionen verwendet. Diese Funktionen werden spiter be-
trachtet.

Die Funktion (11) muB} in (2), also in v = g#, iibergehen,
wenn a = 0 gesetzt wird. In diesem Falle nimmt v zunichst die
Form { an. Den Wert dieser unbestimmten Form wollen wir
durch Reihenentwicklungen wie folgt ermitteln:

49
m

Va

2t
(4

Rl CR S Ay
und ‘/
2»:

m +1—2+2t|/“-"+2t2“-’7+ + -
Nun lassen wir in beiden Reihen a zu Null werden und erhalten

s (1) o= Pmg-t]/% =gt

2. Bewegung des Uhrpendels.
Wir denken uns die Masse m der Pendellinse in jhrem Schwer-
punkt P vereinigt. Ferner nehmen wir an, die Masse der Pendel-
stange sei so gering, daB sie die Pendelbewe-
gung nicht beeinflusse (Abb. 37). Die Pendel- d
stange, deren Lénge [ ist, habe momentan
@ <
lage OM den Winkel ¢. Nun zerlegen wir i
das Gewicht der Pendellinse mg = PS in
s N
3
liegend, kann auf die Pendelbewegung kei- ‘,,J,,
nen Einfluf} ausiiben. Die treibende Kraft ist ‘
die Tangentialkomponente PQ = mg sing.
S

die beiden Komponenten PR und P¢. Die
erste, in der Richtung der Pendelstange

die Lage OP. Sie bildet mit ihrer Ruhe-
Nun kénnen wir das dynamische Grund-
d2s X Abb. 37. Pendelbewegung.

gesetz m —75 = f auf die Pendelbewegung an-
wenden. Dabei miissen wir bedenken, daB3 die treibende Kraft PQ
den Pendelausschlag M P = s zu verkleinern sucht. Daher ist

f= —mgsing. Somit erhalten wir die Differentialgleichung
dZ 2 .
m E—;‘ = —mgsing  oder (iTti = —gsing, (1)

Sie enthidlt zwei abhéingige Variable, ndmlich s und ¢, fir die
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aber die Beziehung s = lg gilt. Wir wollen s eliminieren. Da s

und ¢ Funktionen der Zeit sind, so gilt
ds dtp s dfg
Aus (1) und (2) erhalten wir als Differentialgleichung fiir die
Pendelbewegung

d*e N

lW = —gsing. (3)
Auf das Losen dieser Gleichung miissen wir wegen des Auftretens
elliptischer Funktionen verzichten.

Wir behelfen uns wie folgt: Wenn das Pendel nur kleine

Schwingungen ausfiihrt, so darf sing durch ¢ ersetzt werden.

An Stelle von (3) tritt nun die leicht l6sbare Gleichung
lmfs = —g¢. (4)
Die Substitution ¢ = e*? fiihrt auf die ‘Beziehung A= j;y]/ g

. q
Die allgemeine Losung lautet ¢ = ¢, ¢ l/ L4 cye - , die nach
Anwendung der Eulerschen Gleichung e/ = cosx j: 7 sinz die
Form

-~ N
p = (s + e cost | 5+ e, — ey sint |/ ¥

=1k costl/% + jk, sintl/%

erhilt. Der Gleichung (4) geniigt aber ebenso als allgemeine Lo-

X sine ¢ =1k costV-g— + k, sint‘/% .
g # Wir formen sie unter Verwendung der Abb. 38
& | um: I o
ky Q= Ksinoccostl/—?—k Ksintl/%sinoc.
Abb. 38. Bestimmung S
vom & ¢ = Ksin (t g— + oc). (5)

Zum Bestimmen der Integrationskonstanten K und « bendtigen
wir zwei Randbedingungen. Es sei ¢ = 0 fiir t = 0, wenn das
Pendel die Ruhelage durchschreitet. Ferner sei der gréBte Aus-
schlagswinkel ¢ = ¢,. Er wird erreicht, wenn tl/l toa=%
ist (oder auch 3 - %; 5 % usf.). Auf Grund dieser Bez1ehungen
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erhalten wir aus (5) die zwei Gleichungen 0 = X sinx und ¢,= K.
Folglich ist « = 0. Nun kann die gesuchte Einzellssung auf-
geschrieben werden:

. 1/9
(p:-(posmtl/T. (6)
An dieser harmonischen Schwingung interessiert uns besonders

die Schwingungsdauer 7. Zu deren Bestimmung vergleichen wir

. 9 .. .2
smt‘/% mit sinwt = sant und erkennen

2 /T
%:ﬁ oder T =2zl . (7)

Zum Ergebnis (7) gelangen wir auch durch folgende Uber-
legungen: Wir zeichnen die Sinuskurve (6), durch die man die
Pendelschwingung veranschaulichen kann (Abb. 39).

. ‘9 . @
Zur Zeit tll/T sei "k N ggentl T TNC
der in diesem Moment #|/p »
wachsende Pendelaus- 7 t,}/? t; 1/2"1 or 2% ¢ %T
schlag ¢;: l | I
P1 = @y sin t l/% . Abb. 39, Schwingungsdauer.
Wichst nun ¢, V% um 27, so fithrt das Pendel in dieser Zeit

eine vollstdndige Schwingung aus (hin und zuriick). Nun gilt aber

A R

d. h. nimmt ¢, um 2nV —.(li zu, so fiihrt das Pendel in dieser Zeit

eine vollstindige Schwingung aus. Die Schwingungsdauer betréigt
also

T=27zV%.

3. Durchbiegung eines Trigers.

1. Wir betrachten einen horizontal eingespannten, im un-
belasteten Zustande geraden Freitriger vom rechteckigem Quer-
schnitt F. An seinem freien Ende hinge die Last P. Thr An-
griffspunkt liege im Schwerpunkt der Stirnfliche. Das Gewicht
des Freitrigers falle gegen die Last P nicht in Betracht. Unter
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dem EinfluB3 der Last P dndert sich die Form des Tragers. Diese
Forménderung soll untersucht werden (Abb. 40, 40a, 40b).

Die Last P kriimmt den Triger nach unten. Dabei werden
die Fasern des oberen Teiles des Tragers gestreckt, die des unteren
zusammengedriickt. Zwischen beiden Teilen liegt eine Faser-

% 4 a4
T Vi
Vi v % g
/L‘
C

Abb. 40, 40a und b. Elastische Linie.

schicht, die weder gestreckt
noch zusammengedriickt, son-
dern nur gekriimmt wird. Sie
! wird als neutrale Faser-
d schicht Dbezeichnet. Ein
Schnitt durch eine vertikale Ebene parallel zu den gekriimmten
Triagerkanten schneidet die neutrale Faserschicht nach einer
Kurve, elastische Linie geheiflen.

a) Wir wollen zeigen, daB die neutrale Faserschicht durch die
Schwerpunkte aller Tréigerquerschnitte hindurch geht.

Der Zug, der auf die unendlich diinne Faserschicht lings der
Deckfliche des Trigers entfillt, ist dz, = o, dF,. Einer tiefer
gelegenen Faserschicht dF kommt der Zug

dz = codF" 1)
zu. Unter der Voraussetzung, der ebene Querschnitt C D = F des

unbelasteten Trigers werde durch die Trigerbelastung nicht ver-
bogen, ergibt Abb.40a die Beziehung

=Y oder o= gzy (2)

%o Yo

Daher geht (1) iiber in dz = ;ide. Nun summieren wir alle dz
0
iiber den ganzen Querschnitt F, d.h. wir integrieren iiber F.

Hierfiir schreiben wir z = % / ydF. Da der belastete Triger im
0.

i

Gleichgewicht ist, so muBl z = 0 sein, was nur moglich wird,
wenn f ydF =0, also die Summe aller auf den Querschnitt F
F
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wirkenden Drehmomente den Wert Null ergibt. Dies trifft aber
nur dann zu, wenn die Drehachse g (Abb. 40b) eine Schwer-
achse des Querschnittes ¥ ist. Damit ist erwiesen, daB3 die neu-
trale Faserschicht durch den Schwerpunkt eines jeden Quer-
schnittes hindurch geht. Man kann die elastische Linie so legen,
daBl sie mit der gekriimmten Trigerachse zusammenfillt. In
ihrem &duBersten Punkte rechts § greift die Last P an.

b) Das Drehmoment, das auf das Flichendifferential dF ent-
fallt, betrigt dM = o dF -y. Unter Verwendung von (2) wird

dM = ;‘0 y2dF. Die Summe aller auf den Querschnitt F wirken-
0
den Drehmomente ist
_ % [,
M= / g2 dF,

0 .
08
worin f y?dF das Trigheitsmoment J des Querschnittes F be-
I

zogen auf die Schwerachse g ist.
M=2y. (3)

Yo

c¢) Das Faserstiick im Abstand y von der urspriinglichen Léiinge
AB = dx (Abb. 40) erfihrt durch die Last P zufolge des Hooke-
schen Gesetzes die Verlingerung

dty + dly = dl = %2 F
worin E den Elastizitdtsmodul des Trigermaterials bedeutet. Da

F=0 ist, so wird

d
dl="2". 4)
Geometrisch entnimmt man der Abb. 40
dl=ydp (5) und dx=opdyp, (6)

worin ¢ der Kriimmungsradius des Bogenstiickes A B = dx der
elastischen Linie und d ¢ der Winkel der Geraden S 4 und S B ist.

Aus (4), (5) und (6) folgt ydp = %‘i—w oder g— = %, und da nach

(2) 2 =2 s, so erhalten wir - — —. Diesen Wert substitu-
Y Yo Y% 4

ieren wir in (3):
E 1
M=>—-J oder —=_. (7)
e e
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% ist die Kriimmung, die dem Faserstiick dx zukommt. Nun

gilt fiir den Kriimmungsradius o die Beziehung

dy\2 °
V@]
T ey
da?
Wenn die elastische Linie nur wenig von einer horizontalen Ge-

raden abweicht, was fiir unsern Triger zutrifft, so gilt in An-
niherung

1 | d¥y
1oafr ®)
Aus (7) und (8) resultiert
2
BITY— tum. ©)

Es bleibt noch zu untersuchen, mit welchem Vorzeichen M

im Einzelfalle zu versehen ist. Selbstredend miissen die Vor-
2

zeichen von j—;ﬁ und M miteinander iibereinstimmen. Wir wollen

uns zuerst mit der zweiten Ab-

¥
S leitung befassen an Hand eines
7] W / / Beispiels. Es sei y = f(x) eine ku-
4 Zz bische Parabel. Ihre erste Ab-

S, leitung y' = f'(x) ist eine quadra-

Abb. 41. Kriimmung einer Kurve. tische Parabel und die zweite

y"'= f"'(x) eine Gerade (Abb. 41).

Die Kurve y = f(x) hat in W einen Wendepunkt. Weil die
positive Richtung der y-Achse nach aufwirts zeigt, so ist f(x)
links von W konkav und rechts von W konvex zur xz-Achse ge-
krimmt. Die zweite Ableitung f’(x) ist links von W negativ
und rechts von W positiv.

Nun wollen wir das Achsenkreuz so abéndern, dafl bei gleich-
bleibender x-Achse die positive Richtung der y-Achse nach ab-
warts gerichtet ist. Jetzt ist die Kurve f(x) links von W konvex
und ihre zweite Ableitung f”/(x) positiv. Rechts von W ist f(x)
konkav und f(x) negativ. Mithin gilt beziiglich beider Koordi-
natenkreuze: Je nachdem f(x) konkav oder konvex zur z-Achse
gekriimmt ist, wird " (x) negativ oder positiv. Bei Verwendung
des der Abb. 40 zugrunde gelegten Achsenkreuzes ist die zweite
Ableitung der elastischen Linie lings des ganzen Trégers positiv.
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Zufolge dieser Erkenntnis muf hier auch M positiv sein. Dieser
Forderung werden wir durch nachstehende Festsetzungen gerecht.
Ein Drehmoment soll positiv gerechnet werden, wenn es von der
positiven xz-Achse weg nach der positiven y-Achse hin dreht
(Abb. 41a und 41b). Ein Moment, das 0 z
den gezeichneten Pfeilen entgegen dreht, & ‘//1
ist negativ in Rechnung zu stellen. \/‘4 ’

Im Falle der Abb. 40 giltzmithin die P, ~ y
Differentialgleichung E J % =M. Nun Abb. 413; nd b, Drehml:)ment.
mull M analytisch ausgedriickt werden

(Abb. 42). Fir den Querschnitt im Abstand x« von der Ein-

spannstelle O gilt M = P(l — z). Also erhalten wir als Diffe-
tialgleich der elastischen Linie
rentialgleichung ischen Lini i o o

dz
BJS 5= P(—2).

Die erstmalige Integration fithrt auf l P
dy 22) ¥y

EJ—:P(! — %) 4+ ¢,. Zufolge d
dz * 2) + ¢ Zufolge der Abb. 42. Freitriger.

horizontalen Einspannung des Tragers
ist fiir £=0 auch % =0. Daher wird ¢; =0. Nochmals integriert:
122

EJy = P(—z‘—%)-l" Cy-

Wegen y = 0 fiir x = 0 ist auch ¢, = 0:

P [la? 23 PP x\2 z\3
v=gs(z =% ot v=ggr (T - (I)):

Die Durchbiegung am freien Trigerende ist
PP
f=3m75
2. Nun ersetzen wir im vorigen Beispiel die Einzellast P am
freien Trigerende durch eine iiber die ganze Tragerldnge [ gleich-
miBig verteilte Last . Also betrigt die Belastung pro Léngen-

einheit des Tréagers %?— = ¢. Das Drehmoment fiir den Querschnitt

im Abstand z von der Einspannstelle ist M = %(l — )2, und die
Differentialgleichung lautet

d2
BI =10 =L0— 21z + 2.
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28) .
Wir mtegrleren E J (lzx — lx? - 3) + ¢;. Weil fir

x = 0 auch 7cﬁOlst 50 Wn‘d ¢, =0:

3
EJH =5 (‘lzx — lx%) + %»).

22 a3

4
Hieraus EJy:—g—(ﬁ?—l?_{_%)_;_cz,

Fir die Einspannstelle gilt * = 0; y = 0 und daher ¢, = 0. Also

l2 2 lad 4
lautet die Gleichung der elastischen Linie y :TE%( > o )

oder
_ g LA T AL ﬁ)4
v=adgr 6(7) —+(7) +(7)]
Zum Schluf3 setzen wir noch ¢l = @:
L QP [a(@R_ g (2 (2}
v=ai7 807 =47+ (3]
Die Durchbiegung am freien Trigerende ist
_ or
I=s5&7-
3. Wir betrachten jetzt den in seinen Endpunkten frei auf-
liegenden Trager, der in seiner Mitte durch P belastet ist (Abb. 43).

¢ Die Auflagerreaktionen in O und
F Agi ‘§’ TZ
[

l
2
7y
Abb. 43. Triger auf zwei Stiitzen.

2~ 3 T12

Al L A betragen -g . Léngs des gan-

zen Trigers ist zufolge der konka-

ven Krimmung ﬁ: negativ.

a) Tréagerhélfte links. Das Dreh-
moment in bezug auf den Querschnitt B im Abstand x von O ist

M- P(é_gg)—g(l—x) — -«%x.

2
Daher gilt die Gleichung EJ j—xz ~_r x. Integriert:

2
dy P ,
EJH——Z:L‘ +Cl'
.. I . . dy P2
Fir « =5 wird 7z=0 und daher ¢, =35
dy r , Pk

Nochmals integriert:

P PR
— 3 -7
EJy = B¥ T g%+ e
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Aus y = 0 fir z = 0 folgt ¢, = 0:

PPz 4w sJ
y= 16EJ[Z _E(T) :
Fir z = % folgt als groBte Durchbiegung

__ PB
= 48EJ"

(i

b) Tragerhalfte rechts. Das Drehmoment in bezug auf den

Querschnitt ¢ im Abstand x von O ist

P P
M=—5(1l—2)=5@—1.
Also gilt a2y P
EJE—xg:-g(x — 1),

woraus zunichst

d P

2 dx 2\8

2 2
gefunden wird. Fiirx = L ist = dy =0, somltﬁ(—l— ! ) +¢ =0

und hieraus ¢, = & PI2.

dy P 3
B — ?(~ — e —8—12).

Nochmals integriert:
P (a? la? 3
By = ?(7 -zt §l2x) G2

6
Aus der Bedingung y = 0 fiir x =1 folgt ¢, = —%:
P (a? lx2 3 2 3
oder PP x
v=gs|*(7) “12( >+9 1.
Wie oben wird fir = % als grofte Durchbiegung
f— P g1 7!
T 48EJ L) S— l-z Z
gefunden. ! §ﬂ <
4. Wir ersetzen die Einzellast P p
der vorigen Aufgabe durch die auf g

die Tragerlinge ! gleichformig ver- = ,pp 44 Triger auf zwei Stiitzen.

teilte Streckenlast @ (Abb. 44). Die

Belastung pro Einheit der Tréigerlinge betragt °_ = ¢. Die Auf-

_4a

lagerreaktionen in O und 4 sind (22 = Das Drehmoment
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des Querschnittes B betrigt
M=—2(l—x)+ 20— w2 =L@ — 1),

so dafB die Gleichung £ J 5 __y = (vc?— lx) entsteht. Wir integrieren :

dy  q (a& 1o
EJﬂ_i(“?{—?)+cl'

dy . 1 _gB
Aus H—Ofurx_-?folgt 01—§-

dy _ q (z* Ia® 3
TR

‘2t 2P
EJy = (12 6 +3 )+ 2
Fiir x = 0 oder x = ! wird ¥y = 0 und daher ¢, = 0:
_ 4B [(=\ ___Qi(x)‘*_ z\? i]
y= 24EJ[(Z) ( ) ] 2487 2(z)+ I
Die maximale Durchbiegung in der Trigermitte betrigt
5Ql3

y =
-z /2'_’
0

und hieraus

Y

Wir wollen die Durchbiegung
des Trigers nochmals berechnen.
Dabei soll das Achsenkreuz der
Abb. 45 zugrunde gelegt werden.

Abb. 45. Triager auf zwei Stiitzen.

Da die elastische Linie konvex gekriimmt ist, so wird #: positiv.
Daher muBl das Moment M auch positiv sein. In der Tat ist
gL )_i(i_ )2_1 L 2)
M_2(2 T)—2\2 % ~2\la "

eine positive Zahl. Die Differentialgleichung der elastischen Linie
lautet

d2y_ q l2 . 2)
BT g = ?(Z @
Erste Integration:
dy _ g (Pz x3)
BT gy = ?(—4‘ 3) T a
d .
Da fiir x = 0 auch % = 0 ist, so muB} auch ¢; = 0 sein.

dy ¢ l%:_f)
EJ%_?(T 3)-
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Zweite Integration:
q (Px? x4)
EJy = 7(7 1)t

Weil fiir x = 0 auch y = O ist, so wird auch ¢, = 0.

_ g (Bar  ah | gl @\ Tg ()2
y_2EJ(8 12)“48EJ(1) [3 2(1 .
.
Fﬁrmzj:;wu‘d
PO L 'L
T 384EJ ~ 384EJ

4. Differentialgleichung der Seilkurve.

Vorerst wollen wir uns das Wesentlichste des Seilecks in Er-
innerung rufen. An einem Seile, das iiber die Auflager 4 und B
gefiihrt wird (Abb. 46), sind in den Punkten P,, P,, P; und P,

g &

Abb. 46. Seileck. Abb. 47. XKrifteplan.

die Lasten @,=100kg; @,=150 kg; ;=200 kg und ,=250 kg
befestigt. Diese Lasten werden durch die bei 4 und B angreifen-
den horizontalen Krifte H und H, von je 300 kg im Gleichgewicht
gehalten.

Es soll der Verlauf des Seiles zwischen 4 und B unter Beriick-
sichtigung der angegebenen Kréifte konstruiert werden. Die Rei-
bung an den Auflagern 4 und B soll unberiicksichtigt bleiben.
Zunichst zeichnen wir den Krafteplan. Wir tragen auf der Ge-
raden g (Abb. 47), der Belastungslinie, die Lasten @, bis @, in
bekannter Weise auf, indem wir 100 kg durch die Strecke von
1 cm Lénge darstellen. Der Pol O ist, dem Horizontalzug H = H,
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= 300 kg entsprechend, ein Punkt der Geraden % parallel g im
Abstand 3 cm von ¢g. Nun ziehen wir die Polstrahlen und die
zu ihnen parallelen Seilstrahlen. So erhalten wir das Seileck 4 C.
Zur Schluflseite 4 C parallel ziehen wir den Polstrahl £O. Die
Strecke £ D mifit den Auflagerdruck in 4, nimlich 300 kg und
die Strecke FE den in B, der 400 kg betrigt. Die Auflagerkrifte
bleiben unverdndert, wenn @, + @, + @; + @, = R durch den
Schnittpunkt G der duBersten Seilstrahlen gelegt wird.

Das Seileck 4 C ware nun richtig konstruiert, wenn das Auf-
lager rechts statt bei Punkt B in C liegen wiirde. Das gezeichnete
Seileck AC mulB der Lage des Auflagers B entsprechend eine
Anderung erfahren. Wir verschieben es so nach oben, daB zwar 4
unverdndert bleibt, dagegen C nach B fillt. Nun muB} das Seil-
eck A B konstruiert werden. Wir ziehen in Abb. 47 die Hori-
zontale O, und zeichnen das dem Pol O, entsprechende Seil-
eck AB.

Die Spannungen in den Seilstiicken 4 P; bis P,B ermitteln
wir durch Messung der Linge der entsprechenden Polstrahlen, die
zum Pol O, gehoren. Die Horizontalkomponente jeder Seilspan-
nung miBt 300 kg. Dies ist der Horizontalzug, der mit den Lasten
@, bis Q, Gleichgewicht herstellt. Bei gréBer werdendem Hori-
zontalzug wird das Seileck flacher, und die Spannungen in den
Seilstiicken werden grofer. Je eine Last und die Seilspannungen
links und rechts sind im Gleichgewicht. Man erkennt dies aus
der Tatsache, daB drei so zusammengehorige Spannungen in
Abb. 47 ein Dreieck bilden.

Bei groBler werdender Zahl der Lasten nahert sich die Form
des Seilecks einer Kurve. Im Grenzfalle kénnen die Einzellasten
durch eine Streckenlast ersetzt werden. In diesem Falle tritt an
die Stelle des Seilecks die Seilkurve.

Es sei beispielsweise die gesamte Belastung @ iiber die

ganze Spannweite A B = | gleichmifBig verteilt. Sie kann

durch ein Rechteck von der Linge ! und der Hohe y = ¢ = %

veranschaulicht werden. Das Rechteck wird als Belastungs-
flache und dessen Hohe y = q als Belastungsdichte bezeich-
net. In y = ¢ erkennen wir eine horizontale Gerade im Ab-
stande ¢ von der Achse. Selbstredend kann an ihre Stelle irgend-
eine Funktion y = f(x) treten, Abb. 48, von der wir bei der nun
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folgenden Ableitung der Differentialgleichung der Seilkurve an-
nehmen wollen, sie verlaufe stetig.

In Abb. 48 ist die Belastungsfliche und die den Auflagern O
und D entsprechende Seilkurve schematisch gezeichnet. Die posi-
tive Richtung der vertikalen Achse der Seilkurve zeigt nach abwérts.
Ebenso sind die positiven Ordinaten von y = f (x) abwérts gerichtet.

Abb. 48a ist eine Skizze des Krifteplanes der gezeichneten
Seilkurve. Die Strecke H entspricht dem Horizontalzug.

Nun legen wir durch den Punkt P im Abstande x von O,
und O (Abb. 48) einen vertikalen Schnitt durch die Belastungs-
fliche und die Seilkurve. In P zeichnen wir an die Seilkurve die

/) 4
M Slz)dz 8
/7%

w @

0é.z‘> Je— z v \S
N ] % S1

N 0 ” !

g
N Play

Yy

Abb. 48 und 48 a. Differentialgleichung der Seilkurve.

Tangente ¢. Thr entspricht im Kréfteplan die Spannung s. -Die
Tangente ¢ und die Strecke s sind parallel. Die Winkel von ¢
mit der horizontalen Achse und von s mit H sind durch ¢ be-
zeichnet.

Jetzt schreiten wir auf der x-Achse um die unendlich kleine
Strecke dx vorwirts und schneiden die Belastungsfliche und die
Seilkurve nochmals. Der Tangente ¢, in ¢ ist der Polstrahl s,
parallel.

Die Horizontalkomponente der Spannungen s und s, ist H.
Die Vertikalkomponente von s sei V, die von s, dagegen V-+dV.
Aber dV bedeutet eine Abnahme, wie man aus Abb. 48a erkennt.
Offensichtlich ist dV = —f(x) dx, worin f(x) dx das schraffierte
Differential der Belastungsfliche bedeutet. Aus der gefundenen
Beziehung folgt % — —f@). )

Iseli, Differentialgleichungen. 6
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Dem Krifteplan entnehmen wir tgp = g und beriicksichtigen,
_dy . awdy ¥V dy .
da tgp = 7, st Also gilt T T oder H = V. Diese

Gleichung wollen wir differenzieren. Dabei ist zu bedenken,
dafl H konstant ist.

d? av
Hin= 0 - @)
Aus (1) und (2) folgt
HEY— ). 3)

Dies ist die Differentialgleichung der Seilkurve. Der Horizontal-
zug H ist willkiirlich festzusetzen.

Wir bemerken noch besonders, daff die Differentialgleichung
hinsichtlich des Koordinatenkreuzes der Abb. 48 gilt.

Beispiel. Wir wollen annehmen, die Last @ sei iiber die
ganze Spannweite ! gleichférmig verteilt. In diesem Fall ist
y = f(x) = ¢ = konstant. Das Schaubild dieser Funktion ist eine
parallele Gerade zur horizontalen Achse im Abstande g. Physi-
kalisch bedeutet ¢ die Belastung pro Léngeneinheit.

Gleichung (3) nimmt nachstehende Form an:

d2
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist
2
Hy = ——%—i— % + Cy.

Die Integrationskonstanten ¢, und ¢, bestimmen wir mittels der
Koordinaten der Auflagerpunkte. Diese seien 1. x = 0; y = 0;
2. x=1; y=~h (s. Abb. 48).

Zufolge der ersten Bedingung wird ¢, = 0. Die zweite fiihrt

auf die Gleichung Hh:—%—{—cll, aus der cl___2Hh2-l[-ﬂ2

gefunden wird. Die gesuchte Einzellssung ist daher

2HMh + ql? x?
Hy =" 47, ()

eine Parabel, die durch den Nullpunkt geht.
Vereinfachend wollen wir annehmen, es sei die Differenz der
Hohenlage der beiden Auflager » = 0. Dann geht (5) iiber in

Y=2m*28% (6)
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Die maximale Ordinate y,,, = f, Durchhang geheilen, er-

gibt sich fir z = é Es wird f = % oder, da gl = @ ist,

l
f=2 1)
Wir 16sen die Gleichung nach H auf:
_a
H= 87" (8)

Wenn mithin der Durchhang f bekannt ist, so kann der Hori-
zontalzug H berechnet werden.

Wir wollen nun die Linge der Parabel (6) tiber der Spann-
weite ! berechnen.

Bekanntlich geht man zur Berechnung der Linge einer Kurve
y = f(x) von der Beziehung ds* = dx? + dy? aus. Durch Um-
formung finden wir als Lénge des Bogenelementes

ds =91 + y'2dz. (9)
Den Wert fiir ' finden wir aus (6), ndmlich
l
V=57~ " (10)
Folglich wird
ds—bl—l—(———x)dx

Zur Integration dieser Gleichung wollen wir eine Reihenentwick-
lung zu Hilfe nehmen. Diese Operation fithren wir jedoch, der
besseren Ubersichtlichkeit wegen, an 1/1_—|—*y72 in Gleichung (9)
aus und ersetzen spiter ¥’ nach Gleichung (10).

=4y =145y (v ++ 0 ay

Diese Reihe konvergiert bekanntlich, wenn |y'| <1 ist. Also
muB zufolge (10) ql

s
gelten. Diese Bedingung muB selbstverstindlich fiir alle Parabel-

punkte im Bereiche x = 0 bis « = [ erfiillt sein. Den gréBten

x‘<1

Betrag nimmt 3 If[ %x an, wenn « = 0 oder x = [ ist, nidm-
l
lich 2%1 = % = %—2 . Auf unsern Fall angewendet ist somit die
Reihenentwicklung (11) nur dann erlaubt, wenn
9/ 21 (12)

6*
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ist. Der Horizontalzug H muf also groBer sein als die Halfte
der Last Q.

Die Reihe (11) konvergiert um so rascher, je kleiner |y’| ist.
Uber die Bedingung (12) hinausgehend, wollen wir weiterhin an-

C oy l
nehmen, es sei |y'| = ‘%«%x

so klein, daB fir die Bogen-

linge der Parabel schon ein gutes Anndherungsresultat erhalten
werde, wenn wir die Reihe (11) mit dem zweiten Glied abbrechen.
Dann ist VT+7§ =14+ 3y2
Gleichung (9) geht iiber in
ds =1 + }y'% da,
worin wir ¢ gemafB (10) ersetzen.

ds_[1+ (24;1 Laf|aw
:[l—l—m(%~>]dx—-[l+2ﬂ2(2 lx+x2)]

Nun integrieren wir von = 0 bis z = I:

— & (P liz “j"_ il
“‘”+2H2( - *l+24H2’

und weil gl = @ ist, so wird s =1 + 5; I?lz . In diese Gleichung
fithren wir zufolge (7) noch den Wert % = S—Zf ein:
— 8 P
s=1+ 37 (13)

5. Kettenlinie.

Ein unelastisches, vollkommen biegsames Seil von iiberall
gleichem Querschnitt, das an seinen Endpunkten aufgehingt ist,
habe nur sein eigenes Gewicht zu tragen. Das Gewicht pro Lingen-
einheit sei y. Die Aufhingepunkte des Seiles kénnen in ungleicher
Hohe liegen. Die Gleichgewichtslage des Seiles wird als Ketten-
linie bezeichnet. Eine derartige Kurve kann beispielsweise mittels
einer Uhrkette veranschaulicht werden. In Abb.49 ist eine
Kettenlinie gezeichnet.

Die Horizontalkrafte H und H,, die das Seil 4 B im Gleich-
gewicht halten, sind dem Betrage nach einander gleich. Abb. 49a
ist eine Skizze des dem Seile zugeordneten Krifteplanes.

Da die Kettenlinie eine Seilkurve ist, so kénnten wir bei der
Ableitung ihrer Differentialgleichung an die Ausfithrungen in der
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vorigen Aufgabe ankniipfen. Wir sehen aber hiervon ab, weil
das in Abb. 48 verwendete Achsenkreuz im vorliegenden Falle
nicht zweckméafig ist.

Wir wollen die y-Achse nimlich so legen, da sie durch den
tiefsten Punkt C der Seilkurve geht. Ihre positive Richtung soll
nach aufwirts zeigen. Die Hohenlage der x-Achse soll weiter
unten festgelegt werden. Die nachstehenden Uberlegungen er-
fordern keine ausfiihrliche Begriindung, weil wir sie von der
vorigen Aufgabe her kennen.

In den unendlich benachbarten Seilpunkten P und @ zeichnen
wir die Tangenten ¢ und #,. Thnen parallel sind die Polstrahlen s

v £
#
2 7
/Ay,
VA
4 ViR
A /ZJ/ sz
A av,
/;{ )
0 z £

Abb. 49 und 49a. Differentialgleichung der Kettenlinie.

und s,;, die auf der Belastungslinie EF die unendlich kleine
Strecke dV ausschneiden. dV miBt das Gewicht des Seildiffe-

rentials PQ=ds. Es gilt also dV=yds oder, da ds:Vl + (%)2dx
ist, so erhalten wir dV =y ds =y l/ 14 (%)2dx und hieraus

T=y)r+ (. 1)

Die Tangente ¢ bildet mit der horizontalen Achse den Winkel ¢.
Gleich groB ist der Winkel zwischen dem Polstrahl s und dem
Horizontalzug H. Nun entnehmen wir den Abb. 49 und 49a die

Beziehung dy V
g =4, =5
Wir differenzieren sie. Dabei bedenken wir, daBB H konstant ist,
d?y 4V

H

dat = dw
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und setzen den Wert fiir % aus Gleichung (1) ein:

Hdy /7, (49
Sae=)1+G) @)
Damit ist die Differentialgleichung der Kettenlinie gefunden.
Zur Vereinfachung der Rechnung setzen wir

% —a. 3)
So geht (2) iiber in &y - /l_dﬁ .
@ 2= ‘/ + (ﬂ) . 4)
Diese Gleichung soll nun gelost werden. Wir substituieren

d 2
ﬁ =p; Z—xgg = Z—z und erhalten die Differentialgleichung I. Ordnung

a% = V1 + p2.
Wir trennen die Variablen:
dp  dz
ity o

Die Integration ergibt
In(p+ Y1+ p?) == + ¢

(siehe Seite 9, Aufgabe 16). i
Der Anfangsbedingung p = % =0 fiir z =0 zufolge wird
¢, = 0. Die Funktion

T o xz
In(p + y1 + p? =
fiihren wir in die Exponentialform iiber:
p+ Y1 + p*= et
Diese Gleichung soll nach p ausgelost werden. Zunichst

schreiben wir M pi=clo—p

und quadrieren. Aus 1 = ¢2%/¢ — 2 pe?/® finden wir leicht

_dy _ 1
P=Gs "2
Y= —g— (e¥l® 4 e—7l7) 4 ¢,.

Bisher ist die horizontale Achse gegeniiber der Kettenlinie
noch nicht festgelegt worden. Das soll nun geschehen. Wir

(ex/a — e—x/a) .

Wir integrieren:



Hyperbelfunktionen. 87

wihlen sie so, daf} fiir x = 0 die Ordinate y = a wird. Also gilt
¢, = 0. Somit lautet die Gleichung der Kettenlinie

Y=g (I el (5)

Man heiBt die Konstante a den Parameter der Kettenlinie.
Fiir x =0 wird y = a. Der Parameter @ ist also der Abstand
des Scheitels der Kettenlinie von der horizontalen Achse.

Setzt man (3) in (5) ein, so erhilt man die Losung von (2):

y=%(%x+e_%z)- (6)

Hyperbelfunktionen.

Die Diskussion der Kettenlinie wird erleichtert, wenn wir iiber
einige Kenntnisse der Hyperbelfunktionen verfiigen. Ohne deren
Beziehungen zur gleichseitigen Hyperbel 22 — y2 =1 zu be-
sprechen, stellen wir die nachfolgenden Definitionsgleichungen auf:

3 (&7 + e77) = Cojz, (7)
1(ef — e7%) = Gina, (8)
& —e *  Ginx
e — Goz = 8% 9)
e+ e  Cojx
¢ —e*  Ginwm

= Gtga. (10)

Die Bezeichnungen der rechten Seiten dieser Gleichungen werden
mit deutschen Buchstaben geschrieben. Eo{z wird als ,,Hyperbel-
cosinus z‘‘ gelesen. Man sagt auch ,,hyperbolischer Cosinus z*‘ usf.

Fiir die drei ersten Funktionen enthilt die ,,Hiitte‘, Auflage 26,
auf den Seiten 38—42 tabellarische Zusammenstellungen.

Die Hyperbelfunktionen sind den Kreisfunktionen an die Seite
zu stellen. Von den vielen hyperbolischen Beziehungen wollen
wir nur diejenigen ableiten, die wir zur Diskussion der Ketten-
linie benétigen.

Aus (7) und (8) finden wir

Coj2x — Gin2x = (e + e "2 — L(* —e %2 =1.
Coj2x — Sin%x = 1 ist eine fundamentale Beziehung der Hyperbel-

funktionen. Man vergleiche sie mit der entsprechenden Formel
der Kreisfunktionen cos2x -+ sin?x = 1.
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In den Gleichungen (7) bis (10) ersetzen wir  durch —x und
erkennen:

Cof(—x) = Cojz; Cin(—2z) = —Ginx; Ig(—x) = —Igz;

Ctg(—x) = —Ctgz.

Hier ist empfehlenswert, die hyperbolischen Kurven an Hand
der Tabellen in der ,,Hiitte zu zeichnen.

Nun wollen wir die Ableitungen der Funktionen (7) bis (10)
bestimmen. Nach den Regeln der Differentialrechnung finden

wir leicht
d((ZDix) _ é_ (& — ¢~%) = Ginw,
d((?:@ = %(e” + ¢~%) = Cojx.

Nach einigen leicht ausfithrbaren Umrechnungen findet man aus
(9) und (10)
d(Tgr) 1 g W) 1

dz ~ Gofz
Nachstehend sind die Fundamentalintegrale der Hyperbelfunk-
tionen zusammengestellt:
[Cojzda = Gine +¢;  [Ginwdz = Cofz + ¢;
dx dx

mzigquc; @ﬁ—x—:——@tgx—l—c

dx GinZzx °

Diskussion der Kettenlinie.
An Stelle der Gleichung (5) schreiben wir zufolge der Defini-

tion (7) y = aGoj— . 11)

Wir setzen hierin ¢ = 5 und wollen die Kurve y = 5(&of%

zeichnen (Abb. 50).
Der ,,Hiitte* entnehmen wir folgende Funktionstabelle:

)]0 )1 ]2 |3 [4]5]6]7]|8
y| 5 |51)|54]59]|67]|177]90]10,7]129

1. Die Bogenlédnge.
In der differentialgeometrischen Beziehung ds — de

ist aus (11) fir 3’ = @in% zu setzen:

x

S
ds =]/1+ Gin? > dw = Cof - da.
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Nun integrieren wir von z = 0 bis x = z:

x X
g =/(&o]'-:—dx — a/(&ni%d(%) — la@in% "
6 0
Aus der Definitionsgleichung (8) erkennen wir, da ©in 0 = 0 ist.
Daher wird oz
s=a @m; . (12)
My Vi
4
e
Qo
Fly)
7 (
A
e
\y
3
| ! 1 ! %l | | E | | i | |
5 - -2 7 2 7] 3 g 0

T ——
Abb. 50. Kettenlinie.

Diese Bogenlinge kann leicht konstruiert werden. Wir addieren
a? 4+ s und setzen den Wert fiir s aus (12) ein:

a? + s = q? L g2 @in2% _ az(l + 6in2%) _ a@Diz% = y2.
Also glltv al + 82 — yz‘ (13)
Die drei Strecken a, s und y bilden ein rechtwinkliges Dreieck.
Dies ermoglicht die Konstruktion der Bogenlinge s (s. Abb. 50).
Der Kurvenbogen CP und die Strecke 4P sind gleich lang.

2. Die Tangente.

Der Anstieg der Kurve (11) ist ' = tgp = @in% = %. Der

Winkel ¢ ist zugleich der Gegenwinkel der Kathete s des Drei-
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ecks ABP. Man erkennt, dal die Bogenlinge s in die Tan-
gente t fallt.

3. Die Normale.

Wir entnehmen der Abb. 50 die Proportion y: N = dz:ds;

N = y:;—g Aus (12) finden wir fiir Z—i = Cof %. Also wird
2
N=yCofo =% aGf. =%. (14)

4. Der Kriimmungsradius.
Aus der Differentialrechnung kennen wir die Formel

y”

Aus (11) finden wir y'= @in% und y’ = %(&of%. Also wird
Y1 + Ginta/a) z 1 x g

Q=a4—@:—0i%,—a—f=a(50i2;=7-a2@ofz;—;. (15)

Aus (14) und (15) folgt N =op. (16)

Fiir den Kriimmungsradius des Scheitels ¢ der Kettenlinie er-
gibt (16) den Wert ¢ = p, = a. Der Mittelpunkt dieses Kreises
ist M,. Der geometrische Ort der Kriimmungsmittelpunkte M,
aller Kriimmungskreise ist eine Kurve K, die Evolute der Ketten-
linie, deren ungefihrer Verlauf aus
Pleysr)  Abb. 50 ersichtlich ist.

5. Nun soll die Seilspannung S im

Punkte P(x,y) berechnet werden.
Diese Spannung fillt in die Tan-
gente ¢t. Wir zerlegen S in ihre Kom-
ponenten H und V parallel zur hori-
zontalen und zur vertikalen Achse.
A g 8x Dann ist S = ]/H2 + V2. Nach (3) ist
Abb. 51. Kettenstick im Gleich- H = ya, und V ist das Gewicht des
gewieht. Seilstiickes C'P. Daher gilt V= ys.

Somit wird S = Jy2a® 4 y2s? = yVa® + s* und nach (13)

8 =yy. (17)
Also ist der Seilzug S gleich dem Gewicht des Seilstiickes y, das
vom Punkte P bis zur horizontalen Achse hinunter reicht. Um das
gefundene Resultat zu veranschaulichen, zeichnen wir ein Bogen-

stiick der Kurve in Abb. 50. Dasin Abb. 51 gezeichnete Seil AQ P B,
das in P und @ iiber kleine Rollen gefiihrt wird, ist im Gleichgewicht.

Q) g
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Die Kettenlinie und die aus ihr gefundenen Funktionen fiir
die Bogenlinge, die Normale, den Krimmungsradius usf. gehéren
zu den nichtalgebraischen, also zu den transzendenten Funk-
tionen. Wir verzichten auf die Definition der Begriffe ,alge-
braisch und ,transzendent“ und bemerken nur, daB zu den
transzendenten Funktionen gehéren: y = a”; y = logz; y = Inx,
die trigonometrischen Funktionen und ihre Umkehrungen, die
Arcusfunktionen.

Das Losen von Aufgaben im Zusammenhang mit der Ketten-
linie wird durch die Transzendenz dieser Funktion erschwert.
Man benétigt hierzu Funktionstabellen iiber Hyperbelfunktionen,
wie sie auszugsweise in der ,,Hitte*, ausfithrlicher in den Tafeln
der Kreis- und Hyperbelfunktionen von Hayashi, verlegt bei
Gruyter, enthalten sind. Einige Aufgaben iiber die Kettenlinie
sind in Foppl: Technische Mechanik Bd. 2 gelost.

Bei nicht groBen Anforderungen an die Genauigkeit kann das
Losen von derartigen Aufgaben durch Zuhilfenahme von Reihen-
entwicklungen erleichtert werden. Da

2 3 x4
etr =ltaot oo+t
ist, so gilt

x
+— x 2? x? xt
¢ '=li o tsatsgstaatt o 18
Fiir die Kettenlinie finden wir
2 *
y=g e —a(l 50+ ot 4 ).

Diese Reihe konvergiert um so rascher, je grofler @ ist, d. h. je
flacher die Kettenlinie verlauft.
Bricht man sie mit dem zweiten Glied ab, so erhilt man in

2
Yy = a,<1 + 23(;) eine quadratische Parabel. Um ihre Gleichung

in die einfachste Form iiberzufiihren, verschieben wir die hori-
zontale Achse um die Strecke a durch den Scheitelpunkt der

Parabel und erhalten so
1

Y=15, x2. (19)
Ihr moge Abb. 52 entsprechen.
Es soll die Bogenlinge OP = % in Anndherung berechnet
und konstruiert werden.
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Wir entwickeln die durch (12) definierte Bogenlinge
s = aGin % = —;—(e’/" — e~ 7le)
unter Verwendung von (18) in nachstehende Reihe:
x 1 a3 1 a5
s=a(stgrm Taet o)
und brechen sie mit dem zweiten Glied ab. GemiB der Abb. 52
ist ¥ = x; zu setzen. So er-

0 x04y) g %) halten wir in
1 a8
einen Naherungswert fiir die

Y] 0 VAR

Bogenlinge, der wie folgt
Abb. 52. Konstruktion der Bogenlidnge.

umgeformt werden soll.

Aus Abb. 52 ergibt sich fiir den Durchhang f = 2% @2, woraus
f

die Beziehung _ilf = % gefunden wird, mittels der wir aus (20)

den Parameter a eliminieren kénnen:

2
s=z;+5 (21)
Diese Lange 148t sich leicht konstruieren. In Abb. 52 tragen wir

% — 40 auf, verbinden A mit P und zeichnen auf AP das
Lot PC. Aus den dhnlichen Dreiecken PBC und ABP liest
man BC:f=f: %% und erhilt

Bo=2"1 (22)

3 %
Durch Vergleichung von (21) und (22) ergibt sich die einfache
Beziehung  g,o0n 0p — s — 2, 4+ BC = 00.

Zum Schlufl wollen wir (21) mit der frither gefundenen For-
mel (13) Seite 84 vergleichen. Zu dem Zwecke schreiben wir
zunichst die Linge des Parabelbogens QOP (Abb. 52) auf.

4 f2
28 =2 + R
Nun setzen wir 2, =1 und 2s = u und erhalten

u:l—{—%?.

Gleichung (21) stimmt also dem Sinne nach mit Gleichung (13)
iiberein.

£

z "
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6. Das ballistische Galvanometer.

Es sei vorweg bemerkt, dafl wir keineswegs beabsichtigen, die
vollstdndige Theorie des Galvanometers zu entwickeln.

Wenn ein Galvanometer durch einen kurzen Stromstofl an-
geregt wird, so macht sein schwingendes System einen voriiber-
gehenden Ausschlag. Ist J so groBl, daBl der Ausschlag erst be-
ginnt, nachdem der Stromstofl abgelaufen ist, so spricht man
von einem ballistischen Galvanometer.

Wir betrachten nun die Bewegung des schwingenden Systems.

Bekanntlich lautet das dynamische Grundgesetz, angewendet
auf die rotierende Bewegung,

e
Jgg=M (1)
siehe Seite 36). Hierin bedeutet J das auf die Drehachse be-
zogene Tragheitsmoment des rotierenden Korpers und M ein
Drehmoment. Da J konstant ist, so besteht unsere Aufgabe
darin, M zu bestimmen. Diese Grofle setzt sich aus drei physi-
kalisch vollig verschiedenen Summanden zusammen, die wir durch
M,, M, und M, bezeichnen wollen.

a) Das Drehungsmoment (Torsionsmoment).

Durch den Ausschlag des schwingenden Systems wird der Auf-
hingefaden lings seiner Achse verdreht. Im Material des Fadens
wird durch eine derartige Be-
anspruchung eine elastische Kraft
erzeugt, die die Drehung aufzuhe-
ben sucht. Fiir dieses Drehungs-
moment des Fadensist M, = —E¢
zu setzen, worin E eine Instru-
mentenkonstante bedeutet. Sie Abb. 53. Nebenschlus.
wird als Direktionskraft (Rich-
tungskraft) bezeichnet. Das negative Vorzeichen zeigt an, dafB
das Moment M, den Spulenrahmen in die Ruhelage zuriickzieht.

b) Das elektrische Bremsmoment.

Da sich der Spulenrahmen des Galvanometers im Feld eines
Magneten NS bewegt, so wird in ihm eine elektromotorische Kraft
induziert, die im Stromkreis 4 BC' D (Nebenschluf}) einen Strom
erzeugt (Abb. 53), der den Ausschlag des schwingenden Systems
bremst, also den Spulenrahmen in die Ruhelage zuriickzieht. Das
durch diesen Strom erzeugte Bremsmoment ist, wie eingehende
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Untersuchungen zeigen, My, = —D, %lit” , worin D, eine Instrumen-
tenkonstante bedeutet.

¢) Das Bremsmoment des Luftwiderstandes.

Weil sich der Spulenrahmen mit nur kleiner Winkelgeschwin-

dlgkelt ; dreht, so kann fir das Bremsmoment des Luftwider-
standes in Annaherung M, = D2 7 gesetzt werden, worin D,

ebenfalls eine Instrumentenkonstante ist.
Die Summe der Momente M, und M, ergibt

d d
My + My= —(Dy + Dy) gy = —D 37 .

Man heiit D die Reibungskonstante. Nun setzen wir die Summe
der gefundenen Werte fiir M,, M, und M, in Gleichung (1) ein:

d? d
Jd—t"z’z-E(p—Dd—‘f oder +D L+ Bp=0. (2

Diese Differentialgleichung ist homogen linear.
Lésung und Diskussion.

Wir l6sen Gleichung (2) mittels des oftmals verwendeten
Ansatzes ¢ = ¢'¢, der auf die Gleichung J12 -+ D1 -+ E = 0 fiihrt.

Deren Losung ist e
h=— ]iy(zJ) TJIE 3)

Zunichst befassen wir uns mit dem Sonderfall D =0, d.h.

wir suchen die allgemeine Losung der Gleichung J —Eo

A /E
und finden aus (3) 1= 44 ‘/—— und weiter p=F, € I/J + kye ]tl/j

oder unter Verwendung der Eulerschen Gleichung e/* = cosx
+ jsinz schlieBlich

Q= acosth + bsintl/»JEi. 4)

Wir tragen ¢ und b als Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks
auf und bezeichnen den Gegenwinkel von ¢ mit &. So finden wir

Q= ]/a2 + b2 [smty - coso + costl/E smoc]

O . FC B

worin k£ und « die Integrationskonstanten bedeuten.
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DieFunktion sin (t V:l; + oc) stimmt der Form des Argumentes

nach mit sin(wgyt + «) iiberein. Der Vergleich beider Funktionen

zeigt, daB w, und V — einander glelch zu setzen sind. Dabei wollen

wir noch die Beziehung w, = 5 beriicksichtigen, worin 7, die

T 0
Schwingungsdauer der ungedimpften Schwingung ist.
2x 'E
=7,=)7 (©)
Also ist i
T, = 271]/@ . (7)
Nun substituieren wir (6) in (3):
D A
1= — 4 (2 (22
2J l/ (2 J) T,) * (8)
Diese Gleichung ist fiir die folgenden Untersuchungen grund-
legend.
Wir haben drei Félle zu unterscheiden:
2n D D 27 D
I.T—0>2~J, II. To_—J III'TO<27'
Fall I. Abgekiirzt kann man (8) in der Form 1 = —f + jy

schreiben, worin
p=gr wa =5~ ®
ist. Dann lautet die allgemeine Lésung
@ = cyeBTINt 4 ¢ o(—B—int
= e~Pi(c 7! + cpemITY).
Sie kann mittels der oben gebrauchten Eulerschen Gleichung in
@ = e Ft(ky cosyt + ky,sinyt)
iibergefiithrt werden, woraus man mittels des rechtwinkligen Drei-
ecks mit den Katheten &, und k,
@ = ae Ptsin(yt + «)

findet. Um die willkiirlichen Konstanten ¢ und « zu bestimmen,
setzen wir zunéchst fest, es sei ¢ = 0 fiir £ = 0. Also muBl &« = 0
sein.

@ = ae Plsinyt. (10)
Als weitere Anfangsbedingung gelte %—(t’i = gy, fir t=0.
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Wir differenzieren (10):

do
I

Dieser Gleichung zufolge wird w,, = ay oder a = w—;’g. Ab-

= |aye Flcosyt — afe Flsinyt|,_, = wy,.

kiirzend substituieren wir 0% — s,. So folgt aus (10)
e

@ = sge"Ptsinyt. (11)

Diese Funktion ist auf den Seiten 57—59 diskutiert worden.

Wire in (2) die Reibungskonstante D = 0, so miifite, weil

2%: p ist, auch f =0 werden, und (11) wiirde in eine un-
geddmpfte harmonische Schwingung iibergehen.

Man hei3t D%% in Gleichung (2) das Dimpfungsglied der

Differentialgleichung.
Nun wollen wir die Schwingungsdauer T der gedampften

Schwingung von (11) berechnen. Es sei w = %—J,I = v. Aber nach

(9) ist y = V(z—")z— (%)2 Also erhalten wir die Beziehung

2x / 2:!)2 (D)z d 27
—_——= — — == T = ——
7=V G oder @ [Dy

.2
Nun klammern wir 7,71 vor:

Vl 4J2 Vl (4n>

Da der Nenner kleiner als 1 ist, so folgt 7'> T,. Die Schwin-
gungsdauer der geddmpften Schwingung ist also groBer als die
der ungedampften.

Fall II. Da hier zufolge der Gleichungen (6) und (8) die Be-

ziehung D\2 27 E

(2 J) (To) =7
gilt, so ergibt sich fiir 4 in (8) nur eine Lésung, nimlich 1 = — 51—?7 .
‘Wohl ist die Funktion D -

2t
— — c.e-Bt
p=ce 2/ =ce ¥

eine Losung der Gleichung (2), aber nicht die allgemeine; denn
sie enthilt nur eine willkiirliche Konstante. Zufolge der Aus-
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filhrungen in Aufgabe 11, Seite 54 ist auch ¢ = cyt- e F* eine
Losung von (2). Die allgemeine Loésung lautet somit
@ = c e Bt L cyteFe,
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten ¢, und ¢, setzen wir
d
1.t=0; ¢=0. 2.t=0; T‘f:mo.
Zufolge der ersten Bedingung wird ¢; = 0. Aus ¢ = cyte”#¢ folgt

%i: = cy(1 — Bt)eFt.
Nach der zweiten Bedingung findet man
|ea(l — Btye Pt|,_, =my, also ¢, = m,.

Folglich gilt @ = mgte Pt (12)
Die Diskussion dieser Funktion findet man auf den Seiten 55—56.

Wihrend in Fall I das bewegliche System des Galvanometers
periodische Schwingungen ausfiihrt, erfolgt in Fall IT nur ein
einziger Ausschlag, dessen Verlauf aus Abb. 33, Seite 56 ersicht-
lich ist. Man bezeichnet den Fall IT als aperiodischen Grenz-
fall. Er erzwingt die rascheste Beruhigung des Galvanometers.

. o, 27 D
Fall III. Hier gilt 7, <37

In abgekiirzter Form schreiben wir fiir Gleichung (8)

D D\ (2m\2
i= =gk - () = a3
Die allgemeine Lésung lautet
@ = ¢ (7PN | ¢, e(—F=Nt — o=Ft(c 0t - cre—0Y),

Die Integrationskonstanten ¢, und ¢, bestimmen wir mittels der
folgenden Anfangsbedingungen:

l.t=0; ¢=0 und 2.t=0;
Nach der ersten wird ¢, = —c¢,;. Also gilt
@ = ce Bt(edt — 70 = 2¢, et Gindt,

fir 2¢, = ¢ gesetzt,

do
dt

@ = ce Pt Gindt.
Um die zweite Anfangsbedingung verwenden zu konnen, diffe-

renzieren wir d
=7 = c0e Pt Gojdt — cfe Ginde

~1

Iseli, Differentialgleichungen.
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und setzen ¢ = 0. Wir beriicksichtigen die hyperbolischen Be-
ziehungen €oj0 = 1 und Sin0 = 0, die sich aus den Definitionen
der Hyperbelfunktionen ergeben. Wir finden ¢é = » oder ¢ = %
und schreiben vereinfachend % = ny. Die den beiden Anfangs-

bedingungen angepaBte Losung ist somit

@ = nge” Pt Sindi. (14)
Diskussion dieser Funktion. Zunichst schreiben wir
@ = nye FtGindt = 7;—“ [e(-F+dt — o(=6=0)1] (15)
Fir t =0 wird auch ¢ = 0. Die Kurve geht also durch den

Nullpunkt.

Welchen Wert nimmt ¢ an, wenn ¢ sehr groB8 wird?

Aus (13) geht hervor, dal § und 0 positive Zahlen sind und
p > d ist. Der Wert der eckigen Klammer in (15) nihert sich
daher bei unendlich wachsendem ¢ dem Werte Null. Fiir { = oo
wird mithin ¢ = 0.

Nun soll unsere Funktion auf Hochst- und Tiefstpunkte hin
untersucht werden. Wir differenzieren (15):

W= 0L~ + O) PO 4 (B4 8)e—F-D]. (16)
Aus der Bedingung, daB die eckige Klammer den Wert Null
annehmen muB, folgt (8 — ) e(—F+Dt = (B L §) l=F—Nt oder

o = LS ﬁ—:‘:. 17)

Zum numerischen Rechnen eignen sich die natiirlichen Logarith-
men bekanntlich nicht. Wir formen deshalb (17) mittels der Be-

ziehung Ina = ]l”loga um. M = 0,43429 ... ist der Modul der

Zehner-Logarithmen.

1
und t= 2—61n

— 2—;ﬂlog%. (18)
Nun mull untersucht werden, ob (14) einen Hochst- oder einen
Tiefstwert besitzt, wozu nach den Lehren der Differentialrechnung
der gefundene Wert fiir ¢ in ¢’ einzusetzen ist. Im vorliegenden
Fall ist es nicht nétig, diese Rechnung durchzufiithren. Ein anderer
Weg fiihrt leichter zum Ziel.

Es sei n, eine positive Zahl. Dann wird ¢ in (14) positiv,
wenn 0 < t < oo ist. Uberdies wissen wir, daB den Zeiten { = 0

t
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und ¢ = oo der Funktionswert ¢ = 0 entspricht. Ferner erhilt
man aus (17) fiir ¢ eine positive Zahl. Man erkennt, daB (17)
die Abszisse eines Hochstwertes ist.
Fall III wird als aperiodischer Fall bezeichnet.
Nun soll ein Einzelfall von (14) gezeichnet werden, nimlich
¢ = 10-¢7%2 Gin0,1¢ (Abb. 54).
Nach (18) mifit die Abszisse des Hochstwertes
1 0,3 1 0,477 -
b= 50,1 0434 °80,1 — 00868 1°83 = G 0865 = -
Zu nachstehender Zusammenstellung gelangen wir mittels der
Tafel der Exponential- und Hyperbelfunktionen in der ,,Hiitte*.
Der aperiodische Fall

nihert sich dem aperiodi- ¢ 10- 6026+ G0t | g
schen Grenzfall, wenn 6 10-1 .0 0
klein ist. Dies zeigt nach- 1 10 - 0,819 - 0,100 0,819
stehende Rechnung. Wir 2 10- 0,670 - 0,201 1,35
entwickeln 4 10- 0,449 - 0,411 1,85
Sindx — dx + 2% 63 x3 5,5 10- 0,333 - 0,578 1,925
Moz = o 6 10 - 0,301 - 0,637 1,92
65 xs 8 10 - 0,202 - 0,888 1,79
+ ++- 10 100,135 - 1,175 1,59
und beriickswhtlgen nur 15 10 - 0,050 - 2,13 1,06
das erste Glied dx dieser 2(5) ig ) g’g}ﬁ ) g’gg g’gg
Reihe. Mithin entsteht AR ’
aus (14) die neue Funktion Ti V_\
<p:6n0te ﬂt—pteﬂt o Vil |
072 ¥55 6 W % 7 7
die der Form nach mit (12) /] P
{ibereinstimmt. Abb. 54. Aperiodischer Fall.

7. Das allgemeine Ohmsche Gesetz fiir Wechselstrom.

Zwischen den Klemmen einer Reihenschaltung eines Ohm-
schen Widerstandes R, einer widerstandsfreien Drosselspule mit
der Induktivitdit L und eines verlustfreien
Kondensators mit der Kapazitit C liege die
Wechselspannung « = Ugsinwt. Man be-
stimme den stationdren Strom (Abb. 55).

Von der gesamten Klemmenspannung hegen Abb. 55. Wechselstrom-

die Komponenten R: am Widerstand, L ; an der Drosselspule

und %, am Kondensator. Also gilt, wenn wir die Glieder ordnen,

’7*
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die Gleichung di

L7+ Ri+ ug = Upsinwt. (1)

Um ihre Losung zu ermdéglichen, muf3 vorerst die Kondensator-

spannung %, durch den Strom ¢ ausgedriickt werden.
Einerseits entsteht die Ladung @ eines Belages des Konden-

sators aus dem ihm zuflieBenden Strom. Ist sie in einem gewissen

Zeitpunkte ¢, gleich Null, so wird fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢

¢

die Ladung @ = fidt.

to
Andererseits ist dieselbe Ladung @ gleich dem Produkt aus
der Kapazitit C' des Kondensators und seiner Spannung u,.
Also ist

¢ ¢
Q=0Cuo=[idt wnd wy=r[ias.
t to
Gleichung (1) kann nun in folgender Form geschrieben werden :
¢
LY Riy %/idt — U,sinwt.
Lo

Um diese Differentialgleichung in der tiblichen Form zu erhalten,
differenzieren wir nach :

d?y .di 1.
Lﬁ—f—Rz{—ﬁ—i—?z:Uowcoswt. (2)

Diese Differentialgleichung soll gelost werden. Hierzu wollen
wir die schwerfallige trigonometrische Funktion vorerst durch die
bequem zu handhabende Exponentialfunktion ¢/*? ersetzen (siehe
Aufgabe 17, Seite 60), indem wir Gleichung (2) mit einem geeigneten
Partner in Verbindung bringen.

Diese neue Gleichung gewinnen wir, indem wir uns zwischen
den Klemmen die — gegeniiber vorher phasenverschobene —
Spannung #; = Ugcoswt denken, die den Strom 7, erzeugt. Wir
kommen so auf die Gleichung

¢
% + Ri, + %/ildt = Uycoswt,
to
die wir nach ¢ differenzieren:

d%s de. 1. .
7t21_|_];3d_t1_§_azl=—~U0wsmwt. (3)

L
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Hierzu addieren wir die mit j multiplizierte Gleichung (2) und
erhalten so

a2 d .di 1,. .. . .
L(G+i5a) + B2 +15)) + 56t i =Tyo(j coswt—sinwp.
Hierfiir diirfen wir schreiben:

@? (4 + j4)

L0+ Rd(Zl +'”) + 5 (zl—l— j3) = Uyjw (coswt + jsinwt) .

Wir substituieren ¢, + ji =z

d dz 1 . .
—;—I— R+ 2= Ujjwet. (4)

Diese Differentialgleichung soll zundchst gelost werden.
Wir versuchen, ob die Funktion
z=Ae*t, (5)
worin A eine zu bestimmende Konstante bedeutet, eine Losung
der Gleichung (4) sei. Wir substituieren sie und ihre zwei ersten
Ableitungen z' = Ajwe’®? und 2’ = —Aw2e/“! in (4). Nach
Division durch ¢/©? finden wir
—w2LA + joRA +- C =joU,

und hieraus

4= jol,
1
B— L+ L
e sLt g Abb. 56. Scheinwider-
Wir dividieren Zahler und Nenner durch jw: stand.
4= Y — Us B °/ S
- . .1 . 1)\°
Folglich entsteht aus (5)
jot
LA (6)
Rt (wL - m)

Der Nenner hat die allgemeine Form einer komplexen Zahl.
Wir wollen die zugehérige Exponentialform suchen (Abb. 56).

Man findet
BR= |/R2 + (w

fos )= o o 2

12
) +CosQ,
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Wir addieren die zwei Gleichungen:

Rtj(ol— g = VR2 oL — g o
und setzen dieses Resultat in (6) ein:
j ot 7 (o t—)
PP RNy ) U A S— )

[ g or e for
Der Winkel ¢ ist bestimmt durch
1
ol —
C
tgp = —5— - (8)

Der reelle Anteil von (7) ist

i = U, cos(wt — @) ) )

[ for—of
«C
Den imagindren dividieren wir durch 4:
Uysin(wt — (p)

VR2 (mL - 4) .

Gleichung (9) ist eine Losung von (3) und Gleichung (10) eine von (2).
Der urspriinglich gestellten Aufgabe entsprechend betrachten
wir nachstehend nur noch die Gleichungen (2) und (10).
Gleichung (10) bezeichnet man ihrer Form wegen als das
Ohmsche Gesetz fiir Wechselstrom. Ersetzt man nidmlich den
Zahler durch # und den Nenner durch W, so erhilt man die

(10)

Gleichung 7 = die der Form nach mit dem Ohmschen Gesetz

W bl
I = % tubereinstimmt. Weil in (10) alle drei Widerstandsarten
des Wechselstromkreises enthalten sind, so bezeichnet man diese
Funktion auch als das allgemeine Ohmsche Gesetz fiir Wechsel-

strom.
Man heifit W = VR2 (wL————) den Scheinwiderstand

des Wechselstromes. Es kann W, wie auch die Phasenverschiebung ¢,
leicht konstruiert werden, wie aus Abb. 56 ersichtlich ist.
Der Scheitelwert I, des Stromes (10) wird durch folgende
Gleichung bestimmt:
I, =

4U0 .
[sfor i

(11)
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Hierin wollen wir R, L und C konstant halten, wihrend die
Kreisfrequenz w verinderlich sein soll. So wird I, eine Funk-
tion von w. Firw = O0und w = cowird I, = 0. Ist 0 << 0 < o0,
so fallt I, positiv aus. Den Héchstwert erreicht I,,, wie aus (11)

1 1
ersichtlich ist, wenn w L — = 0, also w = Vﬁ wird. Diesen
Wert wollen wir durch w, bezeichnen. Wir schreiben also
1
= 12
Wy m ( )

und heiflen diesen Wert die Eigenfrequenz des Stromes.
Ist w der angelegten Spannung U ysinw¢ gleich w,, so erreicht I,
den Hochstwert, ndmlich U,

Iy=32. 13)

Diesen Wert wiirde I, auch annehmen, wenn der Stromkreis
nur den Widerstand R besife.

Man bezeichnet das Ubereinstimmen von ® mit w, als Re-
sonanz und die Schaubilder von (11) als Resonanzkurven.

Kurve I: R=12,5 Kurve II: R =20 Kurve III: R =50

o | I, o | I o I o | I o | I o | I,

0|0 516,73 0|0 514,64 00 511,98
10(0,104 524,98 10/0,104 523,95 10/0,104 521,91
200,238 552,36 200,238 55|2,31 200,236 561,60
30(0,468 601,34 300,467 60|1,32 300,457 60|1,13
401,10 700,727 401,08 700,722 400,970 700,685
452,28 800,512 452,24 800,511 451,53 800,497
484,87 100/0,333 48|3,88 100|0,333 481,90 1000,329

496,73 oo |0 49 4,64 oo |0 49 11,98 o [0
508,00 50 |5,00 50 2,00
5 —
7_
6‘._..
i
1' Ve
o 700
& ==
2 ~
7+ /&
L i 1 1Lt 1 1 1 I ]
aq 70 20 J0 L] 50 60 0 &0 0 700

) ——
Abb. 57. Resonanzkurven.
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Abb. 57 enthilt drei derartige Kurven. In allen drei Fillen
ist Uy, = 100 Volt; L = 4 Henry und C = 10~% Farad. Dagegen
ist der Reihe nach R = 12,5; 20 und 50 Ohm. So erreicht I,
jeweilen den Hochstwert fir @ = wy, = 50 sec™! (Abb. 57).

Der Phasenwinkel ¢, Gleichung (8), ist von allen drei Wider-
standsarten abhingig. Es sollen nun zwei Sonderfille betrachtet
werden.

1. Es fehle in der Reihenschaltung die Drosselspule. Dann
wird die Induktivitit L zu Null. In Gleichung (2) kommt daher

das Glied L% in Wegtall, und die Funktionen (10) und (8) gehen

iiber in . U,sin(wt—g 1
’&”—-_—‘0——_‘); tg(p=—-m.

/ 1)\2
)+ (50)
Nun soll noch der Widerstand R verschwinden, so daB nur noch
der Kondensator vorhanden ist. In diesem Grenzfall wird
t = wCUgsin(wt + 90°).
In einem verlustfreien Kondensator eilt mithin der Strom der
Klemmenspannung um 90° voran.
2. Nun verschwinde in der Reihenschaltung der Kondensator.
In einem Grenziibergang konnen wir uns dies so vorstellen, da

sich die beiden Beldge des Kondensators einander mehr und mehr
nihern. Dabei strebt C gegen unendlich. Trotz endlicher Werte

¢
von f td¢ bleibt dann u, Null. Die sich hier aus (1) ergebende
to ;
Differentialgleichung LZ—: + Ri = Uysinwt ist in Aufgabe (13)
S. 42 betrachtet worden.
Die Gleichungen (10) und (8) ergeben
. Uysin(wt — @) oL
= d tgp=—.
TyErerr Y TR
Nun soll auch der Widerstand R verschwinden, so daB nur noch
die Drosselspule vorhanden ist. In diesem Grenzfall wird

1 = wLUgysin(wt — 90°).

In einer widerstandsfreien Drosselspule eilt somit der Strom der
Klemmenspannung um 90° nach.

Die Losung (10) enthilt keine Integrationskonstanten. Sie
kann deshalb nicht die allgemeine Loésung der Differential-
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gleichung (2) sein. Die notwendige Erginzung finden wir in der
Losung der (2) zugeordneten homogen linearen Differential-
gleichung i di | 1.
Ligt B +5i=0,
die auch in der Form

d?q dz .
geschrieben werden kann.

Wir wollen sie integrieren und die Losung kurz diskutieren.
Mittels des Exponentialansatzes ¢ = e?t finden wir

CL)2+CRL+1=0 (15)
und hieraus i __£ n V’(;L_)z_ le (16)
Es sind nun drei Fille zu unterscheiden, je nachdem (%)2
— 0’17,%0 ist.
Fall 1. (57 = 5 > 0.
1= — §RZ + ]//(;—1?2——%, abgekiirzt 4 = —« + .

Die allgemeine Losung lautet
i = ¢ e(~a At L ¢, e(—a—h)t (17)

Da « > f ist, so klingen beide Exponentialfunktionen mit
wachsendem ¢ ab. Es handelt sich um den aperiodischen Fall.

R\2 1
Fall I1. (ﬁ) — o =0.

Die quadratische Gleichung (15) ergibt nur eine Wurzel,

T R
némlich 7 = —57 =
ist k,e™*!, der andere zufolge der Regel nach Beispiel 13,
Seite 55 kyte~*!. Die allgemeine Losung ist

¢ =kye”* 4 kyte L, (18)
Dies ist der aperiodische Grenzfall.

Fall T1I. (2%)2 — 4 <0.

—ou. Der eine Teil der Losung von (14)

h=—t 44 l/v A (ﬁ) , abgekiirzt 4 =—o 4 jy.
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Als allgemeine Losung erhalten wir
i = lie *tedrt  le e irt
oot I, cosyt + jl; sinyt

__p—ot 1
lcosyt — jlysinyt =e *(m cosyt + nsinyi),

woraus unter Verwendung eines rechtwinkligen Dreiecks mit den
Katheten m und »n die geddmpfte harmonische Schwingung

t = ke *tsin(yt + @) (19)
gefunden wird.

In allen drei Fallen sind die Integrationskonstanten aus den
Anfangsbedingungen der jeweiligen Aufgabe zu bestimmen. Wir
treten hierauf jedoch nicht ein und bemerken nur, dafl die ent-
stehenden Strome, die als Ausgleichsstréme bezeichnet werden,
den stationiren Strom (10) iiberlagern und kurze Zeit nach dem
Einschalten verloschen.

Berichtigung.

Auf S. 93, Zeile 6 von oben muB es heiBlen:
Ist das Tréagheitsmoment J des Systems so gro8, ...



Seite 5.
15.

’

32.

41.

45.
53.
60.

62.

76.
78.
88.
97.
100.

104.

Drueckfehlerberichtigung.

Zeile 10 von unten: a = J5k.

Zeile 6 von unten: 4 = —————.

a+jo
k

Zeile 11 von oben: — — — e~ %%,
a a

t
Zeile 7 von oben: i = %(1 — e—m?_).
Zeile 5 von oben: ¢ = 1,17.
Zeile 10 von unten: etz (A2 4+ al +b) =0.

In Abb. 36 und von Zeile 9 von unten an bis Seite 61,
Gleichung (5) ist @ zu ersetzen durch aw® (8mal).

Im obern Gleichungssystem ist ' durch ¢, und y” durch
¢, zu ersetzen.

Zeile 3 von unten: ¢, e~?2¢.

Zeile 3 von oben eine Klammer zu viel und Zeile 4: lx_; .

In Abb. 45: Beginnt die Strecke z bei der y-Achse.

Zeile 12 von oben: Goee’

Zwei Zeilen nach Gleichung (13): ¢, AT,

Gleichung (2): R % .

Zeile 5 von unten: ¢ = Yo sin(wt — 90°).
oL

Iseli, Differentialgleichungen.
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