
Gewöhnliche 
Differentialgleichungen 

nebst Anwendungen 

Von 

Dr. Fritz Iseli 
Professor am Technikum des Kantons Zürich 

In Winterthur 

Mit 57 Abbildungen 

Berlin 
Verlag von Julius Springer 

1936 



ISBN 978-3-642-51900-0 ISBN 978-3-642-51962-8 (eBook) 
DOI 10.1007/978-3-642-51962-8 

Alle Rechte, insbesondere das der Übersetzung 
in fremde Sprachen, vorbehalten. 

Copyright 1936 by Julius Springer in Berlin. 



Vorwort. 
Dieses Bändchen wendet sich an Studierende und Absolventen 

höherer technischer Maschinenbauschulen. Es mag aber auch 
Studierenden an Hochschulen gute Dienste leisten. 

Man kann die Fragen aufwerfen, ob Unterricht über gewöhn
liche Differentialgleichungen an einer technischen Mittelschule 
nötig sei und ob er Erfolg haben könne. 

Viele Aufgaben der Mechanik und Elektrotechnik aus dem 
Unterrichtsgebiete der höheren Maschinenbauschule sind nur 
mittels einer Differentialgleichung lösbar. Wer sich überhaupt 
in naturwissenschaftliche Gebiete vertiefen will, kommt ohne 
Kenntnis der wichtigsten Methoden zur Lösung von Differential
gleichungen nicht vorwärts. Es ist durchaus angezeigt, an höheren 
Maschinenbauschulen in diesem Wissenszweige zu unterrichten. 
Wenn die Studierenden an funktionales Denken gewöhnt sind 
und über einige Kenntnisse der Differential- und Integralrechnung 
verfügen, so bleibt der Unterrichtserfolg nicht aus. 

In diesem Büchlein wird der Versuch gemacht, das Wesent-
1ichste über die Lehre der gewöhnlichen Differentialgleichungen 
in einfacher Form und unter Ausschaltung theoretischer Er
wägungen zusammenzufassen. 

Da es sich nicht um ein wissenschaftliches Werk handelt, 
so werden schwierige Existenzfragen und dergleichen absichtlich 
übergangen. 

Im ersten Abschnitte werden Differentialgleichungen erster 
Ordnung betrachtet, im zweiten Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung. In beiden Abschnitten werden zuerst rein theoretische 
Aufgaben gelöst. Dann folgen angewandte Beispiele. 

Die Lösung wird jeweils eingehend diskutiert. Dies erfordert, 
da und dort Erklärungen einzustreuen, die mit der Aufgabe des 
Büchleins nur in losem Zusammenhange stehen. So werden die 
Rechengesetze der komplexen Zahlen hergeleitet, die Grundlage 
und der Gebrauch des Exponentialpapiers besprochen und die 
Hyperbelfunktionen eingeführt. 

Zur Zeichnung der Kurven werden durchwegs die Funktions
werte ermittelt. 

Winterthur, im Januar 1936. 
Fritz Iseli. 
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Gewöhnliche Differentialgleichungen. 

Begriff und Einteilung. 

Gleichungen von der Form t(x, y, ~~, ~~: ... ) = 0, also Be

ziehungen zwischen der unabhängigen Veränderlichen x, einer 
Funktion y von x und Ableitungen von y nach x, heißen Diffe
rentialgleichungen. Derartige Beispiele sind: 

dy , 
dx = Y = a; (1) y' = ax;. (2) y' = eX ; (3) 

y' = ay; (4) yy' - ax2 = b; (5) d y2 " 
dx2 =y =a; (6) 

y"=ax2 ; (7) y" - wy = 0; (8) ay"-- by'+ cy = 0; (9) 

ay" + by' + cy = dsinx. (10) 

Differentialgleichungen enthalten mindestens einen Differen
tialquotienten. Dagegen müssen sie die Veränderlichen x und y 
selbst nicht unbedingt explizit aufweisen. In den oben angeführten 
Beispielen (1) und (6) fehlen beide, während in (2), (3), (4), (7), 
(8) und (9) je eine ausfällt. 

Wir teilen die Differentialgleichungen nach der höchsten Ord
nung der in ihnen enthaltenen Ahleitungen in Differentialgleichun
gen erster, zweiter und noch höherer Ordnung ein. Die fünf ersten 
der angeführten Beispiele sind von der ersten, die übrigen von 
der zweiten Ordnung. In allen zehn Beispielen kommen nur ge
wöhnliche Differentialquotienten vor. Man bezeichnet sie deshalb 
als gewöhnliche Differentialgleichungen. 

Im Gegensatz hierzu heißen Differentialgleichungen mit par
tiellen Differentialquotienten partielle Differentialgleichungen. 
Wir befassen uns nur mit gewöhnlichen Differentialgleichungen, 
obwohl die partiellen Differentialgleichungen noch weit wichtiger 
sind, weil die Funktionen vieler Anwendungen von mehr als 
nur einer unabhängigen Variablen abhängen. 

Iseli, Differentialgleichungen. 1 



2 Differentialgleichungen I. Ordnung. 

I. Differentialgleichungen I. Ordnung. 

Allgemeine Form. Richtungsfeld. 

Differentialgleichungen 1. Ordnung, deren allgemeinste Form 
fex, '11, '11') = 0 ist, sind Beziehungen zwischen den drei Veränder

'1 ~~. 
() x 

lichen x, '11 und '11'. Aufgelöst gedacht nach '11' er
gebe sich '11' = tg Cf! = g (x, '11), wobei Cf! den Winkel 
gegen die x-Achse bedeutet. Aus dieser Fassung 
erkennen wir, daß L(~,y, '11') = 0 eine Aussage 

Abb. 1. Richtungs- über die Anstiegsrichtung der Lösungs- oder Inte-
feld. gralkurve im veränderlichen Punkte P(x, '11) ist 

(Abb.l). Denkt man sich diese Konstruktion in jedem Punkt der 
x-y-Ebene ausgeführt, so erhält man ein Richtungsfeld. 

Allgemeine und partikuläre Lösung. 

Aus '11' = g(x, '11) folge durch Integration die Funktion 
hex, '11, c) = 0, worin c die Integrationskonstante bedeutet. Diese 
Funktion ist die allgemeine Lösung oder Integralfunktion der 
gegebenen Differentialgleichung fex, '11, y') = O. 

Jedem Werte von c entspricht eine besondere, partikuläre 
Lösung, auch Einzellösung geheißen, die durch eine Kurve ver
anschaulicht werden kann. Der gegebenen Differentialgleichung 
kommen unendlich viele partikuläre Lösungen zu. Deren Schau
bild ist eine Kurvenschar. Jede Kurve schreitet immer so fort, 
wie es das Richtungsfeld der Differentialgleichung verlangt. 
Durch jeden Punkt geht immer nur eine Kurve. 

Wir setzen dabei voraus, '11' komme in der Differentialgleichung 
nur im ersten Grade vor. Enthält sie beispielsweise '11' im Quadrat, 

y 

() 

Abb. 2. Richtungsfeld. 

so sind jedem Punkte P(x, '11) zwei im 
allgemeinen verschiedene Anstiegsrich
tungen zugeordnet. Beispiel: '11'2_ x = 0 ; 

y' = ±-Vx. 
Im einfachsten Fall entspricht einer 

Differentialgleichung 1. Ordnung ein 
x 

Richtungsfeld y' = f (x), d. h. in jedem 
Punkte P(x, '11) ist der Anstieg der 

Kurventangente nur von der Abszisse x abhängig (Abb. 2). Die 

allgemeine Lösung ist '11= !I(x) dx = g(x) + c, wo c die Integra
tionskonstante bedeutet. 



Anfangsbedingung. 3 

Dieser Funktion entspricht eine Schar paralleler Kurven. 
Setzt man nämlich etwa c = 0, so erhält man die Kurve y = g(x). 
Wählt man aber c = 1, so stellt y = g (x) + 1 eine weitere Kurve 
dar, die gegenüber y = g(x) um eine Einheit in Richtung der 
positiven y-Achse verschoben ist. Man erkennt, daß jedem 
weiteren Werte für c eine besondere Kurve entspricht. Aus diesem 
Grunde bezeichnet man c als variablen Kurvenparameter. 

Anfangsbedingung. 
In angewandten Beispielen muß aus der allgemeinen Lösung 

die partikuläre ermittelt werden, die der gestellten Aufgabe ent
spricht. Dies wird ermöglicht, wenn man die Koordinaten irgend 
eines Punktes P(x, y) der Lösung, etwa x = X o und y = Yo, 
kennt. Ein derartiges Wertepaar wird als Anfangsbedingung 
bezeichnet. Setzt man X o und Yo in die allgemeine Lösung ein, 
so kann die Integrationskonstante c als alleinige Unbekannte be
rechnet werden. 

Ist beispielsweise die Gleichung Y' = a gegeben, so ist ihr 
x 

Richtungsfeld durch die Beziehungy' = ax bestimmt. (Man 
a 

zeichne das Feld für a = 1.) Die allgemeine Lösung ist y = 2 x 2+ c, 

wo c die Integrationskonstante bedeutet. Das Schaubild der Lö
sung ist eine Parabelschar mit der vertikalen Achse als Sym
metrieachse. Die Einzelkurven sind vertikal gegeneinander ver
schoben. Wir setzen nun willkürlich x = 0; y = 0 als Anfangs
bedingung fest. Daraus folgt, daß auch c = 0 sein muß. Eine 
partikuläre Lösung der 
gestellten Aufgabe ist so-

mit die Parabel y= ; x2 • 

Trennung der Veränder-
lichen. 

Als weiteres Beispiel 
betrachten wir y' = ay. 
Hier ist das Richtungs
feld nur von der Ordinate 
abhängig. Wir wollen 

y Y= 
-r--,I'-----;''---r--;,<----r-- 3 

---------
() x 

~. +1 

~-1 

Abb. 3 a und b. Richtungsfeld. 

a = i setzen. Dann ist das Feld durch die Gleichung y' = tg IP = b 
charakterisiert. Um von ihm eine Vorstellung zu erhalten, ziehe 
man in einem Achsenkreuz einige horizontale Geraden (Abb. 3a 

1* 



4 Differentialgleichungen 1. Ordnung. 

und 3b). Längi:! jeder Geraden ü;t der Ani:!tieg koni:!tant. Für 
y = 2 wird y' = 1, also rp = 45 0 , für y = - 2 ist y' = - 1 ; 
rp = _45°. Ist y = ±l, so ergibt sich y' = ±! usf. Nun kann 
das Richtungsfeld gezeichnet werden. Um die gegebene Gleichung 
y'= ay rechnerisch zu lösen, schreiben wir zunächst dy = aydx 

und dann dy = a dx. Die Variablen sind nun voneinander ge-
y 

trennt. Kürzer ausgedrückt: Die Variablen sind getrennt. Die 
Integration ergibt lny=ax+c. 
Nun gehen wir zur Exponen
tialform y = eCeax über. An 
Stelle der Integrationskonstan
ten eC schreiben wir verein
fachend k. Die endgültige 
Form der allgemeinen Lösung 

-_~J,--l-+....l-~--E~!Hlia::...JL+.L..J......L-J~,. der Differentialgleichung y' 

Abb. 4. Richtung.feld. 

= ay ist y = keax . Ihr ent
spricht eine Schar von Ex
ponentialkurven. Man zeichne 
einige davon ins Richtungs
feld, unter der Annahme, es 
sei auch hier a = !. 

Das Richtungsfeld hängt 
meist nicht nur von der Ab-

szisse x oder der Ordinate y des veränderlichen Punktes P(x, y) ab, 
sondern von beiden Koordinaten. Ein einfaches Beispiel hierfür ist 

xy' - 2y = O. Für das Richtungsfeld ergibt sich y' = Xr2 = tgrp. 

Durch diese Beziehung ist der Anstieg in jedem Punkte P(x, y) 
festgelegt (Abb. 4). Nun soll die Differentialgleichung xy' - 2y = 0 
gelöst werden. Wir multiplizieren sie zunächst mit dx und erhalten 
x dy = 2ydx. Nun dividieren wir durch xy. So entsteht 

dy = 2dx. 
y x 

Die Variablen sind getrennt. Nun kann integriert werden. 

lny = 2lnx + c. 

Durch den Übergang zur Exponentialfunktion finden wir 
y = eCx 2• Wird eC = k gesetzt, so lautet die allgemeine Lösung 
unserer Differentialgleichung y = kx2• Ihr entspricht die Parabel-



Einfache Beispiele. 5 

schar der Abb. 4. Wird beispielsweise verlangt, daß eine Parabel 
durch P(4, 4) geht, so ergibt sich die partikuläre Lösung y=;l-x2 • 

Einfache Beispiele. 
1. Y + xy' = O. Die Trennung der Variablen führt auf 

dx + dy = 0, woraus durch Integration lnx + lny = c oder 
x y 

xy = eC folgt. Für die willkürliche Konstante eC setzen wir ver
einfachend k. Somit ist xy = k, eine Schar 
gleichseitiger Hyperbeln. Die Koordinaten
achsen sind zugleich Asymptoten. Aus der 
gegebenen Gleichung findet man das Rich-

tungsfeld y' = - JL = tgIP. Die Konstruk-

Y~ 

.~ () :.c 
x Abb. 5. Richtungsfeld. 

tion des Anstiegswinkels IP in einem be
liebigen Punkte P (x, y) ist aus Abb. 5 ersichtlich. 

2. 3x + 5y . y' = O. Die allgemeine Lösung ist 
3x2 51/2 3x2 5 y2 

2 + -2- = k oder 2k + 2k = 1 . (1) 

Ist k eine positive Zahl, so stellt die Funktion eine Ellipsenschar 
um den Nullpunkt dar. Wir erhalten für (1) eine übersichtlichere 
Form, wenn wir die willkürliche Konstante k durch 7,5k ersetzen. 

x2 , y2_ 1 
-fsk'37C- . (2) 

Hiermit vergleichen wir die Achsengleichung der Ellipse 
x2 ~/2 

a2 + ';} = 1. 

Die Halbachsen der Einzelkurven von (2) messen a = y3k und 
b = Y3k. 

Ist k negativ, so besitzt (1) kein Schaubild; denn eine Summe 
von Quadraten kann nicht negativ sein. 

3. 2x - 3y· y' = O. Als allgemeine Lösung finden wir zu-
3 x2 3 y2 

nächst x 2 - "2 y2 = k oderT - TI = 1. Um eine übersicht-

lichere Form der Gleichung zu erhalten, ersetzen wir k durch 3k. 

(1) 

Wenn k eine reelle Zahl ist, :;0 entspricht der Funktion eine 
Hyperbelschar. Wir müssen nun zwei Fälle unterscheiden. 



6 Differentialgleichungen I. Ordnung. 

Es sei k positiv. Wir vergleichen (1) mit der Achsengleichung 
x2 y2 

der Hyperbel a2 - b2 = 1, wo a die halbe Hauptachse und b 

die halbe Nebenachse bedeutet, und finden a = y3k und b = -Y2k. 
Es sei k negativ. Wir schreiben deshalb (1) in der Form 

2 2 %k - ;k = 1, worin k nun wieder positiv ist. Ihr stellen wir 
2 S 

~2 - ~2- = 1 gegenüber. Die halbe Hauptachse jeder Hyperbel 

mißt b = -V2k und die halbe Nebenachse a = i3k. 
Die zwei Hyperbelscharen besitzen die gleichen Asymptoten. 

4. y' =!!... Wir trennen die Variablen, dy = a dx und inte-
x x 

grieren: y = alnx + c. Falls x>O ist, so stellt die allgemeine 
Lösung eine Schar logarithmischer Linien dar. Die Einzelkurven 
sind in Richtung der vertikalen Achse gegeneinander verschoben. 

5. y' + xy = O. Nach der Trennung der Variablen führt die 
2 

Integration auf die Funktion lny = - x2 + c. Nun gehen wir 

zur Exponentialfunktion über (Entlogarithmieren, Delogarith
mieren). y = eCe- z2/ 2 • Schließlich setzen wir ee = k; Y = ke- z2/ 2 • 

Man überzeuge sich, daß die vertikale Achse die Symmetrieachse 
aller Einzelkurven ist. Die horizontale Achse ist die Asymptote 
der Kurvenschar . 

, ale eS 
6. y2 __ =O. (y+c)2=4axoderx=4- y2 +-2 Y+4-' x a a a 

Hier handelt es sich um eine Parabelschar. Die Achse jeder 
Einzelkurve verläuft horizontal. Man zeichne die Parabel, wenn 
a = 1 und c = 2 ist, also x = t y2 + y + 1. Werden weitere 
Kurven gezeichnet, so ist zu bedenken, daß a = 1 beibehalten 
werden muß. 

7. lny' = ~. Zunächst ist y' = ezfa oder dy = ez/adx 
a 

= ae* d ( : ). Die Integration führt auf y = ae'* + c, also auf 

eine Schar kongruenter Exponentialkurven, die in vertikaler 
Richtung gegeneinander verschoben sind. 

8. y'=acoswt; dy=acoswtdt= !!..coswt·d(wt); y= !!..sinwt 
Q) Q) 

+ c, eine Schar vertikal verschobener Sinuskurven mit der Win-
kelgeschwindigkeit w. adx dx ad(x/a) 

9. Y'1./a 2-x2 =a; dy =-----.= ----. = yall - x2 yl - (x/a)2 yi =(x/a)2' 



Einfache Beispiele. 7 

y = a' arcsin(xja) + c. Diese Funktion 

werden. Zunächst ist y ~ = arcsin ~ 
a a ' 

soll nach x aufgelöst 

d. h. '!L - C ist der 
a 

Arcus, dessen Sinus xja ist. Aus Abb. 6 liest 
Schwierigkeit 

woraus folgt 

x . y-c 
- = Sln~---
a a' 

x = asin Y - c . 
a 

man nun ohne 

1 i!:. a a m-c 

Abb. 6. Arcus-
10. y' - ysinx = 0; y = ke- cosx , wenn eC = k funktion. 

ist. Man zeichne eine Einzelkurve, etwa für k = 1. Kurvenpunkte 

findet man leicht für die Abszissen 0, ; , n, : n, 2 n 

11. -VI - y2 + VI -- x 2y' = 0; arcsinx + arcsiny = c. 

y2 f 12. x arctgx- yy'=O; ydy=x arctgxdx; '2= xarctgxdx. 
Dieses Integral läßt sich partiell lösen. . 

dx 
u = are tg x; du = 1 + x2 ; dv = xdx; 

x2 

v=-' 
2 ' 

'IJ:'" = x2 arctgx _ ~f_X2d~ .. 
2 2 2 l+x2 ' 

2 _ 2 j' x2 dx Y - x arctgx - 1 + X2' 

Das neue Integral formen wir durch Division wie folgt um: 

I t~:2 = /(1 - 1 ~ x2)dx = x - arctgx. 

Zusammengefaßt 

y2 = x 2 arctgx - x + arctgx + c 

= (x 2 + l)arctgx - x + c. 

13. y' + yarctgx = 0; lny = - farctgxdx. Man kann par
tiell integrieren. 

dx 
u=arctgx; dU=l+X2; dv=dx; v=x; 

r xdx 
In y = - x are tg x +. 1 + x2 • 

Dieses Integral kann so umgeformt werden, daß der Zähler das 
Differential des Nenners wird. 

f xdx 1 (d(l + x2) 1 ? ---

I +-x2 = 2" -C+-x2 = -fln(1 + X") = In -VI + x2 • 
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Folglich ergibt sich 

lny = -xarctgx + InYI + x2 + C 

oder 
y = eCe- X arctgx. -VI + X2 = ke- x arctgx. VI + X2. 

14. yy' - ax = b. Nach der Trennung der Variablen ergibt 
y2 ax2 

die Integration 2 = 2 + bx + c oder y2 = ax2 + 2bx + k 
und weiter 

ax 2 - y2 + 2 bx + k = 0, (1) 

eine Schar von Kegelschnitten. Um diese näher zu untersuchen, 
vergleichen wir die Funktion (1) mit der allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades mit zwei Variablen 

Ax2 + Bxy + C y 2 + Dx + Ey + F = O. (2) 

Je nachdem B2 - 4A C ~ 0 ist, stellt bekanntlich die Gleichung 
eine Hyperbel, eine Parabel oder eine Ellipse dar, sofern ihr über
haupt eine Kurve entspricht. Durch Vergleichung von (1) mit (2) 
erkennt man: Gleichung (1) ist eine Hyperbelschar, wenn a positiv 
ist. Für a = 1 werden die Hyperbeln gleichseitig. Ist aber a 
negativ, so ist (1) eine Ellipsenschar, im Sonderfall, a = -1, 
eine Kreisschar. d 

15. e coup - sintp . e' = e; ~ = - I -. cos'I' dtp. Zähler und 
I! Sill 'I' 

Nenner der rechten Seite formen wir um: 

dl! _ _ 2 sin2 tp/2 . d~ __ sin'l'/2 d _ 2 . d (cos'I'/2) 
I! - 2 sin'l'/2. c08'1'/2 - cos'l'/2 tp - c08'1'/2' 

Nun kann integriert werden. 

lne = 2ln costp/2 + c = In cos 2 tp/2 + c 

oder e = eC cos 2 tp/2 = r· 2 cos 2 tp/2 = r' (1 + costp), wo eC = 2r. 

}'/ ,; Das Resultat ist eine Schar von Kar-

~~ ,rp, dioiden (Herzlinien). Eine derartige 
~ T' • Kurve kann als Fußpunktskurve eines 

f!!. Kreises, bezogen auf einen Kreis-
o coirp punkt 0 als Pol, konstruiert werden. 

Abb.7. Kardioide. Aus Abb. 7 entnimmt man 

e = (r + __ r_) costp = r(I + costp) . 
COS'l' 

x I 
16. ~-==- - _.;=~ • y' = 0; 

YI + x2 Yl + y2 

dy 

YI + ij2' 
Die linke 
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Seite kann durch die Substitution 1 + X2 = Z2; xdx = zdz ge-

löst werden. j" xdx I" ---
VI + X2 =. dz = z = VI + x2. 

Umständlicher gestaltet sich die Integration der rechten Seite. 

Wir gehen hierzu von der Gleichung Jd; = lnu aus und sub

y + Ji'f+ y2 
stituieren u = y + VI + y2. du = . dy. Es resultiert , VI + y2 

f . dy - = ln(y + VI + y2) 
VI + y2 

und zusammenfassend 

17. sinx· cosy - cosx· siny· y' = o. 
d (cosy) d (cosx) 

In cosy = In cosx + c; cosy cosx ' 

cosy = k cosx. 

18. y2 + xy2 + (x 2 - x 2y)y' = o. Man trenne die Variablen. 
Dann findet man 

In x = x + y + c. 
y xy 

Lineare Differentialgleichung I. Ordnung. 
Eine Differentialgleichung, gleichgültig welcher Ordnung, heißt 

linear, wenn die abhängige Variable und ihre Ableitungen nur 
in der ersten Potenz vorkommen und nur additiv miteinander 
verbunden sind. Eine lineare Differentialgleichung I. Ordnung 

kann immer auf die Form ~~ + Py + Q = 0 gebracht werden, 

worin P und Q Funktionen von x oder Konstanten sind. Ist 
hierin Q = 0, so spricht man von einer homogen linearen Diffe
rentialgleichung 1. Ordnung. Wenn Q =F 0, so ist die Gleichung 
inhomogen linear (inhomogen = nichthomogen). 

19. y' - y cosx = o. Diese Gleichung hat die Form ~~ + Py = o. 
Also ist sie homogen linear. Ihre Lösung ist y = kesinx . 

20. y' - --!L- = 0 (homogen linear). Wir trennen zunächst 
SIll<p 

die Variablen. dy d<p 
Y = sin<p; 

" d 
Iny ~= I-/!- + c. 

! SIll<p 
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Um die Lösung des Integrals zu erleichtern, schreiben wir 

d (cp/2) f dcp I f dcp f d(cp/2) fCOS2'1/2 
sincp = 2 sincp/2coscp/2 = sincp/2coscp/2 = tgq,/2-

=fd (tg<'l'/2») = 1 t /2 
tg'f/2 n gcp . 

Mithin gilt lny = lntgep/2 + c oder nach dem Übergang zur 
Exponentialfunktion 

y = ktgcp/2. 

Dieser Funktion entspricht eine Schar von Tangenskurven. 

21. ~~ + ay = 0 (1) (homogen linear). Nach der Trennung 

der Variablen findet man leicht y = ke- at . 

Wir wollen nun Gleichung (1) noch mittels eines anderen Ver
fahrens lösen. Wir versuchen, ob y = eAt (2) bei passender 
Wahl von A der gegebenen Gleichung genügt. Die Ableitung 

von (2) ist ~~ = AeÄt (3). Nun setzen wir (2) und (3) in (1) 

ein und erhalten Ae!·t + ae!.t = o. Da eJ•t für endliche Werte von t 
nicht verschwinden kann, so dürfen wir die letzte Gleichung durch 
die Exponentialfunktion dividieren. Es bleibt die Gleichung 
A + a = 0 oder A = -a übrig. Diesen Wert für A setzen wir 
in (2) ein. In y = e- at ist eine partikuläre Lösung der gegebenen 
Differentialgleichung gefunden. Hiervon kann man sich durch 
Einsetzen dieser Funktion und ihrer Ableitung in (1) leicht über
zeugen. 

Nun versuchen wir, ob y = ke- at , worin k die Integrations
konstante bedeutet, die allgemeine Lösung sei. Dies trifft zu; 
denn diese Funktion genügt (1) gerade so gut wie vorhin die 
partikuläre Lösung. 

Man überzeuge sich, daß y = e- at + c keine Lösung der ge
gebenen Differentialgleichung ist. 

Wir betrachten nun noch kurz die Funktion y = k1e- at , 

worin k1 eine Konstante ist. Wenn t =!- ist, so wird y = k1e- 1 
a 

= k1 ~ 0,37 k1 ~ 37 % des Anfangswertes k1 für t = o. Man 
e 

heißt die Zeit ~ = r die Zeitkonstante der Funktion y = k1 e - at. 
a 
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dy 
22. iJJ + ay = b. Die Gleichung ist inhomogen linear; 

a und b bedeuten Konstanten. 
1. Lösungsweg. Wir trennen die Variablen: 

Integriert: 

du 
--"- = dt· b - ay , 

d(b - ay) __ d 
b -at. - ay 

ln(b - ay) = -at + c oder b - ay = eCe- at 

und hieraus 
b eC b y = ___ e- at = _ + ke- at . 
a a a 

2. Lösungsweg. Wir substituieren z = ay - b; dy = ~ dz 
a 

und erhalten :: + az = O. Diese Gleichung ist homogen linear. 

Ihre Lösung kann mittels beider Verfahren der Aufgabe 21 be
stimmt werden. Sie lautet z = ke- at und unter Berücksichtigung 
der Substitution ay - b = ke- at oder 

b k b 
Y = - + -. e- at = - + K· e- at . 

a a a 
(ß) 

Die Funktionen (IX) und (ß) stimmen der Form nach miteinander 
überein. b 

Wie man leicht einsehen kann, ist ihr erster Summand a-
eine Sonderlösung der gegebenen inhomogen linearen Differential
gleichung. Der zweite ke- at bzw. Ke- at ist die allgemeine Lösung 

der homogen linearen Differentialgleichung ~~ + ay = O. 

Aus der allgemeinen Lösung (ß) greifen wir nun die partiku
läre mit der Anfangsbedingung t = 0; y = 0 heraus. Wir erhalten 

b 
y = - (1 - e- at ). 

a 

Diese technisch wichtige Funktion soll nun diskutiert werden. 

Für t = 00 wird y = ! = Ye' wo Y e der Endwert von y ist, 

dem diese Variable mit wachsender Zeit t zustrebt. Unsere par
tikuläre Lösung kann nun in der Form y = Ye(l - e- at ) (y) 

geschrieben werden. Für t = ! = 'i wird Y = Ye( 1-- !) = O,63Ye 

= 63 % des Endwertes Ye . Man bezeichnet r = -~ als Zeitkon-
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stante der Funktion (y); i = ~ ist also die Zeit, in der die Funk
a 

tion (y) auf 63% ihres Endwertes Ye anwächst. 
Nun fragen wir nach der Zeit t, in der Y die Hälfte des End

wertes Ye erreicht. Wir erhalten aus (y) t = 1 - e- at ; e- at = t 
1 

und hieraus at = In2 oder t = -ln2 = i ln2 = 0,69 i R::i 0,7 i. a 
Man bezeichnet t = 0,7 i als die Halbwertzeit der Funktion (y). 

Schließlich ermitteln wir noch die Zeit t, in der Y = 0,999 Ye 
wird. In diesem Fall ergibt sich aus (y) die Gleichung 0,001 = e- at 

oder in Annäherung 2!O R::i e-- at und hieraus t R::i 10· ~ . In2 

Y R::i 10. i· In2. Diese Zeit ist das Zehn-
Ye 

t 

Abb. 8. Exponentialkurve. 

fache der Halbwertzeit. 
Nun wollen wir den Anstiegswin

kel CPo der Kurve (y) für t = ° berech
nen und finden 

dy Ne 
d/ = tgcpo = aYe = -r-' 

Um die Kurve (y) angenähert richtig 
zeichnen zu können, genügt schon die 

Kenntnis der Werte Ye und i =.!., mit deren Hilfe CPo konstru-a 
iert werden kann. 

Beispiel: 

Also ist 

Ye = 4; 0,63 Ye = 2,5; i = 2; tgcpo =~- = 2 (Abb. 8). 

Komplexe Zahlen und Vektoren. 

Die Lösung der folgenden Aufgabe wird durch Verwendung 
komplexer Zahlen wesentlich erleichtert. Diese sollen zunächst be
sprochen werden. 

Die allgemeine Form der komplexen Zahl ist z=x+jy, worin 
x und Y reelle Zahlen sind und j = -V -1 bedeutet. Sie setzt sich 
aus der reellen Komponente x und der imaginären j Y zusammen. 
Wir wollen nun die komplexen Zahlen geometrisch veranschau
lichen und sie gleichzeitig als Vektoren deuten. Hierbei können 
wir uns auf Vektoren beschränken, die in einer und derselben 
Ebene liegen. Es ist wohl angezeigt, zu erklären, was unter einem 
Vektor zu verstehen ist. Definition: Ein Vektor ist eine Strecke 
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von bestimmter Länge 
eine gerichtete Strecke. 
setzungen. 

und bestimmter Richtung, kurz gesagt, 
Hierzu einige Erläuterungen und Fest-

Wenn für die Vektoren Zl und Z2 die Gleichung Zl = Z2 gilt, 
so sind sie gleich lang, parallel und gleichgerichtet. Damit ist 
ausgesagt, daß ein Vektor sich nicht ändert, wenn man ihn par
allel mit sich selbst verschiebt. Unter 1 Z 1 versteht man die Länge 
des Vektors z. Man heißt Izi den Betrag, auch den Absolut
wert von z. Ist 1 z 1 = 1, so ist zein Einheitsvektor . Der Vektor z 
sei um seinen Anfangspunkt, der in unserem Fall in den Null
punkt eines rechtwinkligen Achsenkreuzes falle, drehbar. Ein 
derartiger Vektor ist ein Fahrstrahl oder 

y 
Radiusvektor (Abb. 9). Wir legen nun in die 

~ 

I/Xli) 

J!! 
positive Richtung der horizontalen Achse 
den Einheitsvektor, den wir kurz durch 1 
bezeichnen und in die vertikale Achse den 
Einheitsvektor j. Dann wollen wir unter Ix 
oder kürzer unter x die gerichtete Horizontal

j X 

tJ 1 :c 
Abb. 9. Komplexe Zahl. 

komponente von z verstehen. Wir bemerken ausdrücklich, daß der 
horizontale Einheitsvektor nicht hingeschrieben wird. j y ist die ge
richtete Vertikalkomponente von z. Der Einheitsvektor j wird also 
der Ordinate y beigesetzt. Da x und y die Koordinaten des Punktes P 
sind, so wird 1 z 1 = yx2 + y2. 

Die Auffassung der komplexen Zahlen als Vektoren hat sich 
namentlich in der Elektrotechnik als vorteilhaft erwiesen. 

Die allgemeine Form der komplexen Zahl z = x + jy kann 
leicht in die trigonometrische übergeführt werden. Aus Abb. 9 

entnimmt man z = x + jy = Iz I· [cosrp + j sinrp] , (1) 

wo rp der Winkel von x mit z ist. Nun wollen wir zeigen, daß 
cosrp + j sinrp durch ejrp ersetzt werden kann. Hierzu ent
wickeln wir zunächst die Funktionen cos rp und sin rp in ihre 
Reihen '1'2 '1'4 <p6 

cos rp = 1 - 2! + 41 - 6! -+- - ... , 

. . . [ '1'3 <p5 
JSlllrp=J rp-3! +5!- + ... ] 

und addieren die beiden Gleichungen. 

• • • <p2 • <p3 <p4 • <p5 
cosrp+J slllrp=I+Jrp·- 2T - J 3! + 4! + J 5! - - + + (2) 
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Nun entwickeln wir die Exponentialfunktion ei 'I' • 

i'P = 1 + J' + (jrp)2 + (jrp)3 + (jrp)4 + (jrp)5 + + ... 
e . cp 2! 3! 4! 5! 

und unter Berücksichtigung der Beziehungen j2 = -1; j3 = j2 . j 
= _j; j4 = j2. j2 = +1 usw. 

• • ((12 • '1'3 '1'4 • '1'5 
e1 'P = 1 + JCP - 2! - J 31 + 4T + J 5! - - + + (3) 

Aus (2) und (3) ergibt sich die Eulersche Formel 

coscp+jsincp=ei'P (4) 
und aus (1) und (4) 

z = x + jy = Izl' [coscp + jsincp] = Izl' ei'P. (5) 

Man bezeichnet Izl' ei'P als die Exponentialform der kom
plexen Zahl z. Da VCOS2cp + sin2 cp = 1 ist, so handelt es sich in 

coscp + j sincp = ei'P um einen Einheitsvektor. Aus tgcp = ~ 
folgt cp = arctgJL . In vorstehenden Beziehungen ist cp stets in 

x 
Bogenmaß zu messen. 

Nachstehend einige Rechnungen mittels der Funktion z= I z ! . ei '1'. 

Z = Zl' Z2 = IZll'lz21' ei'P •. ei'P' = IZll'lz21' ei('P'+'P'); 

z = Zl = hl. ei'P •• e-irr, = hl. ei('Pl-'P')' 
Z2 IZ21· IZ21 • 

zn= Izln. (ei'Pt = Izln. ein'P; 

n - n i"'-
Yz=lfzT·e n ; 

1 . () + .. () .. -.- = e- 1 'I' = COS -cp J sm -cp = coscp - J smcp; 
e1 'I' 

Diese Rechenoperationen sind leicht auszuführen. Dies und der 
Umstand, daß die Funktion ei 'I' bei ihren Ableitungen erhalten 
bleibt, veranlassen uns, im folgenden Beispiel eine komplexe ab
hängige Variable zu verwenden. 

An Stelle der Variablen cp tritt in angewandten Aufgaben 
häufig die Zeit t auf. Der Zusammenhang der beiden Veränder
lichen cp und t ergibt sich durch folgende Überlegungen. Auf dem Ein
heitskreis benötige ein Punkt bei gleichförmiger Geschwindigkeit 
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für einen vollen Umlauf die Zeit T und um den arccp zurück
zulegen, die Zeit t. Daher ergibt sich die Proportion cp : 2n = t: T 

und hieraus cp = 2;: t = w t. Hier bedeutet w = ~;- die Winkel

geschwindigkeit, d. h. den Arcus, den der bewegte Punkt in der 
Zeiteinheit zurücklegt. Die Eulersche Formel kann also auch 
in der Form coswt + j sinwt = ei,,,t geschrieben werden. 

23. ~~ + ax = b coswt (1) (inhomogen linear). 

Gleichzeitig soll auch die Gleichung 

dy b . 
dt+ay= smwt 

gelöst werden. Wir multiplizieren (2) mit j . 

. dy +. 'b' t J fit aJY = J smw . 

Nun addieren wir (1) und (3). 

dx .dy . b 'b . 
dt + J dt + ax + aJY = coswt + J smwt 

oder d (x + i y) ( ') b ( ") b' t 
------a:t~ + a x + JY = coswt + J smwt = e1ro • 

Hierin substituieren wir x + j Y = z. 

(2) 

(3) 

dz . t 
dt + az = beJro • (4) 

Diese Gleichung soll zunächst gelöst werden. Wir versuchen, ob 
z = Aeirot bei passender Wahl von A eine Lösung sei. Zu dem 
Zwecke setzen wir diese Funktion und deren Ableitung 
dz A' . t· (4) . dt = . JweJOJ In eIn. 

Ajweirot + aAeirot = beiwt . 

Für endliche Werte von t kann eirot nicht 
Null werden. Daher dürfen wir die letzte j 

Gleichung durch die Exponentialfunktion 

jw 

a 
eiwt dividieren. 

b Abb. 10. Komplexe Zahl. 

Ajw + Aa = b oder A = a + ibJ' 
Der Nenner ist eine komplexe Zahl in allgemeiner Form, deren 
entsprechende Exponentialform nun gesucht werden soll. Aus 
Abb. 10 liest man 

-=-~--: 

a + jw = ya2 + w2 (coscp + jsincp) = ya2 + w 2 ei 'P, 

co d co • 
WO tgcp = --a 0 er cp = arctg a 1st. 
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Also wird b oe jep 
A== .. --~ 

ya2 + oo2e1'1 ya2 + ~~. 
b .. t b '( t ) Z = ------=== e -1 'P • e1'" = ----- e1 w - r . 

Ya2 + 002 Ya.2 + 0)2 

und 
(5) 

Damit ist eine Lösung der Gleichung (4) gefunden, wie man sich 
direkt überzeugen kann. Es fällt aber auf, daß (5) keine Inte
grationskonstante enthält. Somit ist die allgemeine Lösung noch 
nicht gefunden. Man könnte vermuten, daß diese eine der Formen 

y = b ei(wt-q') + c 
ya2 + 002 

oder 

erhalte. Durch Einsetzen dieser Funktionen und ihrer Ableitun
gen in (4) erkennt man aber, daß sie als Lösungen nicht in Frage 
kommen. Es bleibt nur noch eine Möglichkeit offen: Die ge
fundene Funktion z = f(t) in (5) ist nur der eine variable Sum
mand der allgemeinen Lösung. Der noch fehlende zweite Zl =g(t) 
muß die Integrationskonstante enthalten. Somit erhält die all
gemeine Lösung die Form z + Zl = f(t) + g(t). Wir ersetzen 
nun in (4) die Variable Z durch Z + Zl' 

d(Z+Zl) , 
--d-t- + a(z + Zl) = be1wt 

oder 
(6) 

In diese Gleichung denken wir uns die Funktion Z aus (5) sub
stituiert. Dann kommen die unterstrichenen Summanden in 
Wegfall. Es bleibt nur die Gleichung 

(7) 

übrig. Anders ausgedrückt: Wir haben (4) von (6) subtrahiert. 
Die allgemeine Lösung zu (7) ist 

(8) 

Nun addieren wir (5) und (8). 

Z + Z = b ei(wt-rp) + ke- at . (9) 
1 y'a2 + 002 

Dies ist die allgemeine Lösung zu (4). Aus dem ersten Summanden 

z=x+jy= ~=ei(wt-rp)= b -[cos(wt-cp)+jsin(wt-cp)] 
ya2 + 0)2 ya2 + 0)2 
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erhalten wir in der reellen Komponente x = V . b cos(wt-cp) 
a2 + w2 

eine Lösung zu (1) und aus der imaginären nach Division durch j 

in Y = ,/ b sin(wt - cp) eine zu (2). 
ra2 + w2 

Allerdings sind diese Funktionen nicht die gesuchten all-
gemeinen Lösungen. Es fehlt beide Male der veränderliche Sum
mand mit der Integrationskonstanten. Um diese Ergänzungen 
zu bekommen, verfahren wir wie beim Lösen der Gleichung (4). 
Wir ersetzen in (1) die abhängige Variable x durch x + Xl' 

d(x + Xl) 
~- + a(x + Xl) = bcoswt; 

dx dXI 
dt + Te + ax + aXl = bcoswt. 

Hiervon subtrahieren wir (1). Es bleibt die Gleichung d:: + aXl = 0 

übrig, deren allgemeine Lösung Xl = ke- at ist. Somit lautet die 
allgemeine Lösung zu (1) 

b 
X + Xl = ,~ cos(wt - cp) + krat. (10) 

ra2 + w2 

Analoge Überlegungen führen zur allgemeinen Lösung zu (2). 

Y + Yl = ,J b -sin(wt- cp) + ke- at. (11) 
r a2 + w2 

Zusammenfassend stellen wir fest: Die allgemeinen Lösun
gen der gegebenen inhomogen linearen Differentialgleichungen 

dx dy b . 
dt + ax = bcoswt und dt + ay = SlllWt 

setzen sich je aus zwei Summanden zusammen. Der eine ist die 
Sonderlösung der gegebenen Gleichung. Der andere, für beide 
Aufgaben gleichlautend, ist die allgemeine Lösung der homogen 
linearen Gleichungen 

dx -+ ax - 0 dt - und 
dy 
(ji + ay = O. 

Nun soll die Funktion (11) diskutiert werden. Der erste Sum

mand y = ,/ b - sin(wt - cp) ist eine harmonische Schwin
ra2 + w2 

gung, die durch eine Sinuskurve veranschaulicht wird. Der zweite, 
Yl = ke- at, ist eine Schar aperiodischer Schwingungen. Diese 

IseJi, Differentialgleichungen. 2 
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können durch abnehmende Exponentialkurven dargestellt werden. 
Da (11) eine technisch wichtige Funktion ist, so soll sie gezeichnet 
werden. Zu dem Zwecke mögen für a, wund b folgende Werte 
gewählt werden: a = i; w = 1 und b = l'5. Dann wird 

b w 
--~--2· tgtp=-=2; tp=63°26'~63°. ya2 + w2 - , a 

Also entsteht aus (11) zunächst 

Y + Yl = 2sin(t - 63°) + ke- lt . 

Die Integrationskonstante k bestimmen wir auf Grund der An-

Abb. 11. Harmonische und aperiodische Schwingung. 

fangsbedingung t = 0; Y + Yl = 0 und finden k = 2 . 0,89 ~ 1,8. 
Die gesuchte Einzellösung ist mithin 

(12) 

Die Konstruktion der Sinuskurve Y = 2 sin (t - 63°) ist aus 
Abb. 11 ersichtlich. Für die Exponen
tialkurve Yl = 1,8 e - tt gilt nebenstehende 

Yl Tabelle. 
Die gesuchte Kurve (12) ergibt sich durch Addition der Ordi

naten Y und Yl, am einfachsten mittels des Zirkels. (Abb. 11.) 

Herleitung der Differentialgleichung aus der Funktionenschar. 
In den bisher betrachteten Beispielen ist immer aus einer 

Differentialgleichung f(x, Y, y') = 0 (1) die Integralfunktion 
g(x, Y, c) = 0 (2), worin eden Kurvenparameter (die Integra
tionskonstante ) bedeutet, bestimmt worden. Dazu war stets die 
Integration der Gleichung (1) nötig. Nun soll umgekehrt aus der 
Funktionenschar (2) die Differentialgleichung (1) hergeleitet wer
den. Zu dem Zwecke differenzieren wir vorab die Funktion (2). 
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Für den Differentialquotienten schreiben wir g' (x, y, c) = 0 (3). 
Aus (2) und (3) eliminieren wir den Parameter c. Dies kommt nur 
dann in Wegfall, wenn in (3) die Größe c nicht mehr vorkommt. 

24. Man bestimme die Differentialgleichung der Parabelschar, 
die entsteht, wenn die Parabel y = ax 2 längs der y-Achse ver
schoben wird. 

Die Gleichung der Parabelschar lautet y = ax2 + c, worin a 
eine Konstante und c den Kurvenparameter bedeutet. Die Ab
leitung ist y' = 2 ax. Da in ihr der Parameter c fehlt, so ist sie 
die gesuchte Differentialgleichung. 

25. Wie lautet die Differentialgleichung der Parabelschar; 
deren vertikale Achse die y-Achse und deren gemeinsamer Scheitel 
der Nullpunkt ist? 

Die Integralfunktion ist y = ax2, worin ader Kurvenpara
meter ist. Durch Differenzieren finden wir y' = 2 ax. Aus den 
zwei Gleichungen eliminieren wir denParametera 
und erhalten xy' - 2 Y = O. 

26. Man suche die Differentialgleichung der 
Kreise, die die vertikale Achse im Nullpunkt 
berühren (Abb. 12). 

Bezüglich des Mittelpunktes M lautet die 
Gleichung des gezeichneten Kreises x 2 + y2= r2. Abb. 12. Gleichung 

des Kreises. 
Nun verschieben wir die vertikale Achse von M 
nach 0, also um - r. Bezeichnen wir die neuen Abszissen durch x', 
so gilt zwischen ihnen und den alten Abszissen die Gleichung 
x = -r + x'. Ihr zufolge geht die Kreisgleichung über in 
(x' - r)2 + y2 = r2. Unter Berücksichtigung, daß 0 nun als 
Nullpunkt gilt, darf der Index wegfallen. 

(x-_r)2+ y2=r2 oder x 2 -2rx+y2=O. (I) 

Im Gegensatz zu einer entwickelten Funktion y = f(x) be
zeichnet man eine Funktion von x und y, die nicht nach einer der 
zwei Variablen aufgelöst ist, als eine unentwickelte Funktion. 
Die Werte von x und y genügen einer Gleichung von der Form 
f(x, y) = O. Für die Ableitung einer derartigen Funktion gilt 

die Vorschrift ~f(x,y) + ~f(x,y). dy = 0 wofür man abgekürzt 
GX GY dx ' 

h 'b GI GI I 0 sc reI t "'+"5-y = . 
vX vy 

2* 
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Eine unentwickelte }funktion ist die Kreisgleichung (1). Ihre 
Ableitung soll nun bestimmt werden. 

:~ = 2x - 2r; :t = 2y; :: y' = 2yy'; 

2 x - 2 r + 2 yy' = 0 oder x - r + yy' = o. (2) 

Wird nun der Parameter raus (1) und (2) eliminiert, so ergibt sich 

x 2 - y2 + 2 xyy' = o. 
Dies ist die Differentialgleichung der Kreisschar (1). 

Substitutionsverfahren. 
Wir wollen obige Differentialgleichung lösen. Die Gleichung hat 

die Eigentümlichkeit, daß ihre Summanden in bezug auf x und y 
vom selben Grade sind, nämlich vom zweiten. Daher kann sie 
mittels der Substitution y = xz (3) gelöst werden. Dadurch er
setzen wir die abhängige Variable y durch z. Durch Differen
zieren entsteht dy = x dz + z dx (4). Wir führen (3) und (4) in 
die Differentialgleichung ein: 

2 2 2 2 2 xdz + zdx - 0 x - x z + x Z dx -, 

dividieren durch x 2 und finden 

dz 
2xz dx +1+z2 =O. 

Nun trennen wir die Variablen 2 -~~~ + dx = 0 und bereiten 
1 + Z2 x 

die Integration vor. 

~1 + ~~ + dx = O. l+z2 X ,ln(1+z2)+lnx=c 

oder x(1+z2)=ec =2r. 

Nach (3) ist aber z = JL und daher x(1 + Z2) = x(1 + y22) = 2 r 
2 ,2 X x 

oder x + JL = 2 r und schließlich x2 - 2 rx + y2 = O. 
x 

Damit sind wir zur ursprünglichen Kreisschar zurückgekehrt. 
27. Man suche die Differentialgleichung der Exponentialkurven 

y = b eax , worin b der Parameter ist und a eine Konstante bedeutet. 
Man findet y' = ay (1). In Worten: Der Anstieg ist pro

portional einer Konstanten a und dem jeweiligen Funktions
wert y. Durch Multiplikation mit dx geht die Gleichung in 
dy = ay dx (2) über. Die differentielle Änderung dy der ab-
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hängigen Variablen ist mithin proportional einer Konstanten, 
dem jeweiligen Funktionswert und dem Zuwachs dx der unab
hängigen Variablen. Bei positivem a bedeutet dy einen Zuwachs 
der Funktion y, bei negativem a eine Abnahme. Wir werden uns 
später bei angewandten Aufgaben dieser Tatsache erinnern. 

Man kann (1) und (2) als Differentialgleichungen des Expo
nentialgesetzes bezeichnen. 

Exponentialpapier. 

Wir wollen uns nun näher mit der Konstruktion der Exponen
tialkurve y = ba'" befassen. Die Berechnung der Ordinaten ist 
umständlich. Sie soll durch Verwendung von Exponential
pa pier erleichtert werden. 
Mit diesem wollen wir uns zu _ 10 

nächst vertraut machen. Wir 8 

zeichnen auf der horizontalen B 

Achse eines Achsenkreuzes 
die bisher stets verwendete 'I 

gleichförmige Leiter oder 
Skala für die Zahlen 1; 1, I; 
1,2 ... 9,9; 10 (Abb. 13). In 2 

dieser schematischen Darstel-
lung sind nur die ganzen Zah-
len berücksichtigt. 0 3 6 8 10 

Auf der vertikalen Achse Abb. 13. Exponentialpapier. 

dagegen tragen wir die Maß-
zahlen der Logarithmen derselben Zahlen auf, soweit es die Über
sichtlichkeit erlaubt. Dies geschieht am einfachsten so, daß wir 
eine Leiter vom Rechenschieber auf die Achse übertragen. Für 
log 10 = 1, die logarithmische Einheit, stehen auf dem Rechen
schieber die Strecken 25 cm, 121 / 2 cm und 81/ 3 cm zur Verfügung 
(lineare, quadratische und kubische Leiter). Man gebe sich Rechen
schaft davon, daß in allen drei Leitern wohl die Maßzahlen der 
Logarithmen aufgetragen, aber die Zahlen (Numeri) beigeschrieben 
sind. Derartige Leitern heißen logarithmisch. Sie sind un
gleichförmig. Zieht man nun durch die Teilpunkte beider Achsen 
Geraden wie in Abb.13, so erhält man Exponentialpapier, 
auch halblogarithmisches Papier geheißen. Auf dem im 
Handel erhältlichen Papier ist nur die vertikale Achse beziffert. 
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Der Anschrieb der horizontalen Achse erfolgt erst beim Gebrauch. 
Es kann die 1 cm lange Abszisse beispielsweise eine beliebige 
Anzahl Längeneinheiten oder irgendeinen Arcus darstellen. 

Bei Verwendung eines Rechenschiebers kann das Exponential
papier ohne wesentlichen Nachteil durch gewöhnliches Papier er
setzt werden. Nicht einmal die logarithmische Leiter muß vom 

Rechenschieber übertragen werden. Wir 
y werden dies gleich einsehen. 

Wir zeichnen (Abb. 14) den Punkt 
P(xl , YI) in ein Achsenkreuz, die Abszisse 
in gewohnter Art; die Ordinate YI (eigent

Y--'----.l..---'-z.... lich 10gYI) übertragen wir mittels des Zirkels 
Abb.14. ExponentiaIgerade. vom Rechenschieber. Mittels desselben Ver-

fahrens finden wir auchQ(x2, Y2)' Durch P 
und Q legen wir eine Gerade und zeichnen auf ihr den variablen 
Punkt R(x, y). Nun soll die Gleichung dieser Geraden bestimmt 
werden. Man entnimmt der Abbildung 

(logy - 10gYI) : (logY2 - 10gYI) = (x - Xl) : (x2 - Xl)' 

Hieraus findet man leicht 

1 logYa - logYl + 1 logYa -logYI ogy = . X ogYI - . Xl' 
Xa-XI xa-xI 

Nun substituieren wir 

und 

logYa - logYI 1 
= oga 

Xa -Xl 

10gYl - logys - logYl • Xl = 10gb. 
Xa - Xl 

Mithin entsteht 10gy = X· 10ga + 10gb. (1) 

Dies ist die gesuchte Gleichung der auf Exponentialpapier ge
zeichneten Geraden. Setzt man X = 0, so findet man ihren Ab
schnitt auf der vertikalen Achse, nämlich Y = b. Der Anstiegs-

winkel cp ist durch tgcp = loga = logY.a -lOgYI bestimmt. 
Xa - Xl 

Aus (1) findet man durch Übergang zur Exponentialfunktion 

y=b~. ~ 

Umgekehrt: Zeichnet man (2) auf Exponentialpapier, so streckt 
sich die Kurve in eine Gerade, die Exponentialgerade der 
Funktion (2). Darin liegt die Bedeutung dieses Papiers. Man 
versteht nun die Bezeichnung "Exponentialpapier". 
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Soll für die Funktion (2) die zu einer Abszisse x gehörige 
Ordinate y gefunden werden, so nimmt man in Abb. 14 die 
Strecke log y in den Zirkel und trägt sie auf der verwendeten 
Leiter des Rechenschiebers ab. Dann 
kann am Endpunkt y abgelesen werden. 

Als Beispiel soll nun die Kurve 
y=5· e-o,lxkonstruiertwerden (Abb.15a 
und 15b). Für die Exponentialgerade 
gilt die Gleichung 

logy = log5 - O,lxlog e} (1) 
= 0,69 - 0,0434 x . 

Aus ihr finden wir die Zusammen-
x I 0 I 10 . 

stellung - I I . Nun zeIChnen 
y 5 1,84 

wir ein Rechteck von 10 cm Länge und 
121/ 2 cm Höhe (= Länge der logarith
mischen Einheit der quadratischen 
Leiter des Rechenschiebers). Hierein 
konstruieren wir die Gerade (1). Zu-

5 
1. 

8 
18 

nächst ergibt sich die Strecke I. Aus p 

ihr gewinnen wir, wie aus der Abbildung O~-2-'-----'1-'-----5-'------'-8-'------'10 

ersichtlich ist, die Strecken 11 und 111, 10 12 1/1 15 18 2Il 

wobei man sich 11 und 111 als Ver-
längerung von I vorzustellen hat. Es 

Abb. 15 a und b. Exponential· 
kurve. 

gehören zusammen: die Abszissen 0-10 und die Strecke I, die 
Abszissen 10-20 und die Strecken 11 und 111. 

Nun kann die gesuchte Kurve unter Verwendung des Rechen
schiebers leicht konstruiert werden. Eine Erklärung ist lediglich 
für die Konstruktion des Punktes P, der der Abszisse x = 18 
entspricht, am Platze. Wir nehmen die Strecke p (s. Abb. 15a) 
in den Zirkel und tragen sie vom Endpunkt der logarithmischen 
Einheit nach links auf. Die Ablesung ergibt y ~ 0,8. Ent
sprechend findet man weitere Punkte. 

Angewandte Beispiele für Differentialgleichungen I. Ordnung. 

Geometrische Aufgaben. 

1. Es ist die Kurvenschar zu bestimmen, deren Anstieg - ~ 
y 

ist. Also gilt die Differentialgleichung y' = - ~. Der allgemei
y 
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nen Lösung x 2 + y2 = C = r2 entspricht eine konzentrische Kreis
schar um den Nullpunkt. 

2. Der Anstieg einer Kurvenschar ist - ~ t ;. Somit ist 

y' = _1 + Y. Die allgemeine Lösung (l + x)(1 + y) = k ist eine 
1+x 

Schar gleichseitiger Hyperbeln. Geht beispielsweise eine dieser 
Kurven durch den Punkt P(xl , YI)' so wird k = (1 + Xl) (1 + YI)' 

y 3. Man bestimme die Kurven k, deren 
Subnormale die konstante Länge p hat 
(Abb.16). 

a) Wenn PR die Kurvennormale im 
Punkte P(x, y) ist, so stellt QR die die

---"t-t.7-'-'+-------.::",I?"'"'x~ sem Punkte zugehörige Subnormale dar. 
Der Abbildung entnimmt man Q R = p 
= ytgg; = yy'. Also gilt p = yy'. Die 

Abb. 16. Subnormale und y2 

Subtangente. allgemeine Lösung ist px = "2 + c oder, wenn 

~ = k gesetzt wird, X = 21 y2 + k, eine Schar von Parabeln, 
p p 

symmetrisch zur horizontalen Achse gelegen. 
b) Wenn PB die Kurvennormale ist, so mißt die Subnormale 

TB. Dann ergibt sich TB = p = X ctgg; = t~ = x,; p = y'x . gep y 
Die allgemeine Lösung lautet y = ~ x 2 + c. Ihr Schaubild ist 

2p 
eine Schar von Parabeln, symmetrisch zur vertikalen Achse. 

Man zeichne in beiden Fällen einige Parabeln. 
4. Man ermittle die Kurven, deren Subtangente die konstante 

Länge n hat (Abb. 16). 
Wie in der vorigen Aufgabe unterscheiden wir auch hier 

zwei Fälle: 
a) Die Subtangente ist QM. Man findet QM = n = t:ep = ~; 

y = ny'. Die allgemeine Lösung kann auf die Form y = kex/n 

gebracht werden. 
b) Die Subtangente ist TN. Dann ergibt Abb. 16: TN = n 

= xtgg; = xy'; n=xy'. Die allgemeine Lösung ist JL = lnx+c, n 
woraus durch übergang zur Exponentialform ev/n = eCx folgt. 

Wird nun eC = ~ gesetzt, so resultiert X = kev/n• 
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Arbeit beim Strammen einer Feder. 
5. Welche Arbeit A muß zum Strammen einer elastischen 

Spiralfeder aus der Ruhelage x = 0 bis zur Strecklänge x auf
gewendet werden? (Abb.17.) 

Wenn die Länge der ungespannten 
Feder lo' ihr Querschnitt F und ihr 
Elastizitätsmodul E ist, so beträgt 
die StrecklängexunterderWirkung der Abb.17. Strammen einer Feder. 

Kraft P zufolge des Hookeschen Ge-

1~ P d f" 10 1 b t't . t . dIp setzesx=EF' 0 er,wenn urEF=Tsu SlUler Wir ,x=T . 
Also ist P = kx, eine lineare Funktion. Ihr Schaubild ist also 
eine Gerade. Für x = 1 wird P = k. Mithin ist k die Kraft, 
die die Feder um die Längeneinheit zu strecken vermag. Die 
Kraft kx ist absolut gleich der elastischen Kraft 
-kx, die die Feder in die Ruhelage zurückzieht. « 

Bekanntlich gilt das Gesetz: /' fWj .. w 
Arbeit = Kraft X Weg X cosep, Abb. 18. Arbeit. 

wo cp der Winkel zwischen Kraft und Weg ist. 
Hierbei ist zu beachten, daß Kraft und Weg gerichtete Größen 
(Vektpren) sind (Abb. 18). 

In unserem Falle ist cp = O. Zufolge dieses Umstandes ist 
das Arbeitsdifferential dA zur Streckung der Feder um die 
Länge dx mithin Pdx = kx dx. Es gilt also 

dA=kxdx. (1) 

Dies ist die Differentialgleichung für die Federspannung. Nun 
sind alle Arbeitsdifferentiale längs des Weges x, um den der 
Endpunkt E der Feder verschoben wird, zu summieren, d. h. 
Gleichung (1) muß integriert werden: 

kx2 

A=T+ c , 

Zufolge der Anfangsbedingung x = 0; A = 0 wird c = O. 

kx2 kx 
A=T=T· x . (2) 

Es bedeutet kx die Spannkraft, die die Feder in ihrer Endlage 

festhält. Mithin ist k; die mittlere Spannkraft. Gleichung (2) 
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besagt: Die aufzuwendende Arbeit A ist gleich dem Produkt aus 

der mittleren Spannkraft k; und der Strecklänge x. 

Oberfläche einer rotierenden Flüssigkeit. 
6. Ein zylindrisches Gefäß mit einer Flüssigkeit rotiert mit 

konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die Zylinderachse. 
Welche Form nimmt die Oberfläche der Flüssigkeit unter dem 
Einfluß der Schwere und der Zentrifugalkraft an? (Abb.19.) 

y 

o 

Unter dem Einfluß der beiden 
Kräfte erfährt die im Ruhezustand 
ebene Oberfläche der Flüssigkeit 
nach und nach eine becherartige 
Vertiefung. Nach einiger Zeit än
dert sie sich aber nicht mehr, d. h. 
es findet keine Verschiebung der 
Flüssigkeitsteilchen mehr statt. Die 
Oberfläche ist nun stationär. 

:c 
Abb. 19. Rotieren einer Flüssigkeit. Wir betrachten jetzt ein an der 

Oberfläche gelegenes Flüssigkeits
teilchen im Punkte P(x, y) von der Masse m. Auf diese 
wirken die Schwerkraft m' g und die Zentrifugalkraft, deren 
Größe mw 2 x wir vom Physikunterricht her kennen. Die Schwer
kraft ist nach abwärts gerichtet. Die Zentrifugalkraft fällt in die 
Richtung der Abszisse x. Die zwei Kräfte können zu einer Resul
tierenden r zusammengesetzt werden (s. Abb. 19). Da das Flüssig
keitsteilchen nicht mehr verschoben wird, so muß r senkrecht 
zur Kurventangente t im Punkte P stehen. Stünde nämlich die 
Kraft r schief zu t, so würde sie eine Verschiebung des Flüssig
keitsteilchens bewirken. 

Aus der Abbildung liest man ohne Schwierigkeit den Anstieg 
der Kurve K, d. h. die gesuchte Differentialgleichung, heraus, 
nämlich 

mw2 x w2 

tgrp = y' = mg = g x, also 
w2 

y'=-x. 
g 

(Man fertige vom Richtungsfeld eine Skizze an.) Die Integration 
2 

ergibt y = ;g x 2 + c (Parabelschar). Die Integrationskonstante c, 

den konstanten Teil aller Ordinaten, bestimmen wir aus der An
fangsbedingung x = 0; y = 0 H = h. Die Strecke h ist durch 
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2 

Messung zu ermitteln. Die gesuchte Einzellösung ist y = ;g x 2+ h. 

Die Fläche, die diese Parabel durch Drehung um ihre Achse er
zeugt, ist ein Drehparaboloid. 

Natürliche Verzinsung. 
7. Bei der üblichen Verzinsung bleibt das Kapital während 

der Laufzeit eines Zinses (ein halbes oder ein ganzes Jahr) kon
stant. Der Zins kann erst nach Verlauf dieser Zeit zum zins
tragenden Kapital addiert werden. So kommt es, daß das Kapital 
sprunghaft wächst. Dieser Zuwachs LlK eines Kapitals K bei 
p% jährlichem Zins und einer Laufzeit LI t beträgt 

(1) 

Nun wollen wir die Laufzeit des Zinses LI t kürzer und kürzer 
werden lassen, schließlich unendlich klein. Dann wächst das 
Kapital nicht mehr sprunghaft, sondern stetig. Man bezeichnet 
diese Art der Verzinsung als natürliche oder stetige Ver
zinsung. In diesem Falle geht (1) über in 

p 
dK • K· 100 . dt. (2) 

Diese Gleichung ist das Differentialgesetz der natürlichen Ver
zinsung. Aus ihr finden wir 

L t 
K = k· e100 , (3) 

eine Exponentialfunktion. Ihr kommt die Anfangsbedingung 
t = 0, K = Ko zu, wo Ko das Anfangskapital bedeutet. Hieraus 
finden wir k = Ko. p 

Die gesuchte Einzellösung ist K = Koe1OO t 

Beispiel. K o = 1; P = 100; t = 1 ergibt K = e = 2,718 ... 
Die Einheit des Kapitals wächst also zu e = 2,718 ... Ein
heiten an. 

Wir wollen nun annehmen, man subtrahiere den aufgelaufenen 
Zins vom jeweiligen Kapital; d. h. es wird dK negativ. An Stelle 

von (2) erhält man dK = -K l~odt. Ist wiederum K = Ko für 

t = 0, so ergibt sich die Einzellösung 

(4) 
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Beispiel. Ko = 1; p = 100; t = 1. Folglich wird 

1 
K =-= 0,434 ... 

e 

Im ersten Fall nimmt das Kapital exponentiell zu, im zweiten 
exponentiell ab. 

Stab mit Querschnitten gleicher Beanspruchung. 
8. Am unteren Ende eines aufgehängten Stabes vom spezi

fischen Gewicht y und der zulässigen Beanspruchung a ist die 

Abb.20. Querschnitte glei
cher Beanspruchung. 

Last Po befestigt. Nach welchem Gesetz 
wächst der Querschnitt F, wenn alle Quer
schnitte gleich stark beansprucht werden 
sollen? (Abb.20.) P 

Für jeden Querschnitt F gilt a = F 

oder aF = P, mithin auch adF=dP, wo
bei dP=Fydx ist. Somit ist adF=Fydx, 

oder 
Lx 

F= ke" . 

Unter Berücksichtigung der Anfangsbedingung x = 0; F = Fo-= Po 
(j 

. d k Po Po Lx 
WIr = - und F = -e" . 

(j (j 

Beispiel. Po = 1000 kg; a = 200 kgjcm2 ; J' = 0,0078 kgjcm3• 

Y- x ist mithin eine unbenannte Zahl, während Po die Dimension 
" a 

,udN dN -
einer Fläche aufweist: 

F = 5 . eO,000039x [cm2]. 

SeHreibung. 
9. Um einen festgeklemmten 

Zylinder, beispielsweise aus Holz, 
sei ein Seil (oder ein Riemen) ge
schlungen (Abb. 21). An den 

Abb.21. ScHreibung. freien Seilenden greifen die Span-
nungen Po und PI an. Ist Po = PI> 

so ist ein Gleiten des Seiles ausgeschlossen. Nun soll die Span
nung PI größer und größer werden. Wenn PI - Po einen be
stimmten Wert erreicht hat, so kommt das Seil ins Gleiten. Diese 
Spannungsdifferenz ist beim Beginn des Gleitens gleich der Rei-
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bung zwischen Seil und Holz. Sie muß von der Reibungszahl p 
der beiden Materialien und der Größe des <}::iX abhängen. An 
Stelle des festen <}:iX trete nun der veränderliche <}:rp (s. Abb. 21). 
Dies hat zur Folge, daß der Einzelwert PI durch eine zu bestim
mende Funktion P ersetzt wird, die von p und rp abhängt. Aber ,u 
ist eine Konstante. Somit ist eine Funktion von der Form 
P = f(rp) zu suchen. 

Zu dem Zwecke lassen wir den beliebigen Kreisbogen DB = s 
um das Differential BO = ds wachsen und berechnen den Span
nungszuwachs dP längs dieses 
Bogenelementes für den Grenz
zustand des Gleichgewichts. Zu
nächst fertigen wir eine etwas 
verzerrte Zeichnung des Sektor
differentials BMO an (Abb. 22). 

Nun fragen wir nach den 
Spannungen, die in den unend
lich benachbarten Seilpunkten 
A, Bund 0 angreifen: 

iN 

Abb.22. Seildifferential. 

Die Spannungen P und P + dP drücken das Seilelement 
an den Zylinder, und dN ist der Druck, der vom Zylinder 1. 
auf das Seildifferential übertragen wird. Einem Gleiten des Seiles 
nach rechts hin wirkt die nach links hin gerichtete Reibung fldN 
entgegen. Jetzt stellen wir die Gleichgewichtsbedingungen 11 und 
1. zum Kreisradius MA auf. 

Die zu MA parallelen Komponenten ergeben 

dN = P sin d; + (P + dP) sin ~2'E = 2 P sin d; + dP sin d; . 
Z f I d B . h li sintp l' . dtp dtp S . '1 u 0 ge er eZle ung m -- = 1st sm 2 = 2 . omIt gl t 
die Gleichung 'P ~ 0 tp 

dN = Pdrp + idp· drp. (1) 

Der Größenordnung wegen fällt das aus zwei unendlich kleinen 
Faktoren gebildete Produkt dP . d rp gegenüber dN und drp nicht 
in Betracht. Man bezeichnet dP . d rp als unendlich kleine Größe 
11. Ordnung, dagegen dN und drp als unendlich kleine Größen 
I. Ordnung. Es resultiert aus (1) die Beziehung 

dN = Pdrp. (2) 
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Für die zu MA senkrechten Komponenten finden wir 

oder 

d<p dq; 
fldN + Pcos 2 = (P + dP) cos2 

d<p 
fhdN = dp· cos 2 . (3) 

Scheinbar ist dp· cos d; eine unendlich kleine Größe zweiter 

Ordnung. Würde dies zutreffen, so läge die Unmöglichkeit vor, 
daß eine unendlich kleine Größe I. Ordnung gleich einer un
endlich kleinen Größe II. Ordnung wäre. Der Widerspruch 

klärt sich leicht auf: cosd; ist keine unendlich kleine Zahl. Es 

gilt cos d; = 1. Daher ergibt sich aus (3) die Gleichung 

fldN = dP. 

Aus (2) und (4) eliminieren wir dN. In 

dP = flPdrp 

(4) 

(5) 

ist die Differentialgleichung der Seilreibung gefunden. Wir stellen 
fest, daß in ihr der Radius r fehlt. Der Grund dafür ist aus Abb. 22 
leicht ersichtlich. Es ist nämlich einerlei, ob wir die dort ein
gezeichneten Spannungen dem Bogenelement Be oder etwa dessen 
zugeordnetem Arcus drp zuteilen. Die Integration der Gleichung (5) 
ergibt lnP = flrp + (/, woraus beim Übergang zur Exponential
funktion P = kef''P gefunden wird. Auf Grund der Anfangs
bedingung rp = 0; P = Po wird k = Po. Mithin lautet die ge
suchte Einzellösung 

P= Poef''P. (6) 

Bei nicht zu kleinem fl wächst (6) sehr rasch. Ist beispielsweise 

I I I fl = 0,5 (Hanfseil auf rauhem 'P n 2", 41< 
, Holz), so findet man neben-

p = Po ef' 'P I 5 Po I 25 Po I 625 Po stehende angenähert richtige Ta-
belle. Nun lösen wir (6) nach Po auf: Po = Pe-f''P. Ist wiederum 
fl = 0,5, so gilt, ebenfalls in Annäherung, die folgende Zusam

'P 1< I 2n I 4n 
menstellung. Sie erklärt, wes
halb es einem einzelnen Mann 
möglich ist, ein Schiff an einem 

seiner Taue, das mehrfach um einen Pfahl geschlungen ist, selbst 
gegen starke Strömung festzuhalten. 
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Die abgeleitete Funktion P = Poef'<P dient auch zur Berech
nung des Riementriebes und der Bandbremse. Die Betrachtung 
dieser Fälle gehört aber nicht hierher, sondern in den Unterricht 
über Mechanik und Maschinenlehre. 

Erwärmung eines Heizkörpers bei konstanter Wärmezuführnng. 

10. Es bedeute: 
dT = Temperaturänderung eines Körpers in der Zeit dt. 

G = Gewicht des Körpers. 
c = spezifische Wärme des Körpermaterials. 
2 = Wärmeübergangszahl von der Körperoberfläche zur Luft 

pro Oberflächeneinheit und 1 0 C Temperaturunterschied. 
w = zugeführte Wärmemenge pro Zeiteinheit. 
0= Oberfläche des Wärme abgebenden Körpers. 

Tl = Außentemperatur. 
T-T I = Übertemperatur des Heizkörpers über die Temperatur 

des Außenraumes. 

Nachstehend die Vorgänge während der Zeit dt: 
Die dem Heizkörper zugeführte 

Wärmemenge = wdt. (1) 

Im Körper aufgespeicherte 

Wärmemenge = Ge dT. (2) 

An den Außenraum abgegebene 

Wärmemenge = O(T - Tl) 2dt. (3) 
(2) + (3) = (1). 

GcdT + O(T - TI)Adt = wdt 
oder 

Hierin setzen wir 

und 
w 
Gc= b; 

dT 
Iit + a (T - Tl) = b. 

Diese Differentialgleichung ist linear. 
Wir trennen die Variablen: 

dT 
b - a(T --Tl) = dt. 

(4) 

(5) 
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Um die Integration zu erleichtern, formen wir die linke Seite 
um und zwar so, daß der Zähler das Differential des Nenners wird: 

_ ~ ~[b - a(T - Tl)] = dt 
a b - a(T - Tl) 

und multiplizieren diese Gleichung mit -a: 

d[b - a(T - Tl)] = -adt 
b - a(T - Tl) . 

Nun bietet die Integration keine Schwierigkeiten mehr: 

ln[b - a(T - Tl)] = -at + c. 

Wir gehen zur Exponentialfunktion über: 

b - a(T - Tl) = eCe- at = ke- at . 

Hieraus finden wir 
T T bk_at bk-at 

- l=-a+-a e =-a+ le . 
b 

Zufolge der Anfangsbedingung T = Tl für t = 0 wird kr = --. 
a 

Die ihr angepaßte Einzellösung lautet 
b 

T-TI=-(l-e- at). (6) 
a 

Aus den Gleichungen (4) setzen wir noch die Werte für a und b ein: 

w ( - OA t) 
T - Tl = O}. 1 - e Gc • 

Für Tl = 0 folgt aus (6) 

T=~(I_e-at). 
a 

Diese Funktion wollen wir nun diskutieren. 
b 

Fu"r t = 00 wird T = -- = T a e' 

Te ist die Endtemperatur des Heizkörpers. 

(7) 

(8) 

Gleichung (8) kann nun in nachstehender Form geschrieben 
werden: 

T = T e (1 - e- at ). 

Setzt man hier für t = ~ = 1", so entsteht 
a 

T = T (1 - !_) = 063T = 63% der Endtemperatur. 
e e ' e 

Die Zeit 1" = ~ ist die Zeitkonstante. 
a 

(9) 
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Der Anstieg von (9) für t = ° ist 

dd~ = tg<po= Te' a = ~~ = ~e_ = Endtemperatur:Zeitkonstante. 

In der Halbwertzeit t steigt T an auf t Te' Durch Einsetzen 
dieses Wertes in (9) finden wir t = 1 - e- at oder e- at = t und 

1 
hieraus at = In2, also für t = -ln2 = 7: In2 = 0,77: (in An

a 
näherung). 

Schließlich ermitteln wir noch die Zeit t, in der T = 0,999 Te 
wird. Aus Gleichung (9) resultiert für diesen Fall 0,001 = e- at 

1 1 
oder angenähert 210 = e- at und at = 10 In2; t = 10· -aln2 

= 107: In2, also das Zehnfache der Halbwertzeit. 

In ähnlicher Weise wie ein Heizkörper erwärmt sich eine Ma
schine, wenn sie in Betrieb gesetzt wird. 

Newtons Abkühlungsgesetz. 
11. Ein Körper besitze die Temperatur To . Die Außentempe

ratur sei Tl' und es gelte To > Tl' Dem Körper soll keine Wärme 
zugeführt werden. Folglich muß er sich abkühlen. Während der 
ganzen Zeit der Abkühlung soll die Außentemperatur Tl kon
stant bleiben. Unter diesen Voraussetzungen soll das Abkühlungs
gesetz T = f (t), worin t die Zeit und T die variable Temperatur 
bedeutet, gesucht werden. 

Zu dem Zwecke bestimmen wir zunächst die Temperatur
abnahme dT während der Zeit dt. Diese ist proportional der 
jeweiligen Temperaturdifferenz T - Tl und der Zeit dt, zu
dem aber auch noch einer Konstanten -a, die von geometri
schen und physikalischen Eigenschaften des abzukühlenden Kör
pers abhängt. Das negative Vorzeichen rührt daher, daß es sich 
um eine Abnahme der Temperatur handelt. Das differentielle 
Gesetz der Temperaturabnahme lautet demzufolge 

dT = -a(T - Tl) dt (1) oder 
dT 
dt = -a(T - Tl)' (2) 

Man kann das negative Vorzeichen von a auch mit der Kurve 
T = f (t) in Beziehung bringen. Da die Temperatur T fortwährend 

b . ß dT . . Z hl . a nImmt, so mu dt eme negatIve a sem. 

IseIi, Differentialgleichungen. 3 



34 Differentialgleichungen 1. Ordnung. 

Zur Bestimmung der allgemeinen Lösung der Differential
gleichung (1) schlagen wir folgenden Weg ein: 

dT dt I (T T) t+ T-TI=ke- at . T _ Tl = -a ; n - I = -a c; 

Entsprechend der Anfangsbedingung t = 0; T = To erhalten wir 
für k = To - Tl. Die der gestellten Aufgabe angepaßte Einzel
lösung ist somit 

(3) 

Vereinfachend soll nun die Außentemperatur Tl = 0 werden. 
Dann geht (3) über in 

T = Toe- at . (4) 

Zufolge der Funktionen (3) und (4) erfolgt die Abkühlung nach 
dem Exponentialgesetz. 

Beispiel. Eine Versuchsreihe hat bei einer Außentemperatur 
Tl = 0 0 folgende Funktionstabelle ergeben: 

tin Sekunden I 0 1 10 I 20 I 30 I 401 50 I 60 I 70 I 80 
T in Celsiusgraden 75,0 -66,6 61,2 54,7 49,7 j 44,s-I 40,0 36,5 3"2-;-3 

Es soll untersucht werden, ob diese Wertepaare einer Exponen

T 
tialfunktion T = Toe- at genü
gen, und wenn dies zutrifft, so 

Abb.23. Abkühlungsversuch. sollen die Konstanten To und a 
bestimmt werden. 

Wir wissen, daß sich eine 
Kurve T = Toe- at , auf Exponen
tialpapier gezeichnet, in eine Ge
rade, die Exponentialgerade der 
Kurve, streckt. Wir zeichnen 
nun die Wertepaare der Tabelle 

o 10 auf Exponentialpapier (Abb.23). 
t- Als Ordinaten T tragen wir die 

logarithmischen Strecken der linearen Leiter des Rechenschiebers 
auf. Da die niedrigste einzuzeichnende Temperatur 32,5 0 ist, 
so wollen wir die horizontale Achse durch den Bildpunkt 
T = 30 0 legen. 

Es zeigt sich nun, daß die aufgetragenen Punkte nicht genau 
auf einer Geraden liegen, aber annähernd. Wir legen eine Gerade 
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so, daß sie sich den eingezeichneten Punkten möglichst gut an
paßt und bezeichnen sie als Ausgleichsgerade. Die Werte der 
Funktionstabelle entsprechen, wie Abb.23 zeigt, in Annäherung 
einer Funktion von der Form 

T=Toe- at • (5) 

Nun sind die Konstanten To und a zu bestimmen. Für t = 0 
geht (5) über in T = To, d. h. To ist die Ordinate in t = O. Wir 
übertragen die entsprechende Strecke mittels des Zirkels aus 
Abb. 23 auf den Rechenschieber und lesen hier To = 74,5 ab. Es 
gilt also zunächst T = 74,5 . e- at • Durch Logarithmieren dieser 
Funktion erhalten wir 

log74,5 - logT 
a = -=:---'-c----'" 

t loge 
log74,5 - logT 

0,434 t 

Hier setzen wir die Koordinaten irgendeines Punktes der Aus
gleichsgeraden ein. Der bereits verwendete Anfangspunkt fällt 
allein außer Betracht. Wir entnehmen der Abbildung beispiels
weise t = 80; T = 32,5. Die Rechnung ergibt 

_ log74,5 - log32,5 = 00104 
a - 0,434 . 80 ,. 

Die gesuchte Exponentialfunktion ist 
T = 74,5 e-O,0104 t . 

Nach einer derartigen Funktion kühlt sich eine Maschine ab, 
wenn sie vom Betrieb zur Ruhe übergeht, falls die Außentem
peratur 0 0 beträgt. 

Bewegung eines Schwungrades. 
12. Wir wollen zunächst das Grundgesetz der Mechanik oder 

die dynamische Grundgleichung, nämlich: Kraft = Masse X Be-

hl ' . Z' h f ds2 dv sc eumgung, ill eIC en = m ([i2 = m dt ' 

auf die kreisförmige Bewegung anwenden. 
Ein Schwungrad drehe sich mit der verän

derlichen Winkelgeschwindigkeit w um seine 
Achse (Abb. 24). Am Massenteilchen dm im 
Abstande e von der Achse durch 0 greife, senk
recht zu e, die Kraft d f an. Sie erzeugt das Abb.24. Schwungrad. 

Drehmoment 
dM = edf. (1) 

Ferner gilt zufolge des Grundgesetzes der Mechanik d f = dm . ~~ . 
3* 
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Diesen Wert für d t setzen wir in (1) ein: 

dv 
dM = edm ·Tt. (2) 

Die zeitliche Änderung des Winkels Cf! ist der Differentialquotient 

~~ = w, wo w die Winkelgeschwindigkeit bedeutet. Folglich ist 

die Umlaufsgeschwindigkeit des Massenteilchens dm im Ab-
dq; 

stande e von der Drehachse v = e Tt = ew und die Umlaufs-
b hl' dv d2", dw D' W rt f"" dv t esc eumgung Tt = e (jj2 = Q Tt . lesen e ur dt se zen 
wir in (2) ein: 

d2rr dw 
dM = e2dm (jt2 = e2dm · Tt. 

Nun integrieren wir über alle Massenteilchen dm des ganzen 
Schwungrades: 

f dM =f1l2 dm' d2 q; =f1l2 dm dw 
0: dt2 0: dt' 

Das erste Integral ergibt das Drehmoment M. Bei der Integra
tion der zwei übrigen Integrale ändern sich nur die Werte für e 
und dm, während d;; und ~~ konstant bleiben. Diese Quo

tienten dürfen mithin vor das Integralzeichen gesetzt werden: 

M d2"'f 2d dw f 2d =([i2 e m=Tt e m. 

Dieses Integral bedeutet das axiale Trägheitsmoment J des 
Schwungrades. Daher lautet die Differentialgleichung für die 
Kreisbewegung eines festen Körpers 

da", dw 
M = J([i2= J([t. (4) 

Diese Gleichung soll nun auf die Schwungradbewegung angewendet 
werden. 

1. Anlassen des Schwungrades. 
Es werde das konstante, die Bewegung beschleunigende 

Drehmoment D auf das Schwungrad übertragen. Ihm entgegen 
wirken die Reibungsmomente, hervorgerufen durch Lager- und 
Luftreibung und durch die Reibung des Rades an einer Flüssigkeit, 
in die es teilweise eintauchen soll. Die Gesamtheit aller Reibungs
momente sei außer einer Konstanten F der Winkelgeschwindig
keit w proportional. Das die Bewegung verzögernde Dreh-
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moment ist mithin -Fw. Auf das Schwungrad wirkt also das 
Drehmoment M = .D - F w . Gleichung (4) ergibt für unseren 
Fall 

oder 
dro 

JTt+Fw=D. (5) 

Die allgemeine Lösung dieser linearen Differentialgleichung ist, 
wie leicht gefunden wird, 

D -~t 
w=F- ke J 

Die der Anfangsbedingung w = 0 für t = 0 angepaßte Einzel
lösung lautet 

D( -~t)" 
w=F 1 - e J. 

Die Winkelgeschwindigkeit w strebt dem Endwert ~- zu. 
11. Auslauf des Schwungrades. 
Das Schwungrad sei in Bewegung gesetzt worden. Das drehende 

Moment komme nun aber in Wegfall, so daß sich das Rad nur 
noch unter dem Einfluß des Reibungsmomentes befindet. Dieses 
sei wie im vorigen Falle -Fw. Zu irgendeiner Zeit t = 0 besitze 
das Rad die Winkelgeschwindigkeit w = wl . Nach welcher Funk
tion w = j(t) vollzieht sich der Auslauf des Rades? 

Diese Frage beantwortet offensichtlich die Differentialgleichung 
F 

J~~ = -Fw. Ihre allgemeine Lösung ist w = ke-"J t • Unter 

Berücksichtigung der angegebenen Anfangsbedingung w = w1 

für t = 0 lautet die gesuchte Einzellösung 
F 

--t 
w = WIe J 

Zufolge dieser Funktion kommt das Schwungrad nie zur Ruhe. 
Man kann aber stets beobachten, daß es nach Ablauf einer end
lichen Zeit stille steht. Dieses Nichtübereinstimmen zwischen 
Theorie und Beobachtung rührt daher, daß die Reibungsvorzahl F 
in Wirklichkeit keine Konstante ist, sondern irgendeine Funktion 
der Winkelgeschwindigkeit w, die für abnehmende Werte von w 
wächst. Oberhalb eines gewissen Mindestwertes von w, den wir 
durch Wo bezeichnen wollen, ist F praktisch konstant. Sinkt 
aber w mehr und mehr unter wo' so muß F wachsen und sich 
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schließlich einem Grenzwert nähern. Unendlich groß kann ja die 
Reibungsvorzahl F nicht werden (s. Abb.25). 

Das mit der Winkelgeschwindigkeit w:J. sich drehende Schwung
rad werde durch Reibung an einem festen Körper durch das 
konstante Drehmoment M = -a gebremst, gegen das die Lager-

und Luftreibung -b dd~ nicht in Betracht 

falle. Unter diesen Umständen entsteht aus 
(4) die Gleichung 

dw 
Abb. 25. Reibungsvorzahl. J Tt = -a. 

a 
Ihre allgemeine Lösung ist W = -7 t + c, woraus zufolge der An-

fangsbedingung W = w1 für t = 0 die der Aufgabe entsprechende 

Einzellösung W = w1 - ~ t gefunden wird. Die Winkelgeschwin

digkeit W nimmt linear ab. Das Schwungrad kommt nach Ver

lauf der Zeit t = J Wl zur Ruhe. 
a 

Wir kehren zu Fall I zurück. Für größere Winkelgeschwindig
keiten entspricht das Reibungsmoment F W den tatsächlichen Ver
hältnissen nicht mehr. An dessen Stelle wird besser Fw 2 gesetzt, 
so daß (5) übergeht in dw 

J Tt + F w 2 = D. (6) 

Diese Gleichung enthält die abhängige Variable W in der zweiten 
Potenz. Dies erschwert den Lösungsweg. Zunächst trennen wir 
die Veränderlichen: 

Jdw J dru 
dt = D-Fw2 = D --F--' 

1- D w2 

Zur Vereinfachung der Rechnung substituieren wir ~ = a 2 

J dw 
dt = D -1--22 -aw 

und integrieren Jj dw 
t + c = D 1 _ a2 w2 • (7) 

Die Funktion -1 12"2 zerlegen wir nach der Methode der Teil-am 
bruchzerlegung: 1 A B 

I - a2 m2 = 1 + am + 1 - am ' 
(8) 
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worin A und B zu bestimmen sind. Wir multiplizieren die Glei
chung mit 1 + aw: 

_~_ = A + B 1 + aw . 
1- aw 1- aw 

Da w veränderlich ist, so gilt die Gleichung auch, wenn 1 + aw = 0, 

wenn also für w = _...!.. gesetzt wird. In diesem Falle verschwindet 
a 

der Koeffizient von B, und man findet A =!. Mit demselben 
Verfahren ergibt sich auch für B =!. Daher geht (8) über in 

1 1 1 1 1 
1 - a2~2 = ~2- 1 + aw + 2 1 - aw' 

Man überzeuge sich von der Richtigkeit der Gleichung. 
Das Integral in (7) wird also wie folgt zerlegt: 

J dw 1 J dw 1 J dw 
1 - a2 w2 = 2 1 + aw + 2 1 - aw . 

Zur Integration umgeformt 

J~- = _~Jd(l + aw) -~J~(! - aw) 
1 - a2 w2 2a 1 + aw 2a 1 - aw 

1 1 1 + aw 
= -2 [ln(l + aw) -ln(l - aw)] = -2 In-1 --. 

a a - aw 

In (7) eingesetzt 
J 1 1 + aw 

t+c=--ln--. 
D 2a 1- aw 

Da zur Zeit t = 0 auch w = 0 ist, so folgt c = 0; 

t = .!.-~ ln 1 + aw oder In 1±aw = 2aD t 
D 2a 1 - aw 1 - aw J 

und nach dem Übergang zur Exponentialfunktion 
2aD 

l+aw ----y-t 
1- aw = e . 

Diese Gleichung muß nach w aufgelöst werden. Man findet 

2aD 2aD 
--t -I 

1 + aw = e J - aw e J 

und hieraus 
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worin a 2 = ~ bedeutet. Also wird 

2VD F 
--t 

w=l/D ~J __ -1. 
F 2VDF 

--t 
e J + 1 

Es ist leicht einzusehen, daß bei wachsendem die Winkel-

geschwindigkeit dem Grenzwert w = ~ zustrebt. 

Ein- und Abschalten eines elektrischen Stromkreises mit 
Ohmschem Widerstand und Selbstinduktion. 

1. Einschalten eines Gleichstromkreises. 
13. An die Klemmen einer Reihenschaltung, bestehend aus 

einem Ohmsehen Widerstand R und einer widerstandsfreien 
Drosselspule mit der Induktivität L, wurde die cQt Gleichspannung U 0 angelegt. Man bestimme den 
Einschaltstrom i = f(t) (Abb.26). 

Die Spannung Uo werde beispielsweise durch 
Abb.26. Stromkreis.' einen Gleichstrom-Generator erzeugt. Die Zeit t 

wollen wir vom Augenblick des Einschaltens 
an messen. Zur Zeit t = 0 ist auch der Strom i = O. Dieser 
wächst nach dem Einschalten und strebt einem Endwerte 
zu. Von der Klemmenspannung Uo liegen die Komponenten Ri 

am Widerstand und L ~ ~ an der Drosselspule. Es gilt mithin die 
Gleichung 

L di R' U dt + t = o' (1) 

Wir wollen sie schrittweise umformen: 

_di~. = J- dt . _ .!..1!..iYo- Ri) = .l...dt. 
Uo - Ri L' R Uo - Ri L' 

d (Uo - R i) __ R d 
Uo - Ri - L t 

und integrieren: 

In{Uo - Ri) = -!J: t + c. 

Der Übergang zur Exponentialfunktion ergibt 

R R 
-~C"t --t 

Uo - Ri = ee e L = k e L , 
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woraus als allgemeine Lösung 
R R . Uo k --t Uo --t 

~=R-Re L =j[-se L 

gefunden wird. Unter Berücksichtigung der Anfangsbedingung 
i = 0 für t = 0 erhalten wir als resultierenden Strom 

U ( _:!!..t) 
i=;I-e L . (2) 

Diese Funktion wollen wir näher betrachten. Zunächst schreiben 
wir 

i=~(I-eL:R). (3) 

Abkürzend setzen wir ~ = l' und heißen diesen Quotienten die 

Zeitkonstante des Stromkreises. L;R ist eine unbenannte Zahl. 

Infolgedessen hat ~ die Dimension einer Zeit. Man erkennt leicht, 

daß für t = 00 der Strom i = ~o = 10 wird. Gleichung (3) kann 

nun in nachstehender Form geschrieben werden: 

i = 10 (1 - e-~). (4) 

Der Strom i kann in zwei Teilströme zerlegt werden, nämlich in 
den stationären 

(5) i f-------;r----lo~ i 1 = 10 

und den exponentiell abklingenden 
t 

i 2 = -10 e - -:;. 

Für t = l' entsteht aus (4) 
T t 

Abb. 27. Einschaltstrom. 

(7) 

Zur Zeit t = l' erreicht der Strom 63 % seines Endwertes. Zum 
Schlusse wollen wir noch den Anstieg im Anfangspunkt der Strom
kurve (4) berechnen. Wir finden 

'/ 10 
~ = tg<po = ~. (8) 

Mittels der Beziehungen (5), (7) und (8) ist es möglich, den Ver
lauf des Stromes i angenähert zu zeichnen (Abb,27). 
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11. Abschalten eines Gleichstromkreises. 
Im Stromkreis der Abb. 26 lassen wir zur Zeit t = 0 die 

Klemmenspannung Uo verschwinden, etwa durch Zerstören des 
magnetischen Erregerfeldes des Generators. Der Stromkreis bleibt 
über den widerstands- und induktivitätsfrei gedachten Anker des 
Generators geschlossen. Der Strom strebt nun nach einem zu 
ermittelnden Gesetz i = j(t) der Null zu. An Stelle von (1) gilt 
jetzt die Gleichung 

L di R' 0 dt + t = , 
R 

deren aUgemeine Lösung i = ke - L t ist, woraus mittels der An-
-~t __ t_ 

fangsbedingung i = 10 für t = 0 der Strom i = 10 e L = 10 e LjR 

gefunden wird. 
t 

Auch hier setzen wir ~ = r und erhalten so 

i = 10 e - ~. Diese Funktion wollen wir kurz diskutieren. Für 
t = co wird i = 0, während für t = r der Strom 

. 10 10 1 
t = e = 2,7l8 = 0,37 0 

resultiert. Den Winkel To der Tangente im Anfangspunkt der 

Kurve bestimmen wir mittels der Beziehung i'= tgTo= 10 • Nun 
l' 

kann die Stromkurve skizziert werden 
(Abb.28). 

III. In Fall I ersetzen wir die kon
stante Spannung Uo durch die Wech· 

'---=---<l;>.:.....::..._-==~;-, selspannung Uo sinwt und erhalten so 
() die Gleichung 

Abb. 28. Abschaltstrom. 
L di R' U' dt + t = oSIllWt. (9) 

Um sie zu lösen, verfahren wir wie in Aufgabe 23, Seite 15. Wir 
ersetzen Uo sinwt durch Uo coswt und gelangen zur neuen Diffe-
rentialgleichung di 

L cd + Ril = Uocoswt. (10) 

Zu ihr addieren wir die mit i multiplizierte Gleichung (9): 

L d(i1 + ji) R(' ') U ( . . . t --crt- + t 1 + t = 0 coswt + 1 SIllWt) = UoeJw • 

Abkürzend setzen wir i l + i i = z. 
dz L- + Rz = U e)o>t 
dt 0 (11) 
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Wir versuchen, ob z = Aejrot bei passender Wahl des Wertes 
für: A eine Lösung der Gleichung (11) sei. Zu dem Zwecke 

. t dz . t d setzen wir z = AeJw und dt = jAweJro in (11) ein un er-

halten nach Division durch ejrot : 

jAwL + RA = Uo oder 

Nimmt A diesen Wert an, so ist 

eine Lösung zu ( 11 ). 

Uoeiwt 
z= R+jwL 

Die komplexe Zahl R· + j w L soll an 
ihre Exponentialform übergeführt werden. 
Man findet 

R =yR2 + w 2L2. cosrp, 

jwL =yR2 + w 2L2. jsinrp 

und durch Addition der beiden Glei-
chungen 

(12) 

Hand der Abb. 29 in 

I?+jwl, 

j ""-----''---~-'-o 
Abb. 29. Scheinwiderstand. 

R + jwL = yj{2 + w 2 L2 (cosrp + j sinrp) =yR2 + w 2L2' eir , 

worin rp durch die Gleichung tgrp = wi- definiert ist. 0< rp < 90°. 
Gleichung (12) geht über in 

• ., Uoeirot Uoei(rot-<p) 

z = t 1 + J t = Y R2 + w2 L2 • ei r = y R2 + w2 L2 

=,/ Uo --=[cos(wt-rp)+jsin(wt-rp)]. 
yR2 + w 2 L2 

Der reelle Anteil dieser Funktion 

. .::,U-,,;:o =co=s~( w=t=- '1') t --
1 - yR2 + w2V, (13) 

ist eine Lösung zu (10). Den imaginären dividieren wir durch j 
und erhalten in . Uo sin(wt - '1') 

~ = --";=~==' 
yR2 + w2L2 

(14) 

eine Lösung zu (9). Man heißt yR2 +'w2L2 den Scheinwiderstand 
des Wechselstromes. 

In (13) und (14) ist rp durch tgtp = wRL definiert. 

Es soll nun Gleichung (9) noch näher betrachtet werden. 
Ihre allgemeine Lösung muß die Form i + i' annehmen. Auch 
i' ist eine Funktion von t. 
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Wir ersetzen in (9) die Variable i durch i + i': 
L d(i:it i') + R(i + i') = Uo sinwt 

oder 
(L~~+ Ri)+(L~i: + Ri')= Uosinwt 

und subtrahieren hiervon Gleichung (9). Es bleibt als neue 

Differentialgleichung L ~f + Ri' = 0 übrig. Ihre allgemeine 
Lösung ist R 

i' = ke-[;t. (15) 

Durch Addition von (14) und (15) gelangen wir zur allgemeinen 
Lösung von (9): 

. ., Uosin(wt-<p) k -%t (16) 
~ + ~ = VR2 + w2 L2 + e 

Für die Integrationskonstante k finden wir auf Grund der Anfangs
bedingung i + i' = 0 für t = 0 den Wert 

k = . Uosin<p . 
yR2 + w 2L2 

Zur Abkürzung setzen wir ~_o --Jo' Daher wird k=Jo sinf(!. 
r R2 + w2L Aus (16) entsteht 

R --- t 
i + i' = Josin(wt - f(!) + Josinf(!' e L ; 

wL 
tgf(!=R' (17) 

Dies ist der Einschaltstrom. Er setzt sich aus einer periodi
schen und einer aperiodischen Schwingung zusammen. Das Schau
bild einer derartigen Funktion ist in Abb. 11 Seite 18 gezeichnet. 
Die periodische Schwingung wird durch die aperiodische verzerrt, 
wesentlich aber nur während kurzer Zeit nach dem Einschalten 
des Stromkreises. Die Ordinaten der aperiodischen Schwingung 
nehmen nämlich bei wachsendem t rasch ab und sind spätestens 
einige Minuten nach dem Einschalten praktisch Null, wovon wir 
uns überzeugen wollen. 

_li t __ t_ L 
i' = Jo sinf(! e L = Jo sinf(! e L/R; R = 7: ist die Zeitkon-

t 

stante des Stromkreises. Also ist i' = Josinf(!e-~. Die Vor
zahl Jo sinf(! ist die Anfangsordinate der aperiodischen Schwin
gung i'. Wir fragen nun nach der Zeit, in der i' nur noch 
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0,001 . Jo sirup ist und gelangen so zur Gleichung 0,001 = e ---; 
1 _.i. t 

oder in Annäherung 210 = e ., woraus -;- = 10 In2 gefunden 

wird. Die gesuchte Zeit beträgt t = 10 . 7: . In2 = 6,97: = 6,9 ~ . 
Ist beispielsweise L = 0,40 Henry und R = 2,35 Ohm, so ergibt 
sich für t = 0,17 Sekunden. Nachdem der Strom i' praktisch Null 
geworden ist, tritt an Stelle von (17) der stationäre Strom 

wL 
i = Josin(wt - q;); tgq; = R. 

Zum Schluß soll die Lösung (17) noch im Zusammenhang mit 
der gegebenen Differentialgleichung (9) betrachtet werden. 

Die Funktion (17) ist der analytische Ausdruck für den Strom 
R 

während der Zeit, da dessen aperiodischer Teil Jo sinq;e -:L t einen 
merklichen Beitrag ergibt. R 

Man bezeichnet Jo sinq;e -:L als Ausgleichsstrom. Diese 
Funktion ist eine partikuläre Lösung der homogen linearen 

Differentialgleichung L ~: + Ri = 0, die aus Gleichung (9) er

halten wird, wenn deren rechte Seite Uo sinwt durch Null er

setzt wird. L ~: + Ri = 0 ist das differentielle Gesetz, das der 

Reihenschaltung R, L entspricht, wenn die Klemmenspannung 
R 

verschwindet. Man heißt Jo sinq;e-:L t eine freie Schwingung. 

Folgerichtig ist L ~: +Ri=O die Differentialgleichung einer freien 
Schwingung. 

Der stationäre Strom Jo sin(wt - q;) ist die Sonderlösung der 

Gleichung L ~it + Ri = Uo sinwt (9). Er wird durch die Klem

menspannung Uo sinwt erzwungen. Man bezeichnet ihn als 
erzwungene Schwingung. Gleichung (9) ist die Differential
gleichung einer erzwungenen Schwingung. 

Die Spannung Uo sinwt stört den Ablauf der freien Schwin
gung. Sie ist das Störungsglied oder die Störungsfunktion der 
Differentialgleichung (9). 

Die Schwingung (17) setzt sich aus der Dauerschwingung 
Jo sin(wt - q;) und der abklingenden Einschaltschwingung 

_!!:.t 
Josinq; e L zusammen. 
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11. Differentialgleichungen 11. Ordnung. 

Allgemeine Form. 
Alle bisher betrachteten Differentialgleichungen waren von der 

Form f(x, y, y') = 0, d. h. sie enthielten nur die erste Ableitung y', 
also niemals die zweite oder gar eine noch höhere. Nun wollen 
wir Differentialgleichungen lösen, deren allgemeines Symbol 
f (x, y, y', y") = ° ist. Eine Gleichung dieser Art ist, wie schon 
früher ausgeführt wurde, eine Differentialgleichung H. Ordnung. 
In ihr muß immer die zweite Ableitung vorkommen. Dagegen 
braucht sie die Variablen x und y nicht unbedingt explizit zu 
enthalten, auch nicht die erste Ableitung y'. 

Allgemeine und partikuläre Lösung. 
Wir wollen zunächst ein ganz einfaches Beispiel betrachten. 

Es sei die Gleichung ~J = a gegeben. Wir schreiben sie in der 

d(d Y ) 

~orm :: = a oder d(~~) = a dx, woraus durch Integration 

d~ = ax + Cl gefunden wird. 

Wir integrieren nochmals: 

(1) 

Damit ist die allgemeine Lösung oder das allgemeine Integral der 
gegebenen Differentialgleichung gefunden. In dieser Funktion 
kommen zwei willkürliche Konstanten (variable Kurvenpara
meter), nämlich Cl und C2 , vor, während a eine Konstante ist. 
Wir erkennen, daß die allgemeine Lösung einer Differentialglei
chung H. Ordnung zwei willkürliche Konstanten enthalten muß. 

In Gleichung (1) wählen wir für Cl und C2 je einen Zahlwert, 

beispielsweise c1=2 und c2=-1. Dann ist y= ; x 2 + 2x-l 

eine partikuläre Lösung. Ihr Schaubild ist eine Parabel. 
Wir behaupten, daß durch jeden Punkt P der Zahlenebene 

unendlich viele partikuläre Parabeln als Einzelkurven der Funk
tion (1) gehen. Um dies zu beweisen, zerlegen wir (1) in die 
zwei Funktionen 

(3) 
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Die erste, eine Parabel, ist von den veränderlichen Parametern Cl 
und c2 unabhängig. Um den Charakter der zweiten kennenzu
lernen, gehen wir wie folgt vor: In Gleichung (3) wählen wir 
wiederum für Cl = 2 und für c2 = -1. SO erhalten wir die Gerade 
y = 2x - 1. Sie geht durch den Punkt Q(2, 3). Durch diesen 
sind aber unendlich viele Geraden möglich. Man kann die Glei
chungen derartiger Geraden aus (3) herleiten, wenn man y = 3 
und x = 2 setzt. Aus der so 
gefundenen Beziehung 

3 = 2cl + C2 

ergibt sich beispielsweise folgende 
kleine Zusammenstellung: 

Cl ! 0 1 1-1 

C2 i 3 I 1 I 5 . 

Die ihr entsprechenden Ge
raden y = 3 (gI); y = x + 1 (g2) 
und y = -x + 5 (ga) sind in 
Abb. 30 gezeichnet. Hier findet 
man auch die Parabel y = ix2, 

11 

die aus (2) hervorgeht, wenn a=t -'---l..---=-=-....... ==--.l.----.J~-.L--..L.x-
gesetzt wird. Zu ihr addieren Abb. ao. Partikuläre Lösungen. 

wir der Reihe nach je eine der 
drei obigen Geraden und erhalten so die Parabeln y = ix 2 + 3 (PI); 
y = tx2 + X + 1 (P2) und y = ix2 - X + 5 (P3)' die in Abb. 30 
ebenfalls gezeichnet sind. Jede geht durch den Punkt P(2,4). 
Da dieser Vorgang für jeden Punkt der Zahlenebene wiederholt 
werden kann, so ist obige Behauptung bewiesen. 

Durch jeden Punkt der Ebene gehen also unendlich viele 
Lösungskurven einer Differentialgleichung I1. Ordnung, in jeder 
Richtung eine. 

Anfangs und Rand bedingungen. Um aus der allgemei
nen Lösung eine partikuläre herauszuheben, muß man also z. B. 
nicht nur einen Anfangspunkt x = X o' Y = Yo vorschreiben, son
dern auch eine Anfangsrichtung y' = y~ (Anfangsbedingungen) 
oder einen Anfangspunkt x = xo' y = Yo und einen Endpunkt 
x =;= Xl; Y = Yl (Randbedingungen). 

Geometrische Ausdeutung. Da y" mit dem Krümmungs-
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d · V(l+y'-:2? h" t k d' Dilf t' 1 ra IUS e = " zusammen ang, ann man Ie eren Ia -
Y 

gleichung H. Ordnung f(x, y, y', y") = 0 dahin deuten, daß zu 
jedem Punkt (x, y) einschließlich Richtung y' die Krümmung der 
Lösung vorgeschrieben wird. 

Einfache Beispiele. 
Zunächst sollen einige Gleichungen von der Form y" = f (x) 

gelöst werden. 
l.y"=ax. 

d(d Y ) 

Erster Lösungsweg. ~2~ = -4: = ax; J d(~~) = a J x dx. 

Die erste Integration führt auf ~~ = a;2 + Cl' und die zweite 
ax3 

ergibt y = -6 + ClX + c 2 • 

Zweiter Lösungsweg. Wir substituieren ~Y = p, wo p eine 

F k · . d f' d d2 y dp x N' . un tlOn von x 1st un m en ([2 = d = ax. un Integneren 
ax2 x x dy dy ax2 

wir: p = 2 + 3CI und ersetzen p durch dx' dx = 2 + Cu 

woraus y = a: + Clx + C2 gefunden wird. 

Die Einzelkurven sind kubische Parabeln. Die Lösung der 
drei folgenden Aufgaben ist leicht zu finden. 

"_ 2. _ax4 
2_'-1L..:=.!!~ y - 12 + Cl X + C2 • 

3-=-1L:':'_= si~x..; y = -sinx + clx + c2 • 

4~~=.!:"j y = eX + Cl X + C2 • 

5. y" = 1:x2 ' Die erste Integration ergibt y'=a arctgx+cl , 

woraus weiter y = afarctgxdx + clx + C2 entsteht. Das Inte
gral ist nach dem Verfahren der teilweisen Integration zu lösen, 
also nach der Beziehung f u dv = uv - f v du. Wir setzen 

dx 
u = arctgx; dv = dx, woraus du = 1 + x2 und v = x folgt. 

a J arctgxdx = axarctgx - ; f :~d;. Der Zähler des letz

ten Integrals ist das Differential des Nenners. Daher ist 
aJd(1+x2) a .. 

-2 I+x2 = -2 ln (1 + x 2 ). DIe allgememe Lösung lautet 
a 

y = axarctgx - 2ln(1 + x 2 ) + clx + c2 • 

Nun wollen wir zwei Beispiele vom Typus y" = f(y) lösen. 
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6.y"=n2 y. 
E t L "" W· b·· dy Al rs er osungsweg. Ir su stltUleren dx = p. so ist 

d2 y dp 
- = -- = n 2 y" Aus diesen zwei Gleichungen eliminieren dx. 
dx2 dx 

pdp = n 2 ydy. 
p2 2 2 

Eine erste Integration ergibt 2 = n 2 Y2 + i oder p2 = n 2Y1-- ci, 
woraus 

(1) 

gefunden wird. Um dieses Integral zu lösen, gehen wir von der 

Beziehung J~z = lnz aus und substituieren hier 

n(ny + yn2 y2 + c~) 
Z = ny + l/n 2 y 2 + ci; dz = dy. 

Yn2 y2 + ci 
Also wird 

f dZ = nf dy = ln(ny + l/n2 y2 + ci) 
z yn2 y2 + ci 

und weiter 

f dy--= = ~ln(ny + l/n2 y2 + ci). 
Vn2y2 + ci n 

Folglich ergibt sich aus (1) 

oder 

und hieraus 

x + C2 = ~ ln(ny + yn2 y 2 + ci) 

ny + yn 2 y 2 + ci = en ", • enc, = k en "" 

l/n 2 y 2 + ci = ken ", - ny. 

Wird diese Gleichung quadriert und das Resultat nach y auf
gelöst, so erhält man 

k c2 

Y = 2n en ", - 2k'n e-"'" 

H · b·· . k A d ci B !er su stltUleren WIr 2 n = un - 2 k n = und erhalten 
als allgemeine Lösung 

y = Ae"'" + Be- n ",. 

Zweiter Lösungsweg. Es handelt sich darum, zu versuchen, 
ob y = e'''' bei passender Wahl des Wertes für Je eine Lösung der 

Iseli, Differentialgleichungen. 4 
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Differentialgleichung y" = n 2 x sei. Zu dem Zwecke substituieren 
wir die Funktion und ihre zweite Ableitung y" = ).2 e.lx in unsere 
Gleichung. Das Resultat ).2 e.lx = n 2 e.l x dividieren wir durch den 
Faktor e.l x , was erlaubt ist, weil e.l x für endliche Werte von x 
nicht verschwinden kann und erhalten ).2 = n2 oder). = ±n. 
In Yl = enx und Y2 = e- nx haben wir zwei partikuläre Lösungen 
gefunden. Man überzeugt sich leicht, daß auch Ya = Aenx und 
Yb = Be- nx, worin A und B willkürliche Konstanten bedeuten, 
der gegebenen Gleichung genügen und ebenso 

Ya + Yb = Y = Aenx + Be- nx . 

Da diese Funktion zwei willkürliche Konstanten enthält, so ist 
sie die allgemeine Lösung. 

Zusammenfassend kann gesagt werden: Man suche mittels der 
Substitution Y = e.l x die zwei partikulären Lösungen Yl = enx 

und Y2 = e- nx und multipliziere sie je mit einer willkürlichen 
Konstanten. Dann ist die Summe der zwei so gefundenen 
Lösungen Y = Aenx + Be-- nx die allgemeine Lösung. 

Herleitung der Differentialgleichung einer Kurvenschar. 
7. Zum bessern Verständnis der Überlegungen des unten 

stehenden zweiten Lösungsweges soll vorab die Differentialglei
chung zur Kurvenschar 

Y = ksin(wt + rp) (1) 

abgeleitet werden. Hierin sind kund rp willkürliche Konstanten, 
während w konstant sein soll. Jede Einzelkurve, beispielsweise 
Y = ko sin(wt + rpo), ist eine harmonische Schwingung. Man er
kennt, daß ko den Scheitelwert, w die Winkelgeschwindigkeit und 
CPo die Phasenverschiebung, d. h. die Phase zur Zeit t = 0 (An
fangsphase) der harmonischen Schwingung bedeutet. Die zweite 
Ableitung der Funktion (1) ist 

d2 y 
([i2 = -w2 • ksin(wt + cp). (2) 

Aus (1) und (2) folgt die Differentialgleichung 

d2 y _ 2 
dt2 - -w y, (3) 

deren nun zu suchende Lösung selbstredend eine Funktion von 
der Form (1) sein muß. Gleichung (3) ist die Differentialgleichung 
einer Schar harmonischer Schwingungen. 
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Erster Lösungsweg. In 
d2 y 
dt2 = -w2 y (3) substituieren wir 

dy 
Tt=P; (4) 

d2 y dp 
(1t2 = Tt. Also ist 

(5) 

Aus (4) und (5) eliminieren wir dt; p dp = -w2 y dy. Durch 

Integrieren entsteht p2 = _W2 y 2 + ci und ~~ = yci _ W 2y2. 

Wir trennen die Variablen: 

Nun kann nochmals integriert werden: 
. 1. ro d . ro 

t + c = -arcsm-y 0 er arcsm-y = wt + c2 w. 
2 ro ~ ~ 

An Hand der Abb. 31 findet man 

oder 
y = ~ sin(wt + c2 w). 

ro 

Wir vereinfachen: ~ = k und c2 w = cp. 
ro Abb. 31. Arcusfunktion. 

y = ksin(wt + cp). 
Diese Funktion enthält zwei willkürliche Konstanten, nämlich k 
und cp. Sie ist die allgemeine Lösung der gegebenen Düferential. 
gleichung. 

Zweiter Lösungsweg. In ~2/~ = -w 2 y substituieren wir 

(6) 

und die zweite Ableitung y" = ).2elt ; ).2 elt = _w2eÄt, dividieren 
durch eÄt und erhalten aus).2 = -w2 für). = ±iw. Diese Werte 
führen wir in (6) ein und gelangen so zu den partikulären Lösungen 
Yl = eirot und Y2 = e- irot• Die erste multiplizieren wir mit Cl' die 
zweite mit c2 • Die Summe dieser Funktionen, also 

y = cleirot + c2e- irot, 

ist die gesuchte allgemeine Lösung. Man kann sich leicht davon 
überzeugen, daß diese Funktion der gegebenen Gleichung genügt. 

4* 
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Nun führen wir mittels der Eulerschen Gleichung e±ix = cosx 
± i sinx trigonometrische Funktionen ein: 

y = cl(coswt + jsinwt) + c2 (coswt - jsinwt) 

= (Cl + c2 ) coswt + j(ci - c2 ) sinwt 

= A coswt + jBsinwt. (7) 

Was bedeutet das Auftreten der komplexen Lösung? Da w, 
die alleinige Vorzahl der gegebenen Differentialgleichung, reell ist, 
so muß die Lösung dieser Gleichung, falls es sich beispielsweise 
um eine technische Anwendung handelt, auch reell sein. Es liegt 
also scheinbar ein Widerspruch vor. Man erkennt durch Ein
setzen in die Differentialgleichung, daß auch 

y = A coswt + B sinwt (8) 

als allgemeine Lösung betrachtet werden dar-f. Die Integrations
konstanten A und B können reell, imaginär oder komplex sein. 
Bei physikalischen Problemen müssen sie reelle Zahlen sein, d. h. 

ßf1' B 
Abb. 32. Bestimmung 

von <p. 

Gleichung (8) ist hier die gesuchte allgemeine Lö
sung. Wir formen sie an Hand der Abb. 32 um, 
wo wir A und B als Katheten eines rechtwink
ligen Dreiecks auftragen: 

A = ksin<p; B = kcos<p. 
Diese Werte führen wir in (8) ein: 

y = ksin<pcoswt + kcos<psinwt = ksin(wt + <p). (9) 

Damit ist wieder die Funktion (1) als allgemeine Lösung ge
funden. Sie enthält als Folge der zwei Integrationen die willkür
lichen Konstanten kund <po Diese ermöglichen, die gefundene 
Lösung irgendeinem gegebenen Anfangszustand anzupassen. Aber 
aus einer Anfangsbedingung allein, etwa y = 0 für t = 0, können 
wir nicht zwei willkürliche Konstanten bestimmen. Wir bedürfen 

dazu noch einer zweiten Angabe. Diese sei ~~ = Vo für t = O. 

Zufolge der ersten Bedingung finden wir aus (9) die Gleichung 
ksin<p = O. Nun differenzieren wir (9): y' = kwcos(wt + <p), 
woraus unter Berücksichtigung der zweiten Bedingung vo=kw cos<p 
entsteht. Folglich steht uns zur Bestimmung von kund <p das 
Gleichungssystem 

I 
ksin<p = 0 r 

kw cos<p = Vo I 
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zur Verfügung. Wir dividieren die obere Gleichung durch die 
untere und finden tg<p = 0, also <p = O. Da wir nun den Wert 
für <p kennen, so geht die untere Gleichung in k w = V o oder 

k = Vo über. Die dem vorgeschriebenen Anfangszustande an-
()) 

gepaßte Einzellösung ist somit 
Vo • 

y =w smwt . 

Lineare Differentialgleichungen 11. Ordnung. 
Derartige Gleichungen können immer auf die Form 

y" + Py' + Qy = R (1) 

gebracht werden, worin P, Q und R entweder Funktionen von x 
oder Konstanten sind. Für R = 0 ist (1) eine homogen lineare 
Differentialgleichung H. Ordnung. 

y" + Py' + Qy = O. (2) 

Sie soll uns zuerst beschäftigen. Dabei wollen wir uns auf den 
Fall beschränken, daß P = a und Q = b Konstanten seien: 

y" + ay' + by = O. (3) 

Einen Einzelfall dieser Gleichung, nämlich y" + by = 0, haben 
wir oben in den Aufgaben 6 und 7 betrachtet. Die Lösungen 
konnten mittels des Exponentialansatzes y = eAX gefunden wer
den, der überdies auch in Aufgabe 21, Seite 10 verwendet worden 
ist. Auf Grund dieser Erfahrungen liegt es nahe, zu versuchen, 
ob man mit Hilfe dieser Substitution auch die Gleichung (3) 
lösen könne. Substituieren wir hierin versuchsweise die genannte 
Funktion y = el•x und ihre zwei ersten Ableitungen y' = AeAX 

und y" = Ä2 eAX. Die entstehende Gleichung el• x (A 2 + cxA + b) = 0 
dürfen wir durch den Faktor eAX dividieren, weil er für endliche 
Werte von x nicht verschwinden kann: 

A2 + a}. + b = O. (4) 

Die Lösung dieser quadratischen Gleichung lautet: 

A= -a±Y~4b 
2 

Es müssen nun drei Fälle unterschieden werden: 
1. a 2 > 4b. Die Wurzeln sind reell und verschieden. 
H. a 2 = 4b. Die Wurzeln sind reell und einander gleich. 
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III. a 2 < 4b. Die Wurzeln sind konjugiert komplex. 
In allen nun folgenden Beispielen wählen wir t als unabhängige 

und y als abhängige Variable. 
Aufgaben zu Fall I. 
8. y" + y' - 2 Y = O. Es wird Äl = 1 und Ä2 = - 2. Die 

partikulären Lösungen lauten Yl = et und Y2 = e- 2t. Die all
gemeine Lösung ist Y = clet + c 2e- 2t, wovon man sich durch 
Substitution dieser Funktion und ihrer zwei ersten Ableitungen 
in die Differentialgleichung leicht überzeugen kann. 

9. y" + 3y' + 2y = 0; Äl = -1; Ä2 = -2. Allgemeine Lö-
sung: y = Cl e- t + c2e- 2t • 

10. y" - 4y = O. Allgemeine Lösung: y = cl e2t + c2e- 2t • 

Die Lösungen aller drei Beispiele sind Exponentialfunktionen. 
Aufgaben zu Fall II. 
11. y"+4y'+4y=0; (Ä+2)2=0; }'1=Ä2 =-2. 
Wir finden mittels unseres Verfahrens nur eine partikuläre 

Lösung (1) 

Eine Lösung der Differentialgleichung ist auch y = Ae-2!, aber 
nicht die allgemeine. Diese muß eine der zwei nachstehenden 
Formen annehmen: 

y = Ae- 2t + B (2) oder y = Ae- 2t + B t(t). (3) 

Wie man sich leicht überzeugen kann, genügt (2) der Diffe
rentialgleichung nur, wenn B = 0 ist. Gleichung (2) kann daher 
nicht als allgemeine Lösung in Betracht kommen. 

Leider ist es auch zwecklos, die Funktion (3) oder nur deren 
zweiten Summanden in die Differentialgleichung einzusetzen, um 
j(t) zu bestimmen. Es resultiert nämlich hieraus 

f"(t) + 4f'(t) + 4j(t) = 0, 

also die ursprüngliche Differentialgleichung. 
Wir wollen nun versuchen, ob die Substitution 

j(t) = e:"' 2t g(t) (4) 

zu einer weiteren Lösung verhelfen könne. Der Faktor e- 2t ist 
die gefundene partikuläre Lösung (1). Die zwei ersten Ableitun
gen von (4) sind 

f'(t) = e- 2t g'(t) - 2e- 2t g(t) (5) 
und (6) 
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Nun setzen wir (4), (5) und (6) in die Differentialgleichung ein. 
Die Rechnung ergibt e- 2t g"(t) = O. Wird durch e- 2t dividiert, 
so bleibt als zu lösende Gleichung g" (t) = 0 übrig, deren all. 
gemeine Lösung g(t) = clt + C2 ist. Folglich geht (4) über in 

f(t) = e- 2t (cl t + c2) = cl te- 2t + c2e- 2t, 

und aus (3) entsteht 

y = Ae- 2t + B(cl te- 2t + c2r 2t) 

= (A + c2)e- 2t + Bcl te- 2t. 

Vereinfachend schreiben wir A + C2 = kl und B Cl = k2 • 

Y = kl e- 2t + k2 te- 2t . 

Dies ist die allgemeine Lösung. 
In gleicher Weise löse man: 
12. y" - 2y' + y = 0; y = klet + k2 tet. 
13. y" + 6y' + 9y = 0; y = kl e- 3t + k2te- 3t • 

Den drei letzten Beispielen ist folgendes gemeinsam: Kennt 
man eine Lösung y = klemt, so lautet eine zweite y = k2 temt, 
und die allgemeine Lösung ist 

y = klemt +·k2 temt . 

Im Anschluß soll nun ein Einzelfall der Funktion y = k 2 t em t, 

nämlich 
(1) 

diskutiert werden. 
Vorerst stellen wir fest, daß die Kurve durch den Nullpunkt 

geht. Welchen Anstieg hat sie hied 

y' = tgrp = -ßsote-ßt + soe- ßt . (2) 
Für t = 0 folgt (3) 

Nun ermitteln wir, unter der Voraussetzung, es sei So positiv, die 
Koordinaten des höchsten Kurvenpunktes. In diesem Falle wird 

aus (2) soe-ßt(1 - ßt) = O. 

Da e- ßt bei endlichen Werten für t nicht verschwinden kann, so 
muß 1 - ßt = 0 sein. Also wird 

1 
t = ß' (4) 

Die Ordinate des höchsten Kurvenpunktes mißt 
1 1 

Y = So • 7i . e~ . (5) 
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Schließlich bestimmen wir die Kurvenordinate für t ~ 00. 

Unsere Funktion y = So -h nimmt in diesem Falle die un
e 

bestimmte Form 00 an. Um den wahren Wert zu finden, diffe· 
00 

renzieren wir nach einer bekannten Regel der Differentialrech
nung den Zähler für sich und den Nenner für sich und setzen im 
entstehenden Quotienten t ~ 00. 

ISo ~t I = ISo ~ I = O. e . t-+oo ße t-+oo 

Die Kurve (1) steigt von t = 0 bis t = ~ und fällt hierauf asym
ptotisch zur horizontalen Achse ab. 

Es soll nun ein Beispiel der Kurve (1) gezeichnet werden, 
nämlich y = 2te-O,2t (Abb.33). Die Werte für (3), (4) und (5) 

sind 1 80 2.5 
tgIPo = So = 2; t = 7f = 5; Y = ße = 2,718 = 3,68. 

Außerdem gilt folgende Zusammenstellung: 

t 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 1 10 1 12 1 15 1 18 1 20 1 25 
Y 1 0 11,64 12,6813,291 3,59!lÜI813,61Ia,45 13,23 12,9812, 7112,1811,4910,9810,7310,34 

Yl~ 

~ 
() 3 '" 6' 8 1U 13 1'1 10 18 

t-
Abb.33. Beispiel der Funktion y ~ So te- ßt . 

Aufgaben zu Fall IH. 
14. y" + 4y' + 5y = O. Man findet A2 + 4}, + 5 = 0 und 

hieraus Al = -2 + j und A2 = -2 - j. Nun kann die all
gemeine Lösung aufgeschrieben werden: 

y = c l e(-2+ j )t + c2e(-2- J)t = e-2t(clejt + c2e-Jt ). 

Die Summanden der Klammern formen wir um: 

cle jt = cl(cost + jsint); c2 e- jt = c2 (cost - jsint); 

cleJt + c 2 e- Jt = (Cl + c2 ) cost + j(ci - c2 ) sint; 

= A cost + jB sinto 

Folglich wird y = e - 2 t (A cos t + j B sin t). Ebensogut aber stellt 
y = e- 2t (A cost + B sint) die allgemeine Lösung der gegebenen 
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Gleichung dar (s. oben Beispiel 7, Seite 52). Für A cost + B sint 
kann man zufolge der Gleichungen (8) und (9), Seite 52 k sin(t + q:» 
schreiben, .so daß die endgültige Form der allgemeinen Lösung 
lautet y = ke- 2t sin(t + q:». 

15. y" + 2y' + 5y = 0; A2 + 2}. + 5 = 0; Al = -1 + 2j; 
}'2 = -1 - 2j. 

Allgemeine Lösung: 
y = cl e(-1+2j)t + c2e(-1-2 j )t 

= e-t(clej2t + c2e- j2t) = e-t(A cos2t + jB sin2t). 

An deren Stelle kann 

y = e-t(A cos2t + B sin2t) = ke- t sin(2t + 1') 
treten. 

Die allgemeinen Lösungen der Aufgaben 14 und 15 sind ge
dämpfte harmonische Schwingungen. 

16. y" - 4y' + 13y = O. 
Allgemeine Lösung: 

y = Cl e2t cos3t + c2e2t sin3t = ke2t sin(3t + q:». 

Nun wollen wir die gedämpfte harmonische Schwingung 

y = 8 oe- ßt sinyt 
näher betrachten. 

(1 ) 

Ist t = 0, so wird auch y = O. Die Kurve geht also durch 
den Nullpunkt. Zunächst beschäftigt uns die Funktion y = sin yt, 
deren Schaubild eine Sinuskurve ist. Dem Momentanwert tl ent
spricht der Funktionswert sinytl . Um wieviel muß ytl wachsen, 
bis der die Kurve erzeugende Punkt eine halbe Sinusschwingung 
beschrieben hat~ Offenbar um n; denn es ist sin(yt l + n) 
= -sinytl . Dem Zuwachs von ytl um 2n entspricht eine ganze 
Sinusschwingung, weil sin(ytl + 2n) = sinytl ist, usf. Nun schrei-

ben wir ytl + n = y(tl + ~), d. h. erfährt tl den Zuwachs ~, 
80 beschreibt der die Sinuskurve erzeugende Punkt eine halbe 

Sinusschwingung. Entsprechend finden wir ytl +2n=y(tl + 2)''''} 
2n . t . S' h' d t Der Zunahme - 1S eme ganze mussc wmgung zugeor ne . 
)' 

Jetzt kehren wir zur Funktion (1) zurück. Wir berechnen y 

für die Zeiten t = tl ; t = tl +~; t = tl + 2~; t = tl + 3~ ... 
)' )' )' 

und stellen die Werte in nachstehender Tabelle zusammen: 
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I Yl 

ß I' 
-Jr,-- -Jt-

80 e-ßt, siny t1 • e r = er. Yl = Y2 

_2"ß_ _:n;L 
8 e-ßt, siny t1 • e Y = er. Y2 = Ya 

-3:n;L _:n;L 
80e-ßtlsinytl' e Y = er. Ya = Y4 

Man findet für die Quotienten 
ß 

~ = ~ = ~ = ... = e:n; r = q (2) 
Y2 Ya Y4 

"L und bezeichnet q = e' r als das Dämpfungsverhältnis, auch 
als Dekrement. Da ß und y positive Zahlen sind, so ist q > 1. 

In (2) heißt n L der Dämpfungsexponent und weil n L 
y y 

= In q, auch das logarithmische Dekrement. 
Aus (2) folgt 

. Yl • ~ • ~ .•. 1L~ = ~ = qn-l 
Y2 Ya Y4 Yn Yn 

und q = n-_{j Yl • 
r Yn 

Nun soll die gedämpfte harmonische Schwingung 
y = 5 e-O,lt sint (1) 

gezeichnet werden. Es wäre recht umständlich, hierfür eine Funk
tionstabelle zu berechnen. Wir schlagen besser folgenden Weg ein. 

Zunächst betrachten wir die Funktion 

e = 5e-O,lt, (2) 

worin e und t Polarkoordinaten sind. Sie ist eine logarithmische 
Spirale. Für t = ° wird e = 5. Bei wachsendem t strebt der 
Fahrstrahl e dem Werte Null zu. Wir logarithmieren Gleichung (2): 

tl O/21/: loge - log5 - 0,1 tloge = 0,69 - 0,043 t. (3) 
---,- Das auf Exponentialpapier gezeichnete Schaubild von 
e 5 2,67 (3) ist eine Gerade, die Exponentialgerade der Funk

tion (2). Um sie zeichnen zu können, wurde vorstehende kleine 
Tabelle berechnet. Den Arcus 2n = 6,28 stellen wir durch eine 
Strecke von 6 cm Länge dar, die wir in 12 gleiche Stücke teilen 



Lineare Differentialgleichungen. 59 

(Abb.34). Die Werte log5 und log2,67 übertragen wir mittels 
des Zirkels vom Rechenschieber in die Zeichnung. Nachdem die 
drei aufeinanderfolgenden Stücke der 
Geraden gezeichnet sind, können wir 
die logarithmische Spirale (2) konstru
ieren. Zuerst tragen wir den Kreis 
vom Radius (! = 5 cm auf (Abb. 35), 
den wir vom Anfangspunkte 0 aus in 
12 gleiche Teile teilen. Wir zeichnen 
die zugehörigen Halbmesser und über
tragen auf sie aus Abb.34 die Maß
zahlen von (!. Dazu benutzen wir 
selbstredend den Zirkel und den Rechen
schieber. Die logarithmische Spirale 
ermöglicht die Konstruktion der ge
dämpften harmonischen Schwingung. 
Man sehe in Abb. 35 nach, wie Punkt P 

q.,n 5,n 

Abb. 34. Exponentialpapier. 

gefunden wird. Ihm kommt der Arcus ; zu. Die gedämpfte harmo

nische Schwingung wird d~rch die Exponentialkurven y = ±5 e - 0,1 t 

eingehüllt. In den Punkten, deren Abszissen ~n; ~n; tn ... 

lJ 

Abb. 35. Gedämpfte harmonische Schwingung. 

messen, findet je eine Berührung der eingehüllten mit einer ein
hüllenden Kurve statt. ß 

Für das Dämpfungsverhältnis von (1) finden wir q = e"'y 
=eO,l.,. und hieraus für das logarithmische Dekrement lnq=O,I·n. 
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17. In den Aufgaben 8 bis 16 sind Einzelfälle der Differential
gleichung y" + ay' + 6y = 0 gelöst worden. Nun soll die rechte 
Seite dieser Gleichung zuerst durch d coswt und dann durch 
d sinw t ersetzt werden. Die abhängige Variable sei im ersten 
Fall x, im zweiten y. Es sind also folgende Gleichungen zu lösen: 

d2x dx 
dt2- + aTt + bx = dcoswt (1 ) 

d2y dy . 
dt2 + aTt + by = dsmwt. 

und 
(2) 

Wir multiplizieren die zweite mit j: 

.d2y . dy 'b 0 
J dt2 + JaTt + J Y = (3) 

und addieren (1) und (3): 

d2(Xd~m + a d(x ~ jy) + b(x + jy) =d(coswt +j sinwt) = dejwt , 

Nun substituieren wir x + jy = z: 

d2 z dz b _ d jwt 
dt2 + a d t + z - e . ( 4) 

Diese Gleichung stimmt mit Gleichung'(4), Aufgabe 23, Seite 15 
weitgooend überein. Es ist daher angezeigt, das dort angewandte 
Lösungsverfahren auch hier anzuwenden. Unter der Voraus
setzung' daß die damaligen Überlegungen in Erinnerung seien, 
ist es nicht nötig, die nachstehenden Ausführungen eingehend zu 

begründen. 
Wir substituieren in (4) 

z = Aejwt ; z'= jwAejwt ; z"= _w 2 Aejwt 

und dividieren die entstehende Gleichung durch 

ejwt ; -w2 A + jaA + bA = d, 
Abb. 36. Komplexe d 

Zahl. woraus für A = (b _ ( 2 ) + ja gefunden wird. 

Den komplexen Nenner führen wir unter Verwendung der 
Abb.36 in die Exponentialform über; 

Folglich wird 

b - w 2 = m cos q; 

ja=m·jsinq; 
. . a 

(b-w 2)+JOJ=m'eJ<P; tgCP=b_w2 ' 

A=~=~e-j(p 
me1'!' m 
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und d "t • d"( t ) (5) a z = m e1W • e- 1 '1' = m e1 w -'1' ; tgcp = b _ 0)2· 

Der reelle Teil der Funktion (5), also 
d 

x = m cos(wt - cp), (6) 

ist eine Lösung der 
wir durch j. In 

Gleichung (1). Den imaginären dividieren 

y=~sin(wt-cp) (7) m 

liegt eine Lösung der Gleichung (2) vor. 
Die beiden Lösungen (6) und (7) enthalten keine willkürlichen 

Konstanten. Die vollständige Lösung einer Differentialgleichung 
H. Ordnung schließt aber zwei derartige Konstanten in sich. Die 
notwendigen Ergänzungen zu den Lösungen (6) und (7) finden 
wir wie im obengenannten Beispiel 23 aus der jeweiligen homo
gen linearen Differentialgleichung, also aus 

d2 x dx d2 y dy 
dt2 + aTI+ bx = 0 und dt2 + aTI+ by = O. 

Diese Gleichungen stimmen aber, abgesehen davon, daß in der 
ersten x, in der zweiten y als abhängige Variable erscheint, was 
belanglos ist, miteinander überein. Wie derartige Gleichungen zu 
lösen sind, ist in den Aufgaben 8 bis 16 eingehend gezeigt worden. 

Zusammenfassend stellen wir fest: Die allgemeinen Lösungen 
der gegebenen inhomogen linearen Differentialgleichungen 

d2x dx 
dt2 + a([i + bx = dcoswt 

und d2 y dy . 
dt2 + aTI + by = dSlllWt 

setzen sich je aus zwei Summanden zusammen. Der eine ist die 
Sonderlösung der gegebenen Gleichung. Der andere, für beide 
Aufgaben gleichlautend, ist die allgemeine Lösung der homogen 
linearen Gleichungen 

d2 x dx d2 y dy 
dt2 + aTI + bx = 0 oder dt2 + aTt + by = O. 

Nun soll die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (1) 
diskutiert werden. Dabei wollen wir uns auf den Fall beschränken, 
daß a und b positive Zahlen sind. 

Die allgemeine Lösung setzt sich aus zwei grundsätzlich von
einander verschiedenen Teilen zusammen. Der eine, nämlich 
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x = d_ cos(wt - rp) ist eine harmonische Schwingung, die nicht 
m 

verschwinden kann. Der andere dagegen nimmt mit wachsen
dem t ohne Ende gegen Null ab. Es handelt sich hierbei um die drei 
nachstehenden Funktionen A e - m t; A te - mt und A e - m t sin (w t + rp). 
Es empfiehlt sich, die Lösungen der Aufgaben 9, 11, 13, 14 und 15 
mit den oben angeführten Funktionen zu vergleichen. 

Analog kann die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (2) 
charakterisiert werden. 

Differentialgleichungen von der Form (1) und (2) werden wir 
unten bei der Betrachtung des Einschaltvorganges des elektri
schen Stromes begegnen. Dort werden wir die beiden Lösungs
teile unter Berücksichtigung gewisser Anfangsbedingungen näher 
betrachten. 

Nochmals Differentialgleichung einer Funktionenschar • 
In den Beispielen dieses Abschnittes waren immer Gleichungen 

von der Form f(x, y, y', y") = 0 

zu integrieren. Die allgemeine Lösung 

g(x, y, Cl' C2) = 0 

(1) 

(2) 

enthielt stets zwei willkürliche Konstanten. Nun wollen wir den 
Weg in der entgegengesetzten Richtung zurücklegen, d. h. zur 
Funktionenschar (2) die Differentialgleichung (1) ableiten. Hier
bei muß Gleichung (2) zweimal differenziert werden. Aus dem 
Gleichungssystem g (x, y, y', y") = 0 I 

g'(x, y, y', y") = 0 

g"(x, y, y', y") = 0 

müssen die willkürlichen Konstanten Cl und c2 eliminiert werden. 
Nach dieser Rechnungsvorschrift haben wir oben in Aufgabe 7, 
Seite 50 zur Funktionenschar y = k sin(wt + rp) mit den will
kürlichen Konstanten kund rp die Differentialgleichung y" = -w2 y 
abgeleitet. 

Wir wollen zwei weitere Beispiele betrachten. 
18. y = cl e- 2t + c2 e- 3t• Man findet 

y = cl y-2t + c2e- 3t 

I y' = _ 2 Cl e - 2 t - 3 C2 e - 3 t 

I y" = 4 Cl e - 2 t + 9 c2 e c- 3 t • 

(1) 

(2) 

(3) 
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Wir eliminieren Cl aus (1) und (2) und ebenso aus (2) und (3): 

1

2 Y + y' = -c2 e- 3t I 

2y' + y" = 3c2 e- 3t • 

Aus dem neuen Gleichungssystem entfernen wir c2 : 

6 y + 3 y' + 2 y' + y" = 0 oder y" + 5 y' + 6 Y = O. 

19. Es sei die Funktionenschar y = ax2 + b mit den ver
änderlichen Parametern a und b gegeben. Ihr Schaubild setzt 
sich aus Parabeln zusammen. Alle Parabelachsen sind der verti
kalen Achse des Koordinatensystems parallel. 

Aus dem Gleichungssystem 

y = ax2 + b 

y' = 2ax 
y" = 2a 

findet man leicht xy" - y' = O. 
Hier liegt eine homogen lineare Differentialgleichung II. Ord

nung vor. Sie unterscheidet sich aber von den oben betrachteten 
Beispielen dieser Art dadurch, daß der eine ihrer Koeffizienten, 
nämlich x, nicht konstant ist. 

Wir wollen die Gleichung lösen. Zu dem Zwecke führen wir 
mittels der Substitution z = lnx eine neue unabhängige Variable 
ein. Vorerst bestimmen wir die erste Ableitung 

dz 1 
dx 

Nun wollen wir ~; umformen: 

x 

dy dy dz 
dx = dz • dx' 

Unter Berücksichtigung von (1) folgt 
dy 1 dy 
dx = x' dz 

Diese Gleichung leiten wir nach x ab: 

und zufolge (1) 

d2 y 1 d2 Y dz 1 d Y 
dx2 = X dz2 • dx - X2 dz 

(1) 

(2) 

d2 y _ ~. d2 y _ ~. dy _ ~ (d2y _ d y ) (3) 
d x2 - x2 dz2 x2 dz - x2 dz2 dz' 

Nun setzen wir (2) und (3) in die gegebene Differentialgleichung 
ein: 
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und multiplizieren mit x. Es ist nun die Gleichung 
d2 y dy 
dz2 - 2 dz = 0 (4) 

zu lösen. Sie ist auch homogen linear, enthält aber im Gegen
satz zur ursprünglichen Differentialgleichung keinen veränder
lichen Koeffizienten mehr. Ihre Lösung ist mittels der Substi
tution y = eJ,z leicht zu finden. Die Rechnung ergibt (J. - 2) .I. = 0, 
also }'l = 2 und 1.2 = O. Daher lautet die allgemeine Lösung 
von (4) y = ae2z + beo = a(eZ)2 + b, worin noch z zu ersetzen 
ist und zwar mittels der oben verwendeten Substitution z = lnx 
oder eZ = x. Folglich lautet die allgemeine Gleichung der ge
ge benen Differentialgleichung 

y = ax 2 + b. 

Angewandte Beispiele. 

1. Geradlinige Bewegung. 

Kennt man die beschleunigende Kraft P, unter deren Einfluß 
die Masse m längs der Geraden 8 bewegt wird, so führt die Inte
gration der dynamischen Grundgleichung 

(1) 

zum gesuchten Bewegungsgesetz 8 = j(t). 
1. Freier Fall im luftleeren Raum. Hier ist P = mg. Die 

d . h G d I . h 'bt d2 s dv D' .. ynamlsc e run g mc ung ergl dt2 = dt = g. Ie positIve 

Richtung der Geraden 8 zeigt nach dem Erdmittelpunkt. Die 

I . f h G h' d' k' ds erste ntegratlOn ü rt zur esc wm Ig mt dt = v = gt + Cl' 

Die Konstante Cl bestimmen wir aus der Anfangsbedingung v = 0 
für t = O. Also wird Cl = O. 

ds 
dt = v = gt. (2) 

Wir integrieren nochmals: 8 = g ;2 + c2 • Es gelte 8 = 0 für t = 0 . 
Folglich ist c2 = 0 und 

(3) 

11. Freier Fall gegen den Luftwiderstand. Das Gewicht des 
fallenden Körpers sei Q. Ihm wirkt der Luftwiderstand entgegen. 
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Aber wie soll er in Rechnung gestellt werden? Gewöhnlich geht 
man von der Annahme aus, er sei in Annäherung 

a(~~r=av2, (4) 

also proportional einer Konstanten und dem Quadrate der je
weiligen Geschwindigkeit. Die Konstante a kann nur aus Ver
suchen mit dem fallenden Körper ermittelt werden. 

Die beschleunigende Kraft ist zufolge dieser Ausführungen 

P = Q - a (::y, so daß die dynamische Grundgleichung (1), auf 

unseren Fall angewendet, lautet: 

d2 S (dS)2 
m dt2 = Q - a dt . (5) 

Weniger genaue Resultate erhält man, wenn an Stelle von (4) 

für den Luftwiderstand b :: = bv tritt, wo b wiederum durch 

Versuche zu ermitteln ist. Für diese Annahme lautet die dyna
mische Grundgleichung 

d2 s ds 
m (fi2 = Q - b d t· (6) 

Wir wollen zuerst Gleichung (6) betrachten, weil sie leichter zu 

. . . 1 (5) D h d· S b t·t· d S d2 S d v mtegneren 1st a s . urc le u s 1 utlOn dt = v; dt2 = fit 
führen wir sie in eine Differentialgleichung 1. Ordnung über: 

dv 
mdi=Q-bv. 

Um diese integrieren zu können, schreiben wir 
dt dv 1 d(Q-bv) 
m Q-bv -T Q-bv ' 

woraus ~ + Cl = - ~ In(Q - bv) oder ln(Q - bv) = -b(~ + Cl) 
und nach dem Übergang zur Exponentialfunktion 

b t b t --- --
Q - bv = e-bc'e m = kle moder 

gefunden wird. Um die Integrationskonstante kl zu bestimmen, 
wollen wir wie in Fall I annehmen, die Bewegung habe vom 
Zustande der Ruhe aus begonnen, es sei also v = 0 für t = O. 
Daraus ergibt sich kl = Q. Daher lautet das Gesetz für die Ge-
schwindigkeit (_~) 

Q 1- e m 
V = -=---~~b~---'-- (7) 

Iseli, Differentialgleichungen. 5 
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Da im ersten Teil des Büchleins Funktionen von dieser Form 
diskutiert worden sind, so kann hier eine nähere Betrachtung 

unterbleiben. Wir stellen nur fest, daß v dem Endwerte ~ zu

strebt und die Zeitkonstante1:' = ~ ist. 
Nun ist (7) zu integrieren: 

ds Q( -~) Q Qm -~ ( bt) 
v = dt = b 1 - e m; ds = b dt + b2- emd - m 

und bt 

+ k' - Q t + mQ -m s 2 - b b2~e . 

Es ist s = 0 für t = O. Folglich gilt k2 = Qb"l- und weiter 

Q Q m - ~ Q m Q ( m - ~ m) 
s = b t + V e m - V = b t + b e m - b' (8) 

Der Potenzexponent ~ muß eine absolute Zahl, also dimensions
m 

los, sein. Für b ergibt sich als Dimensionsformel 

[b] = !!f = Masse: Zeit. 

Die Formeln (7) und (8) müssen (2) und (3) als Einzelfall ent
halten, für den b = 0 ist. Setzt man aber in (7) für b = 0, so 

wird v = ~ , also unbestimmt. Um den wahren Wert zu ermit

teln, entwickeln wir die Exponentialfunktion in (7) in ihre Reihe: 

v = ~ [1 _ (1 _ ~ + :! ~~2 _ + ... )] 
= Q [.!... _ ~ bt2 + _ ... ]. 

m 2! m2 

Jetzt setzen wir b = O. Also wird v = Qt. Da Q = mg ist, so 
m 

folgt v = gt. Die Unbestimmtheit der Gleichung (7), wenn b = 0 
ist, kann auch durch Differenzieren sowohl des Zählers als auch 
des Nenners nach b beseitigt werden. Man findet 

b t t ~-

Q-e m 
m Qt mgt 

v= ---- =-=-=gt. 
1 b~O m m 

Die beiden vorstehenden Verfahren können ebenso zur Er
mittlung der Funktion für s verwendet werden, wenn in (8) für 
b = 0 gesetzt wird. Wir wollen hier jedoch nur die Methode des 
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Differenzierens benützen. Da das erstmalige Ableiten nach b die 
Unbestimmtheit nicht beseitigt, so muß ein zweites Mal differen
ziert werden: 

b" I b' I 
s=Qbt+me m_m =~=Qt-te~ =~ 

bZ b=O 0 2b b=O 0 
b' 

tZ --;n 

m e Qt2 

= Q-2- b=O= 2m' 

Weil Q = mg ist, so folgt s = g;Z . 
Wir gehen nun zur Betrachtung der Gleichung (5) über: 

dZs (dS)2 m dt2 =Q-a dt 
ds 

oder, da dt = v, 
dv 

m(it=Q - av 2 • 

also 

Wir trennen die Variablen: 
dv m dv 

dt=m Q _ avS =Q'l-~vS' 
Q 

Um die Rechnung zu vereinfachen, substituieren wir 
a 
Q = h2 (9) 

Folglich wird dt = ~ . 1 !~2vS und 

t + c = ~fl !~2vS' (10) 

Auf die Funktion 1 -\,2vS wollen wir die Teilbruchzerlegung an

wenden und schreiben hierzu 
1 .A B 

1 - h2 vS = 1 + hv + 1 - hv ' 

worin A und B zu berechnen sind. Wir multiplizieren die Glei-
chung mit 1 + hv: 1 1 + hv 

---A+B--I-hv - I-hv' 

Da v eine veränderliche Größe ist, so muß die Gleichung auch 

für 1 + hv = 0, also v = - ! ' gültig sein. In diesem Falle ver

schwindet der letzte Summand, und es folgt für A = i. Durch 
Wiederholung des Verfahrens resultiert ebenso für B = i. Also 
gilt 1 1 1 1 1 

1 - h2 vS = "2 1 + hv +"2 1 - hv . 

5* 
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Die Richtigkeit ist leicht zu kontrollieren. :Für das Integral 
in (10) ergibt sich nun 

/ 
dv Ir dv 1/ dv l/d(l+hv) Ijd(l-hV) 

1- h2 ?l- =2. 1 + hv +2 1- hv =2h l+hv - 2h l-hv 

und nach Ausführung der Integration 

/ 
dv 1 1 1 + hv 

1- h2 v2 = 2h [ln(l + hv) -ln(l - hv)] = 2h ln 1 _ hv· 

Aus (10) erhalten wir 
m 1 +hv 

t + c = 2hQ In 1 _ hv . 

Unter der Annahme, es sei v = 0 für t = 0, wird auch c = 0: 

t=~lnl+hv oder In 1 + hv = 2hQ t 
2 hQ 1 - hv 1 - hv m 

und nach dem Übergang zur Exponentialfunktion 

l+hv 2hQt 
---- e m I-hv - . 

Diese Gleichung muß nach v aufgelöst werden. Man findet leicht 
~t 

1 e m - 1 
v = h 2hQ t -. 

e m +1 
Zum Schluß berücksichtigen wir, daß Q = mg und nach (9) 

h = ~ ist. 
v= l/mg .e2t~_1 

V a 2t l/~ . 
e fml+1 

(11) 

Welchem Werte nähert sich v bei unbegrenzt wachsendem t1 
In diesem Falle kann (11) durch die Gleichung 

ersetzt werden. 

y;;U 
v = vrmu .~: = Vmg = l/Q 

a 2' V'!!'. ara 
e m 

Dieses Resultat findet man selbstredend auch mittels der bei
den oben verwendeten Methoden zur Bestimmung eines un
bestimmten Wertes, also sowohl durch Reihenentwicklung als 
auch durch Differenzieren. 

Wir verzichten auf die Integration der Gleichung (11), weil 
die Rechnung umständlich ist, sofern man hierbei nicht Hyperbel-



Bewegung des Uhrpendels. 69 

funktionen verwendet. 
trachtet. 

Diese Funktionen werden später be-

Die Funktion (11) muß in (2), also in v = gt, übergehen, 
wenn a = 0 gesetzt wird. In diesem Falle nimmt v zunächst die 
Form ~- an. Den Wert dieser unbestimmten Form wollen wir 
durch Reihenentwicklungen wie folgt ermitteln: 

tu 
t ~ -~ = 2tV! g + 2tzJL -va + 43 t3ag v'-g + + 

jla m m m m 
und 

2t l /arJ vag ag 
e V m + 1 = 2 + 2 t -- + 2 t2 - + + .... 

m m 

Nun lassen wir in beiden Reihen a zu Null werden und erhalten 
aus (11) -- l/i 

v=Vmg.t r m=gt. 

2. Bewegung des Uhrpendels. 

Wir denken uns die Masse m der Pendellinse in ihrem Schwer-
punkt P vereinigt. Ferner nehmen wir an, die Masse der Pendel
stange sei so gering, daß sie die Pendelbewe
gung nicht beeinflusse (Abb. 37). Die Pendel
stange, deren Länge l ist, habe momentan 
die Lage OP. Sie bildet mit ihrer Ruhe
lage OM den Winkel cp. Nun zerlegen wir 
das Gewicht der Pendellinse mg = PS in 
die beiden Komponenten PR und PQ. Die 
erste, in der Richtung der Pendelstange 
liegend," kann auf die Pendelbewegung kei
nen Einfluß ausüben. Die treibende Kraft ist 
die Tangentialkomponente PQ = mg sincp. 

Nun können wir das dynamische Grund-
d2 s 

gesetz m dt2 = f auf die Pendelbewegung an-

o 

s 
Abb. 37. Pendelbewegung. 

wenden. Dabei müssen wir bedenken, daß die treibende Kraft PQ 
den Pendelausschlag M P = 8 zu verkleinern sucht. Daher ist 
t = -mg sin cp. Somit erhalten wir die Differentialgleichung 

d2 s 
m dt2 = -mg sinlp oder 

d2 s . 
([i2 = -g smrp. (1) 

Sie enthält zwei abhängige Variable, nämlich 8 und rp, für die 
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aber die Beziehung 8 = 19J gilt. Wir wollen 8 eliminieren. Da 8 

und gJ Funktionen der Zeit sind, so gilt 

ds dfTJ d2 s d2 fTJ 
dt = l([t und dt2 = l(jjf' (2) 

Aus (1) und (2) erhalten wir als Differentialgleichung für die 
Pendelbewegung 

d2 fTJ • 
l(jjf= -gSIDgJ. (3) 

Auf das Lösen dieser Gleichung müssen wir wegen des Auftretens 
elliptischer Funktionen verzichten. 

Wir behelfen uns wie folgt: Wenn das Pendel nur kleine 
Schwingungen ausführt, so darf singJ durch gJ ersetzt werden. 
An Stelle von (3) tritt nun die leicht lösbare Gleichung 

d2 fTJ 
l(jjf = -ggJ. (4) 

Die Substitution gJ = e).t führt auf die ~eziehung ;. = ±j Y ~ . 
Die allgemeine Lösung lautet gJ = Cl e't V f + c2e -jt v'f , die nach 
Anwendung der Eulerschen Gleichung e±iz = cosx ± i sinx die 
Form 

erhält. 

gJ = (Cl + c2 ) cost Y ~- + j(ci - c2) sint -V f 
= klcostVf + jk2Sint-V~ 

Der Gleichung (4) genügt aber ebenso als allgemeine Lö

sung q; = kl costY ~ + k2SintV ~ . 

Wir formen sie unter Verwendung der Abb. 38 
um: j- ;-

Abb. 38. Bestimmung 
von IX. 

gJ = Ksin~cost r f + Ksintr ~ sin~. 

gJ = K sin (t -V {- + ~). (5) 

Zum Bestimmen der Integrationskonstanten K und ~ benötigen 
wir zwei Randbedingungen. Es sei gJ = 0 für t = 0, wenn das 
Pendel die Ruhelage durchschreitet. Ferner sei der größte Aus-

schlagswinkel gJ = gJo. Er wird erreicht, wenn t -VT + ~ = ; 

ist (oder auch 3· ; ; 5.; usf.). Auf Grund dieser Beziehungen 
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erhalten wir aus (5) die zwei Gleichungen 0 = K siniX und To = K. 
Folglich ist iX = o. Nun kann die gesuchte Einzellösung auf
geschrieben werden: 

. 1/ g 
T = Tosmt V T . (6) 

An dieser harmonischen Schwingung interessiert uns besonders 
die Schwingungsdauer T. Zu deren Bestimmung vergleichen wir 

. 1/ g ·t smt V T ml . . 2"" d k sm w t = sm T t un er ennen 

2_T!! __ 1 fil Vi l , - V T oder T = 2n g . (7) 

Zum Ergebnis (7) gelangen wir auch durch folgende Über
legungen: Wir zeichnen die Sinuskurve (6), durch die man die 
Pendelschwingung veranschaulichen kann (Abb.39). 

Zur Zeit tl V ~ sei rp 

der in diesem Moment 
wachsende Pendelaus
schlag Tl: 

Tl = To sintI V ~ . Abb, 39. Schwingungsdauer, 

Wächst nun t1 V ~ um 2n, so führt das Pendel in dieser Zeit 

eine vollständige Schwingung aus (hin und zurück). Nun gilt aber 

sintI V ~ = sin(tl V+ + 2n) = sin[V
I ~ (tl + 2n V ~)], 

d. h. nimmt tl um 2n V ~ zu, so führt das Pendel in dieser Zeit 

eine vollständige Schwingung aus. Die Schwingungsdauer beträgt 
also 

3. Durchbiegung eines Trägers. 
1. Wir betrachten einen horizontal eingespannten, im un

belasteten Zustande geraden Freiträger vom rechteckigem Quer
schnitt F. An seinem freien Ende hänge die Last P. Ihr An
griffspunkt liege im Schwerpunkt der Stirnfläche. Das Gewicht 
des Freiträgers falle gegen die Last P nicht in Betracht. Unter 
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dem Einfluß der Last P ändert sich die Form des Trägers. Diese 
Formänderung soll untersucht werden (Abb.40, 40a, 40b). 

Die Last P krümmt den Träger nach unten. Dabei werden 
die Fasern des oberen Teiles des Trägers gestreckt, die des unteren 
zusammengedrückt. Zwischen beiden Teilen liegt eine Faser-

IJ 

11 

fl"o IJ dfi 

~Lt!j 
C 

Abb. 40, 40 a und b. Elastische Linie. 

schicht, die weder gestreckt 
noch zusammengedrückt, son
dern nur gekrümmt wird. Sie 
wird als neutrale Faser
sc h ich t bezeichnet. Ein 

Schnitt durch eine vertikale Ebene parallel zu den gekrümmten 
Trägerkanten schneidet die neutrale Faserschicht nach einer 
Kurve, elastische Linie geheißen. 

a) Wir wollen zeigen, daß die neutrale Faserschicht durch die 
Schwerpunkte aller Trägerquerschnitte hindurch geht. 

Der Zug, der auf die unendlich dünne Faserschicht längs der 
Deckfläche des Trägers entfällt, ist dZ1 = 0'0 dF1 . Einer tiefer 
gelegenen Faserschicht dF kommt der Zug 

dz = O'dF (1) 

zu. Unter der Voraussetzung, der ebene Querschnitt CD = F des 
unbelasteten Trägers werde durch die Trägerbelastung nicht ver
bogen, ergibt Abb. 40a die Beziehung 

(J Y (J 

oder 0' = _Oy. 
(Jo Yo Yo 

(2) 

Daher geht (1) über in dz = (Jo ydF. Nun summieren wir alle dz 
Yo 

über den ganzen Querschnitt F, d. h. wir integrieren über F. 

Hierfür schreiben wir z = (Jo J" y dF. Da der belastete Träger im 
Yo. 

F 

Gleichgewicht ist, so muß z = 0 sein, was nur möglich wird, 
wenn f y dF = 0, also die Summe aller auf den Querschnitt F 

F 



Durchbiegung eines Trägers. 73 

wirkenden Drehmomente den Wert Null ergibt. Dies trifft aber 
nur dann zu, wenn die Drehachse g (Abb. 4Ob) eine Schwer
achse des Querschnittes F ist. Damit ist erwiesen, daß die neu
trale Faserschicht durch den Schwerpunkt eines jeden Quer
schnittes hindurch geht. Man kann die elastische Linie so legen, 
daß sie mit der gekrümmten Trägerachse zusammenfällt. In 
ihrem äußersten Punkte rechts B greift die Last Pan. 

b) Das Drehmoment, das auf das Flächendifferential dF ent
fällt, beträgt dM = f1 dF· y. Unter Verwendung von (2) wird 

dM = ao y2 dF. Die Summe aller auf den Querschnitt F wirken
Yo 

den Drehmomente ist 

M = aoJy2dF, 
Yo 

F 

worin f y2 dF das Trägheitsmoment J des Querschnittes F be
F 

zogen auf die Schwerachse g ist. 

M = ao J. (3) 
Yo 

c) Das Faserstück im Abstand y von der ursprünglichen Länge 
AB = dx (Abb. 40) erfährt durch die Last P zufolge des Hooke
sehen Gesetzes die Verlängerung 

dx· P 
dl1 + dl2 = dl = E. F ' 

worin E den Elastizitätsmodul des Trägermaterials bedeutet. Da 
P . t . d F=f11S, so WIr 

dl = a~x (4) 

Geometrisch entnimmt man der Abb. 40 

dl = ydcp (5) und dx = edcp, (6) 

worin e der Krümmungsradius des Bogenstückes AB = dx der 
elastischen Linie und dcpder Winkel der Geraden BA und BB ist. 

aedg; a E 
Aus (4), (5) und (6) folgt ydcp = -E- oder - = -, und da nach 

Y e 
(2) a ao. t h lt . ao E D· W t b· - = - IS, so er a en WIr - = -. lesen er su StltU-

Y Yo Yo e 
ieren wir in (3): 

M = E J oder 
e 

1 M (7) EJ· 
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~ ist die Krümmung, die dem Faserstück dx zukommt. Nun 
(! 

gilt für den Krümmungsradius e die Beziehung 

Wenn die elastische Linie nur wenig von einer horizontalen Ge
raden abweicht, was für unsern Träger zutrifft, so gilt in An
näherung 

1 d2 y 
Q = ±dx2 · (8) 

Aus (7) und (8) resultiert 
d2 y 

EJ dx2 = ±M. (9) 

Es bleibt noch zu untersuchen, mit welchem Vorzeichen M 
im Einzelfalle zu versehen ist. Selbstredend müssen die V or-

zeichen von :2~ und M miteinander übereinstimmen. Wir wollen 
!f uns zuerst mit der zweiten Ab

leitung befassen an Hand eines 
Beispiels. Es sei y = j(x) eine ku-

1---~--r_---:;;..r"'<:---7f-__T_~:r: bische Parabel. Ihre erste Ab-
leitung y' = f' (x) ist eine quadra-

Abb.41. Krümmung eiuer Kurve. tische Parabel und die zweite 
y"= f"(x) eine Gerade (Abb.41). 

Die Kurve y = j(x) hat :in Weinen Wendepunkt. Weil die 
positive Richtung der y-Achse nach aufwärts zeigt, so ist j(x) 
links von W konkav und rechts von W konvex zur x-Achse ge
krümmt. Die zweite Ableitung f" (x) ist links von W negativ 
und rechts von W positiv. 

Nun wollen wir das Achsenkreuz so abändern, daß bei gleich
bleibender x-Achse die positive Richtung der y-Achse nach ab
wärts gerichtet ist. Jetzt ist die Kurve j(x) links von W konvex 
und ihre zweite Ableitung j" (x) positiv. Rechts von W ist f(x) 
konkav und j" (x) negativ. Mithin gilt bezüglich beider Koordi
natenkreuze: Je nachdem j(x) konkav oder konvex zur x-Achse 
gekrümmt ist, wird j"(x) negativ oder positiv. Bei Verwendung 
des der Abb.40 zugrunde gelegten Achsenkreuzes ist die zweite 
Ableitung der elastischen Linie längs des ganzen Trägers positiv. 
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Zufolge dieser Erkenntnis muß hier auch M positiv sein. Dieser 
Forderung werden wir durch nachstehende Festsetzungen gerecht. 
Ein Drehmoment soll positiv gerechnet werden, wenn es von der 
positiven x-Achse weg nach der positiven y-Achse hin dreht 
(Abb. 4la und 4lb). Ein Moment, das O:c 

den gezeichneten Pfeilen entgegen dreht, !/L r-
ist negativ in Rechnung zu stellen."\11.r 'I1t-

Im Falle der Abb. 40 gilt mithin die 0 11 
d 2 :c b 

DifferentialgleichungEJ d Yx2 =M. Nun a 
Abb. 41 a und b. Drehmoment. 

muß M analytisch ausgedrückt werden 
(Abb. 42). Für den Querschnitt im Abstand x von der Ein
spannstelle 0 gilt M = P(l - x). Also erhalten wir als Diffe-

mn'iolgleiChu;;, de< e"",';"'hen Linie ~ ~" 
EJ dx2 =P(l-x). Z p 

Die erstmalige Integration führt auf ~ - -
d ( xi' !/ EJ d~ = P lx - 2) + Cl· Zufolge der 

Abb, 42. Freiträger. 
horizontalen Einspannung des Trägers . 

ist für x = 0 auch :; = o. Daher wird Cl = o. Nochmals integriert: 

EJy = pe: -x:) + c2 • 

Wegen y = 0 für x = 0 ist auch c2 = 0: 

oder pp [(X)2 (X)3] y= 6EJ 3 T - T . 

Die Durchbiegung am freien Trägerende ist 

pp 
f = 3EJ . 

2. Nun ersetzen wir im vorigen Beispiel die Einzellast P am 
freien Trägerende durch eine über die ganze Trägerlänge l gleich
mäßig verteilte Last Q. Also beträgt die Belastung pro Längen-

einheit des Trägers ~ = q. Das Drehmoment für den Querschnitt 

im Abstand x von der Einspannstelle ist M = .i.(l- X)2, und die 
Differentialgleichung lautet 2 

d2 y q q 
E J ([li, = 2 (l - x) 2 = -f (l2 - 2lx + x2). 
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Wir integrieren: EJ~;= ~ (Z2 X - Zx2 + x:) + Cl' 

X = 0 auch dy = 0 ist, so wird Cl = 0: 
dx 

EJ dy = ~ (/Z2X _ Zx2) + X3
). 

dx 2, 3 

Hieraus q (X2 x3 X4 ) EJy __ -Z2 __ -Z-+- +c - 2 2 3 4 2' 

Weil für 

Für die Einspannstelle gilt x = 0; y = 0 und daher c2 = O. Also 

lautet die Gleichung der elastischen Linie y = 2jJ (12;~ _ 1;3 + ~;) 
oder y=21:J[6(;Y-4(;Y+(;)l 
Zum Schluß setzen wir noch qZ = Q: 

y = 2~~3J [6 ( ; r -4 ( ; r + (;)l 
Die Durchbiegung am freien Trägerende ist 

Qza 
f = 8EJ . 

3. Wir betrachten jetzt den in seinen Endpunkten frei auf
liegenden Träger, der in seiner Mitte durch P belastet ist (Abb. 43). 

o~~ f A betragen 2' Längs des gan-
;~ ~ I; Di, Aufl"llen;aktionen in 0 und 

Z 0f~--I zen Trägers ist zufolge der konka-
11 Z fJ Z d2 

ven Krümmung dx~ negativ. 
Abb. 43. Träger auf zwei Stützen, 

a) Trägerhälfte links. Das Dreh
moment in bezug auf den Querschnitt B im Abstand x von 0 ist 

( 1 ) P P M = P 2 - x -"2 (Z - x) = - 2 x. 

. d2 y P 
Daher gilt die GleIchung E J d x2 = - 2 x. Integriert: 

dy P 
E J dx- = - 4 x2 + Cl ' 

F" 1. d dy 0 d d h P12 ur x = 2- WIr dx = un a er Cl = ltr : 

EJ dy = _.~ 2 + P12 
dx 4 x ]6 ' 

Nochmals integriert: 
p P12 

EJy = -12 x3 + MX + C2 , 



Durchbiegung eines Trägers. 

Aus y = 0 für x = 0 folgt C2 = 0: 

y= 1:;J[; - :(;)l 
Für x = ! folgt als größte Durchbiegung 

pp 
·1 = 48EJ' 

77 

b) Trägerhälfte rechts. Das Drehmoment in bezug auf den 
Querschnitt C im Abstand x von 0 ist 

P P 
M = - 2 (l - x) = 2 (x - l). 

Also gilt 

woraus zunächst 
dy P (X2 ) EJ-=- -. -lx +c dx 2 2 I 

f d . d F" l . t dy 0 't P (l2 l2) ge un .en Wlf. ~r x 2 2 IS dx = ,somi 2 g - 2 + Cl = 0 
und hieraus Cl = ffiP1 . 

EJ dy = P (X2 _ 1 --l- ~l2) 
dx 2 2 x I 8 . 

Nochmals integriert: 
P (X3 lx2 3 ) E J y = 2 -6 - 2 + 8- 12 X + c2· 

Aus der Bedingung y = 0 für x = 1 folgt C2 = _ :~3 : 
P(X3 lx2 3 P) 

E J y = 2 (3 - 2 + g12 x - 24 

pp [(X)3 (X)2 X 1 y = 48EJ 4 T - 12 T + 9 T - 1 . 
oder 

Wie oben wird für x = ! als größte Durchbiegung 
pp 

1=----48EJ 
Ifl _ tlfl 

~t--~x 8 l-x------.41 ~ 
gefunden. y1 ~ ?J 4. Wir ersetzen die Einzellast P ~ 

der vorigen Aufgabe durch die auf 

die Trägerlänge 1 gleichförmig ver- Abb. 44. Träger auf zwei Stützen. 

teilte Streckenlast Q (Abb. 44). Die 

Belastung pro Einheit der Trägerlänge beträgt ~ = q. Die Auf

lagerreaktionen in 0 und A sind ~ = q;. Das Drehmoment 
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des Querschnittes B beträgt 
ql q q 

M = -2(l- x) +-2-(l- X)2 =2(x2 -lx), 

so daß die Gleichung E J :2J = -! (x2 -lx) entsteht. Wir integrieren: 

EJ dy = !L(~~ _ lx2)+ C 
dx 2 3 2 1· 

A dy 0 r l fit ql3 us dx = ur x = 2 0 g Cl = 24: 

E J dy = _q_ (xS _ lx2 +~3) 
dx 2 3 2 12 

und hieraus 
q (x4 lxS laX) 

E J y = 2 12 - 6 + 12 + c2 • 

Für x = 0 oder x = l wird y = 0 und daher c2 = 0: 

ql4 [(X)4 (X)3 X] Ql3 [(X)4 (X)3 X] 
Y = 24EJ T - 2 T + T = 24EJ T - 2 T + T . 

Die maximale Durchbiegung in der Trägermitte beträgt 
5QZS 

1=384· 

Abb. 45. Träger auf zwei Stützen. 

Wir wollen die Durchbiegung 
des Trägers nochmals berechnen. 
Dabei soll das Achsenkreuz der 
Abb. 45 zugrunde gelegt werden. 

Da die elastische Linie konvex gekrümmt ist, so wird ~J positiv. 

Daher muß das Moment M auch positiv sein. In der Tat ist 

M=~(:-~-:(:-1=:(=-~ 
eine positive Zahl. Die Differentialgleichung der elastischen Linie 
lautet 

Erste Integration: 
dy q (l2 X x3) 

EJ dx = 2 "4 - 3 + Cl· 

Da für x = 0 auch :~ = 0 ist, so muß auch Cl = 0 sein. 

EJdy =!L(l2 X _ xS) 
dx 2 4 3· 
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Zweite Integration: 
q (l2 x2 x4) 

EJY=2 8-12 +c2 • 

Weil für x = 0 auch y = 0 ist, so wird auch c2 = O. 

q (l2 X2 X4) ql4 (X)2 [ (X)2] 
Y = 2 EJ 8 - 12 = 48EJ T . 3 - 2 T . 

l 
Für x = ±2 wird 

5ql4 5Ql3 
f = 384EJ = 384EJ" 

4. Differentialgleichung der Seilkurve. 
Vorerst wollen wir uns das Wesentlichste des Seilecks in Er

innerung rufen. An einem Seile, das über die Auflager A und B 
geführt wird (Abb. 46), sind in den Punkten PI' P 2 , Ps und P 4 

g k 

o 

Abb. 46. Selleck. Abb.47. Kräfteplan. 

die Lasten Ql=100 kg; Q2=150 kg; Qs=200 kg und Q4=250 kg 
befestigt. Diese Lasten werden durch die bei A und B angreifen
den horizontalen Kräfte Hund H 1 von je 300 kg im Gleichgewicht 
gehalten. 

Es soll der Verlauf des Seiles zwischen A und B unter Berück
sichtigung der angegebenen Kräfte konstruiert werden. Die Rei
bung an den Auflagern A und B soll unberücksichtigt bleiben. 
Zunächst zeichnen wir den Kräfteplan. Wir tragen auf der Ge
raden g (Abb. 47), der Belastungslinie, die Lasten Ql bis Q4 in 
bekannter Weise auf, indem wir 100 kg durch die Strecke von 
I cm Länge darstellen. Der Pol 0 ist, dem Horizontalzug H = H 1 



80 Differentialgleichungen II. Ordnung. 

= 300 kg entsprechend, ein Punkt der Geraden h parallel g im 
Abstand 3 cm von g. Nun ziehen wir die Polstrahlen und die 
zu ihnen parallelen Seilstrahlen. So erhalten wir das Seileck A C. 
Zur Schlußseite AC parallel ziehen wir den Polstrahl EO. Die 
Strecke ED mißt den Auflagerdruck in A, nämlich 300 kg und 
die Strecke FE den in B, der 400 kg beträgt. Die Auflagerkräfte 
bleiben unverändert, wenn Ql + Q2 + Q3 + Q4 = R durch den 
Schnittpunkt G der äußersten Seilstrahlen gelegt wird. 

Das Seileck AC wäre nun richtig konstruiert, wenn das Auf
lager rechts statt bei Punkt B in C liegen würde. Das gezeichnete 
Seileck AC muß der Lage des Auflagers B entsprechend eine 
Änderung erfahren. Wir verschieben es so nach oben, daß zwar A 
unverändert bleibt, dagegen C nach B fällt. Nun muß das Seil
eck AB konstruiert werden. Wir ziehen in Abb.47 die Hori
zontale E01 und zeichnen das dem Pol 01 entsprechende Seil
eck AB. 

Die Spannungen in den Seilstücken A PI bis P 4 B ermitteln 
wir durch Messung der Länge der entsprechenden Polstrahlen, die 
zum Pol 0 1 gehören. Die Horizontalkomponente jeder Seilspan
nung mißt 300 kg. Dies ist der Horizontalzug, der mit den Lasten 
Ql bis Q4 Gleichgewicht herstellt. Bei größer werdendem Hori
zontalzug wird das Seileck flacher, und die Spannungen in den 
Seilstücken werden größer. Je eine Last und die Seilspannungen 
links und rechts sind im Gleichgewicht. Man erkennt dies aus 
der Tatsache, daß drei so zusammengehörige Spannungen in 
Abb.47 ein Dreieck bilden. 

Bei größer werdender Zahl der Lasten nähert sich die Form 
des Seilecks einer Kurve. Im Grenzfalle können die Einzellasten 
durch eine Streckenlast ersetzt werden. In diesem Falle tritt an 
die Stelle des Seilecks die Seilkurve. 

Es sei beispielsweise die gesamte Belastung Q über die 
ganze Spannweite A B = l gleichmäßig verteilt. Sie kann 

durch ein Rechteck von der Länge l und der Höhe y = q = ~ 
veranschaulicht werden. Das Rechteck wird als Belastungs
fläche und dessen Höhe y = q als Belastungsdichte bezeich
net. In y = q erkennen wir eine horizontale Gerade im Ab
stande q von der Achse. Selbstredend kann an ihre Stelle irgend
eine Funktion y = f(x) treten, Abb. 48, von der wir bei der nun 
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folgenden Ableitung der Düferentialgleichung der Seilkurve an
nehmen wollen, sie verlaufe stetig. 

In Abb. 48 ist die Belastungsfläche und die den Auflagern 0 
und D entsprechende Seilkurve schematisch gezeichnet. Die posi
tive Richtung der vertikalen Achse der Seilkurve zeigt nach abwärts. 
Ebenso sind die positiven Ordinaten von y = f (x) abwärts gerichtet. 

Abb.48a ist eine Skizze des Kräfteplanes der gezeichneten 
Seilkurve. Die Strecke H entspricht dem Horizontalzug. 

Nun legen wir durch den Punkt P im Abstande x von 0 1 

und 0 (Abb.48) einen vertikalen Schnitt durch die Belastungs
fläche und die Seilkurve. In P zeichnen wir an die Seilkurve die 

~-rnr----------.t 
8 

s 

Abb. 48 und 48 a. Differentialgleichung der Seilkurve. 

Tangente t. Ihr entspricht im Kräfteplan die Spannung 8. Die 
Tangente t und die Strecke 8 sind parallel. Die Winkel von t 
mit der horizontalen Achse und von 8 mit H sind durch cp be
zeichnet. 

Jetzt schreiten wir auf der x-Achse um die unendlich kleine 
Strecke dx vorwärts und schneiden die Belastungsfläche und die 
Seilkurve nochmals. Der Tangente t1 in Q ist der Polstrahl 8 1 

parallel. 
Die Horizontalkomponente der Spannungen 8 und 8 1 ist H. 

Die Vertikalkomponente von 8 sei V, die von 81 dagegen V + d V. 
Aber dV bedeutet eine Abnahme, wie man aus Abb. 48a erkennt. 
Offensichtlich ist dV = -f(x) dx, worin f(x) dx das schraffierte 
Differential der Belastungsfläche bedeutet. Aus der gefundenen 

Beziehung folgt :: = -j(x). (1) 

Iseli, Differentialgleichungen. 6 
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Dem Kräfteplan entnehmen wir tglj! = ~ und berücksichtigen, 

daß tglj! = dy ist. Also gilt dd Y = HV oder Hddy = V. Diese 
dx x x 

Gleichung wollen wir differenzieren. Dabei ist zu bedenken, 
daß H konstant ist. 

(2) 

Aus (1) und (2) folgt 

(3) 

Dies ist die Differentialgleichung der Seilkurve. Der Horizontal
zug H ist willkürlich festzusetzen. 

Wir bemerken noch besonders, daß die Differentialgleichung 
hinsichtlich des Koordinatenkreuzes der Abb.48 gilt. 

Beispiel. Wir wollen annehmen, die Last Q sei über die 
ganze Spannweite l gleichförmig verteilt. In diesem Fall ist 
y = f(x) = q = konstant. Das Schaubild dieser Funktion ist eine 
parallele Gerade zur horizontalen Achse im Abstande q. Physi
kalisch bedeutet q die Belastung pro Längeneinheit. 

Gleichung (3) nimmt nachstehende Form an: 

d2 y 
H dx2 = -q. (4) 

Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung ist 
q x2 

Hy = -2 + clx + C2 • 

Die Integrationskonstanten Cl und c2 bestimmen wir mittels der 
Koordinaten der Auflagerpunkte. Diese seien 1. x = 0.; y = 0.; 
2. x = l; y = h (s. Abb. 48). 

Zufolge der ersten Bedingung wird C2 = 0.. Die zweite führt 
ql2 2Hh+ql2 

auf die Gleichung Hh = -2 + cIl, aus der Cl = --2-l--

gefunden wird. Die gesuchte Einzellösung ist daher 

Hy=2Hh+ql2x_qx2 (5) 
2l 2 ' 

eine Parabel, die durch den Nullpunkt geht. 
Vereinfachend wollen wir annehmen, es sei die Differenz der 

Höhenlage der beiden Auflager h = O. Dann geht (5) über in 

(6) 
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Die maximale Ordinate Ymax = t, Durchhang geheißen, er

gibt sich für x = ;. Es wird t = :~ oder, da ql = Q ist, 

Ql t = 8H· (7) 

Wir lösen die Gleichung nach H auf: 
Ql 

H= 8/" (8) 

Wenn mithin der Durchhang t bekannt ist, so kann der Hori
zontalzug H berechnet werden. 

Wir wollen nun die Länge der Parabel (6) über der Spann
weite l berechnen. 

Bekanntlich geht man zur Berechnung der Länge einer Kurve 
Y = t(x) von der Beziehung ds 2 = dx 2 + dy 2 aus. Durch Um
formung finden wir als Länge des Bogenelementes 

ds = fl + y'2 dx. (9) 

Den Wert für y' finden wir aus (6), nämlich 
, ql q 

y=2H-Ii x . (10) 

Folglich wird 
ds = lh + (i~ - ;: xrdx . 

Zur Integration dieser Gleichung wollen wir eine Reihenentwick
lung zu Hilfe nehmen. Diese Operation führen wir jedoch, deI 
besseren Übersichtlichkeit wegen, an 1'1 + y'2 in Gleichung (9) 
aus und ersetzen später y' nach Gleichung (10). 

-VI + y'2 = (1 + Y'2)t = 1 + ! y'2 + m y'4 + + .... (ll) 

Diese Reihe konvergiert bekanntlich, wenn I y' I < 1 ist. Also 

muß zufolge (10) I ql q 'I 

2H - H X < 1 

gelten. Diese Bedingung muß selbstverständlich für alle Parabel
punkte im Bereiche x = 0 bis x = l erfüllt sein. Den größten 

Betrag nimmt 2q! - ; x an, wenn x = 0 oder x = l ist, näm-

lich 2q! = 2~ = ~2. Auf unsern Fall angewendet ist somit die 

Reihenentwicklung (ll) nur dann erlaubt, wenn 

Q/2< 1 
H 

6* 

(12) 



84 Differentialgleichungen II. Ordnung. 

ist. Der Horizontalzug H muß also größer sein als die Hälfte 
der Last Q. 

Die Reihe (11) konvergiert um so rascher, je kleiner Iy' I ist. 
Über die Bedingung (12) hinausgehend, wollen wir weiterhin an-

nehmen, es sei I y' I = I /~ - ~ x I so klein, daß für die Bogen

länge der Parabel schon ein gutes Annäherungsresultat erhalten 
werde, wenn wir die Reihe (11) mit dem zweiten Glied abbrechen. 
Dann ist 11+ y'2 = 1 + iy'2. 

Gleichung (9) geht über in 

ds = [1 + iy'2]dx, 

worin wir y' gemäß (10) ersetzen. 

ds = [1 + ! (2q~ - ~ xrJ dx 

=[1+2~2(~ -xr]dx=[1+2~2(: -lx+x2)]dx. 

Nun integrieren wir von x = 0 bis x = l: 

I 
q2 (12 X Ix2 X3 )ll q2za 

s= x+ 2H2 4-2+3 o=l+24H2' 

und weil q l = Q ist, so wird s = l + 2~ . 2: . In diese Gleichung 

führen wir zufolge (7) noch den Wert 2 = 8/ ein: 

8 /2 
s=l+3Y. (13) 

5. Kettenlinie. 
Ein unelastisches, vollkommen biegsames Seil von überall 

gleichem Querschnitt, das an seinen Endpunkten aufgehängt ist, 
habe nur sein eigenes Gewicht zu tragen. Das Gewicht pro Längen
einheit sei y. Die Aufhängepunkte des Seiles können in ungleicher 
Höhe liegen. Die Gleichgewichtslage des Seiles wird als Ketten
linie bezeichnet. Eine derartige Kurve kann beispielsweise mittels 
einer Uhrkette veranschaulicht werden. In Abb.49 ist eine 
Kettenlinie gezeichnet. 

Die Horizontalkräfte Hund H 1 , die das Seil AB im Gleich
gewicht halten, sind dem Betrage nach einander gleich. Abb.49a 
ist eine Skizze des dem Seile zugeordneten Kräfteplanes. 

Da die Kettenlinie eine Seilkurve ist, so könnten wir bei der 
Ableitung ihrer Differentialgleichung an die Ausführungen in der 
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vorigen Aufgabe anknüpfen. Wir sehen aber hiervon ab, weil 
das in Abb.48 verwendete Achsenkreuz im vorliegenden Falle 
nicht zweckmäßig ist. 

Wir wollen die y-Achse nämlich so legen, daß sie durch den 
tiefsten Punkt C der Seilkurve geht. Ihre positive Richtung soll 
nach aufwärts zeigen. Die Höhenlage der x-Achse soll weiter 
unten festgelegt werden. Die nachstehenden Überlegungen er
fordern keine ausführliche Begründung, weil wir sie von der 
vorigen Aufgabe her kennen. 

In den unendlich benachbarten Seilpunkten P und Q zeichnen 
wir die Tangenten t und t1 • Ihnen parallel sind die Polstrahlen s 

1/ 
E 

:c r 
Abb. 49 und 49 a. Differentialgleichung der Kettenlinie. 

und Sl' die auf der Belastungslinie EF die unendlich kleine 
Strecke dV ausschneiden. dV mißt das Gewicht des Seildiffe-

rentials PQ=ds. Es gilt also dV =yds oder, da ds= -V 1 + (:~t dx 

ist, so erhalten wir dV = Y ds = y -VI + (:~:r dx und hieraus 

dV = 1/1+ (d Y)2. 
dx Y V dx 

(1) 

Die Tangente t bildet mit der horizontalen Achse den Winkel q;. 
Gleich groß ist der Winkel zwischen dem Polstrahl s und dem 
Horizontalzug H. Nun entnehmen wir den Abb. 49 und 49a die 
Beziehung dy V 

tgq; = dx = Jj' 

Wir differenzieren sie. Dabei bedenken wir, daß H konstant ist, 
Hd2y = dV 

dx2 dx' 
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und setzen den Wert für ~: aus Gleichung (1) ein: 

H d2y = l/1 + ('d Y)2. (2) 
r dx2 dx 

Damit ist die Differentialgleichung der Kettenlinie gefunden. 
Zur Vereinfachung der Rechnung setzen wir 

H 
-=a. (3) 
r 

So geht (2) über in 
d2y _ 'Vl (d Y)2 a dx2 - 1 + dx • (4) 

Diese Gleichung soll nun gelöst werden. Wir substituieren 

: ~ = p; :2~ = :~ und erhalten die Differentialgleichung 1. Ordnung 

a:~ = Yl+ p2. 

Wir trennen die Variablen: 
dp dx 

VI + p2 a 
Die Integration ergibt 

ln(p + "VI + pi) = : + Cl 

(siehe Seite 9, Aufgabe 16). d 
Der Anfangsbedingung p = d ~ = 0 für x = 0 zufolge wird 

Cl = O. Die Funktion 
ln(p + yl + p2) = : 

führen wir in die Exponentialform über: 

p + yl + p2 = ex/a . 

Diese Gleichung soll nach p ausgelöst werden. Zunächst 
schreiben wir ---yl + p2 = cx/a _ p 

und quadrieren. Aus I = e2x/a - 2 pex/a finden wir leicht 

p = dy = ~ (ex/a _ e-x/a). 
dx 2 

Wir integrieren: a 
y = 2 (ex/a + e-x/a) + C2· 

Bisher ist die horizontale Achse gegenüber der Kettenlinie 
noch nicht festgelegt worden. Das soll nun geschehen. Wir 



Hyperbelfunktionen. 87 

wählen sie so, daß für x = 0 die Ordinate y = a wird. Also gilt 
c2 = O. Somit lautet die Gleichung der Kettenlinie 

(5) 

Man heißt die Konstante a den Parameter der Kettenlinie. 
Für x = 0 wird y = a. Der Parameter a ist also der Abstand 
des Scheitels der Kettenlinie von der horizontalen Achse. 

Setzt man (3) in (5) ein, so erhält man die Lösung von (2): 

(6) 

Hyperbelfunktionen. 
Die Diskussion der Kettenlinie wird erleichtert, wenn wir über 

einige Kenntnisse der Hyperbelfunktionen verfügen. Ohne deren 
Beziehungen zur gleichseitigen Hyperbel x 2 - y2 = 1 zu be
sprechen, stellen wir die nachfolgenden Definitionsgleichungen auf: 

i (eX + e- X) = ~ofx, 

i (eX - e- X) = @)inx, 

eX - e- X ®inx --::--;---:::- = -- = ~g x 
eX + eX ~of x ' 

eX+e- X ~ofx -----'-- = ~ = ~tgx. eX - e x etn x 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Die Bezeichnungen der rechten Seiten dieser Gleichungen werden 
mit deutschen Buchstaben geschrieben. ~ofx wird als "Hyperbel
cosinus x" gelesen. Man sagt auch "hyperbolischer Cosinus x" usf. 

Für die drei ersten Funktionen enthält die "Hütte", Auflage 26, 
auf den Seiten 38-42 tabellarische Zusamme'nstellungen. 

Die Hyperbelfunktionen sind den Kreisfunktionen an die Seite 
zu stellen. Von den vielen hyperbolischen Beziehungen wollen 
wir nur diejenigen ableiten, die wir zur Diskussion der Ketten
linie benötigen. 

Aus (7) und (8) finden wir 

~Of2X - @)in 2x = !(eX + e- X )2 - !(eX - e- X )2 = 1. 

~Oi2X - @)in 2x = 1 ist eine fundamentale Beziehung der Hyperbel
funktionen. Man vergleiche sie mit der entsprechenden Formel 
der Kreisfunktionen cos 2 x + sin 2x = 1. 
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In den Gleichungen (7) bis (10) ersetzen wir x durch -x und 
erkennen: 

~of(-x) = ~ofx; 6in(-x) = -6inx; %g(-x) = -%gx; 
~tg(-x) = -~tgx. 

Hier ist empfehlenswert, die hyperbolischen Kurven an Hand 
der Tabellen in der "Hütte" zu zeichnen. 

Nun wollen wir die Ableitungen der Funktionen (7) bis (10) 
bestimmen. Nach den Regeln der Differentialrechnung finden 
wir leicht . 1 

d(Q:ol xL = _ (eX _ e -X) = 6inx 
dx 2 ' 

d(®inx)_1 ("'+ -"')-«f ---a:x-- -"2 e e - ~o x. 

Nach einigen leicht ausführbaren Umrechnungen findet man aus 
(9) und (10) 

d(%gx) 1 und -a:x- Q:o[x 
d(Q:tg x) 
([X 

1 

Nachstehend sind die Fundamentalintegrale der Hyperbelfunk
tionen zusammengestellt: 

f~ofxdx = 6inx + c; 

J dx 
Q:O[2 X = %gx + c; 

f 6inxdx = ~ofx + c; 

J dx 
---;-- = -~tgx + c. 
®m2 x 

Diskussion der Kettenlinie. 
An Stelle der Gleichung (5) schreiben wir zufolge der Defini-

tion (7) y = a~of: . (11) 

x 
Wir setzen hierin a = 5 und wollen die Kurve y = 5 ~of [) 
zeichnen (Abb. 50). 

Der "Hütte" entnehmen wir folgende Funktionstabelle : 

x 1 011 1 2 I 3 I 4 I 51 6 1 7 I 8 11-5-1 i:!MIT9I6,7T7,79:Q 10,7 I 12,9 

1. Die Bogenlänge. 
In der differentialgeometrischen Beziehung ds = VI + y'2-dx 

ist aus (11) für y' = 6in~ zu setzen: 
a 

.~/ x x ds = I I + 6in2 - dx = ~of - dx . 
a a 
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Nun integrieren wir von x = 0 bis x = x: 

Aus der Definitionsgleichung (8) erkennen wir, daß 6in 0 = 0 ist. 
Daher wird 

Mx 

8 = a6in~. 
a 

x-
Abb. 50. Kettenlinie. 

(12) 

10 

Diese Bogenlänge kann leicht konstruiert werden. Wir addieren 
a 2 + 8 2 und setzen den Wert für 8 aus (12) ein: 

a2 + 8 2 = a 2 + a2 6in2~ = a2 (1 + 6in2~.) = a ~Of2~ = y2. 
a, a. a 

Also gilt a2 + 82 = y2. (13) 

Die drei Strecken a, 8 und y bilden ein rechtwinkliges Dreieck. 
Dies ermöglicht die Konstruktion der Bogenlänge 8 (s. Abb. 50). 
Der Kurvenbogen C P und die Strecke A P sind gleich lang. 

2. Die Tangente. 
Der Anstieg der Kurve (11) ist y' = tg q; = 6in ~ = ~. Der 

a a 
Winkel q; ist zugleich der Gegenwinkel der Kathete 8 des Drei-
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ecks ABP. Man erkennt, daß die Bogenlänge 8 in die Tan
gente t fällt. 

3. Die Normale. 
Wir entnehmen der Abb.50 die Proportion y: N = dx: d8; 

N = y ::. Aus (12) finden wir für :: = ~of :. Also wird 
x y x y2 

N=y~ofa=a'a~ofa=a' (14) 

4. Der Krümmungsradius. 
Aus der Differentialrechnung kennen wir die Formel 

Y(l + y'2)3 
e= y'" 

A f d ,. x d" lrrfx Al 'd us (11) in en wir y = @)tn a un y = a~o a' so WIr 

e = a Y(l + 6in2 x/a)3 = a ~Of2 ~ = ~ . a2~of2 ~ = y2. (15) 
(;l:of x/a a a a a . 

Aus (14) und (15) folgt N = e. (16) 

Für den Krümmungsradius des Scheitels C der Kettenlinie er
gibt (15) den Wert e = eo = a. Der Mittelpunkt dieses Kreises 
ist Mo. Der geometrische Ort der Krümmungsmittelpunkte M '" 
aller Krümmungskreise ist eine Kurve K, die Evolute der Ketten-

!I 

linie, deren ungefährer Verlauf aus 
P(xMIt) Abb. 50 ersichtlich ist. 

5. Nun soll die Seilspannung S im 
Punkte P(x, y) berechnet werden. 

Diese Spannung fällt in die Tan
gente t. Wir zerlegen S in ihre Kom
ponenten H und V parallel zur hori
zontalen und zur vertikalen Achse. 

B!T1 Dann ist S = -yH2 + V2. Nach (3) ist 
Abb.51. Kettenstück im Gleich- H = ya, und V ist das Gewicht des 

gewicht. 
Seilstückes C P. Daher gilt V = Y8. 

A o 

Somit wird S = f y2a2 +-y282 = y-ya2 + 8 2 und nach (13) 

S=yy. (17) 

Also ist der Seilzug S gleich dem Gewicht des Seilstückes y, das 
vom Punkte P bis zur horizontalen Achse hinunter reicht. Um das 
gefundene Resultat zu veranschaulichen, zeichnen wir ein Bogen
stück der Kurve in Abb. 50. Das in Abb. 51 gezeichnete SeilAQP B, 
das in P und Q über kleine Rollen geführt wird, ist im Gleichgewicht. 
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Die Kettenlinie und die aus ihr gefundenen Funktionen für 
die Bogenlänge, die Normale, den Krümmungsradius usf. gehören 
zu den nichtalgebraischen, also zu den transzendenten Funk
tionen. Wir verzichten auf die Definition der Begriffe "alge
braisch" und "transzendent" und bemerken nur, daß zu den 
transzendenten Funktionen gehören: y = a"; y = logx; y = lnx, 
die trigonometrischen Funktionen und ihre Umkehrungen, die 
Arcusfunktionen. 

Das Lösen von Aufgaben im Zusammenhang mit der Ketten
linie wird durch die Transzendenz dieser Funktion erschwert. 
Man benötigt hierzu Funktionstabellen über Hyperbelfunktionen, 
wie sie auszugsweise in der "Hütte", ausführlicher in den Tafeln 
der Kreis- und Hyperbelfunktionen von Hayashi, verlegt bei 
Gruyter, enthalten sind. Einige Aufgaben über die Kettenlinie 
sind in Föppl: Technische Mechanik Bd. 2 gelöst. 

Bei nicht großen Anforderungen an die Genauigkeit kann das 
Lösen von derartigen Aufgaben durch Zuhilfenahme von Reihen
entwicklungen erleichtert werden. Da 

x2 x3 x4 
e±" = 1 ± x + 2! ± 3! + 4! ± + 

ist, so gilt 

±-"'- x x2 x3 x 4 

e a = 1 ± a + 2! a2 ± 3! a3- + 4! a4 ± + (18) 

Für die Kettenlinie finden wir 

Y = - (e,,/a --l- e-,,/a) = a 1 + - + - + + '" . a (X2 x4 ) 
2' 2 !a2 4! a4 

Diese Reihe konvergiert um so rascher, je größer a ist, d. h. je 
flacher die Kettenlinie verläuft. 

Bricht man sie mit dem zweiten Glied ab, so erhält man in 

y = a (1 + 2X
: 2) eine quadratische Parabel. Um ihre Gleichung 

in die einfachste Form überzuführen, verschieben wir die hori
zontale Achse um die Strecke a durch den Scheitelpunkt der 
Parabel und erhalten so 

1 
Y = 2a x 2 (19) 

Ihr möge Abb.52 entsprechen. 
8 

Es soll die Bogenlänge 0 P = 2 in Annäherung berechnet 
und konstruiert werden. 
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Wir entwickeln die durch (12) definierte Bogenlänge 

8 = a 6in ~ = ; (ex/a - e- x/a ) 

unter Verwendung von (18) in nachstehende Reihe: 

(
X Ix" Ix5 ) 

8 = a a + 3! a3 + 5! 0,5- + + ... 
und brechen sie mit dem zweiten Glied ab. Gemäß der Abb. 52 

ist x = Xl zu setzen. So er-
€(-x~,ytJ !I P(x !lt) halten wir in 

I x3 

f f OP = 8 = Xl + (3 a: (20) 

l3' einenNäherungswertfürdie 
A 0 B x Bogenlänge, der wie folgt 

Abb. 52. Konstruktion der Bogenlänge. f t d 11 
umge orm wer en so . 

Aus Abb. 52 ergibt sich für den Durchhang f = 2Ia xi, woraus 

die Beziehung ~ = 2! gefunden wird, mittels der wir aus (20) 
a Xl 

den Parameter a eliminieren können: 
2 j2 

8 = Xl + -3 -. (21) 
Xl 

Diese Länge läßt sich leicht konstruieren. In Abb. 52 tragen wir 

x~ =' AO auf, verbinden A mit P und zeichnen auf AP das 

Lot PO. Aus den ähnlichen Dreiecken P BO und AB P liest 
man Be: f = f: !l'xi und erhält 

" Be=~~ 
3 Xl 

(22) 

Durch Vergleichung von (21) und (22) ergibt sich die einfache 

Beziehung B OP Be oe ogen = 8 = Xl + = . 

Zum Schluß wollen wir (21) mit der früher gefundenen For
mel (13) Seite 84 vergleichen. Zu dem Zwecke schreiben wir 
zunächst die Länge des Parabelbogens QOP (Abb. 52) auf. 

4 /2 
28 = 2 Xl + -3 -. 

Xl 

Nun setzen wir 2 Xl = 1 und 28 = u und erhalten 
8 /2 

u=l+:fT' 
Gleichung (21) stimmt also dem Sinne nach mit Gleichung (13) 
überein. 
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6. Das ballistische Galvanometer. 
Es sei vorweg bemerkt, daß wir keineswegs beabsichtigen, die 

vollständige Theorie des Galvanometers zu entwickeln. 
Wenn ein Galvanometer durch einen kurzen Stromstoß an

geregt wird, so macht sein schwingendes System einen vorüber
gehenden Ausschlag. Ist J so groß, daß der Ausschlag erst be
ginnt, nachdem der Stromstoß abgelaufen ist, so spricht man 
von einem ballistischen Galvanometer. 

Wir betrachten nun die Bewegung des schwingenden Systems. 
Bekanntlich lautet das dynamische Grundgesetz, angewendet 

auf die rotierende Bewegung, 
d2 rp 

J lJ:i2 = M (1) 

siehe Seite 36). Hierin bedeutet J das auf die Drehachse be
zogene Trägheitsmoment des rotierenden Körpers und Mein 
Drehmoment. Da J konstant ist, so besteht unsere Aufgabe 
darin, M zu bestimmen. Diese Größe setzt sich aus drei physi
kalisch völlig verschiedenen Summanden zusammen, die wir durch 
MI' M 2 und M 3 bezeichnen wollen. 

a) Das Drehungsmoment (Torsionsmoment). 
Durch den Ausschlag des schwingenden Systems wird der Auf

hängefaden längs seiner Achse verdreht. Im Material des Fadens 
wird durch eine derartige Be- C IJ 

anspruchung eine elastische Kraft 
erzeugt, die die Drehung aufzuhe
ben sucht. Für dieses Drehungs
moment des Fadens ist MI = - E cp 
zu setzen, worin E eine Instru
mentenkonstante bedeutet. Sie 
wird als Direktionskraft (Rich

I I 
A 

Abb. 53. Nebenschluß. 

R 

tungsktaft) bezeichnet. Das negative Vorzeichen zeigt an, daß 
das Moment MI den Spulenrahmen in die Ruhelage zurückzieht. 

b) Das elektrische Bremsmoment. 
Da sich der Spulenrahmen des Galvanometers im Feld eines 

Magneten NS bewegt, so wird in ihm eine elektromotorische Kraft 
induziert, die im Stromkreis Aßen (Nebenschluß) einen Strom 
erzeugt (Abb. 53), der den Ausschlag des schwingenden Systems 
bremst, also den Spulenrahmen in die Ruhelage zurückzieht. Das 
durch diesen Strom erzeugte Bremsmoment ist, wie eingehende 



94 Differentialgleichungen H. Ordnung. 

Untersuchungen zeigen, M 2 = -Dl ~i, worin D l eine Instrumen
tenkonstante bedeutet. 

c) Das Bremsmoment des Luftwiderstandes. 
Weil sich der Spulenrahmen mit nur kleiner Winkelgeschwin-

digkeit ~i dreht, so kann für das Bremsmoment des Luftwider

standes in Annäherung M 3 = -D2 ~i gesetzt werden, worin D 2 

ebenfalls eine Instrumentenkonstante ist. 
Die Summe der Momente M 2 und M 3 ergibt 

drp drp 
M 2 + M 3 = -(Dl + D 2) dt = -D d!:· 

Man heißt D die Reibungskonstante. Nun setzen wir die Summe 
der gefundenen Werte für M l' M 2 und M 3 in Gleichung (1) ein: 

d2 cp drp d2 rp drp 
J clt2 = -Erp - D dt oder J di2 + D dt + Erp = O. (2) 

Diese Differentialgleichung ist homogen linear. 
Lösung und Diskussion. 
Wir lösen Gleichung (2) mittels des oftmals verwendeten 

Ansatzes rp = e' t, der auf die Gleichung J Je 2 + D Je + E = 0 führt. 
Deren Lösung ist D / D )2 ------p] 

Je=-2J±V(2J -T· (3) 

Zunächst befassen wir uns mit dem Sonderfall D = 0, d. h. 

wir suchen die allgemeine Lösung der Gleichung J~t~ = -Erp 

VE itl/! -itl/! 
und finden aus (3)A = ± i J und weiter rp=k l e V J + k2e J 

oder unter Verwendung der Eulerschen Gleichung eix = cosx 
+ j sinx schließlich 

rp = a cos t V ~ + b sin t V ~ . (4) 

Wir tragen a und b als Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks 
auf und bezeichnen den Gegenwinkel von a mit (X. So finden wir 

[ . 1/ E 1/ E. ] rp = Va2 + b2 SIllt V J cOS(X + cost i J SIll (X 

---- (yIE) (l/E) 
= ya2 + b2 sin t J + (X = k sin t V J + (X , (5) 

worin k und (X die Integrationskonstanten bedeuten. 
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DieFunktion sin (t V:§ + <X) stimmt der :Form des Argumentes 

nach mit sin(wot + <X) überein. Der Vergleich beider Funktionen 

zeigt, daß Wo und l/~ einander gleich zu setzen sind. Dabei wollen 

wir noch die Beziehung Wo = ~ berücksichtigen, worin To die 
o 

Schwingungsdauer der ungedämpften Schwingung ist. 

(6) 

Also ist 
To = 2n·V~· (7) 

Nun substituieren wir (6) in (3): 

A = - :., ± V (~:.,-:-::-y --(~y . (8) 

Diese Gleichung ist für die folgenden Untersuchungen grund
legend. 

Wir haben drei Fälle zu unterscheiden: 
2n D 2n D 2n D 

1. T o > 2J; 11. T o = 2J; IH. T o < 2J· 

Fall 1. Abgekürzt kann man (8) in der Form A = -ß ± jy 
schreiben, worin 

D ß=-2J und (9) 

ist. Dann lautet die allgemeine Lösung 
T = cle(-ß+iylt + c2e(-ß-iy)t 

= e-ßt (Cl eiyt + c2 e-iyt ). 

Sie kann mittels der oben gebrauchten Eulerschen Gleichung in 

T = e-ßt(klcosyt + k 2 sinyt) 

übergeführt werden, woraus man mittels des rechtwinkligen Drei
ecks mit den Katheten kl und k2 

T = ae-ßtsin(yt + <X) 

findet. Um die willkürlichen Konstanten a und <X zu bestimmen, 
setzen wir zunächst fest, es sei T = 0 für t = o. Also muß <X = 0 
sein. ß T = ae- t sinyt. (10) 

Als weitere Anfangsbedingung gelte ~~ = woo für t = o. 
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Wir differenzieren (10): 

~T = / aye-Pt cosyt - aße- ßt sinyt /t=o = W OO • 

Dieser Gleichung zufolge wird woo = ay oder a = Woo Ab
I' 

kürzend substituieren wir Woo = so. So folgt aus (10) 
I' 

cp=soe-Ptsinyt. (11) 

Diese Funktion ist auf den Seiten 57 -59 diskutiert worden. 
Wäre in (2) die Reibungskonstante D = 0, so müßte, weil 

~ = ß ist, auch ß = 0 werden, und (11) würde in eine un

gedämpfte harmonische Schwingung übergehen. 

Man heißt D ~~ in Gleichung (2) das Dämpfungsglied der 

Differentialgleichung. 
Nun wollen wir die Schwingungsdauer T der gedämpften 

Schwingung von (11) berechnen. Es sei w = 2; = y. Aber nach 

(9) ist y = V (~r - (~y Also erhalten wir die Beziehung 

2; = V(~Y - (~r oder 

Nun klammern wir 2; vor: 

2n 
T = =-----;==~~ 2nV1- (DT~)2 

T o 4nJ 

Da der Nenner kleiner als 1 ist, so folgt T> To• Die Schwin
gungsdauer der gedämpften Schwingung ist also größer als die 
der ungedämpften. 

Fall 11. Da hier zufolge der Gleichungen (6) und (8) die Be-
ziehung 

(2~r = (~~y = ~ 
gilt, so ergibt sich für A in (8) nur eine Lösung, nämlich A = - ~. 
Wohl ist die Funktion D -

--t 
cp = cle 2J = cIe-Pt 

eine Lösung der Gleichung (2), aber nicht die allgemeine; denn 
sie enthält nur eine willkürliche Konstante. Zufolge der Aus-
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führungen in Aufgabe 11, Seite 54 ist auch q; = c2 t· e- Pt eine 
Lösung von (2). Die allgemeine Lösung lautet somit 

q; = cle- Pt + c2 te- Pt • 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten Cl und C2 setzen wir 
dp 

1. t=O; q;=0. 2. t=O; di=mo. 

Zufolge der ersten Bedingung wird Cl = O. Aus q; = c2 te-Pt folgt 
drp 
dt = c2(1 - ßt)e-Pt . 

Nach der zweiten Bedingung findet man 

1 c2(1 - ßt)e- Pt 11=0 = m o, also C2 = m o· 

Folglich gilt q; = mote-Pt. (12) 

Die Diskussion dieser Funktion findet man auf den Seiten 55-56. 
Während in Fall I das bewegliche System des Galvanometers 

periodische Schwingungen ausführt, erfolgt in Fall II nur ein 
einziger Ausschlag, dessen Verlauf aus Abb. 33, Seite 56 ersicht
lich ist. Man bezeichnet den Fall II als aperiodischen Grenz
fall. Er erzwingt die rascheste Beruhigung des Galvanometers. 

Fall III. Hier gilt ~ on < ~ . 
o 

In abgekürzter Form schreiben wir für Gleichung (8) 

Ä = - ~ ± 1/(~)2 - (2"")2 = -ß ± ~ 2J 2J Tu • 
(13) 

Die allgemeine Lösung lautet 

q; = ~e(-P+b)t + c2e(-P-~)t = e-Pt(cle~t + c2e-~t). 
Die Integrationskonstanten Cl und C2 bestimmen wir mittels der 
folgenden Anfangsbedingungen : 

dtp 
1. t = 0; q; = 0 und 2. t = 0; dt = n. 

Nach der ersten wird C2 = -Cl. Also gilt 

q; = cle-Pt(eJt - e- Jt ) = 2~ e-Pt 6in{jt, 

für 2 C:r = C gesetzt, 

q; = ce-Pt 6in{jt. 
Um die zweite Anfangsbedingung verwenden zu können, diffe-
renzieren wir 

Iseli, Differentialgleichungen. 7 
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und setzen t = O. Wir berücksichtigen die hyperbolischen Be
ziehungen ~010 = 1 und @5inO = 0, die sich aus den Definitionen 

der Hyperbelfunktionen ergeben. Wir finden c<5 = n oder c = ; 

und schreiben vereinfachend ; = n o' Die den beiden Anfangs

bedingungen angepaßte Lösung ist somit 

fP = noe-Pt @5in<5t. (14) 

Diskussion dieser Funktion. Zunächst schreiben wir 

fP = noe-Pt @5inClt = ~ [e(-PH)t - e(-P-~)t]. (15) 

Für t = 0 wird auch fP = O. Die Kurve geht also durch den 
Nullpunkt. 

Welchen Wert nimmt rp an, wenn t sehr groß wird 1 
Aus (13) geht hervor, daß ß und Cl positive Zahlen sind und 

ß> Cl ist. Der Wert der eckigen Klammer in (15) nähert sich 
daher bei unendlich wachsendem t dem Werte Null. Für t = 00 

wird mithin fP = O. 
Nun soll unsere Funktion auf Höchst- und Tiefstpunkte hin 

untersucht werden. Wir differenzieren (15): 

~~ = ~ [( -ß + <5) e(-P+~)t + (ß + b) e(-P-~)t]. (16) 

Aus der Bedingung, daß die eckige Klammer den Wert Null 
annehmen muß, folgt (ß - Cl) e(-PH)t = (ß + <5) e(-P-d)t oder 

2~t - fJ + ~ und t - ~ I P + ~ (17) e -P_~ -2~ n p _ d ' 

Zum numerischen Rechnen eignen sich die natürlichen Logarith
men bekanntlich nicht. Wir formen deshalb (17) mittels der Be-

ziehung lna = ..:r loga um. M = 0,43429 ... ist der Modul der 

Zehner-Logarithmen. 
1 fJ + d 

t= 2dMlogß_~' (18) 

Nun muß untersucht werden, ob (14) einen Höchst- oder einen 
Tiefstwert besitzt, wozu nach den Lehren der Differentialrechnung 
der gefundene Wert für tin rp" einzusetzen ist. Im vorliegenden 
Fall ist es nicht nötig, diese Rechnung durchzuführen. Ein anderer 
Weg führt leichter zum Ziel. 

Es sei n o eine positive Zahl. Dann wird rp in (14) positiv, 
wenn 0< t < 00 ist. Überdies wissen wir, daß den Zeiten t = 0 
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und t = oe der Funktionswert q; = 0 entspricht. Ferner erhält 
man aus (17) für t eine positive Zahl. Man erkennt, daß (17) 
die Abszisse eines Höchstwertes ist. 

Fall III wird als aperiodischer Fall bezeichnet. 
Nun soll ein Einzelfall von (14) gezeichnet werden, nämlich 

q; = 10 . e -0,2t lSinO,lt (Abb.54). 

Nach (18) mißt die Abszisse des Höchstwertes 
1 0,3 1 0,477 

t = 2.0,1. 0,434 logO,f = 0,0868 log3 = 0,0868 = 5,5. 

Zu nachstehender Zusammenstellung gelangen wir mittels der 
Tafel der Exponential- und Hyperbelfunktionen in der "Hütte". 

Der aperiodische Fall 
nähert sich dem a periodi
schen Grenzfall, wenn b 
klein ist. Dies zeigt nach
stehende Rechnung. Wir 
entwickeln ~3 3 

lSinbx = bx + 3~ 
~5X5 + 5! + + ... 

und berücksichtigen nur 
das erste Glied b x dieser 
Reihe. Mithin entsteht 
aus (14) die neue Funktion 

q; = bnote- ßt = pote- ßt , 

die der Form nach mit (12) 
übereinstimmt. 

o 
1 
2 
4 
5,5 
6 
8 

10 
15 
20 
25 

10· e- 0 •2 /. 6inO,lt 

10·1 ·0 
10 . 0,819 . 0,100 
10 . 0,670 . 0,20l 
10 . 0,449 . 0,41l 
10 . 0,333 . 0,578 
10 ·0,301 . 0,637 
10 . 0,202 . 0,888 
10·0,135·1,175 
10 . 0,050 . 2,13 
10 . 0,0l8 . 3,63 
10 . 0,007 . 6,05 

I 

I 

o 
0,819 
1,35 
1,85 
1,925 
1,92 
1,79 
1,59 
1,06 
0,65 
0,42 

r~ f/J1~ 
o 1 3 'I 5,5 IJ 10 15 30 35 

(j t--
Abb. 54. Aperiodischer Fall. 

7. Das allgemeine Ohmsche Gesetz für Wechselstrom. 
Zwischen den Klemmen einer Reihenschaltung eines Ohm

schen Widerstandes R, einer widerstandsfreien Drosselspule mit 
der Induktivität L und eines verlustfreien cO 
Kondensators mit der Kapazität C liege die I L 

Wechselspannung u = U 0 sin w t . Man be- 'V::l R C i 

stimme den stationären Strom (Abb.55). 
Von der gesamten Klemmenspannung liegen Abb. 55. ::~~selstrom' 

die Komponenten Ri am Widerstand, L ~~ an der Drosselspule 

und Uc am Kondensator. Also gilt, wenn wir die Glieder ordnen, 

7* 
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die Gleichung 
L di R· U . dt+ ~+ue= osmoot. (1) 

Um ihre Lösung zu ermöglichen, muß vorerst die Kondensator
spannung ue durch den Strom i ausgedrückt werden. 

Einerseits entsteht die Ladung Q eines Belages des Konden
sators aus dem ihm zufließenden Strom. Ist sie in einem gewissen 
Zeitpunkte to gleich Null, so wird für einen beliebigen Zeitpunkt t 

t 

die Ladung Q = f idt. 
t. 

Andererseits ist dieselbe Ladung Q gleich dem Produkt aus 
der Kapazität C des Kondensators und seiner Spannung ue . 
Mw~ t t 

Q = CUe = fidt und ue = ~ fidt. 
t. t. 

Gleichung (1) kann nun in folgender Form geschrieben werden: 

t 

L di R· IJ'd U' dt + ~ + 0 ~ t = osmoot. 
t. 

Um diese Differentialgleichung in der üblichen Form zu erhalten, 
differenzieren wir nach t: 

L d2i R·di+ 1. Tl, 
dt2 + ~ dt 75 ~ = 0 00 cosoot. (2) 

Diese Differentialgleichung soll gelöst werden. Hierzu wollen 
wir die schwerfällige trigonometrische Funktion vorerst durch die 
bequem zu handhabende Exponentialfunktion eiwt ersetzen (siehe 
Aufgabe 17, Seite 60), indem wir Gleichung (2) mit einem geeigneten 
Partner in Verbindung bringen. 

Diese neue Gleichung gewinnen wir, indem wir uns zwischen 
den Klemmen die - gegenüber vorher phasenverschobene -
Spannung U 1 = Uocosoot denken, die den Strom i 1 erzeugt. Wir 
kommen so auf die Gleichung 

t 

L dil R' lr'd U Te + ~l + C. ~l t = 0 cos 00 t , 
t. 

die wir nach t differenzieren: 

L d2il + R dil + 1 . U· ([j2 dt C ~l = - 0 00 smoot. (3) 
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Hierzu addieren wir die mit i multiplizierte Gleichung (2) und 
erhalten so 

(d2i1 .d2i) (di1 .di) 1. .. . . L (lt2+1 dt2 +R dt +l dt +C(~l+l~)=UoW(lcoswt-SlllWt). 

Hierfür dürfen wir schreiben: 

L d2 (i1+ji) Rd(i1+ji) + 1 (' + .') U· ( +") dt2 + dt C ~l J~ = olw coswt l S111Wt • 

Wir substituieren i 1 + ii = z: 

L d2Z R dz 1 u:., t 
dt2 + dt + 7fz = ol we'w. (4) 

Diese Differentialgleichung soll zunächst gelöst werden. 
Wir versuchen, ob die Funktion 

z = Aeiwt , (5) 

worin A eine zu bestimmende Konstante bedeutet, eine Lösung 
der Gleichung (4) sei. Wir substituieren sie und ihre zwei ersten 
Ableitungen z' = Aiweiwt und z" = _Aw2 eiwt in (4). Nach 
Division durch eirot finden wir 

-w2 LA + iwRA + ~ A = iwUo 

und hieraus 
A _ jroUo 

- l' 
jroR - ro2 L + 7f 

Wir dividieren Zähler und Nenner durch i w : 
Abb. 56. Scheinwider

stand. 

4. - U 0 _ Uo _ ---,-_U-,,-o_--=-...,.. 
~ - R roL + 1 - R +. L . 1 - R+'( LI)' --. -.- 1ro -1- ? ro --

J ?roO roO roO 
Folglich entsteht aus (5) 

Uo eiro t 

z = R + j (roL - roIe) . 
(6) 

Der Nenner hat die allgemeine Form einer komplexen Zahl. 
Wir wollen die zugehörige ExponentiaHorm suchen (Abb. 56). 

Man findet 1 / ( 1 )2 
R = V R2 + wL -;;0 • cos9' , 

i(wL - roIo) = -V R2 + (wL - roIoY-i sin9" 
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Wir addieren die zwei Gleichungen: 

R + i (w L - wIe) = VR--2 -+----:( w-L - wIer· eiep 

und setzen dieses Resultat in (6) ein: 
. .. Uoeiwt Uoei(wt-ep) 

Z=~l+J~= (7) 

V/R2 + (wL - wIer· eiep 1/ R2 + (wL - wler 
Der Winkel rp ist bestimmt durch 

wL __ I_ 
wO 

~rp= R 00 
Der reelle Anteil von (7) ist 

. Uo cos(wt - go) 
~1 =. , . 

VR2+(wL- wler 
(9) 

Den imaginären dividieren wir durch i: 
Uosin(wt-go) 

~=l/ ( 1'2 
V R2 + wL- wd 

(10) 

Gleichung (9) ist eine Lösung von (3) und Gleichung (10) eine von (2). 
Der ursprünglich gestellten Aufgabe entsprechend betrachten 

wir nachstehend nur noch die Gleichungen (2) und (10). 
Gleichung (10) bezeichnet man ihrer Form wegen als das 

Ohmsche Gesetz für Wechselstrom. Ersetzt man nämlich den 
Zähler durch u und den Nenner durch W, so erhält man die 

Gleichung i = ;, die der Form nach mit dem Ohmschen Gesetz 

1 = ~ übereinstimmt. Weil in (10) alle drei Widerstandsarten 

des Wechselstromkreises enthalten sind, so bezeichnet man diese 
Funktion auch als das allgemeine Ohmsche Gesetz für Wechsel-
strom. .. __ -,-__ . 

Man heißt W = V R2 + (wL- wIeY den Scheinwiderstand 

des Wechselstromes. Es kann W, wie auch die Phasenverschiebung rp, 
leicht konstruiert werden, wie aus Abb. 56 ersichtlich ist. 

Der Scheitelwert 1 0 des Stromes (10) wird durch folgende 
Gleichung bestimmt: 

I - Uo (11) 

0- VR2+(wL-wIeY 
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Hierin wollen wir R, L und C konstant halten, während die 
Kreisfrequenz W veränderlich sein soll. So wird 10 eine Funk
tion von w. Für w = 0 und w = 00 wird 10 = O. Ist 0 < w < 00, 

so fällt 1 0 positiv aus. Den Höchstwert erreicht 1 0 , wie aus (11) 

ersichtlich ist, wenn w L - ~C = 0, also w = ,~ wird. Diesen 
W vCL 

Wert wollen wir durch Wo bezeichnen. Wir schreiben also 

1 
Wo = VCL (12) 

und heißen diesen Wert die Eigenfrequenz des Stromes. 
Ist w der angelegten Spannung U 0 sinw t gleich wo, so erreicht 10 

den Höchstwert, nämlich U 
10 = ;,. (13) 

Diesen Wert würde 1 0 auch annehmen, wenn der Stromkreis 
nur den Widerstand R besäße. 

Man bezeichnet das Übereinstimmen von w mit Wo als Re
sonanz und die Schaubilder von (11) als Resonanzkurven. 

Kurve I: R = 12,5 Kurve II: R=20 Kurve III: R=50 

",I I. "'I I. '" I. _"'_I_~ "'I I. wl I. 

o 0 51 6,73 o 0 51 4,64 o 0 51 1,98 
10 0,104 52 4,98 10 0,104 52 3,95 10 0,104 52 1,91 
20 0,238 55 2,36 20 0,238 55 2,31 20 0,236 55 1,60 
30 0,468 60 1,34 30 0,467 60 1,32 30 0,457 60 1,13 
40 1,10 70 0,727 40 1,08 70 0,722 40 0,970 70 0,685 
45 2,28 80 0,512 45 2,24 80 0,511 45 1,53 80 0,497 
48 4,87 100 0,333 48 3,88 100 0,333 48 1,90 100 0,329 
49 6,73 00 0 49 4,64 00 0 49 1,98 00 0 
00 8,00 50 5,00 50 2,00 

8 I 
7 

6 

t: Jf 

100 Io 3 10 VH3+fOl-;oi;;/' 
2 

1 

0 10 20 30 'ItJ 50 60 70 BQ .90 100 
(fJ_ 

Abb.57. Resonanzkurven. 
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Abb.57 enthält drei derartige Kurven. In allen drei Fällen 
ist Uo = 100 Volt; L = 4 Henry und 0 = 10-4 Farad. Dagegen 
ist der Reihe nach R = 12,5; 20 und 50 Ohm. So erreicht 10 

jeweilen den Höchstwert für w = Wo = 50 sec- 1 (Abb.57). 
Der Phasenwinkel rp, Gleichung (8), ist von allen drei Wider

standsarten abhängig. Es sollen nun zwei Sonderfälle betrachtet 
werden. 

1. Es fehle in der Reihenschaltung die Drosselspule. Dann 
wird die Induktivität L zu Null. In Gleichung (2) kommt daher 

das Glied L ~: in Wegfall, und die Funktionen (10) und (8) gehen 

über in . Uo sin(rot - '1') 1 

%=VR2 +(:oY; tgrp=-roOR' 

Nun soll noch der Widerstand R verschwinden, so daß nur noch 
der Kondensator vorhanden ist. In diesem Grenzfall wird 

i = wOUosin(wt + 90°). 

In einem verlustfreien Kondensator eilt mithin der Strom der 
Klemmenspannung um 90° voran. 

2. Nun verschwinde in der Reihenschaltung der Kondensator. 
In einem Grenzübergang können wir uns dies so vorstellen, daß 
sich die beiden Beläge des Kondensators einander mehr und mehr 
nähern. Dabei strebt 0 gegen unendlich. Trotz endlicher Werte 

t 
von f idt bleibt dann Uc Null. Die sich hier aus (1) ergebende 

to d' 
Differentialgleichung L d : + Ri = Uosinwt ist in Aufgabe (13) 

S. 42 betrachtet worden. 
Die Gleichungen (10) und (8) ergeben 

. Uosin(rot - '1') 
% = -::Y~R~2 ~+=C(:=ro L)2 und 

roL 
tgrp = lf' 

Nun soll auch der Widerstand R verschwinden, so daß nur noch 
die Drosselspule vorhanden ist. In diesem Grenzfall wird 

i = wLUosin(wt - 90°). 

In einer widerstandsfreien Drosselspule eilt somit der Strom der 
Klemmenspannung um 90° nach. 

Die Lösung (10) enthält keine Integrationskonstanten. Sie 
kann deshalb nicht die allgemeine Lösung der Differential-
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gleichung (2) 
Lösung der 
gleichung 

sein. Die notwendige Ergänzung finden wir in der 
(2) zugeordneten homogen linearen Differential-

d2 i di I. 
L dt2 +Rdt+C~=O, 

die auch in der Form 
d2 ' d' 

o L d t: + 0 R d; + i = 0 (14) 

geschrieben werden kann. 
Wir wollen sie integrieren und die Lösung kurz diskutieren. 

Mittels des Exponentialansatzes i = e!.t finden wir 

o L}.2 + 0 Ri. + 1 = 0 (15) 
und hieraus 

(16) _ R 1!(R)2 I 
A = - 2L ± / 2L, - 0 L . 

(2RL)2 Es sind nun drei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
I :2:0 . 

- OL< 1st. 

Fall 1. (2~r - dL > O. 
,-:---C;~-

). = - 2~ ± 1/(2~r - OlL' abgekürzt A = -iX ± ß· 

Die allgemeine Lösung lautet 

i = c1e(-IX+/i)t + c2e(-IX-ß)t. (17) 

Da iX > ß ist, so klingen beide Exponentialfunktionen mit 
wachsendem t ab, Es handelt sich um den aperiodischen Fall. 

Fall 11. (2~r - OlL = O. 

Die quadratische Gleichung (15) ergibt nur eine Wurzel, 

nämlich A = - 2~ = -iX, Der eine Teil der Lösung von (14) 

ist k1e- lXt , der andere zufolge der Regel nach Beispiel 13, 
Seite 55 k2 te- at . Die allgemeine Lösung ist 

i = k1e- IXt + k 2te- at • 

Dies ist der aperiodische Grenzfall. 

( 
R '2 I 

Fall IH. 2 L) - 0 L < 0 . 

(18) 

• R ± '1 i I ( R )2 b k" - ± ' I. = - 2 L 7 / 0 L - ,2 L ,a ge urzt ). = -iX 7 y. 
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Als allgemeine Lösung erhalten wir 

i = lle-lXtejyt + Z2e-lXte-jyt 

_ {llCOSyt + jllSinyt} . 
= e IXt Z .Z. =e-lXt(mcosyt + nsmyt), 

2 cosyt - J 2 smyt 

woraus unter Verwendung eines rechtwinkligen Dreiecks mit den 
Katheten mund n die gedämpfte harmonische Schwingung 

i = ke- lXt sin(yt + g;) (19) 
gefunden wird. 

In allen drei Fällen sind die Integrationskonstanten aus den 
Anfangsbedingungen der jeweiligen Aufgabe zu bestimmen. Wir 
treten hierauf jedoch nicht ein und bemerken nur, daß die ent· 
stehenden Ströme, die als Ausgleichsströme bezeichnet werden, 
den stationären Strom (10) überlagern und kurze Zeit nach dem 
Einschalten verlöschen. 

Berichtigung. 

Auf S. 93, Zeile 6 von oben muß es heißen: 
Ist das Trägheitsmoment J des Systems so groß, 
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Druckfehlerberichtigung. 

Zeile 10 von unten: a = V5k . 
. b 

ZeIle 6 von unten: A = ---. - . 
a+1 w 

Zeile 11 von oben: ~_~e-a,. 
a a 

Uo (. -~-) Zeile 7 von oben: i = R 1 - e LjR • 

Zeile 5 von oben: t = 1,17. 
Zeile 10 von unten: e.\x(it2 + ait + b) = O. 
In Abb. 36 und von Zeile 9 von unten an bis Seite 61, 

Gleichung (5) ist a zu ersetzen durch aw (8mal). 
Im obern Gleichungssystem ist y' durch Cl und y" durch 

C2 zu ersetzen. 
Zeile 3 von unten: Cl e- 2 '. 

Zeile 3 von oben eine Klammer zu viel und Zeile 4: ~. 
In Abb. 45: Beginnt die Strecke x bei der y-Achse. 

Zeile 12 von oben: (fO~2 x· 

Zwei Zeilen nach Gleichung (13): cle(-ßH)f. 

Gleichung (2): R :: . 

Zeile 5 von unten: i = ::;. sin(wt - 90°). 

Iseli, Differentialgleichungen. 
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Erster Band: Mit Abbildung 1-1042 und einer Tafel. XX, 600 Seiten. 

1927. Gebunden RM 36.90 
Zweiter Band: Mit Abbildung 1043-2296. XX, 754 Seiten. 1929. 

Gebunden RM 43.20 

Maschinenelemente. Leitfaden zur Bereohnung und Konstruktion für 
Maschinenbauschulen und für die Praxis mittlerer Teohniker. Von Professor 
Dipl •• Ing. W. Tochtermann, Eßlingen. F ü n f t e, völlig neubearbeitete Auf. 
lage der .. Maschinenelemente" von Ing. H. Krause. Mit 511 Textabbildungen. 
X, 456 Seiten. 1930. RM 13.50; gebunden RM 14.85 

Aufgaben aus der Maschinenkunde und Elektrotechnik. Eine 
Sammlung für Nichtspezialisten nebst ausführlichen Lösungen. Von Ingenieur 
Professor Frltz Süchtlng, ClausthaL Mit 88 Textabbildungen. XVI, 235 Seiten. 
1924. RM 5.94; gebunden RM 6.75 

Praktikantenausbildung für Maschinenbau und Elektrotechnik. 
Ein HiIfsbuoh für die Werkstattausbildung zum Ingenieur. Von Dipl .• Ing. 
F. zur Nedden. D r i t t e Auflage des Buohes .. Das praktisohe Jahr". Auf 
Veranlassung und unter Mitwirkung des Deutschen Ausschusses für Tech. 
nisches Schulwesen neu bearbeitet von Herwarth von Renesse. VIII, 169 Seiten. 
1930. RM 4.05; gebunden RM 5.17 

Einführung in die theoretische Kinematik ins b e so n der e für 
Studierende des Maso hinenbaues, der Elektrotechnik 
und der Mathematik. Von Professor Dr. Reinhold Müller, Darmstadt. 
Mit 137 Abbildungen im Text. VII, 124 Seiten. 1932. RM 6.80 

Führer durch die technische Mechanik. Eine neuartige übersicht 
über ihre Grundlagen, Methoden und Ergebnisse für Studium und Praxis. 
Von Privatdozent Dr .• Ing. Horst Müller, Hannover. Mit 166 Textabbildungen. 
VIII, 118 Seiten. 1935. RM 8.50 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung 



Verlag von Julius Springer in Berlin 

Mathematisch -technische Zahlentafeln. Vorgeschrieben zum Gebrauch 
im Unterricht und bei den Prüfungen an den Höheren Technischen Staats. 
lehranstalten für Maschinenwesen und Elektrotechnik, Technischen Staatslehr· 
anstalten für Maschinenwesen und Hüttenwesen und anderen Fachschulen für 
die Metallindustrie durch Ministerialerlaß vom 1. März 1933. Zusammengestellt 
von Oberstudienrat i. R. Dipl..lng. H. Bohde, Dortmund, unter Mitwirkung 
von Studienrat Dipl..lng. H. Höhn und Studienrat Dr .. lng. W'erners, Dort· 
mund. Sie ben t e, vermehrte Auflage. 105 Seiten. 1933. RM 1.20 

Einführung in die Höhere Mathematik unter besonderer Be
rücksichtigung der Bedürfnisse des Ingenieurs. Von Professor 
Dr. phil. Frltz Wicke. 
Er s t e r Band: Mit den Abbildungen 1-231 und einer Tafel. VI, 427 Seiten. 

1927. Gebunden RM 21.60 
Zweiter Band: Mit den Abbildungen 232-404. III, 493 Seiten. 1927. 

Gebunden RM 21.60 

Rechenschablonen für harmonische Analyse und Synthese 
nach C. Runge. Von P. Terebesl, Darmstadt. Wissenschaftliche Erläuterungen 
mit 8 Textabbildungen und 13 Tafeln. Dazu 26 Rechenschablonen, 2 Rechen· 
beispiele und 2 Kontrollblätter sowie 1 Gebrauchsanweisung. 13 Seiten, 5 Blatt; 
4 Seiten, 28 Tafeln, 2 Blatt. 1930. In Mappe RM 16.20 

Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Kurven. Von 
Dr .• lng. L. Zipperer. Mit 6 Zahlentafeln, 9 Abbildungen und 23 graphischen 
Berechnungstafeln. IV, 12 Seiten. 1922. In Mappe RM 3.78 

Einzelne Grundtafeln je 10 Stück RM 0.45' 

Die gewöhnlichen und partiellen Differenzengleichungen der 
Baustatik. Von Dr .. lng. Frledrich Bleich, Wien, und Ing. Dr. Ernst Melan, 
o. ö. Professor an der Technischen Hochschule in Wien. Mit 74 Abbildungen 
im Text. VII, 350 Seiten. 1927. Gebunden RM 25.65 

Theorie der Differentialgleichungen. Vorlesungen aus dem Gesamt· 
gebiet der gewöhnlichen und der partiellen Differentialgleichungen. Von 
Professor Ludwlg Bleberbach, Berlin. (Die Grnndlehren der mathematischen 
Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band VI.) D r i t. te, neubearbeitete 
Auflage. Mit 22 Abbildungen. XIII, 399 Seiten. 1930. 

RM 18.90; gebunden RM 20.52 

Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. Von 
R. Courant, o. Professor an der Universität Göttingen. 
E r s t e r Band: Fun k t ion e n ein e r Ver ä n der 1 ich e n. Z w e i t e , 

verbesserte Auflage. Mit 126 Textfiguren. XIV, 410 Seiten. 1930. 

Z w e i t e r Band: Fun k t ion e n m ehr e r e r 
Z w e i t e, verbesserte und vermehrte Auflage. 
VIII, 412 Seiten. 1931. 

Gebunden RM 16.74 
Ve r ä n d er li c her. 

Mit 106 Textfiguren. 
Gebunden RM 19.60 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung 
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