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Wanddruck 1n Silos und Schachtöfen. 

Von Oeorg Lindner, Professor in Karlsruhe. 

Einleitung. 

Der \Vanddruck in Silobehältern und Oeren Hißt sich nicht nach der Erd
druektheorie bestimmen, weil die:'ie an! enge Schächte nicht ohne weiteres an
wendbar ist. Die bisher aurgestellten Theorien beziehen sich auf Schächte 
mit senkrechten Wänden. Zur Anwendung aur beliebige Behältertonnen geht 
die vorliegende Berechnung von dem Gewichtsdruck eines einzelnen Kornes 
oder Stückes ans, das sich in schräger Richtung auf andere stützt, und gelangt 
unter Benutzung der walH·scheinlichen Mittelwerte dureh Summation der Drücke 
zu bestimmten Werten Iür vVand- und Bodendruck. Die schräg gerichteten 
Druckstrahlen bieten eine gewisse Aehnlichkeit mit den KraHriehtnngen in Zug
stäben bei ]<'estigkeitsversuchen. Im Ansellluß an die Ergebnisse der bekannt 
gewordenen Messungen an Silos läßt sich die Richtung· aus dem Verhältnis 
von \Vand- und Bodendruek bestimmen, wonach die aufgestellten Formeln auf 
beliebige Schachtprofile anzuwenden sind, wie an einig·en Beispielen, im wesent
lichen zeichnerisch, durchgerührt ist. 

Im Schacht einer Silozelle ist der Dmck der FUllung gegen die Wan
dung auffallend gering, viel niedriger, als er l'iir eine flüssige Füllung wiire. 
Der Bodendruck beträgt etwa dreimal soviel wie der \Vanddruck. Das Gewicht 
der Füllung li.berträgt sich zum großen 'reil dureh H.eibung anl' die Wände und 
wird von diesen getragen. 

Der Bereehnung legt Ja nß e n 1) die Annahme zugrunde, daß eine Ge
treideschicht wie ein in sich geschlossener Kolben in der Silozelle teils durch 
die Reibung an der Wand ringsum, teils durch die Zunahme des Bodendruekes 
getragen werde, und reehnet mit einem festen Verhältnis des Bodcndmckes 
zum W anddruck. 

Für einen Schacht von gleiehbleibendem Querschnitt F qm beträgt das 
Gewicht einer Sehicht von der Höhe dx mit )' kg-/cbm als spez. Gewicht .Pydx. 
Hiervon trägt der Boden der Sehicht .Pdp und der Umfang U mit dem Wand
clruck q und der Reibziffer tt noeh ,u Uqdx. 

Fydx = Fdp + fl Uqdx. 

1) Z. d. V. d. I. 1895 S. 1045 bis 104')· 

Mitteilungen. Het't 124. 



Hier wird P_ = m kon,;tant geset11t. E'ür quadrati,;ehen 
q 

und mnden Schacht-

querschnitt von der Weite s ist das Verhältnis !'_ = ! , 
u 4 

da 8 2 : 48 = _'!_ und 
4 

1r{: ns = : ist. Damit berechnet sich q = :: (I- e-,~,~ ·') in kg/qm. 

d 'b . h . I I Mit r = 8oo kg/cbm un m = 3 ergr t src mit e-' =- = ---8- = o,368: 
e ?., 7 I 

q Soo ( 4 fL _::_) 
- = -- I- 0,368 3 8 • 

s 4!• 

Für eine gleichschwere Flüssigkeit wäre dagegen q = I' x oder 

·q "' - = 8oo-. 
s s 

Folgrnr1e n ebersieht zeigt den Verlauf des Wanddruckes nach der Tiefe. 

/1 = 0,2) o,so 0·75 Flüssigkeit 

"' I.J_ = 235 I95 169 8oo -=I 
s 8 

2 389 295 231 r6oo 
3 5°5 346 253 2400 
4 589 372 262 3200 
5 648 385 265 4000 
6 692 393 266 48oo 
7 722 396 267 s6oo 
8 75° 398 267 6400 
9 760 399 267 7200 

10 764 399 267 Sooo 
00 8oo 400 267 

Im ersten »Feld«, dessen Höhe gleich der Weite 8 genommen wird, findet 
sich hiernach ein Wanddruck am unteren Rande des F'eldes von etwa 1/a bis 
1/s des Flüssigkeitsdruckes. Weitet· unten ändert sich der Druck nur noch 
wenig. Im 8. bis 10. Felde stellt sich der '\Vanddrnck aul' etwa 1/ 1o his 1/ao vom 
F'lüssigkeitsdmck, je nach del' Heibung. 

Janßen hat Versuche an kleinen Apparaten ausgeführt. Messung·en des 
Druckes an Silos hat Prandtl vorgenommen 1). Ausführlichere Untersuchungen 
hat Pleißner im Auftrage der Firma T. Bienert in Dresden-Planen ausge
führt und berechnet 2). Nach den letzteren Versuchsergebnissen lassen sich die 
'\Verte für; 11 nncl m in runden Zahlen folgendermaßen entm~hmen: 

filr Weizen filr Roggen 

Art und Form 
des Silos 41' 

I' m - I' 11! 

m 

runder Bleehsilo 0,20 7.,5 l/3 - -

kleiner Brettsilo 0,25 3,0 I/ 
3 0.35 3,0 

großer Brettsilo 0,45 3,5 1/z o,6o 3,5 
Lattensilo 0,45 2,7 2/3 0,70 3,7 
Ringsilo o,bo 3,0 3j 4 0,75 3,0 
Betonsilo . 0,75 3,0 r o,85 3,5 

1) Z. d. V. d. I. 1896 S. Il22 bis IU5. 
2) z. d. V. d. I. Iqo6 S. 976 bis I027.. 

4!' 
m 

-
ll'2 

2/a 
3/4 

I 

I 

Silo· 
weite 

Bemei·kungen 
s 

m 

I,S Eisenblech 
I •5 ~ senkrechte ungehobelte Bretter 
7.,7 
I,b Packwände, abgesetzt, raub 
I,6 » mit eingebauten Leisten 
3,0 » mit vorspringenden Leisten 
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Druckstrahlentheorie. 
Um die Theorie allgemeiner zu entwickeln und au~ beliebige Schacht

formen zu beziehen, hat man den Einfluß zu vertolgen, den das Gewicht eines 
einzelnen Getreidekornes an~ beliebig geneigte Wandungen und Bodenflächen 
äußert, und durch s~Jmmation den Einfluß der gesamten Füllung· ZU bestimmen. 

Ein einzelnes, auf wagerechter Schüttfläche liegendes Korn stützt sich frei
lich verschiedenaJ;tig auf mehrere darunter liegende Körner. Von allen mög
lichen Lagen braucht man aber bei der großen Masse nur die wahrscheinlichen 
Mittelwerte als allgemein gültig anzusehen. Als solche lassen sich in der Grund
rißprojektion, Fig. r, vier aufeinander senkrechte l~ichtungen annehmen, die den 
Seitenflächen einer rechteckigen Siloform entsprechen sollen. Alle schräg lau
fenden Druckrichtung·en zerlegen sich in diese Richtungen. Im Aufriß, Fig. 2, 

geht der resultierende Druck schräg abwärts. Er wächst von der Oberfläche 
aus allmählich mit der Tiefe durch das Gewicht der durchdnmg·enen 'feile 
der Masse, bis er an die Wand stößt. Hier erzeugt der Druck eine gewisse 
Pressung und eine Reibung, wodurch er sich zum Teil ausgleicht, im übrigen 
nach unten reflektiert unter gleichem NeigungswinkeL Die Gleichgewichtsbedin
gungen für die an der Wandfläche wirksamen Kräfte lassen sich ohne weiteres 
auch für beliebig geneigte Flächen und schräg·e Bodenflächen auf;;tellen. Hierbei 
sind jedoch verschiedene Fälle für begrenzte Winkelzonen zu unterscheiden, so
wohl hinsichtlich der Umkehrbarkeit der Reibungskraft als der Richtung der 
Druckstrahlen. 

Der Winkel ß, unter dem die Druckstrahlen gegen die Wagerechte ver
laufen, ließe sich vielleicht durch Versuche ermitteln odm· als wahrscheinlicher 
Mittelwert der Stützung eines Kornes von gegebener Form berechnen ; doch 
bestimmt er sich einfacher aus den bereits ausgeführten Messungen an Silos, 
wie sich weiterhin ergeben wü·d, zu 45 bis 6o 0, und zwar im Mittel tg ß = T, 2 

für Weizen und r ,3 für I~oggen, entsprechend so und 'i 3 °. 
Man erkennt eine gewisse Aehn

lichkeit zwischen den hier angenom
menen Druckstrahlen und den Fließ
figuren, die sich au~ der Oberfläche 
eiserner Stäbe bei Zerreißversuchen 
als sogenannte Kraftlinien zeigen und 
als die Richtungen der eig·entlich 
wirksamen Zugkrä~te zwischen den 
Molekülen gelten. Sie verlau~en 

ebenfalls unter 45° bis 6o0 Neigung 
zum Querschnitt der Stäbe. Das Ver
hältnis p: q entspricht augenschein
lich den Längs- und Querspannun-
gen in festen Körpern und mag da-
her übereinstimmend mit m bezeich-
net werden. 

Bodendruck bei wagerecht.er 
Schüttung. 

Das Gewicht G eines Kornes, 
Fig. 2, zerlegt sich in der ange
nommenen Aufrißebene in die KriHte 
W und U und in der dazu senk-

I 
~ 

Fig . ·2 . Aufriß . 

Fig. I, 

Grund riß . 

I* 
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rechten Aufrißebene in Vt und Vz, die durchschnittlich alle gleich groß sind und 
den Winkel ß mit der Wagerechten bilden. Ihre senkrechten Seitenkräfte sind 

zusammen gleich G. Es ist W sin ß =!!. oder W = U = VI = V2 = !!. _ r_ . 
4 4 sin ß 

Man kann das Gewicht G ersetzen durch einen aui ein Flächenstück /o 
der Oberfläche wirkenden spez. Druck po, so daß G = f0 p 0 ist. Die Pressung 
wächst von der Oberfläche nach unten mit der Höhe h und dem spez. Gewicht 
r der Sehüttmasse. An einem Flächenstücke fp des Bodens herrscht bekanntlich 
die Pressung p = yh. Die KraH P = pfp zerlegt sich nach oben in die Masse 

hinein wie vorher das Gewicht G nach unten. Jede Seitenkraft W = _Efp - be-
4 sin 19 

dingt eine Pressung w für die Fläche /w, W = wf,,, wobei f,, als Projektion von 
1~ in der Richtung W anzunehmen ist, f., = fp sin ß. Aus W = wf,, = wfp sin ß und 
W = P fp iolgt w = _P_ = ___I!!_ -

4 sin {J 4 sin" ß 4 sin' p · 

Ebenso ist u = !!_, ferner v1 und v2 je = ___l'_1!__ iür beliebige Höhen h f ,. · 4 sin2ß 
unterhalb der Oberfläche. 

Bodendruck unter schräger Schüttung, ]'ig. 3 und 4· 

Liegt die Oberfläche unter dem t;ehüttwinkel (j, der kleiner als der 
Böschungswinkel der Masse ist, so treffen die von einer Stelle fp des Bodens 
ausgehenden Druckstrahlen die Oberfläche in verschiedener Höhe. In der senk
recht znr Schüttkante liegenden Anfrißebene, Fig. 3, ist h., > h,.. Die Kraft 

" 1 
.J 

I 
~ 

-<;! 

·h", ctgfJ ;J 

Fig . 3 nnd 4· 
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W = wfw richtet sich intolge der Summation der in ihrer Richtung liegenden 

],;inzelgewichtc nach hw; mit 1.c = · 1 .h'~ und j;, = fp sinß wird W = rh_w.fp 
4 sm /1 4 sinß • 

Entsprechend ist u = 1."·~. und U = {hu(p 
4 sm-} 4 sin ~~ · 

In der zweiten Aufril3ebene wird VI = V·) = .J!'.v_ und vl = v, = )'hv(p. 
• 4 sin~ ß - 4 sinß · 

Der resultierende Bodendruck ergibt sich zu P = (W + U + V1 + V2) sinß 

( "'" + h." + 2 hv) f I). r·· d B d d k = r ---4·-- p· 1e ur en o en ruc maL\gebende mittlere Höhe 

( hw + hu + 2 hv) """Jlt J • b • t ""f' l h "} h h b • 1 h - - ~ 1a ner 01 e was gro .• er a ::; , aus, wm '" nac o en v1e 
m- 4 

weiter YOH hv abweicht als h" nach unten. 

und 

Nach Fig. 4 ist (hw-hv): lz". ctgp = tgcr, also hw = 
r- ctg 1~ tga 

hv 

(h"- h"): h" ctgß = tg·cr, >> hu = - ------ _hL'_ • 
1 + ctgß tga 

. . tg~,~- 1f2tg2 a 
Hiermit ergibt s10h w01ter h = h - - - -

m v tg2p -tg2a • 

Graphisch findet man hm ab Mittelwert zwi,.;chen ":_<"-+}'o< und II,. 
2. 

Da nun lV am Boden einen stärkeren Seitendruck ansiibt als U, kann das 
Gleichgewicht in wagerechter I-Uchtung nur durch die Reibung am Boden er
halten werden, ohne daß jedoch die volle Heibungsgröl.\e in Anspruch genom
men wird, bei der ein Gleiten eintreten könnte. Statt der vollen Reibziffer 
,ll = tg(! zwischen Boden nnd Masse kommt hier nur ein Bruchteil davon 
,llx = tg(!x zur Wirkung, der zum Ausgleich eben genügt. Die Reibung 
beträgt dabei R = P tg(!x = W cosß- U cosp. Durch Benutzung der vorigen 

ytpcos{J( ) Werte ergibt sich r hmfp tg(!x = --.-- hw-hu oder 
4 Sill {J 

t hw-hu ctg t> .,,.~ g(!x= ------ = 2tg·t-'ctgcr-tgcr. 
hm 4 

Geht man zu dem Grenzfall über, dal.\ die Schüttung unter dem natür
lichen Böschungswinkel ro liegt, und bezieht die Rechnung auf eine wage
rechte Ebene in der Schüttmasse selbst, so erkennt man als äußersten Grenz
wert für tg(lx die innem Reibung der Masse, die dadurch bestimmt ist, daß 
auf der Böschung als schiefer Ebene gerade Gleiten eintritt, abgesehen von der 
möglichen Abrollung der Körner auf der Böschung, also (!x = ro. Für diesen 

I 
.B'all findet sich tgß = :=- · • 

- Vz cosw 

Im allgemeinen wird tg(!x kleiner tiein, etwa 1/:1 von tgw. Auf glattem 
Schüttboden rollen die untersten Körner am Rande der Böschung· vor, weil die 
Reibung zu gering ist, um hier den Böschungswinkel in voller Größe einzu
halten, doch bleibt dahinter die Schüttung liegen, twtz der mäßigen Boden
reibung. 

.B'ür die folgenden Bei:,;piele ist der Einfachheit wegen ß = 45 ° 
t t d b • • d { hw gese z ; a m wn· w = ·---2- = 1/ 2 i' hw. 

4 sin ,·1 

Wanddruck an einseitiger senkrechter Wand bei wag·erechter 
Oberfläche, .B'ig. 5 bis 7· 

Der die Wand, .B'ig. 5, treffende Dmckstrahl W reflektiert in verminderter 
Stärke als U =I. W in der Hichtung p gegen die Wag·erechte; der Wanddruck 
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Q ,= qf. gleicht den w11gerechten Druck von W und U aus, Q = ( W + U) cos ß; 

F'ig. h. 

Q 

Fig. 7· 

riie Wandreibung R = Q tg I! den 
Unterschied der senkrechten DrUcke 
R = (W- U) sinß. Filr (w = f. cos ß 
nach I<'ig. 6 gilt W = wfw = tcf" cos ß 
und für f,, = t~ cosß ist lJ = uf. = 

Fi,;. ~· uf1 cos{J, ahio J. = u = _ll_ • Die;;er 
w w 

letzte Au::;druck ergibt sich aus dem Kräftepolypon , 
1,,. U sin ((1-n)l 
~ Ig. 7, ZU = ---~ Of er w sln ({J~ e) 

}. = t!? fJ -::!i§' 
tgfl+ tg('. 

Hiermit wird Q = W (1 + J.) cosß. 
"h Mit w = --~8 ~olgt 

4 sm 1 

·~ß( sin({l-(')) sin2{1 . . yh 
if =wem; 1 + sin(B+(') = 10 tg 1'l~tge = ztg{J(tgfl:;_tg(') · 

I•'ür fJ = 45 ° wird J. = 1 -=-~.f und rz = 'hy h • 
I+ tg(' 1 + tg(' 

Wenn dazu tge = o,s gesetzt wird, ergibt ::;ich J. = 1/,, und der 
Wanddruck Zll q = "ia w = 'Ia r h. 

J<'ür eine flüssige Masse würde der Druck r h betragen. 
Nach der Erddrucktheorie gilt q = i' h tg- 1 (45- 1/ 2 m), wonach für ro = 30" 

Böschungswinkel ebcn~alls q = 'Ia r h folgt. 

Das Verhältnis p:q und tgß. 

Im Innern der Schüttmasse besteht nach den vorigen Aufstellungen l'Lir 
eine kleine wagerechte Fläche der Druck p = 4 w sin 2p und für eine kleine 
senkrechte Fläche mit tge = o der Druck q = 2 w cos1 ß. Daraus ergibt sich 

die einfache Beziehung _1'_ = 2 tg2ß. 
q 

Für 
p 

q 
2 2,5 2,88 3 

wird tgß =I I,I2 1,20 1,225 

Bodendruck an einseitiger senkrechter Wand bei wagerechter 
Oberfläche, Fig. 8 und 9· 

Die Druckstrahlen gehen unmittelbar bis zum Boden durch, soweit diesel' 
mehr als h ctg ß von der Wand abliegt, wobei p = r h ist. In geringerer Ent
enmng nimmt der Bodendruck g·egen die Wand hin gleichmäßig ab. Es ist 
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nach F'ig. 9 P = (W + U + V1 + V2) sinß = Pfv· Mit (w = f" = f,, = fp sinß 
wird p = (w + u + v1 + u2 ) sin"ß. 

Flg. 8 und 9· 

Dicht neben der Wand ist u1 = ). w 1 Lmd Vt = v2 = w = ~-- ; damit 
4 siu~ß 

3+A erhält man P• = r h · ··· - . 
4 

F'ür ). = 1/ 3 ist ;". B. P1 = 5!.. r h. Der Wanddruck, der von oben 
naeh unten von o auf q = 1/ 3 r h wächst, erzeugt an der Wand von der 
Breite b die Reibung 1/2 qhb tg(.) bei tg(.) = '/2, d. i. '/12 y h2b. Eine 
gleiche Entlastung edührt der Boden druck, nämlich 1/2 (yh - 5/s y h)bhctg fl. 
Das Verhältnis des Bodendruckes zum unteren Wanddruck stellt sich 
auf p: q = ( 5/r, bis r): 1/ 3 oder 2,5 bis 3· 

Der Druck U enthält die Größe ). W1 und eine unmittelbare Zunahme mit 
der Länge von der Wand zum Boden. l\Ian kann zur besseren Uebersicht die 
Größe ). w, in der Richtung von U nach außen auftragen und U so bemessen, 
als ob der Druck von einer so gedachten steilen Böschung ::;tatt von der Obei'
fläche und der Wand ausginge, s. Fig. 8. 

Der oben un der Wand anzutragende Winkel c berechnet sieh für das 
Dreieck mit ). W1 und der Wandhöhe h nach dem Sinnssatz aus 

h:). ~ = sin (ß + yo - c): sin s 
sm{l 

zu tg s = '/2 (ctg I!- ctg ß), z. B. tg e = 1/, (2 - r) = '/". 

Wanddruck an senkrechter "\Va nd b ei gebösch te 1· Obedlächu, 
Fig·. I O. 

Gegenüber der Höhe lh an der Wand vergrößert sich die Druckhöhe für 

den Strahl W um hw- h1 = hw ctg-ß tg6. Mit 71,. = __ "2._ - nach Fig-. .:t folg-t 
I- ctgß t g O' 

r hw y hl w sin 2 ß y ", 
w = 4 sin2 ß = 2~!;;-;:-ß(tgß .:.:_-tgO') und q = tgß + tg(' = 2 (tgfl- tga) (tg j.f_-tg~) · 

Der Rückstrnhlnngsgrad bleibt unverändert ). = t.g!_ -· tg(' 
tgß + tg(' . 



Die außerhalb der Wand gedachte Bi\schung liegt gegen die Wand unter 
der Neigung 

t.,.< - --~L-= -"tg~f! _ _ _ 
b - 2tgßtg(1 - (tgß+tg(1)tg0'" 

Für tgß = 1 , tgG = ~Ia und tg(? = 1/z findet sich c = 90°, ferner w = 3/ ~ {' h1 

und der Wamtdruck q = y h1, und für tgü = - 2/3 wird q = Y ht. 
5 

Fig . JO. 

Fig. I I . 

Bodendruck an e inseitiger senkrechter Wand b ei gebösch te r 
Ob erl' läche , Fig. rr. 

In größerem Abstand als h1 ctg ß von der Wand ist (nach Fig . 3) wieder 
p = r hm mit hm = I I 4 (hw + hu + 2 h.). In kleinerem Abstand iinder t sich der 
Bodendruck gleichmäßig von p bis p1 und erreicht dicht an der Wand den Wert 

P 1 = r 11• (h .. , + l.h,.1 + 2 ht). 

Für tg 6 = 2/a ist h ,. = hv = 3 71. und hu = - ~ -·-----= 3ls h. , danach 
I - ctg ß tg a I + ctg ß tg a 

h,. = 1/• (3 + als + z) h. = ' ls h. , also p = 11s rhv in mehr als h1 ctg ß = h1 Ab
stand von der Wand. Am Grenzpunk t ist llv = 5/ 3 h1 , also p = 11a rh1 • Dicht 
an der ·w and kommt der Bodendruck auf p = y 11, (3 lt1 + ' Ia 3 h1 + 2 h1 ) = 3/z )' h1 

und ist hier nur 3/ 2 mal so groß wie der untere Wanddruck. 

W a nd- u nd Bodendruck bei senkrecht er Wand un d am Rande 

g e böschter Oberfl äc h e , Fig. 12. 

Als Beispiel sei angenommen , da13 die Schüttfläche mit tg· tJ = 2fa von h1 

auf h = 3/2 h1 ansteige, und zwar von 2 auf 3m Höhe, Fig. 12. Die Wand wird 
infolge des Abfallens des Schüttrandes bis auf o,s m von oben entlastet, an 
der Grenze mit q = 1ls rh beansprucht, darunter aber wie bei voller Schüttung 
h , so da l3 unten q = 'Ia I' h wird. Der Boden erfährt in über 4, 5 m Abstand 
den vollen Druck p = rh; bis zu 2 m Abstand sinkt er auf 11II~ y h und bleibt 



so bis r,s rn A.bstand, indem dazwbehen rler Winkel 8 = 90 ° und h, = h ist; er 
geht schließlich auf ~/3 ]'h = rlz1 an der Wand zurück. Der Bodendruck wird 
hier zwei- bb dreimal so grol3 wie der untere 'Vanddruck. 

Fig. 12. 

Wanddruck an nach inuen geneigter Wand, Fig. 13 bis r 6 . 

Wenn die Wand nach innen geneigt steht unter einem Winkel tfJ, der 
kleiner als 90 - ß ist, trifft der Druckstrahl W die Wandung. Hierbei gilt 
(nach Fig. 15) (w={.1 cos(ß+IP) und (nach Fig. r6) f,, =f9 cos(~-"tfJ). 

Nach dem Kräftepolygon, Ji'ig. 14, ist 

l'olglich 

U _ sin (~ (!_+ 1/12 _ tg_ß_ -::: ~-((1_= 1./J) 

1V - sin ({J + I! - •p) - tg fJ + tg ((1 - •p) ' 

). ~ ..'!:. = , c_~~-s~ ·+:.•!!> 11 = I ~t-~~!g '" ~!'i :::-_!~>Jt.:::- '") 
10 l'OS (p'- op) W I + tg ,8 tg 'f' tg- ,8 + tg ((1 - lf') • 

Flg. IJ. Fig. r6. 
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Ferner ist in wagerechter Richtung nach Fig. 14 

Q cos Ce - 1./J) = ( w + u) cos ß, 
eos ~ 

daher 
1c ~in 2 fJ 

q = tg- ß .; t;g- ·(~ -- '/') 
I- tp:{J tglp 
-~- -----·-

und mit yh," 
II ' = .4 sfn2 p- : 

yltw ----- --. I :- tg fJ tg lp 

I] = 2 t g ß tg {J + t g ((l - '/') I + tg ~ tg 'f 

Wenn die Neigung !J! gerade gleich dem Reibwinkel q ist, wird die Wand
reibung nicht etwa aufgehoben, sondern nur etwas vermindert. Während in 
dem früheren Beispiel bei senkrechter Wand q = 'Ia yh.., war, kommt hierbei 
q = 1/,, yh,., und rlementsprechencl veningert sich die Reihung längs der Wand 

nur im Vet·hältnis 3 : 5· In beiden Fälleu ist -" = 1/a, bei dazwischen liegen-
w 

den Neigungswinkeln etwas griif.ler . Bei stärkerer Neigung·, nämlich für 1P ~ 90 - ß, 
ergäbe die Hechnung q = o. Hier aber versagt diese Theorie , weil sie den 
immerhin vorhandenen Ausgleich der Drücke im Innern der Masse nicht ent
hält , sond ern starre geradlinige Fort:;etzung der Druckstrahlen annimmt. Erst 
wenn die Wand nach dem Böschungswinkel ro geneigt oder noch flacher liegt, 
erfährt sie tatsächlich keinen Druck mehr. Indes gelangt der F'all !J! > 90 ß 
kaum .iemals zu praktischer Bedeutung. 

Wanddruck an nach außen g e neigt e r Wand, .B'ig. 1 7 bis 21. 

Bei der Neigung der Wand nach außen im Winkel cp gegen die Senkrechte 
kommen außer W auch noch die Druckstrahlen v, und v~ an der Wandfläche 
zur Wirkung. 

Fig. 17 . 

Es ist W = wf,. mit w = ~ und f'w = { . cos (ß - q,) nach l<'ig. 19, 
4 sln2 {J 

außerdem 

vl = v2 = v fv mit V= _y h:__ und f , = r. sin ß sin qJ nach Fig. 20, 
4 sin' ,9 

dazu schließlich U = nfu mit 
u = ).. w und (u = f,, cos (ß + q1) nach Fig. 21. 
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Bei schräger Schüttung ist h., = hw ( 1 - ctg ß tg r;). 
Hiernach wird 

W h w I + tg ß tg 'l' tg {J + ct g rp 

Nach dem KräHepolygon, ]<'ig. r 8, gilt 

'L cos(cp + (J) = (W + U) cos/1, 
eos (! 

~- sin ( '1 + I! ) = ( W -- U + 2 V) sin ß 
cos (! 

mit der Folgerung: 

oder 

Fig. I 8. 

lJ 

w 

'!_ _ ii_ :+:~g~ tg .,J ctg ß- tg ((J + '!')) + 2 tg fJ tg '!' c:g_ ß_-=._ t_~~l 
W - (I+ tg {Jtg rp) (tg ß + tg ((' + cp)) 

Fig. ' 9· ~·ig . 20 . 

Weiter läßt sich ableiten: 

) " cos(fl-- '!'lU l+tg ßtg <pl! d.i. 
• c.c . ~ = cos ({J +ri w- = I ~-tgß tg~ n,; • 

Fig. 2 I. 

hv ·~ 
• ( l + tg ßtg 'J') (tgß-tg 'f' -tg(l- tg{Jtg 'l'tg (l) + 2/;.~ tg- {Jtg 'F(I - tgrptg (ll 

A = - -- ---------::------:----:------- ' 
(I - t g ß t g 'f') (tg ß t- t <;" 'f' + tg f!- tg- ,8 t g 'f' tg (ll 

orler 
h v ., ß 

C r + tg {l tg 'f'l (tg ß- tg C(l + <pl ) + 2 -- tg · tg '1' 
). = - - - h_,. ____ _ 

( [ - tg ß t g- q;) (t g ß + tg ((' + rpl) 

wo !'in -~ = r - ctg ß tg rJ gesetzt werden k ann. 
hw 

Der Wanddruck beträgt ~ und berechnet sich zu 
(q 

q = 1:: h v tg cp + h w (tg <p + ctg ß) 
2 tg ß + tg ." :;tg (l_:_tgfJtg<p tg~ ' 

oder für eine Böschung: 

yh"- ctg ß + tg <p (2- ctg ß tg a) 

q = 2 t g ß+ t g 'f' + tg (l =-t g ,8 t;; i tg (l ' 

wobei hw = -~-- ist. 
I- ctg ß tg t1 

In Fig. 17 und r8 ist tg cp = 1/2 und tg rJ = 1/a für tg f! = 1/ 2 gezeichnet. 

Für q; = o ergeben sich hieraus die vorerst für die senkrechte Wand auf
gestellten Formeln. 
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}fit zunehmender Neigung wird · u kleiner während u zunächst 0 Töl3er 
w ' w 0 

wird, dann abnimmt, bis beide Werte gleich null werden, das tritt ein, wenn 
hw (tg ß- tg rpo) (I + tg tf tg 'f'o) + 2 hv tg2 (] tg lfo 

tg (! = hu (I + tg ,! tg g-o) 2 .;-z";t:_;:2 ß tg2 ro 
ist, und zwar für hw = hv bei 

tg qJo = 3 tg rl- ctg ,J- 2_tg I? + V9.!!2 ß -+- ~tg2 ß =.:z~8-tg2 (!_ 
2+6tg,'ltge 

Im besonderen gilt für tg ß ~ I und tg f! = 1/2 

bei tg a = 0 1 I 3 2/3 

flo = 34 1/2 29 261/2°, 

mit dem Wanddruck _q!'_ = o,6s o,S I,) 
{hc 

oder qo = o,6s o,535 o,s 
yhu: -

Weiterhin bis IJJ = 90- ß bleibt U= o, indem sich die ~Jasse an der Wand 
vollständig abstützt und dazu ü1m1er weniger an Reibung ausnutzt. Aus der 
Bedingung U = o erhält man von Cfo bis 90 - ß den abnehmenden Reibungswert 

oder 

oder 

tg (! _ = hw (I+ tg}_~'J'J!t/E~ ~tg rp) ::J::~ hv!g~ß.!!_'f' 
x hw (I + tg (1 tg <p) 2 + 2 hv tg2 (I tg 2 'f 

3 tg ß - ctg fJ - tg rp + ~tg <p - 2 tg a tg(}x=- ~-- -·· --------- ----
2 + 3 tg ß tg p + ctg ß ctg f{J - 2 tg p tg (J 

h 2 tg2 "tg Cf' tg (q; + f!x) = tg P + _v --'--=--'~ 
hw I+ tgßtg<p 

Hierbei ist der Wanddruck 

hw (I + tg ß tg <f) 2 + 2 hv tg2 ß tg2 'f 
q =I'------------- . 

4 tg2 {J (I+ tg2'f) 

Der Grenzfall, Fig. 22, 

mit der Neigung Cf= 90- ß benutzt, nach Fig. 23, nur den Heibwert 

tg (} _ 2_tg2 ß - I - tg ß tg (f _ ~."'.l~g ß - ctg fl__J_+~v.!g} 
x - 3 tg {J - tg (f - 2 hw + hv ' 

entsprechend 

tg (cp + f!x) = ctg (ß- (Jx) =(I+ hv) tg ß. 
hw 

Der W anddrnck stellt sich hier auf 
y 2 h". +lhv yh"- 3 - ctg (1 tg <T 

q = ;, G tg"-(1 = -;,- I + tg2 ) = 
r hv .. - - 3 - ctg(J_ tg (J 

2 I - ctg 1'] tg q I + tg2 1] 

und für G = o oder~h". = hv = h auf 

q=rh--~-,. 
I + tg 2 /J 

Bei IJ' = 90 - ß = 45 ° gilt für tg· G = o 

I - tg <T 
tg(!x=--= 

3- tg (f 

mit 
q 3- tg (J 

--

'"" 4(I- tga) 

oder 
q 3 - tg (J 

yh •• 4 

3j. 

:l; ~ 

0,25 o,14 

2/a 
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Unzulängliche Reibung, Fig. 24. 

Wenn aher die Reibziffer tg(l kleiner ist als die soeben berechneten Werte 
von tg Qx, so wird U nicht = o. Hierbei würde sich in dem Grenzfall c:r = 90-ß 
vielmehr u unendlich groß herausstellen, indem längs der Wand die Druck
strahlen U in unendlich kleinem Querschnitt f,, = o zusammenfallen. Statt dessen 
kann man, um das Gleichg·ewicht der Masse auf der schiefen Wand einzuhalten, 

Flg. 23. 

Fig. 22. 
Flg. 24. 

in diesem Fall eine wagerechte Stützkraft S annehmen, die a ls Druck quer 
durch die Masse von einer geg·enüberliegenden Wand ausgeht, statt längs der 
Tdchterwand. Nach Fig. 24 hat man ohne weitere Verfolgung der Kraft S an
zusetzen: Q sin qJ + Q tgQ cos qJ = (2 V + W) sinß mit der Folgernng: 

y hv tgrp + 1/ 2 h w (ctgfJ + tgrp) q = .. . ---- - -----·--- · ----- ---- . 
2 tgrp + tge 

In dem besonderen F'all, wo ctg ß = tg '1 gilt , ist q = Y ~ .. ._ mit 
2 I + t g·,8 (!.!'f! 

dem natürlichen Reibwert tg(l. 

Ist z. B. hv = h ,. und tgß = I , womr tg(lx = 1/3 war, so folgt mit 
tg (! = 1/3 wieder q = 3/ 4 r h ; wenn aber tgQ = 1/ 4 ist, so wird q = 4/ 3 yh. 

Bodendruck auf g en eigt er l<'läch e, E'ig. 25. 

Wenn die Neigung der Fläche gegen die Senkrechte <p > 90 - ß ist, so sind 
nicht nur die Druckkräfte W nnd V sondern auch noch der Druck U von oben 
herab nach Maßgabe der Schüttung bestimmt. 

Nach F ig. 26 bis 29 bestehen folgende Beziehungen: 

V - ~ • U = i' hu __ 
- 4 sln 2 ß ' 4 sln 1 fJ · 

y hw 
W = .. --- • 

4 sin2,8' 
{w = r. cos(<p - ß); {v = fq sinq sinß; {u = - ('] cos(<p + ß). 
W = wf,. ; vl = v2 = vf,; u = uf,,. 

~ sin (cp + e) = (W + V, + V2 + U) sinp, 
COB (' 

~--·· cos(<p + !!) = ( lV - v, + Vz - U) cosß. 
cos~ 
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Hierbei wit·d die H.eibung im allgemeinen nicht voll ausgenutzt, sondern 
nur auf einen kleineren Betrag tg(Jz, als der Reibziffer tg(J entspricht. Man 
findet den Wert l!x für die wirksame Reibung: 

hw (I + tg ßt g tp)(tgß- tgg•) + hu (tg ß tgq.- I) (tg ß + tgtp) + 'l.h.tg2 ßtg<p 
tg (Jx = --- -- h:,-{~tg ß -tg~)i -:;:.:h,. (tg {Jtg<p- j)2_;'], hv tg2 {1 tg2 <p ----

und den Wanddruck auf die schräge Bodenfläche 

und 

und 

hw(I + tg{J tgp)2 + hu (tg {J tgtp- I)2 + 1,hv tg2 {J tg2 'f 
q = r 4tg2ß(r + tg'p) 

Flg. ?,s. 

Fig. 1,8. 

Unter einer Böschung mit tg CJ hat man 

1..tg 2ß-r + (ctgp-tgtp-tga)tga 
tg(Jz= Ztgifltg·cp+ctgrp +(2- tgcptg a)tg~ 

tg2ß + 112 (ctgp-tgu) tg a 
q = yh,. (tg2 rJ- tg2 a)'r + ctg'l'tg('x) 

Fig. 1,6. 

Flg. 29. 

Für den oberen Grenzfall qJ = 90 - ß folgt wieder wie vorher 

h,.(tgß- ctg(l) + hv tgß 2 tg 2{J- I 
tg (!x = --·-- - ---- -- - ; für h., = h,. ist tg l?x = --- 3 tg{J··-- , 

Zhw + h,. 

hw + 1/2 hv 
q = r 1-.:;. t g2ß 

q = rh - ~·_s_ __ . 
I + t g 2 fJ 

I:<~ür den anderen Grenzfall rp = 90° findet sich 

hu - hw 
tg(;lz = ( ) hw + h,.+ 'l..hv tgß 

- tg a 

r (hw + hu + 1. hv) tg2 ß- 1/2 tg2 (/ 
q = P = · - 4 - - = r 11. -t"g2ß-=-t-;.;2 ;;-

Unterhalb einer geböschten Schüttung wil'kt hiernach die Reibung bei steil 
.fallendem Boden nach aufwäl'ts oder nach außen auf das Gut; dagegen nach 
innen bei flach geneigtem Boden, wobei tg(!" negativ ausfällt. Sie wirkt weder 
nach außen noch nach innen, wenn tg (J. = o wird; fül' tgß = r trifft das zu, 



1 h 

wenn q = 90- 6 ist, <l. h. wenn der Boden unter gleicher Neigung wie die 
Schüttung entgegengesetzt liegt. 

Immer wenn h" = h. = h" = h oder tgCJ = o ist, ergeben die l<~ormeln: 

und 

und 

q 

yh 

2 tg2 {1- I 

tg l!x = 2 t;2 ß tg 'P +-.;t.'\r 

I + ctg<p tg ~x 

112 ctg2 ß + tg2'{' 

I + tg2<p 

LHßt man hierbei noch tg~ =I gelten, so folgt: 
I tg(lx= ·---- ··-

2 tg<p + ctgrp 

q '12+tg2 <p 
=-----·=I- 'l2 cos 2 <p, 

yh 1 + tg2 <p 

wonach ein geneigter Boden unter wagerechter Schüttung nur wenig kleineren 
Flächendruck edährt als ein wagerechter Boden, bis bei <p = 45° sich p = 314 r h 
ergibt. 

Unzulängliche Reibung, Fig. 30. 

I lat die Masse eine geringere Reibung tg (I au~ der 
Bodenfläche, als der berechnete Wert tg !!x angibt, so ist 
zur Abstütznng eine wagerechte Seitenkraft S anzuneh
men, Fig. 30, die au!.let·halb der Rechnung bleiben kann. 
Hierbei gilt: 

neben 

Q sin (<p +(I)= (W +V,+ V2 + U) sin{:l 
cos~ 

Q 
· -- cos (q; +I!)= (S + W- U) cos~. 
COS!J 

Aus det· ersten G-leichung allein folgt: 

h,. (r + tgß tgrp) + hu (tg{J tgrp- I)+ 2 h,.tg ß tg<p 
q = r - - - ----4tg ß (tf!<p + tf!;~)- - ---

Fig. 30. 

Wanddrücke in einet· eben gefüllten Mulde, ~'ig·. 31. 

Unter der Voraussetzung, daU ß = 45° sei, CJ = o, also hw = hv = h und 
tg(! = 'l2, sollen für die fortlaufenden Neigungswinkel •r einer halb:>!ylindrischen 
Mulde oder einer halbkugelförmigen Schale die Wanddrücke aufgesucht werden. 
Hierbei ist für die gekennzeichneten Winkelzonen verschieden zu rechnen. 

So lange 'T' gering ist, wirkt u, abhängig von v und w, als schräg ge
richteter Druck. Dabei ist nach der zu Fig. I7 gehörigen Formel: 

Ä. ~ !!._ _ I + 1. tg<p- 5 tg2 rp 
- w- 3-Ztg<p-tg2'f'. 

Das Verhältnis erreicht seinen größten Wert 

'!:. = 'l2 bei tg<p = 'l:1 oder q; = 18'/2°. 
w 

F'ür den (il'enzfall u = o ergibt sich 

tgq'o = 1/5 (I+ V6) = o,69 und q; = rd. 35°. 

Die unter dem Anfangswinkel s au13en angetragene Grenzlinie für die Ver
längerung der Druckstrahlen U hört bei 3 5° auf. 
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Der Wanddruck stellt sieb für die Zone zwischen o0 und q;o nach Fig. 17 auf 

I+Ztgrp I+Ztgrp. 
q = r h - - - = r H - - - · sm <'P • 

3 + tgrp 3 + tg'J' 

J<'iir <p = r8 1/2° wird q = 1/2 r h = o,r6y H und fiir cp = 35° q = o,6s r h 

= o,37 Y H. 

Fig. 31. 

Bei mehr als 35" stützen sich die Drücke W und V an der Wand ab, ohne 
einen Druck in der Richtung U zu beanspruchen, und sogae ohne volle Aus
nutzung der Reibung. Bis zu 'l' = 45° kommt auch kein aktiver Druck U 
schräg· abwärts an der Wand zur Wirkung. Ueber 45 bis 55° wil·kt aber V 
nach Maßgabe der Länge der Sehne und über 55 ° hinaus bis zu cp = 9011 nach 
der Länge der Sehne und der Hückstrahlung von wl im Verhältnis ).. Unter 
Voebehalt der entsprechenden Einsetzung von h" gelten von 35 bis 90° die 
l<'onneln, wie für den Bodendruck an schräger Fläche, nach l<'ig. 25, mit tg p = r: 

und 

11(1 + 2 tg, - to:2 <p) + h" (tg·2r - r) 
tg(?x = h (r + Z tgrp :;_ 3 to:2 <pf+-h" (t; rp - 1)2 

y h(I + 2. tg<p + 3 t g 2<p) + hu (tg·<p - I)~ 
q = 4 --- - - ·-I + t g 2<p • 

Z. B. folgt für q' = 45 11 mit h" = o die Beschränkung in der Ausnutzung 
der Reibung auf tg·e = 1/" und der Wanddruck q = 31+ r h" .. 

Für 55 1/2° ist h = Hsin<r = o,825 H und h. = H (sinq· - cos q) = o,z6 H ; 
dabei wird tg(J = 1/ 5 und q = o,67 y H. 

Bei cp = 71 1/ 2 ° stellt sich h auf o,9 5 H und hu = H (sin <p - cos <p) +I. H cos <r 
= o,79 H für ). = 1/z ; daher tg(? = 1/a und q = o,89 y H. 

Im Scheitelpunkt mit Cf' = 90° ist tge = o und q = r H. 
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Schräg g·efüllter Kasten, Fig. 32. 

In einem Kasten mit senkrechten Seitenwänden von großer Länge liege 
die :F'üllung von einer zur anderen Längswand geneigt. In dem Beispiel Fig. 32 
beträgt die Breite des Bodens 2,4 m, die Schütthöhe h1 an der Seitenwand links 
o,2 m, rechts h2 = r,8 m. Mit r = rooo kommt auf r m Länge das Gewicht 

) . 18+2·02 24 
G = 1/ 2 (o,2 + r,8 · 2,4· rooo = 2400 kg; der Schwerpunkt hegt um ··-' -8----' -.-'-

I, + 0 12 3 

= o,88 m von der r echten Wand entfernt. Die Wand- und Bodendrücke, be
rechnet für tg I! = 1/2 und tg a = "Ia, ergeben sich nach den früheren Aufstel
lungen und sollen der Füllung· Gleichgewicht halten. 

Flg. 32. Schräge Schüttung zwischen zwei Wänden; tg ß = I, tg a = 2 /a , tg (! = 1/2. 

In wag·erechter Richtung gleichen. s1Ch die Wanddrücke von r8 und 324 kg 
durch die Bodenreibung aus. 

In senkrechter Hichtnng wirken die Waudreibungen von 9 und r62 kg 
mit den Bodendrücken, die sich nach dem Flächeninhalt der einzelnen Trapeze 
bestimmen, nämlich 76,7, 261,3 nnd 1891 kg, mit der Gesamtsumme 2400 gleich 
dem Gewicht. 

Das Moment, aufgestellt für den rechten unteren Eckpunkt des Kastens, 
berechnet sich folg·endermaßen: 

Mitteilungen. Heft 124. 2 
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für die linke Wandreibung . 21,6 mkg 
,, das linke 'l'rapez des Bodendruckc,.; 

9 ·2,400 = 
76,7·2,293 = 

261,3·I,98I = 

1891 -o,84o = 

r62 -o 

r76,o )) 

" ,, mittlere )) 519,2 )} 

» » rechte )) )) I 5ss4 )} 

» die rechte Wandreibung 0 )) 

zusammen ( 2400 kg) -2304,2lnkg 
» den linken Wunddruck 18 -o,o67 = I,2 » 
)) >> rechten )) - 324 · o,6oo = - I94>4 » 

im ganzen 2II2,o mkg 
gleich dem Moment der Füllung· 2400 -o,88 = 2II2,o » 

Eben gefüllter Würfel, Fig. 33· 

Der Würfel von der Seitenlänge s mit der Höhe h = s erfährt einen bis 
1/ 3 rh = ';/1s /'S nach unten anwachsenden VVanddmck und einen gleichbleibenden 
Bodendruck von ~/s yh = 1"/1, ys, wenn wieder tg ß =I und tg (! = 1/2 und dazu 
}. = 1/a eingesetzt wird. 

Fig . 33-

In halber Höh e h1 = '!" s fiillt aber der Bodendruck ung-leich aus : im 
Mittelpunkt P I = yhl = "h s rs nnd in den Ecken lJ! = ~Ia )'hl = "/ ] ~ )' S und in 

den Mitten der Seiten ]J1 = "Iu yh1 z,s 1·s. Danach bilden die unter der ::\littel
r8 
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ebene aufg·etragenen Werte mit ihren Enden eine über l<Jck liegende Pyramiden

fläche mit dem Mittelwert ''/,; rht = ?,~ )'S. 
rR 

Wenn zwei Würfel gefüllt übereinander stehen (ohne Zwischenboden), so 
wiederholt sich für del1 unteren Wüdel das Rechnungscrgebnis, daß der Boden
druck unten unveränderlich ist, nnd zwar = ' ''/ 1, p , aber in der mittleren Höhe 
des unteren Würfels veränderlich ausfällt, 1;/1, rs in der :Mitte und 1 4/ 1 , J'S in 
den Ecken. 

In Wirklichkeit, wobei sich die Druckstrahlen nicht so streng geradlinig 
fortsetzen, wird wohl in allen HöhenlagPn der Bodendruck im Mittelpunkt grö
J3er als in den Ecken bleibe11. 

Quadrati sch e r S c h a cht. 

Mehrere übereinander stehende Würfel bilden einen quadratischen Schacht 
als Silozelle mit der üblichen Einteilung· in »Felder <•, je von der Höhe gleich 
der Weite. Für den Sonderfall tg ß = I paßt diese :BJinteilung l'ür die Rech
nung nach det· hier aufgestellten Theorie. \Venn aber tg ß > I ist, wird man 
besser die F eldei·einteilung so wählen, daJ3 die Höhe eines Feldes h = s tg ß wird. 

Z a hlenwerte für Siloz e ll e n , F ig . 3~ bis 37 · 

Die von Pleißner (Z. d. V. d. I. 1906 S. 976) gemessenen Zahlenwer te für 
verschiedene Silozellen sind in I•, ig . 34 bis 37 aufg·etmgen. Man ersieht aus 
Fig. 34 und 35 den Verlauf von Wand- und Bodendruck für F' iillung mit 

8otfentlrvcA: 

Flg. 34. Roggen. 
2* 
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lfig. 35· Weizen . 

F ig. 36. Roggen . Fig. 37· Weizen . 
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Hoggen und Weizen, und aus Fig. 36 und 37 die danach berechneten Verhält
nisse p:q nnd tg ('· Die Ergebni~se geltcu als praktische Grundlage. Nur in 
einem Pnnkte mögen die Aufzeichnungen von der "\Virklichkeit etwas abweichen, 
nämlich Hir das oherc;te Feld einen zu reichlichen "\Vanddruck anzeigen, weil 
die Messung·en immer nur mn untersten Felde bei feldweise erhöhter F'üllung 
des Schachtes vorg-enommen >nmlen sind, wobei die Dichte der }'üllnng· in der 
Tiefe des unteri'iteii Feldes größer und der Wanddruck stärker ist, als wenn das 
Getreide oben auf mit geringer Fallhöhe eingeschüttet worden wäre. Im freien 
Fall dmch den Luttraum werden sich die Körner mit ihrer Längsachse in die 
Bewegungsrichtung einstellen, darum auch im unterstem Felde mehr senkrecht 
stehen als im obersten, und bei aufrechter Lage sich ineinanderkeilen, daher 
verhU!tnismlWig stärker nach den Seiten drUcken, ab wenn sie fiach liegen. So 
erklärt sich der ziemlich holte Seitendruck, der bei alleiniger Füllung des 
untersten Feldes gemessen und am ober:-:ten Feld eingetragen ist. Weiter folgt 
aus dieser AuHassung·, daß das Verhältni" des Bodendruckes p zum "\V unddruck 
q kleiner ausfallen wird, wenn die einzelnen Körner in aufrechter Lage ein
fallen, wie hier für die unteren Felder gilt, aber für die oberen F'elder einge-

trag·en ist. Deshalb wird eo; zutreffelide1· sein, für P eine11 von der Höhe un-
'1 

abhängigen "\Vert an Stelle der veränderlichen "Werte durchweg gelten zu lassen. 
Infolgedessen wird sich auch die Reibziffer tg I! oder 11 des Getreides an der 
"\Vandfiäche nicht nach unten wachsend, sondern einheitlich berechnen. 

Das Verlüiltnis p: q kann hiernach im Mittel gesetzt werden: 

2,2 bis 3.4 = 2,88 mit 

2,2 )) 3·9 = 3,38 )) 
oder p:q = 3,125 » 

tg ß = V1 / 2 ; = r,2 für Weizen, 

tg ß = = I,3 » Roggen, 
tg ß = » = r,25 als Mittelwert. 

\Vanddruck in einer quadratischen Silozelle, Fig. 38. 

Nach de1· Theorie wächst der Wanddruck vom oberen H.ancle gleichmäßig 

bis zm Tiefe h = s tg ß von o bis q1 = 18 . 
2 (t~ ß + tg ~) 

Im zweiten Felde wächst q gleichmiißig weiter, indem ein von der Ober
fläche ausgehender Druckstrahl einmal an der gegenüberliegenden Wand re
flektiert wird nnd dann noch um die Feldhöhe h niedergeht; mn Grunde des 
zweiten F'eldes wird danach qJ für h + J.h zu berechnen sein, so daLI 
112 = q1 (I+ 1.) ist. 

Im dritten J<'elde mit zweimaliger Reflexion findet sich am Grunde 
q3 = ql (I + ). + ). 2). 

"\Veiterhin besteht am Grunde des 11. Feldes der \Vanddruck 

qn = ql (I+).+)."+ • .. ).n-1). 

Die Summe dieser geometrischen Reihe beträgt 

Tief unten für n = oo wird qu = 1]1 1 , = -~ 
I-A 4tg(' 

Diesem Grenzwert kommt der Wanddruck etwa vom 5· Felde an sehr 

nahe und berechnet sich hiernach zu qn = qu (r -A") = ~(r -).n) mit n= ~ . 
4tg(' stgß 
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Für tg ß = ''I• und tg (! = 
tgß-tg {! ·• 

}. = -~· -··--- = -13 

q,.:ys = 

q":ql = 

tg ß + tg 1.? 

1' 
13 

I 

3 
z. B. für r = o,8 und s = 3 m, q" = 24 

Fig. 3ö. Silodruck. 

I • 
12 

3,5 

I ~~ 

7 I, 

1,2 

I I ~ 

!Ja 

j 13, 

o,8 tlqm. 

;· = o,8 t(cbm ). = tg fJ - tg_J> 
to: fJ + tg (! 

II 
11 = I! ii = S tgß 

1:.r f'J = ''" als ~tt<,Jwert flh· Wel-
zen und Roggen 

tg 1.? = 1 ~ fOr Brottwiinde; J. = 2/ 3 

= 1 /~ für P&l"kwUnde · J. = 3.'r 
- 3/, fUr ßotouw<Lnde; ). = 1/ , 

p 

I/ 

yx 
Qn -

4 tg (I 

q - 'I• ( r - ). n ) 

Innerhalb eines einzelnen Felde,; wächst der Wanddruck gleichmäi3ig mit 

der Tiefe x im Felde, so daß qx = qn-1+-~'-(qn -qn~J) ist. 
h 

Der durchschnittliche Wanddruck für n Felder läßt sich ausdrücken 
i)ntgß durch qm = q,. - - ···-· · · . 
2ntg:(' 

Zur Ableitung der Formel setzt man an: 
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qm = !._ ( 90 + q1 + q2 + ... qn-1 + q"-), wobei qo = 0 ist; 
n 7. 7. 

= !._ (ql + q2 + ... qn-1) + '!!: ; mit qn = qu (I - ).n) folgt 
n 7.n 

= I q.(I- i. +I -1. 2 + .... I - }.n- 1) + .'!!'_ mit (n- I) mal I; 
n 7.n 

=!..IJ.(n-[I+A+J.2 + ... J.n- 1])+qn, mit geom. Reihe; 
n 7.n 

= !._ fju (n- r-/)..") + !]><_, WOrin q" (I -/.n) =qn ist; 
n I- 2.n 

qn ( I I ) qn I - ). . I + ). tg fJ 
= q.- --;.; 1-...=-;. - /2 = q.- ,.;- z(r-=-'2) mlt r::_). = tg(' • 

Der Gesamtdruck auf eine Wandfläche von der Breite s und Höhe 
H = ·nh = nstgp beträgt: 

Ql = qms H = qmni5 2tg· ß = ( 9;) ll tg· ß s3• 

Die Reibung an den vier Wandflächen trägt: 

Q, = 4Q1 tgq = ( 98m) 4ntgßtg(ls3• 

Da~> Gewicht der Ji'üllung im Schacht ist G, = s~ Hr = nytgßs';. 
Z. B. bat man für n = Io Felder bei r = o,8 und tgß = I,25: 

und für. . tg(.l = 1/4 1/2 3/4 
den durchschnittlichen Wanddruck qm = o,6o3 o,35 o,244s 
gegenüber dem unteren Enddruck q. = o,8 o,4 o,267s 
den Gesamtdruck auf I Wand Q; = 7,54 4,375 3,o6s3 

die Reibung an den Wänden. Q,=7,54 8,75 9,I67s3 

und das Gewicht der Füllung G, = ro ro 10s3 

danach verbleibt der Bodendruck (}~ Q, =P1o = 2,46 1,25 o,833.~ .-
Der Trichter unterhalb des Schachtes, angenommen als Pyramide von 

45° Neigung mit der Höhe· 8 
, enthält G, = 1/as2 8 r = o,I33·~ 3 an Gewicht. Er 

7. 7. 

ist im ganzen belastet mit p1os2 + G,, dat~ ist für die drei Fälle: 
2,593 1,383 o,966s 3• 

Boden druck in einer quadratischen Silozelle, Fig. 38. 
Als »Bodendruck« ist hier der durchschnittliche I<'lächendruck auf irgend 

eine wagerechte Ebene innerhalb der Zelle verstanden. 
Er läßt sich als Mittelwert berechnen, indem man einen Punkt in der 

Mitte einer Seitenwand in Betracht zieht, wie sich bei der Berechnung im 
Würfel gezeigt hat. In der I<'ormel 

p = r (h,. + 2 hv + h.) 
4 

hat man h,. aus der Zeichnung abzumessen oder aus dem Wanddruck zu be· 
rechnen gemäß 

'l.tg{J(tgß +tg(J) 
h .. =q . y 

I<'erner gibt h. = ).lz" nahe an der Wand. 
Weiter läßt sich h. abmessen, indem man von der Mittellinie der Zelle aus 

den Druckstrahl bis zu der Linie der außen angetragenen Böschungsgrenze 
zieht und die senkrechte Komponente entnimmt. 
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Durch Einsetzen der Werte findet man p. 
In großer Tiefe, wo die Böschungsgrenze senkrecht verläuft, hat man 

hv = h,.- 1/2h1 bei der Feldhöhe ht = hw(r- J.), also 211, = hw(r +I.). Hierbei 
findet sich 

pu = }'__ hw(I + A) = j'_ hl I+ 2 = Y flt tg fJ = Y tg_2(J S. 
2 2 I - 2 2 tg I( 2 tg I( 

Anderseits kann man den Bodendruck aus der Bedingung berechnen, 
daß er das Gewicht der überlagernden Masse abzüglich der W andreibung· 
tragen muß, wobei der Mittelwert (q) des Wanddrucks einzuführen ist: 

p = 1 2 [yHs"- !.14SH(q)] 
b 

H 
= r H- 1-14 - (q). 

8 

In den einzelnen :B'eldgTenzen hat man stets 

Pn = qn2 tg 2ß = q,.2 tg~ß(r -J..n). 

Will man den Bodendruck, entsprechend den Knickpunkten in der Linie 
des Wanddruckes von Feld zu Feld oder iunerhalb eines E'eldes berechnen 
für die Tiefe x unterhalb einer E'eldgrenze, wo der Druck pn - 1 bekannt ist, so 
gilt die Beziehung 

:V qn~t + Qx 
P =Pn-1 +/'X- fl4- ----- . 

s 2 

Setzt man allgemein qn-1 = q,. (r - ).n-') und q,. = Y!_ nach den vorigen 
4,U 

Entwicklungen ein, mit s =--"-- , so folgt: p = Pn-J + r xJ..n-l [I - !__-=-_;, _::__]. 
tgß 2 h 

Der Verlauf der Bodendruckkurve setzt sich hiernach aus einzelnen Parabel
segmenten zusammen, die übrigens aneinander ohne Knick anschließen. 

Im ganzen hat man 

p = 2 tg2ß [r - }.n-l (r - J~- x r 2 - (I -/..) _::__])] 
q,. tgri h L h 

!" I-J. oder mit----· 
tgß --I+).. 

- = 2 tg2ß I - -- A + I - (I - A) --p [ ).n-1 (- [ x ]2)] 
~ I+J. h 

neben _'L =I -J..n-l r I- (r- A) -=-]. 
~ L h 

Für "' = 1/2 wird 1' etwas größer als 2 tg2 ß, und zwar 
h q 

Innerhalb des I. Feldes berechnet sich p, = rx (I - _::__ --+g_g____) . 
, h, tg1, + tgl? 

Mitten im r. Felde ist insbesondere P = 2 tg2ß ~, nämlich für I.= 
q 2 (I+ 1.) 

2/a- 3/;- 1/4 bezw. !'__ = 2,2 tg· 2ß- 2,4tg2ß- 2,6tg 2ß und bei tgß = 1,25, end
q 

lieh 3,44 - 3.75 - .:j-,o6, 
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Mitten in den untersten Feldem, berechnet für n = oo , bleibt P = 2 tg" ß. 
q 

Näherungsweise läl.\t sich die Hodendruckkurve als kontinuierliche Kurve 

ansehen, indem man an Stelle von n den Wert f!_ einsetzt und ihn nicht nur für 
h 

ganze Zahlen, ::;ondern auch für Bruchwerte gelten läßt: 
H 

p cc2tg2ßq.(l- }.,h). 
Wollte man im Anschlul.\ hieran auch für den Wanddruck q einen kon

tinuierlichen V er lauf ableiten, indem man ihn im Verhältnis 1 : 2 tg· 2 ß kleiner als 
p gelten läßt, wobei er an den :B~eldgrenzen passend, sonst aber etwas zu groß 
ausfällt, so käme man auf eine Formel 

1!_ ctg[l) 
q = q. (r - 1.." , 

die dem JanL~enschen Ausdruck 
41'- H 

q qu (I - - p/q s) 
ähnelt nnd ihm gleicht, wenn man 

w-( +) ;fg:iß = ).ctgß 

setzt oder an Stelle des konstanten Wertes I = o,368 den nach den jeweilig·en 
e 

t~ 

Umständen zu bemessenden Wert 1.. 2 ~'- setzt; das ist für tg r:J - r, 2 5 und ft = 

1/4- 1/2- 3/. rd. o,36- 0,35- 0,33. 
Zahlenmäßig stehen die Ergebnisse in naher Uebereinstimmung. 

Der Druck im Trieb terboden, Fig. 38. 

Die Silozelle möge unten einen pyramidenförmigen Trichter mit rp =+5° 
Neigung der Seitenwände haben. Der Wanddruck ist bierfür unterschiedlich 
zn berechnen je nach den Verhältnissen von hw : hv : h. und der jeweils nutz
baren Heibung an~ der schrägen Bodenfläche. 

In der Achse der Silozelle, also in der untersten 'l'richterspitze, i::;t gleich
mäßig hw = hv =~ h. = h, bestimmt durch yh = p, wobei für p der Bodendruck 
nach der vorigen Berechnung gilt, und zwar unter :B'ortsetzung· der Bodendruck
kurve hi::; zur Tiefe der 'l'richterspitze. In den Zahlenwerten ändert sich hier
bei nichts gegenüber den -werten P1o am Grunde des ro. :B'eldes. Die nutzbare 
Heibung findet sich aus der :B'ormel für tg(.lx nach J1'ig. 25 für h., = hv = hu zu 

2 tg2 p - I ... , , 2 tg2 {J - I tg(.lx = --~ ----- und fur tg q ~~I ZU tg(.lx = ----. 
2 tg2 ß tg tp + ctg tp 2 tg2 t1 + I 

Mit tg{i = 1,25 wird tg(.lx = o,sr 5 als höchste Grenze für die Heibung. 
In den :B'ällen ft = 1/4 und 1/2 kann nur diese kleinere Reibung wirksam 

sein, wofür nach Fig. 30 zu rechnen ist: 

h tg rp h I 4j b .,/ q = )' ---- = i' ---- = 5PJo ezw. = -3}JJo· 
tg tp + tg (! I + f' 

In dem :B-,all tg(.l = 3/ 4 wird aber nicht die volle Heibung ausgenutzt. Dabei 
ist der Wanddruck q nach der zu Fig. 25 gehörigen lTormel für hw = h, = h,. = h 

und tg cp = r zu ermitteln als 
1/2 ctg2 ß + tg2 rp 

q = yh --------- = o,66yh = o,66p1o. 
I + tg2 'f 
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In der Trichterspitze herrscht also bei p, = 1/4 1/ 2 3/ 4 

für P1o = 2,46 r,25 o,833s 
dPl' vVandclruck q= 1,97 o,833 o,)SS 

Nahe an der Seitenwand ist h" = ).h" ammsetzen und 2hv = (r + ).)h.,., weil 
hier die Böschungsgrenze schon senkrecht verlHuft. Die mittlere Druckhöhe ist 
h = 1/4 (hw + h" + 2 7h) = 1/z (r + ).) llw nnd p = j'h. Daneben ist zn benutzen 

1~~__}; = tg/J. Für <lieeie Verhältnisse berechnet sich der Höchstwert der Reibung 
I-). tg~ 

(nach der allgemeinen Förmel zu Fig·. 25) für tg cp = I und tg ß = r,25 zu 

2'~:5- = 0,46 
4,125 + 2,tt 

Iür /"'- ~ 1/4 

Im ersten der drei Fälle bleibt die kleinere Reibung 1/4, und nach der zu 
Fig. 30 gehörigen Formel gilt hierbei mit tg cp = I der Wanddruck 

2 tg2 ,8 + tg {! . Q 6 q = -.,- p = o,o 4P und mit p = 2,46s 
2 tg·•;J(I + tg(>) 

q = 2,125s Hir tt= 1/4. 

In den beiden andemn .b'ällen ist (nach der Formel für Fig. 2 s) Zll rechnen: 

und zwar für fl = 1 /2 

q = o,82 
mit p = r,25 

q = r,o25 

a; 4 

o,9op 
o,833s 
o,;s 8 

Verschiedene Schachtq uerschn i tte. 

In einem rechteckigen Schacht mit den Seiten a und b würden die 
Druckstrahlen iu den beiden Seitenebenen verschieden lang durchlaufen, bis sie 
reflektiert werden. Statt dessen stellt sich offenbar ein Ausgleich her, weil sich 
die Druckkräfte nn jedem Korn von neuem zerlegen. Man trifft daher die 
Uebereinstimmung· mit der Wirklichkeit besser, wenn man die ·wand- und 
Bodendrücke nicht nach dem Rechteck, sonelern für ein Quadrat berechnet, 
dessen Seitenlänge so anzusetzen ist, clal.l Bodendruck und Wandreibung gerade 
das Gewicht der Füllung- tragen. DaHir gilt bei dem Quadrat 

s"H )' = s"p-!-- 4 sH(q) tg{! 
oder + H (q) tu(! 

II;·--p =s, 
und bei dem Hechteck 

oder 
a bH /' = abp + 2 (a + b)H(q) tg(l 

4H(q)tg~ 2ctb 

Hy- p a+b 

Danach ist 
2 ab 

s= 
a+b 

z. B. l'ür Ct =I und b =I 2 3 4 6 
S =I 1,33 I,) r,6 I,7 

Allgemein gilt für einen Querschnitt P und Um!ang U 

4F 
S= u 

9 00 

r,S 2 
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äo wird flir einen Krei:-; vom Durehme>iser (l 

8 = d, 

mr ein äeehseck oder ein Achteck und andere g·leichseitige Vielecke vom 
einbeschriebenen Durchmesser d wieder 

s = d. 

Kuppelo~en, :B'ig. 39· 

Die Anwendung der Theorie anY einen Kuppelofen sei durcbgeiührt für 
einen Ofen von 8 = d = o,8 m Weite, mit einer Verengung auf o,s m, unter 
Annahme einer Böschung der Hast mit der Neigung cp = 90 - ~· 

Fig. 39· 1-i:uppe!ofen. I : 40. tg ,R = r ,25, I' = o,-l5, I.= o,25, y = 3 t/ cbno. 

Für tgß = r,25 beträgt die Feldhöbe o,8 · 1,25 = 1 m. Die Reibung an 
der Wand sei tgQ = o,75, so daß I.= 1/J wird. Das spez. Gewicht der Füllung 
ergibt sich für die Mischung 

von roo 
mit 7 

kg Eisen 
" Koks 

>'.ll rd. -t kg/ltr in 2 5 ltr 

und r,s ,, Kalkstein ,, 

ro8,5 kg Beschickung 

)) o,s 
)) r,s 

In Rücksiebt aur das Setzen nnd Durchdringen 
)' = 3 gesetzt. 

Der Wanddruck steigt im 1. Felde bis >'.U 

>> I-t " 

I " 

in 40 ltr zu 2,7 kg/ltr. 

der Gichten im men sei 

3d - o,75 d = o,6o t/qm. 
2 (1,25 + o,75) 



Der Bodendruck am Grunde ist P1 = q1 2 tgjp = r,87 t/qm. 

Am Grunde des 2. l<'eldes ist q, = q1 (r + 1/,) = o,75 t/qm; P2=2,34 t/qm 
» '' >> 3· » >> q3 = q1 (r + 1/1 + 1/16) = o,79 » 113 = 2,46 » 

» » » 4· » >> q1 = q, (r + 11+ + 'h .. + 1/,;,) = o,8o » Pt=2,)0 » 

Diese Zahlen gelten für einen g·eradlinig durchgehenden Schacht. Infolg·e 
der Vereng·ung fallen die auf die engere Wandung treffenden Dmckstrahlen 
kürzer aus, so dal3 die Druckhöhe im unteren Felde nicht den vollen Wert r 

0 8-0 5 
erreicht, soudem um ' ' tg) = o,r87~ kleiner bleibt; daher vermindert sich 

1. . J 

der Wanddruck 11m o,r875 1}1 = o,II t/qm. So findet sich am Gmndc des 
3· l<~eldes o,79 - o,u = o,68 t/qm. 

In dem unteehalb der Verengung liegenden Teil des Schachtes verkürzen 
sich nicht nur die auftreffenden Druckstrahlen, sondern auch die vorhergehenden, 
so daß der Wanddruck hier um o,r r (r + 1/,) = o,14 t/qm kleiner ausfällt und 
z. B. am Grunde des 4· E~eldcs o,8o- o,r4 = o,66 t/qm beträgt. 

Auf der Rast übt die Füllung einen starken Druck aus, der sich nach der 
einen oder anderen I•'onnel bet·eclmen läßt, je nachdem die Reibung voll oder 
nur teilweise ausgenutzt wird. Am äußeren Rande ist 2 h. = (r + ).) hw zu 

· l lN h,v (tgß- ctg ,:J) + hv t"ß 6 setzen, womit nac 1 1' 1g. 25 tg (!x = "· = 0,4 9 folgt, gegenüber 
'2.h10+hv 

der größeren Reibung· tg (! = o,75· Darum ist (nach Fig. 30) zu rechnen 

Y 1. hw + h,. • 1. d P ~·· • I Höh d q = - ---9 -- uut hw = --. h. un hv = . 1LII' Jl = 2,42 m c er e es äuße· 
1. I + tg• {J I + /. y 

ren Randes der Rast. Es folgt q = I,99 t/qm. 
Denkt man sich die Rast bis zur Achse fortgesetzt als Trichter, so wäre an 

ihrer Spitze h,. = h. und dazu tg!lx = o,567, wieder < o,75, also q = rh~2-
r + tg ß 

mit h = _P_ und p = 2,46 in der Höhe der Trichterspitze, daher q = I ,44 t/qm. 
I' 

Entsprechend dem gleichmäßigen V er lauf von I ,99 bis I ,44 vom Rande bis zur 
Spitze trifft auf den inneren Hand der Rast der Flächendruck I,78 t/qm. 

Die Durchschnittswerte für den Bodendruck in den wagerechten Ebenen 
verlaufen nach Kurven, deren Zahlenwerte sich aus dem Gewichte der über· 
liegenden Füllung abzüglich der Heibung an der Wand am einfachsten so be· 
rechnen lassen, als ob der Schacht quadratisch wäre. Unter det· Rast, längs der 
Verengung, vermindert sich der Bodendruck von 2,43 auf 1,78, nämlich gemäß 
p o,s~ = 2,43 · o,5 2 + o,s~ · o,625 r- 4 · o,s · o,625 · o,675 tg(l. In der folgenden 
Erweiterung sinkt er gar auf r,o; und wächst bü; zum Boden hin auf I,33 t/qm. 

l\fit Hülfe dieser Zahlen läßt sich nun auch berechnen, wie tief die Schmelz· 
säule in die Schlacke und das Eisenbad eintaucht, bis sich Bodendruck und 
Auftrieb ausgleichen. Von der Schmelzsäule können nur Koksstücke eintauchen; 
sie nehmen etwa 1/a des Raumes ein, entsprechend dem Verhältnis des spezifi· 
sches Gewichtes von geschichtetem Koks mit rd. o,47 zu 1,4 für ein massives Koks· 
stück. Die Zwischenräume sind unten mit flüssigem Eiseu gefüllt, dessen spezi· 
fisch es Gewicht 6,9 ist, und dat·über mit Schlacke von 2,4 kg/ltr. Hat die Schlacken· 
schiebt die Tiefe t1 und ist tj die Eintauchtiefe im Eisenbad, so wird für r qm 

Grundfläche das Gewicht der verdrängten Flüssigkeit 1/a t1 2.4 + 1/a t2 6,9 = p, 
nämlich gleich dem auf r qm lastenden Druck. Hieraus berechnet sich die zum 
Gleichgewicht im schwimmenden Zustand erforderliche Tauchtiefe im Eisen 

p- o,8 t1 t2 = ----
7.,3 



29 

Wenn z. B. t, = o,25 m angenommen wird, so müßte in dem verengten 
Schacht mit p = rd. 1,12 Bodendruck an der Oberfläche der Schlacke die 
Schmelzsäule auf t~ = o,4o m in das Eisen eintauchen, und in dem zylindrischen 
Schacht mit p = 2,50 auf t2 = r,oo m. Danach kann die Füllung im Eisenbad 
nicht schwimmen, sondern wird auf dem Boden aufstehen, wobei die Koksstücke 
den F'assungsraum auf "h beschränken; beim Abstich wird die Füllung erst 
nachsinken, wenn die anstauchenden Koksstücke wegbrennen. 

Kuppelofen, }'ig·. 40. 

Hechnet man aber tgß = I statt I,25, so fällt der Wanddruck im oberen 
Teil des Schachtes größer aus, unten gleich groß wie vorerst, und der Boden
druck nimmt wesentlich geringere Werte an. 

Die Feldhöhe ist jetzt gleich der Schachtweite o,8 m. 

>1-G' 
__ (j!2 

~ ~ 
~ ~ ~ 

..> ~ ~ 
"(;, ~ 

{/80 {50 

Fig. 40. Kuppelofen. I : 40. tg ß =I, f' = 0,75, J. = 0,25, y = 3 t / e.bm. 

Am Grunde des I. Feldes ist q, = - ( y II ~tg ß ) = ( . 3_ rl ) = o,686 t/qm . 
2 t.gß + tg·e 2 r + o ,75 

Der Bodendruck stellt sich auf fl• = 2 tg·2ß q1 = 2 q1 = 1,372 t /qm. 
(.o·(J - to· o 

Der Wert).= ~ - -- ~' wird = 1/; . Damit findet sich 
tgfl + (_!!(' 

am Grunde des 2. Feldes q, = q1 (I + 1/;) = o,785 
>> » » 3· q; = qt (r + '/; + l f "l) = o,799 
)) )) q_~ = = o,8o 

und ]J2 = 1,57, 
» p. = r,6o, 
>> p, = r,6o, 

>> >> S· » q:, = = o,8o » p; = r,6o, 

so daLl in einemzylindrischen Schacht schon bei einer Tiefe vom 3- bis 4fachen 
Durchmesser der Dmck weiterhin gleich bleibt. 
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Pür den verengten Schacht gilt der vorige Hechnungsgang und liefert für 
den Druck an der Rast I,8o bis I,S8 t/qm; imwrhalb der Verengung fällt der 
Wanddruck von o,697 aul' o,s8 infolge der plötzlicnen Yerkürzung der Druck
strahlen. Unterhalb der Verengung beträgt er zunächst o,68, am unteren 
Ende o,665. 

Der Bodendruck nimmt in der Vm·engung von I,6 auf I,os und ll:l,75 ab, 
fällt in der l<Jrweiterung auf o,595 und erreicht bis unten hin o,84 t/qm. 

Hierbei würde eine Tauchtiefe von I 5 bis 20 cm im Eisenbad genügen, 
um den Druck der Schmelzsäule schwimmend zu tragen. 

Hochofen, Fig. 41. 

Das spezifische Gewicht der :B'üllung kann zu I>4 t/cbm angenommen wer
den, indem angesetzt wird: 

für I oo t Eisen: 300 t l<Jrz 
IIo t Koks 
so t Kalkstein 

=ISO cbm zu 2 

= 220 » » o,s 
____ 30_»_ » I,6 

t/cbm 
)) 

)) 

460 t Beschickung = 400 cbm zu I', I 5 t cbm, 
mit Hücksicht darauf, daf.l die l\Jassen sich durchdringen und dichter setzen, so 
daß bei rd. 20 vH der Wert I,4 erreicht werden mag. 

Die Reibziffer tg·u =;= o,75 gilt für Koks auf feuerfestem Stein; für Erze 
wäre o,8o zu nehmen, doch gehen diese vorwiegend nach innen, so daß 0,75 
beibehalten werden kann, mit (! = 36° 52'. 

Die Druckstrahlrichtung ist zunächst tgß = I,25 gewählt. 
Mit diesen Annahmen findet sich für senkrechte Wand l.o = o,25, für den 

Schacht mit 1J! = 3" 29' Neigung ).,:, = o,265 und für die Rast mit rp = 12° Nei
gung ).'P = o,o88. Es ist nämlich 

t~~:ß-tg(!- 1,25-0,75- . 
t{!.'f/;t~~:v- 1,25-.;_();75- o,zs, 
I-tg,Btgy: t.!!:/1-tp:(f?-'fl) _ r-r,25·o,o6 I,25-o,66 _ 
r+t.o:,Ho:lpto:ß+tg(f!--;pj- I~r~2s---.;,c;6·1:-,;,5:.;_o,66- 0' 265; 

h,. 
(r + to:ß to:<p) lto:ß- to: ((' + 'f)) + 27;;;,to:2 ß tv:<p 

(I- t; 1'1t~~:r)(tp:{1 + tg (('+ r)) 
6,24 

(I + I 25 • 0 2I25) (I 25 -I 45) + 2 • --- I 25 2 • 0 2125 
' ' ' ' 9 71 ' ' - - - · · · ' - = o o88. (I- I125 · o,2I25) (I,25 + I,45l ' 

In der Tiefe H = 3 m unter der Beschickungsoberfläche beträgt der Wand
druck im zylindrischen Teil des Schachtes o,84 t/qm, nämlich q = __ y h,. -

2 tg fl(tg ß + tgl?) 
I,4. 3 

5 
o,84; und im kegeligen Teil o,78 t/qm, entsprechend 

_ _yh,o (I- tgß tglp) I,4 · (r- I 125 · o,o6) h,. 
2 tg f1 (tp; f1 + tp; (o- '{l)) (I + t.u:f! t_g· •p) 2. I;25 (I,Z5 + o;66) (r.; o,7s. o,o6) 

= o,26 h". = o,26 · 3 = o,78. 
Wie bei 3 m, so gibt die Berechnung auch in der Tiefe von 9,76 m eine 

geringe Diskontinuität an, indem der Druckstrahl bei 3 m in verschiedener Art 
reflektiert wird. Je nach der Höhe h,. steigert sich der Wanddruck nach unten. 

Die Rast erfährt den Wanddruck 
y hv tg'l' + h,o (tg-'1' + l'tg- fl) 

q=-
1, tp: 1J + tg:cp + t.u·!'- t:z.f3 tgrp tge · 
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Hierbei ist der für <lie Mitte dee oberen linstebene abgemessene Wert 

hv = o,624 und 71". = 9,71. 
Die mittleren BodendrUcke sind aus dem Gewichte der überliegenden 

Füllung und der Reibung an der Wand berechnet unter IWcksicht auf die senk

rechte Komponente des Wanddmckes. So findet sich z. B. für den oberen T eil 

des Kegelschachtes von 3 bis 6,52 m Tiefe und 5 bis 5··'1-2 m Weite der Boden

druck aus: 

Fig. 4 I. Hochofen. I : 200. 

tg ,.'l=I,2), tg(! = O,?S, y = I ,4 t /c1Jm. 

:b'ig. 42. Hochofen. I : 200. 

tg ,8 = I , tg f! = 0,75, '/ = I ,4 t/cbm. 
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P 5,42" = 3,44 ·5 2 + r 6' 5~- 3 (5,42 2 + 5,42 · s +5 2) 

+ 4. (6,52- 3). 5'42 + 5 (q)(tgtp- tg(J) = 5,38, 
2 

wobei (q) als Mittelwert aus o,78 und 1,69 zu 1,235 gesetzt ist. 

Hochofen, Fig. 42. 

Mit tgß = I findet man größeren Wanddruck im oberen 'l'eil und kleinere 
Boden drücke. 

Zusammenfassung. 

Um den spezifischen Wanddruck q in einem Schacht von der lichten Weites 
zu finden, zieht man Druckstrahlen von der Oberfläche der Schüttung unter der 
Neigung {'1 = 45 bis 6o" bis an die Wand und von da in gleicher Neigung nach 
unten weiter bis zur anderen \Vand. Zur Länge l1 des oberen Druckstrahles 
berechnet man den Bruchteil J.Z1 und trägt diesen in der umgebrochenen Rich
tung nach oben und außen auf. Die Druckzunahme längs des zweiten Druck
strahles gilt nun für die ganze Läng·e I-2 = ). l1 + l2 bis zur anderen Wand. 
Hier hat man /. /,2 :;m berechnen und aufzutragen, um die Gesamtlänge des 
folgenden Druckstrahles zu erhalten usw. Bei stärkerer Neigung de1· Wand
flächen, etwa von 30° oder mehr gegen die senkrechte Richtung, muß man an 
Hand der letzten Beispiele die dafl1r maßgebenden J<"ormeln aufsuchen und be
nutzen. Die senkrechte Komponente des Gesamtstrahles hw = L(2) sin{:l gibt die 
Druckhöhe am F~nde des (2.) Druckstrahles an. In ähnlicher ·weise ermittelt 
man hv in der Mittellinie des Schachtes in gleicher Höhenlag·e wie hw. Nach 
den für die einzelnen Fälle aufgestellten Formeln bestimmt man damit den 
Wanddruck 11 an jener Stelle. 



Berechnung gewölbter Platten. 

Von Ing·cnieur Huldreich Keller in Zürich. 

Dmch vorlieg·ende Arbeit soll der Weg gezeigt werden Hir eine annlihe
rungsweise Berechnung· von gewölbten Platten. }j~r ist ähnlich demjenigen, den 
ich einer frUhcren Arbeit über die Berechnung von umlaufenden Hadscheiben 
zngntnde gelegt habe 1). Das Hauptkennzeichen dieses Hechnungsverfalm.ms 
liegt darin, daß man die Differentialgleichungen, aut die man gelangt, durch 
das annäherungsweise »Reehnen mit kleinen DiHerenzen« löst. 

Unsere neue Aufgabe ist aber wesentlich umfangreicher, als die Berech
nung von Radscheiben, weil zu den N ormalspannnngen in radialer und tangen
tialer Hichtung·, wie sie in Radscheiben fast allein vorkommen, in einer einseitig 
helnsteten, gewölbten Platte noch Schub- und Biegungsspannungen hinzutreten. 

Der Zweck vorliegender Arbeit soll insbesondere auch darin hef'tehen, die 
teils ziemlich verwickelten J;'ormeln in eine möglichst einfache Worm zu bringen, 
wie Hie Hir ein am Konstruktionstisch g·efordertes, hinreichend zuverlässiges 
Hechnen brauchbar ist, das nicht allzusehr ermüdet. 

Die Berechnung soll die .Möglichkeit schaffen, in einer als DrehkUrper 
clurchgebildeten, g·ewölbten (oder ebenen) Platte, welche von einer Seite durch 
c>inen Gas- oder Flüssigkeitsdruck belastet ist, in jedem Punkt die Bean
spruchung und die l<'onnändenmg zu ermitteln. Es kommen also Platten in Frage, 
wie sie als Deckel und Zwischenböden in Damphnrbinen, als Böden von Dampf
kesseln oder andern Hochdruckgeläßen Verwendung finden. 

Das Verfahren setzt voraus, daß die Dicke der Pla,tte im Verhältnis zum 
KrümmungshalbmesHer des Meridians klein, der Stoff durchaus homogen un<l 
daß jede schroffe Querschnittänderung vermieden sei. Ferner soll die Form
linderung entsprechend der für den gebogenen Balken aufgestellten Bernoulli
schen Annahme derart vor sich gehen, daß alle Punkte der Platte, welche vor 
der Biegung auf einer zur Plattenwölbung senkrechten Geraden lagen, auch 
nach der Durchbiegung auf einer Geraden liegen, die ,.;enkrecht steht znr l\fittrl
tlliche 2). 

In die Hechnung hi.hren wir \'olgende, aus J;'ig·. I ersichtliche Bezeich
nungen ein: 

1) Siehe »Schweizerische Buuzeitung« vom 27. November I')09 S. 307 und »llie 'rurhine« 

vom 5· Dezember 1909 S. 88. 
2) Dies trifft für gußoisernc gewüÜ>te Platten nur anniihel'nngsweise zu. Vergl. Bach, 

>'Eiastizititt und Festigkeit<< 1902 S. 504 u. r. über >>gekrümmte, stallfürmige Körper«, 

Mitteilungen. Heft 124. 3 
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x in cm Abstand des auf der Meridian-Mittelfaser JA1 gelegenen zu unter
suchenden Punktes A von der Symmetrieachse z-z der Platte. 

h in cm Dicke der Platte beim Punkt A. 
11 in cm Abstand eines auf dem durch A gehenden Krümmungshalbmesser des 

Meridians gelegenen Punktes C von A. 
I! in cm Krümmungshalbmesser der Meridian-Mittelfaser im Punkt A. 

A, 

~ 

I 
I 

~ z 
Fig. 1. 

q1 Winkel zwischen diesem Krümmungshalbmesser und der Symmetrieachse. 
d cp __ 1./J Aenderung dieses Winkels cp bei der Durchbiegung. 
d (dq) =:c •. • d!J! Aenderung des Winkelelementes dfJ'. 

ro = Ll_C~_rp_l spezifische Aenderung des Winkelelementes. 
drp 

p in kg/qcm der gleichmäßig verteilte, einseitige Ueberdruck, winkelrecht auf 
die Platte wirkend. Für eine Einzelbelastung P wären diejenigen Glieder 
der Rechnung, in denen sonst p vorkommt, sinngemäß zu ändern. Ein 
Gleiches gilt für ein Zusammenwirken einer gleichmäßig verteilten Be 
lastung p und einer J<Jinzellast P. 

u, in kg/qcm die Normalspannung in einem den Punkt C enthaltenden Flächen
element, das auf dem durch den Punkt A oder C senkrecht zur Platten
wölbung geführten Kegel liegt, dessen Symmetrieachse mit derjenigen der 
Platte zusammenfällt. 11. ist g leich gerichtet wie die Meridian-Mittelfaser. 
Der Hauptsache nach verläuft sie »radial«; ihr Wert sei deshalb abkür
zungshalber ,mit >> Radialspannung« bezeichnet - , dies in Anlehnung an 
die Scheibenberechnung. 

11, in kg/qcm die Normalspannung (Hauptspannung) im Meridianschnitt; sie ver
läuft tangential zum Parallelkreis und soll deshalb "Tangentialspannung« 
heißen. 

T in kg/qcm die Schubspannung in dem Flächenelement, auf welches o, winkel
recht wirkt. 

E in kg/qcm der Elastizitätsmodul des Plattenstoffes. 

In Fig. 1 ist ein Meridianschnitt durch einen von der konkaven Seite, also 
im positiven Sinn mit der spezifischen Pressung p belasteten Deckel gezeichnet. 
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Durch diese Belastung p erfährt ein im Abstand x von der Symmetrieachse z- z 
gelegenes Element der im Meridianschnitt liegenden Mittelfaser in Richtung dieser 
Faser die spezifische Verlängerung <ro, ein im Abstand 17 von der Mittelfaser lie
gendes, parallel zu ersterem gerichtetes Faserteilchen die spezifische Verlänge
rung Er. Diese Verlängerungen werden bedingt durch die an diesen Stellen 
herrschenden Radialspannungen <fro in der Mittelfaser und r;r im Abstand 17 hiervon 
und den Tangentialspannungen O"tO und <J,. 

I) Berechnung der spezifischen Verlängerung Er. 

Die oben gemachte Annahme, daß die Plattendicke gering sei im Verhältnis 
zum Krümmungshalbmesser des Meridianschnittes, hat zur Folge, daß die spe
zifischen Dehnungen der Meridianfasern in einem linearen Verhältnis zu ihrem 
Abstand 11 von der Mittelfaser angenommen werden können, gleich wie in einem 
gekrümmten Balken 1) 

t} 

<r = <r0 + (w -Ero) _ !!_ · 
I + .'/]__ 

Um die Rechnung zu vereinfachen und dadurch den praktischen Bedürf
nissen anzupassen, wollen wir verschiedene Annäherungen zulassen. Weil die 
Dicke h der Platte im Verhältnis zum Krümmungshalbmesser u gering sein soll, 
dürfen wir setzen: 

(1+1JN(I; (1+ ;)<Xli. 
Hierdurch vereinfacht sich die Gleichung· für Er auf 

2) Berechnung der spezifischen Verlängerung <, im Parallelkreis 
vom Halbmesser ~ und dem Abstand 17 von der Mittelfaser. 

In l<~ig. 2 ist im vergröf3erten Maße dargestellt, wie der Meridianschnitt aus 

seiner anfänglichen Lage AB bei der Belastung in 
wird. Dabei vergrößern sich die Halbmesser der 
durch den Mittenpunkt A und den im Abstand 17 

davon gelegenen Punkt C gehenden Parallelkreise 
von den Anfangswerten x und ~ auf die Endwerte 
(x + .dx) und (; + .d~). Hierbei erfährt der durch 
den Punkt C gehende Parallelkreis eine spezifische 
Dehnung· 

2 n c; + .d ~ ) - 2 n ~ .d!; 
ft = - ----;:;y- - --- = g . 

Nun ist gemäß :B' ig·. 2 

~ = x + 17 sin !f. 

Durch Differenzieren dieser Gleichung erhält 
man für die Zunahme von ~ den Ausdruck 

.d; = L1 x + .d 1J sin f{ + 17 cos q• .d ff. 

~ 

die Lage A' B' verschoben 

Fig . 2 . 
1) Vergl. Bach, •Elastizitäts- und Festigkeitslebre« 1902 S. 472. 

3* 



\Vegen der Kleinheit von 'I und der dat·an:-: Yolgl'nden Kleinheit von J'l 
wird anf der rechten Seite der zweite Stummmd gegenüber !len beiden ande
ren Summanden vernachlä;;sigt, und e:-: bleibt noch 

Li~= dx +'I Licp cos q;, 

I) . 1\T . . ]' Gl . h d~ resen , ert emgeset11t m f 1e erc ung E, = ~~, gibt 

~ _ da· + 7J i1 <p eos 'P 

' - '" + TJ sin 'T 

Mit hinreichender AnnHherung kann man setzen x + 11 sin cp N x; fernrr 

ist LI"' = <,0 , wo <,0 die spezifische Dehnung des !lurch den Pnnkt A, d. h. im 
:r: 

_\bstand 1j = o von der l\Iittelfaser gezogenen l'ararallelkreises ist. Dadurch ver
einfacht sich der Ausdruck für E, auf die Form: 

E, = Eo + Tj dqi COS Cf! (2). 
"' 

Hierin ist aber vorHiufig weder <m noch .J cp bekannt. 

3) Berechnung der im Punkt C herrschenden Radialspannung rr, und 
Tangentialspannung rr,. 

Die Elastizitätslehre 1) gibt zwischen den Spannungen und den Dehnung·en 
die Beziehungen: 

rnE 
rr, = ·-2 - [~, + m <t], 

rn -I 

wo m das Verhältnis der spezifischen Längsdehnung zur linearen Querzusamnwn
ziehung eines aut reinen Zug beanspruchten Rta bes bedeutet 2). 

Wir setzen 
mE 

m'J- I· 

Unter Verwendung der Gl. (r) und (2) erhalten wir 

t1, = c [m f,o + m w Tf + <w + TJ Li (jJ cos cp] 
(! "' 

tJ,=c[~,o + ro .TJ +m<w+m TJ dcpcosq;J. 
~ ~ 

Setzell wir in diesen beiden Gleichungen 1j = o, so erhalten wir als 
Sonderfälle die Normalspannungen im Abstand x von der Symmetrieachse und 
in der jeweiligen Mittelfaser des Meridianschnittes und des Parallelkreis
schnittes: 

Berücksichtigt man 

w = d_d'f'. w 
<l 'P ' I! 

O',o = c [m 8,o + Eto] 

O'w = c [<,o + mEw]. 

l'eruer, daß 

dd'f' ;)dtp 

~-d'f' = ;z; ; ds = dx • 
cos 'f ' 

so gehen die Gleichungen für 11, und 11, über in diP Form 

[ d1fJ V'] IJ, = t1,0 + c lj COSfJJ m- + -'--
dx x 

[ d 'P 1/JJ 11, = t1w + c 1j cos cp - + m - -
fl m ;t~ 

') .~. Fi>ppls »Festigkeitslehre• Band Ili 1909 S. 246. 
~) z. B. für Stahl m = 10/ 3 ; für Gußeisen: rn = 5 bis 9· 

Lidcp -c dlJ!, 
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Setzen wir in diesen beiden Gleichungen als Sonderwerte für 11 die Grcnr.

werte ( ± : ) ein, so erhalten wir die Spaunungen cr,. und a, in den Außen

und Innenrasern der Platte. 
Um nun für jeden Punkt der Platte die Werte a. und a, berechnen zu 

können, wollen wir vorerRt Hir a,..J, !Tro und 1p Beziehungen aufstellen. 

4) Berechnung von cr,.., unter Vermittlung der Gleichgewichtsbedingung 
der am Plattenelement angreifenden Kräfte. 

Wir denken uns gemäß Fig. 3 im Abstand x von der Symmetrieachse an~:; 
der Platte ihrer ganzen Höhe nach ein Element in Richtnng des Meridians und 
des Purallelkreises von vorerst unendlich 
kleinen Grundril3-Abmessungen herausge
schnitten. Die vier Schnittflächen sollen 
alle senkrecht stehen zu den Meridian
und Parallelkreis-l\1ittelfasern des Elemen- 0'\) 
tes. Zwei dieser Schnittflächen sollen t rv 
Ebenen sein, durch die Symmetrieachse \ l' J:;\ 

; \ \ 1 /.,'f ...:::> gehen und unter sich den Winkel da ein- {{..:::, 1\ ~ . 
schließen. Winkelrecht auf die von ihnen ~/~6' )f<\f-)J~·:-;/""""~1=:::-::;:-
gebildeten SeitentUtehen GCDH und EJi'KJ ll s•~s \ X (J z,'\ 
des Plattenelementes wirken die Tangen- / 1 \ 

tialspannungcn a, im Abstand 'I von der '\:! 1 

mittleren l\Ieridiun~aser und rrru in der \?. CJ> .." \ 

Mittellaser selbst, und diese haben die \<"\ n I 

Richtung der Tangenten an die bezüg- \ "'!~\ 'f~d-'f 
Iichen Parallelkreise. Die auY diese bei- \ ~ ~if 
den Seitenflächen wirkenden Resultieren- \ ~0-'f 
den seien T, welehe ebenfalls den WiJ1-
kel da miteinander einschließen. 

Fig. 3· 

Die beiden ande1·en Schnittftiichen Iür das Plattenelement, nämlich CDEF 

nnd G H I K, sind eigentlich Kegelfl.1i.chen, dürfen ihrer Kleinheit wegen jedoch 
ab Ebenen betrachtet werden. Sie schließen unter sich den Winkel d Cl' und 
mit der Symmetrieachse z- z die Winkel cp und ( cp + d rr) ein. Die in diesen 
B'Uichen herrschenden Normalspannungen seien ar und (()'r + d()'r) im Abstand '7 

vom mittleren Parallelkreis sowie !1ro und (are + da,.,) in den mittleren Parallel
kreisen selbst. Sie ergeben die nnf clie ganzen Flüchen wirkenden Hesult.ieren
den S und (S + dS). 

In den beiden r.uletzt betrachteten SchuittfUichen wirken anl.ler den Normal
spannungen noch Behubspannungen 1: und (r + dr) , welche die Resultierenden 
l::kh und (Sch + d Sch) erzeugen. Es sei gleich an dieser Stelle hervorgehoben, 
rla13 diese in Richtung des Krümmungshalbmessers wirkenden Scbubspannungen 

in der Mitte der Flächen einen Höchstwert To , am Hand der Flächen, z. B. an 
den Kanten CF und DE jedoch den Wert o haben. Ihr Mittelwert T". tritt 
also nicht in der wagerechten Mittellinie der Seitentfliehe CDEF n.nf, doch wollen 
wir dies nicht weiteT verfolgen, ein sich dieser Wert ans der Rechnung ganz 
eliminieren Hißt.. 

Weil die SeitenflUchen nicht (}nadrate sondern trapezähnliche l<'lächen 
sind, so sind die in ihnen wirkenden mittleren Normalspannungen a.". und a,., 

auch nicht genau gleich den in den Mittelfasern herrschenden Spannungen o ... , 
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und crw; doch ist der Unterschied so klein, daß man davon absehen darf, ohne 
einen unzulässigen Fehler zu begehen. 

Die Größen der auf die Seitenflächen des Plattenelementes wirkenden Re
sultierenden ergeben sich als Produkte aus den Flächen und den in ihnen 
wirkenden mittleren Spannungen. 

Wir können für sie folgende Aufstellung machen: 

Fläche 

CDEF =' x da h ; 
CDEF= x da h; 

CDHG =FEil{= d~;h; 

DEIH = (x + d2x) dtt ds; 

( dx) d x = x+ - --- da 
2 cos 'P 

m!ttl. Spannung 

Uro (normal); 
Tm (Schub); 

rrw (normal); 

p 

Resultierende 

S = (x h)a,{) dn. 

Ech = (xh) Tm da. 

T = d 8 h Uw = dx h rr10 
eos rp 

dx ( d;e) p = p -- X + - · d tt 
cos tp 2 

(S) 
(6) 

(j) 

(8). 

(Im Ausdruck Hir P werden wir <Z_x gegenüber x nicht vernachlässigen mit 
2 

Rücksicht auf die später durchgeführte Hechnung mit endlich kleinen Diffe
renzen statt unendlich kleinen Differentialen, weil sonst bei kleinem x der 
F ehler zu groß würde.) 

An Hand von Fig. 4, d. i. der Seitenansicht des Plattenelementes, kann 
man für dieses Element folgende Glei<"\hgewichtsbedingung für die an ihm wir
kenden Kräfte aufstellen: Wir verg·leichen die in Richtung der Xormalkraft 
(S + d S) fallenden Komponenten: 

S + d S = S cos d q + Sch sin d q + P sin rltp + 2 T' cos (tp + d '1 ). 
2 

Berücksichtigt man wiederum, daß d <p sehr klein, so dal3 cos d q oo r 
sin d'1 oo dq, cos (•J + dq) oo cosq>, so bleibt 

dtp 
dS = Schd<p + P -:;: + 2 T' COS'J. 

Fig. 4· 

Hierin ist T' die in Ii 

Nach GI. (5) ist 

folglich 

zl 

Fig. 5. 

ende Komponente von T 

T' = T sin ··~· oo r "'; ; (vergl. Fig. 5). 

S = (x h) Gro dtt , 

d S = [ (x h) d u,o + Gr0 d (xh)] d a. 
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Unter Verwendung der Gl. (6) bis (8) erhält man nach Kürzung des 
Faktors d 1t: 

- h) ( ) ( ) _ d "' ( d x) d<p dx (x do-,o+a,od xh =Tm xh dq +p-- x+- -- -+h---<1tQCOScp 
eos r 2 2 cosrp 

Fig. 6 zeigt die Mög·lichkeit, die mittlere Schubspannung· Tm durch die 
Normalspannung <110 und die äu13ere Belastung p 
auszudrücken und sie hierdurch aus der Rechnung 
zu eliminieren. 

Um die Hechnung nach Mög-lichkeit zu verall
gemeinern, wollen wir eine gewölbte Platte betrach
ten, welche in der Mitte eine gleichachsige Bohrung 
vom Halbmesser x , hat. Aus dieser Platte schneiden 
wir ein Ringteil mit dem äußeren Halbmesser x 
und dem Zentriwinkel d 1t heraus. Dieser Hingaus
schnitt ist in Fig. 6 in der Seitenansicht dargestellt. 
Aus ihr lassen sich folgende Beziehungen ablesen: 

(x 2 - x, 2) n (~a-) p = x dv. h(r,. COS'f + t1ro sincp) 
2 n· 

(xh) Tm=!!_ l x~- x;2) - (xh) sin 'P <1,o . (ro). 
2 \ cos 'f cosrp 

Die rechte Seite dieser Gleichung werde in Gl. (9) eingesetzt: 

Hieraus finden wir: 

Diese 

- 6 ro [ d(xh) . _ d x J -- + Sill '1' -~.~ 
x h (' Cos'rp 

d x 

+ ~ (~rh) Q-~;'i~ [x2 - .r;2 + dx ( x + ~:."') J 
I. Hauptgleichung hat die :B'orm: 

do,.o = ~ u,o ( r:;) + <110 (r6) + (24) 

) I. 
\ Haupt-
\ gleichung. 

. (r a), 

wo die Ziffern in ( ) Zahlenwerte bedeuten, die abhä.ngig sind von der Form 
und der äußeren BelaBtung der Platte und der Lage des augenblicklich zu 
untersuchenden Punktes A auf der Mittelfaser des Meridianschnittes. 

Würde man mr den Halbmesser X die mittlere Hadialspannung "•Ox kennen, 
so lieferte die Hauptgleichung (I) den Wert für die mittlere Radialspannung 
o,o(x+ ax) im Halbmesser (x + dx) 

X+ d.r 

f},o(x + dx) = U,-Jx+do,o I (r r). 

5) Berechnung von c,o, hergeleitet aus der Dehnung der Platte. 

Der Parallelkreis mit dem Halbmesser x, der die gestreckte Länge (2 nx) 
hat , dehnt sich um das Stück d (2 nx) , wenn in Richtung der Tangente die 
spezifische Spannung tJw, senkrecht dazu die Spannung IJ,o wirkt1 und zwar ist ; 

LI( ) 2rr oo ( (ho) z nx = E o, J - -;;;:- ; 
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danach 
"' ( tho) Llx=E O"to- -;;;- . 

Die Differenzierung dieser Gleichung liefert die Dehnung des Halbmesser
elementes (dx) 

LI dx = -- O"to - · + - d O"to - -"( ) dx ( <Tro) x ( da,·o) 
E m E rn 

(u). 

l<'üt· diese Dehnung können wir noch einen >~weiten Ausdruck aui'"tcllcn : 

0~--~ 
·wir denken uns gemäß l<'ig. 7 aus der 

mittleren Meridianfaser im Abstand x von der 

~ci.x :J:-- ' 

\ \ r-

Symmetrieachse bei A ein I<~lemcnt 

Länge AD = ds herausgegriffen. 
Weil 

dx = ds cos <f, 

von der 

', ~ 
• rJ.'f I 
". \ 

\ I 

so ist auch die dmch die lJelastnng crl'olgtc 
.\cndcnmg von dx, das ist: 

\ 
\ _} (dx) = .d (d s eos q) 

= d (ds) cos rp + ds /1 (cos q1). 
:0i un ist 

L. (ds = O",.o -- - - -1 ) d" (. <Tto ) 
E 711-

A ( t·os 11 ) =~ - sin q1 LI !J' = - sin q . '!' 
denmach 

1 ( ) t/" ( <Ttn ) · L. t.lx =='" - ~ ''r0- .. cos q - ds Slll 1Jl·1/J 
l 'J m 

A ( ) d.~; ( O't()) { 
LI dX = , ()'rO - ····· · - · I X tg' IJ' •1/J 

.E m 

(r 3), 

(q.), 

( I)) . 

Die ,\emlorung von (rlx) is t da,.; Ergehnis zwei er E'ormiindenwg·cn , nii.m
lielt der Ui.ngenändernng- und der Hiehtung·sändcrung <les Mel'idian-E lementcs ds. 

Uurclt Gleiclu;etzcn det· rechten Reiten der Gl. (u) und (r 5) erhalten wir 

fL>: ( <T,ü) ·" ( . d O',·o ) t7. x ( u,o ) l · O",o- · + .... dO",o - · ..... · = · ... O",u - - c:c 1/J tg rr . 
E m E m E m 

Es werden bcidc Reiten dieser Gleielntng mit 1'- multiplizie rt und die Klam-
J:.' 

mern au\'ge!iist : 

Dnmus finden wir 

( ) ( I)d .>: }' th; d rr,-0 d O"w = 6,-o - r>w I + - ·- .. - ~ tg <r --- 1/J + 
1n ;1~ ;1_; m 

Diese Gleichung hat die Form: 

d (jtO = (rr,o - (jtO) (17) - 1/J (27) + -~-~'.ll__ 
m 

IJ. Haupt
gleielmng · 

(H a). 

Für die nur dureh Fliehkräfte beanspruchte umlaufende Scheibe fand ich 
in meiner diesbezüglichen, eingangs erwähnten Arbeit die Ausdrücke (in die 
hier gewählte Bezeichnungsweise übersetzt) : 

d O",o = - r;,o ( • •• ) + G10 ( ••• ) + ( .. . . ), 
l ( ) ( 1 ) ilx d<T,·o 
~ O",o = 11,<> - · Gw r + ·· ...... + .... --. 

1J! ~ ?n 



De1· Aufbau der Formel üir d u,o ist genau der gleiche wie derjenige der 
hier gcYundenen Formel (I) für die l'latte, nur daJ.l natürlich für die ( .... ) Aus
drUcke andere 'Verte in Frage kommen. J';u der Gleichung für d u10 kommt 
laut Gl. (Ila) l'ü1· die Platte geg·enüber de~jenigen rlir die umlaufende Scheibe 
nur noch der Summand -lj! (27) hinzu. Es ist also möglich, beide Rechnungen 
miteinander zu vereinigen, wodurch das Mittel an die Hand geg·eben wird, eine 
umlaufende Scheibe zu berechnen, die auJ3er durch Fliehkräfte auch noch durch 
einen einseitig wirkenden, gleichmäßig verteilten Druck p belastet wird. Der
artige Fälle kommen vor in Reaktions-, seltener auch in Aktionsclampfturbinen. 

Unter der vorläufig noch unzutreffenden Annahme, man kenne von der 
Platte l'ür den Halbmesser x die mittlere Tangentialspannung u,o" , lidcrt l.laupt
gleiclmng (II) den Wert l'ür die mittlere Tangentialspannung im Halbmesser 
(x+dx), indem man die Gleichung aufstellt: 

.J; + d.r 

Ciw (x + dx) = UtOx + cl UtQ I 
X 

(I 6 ). 

6} Berechnung von drp und 1/J unter Benutzung der Momenten~ 
dJ• 

gleichung. 

·wir stellen zu diesem Zwecke l'ür das in Fig. 3 axonametrisch dargestellte 
K.örperelement CDRPGHif{ die Momentengleichung auf. Als Momentenachse 
greil'eu wir die Achse o-o heraus, welche im Ahstand (x + dx) von der Sym
metrieaclu;e z-z und senkreeht zu ihrer Richtung mitten dun~h die äuf~ere Be
grenzungsflilche G H I [{ des Plattenelementes länl't. Bei Gleichgewicht muf3 die 
~mnme der :Momente aller äußeren Kräfte, bezogen aur die Achse o-o, gleich 
null sein. 

An dem Plattenelement wirken folgende äu'ßere Kräfte auf Verdrehung 
um die Achse o-o: 

a) aur die der Symmetrieachse zugekehrte Begrenzungsfläche CD l<J F: 

Die :\ormalspannnngen, deren Wirkung ersetzt werden kann: 

I) durch eine im Mittelpunkt der Fläche angreifende Einzelkratt S=x du h u,.n 
wirkend am Hehelarm cls sin (dq). 

2) ein Moment »M,,.<<, aut welches spätet· einzugehen ist. 
3) die Schuhkraft Sch = x da h T". am Hebelarm c/.~ coc: (clg;). 

b) Allf die beiden SeitentHielten G CDH und J•J F J{] wirken Normal;;punnungen, 
deren Einfluf~ ersetzt werden kann: 

I) durch die Xonnalkral't T oo dshu10 • 

Von ihr kommt als drehend um die Achse o- o nur die Kompo-

nente T' = Tsin d~ oo T ~ in Betracht (vergl. Fig. s). Die beiden anderen 
2, 2, 

I r 'I drt 'I.Omponenten T = Tco;; ----- verlauten parallel zur Achse o-;- o und ergehLm 
2, 

daher kein Drehmoment (vergL Fig. 5 und Fig. 3). Die beiden Komponenten T' 

. k . H 1 l a 8 • ( d ) 178 • ( • l F' .) wu· ·en .Je am . e Je arm 2, ,;m er + q> ro --;.-tim <p s1e w 1g. 4 . 

2) durch das Moment >>1lf"« der ~pannungen cr,, anf welches wir spii.ter 
zurückkommen. 

c) Normal zur unteren Begremmngsfläche HDRI und in die Mitte derc;elben 

konzentriert gedacht, wirl\t die Krnft P = ( x + d2x) da ds p am Hrhelann :s · 
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[Auch hier wollen wir mit Rücksicht auf die spätere Rechnung mit kleinen Diffe

renzen statt Differentialen von einer Vernachlässigung des Wertes dx absehen.] 
2. 

Alle die unter a, b und c genannten Momente versuchen, das Plattenelement 
im einen oder anderen Sinn um die Achse o-o, Fig. 3, .zu drehen. Es kann 
in seiner Lage, d. h. im Gleichgewicht, nur dadurch gehalten werden, daß auf 
die äußere Begrenzungsfläche G H I]{ das bisher noch nicht berücksichtigte 
Moment Mu,. + tlu, wirkt, welches gleich ist der algebraischen Summe jener vor

genannten Spannungsmomente und entgegengesetztes Vorzeichen hierzu hat. 
Wir wollen jene Momente zuerst nach der Größe, sodann nach dem Vorzeichen 
bestimmen: 

Zu a I) 

Nun ist 

Ms = Sd~; sin (dq) <X> S _!-!:__ dff. 
cosrp 

ds dx 
drp= - = -- . 

{( f!COS'f' 

dx2 
Ms= da (xh) 6r0 --2-

f! cos 'I' 

Zu a 3) ilf&h = Schds cos (d Cf) oo Sch ds. 

Aus Gl. (w) finden wir für Sch = (xh) rmd a 

Sch = d ll [_!J_ (a:2
- !'':) - (xh) O'ro tg Cf']. 

2 cosr 

Ms,.,. = d~t !!_ (x 2-x,2) d~ - dtt(xh)6,0 sin IJ' d~ 
2 COS''f cos T 

(I 8). 

Zu a 2) In Fig. 8 ist das Plattenelement in gleicher Weise dargestellt, wie 
in Fig. 3, und es sind an dem einen Rand der inneren Begrenzungsfläche GDEF 

a;-i- I in einem gewissen Maßstab die Spannungen O'r 
1 a;. der Größe und Richtung nach aufgetragen. In 

11o;.• . • der Mitte der Kante EF herrscht die Spannung· 

1 1 X+1Jsmr[ O',o, im Abstand 17 von der Mitte die Spannung r.,. 

\ i. .~.-r __ _:...l Sie darf über dem gestrichelten Flächenstreifen 
~\,.J .,...,...../t;i · von der Höhe dfJ und der angenäherten Breite 

· ~ß 1 0 - _j xdu als unveränderlich angenommen werden. 
/ ~ x , Das Moment der Spannungsdiffet·enzen ( tr,- O',o), 

I welches auf die Begrenzungsfläche GDEPwirkt, 
Fig. 8. und welches wir abkürzungsweise mit Mu,. 

bezeichnen wollen, ist gleich der Summe aller Produkte, die aus der Multi
plikation nachstehender drei Faktoren entstehen: 

I ) dem in Fig. 8 gestrichelten Flächenelement d t, 
2) dem Unterschied der in diesem Flächenelement df herrschenden 

:-)pannung r.,. gegenüber der in der Mittelfaser herrschenden Spannung O'ro, also 
der Differenz ( rr, '- r.,o), 

3) dem Abstand 11 des Flächenelementes von der Mittelfaser. 

Hierin ist 

" +-
2 

Mu, =Jdf(6r- O'ro)lj. 

h 

df = (x + 11 sin cp) da d lj. 
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E'ür (o,.- o,.0 ) wollen wir an Hand von GL (3) einsetzen 

(o,- o,.o) = Clj cos <p u, 

u~= [mi;+ ;] . 
" + ---
'2 

M (J, = J Clj cos '1 u(x + lj sin er·) da c/1j lj. 

h - -
" 

In diesem Integral ist nur lj als Veränderliche, alle übrigen Größen sind 
als Konstante zu betrachten. 

h3 
M 6 =da c COS'J nx --

r 12 

" + ·· -
2 

+ .!:. 
2 

r1j 3d ij = 0. 

-.; h 

Setzen wir den Wert für u wieder ein aus Gl. (19), so erhalten wir: 

M(J_ = dftcx -- coscr m ·· -·+ - --. h3 
[ d 'fJ " ' ] 

' 12 d x x 
. (2o). 

\Vir werden später sehen, daß wir noch des \Vertes dMrJ, bedürfen, d. h. 

des Betrages, um den sich _iJ;f(J, ändert, wenn wir von x um dx vorwärts gehen. 

Wir erhalten, indem wir die GI. (2o) nach .-v differenzieren: 

dM(J = da c 
\ (mxh-1 cos q) d~ ~ dx + d(mxh'l cos q ) '!..'f.. / 
) d x · d x \ 

' I 2 
. + h3 cos<pdl/J + d(h"cosq') l/J -

Zu b 1) "'M T' ds • • drc ds • 
..:;. T = 2 - -- sm q· = 2 T sm - -- sm rr. 

2 2 2 

Statt .IMT wollen wir einiach setzen 3/T. 

MT = da (d.~h) v,0 ~ sin 'I 
2 ' 

( h dx~ . ) 
ltf1' = da - - ·· .- Slll 'f o,0 

2 cos • 'f 

Zu b 2) Das Moment M(J, der Spannungen o,, oder was dac; Gleiche 
der Spannungsdifferenzen (o, - o,0 ), wel
ches auf jede der beiden Seitenflächen 
GHDC und -HIEP von Fig. 3 wirkt, ist 
gleich der Summe aller Produkte, die aus 
der Multiplikation nachstehender drei Fak
toren entstehen: (vergL F ig. 9). 

I ) dem Flächenelement df von der 
Höhe d 1), welches im Abstand 1J von der 
.Mittel-Meridianfaser zur Kante G C parallel 
verläuft. 

2) von dem Unterschied der in die
sem Flächenelement herrschenden Span
nung cr, gegenüber der Spannung cr,0 in 
der Mittelfaser die in die Richtung senk· 

F ig. 9· 

(21). 

(22). 

besagt, 

I 

I 
I 

I 
I 
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recht zur Symmetrieachse entfallende Komponente, also 

(u,- utO) sin da= (u,-uw) q,r_:. 
2 2 

3) dem Ab:;tand 1f de:; Flächenelementes von der l\littelfm;cr, multipliziert 
mit cos <Ji 

so ist 

h 
+~ 

2 

M(J, = 2 J df( u,- u10) r~x 1j cos <f. 

" 
IIieri n ist nach Fip:. 9 

GI. (.:J-) be:;ap:t: 
df = (ds + fjd q:) rllj. 

(u, - u10 ) = c1j cos q: [d•/l + m '~'-]. 
d~: :V 

Setzen wir vorübergehend als Abkürzung 

~-~-[d'f! 'PJ v -- -- -+ m - -
dx :v 

" + 

J~ d~ 
Llfv, = 2 (ds+ljd<p)dfjCfjCOS~Cfill 2 lj. 

" 
Auch hier, wie bei der Au:;rechnung von M(J,. sind bei der Integration 

alle Größen au/Jer '' als Konstante zu betrachten. 
h 

+~ " +-
2 

J/ 11, =da c v cos" Cf' [ dsJfj 2 d1J + dcp jtl''dr/J. 
h h 

Dureil analogen Heclmung~gang wie für M(J,. finden wir: 

1J,:f(J, =du c d.r h3 [dl/J + m _l/J_J cos q: 
12 dx x 

~u c) 11 P d8 ( dJ:) ds • 
1 p= -- = rls x+- dap----

2 2 2 

(2 s). 

Nunmehr sind von diesen l\Iomenten noch die Vorzeichen zu bestimmen. 
Sie erhalteil bei der Summierung das positive oder negative Vorzeichen, ,ie 
nachdem sie verstärkend oder verschwächend auf die l'lattenluUnmmng in dem 
Querschnitt hinwirken, der die Drehachse o - o, Fig·. 3, enthält. E:; wirken 
auf diese Krümmung·: 

Ms verstärkend, also Vorzeichen +, 
M&h verschwäehen<l, also Vorzeichen , 
M<rr verstärkend, wenn die Spannnngsunter~chiedc (ur- u,-u) über der 

l\litte des Querschnittes positiv sind, somit dann M(J, +, 
JlfT ver,;Wrkencl, also +, 
M 11, analog J.vi11,, also +, 
ldp verschwächend, also -. 

M(rrr + drTr) = Mrr,. + Mr;- M&,, + M'J' + J{(Jt - MP, 
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Nun kann aueh g-e,;chriehen werdl'n: 

und darau,; ergibt ;;ich 

dillqr = Ms- M&,, +MT+ Jllq1 - Mp (26). 

Hierin set:;~en wir die IV erte ein ans den 

Gl. (2r), (r7), (r8), (22), (24), (25). 

Alle diese Werte enthalten da, welchen Wert wir besonders vorangestellt 
haben, als Hinweis darauf, daJ3 man damit kürzen kann. Es bleibt: 

c [ .. d 2 1/J .• dljJ .. . ·• - (mxh ·cos <p) -_? dx + d(mxh' co,.: cp) + h' cos <rdlfJ+rl(ln~os<p)l/J ans (2r) 
I2 d;r· d :r· 

dx" 

f! cos Cf I O"ro (xh) ···-2 • • • 

- 11 (x 2 - x, 2) _a·~.: + v,-o(xh) sin <p a_a> 
2 cos· tp eoR2 tp 

h dx2 . 

h3 h3 1./1 I + O"tO 2 ~os2 tp tilll <p . . • 

+ r; - dl/J cos ({J + c dx m- - cos <p 
12 12 "' 

p ( dx) llx2 , - x+ ,, ... 
• 2 2 eos- tp 

12 Die Multiplikntion dieser Gleichung mit g·iht 
cll:r 

rll/1 d(mxlt 3 cos <f) 

dx dx 

r d(h3 cos cp) mlt 3 J + 1/J L- ----- + - cos rr 
d:t: X 

+ <T,o _r2 3.!'-_ ['zx + Rin cp] 
c cos2 tp e 

12 7t dx . + O",o -- ---:- Sill <p 
c 2 ros"<p 

P 12 ~- [x2- x," + (;x.: + t1x)rlx] J 
2 c cos·cp 2 

Diese 11auptgleichnng· hat die schematisehe Form: 

aus (r8) 

aus (22) 

ans 

aus 

ITI. 
Hnupt

g·leichung· 

(2 s). 

>~"y = 1 \(32) rr,.o + (36)rrw- (42) d'/1 + (49) 1/J - (sr)l . 
dx" (40) l rlx ) 

(ITia), 

wo die in den runden Klammem ( ) stehenden Ziffern l<'aktoren bedeuten, welche 
lediglich abhängig sind von der Form und der änJ.leren Belastung p der Platte, 
nicht aber z. B. von der H.andbedingung, d. h. da,·on, ob die Platte am J~and ein
gespannt sei oder frei aufliege. Ob die Platte in der ::\fitte eine Bohrung hat 
oder nicht, kommt lediglich im Summand (sr) zum Ansdrnck, indem dort der 
Rnmmand x, 2 einen von null versebiodenen \Vert erhHlt oder nicht. Da ferner 
die Platte nicht eben zu sein braucht, sondern in jedem Pnnkt der Meridian
mittelfaser eine andere Krümmung· mit dem vcrH.nderlichen Halbmesser f.! und 
außerdem eine von Punkt zu Punkt etwas veränderliche Dicke h haben kann, 
so ist dieses H.eehnungsverfahren anwendbar au~ g-ewölbte wie ebene (f.! = oc, 

<p=o) Platten, volle und in der l\Jitte gelochte, am AufJenrand frei 
aufliegende oder eingespannte Platten von verHnderlichnr Dick('. 

Nach Ausrechnung der Gl. (III) erhalten wir: 
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dV-• I' = d•p I+ az·~ dx 
dx dx dx" 

x+ dx x 

d'/JI 
lf'x + dx = 1/lx + -·--1 dx · 

dx 
X 

(28). 

Hierbei erinnern wir uns stets, daß wir bei der Ausrechnung statt des 
unendlich kleinen Differentials eine zwar kleine, aber endliche Differenz 
dx = Xz - xr einzusetzen haben. 

Gang der Rechnung. 

Für irgend einen Halbmesser .r2 der Meridian-Mittelfaser können mit Hülfe 
der drei Hauptgleichungen (I), (II) und (III) und der Nebengleichungen (11), 
(r6) und (27), (28) die "Werte (),o, ()w und 1/J berechnet werden, wenn die kor
respondierenden Werte für den um das endliche, aber kleine Stück (d.r) ver
schiedenen Halbmesser xr bekannt sind. 

Um die Werte der Normalspannungen und der Winkeländerungen für alle 
Punkte der Mittelfaser zu erhalten, nehmen wir für irgend einen Punkt dieser 
Faser Werte an und rechnen für alle aufeinanderfolgenden Werte von (d.r) nach 
den Gl. (I), (Il), (III) die Aenderungen der Normalspannungen und der Winkel
änderung und sodann die Spannungen und Winkeländerung selbst aus. Am 
besten beginnt man innen an der Platte. 

Stimmt nach der erstmaligen Durchrechnung das Endergebnis nicht mit 
den Randbedingungen, so ist die Hechnung von innen bis außen zu wiederholen. 
Während man aber bei der oben erwähnten Berechnung der umlaufenden 
Scheibe beim Beginn einer Durchrechnung nur mit einer Unbekannten ( (),) zu 
variieren brauchte, sind es hier deren zwei, wie wir noch sehen werden. 

Regeln für den Beginn der Ausrechnung. 

r. Fall: Die Platte hat in der Mitte keine Bohrung . .r, = o. 
Für irgend einen auf der Symmetrieachse im Abstand r1 von der Mittel

faser entfernten Punkt ist 

Für den Schnittpunkt der Symmetrieachse mit der Mittelfaser des Meridian
querschnittes ist im besonderen 

(tür x = o) 

Es sei aber ganz besonders erwähnt, dal3 wegen der Durchbiegung 
der Platte 

In einer besonderen Zahlentafel, wir wollen sie '' Haupttafel « nennen, stellen 
wir alle in den für die ganze Durchrechnung ortorderliehen Gleichungen vor
kommenden :F'aktoren zusammen, welche abhängen von der Form und der vor
geschriebenen Belastung· der Platte, nicht aber von den für die einzelnen 
Durchrechnungen zu machenden Annahmen. In welcher Weise dies geschieht, 
werden wir später an Hand eines Zahlenbeispieles zeigen. Wir wollen also 
voraussetzen, daß wir die in den Hauptgleichungen (Ia), (Ha) und (lila) durch 
die in ( ) stehenden Ziffern dargestellten festen Faktoren von vornherein fest
gestellt haben. 
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Nun wählen wir einen ersten Wert für tr,o; = vw;; es sei dies u',0 , = u'101 und 
erhalten für ein erstes Intervall von der Größe dx nach Gl. (Ia) den Wert dv,o 
und so dann nach Gl. ( 11) 

u,o für x = o + dx. 

Um mit der ersten ·wahl cr',o• = v'w• nicht gar zu weit neben das Ziel 
zu schießen, machen wir folgende Ueberlegnng: Der in F'ig. I dargestellte 
Meridianschnitt (Plattenquerschnitt) erleidet eine mittlere Tangentialspannung 
u ,*, die man erhält, indem man die Projektion der Plattenkuppe auf die Meridian
ebene, d. i. die F'lächeA1J.A2JIA1 mit der spezifischen äußerenBelastung p mul
tipliziert und dieses Produkt durch den F'lächeninhalt des von A1 über J bis 
A2 gemessenen Plattenquerschnittes = JE (rl s h) dividiert. 

.. (FlächeA1 JAzJ1 A1)P 
r:;·' = -- -- ~ <a""ii.i- - -

cr',o• ist zu wählen= ku/', 

wo k in der Regel größer als I. 

Für die Anwendung der Hauptgleichung (II a) kennen wir flir das erste 
Intervall bereits d u,0 • Die übrigen Summanden in Gl. (Ila) sind für dieses 
erste Intervall = o, weil 

für x = o 
>> X= 0 

Es ist also >> X= 0 

(<J'To- ow) = o 
1./J = o. 

d tJw = d rTro • 

m 

Hiernach wird GI. (I6) angewendet. 
Um nun mittels der Hauptgleichung (lila) für das erste Interval dx den 

Ausdruck d2~ berechnen zu können, ist vorerst eine zweite Sehätzung erforder
ax 

lieh, und zwar l'ür (d'fJ) , nachdem wir ja vorher bereits cr "H abschätzen 
dx .r = 0 

mußten. Es fällt aber insbesondere dem in derartigen Rechnungen noch Un
geübten schwer, solche WinkeHunktionen auch nur einigermaßen annähernd 
abzusebätzen. Man hat eher Gefühl lür die Wahl spezifiseher Spannungen. Es 

empfiehlt sich daher, für x = o nieht rl<!J sondern den äquivalenten Wert u, 1t ,, 
dx' ----;-

d. h. die Spannung in der Begrenzungsiaser, also im Abstand r; = !'_ von der 
2 

Mittelfaser abznsehätzen. Sie ist natürlich im allgemeinen von tJw; verschieden. 
Nun ist naeh Gl. (4): 

tJ, = tJw + c lj eos <p r '!.'1' + m lfJ__J 
;_dX X 

l'ür x = o ist eos er = I ; für r; = !'_ ist u, = u," 
2 

» X= 0 » 1./J =0. 

Damit ist aber noch niehts gesagt über das Verhältnis 'fJ_ 

"' 
0 

0 

finden jedoeh für diesen Quotienten einen Anhalt, wenn wir bedenken, daß 

für x = dx .. .. 1./J = d 1./J; 

» x = dx .... _'P_ = d·tp. 
x dx 

Wir 

Von x = dx bis zurück auf x = o ändert sich der Ausd1·uck "' unendlieh 

wenig, so daß wir auch für x = o setzen dürfen V'_ 
X 

dtp 

dx 
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für .x = o : 

c.!!._(I + m) 
2 

Sind also für ""' und u, h die ersten Schätzungen getroffen , so kann 

danach für das erste Intervall d.x das ,z 'P. bPrechnet werden, und damit sind 
dx 

auch für die letzte der drei Hauptgleichnngen, cl. i. für (III a) alle Unterlageil 
geschaffen. 

2. Fall: Die Platte hat in der Mitte eine kreisrunde Bohrung vom 
Halbmesser :r,. 

Bine ei.nfache U eberlegung "'cigt, daß für 

also auch (J,.lt; = o. 

FüJ' das zugchi\rigc ti,0 , muß ein erster Wert abgcscbitt"'t 1-vcrclen; hicrfiir 

Jz 
' 

sind <lie glei.chen Erwiigungcn und HiiHsmittel zn 
empfehlen , wie im J<'all r. N nr ist hier füt• <1w; 

geg·enilber dem Mittelwert o/ in der Hege! noch ein 
weit größerer Zuschlag zu machen, insbcsonderP 
dann, wenn dem Einflnß der Bohrung nicht durch 
eine kräftige Versteifung des inneren Scheibenrandes 
in Form einer Nabe begegnet winl, wie dies in J<'ig·. 

lz r o schematisch dargestellt ist. Unter Bcrilcksichti-
F i it . ro . gung des eingangs dieses Abschnittes Gesagten geht 

Gl. (3) Hit· dt>n besoncler<:'n F'all, daß x = x , nnd 'I = h , über in die Form 
2 

h [ rll/l •Pl o = o + c 2 cos cp m ä-; + ,;j , 

demnach muß Hir x = x, 

sein. 

I 1/J 
1n Xi 

h Diese Be",ichung, eingeset"'t in Gl. (4), g ibt fiir x = x , und IJ = --
2 

u, h ; = OtOi + C !':__ COS IJi [- _2_ -~ + nl 'f] 
- 2 m Xi Xi 

h [""~-! '~'] = ""'' + I; - cos cp ···- -·-- -
2 1n Xi ' 

Hir X= X; 

[ J ( 1nXi ) I 
lJf; =- 6t~'_ i - f'itOi ~2 _ I - h-- . 

" C Z COS 'f' 
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Sobald wit" also für x = x, außer dem für den Punkt Jo in Fig. ro gültigen 
Wert 0"10, noch den Wert u,!:_, für Jh abschätzen, liefert die letzte Gleichung 

2 

den zug·ehör:igen Wert für die Winkeländerung 1J.1, = L1 rp;. 

Berücksichtigt man überdies, daß wir früher setzten 

diese letzte Gleichung über in die etwas einfachere Form 

[ J Xi I 
1./J1 = u,!':_;- u,o; E ·:,. -- --

2 2 cos 'f'i 

so geht 

Damit sind alle Unterlagen geschaffen für Anwendung der Hauptgleichungen 
(I), (II), (III) oder (Ia), (Ila) und (lila). 

Wir können nunmehr die Radial- und Tangentialspannungen und die 
Winkeländerung in allen Punkten des Plattenquerschnittes vom inneren Hand 
bis zur Auflage und der Einspannstelle am äußeren Rand berechnen. 

Randbedingungen. 

In Anlehnung an die Radscheibenberechnung wollen wir hierunter die Be
dingungen verstehen, unter welchen die Platte am äußE)ren Rand unterstützt 
ist, und besonders die beiden Fälle herausgreifen, in denen die Platte am Außen
rand frei aufliegt oder fest eingespannt ist. Um Verwechslung·en vorzubeugen, 
möge mit der Numerierung der >>Fälle:c einfach weiter gefahren werden. 

3· Fall: Die Platte liegt am äuL1eren Rand frei auf, J<'ig. rr. 

Die l\nttelfaser des Meridianschnittes endige im Halbmesser x.. Wir be
trachten die Auflagefläche der Platte als Mantel eines Kegelstumpfes, dessen Er-

Fi.rr. II . 

zeugende die Länge h. haben. Sie erleidet in Richtung der Symmetrieachse 
z - z einen Gesamtschub von der Größe 

IP.' = (x. 2 - x, 2) np. 

Diese Kraft erzeugt im Auflagepunkt des Plattenrandes, Fig. II, in Richtung 
der Meridian-Mittelfaser eine mittlere Radialspannung o,0• • Zu deren Berechnung 
führt folgender \Veg: Wir denken uns in der Mitte des äußeren Begrenzungs
Kegelmantels ringsum eine Kerbe eingedreht, deren eine Fläche eben und 
zur Symmetrieachse senkrecht gerichtet ist. Mit dieser Ebene liegt die Platte 
uuf einem im l{aum starren Ring R auf. Der Ring· R kann nur Krmte parallel 
zur Symmetrieachse, nicht aber senkrecht dazu gerichtete KräHe und auch 
kein l\Ioment auf die Platte übertragen. Die für r cm des Umfanges vom Wider-

Mitteilungen. Heft 124. 4 
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lagerring R au~ die Platte übertragene Kraft kann zerlegt werden in zwei Kom
ponenten: 

r) in die Xormalkraft = u,·oahar. 

2) in die Schubkraft = Tmittel h" r. 

Weil der H.ing It keine Kraftkomponente in Hichtung senkrecht zur Sym
metrieachse ausüben km:n, so muß die Summe der in die H.ichtung des Halb
messers x entfallenden Komponenten der unter r) und 2) g·enannten Kräfte 
gleich null sein. 

Wir finden hiertür an Hand der Fig. n folgende Gleichung: 

demnach 
( Tmittel h" 1) sin ((a- ( Vroaha I) COS Cf n = o, 

COS '{a 
'l'mittel = 61·0a --~. 

sin 'fa 

Der ganze Ring R übt auf die Platte eine Widerlagerkraft aus: 

l(Tmittel h" r) COS Cfa + ("roaha r) sin Cf "]2 7lX". 

Sie ist gleich der Kraft, welche der iiußere Ueberdruck p in Hichtung 
der Symmetrieachse auf die Platte ausübt. 

Wir finden also: 

Aus der vorhergehenden Gleichung substituieren wir den Wert für Tmittel 

und erhalten: 

( COS 2'/'a , • ) ( 2 _ 2 
2 7l:l'aha Uroa --.-~ + Sill fl'a = Xa X1) 7lp. 

sm 'fa 

Xa2 - ::Vi 2 p . 
6 1-oa = Sln f(' a • 

Xa '2 ha 

Ist am Außenrand der Platte die Meridian-.MitteHaser normal zur Symmetrie
achse z-z gerichtet, also <ra = o, so ist laut Gl. (32a) auch 6,-o. = o. 

Als ?:weite J1andbedingung gilt für den Fall 3), wo die Platte am Rand 
frei aufliegt, die Bedingung, daß im äußersten Querschnitt keine Biegungsspan
nungen herrsehen di.i.rfen, daß also dort das .:\Ioment der inneren Spannungen 

sein muß. Dies ist der Fall, wenn in Gl. ( zo) für 

X = Xa ••• [m d_'f_ + _'i'] = o 
dx x 

wenn also für 
dtp l/J 

X = Xa ..• m -- =--
dx x 

Es müssen nun fi.ir x = x, die \Y erte rr10, und a,!_, solange geändert, und 

für jedes Wertepaar muß die ganze Intervallrechnung durchgeführt werden, bis 
die in den GI. (32a) und (33) ausgedrUckten Randbeding·ungen mit hinreichender 
Annäherung in Erfüllung· gehen. 

Am besten geht man dann so vor, daß man in einem Dreikoordinaten
system, z. B. in Hichtung der x-Achse die tür die verschiedenen Durchrech
nungen angenommenen Werte 11,0,, in Richtung der y-Achse die Werte rr,!,_,, auf-

trägt und sodann senkrecht über dem durch zwei zusammengehörige Werte 
fixierten Punkt der (x-y)-Ebene einmal den Wert u/0• und den Klammeraus-
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druck [m ~-'P + '!_] in pns;;cndem Maßstab bildlich darstellt. Weicht "··'o. ab 
dx x 

vom Wert öroa, der durch GI. (32a) festgelegt ist, und wird der Klammeraus
druck [) nach GI. (33) für x. nicht gleich null, so sind für 610; und 6,.!!._, neue 

Annahmen zu treffen. Das graphische Bild im Dreikoordinatensystem zeigt den 
Weg zu einer zweckmäßigen Interpolation. 

4· Fall: Die Platte ist auilen eingespannt. Hierzu Fig. 12. 

Der allgemeinP-ro I<'all wäre nun der, daß 
haltende \Vandung sei für sich auch drehbar. 
endlosen Rechnung führen. Wir wollen uns 
daher auf den etwas engeren Fall beschrän

man annimmt, die die Platte 
Das würde aber zu einer 

ken, der Querschnitt der zylindrischen Außen
wandung sei nicht nach innen oder außen 
drehbar, sondern ändere unter dem Einfluß 
der Platte einerseits und des U eberdmckes p 

anderseits lediglich seinen Durchmesser , 
und zwar ist die Aenderung dieses Durch
messers gleich der Aenderung des Außen
durchmessers (2 x.) der Platte. 

Flg. !2. 

Daß die Platte an der Uebergangstelle zum zylindrischen Mantel nicht 
drehbar eingespannt sei, läßt sich durch die Bedingungsgleichung ausdrücken 

für X = Xa ••. 1J1a = 0 

Zwischen der im Stützring sich bildenden mittleren Tangentialspannung 
6,oittel und den an der Uebergangstelle von der Platte zum Ring herrschenden 
mittleren Normal- und Schubspannungen, d. i. <froa bezw. Trnittel, lassen sich fol
gende Beziehungen aufstellen: 

Der Ring habe einen Querschnitt F, dann ist 

2 6mittel F = 2 :raha ( trroa cos q-a- Tmittel sin ff!a). 

·~c . ) 6mittel = -· (J,·oa COS (f!a-Tmittel Sill (f!a 
im Stützring F 

(35). 

Der Zusammenhang· zwischen 6roa und Tmittei am Plattenrand geht aus 
Gl. (32) hervor. 

Unter dem Einfiui3 der Tangentialspannung O"mittel dehnt sich der mittlere 
Halbmesser des inneren Begrenzungskegels vom Stützring, d. i. J',., um die 
Strecke 

L} xa' = Xa O"mittel • 
E 

Der Außenhalbmesser :r. der Platte erfährt eine Dehnung 

A II _ Xa ( O",·Oa) 
L.l,r.a - -· 6toa- - • 

E m 

Unter der Bedingung, daß die Platte sich vom Ring nicht lösen und ihm 
gegenüber nicht verschieben darf, muß sein 

also 
fllr den Ring: für die Platte: 

( a,1Ja) 
t1mittel = Citoa - - . -

111 

4* 
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Die aus den GI. (35) und (36) berechneten ·werte für rrmittel des Ringes 
müssen miteinander übereinstimmen. Bis dies der :B'all und die Bedingungs
gleichung (34) erfüllt ist, muß mit dem Wortepaar u,0, und tJ, "' variiert werden. 

5· Fall: Die Platte ist am Rande t~o befestigt, daß ihr Außendurch
messer sich nicht ändern kann. 

Dies drückt sich aus durch die Bedingung: L1 x. = o; dann ist auch .d x. = o 
Xa 

'l .dxa ß h . und wm - = Ewa, so mu auc <toa = o sen1. 
Xa 

Nun ist laut Elastizitätslehre 1): 

C'toa = I (. UtOa -- <hoa) • 
E 1n 

Etoa kann nur = o werden, wenn 

Uioa = 
m 

Diese Begingung·sgleichung dafür, daß der Außendurchmesser x. unver
ändert bleibe, hat ihre Gültigkeit ganz unablüingig davon, ob die Platte am 
Rand so gestützt ist, daß ihr äußerster Querschnitt sich noch drehen kann 
( 1/-!a nicht = o) oder zugleich so eingespannt ist, daß dies nicht möglich ('Pa = o ), 
wie dies als "4· :B'all « behandelt wurde. 

* * 
Um zu diesen vorläufigen Schlußerg·ebnissen zu gelangen, haben wir uns 

bisher nur der Hauptgleichungen (Ia), (IIa) und (IIIa) bedient und uns also 
stillschweigend nur um die K ormalspannungen in der Mittelfaser gekümmert. 

Ist erst ein ·wertepaar Gw, und u,"_, so gefunden, daß die sich hierauf 

stützende Durchrechnung der Gl. (I) bis (III) von Intervall zu Intervall die 
Randbedingungen erfüllt, so können mit Hülfe der GI. (3) und (4) für jeden im 
Abstand 1) von der Meridianmittelfaser liegenden Punkt die Radialspannung "" 
und die Tangentialspannung "' berechnet werden. Man wird sich jedoch darauf 
beschrUnken, dies für die auf der äußeren und inneren PlattenoberflUche g·e
legenen Punkte zu tun, deren Abstand von der l\Iitteltaser 

h 
17 = ± ist. 

2 

Zwischenliegende Werte ändern sich in einem linearen Verhältnis mit dem 
Abstand rJ. 

Trägt man in einem axonametrischen Bild den Meridianschnitt durch 
die Platte und senkrecht dazu einmal die Radial-, sodann die Tangentialspan
nung auf, so erh1ilt man ein äußerst anschauliches Bild von dem Verlauf der 
spezifischen Beanspruchungen über den ganzen Plattenquerschnitt. Dieses Bild 
wird zeigen, wo in der Platte schwache Stellen sind, wo sie verstärkt werden 
sollte, wo andererseits an Material gespart werden dürfte, um die Platte einem 
Körper gleicher Festigkeit bestmöglich anzupassen. 

Natürlich kann jeder der soeben behandelten Fälle 1) und 2) mit jedem 
der Fälle 3) bis s) vereinigt werden, so daß also unser Verfahren die Be
reclmnng von Platten zulä!H, die in der Mitte voll oder durchbroehen und am 
Hand frei aufliegend oder eingespannt und so gestützt sind, daß bich ihr AufJen
halbmesser (x.) ändern kann oder nicht. 

1) s. Füppl 1909 Band III S. 246. 
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Durchbiegung der gewölbten Platte. 

Haben wir im Vor:=;tehenden für ,jeden Punkt des Plattenquerschnittes die 
Hadia'-, die 'J'angentialspnnnnng und die Winkeländerung berechnet, so sind 
wir damit in der Lage, die Durchbiegung ermitteln ;m können. Es genügt, 
wenn wir hierbei nur die 1\1 ittelfaser in Betracht ziehen, welche der Radial
spannung <T7u und der Tnngentialspnnnung rr,o ausgesetzt ist. 

\Yir schlagen denselben Weg ein, den v. Bach für die Ermittlung der Durch
biegung eines gekrümmten Balkens g·ezeigt hat 1 J. 

In Fig. 13 sei durch den Linienzug J-A lediglich die Mittelfaser einer 
gewölbten Platte dargestellt. Aus ihr greifen wir ein beim Punkt P gelegenes 
Element von der Länge rfs heraus. 

Wir berechnen vorerst die Verschiebung 
des zweiten Endpunktes C dieses Elementes 
g·cgenüber dem Punkt P. Wä.brencl der Be
lastung der Platte durch die äußere spezifische 
Spannung p gelangt das Faserelement aus 
der Lage P- C vom unbelasteten Zustand in 
die Lage P'- C'' des endgültig belasteten Zu- Fig. IJ . 

standes. Diese Verlindernng kann als in zwei Phasen ausgeHihrt gedacht werden: 
1) Verschiebt sich das l<~lement aus der Lage P-C zu sich selbst parallel 

und dehnt sich unter dem EinHuf.l der Utngsspannung r.ro und der Querspan-
nung u10 um den Betrag 

d (ris) = ~~ ( <T7o - -:~0 ). 

Hierbei gelangt es in die Lage P'- C'. 
2) Dreht es sich aus dieser Lage um den Winkel 1/J in die Lage P'- C''. 

Wie wir schon hei Berechnung der Spannung aw sahen, ändert. sich hierbei 
die x-Koordinate des Punktes C g·egenüber dem Punkt P um den Betrag· 

d (dx) = .d (ds) cosq; - C' C" sinq1 

<ls ( llto) d . = E- (}70 - -;;:;- cos Q1 - s tp SlU q; 

J (dx) = '!_~ (!Y70 - !!m'0-)- dy II• . 
B 

Die y-Koordinate des Punktes C ändert sich gegenüber dem Punkt P um 
den Betrag 

Li (dy) = d (d.~) sinrp + C' C'' COSCJ) 

= i-( !Y,0 - !!!! ) sin rp + ds 1p cos Q1 

J (r!y) = d: (r.,11 - -':::) + dx 1/J • 

(Hierbei setzen wir als Regel, die y-Koordinate in Fig. 13 von der Höhe 
clei:l Punktes J aus von oben nach unten positiv zu zählen.) 

Der Punkt C lindert während der allmUhlieh vor tiich gehenden Dmch
biegung der Platte seine Koordinaten gegenüber dem P unkt J um die Werte 

L1 x~ = .2~· d (dx ) 

d y';' = ~~ d (dy) 

Gemäf3 unserer bisher geübten Rechnung·sweise setzen wir statt der un
endlich kleinen Differentiale dx und dy die endlich kleinen Intervalle rlx und 
dy ein. 

I) s. Bl\cll »Elastizitäts- und l<'estigkeitslehre« 1902 S. 48 5. 
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Will man die Aenderung der x-Ordinate des Punktes C in bezug auf die 
Symmetrieachse z-z, Fig·. r 3, berechnen, w ist zu berücksichtigen, daf3 die 
Ordinate des Punktes J sieb bereits ändert um den Betrag 

, t XJ ( lirO) "'-' XJ = - !Jw - . ·-
E rn 

Dieser Wert ist zu dem in Gl. (39) aufgestellten Wert zu addieren, um die 
Gesamtzunahme der x -Ordinate des Punktes C gegenüber der Symmetrieachse 
zu erhalten. 

Wir finden also für diesen Punkt 

~ Ij [ a; ( rJr0 - -: 0
) ] 

Lfxc = -I$ [1/! dy] 

+ xJ (aw - -~~) 
E m x=xJ 

Hat die Platte in der Mitte kein Loch, so fällt der letzte Summand natür
lich weg, weil dann XJ = o. 

l\Ian schafft sich ein anschauliches Bild von der Formänderüng der Platte, 
wenn man die Koordinatenänderung eines jeden Punktes der Meridian-Mittel
faser in viel größerem, und zwar dem 20- bis roo facnen Maßstab aufzeichnet 
gegenüber den Koordinaten selbst. 

Zahlenbeispiele. 

Das entwickelte Rechnungsverfahren soll nun ang·ewendet werden auf 
einige Zahlenbeispiele: 

Wir wählen als erstes Beispiel den in l<'ig. 14 dargestellten gewölbten 
gußeisernen Deckel, wie ein solcher in den \Verkstiitten von Escher, Wyß & Cie. 

Fig. 14. I. I : zo. 

in Zürich dazu verwendet wird, die Gehäuse von Dampfturbinen probehalber 
abzupressen. Es ist dies also ein Hülfsboden, der nicht zur Lieferung der 
Turbine gehört. 

Der Boden ist gemäf3 Fig. 14 in der Mitte voll, hat eine gleichmäßige 
Wölbung mit einem Krümmungshalbmesser (! = 143 cm und soll laut Werkstatt
zeichnung eine stets gleiche Dicke von h = 6 cm haben. 
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Wir haben diese gewölbte Platte als Beispiel gewählt, weil sie als Teil 

einer Hohlkugel vom Halbmesser f! = 143 cm und von stets gleicher Dicke einen 
wertvollen Vergleich mit der vollständigen Hohlkugel Iür den Fall gleicher 
spezifischer Belastung zuläf3t. 

Die nachstehende H.echnung wurde durchgeführt für einen auf der kon 

vexen Seite wirkenden Ueberdruck von 20 at 

p = (- 2o) kg/qcm. 

Dieser Druck wurde für die Rechnung so hoch gewählt, um sie zuverHiß

licher zu gestalten. Für kleinere Ueberdrücke ändern sich die Ergebnisse pro
portional. 

Vergleich mit der Hohlkugel. 

Bei (- 20) at U eberdruck würde die vollständige Hohlkugel vom mittleren 

Halbmesser f! = 143 cm, der Dicke h = 6 cm eine mittlere Druckspannung rh er
fahren, die sich nach der .B'ormel berechnen läßt: 

6~c = (R2np): (2 Rnh) = l!_P, 
1.h 

rJk = ~3_" (-z.o) = - 239 kg·Jqcm 
z.·6 

Unter dieser spezifischen Belastung würde sich der Halbmesser verändern 

um den Betrag 

Hierin ist R = 143 cm; E für Gußeisen = 9ooooo kg/qcm; m für dieses 

Material rd. 51); 6rk = rJ,k = ak =- 239 kg/qcm . 

.d R = --14L (r - 1/5) (- 239) =- o,o3o5 cm, 
900 000 

L1 R =- o,3o5 mm (45). 

Wie bereits bemerkt, ist es nun höchst lehrreich, festzustellen, wie sich die 

Hohlkugelkalotte in ihrer Beanspruchung und Formänderung der vollständigen 

Hohlkugel gegenüber verhält. 

Untersuchung der Platte nach Fig. 14 für p = (- 2o) kg/qcm. 

Diese Platte von der Form einer Hohlkugelkalotte hat einen ~tußeren Halb

messer 
Xa = 90 cm. 

Weil sie in der Mitte nicht durchbrochen, so ist 

X;=O. 

Der Boden liegt bei der Verwendung aur einer im 'l'urbinengehäuse vor 

gesehenen Randfläche auf, welche einer J%ene angehört, die zur Turbinenachse 

also ZUL' Symmetrieachse der Platte senkrecht steht. Diese Auflage vermag dem

nach auf die Platte nur 1\eaktionskräfte in Hichtung parallel zur Symmetrie

achse zu übertragen. 
Der Meridianquerschnitt ernihrt laut dem auf 8. 4 7 Gesagten eine mittlere 

Tangentialspannung 
:;, seitliche Projektion des Bodens auf die Bildfläche X Ueberdruck 

a, · = ~- - - M:;ridi;;,nq;;~schnitt ---

Die seitliche Projektion des Bodens auf die Bildfläche berechnet sich 

wie folgt: (vergl. Fig. 1) 

1) siehe Föppl Bd. lli S. 43 Zeile 5 von unten. 
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""~läche A1 JA~ J1 A1 = F = ~ ( 2 ~~0;- - sin (2 l'f'a 0)), 

• 0 Xa 90 6 sm <J'a = ~ = 143 = o, 3, 

q.o = 39o; !]'--= = o,68r, 
sin (2 q>.0) = sin 78° = o,978, 

<pa0 n ~ 
2 -8- 0-= 2 cp. = r,362. 

I 0 

F = r4~ (1,362 - o,978) = 3920 qcm. 
2 

Meridianquerschnitt f = 2 cp. Q h, 
f= 2 · o,68r · 143 · 6 = rr7o qcm. 

* Jlv 3920 (- 2o) ( 6 ) k I a, = - = ~--- = - 7 g qcm 
f II70 

statt a" = (- 239) kg/qcm, wie wir in GI. (44) für die vollständig·e Hohlkugel 
gefunden hatten. Diese Verschiedenheit läßt bereits vermuten, daß in dem ?.U 
berechnenden Boden die Beanspruchung von Punkt zu Punkt der Mittelfaser 
(und in noch höherem Maß der Außenfaser) stark veränderlich sein werde. 
Es ist nämlich anzunehmen, daß die Beanspruchung des Bodens in der Nähe 
der Symmetrieachse von derjenigen in der vollen Hohlkugel nicht sehr ab
weicht. Damit aber die mittlere Beanspruchung des Bodens, d. i. a,* nur etwa 
1/, (d. i. »- 67« gegenüber >>- 239<<) von derjenigen der Hohlkugel sei, muß 
am Außenrand eine große Beanspruchung auftreten, welche ein entgegenge
setztes Vorzeichen zu derjenigen in der Mitte des Bodens hat. Die in den 
nachstehenden :B'iguren und in Zahlentafel 8 wiederg·egebenen Rechnungswerte 
bestätigen denn auch die Hichtigkeit dieser Vennutung. 

Die au13en frei aufliegende Platte erfährt dm:elbst laut GI. (32 a) eine mittlere 
sogenannte Radialspannung 

xap sin tpa 90 · (- 20) • o,63 
6ra = -21,-;-- = --~6--

6,." = (- 94) kg/qcm ..... (Druckspannung) 

Nunmehr stellen wir uns das Schema für die Hauptzahlentafel auf: 
Dabei beginnen wir nicht mit x, = o, wie wir dies eigentlich tun sollten, 

sondern mit x = ro cm. Wir müßten nämlich sonst die ersten Intervalle 
dx so klein nehmen, damit sie g·egenüber x vorschril'tsmäßig klein genug sind, 
daß dadurch die Rechnung seht· weitlHufig wUrde, ohne besonderen Gewinn zu 
ergeben. So schätzen wir die zn machenden Annahmen statt für x=o für X=Iocm 
und extrapolieren nach erfolgter Durchrechnung. riickwärts auf x = o. 

Vom Halbmesser x = ro cm ausgehend, wählen wir die Intervalle dx zuerst 
·nur klein (dx = r), dann immer größer, bis ?.uletzt dx = 5 cm wird und bleibt. 
(Wie sich jedoch erst sp1iter herausstellte, wäre es für die Genauigkeit der Rech
nung besser gewesen, das Intervall d.r: gegen den Außenrand hin wieder kleiner 
werden zu lassen, z. B. dx = 5, 4, 3, 2 cm.) Für welche Halbmesser die Einzel
rechnungen auszuführen sind, muß eben das praktische Gefühl und etwas 
Uebung weisen. In unserem Beispiel wurden sie vorgenommen für 

X= IO, II, 12, 13, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 29, 32, 36, 40, 45, 50, 
ss, 6o, 65, 7o, 75, 8o, 85 und 90 cm. 

Zahlentafeln I bis 4 zeigen als Ausführungsbeispiel den Kopf und wenig
stens den oberen Teil der sogenannten »Haupttafel«. Die einzelnen Spalten sind 
gekennzeichnet durch fortlaufende, eingeklammerte. Nummern. In jeder Spalte 
ist in deren Kopf schematisch dargestellt, ob sie. aus früheren Spalten entstan
den, aus welchen und in welcher Weise. 



H
au

 p
t
t
a
~e

l.
 

p 
=

-
'20

 k
g
;c

.m
~
;
 

!! 
=

 k
o

n
st

 =
 1

43
 c

m
; 

h 
=

 k
on

st
 =

 
6 

c.m
; 

h3
 =

 k
on

st
 =

 '
2I

6 
c
m
~

. 

F
üt

· 
G

uß
ei

se
n 

is
t:

 
E

 =
 90

0 
oo

o 
kg

/cm
~;

 
m

 o
o

 S
; 

m
h

3 
=

 k
on

st
,;

" 
1o

8o
 c

m
3 ;

 
(.1

 +
 

1 -)
.=

 
I 1

'2
; 

c
-
-

-
.p

.-
E

 =
 -

-
5 -

9
o

o
o

o
o

 =
 r8

8
o

o
o

=
 o

,r
8

8
 ·

 I
o-

6 
k

g
1 c

m
2;

 
11

1 
m

 
-

I 
1

.5
-

I 

11
. 

IZ
 

h 
• 

h 
p 

11
. 

-
-

=
 6

4 
· 1

0-
r. 

k
g

-
1 

cm
';

 
-

-
· ·

·-
=

 
I9

Z
 ·

 r
o

-
6 

k
g

-
1 

cm
3 ;

 
c 

·
-

=
 0

,5
64

 · 
1

0
G

 k
g/

cm
; 

-·
 · 

-
-

=
 (

-
64

0)
 ·

 l
o

-
6 •

 
c 

c 
1.

 
1.

 
?.

. 
c 

(I
) 

(2
} 

(3
) 

X
 

tl
X

 
h 

('
ff

i 
cm

 
cm

 

10
 

I 
6 

I 
I 

I 
6 

Il
. 

I 
6 

13
 

I 
6 

14
 

2 
6 

16
 

2 
6 

18
 

. 
. 

. 
. 

. .
 

20
 

.
.
.
 

. 
..

 

(I
) 
I 

(1
6)

 
I 

(I
J)

 

d
,?

 
(. 

I) 
d

x 
I+

-
-

X
 

,. 
-~ 

I 
...

 
:1

: 

(2
)

: (
I)

j 
I 12

 •
 (I

6
) 

10
 

0
1
IO

O
 

I 
I 

0
,0

9
I 

11
. 

0
,0

83
5 

13
 

o
,o

77
1 

14
 

o,
14

3 
I6

 
o

,a
s
 

r8
 

20
 

o
,r

z 
o,

10
9 

o,
1o

o 
0,

09
3 

0
,1

72
 

o,
15

0 

Z
a
h

le
n

ta
fe

l 
I
.
 

-
-

-
-

-
· 
-
-
-
-
·
-
-

-

(4
) 

<s
>

 
(6

) 
(J

) 
(8

) 
(~

) 

x
h 

d
(o

;h
) 

d
lo

;h
) 

X
 

em
2 

c
m
~
 

-
-

'1
0 

si
n 

<
p

=
-

co
s 

'P
 

x
h 

(!
 

(
I

) 
X

(3
) 

d
(
4

)
 

<s
>

 : (
4)

 

6o
 

6 
0 1 

t 
4o

 o
' 

t 
O

,O
iO

 
0,

99
76

 
66

 
6 

o,
o9

1 
I 

40
 2

5'
 

o,
o7

7 
0

.9
9

7°
 

7
1.

 
6 

o,
o8

35
 

40
 

so
' 

0
,0

84
 

0,
99

64
 

78
 

6 
o,

on
o 

so 
I5

' 
o,

o9
r 

0
,9

95
8 

84
 

I7
. 

0,
14

3 
so

 4
0'

 
o,

o9
8 

0
.9

95
1 

96
 

12
 

0,
12

5 

:6
; 
~~·:

 I 
o,

ti
7.

 
0

.9
93

7 
. 

. 
. 

. 
. .

..
. 

. .
..

. 
0 
•
•
•
 
0

.
 

. .
.
.
.
 

0 
•
•
•
 

. 
. 

. 
. 

• 
•

•
•
 

0 
. 

. 
. . .

 
. 

. .
 . 

. 
. 

Z
a
h

le
n

ta
fe

l 
2

. 

(1
8)

 
I 

(1
9)

 
(2

0)
 

,)
~~

. 2 1 
(1

.7
.)

 

2 
• 

d
x 

( 
do

;)
 

+
 

I 
p 

I 

( 2
) 

d
x 

x 
+

-
P

 

(2
3

1 

(1
0)

 

co
s~
 'f

' 

I 
0,

99
5 

I 
0

,9
9

t 
I 

0,
99

3 
I 

0,
99

7.
 

0 1
9

7jO
 

0
,9

88
 

::
::

:I
 

(2
4)

 

(l
i

) 
(1

'2
) 

0
3

) 

" 
(!

 c
os
~ 

'1'
 

d
x 

!! 
co
s~
 '7

' 
(I

O
)X

(l
l)

 
('2

):
 (1

1.
) 

14
3 

I4
'2

,2
 

0,
00

70
5 

l4
3

 
14

2,
1 

0
,0

07
05

 
14

3 
14

2,
0 

0
10

0J
06

 
14

3 
14

 I
,8

 
o,

oo
7o

6 
I4

3 
14

1,
5 

o,
O

I4
1 

3 
14

3 
14

1
,2

 
0

10
14

15
 

..
. 

. 
..

.
..

 
. 
..

..
 

. 
.

. I
 .

 .
..

.
. 

..
..

..
 

(2
5

) 
(1

.6
) 

(1
.8

) 

tg
'f

 
I 

tg
'f

E
 

(2
7

ld
:r 
I 

tg
 <p

 E
 a;

 

d
:l>

 

~
 

(1
4)

 
si

n 
<

p
d

x
 

(!
 c

os
2 

<p
 

(8
)X

(I
3

) 

0,
49

3 
zo

-
3 

o,
54

3 
10

-
3 

0,
59

 
Jo

-
3 

o,
64

 
1o

-
3 

x,
3s

5 
1

0
-

3 

x,
s8

6 
1

0
-
3

 

. 
. 

. . 
. 

• 
0 

•
•

•
•
 

(2
9)

 

d
x 

-
+

 s
in

r· 
!! 

(1
5)

 

(6
) 

+
 0

4
) 

o
,I

 
0

,0
91

5 
o,

o8
41

 
o,

o7
76

 
0

,1
44

 
0

,1
27

 
.
.
.
.
.
 

. .
..

. 

(3
0

) 

x
h 

~~
-;

i~
 

o;
 

-
".

,.
, 

x 
+

 7
 

d
x 

o;
 +

 2
 

( 
d

x
) 

j 
2 

. ;
h

 

(I
)

+
 

2 
-

: 
( 

l 
I (

o:
t=

O
] 

1.
 

(Z
)X

(I
Q

) 
(!

8
)+

(2
0)

 I z
 

4 
(2

2)
 X

 (
I 3

) 
'(2

3
)X

(Z
il

l (
8

):
 (9

) 
(2

6)
x

rr
6

l 
(1

.8
) 

+
 1

8)
1 (

4)
: (

IO
) 

ro
o 

17
.1 

14
4 

I 
16

9 
19

6 

I .
 ~s~.

 

10
,5

 
u

,s
 

u
,s

 
13

,5
 

I
)
 

17
 

ro
,5

 
n

,s
 

12
,5

 
I3

,5
 

30
 

34
 

r t
o

,s
 

I3
2,

5 
1)

6,
5 

t8
2,

5 
21

.6
 

2
90

 

-o
,I

6
6

 
-0

,1
5

2
 

-
0

1
I3

C
l 

-0
,1

2
9

 
-
0

1
Il

9
 

-
o,

ro
s 

-
r
 ,1

7 
. 

ro
-

3 
-1

,0
7 

» 
-o

,9
8

 
» 

-
0,

91
2 

" 
-

I,
70

 
» 

-r
,s

o
 

• 

-
0,

11
.9

 
-

0,
14

1 
-0

,1
5

4
 

-
o

,r
67

 
-0

,3
85

 
-0

,4
36

 

0,
07

01
 

6
3 

· 1
0
+
~
 

o
,o

77
2 

69
.4

 
• 

0,
08

46
 7

6,
2 

• 
0,

09
19

 8
2,

6 
» 

0
,0

99
2 

89
,2

 
» 

0,
11

25
 

IO
I

11.
 »

 

6,
3o

 r
o

+
3'

 
6,

30
 

• 
7,

16
 

• 
6,

36
 

>> 
12

,7
6 

}) 
12

,6
8 

» 

o,
oo

7 
o,

oo
7 

o,
oo

7 
o

,o
o7

 
0,

01
4 

0
10

14
 

0,
07

0 

1 
o,

o8
4 

o,
o9

• 
o,

o9
8 

! 
O

,I
I7

. 
0,

12
5 
l 6o

,4
 

66
,4

 
72

,4
 

78
,7

 
84

,9
 

97
,2

 

.:
".

 
-.

l 



(I
) 

(3
 1

) 
(3

2)
 

;r
 

12
 

(3
3

) 
(3

4)
 

d
x
 s

in
 'F

 
di

lJ
 s

ln
 9':

 
c
o

s'
p

 

Z
a
h

le
n

ta
fe

l 
3·

 

<3
5)

 
1 

(3
6)

 

h 
d 

x 
si

n
 rp

 
n 

h 
d 

x 
si

n
 'I

 
"i" 

--
co

s2
q;

 --
; 2

 
-c

o
s2

--
;;

; 

" 
-
6

 

<3
7>

 

h
" 

(3
8)

 
13

9)
 

(4
0)

 

m
x
h

3 
co

s 
rp 

x 
co

s 
9"

\ d
(r
~J
co
sr
p)
 I

 
=

 

(4
1)

 
(4

2)
 

(4
3)

 
(4

4)
 

d 
(m

 x
h

3 
<'

O
S 

'f
) 

d.
c 

(I
 -

ro
sp

) 
I 1.

'1
 c

os
 rp

 
d 

( .
..

 ) 

c 
<3

 !
)
 

(2
) 

x 
(8

>,
 (

33
):

 (
ro

)''
 

(H
) 

19
2 

· 
10

 
2 

X
(3

4
) 

1

Io
8

o
 (

x
 c

os
 rp

) 

(I
)X

(9
JI

 
j1

08
o 

· d
(.'

V
co

sq
;)

 
(2

.9
)X

(3
0)

 
(4

)'
: 

(2
) 

(3
7

).
 (

9)
 

IO
 

11
 

12
 

I3
 

I4
 

r6
 

r8
 

2
0

 

4,
23

 
5,

57
 

6,
58

 

o,
27

1 
· 
x
o
-
~
 

o,
o7

o 
o,

o7
7 

o,
o8

4 
o

,o
9

r 
o

,r
9

6
 

0,
2.

24
 

o,
o7

04
 

o,
o7

74
 

o,
o8

45
 

0,
09

18
 

o,
19

8 
o

,·
u

7
 

7.
7 

9,
5 

12
.,5

 

0,
35

7 
» 

0,
42

.2
 

,, 
0,

49
3 

« 
o,

6o
8 

» 
o,

S
o 

» 

I 
I 

(I
) 

I 
(4

5)
 

(4
6)

 

, 
I 

ro
 

! 
d:

JC
 

d 
(1

&3
 c

os
 p

)l
d

 (1
13

 c
os

 'f
') 

IO
 

I
I
 

1
2

 
13

 
14

 
16

 
1

8
 

2
0

 

-0
,1

3
0

 
-0

,1
3

0
 

-0
,1

4
0

 
-
O

,I
)
I
 

-0
,3

0
2

. 
-0

,3
4

6
 

<
45

):
 (

2\
 

-0
,1

3
 

--
0,

13
 

-
0

,1
4

 
-0

,1
5

 
-o

,r
6

 
-
0

,1
7

 

<4
7)

 
(4

8)
 

(4
9)

 
-
d

(
h

3
c
o

sp
l 

dr
e 

m
lia

 
"'

ha
 c

os
 'I

' 
"'

ha
 c~~

'f'
 

re
 

on 
+

 
re

 

lo
8

o
 

-(
4

6
)+

(4
8

>
 

;c
 

ro
8

 
98

,4
 

9°
.3

 
83

,2
 

77
,2

 
67

,0
 

xo
8,

o 
98

,4
 

90
,0

 
82

,6
 

76
,6

 
67

,0
 

to
8

,t
 

98
,4

 
q

o
,I

 
8:

z.,
8 

76
,8

 
67

,2
 

0,
01

4 
· 
1

o
-3

 

0,
01

49
 

» 
o

,o
r6

 
• 

o
,o

r8
 

» 
0,

03
8 

)) 
o,

04
9 

» 

21
6 

21
6 

2.
16

 
2.

16
 

1.
16

 
21

6 

9,
98

 
10

,9
2 

I
I

19
I 

12
.,9

1 
13

,9
0 

15
,8

9 

+
0

,9
4

 
+

0
,9

9 
+

I,
O

O
 

10
,7

5 
· 

1
0

+
'1 

1,
01

5 
ro

+
3 

I
I

18
 

» 
I 
,o

66
 

» 

I2
,8

8 
• 

1,
08

 
» 

+
1

10
1 

13
,9

4 
» 

1
10

9 
» 

+
1

,9
9

 
15

,C
O

 
)) 

2,
15

 
>> 

+
1,

2.
2 

17
,1

6 
)) 

2.
,0

7 
» 

Z
a
h

le
n

ta
fe

l 
4·

 

<s
o>

 
I 

<s
n 

p 
12

 
I 

1: 
-~ 

ro
s2

 
'I' 

11 

p
l2

. 
-

-
: (

10
) 

2 
c 

I 
(S

O
) 

X
 

(U
) 

-6
4

0
 · 

1o
-G

 -
7

0
,7

 · 
x
o
-
~
 

-6
4

0
 

» 
-8

5
' 

)) 
-6

4
! 

» 
-1

0
0

 
» 

-6
4

3
 

-
tr

6
 

» 
-6

4
5

 
» 

-1
5

2
. 

_" 
-6

4
8

 
,. 

-1
9

3
 

)) 

(5
2)

 dr
e 

ds
=~

~;
~ 

h
d

s
=

 
d

x
 

h 
--

--
--

co
s 

'I'
 

<5
4)

 

h 
c 

;:
 c

os
 'F

 

(2
) 

• 
(9

) 
I (5

2)
 X

 
(3>

1 o
,s

6
4

 X
 

(9
) 

6,
02

. 
6,

03
 

6,
03

 
6,

03
 

12
.,0

8 
12

.,1
0 

o,
56

2 
· 

ro
-G

 
o,

s6
:z

. 
.. 

o,
s6

z.
 

» 

o,
56

2 
,, 

0,
56

2 
» 

o
,s

6
x

 
" 

<s
s>

 
Y

=
 

f! 
(I

-C
O

S
'f

')
 

in
 

cm
 

(J
X

(4
2

) 

C>
,3

43
 

0,
43

 
0,

5
1
5 

o,
6o

 
0.

70
 

0,
9=

> 

1 1
01

5 
ro

+
:l

 
r,

c6
6 

» 

1,
o8

 
» 

r,
o

9
 

,. 
I,

07
5 

» 

I 
,0

3 
5 

» 

<5
6)

 

d
y
 

cm
 

+
0

,0
8

7
 

+
o

,o
8

5
 

+
o,

o&
s 

+
0

,1
0

0
 

+
0

,2
0

0
 

.+
0

,2
4

 

<5
7J

 

d
y
 

E
 

cm
 

k
g

/q
rm

 

o,
o9

8 
· 

x
o

-'
' 

0
,0

94
5 

• 
o,

o9
45

 
» 

0
1
11

1 
» 

0,
22

3 
• 

0,
26

7 
.. 

Z
ij

,4
8

 
1.

15
,3

5 
2 

I 
5,

2.
2 

21
5,

08
 

21
4,

93
 

2 
!.

f ,
69

 

<5
81

 

a.,
. 

E
 

1
1
1 

I 
· 

r
o

-
6

 

1
,1

1
 

• 

:I 
r,

 t 
r 

» 
I 
I
,I

 I 
)) 

2
,2

3
 

» 
2,

23
 

-> 

~
 

0
0

 



(I) 

~ 

(I) 

- 59 -

Des weiteren wird in den nächsten Zahlentafeln 5 bis 7 ebenfalls nur der 
Beginn eines sogenannten »Ausrechnungsblattes wiedergegeben, und zwar sind 
erst die Konstanten aus der »Haupttafel«, aber noeh keine Ausrechnungswerte 
eingetragen. Für letztere sind vielmehr et•st . . . . eingetragen. 

Vergleichshalber wurden die beiden naheliegenden Fälle durchgerechnet: 
Fall 3): Platte am Rand frei aufiiegend, 

» ·4): » » » eingespannt, 
und zwar beide in I{ombination mit l''all I) : Platte innen voll. 

Zahlentafel 5· (Ausrechnungsblatt.) 

(h) (82.) (83) <84) <8s> (86) <87> <88) (89) (90) 

dq,.o = 
"•• = d11r0 diT'o = ITtq, = ( I)d~ 

:1) (I 5) • 11r0 (16) • 11to + (2.4) 11r01 + d11r0 
11r0 -1110 I+;; -;- (2.7) • V' + (86> IT~o& +M~o 

-(81) >< (11,0 - 11t0 ) 
m 

-<87> 
d~ + (82.) = (17). (85> (1.7) • (101.) o,1. • (83> + (88) 

10 

ul o,r o,roo -o,l1.9 o,r1. 6,30· ro• . . . . . . . . . . . . • 0 •••••• ..... 
11. I o,09I5 o,o91 -0,141 o,109 6,3o·ro8 

. . . . . . . . . . . . ••• 0 •••• . .... 
13 I 

o,o841 o,o835 -o,154 o,1oo 7,I5•I08 .... . . . . • . 0. . ....... . .... 
14 1: 

Zahlentafel 6. 

(91.) (Q3) (94) C95) (96) (97> <98) (99) (100) (IOI) 

(41.) (::) 
(91.) + (93> <97>: (40) d'l/1 (:;) tl'J1= 

(31-l 11r0 (36) 11t0 (49). l/'1 (96>- (51) d'1/l d~'(d~) (::)b - <94> + <9S> = de1 (IOO)s = 
tlll) (31.) • (84>. <36). (90)) (41.) • (100) <49> • (101.) J(IOO)J + (99) (100) • (1.) 

! I 10 i I 
li 1 o,z71 • 10- 3 0,0136 • Io- 3 +IOIS ro8,r +70,7. ro-a : ro,7·to+3 

• •. • • • I • • • • • •• . . . . . ..... . . . ... . . . . . . 
I 0,357 • 10 3 o,o149 • ro-a +to66 98,4 +8s. 1o-a :.~~·~·.~~:·1 

; 
11. ! ...... . ...... . . . . . . . . . . . ..... 
13 1 0,41.1. • 1o-a o,oi6 • ro-• +I08o 90,4 +100 • xo-8 : 11.,9 • ro+s: . . . ... . . . . . . . . .... . . . . . . . . . . . . ..... I 
14 1 ' I I I ' I 

Zahlentafel 7· 

(I) (101.) (103) (104) (I05) (I06) (107) (108) (109) (110) ,. 
" 

"'' = m{;;) tp d1/J tp .. ~ d'P + .. Y:. 
c:-; cos 9' >< c:-;eosr>< 

'- tJB ITIJo :V 
'PI 1- t1, 1/J - m-+-

(md1/l+!.) e"' + m't) 
(ll d#C #C ~ d~ :1) 

d:c ~ d,~ :1) 

d:l (101-)J+(IOI), 3.33. (100) (101.): (l) (103) + (104) <54>· (lOS) (54>. (107) (53). (90) 

10 o,561. • ro6 6,01. . . . . . . ..... 
li I o,s61.. 106 6,03 . . . . . . ..... 
nl o,562. • xo' 6,03 ...... . .... 
13 I 0,561. • 106 6,03 

. . . . . . ..... 
14 I 
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Die Erg-ebnisse dieser beiden Hauptdurehreclmungsgruppen sind in die 
E'ig. I 5 bis 2o eingetragen und geben ein ebenso lehrreiches wie anschauliches 
Bild über den Verlauf der Normalspannungen in" den einzelnen Punkten der 
Platte und die Wanderung der einzelnen Punkte der Meridian-MitteHaser in
folge der Durchbiegung. Wir heben besonders hervor, dai.l die einzelnen Er
g·ebnisse wie folgt zusammengestellt sind: 

l<'ür Fall 
2ahlen bei spiel 

3 
I 

4 
II 

I 1•'1;,-. 15 unti r 6. Z"hlonl>oi piol I. l 'h.tte ~<m Außcnmnfl fre i " uflicgend 
( t·lmittti:.rur 21 und 14). 

Flg. I 5· R~t.d l:~.lspannun;,<· o,. in k.o;/ qcm . 

I 

Fi)!. 16. 'rnu)!cntlal8]H\nnnn"' <J• in k.«i 'l''" ' · M:tßsh•1l fllr d ie 

LHn;ro 1 : 6. M:\flstab filr die ~ pcz . S p<umun;.r 30 k ;t/qcno = I m111 . 
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Platte am I~and fr e i aufli egend, eingespannt 
(abet· in Richtung des 

Halbmessers beweglich.! 

Axonometrisches Bild der >>Radialspannungen« Fig. rs Fig. I 7 

» >> '' >>'rangentialspannungcn« >> r6 >> r8 

Durchbiegung bezogen auf die Plattenmitte :B'ig. 19 
)) » den Plattenaußenrand )) 20. 

Die zeichnerischen Maßstäbe sind in die einzelnen Figuren eingetragen. 

Fit!. 17 un<l 18. Z:.hlenlot•bpi rl IJ . P l"Lte am Aut!cnr:11ttl ciuw:t'S)Hl.llll l 

(Schnil~lil!lll' 22). 

~ I 

--4r' -.. ......__ 
I -~--- ......__ 

I ----------
l"i !.!'. 17. H1t.clia.l :-1 p:tlllll111!! llr in k!! qt~lll. 

Fh!.·, I X. ~r:t n ~t'n tialspnnnun~ C1t in k!! qCI11. ~\11\ß8lu.h rnr dh· Liln!!l• I : h. 

~[nUst:;b filo• 111 SJI Z , ~Jl:tlllllllll! 30 k l! <1<'111 = I 111111. 
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0 l'l:tttc unbelastet 
am Ranrl f1·ei a.uflie:!cnd 

II • cin:!C"JJannt ""c~. Bclastun"' tvd' l<om·<·xcr X<•ito '1. 0 k:! qcm 
IX » 1ln.l'h Fhr. l9 und 4 ). 

fi.Ußen fr i aufliC:f<·nd 
Durcllbie:.cun"' crCcr<•n iiJJCr dor Plattenmitte 

~l:tßstah fü1· die ~littell'aser I : . .\faßst:tb filr die Aushie.t!Uilt:: 5 : I. VCI'IIiiltni< rl<' 1' !!~Z<'tl'h llel<·n 

AusblC!!On'!' zur :Lnf'!'cze!chnd<•n i\Httc·lfa•e•· 4 0: r. 

Fi~L 19. Ln..u·e der Mittelfaser des Merldianschnittes. 

I~-~ I 

r·~---~ . "]---. 
J ---~-~ -<---. 
~- -~ L 1 ~--,;__ --..... • !! 

~ --..... _ --- ------...... ___ ....._ __ I ·--... I 

-;:; >-X -·--. ••• :'--'-. -~ 

~I Ix·--~. .. -:-- ·~~ 
!.)' ··---~- ---- ..... ·"'j "•-,!. -.... -.._ - 1,55mm-
~ --.............. ~..._..._ .. ~ ..... 1,'17 ..... 

~>~· --~--------~ _as~ 
!> ----... ~""· 
"5 -- :>!..... 

~ A 6 6- b ..6 3- 0 11'1 , ""''~ .. f 10 18 25 J2 WJ :w (jQ 70 IJO .90-.A, A,"A,' 

[<'1.~· . 20. Dnrchbie.!.'nn .Q· .~·e.~·entlber der Auflagefiäche d~<r Platte. Maßstäbe wie in F i g: . 19. 

Diskussion der Rechnungsergebnisse der Zahlenbeispiele I und II. 

Ein Vergleich der Figuren I 5 bis I S zeigt , daß die Normalspannungen 
in der am Raud eingespannten Platte durchschnittlich viel niedriger sind, als in 
der frei aufliegenden Platte. In letzterer tritt die größte Spannung als Tangen· 
tiulspannung "' = + I468 kg-/qcm (Zug-) an der Innenfaser im Abstand x = 90 cm, 
Fig. I 6, die nächst größte als Radialspannung r.,. ex> - II So kg/qcm (Druck) an 
der Außenfaser zwischen den berechneten Punkten x = ;o und So cm au!, Fig. I). 

Bei der am Rand eingespannten Stelle beträgt die Höchstbeanspruchung - I I4S 
kg/qcm. Es ist dies die Druckspannung in Richtung des Meridians an der Innen
faser des Außenrandes, Fig. I j. Die höchste an dem am Rand .eingespannten 
Deckel auftretende Tangentialspannung finden wir ebenfalls am äußeren Rand, 
und zwar an der äußeren I<'aser mit + 726 kgiqcm (Zug). Alle anderen am ein· 
gespannten Deckel erscheinenden Spannungen sind viel kleiner als die soeben 
genannten. 

Die Figuren I 5 bis I 8 zeigen ferner, dal3 für beide Lagerungsarten des 
Deckels Punkte zu finden sind, die entweder in Richtung des Meridians oder des 
Parallelkreises spannungslos sind. Es ist dies der :F'all z. n. laut Fig. r 5 in Hich-
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tung des nleridianK an der inneren Bcgrenzungo-faser im Abstand X = 45 Clll 

von der Symmetrieachse, laut Fig. I6 in >>tangentiale!'« Hiehtung an der äußeren 
Begrenzungsfaser bei x = 78 em, an der inneren Beg1·emmngsfaser bei x = 

s6 cm usw. 
Eine weitere Betrachtung der die >> ]{adialspannungen << am frei aufliegenden 

und am außen eingeHpannten Deckel darstellenden Fig. I 5 und I7 zeigt, daß in 
beiden Fällen zwischen der Symmetrieachse und dem Außenrand je ein Quer
schnitt Yorkonunt, ller keiner Bicgungs-, sondern nur einfacher normaler Druck
spannung unterworfen ist. J<;s ist dies jeweils dmjenige Kegelschnitt, in welchem 
im graphischen Bild die Hadialsp::umuugen in der inneren und äußeren Begren
zungsfaser gleich groß erscheinen. Schätzungsweise trifft dies zu in Fig. I 5 für 
die Kote x = 22 cm, in Fig. I7 für den Halbmesser x = 8 cm 1). In Fig. I) ver
schwindet das Biegungsmoment natürlich ein zweites Mal Hi.r x = 90 cm laut 
Voraussetzung, tlaß die Platte dort frei aufliege. 

Die in den E'ig. I 5 bis I 8 gegebenen Darstellungen det• Spannungsvertei
lungen lehren ferner, daß die Platte einem »Körper gleicher Festigkeit« ange
niihert werden könnte, wenn sie in der l\Iitte dünner, gegen außen und besonders 
am Hand dicker gehalten w1ire. 

Durchbiegung des nach Fig. 14 ausgebildeten und auf der konvexen Seite 
mit 20 kg/qcm belasteten Deckels. 

In den Fig·. I9 und 20 ist die rechnerische Durchbiegung der Mittelfaser 
des Deckels dargestellt für die zwei Fälle: 

I) Die Platte ist am Hand frei anfliegend (Kurve 1). 
II) Die Platte ist am Hand so eingespannt, daß ihr Außenquerschnitt sich 

wohl in Richtung senkrecht zur Symmetrieachse parallel verschieben, nicht aber 
verdrehen kann. Der Kürze halber wollen wir diesen Fall mit >>Platte außen 
eingespannt« bezeielmcn, obschon dieses Einspannen nur bedingt geschieht 
(Wahrung der Verschiebbnrkeit) (Kurve 11). 

Die Kurve 0 ~tollt die :\leridian-Mittelfascr (Kreisbogen) im unbelasteten 
'l;ustand dar. Es ist wohl zu beachten, dal.l die Maßt>täbe für die Mittelfaser 
einerseits und für ihre Durchbiegung anderseits verschieden sind, und zwar 
ist die ~I eridian-Mitteltaser autgezeichnet im Maßstab I: 8, die Aenderung von 
deren Koordinaten im Maßstab 5: r, so da13 also die Aenderung-en der Koordi
naten relativ zu den Koordinaten selbst in 4ofncher Vergrößerung darge
stellt sind. 

Weil wir von der :\litte aus gerechnet haben, ist in Fig. I9 demgemäß die 
Verschiebung der einzelnen Punkte relativ zum Mittelpunkt J aufgetmgen und 
dabei die Annahme g·emacht, daß alle weiter au!3en liegenden Punkte sich ver
r-;chieben können. Die MitteHaser geht aus ihrer ursprUngliehen Lage J .A1 (Deckel 
unbelastet) über entweder in die Lage JA1' oder in die Lage J .A1", je nachdem 
der Deckel am Rand >>trei aul'liegeml« oder >>eingespannt« ist. 

Die Darstellung Fig. 20 ist rür die der Wirklichkeit eher entsprechende 
Annahme getroffen, dal.l der Randpunkt At sich nur aut der Wagerechten, d. i. 
senkrecht zur Symmetrieachse, nieht aber parallel hierzu bewegen könne, und 
zwar nach den Lag·en A1* oder .A1**, je nachdem die Platte am Hand fl'ei auf
liegt odel' eingespannt ist. Der Mittelpunkt der Platte bewegt sich hierbei aus 
der ursprünglichen Lage J nach J* oder J**. 

1) Hier zeigt die elastisehe Linie relative Inftexlonspunkte. 
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Fig. 2I bis 31. Maßstab für Fig·. 2I bis 30 I: 45· 

Fi)!. 21. I. 

Fig·. 2 3. III. 

Fig. 25. V. 

Fi.u·. 27. VII. 

I 

Fjg'. 29. IX. 

Fig. 22. II. 

Fig. 24. IV. 

Fig. 26. VI. 

Fig. 28. VIU. 

Fi .g·, 3 I. X. Maßstab 2 : 45. 

Mittcihlllgcn. Heft 124. Ii 
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-1150 

Fip: . 32 und 33. 

/ 

/ 

F i.o:. 

+1'186 

+1277 

/ +1058 

f'952 

Zahlenhei<plel 

!J = in cm = konst 
:rn = in cm = 
Xi = in cm = 
h = ln em = konst 
J>=in a.t= 

frei auf· 
lle.crend 

143 
go 

0 

6 
-10 

Mntel'ial: Gußeisen. 

+2020 

Zahlenbol Jllt>l lll. 

{! = 1.60 Clll = l<onst 
:r. = go cm 
x; = O 

h = 6 crn = konst 
-51 I' = - 20 at 

Mntcl'lnl: (;nßPIRI'n. 

Il 
elnp:e· 
spannt 

143 
go 

0 

6 
- 20 
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Die Hir die wirklichen Koordinatenlinderungen gehmdenen Rechnungswerte 
sind in den I<'ig. 19 und 20 eingeschrieben. (Ji'ür Fall II, d. h. »außen eing·e
spannt, ist der Wert Li x. nicht zuverHißlicb. Vermutlich liegt ein Rechen
fehler vor iniolge der Wahl zu großer Intervalle für dx gegen den Auf.len
rand hin.) 

Nach unserer Rechnung und nach :F'ig. 20 kommt die größte Aende
rung- der Koordinate in Richtung parallel ~mr Svnnnetrieachse in der Mitte der 

/ 

/ 

................ rJ'6J'~ 

/;.,/ II 
~0~ I <·· / t 

~--------------xa·90cm·--~~----~----+--r---+~~t2T78 

Fi!'. 35· 

/ 
/ 

/ 

I 

IV. 

I!= 510 em -= lconst 
"'•=90em 
"'1 = 0 
h = 6 cm = kon~t 
p = - 2 0 at 

Mo.terial : Gußeisen . 

Platte vor, wie nicht anders zu erwarten war. Sie b eträgt bei der frei auf
liegenden Platte 245 mm, bei der am Rand eingespannten Platte nur 1,44 mm. 

Der äußerste Punkt A1 der Meridian-Mittelfaser verschiebt sich um r ,4 7 mm 
nach außen, wenn die Platte außen irei aufliegend, dagegen nur um rd. o,s6 mm, 
wenn die Platten »auf;len eingespannt• . 

Von der Wiedergabe aller Rechnungs- und insbesondere der :l.wischenwerte 
wurde mit Rücksicht au~ deren große Zahl abgesehen . 

5* 
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Im Anschluß an diese eingehend besprochenen Beispiele I und ii wurden 
noch z e b n weitere Beispiele durchgerechnet. In Zahlentafel 8 sind von allen 
zwölf Beispielen die ihnen zugrunde gelegten Bedingungen zusammengestellt. 
Die Hauptabmessungen der durchgerechneten Platten finden sich in den Fig. 
2 I bis 31. Diese Beispiele geben über folgende Fragen Aufschluß: 

.r"' =.90cm 

Zahleuheispi<"l V. 

!' = oo 'eben~ Pl!Lllo·) 
:r,. = t)O CHI 

,.,=0 
h () ~·lH = kr,n~t 
}! 2.0 :tl 

Ml\t •rlnl: l·uUci~eu. 

a) Unterschied zwischen den Randbedingungen >>Platte außen frei auf-
liegend« und >>eingespannt«, 

b) Einfluß der Plattenwölbung. 
c) » Plattendicke. 
d) >> Größe des äußeren Halbmessers >>Xa<<. 

e) >> Bohrung und der versteilenden Nabe. 
f) » >> Verdickung des Plattenrandes. 

g) Unterschied 7.Wischen >>außen nachgiebig eingespannt« und »fest einge
spannt«. 

Die einer und derselben Gruppe a) bis g) angehörigen Platten unterscheiden 
sich nur durch die für den jeweiligen Programmpunkt gekenn7.eichneten Daten. 
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Die Bei~piele I bis IXv haben da:; gemein, daJ3 e~ ~ich um die Berechnungen 
guJ3eiserner Platten handelt (E = 9oo ooo kg/qcm ; m = 5), welche von der 
konvexen Seite mit p = 20 kgtqcm belastet sein sollen. Diese Belastung gibt 
zugestandenermaßen für fast alle Beispiele für Gußeisen durchaus unzulässig 

li 

.Xa-•!lOcm----

-950 

Fig·. 38. 

Fig . 39· 

Fk. 37· 
+11'19 

-63 

-620 

Zableuuelspiel VI VII 
(! = konst <.~m 143 143 

Xa = )) 90 6o 
X i= 0 0 
h = konst 6 6 
P= at - 20 - 20 

Material: Gußeisen. 

n1ß22 

r1510 

-1300 

Zahlenbeispiel IX. (! = 143 cm = konst, x. = 90 cm, x; = I 5 cm der Bohrung Iu der Mitte, 
h = 6 cm = konst von x = 32 bis xa = 90 cm, p = - 20 at, Material: Gußeisen. 

Fig:. 40. 

VIII 

95,5 
6o 

0 
6 

- 20 
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I )+157.1 

/ 
{ / f!+1Zö0 

rerg!etcne <>& ron Lr :::,.__, j( ~ 

/ 
t-7.11?. 

----- xa. ·90cm 

Zahlenbeispiel IXv. I{= 143 cm = konst, :ra = 90 cm, :r; = I 5 cm der Boln·un;; in der Mitte, 
h = konst, 1' =- 20 at, Material: Gu ßeisen. 

X ( roo'tol nochgiebig 
eingespannt) 

Fig·, 42. 

.lf (fest etngesponnl) 

Fig. 4 3· 

Fig. 41. 

+'lW 

' -2212 

-1/.190 

-.195 

-7?1 

Zahlt·nheiRplel 
e == konst Clll 

Xn= » 

~·j·= 

h = kon•t 
Jl = at 

Matcriotl : 

X x, 
103,5 J03·5 

30 30 
0 0 

0,99 0,9'l 
+10 +lb 

Fl ußciscu. 
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hohe Bean:-;pruchungen. Sie soll deshalb auch nur für Untiere vergleichsweise 
Rechnung, nicht aber in Wirklichkeit Gültigkeit haben. Wir erinnern uns, daß 
sich alle rechnerisch l'estgestellten Spannungen und Dehnungen proportional zur 
gewählten spezifischen Belastung ändern würden. 

Den Bei~pielen X und X1 ist der Boden an~ Flußeisen zugrunde gelegt, 
der von Prof. v. Bach bezüglich Durchbiegen untersucht und in der Z. d. V. d. I. 
!899 s. rs85 in Fig. I und 2 abgebildet wurde. (E = 2 !00000 kg/qcm; 1/t = 10/3.) 

Die Hauptrechnungsergebnisse sind in den Diagrammen Fig·. 32 bis 43 aufg·c
tragen. 

Diskussion der Rechnungsergebnisse. 

a) Eiu!lnJ3 der Handbedingungen >>außen frei aufliegend« und 
'>au!.lcn eingespannt«. 

Die Beispiele I und II nach den Schnittfiguren 21 und 22 wurden bereits 
eingehend erörtert. Die au~ den F'ig. r 5 bis r8 bekannten Spannungen der 
beiden äußeren und der mittleren Faser sind in kleinerem Maßstab und als ein
fache Funktion des Abstandes x · von der Symmetrieachse in den Fig·. 32 und 
33 wiedergegeben in gleicher \V'eise wie in den Fig. 34 bis 43 für die übrigen 
Beispiele. 

b) Ein Huß der Plattenwölbung. 

Die einschlägigen Zahlenbeispiele I, III, IV und V beziehen sich alle aur 
gu13eiserne volle Platten mit einem äußeren Halbmesser x. = 90 cm und einer 
gleichbleibenden Dicke h = 6 cm (s. Schnittskizzen 21, 23, 24 und 25). Die 
Fig. 32, 34, 35 und 36 geben ein Bild für den Verlauf der Spannungen in der 
mittleren und in den beiden äußersten .B'asern einer jeden Platte. 

In Fig. 44 sind die hauptsächlichsten Ergebnisse der 4 Rechnungsbeispiele 
in F'unktion der Pl'eilhöhe dargestellt, welche beträgt für die Platte 

I III IV und V 
f= 32 

Die Krümmungshalbmesser dieser Platten betragen 

(! = 143 
Die Platte V ist >>eben«. 

8 )) o crn. 

)) oo cm. 

Von der ·Wölbung f = 3 2 cm ausgehend, nimmt die mittlere Radialspan
nung O",o mit abnehmender Plattenwölbung anfänglich schwach, dann immer 
mehr zu. Sinkt beispielsweise die Plattenwölbung >>f<< von 32 aul' r6 und 8 cm, 
so steigt die Spannung u,o von 258 auf 720 und ro85 kg/qcm Druck. 

Dieses V erhalten ist zu vergleichen mit der Beanspruchung zwei er nach 
F'ig. 45 gegeneinander gestellter, gleich langer, gerader Stäbe. Bei gleichblei
bender Last P, welche am gemeinsamen Gelenkpunkt G angreil't, wird die auf 
jede Stütze entfallende Komponente N und damit die spezifische Normalspan
nung (Druck) in den Stützen mit abnehmender Pfeilhöhe immer größer. 

Die übrigen, in den vier Platten I, III, IV und V auftretenden Spannungen 
sind entweder der Zahlentafel 8 oder dem Diagramm Fig. 44 zu entnehmen. 
Letzteres zeigt deutlich, wie die Höchstspannung mit zunehmender Wölbung 
abnimmt. Geben wir beispielsweise der Platte statt einer Pfeilhöhe von 8 cm 
eine solche von 32 cm, so sinkt die größte Tangentialspannung in der Außen
~aser und damit die in der Platte überhaupt auftretende größte Spannung vom 
Betrag + 3624 kg/qcm auf + 1486 kg/qcm. Dabei steigt das Gewicht der Platte 
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nur von I06S auf u8o kg·, also nur im Verhältnis I: I,rr. Der g-eringe Mehr
aubvand nn Gewicht von 11 vH ergibt eine Verring-erung- der Beanspruchung 
im Verhältnis 2,44 zu I oder läl3t eine im Verhältnis 1 zu 2,44 gesteigerte Be
lastung zu. Der Vergleich der rechnerischen Et·gebnisse von den Platten I und 
IV zeigt, wie sehr sich der g·eringe Materialmehraufwand lohnt. 

Wie bereits weiter oben erwähnt wurde, ist eine Platte nach Schema I im 
Betrieb auf 15 at, statt wie in obiger Rechnung angenommen mit 20 at belastet 

worden. Ihre rechnerisch höchste Beanspt uchung betrug· hierbei 1486 x ~ 
20 

Fig. 45· 

Einfluß der Plat.tenwölbung. 

Beispiel Air f' 
P!e;!M/lq~ o 

/(riimmV'(1S4}~J~- (oo) 
rt7o'lvs 

Beispiel V 
Pfeilhöhe f= o 

Krümmungsllalb-
messer = oo 

IV 
8 

510 

III 
16 32C!ll 

2 60 143 » 

wenn im übrigen unveränderlich : 
xa = 90 cm 
X i= 0 » 
h= 6 » 

p = - 20 at. 

-5680 

= 1056 kg/qcm, lag also für Gußeisen schon in ziemlich gefährlicher Nähe der 
Bruchgrenze. Jedenfalls hätte, wie die Beispiele III und IV zeigen, die Platte 
für diese hohe Belastung von r 5 kg/qcm nich t mit geringerer Wölbung (bei 
gleichbleibender Dicke) ausgeführt werden dürfen - von der Anwendung einer 
ebenen, frei aufliegenden Platte V gar nicht zu r eden. 

c) }~in !lnß der Plattendicke »Ii «. 

Die Platten 
nach den Schnittfiguren Nr. 
unterscheiden Hich nur durch ihre stetsgleichen Dicken 

h = 

I 
2 1 

6 

VI 
26 

9 Clll 



welche sich verhalten wie 
deren Quadrate sich verhalten wie 

Laut 7.ahlentafel 8 und gemäß Fig. 
treten in diesen beiden Platten folgende 1-lpannun
gen auf: 

I) Radial- gleich Tangentialspannungen in der l\littel-

' faser und in der Plattenmitte u,o 
1 
x = 0 = 

Diese verhalten sich wie . 
also nicht, wie man etwa vermuten könnte, wie 
die Plattendicken . 

2) Tangentialspannungen in der l\1 ittelfaset· am Außen-

rand uw 
X= 90 

die sich verhalten wie 
3) Größte Tangentialspannung in der Außenfaser am 

äußeren Hand o," 
-;- X= 90 

deren Verhältnis gleich . 
4) Größte Radialspannung in einer der Außenfasern 

Sie verhalten sich wie . 

I VI 
I I,s, 

2,2). 
32 bcz,v. 37 

_:_ 2)8 - 2I2kg/qcm. 

I ,22 I, 

I,) I. 

+ I277 + 62o, 

I,98 I. 

+ I486 + 8Iokg·;qcm, 

r,82 I. 

-- I I 50 - 62okg/qcm. 
I,72 I. 

Keine der unter 2) bis 4) einander gegenübergestellten Faserspannungen 
der Beispiele I und VI verhalten sich - wie man hätte vermuten können -
umgekehrt wie die Quadrate der Plattendicke (2,25: I) und wie dies bei ebenen 
Platten der Fall wäre. Das Verhältnis ist kleiner. In sonst gleichartig gebauten 
gewölbten Platten sinkt denmach die Beanspruchung in einem geringeren Maße 
als umgekehrt zum Quadrat der Dicke, wenn man von einer gegebenen Platte 
zu einer dickeren übergeht. 

d) Einfluß des iiußere n Halbmessers '>Xa"· 

Die Platten der beiden Rechnungsbeispiele 
haben gemäß Schnittskizzen . 
bei sonst gleichbleibenden Abmessung·en einen Außen-

halbmesser x • . 
Diese Halbmesser verhalten sich wie 
Ihre Quadrate verhalten f'ich wie . 
Laut Diagramme . 

treten in diesen zwei Platten folgende Spannungen auf: 
I) Größte Radial- resp. Tangentialspannung· in der 

Symmetrieachse, wo x, = o 
sie verhalten sich wie . 

2) Größte Radialspannung 
ihr Verhältnis ist . 

3) Grö1.1te Tang·entialspannung 
deren Verhältnis . 

I 
2I 

90 
I,S 
2,25 
32 

- 365 
I 

- rrso 
I,2 

+ q86 
1,26 

und YII 
bezw. 27 

6o cm. 
I. 

I. 

38 

- 6os kg;qcm, 
I,666. 

- 95okg;qcm, 
I. 

t- II79kg/qcm, 
I. 

Irgend eine Gesetzmäßigkeit für die Abhängigkeit der Normalspannungen 
von dem einfachen Plattendurchmesser oder von dessen Quadrat scheint hier 
also nicht zu herrschen. Im Gegensatz zu ebenen Platten, wo die Spannungen 
sich wie die Quadrate der Plattendurchmesser verhalten, nehmen die unter I) 
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g-enannten Spannung-en mit kleiner werdendem AuUenhalbmesser wider Erwarten 
sog-ar noch zu. Die unter 2) und 3) aufgeführten Spannungen nehmen nicht 
einmal im umgekehrten Verhältnis der einfachen AuUenhalbmesser ab, ge
schweige denn im umgekehrten Verhältnis von deren Quadraten. 

Daß für den Zusammenhang der Beispiele VI und VII sich keine Gesetz
mäßig-keit aus den Spannungsdiagrammen 37 und 38 herauslesen läßt, trotzdem 
die Durchmesser 90 bezw. 6o cm und die Dicken h = 9 bezw. 6 cm ähnlich 
,;ind, rührt davon het', daß die Krümmungshalbmesser nicht auch im gleichen 
Verhältnis zueinander geändert, sondern einander gleich belassen wurden, näm
lich I!= I43 cm. 

Erst die Platte VIII steht in allen Abmessungen im gleichen Verhältnis zur 
Platte VI, nämlich 3 : 2. Es konnte daher erwartet werden, daß ähnlich gelegene 
Punkte genau gleiche Spannungen aufweisen. In Wirklichkeit zeigen die Au s 
rechnung-en für Beispiel VI eine größte Spannung von (- 62o) k g·;qcm, für 
Beispiel VIII eine solche von (- 550) kg-/qcm. Daß diese Ergebnisse wie auch 
die Spannungsdiagramme 37 und 39 überhaupt nicht besser übereinstimmen, liegt 
an zwei Gründen. .B~ürs erste hätten bei beiden Zahlenbeispielen weitere Durch
rechnungen gemacht werden sollen , um den wahren Werten noch näher zu 
kommen. Sodann kommt bei den in der Mitte vollen Platten eine Unsicherheit 
dadurch hinein , daß man die Rechnung- nicht mit x = o beg-innen kann. So 
wurde bei Beispiel VI mit x = Io cm, bei Beispiel VIII mit x = 8 cm begonnen, 
und es mußten für diese Halbmesser Annahmen getroffen werden, nicht nur für 

d 'P, sondern auch noch für tp. 
dx 

Wenn man zu verläßlicher rechnen will, muß man mit kleinerem x be
g·innen und kleinere Intervalle wählen. Dies ist jedoch recht zeitraubend. .Mit 
1Wcksicht darauf, daf.l ich mir die Berechnung so vieler Beispiele zm Aufgabe 
gestellt, habe ich obige Ungenauigkeit in den Kauf genommen. .B'ür einen ein
zelnen Fall würde man dieser einen Berechnung noch mehr Zeit opfern müssen. 

e) .J<.JinDuß der Bohrung und der verste ifend e n Nabe. 

Hierüber gibt ein Vergleich der Zahlenbeispiele I und IX Auskunft. Die Platte 
IX ist dargestellt in Fig. 29 im Maßstab I : 45 und in Fig. 46 im Maßstab I : 20 
der Fig-. q, welc.he ein Bild der zuerst betrachteten Platte I ist. Die Platte IX 
untersc.heidet sich von Platte I nur dadurch, daß in ihrer Mitte eine Bohrung 
vom Halbmesser x, = I 5 cm und dal3 das durch diese Bohrung entfernte 

Flg. 46. Platte lX. I : 2.0 , 
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l\f aterial ersetzt ist oder vielmehr sein soll durch eine Nabe von r 5 cm axialer 
Länge und 5 cm Dicke; diese Nabe geht allmählich auf die ursprüngliche Platten
dicke h = 6 cm über. Von da ab bis an den Außenrand (xa = 90 cm) ist die 
stets gleiche Plattendicke h = 6 em, wie in Beispiel I. Diese neue Platte soll 
außen ebenfalls frei aufliegen und durchgehend von der konvexen Seite her 
mit zo kglqcm belastet sein. 

i 

Fh!. -17 und 48. Zaltl t•uhCitiplol lX. l'l:~tto 111 it 30 ~~~~ Loth 

aUI Außenrnnd frei nulliel!ond <Scbnlttlil!ll r 29 uud 46). 

1'11!. 47· Radlahpannun.'-' Or in kL!/ qeUI . 

1'11!. 48. 'l'mlgenli~tl p~tnunn;.: a1 in k L!, qCIII. Maßstall fUr tlle Lilni!C r: 6. 

Maßstab rtlr die spez. Sp~Lnnunc: 30 k~t/qcm = I mm. <wie ln Flg. I 5 lJ!s 18.) 
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Die :B'ig. 40 >::eigt im gleichen Maßstab, wie Fig. 32 für Platte I den Ver
lauf der Spannungen in den beiden Außen- und in der l\fittelfaser. Desgleichen 
sind in Fig. 47 in axonametrischer Weise die Radialspannungen und in Fig. 
48 die Tangentialspannung·en dargestellt, wie in den ]'ig. I 5 und I6 für Platte I. 
Diese Diagramme zeigen, dal.l wir die Abmessungen der Nabe ziemlich gut ge
troffen haben. Die höchste auftretende Spannung, die Tangentialspannung <r, 

in der konkaven Aul.lenfaser am Außenrand, beträgt ( + I 822) statt in Platte I 
(+ I486 kg/qcm). Die höchste Radialspannung beträgt (- 1300 kg/qcm) gegen
über (- II so kgiqcm). Die beiden Spannungsdiagramme 32 und 40 zeigen in 
den äußeren Hälften der Platten I und IX einen völlig gleichartigen V er lauf. 

Die Verschiebungen der Meridianmittelfaser sind in die Ji'ig. I9 und 20 

eingetragen. 

f) Einfluß der Verdickung des Plattenrandes. 

Um diesen l<~influl.l festzustellen, wurde als Beispiel IXv [verdickt] eine 
in l<"ig. 30 im Maßstab I : 45, in Fig. 49 im gleichen Maßstab wie Platte I in 
Fig. 14 dargestellte Platte gerechnet, welche sich von Platte IX dadurch unter
scheidet, daß ihre Dicke nm zwischen den Halbmessern x = 32 und x = 65 
unverändert = 6 cm ist und daf.l sie von diesem Halbmesser ab gegen den 
Außenrand hin allmählich bie; zum Betrag ha = 9 cm ansteigt. Am l{and ist 
sie wie die Platten IX und I frei aufliegend g·edacht (s. die Fig. q, 49 und 46). 

Fig. 49· Platte rx.. I : 20. 

Durch die Verdickung des Außenrandes nach Fig. 49 gegenüber Fig. 46 
ist laut Diagramm 4I gegenllber Diagramm Fig. 40 die höchste Spannung ge
sunken vom Betrag (+ I822) auf den Betrag (+ IS73) und die Durchbiegung 
in der Mitte vom Betrag(- 2,78) mm auf den Wert (- 2,3o) mm. In Diagramm 
4I sind in dünnen Linien die Werte aus dem Spannungsdiagramm 40 wieder
holt, so da13 die Abweichung leicht ersichtlich ist. Die Platte IX. ist bezüglich 
Beanspruchung von der Platte I nur unwesentlich verschieden. Wir haben also 
tatsächlich den an sich schädlichen und sonst so gefürchteten Einfluß der Boh
rung in der .Mitte durch die Ausbildung der Nabe und die Verstärkung des 
Plattenrandes ausgeglichen. 

Vergleichshalber sind von den Rechnungsbeispielen 

I nach Fig-. 14 bezw. 21 (frei aufliegend) 
II » » 22 (eingespannt) 

IX » 46 29 (frei auflieg·end) 

IX. " )) 49 » 
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ic in einem Diagramm vct·einigt und als Funktion des Abstandes x von der 
Symmetrieachse aufgetragen: 

In J<~ig. so <lie Durchbiegung .J y <lcr Mel'idian-Mittelta~er. 
In .B'ig. sr die Aenderung .:l.x der Abstände x der einzelnen Punkte der 

Merülian-MitteHaser von der Symmetrieachse. 
In l<'ig. 52 die Aenderung· 1./J, die der zwischen dem Krümmungshalbmesser 

und der Symmetrieachse gelegene Winkel q; el'leidet. 

Die Werte der Platten I, IX und IX, weichen nicht sehr voneinander ab, 
dagegen verhält sich die Platte II ganz anders, und man sieht daraus nochmals 
den günstigen Einfluß des »:F~ingespanntseins « . Wie :B'ig. 52 zeigt, drehen sich 
alle Querschnitte des inneren Teiles der Platten im Sinne der Winkelvergrößerung, 

........ 
-2.7$ 

+-+ ,,1 I 

-2. 

255 

-287 

Xa.-90cm 

/ 

FI.~·. so. Durchbie!!un.tr Lly in Funktion des Abstandes x von der Symmet•·ieacbse für die 
Zahlenbeispiele I, II, IX, IX,. 

Xa.=90cm --

$1 -----
-0,15 

Fig. 51. Aendcrung Llx in Funktion des Abstandes x von der Symmetrieachse für die 
Zahlenbcispirle I, II, IX, IX,. 
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d. h. die Punkte der konvexen Auf.lenfaser entfernen sich, diejenigen der kon
kaven Innenfaser nähern sich der Symmetrieachse. In den weiter außen ge
legenen Querschnitten ist das Umgekehrte der :B'all. Zwischendrin liegt ein 
Infiexionspunkt, wie ihn Prof. Dr. Stodola für den kegelförmigen Boden be
rechnet hat' ). Für die am Rand eingespannte Platte II liegt er bei x oo 2 0 cm, 

Fi_!r. 52. Winkeländerun .<r 1p in Funktion des Abstandes x von der Symmetrieachse für die 
Zahlenbeispiele I , II, IX, IX, .. 

für die drei am Rand frei aufliegenden Platten I, IX und IXv nahe beieinander, 
und zwar bei x oo 40 cm. 

Wie eine · aus der Grundform I entwickelte Platte mit Bohrung jedoch ohne 
versteifende Nabe beansprucht wäre und sich durchbiegen würde, und wie die 
Beanspruchungen und Durchbiegungen von der Größe der Bohrung abhängig 
sind - dies zu untersuchen, mag einer besonderen Arbeit vorbehalten bleiben. 

Die Biegungsmomente der inneren Spannungen in Abhängigkeit vom 
Halbmesser .r. 

Bei der Berechnung des Ausdruckes (~) stießen wir unter anderen auf 

den Wert Ma,. , das ist das Moment der auf die Begrenzungsfläche CDEP des 

in Fig. 3 dargestellten Plattenelementes wirkenden K ormalspannungen "r· Wir 
fanden als Gl. (2o): 

ilfa .=da cx -- cos rp m - + · . h3 [ d'fl lJJJ 
' 12 d x x 

Dividieren wir diesen Ausdruck durch die mittlere Breite (xd a) der Fläche 
CDEF, so erhalten wir den auf j e einen Zentimeter des mittleren Parallelkreis
umfanges entfallenden Anteil des Momentes Mur' nämlich: 

, _ Mu,. 3 [ d'fl •v] c M :- ---···· = h cos <p m -- + - -
<1r (x d a ) d z x I 2 

1l f;, Stodola : »Die Dampfturbinen , IV. Auflage S. 6o2 . 
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vYir können diesen Wert nennen »das spezifische Moment der Normal
spannungen <J,.<< . Seine Maf3einheit ist kgcm/cm. In unserer abgekürzten Ziffern
sprache lautet die Formel ( vergl. 7.ahlenta~el 3 und 7) : 

M I ~ (44) ( ros ) __t:_ (48 a). a,. 12 

I 
I 

Mo-;.-(:.:;;) tn Abhä"!J!glrM YOn X 

Jtk die Platten J;II und lX 

x,.~90cm 

Fi~. 53· Maßstab für die nrdinaten: roo k l:!em/em = o,i5 mm. 

~6'160 

l;,J-: 
~ 1 t-52sv----t---

xa.~90cm 

+27 
_ .,_X 

1:10 

M~< = ~ M tl }tn Abhiing'!Jked von x /ax· ,, 
Jür die Platten I, II und IX 

- 3795 

l•' k . 54· Maßstab fiir die Ordinaten: roo k.!!'cm/ cm = o,i5 mm. 

t-650{). 

-f-1.300 



so 

In ganz g·lcichrr Weise läßt sich fiir das auf das Plattenelement C bis K, 
l<~ig·. 3 hczw. 9, wirkende resultierende :Moment ilfu,, wdches von den Tangen-

tialspannungen u, herrührt, aus der < a. (24) das >>spezifische« Moment llfu,' ab
leiten: 

Mu,' = (44) (107) c 
12 

Beispielshalber wurden die in den Gl. (48) und (49) definierten Werte für 
eine größere Anzahl der Werte von .r ausgerechnet für die Platten I, II und IX 
und in den Diagrammen Fig. 53 bezw. 54 bildlich (largestellt in Funktion von :r. 

Die für eine gegebene Platte erforderlichen Durchrechnungen. 

Um zu zeigen, wie sich bei den einzelnen Durchrechnungen für ver
schiedene Annalunen die Endergebnisse Htellcn, und wie manehe Durchrechnungen 
überhaupt durchgeführt werden müssen, greifen wir das Zahlenbeispiel IX heraus. 
Zur Berechnung der in l<'ig. 46 dargestellten Platte wurden fünf verschiedene 
Annahmen gemacht mit dem in nachstehender Zahlentafel ersichtlichen Erfolg: 

Durchrechnung . . Nr. 9I 92 93 94 95 
Annahme tür x, =I 5 cm (wo o, 0 = o) 

(ftOi =. - 320 - 630 - 400 - 330 
+I9o +225 -rso +285 

F.nderge bnisse für .r. = 90 cm. 
a) Spannungsprobe: 

o,·oa = - I 04 
stattnachGl.(32a)- 92 

l<~ehlbetrag = - I2 

b) Winkelprobe nach Gl. (33). 

[ m d_'f_ + 't] = . 
dx x 

statt . 0 

+I38 -126 
- 92 92 

+ 23° 34 

+447 

0 0 0 

- 37 5 kg/qcm 
+ 385 . 10 __ ,, 

63 kg/qcm 
92 )) 

+ 29 )) 

- 100 · ro- 6 

0 0 

Wie diese Zusammenstellung zeigt, hätten eigentlich noch mehr Durch
rechnungen erfolgen sollen, um den in den Gl. (32 a) und (33) gestellten Rand
bedingungen näher zu kommen. Doch iHt schon bei der Durchrechnung 95 die 
Annäherung für die Praxis durchaus hinreichend. (Beim Aufzeichnen des 
Rpannungsdiagrammes 34 wurden die Kurven für die Hadialspannnngen rr,. so 
gedreht, daß sie bei :r. = 90 em durch den Punkt(- 92 kg/cm) hindurchgehen.) -
Bei anderen Zahlenbeispielen waren allerdings weit mehr Durchrechnungen er
forderlich als nur fünf. I;m folgenschwere Fehler zu verhüten, empfiehlt sich 
das fortlaufende graphische Aufzeichnen der )i;wischwerte. 

* * 
Als weiteres Anwendungsbeispiel wurde endlich die Platte nachgerechnet, 

die seinerzeit durch Prof. v. Bach nntenmcht worden ist, und deren Prüfungs
ergebnisse in der z. d. \'. d. I. I899 s. I586 veröffentlicht sind. Die Platte A 
bestand aus Flußeisen (1.: = 2 1ooooo kg/qcm; m = 10/a). Unsere Rchnittskizzc 
Nr. 31 ist der Fig. I aus Z. d. V. d. I. r899 S. 1585 nachgebildet. Wir führen 
die Rechnung nur durch bis zum Beginn cler Krempe, das ist bis zum Halb
messer x = 30 cm und nehmen an, daß die Platte daselbst >>eingespannt«,. 
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und daß sie aul' der konkaven Seite gleichmä13ig mit J! = + r6 at (statt wie 
in den bisherigen Beispielen mit p = - 20 at) belastet sei.. >>Eingespannt« soll 
hei13en, daß der Rand sich nicht verdrehen kann. Dieses >>Eingespanntsein« 
wollen wir im Rechnungsbeispiel X so auffassen, daß der Außenrand in Richtung 
senkrecht zur Rymmetrieachse beliebig nachgeben kann, während in Beispiel X, 
der Meridianpunkt des Außenrandes so fei-ltgehalten gedacht werde, da!l er sich 
in Richtung senkrecht zur Symmetrieachse kaum bewegt, daß er also nahezu »fix<< 
sei. Daher die Bezeichnung >>Xr<<. Die Spannnngea des l~.echnungsbeispieles X 
sind im Diagramm .:J-2, diejenigen des Beit:~pieles X, im Diagramm 43 aufgetragen. 
(Ihre Ma!.lstäbe sind jedoch verschieden von denjenigen der Diagramme 32 bis 41 .) 

Das Spannungsdiagramm 43 zeigt mit seinen viel kleineren Ordinaten als 
im Diagramm 42 den günstigen Einfin13 dieses >>Festhaltens« des Plattenrandes 
in Hichtung senkrecht zur Symmetrieachse. Die Höchstspannung ist weit unter 
die HäHte gesunken gegenüber derjenigen in der Platte X, deren Außenquer
schnitt sich zwar auch nicht drehen, wohl aber radial verschieben kann. Dem
entsprechend ist auch die rechnerische Durchbieg·ung in der Plattenmitte viel 
kleiner, nämlich o,sr statt 2,oo mm (siehe Zahlentafel 8). 

L Bach hat bei I6 at Belao;tung in der Mitte gegenüber dem Beginn der 
Krempe, d. i. gegenüber den ::\Ießpnnkten 4, I6, 28, 40 eine Durchbiegung von 
r,25- o,r; = I,o8 mm gemessen. Dieser Wert liegt zwischen den in unseren 
Beispielen X und X, berechneten Werten 2,o bezw. o, 5 I mm. Leider fehlt in 
der v. Bachsehen Veröffentlichung die Angabe, um wieviel sich der Normalab
stand der J\leßpunkte 4, I6, 28 und 40 von der Symmetrieachse geändert hat. 
Es ist iu der Zusammenstellung 7 S. 1586 nur gesagt, dal3 der "\ußenrand der 
Krempe, d. h. daß die Meßpunkte 49 bis )I bei p = r6 at im Mittel um o,o99 mm 
nach innen gerückt sind. I<~s ist jedoch anzunehmen, daß die Meßpunkte 4, r6, 28, 
+o sich eher noch mehr nach innen versehoben haben. Unsere Beispiele X und 
Xr ergeben eine Verkürzung des Außenhalbmessees (x" = 30 cm) von o.33 bezw. 
o,o4 mm. Damit ist nachgewiesen, dal3 der von Bach untersuchte Boden bezüg 
lieh wirklicher Beanspruchung ein Mittelding zwischen unseren beiden rechne
risch untersuchten Grenzfällen X nnd X1 ist. Er wird also bei einer spezifischen 
Belastung von r6 at eine Höchstbeanspruchung erfahren, die zwischeu + 4530 
von Fall X und + 1990 kg/qcm von Fall X, liegt. Vermutlich liegt diese wirk
liche höchste Beanspruchung nahe bei 3ooo kg·/qcm. 

Dieser Verg·leich unserer Rechnungsergebnisse mit den Bachsehen Meß
c~rg·ebnissen lie~ert den erwarteten Beweis für die praktische Verwendbarkeit 
vorliegenden Hechnung6verfahrens. 

Alle Beispiele mit Aumahme desjenigen Nr. V, d. i.. dei' ebenen Platte, 
zeigen, daß der höchst beanspruchte Querschnitt sich außen am Hand der Haupt
wölbung, oder wenig·stcns in dessen Nähe befindet, und tatsächlich sind auch 
wohl die meisten Brüche an Kesselböden von dieser Stelle, d. i. vom U ebergang 
zur Krempe, ausgegangen. 

* * 
Vorstehende Hechnungen, insbetmndere diejeuigen :'\ r. I und IX,, sollen in 

erster Linie Beispiele für die Anwendbarkeit des eingangs theoretisch hergelei
teten Rechnungsverfahrens sein. Gleichzeitig geben sie ein sehr deutliches Bild 
cler Abhängigkeit der Beanspruchung und der Durchbiegung ein2r Platte von 
ihrer :Form und ihrer U nterstLttzungsart. 

Ein großer Vorteil der hier angewendeten Hechnungsweise mit kleinen 
Differenzen liegt darin, daß für die Erzielung einer J{echnungsmöglichkeit weit 

Mitteilungen. Heft 124 6 
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weniger Einschränkungen gemacht werden müssen, als in den vorveröffent
lichten Vorschlägen. Schüle mußte in seinem Aufsatz in >>Dinglers Polyt . 
. Journal« vom ro. Oktober 1900 voraussetzen, daß der Boden in der .Mitte voll 
sei, überall gleiche Krümmung und Dicke habe. Von diesen drei Hauptbedin
gungen konnte Fankhansen Tür seine in der >>Zeitschr. f. d. gesamte Turbinen
wesen« vom .Jahr 1911 S. +49 niedergelegte Arbeit die erste, aber auch nur 
die erste fallen lassen, mußte dagegen daran festhalten, daß die Platte ein Kugel
boden von stets gleicher Dicke sei 1). Und trotz dieser im Grunde doch recht 
gro13en und für die Anwendung in der Praxis hinderlichen Einschränkung sind 
Fankhausem; G-leichung·en nicht einfach zu nennen 2). 

Vorliegendes Verfahren gestattet die Ansrechnung von ung·eteilten Böden mit 

a) veränderlicher Dicke, 
b) veränderlichem Wölbungshalbmesser, 
c) Bohrung in der Mitte. 

Als ein solch allgemeines Beispiel haben wir deshalb den Boden Nr. IX" 
nach Schnittfigur Nr. 30 bezw. Xr. 49 gewählt. 

11 Vergl. '·Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen< I9II S. -t50 Zeile 5 und S. 474 oben. 

"l Siehe z. B. dessen Gl. (27). 
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