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Vorwort.

Als im Jahre 1915 meine Monographie ,Dynamik der Kristall-
gitter erschien, wurde ich von dem Redaktor des 5. Bandes ,Physik“
der Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften, Prof. Sommer-
feld, aufgefordert, in Anlehnung an diese Schrift einen Encyklopidie-
artikel {iber molekulare Kristallphysik zu schreiben. Die Ausfithrung
dieses Planes wurde zunichst durch #uBere Umstéinde -- Kriegsdienst,
Ortswechsel, neues Lehramt — verhindert. Spéter kamen innere Schwie-
rigkeiten hinzu; das in dem Buche behandelte Kapitel der theoreti-
schen Physik begann an Umfang und Bedeutung zu wachsen, und je
mehr die Forschung fortschritt, um so weniger ,encyklopidie-reif“
deuchten mir die Ergebnisse. So sind noch mehrere Jahre nach dem
Kriegsende verflossen, bis ich mich zur Niederschrift des Artikels ent-
schlieBen konnte. In dieser Zeit sind von vielen Forschern wichtige
Beitrige zur Gitterdynamik geliefert worden, und ich habe mich sehr
bemitht, aus diesem Mosaik ein einigermaBen geschlossenes Bild zu
gestalten. Bei der Fiille des Stoffes wire es wohl das richtigste ge-
wesen, eine neue Auflage der Monographie zu schreiben und daraus
dann ein Referat fiir die Enecyklopidie zu machen; aber fiir diese
Doppelarbeit fehlte mir die Zeit. Daher habe ich den Encyklopidie-
artikel etwas breiter angelegt, als es sonst iiblich ist, so daB er zur
Not als Ersatz der Monographie gelten kann. Der Herausgeber der
Monographiensammlung, Prof. Blumenthal, die Encyklopidiekommis-
sion und der Verleger sind meinen Wiinschen in liebenswiirdiger Weise
entgegengekommen und haben die Doppelausgabe der Schrift als Ency-
klopidieartikel und als zweite Auflage der Monographie moglich ge-
macht. Zur leichteren Handhabung habe ich der letzteren ein Sach-
und Namenverzeichnis angefiigt, bei dessen Herstellung mir Herr
K. Rolan geholfen hat; ferner habe ich eine Tabelle des ,Grundpoten-
tials“ nach Berechnungen von O. Emersleben zugegeben, die fiir die
Anwendungen der Theorie, besonders auf chemische Probleme, niitz-
lich ist.

Die wertvollste Hilfe bei der Arbeit fand ich durch Herrn
Prof. E. Brody; er hat nicht nur zur Sammlung der Literatur bei-
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getragen und manche Abschnitte ausgearbeitet, sondern vor allem
durch scharfsinnige Bemerkungen die Klirung vieler Zusammenhinge
herbeigefiihrt und neue Methoden entwickelt. Ihm gebiihrt an erster
Stelle mein Dank. Auch einige meiner Schiiler haben mir bei der
Ausarbeitung des Textes und dem Lesen der Korrekturen in freund-
licher Weise geholfen, vor allem Herr P. Jordan, dem ich viele wert-
volle Winke verdanke, und die Herren K. Hermann, G. Heckmann und
H. Kornfeld.

Ferner haben die Kollegen Prof. Ornstein in Utrecht, Prof. Schro-
dinger in Ziirich und Prof. Smekal in Wien sich der Miihe unterzogen,
die Korrekturen durchzusehen und mich auf Liicken und Mingel auf-
merksam zu machen. Allén diesen Helfern spreche ich meinen herz-
lichsten Dank aus.

Gottingen, 20. Februar 1923 M. Born.
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1. Einleitung. Abgrenzung des Stoffes. Die festen K&rper sind
entweder Kristalle oder Gemenge kleinster Kristallsplitter (quasiamorph,
kristallinisch) oder wahrhaft amorph (glasig). Letztere faBt man als
(unterkiihlte) Fliissigkeiten von hoher Zihigkeit auf; tatsichlich flieBen
solche Substanzen (Gliser, Siegellack usw.) bei dauernder Belastung,
wihrend sie bei rasch wechselnden Kriiften wie elastische Festkorper
reagieren.') Die eigentlichen festen Korper sind also Kristalle oder
aus solchen zusammengesetzt; die Kristalle aber sind aus Atomen auf-
gebaute Raumgilter.?) Daher ist die moderne Atomtheorie des festen
Zustandes eine ,, Dynamik der Kristallgitter. Der vorliegende Artikel
soll einen systematischen Aufbau dieser Theorie enthalten; die histo-
rische Entwicklung soll nur soweit beriicksichtigt werden, als sie nicht
schon in anderen Artikeln?) behandelt ist. Dabei sollen die Probleme
kurz dargestellt werden, welche sich auf die atomistische Begriindung
solcher Gesetze beziehen, die auch auf phinomenologischem Wege ge-
wonnen werden konnen; ausfiihrlicher aber die der Atomistik eigen-

1) Vgl. G. Tammann, Kristallisieren und Schmelzen (Leipzig 1903), p. 4, 5.
2) Die Gittertheorie der Kristalle wird in folgenden Encyklopidie-Artikeln
behandelt, auf die wir hier ein fiir allemal verweisen:

V 7. Kristallographie (Th. Liebisch, A. Schinflies, O. Migge) enthilt die Lehre
von den Symmetrieeigenschaften und die Strukturtheorie, insbesondere
die Ableitung der 280 mdglichen Raumgruppen (Gittertypen).

V 24, Wellenoptik (M. v. Laue) enthilt unter V. Interferemzerscheinungen an
Rontgenstrahlen die theoretischen und experimentellen Methoden zum
Nachweis und zur Bestimmung der Gitterstruktur durch Rontgenstrahlen.

Die Eigenschaften der festen Korper werden vom Standpunkt der einzelnen

physikalischen Theorien in vielen Artikeln behandelt; wir nennen hier die

wichtigsten:

1V 23. Die Grundgleichungen der mathematischen Elastizititstheorie (C. H.Miller
und A. Timpe) gibt eine historische Ubersicht iiber die Molekulartheorie
der Elastizitit.

V 10. Die Zustandsgleichung (H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom) ent-
hilt in Nr. 74, p. 879, eine Ubersicht iber die Thermodynamik und die
kinetische Theorie der festen Korper.

V 16. Bezichungen zwischen elekirostatischen und magnetostatischen Zustands-
dnderungen einerseits wnd elastischen und thermischen andererseits (F.
Pockels) behandelt Piezo- und Pyroelektrizitit, Elektro- und Magneto-
striktion sowie verwandte Erscheinungen vom Standpunkte der Konti-
nuumstheorie.

V 22. Elektromagnetische Lichttheorie (W. Wien) enthilt in Nr. 24, p. 169 eine
Skizze der Kristalloptik.

Die besonderen Eigenschaften der Metalle, die auf ihrer elektrischen Leitfihig-
keit beruhen, sind in dem Artikel

V 20. Elektronentheorie der Metalle (R. Seeliger)

dargestellt und werden hier daher nicht beriicksichtigt.
1 *
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timlichen Vorstellungen und Ergebnisse, vor allem die Moglichkeit
der Zuriickfihrung aller meBbaren Grofen auf Eigenschaften der
Elementargebilde (Atome, Kerne, Elektronen).

I. Statik.

2. Geometrie und Kinematik des Kristallgitters. Die in Art. V 7
Kristallographie, B. Symmetrie und Struktur der Kristalle (A. Schon-
flies) mitgeteilten Ergebnisse der Strukturforschung bilden die Grund-
lage, auf der die molekulare Mechanik der Kristalle sich aufbaut.

Im folgenden soll der Kiirze halber ein regulires Punktsystem
,Gitter genannt werden; die von der Strukturtheorie ,Raumgitter ge-
nannten Punktsysteme sollen ,einfache Gitier” heiBen.

Die Deckoperationen eines einfachen Gitters®) ohne Symmetrie-
eigenschaften sind die Translationen nach drei Vektoren

@, 0Oy 0.

Jedes Gitter (regulire Punktsystem) enthélt unter seinen Deckopera-
tionen diese Translationen als Untergruppe. In der allgemeinen me-
chanischen Theorie wird man, um alle Gitter von beliebiger Symmetrie
zu umfassen, nur von diesen Translationen als Deckoperationen Ge-
brauch machen; die Einfiihrung weiterer Deckoperationen und die
Spezialisierung auf die 230 Gruppen®) erfolgt am besten nachtriglich
an den fertigen Formeln (vgl. z. B. Nr. 13, 33). Die Vektoren a,, a5, a,
von einem Punkte O aus gezogen, bestimmen das elementare Parallel-
epipedon des Gitters; wir wollen dieses, um ein kurzes Wort zu haben,
Zelle nennen., Den Rauminhalt der Zelle bezeichnen wir mit 4 oder
0% er ist durch die Determinante

T
1) ;a2z g, ag, |

|y, O3y O,
bestimmt. 0 bedeutet dann ein MaB fiir die absolute Lineardimension
der Zelle; wir nennen 0 kurz die Gitterkonstante.

Jede Zelle enthiilt eine kongruente Anordnung von Atomen. Ob
diese die letzten Bausteine der Strukturtheorie, welche von jeder
Symmetrie frei sein konnen*), darstellen, bleibe dahingestellt. Da-
gegen mufB hinsichtlich des kinematischen Charakters der Atome zur
Durchfiithrung der Gittermechanik eine Festsetzung getroffen werden.
Fiir manche Zwecke wird es geniigen, die Atome als starre Kirper

— =

3) Vgl. den zit. Art. V 7, Nr. 42, p. 462.
4) Vgl. den zit. Art. V7, Nr. 40, p. 461 oben.
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zu behandeln, wie es die #lteren Molekulartheorien der Elastizitit®)
von Poisson®) und W. Voigt") tun. Nach den heutigen Vorstellungen
vom Aufbau der Atome bestehen diese aus einem positiv geladenen
Kerne, um den eine Anzahl (negativer) Elektronen Bahnen beschreiben,
deren GroBenverhaltnisse durch die Quantentheorie®) festgelegt werden.
In der Gitterdynamik ist ein Eingehen auf diese, zum Teil noch recht
hypothetischen Vorstellungen nur da geboten, wo es sich um das Problem
der Natur der Molekularkriifte, um die absolute Berechnung der Dimen-
sionen und dynamischen Konstanten des Gitters handelt (s. Nr. 38);
bei allen formalen Betrachtungen geniigt ein rohes Bild, das die Haupt-
ziige des Atommodelles wiedergibt, ndmlich als eines Systems elek-
trisch geladener Partikel (von der Gesamtladung Null), die im Gitter-
verbande bestimmte Gleichgewichtslagen haben.®) Ein solches Atom
wird deformierbar sein, indem die einzelnen Partikel (Kerne und Elek-
tronen) gegeneinander verschoben werden konnen. Kinematisch sind
daher diese Partikel als elektrisch geladene Massenpunkte die Bau-
steine des Gitters; es zeigt sich nachtriglich, daB sie es auch dyna-
misch sind, indem die zwischen den Partikeln eines Atoms wirkenden
Krifte von derselben GroBenordnung sind, wie die zwischen den
Atomen und Molekeln als Ganze (s. Nr. 23, 24). Die Vorstellung der
Atome als starrer Korper erhilt man offenbar als den Grenzfall un-
endlich fester Bindungen der zu einem Atom gehdrigen Partikel (s.
Nr. 9).

Die Anzahl der innerhalb einer Zelle befindlichen Partikel, die

5) Vgl. den in der Einleitung zit. Art. IV 23, Nr. 4¢, p. 38. — Die weitere
Entwicklung der Vorstellungen iiber die elementaren Bausteine der Kristalle,
insbesondere iiber ihre Anisotropie s. M. Brillouin, La structure des cristaux,
2. Cons. de Phys. Solvay 1913 (Briissel 1913).

6) S. D. Poisson, J. Ec. Polyt. 20 (1831), p. 8 und Mémoire sur I'équilibre
et le mouvement des corps cristallisés {28. Okt. 1839), Paris, Mém. del’ Acad. 18
(1842), p. 3ff.

7) W. Voigt, Theoretische Studien iiber die Elastizititsverhiltnisse der
Kristalle, Gott. Abh. 84 (1887), p. 1. Vgl. auch W. Voigi, Lehrbuch der Kristall-
physik, Leipzig 1910, B. G. Teubner, VIL Kap., II. Abschn. § 2921, p. 5961f.

8) 8. diese Encykl. V 26, Die Quantentheorie (A. Smekal). — Die Anwendung
der Quantentheorie auf die Kristallgitter wird in diesem Art. Nr. 26—35 be-
bandelt, wo ausfiibrliche Literaturangaben zu finden sind.

9) Von den Bewegungen der Elektronen um die Kerne wird also abge-
sehen. Auch in den Fiillen, wo bestimmte dynamische Atommodelle nach Bohr
(8. Nr. 36) als Bausteine des Gitters verwendet werden, spielen die Bewegungen
der Elektronen fiir die Gitterstruktur keine Rolle; die Fernwirkung von Elek-
tronenringen (s. Nr. 36, Anm. 245) wird mit geniigender Anniherung so be-
rechnet, als wenn die Ladungen auf einem Kreisring kontinuierlich verteilt sind.
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teils gleicher Art, teils verschieden sein konnen, sei s. Ihre Lage be-
stimmen wir durch die s von O aus gezogenen Vektoren 1, 1, ...,
T, ..., t,; die Koufiguration dieser s Punkte bzw. Vektoren moge die
Basis des Gitters heiBen und % der Basisindex.

Jeder Gitterpunkt ist der Endpunkt eines von O gezogenen
Vektors
) =T+, v=1l0+ Lo+ L,
wo 1, l,, l; drei ganze Zahlen sind, die die Zelle kennzeichnen, in der
der Punkt liegt; [, als Abkiirzung von 1, l,, I;, heiBe der Zellenindex.
Fiir ein festes Wertsystem [, l,, I, erhdlt man eine der Basis kon-
gruente Konfiguration, wenn % die Werte 1, 2, ... s annimmt. Fir
einen festen Wert % erhilt man ein einfaches Gitter, wenn [, I, I,
alle ganzen Zahlen durchlaufen.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit dem Nullpunkt O
haben die Gitterpunkte die Koordinaten:

o=+ Lo, + Loy, + Loy,
(29 ylz=yk+lla1y+l2a2y+l3a3y1
5=+ Loy, + Loy, + Lo,
Fiir den Vektor, der von irgendeiner Partikel %’ der Basis zu einer

beliebigen Partikel k¥ in der Zelle ! gezogen wird, fiihren wir ein be-
sonderes Zeichen ein, indem wir setzen:

3 T =5 — L =10— 1, + 1

die Komponenten bezeichnen wir entsprechend mit
’ 1]

(3 Tews Yiws iw

Der von irgendeinem Gitterpunkte r}, zu irgendeinem andern v, ge-
zogene Vektor 1Bt sich mit Hilfe der Bezeichnungen (3) in der Form

4) T =T — T
schreiben. Ferner gilt die Relation
6 o= — Ty

Die Massen der Partikel der Basis seien

(6) My, My, ooy My,

wovon auch einige einander gleich sein kionnen; die Gesamtmasse
der Basis sei

®) m = oy -y e
Die Dichte ¢ erhiilt man hieraus durch Division mit dem Volumen
der Zelle:

(7) o="
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Im folgenden werden drei verschiedene Arten von Summationen
vorkommen:
1. Summationen iiber den Basisindex k bezeichnen wir mit >
k

dabei durchléuft & die Werte 1, 2, .., s.
2. Summen iiber Glieder, die durch zyklische Vertauschung der
rechtwinkligen Koordinaten auseinander hervorgehen, bezeichnen wir

mit > bzw. > usw. Dabei sollen im Falle der Doppelsumme z, y
z - xy

als Indizes behandelt werden, die unabhingig voneinander die Koor-
dinaten z, y, z durchlaufen. So schreiben wir z. B. das skalare Pro-
dukt zweier Vektoren % und B

AB = AB,+ QIyEBy—{— A B,
auch kurz AB = 2 AB,;

oder die quadratische Form
a2+ a, v+ a2+ 20, y2 + 20,220 + 20, 2y = Zawxy.
zy

Treten mehr als drei Indizes auf, von demen jeder eine der Koordi-
naten bedeuten kann, so schreiben wir etwa Z, ¥; z B. fiir eine
biquadratische Form der Koordinaten

azzzmx4+ T + 4azxzyx3y + et 6aa:zyyx2y2 + T
schreiben wir
Z__a,y;.gxy:?y,
ryzy
unter Hinzufiigung der nétigen Symmetrieeigenschaften der Koef-
fizienten @uyzj -

3. Summationen iiber den Zellenindex werden vorteilhafter Weise
mit einem besonderen Summenzeichen angedeutet. Wenn die Summe
iiber das unendliche Gitter erstreckt wird, also I, l;, Iy alle ganzen
Zahlen von — oo bis + oo durchlaufen, schreiben wir

S bzw. S usw.
i

124

Beschrinkungen fiir den Laufbereich der Indizes schreiben wir als
Ungleichungen an, z. B.

LZ0

Soll die Summe nur iiber ein endliches, aus N Zellen bestehendes
Gitter erstreckt werden, schreiben wir

w -
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3. Die potentielle Energie und die Krifte. Fiir die Statik und
fir die Dynamik hinreichend langsamer Vorgiinge kann man davon
absehen, daB die zwischen den Partikeln wirkenden Krifte, jedenfalls
soweit sie elektrischen Ursprungs sind, Zeit zur Ubertragung brauchen.
Man wird die Begriffe der klassischen Mechanik auf das Gitter an-
wenden (Berticksichtigung der endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit
der elektromagnetischen Krifte in V, Nr. 36—44).

Wie in den élteren Molekulartheorien der festen Kérper!®) nehmen
wir an, daB zwischen den Partikeln konservative Zentralkrifte wirken.

Die potentielle Energie zwischen zwei Partikeln (%, I) und (%', 1)
ist demnach eine Funktion ihrer Entfernung », deren Verlauf nur von
der Natur der beiden Partikel, also nur von den Basisindizes (nicht
von den Zellenindizes) abhéingt; wir bezeichnen sie mit ¢,,, (7).

Die gesamte potentielle Energie @ des Gitters wichst unbegrenzt
mit wachsender Anzahl der Zellen des Gitters, und zwar auch dann,
wenn sdmtliche Partikel in ihren Gleichgewichtslagen sind. Wir
untersuchen zun#chst das Verhalten der Gleichgewichtsenergie @,.

Die potentielle Energie zwischen einer Partikel der Basis und
einer andern, beide in ihren Gleichgewichtslagen, hat den Wert

(8 P ([T |) = @5
bei beliebiger Lage beider Partikel ist die potentielle Energie offenbar
@7V zu schreiben.

Die potentielle Energie eines endlichen, aus N Zellen bestehenden

Teils des Gitters im Gleichgewichte ist

1 -y
9) D) = ) 2 Por’
O «&

und wird mit N unendlich.
Uber die Abnahme der ¢,, () mit wachsendem r machen wir die
Voraussetzung, daB die Wirkung einer Zelle, efwa der Basis, auf eine

10) Vgl. den in Anm. 2 genannten Art. IV 23, Nr. 2. — Der Unter-
schied der dlteren Theorien von Nawier (1821), Cauchy (1827) u. a. von der hier
entwickelten besteht nicht im Ansatze fiir die Kriifte zwischen den Partikeln,
sondern in der mathematischen Durchfiihrung; bei den #lteren Autoren wird
nimlich sogleich der Ubergang zur Kontinuumstheorie gemacht; bei der Bildung
von resultierenden Kriften werden die Summen durch Integrale ersetzt, statt der
Differenzengleichungen der Gittertheorie treten Differentialgleichungen auf usw.
Auch beschriinken sich diese Forscher auf die mechanischen (elastischen) Eigen-
schaften der Korper, worin aber die optischen dazumal unter der Herrschaft der
elastischen Lichttheorie einbegriffen waren. Die heutige Dynamik der Kristall-
gitter hat das Ziel, aus ein und demselben Ansatze fiir die Kriifte zwischen den
Gitterpartikeln alle Eigenschaften der Kristalle abzuleiten.



8. Die potentielle Energie und die Krifte n3H

Partikel:
‘szj ‘Pz: ¥

sehr rasch mit der Entfernung der Partikel von der Zelle, d. h. mit
wachsendem Zellenindex ! abnimmt, so daB die Reihe § g}, die
[

die Wirkung aller Partikel auf eine Basispartikel im Gleichgewichte
darstellt, sehr rasch konvergiert.'')

Dann wird die potentielle Energie des endlichen Gitters auf die
Partikel einer Zelle I’

-
N Prrr

fir alle im Innern gelegenen Zellen niherungsweise gleich demselben
Ausdruck fiir das unendliche Gitter

S Sel
Ty

sein; dabei ist nur die Besonderheit einer Oberflichenschicht (die zu
den Erscheinungen der Oberflichenspannung (Kapillaritit) Anlaf gibt
(vgl. Nr. 4)), vernachldssigt, deren Einflu mit wachsendem N relativ
immer mehr zuriicktritt. Der letzte Ausdruck ist aber von der Lage
der Zelle !’ unabhingig, gleich

(10 Po = kr: k—?‘?’ we
Daher wird
99 D¢ = ) (‘Po + ),

wo ¥y die Oberflichenwirkung darstellt und mit wachsendem N ver-
schwindet:
97 lim ¢y = 0.

N=oo

Folglich existiert der Grenzwert

]
(11) Uy=lim 0 = P 2o = SZ@?W

und stellt die Energiedichte im Gleichgewichte dar.
Niherungsweise gilt also fiir die Gitterenergie:

’ N
Wir betrachten nun Stirungen des Gleichgewichies, bei denen jede

11) Diese Formulierung fiir die GroBe der ,Wirkungssphire“ ist notwendig,
wenn man die elektrischen Krifte mit umfassen will, deren Potential nur wie
die reziproke Entfernung abnimmt; die rasche Abnahme der Gesamtwirkung einer
Zelle mit der Entfernung beruht hier darauf, daB die Gesamtladung einer Zelle
Null ist.
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Partikel eine kleine Verriickung u} erfihrt. Die Differenz der Ver-
riickungen zweier Punkte bezeichnen wir mit
Der Abstand zweier verschobener Partikel wird dann

r— |tz + il
Wir nehmen an, daB die Funktion ¢, (r) in eine Potenzreihe nach
den Verriickungskomponenten entwickelbar sei; wir schreiben diese
vorliufig bis auf Glieder von hoherer als 2. Ordnung an (die Beriick-
sichtigung hoherer Glieder erfolgt in Nr. 31):
(13) @up(r) =‘Pik'l’+2 (@i )altiie o + 2 2 (9. Ic'l)xyukk’x W, + v

xy

Dabei ist gesetat:

alp ’
1Y (9 Pe
(Piw)e = ( Pz )’fi = TPy,

14 0*
(14) (Fhadey = (25) 4 = 8oy Pl + T ¥ Qe
_ 1 fire=y
(15) 0., |
Y » T Y,
und

1 dog.
1o (1 2P
[ Py = (r dr ):,’,k,’
RIS
kK rdrlr dr Y/,

Diese GroBen sind die atomistischen dynamischen Konstanten des Gitters,
von denen seine simtlichen Eigenschaften abhingen.

Die Definitionen (14), (15) und (16) haben offenbar nur fiir
solche Indizes k, k', I einen Sinn, fiir die nicht ¥ = %k’ und ! = 0 ist;
wir werden sie nachtriglich fiir k=1%', l=0 ergénzen. Nach (16) ist

(167) Pri= Pl @ik = Qiw
also nach (14) mit Riicksicht auf (5):

(16)

(141) { ((kakr)z = (‘pl:k’)z?
. (qyk—'.kl)zy = (‘pik')zy'
Daher werden wir

zu setzen haben, wihrend (gf,),, durch die Forderung

ar) S8 (k=0

bestimmt sein soll.
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Die potenticlle Energie des unendlichen, verzerrten Gitters entwickeln
wir nach Potenzen der Verriickungen u}:

(18) @=@o+¢1+¢2+“‘;

wo
ZSZ(")ZI:I:’Z): W,

Wz

(18" — 1 2 S X @,

kK 0 xy

Die Reihe (18) konvergiert (abgesehen von Q)O), wenn die 1} mit der
Entfernung vom Nullpunkt (I - oo) hinreichend schnell abnehmen,
z. B. auBerhalb eines endlichen Bereichs simtlich verschwinden.

Auf Grund von (14), (17), (17") kann man @, und @, folgender-
maBen umformen:

o, ——ZSZ{ZS@ 2.

(187) 1
2%2(‘p l)z‘/ukzuk'
o ozy
Die Kraft, die alle Partikel auf eine ausiiben, ist
o0d
(19) R} = — oul’

Im Gleichgewicht wird sie durch die Koeffizienten der linearen Glieder
gegeben; diese sind offenbar von ! unabhingig, es gibt also nur
3s voneinander verschiedene, die wir, auf die Volumeneinheit be-
zogen, mit & bezeichnen:

1
(20) = — 3 2 Si).
I3 i
Nach (14) 4Bt sich das vektoriell schreiben:

(20°) g0 =—1 St
& 1

Die Gleichgewichtsbedingungen lauten also
(21) K= 0.

Von diesen s Vektorgleichungen sind aber nur s — 1 unabhingig;
denn auf Grund von (5), (16°) ergibt sich die Identitéit

1) Dlaw — L QP 1y, =0
k kE 3

Nunmehr wird die auf eine Partikel von den iibrigen ausgeiibte Kraft:

(19") o= 28 2@, uly 1 -
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4. Die Oberflichenenergie. Die bisher vernachlissigte Besonder-
heit der Oberflichenschicht und ihr EinfluB auf die Energie 148t sich
beriicksichtigen, wenn man die Grenzfliche als Netzebene annimmt.
Das trifft fiir alle natiirlich (durch Wachstum oder Abbau im Losungs-
mittel, durch Spaltung) entstandenen Grenzflichen mit groBer An-
niherung'?) zu.

Man denke sich das Gitter lings einer Netzebene geteilt und
die Teile unendlich langsam voneinander entfernt, bis sie keine Wir-
kung mehr aufeinander ausiiben; die dabei pro Flicheneinheit der
Grenzfliche geleistete Arbeit sei 2¢, also ¢ die ,spezifische Oberflichen-
energie“ fiir eine der beiden neu entstandenen Grenzflichen. ‘

Um 6 zu berechnen, werde die Energie des unzerlegten Kristalls
in drei Teile gespalten:

@ = @ + Dy + Dys,
von denen die beiden ersten die Eigenenergien der beiden, von der
betrachteten Netzebene getrennten Gitterstiicke, der dritte die wechsel-
seitige Energie dieser Stiicke sind. Fiir den zerlegten Kristall besteht
die Energie aus zwei Teilen

o — oy, + @,
und zwar ist @%* von @,,, ®% von Dy, verschieden, weil beim Aus-
einanderbringen der beiden Teile die der Grenzfliche bemachbarten
Zellen sich etwas deformieren werden. Nach der gegebenen Definition
ist nun g 1 @ o
TR _ )7

wenn F die GroBe der neuen Grenzfliche ist.

Die in ®* — & auftretenden Differenzen @¥ — ®,, und OF — P,,
sind duBerst klein, und zwar um so kleiner, je beschrinkter der
Wirkungsbereich der Molekularkrifte ist. Man erkennt das am besten
aus einem eindimensionalen Modell'®), bestehend aus einer Reihe
gleicher, in einer geraden Linie in gleichen Abstéinden angeordneter
Massenpunkte. Die Koordinaten der » Punkte seien #, z,, ..., %,
Nimmt man nun an, daB jeder Punkt nur auf seine beiden unmittel-
baren Nachbarn merklich wirkt, und bezeichnet man mit ¢(r) die
potentielle Energie zweier im Abstande r befindlicher Punkte, so ist
die gesamte Energie des Systems

U=o@—a)+ o@—mz)+ -+ 9@, — @,_1)-

12) Uber den Grad dieser Anniherung (Auftreten von Unebenheiten) scheint
nichts Genaues bekannt zu sein.

13) M. Born, Uber die Berechnung der absoluten Kristalldimensionen,
Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), p. 224.
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Gleichgewicht besteht, wenn die n Gleichungen

oU ,
3761=_“P(x2_x1)=0;

oU , ’
g;’f=‘7’ (g —2,) — @' (2, — 25) =0,

ou p
gz, P (@ — #,_) =0

erfiillt sind. Man bemerkt, daB diese mit der Forderung #quivalent
sind, daB fiir irgend zwei Nachbarpunkte
@ (1 — ) =0

ist. Die Gleichgewichtsabstinde sind also séimtlich gleich, und ihr
gemeinsamer Wert ¢ ist als Wurzel der Gleichung ¢'(8) = O bestimmt.
Die Randelemente zeigen also keime Deformation, wenn nur die un-
mittelbaren Nachbarn aufeinander wirken. Ist das nicht streng der
Fall, so wird die Randdeformation von der GréBenordnung sein wie
das Ubergreifen der Krifte iiber die niichsten Nachbarn.

Bei raumlichen Gittern muf die Sachlage #hnlich sein. E. Made-
lung™) hat die Rechnung fiir ein spezielles, zweiatomiges Gitter (vom
Typus des NaCl) durchgefiihrt unter der Annahme, daB die Wirkung
der unmittelbaren Nachbarn verschiedener Art (Na auf Cl) und die
der nichstbenachbarten Paare gleicher Art (Na auf Na, Cl auf Cl)
in Betracht kommt. Er findet eine Verschiebung der Atome senk-
recht zur Grenzfliche, die fiir beide Arten etwas verschieden ist und
gegen das Innere nach einem Exponentialgesetz rasch abnimmt. Zu
einer numerischen Berechnung reichen die vorhandenen Daten nicht
aus. Doch kann man aus einer von Madelung angestellten Uber-
legung schlieBen, daf die Oberflichenverzerrung sehr gering sein muB.
Da die Atome der Elektrolyte (wie NaCl) elektrische Ladungen tragen,
muB infolge der Verschiebungen eine elektrische Doppelschicht in der
Oberfliche auftreten. Madelung hat versucht, die von den Begren-
zungslinien solcher Doppelschichten ausgehenden elektrischen Krifte
an frischen Bruchflichen von Steinsalzstibchen durch Aufstreuen von
Schwefel-Mennige-Pulver nachzuweisen, jedoch ohne Erfolg. Daher
muB die Stirke der Doppelschicht sehr gering sein.

Vernachldssigt man die Differenzen @¥ — @, und &% — Dy,
so wird

(22) 6= —

S

g

1

|

80
M

14) E. Madelung, Die atomistische Konstitution einer Kristalloberfliiche,
Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 494.
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Hier kann man nun zur Grenze F'— oo iibergehen; enthdlt F' % pri-
mitive Parallelogramme der Grenz-Netzebene, so wird mit wachsen-
dem 7 die wechselseitige Energie @, sich immer mehr dem #-fachen
des Wertes annéhern, der die Energie eines unendlichen Halbgitters
auf die parallelepipedische Sdule angibt, die im andern Halbgitter
iiber einem Parallelogramm errichtet ist.®) Sind a,, a, die primitiven
Translationen der Netzebene, so ist F'=1n a,a,|, wo |a,a,| kurz fiir
den Betrag des Vektorprodukts [a,a,] geschrieben ist; daher erhilt man

1 S liylgsly +
B E E 15 b3 17
o 20, a0 L

kk L,=0 p=

wo der Index p die Zellen der parallelepipedischen Siule durchliuft.
Die Summation nach p 148t sich ausfiihren; denn jedes Glied ghy=%+?
kommt /; 4 p mal in der Summe vor (s. Fig. 2). Es wird also

(23) 6=*2|axa212ql3¢kk'

KE 1,50
Die so berechnete Oberflichenenergie ist mit beobachtbaren GriBSen

15) Bildet man den entsprechenden Ausdruck fiir ein kontinuierliches, iso-
tropes Medium, so erhilt man die bekannte Laplacesche Formel fiir die Kapillari-
titskonstante; vgl. Art. V9, Kapillaritit (H. Minkowsks). Sind néimlich P,, P,
zwei Punkte, die durch die ebene Oberfliche getrennt sind, im Abstande r, und
ist x die Entfernung des Punktes P, von der Grenz-
ebene, so ist die Energie des einen Halbraums auf den
andern (s. Fig. 1)

r B ) :@1,=21Ffda:f(1—{;) rip@dr.
0 x

Nun ist aber, wenn @(r) fiir r = oo hinreichend stark

verschwindet:

fd:c [.r’q:(r)dr=2fxdw p(r)rdr,
(') 'l. 0 x
also

00 oo-
LY kg 2
ig. 1. C=TEFT T 2f ‘“”,f rear.
0 x

Das stimmt mit dem in dem zit. Art. Nr. 14, (23), angegebenen Ausdruck fiir
die Kapillarititskonstante, die dort mit H bezeichnet ist, iiberein. (Die poten-
tielle Energie g(r) ist dort mit — o (r) bezeichnet, wo ¢ die Dichte ist; sodann

<o
8

ist &(r) = f L(r)dr, 1) = f 7% . p(r)dr gesetzt. Der Ausdruck (23) H — 7% (0)

ist also mit obigem ¢ identisch.)
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nicht ohne weiteres vergleichbar, da sie fiir das Gitter im Gleich-
gewicht, also fiir den absoluten Nullpunkt der Temperatur gilt. Eine
strenge Theorieder Tem- F
peraturabhéngigkeit der

Oberflichenenergie von

Kristallen ist nicht vor-

handen.’®) (leichwohl / /
hat die Berechnung von

6 nach Formel (23) an q /3

./

Stelle der thermodyna- p <_./ 3 /,3 ] 7 g] 7 Z 2 —» I
[
/

misch richtigen ,freien a
Oberflichenenergie® /
einigen Wert fiir die Be- /
urteilung der Grofen-
ordnung und fiir den /
Vergleich der ¢-Werte Fig. 2.
verschiedener Kristallflichen, deren Reihenfolge durch den Tempera-
tureinfluf wohl schwerlich geéindert werden wird.

Es gibt hauptsiichlich zwei Vorginge, bei denen die (freie) Ober-
flichenenergie der Kristalle in Erscheinung tritt. Erstens verindert
sie die Dampfspannung und die Loslichkeit; dieser Einfluf erméglicht
eine absolute Messung von 6.'") Zweitens wird durch die (freie)
spezifische Oberflichenenergie die Gestalt des Kristalles im thermo-
dynamischen Gleichgewicht mit seinem Dampfe (bzw. mit seiner ge-
sittigten Losung) bestimmt; denn die freie Energie zweier Kristall-
stiicke aus der gleichen Substanz unterscheidet sich bei gleicher
Volumenenergie nur durch die Oberflichenenergie, und da im Gleich-
gewichte die freie Energie ein Minimum haben muB, so wird man
mit W. Gibbs'®) und P. Curie'®) folgern®™), daB der Kristall diejenige

16) Es ist auch nicht bekannt, ob das Eotvissche Gesetz, das diese Tempe-
raturabhiingigkeit fiir Flissigkeiten darstellt, fir Kristallflichen gilt. Die theo-
retische Begriindung dieses Gesetzes durch E. Madelung [Phys. Ztschr. 14 (1913),
p- 729} und M. Born u. R. Courant [Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 781] ist unzu-
linglich.

17) G. Hulett, Ztschr. f. phys. Chem. 837 (1901), p. 385, hat Experimente
mit Kristallstaub von Gips und Bariumsulfat ausgefiibrt. Vgl. auch J. J. P.
Valeton, Kristallform u. Loslichkeit, Diss. Amsterdam 1915 u. Ber. d. Sichs. Ges.
d. Wiss. 67 (1915), p. 1.

18) J. W. Gibbs, Equilibrium of Heterogeneous substances, Connecticut
Acad. 1T, New Haven 187¢ und 1878. Abgedruckt in Scient. Pap. I, p. 55; vgl.
insbes. p. 314. Deutsch in: Thermodyn. Studien, iibersetzt von W. Ostwald:
Leipzig 1892, p. 60; vgl. insbes. p. 320.
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Form annehmen muB, bei der seing (freie) Oberflichenenergie mog-
lichst klein ist. Sind F), F,, ... die Flicheninhalte, 6,, 6,, ... die
spezifischen Oberflichenenergien verschiedener Kristallflichen, ¥V das
Volumen, so ist die Gleichgewichtsform charakterisiert durch

ZGpr = Min., ¥ = konst.
p

Die Losung dieser Minimalaufgabe wird nach G. Wulff®') folgender-
mafen gewonnen: Man konstruiere von einem Punkt O die Normalen
auf alle moglichen Kristallflichen und trage auf ihnen von O aus
Strecken ab, die den zugehdrigen g-Werten proportional sind; bringt
man in den Endpunkten dieser Strecken die Normalebenen an, dann
umhiillen diese einen O umgebenden Raum, der die gesuchte Kristall-
form darstellt. Daraus folgt, daB nur Flichen mit relativ kleinen o
an der Begrenzung des Kristalls teilnehmen kinnen.2?)

Numerische Berechnungen von 6 sind von Born und Stern®) fiir
regulire Kristalle bindrer Salze ausgefiihrt worden auf Grund der
Hypothese, daB die Koh#sion dieser Substanzen wesentlich auf der
elektrostatischen Anziehung der geladenen Atome (Ionen) beruht.

(S. Nr. 38.)
Die tatséichliche Form oder ,Tracht“ der Kristalle wird aber
gar nicht durch den Satz von Gibbs und Curie geregelt®), weil diese

19) P. Curie, Bull. de la Soc. Min. de France 8 (1885), p. 145 u. Qeuvres,
p. 163.

20) S. auch Encykl. V 9, Kapillaritit (H. Minkowsks), Nr. 18, p. 611.
Ferner P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. (4) 48 (1915), p. 860; dort ist iltere mine-
ralogische Literatur iiber dieses Thema zitiert.

21) G. Wulff, Ztschr. f. Kristallogr. 34 (1901), p. 449. — Der Beweis von
Wulff war noch unvollstindig und wurde spéter von Hilton verbessert. H. Hilton,
Zentralbl. f. Mineral. (1901), p. 758 u. Math. Crystallogr. Oxford (1903), p. 108.
Vgl. auch H. Liebmann, Ztschr. f. Kristallogr. 83 (1914), p. 171.

22) Uber den Zusammenhang der Oberflichenenergie mit der Zerretffestig-
keit der festen Korper s. A. A. Griffith, Phil. Trans. Roy. Soc. London, A. 221
(1920), p. 163; M. Polanyi, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 323; A. Smekal, Die Natur-
wissenschaften 10 (1922), p. 799.

23) M. Born u. O. Stern, Sitzungsber. d. preuB. Akad. 4. Wiss. 1919, p. 901.

24) A. Berthoud, J. de Chim. phys. 10 (1912), p. 624; G. Friedel, J. de Chim,
phys. 11 (1913), p. 478. — Vgl. auch J. J. P. Valeton, 1. ¢. Anm. 17 u. Phys.
Ztschr. 21 (1920), p. 606. Valeton fihrt hier die verschiedene Wachstums-
geschwindigkeit verschiedener Kristallfiiichen im AnschluB an die elektrochemische
Valenztheorie von W. Kossel (Ann. d. Phys, 49 (1916), p. 229) auf die verschie-
dene Dichte und Verteilung der Ionen in den Netzebenen und die dadurch er-
zeugte Verschiedenheit der Anziehung auf die geltsten Ionen zuriick. S. ferner
M. Volmer, Ztschr. f. phys. Chem. 102 (1922), p. 267 und G. Masing, Die Natur-
wissenschaften 10 (1922), p. 899.
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niemals im Gleichgewicht mit ihrer (gasférmigen) Umgebung ent-
stehen. Vielmehr kommt es auf die Wachstums- bzw. Auflosungs-
geschwindigkeit an, die von Fliche zu Fliche verschieden sein wird.

Analog zur Oberflichenenergie kann man auch eine Kanten- und
Eckenenergie einfithren.®) Um die Kantenenergie zu berechnen, denkt
man sich das unendliche Gitter lings zweier Netzebenen F,, F} in
vier Teile zerlegt (s. Fig. 3), die Energie ent-
sprechend in

D= @+ D3+ Py + Py

+ Dy + Py + Dy,

+ Dys + Dy

+ Py

Vernachldssigt man nun wieder die Deformationen an den Grenz-
flichen und Kanten, so ist die Energie im zerlegten Zustande

* = @, + Dy, + Dy3 + Dy,
Die zur Zerlegung gebrauchte Arbeit
Q¥ — @ = — (Dy3+ D3+ D+ Oy + DV, + Dy))

wird verwandt zur Erzeugung von zwei Flichen von den Inhalten
F,, Fy; und von vier Kanten von der Linge L; also ist

* — @ — 26, F, + 26,F, + 4« L,

wo % die spezifische Kantenenergie ist. Andrerseits ist nach (22)

Fig. 3.

20, F, = — (D5 + P+ D5+ Dy),
20, F; = — (D3 + Pys+ Do+ D5,
Setzt man das ein, so kommt?*)
(24) # = 4;1+L‘1

Durch #hnliche Uberlegungen wie bei der Oberflichenenergie findet
man hierfiir den Ausdruck:

; 1 N7
(25) x=4—i~m2 S g,

Xk 1,020
wo a; zur Kante parallel ist, withrend a,, a, je in einer der Flichen
F,, F, liegen.

26) L. Brillouin, Ann. Chim. phys. (7) 6 (1895), p. 540; B. Vernadsky, Bull.
de la Soc. Imp. de Natur. de Moscou (1902), p. 495; P. Parlow, Ztschr. f.
Kristallogr. 40 (1905), p. 189; 42 (1906), p. 120; Ztschr. f. phys. Chem. 72 (1910),
p- 386.
26) Man beachte die Verschiedenheit des Vorzeichens in den Formeln fir
die Flichenenergie (22) und die Kantenenergie (24).
Born, Atomtheorie. 2. Aufl. 2
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Die Eckenenergic kann man in analoger Weise behandeln, doch
wollen wir die Formeln nicht angeben, da sie nur bei Kristallen, die
aus wenigen Atomen bestehen, merklich werden konnte.

Man kann némlich die relative GroBenordnung der Volumen-,
Flichen-, Kanten-, Ecken-Energie tibersehen, wenn man bedenkt, daB
in den Formeln (11) fiir U,, (23) fir ¢, (25) fiir » und der ent-
sprechenden Formel fiir die Eckenenergie % die darin auftretenden
Summen von gleicher GroBenordnung sind. Nach (1) verhalten sich
daher die GroBenordnungen von Uy, 6, x,  wie 1:0:0%: 9% wobei &
von der GréBenordnung 10-% cm ist.

M. Born und O. Stern®) haben ebenso wie die Flachenenergie
(s. oben p. 542) auch die Kantenenergie fiir die reguliren Kristalle
bindrer Elektrolyte aus der Hypothese der elektrostatischen Kohision
numerisch berechnet. (Vgl. Nr. 38.)

b. Gleichgewichtsbedingungen und Flichenkrifte. Wie beil
jedem mechanischen System, mufl bei dem endlichen Gitter das Gleich-
gewicht durch die Forderung bestimmt sein, daB in jedem Punkte die
von den iibrigen ausgeiibte resultierende Kraft verschwindet. T'iir das
unendliche Gitter aber geniigen diese Gleichgewichtsbedingungen, die
in diesem Falle durch (21) gegeben sind, keineswegs. Denn die
Formel (20) zeigt, daB sie z. B. immer erfiillt sind, wenn jede Par-
tikel Symmetriezentrum des Gitters ist (wie bei den bekannten Git-
tern der biniren Elektrolyte vom Typus des NaCl usw.); daher kann
man ohne Verletzung der Bedingungen (21) das Gitter gleichmiBig
dilatieren oder kontrahieren. Durch diese Gleichungen (21) werden
also die absoluten Dimensionen der Zelle keineswegs festgelegt.

Der Grund des Unterschieds zwischen endlichem und unendlichem
Gitter 18t offenbar der, daB beim endlichen Gitter die Partikel in der
Nihe der Oberfliche nicht mehr Symmetriezentren sein kdnnen, selbst
wenn man nur die in einer endlichen Wirkungssphire gelegenen
Nachbarpartikel in Betracht zieht. Die Oberflichenschicht steht unter
einseitiger Wirkung, und diese Besonderheit pflanzt sich gewissermaBen
ins Innere fort.

Man sieht das gut an dem oben (Nr. 4, p. 538) angefiihrten, ein-
dimensionalen Beispiel; dabei lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir
innere Partikel

@ (@, —2,_1) — 9 (X1 — ) =0,
und diese wiirden, nach beiden Seiten (— oo << n < + oo) fortgesetat,
nur zu dem Schlusse fiihren, daB alle Abstinde z,— x,_, einander

n

gleich sind. DaB diese gleichen Abstinde & aber der Gleichung
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¢’(8) = O geniigen, folgt erst aus den Randgleichungen. Ganz analog
liegt es im allgemeinen Falle.

Man muB also zur eindeutigen Festlegung der absoluten Dimen-
sionen des Gitters die Existenz von Grenzflichen beriicksichtigen.
Das geschieht am besten durch Einfiihrung des Begriffs der Span-
nuUngen.

Um diese zu definieren, fasse man eine beliebige Netzebene ins
Auge und betrachte die resultierende Kraft, die die ,linke“ Hilfte
des Gitters auf die ,rechte“ pro Flicheneinheit austibt. Die von links
nach rechts weisende Normale der Netzebene sei mit » bezeichnet,
die Kraft entsprechend mit K; diese ist also positiv, wenn die
Hlinke“ Hilfte auf die ,rechte einen Druck ausiibt.

Ferner seien a,, a, die Kanten eines primitiven Parallelogramms
der begrenzenden Netzebene, wihrend die dritte Kante a, der Zelle in
den einen Halbkristall hineinweist. Dann fithrt eine #hnliche Uber-
legung wie bei der Oberflichenenergie fiir die x-Komponente der
resultierenden, von der betrachteten (,linken) Gitterhilfte ausgeiibten
Kraft K” zu dem Ausdruck:"’)

oo
0 __ Iyl +
EQ=— o 2 S 2 i)
1 ek l>0p
3
Hier kann man wieder die Summation nach p ausfilhren und erhilt

K, = — WZ Sls(%y)z

p6>0
Da nun a,,= a;,= 0 sind, so ist
Tars = Ty — Ty, + U0y,
Entnimmt man hieraus I3 und beachtet, daB a,|a,a,| = 4 ist, so
wird © 1 : ;
K,=—7 2 S (Pd )z (Tl — Tay + Tp))-
k% >0

Wegen (14") kann man /; statt aller positiven alle negativen Werte
durchlaufen lassen und daher schreiben:

K9 = — —2 S (Pir)e (Tl — Ty + T

kk’

Wegen (21) fallen die Glieder mit r; und r, fort. Setzt man sodann
th, = Yy cos (vy)
v
27) Die folgende Umformung verdankt Ref. einer miindlichen Mitteilung

von W. Pauli jr.
2!
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und mit Riicksicht auf (14)
1 \
KL = —5 > S @)k
kK1

(26) S
= —3Z 2 b Pl xly vk = Koy
Y

so erhilt man
(26) KO — K o5 (vy).
v
Die Flichenkraft wird daher durch den symmetrischen Tensor (26),
den Spannungstensor, dargestellt.

Soll nun das Gitter im Gleichgewicht sein, so muB der Span-
nungstensor verschwinden; denn dann kann man eine (itterhilfte weg-
nehmen, ohne das Gleichgewicht zu storen (abgesehen von kleinen
Deformationen der Oberflichenschicht, vgl. Nr. 4, p. 539). Damit
sind sechs neue Gleichgewichisbedingungen
(27) K9 =0
gewonnen, die zu den 3 (s — 1) Bedingungen (21) hinzutreten. Im ganzen
hat man also 3s 4 3 Gleichgewichtsbedingungen, und diese gentigen
zur vollstindigen Festlegung des Gitters; denn dieses hat 3s 4+ 3 Be-
stimmungsstiicke, namlich die 3(s — 1) relativen Koordinaten der
Basispartikel sowie drei Kanten und drei Winkel der Zelle.

Man kann zu den Bedingungen (27) auch auf einem andern, mehr
formalen Wege kommen, mit Hilfe des Begriffs der homogenen Ver-
zerrung. Eine solche besteht aus zwei Arten von Verriickungen:
Erstens erfahren alle Partikel desselben einfachen Gitters dieselbe
Verriickung u,, zweitens erfahren alle einfachen Gitter ein und die-
selbe gleichméBige Dilatation. In Formeln:

(28) ul{.v = ukz + Zuxy ylﬁ °
14

Die 3s Komponenten der Vektoren u, und die neun Komponenten
des (asymmetrischen) Tensors u,, sind die Bestimmungsstiicke der
homogenen Verzerrung.

Diese fillt nicht unter die bisher (in Nr. 3) betrachtete Klasse von
Verriickungen, bei denen die gesamte Energie @ des Gitters endlich
ist; denn die GroBe der Verschiebung nimmt nach (28) mit wachsen-
dem Abstande vom Nullpunkt (I - o) unbegrenzt zu. Man kann
aber zeigen, daB die Energiedichte existiert; darunter verstehen wir
hier und im folgenden stets die Energie pro Volumeneinheit des un-
deformierten Kristalls. Hier berechnen wir diese zuniichst fiir die in
den Verriickungen linearen Glieder @,. Setzen wir in den Ausdruck
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(18’) von @, die Werte (28) ein, so kommt
=39 (222 20 @i+ S, 2B (0w}

Die Summation nach I’ 1i8t sich ausfithren und liefert in #Zhnlicher
Weise wie bei @, (Nr. 3, Formel (11), p. 535) mit Riicksicht auf (20)
und (26):
(29) U, = hm S 2 80 u,— D ESu,,

zy
Demnach stellen die Gleichungen (21) und (27) die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen dar dafiir, daB die linearen Glieder in der
Entwicklung der Energiedichte bei homogener Verzerrung
(30) U— Up+ U+ Up+ -
verschwinden.®)

6. Energie und Spannungen bei homogener Verzerrung und
die Beziehungen zur Kontinuumstheorie. Die soeben eingefiihrten
homogenen Verzerrungen spielen in der Dynamik der Gitter eine
besondere Rolle. Da ndmlich die Gitterkonstante  von der GréBen-
ordnung 10-% em ist, so sind in vielen Fiéllen die physikalisch her-
stellbaren Deformationen von Kristallen als homogen zu betrachten
innerhalb von Bereichen, deren lineare Dimensionen groB gegen d sind.

Es soll daher die Energie des Gitters fiir homogene Verzerrungen
berechnet werden. Durch Einsetzen von (28) in den Ausdruck (18')
von @, ergibt sich:

=3 %‘§ {?(¢;cl_’l >zy ukk’ ukk’ +2 y((pi;’ll)zyxkk’l ukk’z vz
+xy2(wi;;l)xyxkk’ ‘i;’lu u }

Man erkennt die Ex1stenz der Energiedichte

(31) U, = hm o— 2 2[ :Iuklc’x Wiy

+;>? Z[xyz]ukx .w+ 2/ xyxy]“m“yyv

Tyxy

28) Man kann die Erscheinungen der thermischen Ausdehnung und der
Pyroelektrizitit in formaler Weise berticksichtigen, indem man die GroBen R
und K9 nicht gleich Null setzt, sondern als Temperaturfunktionen betrachtet,
die (nach dem Nermstschen Wiirmesatze, vgl. Nr. 26) beim absoluten Nullpunkt
verschwinden. Dabei verzichtet man aber auf die wahre Bedeutung der GroBen
KR und K{9 als Gittersumme gemiB den Formeln (20) und (26); bei tatsiich-
lichen Berechnungen bestimmter Gitter mit bestimmten (z. B. elektrostatischen)
Kriaften miissen immer die Relationen (21) und (27) beriicksichtigt werden (Nr. 38,

89). Die kinetische Theorie der thermischen Ausdehnung und der Pyro-
elektrizitit, die formal die Glieder 1. Ordnung U, in der Form (29) wiederher-
stellt, wird spiiter gegeben werden (Nr. 31, 32).
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dabei haben die Klammersymbole folgende Bedeutung:
Lk’ 1
a) [m :I =ZS(¢£7")MI 4 l EVSPI:I: + S Qkk’xkk’ykk'}
i

D) [oye] =% 2SOl ste =5 2 QU aleiv sl
) 2979 =55 S @), i Tie

1
=1 I gl gl ozl ol
EW] ZS Qiw Th Yire Tho Tl -
T

Offenbar ist [7;’;] nur fiir k4 % definiert; man kann mit Vorteil den

(32)

Koeffizienten [’;’;] durch die Forderung einfiihren, daB
kk’

(33) 2 [ay] =0

sein soll. Ferner gilt, wie leicht zu sehen,

34 2 ey =0

Alle Koeffizienten (32) bleiben bei Vertauschungen der z, y, z unge-
indert, I:I;’;] auch bei der Vertauschung von % und %'.
Mit Riicksicht auf diese Symmetrierelationen und die Identititen

(38), (84) ist die Hochstzahl unabhingiger Konstanten jeder Art die
folgende:

Es gibt hochstens 3s (s — 1) GroBen [I;];]’

” ” ” 10 (3 - 1) ” [a: 7; Z:I’
” » b2 15 ” [w y ﬁ ?7] *
Aus den Symmetrierelationen folgt ferner, da8 U, nur von den 6 Ver-
bindungen
z = uzx? yz= gy= uyz + “sy)
(35) Yy=1Uyy, =27, =U,, + U,,,
g=u,, ,=Y,= uxy—{— %, ,
abhingt, den ,,De/brmationskomponentm“ der Elastizitatstheorie. .
Wegen (33) kann man die erste Summe in U, auch so schreiben

(31" n 2 2 [a;y] Wtz gy = — %Z Z[I;];] W, Uy
xy kk  zy

Damit das Glemhgewwht stabil ist, muB die quadratische Form U,
(81) positiv definit sein; und zwar darf sie hochstens fiir solche Ver-
riickungen verschwinden, bei denen das Qitter als ganzes verriickt
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wird, also bei den Translationen u,, — 0 und u, = 1, wo u ein be-
liebiger Vektor ist. Die bei einer Verriickung u, eines einfachen
Gitters zu iiberwindende Kraft pro Volumeneinheit ist

. oU
(36) &= — ou)
ferner werden die GroBen

’ oU
(36") K, =— Suay

die Komponenten des Spannungstensors bei der homogenen Deformation
bedeuten.
Beschriinkt man sich auf die Glieder 2. Ordnung von U, so wer-
den die Krifte und Spannungen lineare Funktionen der u, und w,,
(Hookesches Gesetz), und zwar erhidlt man aus (31)

I a) &, = -57&;—22[ }u” —E[xzz:l“w’
l ) ny:_aﬁuég—_ZZ[xyz]u*' 2[“./“—7?7 %7

Die Bedeutung dieser GréBen als ,innere Kraft® &, und ,Flichenkraft“
K,, kann man auch durch direkte Einfilhrung der homogenen Defor-
matlon in dem Ausdruck (19) der Einzelkraft mit Hilfe von Uber-
legungen analog zu den in Nr. 5 durchgefiihrten bestitigen.

Aus (33) folgt, daB &,, und K, nur von den Differenzen der
u,, abhingen; ferner folgt aus den Symmetrierelationen der Koeffizi-
enten, daB &,, und K, nur von den Verbindungen (35) der w,, den
Deformationskomponenten, abhingen, sowie da K in z,y sym-
metrisch ist. Endlich ergibt sich aus (33) und (34), daB

(38) 8, =0

ist. Ein #uBeres Kraftsystem kann daher nur dann eine homogene
Verzerrung erzeugen, wenn die Resultante der an der Basis angreifen-
den Krifte verschwindet.

Das ist der Fall, wenn diese Kriifte von homogenen elektro-
statischen oder magnetostatischen Feldern stammen; denn wenn die
Partikel die Ladungen e, e,, e, ..,e, tragen, so besteht in einem
elektrischen Felde € die Gleichgewichtsbedingung

(39) £+ %€ —0,

(87

und daraus folgt (38), weil die Zelle elektrisch neutral ist:
(40) e, = 0.
k
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Dagegen tritt im Felde der Schwerkraft keine homogene Verzerrung
des Gitters ein.

Fiir alle die Fille, wo die Verzerrung zwar nicht homogen ist,
aber innerhalb von Bereichen, die eine groBe Anzahl von Zellen um -
fassen, als nahezu homogen betrachtet werden kann, gewinnt man ange-
naherte Gesetze durch einen geeigneten Ubergang zur Kontinuum stheorie.

7. Ubergang zur Kontinuumstheorie. Elastizitdt. Man denke
sich fiir das Gitter einen kontinuierlichen Korper substituiert; dessen
Punkte konnen sichtbare Verriickungen u erfahren, die Funktionen
der Koordinaten z, y, # sind, auBerdem aber sollen in jedem Volumen-
element 3s ,innere®, ,unsichtbare“ Verriickungen u, vor sich gehen
konnen.?)

Wir nehmen nun an, da8 die u und u, ,langsam“ verinderliche
Funktionen von z, y, # sind, d. h. erst in Bereichen, die eine sehr
groBe Zahl von Zellen umfassen, sich merklich dndern.

In einem kleinen Bereich, der aber noch eine betridchtliche Zahl
von Zellen umfaBt, kann die Deformation als homogen gelten, und es
ist in erster Naherung

oun ou on
u=3—§x+ﬁy+a—zz

oder in unserer Schreibweise

ou,
u,= ﬁ Y.
y
Man wird nun die Koeffizienten % der homogenen Deformation des

Kontinuums mit den Koeffizienten u,, der homogenen Deformation
des Gitters (28) identifizieren, ebenso die ,inneren“ Verriickungen i,
mit den entsprechenden Gr&Ben beim Gitter. Sodann wird man an-
nehmen, daB die Energiedichte U, die der Erzeugung der ,jinneren“ Ver-
riickungen widerstehenden Krifte &, und die Spannungen K, durch

die Formeln (31), (37) dargestellt werden, wobei die u, und u,, = 88;

als ,langsam® verinderliche Funktionen von z, y, # anzusehen sind.
Auf das so mechanisch definierte Kontinuum wird man sodann

29) In dem Artikel IV 30, Die allgemeinen Ansditze der Mechanik der Kontinua
(E. Hellinger) sind die Grundlagen einer Mechanik der Kontinua, bei der die
Volumenelemente innere Zustandsinderungen erleiden kdnnen, kurz skizziert;
die Betrachtungen sind allerdings wesentlich nur fiir den Fall ,orientierter Teil-
chen* durchgefiihrt, bei denen die adjungierten Parameter die Winkel sind,
welche die Stellung der Teilchen im Raume bestimmen (s. dort Nr. 2b, 4b, 7Db).
S. auch W. Koster, Theorie van elastische media met orienteerbare Deeltjes, Diss.
Utr. 1921.
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daB die #uBeren Kriifte (¥, im erorterten Sinne ,langsam“ mit dem
Orte veréinderlich sind und daf ihre Resultante an der Basis nicht
verschwindet; es sei vielmehr die Kraft pro Volumeneinheit

(41) 2 &H=7-
k
Dann erhilt man die elastischen Gleichgewichisbedingungen

0K,
(42) fo_§,=0,

Y
wo fiir die Spannungskomponenten K, die Ausdriicke (37b) einzu-
setzen sind; zugleich hat man in (37a) die Werte

(43) =1 F— %

einzusetzen, die der Bedingung (38) geniigen.

Zu den Differentialgleichungen (42) miissen noch Randbedingungen
an der Oberfliche des Kristalls treten, z. B. die Forderungen, daB die
Oberflichenspannungen K, gegeben sind:

(42,) Zsz cos (Vy) = va'
Y

Um Bewegungsvorginge darzustellen, hat man in (42) zu der
Kraft § die d’Alembertsche Trigheitskraft — gii hinzuzufiigen, wo ¢
die durch (7) definierte Dichte ist. Und zwar ist das solange erlaubt,
als die Energie der relativen Bewegung der einzelnen einfachen Gitter
klein ist gegen die Energie der Gesamtbewegung der makroskopischen
Volumenelemente. Die Relativbewegung der einfachen Gitter hat, wie
wir sehen werden (Nr. 21, 22) Resonanzbereiche, deren langsamste Peri-
oden ultraroten Lichtwellen entsprechen. Fiir alle Bewegungen, die
sich nur aus langsameren Frequenzen zusammensetzen lassen, geniigt

die gewdhnliche Elastizitiitstheorie. In der Nithe der Resonanzbereiche
7%1;‘ i, hin-
zufiigen; diese Frage wird spiter (Nr. 14ff) hauptsichlich vom Stand-
punkt der Optik diskutiert.

Die gewdhnliche Schreibweise®) der Gleichungen (42) und (42)

muB man auch zu den Einzelkriften §, Tragheitskrifte —

30) Wir rechnen die Spannungen als die von dem betrachteten Kristallstiick
nach auBen ausgeiibten Flachenkrifte, also positiv bei Druck, negativ bei Zug
(s. Nx. B, p. 545ff.). Unsere Bezeichnung stimmt mit der von W. Voigt, Lehrbuch
der Kristallphysik, VIL Kap. § 277, p. 562, iiberein. Dagegen weichen die in
den verschiedenen Artikeln dieser Encyklopiidie iiber Elastizititstheorie (Bd.1V,
Thd. 4) gebrauchten Bezeichnungen von der unseren und untereinander ab. In
IV 28 (C. H. Miiller und A. T¥mpe), Nr. 8b sowie in IV 30 (E. Hellinger), Nr. 3¢
werden die Flichenkriifte als #uBere Drucke, also mit umgekehrtem Vorzeichen
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erhdlt man, wenn man fiir die Spannungskomponenten
sz K Kli K z le 'Kl
die Zeichen v ! !
X, Y Z Y =2 Z =X X =Y,
einfiihrt und die Komponenten der Kraft & mit X, ¥, Z bezeichnet:

oX, | oX _
(42%) {;;x =X,

(42%%) { X cos (vx) + X, eos (fuy) + X'co's (vz) =

Die Spannungsgleichungen (42) nebst Grenzbedinguncen (42") und die
Kraftgleichungen (43) miissen nun, wenn man darin fir & und K,
die Ausdriicke (37) einfiihrt, gerade zur Bestimmung der Deformation
ausreichen. Diese wird gegeben durch den Vektor u und die (s — 1)
Differenzen der Vektoren u,, also durch 3 4+ 3 (s — 1) = 3s Kom-
ponenten. Die Anzahl der unabhingigen Gleichungen ist ebenso groB,
nimlich 3 Differentialgleichungen (42) nebst 3s gewdhnliche Glei-
chungen (43), von denen aber wegen (38) nur (3s — 1) unabhiingig sind.

8. Elimination der inneren Verriickungen. Das Hookesche
Gesetz. Die inneren Verriickungen u, sind nicht direkt wahrnehmbar
(hochstens durch Rontgenstrahl-Analyse nachweisbar); daher wird man
sie aus den Gleichungen zu eliminieren suchen.

Die Gleichungen (37a) haben die Form

(44) 2 2 [xy:] uky kz’

wo zur Abkiirzung
k
(45) ukx = ri + Z[xyz] uys
ys

gesetzt ist.

Bei der Auflsung der linearen Gleichungen (44) ist zu beachten,
daB wegen (33) die Determinante verschwindet; die zugehdrigen homo-
genen Gleichungen (11, = 0) haben die 3 Translationen parallel zu
den Koordinatenachsen

u, == 1, bzw. i, bzw. i

als unabhiingige Losungen. Trotzdem sind die Gleichungen (44) auf-

gebraucht. 1n IV 24 (0. Tedone), Nr. 2a sind sie ebenso gewihlt wie hier, aber
die Elastizititskonstanten der Kristalle sind mit negativem Vorzeichen eingefiibrt;
bei isotropen Kérpern wird das Vorzeichen wieder umgekehrt, indem die Lamé-
schen Konstanten als 1 = —2¢,,, p = — (¢;; — ¢,,) definiert werden.
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losbar, weil die rechten Seiten nach (34) und (38) die Relation

_? U,=0
erfiillen, welche gerade die 3 Ldsbarkeitsbedingungen reprisentiert.
Die allgemeine Losung von (44) erhdlt man aus einer beliebigen

durch Addition der allgemeinen Losung der homogenen Gleichungen,
d. h. eines willkiirlichen Vektors; sie hat also die Form

(46) _22{ }uky+2r

Dabei kann man stets die Klammersymbole {Z’;} 80 bestimmen, daf

sie sowohl in k, %’ als auch in z, y symmetrisch sind, und da8

(46) S{o)=0

ist fiir alle %, z, .

In (46) setze man den Wert (45) fir U, ein und eliminiere
dann u, aus (37h); dabei fillt wegen (34) der willkiirliche Vektor A
heraus und es kommt:

@n  ow, =22{ o 9y,,+2[; otye s + %,
(48) K, = ZZ[MI }]sz Z[xy;f’?i]“iy»

. Ty
wobel

EIRAIES DI
0 Lo 23] = [rwas) + 3 STAI 51 4]

gesetzt ist. Diese neuen Klammersymbole sind #nicht in allen x, y, 2
symmetrisch, sondern bei der ersten Art [iz|k ye ‘:I sind y, # vertausch-

bar, bei der zweiten Art [[zy|Zy | sind z, y miteinander vertausch+
bar, ebenso Z, y, endlich das Paar x, y mit dem Paar &, ¥ (wie
durch den vertikalen Strich angedeutet ist). Ferner ist wegen (46")

(49 2 [ x]kyz U =0

Trotz der Einschrinkung der Vertauschbarkeit des Indizes folgt aber
wiederum, daB K nur von Deformationskomponenten (35) abhiingig ist
Die Anzahl unabhiingiger Konstanten in (48)

von der Art [ zly ’[] ist hochstens 18s,
” ” ” Hx./‘xy“ »” ” 21
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Man kann auch in der Energie U die inneren Verriickungen 1u, durch
die Kriifte &, ersetzen; dann betrachtet man aber besser an Stelle
von U die Energic U*, die der Volumeneinheit des Kristalls unter der
Wirkung der duperen Krifte &, sukommt, die den inneren Kriften &,
das Gleichgewicht halten; U* unterscheidet sich von U durch die ne-
gative Arbeit der Krifte §,, also

(50) U* = U—%(%ku,,) =U —{—%’(ﬁkuk).
U* ist die ,Legendresche Transformierte“ von U, und man hat
AdU* = dU+2 (R.du) + > (ukd.@k)
Da nun nach (36), (36")
dU = — ;(@kduk) —%szduxy
ist, so folgt

=; (ukdﬁk) '_%:sz duxy;

oder
51 W T _ o,
(‘ ) kx — 9@“’ Ty auzy

Daher ergibt sich aus (47), (48):

(52) U*=U,+ U*+ -+,
WO
o) U= S0 08+ 2 2L 1R,
xy xys
.
YT Y

ein Ausdruck, der mit Riicksicht auf (31) ganz analog zu (31) ge-
baut ist.

Sind keine Einzelkrifte &, vorhanden, so hat man den Fall der
reinen Elastizititstheorie:

(53) K, =—2lzy| 27} uzy.

ry

Diese Gleichung ist dann der Ausdruck des Hookeschen Gesetzes. Die
gewdhnliche Schreibweise desselben erhdlt man, indem man die
Elastigititskonstanten

(54) [zy| 2y |] = ¢, = ¢ (hi=1,2...6)
setzt, wobei den Paaren xy die Werte von ¢,j in der Reihenfolge

zx Yy 2z yz s xy
1 2 3 4 ) 6
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entsprechen; dann kann man (53) schreiben

— X, _cu-’? +0123/y+c135 +014?/z+0155z+016 z,,

(58) — Y, = 641-7 + Cujy + 0435 "" ‘44?/, + 0453 + 046 v

Da die Hochstzahl der ¢;; 21 betragt so sind wir zur ,,Multlkonstanten-
theorie“ gelangt.®) Der lnnele Grund dafiir ist der Aufbau des Gitters
aus mehreren, ineinander gestellten einfachen Gittern, die Verriickungen
u, gegeneinander erfahren; durch die Elimination der u, entstehen die
Zusatzglieder in (49b), durch welche sich die [zy Zy] von den
[l#y| 2y |] unterscheiden. Wenn die Zusatzglieder verschwinden (was
bei einem einfachen Gitter der Fall ist), so werden alle vier Indizes un-
beschriinkt vertauschbar, und das liefert 6 weitere Relationen zwischen
den ¢,;;, namlich

5 —_ —_
" Cas == Cyy;, Cs6 = C14,

g 4 0] i —
(54") 1 C3 = (35, Cos = Cg3,
€13 = Cgg) Cy5 == Cgg-

Das sind die Cauchyschen Relationen, durch welche die Anzahl 21 der
Elastizititskonstanten auf 15 reduziert wird. DaB die dlteren Molekular-
theorien der Elastizitdt®®) auf diese ,Rarikonstantentheorie“ fithrten,
liegt daran, daB sie das Gitter durch ein Kontinuum ersetzten, ohne
die ,inneren Verrtickungen“ u, einzufithren; erst die Annahme starrer
Molekeln durch Poisson fiihrte anf die Multikonstantentheorie (s. Nr. 9,
p. 556).

Lost man die Gleichungen (53") nach den Deformationskompo-
nenten auf, erhélt man Beziehungen der Form

—Z, =‘311X 8 Y, 85 2.+ s, Yo+ 5 Z, 4 s X

53"y 17 ' ' .
(537 _7/—'541X+S42Y+343/+k44y+3454+546X

wo die Koefﬁzwnten s;; die durch dle Determlnante dlwdlerten Unter—
determinanten der ¢,; sind; sie heiBen Flastigititsmoduln.’®) Es gelten
die Identitiiten 6

écihslzj =0,

31) Vgl. den Art. IV 23, Nr. 4e¢.

32) Ein ausfiihrlicher Bericht {iber die Entwicklung der Elastizitiitstheorio
findet sich in dem schon mehrfach zitierten Art. IV 28; iiber die Zahl der
Elastizitiitskonstanten vgl. insbesondere dort Nr. 4¢. Ferner A. E. II. Love, Lehr-
buch der Elastizitét (deutsch von A. Timpe), Leipzig 1907, vgl. besonders die hi-
storische Einleitung.

33) Vgl. W. Joigf, Lehrbuch der Kristallphysik, VII. Kap. § 277, p. 562.
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wo 0, gleich 1 oder O ist, je nachdem ¢ = ; oder i == ist. Fiir die
einzelnen Kristallklassen reduzieren sich die ¢;; bzw. s, auf geringere
Anzahlen. Diese Verhiltnisse finden sich in den Artikeln iiber Elasti-
zititstheorie (Bd. IV, Thd. 4) geschildert, auf die wir auch betreffs
aller Folgerungen aus den Grundgesetzen verweisen.

9. Starre Molekeln. Wie schon erwihnt (Nr. 8, p. 553), hat
S. D. Poisson®) 1829 und ausfiibrlicher 1839 die Annahme diskutiert,
daBl die Molekeln nicht punktférmige Kraftzentra, sondern ,starre
Koérper von polyedrischer Gestalt“ seien, die nicht nur mit einer
Zentralkraft, sondern auch einem Kriiftepaar aufeinander wirken. Die
Durchfiihrung der Elastizititstheorie auf dieser Grundlage, wobei sich
nun die volle Zahl von 21 Elastizititskonstanten fiir den asymmetri-
schen Kristall ergab, ist erst W. Voigt®) gelungen. Wegen der
historischen Bedeutung dieser Theorie wollen wir zeigen, daB sie sich
in einfacher Weise als Spezialfall der allgemeinen Gitterdynamik ge-
winnen liBt. Wir wollen uns dabei auf die einfachste Struktur be-
schrinken, bei der jede Zelle des Gitters eine einzige starre Molekel
enthilt.

Wir nehmen an, daB die s Partikel der Zelle starr miteinander
verbunden sind. In jedem dieser starren Systeme denken wir uns
einen Nullpunkt fixiert und von diesem aus die s Vektoren t, nach
den Partikeln gezogen. Die Lagen der Nullpunkte werden durch die
Vektoren ' bestimmt. Die Verriickung einer beliebigen Partikel 1aBt
sich in der Form = + ('],

darstellen, wo 1’ die Verriickung des zugehorigen Nullpunktes und o
die Drehung um diesen bedeuten.

Bei homogenen Deformationen werden die Nullpunkte der Molekeln
nach dem linearen Gesetze

uh, = 2%,y
verschoben, und alle Molekeln erf:hren dieselbe Drehung o' = q. Es
ird daher e = [a5,) 20,9
Ersetzt man hier v, durch r’, — t, so kann man schreiben

(55) , == [at], +2'0., 9,
y

34) S. Poisson, J. Ec. Polyt. 20 (1831), p. 8 und Mém. de 'Acad. 18 (28. Okt.
1839), p. 8, erschienen 1842 (unvollendet).

35) W. Voigt, Gott. Abh. 34 (1887), p. 1. S. auch Lehrbuch der Kristall-
physik (Leipzig 1910), VII. Kap. II. Abschn.
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wo

Vo = Upy 3 Ugy = Uyy + 9, U, =u,— 4,
(66) o= the— 0 Opy=tyy  » %=+

Vg =1, + Gy Uy =%, — 0y U,=1U,
gesetzt ist. Mit dem Ansatze (55) hat man in den Ausdruck (18), (18"
der potentiellen Energie @ einzugehen. Nun stellt aber [qr;] eine
starre Drehung des ganzen Gitters dar; dabei bleibt die Funktion @
invariant. Folglich kann man dieses Glied aus dem Ausdruck der Ver-
riickung einfach fortlassen und

(55") W, =20,
Yy

in (18") einsetzen. Dann erkennt man die Existenz einer Energiedichte
und erhilt fiir diese die Reihe

(57) U—=Uy+ U+ U+
wo
I{ U-l =x2y‘[xly] Uzy?
5T’
&0 <| U, = %Z[Wlfﬂ”z;”ﬁ;
. zyzy

dabei haben die Klammersymbole folgende Bedeutung

[2l5]= 55 > S (#h).¥)
[y 271 = 55 > S @h)ay B 7

Hier sind die Indizes z, y nicht beliebig vertauschbar, sondern nur,
soweit sie nicht durch einen Strich gestrennt sind; in [zy|Z¥] sind
also die Paare z, y und Z, ¥ nicht vertauschbar.

Im Gleichgewicht muB U, identisch verschwinden, also

(59) [z|y] =0
sein; diese Relationen bedeuten, wie man nach der in Nr. 5 angegebe-
nen Methode leicht sieht, das Verschwinden der neun Komponenten

des (in diesem Fall asymmetrischen) Spannungstensors. Insbesondere
sind die Differenzen

G lylel—[ely] = 55 > S {(@he). ¥ — (@), 2}

(58)

die Komponenten des Drehmomentes pro Volumeneinheit, das im
Gleichgewicht natiirlich Null ist.

Bei einer Deformation ergeben sich die Komponenten des Span-
nungstensors und des Drehmomentes durch Differentiation nach Uy,



B8 V 25. M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik d. Kristallgitter).

bzw. q, aus Uj:

oU, o U, [
. Koy == Gury = Gvay — — D=z |y7) vy
(6 v
(59 W =_8_UL=_(?_UL__3U=)=K K
~z 04, 0vy: 0vey ye sy

Tragen die Molekeln Ladungen von polarer Anordnung (Dipole), so
wird ein #uBeres elektrisches Feld Drehmomente erzeugen, die sich
mit dem inneren Drehmomente & ins Gleichgewicht setzen; umgekehrt
wird bei einer Deformation durch die Drehungen der Dipole das elek-
trische Moment der Volumeneinheit sich d&ndern. Man erhilt so die
Erscheinungen der Elekirostriktion und der Piecoelektrizitit, die in
Nr. 10 von einem allgemeineren Standpunkte (,deformierbare“ Mo-
lekeln) diskutiert und daher hier tibergangen werden sollen.

Die rein elastischen Erscheinungen erhélt man bei fehlenden

iuBeren Drehmomenten; aus & = 0 folgt die Symmetrie des Span-
nungstensors:
(61) K.,=K,,
und diese drei Gleichungen kann man beniitzen, um die Drehungen
aus den Spannungskomponenten zu eliminieren. Dabei eliminieren
sich zugleich mit den Komponenten von q die GroBen

1 1 1
(62) bx= 9 (uzy - “yz)) by = (u:c:z - uzz)} bz =3 (u'yx - ua:y))

welche die Komponenten der Drehung » des ganzen Gitters (d. h. des
Gitters der Zellennullpunkte) sind: denn driickt man die v,, durch
die Deformationskomponenten (35) und die Komponenten von b aus,
$0 erhilt man ’

[Vee=0w o v= g ¥t (0 =0,
(63) 1
| by =58 =@ =), ...

Es treten also nur die Komponenten der relativen Drehung der
Molekeln gegen das Gitter der Zellennullpunkte q — b auf, ent-
sprechend der physikalischen Tatsache, daB nur diese Relativdrehungen
eine Energieiinderung bewirken konnen. Aus (61) kann man nun die

q, — b, ... durch die z,, ... y,, ... ausdriicken; dann werden die
Spannungskomponenten homogene, lineare Funktionen der Deformations-
komponenten 2, ... y,, ... allein mit symmetrischem Koeffizienten-

system, und man gelangt zum Hookeschen Gesetz (53") zuriick. Die
Elastizititskonstanten ¢,; lassen sich durch Eliminationsprozesse aus
den [zy|Z¥] herstellen; sie geniigen im allgemeinen nicht den Cauchy-
schen Relationen (54").
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Es ist nicht unwahrscheinlich, daB die Weiterentwicklung der
Bohrschen Atomtheorie dazu fiihren wird, das Atom unter Umsténden
als (nahezu) starres Gebilde aufzufassen, mit der Modifikation, daB es
ein Drehmoment hat, also einen , Kreisel“ darstellt.

10. Das Gitter im elektrischen Felde. Vom phénomenologischen
Standpunkte sind die Erscheinungen, die durch die Wechselwirkung
der elastischen Kriifte mit elektrischen (oder magnetischen) Feldern
zustandekommen, also vor allem die Piezoelektrizitit und die Elektro-
striktion, in V 16 (s. Anm. 2, p. 529), Nr. 8—14, dargestellt. Dort ist
auch in Nr. 12 eine kurze Ubersicht tiber die ilteren Molekular-
theorien von Lord Kelvin, Riecke, Voigt®®) gegeben. Mit diesen stimmt
die im folgenden mitgeteilte Ableitung der genannten Erscheinung
aus der Gitterdynamik im Grundgedanken iiberein, ist nur formal
einfacher. Dieser Grundgedanke ist, daB jede Molekel (genauer die
Basis) des Kristalls ein ,elektrisches Polsystem“ (Riecke, 1. c.) trigt,
das die Wechselwirkung zwischen elastischen Kréften und elektrischen
Feldern vermittelt. Hier wird das Polsystem von den geladenen Kristall-
partikeln selber gebildet.

Bringt man das Gitter in ein homogenes elektrisches Ield €, so
gilt fir die Krifte &, der Ansatz (39), und wenn man damit in (47),
(48) eingeht, sieht man, daB das Feld innere Verriickungen u, und
Spannungen K, erzeugt. Die 1, sind direkt nicht wahrnehmbar, wohl
aber die durch sie hervorgerufenen elektrischen Momente; diese sind
es, welche ihrerseits felderzeugend wirken. (Diese sekundiren Felder
tiberlagern sich dem gegebenen homogenen Felde, kénnen aber bei
der Berechnung der Verriickungen und Spannungen mit geniligender
Niherung vernachlidssigt werden.)

Der Kristall kann bereits im unverzerrten Zustande ein elektri-
sches Moment haben; es wird pro Volumeneinheit durch den Vektor

(64) =2 D,
k

dargestellt.

Bei einer homogenen Verriickung ist hier v, durch v, 4+ ul zu er-
setzen, wo u. der durch (28) definierte Vektor ist; wir beziehen das
Moment auch im verzerrten Zustande auf die Volumeneinheit des un-
verzerrten Kristalls und erhalten das Zusatzmoment

(65) b 2211‘261; Uy
3

86) Siehe etwa Lord Kelvin, Nichols Cyclopaedia of Phys. Sc. 1860; Math.
phys. Pap 1, p 3815; E. Riecke, Abh. d. Ges. d. Wiss. zu Gott. 38 (1892), p. 1;
Wied. Ann. d. Phys. 49 (1893), p. 4569; W. Voigt, Gott. Nachr. 1893, p. 649.

Born, Atomtheorie. 2. Aufl. 3



560 V 25. M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik d. Kristallgitter).

weil die in I, l,, /; linearen Glieder bei der Summation iiber das
Gitter fortfallen. Es ist klar, daB dies Moment p (und nicht das auf
die Volumeneinheit des deformierten Zustandes bezogene) fiir die
Wirkung nach auBen in Betracht kommt, da die Anzahl der Zellen
(nicht das Gesamtvolumen und die Oberfliche) bei der Deformation
ungeindert bleibt; W. Voigt hat dies auch durch eingehende Rechnung
bewiesen.?)

Setzt man in (65) den Ausdruck (47) ein, driickt die Krifte &,
in (47) und (48) durch das Feld € nach (39) aus, so erhilt man

R be=2lay € +2ll= yol) w,.,
|0) K.y =220y €~ oy 77 ] us,

wo auBer dem schon durch (49b) definierten Koeffizienten [ zy Zy 1]
die folgenden Klammersymbole eingefiihrt sind:

a) [|zy|] = — ;:2 {I;I;,}ekek')

b) [#|yz ]=;Z[Ex|kyzu g 422{ }[zyz]

Die Anzahl der voneinander verschiedenen GroBen ist
bei {|zy|] hochstens 6,
bei [z |yz ] ” 18.
Fir die Energie des Gitters im elektrischen Felde erhdlt man
aus (50) und (52'):

(66)

(67)

68)  UF=T, ~(v@)~——~—2[lxyﬂ@ €,
— Dl zlyz1E, y,+22[wl
und es gilt v o
, 2 U,* AN
(66) pzz - a@:’ sz——_auzy'

Diese Formeln enthalten die Erscheinungen der dielektrischen Er-
regbarkeit, der Piezoelektrizitit und der Elektrostriktion.

Analoge Formeln lieBen sich fiir die entsprechenden magnetischen
Erscheinungen ableiten, doch gehen wir nicht darauf ein, einmal, weil
keine sicheren Beobachtungen vorliegen (s. V 17, Nr. 14, p. 392), so-
dann weil das Bild verschiebbarer magnetischer Pole den tatsichlichen
Vorgingen (molekulare Kreisstrome, rotierende Elektronen) zu wenig
adédquat ist.

37) W. Voigt, Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 287 und 307.
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11. Dielektrische Erregung, vektorielle Piezoelektrizitit und
Elektrostriktion. Ebenso wie die Elastizititskonstanten (54) sind die
GroBen [|zy|] bei Kristallen von beliebiger Symmetrie niemals simt-
lich Null; dagegen sind die [|#|y#|] nur bei Kristallen ohne Sym-
metriezentrum nicht simtlich Null, wie leicht aus dem Bildungsgesetz
(67b) mit Riicksicht auf (32) hervorgeht.

Setzt man analog zu (54)%)

{ a‘) ny‘]':aij (7:7j=17 2) 3)}
b) [lwlyz(l=r¢; (¢=1,23;j=12,...6),
so schreiben sich die Gleichungen (66):

p,=a, €, + “u@y + a3 €, + &2, + ey, 1 €52, +euy,
(70a) + 3153z+616%;

(69)

X, —e,€ +e¢ @g + 65, €,— ¢y, — CoYy, — €138, — CluY,
— G158, — Ci%y,
(70Db) ' ) '

— 452, Ci T,

lY-z = el‘@z + 824631 + 634@z - c‘la’ cﬂyy—— Cy3%, 6441‘/;

Die Gleichungen (70b) kann man nach den Deformationskomponenten

T, ...Y,, .. auflosen und die gewonnenen Werte in (70a) einsetzen;
dann erhilt man mit Riicksicht auf (53"):
(70'3) {pz‘—bu@ +bm@ +b13@ duX -_‘quz--'
z, --dn@ + d,, €, +d31@3 53X, ... — 5. Y, ...
70'b - e
(10°b) —du@ —i—d“(i +d34@ X, —s, ...

Dabei sind die s, die in (53”) eingefiihrten Elastizitatsmoduln;
ferner ist

6

) dy=Seasn (=123 j=12...6)
(1) - ]

b) b, = a, +I£eihdjh GhJ=1 2 3).

Aus den Formeln (70), (70") erhellt die physikalische Bedeutung
der Konstanten:

38) Die Bezeichnung ist hier und im folgenden nach Moglichkeit mit der
in V 16, Nr. 8, p. 376 gleich gewiihlt.
3#
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I. Die GroBen a,;, b,; sind die Konstanten der dielektrischen Er-
regbarkeit bei fehlender Deformation bzw. fehlender Spannung; die
letzteren sind die, welche durch die Messungen geliefert werden, und
zwar hiingen die gewdhnlichen Dielekirizitiitskonstanten &, mit den b,
0 zusammen *9):

(11 &g, =14 4xb,, ... g3 = 4mby,, . ..
Praktisch kommt der Unterschied zwischen den g;; und b;; nicht in
Betracht.

II. Die GroBen ¢, und d;; sind die Konstanten der Piezoelektrizitdt,
die das Moment p in seiner Abhingigkeit von der Verzerrung (70a)
bzw. Spannung (70'a) festlegen. Zugleich sind es die Konstanten der
Elektrostriktion, und zwar bestimmen umgekehrt die ¢,; die durch ein
Feld € erzeugte Spannung (70b) und die d,; die durch € erzeugte
Deformation (70'Db).

Ein weiteres Eingehen auf die Eigenschaften dieser GroBen, ins-
besondere auf die Spezialisierung fiir die einzelnen Kristallgruppen,
eriibrigt sich, weil diese Fragen in V 16 (insbesondere Nr. 9, p. 378)
behandelt sind. Die molekulare Theorie kann den formalen Resultaten
der phinomenologischen Theorie hier nichts weiter hinzufiigen; wohl
aber liefert sie in jedem Falle die Regel, wie eine beobachtbare Kon-
stante aus den Potentialen ¢, (r) der elementaren Kriifte zwischen
den Gitterpartikeln abgeleitet werden kann.

12. Inhomogene Felder. Momente zweiter Ordnung und ten-
sorielle Piezoelektrizitit. Der Fall von inhomogenen Feldern liBt
sich nach der Methode von Nr. 7 behandeln, wenn die 6rtliche Ande-
rung des Feldes hinreichend langsam ist, so daB man die Feldstirke
¢ im Raum einer Zelle durch die ersten Glieder einer Potenzentwick-
lung nach den Koordinaten bezogen auf einen in der Zelle gelegenen
Nullpunkt darstellen kann. Fiir die &uBeren Krifte kann man dann
setzen:

k o€,
(72) Fie = 2 (€4 D50 0);
y
ihre Resultante ist nach (64):
€,
(73) %z =2 %Iw = 75& py07
k ¥

und dieser Wert ist in die Gleichgewichtsbedingungen (42) ein-
zufiihren.

Zugleich entstehen aber auch Zusatzglieder zu den Spannungen
K,, und Momenten p,. Wenn die Inhomogenitit des Feldes von end-

39) Wir beniitzen stets die gewbhnlichen elektrostatischen Einheiten.
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licher GriBe ist (relative Anderung der Feldstirke um die GroBenord-
nung 1 auf 1 em), so sind diese Zusatzglieder von der GroBenordnung
der Zellenkante (0 ~ 10~8 em); sie kommen also nur dann in Betracht,
wenn die Wirkung des streng homogenen Feldes verschwindet. Nun
sind die dielektrischen Konstanten niemals simtlich Null; wohl aber
verschwinden die piezoelektrischen Konstanten [|z|y#|] fir Kristalle
mit zentrischer Symmetrie. In diesem Falle hat man in (48) gemiB
(43) fiir die Kraft den Ausdruck

(74) R, =—2 €, +22@”( P — %)

einzusetzen; dann erhilt man mit Riicksicht auf die fiir elektrostatische
Felder geltende Relation

o€ 0€z
rot € =0, oder -525 =%y
und wegen
(75) e;=1lz|yz[] =0

fir die Spannungen:
JER— 3@5 | [ s o
zy zy
Dabei haben die neuen Klammersymbole folgende Bedeutung:
) /7 k| k
T ({ley (7)) = 55 ([;zmgﬂyk+[ly,@[] n) &;

sie sind in &, y und in %, § symmetrisch, aber nicht in den Paaren
%, y; %, §, und ihre Anzahl ist hochstens 36. In Ubereinstimmung
mit dem fritheren Gebrauche kann man sie so bezeichnen:

(17) ;= {[zy|Z7]}. hi=12...6)

Wegen (75) sind diese GroBen von der Wahl des Nullpunktes in der
Zelle unabhingig. Die Formeln (76) schreiben sich nun so:

7€, Y 26, , 26,
Xz=“nﬁ+ 213y+ 31 2z+“4 (azy+ ay)

‘ PR 06, , 9G
(76) + o (G + 52) + a5 +52)

— ey Xy, — CaYy — 138, — Cu Y, — Ci5 % — Cis %y

Bei zentrischen Kristallen tritt statt der gewiihnlichen, vektoriellen
eine tensorielle Piesoelektrizitit auf, die durch die elekérischen Momente
sweiter Ordnung (Quadrupole) bzw. ihre Anderung bei Verzerrungen be-
stimmt wird. Im Gleichgewicht sind diese Momente pro Volumen-
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einheit durch den Tensor

1
(78) 3 = W Zxkykek
%

gegeben; bei einer Deformation ist darin x, durch 2, + u,, zu er-
setzen, und wenn man das Moment wieder auf die Volumeneinheit
des undeformierten Gitters bezieht, so hat man bis auf Glieder von
zweiter Ordnung in u, fiir das durch die Deformation erzeugte Zu-
satzmoment:

1
(19) M, = o4 E(xkuky + %) &
%

Es ist klar, daB bei homogenen Deformationen nur diese GréBen nach
auBen wirksam werden konnen (nicht die auf die Volumeneinheit des
deformierten Zustandes bezogenen Momente); Voigt hat das in der
schon zitierten Arbeit") ausfiihrlich bewiesen. Fiihrt man hier die
Werte von u, aus (47) ein und setzt & = 0, so kommt:

(80) M, =%{[x?/;fz7]}u-y-

Die tensorielle Piezoelektrizitit hingt also von denselben GroBen (77)
ab, die die Spannungen in inhomogenen Feldern bestimmen. Mit der
Bezeichnung (77") schreibt sich ausfiihrlich:

M, =az,+ %Y, + 58, + oy, + a2, + %6y,

CONy

oder, wenn man die Spannungskomponenten nach (53”) einfiihrt:

R
wo .
(80™) B, = '—2 LTI

gesetzt ist (s. V 16, Nr. 13, Formeln (61)).

Die tensorielle Piezoelektrizitéit duBert sich in der Weise, daB bei
einer homogenen Deformation eines zentrischen Kristalls auf den Kristall-
fiichen elektrische Doppelschichten entstehen; die elektrischen Krifte
scheinen daher von den Kanten des Kristallpolyeders auszugehen.
Die Existenz dieser Erscheinung hat W. Voigt sehr wahrscheinlich
gemacht (ndheres s. d. zit. Arbeiten von W. Voigt und V 16, Nr. 13).
Nach (76) und (80) besteht bei zentrischen Kristallen eine Reziprozitit
zwischen der Elektrostriktion in inhomogenen Feldern und der ten-
soriellen Piezoelektrizitit, die in gewissem Grade der Reziprozitit
zwischen der Elektrostriktion in homogenen Feldern und der vekto-
riellen Piezoelektrizitit bei azentrischen Kristallen analog ist.
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13. Beispiel. Regulire D-Gitter. Die Gitterdynamik ist bisher
vorwiegend auf eine einfache Klasse regulirer Kristalle angewandt
worden. Daher sollen die Formeln fiir diesen Spezialfall hier zu-
sammengestellt werden.

Die niedrigste Symmetrie des reguliren Systems wird durch die
Tetraedergruppe 7' gekennzeichnet.?®) Sind z, y, # die kristallogra-
phischen Hauptachsen, so entsteht diese Gruppe durch Multiplikation
der Vierergruppe

Y, 2, & —Y —&, —0Y  —E& —X —YZ
mit der zyklischen Gruppe
x’ y7z7 y’ Z’ w’ z’ -/L.,y

und besteht somit aus 3 - 4 = 12 Operationen. Diese Gruppe 7' ist
in allen Raumgruppen des reguliren Systems als Untergruppe ent-
halten.

Alle meBbaren physikalischen Parameter sind als Gittersummen
S darstellbar und hiingen daher nur von den Basisindizes ¥ und den
!

Koordinatenindizes z, y, z ab. Ist (k, k...; 2,y ...) eine solche
GroBe, so wird diese im allgemeinen bei Anwendung einer Operation
der Gruppe 7' auf z, y, # allein nicht ungeéindert bleiben, sondern nur
dann, wenn die Indizes &, &y ... sich zugleich in gewisser Weise ver-
tauschen. Die hier betrachtete Klasse von Gittern ist nun dadurch
gekennzeichnet, daB bezogen auf die kleinstmdgliche Basis (Zelle)
jeder Parameter (K, %, ...; 2,y ...) bei unverdnderten %, k, ... gegen
die Gruppe T invariant ist.

Da alle Parameter nur Funktionen der relativen Lage der Gitter-
punkte sind, ist dazu notwendig und hinreichend, daB fiir jedes Punkte-
paar der Basis &, = y,, = 2, ist, d.h. daB alle Basispunkte auf
der Wiirfeldiagonalen liegen. Wir nennen daher diese Strukturen Dia-
gonalgitter (D-Gitter). Die nihere Diskussion zeigt, daB es im wesent-
lichen nur einen Typus solcher Gitter gibt, aufgebaut aus vier inein-
ander gestellten flichenzentrierten Gittern, deren jedes aus gleichen
Partikeln besteht. Die Massen der vier Partikelsorten seien m,, my,
my, m,. Der Abstand zweier benachbarter Partikel auf der Wiirfel-
kante sei 7,; dann sind Zelle und Basis durch folgende Angaben be-
stimmt:

40) S. den zit. Art. V7 (Anm. 2); ausfiihrlichere Darlegungen bei A. Schoen-
flief, Kristallsysteme und Kristallstruktur (Leipzig 1891), 8. Kap., § 20, p. 223.
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I. Rhomboedrische Zelle, Volumen 4 = 0°® = 27,3 (Fig. 4).
0, =r(ly+1is), ag=ro(is+1), a5 =r,(i,+1iy),
to—= ot () (k=1,2,3,4)

«’L.----- -

i

Fig. 6.

Beispiele: Steinsalz NaCl (Fig.5), m, = Na, my =0, my = Cl, m, =0,
Zinkblende ZnS (Fig. 6), m, = Zn, my =S, my=0, m, =0,
Diamant C, my=0C, my=0C, mg=0, m,=0,
FluBspat CaF,(Fig.7), m, = Ca, my=F, my =0, m,=F.

Fiir my; = m, und m, = m, entarten die vier flichenzentrierten Gitter

in zwei einfache; als Zelle kann dann ein Wiirfel eingefiihrt werden,
der nur noch zwei Partikel m,, m; enthilt:

II. Wiirfelzelle, Volumen o = 0*=r,* (Fig. 8).

ﬂ " . .
r/,?-‘i 4,7/ 0 = "ol Q3 = Toly, Q3 =="1ly,
e TN A E—1, | . , .
..\-.: -‘\ ‘ 5 T, =7, o ((1 + i, + 13).
17NN ,;:"’
: *x (k=1,2,3,4)
! AR | Beispiel: Caesiumchlorid Cs Cl, m, = Cs,
Ili- N | .. ] mg=Cl (bei tiefen Temperaturen).
o Lrm———— A.q - . L)
L—"/’ ) Durch die weitere Spezialisierung

Fig. 8. mg = m, erhilt man endlich aus Fall IL
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ein einziges, raumzentriertes Gitter, dessen Zelle halb so- grof gewihlt
werden kann:

III. Rhomboedrische Zelle, Volumen 4 = ¢° = To

= %(n + i +15), a5 = %o —i+i+1), 0= %(h — iyt 15),
T, = 0.

Beispiel: Kupfer Cu, m, = Cu.

Ist in Fall L zwar my; = m,, aber m, == m,, oder umgekehrt, so
ist eine Verkleinerung der Zelle nicht maglich; doch wird das Gitter
dann holoedrisch, wihrend es im allgemeinen Fall I. hemiedrisch ist.

Fiir diese D-Gitter kann man durch einfache Anwendung der Tetra-
edergruppe” die physikalischen Parameter spezialisieren. Die Resultate
sind im folgenden zusammengestellt.

Dazu sei noch bemerkt, daB alle Symmetrieaussagen iiber Para-
meter, die von den Basisindizes unabhing sind (wie z. B. die Elastizitéts-
konstanten) allgemein fiir beliebige regulire Kristalle gelten.

Die Gleichgewichtsbedingungen (21) und (27) reduzieren sich in
diesem Falle auf: '

1
(a) ﬁgx=*72SPklk'x;fk'=oy
(b) Ka?x = T 94 2 q Ick'(x;:k’)2 =0;

wegen >89 — O sind das s unabhiingige Gleichungen, aus denen
k

(81)

die (s — 1) relativen 2-Koordinaten der Basispartikel und die Wiirfel-
kante 0 bestimmt werden konnen.

Die letzte Bedingung (81b) kann man noch auf eine anschau-
lichere Form bringen.*) Dazu betrachte man die durch (10) definierte
potentielle Energie ¢, aller Partikel des Gitters auBer der Basis auf
die Basispartikel als Funktion von &; man setze 7}, — o}, J, dann wird

(82) Po = s%tpkk' (0ix9) -
Durch Differenzieren ergibt sich daraus:

G-iS T

und mit Riicksicht auf (16):

d
d(? =¥ S 2 P}, (ri)
Y]
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Nun ist K2 = p der &uBere Druck, also wird
¢ 1 1
(83)  p— g (B%+ Ky, + K2 — — 55 D SPL0L)Y
kK i

somit lautet (81b):

L

Die Energie pro Zelle § g, ist also als Funktion des Zellenvolumens 4
im ‘Gleichgewicht ein Minimum. In dieser Form ist die Gleichgewichts-
bedingung besonders bequem in den Fillen, wo die Krifte 8° im
Gleichgewicht schon aus Symmetriegriinden verschwinden.

Wir geben jetzt die dynamischen Gitterkonstanten (32); dabei
schreiben wir hier — und im folgenden — nur diejenigen an, die fiir
die niedrigste Symmetrie des reguliren Systems nicht identisch ver-
schwinden, und auch unter denen, die durch zyklische Vertauschung
von z, y, # auseinander hervorgehen, je nur eine:

1
([zozo] =5 D' Q¢ @) =4,

kkE 3

1
lypes) = 55 ) S @ 01" = B,
kK 11

k 1
[myz:l =7z 2, S Qir Thr Yiw % = G,
¥l

Lk 1
(] = LS (Phy + Gl @) = Das
1

(84)

xx

dabei ist nach (33) und (34)
(89) %“Ck=o, %'Dw=0.

Die [*¥! gewinnt man durch Auflosen der Gleichungen 44), die
2y g g

hier in 3 gleichlautende Systeme zerfallen:

(86) szpw t, =U,,.
Die Losung hat nach (46) die Form
(86") Ue =< Ep ., + U,
wo

(o) = B

gesetzt ist. Ferner ist nach (46):
(86") gEkk, =0.
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Nun erhilt man aus (49) mit Riicksicht auf (54):
(87) [Ixfyz[j =2Ekk’0k’=Fk7 EFK':O;
¥ k
6 =[ax 22 ]= A4,
(88) ¢e =[l2zx'yy ] =B,
cu=[2ylzyl|]l = B—I—%‘Fka =B+ %E,‘k,CkOk,,

wobei die durch zyklische Vertauschung entstehenden GroBen leicht
zu erginzen sind, wihrend alle iibrigen verschwinden.

Von den Cauchyschen Relationen (54") bleibt hier nur eine iibrig:
Gy = g5 (= Cus) ;
man sieht, daB diese im allgemeinen nicht erfiillt ist.
Die Elastizititsmoduln sind

(89) 8, = - _CutCn TG - .

= en—eaen 2o’ BT (i —alent2as)’ M T o,
Die kubische Kompressibilitidt x ist definiert durch die Gleichung
; 1 1 1
(90) v 3 (e + 2¢p5) = §“(A + 2B).

Diese 1aBt sich durch die Energie pro Zelle {¢, (10) ausdriicken.
Schreibt man diese in der Form (82), so folgt mit Riicksicht auf (83):
d’q{o

Po, 1 SZ (,2 dfi?zc,zc:)
ast — 5 art ),

1
1 kX

und nach (16)
g, 1 i a4,
i = 58 D Gl =57 3(4 +2B).

'Y

Also erhilt man:
A 1 . 1 1 d’q)o
(90 x 28 9 dév’

Dieselbe Relation ergibt sich auch direkt, wenn man die Energie pro
Zelle } ¢, als Funktion des Zellenvolumens ansieht und ausdriickt, daB
der Druck verschwindet (s. Formel (83")) und daB die Kompressibi-
litit sich durch die Volumabhingigkeit des Druckes so darstellt:
90" L_ g ddp_ 1 d'ig

(90°) PRl Vil P LI r Sk ¥ ¥

Wir kommen nun zu den dielektrischen Konstanten (67) und (69);
es gibt nur eine unabhingige:

, 1 )
(91) ay =[2x]]=— 5 2Ebk’ekek';
k¥
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ebenso gibt es nur eine piezoelektrische Konstante, (67) und (69):
c a 1 1
(92) 614=[ix!y5]—“j 2, erk=j 2 Ey Coey.
k kR

Nach (71) gehort dazu der Modul

(93) dyy=€,5, = %:
und die dielektrische Konstante

-1 2
(94) by = 54;‘ ay; + 'Z:‘z'

Bei zentrischen Kristallen verschwindet e,,; dann gibt es eine Kon-
stante der tensoriellen Piezoelektrizitit:

(95) o= {[xx|ys]} = 2 F.x.e, = 2 E,C.x.e,.
kk'

Die Anzahl der voneinander unabhéngigen, primdren Konstanten
A4, B, C,, D,, ist

24 (s — 1405 =14 Y,
fir s=1,2 3, ... betrigt sie also 2, 4, 1,

Man kann nun die Frage stellen®!), ob nicht bei kleinen Werten von
s die Zahl der primiiren Konstanten kleiner wird als die Zahl der
meBbaren Parameter, so daB zwischen diesen Identititen bestehen.

I. s==1. Hier existieren die priméren Konstanten 4, B; die C und D
sind nicht vorhanden. Substanzen, die tatsichlich nur aus einem ein-
fachen, reguliren Gitter bestehen, wiirden also weder dielektrisch, noch
piezoelektrisch erregbar sein; die drei Elastizititskonstanten wiren

w=4, ¢,=B, ¢,=DB,
zwischen ihnen bestinde also die Cauchysche Relation
Cig = Oy

Ko6rper dieser Art existieren nicht; auch die einatomigen Metalle
konnen nicht als einfache Gitter aufgefaBt werden, da die den Atom-
kern umgebenden Elektronen eine betriichtliche Verschiebbarkeit be-
sitzen. Daher ist auch die Cauchysche Relation ¢4 =c, bei den
Metallen nicht erfiillt. Fiir Kupfer hat das Voigt*®) durch direkte Mes-
sungen an Kristallen sehr wahrscheinlich gemacht; er fand

k
. = 6575, ¢, — H590 “E..

41) M. Born, Uber die ultraroten Eigenschwingungen der Kristalle, Phys.
Ztschr. 19 (1918), p. 539.

42) W. Voigt, Berl. Ber. 37 (1883), p. 961; 38 (1884), p. 1004; Wied. Ann.
d. Phys. 36 (1888), p. 642.
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Die meisten Metalle sind ungeordnete Gemenge sehr kleiner Kristalle;
W. Voigt*®) hat fiir diese quasiisotropen Korper die Elastizititstheorie
durch Mittelwertbildung iiber die Stellungen der Kristallteilchen ge-
wonnen, und zwar erhielt er das Hookesche Gesetz in der Form

—Xz=cx:c+cl(yy+zz)7 ——Y,=<}(C—-—Cl)y“

wobei die beiden Elastizitidtskonstanten sich folgendermaBen aus denen
der Kristallindividuen (deren Symmetrie beliebig sei) ausdriicken:

¢ =5 {3(cy + Cog + Css) + 2(cas + €51 + 1) + 4(Cos + 55 1+ C65) |
e =1 (Gt o+ ) + 4G+ 6 + cs) — 2(Cu + 655 + o) }-
Aus den Cauclyschen Relationen (54") folgt dann

¢ =3¢,

eine Relation, die schon Poisson**) aus seiner Molekulartheorie der
Elastizitat fester Korper (Rarikonstantentheorie) geschlossen hatte.

Diese ist aber tatsiichlich bei den meisten quasiisotropen Substanzen,
auch bei den ,einatomigen® Metallen nicht erfiillt.

II. s = 2. Hier existieren 4 unabhéngige primire Konstanten

A,B, 01=—0-_>=—C, D11=D22=—D12=“‘D'
Man erhilt dann
1 C
E11=E,2=-——E12=—4'”D, F1=_F2=ﬁ'
Also wird
r Cl
(88) ¢y = 4A; ¢y=B; 644=B_"]_’)"
Setzt man 6 = —e=c¢, so wird ferner
P LI |
(91> Ay == %i"ﬁ)
’ e C
(92) bu= ;' p°

Bei zentrischen Gittern verschwindet C; daher ist nach (95) keine
tensorielle Piezoelektrizitét maoglich.

Da sich die fiinf Konstanten ¢,,, ¢y, ¢, @, €, durch die vier
molekularen Parameter A, B, C, D ausdriicken, muf eine Beziehung

zwischen ihnen bestehent®):
e . — s
12 4= g
43) W. Voigt, Gott. Abh. 1887, p. 48; Wied. Ann. d. Phys. 38 (1889), p. 578.
44) 8. D. Poisson, Mémoire sur 1'équilibre et le mouvement des corps so-
lides, Paris, Mém. de I'Acad. 8 (1829), p. 357.
46) M. Born, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 539; Ann. d. Phys. (4) 62
(1920), p. 218.
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oder nach (94)
(96) (eg — ) & — 4w

[ 8 —1
Kine dhnliche Beziehung wird spiter zwischen diesen Konstanten und
der optischen Eigenfrequenz des Gitters abgeleitet (s. Nr. 24).

Diese Formeln lassen sich mit einiger Vorsicht auf zweiatomige
Gitter von bindren Salzen anwenden. Dabei muB man bedenken, daB die
Atome weder punktformige Kraftzentra, noch starre Korper sind, son-
dern deformierbare Systeme von Elektronen. Daher werden sich die-
jenigen der Kristallkonstanten nach den hier entwickelten Formeln
berechnen lassen, bei denen die Deformationen der Atome keine aus-
schlaggebende Rolle spielen. Das sind vor allem ¢, = 4, ¢, = B;
dagegen werden bereits

c? e

g —Cu="—"m und ="' p

unsicher sein, und bei ¢ muB die Theorie vollig versagen, da fiir die
dielektrische Erregung die Verschiebungen der Elektronen innerhalb
der Atome etwa dieselbe Rolle spielen wie die Verschiebungen der
geladenen Atome (Ionen) gegeneinander. Man kann letzteres in roher
Weise beriicksichtigen, indem man ¢ — 1 durch ¢ — ¢, ersetzt, wo ¢,
der Anteil der Elektronen an der Dielektrizititskonstante bedeutet;
dann kann man (96) schreiben:

7 o & — § C
(96) = in (e1s — Cu) v

Man kann diese Formel an dem azentrischen Kristall Zinkblende ZnS
priifen. Nach W. Voigtt®) ist (in CGS-Einheiten)
¢y, = 943101, ¢, = 5,68-10", ¢, =434-10" ¢, =—298.10%

Dabei scheint der Unterschied zwischen ¢, und ¢, einigermaBen
sicher zu sein. Nach Liebisch und Rubens*") 1iBt sich ¢ — g = 6,5
schitzen. Daraus folgt nach (96)

ey, = — 2,30 - 105,

also ein absolut genommen 10mal zu groBer Wert. Will man das
nicht auf die Unsicherheit der Messung von ¢, — ¢,, zuriickfiihren,
80 kann man es nur so verstehen, daB durch die Verschiebung der
Elektronen ein groBer Teil des durch die Ionenverriickung erzeugten
piezoelektrischen Moments kompensiert wird.

Uber Beziehungen der elastischen und piezoelektrischen Kon-
stanten zu den ultraroten Eigenschwingungen s. Nr. 24. Numerische

46) W. Voigt, Gott. Nachr. 1918, Math. phys. K1, p. 424,
47) Th. Liebisch und H. Rubens, Berl. Ber. 1919, 2. Mitt., p. 876.
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Berechnung der elastischen Konstanten und der Eigenfrequenzen auf
Grund der Hypothese elektrostatischer Gitterkrifte s. Nr. 38.

III. s =3. Die Anzahl der priméren Konstanten ist im all-
gemeinen 7; daher sind keine Beziehungen zwischen den physikalischen
Parametern zu erwarten.

Wohl aber kénnen solche vorhanden sein, wenn einzelne Partikel
der Zelle physikalisch identisch sind; ein Beispiel hierfiir ist das
Atomgitter des FluBspat CaF,.

Seien die Partikel % = 2 und % = 3 identisch, aber von k=1

verschieden. Die Ladungen seien ¢ = 2¢, & = & = — &. Dann gibt
es b primire Konstanten 4, B, C, D, D’, und es ist

¢, =—2C, C, =0=0,

D11=—2D7 D22=D33=—(D+D'),

Dy=Dy=D, Dy=D.
Man erhilt dann

2 1 5D+ D
EBy=—4p E22=E33=—"§Eﬁ+21)”
1 1 4D—D
By =Eis =53, By =p Dyev
2C C
Fl ='§ij’ F2 —Fx——r
Die physikalischen Konstanten werden also:
” 2
(88") ¢y =4, ¢y=1B, 044=B_‘*D*7
’r e? 2
(917) &y = 42"
" 2C
(92") ey =-.5 e

Es ergibt sich also das merkwiirdige Resultat, daB die Konstante 1
die die Kraft zwischen den beiden identischen Partikeln bestimmt,
ganz herausfillt. Die Formeln gehen einfach aus den entsprechenden

des Falles s = 2 hervor, wenn man D durch —;) ersetzt. Daher bleibt

auch in diesem Falle die durch Elimination von 4, B, C, D entstehende
Formel (96) giiltig.

IV. s = 4. Die Anzahl der primiren Parameter ist fiir s = 4 im
allgemeinen bereits 11. In welcher Weise sie sich fiir spezielle Gitter
mit identischen Partikeln reduziert, ist micht untersucht. Es ist auch
nichts dariiber bekannt, unter welchen Voraussetzungen sich Be-
ziehungen zwischen den physikalischen Konstanten gewinnen lassen )

48) Noch vor der Ausbildung der allgemeinen Gitterdynamik hat M. Born
unter speziellen Voraussetzungen iiber die Atomkriifte das Modell des Diamant-
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I1I. Dynamik.

14. Freie Schwingungen. Ebene Wellen. Nach den im vor-
anstehenden mitgeteilten Methoden lassen sich nur solche Vorginge
behandeln, deren zeitlicher Ablauf hinreichend langsam (quasistatisch)
ist. Beil sehr schnell wechselnden Zustinden, wie sie bei optischen
Wellen und infolge der Wirmebewegung vorkommen, konnen Reso-
nanzerscheinungen entstehen, die eine besondere Behandlung erfordern.
Man kann alle diese Erscheinungen auf die Gesetze der Fortpflanzung
von ebenen Wellen im Gitter zuriickfiihren.

Im endlichen Gitter wird jeder freie Schwingungssustand als Super-
position von Eigenschwingungen anzusehen sein, die den Charakter
stehender Wellen haben und deren Einzelheiten von der Gestalt der
Oberfliche und den dort herrschenden Grenzbedingungen abhingen.
Fiir den Vorgang im Innern konnen aber diese Randbedingungen
nicht wesentlich sein; man wird daher wieder das endliche Gitter
durch das unendliche ersetzen. Der elementare Schwingungsvorgang
des wunendlichen Gitters, aus dem sich alle Bewegungen durch Super-
position gewinnen lassen, ist die ebene Welle.

Die Bewegungsgleichungen lauten

myily = R;
dabei ist fiir die Kraft der Ausdruck (19") einzusetzen:
97) myit}, — ; qu ayz (‘p;:;'ll)xy uki’y =0.

gitters durchgerechnet [Ann. d. Phys. (4) 44 (1914), p. 605]. Dabei hat sich cine
quadratische Beziehung zwischen den drei Elastizititskonstanten ergeben. Doch
laBt sich diese ganze Theorie heute nicht mehr aufrecht erhalten, da die Gleich-
gewichtsbedingungen nicht richtig angesetzt sind. Die genannte quadratische
Beziehung ist auch numerisch nicht erfillt, wie K. Forsterling [Ztschr. f. Phys.
8 (1922), p. 2561] durch eine Kombination der Messungen der Kompressibilitit
von L. H. Adams (Washington Ak. 11 (1921), p. 46) mit dem aus der spezi-
fischen Wirme folgenden Wert von ¢, + 2¢,, zeigen konnte.

Einen sehr merkwiirdigen Versuch, die Elastizititskonstanten durch eine
kleine Zahl unabhingiger Atomkonstanten auszudriicken, hat W. Voigt gemacht,
(Gott. Nachr. 1918, p.121, 153). Er denkt sich die Atome von ein- und zweiatomigen
reguliiren Gittern als starre Kérper, die durch elastische Stangen von elliptischem
Querschnitt verbunden sind; durch die Konstanten, die das elastische Verhalten
dieser Stangen bestimmen, lassen sich dann die Krifte und Drehmomente
zwischen den Atomen ausdriicken, und damit die meBbaren Elastizititskonstanten
des Gitters. Voigts Ziel ist der Nachweis, da8 die Atome nicht nur als Kraft-
zentra aufeinander wirken, sondern auch Drehmomente aufeinander ausiiben
(8. Nr. 9). Seine Ansiitze sind zur Illustration der Molekularkrifte niitzlich, ent-
fernen sich aber zu weit von der physikalischen Wirklichkeit, als daB seinen
Folgerungen bindende Kraft zuerkannt werden miiBite.
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Die Richtung einer ebenen Welle werde durch den Einheitsvektor 3
parallel zur Wellennormale gekennzeichnet. Die Anzahl der Schwin-
gungen in 2x Sekunden (Kreisfrequenz, kurz Frequenz) sei w; die

Schwingungszahl in 1 sec sei v = ; Die Wellenldnige sei 1, und
ki

wir setzen

(98) =17

Fillt man vom Nullpunkt auf die Ebene konstanter Phase, die durch
den Gitterpunkt t; geht, das Lot, so hat dieses die Liénge 81, Da-
her wird die Welle durch den Ausdruck
(99) i) = Upemiotei=(35)
dargestellt, wo die Vektoren U, die Amplituden der Partikel der k'»
Sorte bedeuten.

Fiir diese erhilt man durch HKinsetzen in die Bewegungsglei-
chungen (97) die Bedingungen:

(74
(100) o*ml, + 22 my]uk’y =0,
4
wo zur Abkiirzung gesetzt ist:
kE .
(101) i B S(m)”e-w(wy).

Die Klammersymbole sind dreifache Fouriersche Reihen, die bei hin-
reichend schneller Abnahme der Molekularkrifte mit der Entfernung
konvergieren. Sie sind symmetrisch in z, y, gehen aber bei Vertau-
schung von %, &’ in die konjugiert komplexen Werte iiber.

Die 3s linearen, homogenen (leichungen haben auBer der tri-
vialen U, = O nur dann Lésungen, wenn die Determinante verschwindet;
das ist eine algebraische Gleichung 3s*" Grades fiir w? = &, deren
Wurzeln (Eigenwerte) wegen der Symmetrieeigenschaften der Koeffi-
zienten (101) sdmtlich reell sind. Damit das Gitter stabil ist, miissen
sie iiberdies simtlich positiv sein; diese Bedingung ist Aquivalent mit
der Forderung, daB die potentielle Energie im Gleichgewicht ein Mi-
nimum ist. Die Wurzeln seien
(102) Q=0 & =,k ... ,=0n].

Sie sind ebenso wie die Koeffizienten der Gleichungen (100) Funk-
tionen der Wellenlinge und Wellenrichtung, oder von 7 und 3.

Fiir viele Anwendungen kommt hauptsiichlich das Verhalten der
Wellen bei sehr groBer Wellenkinge (fiir kleine 7) in Betracht. Man
kann dieses bestimmen mit Hilfe des folgenden Satzes*®):

49) M. Born, Uber die natiirliche optische Aktivitiit der Kristalle, Ztschr.
Born, Atomtheorio. 2. Aufl. 4
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Hilfssatz: Die algebraische (leichung »*® Grades

Zap(t) x* =0,
=0

deren Koeffizienten Funktionen von © sind, die sich bei 7+ = 0
regulir verhalten, habe die Eigenschaft, daB fiir reelles 7 ihre
simtlichen Wurzeln reell sind. Dann sind alle Wurzeln bei
t == 0 regulir.

Der Beweis beruht darauf, daB in der Entwicklung jeder Wurzel z

1
nach Potenzen von ¢ = z¢

00
= e,
p=0

wegen der Realitit von z die Koeffizienten ¢, reell sein miissen, bei
einmaligem Umlauf um den Verzweigungspunkt z — O aber aus =z
eine andere Wurzel 2’ entsteht, deren Entwicklung

z = S, (8=1, e+ 1)
p=0

nur dann reelle Koeffizienten hat, wenn ¢ =1 oder = 2 ist; der
Fall ¢ =2 ist ausgeschlossen, weil sonst z fiir negative z nicht
reell wiire.

Wendet man diesen Satz auf die Determinantengleichung von (100)
an, so folgt zunichst, daB jede Wurzel 0= &, (=1, 2,... 3s)
eine Entwicklung der Form
(102%) 0 =8, =804 QM 4 QB2 4 ...
zuliBt. Wenn man aber @ — J/Q selbst als Unbekannte ansieht, so
muB auch jede Frequenz ; selbst eine analoge Entwicklung
(103) 0, = mj(o) + roj(‘)r +4 .-
besitzen. Nun sind zwei Fille zu unterscheiden:

Entweder ist 2/ 4=0, dann erhilt man durch Wurzelziehen
direkt

QM

7 0) 0 1) J
(103") 00 =180, mj()___.2_l/‘§(?:),..‘,

oder es ist 2/ = 0; dann muB notwendigerweise auch () =0
sein, weil sonst ®; bei v = 0 einen Verzweigungspunkt erster Ord-
nung hdtte, und es gilt

(104) w;=cT -y =V, .. .

f. Phys. 8 (1922), p. 890. Der Beweis des Satzes ist dem Referenten von Herrn
L. Lichtenstesn miindlich mitgeteilt worden.
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Der Fall (103), (103") entspricht den ,optischen Eigenschwingungen;
bei diesen nihert sich mit wachsender Wellenlinge (z — 0) die Fre-
quenz einer endlichen Grenze, die den Charakter einer Resonanzstelle hat.

Der Fall (104) entspricht den ,mechanischen® (akustischen) Schwin-
gungen, bei denen mit wachsender Wellenlinge (v — 0) die Frequenz
bis zu Null abnimmt. Solche Schwingungen gibt es immer genau 3,
entsprecheud den drei Translationen des Gitters parallel zu den Koor-
dinatenachsen. Analytisch driickt sich das so aus: Fiir v = O gehen
die Koeffizienten (101) der Schwingungsgleichungen (100) iiber in
die durch (32a) definierten GroBen

0, . kK
(105) [kkl = S((pkk')zy = Al:xy]7
zYy=2 i

die den Gleichungen (33) geniigen; aus letzteren folgt aber, daB die
Gleichungen (100) fiir =0 durch @ = 0, U, = U erfiillt werden,
wo U ein beliebiger Vektor ist. Dieser ldBt sich aus den drei Einheits-
vektoren parallel zu den Koordinatenachsen i, iy, iy linear darstellen;
folglich entsprechen ihm drei zusammenfallende Wurzeln, die wir mit
(106) 0,0 = @, = @, =0

bezeichnen. Fiir endliche Wellenlingen gilt dann die Entwicklung
(104); dabei sind die

(104) ¢y = lim . Jim v, G=1,2,3)
die Grenzwerte der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten (Schallgeschwindig-
keiten) fiir lange Wellen.

Die Zerlegung des elastischen Spektrums in zwei Teile, den op-
tischen und den akustischen, die sich durch ihr Verhalten bei langen
Wellen unterscheiden, ist zuerst von Born und . Kdrmdn®) in ihrer
ersten Abhandlung iiber spezifische Wirme (s. Nr. 26, 27) am Bei-
spiel eines eindimensionalen Modells erkannt worden, bestehend aus
einer, mit zwel verschiedenen Massen besetzten #quidistanten Punkt-
reihe, bei der nur benachbarte Massen aufeinander wirken. Die Fre-
quenzen lassen sich in diesem Falle explizite berechnen; man erhilt

wfe I {m, + mg 4 V'm® + m,* + 2m, mg cos va},

m, my

wo [ die quasielastische Kraft zwischen zwei Nachbarpunkten und a
ihr Abstand ist. Bei 7 = 0 hat man die Entwicklungen:

. .
2 __,3% !/
1 "o my + my
3 my + my g @’ f
De” =— 2 i -
2 f m, my 2 m +my

50) M. Born u. Th. v. Kdrmdn, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 297.
4‘
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®, entspricht den akustischen, @, den optischen Schwingungen. Man
kann in diesem Falle aber den ganzen Verlauf der Frequenzen als
Funktionen von z iibersehen. Bei sehr verschiedenen Massen ist der
optische Zweig o, nahezu monochromatisch; der akustische o, um-
faBt ein groBeres Frequenzintervall. Im Grenzfall gleicher Massen
gibt es nur den akustischen Zweig, und es gilt

Den Ubergang zu diesem Grenzfall hat W. Dehlinger!) studiert; dieser
hat auch die Zweiteilung des Spektrums bei einem einfachen drei-
dimensionalen Modell entdeckt und die Bedeutung dieser Tatsache fiir
die Theorie der spezifischen Wirme erkannt (s. Nr. 26). Der allge-
meine Fall wird von Born®®) in ‘seiner Dynamik der Kristallgitter
behandelt.

15. Lange Wellen. Schnelle (optische) Schwingungen. Zur
wirklichen Berechnung der Entwicklungskoeffizienten von o, in der
Umgebung von 7 = 0 dient folgendes Naherungsverfahren:

Die Koeffizienten (101) lassen sich nach Potenzen von v ent-
wickeln:

(107) [kk] [kk] [kk’]r+[kk'] o 4

dabei ist das konstante Glied durch (105) gegeben und die folgenden
Koeffizienten durch die Gleichungen:

a) [ ]— —1 S (3t (Phi)ays

(108
) b) l ] 2 S (grkk’ (‘pkk')zyi

Diese Funktionen der Wellenrichtung sind simtlich in z, y symme-
trisch; die Koeffizienten gerader Ordnung sind reell und in %, ' sym-
metrisch, die Koeffizienten ungerader Ordnung sind rein imaginir und
in %, k' schiefsymmetrisch.

Die Losungen der linearen Gleichungen (100) werden nun zu-

51) W. Dehlinger, Diss. Miinchen 1915; Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 276.

52) M. Born, Dynamik der Kristallgitter, 3. Kap. § 9—15 (Leipzig 1915)
Eine Darstellung, die der im Text gegebenen ahnlich ist, findet sich in der zit
Abhandlung Anm. 49.
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gleich mit dem Quadrat der Frequenz als Potenzreihen von = an-
gesetzt:

P @ — QO 4 Qg 4 Q®gE .
(109) {w + Q07 + Q2%

U, = 1,0 + NO7 + N,®22 4.

Dann erhélt man der Reihe nach folgende Niherungsgleichungen:

8) LOm, 1O + 22' ]11«» —0,
Loy

b) ROm, U + 22[ ]uw
— —2omug — D' [klzc] uy,,
(11951 o) @om,up + 2’2[ ]wa)

1
— — QO U — 22 [kk] ug,
e 33 [0

\

Bei der Losung dieser Gleichungen wird folgender bekannter Satz der
Algebra benutzt:

Hilfssatz: Das System linearer, homogener Gleichungen mit
symmetrischen Koeffizienten (a,, = a,,)

kgau,x,‘, =0, k=1,2,. .n)

habe » < »n linear unabhingige Losungen
Ty == Oy Ty == gy - - - B = O,

Die zugehorigen inhomogenen Gleichungen

Igl'a’kk'xk' = Y (k= L2 .. ”)
sind dann und nur dann auflésbar, wenn die » Bedingungen
gd“?/;,'—‘—’o, U=12..7)

erfilllt sind. Die allgemeine Lsung wird aus einer partikuliren
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z, = 2, durch Addition der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichungen erhalten; sie ist also

,
z, = 2,0 + .Zlvakjojv
I=

wo C,, C,, ... C, willkiirliche Konstanten sind.
Im Falle der Gleichungen (110) hat die 1. Ndherung nur Lésungen,
wenn QO eine Wurzel der Determinantengleichung (Sakulargleichung)
ist. Diese Wurzeln seien
1) 20 —a, Q0 —a, . 20 —a,
wobei jede so oft angeschrieben ist, als ihre Vielfachheit betrigt; es
sind die Werte, in die die GroBen (102) fiir v = O iibergehen, also
die konstanten Glieder der Entwicklung (102). Da die Koeffizienten
(105) konstant (von der Wellenrichtung unabhingig) sind, sind es
auch die . Zu jeder Wurzel &/ gehoren soviele linear unab-
hingige Losungen W,® — q,,, als ihre Vielfachheit betriigt. Alle
diese Losungen kann man so normieren, daB die Bedingnzgen

(112) ‘kz'm,‘af‘j =1, gmk(akiakj’) =0 U=+
erfiillt sind; mit diesen dquivalent sind die folgenden:
(112) My .J,Zvaksix =1, ;am O gy =0

Zu den verschwindenden Frequenzen (106) gehoren insbesondere die
Translationen nach den Koordinatenachsen als Losungen, und zwar
mit der Normierung

(113) a,

— il — i! — is
_ﬁ) akz_ﬁ’ ak!”"ﬁy
wo die Masse der Zelle nach (6') eingefiihrt ist.

Die a,;, heiBen normierte Eigenschwingungen (Eigenvektoren) des
Gitters.

Nun betrachte man eine nicht verschwindende Wurzel L (= o OF;
zu dieser mogen die r linear unabhiéngigen Losungen a,,, ... a,, ge-
horen, also die allgemeine Ldsung ’

(114) ,© =j=21’ak ;C,.

Setzt man dicse auf der rechten Seite von (110b) eip, so erhilt man:

Y
(115)  2Omuy 4+ D' D lkk &
I3 y xy

r 1 r
——avm, 30,.0-3 3|w] S e,
j=1 K y x j=1

k
Y



15. Lange Wellen. Schnelle (optische) Schwingungen. 581

Da die linken Seiten mit denen der homogenen Gleichungen
(110a) iibereinstimmen und diese fiir L2/ losbar sind, so kann man
den Hilfssatz anwenden und erhilt als Bedingungen der Losbarkeit
von (115) mit Riicksicht auf (112):

(116) e, +f§(jj’)0, =0, (j=1,2...7
WO
1
(117) G5 =22 [kk']akaak’j’y
k¥ xzy Ly

gesetzt ist; diese GroBen sind nach (108a) rein imagindr und in j, j°
schiefsymmetrisch.

Damit die Gleichungen (116) losbar sind, muB die Determinante
verschwinden; das ist eine algebraische Gleichung r*® Grades fiir Q)
die r reelle Wurzeln 2, (von denen auch einige zusammenfallen
konnen) und » zugehorige Losungen 7, hat, die analog wie die o,
normiert werden konnen. Setzt man diese auf der rechten Seite der
Gleichungen (115) ein, so sind diese aufldsbar, und das Niherungs-
verfahren 14Bt sich in analoger Weise zur nichsten Naherung fort-
fithren.

Die Determinante der schiefsymmetrischen Matrix der (J, ;) ver-
schwindet fiir ungerade r; dann gibt es mindestens eine verschwindende
Wurzel ,, so daB die Entwicklung (103) der entsprechenden Fre-
quenz ®, kein lineares Glied hat:

(103 o, = 0,0 4+ o, 4+ ... (r ungerade).
Im besonderen ist das der Fall fiir » = 1; jeder einfachen Grenzfre-
quenz () entspricht daher eine Entwicklung der Form (103").

Die nicht verschwindenden £, sind Funktionen der Wellen-
richtung. Denn die (jj') hingen linear von dem Vektor 3 ab; nach

(108a) ist:
iy =—i IS ,%' 5 (3r) (‘Pklk')xy Opjz Qprjiry
Wir definieren nun fiir irgend zwei Eigenfrequenzen »/® und «,®

den Vektor
(118) mii’ = %"S Tl %(q)kll.»xy Y

dieser ist reell und schiefsymmetrisch in j, j’:
(118 R, =—R,,.
Dann wird insbesondere fiir irgend zwei zusammenfallende Frequenzen:

(119) G7) = i(8R,,).
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Als Beispiele fir die Abhingigkeit der 2, von der Richtung 3
sei angefiihrt:

r=2: Q0=—8Q™"0=_(3R,,)

r=38: 20=0 &0 =—2®=V0ER,)+ 38%,,)* + 3Ry~

In derselben Weise wie £, hingt nach (103") ," von § ab.

Die hier behandelten Eigenschwingungen mit endlicher Grenz-
frequenz (fiir  — 0) sind maBgebend fiir das optische Verhalten des
Kristalls. Die Grenzfrequenzen selbst spielen die Rolle der optischen
Resonanzstellen (Absorptionslinien), s. Nr. 22, 23; die Eigenvektoren
a,; bestimmen den Verlauf der Brechung als Funktion der Frequenz
(Dispersion), die Vektoren R;, sind maBgebend fiir die optische
Aktivitit, s. Nr. 22.

16. Lange Wellen. Langsame (akustische) Schwingungen. Fiir
die drei verschwindenden Grenzfrequenzen (106) ist die allgemeine Lo-
sung von (110a)

(120) Q0 =0, UO=1U,
wo U ein beliebiger Vektor ist; damit lauten die Gleichungen (110b):

0 1
(121) 22 [kk] UY = — LOm, 11, — >l > [kk'
Koy zy v 3 xy2
Da die zugehorigen homogenen Gleichungen die drei linear unabhingigen
Losungen (113) haben, so ergeben sich nach dem Hilfssatz die Los-
barkeitshedingungen:

1
(122) Qomil, — D', > [kk] —0.
] ik Layd

Da nun die Koeffizienten (108a) in k, % schiefsymmetrisch sind, so
ist die Doppelsumme gleich Null, und es folgt in Ubereinstimmung
mit dem allgemeinen Satze

(120) QM =0 U=1,23)
Die Gleichungen (121) lauten dann

(123) > [kolc] uw—=— D> [LIL]
Koy zy y ¥ Laxy

und sind auflésbar; ihre allgemeine Losung erhilt man aus einer
speziellen durch Addition der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichungen, d. h. eines willkiirlichen, von k unabhingigen Vektors
9, sie hat also die Form

um 4+ A,

Setzt man das statt 11, auf der rechten Seite von (110¢) ein, so
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erhilt man wegen (120), (120'):

03 1
oz 33 [fug=— 3 3o+
Koy xy2 oy Lzyd

— aoma, — Su, e
y k' Ty

Wie oben miissen drei Losbarkeitsbedingungen erfiillt sein, die
man durch Summation der rechten Seiten nach % erhilt; dabei fillt
wegen des schiefsymmetrischen Charakters der Koeffizienten (108a)
der willkiirliche Vektor ¥ heraus, und es bleibt:

(120) Qw4 SN, > [“] — 22> |"’°] =0
y kx' Lyl [3 y & Loy

Setzt man hier irgendeine Lisung der sicher auflésbaren Gleichungen
(123) ein, so erhdlt man drei lineare, homogene Gleichungen mit
symmetrischen Koeffizienten zur Bestimmung der Komponenten von
U; die Sikulargleichung dieses Systems ist eine kubische Gleichung
zar Bestimmung von Q3 mit den Wurzeln Q,®, ,® Q..

Setzt man diese Losung auf der rechten Seite der Gleichungen
(124) ein, so sind sie nach den 1,® auflésbar, und das Naherungs-
verfahren kann in derselben Weise beliebig fortgesetzt werden; das
Ergebnis sind Entwicklungen der Form

jmj2=,szj=,2,gz(2)+...

I W, =0+ 200 4.

Bricht man diese mit den angeschriebenen Gliedern ab, so sieht man
leicht, daB das Resultat in dieser Naherung genau iibereinstimmt mit
den (tesetzen, die sich aus der in Nr.7 und 8 entwickelten Elastizi-
titstheorie fiir die Fortpflanzung ebener Wellen ergeben. Denn durch

Vergleich der Formeln (108) und (32) erkennt man die Giiltigkeit
der Formeln

’ 1 2 2
Z[Zl;’]z — 1 - 5: Iy ,S (‘pklk’)zy zkl’-" = — lA;E [xl?;‘g:, 65’
g T2
k127> k; '[kk,] _— _%‘ E gigikzj S (q)k!k’ zy x-klkl y‘.lk’
zy zy '

= — 4 32y 771 %:3%,
Ty

(126)

so daB die Gleichungen (123) und (125) die Gestalt annehmen:
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’22 11(1) ZuZ[xw] =0
0 QO _Zu,Z [y Ty]8z8; + ’2 2 0 [wyz]g =9

wo die Massendichte ¢ nach (7) eingefiihrt ist.
Andererseits liefert die Elastizititstheorie nach (42) die Bewegungs-
gleichungen :

(129) oii, +

(128)

0Kzy

oy 0,

wo die Spannungskomponenten durch (37) gegeben sind, wenn darin
!, = 0 gesetzt wird:

0 =2 Z[Zk] Hey _Z[m’;z] Uyss
2La:yz_| e Z [y Ty uzy.

Dabei sind die GroBen w,, als Ableitungen des Verriickungsvektors u
anzusehen: o,
Uy,
T oy

Fibhrt man in (129) den Ansatz ebener Wellen ein, indem man im
Hinblick auf (126) setzt:
0! =120, y=Ue gt
n, = ruk(x) eiwt it @)

so erhilt man genau die Gleichungen (128). Eliminiert man aus
diesen die U, mit Hilfe der sich gegenseitig auflésenden Gleichungen
(44) und (46), so erhéilt man bei Einfiihrung der durch (104) defi-
nierten Schallgeschwindigkeiten und der Elastizitdtskonstanten (49b):

(128") oc U, — yZ uyg llez y7(18:8; = 0.

Die Determinante dieser drei linearen homogenen Gleichungen liefert
gleich Null gesetzt die ¢; als Funktionen der Wellenrichtung, deren
Koeffizienten sich durch die Elastizititskonstanten c,; = [|zy|Z7|]
(54) ausdriicken. Damit sind die @, = ¢; (j = 1,2,3) in erster Nihe-
rung bestimmt. Das Naherungsverfahren 148t sich von hier aus ohne
Schwierigkeiten fortsetzen, doch sind die hoheren Niherungen bisher
physikalisch ohne Bedeutung geblieben.

Die akustischen Frequenzen w,, ®,, @; und die optischen Fre-
quenzen ®,, ®;, ... @, erscheinen also als Zweige ein und derselben
mehrdeutigen Funktion @ von 7, deren Verzweigung algebraischen
Charakter hat. Denkt man sich @(7) auf éiner Riemannschen Fliche

(129"



17. Erzwungene Schwingungen. Lange Wellen. 585

iiber der komplexen 7-Ebene ausgebreitet, so verlaufen ihre Blitter
in der Umgebung von 7 = O getrennt, miissen aber in algebraischen
Verzweigungspunkten zusammenhingen.

Die Klirung des Zusammenhangs der verschiedenen Schwingungs-
typen im Gitter findet sich zuerst bei M. Born.%)

17. Erzwungene Schwingungen. Lange Wellen. Wenn auf
jeden Gitterpunkt eine duBere Kraft §,’ wirkt, so lauten die Bewegungs-
gleichungen

(130) "lkﬁk:c ZS Z(q)k};'l ):ty = %iz

Fiir die optischen Anwendungen handelt es sich um elektromagnetische
Krifte, die sich in Form einer ebenen Welle fortpflanzen. Wir unter-
suchen daher das Verhalten des Gitters unter der Wirkung einer
ebenen Kraftwelle

(131) T = B,e w71,

Im stationéiren Zustande werden dann die Verriickungen eine ent-
sprechende Welle (s. (99))

(132) u} = U eiet o)

bilden, und zwischen den Amplituden der Kriifte und der Verriickungen
werden die Gleichungen bestehen:

(133) o*m U, +k22 [Z’;’] uk’y =—15,,.
v

Das sind die zu den homogenen Gleichungen (100) gehérigen inhomogenen.

Fir die Anwendungen auf die Optik (ausschlieBlich des Réntgen-
gebietes) kommt nur der Fall in Betracht, daB die Wellenléinge groB
ist gegen die linearen Dimensionen der Zelle d. Daher suchen wir

die Losung als Potenzreihe nach v = —2—;—' anzusetzen (s. (109)):

(1329 U, =UO 4 00 + 2N 4.
Dann erhilt man Naherungsgleichungen fiir die W, die siimtlich
genau dieselbe Form haben:

(134) o*m, U + 22 kk]u@; =—8p, (»p=0,1,2,.):

die rechten Seiten sind folgende Ausdriicke:

BO) —

B ——2 [ ]u@;,
w53

(135)
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Jedes B,® lifit sich demnach berechnen, wenn die p vorhergehenden
Gleichungen (134) gelost sind.

Die Losung von (134) gewinnt man mit Hilfe der Eigenlésungen
a,, der zugehdrigen homogenen Gleichungen (100); fiir diese gilt identisch

(136) 2Om,a,,, +Z Z[W]am 0,

und sie befriedigen die Orthogonalititsrelationen (112) oder (112').
Aus diesen folgt, daB die s Vektoren @, linear unabhiingig sind;
man kann daber jeden Vektor durch sie linear darstellen. Wir setzen

BY = m, Zc,‘"’ak,

fiir die Koeffizienten ¢f” erhilt man nach (112), (112
(p) }‘%(I,)a“

Die Losung von (134) setzen wir in analoger Weise an:
np = 3SPa, ;.
j
Dann erhdlt man durch Einsetzen in (134) durch Vergleich der ent-

sprechenden Faktoren von a,; auf beiden Seiten:
e®

@ __ I
11 53 ©)

Demnach wird die gesuchte Losung von (134):

P q
(137) 11<p>__2w) ki ZM) 2%2’9%,-

Die Losung der ersten Naherungsglelchung (134), p = 0, lautet nun

a,.
(138) uk(o) =2 :@j(o—)%g'i 2 %k,ak/,-,
J 3

und die der zweiten, p = 1:

u(l)=2g(o) 2% )akj

Hier ist der Wert von %k“) aus (135) und darin wieder der von 11,¥

aus (138) einzusetzen. Dann ergibt sich mit Benutzung der durch
(118) definierten Vektoren %, :

) a,;(3%
189 U= gl oy 2 Bt
X 22

Der Faktor i — e? bedeutet, daB die Terme zweiter Naherung einen
Phasenunterschied von 32’— gegen die der ersten Niherung haben.
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In derselben Weise kann man fortfahren und die folgenden Nihe-
rungen bestimmen. Fiir die Optik kommen nur die beiden ersten
Niherungen in Betracht.®2®)

Die Losung der Schwingungsgleichungen in der hier gegebenen
Form findet sich bei M. Born*®).

18. Das Verteilungsgesetz der Eigenschwingungen. Fiir die
Thermodynamik des Gitters ist die Kenntnis der Eigenfrequenzen o,
fiir den Grenzfall langer Wellen (v = 0) prinzipiell ungeniigend; viel-
mehr muB man sie als Funktionen von Wellenlinge und Wellenrich-
tung in ibrem ganzen Verlaufe wenigstens summarisch {ibersehen.

Ein endliches Gitter von N Zellen mit je s Partikeln hat 3sN
Eigenschwingungen. Die fiir die Thermodynamik des Gitters wich-
tigste Frage ist nun, wie viele der Eigenfrequenzen in ein vorgegebenes
Frequenzintervall fallen. Dieses Problem 148t sich fiir ein endliches
Gitter streng nicht losen, weil man die Randbedingungen nicht in
Ansatz bringen kann. Man kann aber auch das unendliche Gitter
hier nicht ohne weiteres brauchen, da die Frage offenbar nur fiir ein
System von endlich vielen Freiheitsgraden Sinn hat.

In folgender Weise gelangt man zu einer approximativen Losung:
Man betrachte ein endliches Gitter von N == n® Zellen, das die Form
eines der Zelle dhnlichen Parallelepipedons mit den Kanten na,, na,,
nag hat. Die Eigenschwingungen dieses Gitters sind stehende Wellen,
deren Liinge parallel zu jeder Kante hochstens gleich der Kantenléinge
ist. Nun fithre man ein unendliches Gitter ein, beschrinke aber die
darin moglichen (fortschreitenden) Wellen auf diejenigen, die parallel
zu den Grundvektoren a,, a,, a; hochstens die Liéngen na,, nay, na,
haben. Das liuft offenbar auf folgende Forderung hinaus: Je zwei
Zellen des Gitters, deren Indizes [, I, l; kongruent mod. n sind,
sollen vollig dquivalent sein; die Verriickungen sollen also die Be-
dingungen erfiillen:

(140} ukl‘ +n,ly,l ukl‘,lz-l-n,l;, P ukl‘,lz, L+n —— llkl“’“ l,,

52a) H. A. Lorentz hat schon 1878 (Verh. der Akad. van Wet. te Amster-
dam 1878) bemerkt, daB bei Beriicksichtung von Gliedern hoherer Ord-

nung in - neue optische Erscheinungen zu erwarten seien; z. B. diirfte dann

i
ein regulirer Kristall nicht mehr optisch isotrop sein. ILorentz bat letzteren
Punkt niher untersucht; da er nicht aktive Kristalle betrachtete, so mufte er

2
die mit (—g) proportionalen Glieder, d. h. die dritte Naherung, (p = 2) in (134),

beriicksichtigen. Neuerdings [Versl. Akad. van Wet. te Amsterdam 30 (1921),
p. 362] hat er diese Uberlegungen wieder aufgenommen und Experimente zur
Auffindung des Effekts angestellt; doch ist das Ergebnis wohl nicht als sicher
positiv anzusehen.
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wofiir man einfach

(140" = u}

schreiben kann. Ein Gitter, das diese Forderung bhefriedigt, soll zykli-
sches Gitter genannt werden.

Dieses ist offenbar ein System von endlich vielen, nimlich 3sN
Freiheitsgraden; denn es geniigt, das Teilparallelepiped mit den Kanten
na,, nag, na; zu betrachten, das sich nach allen Seiten periodisch
wiederholt. Das zyklische Gitter entsteht also aus dem wirklichen
durch Ersetzung der wirklichen Randbedingungen durch die fiktiven
der Periodizitit.

Fihrt man nun in die Bewegungsgleichungen (97) die Bedm
gungen (140) ein, so erhilt man:

(141) mk.ugr:c - ?% 2(¢§:_k_’z,)zy ullc"y = O;
Y

dabei ist
R
(142) (wklk')x Y =p _.%,glpklkt Pn)zy

gesetzt (wo p in leicht verstindlicher Weise die drei ganzen Zahlen
Dy, D3, p; vertritt), und die Indizes I, I’ durchlaufen die » Zahlen
0,1,2 ...n—1

Offenbar gilt nach (142):
(142) BE ey = Wiidays |
die Koeffizientenmatrix der 3sN Gleichungen (141) ist also in bezug
auf die Indizes ! eine dreidimensionale Zyklante.

Werden zeitlich periodische Losungen von (141) der Form

R Ry

(143) u, Vo 2
gesucht, so erhilt man fiir die ,reduzierten Amplituden g die line-
aren (leichungen:

(144) o't +ZSZ’(”’ 1)”; —0

¥y
Diese lassen sich wegen der Penodlz1tatse1genschaften (142") der
Koeffizienten durch den Amnsatz

(145) L = 5, e
l6sen, wobei (lp) eine Linearform der drei ganzen Zahlen I, I, I
(146) (o) =lLo, + Lo, + L,

ist, deren Koeffizienten ihrerseits drei ganzen Zahlen p,, p,, p; pro-
portional sind:

2 2 2
(147) ¢ = 7”1”1, ‘P2=7:‘tps, Py = ;?ps-
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Dann miissen die r, den 3s Gleichungen

(148) ka,+22{ }zky 0

geniigen, wo
k¥ 1
14 _—— 1\ e t0e)
(149) {zy} ]/mkmk, §(¢’”‘)mye
gesetzt ist.
Zur anschaulichen Deutung der Losung bestimme man die Zahl
7 und den Einheitsvektor 3 so, daB

(150) @, =1(30)), @ =1(80y), @5=1(305)
ist, und setze o
(151) 5 = W, Vm, éCw);

dann geht die Losung (143), (145) iiber in
ukl —_ uke—imteit(g:/g;’
stellt also eine ebene Welle von der Richtung 8, der Linge A = ?11'

und der Amplitude 1, dar.
Setzt man ferner (142) in (149) ein, so ergibt sich

kK _
{zy} Vm;, S@"l Day® 9,
und der Vergleich mit (101) zeigt, daB
7% R kK
(152) {xy} 77777 - p— "(51:),]‘)[ ]

ist.  Vermige (151) und (152) sind die Gleichungen (148) mit (100)
identisch, wenn man in diesen fir @, @,, @, die rationalen Werte (147)
einsetsi. Man bezeichnet ¢,, @,, @, als Phasenkomponenten der Welle
und stellt sie als Punkte in einem dreidimensionalen Phasenraum e¢,,
@y, @ dar; dabei kann man jhre Werte auf den Wiirfel

'“”g‘Pl? 129 (Psg‘{'"“
beschrinken. In diesem bilden die Punkte (147) ein kubisches Gitter

mit der Maschenlinge 2z,
n

Die Eigenfrequenzen @, des unendlichen Gitters, bzw. ihre Qua-
drate &, sind Funktionen von z und 8; vermége (150) kann man
sie auch als Funktionen von ¢,, @,, ¢, ansehen. Man erhilt aus
ihnen die Frequenzen des zyklischen Gitters, wenn man ¢,, @;, @,
auf die Gitterpunkte (147) des Phasenraums beschrinkt. Jeder Zweig
L, der algebraischen Funktion £(z) liefert dann zu jedem Gitterpunkt
eine Frequenz; die zu einem Zweige gehorigen Frequenzen sind da-
her iiber den Phasenraum gleichformig verteilt, in einem Phasenbezirk
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Ap = Ap Ap; Ay befinden sich unabhiingig von dessen Lage stets
gleich viel Frequenzen, némlich

N

@=)°

Nun ist bei groBem N das zyklische Gitter ein Brsatz fiir das end-

liche; die fiir jenes gewonnenen Ergebnisse miissen approximativ (im

Limes N — oo) fiir das endliche Gitter gelten. So gelangt man zu dem

Verteilungsgesetz der Eigenschwingungen:

Die Eigenschwingungen ordnen sich im Phasenraume ¢,, ¢,,

@3 in 3 s Systeme; fiir jedes dieser ist die Frequenz o, (j=1,2,...35s)

beim unendlichen Gitter eine stetige Funktion von ¢,, ¢,, @,

innerhalb des Wiirfels — z < ¢,, @,, ¢, < 7. Beim endlichen

Gitter von groBer Zellenzahl N sind die Frequenzen approximativ

die Werte, die jene 3s Funktionen o, (¢,, ¢y, @;) in den Gitter-

punkten (147) annehmen; jeder Zweig o, ist also im Phasenraum

gleichférmig verteilt, und zwar ist die Anzahl der im Phasen-

element dp = dop,dp,dp; liegenden Frequenzen o; asymptotisch

Ag.

gleich (2%5 dg.
Will man hieraus auf die Verteilung der Frequenzen iiber die Fre-
quenzskala selbst schlieBen, so muf man die Funktionen o, (¢,, @,, p,)
tatsichlich kennen. Fiir die thermodynamischen Anwendungen geniigt
dabei hiufig die Kenntnis des Verlaufs dieser Funktionen in der Um-
gebung von 7 =0, den wir im voraufgehenden durch Potenzreihen
nach 7 dargestellt haben.

Bei den eigentlichen Eigenschwingungen mit endlicher Grenz-
frequenz @® kann man unter Umstinden ganz von der Verinderlich-
keit mit der Wellenlinge absehen und sie durch die Konstanten o,®
ersetzen.

Bei den Schwingungen mit verschwindender Grundfrequenz ist
das nicht erlaubt. Hier gelangt man auf folgende Weise zu einer
asymptotischen Darstellung der Verteilung in der Frequenzskala bei
hohen Frequenzen.®®)

Man fasse § =178, 7 =18, { =18, als rechtwinklige Koor-
dinaten in einem Raume auf; v und 8 sind dann die zugehorigen
Polarkoordinaten, und es gilt nach (150)

(153) dyp = do,depsdp, = AdEdndi = dv*drdL,
wenn ¢ das Element der Einheitskugel bedeutet. Indem man iiber
N

@ multipliziert, erhilt man fiir die An-

diese integriert und mit

53) M. Born u. Th. v. Kdrmdn, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 16.
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zahl der im Element dz gelegenen Schwingungen eines der drei aku-
stischen Zweige: 4xNd
—(2‘153—1 dr.

Nun ist fiir lange Wellen nach (104) in erster Niherung w = ¢z,
daher wird die angegebene Zahl gleich

4xNd4d 1

awr g 7 4o
Ersetzt man hier N4 durch das Volumen V des Kristalls, @ durch
27 v und fiihrt die GroBe

47w (1 1 1
(154) F=_3_(?+?+?)

ein, so erhilt man fiir die Anzahl der im Intervall dv gelegenen
Schwingungen aller drei akustischen Zweige zusammen:

(155) de =3V Ividv.

Die GroBe F' ist fiir Kristalle eigentlich nicht konstant, da die Schall-
geschwindigkeiten von der Wellenrichtung abhiingen. Fiir isotrope
Korper oder quasiisotrope Gemenge ist aber I konstant und hat
den Wert

’ 47 (1 2
(154) F = ry (?Zs‘ + Hé,"")’
wo ¢, und ¢, die Geschwindigkeiten der longitudinalen und transver-
salen Wellen sind.

Die Formel (155) ist zuerst von Debye®) in einer groBen Arbeit
yZur Theorie der spezifischen Wirmen“ (s. Nr. 26) abgeleitet worden.
Dabei hat er sich aber nicht der Gittervorstellung bedient, sondern
den betrachteten Korper als kontinuierliches, elastisches, isotropes
Medium aufgefaBit; dadurch ist sein Ergebnis von vornherein auf den
Grenzfall langer Wellen beschréinkt. Er berechnet die Eigenschwingungen
einer elastischen Kugel, an deren Oberfliche die Verschiebungen ver-
schwinden®); es gibt dann unendlich viele Eigenschwingungen, deren
asymptotisches Gesetz die Form (155) hat. Die GréBe F wurde von

54) P. Debye, Ann. d. Phys. (4) 89 (1912), p. 789; eine vorldufige Mitteilung
der Resultate schon vorher im Arch. de Généve (1912), p. 266.

55) Andere Grenzbedingungen benutzt R. Ortvay, Ann. d. Phys. (4) 42
(1918), p. 745 (Fall I: Verschwindende Tangentialspannungen und normale Ver-
riickungen; Fall II: Verschwindende Normalspannungen und tangentielle Ver-
riickungen); s. dort weitere Literatur iiber ,gemischte Randbedingungen. Mit
derselben Methode wird das Verteilungsgesetz der Schwingungen fiir einen kon-
tinuierlichen rbombischen Kristall abgeleitet. Sehr #ihnlich ist die Ableitung
von D. H. Goldhammer, Phys. Ztschr. 14 (1918), p. 1185. Eine anschauliche Be-
schreibung des Abziihlungsverfahrens bei I.. Flamm, Phys. Ztschr. 19 (1918},
p. 118, § 4.

Born, Atomtheorie. % Aufl. 5
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Debye als Funktion der Elastizititskonstanten des isotropen Korpers
angegeben. Der Zusammenhang mit den Schallgeschwindigkeiten (154)
wurde von M. Born und Th. v. Kirmdn bemerkt®); die Formel (154°)
stimmt genau mit der von Debye aufgestellten iiberein. Die Debyeschen
Betrachtungen sind ganz analog denen, die in der Strahlungstheorie
zur Abzihlung der Freiheitsgrade eines Hohlraums dienen®?); dort
ergibt sich dieselbe Formel fiir die Anzahl dz der Frequenzen in dv,

nur hat F den Wert %’—’ . ;, , entsprechend dem Umstande, daB die

elektromagnetischen Wellen im Vakuum streng fransversal sind und
sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ fortpflanzen. Fiir diesen Fall
hat H. Weyl®®) mit Hilfe der Integralgleichungen bewiesen, daB das
asymptotische Gesetz der Eigenfrequenzen von -der Form der Begren-
zung des Hohlraums unabhingig ist; seine Methoden erlaubten ihm
auch die Ubertragung des Beweises auf den Fall des elastischen Kon-
tinuums. R. Courant®®) hat das Verteilungsgesetz mit Hilfe des
Variationsprinzips, aus dem die Schwingungsgleichung entspringt
( Dirichletsches Prinzip), in sehr einfacher Weise gewonnen.®)

Das allgemeine Verteilungsgesetz fiir einfache Gitter haben M. Born
und Th. v. Kirmdn 1912 zuerst ausgesprochen in einer schon zit.
Arbeit?), in der fast gleichzeitig mit Debye und unabhingig von
diesem eine Theorie der spezifischen Wirmen auf derselben Grund-
lage entwickelt wurde. Bald darauf wurde der Beweis des Satzes fiir
einfache Gitter gegeben®); fiir zweiatomige Gitter (s = 2) findet sich
der Beweis in der zit. Dissertation von W. Dehlinger5!), fiir den all-
gemeinen Fall (s beliebig) bei M. Born, Dynamik der Kristallgitter.®%)

56) M. Born und Th. v. Kdrmdn, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 15.

57) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 49 (1900), p. 5639; Nature 72 (1905), p. 64
u. 248; J. H. Jeans, Phil. Mag. 10 (1905), p. 91; s. auch diese Encykl. V 23
(W. Wien), ferner M. Planck, Theorie d. Wiirmestrahlung (Leipzig 1921), 4. Aufl,
§ 175, 176; H. A. Lorentz, Théorie du Rayonnement (Paris 1912), p. 23; 4. Ru-
binowicz, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 96; A. Landé, Zur Methode der Eigenschwin-
gungen in der Quantentheorie, Diss. Géttingen 1914,

58) H. Weyl, Math. Ann. 71 (1911), p. 441; Crelles J. 141 (1912), p. 163;
143 (1914), p. 177; Rend. Palermo 39 (1915), p. 1.

59) R. Courant, Gott. Nachr. 1919, p. 255; Math. Ztschr. 7 (1920), p. 14.

60) Eine bemerkenswerte Methode zur Abzihlung der Eigenschwingungen
hat M. v. Laue [Ann. d. Phys. (4) 44 (1914), p. 1197; s. auch diese Encykl. V 24
(M. v. Laue), Nr. 44] mitgeteilt. Sie beruht auf der Definition der Freiheitsgrade
eines Strahlenbiindels und 148t sich sowohl auf die elektromagnetischen Wellen
der Hohlraumstrahlung als auf die elastischen Wellen des festen Korpers an-
wenden.

61) M. Born u. Th. v. Karmdn, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 65.
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Der hier mitgeteilte Beweis (Zuriickfilhrung auf das zyklische
Gitter) findet sich nicht in der Literatur.
19. Normalkoordinaten. Die potentielle Energie der Schwingungen

ist nach (18") ;
D =— 3 I8 @), ha ey

kK 1 o2y
Fiihrt man hier die Bedingungen des zyklischen Gitters (140) ein
und setzt
(156) 0l =-——1u/,

so wird mit Riicksicht auf (142)

—r
157) &= — 2 SQ S sy v =0,1,...0—1).
k

o7 " “zy  Vmmy
In einem 3sN-dimensionalen v, -Raume (I=0,1,...n— 1) wird
durch die Gleichung D, — 1
y =

ein Ellipsoid dargestellt; man findet dessen Hauptachsen, indem man
das Quadrat der Entfernung vom Zentrum

=38 (v))?
TR0
zum Extremum macht. Das fithrt auf die linearen Gleichungen

(144) vt +2 S 2 (wkk’l)zy b" —o,

ooy Vmemy
die bis auf die Bezeichnung mit den Schwingungsgleichungen (144)
ibereinstimmen; fiir 1 = w? v} =,’ gehen sie in diese iiber. Durch
Multiplikation mit b}, und Summation nach z, %, I erhilt man
r?—2=0.

Daher hiangen die Nullstellen der Determinante i, — @, mit den
Hauptachsen des Ellipsoids durch die Formel zusammen:

2 2
y = —— == —
(1]

Ty T
Die Richtungen der Hauptachsen werden durch die Verhiltnisse der
den Gleichungen (144') geniigenden GroBen v,' gegeben; die zu w,(¢)
gehorige Losung hat nach (145) die Form
G, ¢09),
wo r, = §,; eine Liosung von (148) ist. Auch der reelle Teil der
Losung ist wieder eine Losung; wir setzen

5*
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und haben dann fiir die Richtungen der Hauptachsen w,(gp):
. 2
(159) vl = Uy ; cos (lgp) — B, sin(lp), ¢ =="F.
Aus (152) und (101) sieht man, daB die GroBen {Z;} bei Vertauschung

von @ mit — ¢ in den konjugiert komplexen Wert iibergehen; das-
selbe gilt daher von den G, oder es ist

(158°) A (— ) =U,(9), B,(—¢)=—13,,(9).

Im Grenzfall 7 =0 verschwinden die B,;, wihrend die %, ; sich in

Vma,; (s. Nr. 15) verwandeln.
Damit die v}, die Richtungskosinus der Hauptachsen im 3s N-dimen-

sionalen Raume sind, miissen sie so normiert werden:

Sty ={) T =S 2=

PR sonst B

22132’3,,”%;/:{1 fir 2=y, k=¥ 1=1,
J b 0

sonst.

oder

Daraus erhiilt man mit Beriicksichtigung von (158) fir die ¥, ;, B,,
folgende Normierung

1 .. . .
(160) 2 (Upje Wprgy + By Byj,) = { y fir o=y, k=K

j 0  sonst,
oder
, > [ fir j=i,
(160) D', %, + B, B,,) =T
) lO sonst.

Die auf die Hauptachsen bezogenen Koordinaten seien P,(g); sie
hingen mit den v,’ durch folgende orthogonale Transformation des
3s N-dimensionalen Raumes zusammen:

(161) P, = §$ (v}, U, coslgp) — B, sinlg)),

die auch beim Grenziibergang N — oo ihren Sinn behilt. Die Auf-
16sung nach v/ lautet fiir das zyklische Gitter

=22Pj (QIM cos (lgp) — 58,“. sin(lg));
J b4

wenn man hier zur Grenze N —» oo iibergeht, muB man die Summen
durch Integrale®®) ersetzen und erhilt mit Riicksicht auf das Ver-

62) Dieser Grenziibergang zu unendlich vielen Variabeln ist systematiach
in D. Hilberts Theorie der Integralgleichungen mit symmetrischem Kern unter-
sucht worden [Gétt. Nachr. 6 Mitteilungen: I (1904), p. 49; II (1904), p. 218;
I (1905), p. 307; IV (1908), p. 167; V (1906), p. 439; VI (1910), p. 8556. Zu-
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teilungsgesetz der Eigenschwingungen:
N . .
(162) v, = @ 2.[1)"(?1"" cos () — By, sin(lg))de.
i

Man kann diese Darstellung auch direkt aus (161) erhalten nach dem
bekannten Verfahren zur Bestimmung der Koeffizienten einer Fourier-
schen Reihe.

Auf Grund der Transformation (161) erhdlt man fiir die poten-
tielle Energie beim zyklischen Gitter die Hauptachsendarstellung

N W L 1
03 3L r=13 Sesry
Jj P J P
wihrend gleichzeitig das Entfernungsquadrat iibergeht in
=23 P2
j »

sammengefaBt in: Grundziige einer allgemeinen Theorie der Integralgleichungen
(Leipzig 1912)]. Dort wird einmal die Integralgleichung durch einen Grenz-
tibergang aus einem System linearer Gleichungen gewonnen; andrerseits wird
sie auch direkt durch einen Reihenansatz auf ein System von unendlich vielen
linearen Gleichungen zuriickgefithrt. Die Theorie der linearen Integralgleichungen
mit symmetrischem Kern wird dadurch auf die der quadratischen Formen von
unendlich vielen Variabeln reduziert. Setzt man von einer solchen Form nichts
voraus, als daB sie beschrinkt ist, so hat sie im allgemeinen neben einer ab-
zihlbaren Menge diskreter Eigenwerte (Punktspektrum) noch ein Kontinuum von
Eigenwerten (Streckenspektrum); die Hauptachsentransformation liefert dann eine
Darstellung der Form durch zwei Glieder, deren erstes eine Summe iber das
Punktspektrum, deren zweites ein Integral tiber das Streckenspektrum ist.

Die potentielle Energie des Gitters ist eine solche quadratische Form von
unendlich vielen Variabeln, die nur ein Streckepspektrum hat und daher sich
durch ein Integral iiber dieses darstellen 1iBt. Die Besonderheit dieser Form
ist der Typus ihres Koeffizientensystems als ,,unendliche Zyklante*. Eine Theorie
solcher Formen von einer Variabelnreihe hat O. Toeplitz entwickelt; er nennt
sie L-Formen wegen ihrer Beziehungen zur Laurentschen Entwicklung der
Funktionentheorie [Math. Ann. 70 (1911), p. 361]. Die Gitterenergie ist eine
Form von drei Variabelnreihen, eine dreidimensionale unendliche Zyklante;
hieraus entspringt die Darstellung durch ein dreifaches Integral.

Die Zerlegung des Integranden des Streckenspektrums in zwei Faktoren,
deren einer der Normalkoordinate, der andere der Eigenldsung entspricht, findet
gich zuerst durchgefiihrt bei E. Hellinger [Die Orthogonalinvarianten quadra-
tischer Formen von unendlich vielen Variabeln, Diss. Gottingen 1907; Neue
Begriindung der Theorie der quadratischen Formen von unendlich vielen Ver-
dnderlichen, Crelles J. 136 (1909), p. 210]. Hier wexrden die Eigenlosungen als ,Dif-
ferentialformen* eingefilhrt; in der Tat werden nach den Normierungsformeln
(160) des Textes die Eigenlosungen mit wachsendem N beliebig klein, sie
werden ,Differentialeigenlésungen. Dem Sinne der Gittertheorie (Ersetzung
des endlichen Gitters durch das zyklische, Approximation des zyklischen durch
das unendliche) entspricht es, bei der Normierung der Kigenlésungen N endlich
zu lassen.
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Der GrenzprozeB N > oo fiihrt sodann auf folgende Integraldarstel-
lung der potentiellen Energie:

1 N
(163) b, — @ E'fmj!Pdeqa;
i

zugleich wird die kinetische Energie L — 1 > szkﬁk’ =1 ‘kZ' $bk’ in

k
1 N :
(164) L= G prqu,
J

transformiert. Man kann diese Formeln durch Einsetzen von (161)
direkt bestitigen.

Die Schwingungsgleichungen lauten in den Normalkoordinaten:
(165) P, 4+ o;P,=0.

Jedem Punkte des Wiirfels — z < ¢ <« im Phasenraume entsprechen
also 3s ungekoppelte, eindimensionale Resonatoren. Im ganzen ist
das N-zellige Gitter 3sN ungekoppelten Resonatoren #quivalent.

Die Darstellung der Gitterenergie durch Normalkoordinaten findet
sich zuerst bei M. Born und Th. von Kdrmdn®) fir ein einfaches
Gitter. Der allgemeine Fall ist von M. Born in seiner Dynamik der
Kristallgitter behandelt; dort werden ,komplexe“ Normalkoordinaten
eingefiihrt, und es wird gezeigt, daB die kinetische und die potentielle
Energie sich als Summen ihrer absoluten Betrige darstellen lassen.
Die Anzahl der reellen Normalkoordinaten erscheint dabei formal
doppelt so groB, als sie sein soll; tatsichlich bestehen aber Identititen
zwischen reellen und imaginiren Teilen der Normalkoordinaten, wo-
durch diese sich auf die richtige Anzahl reeller GroBen reduzieren.
Dieses Verfahren leistet trotz seiner formalen Einfachheit nicht die
gesuchte Zerlegung in ungekoppelte Resonatoren.®*)

IIL Optik.

20. Lichtwellen. Die Entwicklung der Kristalloptik von Fresnels
ersten Arbeiten (1821) bis zur Einordnung in die elektromagnetische
Lichttheorie sind in V 21, Optik, Altere Theorie (4. Wangerin) und in
V 22, Elektromagnetische Lichttheorie (W. Wien), Nr. 24 dargestellt.
In diesem Referat wird gezeigt, wie sich die Gesetze der Lichtfort-

62a) H. Hilton [Phil. Mag. (6) 42 (1921), p. 148] hat ohne Kenntnis der
Literatur die Eigenschwingungen in einem orthorhombischen Kristallgitter be-
handelt und die Differentialgleichungen fiir die Normalkoordinaten aufgestelit.
Er besetzt die Gitterpunkte mit Molekeln (starre Kdrper von nicht verschwin-
denden Trigheitsmomenten) und betrachtet das Gitter als endlich mit festen
Grenzebenen.
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planzung in Kristallen aus der Gittertheorie ergeben; dabei werden be-
sonders diejenigen Umstéinde betont, bei denen die gittertheoretische
Betrachtung weiterfiihrt als die #lteren Molekulartheorien und die
Kontinuumstheorie von Mazwell und seinen Nachfolgern. Diese be-
sonderen Punkte sind:

1. Die Deutung der natiirlichen Aktivitit (Drehung der Polari-
sationsebene, Gyration) ohne Zusatzhypothesen (s. Nr. 22).

2. Die Herstellung von Beziehungen zwischen optischen Para-
metern und andern physikalischen Eigenschaften der Kristalle;
hierher gehort vor allem der Zusammenhang der ultraroten
Eigenfrequenzen mit den Elastizititskonstanten einerseits, der
spezifischen Wirme andrerseits (s. Nr. 23).

3. Die absolute Berechnung optischer Parameter aus Hypothesen
iiber die Molekularkriifte, inshesondere die Theorie der elektro-
magnetischen Koppelung (s. Nr. 41—43).

In diesem Kapitel soll nur iiber die beiden ersten Punkte be-
richtet werden, die sich ohne neue Schwierigkeiten dadurch erledigen
lassen, daB man diejenigen Gréfen, die in der elektromagnetischen
Lichttheorie Mazwells den Zustand der Materie charakterisieren (die
elektrischen Momente pro Volumeneinheit) mit Hilfe der Gittertheorie
berechnet. Dieses Verfahren besteht also in einer Vermengung von
Molekular- und Kontinuumstheorie. Die unter 3. genannte strengere
Methode (von Ewald) beruht auf einer reinlichen Durchfiihrung der
Molekulartheorie; dabei treten neue mathematische Probleme auf (elek-
tromagnetische Gitterpotentiale), die eine gesonderte Behandlung er-
fordern. Da iiberdies die elementare Theorie durch die strengere be-
stitigt und nur quantitativ erginzt wird, so soll diese im letzten Ab-
schnitt VI nachgeholt werden.

Die Maxwellschen Feldgleichungen lauten fiir einen Isolator:

rot.@-——lgﬁ.D=0, divd =0,
(166) 1
rot€ + —-B=0, divB=0.

Dabei ist fiir einen nicht merklich magnetisierbaren K&rper

(167) D=C+42P, B=9

zu setzen, wo B das elektrische Moment der Volumeneinheit ist. Durch
Elimination von 9, §, B erhilt man daraus eine Beziehung zwischen
€ und P:

(168) LP—gmddivB = (V€ —;E).
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Fiir eine ebene Welle, bei der alle Vektoren proportional e—f»‘ez(1)
sind, geht diese iiber in

1 N
(169) B — n18(5%) = = C@'— 1),
WO
(170) L.

den Brechungsinder bedeutet.

Die hier behandelte elementare Theorie besteht nun darin, das
Moment $ aus den Verriickungen u; der Gitterpunkte zu berechnen,
die durch das Feld € nach den in Nr. 17 gegebenen Formeln fiir er-
zwungene Schwingungen erzeugt werden. Versteht man unter € die
Amplitude der elektrischen Welle, so ist die auf die Gitterpunkte
wirkende Kraft durch (131) gegeben, wenn darin

(171) B, =¢,C

gesetzt wird; sie erzeugt die durch (132) gegebenen Verriickungen,
aus denen die Amplitude des Moments pro Volumeneinheit sich zu

(172) B=3 Dal,

berechnet. Die U, sind dabei lineare Funktionen der %,, also des
Feldes €, die man in erster Niherung aus (138), in zweiter Néherung
aus (139) entnehmen kann.

Man setze

< 1 QO
(173) 8}':72/"1:“”;
k

hierdurch ist jeder eigentlichen Eigenschwingung ein Vektor zu-
geordnet, der das elektrische Moment bei der normierten Eigen-
schwingung (immer bei unendlich langer Welle, v = 0) bedeutet.
Wir nennen die &, Figenmomente.

Sodann erhilt man bis auf Glieder 2. Ordnung in 7
(174) B = PO+ PO,

wOo
2, (Cg)
(175) RO — 2 mfgg_

3R, 8 (€L,
(1 { 6) §B(l) =it 4 ; (w;o)(z _ m)2) J(f(o}p) Qj_)_ wi)'
gesetzt wird; dabei treten nur die eigentlichen Eigenfrequenzen auf.
Nach (175) ist P©@, und damit auch DO = § 4 PO, eine lineare
Vektorfunktion von €; man schreibt

(1) DY =€, + 42PP = &,€, 1 £,€, + £, €
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wo die sechs GroBen

e - Q.
(177) g, =1 +4n42m” A 2,
die optischen Dielektrizititskonstanten heiBlen. Ein Vergleich von (175)
mit (70a) zeigt, daB diese fiir unendlich langsame Schwingungen
(0w = 0) in die statischen Dielektrizititskonstanten bei fehlender De-
formation (s. Nr.11,I) iibergehen, die von den gewShnlich gemessenen
bei fehlender Spannung im allgemeinen etwas verschieden sind. Doch
ist dieser Unterschied praktisch belanglos.

Nun kann man immer das Koordinatensystem so wihlen, daf die

quadratische Form der Komponenten von &

» EQ.)\2

POC = u 2 ;;{gi E_J_—)o;‘z
J J

auf die Hauptachsen transformiert erscheint; bei Kristallen geringer
Symmetrie (ohne drei aufeinander senkrechte Symmetrieachsen) hiingt
die Lage der Hauptachsen von der Frequenz w ab (Dispersion der
Achsen). Man setzt

1 1
L DOE = = (€ + 47RO E — £ 6, + 6,2 + 6}

4
WO
(177) g =1+ 45142;}_’67?327;2,

7

die optischen Hauptdielektrizitdtskonstanten sind. Dann wird
(175") DY = G, + 4aP0 — 5,6,
Der Ausdruck (176) fir PO 1Bt sich leicht umformen in:
(176" PO = [EG],
wo & den (axialen) Vektor ,,Gyration“
(178) B =5 4 3 e v

bedeutet. Dieser ist eine lineare Vektorfunktion der Wellenrichtung &.

Die gesamte dielektrische Erregung
D = 6 + 4n (PO - PO) = DO 4 4B
hat also, bezogen auf die elektrischen Hauptachsen, die Komponenten:
(179) D, =¢6€, 4 i[€H],, ...,

wobei Glieder von héoherer als 1. Ordnung in t vernachliissigt sind.
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Die Glieder nullter Ordnung stellen die gewohnliche Doppelbrechung,
die Glieder erster Ordnung die optische Aktivitit dar.%®)

21. Doppelbrechung. Hier sollen die wichtigsten Sitze der
Kristalloptik zusammengestellt werden.®) Dabei sind alle Erschei-
nungen, die auf der Absorption beruhen, ausgeschlossen, da eine durch-
gefiihrte Theorie der Energiedissipation auf Grund der Gittertheorie
nicht existiert.

Der Ausgangspunkt sind die Glieder nullter Ordnung der Glei-
chungen (179)

(179) D,=1¢6C,, ...

D wird gewdhnlich als , Lichtvektor” angesprochen, weil er transversal
ist; aus div D = O folgt némlich fiir eine ebene Welle

(180) D= (€ + 42, 8)=0.

Die Polarisationsebene der Welle ist nach der iiblichen Definition auf

D senkrecht, enthdlt also 3 und $. Sodann kann man (169) in
der Form

(181) D=n*{€—3(3C)}
schreiben, oder mit Benutzung von (179°):
1 1
(182) D, (53 — g) — —3,(3€), .
Hieraus folgt in Verbindung mit (180) das Fresnelsche Gesetz:
83 83 83

(183) ottt =%

nt 5 n' & m' s

durch das der Brechungsindex n (oder die Normalengeschwindigkeit

€, = %) als Funktion der Wellenrichtung gegeben wird. Das ist eine

n

quadratische Gleichung fiir #% die ausfiihrlich geschrieben so lautet:

(183) nt (58,2 + &8, + &8, — n?(5&B,° + 8,5 + &8 @2 + 8.)
+ 588+ 8,9) + 558 =0.

63) Die Gitteroptik in der hier mitgeteilten Form findet sich bei
M. Born, Uber die natiirliche optische Aktivitit der Kristalle, Ztschr. f. Phys.
8 (1922), p. 390. Die Frage der Bedeutung der hoheren Glieder in 7 hat H. 4.
Lorentz behandelt (s. Anm. 52a).

64) Neben den genannten Encyklopidieartikeln ist als umfassende Dar-
stellung zu nennen: F. Pockels, Lehrbuch der Kristalloptik (Leipzig 1906);- dort
tinden sich zahlreiche Literaturangaben. Eine kurze, klare Ubersicht bei E. Made-
lung, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers (Berlin 1922), 12. Abschn,,
§ 9, p. 199. Die im Text gewihlte Darstellung stimmt mit der in Anm. 63
zitierten Arbeit iiberein.
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Sie hat im allgemeinen zwei Wurzeln ny® und ng?; zu diesen gehoren
nach (182) je ein Lichtvektor D" und ®”, die auBer auf 8 auch auf-
einander senkrecht stehen:

(184, DD =0.

Die Richtungen dieser Vektoren fallen mit den Hauptachsen jener Ellipse
zusammen, die durch die zur Wellennormale senkrechte Ebene

(185) x3, + y8, + 28, =0
aus dem ,Indexellipsoid®®)

, x? ,y2 z:’
(185) A

ausgeschnitten wird, und die Lingen der Hauptachsen sind gleich n,, n; .

Sind ¢, &, & simtlich voneinander verschieden, so ist das El-
lipsoid dreiachsig; dann gibt es zwei reelle Richtungen 3 = b, und
8 ="b,, deren Normalebenen das Ellipsoid in Kreisen schneiden, so
daB ny = ng wird. Diese Einheitsvektoren b,, b, heiBen Binormalen )
(oder auch optische Achsen). Nimmt man an, daB
(186) 8 < &< &
ist, so liegen b, und b, in der xz-Ebene symmetrisch zur z-Achse und
bilden mit dieser einen Winkel §, der durch

& (g — 32)

(187) cos f§ = Vss e
gegeben ist; je nmachdem g < 45° oder > 45° ist, heiBt der Kristall
positiv oder negativ zweiachsig.

Trigt man die Normalengeschwindigkeit ¢, = % auf den vom

Nullpunkte auslaufenden Radien auf, so bilden die Endpunkte die

. . . c (4
Fresnelsche Normalenfliiche, deren beide Mantel ¢, = — und ¢,” = _.

in den Richtungen der Binormalen in konischen Doppelpunkten zu-
sammenhingen.

Die Wellennormale ist nicht die Richtung maximalen Energie-
transportes; dieser wird vielmehr durch den Poyntingschen Strahlen-
vektor®")

~ [
(189) & = Z[€D)
dargestellt. Die Energiedichte®?) ist
(189) U= =~ €D+ $9).

66) Andere Bezeichnungen s. bei Pockels (zit. Anm. 64), p. 25.
66) Uber die Bezeichnung s. Pockels, p. 36.
67) 8. V 13 (H. A. Lorentz), Nr. 22, p. 106.
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Aus den Mazwellschen Gleichungen (166) folgt fiir ebene Wellen
6—9) o
(189) U= -€D—_ 9 uwd &= T.

Sei « der Winkel zwischen Strahl und Wellennormale, 8& = |&| cos «.
Da |©| die in der Zeiteinheit durch eine auf der Strahlenrichtung
senkrechte Fliche von der Grofe 1 hindurchtretende Energie ist, so
bedeutet

(190) e =181 _ &

s U cos «

die Energiegeschwindigkeit oder Strahlgeschwindigkeit: s = ci ist dann

]
eine zum Brechungsindex analoge GroBe, die man als ,Strahleninder

bezeichnen kann.

Man kann nun in die Fresmelsche Formel (182) statt ®, 8 die
Vektoren € und
188’ - 2
(188) =1
einfilhren. Da nach den Mazwellschen Gleichungen $ = n[8E] ist,
so wird nach (188)

8 = 2 [CBE)] = (86— ERO)

und wegen (180) und (189")

D =—cnU@BE).

Nun fijhrt eine einfache Rechnung (182) iiber in

(191) €.(s* — &) = —1.(1D), ..

Der Vergleich von (182) und (191) zeigt, daB die GroBen
D, 8, n, &, &, & (Wellennormale),
€ §, 5 oo oo o (Strahl)

sich entsprechen; und der Beziehung
D=0 entspricht &j=0.

Daher folgt die zu (183) analoge Gleichung

(192) SIS "SI "

st —¢ st—s, 8% —¢,

Dieses Gesetz ordnet jeder Strahlrichtung zwei Strahlenindizes s,’, s,”

zu; trigt man die Strahlgeschwindigkeiten ¢, = 75, und ¢,” = fr,

auf den vom Nullpunkt auslaufenden Strahlrichtungen ab, so erhilt
man die Strahlenfliche, die (ebenso wie die Normalenfliche) aus zwei
in konischen Doppelpunkten zusammenhéngenden Mianteln besteht;
die nach den Doppelpunkten laufenden Strahlen, die Biradialen®®)
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(oder Strahlenachsen) t,, v, liegen in der xz-Ebene symmetrisch zur
2-Achse und bilden mit dieser einen Winkel y, der durch

& '—‘8
(193) cos p ——-VB: — E:
bestimmt ist. .
Die Richtungen der zu s, und s,” nach (191) gehdrigen Schwin-
gungen &' und €” sind parallel zu den Hauptachsen der Ellipse, in
der die aut dem Strahl & senkrechte Ebene

(194) 2, + o, + #1, = 0
das Fresnelsche Ellipsoid®®)

(194" &2 + &yt + g2t =1

schneidet, und die Lingen der Hauptachsen sind ;—, und 51— Die

0 0
Kreisschnitte des Ellipsoids sind normal zu den Biradialen t,, t,.

Die Strahlenfliche ist die Enveloppe der in den Punkten der
Normalenfiéiche auf deren Radienvektoren errichteten senkrechten Ebenen
(Wellenebenen); umgekehrt ist die Normalenfliche die FuBpunktsfliche
der Strahlenfliche. Die hier zusammengestellten Sitze sind die be-
kannten Fresnelschen Gesetze der Doppelbrechunyg in durchsichtigen,
zweiachsigen, inaktiven Kristallen, deren optische Eigenschaften sie voll-
stindig darstellen, insbesondere auch die singulidren Fille, wo ent-
weder die Wellennormale in die Richtung einer Binormalen oder der
Strabl in die Richtung einer Biradialen fillt; im ersteren Falle ent-
steht ein Strahlenkegel (innere kowmische Refraktion), im zweiten Falle
gehoren zu dem Strahl unendlich viele Wellenebenen, deren Normalen
einen Kegel bilden (dufere komische Refraktion).®)

Fiir einzelne Farben, und bei Kristallen mit drei aufeinander senk-
rechten ausgezeichneten Achsen fiir alle Farben, konnen zwei der
Hauptdielektrizititskonstanten einander gleich werden. Sei etwa

(195) g =g =2¢, & =2¢&;
dann werden alle optischen Konstruktionsflichen Rotationsflichen um
die z-Achse, die Binormalen und die Biradialen fallen zusammen in
die Richtung der z-Achse, wo die beiden Mintel der Normalen- und
der Strahlenfliche sich einfach beriihren. Der Kristall wird optisch
einachsig, die z-Achse wird optische Achse genannt.

Die beiden Mintel der Normalenfliche sind eine Kugel und ein
Rotationsovaloid, deren Gleichungen fiir 8, = cos ¢ die Form

(195/) ”0’2 — 8’ 1 cosg(p

in?

sin? g

ry = P PR
7, ] ]

68) 5. V 2t (4. Wangerin), Nr. 9, p. 26.
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annehmen. Der zu n, gehdrige Strahl heiBt der ordentliche, der zu
n," gehorige der auperordentliche; fiir den ersten liegt die Schwingungs-
richtung D" senkrecht zu der durch die z-Achse gehenden Meridian-
ebene (Hauptschnitt), fiir den letzteren liegt D" in dieser Ebene.

Je nachdem & < ¢ oder & > & ist, heiBt der Kristall positiv oder
negativ einachsig.

Fir die Kristalle des reguldren Systems ist & = & = &, — &; sie
sind daher optisch isotrop.58*) Man erhilt aus (177):

’ o
(196) e= 145 a0
J ’

22. Optische Aktivitat. Uber die iltesten Theorien zur Erkli-
rung der natiirlichen Drehung der Polarisationsebene (z. B. bei Quarz)
ist in V 21 (4. Wangerin) referiert. Die Grundlage ist stets die Be-
merkung Fresnels®), daB sich die Drehung durch zirkulire Doppelbre-
chung erkldren liBt. Mac Cullagh™) und Cauchy™) haben bereits die
zur Darstellung der Drehung notigen Zusatzglieder den Fresnelschen For-
meln der Lichtschwingungen angefiigt; C. Neumann™) konnte diese aus
der elastischen Athertheorie ableiten, indem er annahm, daB ein Ather-
teilchen auf ein anderes so einwirkt wie das Element eines elektrischen
Stroms auf einen Magnetpol. Briot™) fijhrte den Gedanken ein, daB
die Atherteilchen, die in nicht aktiver Materie lings parallelen Ge-
raden gleich verteilt sind, in aktiven Substanzen auf Spiralen an-
geordnet sind. Wir iibergehen hier die in den zit. Artikeln be-
sprochenen Ansitze der elastischen Lichttheorie von Mac Cullagh,
Cauchy, Briot, Boussinesq, Sarrau, V.v. Lang, Chipart™) und wenden
uns den Versuchen zu, die elektromagnetische Lichttheorie so zu er-
weitern, daB sie die optische Aktivitit zu erkliren erlaubt. Da ist
zuerst eine Abhandlung von W. Gibbs™) zu nennen; dieser faBt einen
aktiven Koérper als inhomogenes Medium (Ather mit eingebetteten
Molekeln) auf und griindet darauf den Gedanken, daB die Komponenten

602

68a) S. hierzu Anm. 52a).

69) A. Fresnel, Oeuvr. compl., 3 Bde., Paris 1866—1870; Bd. I, p. 371: ‘Ann.
chim. phys. (2) 28 (1825), p. 147; Pogg. Aun. 21 (1831), p. 276.

70) J. Mac Cullagh, Collect. works, ed. by J. Jellet and S. Haughton, Dublin,
London 1880.

71) A. Cauchy, Oeuvr. compl., Bd. 1, Paris 1882.

72) C. Neumann, Habilitationsschrift, Halle a. S. 1858. Uber Atherbewe-
gungen in Kristallen, Math. Ann, 1 (1869), p. 325; 2 (1870), p. 182.

78) Ch. Briot, Essais sur la théorie mathématique de la lumiére, Paris 1868.

74) Vgl. hierzu auBer den genannten Encyklopidieartikeln die Darstellung
von P. Drude in Winkelmanns Handbuch d. Phys., p. 784.

75) W. Gibbs, Amer. J. of science (3) 23 (1882), p. 460.
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der dielektrischen Verschiebung nicht nur von denen der Feldstirke,
sondern auch von ihren Differentialquotienter nach den Koordinaten
abhingen konnen; wenn die Molekel kein Symmetriezentrum und
keine Symmetrieebene hat, so bekommen die Zusatzglieder eine Form,
die das Drehungsvermogen abzuleiten gestattet. P. Drude™) hat spiter
die Theorie des Drehungsvermogens auf derselben Grundlage ent-
wickelt. Er gebrauchte dabei zur Veranschaulichung der auf die
Elektronen wirkenden Kriifte das Bild von Schraubenlinien, auf denen
die Elektronen in der Molekel sich zwangsliufig bewegen miissen. Ein
Feld parallel zur Schraubenachse erzeugt eine Elektronenbewegung,
deren Projektion auf die zur Achse senkrechte Ebene ein Kreis ist,
und dieser Kreisstrom erzeugt seinerseits ein der Achse paralleles
magnetisches Feld; umgekehrt muB das in der Lichtwelle schwingende
Magnetfeld jene elektrische Kreisbewegung induzieren, mit der die
Verschiebung parallel zur Schraubenachse gekoppelt ist. Das elek-
trische Moment pro Volumeneinheit wird dann in isotropen Korpern
proportional rot €; die dielektrische Verschiebung bat daher fiir ebene
Wellen den Ausdruck
D =€ + if [€8].
Drude hat diese Formel, die nur einen Aktivititsparameter [ enthilt,
zunichst auch auf Kristalle in der Weise angewandt, daB er die Aniso-
tropie nur bei den Dielektrizititskonstanten zum Ausdruck brachte;
man kann diesen Ansatz in der mit unserer Gleichung (179) iiber-
einstimmenden Form
%z =& @z + z[@@]x

schreiben, wobei der Gyrationsvektor der Wellennormale parallel ist:
(178) G =rs.

Spiter hat Drude™) seine Theorie fiir die Kristalle mit vollstindiger
Beriicksichtigung der Anisotropieverhiltnisse entwickelt. Wesentlich
dieselben Gleichungen hatte schon vorher W. Voigt™) auf rein phino-
menologischer Grundlage gewonnen; sie sind auch mit den hier aus
der Gittertheorie entwickelten identisch, bei denen der Verschie-

76) P. Drude, Gott. Nachr. (1892), p. 366; Lehrb. d. Optik (Leipzig 1900),
Kap. VI, p. 368.

77) P. Drude, Gott. Nachr. 1904, p. 1.

78) W. Voigt, Drudes Ann. 69 (1899), p. 307; Gott. Nachr. (1903), p. 155;
Ann. d. Phys. (4) 18 (1905), p. 646. — Weiterfibrung der Voigfschen Theorie
8. K. Forsterling, Diss. Gott. 1909 u. Ann. d. Phys. (4) 29 (1909), p. 809 (Re-
flexionsgesetze); Gott. Nachr. 1912, p. 217 (Absorbierende, einachsige, aktive
Kristalle).
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unterschied von der &#lteren Theorie Drudes ist der, daf bei dieser
der Gyrationsvektor & der Wellennormale parallel ist, die Aktivitit
also nur von einem skalaren Parameter f abhéingt, wiéhrend hier der
Gyrationsvektor nach (178) eine lineare Vektorfunktion der Wellen-
richtung 8 ist, die Anzahl der skalaren Parameter also im H&chst-
fall neun betrigt.

Voigt hat auch die Spezialisierung dieser Konstanten fiir die
32 Kristallklassen angegeben. Bedingung fiir das Auftreten des
Drehungsvermdgens ist das Fehlen eines Symmetriezentrums, sowohl
bei Molekeln in Fliissigkeiten (Losungen), als auch bei Kristallen.
Schon 1874 hatten fast gleichzeitig und unabhingig voneinander
van’t Hoff™®) und Le Bel®) erkannt, daB die organischen Verbindungen
mit Drehungsvermdgen asy mmetrische Molekeln haben; die daraus ent-
springende Vorstellung des asymmetrischen Kohlenstoff-Tetraeders wurde
der Ausgangspunkt fiir das groBe Gebiet der Stereochemie (s. diese
Encykl. V 6 (F. W. Hinrichsen u. L. Mamlock), Teil II, Nr. 15). Sohncke®*),
einer der Begriinder der Strukturtheorie der Kristalle, untersuchte den
Zusammenhang zwischen der Asymmetrie des Raumgitters und dem
Drehungsvermogen. Seine Annahme, daB ein aktiver Kristall immer
in zwei enantiomorphen Modifikationen vorkommen muB, hat sich aber
nicht bewihrt. Aus der Voigischen Theorie geht hervor, daB bei
aktiven Kristallen nur die Existenz eines Symmetriezentrums aus-
geschlossen ist, withrend Symmetrieebenen wohl vorkommen kénnen.
(8. diese Encykl. V 7 (Th. Liebisch, A. Schinflies und O. Miigge), Nx. 54,
p- 489.)
- Wihrend die Voigtsche Theorie ganz ohne molekulares Bild, die
Drudesche®®) mit einem zu engen, unwahrscheinlichen Modell operierten,
blieb noch die Aufgabe zu losen, die optische Aktivitit ohne will-
kiirliche Hypothesen aus den in der Dispersionstheorie bewiihrten Vor-
stellungen iiber die Elektronenschwingungen abzuleiten, allein auf

79) J. H. var’t Hoff, Voorstel tot uitbreiding der tegenwoordig in de schei-
kunde gebruikte struktuurformules in ‘de ruimte etc., 5. sept. 1874, Utrecht.

80) Le Bel, Bull. soc. chim. (2) 22 (Nov. 1874), p. 837.

81) L. Sohncke, Entwurf einer Theorie der Kristallstruktur (1879), p. 259;
Literatur das., p. 242.

82) Abinderungen der Drudeschen Theorie fiir isotrope Fliissigkeiten, durch
die die Abh#ngigkeit des Drehvermigens von der Konzentration des aktiven
Stoffes dargestellt werden soll, sind von H. A. Lorentz (Versuch einer Theorie
der elektrischen und optischen Erscheinungen, Leipzig 1906; The theorie of elec-
trons, Leipzig 1909) und G. H. Livens [Phil. Mag. 26 (1913), p. 817; 26 (1913),
p- 362, 536; 27 (1914), p. 468, 994; 28 (1914), p. 766; Phys. Ztschr. 15 (1914),
p. 385] gegeben worden.
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Grund der Asymmetrie der Molekel bzw. des Kristallgitters. Dieses
Problem wurde fast gleichzeitig und unabhdngig von Oseen®®) und
Born®) gelost. Beide Theorien beruhen auf denselben Grundannahmen
und unterscheiden sich nur in der Art der Durchfiihrung; diese Grund-
annahmen sind:
1. Die schwingungsfihigen Partikel sind miteinander gekoppelt.
2. Das Verhiltnis des Molekulardurchmessers bei Fliissigkeiten
bzw. der Gitterkonstante bei Kristallen zur Wellenlinge wird
nicht vernachlissigt, sondern als kleine Grofie erster Ordnung
mitgefiihrt.
Bei Oseen werden die Koppelungen als elektrodynamische Wechsel-
wirkungen angesetzt; bei den Kristallen wird ein spezieller Aufbau
angenommen, bei dem die Partikel schraubenartige Anordnungen
bilden. Die Theorie von Born macht keine besonderen Annahmen
iiber die Art der Krifte und die Struktur der Substanz®); sie ergibt
sich ohne weiteres aus der in diesem Artikel dargestellten Gitter-
dynamik. Denn diese beruht auf der Koppelung aller Kristallpartikel,
und die bei einer ebenen Welle entstehenden Verriickungen sind in Nr.17
bis auf Glieder von hherer als erster Ordnung in v berechnet worden.
Das Resultat war die Formel (179) fiir die dielektrische Verschiebung:

(179) D, = 4 €, + (€8],

die den Ausgangspunkt fiir die Ableitung der Gesetze der Lichtfort-
pflanzung in aktiven Kristallen bildet. Sie ist mit dem Eliminations-
resultat aus den Maxwellschen Gleichungen (181)

(181) D=n*{€E—3(8C)}

zu verbinden. Setzt man die beiden Ausdriicke einander gleich, so
erhilt man folgende lineare Gleichungen fiir die Komponenten von €:

{@x{sl_ (1_— Qi)ng} + @y{ngg:ﬁgy + ?’@z} + @a{%gg.rgs—_i@y} =0

Durch Nullsetzen der Determinante erhdlt man folgende quadratische
Gleichung fiir n?:
(197)  n'(5,8% + & 8] + &8)) — n?{ey85(8) + 1) + &56,(3] + 37

+ 668 1+ 8) — 30 + & 85

— (6,82 + &G + &) = 0.

88) C. W. Oseen, Ann. d. Phys. (4) 48 (1915), p. 1.

84) M. Born, Dynamik der Kristallgitter (1915) § 86; Phys. Ztschr. 16 (1915),
p. 2561; Berl. Ber. math.-phys. K1. 1916, p. 614; Ann. d. Phys. (4) 55 (1918), p. 177;
Ztschr. f. Phys. 8 (1922), p. 890.

85) Dasselbe Problem behandeln auch nach denselben Grundsiitzen F. Gray
{Phys. Rev. (2) 7 (1916), p. 472] und 4. Landé [Anu. d. Phys. 56 (1918), p. 225;
Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 500].

Born, Atomtheorie. 2. Aufl. 6
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Diese geht fiir & = 0 in die Fresnelsche Gleichung (183") itber, deren
Wourzeln n,, %, sind; man kann daher (197) in der Form

(197" (02— n}®) (n*— n)') = ¢*
schreiben, wo
(198) gi=" @2 + ¢, ®} + 50 — n![3¢]*

& 82 4 &85 1 ¢, 82
gesetzt ist. g ist der skalare Parameter der Gyration; dabei ist in g
fir n entweder n, oder m, einzusetzen, je nachdem die Korrektion
zu dem einen oder dem andern der Brechungsindizes berechnet werden
soll. Die Abhingigkeit dieser beiden Zweige g’, g” von der Wellen-
richtung & ist recht verwickelt. Man pflegt sie nach W. Voigt™) da-
durch zu vereinfachen, daB man in dem Ausdruck (198) fiir g die
Doppelbrechung vernachlissigt; d. h. man setzt darin ¢, = & = & = n*-
Obwohl diese, Annahme nicht dem systematischen Approximations-

verfahren (Entwicklung nach v) entspricht, scheint sie doch praktisch
vollig auszureichen; im folgenden soll stets diese Vereinfachung vor-
genommen werden. Dann wird

(199) g=3%6.
Setzt man hier den Ausdruck (178) fiir @ ein, so wird
(199)  g=018; + 928 + 9358 + 2958,8. + 295:8.8, + 29:1%.3,,

WO

T Rjo [8%51)
‘gu Y % ; (m](_o)z__ m’) (m}o()n__ co’)’ cee

R, [LL, R... [LL,
lg%:zdz 4i 1/[1 it Rsra [25%5],
Ji

CEETICEETD N

(200)

gesetzt ist. Nach der #lteren Theorie von Drude, wo nach (178")
& — 8 ist, wiirde g = /8% = [ konstant sein. Trigt man VI: auf dem
g

zugehdrigen Vektor 3 ab, so erhdlt man eine nicht notwendig definite
Fliche zweiter Ordnung, die Gyrationsfliche. Da g bei Vertauschung
von 8 mit — 8 ungeindert bleibt, sind fiir zwei in entgegengesetzten
Richtungen fortschreitende Wellen die Erscheinungen der optischen
Aktivitit dieselben. Fiir Kristalle mit Symmetriezentrum verschwin-
den simtliche g,,; denn bei einer Inversion des Koordinatensystems
kehren die Komponenten der polaren Vektoren R, ihr Vorzeichen
um, wihrend die der Vektorprodukte [€,2,] ungeindert bleiben, und
das ist mit der Invarianz der g,, nur fiir g,,= 0 vertriiglich. Das
Vorhandensein von andern Symmetrieelementen reduziert die Zahl der
voneinander unabhingigen Konstanten g,, Voigt™) hat gezeigt, daB
die aktiven Kristalle in acht Gruppen zerfallen; er hat die Zugehdorig-
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keit zu diesen fiir jede Kristallklasse®) und die Form der Gyra-
tionsfliche sowie ihre Lage gegen die dielektrischen Hauptachsen
bestimmt. Bemerkenswert ist dabei, daB auBer bei den enantiomor-
phen Gruppen, auf welche man friither die Méoglichkeit des Drehungs-
vermigens beschrinkt glaubte, noch vier Klassen mit einer Symmetrie-
ebene oder einer Spiegeldrehachse Aktivitdt haben konnen; bei diesen
artet die Gyrationsfliche in zwei gleichseitig-hyperbolische Zylinder aus.
Wenn man voraussetzt, daB
(1977 n,2>n,?
ist, so lauten die Wurzeln von (197'):
201) { 't =L {ng?+ ny? + V(ng — 0 4g°)
w't=1 {05+ — V= + 4g7)
wobei immer der positive Wert der Quadratwurzel zu nehmen ist.
Um die Schwingungsform zu bestimmen, entnehme man aus (181)

=2 13030

und setze das in die Glieder nullter Ordnung in z von (179) ein;
dann erhilt man

D, (35— o) = — 8.(86) — L [CO1,.

In dem Gliede erster Ordnung in 7 ersetze man ndherungsweise &

1 . . .
durch =D und & = & =g = %3, wo 7% einen mittleren Brechungs-

index bedeutet; dann erhdlt man mit derselben Anndherung, mit der
die Formeln (201) gelten,

(202) D, (3 — o) = — 5,(36) — - [DE],.

n? & nt
Diese Gleichungen lassen sich durch den Ansatz
(203) n=n, D=V —ikD", |D|=D"|
losen, wo D’ und D" die in Nr. 21 eingefiihrten Schwingungsvektoren
des . nicht-aktiven Kristalls sind, deren Liéngen einander gleich gewihlt
werden. Der Koeffizient %, soll von der GroBenordnung z (ebenso
wie g) sein und ist noch zu bestimmen. Dazu setze man den Ansatz
(203) in (202) ein und trenne Reelles und Imaginires, wobei Glieder
zweiter Ordnung in 7 fortbleiben; dann erhilt man

D, (3 — &) +86E) =0,
B BAD! (75— ) + 8.66")) = H[D'EI..

86) Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Verhiltnisse bei F. Pockels, Kristall-
optik II, 11, 4, p. 8156. Dort ist auch weitere Literatur iiber die Theorie und
ihre experimentelle Priifung zu finden.

6.
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Nun geniigen aber ®" und D" den Gleichungen (182), wenn man
darin » durch =, bzw. m, ersetzt; zieht man diese von den vor-
stehenden, entsprechenden Gleichungen ab, so ergibt sich

f 1 1
D, (n/: - ;6“5) =0
B (73— o) = 54 (DG,
Nach (201) unterscheidet sich »’? von #,* nur um GroBen der Ord-
nung 7, wihrend 2’ — n;'? von endlicher GroBenordnung n,® —n, ?
ist; also ist die erste dieser Gleichungen mit hinreichender Annéhe-
rung erfiillt, die zweite dient zur Bestimmung von %,. Da die Vek-
toren 3, D' D” paarweise aufeinander senkrecht stehen, da ferner
|D|=1D" gewihlt worden ist, so kann man
D' = [D"3]
setzen und hat dann
(DY) =[BBD"]] = 3(GD") — D" (H3).

Setzt man das ein und multipliziert skalar mit ®”, so kommt wegen

8D =0:
ky (7—1_1'_5 - nz”) = Tg"

oder mit gentigender Niherung

by = ;;7'":“{"7;‘;" th
Ganz ebenso beweist man, daB eine zweite Losung
(204) n=mn", D=D"—ik,D, |D'|=|D"
mit by — — -y Viﬂ’”o
existiert. Da nun aus (201) »'? 4 n”* = n,3 4 n,'? folgt, so erkennt
man, daB , 2g

Ny == fg == - ; ’ e T R = k
nro — ny +V(n -—no ’)’+ 49

ist. Man kann dafiir auch schreiben:
(208) k=g (Vg — n) D dg — (g2 — )}
Diese GroBe ist stets <1l

Figt man zu den beiden Losungen (203) und (204) den Faktor
¢? hinzu, wo ¢ = — wft 4 v(8r) ist, und nimmt dann die reellen
Teile, so erhilt man
n=n", D=D cosp -+ kD" sing,
n=mn", D=D"cosp + kD sing.
Legt man nun das Koordinatensystem so, daB die x-Achse parallel zu
®’, die y-Achse parallel zu D” wird, und setzt |D"|=|D"|= D

(206}
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80 werden die beiden Ldsungen:
(206") {nzn’, D,= Decosgp, D,=kDsing, D=0,
n=n", D =kDsing, D = Dcosp, D,=0.

v
Das sind zwei elliptische Schwingungen vom gleichen Achsenverhilt-
nis k und entgegengesetztem Umlaufssinn mit gekreuzten, zu D’ bzw.
D" parallelen groBen Achsen.

In den Richtungen der Binormalen (optischen Achsen) ist n,= n, =;
dort erreicht % sein Maximum 1, es pflanzen sich also zwei zirkulare,
entgegengesetzt rotierende Wellen fort, deren Brechungsindizes n_ und
n, nach (201)

(207) m=n+ L, n—n—.>1

sind. Eine linear polarisierte Welle, die senkrecht auf eine normal
zur Achsenrichtung geschliffene Kristallplatte von der Dicke 1 auf-
fallt, erfihrt daher eine Drehung der Polarisationsebene um den
Winkel

¢ heiBt spesifisches Drehungsvermaigen.

Fiir alle von den optischen Achsen merklich abweichenden Rich-
tungen ist %k klein von erster Ordnung in z; denn fiir g < n ®— n,*
gilt nach (205) in erster Néherung:

(205" h—e 9 =9 .

ng? — ng ® 2n(ng — ng')

Die Erfahrung lehrt, daB das Achsenverhiltnis tatsdchlich #uBerst
klein ist; dadurch wird die Entwicklung nach = nachtriglich empirisch
gerechtfertigt.

Einen charakteristischen Unterschied der hier gewonnenen Theorie
(die mit der von Voigt und der neueren von Drude iibereinstimmt)
gegeniiber der #lteren von Drude bekommt man bei einachsigen
Kristallen, wenn man die Fortpflanzung des Lichtes senkrecht zur

optischen Achse betrachtet. Die Brechungsindizes des ordentlichen und
T

auBerordentlichen Strahls sind nach (195) fiir ¢ =  gegeben durch

n, =V&=mn,, n/ =} =n,. Die Gyrationsfliche hat bei Achsensym-
metrie um die z-Achse die Gleichung

9 = gy 8in® @ -+ gy cos® .
Daher ist die zirkulare Doppelbrechung parallel zur optischen Achse
nach (207") o

n,— n, =



612 V25, M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik d. Kristallgitter).

und die Elliptizitdt senkrecht zur Achse nach (205)

— 9
k= 2ﬁ(non— n)
Nach der alteren Theorie Drudes ist dagegen g — f konstant, also
_f S S
m—n=_, k= 2h(m, —n))

man miiBte also die Elliptizitit aus der zirkularen Doppelbrechung
berechnen konnen nach der Formel

— N,
e """
2(n, —mn,)

Voigt®") hat diese Beziehung am Quarz gepriift und gefunden, daB
sie nicht erfiillt ist; fiir Quarz ist »,—n_= 0,000071, n,—n,= 0,00911,
es miiBte also nach Drude k = 0,0039 sein, wihrend die direkte
Messung & = 0,0019 ergeben hat.

Diese Tatsache spricht stark fiir die allgemeinere, zuerst von
Voigt entworfene Theorie. Diese ist auch in vielen anderen Punkten
von der Erfahrung bestitigt worden; die von ihr geforderte Drehung
der Polarisationsebene in der Richtung der Binormalen bei zwei-
achsigen Kristallen ist lange vergeblich gesucht worden, schlieBlich
hat Voigt®") Andeutungen bei Rohrzuckerkristallen gefunden und
Pocklington®) hat sie an Kristallen von Rohrzucker und Seignettesalz
(rechtsweinsaurem Kali-Natron) nachgewiesen.

Regulire Kristalle sind optisch isotrop; fiir sie wird g,; = g5, = 9ss,
93s = Y3, = g3 = 0, also g konstant. Man findet aus (200):

R [8,8,
(208) g=%dj2(m}°)‘( i 2 j])

—of) (@ —a?)’

Es gibt regulire, aktive Kristalle (NaClO,, NaBrO,), die im ge-
l6sten Zustande kein Drehungsvermégen haben; bei diesen muB also
die Aktivitit eine reine Struktureigenschaft sein.

Uber die absolute Berechnung von g fir diese Gitter mit Hilfe
der Annahme elektromagnetisch gekoppelter Dipole s. Nr. 43.

23. Dispersion und Eigenfrequengen. Die Dispersion der Bre-
chung und der Aktivitit ist in den Formeln (177) fiir die optischen
Dielektrizititskonstanten und (200) fiir die Gyrationskonstanten ent-
halten.

Die Formeln (177) stimmen hinsichtlich der Abhingigkeit von
der Frequenz mit denen der elementaren Theorie iiberein, welche un-

87) Siehe die in Ann. 78 zitierten Arbeiten; ferner F. Wever, Diss. Got-
tingen 1920.
88) H. C. Pocklington, Phil. Mag. (6) 2 (1901), p. 368.



23. Dispersion und Eigenfrequenzen. 613

gekoppelte Resonatoren annimmt (s. V 22 [W. Wien], Nr. 15—22);
sie gehen vollstindig in diese iiber, sobald man an die Stelle der
relativen Schwingungen von gekoppelten einfachen Gittern Schwin-
gungen von einzelnen, unabhingigen Partikeln um feste Zentra setat.
Fiir regulire Kristalle insbesondere sind dann alle (¢},.),, gleich Null
auBer (9’21;)“:(9’2/&)”: (@34),,= — fi» und die Schwingungsglei-
chungen (97) zerfallen in sN gleichlautende Vektorgleichungen
mii, + fru,= 0.

Je drei Eigenfrequenzen sind also gleich und einer Partikel & der
Basis zugehorig; sie mogen o heiBen. Die zu o gehorigen drei
Losungen sind so beschaffen, daB bei der ersten die Partikel % in der
z-Richtung, bei der zweiten in der y-Richtung, bei der dritten in der
z-Richtung schwingt, wahrend alle andern Partikel in Ruhe sind.
Wegen (112) sind die Amplituden gleich Vi— Die zu o gehorigen

K
drei Eigenmomente sind also

8(1) 2(2)

. 1 € 3) &
m W Gy W g
Bei optisch isotropen Korpern ist die Dielektrizitatskonstante gleich
dem Quadrat des Brechungsindex; man erhilt nach (196):

(209) w—e=1+7 o

Da% die Anzahl der Zellen, also auch der Resonatoren einer

bestimmten Art k£, pro Volumeneinheit ist, stimmt diese Formel mit
dem bekannten Drudeschen Dispersionsgesetze fiir durchsichtige, iso-
trope Korper tiberein.

Dieses Gesetz bot die erste Handhabe zur Untersuchung der
Frage, welches die Elementarteile in festen Korpern und die zwischen
ihnen wirkenden Krifte seien. P. Drude®) ging davon aus, daB in
durchsichtigen Korpern die Eigenfrequenzen in zwei Gruppen zerfallen,
von denen die eine im Ultravioletten, die andere im Ultraroten ge-
legen ist; er nahm je eine ultrarote und ultraviolette Frequenz an,
o, und o,, und schrieb die Dispersionsformel entsprechend

ix .N el in N,e;
(209" =14 m, + prr
filhrt man die Wellenlinge im Vakuum 1,= 2%0— ein, so wird

4,
_£0+12 1:_*_15_1:!

89) P. Drude, Ann. d. Phys. (4) 14 (1904), p. 677.
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N,eti: N, eil
wo &= + wetm “c:

der Grenzwert von »n?= ¢ fiir o = 0, Ay = oo, also die statische Di-
elektrizititskonstante, und

A — N, eiir , = Nejh;
ﬂc nl WC m
Drude setzt ferner als Ausdruck der Neutralitit jedes Teiles des
Korpers die Relation ¢,+ Ne,—0
an, woraus folgt “ e’ + ‘;4 ’Z = 0.

Aus den Dispersionsmessungen an FluBspat (CaF;), Sylvin (KCl)
Steinsalz (NaCl), Quarz (Si0;) und andern Kristallen lassen sich die

Werte von 4., A, 4,. A, ableiten, und es ergibt sich, daB ;" ” und

°

A
i von ganz verschiedener GroBenordnung sind, nimlich -—-° etwa
v

10° mal groBer als = ’—. Daher muB nach obiger Gleichung 7?’; etwa

. r
i

m, i
im selben Verhaltms groBer sein als |—" .
v |

Hieraus zieht Drude den SchluB, daf die ultravioletten Frequenzen
auf den Schwingungen von Elektronen, die ultraroten auf den Schwin-
gungen von geladenen Atomen oder Molekeln, Ionen, beruhen. In der
Tat ist das Verhiltnis der Masse my des Wasserstoffatoms zur Masse m

des Elektrons m”? == 1830; fiir schwerere Jonen (Molekulargewicht

von der GroBenordnung 50) ergibt sich dann bei ¢,= ¢, in der Tat

™. yon der GrioBenordnung 105

N,

Drude bestimmt ferner die Anzahl p der Elektronen, die einem
Ion entsprechen. Ist ¢ die Dichte, M das Molekulargewicht der Ionen,

so ist deren Anzahl pro Volumeneinheit N = ﬁ%_,_ Dann erhélt man
94
_ N, _ »ciM4, Pg m
P=N,= "ot e e

Setzt man hier fiir "f den aus der Elektrolyse, fiir ,% den aus

den Ablenkungen der Kathgdenstrahlen gefundenen Wert, fiir 4, und
4, die aus der Dispersion extrapolierten Zahlen ein, so ergeben sich
Werte fiir p, die annihernd mit der Summe der elektrochemischen
Valenzen der Molekel iibereinstimmen. So ist z. B. fiir Sylvin (KCI)
nach Rubens und Nichols®)

‘:7- — 0,274 - 101,

90) H. Rubens und E. F. Nichols, Wied. Ann. 60 (1897), p. 418.
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ferner M = 74,6, ¢ = 1,95, und man erhilt mit

£ —9650.¢, Z=1,17-10"¢

m " m
(in C. G. S-Einheiten) die Elektronenzahl p = 1,93, sehr nahe an der
Valenzsumme 2.

Drude hat diesen Gedanken an dem vorliegenden Beobachtungs-
material ausfiihrlich diskutiert und dadurch den Grund gelegt fiir alle
spiteren Untersuchungen iiber die physikalische Natur der Bausteine
des festen Korpers.

Man kann gegen seine Uberlegungen einwenden, daB die Schwin-
gungen der Kristallpartikel notwendig gekoppelt sein miissen, wie
schon die Existenz des optischen Drehungsvermdgens bei azentrischen
Kristallen beweist. Ferner handelt es sich offenbar bei den Ionen-
schwingungen um Bewegungen der beiden Ionen der Molekel (genauer
der Gitterbasis) gegeneinander; daher ist das Einsetzen der Masse der
ganzen Molekel fiir m_ ungerechtfertigt und jedenfalls nur eine grobe
Anniherung. Die Verhiltnisse wurden erst durch eine spiter zu ‘be-
sprechende Arbeit von Madelung®®) (Nr. 24) aufgeklirt.

Nach Drudes Ergebnissen ist es klar, daB das langsamere
Schwingen der Ionen gegeniiber den Elektronen auf ihrer viel gro-
Beren Masse beruht. F. Haber®') hat ein #HuBerst einfaches Gesetz
aufgedeckt, das trotz der zweifellos allzu groBen Vereinfachung der
wirklichen Verhéltnisse recht genau zutrifft. Wenn nimlich zwei
Massen m, und m, mit derselben quasielastischen Kraft an ein Zen-
trum gebunden sind, so gilt fiir die Frequenzen o, und o,

m, 0} = m, o
oder fiir die Wellenléngen
A /M,

Ay m,

Diese Beziechung wendet Haber auf die Ionen und Elektronen in
Kristallen an, setzt also m,= m, m.= Mmy; dann wird

L e mg 7/ 1,37-107 e
ke | 747 EE o VA VE LS LTV, g

So ist z. B. fiir Sylvin (KCl) nach Reststrahlbeobachtungen von
Rubens und Aschkinass®®) 4, = 61,1 u; mit M = 74,6 findet man aus
der Haberschen Beziehung A, = 165,3 yu, wihrend Martens®) dafiir
4, = 160,7 uu aus der Dispersion herleitet.

91) F. Haber, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 13 (1911), p. 1117.
92) H. Rubens u. E. Aschkinass, Wied. Ann. 67 (1899), p. 459.
98) Martens, Ann. d. Phys. (4) 6 (1901), p. 603.
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Diese Ubereinstimmung ist ein Beleg dafir, daB die Krifte,
welche die Ionen in polaren Gittern zusammenhalten, wesensgleich
sind mit den Kriften, die die Elektronen im Atom binden. Vom
Standpunkt der allgemeinen Gittertheorie aus konnen aber die Uber-
legungen von Drude und Haber nur als Niherungen gelten. Es soll
jetzt festgestellt werden, welche Aussagen die allgemeine Theorie iiber
diese Beziehungen macht. Man kniipft dazu am besten an die Glei-
chungen (148) fiir die reduzierten Amplituden

(148) oL, +22{ oo, =

an, deren Koeffizienten durch (149) gegeben sind. Es seien nun die
Partikel £ =1,2,...p Atome, die ibrigen k =p + 1,...s Elek-
tronen; wir bezeichnen die Indizes k¥ = 1,2,...p mit r, die Indizes
k=p-+1,...5 mit v
¢ sei ein kleiner Parameter von der Grofenordnung der Quadrat-
wurzel des Verhiiltnisses Elektronenmasse zu Atommasse. Setzt man
dann m,
m =
so sind alle m, M, von gleicher GroBenordnung. Wir nehmen nun
im Sinne von Haber an, daB alle Molekularkrifte (@ir)=y von gleicher
Grifenordnung sind, ob sie zwischen Atomen und Atomen, Elektronen
und Elektronen oder Atomen und Elektronen wirken. Sodann zer-
fallen die Koeffizienten (149) nach ihrer GroBenordnung in 3 Klassen,
was man so durch die Bezeichnung ausdriicken kann:

200 =), L=ty G=eCh)

Die Gleichungen (148) spalten sich in zwei Typen:

w’g,x+;’§( )s,,y+§22 £, =0,
m’zm+§2y2( )zv,+§222( Loy =

Die Lésung wird man als Potenzreihe nach § ansetzen:
ot=at Byt
L, = E’(o) + g&(l) + g’gv(i) + cen
=50+ 60+ 80+

Dann findet man nach dem frither erdrterten Verfahren sukzessiver
Approximation (s. Nr. 15, 16), daB es zwei Typen von Losungen gibt:

mb=m7

(211)
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I. 3p Losungen o =gy ...
E/p = ggv(l) + o e
" = gr(o) + ggr(l) + .. .;

II. 3(s—p) Losungen o® =« 4 £y + - --

E =50t

gr = ggr(l) + Tt
Dabei geniigen die r,® den Gleichungen, die man bei festgehaltenen
Atomen erhalten wiirde, niamlich

@12) + 23 3(2) =0
oy

Fiir die Koeffizienten gilt aber natiirlich wicht die Relation

Se)-o

Entsprechendes ist fiir die () nicht der Fall; sie geniigen den
Gleichungen, die man erhilt, wenn man die Elektronenmasse vernach-
lissigt, aber die Koppelung zwischen Elektronen und Atomen be-
riicksichtigt:

e+ 3 () + 3 () ee =0,
20+ 220 =0

?

(213)

Eliminiert man hieraus die r Y, so erhiilt man ein Gleichungssystem
fiir die Atome allein:

(213) re + > S0 )es =0,
vy

dessen Koeffizienten von allen Koppelungen abhingen; es gilt iiberdies
’ re
e St -o

Aus den g, lassen sich die Verriickungen u, nach (151) berechnen.
Fiir die Dispersionsformel gentigt die Betrachtung des Grenzfalls un-

endlich langer Wellen (z = 0); dann ist U, = ng‘_
k
Die beiden Schwingungstypen I und II sollen durch die Indizes »
und v unterschieden werden; die zu ®,(?) gehdrigen Verriickungen sind
dann als die Eigenvektoren u,=aq, ., die zu »,® gehdrigen als die Eigen-
vektoren u, = a,, anzusprechen. Unter den p langsamen Frequenzen
®,® sind natiirlich die drei verschwindenden, die zu den akustischen
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Wellen gehdren. Zihlt man also nur die eigentlichen Eigenfrequenzen,
so erhélt man
L 3(p— 1) 0@ =¢gp0 4 ...
= GO0
Q.= gai‘li)_, + .
IL  3(—p); 0@ =9 4 2O 4 ...
B0 = 00 + £l +
Oy, = B2+
Nun kann man die Eigenmomente nach (173) bilden und findet:
, Q —=£Q® 4.
= PSP
Dabei kann & © so berechnet werden, als wenn die Elektronen bei
festgehaltenen Atomen allein schwingen.
Fir die Frequenzen selbst bekommt man:
[ mr<°>=gb,+‘~ ’\"7‘24)57"'317)
| @ —a,+ g, 4+ w=3p+1,...3s)
In diesen Formeln sind die GrioBenordnungsbeziehungen von Drude
und Haber enthalten. Wir fassen sie so zusammen:

1. Satz: Die Eigenfrequenzen zerfallen bei beliebiger Wellenlinge
(beliebigem 7) in zwei lelassen, die sich der GroBenordnung
nach wie §:1, d. h. wie die Quadratwurzeln von Elektronen-
masse und Atommasse verhalten. Die Anzahl der langsamen
Frequenzen, unter denen auch die drei akustischen sind, ist 3p,
wo p die Zahl der Atome der kleinsten Zelle ist, aus der das
Gitter aufgebaut werden kann.®*) Die fiir die Dispersion ma8-
gebenden Grenzfrequenzen (v == 0) zerfallen daher in 3(p—1)
langsame (ultrarote) und 3 (s — p) schnelle (ultraviolette), deren
GroBenordnung sich wie £: 1 verhilt (Haber).

2. Satz: Die Zibler der ultraroten und ultravioletten Partialbriiche
in der Dispersionsformel verhalten sich der GriBenordnung
nach wie £2: 1, d. h. wie die Elektronenmasse zur Atommasse
(Drude).

Durch die Symmetrie des Kristalls kann die Anzahl der voneinander
verschiedenen Eigenfrequenzen erniedrigt werden. So ist sie z. B.
fir p-atomige, regulire I)-Gitter (s. Nr. 18) hochstens gleich p — 1.

(214"

94) Zuerst bewiesen bei M. Born, Dynamik der Kristallgitter, § 19.
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Eine allgemeine Theorie, die alle moglichen Fille umfaBt, hat

Brester entworfen.?®)
Die Dispersionsformel soll hier nur fiir regulire Kristalle dis-

kutiert werden, da ihr Verlauf immer qualitativ derselbe ist. Nach
(196) lautet sie:

¢ . in
) w4 Fa S A

Die Eigenfrequenzen sind also Unendlichkeitsstellen des Brechungs-
index, in denen er von unendlich groBen positiven zu unendlich
groBen negativen Werten springt. Dieses physikalisch unmégliche
Verhalten beruht auf der Vernachlissigung der Dampfung®); da fiir
diese keine befriedigende atomistische Theorie existiert, muB also hier
die Umgebung des Absorptionsstreifens aus der Betrachtung ausge-

schlossen bleiben.
Zwischen den Eigenfrequenzen wiichst » monoton mit ® (nor-

male Dispersion).
Fiir das sichtbare Gebiet (0, < @ < w,) gilt eine Reihenent-

wicklung
(216) nt = 0y + 0,0° + ayot 4 -
b, b,
o et 7
wo
’ im 2* 202
=1+ Y =2 D, 0= S
4w in
=Fade h=" 42 292,

95) C. J. Brester, Dissertation Utrecht (in Gottingen gefertigt). Den ein-
fachsten Fall hat W. Dehlinger [Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 276] behandelt; er
zeigte, daB nach der Theorie gewissen 2-atomigen reguliiren Gittern nur eine
ultrarote Frequenz zukommt, wie es auch die Erfahrung bestiitigt. Die Frage,
wie sich die Eigenschwingungen von Systemen endlich vieler Massenpunkte ver-
halten, wenn Symmetrieelemente vorhanden sind, ist fiir den Spezialfall reguliirer
Symmetrie von M. Born [Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 19 (1917), p. 243; insbes.
§ 5], allgemein von C. J. Brester (1. z.) untersucht worden.

96) Phinomenologisch liBt sich die Dimpfung dadurch beriicksichtigen,
da8 man der Geschwindigkeit der Verrfickung proportionale Glieder in die Be-
wegungsgleichungen einfiihrt. Dann werden die Partialbriiche der Dispersions-
formel komplex von der Form

8
0 _ w?
@; + to wj

wo wj ein Ma$ fiir die Dimpfung ist. Nuheres s. etwa Pockels, Kristalloptik,
3. Teil, p. 361.
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gesetzt 1st; oder, wenn man die Wellenlinge im Vakuum 1, = —Z%f
einfiihrt: B )
(217) m—_—ao-;-%-l_;o;—}_...
— B — Bk — -,
mit
. ’ _ . o = b,
(217" a; = (2zc)*a;, b;= (523?%)’1"

Die Dispersion der optischen Aktivitit wird durch die Formeln
(200) fiir die g,, dargestellt. Da die Frequenzabhiingigkeit aller dieser
GroBen dieselbe ist, geniigt es, als typisches Beispiel den Fall regu-
lirer Kristalle zu betrachten; nach (208) ist fiir diese

1 Vi
218 = D i R
(218) 9 z;(wgm %) (0 — o)
WO

(218) Yis = 7; ARy 12%5])

ist. Die Summe (218) kann man in Partialbriiche zerlegen; dabei
geben offenbar die einfachen Frequenzen w® zu linearen Partialnennern
AnlaB, die mehrfachen Frequenzen w{® zu linearen und quadratischen
Nennern.?”) Man erhilt also einen Ausdruck der Form:

(219) g= —; {2(@@%'552 + a*,g’(:)ﬁm_- '(;;5;) +2f3§°"é§;ﬁ} .

Das Auftreten quadratischer Partialbriiche unterscheidet den Drehungs-
parameter wesentlich vom Brechungsindex; es kann vorkommen (8,
klein gegen «,), daB g beim Durchgang durch einen Absorptions-
streifen @ symmetrisch zu diesem verlduft.®)

Die Vorzeichen der Zibler «,, §,, 3, sind hier nicht von vorn-
herein als positiv festgelegt; die Gyration kann also mit wachsender

Wellenlinge sowohl zu-, als auch abnehmen.
Das spezifische Drehungsvermégen ist nach (207") wegen ni = ??

n o
0 =5, 9t= LwetdN

Fibhrt man nun wieder die ultraroten und ultravioletten Eigenfre-

97) M. Born, Phys. Ztschr. 16 (1915), p. 437.

98) M. Born [Ann. d. Phys. (4) 55 (1918), p. 177; Ztschr. f. Phys. 8 (1922),
p. 390] hat gezeigt, daB bei Fliissigkeiten, deren Molekeln sich nicht beeinflussen
(aktive Losungen), ein solches Verhalten nich! eintreten kann, sondern daB dann
nur einfache Partialbriiche vorkommen.
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quenzen ein, so erhilt man mit (219):

(220) 0= ms { 2( w(°”—-m’)’ + m(o)z i _”’)
+2(@Wi_w")' + ggoﬁ’qi ;;z) } ’

oder als Funktion der Wellenlinge im Vakuum 4, = ?

(220) 0 —Z((;_z 12)2 =+ i __;':) +2((l’—l’)’ + i— ;_2)

Im Sichtbaren (1, < 4, < 4,) ergibt sich daraus die Reihenentwicklung
4, , 4

(221) o= M A B4 Bt B+ B

wo (wie in (216")) die Koeffizienten 4, von den ultravioletten, die B,
von den ultraroten Schwingungen herstammen. Der Unterschied gegen
die Formel (217) fiir n® besteht erstens darin, daB dort alle Koeffi-
zienten @;, b; positiv sind, wihrend hier 4;, B; beliebige Vorzeichen
haben konnen; zweitens darin, daf dort das konstante Glied von den
ultravioletten, hier von den ultraroten Frequenzen herriihrt.

Erfahrungsgemifl spielen die ultraroten Terme bei der Darstellung
des Drehungsvermogens keine merkliche Rolle (P, =0; @, = 0;
B; = 0); so ist z. B. fiir Quarz nach Drude”)

9_13_12—'_ l“

wo A, die zur Darstellung des Brechungsindex ndtige ultraviolette
Wellenlinge ist, wihrend im zweiten Gliede eine noch viel kiirzere,
neben 4, zu vernachlissigende Wellenlinge zu denken ist.

LiBt man demgemiB in (221) die ultraroten Terme fort (B;= 0)
so erhilt man eine Entwicklung nach fallenden Potenzen von 12, die
die ilteren Formeln fiir die Dispersion der Drehung umfaBt. Nach
Briot') soll ¢ bei Quarz mit A2 umgekehrt proportional sein; Boltz-
mann'™) fiigte das nichste Glied hinzu; weitere Literatur s. Pockels,
Kristallphysik (II. Teil, I. Kap., Nr. 2, p. 295).

24. Bezichungen der Eigenfrequenzen zu anderen Kristalleigen-
schaften. Die ultravioletten Eigenfrequenzen durchsichtiger Kristalle
konnen nur in seltenen Fillen durch direkte Beobachtung von Ab-

99) P. Drude, Lehrbuch der Optik, Kap. VI, Nr. 5, p. 379.
100) J. B. Briot, Mém. CL. sc. math. phys. de 'inst. Paris 1812, 13" (1814),
p. 218. — Mém. de l'acad. Paris 1817, 2 (1819), p. 41.

101) L. Boltzmann, Pogg. Ann. Jubelband 1874, p. 128; Wissensch. Abh.
Bd. ], Nr. 31, p 643.
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sorptionsstreifen festgelegt werden. Auch gibt es keinen Weg, sie aus
atomistischen Vorstellungen mit einiger Sicherheit zu berechnen; das
wird erst moglich sein, wenn die Bohrsche Atomtheorie weiter ent-

wickelt sein wird.!%%)

Dagegen ist das Spektrum in der Richtung nach langen Wellen
(Ultrarot) sebhr gemau durchforscht, besonders durch H. Rubens und
seine Mitarbeiter.'®®) Die Eigenfrequenzen werden dabei teils direkt
als Absorptionsstreifen sichtbar; hauptsichlich sind sie aber mit der
Methode der ,Reststrahlen® nachgewiesen worden. Das starke An-
wachsen des Brechungsindex in der Umgebung einer Eigenschwingung
bewirkt ein entsprechendes Anwachsen des Reflexionsvermégens; durch
mehrfache Reflexionen kann man dann aus einer inhomogenen Warme-
strahlung die selektiv reflektierten Wellenlingen (Reststrahlen) aus-
sondern.” Mit Hilfe bekannter Reststrahlen liBt sich sodann das Re-
flexionsvermogen anderer Substanzen und damit deren Brechungsindex
ermitteln. Auf diese Weise konnte gezeigt werden, daB der Brechungs-
index tatsichlich den von der Theorie geforderten Verlauf (unter Be-
riicksichtigung der Démpfung in der Nihe der Eigenfrequenzen) hat1%)
und fiir lange Wellen (etwa bei 100 g) in die Quadratwurzel aus der
statischen Dielektrizititskonstante einmiindet.

Die ultraroten Eigenfrequenzen zerfallen in zwei Gruppen: Eine

102) Gewisse ultraviolette Frequenzen spielen beim lichtelektrischen Effekt
der Metalle eine Rolle. TFiir diese haben F. 4. Lindemann [Verh. d. Deutschen
Phys. Ges. 13 (1911), p. 482, 1107] und F. Haber (ebenda, p. 1117) Dimensions-
formeln aufgestellt, die auf der Annahme beruhen, daB die Elektronen im Cou-
lombschen Felde der Atomkerne schwingen. DaB sie die richtige GroBenordnung
ergeben, versteht man durch Vergleich mit den Formeln der Quantentheorie, die
ebenfalls ultraviolette Frequenzen mit Atomabstéinden in Beziehung setzen. Haber
hat dann aus diesen ultravioletten Frequenzen mit Hilfe seiner Wurzelbeziehung
(s. Nr. 23) die zugehdrigen ultraroten berechnet und diese mit den Werten ver-
glichen, die man auf anderem Wege erhalten kann (s. diese Nr.). Auch hat er
Beziehungen dieser Frequenzen zu chemischen Wirmetdnungen gemi8 der Planck-
schen Formel W = hwv gesucht [s. auch F. Haber, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges.
21 (1919), p. 750].

108) Die wichtigsten Abhandlungen sind: H. Rubens u. E. F. Nichols, Wied.
Ann. 60 (1897), p. 45; H. Rubens u. K. Aschkinass, Wied. Ann, 65 (1898), p. 253;
67 (1899), p. 459; H. Rubens u. H. Hollnagel, Phil. Mag. 1910, p. 761; H. Ru-
bens, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1911), p. 102; H. Rubens u. G. Hertz,
Berl. Ber. 1912, p. 256; H. Rubens, Berl. Ber. 1913, p. 513; H. Rubens u.
H. v. Wartenberg, Berl. Ber. 1914, p. 169; H. Rubens, Berl. Ber. 1915, p. 4;
1916, p. 1280; Th. Liebisch u. H. Rubens, Berl. Ber. 1919, p. 198 u. 876.

104) Bemerkenswert ist, daB viele Kristalle geringer Symmetrie im Ultra-
roten starke Dispersion der optischen Achsen zeigen (H. Rubens, Berl. Ber. 1919,
p. 976).
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kurzwelligere, mit Prismen oder Gittern meBbare Gruppe beruht auf
den Schwingungen der einzelnen Atome des Ions, denn sie kehrt mit
geringen Ab#énderungen bei demselben Ion in den verschiedensten
Verbindungen wieder und wird hiufig auch durch Losen des Kristalls
nicht geiindert; so fanden Cl. Schifer und M. Schubert'®) bei 34 Sul-
faten (80, Ion) ultrarote Wellen von ungefihr 9 g und 16 g, bei
15 Karbonaten (COy-Ion) solche Wellen bei ungefihr 6,5 u, 115 u
und 14,5 u. Die zweite langwelligere Gruppe, die gewdhnlich nur
mit der Reststrahlenmethode erreichbar ist, muB dem Gitterverbande
der Ionen eigenttimlich sein. Denn sie verschwindet in allen Fillen
beim Auflosen des Kristalls. Die wichtigsten Reststrahl-Wellenlingen
sind nach Rubens!%*):

Tabelle I.
Zinkblende . . . . 309 u Thalliumchloriir. . . 91,6 p
FluBspat . . . . . 31,6 Jodkalium . . . . . 94,1
Steinsalz . . . . . 52,0 Bromsilber . . . . . 1127
Sylvin . . . . . . 63,4 Thalliumbromiir. . . 117,0
Chlorsilber . . . . 81,5 Thalliumjoddr . . . 151,8
Bromkalium. . . . 82,6

Zum Vergleich mit den oben angegebenen kurzwelligen Eigenfrequenzen
der Karbonate seien noch die Reststrahlfrequenzen des Kalkspats CaCO,
angegeben; sie liegen bei 93,0 u und 116,1 g.

Im Jahre 1909 hat E. Madelung'®®) die Entdeckung gemacht,
daB die GroBe der Reststrahlfrequenzen mit den elastischen Kigen-
schaften der massiven Kristalle in engem Zusammenhange stehen. Er
nahm an, daB es in einem kubischen Gitter eine kiirzeste Welle gibt,
deren halbe Wellenlinge gleich dem kleinsten Atomabstande ist; bei
dieser schwingen benachbarte Netzebenen in entgegengesetzten Phasen.
(Die Gittertheorie deutet diese Schwingungen anders; es handelt sich
um die Grenzschwingungen fiir unendlich lange Wellen im zweiato-
migen Gitter, bei demen die beiden einfachen Gitter gegeneinander
pendeln.) Madelung konnte die Schwingungszahlen der longitudinalen

105) Cl. Schiifer u. Martha Schubert, Ann. d. Ph. (4) 60 (1916), p. 283. Dort
ist die iltere Literatur mitgeteilt. Fernmer Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 297 (Se-
lenate und Chromate), p. 309 (Chlorate, Bromate, Jodate), p. 313 (8i0,); Cl Schaefer
u. M. Thomas, Ztschr. f. Phys. 12 (1928), p. 330; O. Reinkober, Ztschr. f. Phys. 3
(1920), p. 1, 318; 5 (1921), p. 192 (Ammoniumsalze).

105a) S. die Zusammenstellung bei H. Rubens, Berl. Ber. 1917, p. 47. Zu
der Tabelle ist zu bemerken, daB bei FluBspat auBer der angegebenen eine
zweite Reststrahlwellenliinge bei 24,0 u gefunden worden ist, deren theoretische
Deutung, sofern sie iiberhaupt reell ist, noch nicht feststeht (s. Anm. 111a).

106) E. Madelung, Gott. Nachr. 1909, p. 100. ’

Boru, Atomtheorie. 2. Aufl. 7
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und transversalen ,kiirzesten“ Welle durch die Kompressibilitit » und
den Torsionsmodul r ausdriicken; er fand fiir die entsprechenden
Wellenlingen (in cm):
1 11
A= 0,641 - 103x2 M? o®,

- i
3, — 111108« bt

wo M das Molekulargewicht und ¢ die Dichte ist. Der Vergleich mit
den von Drude aus der Dispersion bestimmten ultraroten Frequenzen
ergab fiir die longitudinale Schwingung bei NaCl, KCl und CaF, rohe
Ubereinstimmung. In einer zweiten Arbeit®”) hat Madelung die richtige
gittertheoretische Deutung dieser Frequenzen gefunden. Die Resultate
der Réntgenforschung vorwegnehmend (s. auch Nr. 37), erkannte er, da
nicht die Molekeln, sondern die geladenen Atome, die Ionen, als die Bau-
“steine des Gitters angesehen werden miiBten. Fiir das Steinsalz hat er
genau die spiter von der Réntgenanalyse bestitigte Struktur angegeben,
bei der die positiven und negativen Ionen abwechselnd in den Ecken
eines kubischen Gitters sitzen. Die Molekularkrifte stellt er sich
unter dem Bilde von elastischen Stiben vor, welche die Ionen ver-
binden. Indem er drei molekulare Konstanten einfiihrt, kann er
durch sie einmal die drei Elastizititskonstanten ¢, ¢, ¢, sodann
die Eigenfrequenz ausdriicken; durch Elimination erbilt er dann die
Frequenz als Funktion der Elastizititskonstanten. Madelung gelangt
bei Verwendung verschiedener solcher Stabmodelle des Gitters immer
zu wesentlich derselben Formel fiir die Schwingungszahl, nur mit
etwas verschiedenen Zahlenkoeffizienten, und er schlieBt daraus, daf
die Gewinnung eines exakten Gesetzes zur Zeit schwerlich moglich se1.
Daher begniigt er sich damit, sein Gesetz als Dimensionsformel an-

zusehen; er schreibt es
1011
(222) 2 — Ca MY of,

wo M sich aus den Atomgewichten M, und M, der beiden Ionen nach

der Formel ok
_ My
(222) M= a4,

berechnet. Madelung bestimmt die Konstante C aus der Reststrahl-
wellenlinge des Steinsalzes NaCl (C = 1,177 - 10° sec™') und erhilt
dann folgende Tabelle, in der A die Rubensschen Reststrahlen nach

Tabelle I bedeuten.

107) E. Madelung, Gott. Nachr. 1910, p. 43; Phys. Ztechr. 11 (1910), p. 898.
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Tabelle II.
Substanz e #® Aper. ip
Steinsalz . . . . . . . NaCl| 217 | g1.100| (520 52,0
Sylvin . . . ... .. KCl | 198 = 50 o610 1 634
Bromkaliuom . . . . . KBr 2,76 | 6,2 79,0 82,6
Jodkalium . . . . . . KJ 307 | 86 96,5 94,1
FluBspat . . . . . . . CaF, 3,18 { 1,2 33,5 31,6

Die Ubereinstimmung beweist die Richtigkeit der Madelungschen Di-
mensionsformel.

Ahnliche Uberlegungen, die nur durch die Vermengung mit spe-
ziellen Vorstellungen iiber den elektrischen Ursprung der Atomkrifte
undurchsichtig sind, hat W. Sutherland'®®) bald darauf unabhingig von
Madelung angestellt. Durch diese Abhandlung angeregt, hat Einstein 1?),
zuerst ebenfalls ohne Kenntnis der Madelungschen Arbeiten, die For-
mel (222) fiir einatomige Substanzen (M = Atomgewicht) abgeleitet,
zuniichst mit Hilfe einer Modellbetrachtung, sodann als Dimensions-
formel.

Es soll jetzt gepriift werden, ob die strenge Gittertheorie Bezie-
hungen zwischen ultraroten Frequenzen und anderen Konstanten lie-
fert. Dazu werden zuniichst die allgemeinen Formeln fiir regulire D-
Gitter spezialisiert. Die Koeffizienten der Schwingungsgleichungen

(110a) sind nach (105)
]COIC, == Alikk,];
zy vy

und verschwinden bei reguliren D-Gittern nach Nr. 13 simtlich auBer
fiir £ = y; nach (84) ist dann

I:I;I;] = Dkk"

Der einfachste Fall, der denkbar ist, ist der, daB die Basis aus
zwei Partikeln besteht (s = 2); dann lauten die Schwingungsglei-
chungen nach Nr. 13, II:

@@ m 1) — AD(UY — 1) =0,
@ myUQ) -+ AD(UY — UR) = 0.
Durch Addition und Subtraktion folgt:
@@ (m UO 4+ mN®) == 0,

2 1 1
MO — Q) {0 — aD(- + )} =
108) W. Sutherland, Phil. Mag. (6) 20 (1910), p. 657.
109) A. Einstein, Ann, d. Phys. (4) 34 (1911), p. 170, 590; 35 (1911), p. 679.
7‘
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Hieraus ergeben sich die Losungen:
0®=0, NO: U0 =1:1,
©© =V A D(l 4+ _1_> e up = - =1
m, my/? 2z my, T omy

und die entsprechenden fiir y und 2. Die eigentlichen normierten
Eigenschwingungen sind nach (112):

1 1
m1

. m’ .
T 7 I1 y M= _e=———1h
und zwei entsprechende fiir j =5 und 6.
Daher sind die Eigenmomente (e1 ==, e, = —e¢)!

e 1, 1.,
2 .‘—“le m,ll’ Ale 26'—2‘ 771+E‘3’

und die Dispersionsformel lautet:

(223) n? —n0’+4n-—(-—1:-+51;)-w~—,1_?,
WO
(223 0© =]/A D(Inlj + i) .

Dabei ist das Glied n,? hinzugefiigt, das den EinfluB der ultravioletten
Eigenschwingungen der Elektronen (deren Koppelung mit den Atomen
unberiicksichtigt bleibt) ausdriicken soll. Man erhélt also eine Dis-
persionsformel vom Drudeschen Typus (209"), wobei die Ionenmasse
prézisiert ist als 1
my

1

m,

Diese Formeln (223), (228") sind zuerst von W. Dehlinger''®) an einem
speziellen Gittermodell entwickelt, spiter von M. Born''') allgemein
begriindet worden.

Die entsprechenden Uberlegungen lassen sich auch fiir ein D-
Gitter durchfihren, dessen Basis drei Partikel enthilt, von denen zwei
physikalisch gleich sind (s. Nr. 13, III); dann lauten die Schwingungs-
gleichungen

a9 m, 1) + 4(— 2DUY + DUY + DUY) — 0,
o®m, 1) 4 4 (DUQ — (D 4+ YUY + DUY) =0,
& m 1) -+ A(DUE + DU — (D + DY) = 0,

1
n

110) W. Dehlinger, Phys. Ztscbr. 156 (1914), p. 276; Diss. Miinchen 1915.
111) M. Born, Berl. Berl. 1918, p. 604; Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 539.
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deren Losungen sind:

w0® =0, ne:-uO:- N =1:1:1,

00 =]/ 22T e ug —0:1:—1,
2

2 . 1 1

Iy
(0) — — — © - 110 .- 10 — . .
o VdD(ml )y WU UG — o — i —

Nur die letzte liefert ein von Null verschiedenes Moment (¢, = 2e,
€y = € = — e)llla) B

84=3V2(,,%+7%2>'i1;

Daher erhidlt man die Dispersionsformel

; \ )t /2 1 1
(224) n2=n02+4n622(;ﬁ:+”n;)'2,70)1—_—}‘?7
WO

. TR

- (224) ©© _V y D(E + m—,)
ist.

Man kann die Formeln (223) und (224) in eine zusammenfassen.
N sei die Anzahl der Molekeln in einem Mol (Loschmidische Zahl pro
Mol). Ist F die aus der Elektrolyse bekannte Aquivalentladung des
Mol in elektrostatischen Einheiten (Faradaysche Konstante), und be-
deutet # die Wertigkeit der die Ladung e tragenden Ionen, so ist

Fz
F.
und die Dichte ist

e =

Ferner sind die Atomgewichte der Ionen M, =m, N, M\ =m,N,

M.+ M
g = 2: 9=__1N':}_24, s = 3: 9=M1§42M2.
Dann erhilt man
. o K
(225) nt=n’ + ——,
1— o

wo

. _4xFs% p=1 fir s=2,
(225" K=p M, M, 000" {_p =2 fir s=3.

Dies ist eine Relation zwischen den beiden Konstanten K, o der
Dispersionsformel (225).

111a) Hiernach diirfte FluBspat CaF, nur eine Reststrahl-Frequenz haben;
doch werden zwei beobachtet. Wenn auch die kiirzere reell ist, muf man
wohl annehmen, daB sie der Eigenschwingung mit verschwindendem Moment
entspricht, die auf noch nicht aufgeklirte Weise indirekt angeregt wird (s.
Anm. 105 a).
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Setzt man in (225) @ = 0, so muB »* in die Dielektrizititskon-
stante ¢ bei fehlender Deformation und #,® in den Beitrag ¢, der Elek-
tronen zu dieser tibergehen. Daher erhilt man:

(226) e —¢ =K.

Dieselbe Relation kann man auch auf dem Wege bekommen, daB man
in (223") bzw. (224") den Wert von D aus (91") bzw. (91"") einsetzt;
dann findet man nach einfacher Rechnung K = a,,, wo a,, nach
Nr. 11, I gleich ¢ — 1, bei Beriicksichtigung der Elektronenverschie-
bung gleich ¢ — &, zu setzen ist. Der Unterschied der hier als Grenz-
wert von n? auftretenden Dielektrizititskonstante bei fehlender Defor-
mation von der direkt meBbaren Dielektrizititskonstante bei fehlender
Spannung ist praktisch belanglos.!'?)

Aus (225"), (226) kann man o® oder die zugehorige Wellenlinge

Ay = %%c durch ¢ — g, ausdriicken; man erhilt:
(227) _ g}/az V(e—so)M M,
Fiir ¥ — 2,00 104 E.8.E. wird der Zahlenfaktor %™ — 1,835. Die

Formel (227) ist ein Gegenstiick zu der in Nr. 13, II abgeleiteten (96).
Sie ist von Dehlinger bei NaCl, KCl und CaF,, von Born auBerdem
bei KBr, KJ und einigen Silber- und Thalliumsalzen gepriift worden;
die berechneten Zahlen wurden direkt mit den von Rubens bestimmten
Reststrahlwellenlingen verglichen. Dabei ergaben sich erhebliche Ab-
weichungen. K. Forsterling''®) hat nun bemerkt, daB das Maximum
des Reflexionsvermogens (die Reststrahlfrequenz w,) nicht mit der
Eigenfrequenz »©® zusammenfillt, und hat den Unterschied berechnet;
er findet:

27 = o®*(1

(227" o} = o (1 4 2so)

In der folgenden Tabelle bedeuten 1, die nach (227) berechneten
Werte, 4, = 2(;:19 die nach Forsterling korrigierten und ir die Rubens-

schen Reststrahlen.

112) M. Born [Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 539] hat o® durch die Dielektri-

2
zitdtskonstante bei fehlender Spannung ausgedriickt. Nach (94) ist b,, = a,, —|—zi‘,
44

und daraus folgt nach (88"), (917), (92") leicht :’-;—1 — %2 Daher tritt in (227) an
11

44

die Stelle von (¢ — &,) in diesem Falle ?! (g — &)
44

113) K. Forsterling, Ann. d. Phys. (4) 61 (1920), p. 577.
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Tabelle III.

Substanz P ; Z g8 e ! Ay | Y. : ip
Steinsalz . . . . NaCl 1 { 1 ' 351 | 217 | 66,7 [ 50,9 = 52,0
Sylvin . . . . . KCl 11| 29 | 1,99 . X { 616 63,4
Bromkalium . . KBr | 1 | 1 | 230 = 2,76 ‘ 94,0 | 768 82,6
Jodkalium . . . KJ | 1 | 1 | 244 3,07 | 1160 | 953 94,1
FluBspat . . . . CaF, 2 1 | 479 2,18 | 531 | 359 31,6
Zinkblende . . . ZnS 1 2 | 650 | 400 ; 535 | 30,0 309
Chlorsilber . . . AgCl ‘ 1 1 [ 6,85 | 5,6 H 127,0 | 93,6 815
Bromsilber . . . AgBr | 1 1 | 748 | 648 | 183,0 | 136,0 | 1127

Bei den ersten sechs Korpern stimmen die 4, mit den i recht
gut iiberein. Bei diesen muB daher die Voraussetzung der Theorie,
daB keine merkliche Koppelung zwischen Ionenverschiebung und Elek-
tronenverschiebung vorhanden ist, ziemlich gut erfiillt sein. Beson-
ders beachtenswert ist die gute Ubereinstimmung bei Zinkblende Zn$,
da dadurch die Zweiwertigkeit der Zn- und S-Ionen (¢ = 2) im kri-
stallisierten Zustande bewiesen wird. Bei den Silbersalzen sind grioBere
Abweichungen vorhanden, und bei den (hier nicht aufgefiihrten) Thal-
liumsalzen TICl, TIBr, T1J ist die Ubereinstimmung noch schlechter;
die berechneten Werte fallen zu groB aus. Man muf das wohl auf
die Verzerrung der Elektronenkonfiguration der Atome bei der Ver-
riickung der Iomen zuriickfilhren. Die Koppelung von Ionen und
Elektronen fithrt auf Schwingungsgleichungen vom Typus (213); diese
hat M. Born''®) diskutiert und gezeigt, daB die Abweichungen auf
diese Weise verstindlich gemacht werden konnen. DaB gerade bei
Silber- und Thalliumsalzen dieser Effekt betrichtlich wird, kann man
vielleicht auf die Stellung dieser Metalle im periodischen System der
Elemente (Ag in der ersten, Tl in der dritten Nebenreihe) zuriick-
fiihren.

Die Madelung-Einsteinsche Formel (222) kann man aus (223")
gewinnen, wenn man iber die GroBe von D eine geeignete Hypothese
macht, Aus (84) erkennt man, daB D von derselben GroBenordnung

wie dé oder £ ist; andererseits ist nach (90)

1 1

A +2B)= -
Setzt man nun D = ”-‘;,, so wird ¢ dimensionslos und von der GriBen-
ordnung 1 sein. Fithrt man das in (223’) ein, so erhdlt man nach
leichter Rechnung in Ubereinstimmung mit (222)

(222" A= (‘?%) KoM
a? N3
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wo M den von Madelung angegebenen Wert (222") hat; der Zahlen-
faktor wird mit N = 696 - 10%* gleich 2,2.10%a~ ¥sec—!, also von der
richtigen GroBenordnung.

Aus dieser Ableitung kann man den Giiltigkeitsbereich der Made-
lung-Einsteinschen Formel iibersehen; dieser erstreckt sich so weit,
als a = % D0* konstant ist. Man kann annehmen, daB das fiir Gitter
von gleicher oder #hnlicher Struktur der Fall sein wird; daraus er-
kliart sich das Zutreffen der Formel fiir die gleich aufgebauten Alkali-
Halogen-Salze. Da nur Ya in die Formel eingeht, ist diese gegen
Strukturverschiedenheiten relativ unemp findlich.

Uber die absolute Berechnung der ultraroten Frequenzen aus der
Hypothese der elektrostatischen Atomkrifte s. Nr. 38.

F. Lindemann'**) hat eine ganz andere Dimensionsformel fiir die
ultraroten Eigenfrequenzen angegeben, die einen Zusammenhang mit
der Schmelztemperatur 7, herstellt. Er nimmt an, daB das Schmelzen
dann eintrete, wenn die Amplituden der Schwingungen so weit an-
gewachsen sind, daB Nachbaratome zusammenstoBen. Unabhingig
von diesem unwahrscheinlichen Mechanismus gibt eine Dimensions-
betrachtung®®) die Formel:

(228) o=C. RN/ L
’ My

wo R die Gaskonstante, N die Loschmidische Zahl pro Mol, M das
Molekulargewicht und V =1:)[ das Molvolumen ist. Die Konstante

REN? hat den Wert 0,77 - 1012 gtem~Ysec'grad-*; C ist dimensions-
los und nach Lindemann gleich 2,75. Diese Formel gibt die beob-
achteten Reststrahlfrequenzen mit betrichtlicher Genauigkeit wieder.

Andere Methoden zur Bestimmung der ultraroten Eigenfrequenzen

bingen mit der Theorie der spezifischen Wirme zusammen und wer-
den im folgenden besprochen.

IV. Thermodynamik.

25. Klassische Theorie der Atomwérme. Gegenstand des fol-
genden Referats soll nicht die phinomenologische Thermodynamik der
Kristalle %) sein, sondern die auf statistische Mechanik und Quanten-

theorie gegriindete Lehre von den ungeordneten Bewegungen der Par-
tikel im Kristallgitter.

114) I. A. Lindemann, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 609.

116) A. Einstein, Ann. d. Phys. (4) 85 (1911), p. 689; K. Grineisen, Verh.
d. Deutsch. Phys. Ges. 13 (1911), p. 836; Ann. d. Phys. (4) 39 (1912), p. 257.

115a) Vgl hierzu V 10 (H. Kamerlingh Onnes v. W. H. Keesom), V, Nr. 70—175.
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Die einfachste Frage ist die nach dem Energieinhalte bei ge-
gebener Temperatur, die durch die Theorie von der spezifischen Wirme
beantwortet wird.!*?)

Es gibt zwei alte Erfahrungssiitze iiber die spezifische Wirme
fester Korper:
I. Das Gesetz von Dulong und Petit.\'5)

Die Wirmemenge, die zur Erhohung der Temperatur eines
Grammatoms eines Elements im festen Aggregatzustand um
1° C nétig ist (die Afomwdrme), hat fiir fast alle Elemente
nahezu denselben Wert von etwa 64 cal.

1. Die Regel von Neumann und Regnault.''")

Eine chemische Verbindung hat nahezu dieselbe Wirme-

kapazitit wie die unverbundenen Komponenten zusammen.

Der Satz I bezieht sich auf die Atomwirme bei konstantem Druck
C, = (g%—) , wo I die thermische Energie pro Grammatom und 7' die
7

absolute Temperatur ist. C, ist direkt meBbar; fiir die Theorie wich-

115b) Im folgenden soll die Literatur nur soweit vollstindig angegeben
werden, als sie auf die Theorie der Kristallgitter Bezug hat. Ausfiihrliche Lite-
raturangaben finden sich in den folgenden Darstellungen:
F Richarz, Die Theorie des Gesetzes von Dulong und Petit, Ztschr. f. anorg.
Chem. 58 (1908), p. 366; 59 (1908), p. 146; Ann. d. Phys. 39 (1912), p. 1617;
Verh. d. Deutsch. Phys Ges. 18 (1916), p. 365.
A. Eucken, Neuere Untersuchungen tiber den Temperaturverlauf der spezifi-
gchen Wiirme, Jahrb. d. Rad. u. Elektr. 8 (1911), p. 489; I. Conseil Solvay,
Deutsche Ausg. p. 376ff. (Halle a. S. 1914, Knapp).
A. Wigand, Neuere Untersuchungen tiber spezifische Warmen, Jahrb. d. Rad.
u. Elektr. 10 (1913), p. 54.
K. Griineisen, Molekulartheorie der festen Korper, II. Conseil Solvay, Briissel
1913.
W. Nernst, Vortriige iiber die kinetische Theorie der Materie (Wolfskehl-Kon-
greB, Gottingen 1913; Leipzig 1914, B. G. Teubner), p. 63ff.; Die theore-
tischen und experimentellen Grundlagen des neuen Wiarmesatzes, Kap. III
u. IV (Halle a. S. 1918, Knapp).
E. Schridinger, Die Ergebnisse der neueren Forschung iiber Atom- und Mole-
kularwiirmen, Die Naturwissenschaften 5 (1917), p. 637 u. 561; Der Energie-
inhalt der Festkérper im Lichte der neueren Forschung, Phys Ztschr. 20
(1919), p. 420, 450, 474, 497, 523.
Die letztgenannte Darstellung enthilt insbesondere eine vollstindige Ubersicht
iiber die neuere experimentelle und theoretische Forschung.

116) P. Dulong u. A. Th. Petit, Ann. chim. phys. 10 (1819), p. 395.

117) I Neumann, Pogg. Ann. 23 (1881), p. 32; H.V. Regnault, Ann. chim. phys.
(2) 73 (1840), p. 1; Pogg. Ann. 51 (1840), p. 44, 213; J. P. Joule, Phil. Mag. (3) 256
(1844), p. 334; H. Kopp, Lieb. Ann. Supplem. 3 (1864), p. 1, 290, 307; C. Pape,
Pogg. Ann. 120 (1863), p. 337, 579; 122 (1864), p. 408; 123 (1864), p. 277.
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tiger ist aber die Atomwidrme bei konstantem Volumen C,; zwischen
beiden besteht die thermodynamische Beziehung!!8):

(229) C,—C,=="—,

wo V das Atomvolumen, x die kubische Kompressibilitit und « der
lineare, thermische Ausdehnungskoeffizient sind. Durch diese Korrek-
tion riickt die Haufungsstelle der C,-Werte bei 6,4 cal grad—' nach
etwa 6,0 cal grad—? fiir C,*®). Nach dem Satz II kann man auch von
der ,Atomwirme“ von Verbindungen sprechen. Man erhdlt sie aus
der Molekularwiirme (Wirmekapazitit pro Gramm-Molekel, Mol) durch
Division mit der Zabl p der Atome in der Molekel. Durch Kombi-
nation der Sitze I und II folgt dann, daB auch fiir Verbindungen an-
genihert U, = 6,0 calgrad—' gilt.

Die Atomwirme der einatomigen Gase betrigt nach der kine-
tischen Gastheorie'®) C, = %R, wo die Gaskonstante R den Wert
R — 1,985 calgrad—! hat; in Ubereinstimmung damit hat die experi-
mentelle Forschung tatsichlich etwa 3 cal ergeben.

Die Atomwirme der festen Korper ist also gerade doppelt so
groB wie die der einatomigen Gase. Die kinetische Theorie erklirt
dieses Verhiltnis durch den Satz von der Gleichverteilung der Energie
auf die Freiheitsgrade®) Ein mechanisches System von sehr viel
Freiheitsgraden habe die Koordinaten ¢,, g,, ... und die konjugierten
Impulse p,, p,,...; wenn dann die Energie H einen Anteil hat, der
gewisse der p, ¢ nur quadratisch enthalt, so ist der statistische Mittel-

wert dieses Energieanteils gleich

kT

9

wo n die Anzahl der darin vorkommenden p, ¢ ist und % die Bolts-
mannsche Konstante, die Gaskonstante bezogen auf ein Atom *%):

n

(230) k=T = 1,371 10 erggrad—>.

118) 8. hierzu diese Encykl. V 3 (G. H. Bryan), Nr. 20, Formel (100), p. 116.

119) F. Richarz, Wied. Ann. 48 (1898), p. 708; G. N. Lewis, Ztschr. f. phys.
Chem. 32 (1900), p. 864; Ztschr. f. anorg. Chem. 55 (1907), p. 200; J. Amer. chem.
goc. 29 (1907), p. 1165, 1516; K. Grimeisen, Ann. d. Phys. (4) 26 (1908), p. 401.

120) S. diese Encykl. V 8 (L. Boltzmann u. J. Nabl), Nr. 4; V 10 (H. Kamer-
lingh Onnes u. W. H. Keesom), Nr. 57.

121) L. Boltzmann, Wien. Sitzungsb. (2) 68 (1871), p. 397, 679, 712; Wiss.
Abh. I, Nr. 18, p. 287; Nr. 19, p. 259; Nr. 20, p. 288; Vorles. liber Gastheorie,
11, Kap. 3 u. 4.

122) Die Zahlenangaben iiber atomistische Konstanten in diesem Artikel
stiitzen sich auf die neuesten kritischen Zusammenstellungen: R. Ladenburg, Be-
richt {iber die Bestimmung von Plancks elementarem Wirkungsquantum A, Jahrb.
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Da insbesondere die kinetische Energie die p quadratisch enthilt, so
ist ihr Mittelwert fiir ein System von f Freiheitsgraden gleich f l—;

Fiir ein Grammatom eines einatomigen Gases (f = 3N) folgt hieraus
SNET=3RT, d h. es ist
C,=3R.

Betrachtet man die Molekel eines zweiatomigen Gases als zwel
starr verbundene Massenpunkte (Hantel-Modell), so kommen zu den
drei translatorischen Freiheitsgraden zwei rotatorische hinzu; daher
wird C, = 2 R. Konnen die beiden Massenpunkte harmonische Schwin-
gungen gegeneinander ausfiihren, so ist die potentielle Energie dieser
Bewegung dem Quadrat des Abstandes proportional; daher kommt
dieser als Koordinate ¢ zu den p hinzu, und es wird C,= SR =3 R.

Beim festen Korper (Kristallgitter) von N Atomen ist die kine-
tische Energie eine quadratische Form der 3N Impulse p, die zu den
3N Verriickungskomponenten als Koordinaten ¢ gehdren; bei kleinen
Verriickungen ist die potentielle Energie ebenfalls eine quadratische
Form der 3 N Koordinaten ¢g. Also hat das System die mittlere Energie

(281) E—oN T — 3R,

die Atomwirme ist also C, = 3R — 5,956 calgrad—! in Ubereinstim-
mung mit den Gesetzen von Dulong-Petit und Neumann-Regnault.

Diese Regeln sind aber tatsiichlich keineswegs ausnahmslos giiltig.
Besonders starke Unterschreitungen des Normalwerts C,= 6,0 calgrad—*
sind bei den Elementen Bor, Kohlenstoff, Silizium schon sehr lange
bekannt?); die neueren Untersuchungen haben gezeigt, daB man nur
zu tieferen Temperaturen zu gehen braucht, um bei allen festen Ele-
menten solche Unterschreitungen zu finden, ja daB die spezifische
Wirme mit sinkender Temperatur schlieBlich verschwindend klein
wird. Auch Uberschreitungen des Normalwerts kommen sehr hiufig
vor; bei hohen Temperaturen steigt C, oft iiber den Wert von
7 calgrad—*.

Zur Erklirung dieser Abweichungen liegt die Hypothese nahe,
daB die thermischen Molekularbewegungen nicht klein genug sind,
um eine Darstellung der potentiellen Energie als quadratische Form
der Verriickungen zu gestatten.!®) In der Tat lassen sich hierdurch

d. Rad. u. Elektr. 12 (1920), p. 93; W. Gerlack, Die experimentellen Grundlagen
der Quantentheorie (Sammlung Vieweg, Braunschweig 1921), VIII, p. 136.

128) H. F. Weber, Pogg. Ann. 154 (1875), p. 367, 553; U. Behn, Wied. Ann.
66 (1898), p. 237; Ann. d. Phys. 1 (1900), p. 267; W. A. Tilden, Phil. Trans. 201
(1903), p. 87.

124) F. Richarz, Wied. Ann. 67 (1899), p. 702; Marb. Ber. 1906, p. 187.
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Schwankungen um den Normalwert und besonders gewisse gesetz-
miBige Uberschreitungen desselben verstehen (s. Nr. 34). Aber mit
sinkender Temperatur, d. h. abnehmenden Schwingungsamplituden,
miifte sich dann C, asymptotisch dem Werte 3R nihern; das ist
nach den neueren Experimentaluntersuchungen wiclt der Fall, C, sinkt
zugleich mit 7' dauernd und wird in der Nihe des absoluten Null-
punktes verschwindend klein.

Will man dieses Verhalten im Rahmen der klassischen, statisti-
schen Mechanik erkliren, so bietet sich kaum ein anderer Weg als
die Annahme, daB die Anzahl der Freiheitsgrade mit sinkender Tem-
peratur abnimmt, indem an die Stelle quasielasti<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>