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Vorbemerkung.

Diese Arbeit erschien gemeinsam mit der Doktor-Dissertation des Herrn Dipl.-Ing.
W.Esser,,Wirtschaftlichkeitsberechnungen isolierter Rohrleitungen und ihre wiarmetechnischen
Grundlagen* als Buch unter dem Titel ,,Die Berechnung der Anheizung und Auskiihlung
ebener und zylindrischer Wande im Verlag von Julius Springer, Berlin. Hinweise auf den
2. Teil beziehen sich also auf die Dissertation des Herrn Dipl.-Ing. W. Esser (Darmstadt 1929).
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A. Einleitung.

Fast alle Gebdude und Rohrleitungen werden nur periodisch geheizt. Die wihrend
der Heizperiode vom Warmetriger oder der Heizung gelieferte Wiarme wird teils von
den Wanden oder der Isolierung aufgespeichert, teils weitergeleitet und an die AuBen-
luft abgegeben. Bei hinreichender Heizzeit (theoretisch unendlich) stellt sich ein Be-
harrungszustand ein. Dann wird alle Warme nach auBen abgefiihrt, ohne daB in den
Winden eine weitere Speicherung stattfindet.

ErfahrungsgemaB wird in sehr vielen Fillen wihrend der Heizperiode ein der theo-
retischen Beharrung sehr naher Zustand erreicht. Es kann dann angenommen werden,
der Anfangszustand der Auskiihlung, die mit dem Abstellen der Heizung oder des Stromes
des Wirmetrdgers beginnt, sei der stationdre Zustand. Wiahrend der Auskiihlung wird
die an die AuBenluft abgegebene Wirme von der in Isolierung und Warmetriger auf-
gespeicherten bestritten.

Es ist fiir die Warmewirtschaft von Wichtigkeit, die Warmeverluste einer periodisch
betriebenen Anlage, die Abkiihlung in der Ruhezeit, den EinfluB von Beharrungsmassen
auf die Abkiihlung, die Anheizzeit selten beheizter Anlagen usw. berechnen zu kénnen.

Unter der Annahme konstanter, mindestens von der Temperatur unabhingiger
Materialwerte (Leitzahl, spezifisches Gewicht, spezifische Wirme, Wirmeiibergangszahl)
148t sich analytisch jedes geometrisch einfache System berechnen. Die Grundlage ist
die von Fourier? fiir die Wirmebewegung in homogenen Winden entwickelte Methode.
Aus der Betrachtung der Wirmebewegung in einem Raumelement ergibt sich unter
Voraussetzung des Grundgesetzes der Warmeleitung

09
de=—l-Fa-dt (1)

die partielle Differentialgleichung fiir zeitlich und értlich verinderliche Wirmebewegung :
1,98 _ 0 60 e
@ 9t dxr T 92T 92t
Bei technischen Rechnungen kann meist die seitliche Strémung vernachléssigt werden,
so dal man eine Wirmebewegung nur in einer Richtung (x Koordinate bei geraden
Wiinden, rein radiale Strémung bei zylindrischen) annimmt.
Dann lautet die Differentialgleichung fiir einachsige Strémung in einer geraden
Wand 109 o (a)
a 9t oxt =a)
Anm.: Die Ziffern bei den Eigennamen, wie Fourier?!, beziehen sich auf das am SchluB
dieses Abschnittes befindliche Literaturverzeichnis.

Esser-Krischer, Berechnung. 1



2 Die Auskiihlung gerader und zylindrischer Wéinde.

und fiir Zylinder nach Einfithrung von Polarkoordinaten

1 09 %9 1 09

To T Ty o (2b)
Die hier in Betracht kommenden Lésungen dieser Gleichungen sind

P=bx+c —{—E'A,,{cosmnx + ppsinm,x}etmat (3a)
n=1
fiir gerade Winde und
9 =blnr+¢ +21A”{]° (M) + pn Yo (myr)}e=amat (3b)

fiir zylindrische.

Dabei sind J, und Y, Besselsche Funktionen erster und zweiter Art *,

Die Konstanten b und ¢ werden aus der Bedingung gefunden, die fiir das Ende
eines Vorganges vorgeschrieben ist (fiir £ = oo verschwindet die unendliche Reihe).

Von den drei unendlichen Serien von Konstanten 4,, m,, $, finden sich die m,
und p, aus den Bedingungen, welche fiir die Grenzen der Wand oder der Isolierung vor-
geschrieben sind (den Grenz- oder Randbedingungen); die 4, aus der Bedingung, da
Gl (3a) oder (3b) zu Beginn eines Vorganges (!=0) eine bestimmte vorgeschriebene
Temperaturverteilung darstellen muB3 (der Anfangsbedingung).

Eine Erweiterung dieser Methode, die von Fourier nur fiir einfache Randbedingungen
entwickelt war, wurde von Duhamel? auf die Berechnung der Wiarmebewegung in einer
Wand angewandt, welche ein- oder zweiseitig in beliebiger Weise geheizt wird.

Nach dem Verfahren von Recknagel® 148t sich die Erwdrmung und Abkiihlung
eines geschlossenen Systems bestimmen, bei welchem der Wirmetrdger an der Wérme-
aufnahme oder Abgabe beteiligt ist.

Neuere Verfahren gestatten die Beriicksichtigung einer gewissen Verdnderlichkeit
der Materialwerte, jedoch niemals einer Abhingigkeit derselben von der Temperatur.

Abgesehen von den mathematischen Schwierigkeiten, die bei diesen Rechnungen
auftreten, und die Vorkenntnisse erfordern, welche weit iiber den an Hochschulen fiir
Ingenieure iiblichen Stoff hinausgehen, sind die konkreten Ldsungen mit meist tage-,
oft wochenlanger Rechenarbeit verkniipft. Daher kommt ihre Anwendung fiir die Praxis
kaum in Betracht.

Durch die groBe Bedeutung, welche die Warmewirtschaft in der letzten Zeit gewonnen
hat, ist das Interesse der technischen Wissenschaft auf diese Fragen gelenkt worden.

Zunichst hat E. Schmidt® das Verfahren der Differenzenrechnung auf die Wirme-
bewegung in geraden Winden angewandt. Er formt die fiir den eindimensionalen Fall
geltende Differentialgleichung (2a) in eine Differenzengleichung um, welche dann lautet

At o
A = a g £9. (4)
Dabei ist dem A der betreffende Index zur Kennzeichnung des partiellen Charakters
der Differenzenbildung beigefiigt. 4x und At sind kleine, aber endliche GroBen, welche
als Einheiten des Zeit- und Lingenmafstabes dienen.

Wird mit 9, , die Temperatur an der Stelle #.4x zur Zeit x At bezeichnet, so ist
At'ﬁ = ﬁn,n-i—l - 19”,,, s
Aaﬂ? = 19n_+1,n - 'ﬁn,n )
Az'ﬁ = 0n+1,x + ﬁn—l,n - 2197;,% .

Durch Einsetzen dieser Werte in die Differenzengleichung (4) wird die Rekursionsformel

gewonnen: At
ﬁn,n+1 - 0n,n = am)_é (ﬂn+1,n + "9n—1,n) .

* Die Werte der Funktionen sind in Jahnke und Emde (Literaturangabe Nr. 13) enthalten
Uber die Theorie derselben sieche Schafheitlin (Literaturangabe Nr. 12).



Einleitung. 3

In diesem Ausdruck treten auf der rechten Seite nur Temperaturen auf, die zu einer be-
stimmten Zeit x.A4¢ an verschiedenen Stellen herrschen. Damit 148t sich dann die
Temperatur an der Stelle # . dx fiir das folgende Zeitelement errechnen.

Diese Gleichung wird graphisch auf sehr einfache Weise gelost, wenn die Werte

At 1

At und A% so gewihlt werden, daB vy iy wird. Fiir diesen Fall — und es ist stets

moglich, die GréBen At und Ax in dieses Verhiltnis zu bringen — vereinfacht sich die
Rekursionsformel zu O ve1 = 3 Bostn+ Fnotn) -

So kann man schrittweise die Temperatur einer jeden Stelle fiir das nichtsfolgende Zeit-
element aus den benachbarten Temperaturen sehr einfach bestimmen. Fiir den im gra-
phischen Rechnen Geiibten ist es nicht schwierig, diese Gleichung den verschiedensten
Randbedingungen (konstanter oder verinderlicher Warmeiibergangszahl, beliebiger Tem-
peraturbewegung der umgebenden Luft usw.) anzupassen. Darin besteht der groBte Vor-
zug dieses Verfahrens. Es ist noch allgemeiner anwendbar als die analytische Methode
und sehr einfach durchzufiihren.

Aber es ist stets notig, wenn man nur eine GréBe (Temperatur oder Warmeverluste
usw.) zu bestimmter Zeit wissen will, die Temperaturkurven fiir alle vorangegangenen
Zeitelemente aufzuzeichnen; erst dann ist es moglich, die Temperaturen zu beliebiger
Zeit durch Interpolation und die Warmeverluste durch Ausplanimetrieren zu finden.

Die Genauigkeit hingt auBer von der individuellen des Zeichners von der Wahl der
Langen- und Zeiteinheit ab. Zudem ist die Methode fiir zylindrische Strémung nicht
mehr anwendbar, da sie nicht mehr auf eine einfache Rekursionsformel fiihrt.

Eine praktische Vereinfachung des Verfahrens hat Matschinsky® gebracht. Aus
der Betrachtung des Vordringens der Temperaturbewegung in immer tiefere Schichten
der Wand ist er zu einer Zerlegung eines Vorganges in zwei Abschnitte gekommen. Wenn
die ganze Wand an der Temperaturbewegung teilnimmt, 148t sich die Differenzen-
gleichung (4) integrieren. Der Zustand, von welchem aus die einheitliche Temperatur-
bewegung beginnt, wird rechnerisch punktweise bestimmt. Die Genauigkeit des Ver-
fahrens ist jedoch geringer als die des graphischen; es ist ebenfalls nur fiir gerade Wande
durchfiihrbar.

Fiir normale Dampf- und Gasleitungen hat Cammerer?® auf Grund von Versuchen
eine Zahlentafel iiber die Resttemperaturdifferenz zwischen Rohr und Luft in Prozent
des Betriebszustandes auifgestellt, in Abhingigkeit von Auskiihlzeit und Rohrdurch-
messer, ohne den Einflul verschiedener Leitfihigkeit und Wirmekapazitit der Isolierung
sowie verschiedener Wirmeiibergangszahlen zu bertiicksichtigen. Er wollte damit dem
Bediirfnis der Praxis nach wenigstens angendherter Berechnung der Auskiihlverluste ent-
sprechen. Es ist selbstverstindlich, daB bei Benutzung der Zahlentafel ganz betricht-
liche Abweichungen von der Wirklichkeit auftreten, sobald die Materialwerte wesentlich
anders sind als bei den Versuchen. Cammerer weist selbst auf die Notwendigkeit hin,
die Einfliisse der einzelnen fiir die Auskiihlung bestimmenden Faktoren zu klaren*.

Auf Anregung von Herrn Prof. Eberle hat A. Haltmeier!? versucht, aus den ana-
lytischen Gleichungen eine vereinfachte Annidherungsformel zu gewinnen, nach der die
Auskiihlwidrme fiir gerade und zylindrische Winde, die aus dem stationdren Zustand
heraus auskiihlen, bestimmt werden kann. Ist Qf die von Beginn der Auskiihlung (¢ = 0)

* Zu erwihnen sind auch die Arbeiten von Gréber (Literaturangabe Nr. 7 und 8) und Wil-
liamson und Adams (Literaturangabe Nr. 9) iiber die Auskiihlung geometrisch einfacher Kérper.
Unter der Voraussetzung, daB die Temperaturen verschiedener geometrisch anders geformter Korper
anfinglich keinerlei ortliche Temperaturunterschiede aufweisen, wurde bei beiden Arbeiten nach
der analytischen Methode die Berechnung durchgefiihrt fiir verschiedene Anderungen der charakte-
ristischen GréBen. Die Ergebnisse sind in Schaubildern dargestellt. Dabei werden die qualitativen
Einflisse wesentlich beleuchtet. Die praktische Anwendung bleibt auf die Fille beschriankt, fiir welche
die Voraussetzung gilt.

1*



4 Die Auskiihlung gerader und zylindrischer Winde.

bis zu beliebiger Zeit (¢ = #) von einem System an die AuBenluft abgegebene Wiarmemenge,
so gilt nach der analytischen Methode unter der Voraussetzung, daB das Temperatur-
niveau der AuBenluft gleich Null gesetzt wird, die Gleichung:

2°° Anc, 2‘” Anc, 2
Q(t) = —FaCV m2 l:vn]F:Fa + FaC}/ ﬁﬁ [%z]F:F.;' e amt (5)
n=1 n=1

Dabei ist mit v, ein Lésungselement der Ortsfunktion des betrachteten Systems bezeichnet,
also v, = cosm,x -+ p, sinm,x fiir gerade Winde, v, = J,(m,7) + $,Y,(m,7) fiir zylindri-
sche. [vy]p-p, ist die Ableitung des Losungselementes v, nach dem Ort an der AuBen-
fliche des Systems (F = F,).

Haltmeier weist nach: erstens, daB die erste unendliche Summe der rechten Seite
von Gl. (5) die Speicherwdrme im stationiren Zustand W bedeutet; zweitens, daB die
Reihe stets gut konvergiert und da3 der Fehler bei Beriicksichtigung nur des ersten Glie-
des bei geraden Wianden stets kleiner als 3,79, ist. Also

A
Facyqn‘;*[vﬂp:m =Wy £<3,7%.

Dann 148t sich die vereinfachte Gleichung schreiben

Q= Wg(1 — emamit) (6)
Darin ist #, die einzige Unbekannte. Zu ihrer Ermittlung hat Haltmeier Tabellen und
Kurventafeln fiir gerade und zylindrische Systeme aufgestellt. Voraussetzung ist, da
der Temperatursprung zwischen Wéarmetrager und Innenfliche der Wand vernachlissigt
werden kann.

Da aber das erste Glied der rechten Seite von Gl. (5) genau gleich Wy, das zweite
aber nur angenihert gleich Wye %" und die Auskiihlwirme die Differenz aus beiden,
so wird der wirkliche Fehler der Formel fiir kleine Zeiten ganz betrichtlich (bis 469%,).
Daher war es notig, Fehlerkurven der Formel aufzustellen. Abgesehen davon, daB diese
den Gebrauch der Formel umstindlich machen, sind auch die Kurven- und Zahlentafeln zur
Bestimmung von #, unhandlich, da sie noch die Kenntnis der Herleitungen voraussetzen.

Wiederum auf Anregung von Herrn Prof. Eberle ist die vorliegende Arbeit ent-
standen, welche aus der anschaulichen Betrachtung der Wiarmebewegung bei Auskiihlung
und Anheizung einfache Anndherungsformeln herleitet, die es gestatten, Temperaturen
und Warmeverluste oder Speicherwirme leicht aus den GréBen des stationdren Zustandes
zu bestimmen unter Benutzung nur einer Tafel. Die angeniherte Rechnung ist gegeniiber
der exakten fiir {ibliche Fille auf 1 bis 39, genau. Der gréBte Fehler im extremsten Fall
betragt zu einem bestimmten bekannten Zeitpunkt ca. 79,. Sowohl! vor als nach dieser
Zeit wird er rasch verschwindend klein. Vorausgesetzt ist fiir die Auskiihlung, daB sie
vom stationdren Zustand aus beginne, und fiir die Anheizung, daB sie von Null oder
einem anderen stationidren Zustand von niederem Niveau aus beginne und unter Zu-
fiihrung einer konstanten Heizleistung erfolge. Der Temperatursprung zwischen Wirme-
trager und Innenfliche der Wand ist nicht vernachlissigt.

Herrn Prof. Eberle bin ich fiir Anregung und teilnehmende Férderung der Arbeit
zu grofitem Dank verpflichtet.

B. Auskiihlung und Anheizung eines Kerns.

Gegeben sei ein Blechbehidlter vom Volumen ¥V, und der Oberfliche F, gefiillt mit
einer Fliissigkeit (spezifisches Gewicht y,, spezifische Warme ¢;) von solcher Leitfdhig-
keit, daB man annehmen kann, ihr Temperaturniveau sei jederzeit ausgeglichen, weise
also keine ortlichen Temperaturunterschiede auf.

Kann die Annahme jederzeit ausgeglichenen Temperaturniveaus fiir einen Stoff ge-
macht werden, so wird er kiinftighin mit Kern bezeichnet, dessen Groen an dem Index
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kenntlich sind. Die Blechwandung sei so diinn im Verhiltnis zum Kern, dafl von ihrer
Speicherung und ihrem ILeitwiderstand abgesehen werden kann. Die Warmeiibergangs-
zahl von Kern an Wand sei «;, die von Wand an AuBenluft «,.

Das Niveau der AuBenluft wird in der ganzen Arbeit gleich Null gesetzt,
so daB unter allen Temperaturen nur die Ubertemperaturen gegeniiber der
AuBenluft verstanden sind.

Wird der Kern beispielsweise durch eine elektrische Heizung von konstanter Heiz-
leistung g, geheizt, so mu3 die Temperatur ¢, des Kerns so lange ansteigen, bis die

Wirmeabgabe an die AuBenluft F afxf';
tur im stationdren Zustand (die GroB8en des stationdren Zustandes sind durch den Index st

gekennzeichnet) ist dann

9, gleich der Heizleistung ist. Die Kerntempera-

Dnat = gor (o0 + o)

Foo, oo, °
Wird, nachdem Beharrung eingetreten ist, die Heizung abgestellt, so wird der Wéirme-

verlust wihrend eines Zeitelementes (F &faf‘;ﬁkdt> von der Wirmeabgabe des Kerns

(—Vicryi - 49;) gedeckt. Es gilt also die Differentialgleichung

;?f;; ’19kdt = — chk }'kdﬂk .
Nach Trennung der Verdnderlichen erhdlt man leicht als Lésung
Faiaa
9, = Ce Vionitatan " | (72)
Aus der Bedingung, daB zu Beginn der Auskiihlung (¢ = 0) Beharrungstemperatur 9,
hergestellt war, findet sich C = ¢,.

Wihrend des Anheizvorgangs muf3 die Summe aus der wihrend eines Zeitelementes
aufgespeicherten Warme (V¢ y;,49;) und der nach auBen abgefithrten konstant sein,
und zwar gleich der Heizleistung (g, -d#). Die Differentialgleichung lautet

st - at = F&—“_;—_o“;:ﬁkdt - Vlcckykdﬁk'

i

Man erkennt leicht, daB die Gleichung durch die Loésung
Foaiog

S ot
Py = Ppap — Ppsp & ¥ ECkVE@i+00) (7b)

befriedigt wird.
Nun ist der Wirmeinhalt im stationiren Zustand
Wist = Viceya st
und der stationire Wirmestrom
0‘1’ Ky
) X+ 0y

Vst -

st == F
ast
Daher kann die e-Funktion in den GI (7a) und (7b) auch geschrieben werden e West .
Damit lauten die Temperaturgleichungen fiir Auskiihlen und Anheizen eines Kerns:
gst

fiir Auskiihlen Dy = e Wesnt N , (8a)

qst
fiir Anheizen Py = 19kst(1 — ¢ Vs .t> . (8b)

Der WirmefluB nach auBen ist, wie man sich leicht iiberzeugt,
st

fiir Auskiihlen q=qsge Wi N ) (9a)

st
fiir Anheizen = 95t<1 —e Wi 't) . (9b)



6 Die Auskiihlung gerader und zylindrischer Winde.

Die Auskiihlwdarme (%, die bis zur Zeit ¢ das System verlassen hat, ist

( ,,,zs,t_.t)
ij = Wi\ —e Wit /. (108,, b)

Die Speicherwidrme beim Anheizen, die bis zur Zeit ¢ aufgespeichert ist, wird durch
denselben Ausdruck dargestellt.

Auf diese einfachen Grundgleichungen wird mit gewissen Verinderungen die Be-
rechnung aller Systeme zuriickgefiihrt.

Man erkennt aus ihnen, daf die Geschwindigkeit des Anheiz- oder Auskiihlvorgangs
bei einem Kern nur abhingig ist von dem Verhiltnis des Warmestroms im stationéren Zu-
stand zum Wiarmeinhalt im stationiren Zustand. Sind diese beiden GréB8en fiir zwei -
Systeme gleich, so ist die prozentuale Anheizung oder Auskiihlung jederzeit gleich.

C. Auskithlung von Wéanden.

a) Anschauliche Betrachtung.

Im vorigen war die Annahme gemacht, Warmespeicherung und Leitwiderstand der
Blechwand kénne vernachlissigt werden. Fiir die Technik liegt stets der allgemeine Fall
vor, fiir den diese Vernachldssigung nicht méglich ist.

Man stellt sich ohne weiteres vor, daB das Abstellen der Heizung nicht im ganzen
System im Augenblick des Abstellens wird bemerkbar sein kénnen. Die Wirmebewegung
durch eine Wand von endlicher Leitfihigkeit und Wiarmekapazitdt braucht Zeit. Zu-
nichst wird bei Abstellen der Heizung oder des Stromes des Warmetrdgers nur dieser
selbst merklich beeinfluBt, dann die in der Nihe befindlichen Teile, schlieBlich das ganze
System. Recknagel? vergleicht den Vorgang dem Absperren einer Schleuse im Ober-
lauf. Wihrend dort sehr rasch Ebbe eintritt, erleidet die Stromstirke im Unterlauf noch
lingere Zeit hindurch keine erhebliche Anderung.

Der Vorgang sei am einfachsten Beispiel ndher erldutert: In einem Gebdude, das
nur aus AuBenwinden bestehen soll, sei der stationire Zustand durch langes Heizen ein-
gestellt. Die Winde seien so groB3, da von den Ecken, Fenstern usw. abgesehen werden
kann. Die Wandinnentemperatur im stationdren Zustand sei ;. Die duBere Warme-
iibergangszahl «, sei so groB im Verhiltnis zur Leitzahl der Wand, daB sie relativ un-
endlich groB angenommen werden darf. Es herrsche also, da das Niveau der AuBenluft
gleich Null gesetzt ist, an der AuBenfliche stets eine Temperatur von Null Grad.

Dann ist, wenn der Nullpunkt des Koordinatensystems an der Innenfliche gewahlt
wird, die Gerade des stationiren Zustandes dargestellt durch die Gleichung

Doy = Dist — %x
und der Strom des stationdren Zustande;
i
st = ) 19’53* .

Als Heizung denke man eine Warmluftheizung. Der Raum sei sonst vollstindig leer;
von dem sehr geringen Wirmeinhalt der Luft werde abgesehen, so daB die nach Ab-
stellen der Heizung nach auBen abgegebene Wirme ausschlieBlich vom Warmeinhalt
der Winde selbst genommen werden muB8. Das System bestehe also nur aus AuBenwanden
ohne Kern.

Zur Zeit ¢ = 0 werde die Heizung abgestellt. Bis zu diesem Zeitpunkt flieBt an jeder
Stelle der Wand der Strom des stationdren Zustandes. Von jetzt ab flieBt innen (an der
obersten Spitze der Temperaturgeraden) nichts mehr zu. Denkt man sich die Wand in
verschiedene Schichten 1, 2, 3, ... zerlegt (Abb. 1), so muBl die Warme, die im ersten
Zeitelement von Schicht 2 weiter nach auBlen gefithrt wird (¢, A¢), von der der Innenfliche
der Wand unmittelbar benachbarten Schicht 1 genommen werden. Diese muB sich also
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zunichst abkiihlen. Da durch die Innenfliche der Wand keine Wirme mehr einstromt,
muB das Wirmegefille, welches den Transport bewirkt, dort gleich Null werden. Die
Auskiihlkurven miissen also dort ihr Maximum haben. Durch jede Fliche der Wand flieBt
die Wiarme, welche alle vorhergehenden Schichten wihrend eines Zeitelementes abgeben.
An der AuBenfliche muB daher das Gefille jederzeit
am groBten sein. Und das anfingliche Gefille (das des
stationiren Zustandes), welches absolut das groBte ist,
das bei dem Vorgang auftritt, muB dort am lingsten
erhalten bleiben.

Im weiteren Verlauf der Auskiihlung miissen immer
groBere Bereiche der Wand zum Bestreiten der ausflie-
Benden Wirme herangezogen werden. SchlieSlich wird
keine Stelle der Wand mehr von der Wirkung der Aus-
kithlung verschont bleiben. Dann wird auch eine wesent-
liche Anderung des Charakters der Temperaturvertei-
lung nicht mehr stattfinden kénnen, sondern die Tem-
peraturen aller Punkte der Wand werden sich dhnlich
erniedrigen, wie man aus Abb. 1 sieht, welche nach dem
Schmidtschen Verfahren konstruiert ist*.

Demzufolge wird man gewissermalBen einen Ab-
schnitt im Verlauf der Auskiihlung annehmen kénnen:
Im ersten Teil des Vorgangs geben nur Teile der Wand
Wirme von ihrem Wirmeinhalt ab, im zweiten die ganze
Wand; im ersten bleibt an der AuBenfliche angenihert
der Strom des stationidren Zustandes erhalten, im zweiten
dndert er sich mit der Tangente an die jeweilige Tem-
peraturkurve. Wie schnell die einheitliche Erniedrigung der Temperaturen im zweiten
Teil vor sich geht, muB abhingen von Wirmestrom und Wirmeinhalt. Da zweifellos der
anfingliche Warmestrom der gréBte ist, so wird dem System anfinglich am meisten
entnommen. Die Auskiihlung geht rasch vor sich, um sich mit dem Absinken der Tem-
peraturen und des Gefilles immer mehr zu verlangsamen. Asymptotisch ndhern sich
Temperaturen und Wirmestrom dem Wert Null. .

Will man die Abhingigkeit des austretenden g =Warmestrom
Wairmestroms von der Zeit durch eine Kurve dar-
stellen, so muB} sie ungefihr den Charakter von
Abb. 2 aufweisen. Die Auskithlwirme Q%, die bis
zur Zeit ¢ das System verlassen hat, ist gleich dem
Integral :

fth. 0

dt t
0
Abb. 2. Zeitlicher Verlauf der Wirmeabgabe.

01 7 3 ¢ -
Abb. 1. Auskiihlung einer ebenen Wand.

Die mathematische Aufgabe ist es, den stetigen
Ubergang der Linie des stationiren Zustandes in eine andere Kurvenform zu be-

stimmen **. Die Beschreibung der Umlagerung der Temperaturverteilung aber macht die
hauptsichlichsten mathematischen Schwierigkeiten.

* Diese Betrachtungsweise stimmt mit der Matschinskyschen iiberein. Seine Arbeit war

mir bei der Abfassung der vorliegenden jedoch nicht bekannt. Die Methoden, die zur Berechnung
fithren, sind grundverschieden.

** Einen sehr anschaulichen Vergleich fiir einen solchen Ubergang bietet die Sanduhr, bei der
man stets beobachten kann, daB sich, wenn unten der Sand auszuflieBen beginnt, oben zunichst
ein Trichter bildet, der nach dem Rande zu fortschreitet, ohne daB vom Rand selbst Sand fortflieBt.

Erst wenn ein gewisser, nur értlich veranderlicher Béschungswinkel erreicht ist, erniedrigt sich die
Oberfliche im ganzen.
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b) Mathematische Betrachtung.

Es ist noétig, kurz auf die Mittel einzugehen, mit denen mathematisch eine solche
Umlagerung beschrieben wird.

Kiihlt ein System so aus, da am Ende der Auskiihlung keinerlei Ubertemperatur
gegeniiber der AuBenluft, deren Niveau gleich Null gesetzt wird, vorhanden ist, so gehen
die Gl. (3a) und (3b) iiber in

9 =21Anvne‘“mit = A v, e oMt + Ayv,emimit . (11)
=

wobei die Losungselemente v, Sinus- und Cosinusfunktionen fiir gerade Winde
(v, = cosm, x + p, sinm,x), Besselsche Funktionen fiir zylindrische [v,= [(#,?)
+4- 9, Y o(m,7)] sind. Man nennt sie kurz die ,,Eigenfunktionen’ des betreffenden Systems.

Gl. (11) besagt:

1., daB nur schwingende Funktionen zur Beschreibung des Vorganges herangezogen
werden kénnen. Damit wird der wirkliche Auskiihlvorgang — d. h. das praktische Ver-
schwinden des Wirmeinhaltes eines Systems in dem relativ unendlich groBen der um-
gebenden Luft — auf den Ausgleich von abwechselnd positiv und negativ gleichen Warme-
inhalten im homogen gedachten Wandmaterial zuriickgefiihrt.

2., daB der Charakter der einzelnen Eigenfunktionen v, — ijhre Frequenz (gegeben
durch m,), Lage der Maxima, Minima und Nullstellen (bestimmt durch 2,), beides aus
den Grenzbedingungen zu finden — wihrend des ganzen Vorgangs erhalten bleibt.

Da aber die Frequenz der einzelnen Eigenfunktionen verschieden ist — sie wird mit
hoherer Ordnungszahl # groBer —, geschieht der Ausgleich der verschiedenen Eigenfunk-
tionen mit verschiedener Geschwindigkeit, infolge des jedem Gliede beigeordneten Zeit-
faktors e-%ma?!, Die Glieder mit hoherer Frequenz, deren Konstanten A4, iibrigens fast
stets rasch kleiner werden, miissen sich also sehr viel rascher erniedrigen und praktisch
verschwinden als dasjenige mit der Ordnungszahl 1, welches schlieBlich allein iibrigbleibt.

So wird durch die Summe einzelner Vorginge, die mit verschiedener Geschwindigkeit
erfolgen, die Umlagerung einer anfinglichen Temperaturverteilung in eine andere be-
schrieben. Es folgt, daB jede beliebige anfingliche Temperaturverteilung mit der Zeit
in eine solche iibergeht, deren Charakter durch die erste Eigenfunktion v, festgelegt ist.
Im weiteren Verlauf des Vorganges wird der Charakter nicht mehr wesentlich gedndert.

Nach den Uberlegungen, welche oben bei der anschaulichen Betrachtung der Warme-
bewegung beim Auskithlen aus dem stationiren Zustand heraus angestellt wurden,
miiBte diese Kurvenform im wesentlichen erreicht sein, wenn der erste Abschnitt der
Auskiihlung beendet ist, d. h. wenn keine Stelle der Wand sich mehr der Wirkung der
Auskiihlung entziehen kann.

Nun ist es aber wohl selbstverstindlich, daB ein so scharfer Abschnitt, wie er oben
zur Kennzeichnung des Vorgangs angenommen wurde, aus Stetigkeitsgriinden nicht ein-
treten kann.

Wir wollen daher die Betrachtung umkehren und sagen: Wenn der Vorgang der Aus-
kithlung so scharfe Abschnitte hitte, dann miiSte der Strom des stationdren Zustandes
an der AuBenfliche so lange erhalten bleiben, bis eine die Linie des stationdren Zustandes
tangierende Eigenfunktion Av, sich eingestellt hétte, deren Charakter sich im weiteren
Verlauf nicht mehr zu dndern braucht — d. h. m, und $, miissen den Randbedingungen ge-
niigen. Fiir die weitere Auskithlung muB dann die Temperaturbewegung nach der

Gleichung 9 = Avp, e-ami@-t (12)

vor sich gehen. Darin bedeutet #, diejenige Zeit, welche vergeht, bis die Umlagerung
der Temperaturverteilung praktisch vollzogen ist.

Ist W;, der Wirmeinhalt des Systems in dem zur Zeit #, angenommenen Zustand
Av,, so ist, da bis zur Zeit £, an der AuBenfliche des Systems die Stromstirke des statio-
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niren Zustandes angenommen wird, ¢, leicht aus dem Unterschied zwischen Anfangswirme-
inhalt W, und W, gefunden:
Wst - Wfr
o= e, (13)
qu
Aus Abb. 3 ist die Abweichung der fiir den Zeitpunkt ¢, angenommenen Kurve Av,
von der fiir £, analytisch aus der Summengleichung (11) bestimmten Kurve fiir den ex-
tremsten Fall einachsiger Stréomung bei geraden 5
Winden zu ersehen. Abb. 3 gilt fiir gerade Wand \

&g c
ohne Kern, 7, = = = oo,

\

Mg oC \
700
= /st
i\ \
\ 4ﬂfaf7g6‘|fem vera furgerade \
80 * = ~Z) Linie d.star Zustandes
W %) % (7 \ | Begliree
A
70 ‘&—aﬂq_//f/ sch gerupaene \
! —
\ /angente zur Zerr|t, Nach d.analy rischen Methoge
—~ \ .9 -
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Abb. 3. Abb. 4.

Abb. 3 und 4. Vergleich der Naherungsrechnung mit der exakten fiir extremste Fille.

Die Kurve Av, ist eine reine Cosinuslinie, welche die Gerade des stationiiren Zustandes
in ¢ tangiert. Die groBte Abweichung (an der Innenfliche x = 0) betrigt ca. 39.

Abb. 4 zeigt den extremsten Fall fiir zylindrische Strémung. Sie gilt fiir einen Voll-
zylinder, in welchem der stationire Zustand durch eine in der Achse befindliche Warme-
quelle von unendlicher Temperatur vorausgesetzt war (¢, = o0). Die Eigenfunktion
Av, ist eine Besselsche Kurve erster Art AJ,(m,7), welche die logarithmische Linie
aullen tangiert. Die groBte Abweichung der Eigenfunktion von der durch die Summe
[GL (11)] bestimmten Kurve betrdgt ca. 7%, (in der Achse). Das ist absolut der groBte
Fehler, der durch die Ndherungsrechnung fiir gerade und zylindrische Systeme hervor-
gerufen werden kann.

Abb. 5 zeigt die Darstellung von Gl. (12) (gestrichelte Kurve) im Vergleich zu Gl. (11)
(ausgezogene Kurven) fiir einen mittleren Fall; dargestellt ist die Temperatur in Abhéngig-
keit von Zeit und Ort, giiltig fiir eine gerade Wand ohne Kern von der Dicke ¢ = 0,1 und
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einer UberleitgroBe 7, = % = 10. Die Abweichungen sind nur fiir einen gewissen Zeitab-

schnitt nahe #, zeichnerisch zur Geltung zu bringen. Fiir den Zeitpunkt t,, fur den sie am
groBten sind, liefert die angeniherte Methode fiir die Innentemperatur 76,2° statt 76,7°,
B fiir die AuBentemperatur 50° statt 48,9°, fiir
] die ausgeflossene Wiarmemenge Q¢=83 statt
&= 81,5 kcal . *
Die angeniherte Methode liefert stets
76,7° fiir die Innentemperaturen etwas zu kleine
76,2 Werte, fiir die AuBentemperaturen und die
Wirmeverluste etwas zu groBe.

49° C) Zwischenbetrachtung iiber ,freie®
Temperaturbewegung.

Nach dem bisherigen kann die angeni-
herte Berechnung der Auskiihlung von Win-
den mit einem Zustand Av,, welcher zur
. | Zeit t{=t, angenommen wird, begonnen
, }__ _______ ! werden ; der Charakter der Temperaturvertei-
e lung in der Wand &ndert sich dann im wei-
AT teren Verlauf der Auskiihlung nicht mehr,

g J/ sondern es tritt eine dhnliche Erniedrigung
aller Temperaturen gemiB Gl. (12) ein.

Eine Temperaturbewegung, bei
der mit der Zeit keine Anderung des
Kurvencharakters eintreten kann, wird im folgenden mit ,freier* Tempe-
raturbewegung oder freier Stromung bezeichnet.

Derjenige Zustand, der durch eine die Linie des stationiren Zustandes tangierende
Eigenfunktion 4v, dargestellt ist, wird der erste Zustand freier Strémung genannt, dessen
GroBen durch den Index fr gekennzeichnet sind; es wird also unter 9, die Temperatur-
verteilung ¢, = Av,, unter W; der Wirmeinhalt des Systems im ersten Zustand freier
Stréomung verstanden.

DemgemiaB stellt der eingangs betrachtete Fall der Auskiihlung eines Kerns auch
einen Fall freier Temperaturbewegung dar, da nach Annahme mit der Zeit keine Ande-
rung der ortlichen Temperaturverteilung eintritt. Es sollen jetzt die allgemeinen Glei-
chungen freier Stromung in die Form der Gl. (8), (9), (10) gebracht| werden und die an-

schaulichen Grundlagen, welche die Berechnung aller
beliebigen Systeme gestatten, eingefithrt werden.

s |
{T\ I Beachtet man, daB nur schwingende Funktionen 4,2,
; i als Losungen der Differentialgleichungen (2a) und (2b)
| - | - eine Wirmeverteilung in einer Wand darstellen kénnen,
i N~ ~  deren Charakter sich mit der Zeit nicht 4ndert, so sieht
man leicht ein, daB fiir die Darstellung eines Zustandes
freier Strémung in einem einseitig auskiihlenden System
nur Kurvenabschnitte von einem Maximum bis zur nichsten Nullstelle in Betracht

kommen. Denn im Maximum und an der Nullstelle einer schwingenden Funktion
kehrt sich die Strémungsrichtung um (Abb. 6).

Satz 1: Allen in freier Strémung einseitig auskiihlenden Systemen
entstrémt bei gleichem anfinglichem Wirmeinhalt und gleichem an-

7

" Abb. 5.
@ = f(x, ) fiir exakte und angeniherte Rechnung.

Abb. 6.

* Die zahlenméaBige Nachrechnung aller angefithrten Beispiele sowie die ins einzelne gehenden
Nachweise des folgenden sind in der Originalarbeit T. H. Darmstadt enthalten.
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finglichem Warmestrom auch im Laufe der Zeit die gleiche Warme-
menge. Die Auskithlgeschwindigkeit ist nur abhédngig von dem Ver-
hédltnis von Strom zu Inhalt.

Der Nachweis werde hier nur fiir gerade Winde gefithrt. (Der etwas umstidndlichere
fiir zylindrische ist in der Originalarbeit enthalten.)

Gegeben sei in einer geraden Wand ohne Kern, von der Dicke § und der Oberfliche F,
eine Temperaturverteilung freier Stromung

O = Acosmx,
m geniige den Randbedingungen. Die Wand kiihlt aus nach der Gleichung
D = dpeomt = Acosmxe 1M,
Dann ist der Wirmestrom des Anfangszustandes an der AuBenfliche (x = §)

e -]

=F1 A -m-sinmd

=8
und der anfingliche Warmeinhalt:

s
W = F-cy/Acosmx-dx: F-cyf; sinmé .
0

Es folgt

G A 2
W = o7 " = am®. (14)

Daher miissen, entsprechend den GI. (8a), (9a) (10a), die Gleichungen gelten

dtr

P = ﬁﬁ-e_ﬁt N (15)
['§73
g=gue u', (16)
/ dtr
0= Walt — ), (17)

aus denen der Inhalt des angefilhrten Satzes folgt.

Nun sei angenommen, ein System bestehe aus Wand und Kern und kiihle aus, ohne da3
in der Wand eine Anderung des Kurvencharakters eintritt, also in freier Strémung. Zur
Darstellung eines Zustandes der Temperaturbewegung in der Wand kommt wiederum
nur ein Abschnitt einer Eigenfunktion Av, in Frage, welche nach der Gleichung Av,e~2™i¢
abklingt. Aber die Kurve kann an der Grenze zwischen Wand und Kern kein Maximum
haben; denn die Wiarmeabgabe des Kerns wird an der Grenze in die Wand hineingeleitet,
das ist ja als Grenzbedingung fiir die Grenze zwischen Wand und Kern zur Bestimmung
von m, anzusetzen. Damit dies sein kann, muB3 Gefille vorhanden sein.

Nun denke man statt des Kerns das Wandmaterial beliebig weit ausgedehnt und
darin die Kurve freier Strémung verlingert. Die Wirkung einer solchen Verteilung im
so erweiterten, homogen gedachten Wandmaterial auf den betrachteten Wandabschnitt
mulB die gleiche sein wie die des Kerns; denn dadurch wird an der Gleichung ¢ = Av,e-2mit
nichts gedndert. Es liegt ja nach dem oben Gesagten (siehe S. 8) in dem Prinzip der
mathematischen Losung, daB sie die Wirkung der Grenzbedingungen durch die Wirkung
einer periodischen Temperaturverteilung im homogen gedachten Material ersetzt. Wenn
nun nach dem eben Hergeleiteten [GIl. (15)] fiir jeden Abschnitt einer Kurve freier
Strémung vom Maximum an bis zu einer beliebigen Stelle die Gleichung gilt

e,
P = A'l)]_e Wi s

worin ¢y, der an dieser Stelle herrschende Wirmestrom, W, der Warmeinhalt vom Maxi-
mum bis zu dieser Stelle bedeutet, so muB sie auch gelten an der Grenze zwischen Wand
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und Kern; und es folgt notwendig, dal der Warmeinhalt von der Grenze bis zum Maxi-
mum im homogen gedachten Wandmaterial gleich dem des Kerns sein muB.

Werden dieselben Uberlegungen fiir eine Wand aus verschiedenen Schichten be-
stehend durchgefiihrt, so folgt:

Satz 2: Besteht ein System aus Schichten von verschiedenem Ma-
terial, so mufl diertickwédrtige Verlingerung (entgegen der Strémungs-
richtung) einer jeden Kurve, welche einen Zustand freier Stré6mung in
einer Schicht darstellt, bis zu ihrem Scheitel im homogen gedachten
Material dieser Schicht die Summe der Wiarmeinhalte der hinterihr
liegenden Schichten fassen.

d) Endgiiltige Fassung der Anndherungsgleichungen.

GemiB GI. (15) kann nun Gl. (12), welche die Auskiihlung aus dem stationdren Zu-

stand bestimmt, geschrieben werden
Qir

O = Oe e, (18)

Bedenkt man, daB die Linie freier Stromung ;. die Linie des stationdren Zustandes

an der AuBenfliche des Systems tangiert, so folgt ¢;, = ¢ Wi, ist der Warmeinhalt im

ersten Zustand freier Stromung, also derjenige, den ein System noch hat, wenn die Um-

lagerung der Temperaturverteilung praktisch vollzogen ist. Er ist ein gewisser Teil ¢

des anfanglichen Wy;. (y wird spiater mathematisch bestimmt. Eine ausfiihrliche Zahlen-

tafel im I1. Teil des Buches bringt die w-Werte fiir alle geraden und zylindrischen Systeme.)

Es werde also gesetzt W=y Wy (19)

Damit geht GIl. (18) iiber in

st

& = e v’ (20)
worin nach GI. (13)
o= (1 =) (21)
Die Temperaturverteilung «;, ist
O = Acosmx + Bsinmx  fiir gerade Winde, (22)
g =A Jy(mr) + BYy(mr) fir zylindrische. (23)

Darin ist nach Gl. (14)

1/ crga
m= l/ g W
Die Konstanten 4 und B sind so zu bestimmen, daB #; die Linie des stationdren Zu-
standes auBen tangiert; d. h. erstens muB die Temperatur an der AuBenfliche I' = F,
(d. i. fiir gerade Winde x = ¢, wenn der Koordinatenanfang an der Innenflache gewihlt
wird, fiir zylindrische 7 =7,) gleich der im stationdren Zustand ¥, sein; zweitens muf3

e dﬁfr d'ﬂfr
das Gefalle~[3—x~]z:6 bzw. — ['dy
standes flieBt. Daraus ergeben sich die Gleichungen

] so groB sein, daB der Strom des stationdren Zu-
r="ra

Acosmd + Bsinmd = Py,
i . Wiand 25
fir ger. Winde Fo-2-m(Adsinmd — Bcosmd) = g } 25)
Wird fiir zylindrische Systeme von der Beziehung

a ay

'““]*Ogl(:niy")“: —m Jy(m7); '%(’:n—y)z_myl(m")
Gebrauch gemacht??, so ergibt sich

A]O(W”,a) + BYo(mra) = 79ast,}

fur zyl. Wind 20
urzy ande Fo-dem{AJymr,) + BY (mr)} = g . (26)
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Aus diesen Gleichungspaaren sind die Konstanten 4 und B leicht bestimmt und die
Temperaturverteilung ist festgelegt. Die Bestimmung des Wirmestromes und der Aus-
kithlwidrme zu beliebiger Zeit ist bei Kenntnis von y ohne weitere Zwischenrechnung
moglich. Fiir den Wirmestrom ergibt sich

q;
- (-t
t .

g = gue T (27)

Die Auskiihlwirme setzt sich aus zwei Gliedern zusammen: Bis zur Zeit {, hat
(1 — y) W, das System verlassen. Von da ab bis zur beliebigen Zeit ¢ nach Gl. (17)

st
stt(1 — ey ’)
Daraus folgt

ast,

Qb= Wt — yo 77}, (28)

e) Die Auskiihlgeschwindigkeit bei Auskiihlung aus dem stationéren
Zustand.

Nach den angefiihrten Gleichungen ist auBer den GréBen des stationdren Zustandes
y die einzige GroBe, welche auf die Auskiihlgeschwindigkeit einen EinfluB hat. Es sei
zunichst betrachtet, wie y vom &dulleren Warmeiiber- 5
gang und vom Kern abhingt, dann wie y die Auskiihl-
geschwindigkeit beeinfluBt.

EinfluB des duBeren Wiarmeiibergangs auf y. 7/}51:

In Abb. 7 ist eine gerade Wand ohne Kern dar-
gestellt, bei welcher ein verdnderliches Verhdltnis von (7‘3")”;t’
duBerer Wirmeiibergangszahl «, zur Leitfahigkeit 1 T=b
angenommen ist. Die Geraden geben den stationdren
Zustand an, die Kurven den ersten Zustand {freier
Stréomung. Dieser wird hier dargestellt durch Cosinus- rT=a
linien, welche die Geraden aufBlen (x¥ =¢) tangieren und,
da kein Kern angenommen wird, innen (x = 0) ihr Maxi-
mum haben. Man sieht, daB mit abnehmender Uberleit- W=y W,

fr st
groBe (%‘4 = 'ta)y) gréBer wird. v ist ja gegeben durch
das Verhiltnis der Flichen unter den Cosinuslinien zu
denen unter den zugehorigen Geraden. Fiir z=0 (d.h. FT=e0
A = oo) ist ¥ =1. Dann liegt der oben besprochene Fall 0 >
der Auskiihlung eines Kerns vor; der kleinste Wert von < 6 —>

y fiir gerade Wénde tritt fiir 7, = oo auf und betrdgt  Abb.7. EinfluB von « auf y.
0,81 (sieche Abb. 3). Fiir einen Vollzylinder, in dem

der stationire Zustand durch eine Wirmequelle von unendlicher Temperatur in der
Achse hergestellt gedacht ist, bei einer duBeren UberleitgroBe z, = oo (siehe Abb. 4)
ist 9y =0,69. Das ist der kleinste Betrag von v, der fiir gerade und zylindrische Wénde
auftreten kann.

EinfluB des Kerns auf y.
Der EinfluB des Kerns ist leicht zu iibersehen. Ist der Warmeinhalt des Kerns so
groB im Verhiltnis zu dem der Wand, daf letzterer vernachlissigbar klein ist, so ist
yw =1 [siehe Gl (8a)]. Dann kiihlt das System von Anfang an in freier Strémung aus.

Ist der Wirmeinhalt des Kerns gegeniiber dem der Wand vernachldssigbar klein, so ist
y nur durch die duBere UberleitgréBe 7, bestimmt.
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EinfluB von y auf die Auskiithlgeschwindigkeit.
Ist y kleiner als 1 — und nach obigem kann es nur zwischen 0,69 und 1 liegen —,
so heiBt dies, daB eine gewisse Zeit #,= (1 — ) % notig ist, bis die Umlagerung der Tem-

peraturverteilung aus der des stationdren Zustandes in die des ersten Zustandes freier
Strémung vollzogen ist. Dann erst kijhlt der Rest in freier Strémung aus. Wihrend der
Zeit ¢, bleibt an der AuBenfliche die Stirke des stationiren Stromes erhalten; je kleiner
also y, desto langer bleibt sie erhalten; linger natiirlich nur in bezug auf die gesamte
Dauer der Auskiihlung.
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Es treten ja in allen diesen Rechnungen nur VerhéltnisgroBen auf +, o i?/tj usw
8

Daher durchlaufen alle Systeme von anfinglich gleicher Warmeverteilung die gleichen
Stadien, nur in anderen Zeiten. Man kann, wie dies bei allen Vorgingen iiblich ist, bei
denen die Verminderung einer GroBe der GroBe selbst proportional ist (wie bei dem
Zerfall radioaktiver Stoffe usw.), ein MaB wie Halbwertzeit, Viertelwertzeit usw. ein-

t

fithren. Dieses MaB ist hier die relative oder prozentuale Auskiihlung W&l , das Verhéltnis

der ausgeflossenen Wirme zum anfinglichen Warmeinhalt. Mit Einfithrung einer solchen
Zeitrechnung ist die Auskiihlung aller Systeme mit anfinglich gleicher Warmeverteilung
vollig gleich.

Um die Auskiihlgeschwindigkeiten zu vergleichen, ist in Abb. 8 das Verhiltnis des
jeweiligen Wirmestroms ¢ an der AuBenfliche eines Systems zu dem des stationdren

Zustandes ¢4, also i in Abhingigkeit von der relativen Auskiihlung ug‘)t fiir verschiedene

Systeme aufgezeichnet. Unterschieden sind sie nur durch y. Fiir =1 kiihlt ein System

von vornherein in freier Strémung aus. Dann nimmt das Verhiltnis % linear ab in bezug
8

auf WQ,% . (Das ist selbstverstindlich, da fiir halbe Auskiihlung einer stets ausgeglichenen
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Wirmemasse [Kern] auch die Temperatur auf die Hilfte der urspriinglichen gesunken

sein muB, mithin auch der Warmestrom, welcher der Temperatur proportional ist).
Ist ein System nicht im Zustand freier Strémung (y <1), so verldBt nach Annahme

der gewissermaBen ,,iiberschiissige’ Wéarmeinhalt (1 — y) W, das System mit der Stdrke

des stationidren Stromes. Das heiBt: bis zur relativen Auskiithlung VIQ/:; =1 —y muB die
9
st
Temperatu?bewegung erfolgt, linear ab. Man sieht daraus, je kleiner o ist, desto
groBer ist die Auskiihlgeschwindigkeit fiir jeden Wert der relativen Auskiihlung.

Um einen Vergleichswert fiir die Auskiihlzeiten zu geben, sind in den vier Kurven,
die die Geraden kreuzen, Zeiten dargestellt, die verschiedene Systeme nétig haben, um
einen beliebigen Betrag der relativen Auskiihlung bei gleichem g und gleichem Wy zu
erreichen. Auch dies sind keine wirklichen Zeiten, sondern nur Verhiltniswerte. Das
Verhiltnis der Ordinaten fiir einen gewissen Wert der relativen Auskiihlung gibt das
Verhiltnis der wirklichen Zeiten an.

Die erste (oberste) Kurve ist die der freien Strémung (y=1), eine reine e-Kurve
gemiB der Gleichung 0 o,

=1—e Wa .
Wst, M
<0

Die unterste gehdrt zu dem minimalen Wert ¢=0,69. Bis 37— =1—vy = 0,31 ist sie

Kennlinie =~ waagerecht verlaufen. Dann nimmt sie, da der weitere Vorgang in freier

eine Gerade, welche die e-Kurve fiir v =1 im Nullpunkt tangiert, dann eine e-Kurve
von anderem (gréBerem) Exponenten als die erste, entsprechend der Gleichung
i st Wit
I/IQ/:; =1-— we_stt{t—(l—wK}.

Um also einen gewissen Wert der relativen Auskiihlung zu erreichen, brauchen beide
Systeme verschiedene Zeiten. Um beispielsweise auf halbe Auskithlung zu kommen,
braucht dasjenige mit w=0,69 eine Zeit, die sich zu der fiir v =1 verhilt wie 5,2: 7.

Zusammenfassend ist zu sagen, dafl bei Auskithlung aus dem stationdren Zustand
Systemen von gleichem anfinglichen Warmeinhalt und gleichem anfinglichen Wérme-
strom nicht jederzeit die gleiche Wirmemenge entstrémt. Durch die Verschiedenheit
von y, welches von der anfinglichen Wéarmeverteilung im System abhdngt, kénnen
Unterschiede der relativen Auskiihlung zu bestimmter Zeit bis zu ca. 259, auftreten.

f) Mathematische Bestimmung von ¥ (zu Tafel I).

Bisher sind die Einfliisse, durch welche v bestimmt wird, qualitativ beleuchtet.
Zur Aufstellung einer Tafel, aus der y fiir alle geraden und zylindrischen Systeme abzu-
lesen ist, muB die mathematische Bestimmung durchgefithrt werden. v ist ja das ge-
wissermaBen geometrische Verhdltnis des Warmeinhaltes im ersten Zustand freier Stré-
mung, welcher durch eine die Linie des stationidren Zustandes auBen tangierende Eigen-
funktion gegeben ist, zu dem im stationdren Zustand.

Zur Aufstellung der Tafel wurde angenommen, zwischen Wand und Kern bestehe
kein Temperatursprung (a; = o0). Durch nachtrigliche Anderung einer KerngréBe wird
im folgenden der Giiltigkeitsbereich der Tafel auch auf Systeme mit endlicher innerer
Wirmeiibergangszahl ausgedehnt.

Bisher stehen zur Berechnung von vy die beiden Gl. (19) und (14) zur Verfiigung.

Wi
V=i, (19)
i, =t (14
es folgt gst

V= amiWa (29)
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Die GroBen des stationiren Zustandes gy, und W, lassen sich leicht auf allgemeine
KenngroBen zuriickfiihren.

Nennt man 7, = %i die duBere UberleitgroBe, die unbénannte Zahl 7,0 das Uber-
leitverhdltnis (8 = Wandstirke = »,— 7, fiir Hohlzylinder), so ist

fiir gerade Winde gst = a—;"—l?ksf , (30a)
o(1+2%)
fiir zylindrische Wande gy = 2a/ —~—i—7é@—1— (30b)
In-*+ - -
Vi TV,

Der Wirmeinhalt im stationiren Zustand setzt sich zusammen aus dem des Kerns (In-
dex k) und dem der Wand (ohne Index) und I48t sich darstellen durch die Gleichungen*:

fiir gerade Winde

d (7,8 + 2
Wst:chk7k79kst+Fi670kst7<zaai1); (31a)

fiir zylindrische Wénde
W = VichyiPest + A AL/ 29kst{ﬁ'( L i) - Zj (m LR %)} . (31Db)

'y A 2\, © 2 v, | 1.7,

Vi Ta¥,

VI;%; = ¢ = reziproke ZufluBgr68e, die unbenannte Zahl ¢ = rezi-

prokes ZufluBverhaltnis, worin F; die Grenzfliche zwischen Kern und Wand (F; = 2a7,;]
fir Zylinder) bedeutet, und setzt die aus den Gl. (30a) und (30b) und (31a) und (31b)
gefundenen Werte in Gl. (29) ein, so ergibt sich nach lingeren Umformungen:

Fiihrt man ein

fiir gerade Winde

1 27,0

Y= B\ —— (32a)
(m,8)? [ 2

{;6(,,15 1) s+ }

und fiir zylindrische Wénde

410 (ﬁ — 1)2
p = 7,
T (my0)? 7,5\2 Vq 4 (v, 7, 7,\2 2 (7, A
s {(ef - am e (- in el 2 (- o 50— o -}

Es bleibt die Grofle m;4 zu ermitteln.

Wie oben gesagt, wird # aus den Grenzbedingungen gefunden.

Fiihrt man als innere Grenzbedingung ein: ,,Die Wirme, welche der Kern wihrend
eines Zeitelementes abgibt, wird in unmittelbarer Nihe der Grenze in der Wand weiter-
geleitet’, so fithrt dies auf die Gleichung

[Flpon= 75" (332)

worin v = cosmx + psinmx bzw. v = J (mr) +pY (m#) ist und v die Ableitung von v
nach x bzw. 7.

Die duBere Grenzbedingung lautet allgemein: ,,Die Wirme, die an die AuBenfliche
des Systems herangeleitet wird, geht durch Warmeiibergang an die umgebende Luft
iiber*. Sie ergibt

vl
%]y = = (33b)
aus den beiden Gleichungen wird » und p gefunden.

* Siehe FuBnote S. 10.
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Fiir m ergibt sich

2 2
fiir gerade Winde  md-tgmd = 1,0 — (ijS :,(:Sa)" , (34a)

: Jolmr) + g Jo(m)
fiir zylindrische Winde Jolmra) + taolms,) _ m . (34b)

Yy (mr,) + 1, Po(mr,) ¥y (mv,) + ;;12- Wi (mr;)

Aus diesen transzendenden Gleichungen ergeben sich fiir # unendlich viele Werte, von
denen hier nur der erste gebraucht wird. 3

Aus Gl. (34a) sieht man sofort, daB 7 ¢ nur abhéngig ist von dem Uberleitverhiltnis
7,6 und dem reziproken ZufluBverhiltnis o4.

Gl. (34b) kann man leicht in eine Form bringen, in welcher nur noch die GroBen

mo, 1,0, 60, -;1 auftreten. [Die Radien 7, und 7; werden durch ihr Verhiltnis %’ und die
[

Wandstirke § = 7, — 7; bestimmt. Bei Ausfithrung der Differentiation in Gl. (34b) ist
Jomr) =—m Jy(mr), Yg(mr)=—mY,(mr)]
Da in Gl (32a) und (32b) fiir ¥ ebenfalls nur die gleichen Abhédngigkeiten auftreten,

so ist y nur abhédngig von dem Verhiltnis der Radien %, dem #uBeren Uberleitverhiltnis

7,0 = %f 0, und dem reziproken ZufluBverhiltnis 66 = ~- J;—. Diese Abhingigkeit nach

den Gl. (32a) und (32b) ist in Tafel I dargestellt.

Der besseren Ablesegenauigkeit wegen ist in Tafel I der kleinere Wert 1 — ¢ auf-
getragen. Durch entsprechende Interpolation 148t sich aus ihr y bisher fiir jede homogene
Wand mit Kern bestimmen, wenn der Temperatursprung zwischen Wand und Kern
vernachldssigbar klein ist. Die Ablesung der y-Werte ist jedoch noch leichter und viel
genauer moglich aus der ausfiihrlichen Zahlentafel im II. Teil des Buches.

1. Beispiel.

Es sollen Warmeverluste pro Meter Rohrlinge und Abkiihlung in der Ruhezeit einer
periodisch betriebenen Warmwasserleitung bestimmt werden.

Betriebszeit 14 st, Ruhezeit 10 st.

AuBenlufttemperatur 20°, Warmwassertemperatur bei Betrieb 80° (d. h. Uber-
temperatur 9, = 60°).

Der Temperatursprung zwischen Wasser und Eisen kann vernachlissigt werden.
Fiir Wasser und Eisenrohr kann die Annahme gemacht werden, daf3 die Temperatur
iiber den Querschnitt keine 6rtlichen Unterschiede aufweist, d.h. Wasser und Eisen
sind in bezug auf die Isolierung der Kern. Da die Warmekapazitit fiir Wasser (cy ~1000)
und fiir Eisen (cy ~1010) nicht sehr verschieden ist, kann fiir den Kern angenommen
werden ¢y, = 1000.

Dimensionen und Materialwerte der Isolierung:

7; = 0,05; ¥e = 0,1; A=0,1; St e 0 =7, — ;= 0,05; cy =72.

¥

Die duBere Wirmeiibergangszahl sei «, = 20, also 7, = D; = 200.

Die KenngroBen, von welchen ¢ abhingig ist, sind

¥a
£}

=2, 1, 0=10; 0&=2"107"0 4y,

LEEENZ

Man liest aus Tafel I den Wert 1 — v = 0,034 ab.
Also y = 0,966.

Esser-Krischer, Berechnung. 2
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Die GroBen des stationiren Zustandes werden nach den Gl. (30b) und (31b) be-

stimmt zu: .
Gst = 2:rz-0’1—6(i— = 50,7 kcal/mst,
In2 + 2

. 2
Wst=O,OSl-n-1OOO-60+—2n—127-60-{%—(£6+%>—@5‘(1n2+ —~+r’5)}
In2 + —
20

= 471 -+ 43,75 = 515 kcal/mlinge.

Damit kann die Auskiihlwarme fiir 10 Stunden Q° sofort berechnet werden nach Gl. (28)
50,7

R = 515{1 —0,066¢ 0:066-515 ‘10_“’)}'

worin £, nach Gl. (21) 515
2, = 0,034 - ga =0 346 st

(d. h. noch 0,346 st nach Beginn der Auskiihlung bleibt die Starke des stationiren Stromes
auBen erhalten).

Also 0 = 545.0,627 = 323 kcal/mlinge.

Die Ermittlung der Wassertemperatur nach 10stiindiger Ruhezeit erfordert die Be-
stimmung des ersten Zustandes freier Strémung in der Isolierung dy,.

Nach Gl. (23) ist Oy = A Jo(mr) + BY,(m7).

Nach Gl. (24) I
m= V0966 0,1 -515 = 8,57.

In dem Gleichungspaar (26) werden die Besselschen Funktionen [,(m7,) und
Yo (mr,) bzw. J, und Y, aus den Tabellen von Jahnke und Emde?®® eingesetzt
(mr, = 0,857).

Es ergeben sich zur Bestimmung der Konstanten 4 und B die beiden Gl. (26)

40,8247 + B-0,0440 = ot = 50— = 4,04,

2.7z1'aoca
27-0,1-8,57(4+0,3940 — B - 1,3916) = 50,7.
Es folgt: A = 8,384, B =—065,25.
Damit ist ¥ festgelegt:
P = 8,384 - Jo(mr) — 65,25 - Y(my).
Die Wassertemperatur im ersten Zustand freier Strémung ;s ist nach Annahme
gleich der Innenwandtemperatur #;; am Radius » =7;. Also mit mz; = 0,4285
Ptr = Fire = 8,384« (0,4285) — 65,25 - Y4(0,4285) = 57,75°.
Die weitere Auskiihlung erfolgt nach Gl. (20).
Also ist nach 10 st die Wassertemperatur (Ubertemperatur)

st
9= e 7 Vn

0= _ 57 75.0,373 = 21,5°.

2. Beispiel.

Fiir eine Dampfleitung von den gleichen Abmessungen und den gleichen Material-
werten sind die Auskiihlverluste nach 10stiindiger Ruhezeit zu bestimmen.

Der Wiarmeinhalt des Dampfes ist so gering, dal} er gegeniiber dem weitaus gréBeren
des Eisenrohres (1,5 mm Wandstirke) und der Isolierung vernachlissigt werden kann.
Das Eisenrohr, welches jetzt allein als Kern anzusehen ist, habe im Betriebszustand
(also zu Beginn der Auskiihlung) eine Temperatur von 200° (Ubertemperatur 9 = 180°).

2%
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Demnach ist
gst = 152,1 kcal/m, st,

W = 87(Eisenrohr) + 131 (Isolierung) = 218 kcal/m.
Die KenngréBen zur Bestimmung von v sind

_ 2.005-72-0,05
60 = (0,05 — 0,0485% 1000 — 2%

Ya
¥

Aus Tafel I findet sich

= ’ Tu6:1OJ

1—w=0,1194; =0,800.

Dann ist 1521
ow = 218(1 — 0,806e"0’806‘218(w—t")>,
__0,194-218 _
by = roX 0,278 st ,

QF = 218(1 — 0,00018) = 218 kcal.

Wihrend also die Warmwasserleitung bei 10stiindiger Ruhezeit nur eine prozentuale
Auskiihlung von ca. 639, hat, ist die Dampfleitung fast vollig ausgekiihlt. Der weitaus

iiberwiegende EinfluB liegt in dem erheblich ungiinstigeren Verhiltnis {{,Lt fiir die Dampf-
leitung. ’

Man kann annehmen, daB fiir die beiden Beispiele die Berechnung fast mathematisch
exakt ist. Bei dem ersten ist i sehr groB (0,966) und fiir p =1 sind ja die Formeln exakt
richtig. Beim zweiten ist y verhiltnismiBig klein, dafiir die relative Auskiihlung groB.
Fiir den Zeitpunkt £, darf man bei y ~ 0,8 einen Fehler fiir Q% von ca. 3 bis 4%, annehmen,
der aber bei weitergehender Auskiihlung fast véllig verschwindet.

Die folgenden Ausfithrungen werden zeigen, daB nach den Anniherungsformeln
unter Benutzung von Tafel I ebenso Systeme, bei denen der Temperatursprung zwischen
Wand und Kern nicht vernachlissigbar klein ist, berechnet werden kénnen, wie auch
solche, die aus verschiedenen Schichten bestehen. Das ist wichtig zur Berechnung der
Auskiihlung bei Anwendung von Beharrungsmassen, zur Bestimmung des Einflusses der
Anordnung von verschiedenen Isolierstoffen, der Auskiihlung von Rohrleitungen in der
Erde, der Auskiihlung von normalen Zimmern und Hiusern und fiir viele andere Fragen.

g) Weiterer Ausbau des Anndherungsverfahrens.

Bisher ist die Vorstellung des Auskiihlvorganges folgendermafBen entwickelt: Die
Temperaturbewegung breitet sich in der Wand immer weiter aus; wenn sie die ganze
Wand ergriffen hat, setzt die ,,freie’ Temperaturbewegung ein (siehe S.10ff.), deren
erster Zustand (zur Zeit £,) durch eine die Linie des stationiren Zustandes auBen tan-
gierende Eigenfunktion Av, gegeben ist. Somit beginnt die Berechnung zur Zeit £,.

Obwohl in der Praxis nur wenige Fille vorkommen, in denen die Auskiihlung fiir
kleinere Zeiten als ¢, zu bestimmen, ist es fiir die Berechnung von Systemen, welche
aus verschiedenen Schichten bestehen, notwendig, die Vorstellung der Temperatur-
bewegung bis zur Zeit ¢, auszubauen.

In Konsequenz der bisherigen Ergebnisse kann mit guter Anndherung stets an-
genommen werden: Bis zur Zeit £, ist ein Teil von der Auskiihlung betroffen, der andere
nicht; die Kurven, durch welche die Temperaturverteilung in dem betroffenen Teil dar-
gestellt wird, sind Eigenfunktionen Av, welche an der Grenze zwischen betroffenem und
nichtbetroffenem Teil die Linie des stationiren Zustandes tangieren und der inneren Grenz-
bedingung geniigen*.

* Diese Annahme ist derjenigen, welche durch die Differenzenrechnung gemacht wird, sehr
ahnlich; nur werden hier statt der gebrochenen Linienziige analytische Kurven gesetzt.
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Jetzt soll gezeigt werden, daf3 die Wirkung des betroffenen Teiles der Wand auf den
nichtbetroffenen mit sehr guter Anniherung die gleiche ist wie die eines Kerns vom Wirme-
inhalt des betroffenen Teiles, und daBf die Wirkung des Kerns praktisch nur von seinem
Wirmeinhalt abhdngt, nicht von seiner Temperatur und der Wirmeiibergangszahl
zwischen Wand und Kern.

Um dies einzusehen, ist es notig, wieder auf die exakte mathematische Lésung
zuriickzugreifen und aus der Vorstellung des mathematischen Bildes die Vereinfachung
zu gewinnen. Ein dhnlicher Gedankengang wie bei der Betrachtung der Eigenschaften
freier Temperaturbewegung fithrt hier zum Ziel.

Die allgemeine Lésung & = > A4,v,e- %"t bestimmt in dem ganzen Raum von

=1

0 bis + oo im homogen gedachten Wandmaterial eine periodische oder fast periodische

Temperaturanordnung, deren Ausgleich in dem beschrinkten Intervall der Wand der
Wirkung der Grenzbedingungen gleichkommt. (Vgl. S.8.) Fiir die Zeit ¢=0 stellt sie
in diesem Intervall eine vorgeschriebene Anfangsverteilung dar — hier stets die Linie
des stationdren Zustandes. Aber wie sieht die durch die Summe bestimmte Anfangs-
verteilung auBerhalb des Intervalls aus?

Hier interessiert nur die Verteilung, welche die Wirkung des Kerns ersetzen soll,
also die stetige Verlingerung der Linie des stationdren Zustandes von der Grenze zwischen
Wand und Kern bis zum Maximum der Kurve. Denn nach S. 10 muB ein einseitig aus-
kiihlendes System (d. h. Strémung nur in einer Richtung) durch einen Kurvenabschnitt
vom Maximum an dargestellt werden. Nach dem bisherigen ist ohne weiteres einzusehen,
daB sie an der Grenze die Linie des stationdren Zustandes tangieren und bis zu ihrem
Scheitel den Wirmeinhalt des Kerns fassen muB.

Die Tatsache, daB die Gleichungen fiir die Auskiihlung eines Kerns und eine in freier
Temperaturbewegung auskiithlende Wand auf die gleiche Form gebracht werden kénnen
[sieche Gl. (8a) und (15)], legte die Vermutung nahe, es méchten diese Kurvenabschnitte,
welche die Wirkung des Kerns ersetzen sollen, nicht wesentlich abweichen von Abschnitten
von Eigenfunktionen A{cosmx -+ psinmx} bzw. A{J,(m7) + pY,(m7r)}, welche, die
Linie des stationdren Zustandes an der ZufluBstelle |

tangierend, bis zu ihrem Scheitel den Wirmeinhalt | Wand

des Kerns fassen. Durch diese drei Bedingungen (Tempe-  fangierende

ratur und Richtung an der ZufluBstelle und Integral Cosimsine

bis zum Maximum) sind die drei Konstanten 4, m, g 4najtiscn—

bestimmt. In Abb. 9 sind die kennzeichnenden Abwei- gefurdenehurve™

chungen der durch die Summe dargestellten Verlinge- Aurve freier]l

rung von der tangierenden Eigenfunktion dargestellt. Stromurg ‘i

Die Abbildung ist stark iibertrieben gezeichnet, da die ’

festgestellten Abweichungen von ca. 19, sich in diesem “

MaBstab gar nicht zur Anschauung bringen lassen. EI ) 4T
Als Beispiel ist aus verschiedenen durchgerechneten /

dasjenige angefiihrt, fiir welches sich die gréBten Fehler Abb. 9.

ergaben. (Eine gerade Wand §=0,1, 7,0=00, 1;6 =00,
Prst =100°, Vicry=100, 66=0,1, ¢;=1000, Wy =10000.) Dafiir fand sich nach der
analytischen Methode fiir das Maximum der durch die Summe dargestellten Kurve
Pmax = 328°, fiir die tangierende Eigenfunktion 4 {cosm x 4 p sinm x} der maximale Wert
Imax = 332°. Fiir die Abszissen der Maxima ergab sich Xp,e= 0,505, ¥p.x=0,501. Es
kann angenommen werden, daB8 erheblich gréBere Abweichungen bei keinem System
vorkommen werden.

Nun war oben, im Anfang dieses Abschnittes, gesagt, daB ebensolche Kurven-
abschnitte in dem von der Auskiihlung betroffenen Teil angenommen werden. Aus beidem
kann dann gefolgert werden:
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Satz 3: Thermodynamisch 148t sich der von der Auskiihlung be-
troffene Teil eines Systems mit guter Anndherung durch einen Kern
von ausgeglichenem Temperaturniveau ersetzen, welcher den Warme-
inhalt des betroffenen Teiles besitzt.

Davon wird bei der Berechnung inhomogener Systeme Gebrauch gemacht.

h) Einflufl des inneren Wiarmeiibergangs.

Auch wenn innerer Wirmeiibergang vorliegt, mufl die Verlingerung der durch die
Summe 3'4,, gegebenen Kurve die Linie des stationdren Zustandes an der ZufluBstelle
tangieren und bis zu ihrem Scheitel den Wirmeinhalt des Kerns fassen.

Man sollte also vermuten, daB3, wenn der Wirmeinhalt des Kerns und der Verlauf
der Tempetaturlinie des stationidren Zustandes gleichbleiben, auch der Verlauf der durch
die Summe bestimmten Kurve nicht wesentlich von dem eben bestimmten und mithin
von der tangierenden Eigenfunktion abweichen kénne.

Zum Beweis wurde die Temperaturverteilung des stationidren Zustandes in der Wand
konstant gehalten (wie in dem eben angefiihrten Beispiel), hingegen die Kerntemperatur
Ope Und Wirmekapazitdt V,c,y, so variiert, dal der Warmeinhalt des Kerns derselbe
blieb (Wi = ViCi¥s * Pt = 10000). Dann wurde «; so bestimmt, daB «;(Fe— Pist)
= gy = 1000 blieb.

Aus der fiir 7,6 = oo geltenden Frequenzgleichung *

(m)®
- (35)

wurde m, bestimmt (von m, ist ja die Auskiihlgeschwindigkeit hauptsichlich abhéngig,
da der Zeitfaktor des ersten, weitaus gréBten Gliedes der unendlichen Reihe ¢~?™i! lautet) ;

mo-tgmo =00 —

ferner wurde das Maximum der ersten Welle x, = *_ bestimmt. In der Zahlen-
1

2m
tafel sind die Ergebnisse verglichen. In Gl. (35) ist 7,6 = 0;— .8, o6 das reziproke ZufluB3-

. . iC
verhiltnis = Vf'cyy .
kORI Zahlentafel
T — —
Pist ‘ B at ‘ Vierrk ’ ¢d & ‘ 7§ [ md \ Zmax
] |
100 100 100 | 0,1 00 00 ‘ 0,3110 | 0,505
100 ‘ 200 50 ‘ 0,2 10 | 1,0 0,3132 | 0,502
100 | 300 33,3 i 0,3 5 | 0,5 0,3145 0,500
100 | 1000 10 | 1,0 1,11 | 0,111 | 0,3155 | 0,498

Bei einer Variation der Kerntemperatur von 100° bis 1000° (x; = oo bis &;=1) wird
die fiir die Auskiihlgeschwindigkeit entscheidende GréBe m, nur um ca. 1,5% ge-
dndert **.

Man kann also praktisch den Wéirmeinhalt des Kerns auf Wandinnentemperatur
9, beziehen, indem man ihm eine solche Wirmekapazitit V¢, y; zulegt, daBl er bei ;4
den Wirmeinhalt V¢, y; 91 hat, indem man also
st
0ist
macht; fiir diesen auf Wandtemperatur reduzierten Kern ist das reziproke Zuflu3verhéltnis
Ficy+8 _ iy Fid-cy _ diu- Fidoy (36)
V;CG;C}';C st Vicevs Wit )

Vicrvi = Vicer

60 =

1
* Vgl. Recknagel: Literaturangabe Nr. 3, S. 82—385 ({72 =1, P =T, 7@ = 0).

** Man sieht auBerdem aus der Zahlentafel, daB die Abszissen %, der Maxima aller durch m,
bestimmten Kurven nur sehr wenig abweichen von dem oben angefiihrten Xoax fiir die an der Zu-
fluBstelle tangierende Eigenfunktion, welche bis #,,, den Wirmeinhalt des Kerns faBt (%, = 0, 501).
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Da hierin der Sonderfall o; == oo (d. h. ¥ = ;) enthalten ist, so kann es allgemein
als das reziproke ZufluBverhiltnis betrachtet werden. Diese Definition ist daher fiir
Tafel T gewihlt.

Eine anschauliche Deutung von 46 ergibt sich aus Gl (36). Im Zihler steht der
Wirmeinhalt einer geraden Wand von der Ausdehnung der Innenfliche, wenn die ganze
Wand auf Innentemperatur ist, im Nenner der Warmeinhalt des Kerns.

i) Berechnung inhomogener Systeme nach Tafel I

In Abb. 10 ist der stationire Zustand fiir ein System aufgezeichnet, welches aus
7 = 4 Schichten und Kern besteht.

Um die Auskiihlung eines solchen Systems zu bestimmen, ist es nétig, die Berechnung
schrittweise vorzunehmen *.

Wenn die Temperaturbewegung bis ans Ende der ersten (innersten) Schicht vor-
gedrungen ist, hat sich in dieser Schicht ein Zustand eingestellt, der mit guter Anndherung
durch eine an der duBeren Grenze der Schicht die Y
Linie des stationidren Zustandes tangierende Eigen- r
funktion dargestellt wird. Ersetzt man den Wirme-
durchgangswiderstand aller folgenden Schichten %st g9
durch eine entsprechende Wirmeiibergangszahl %

75
(le = Fqg t), so dndert dies weder etwas an dem N
1Y1s
2

)

Verlauf der Linie des stationdren Zustandes, noch , 5 035!4

an dem der tangierenden Eigenfunktion. Der Wirme- \

inhalt, den dieses erste Teilsystem noch hat (also 4 L
Kern und erste Schicht), wenn die Temperatur- < d, < d g—>
bewegung die Grenze erreicht hat, ist ,Wy;, 0 z

wobei Wy, =W+ Wiy (steht der Zahlenindex
vor st, so bedeutet dies den Wirmeinhalt einer
Schicht, nach st den eines Teilsystems). %, findet sich nach Tafel I abhdngig von

Dist « Fid16171
0,0, = W

Abb. 10.

" %
woono

Ist dieser Zustand eingetreten, so 148t sich der betroffene Teil mit dem Warmeinhalt
w1 Wy, als Kern fiir die folgende Schicht 2 betrachten (gemiB Satz 3).

Ist die Temperaturbewegung bis an die Grenze dieser Schicht gekommen, so hat das
neue Teilsystem (als Kern y, W;; und Schicht 2) noch den Warmeinhalt , W;,, wobei
Wee = w,We1 + Wy ist. y, ist abhingig von

£

&y
v, ? 726— 1 62» 0262
1 2

ﬁ;st . Flézgzﬁ
Y1 Wstl

wobei &, wiederum so bestimmt wird, daB es den Wirmedurchgangswiderstand der fol-
genden Schichten bestimmt.

So fortfahrend kommt man bis an die AuBenfliche der duBersten Schicht ». Man
findet v, abhingig von

&, \ D1t F_16,Cny
6 =_1 =__n 18 n—~1%n%n n.
, T40p T 61“ Ondn Wns Watn

VYn_1

Dann hat das ganze System noch den Wéirmeinhalt v, Wy,, wobei

Wn = Yn-1 W stn-1-+ W st

* In der Originalarbeit (S. 74 bis 82) ist der erste Zustand freier Strémung fiir ein inhomogenes
System einmal analytisch aus einer sehr komplizierten Frequenzgleichung bestimmt, ein anderes Mal
schrittweise wie hier. Die Abweichung betrug maximal 0,5 %.
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Der Unterschied zwischen diesem und dem gesamten Anfangswirmeinhalt des ganzen
Systems Wy ist mit der Stirke des stationiren Stromes ausgeflossen in der Zeit
{ = Wy — wastn
“ Qn )
Dann befindet sich das System im ersten Zustand freier Stromung, und die Auskiihl-
wirme ist ohne weiteres zu ermitteln entsprechend Gl. (28)

st
P e

. _ !
QO =Wy — Y Wsine ¥nWsin .

. Um die Temperatur an beliebiger Stelle zu beliebiger Zeit zu finden, ist es nétig,
die Linie freier Strémung zu bestimmen. Man beginnt bei der letzten Schicht #.
Dten = Ay cosm,x + B, sinm,x fir gerade Winde,
Pen = A Jo(mypr) + B, ¥, (m,r) fir zylindrische Winde.

.. Cayn Qs . ..
Dabei ist m,, = l/ —;L m %Vft , 4, und B, werden so bestimmt, da8 9, die Linie des

stationdren Zustandes in Schicht # an der AuBlenfliche tangiert.

Dann ist die Linie #,,_, in der vorletzten Schicht so zu bestimmen, daB sie an
der Grenze die gleiche Temperatur hat wie die der letzten Schicht, und ein solches Ge-
falle, daB an der Grenze in beiden Schichten der gleiche Warmestrom flieBt; also

dﬁfrn—l d'ﬁirn
ln—l[ ax ] ln[ dx ]x:Grenze.

z=Grenze

m, ., ist wiederum

So fortfahrend, eine Eigenfunktion aus der vorhergehenden bestimmend, kommt man
an die Grenze zwischen innerster Schicht und Kern. Wenn dort sprunghafter Warmeiiber-
gang vorliegt (a; = endlich), so muB3 die Kerntemperatur ,; aus dem Gefdlle an der

Grenze bestimmt werden
d O
K [ﬁkfr - ﬁfrl]Grenze = 11[ d; :

] z=Grenze

Die Auskiihlung erfolgt dann nach der Gleichung

9
’0 == ﬂfr e YnWstn

-t} ,

D. Anheizung von Winden.

Der Anheizvorgang ist insofern eine Umkehrung des bisher besprochenen Auskiihl-
vorgangs, als hier Temperaturerhéhung eintritt, wo dort Erniedrigung, und insofern, als
der Anfangszustand dort (der stationire) der Endzustand hier ist, der theoretisch nach
unendlich langer Zeit eintritt.

Was aber grundsitzlich von dem Vorgang der Auskiihlung gesagt war, {iber die Art
der Wirmebewegung, das gilt hier in genau der gleichen Weise. Die Warmebewegung
nimmt dort, wo die Bedingungen eines Systems gedndert werden, ihren Anfang und breitet
sich erst mit der Zeit iiber das ganze System aus. Wenn das ganze System betroffen ist,
tritt eine wesentliche Anderung des Charakters der Kurven, durch die der jeweilige Zu-
stand der Wiarmebewegung dargestellt wird, nicht mehr ein.

Mathematisch beschrieben ist der Vorgang durch die Gl. (3 a) und (3 b); da nach unend-
licher Zeit der stationdre Zustand erreicht sein muBl und fiir = oo die unendliche Summe

verschwindet, so bestimmt man leicht
bx + ¢ = Oy bzw. blny + ¢ = ¥y,
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worin ¢ die Linie des stationdren Zustandes bedeutet, und die Gleichungen kénnen

beide durch die Form .
D = Oy —ZlAnvne‘“mf-t (37)
—

dargestellt werden.

Auf welchem Wege der stationire Zustand ¥, erreicht wird, das hingt von der Art
der Warmezufuhr wahrend des Anheizvorganges ab (dadurch sind die Konstanten 4,m,,p,,
zu bestimmen).

Fiir die Technik sind zwei stetige Wege als Annahmen moéglich, und man wird im
Einzelfalle entscheiden miissen, welcher dem gerade vorliegenden Problem der ange-
messenere ist.

Einmal kann man annehmen, der Wirmetriger bzw. Heizkoérper habe wihrend des
ganzen Vorgangs eine konstante Temperatur; die jeweilige Heizleistung werde also durch
das verdnderliche Temperaturgefille zwischen Wirmetrdger und den wirmenehmenden
Flachen bestimmt. Diese Annahme kann meist gemacht werden, wenn an ein im normalen
Betrieb befindliches Netz ein verhdltnismiBig kleiner Strang angeschaltet wird. Da fiir
diesen Fall aber mit Tafel I nicht zu rechnen ist, soll darauf nicht niher eingegangen
werden.

Ist das aufzuheizende System aber mit einer Sonderheizung ausgestattet, so daB
man aus der Leistung der Heizung oder des Kessels bestimmen kann, welche zeitlich
konstante Warmemenge in das System geschickt wird, so ist die Berechnung mit Tafel I
moglich.,

Es ist nur nétig, eine weitere Vereinfachung zu machen. Denn auch wenn die Heiz-
leistung konstant ist, so hingt es doch noch von der Art der Heizung ab, wie sich diese
Leistung beim Anheizen verteilt.

Recknagel hat in seiner Schrift ,,Uber die Erwirmung und Abkiihlung geschlossener
Luftrdume‘*3 seine Berechnung auf eine Luftheizung angewandt unter der Voraus-
setzung, der Lufterhitzer liefere bei konstanter Leistung Luft von konstanter Temperatur.
Aber die in den Raum geschickte Luft tritt mit der verinderlichen Raumtemperatur
wieder aus. Er hat also gar keinen ,,geschlossenen’ Luftraum angenommen, sondern
den durch die Art der Heizung bedingten Luftwechsel mit in das System einbezogen.
So kommt er zu den héchst schwierigen und umstindlichen Gleichungen fiir die Be-
schreibung des Anheizvorganges, die wesentlich anders aussehen als die fiir den von ihm
behandelten Auskiihlvorgang.

Fiir ein geschlossenes System* aber sind die Gleichungen, d. h. die konstanten
Ay, my,, P, exakt dieselben fiir Anheizen und Auskiihlen. Dies ergibt sich ohne weiteres
durch Aufstellen der Grenzbedingungen. Fiir # finden sich wieder die transzendenten
Gl (34a) und (34b), und die 4, werden ebenfalls die gleichen, wenn der Auskiihlvorgang
vom stationdren Zustand nach Null hin abklingt und wenn der Anheizvorgang von Null
aus dem stationdren Zustand zustrebt**.

Infolgedessen kénnen ohne weiteres mit der gleichen Genauigkeit wie beim Aus-
kithlen analog den exakten Gl. (8b), (9b), (10b) fiir Anheizen eines Kerns die Anniherungs-
gleichungen gesetzt werden:

Fiir die Temperaturen: ast

9=y — Ope vWal ", (38)

* Fur die Technik wird es wohl stets méglich sein, den Einflul des durch die Art der Heizung
bedingten Luftwechsels durch geringe Zuschlige oder Abziige zu beriicksichtigen. Denn der weitaus
iberwiegende Einflu8 wird stets in der Erwirmung des geschlossenen Systems, d. h. Kern und Wand,
zu sehen sein,

** Es ist leicht, das Anheizen von einem anderen stationiren Zustand von niedrigerem Niveau
aus, sowie das Auskiihlen nach einem solchen hin (d. h. bei plétzlicher Verminderung der Heiz-
leistung) durch Ubereinanderlagerung zweier Vorgange auf den hier besprochenen Fall zuriickzufithren.
Fir den Anheiz- oder Auskithlvorgang wirksam ist nur der Unterschied an Warmeinhalt, Wirme-
strom und Temperatur der beiden stationiren Zustinde.



26 Die Auskiihlung gerader und zylindrischer Wande.

Fiir den nach auBen flieBenden Wirmestrom:

st
-t

g =Gqsi — gste~ v Wt (39)

Fir die bis zur Zeit ¢ in der Wand und im Kern aufgespeicherte Wirmemenge

st

Gi= Wl — e vt ), (40)
wobei gy die auf die Winde im stationiren Zustand entfallende Heizleistung ist, W,
der Wirmeinhalt in dem stationiren Zustand, welcher sich durch die Heizleistung
st in der Wand erreichen 148t. ¢ wird aus Tafel I gefunden; 9, auf genau die gleiche
Weise bestimmt wie oben (siehe S. 12 und S. 24).

A In Abb. 11 ist fiir eine gerade Wand ohne Kern
(60=o00, d. h. die ganze Heizleistung geht in die
Wand) der erste Zustand freier Strémung o, —
dargestellt, darunter spiegelbildlich die entsprechende

erste Auskiihlkurve freier Strémung ¢;,. Beide sind

5 zur Zeit ¢, angenidhert erreicht, im weiteren Verlauf

ast des Vorgangs bleibt der Charakter dieser Kurven er-

B | halten, We¥che bgim Anheizen nach dem statipnéren

= Acosmr NN ngtand hin, beim Auskiihlen nach Null hin ab-

S NS 0 klingen.

Zusammenfassung.

5 - Auf Grund der Tatsache, daB die Temperatur-

ast bewegung dort ihren Anfang nimmt, wo die Bedin-

gungen eines Systems gedndert werden, und erst

mit der Zeit das ganze System ergreift, ist ein ein-

faches Anndherungsverfahren entwickelt zur Bestim-
mung der Auskiithlung aus dem stationdren Zustand
und der Anheizung von Null aus bei Zufithrung einer
konstanten Heizleistung.

Man macht die Annahme, daB, ehe das ganze System ergriffen ist, eine scharfe Grenze
zwischen betroffenem und nichtbetroffenem Teil bestehe. Die Kurven, welche die Tem-
peraturverteilung in dem betroffenen Teil darstellen, werden als einfache Eigenfunktionen
(Sinus- und Cosinuslinien fiir gerade Winde, Besselsche Kurven fiir zylindrische) an-
genommen, welche die Linie des stationdren Zustandes an der Grenze beider Teile tan-
gieren. Wenn die Temperaturbewegung an der AuBenfliche des Systems angekommen
ist, ist eine die Linie des stationiren Zustandes auBen tangierende Eigenfunktion er-
reicht, deren Charakter sich im weiteren Verlauf des Vorgangs nicht mehr dndert; es
setzt die ,,freie’” Temperaturbewegung oder Strémung ein, bei welcher die Geschwindig-
keit des Vorgangs nur abhdngig ist von Wirmestrom und Wirmeinhalt. Im Anfangs-
zustand dieser Stromung (auBen tangierende Eigenfunktion) ist der Warmestrom durch
gy bestimmt, der Warmeinhalt W, ist ein gewisser Teil v des Wirmeinhaltes im statio-
ndren Zustand (W =vywWy). Die Zeit, die bis zur Erreichung dieses Zustandes vergeht,
ist t,=(1 —v) qN: .

Damit ist durch ¢ und die GroéBen des stationdren Zustandes der Vorgang fest-
gelegt. v, ein gewissermaBen geometrisches Verhiltnis, ist mathematisch bestimmt und
aus der Tabelle des II. Teiles abzulesen fiir alle homogenen geraden und zylindrischen
Systeme mit Kern, d. h. einem Wéirmetriger von ausgeglichenem Temperaturniveau.

Besteht ein System aus Schichten von verschiedenem Material, so ist die Berechnung
schrittweise vorzunehmen auf Grund der Feststellung, daB3 die Wirkung des betroffenen
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Teiles eines Systems auf den nichtbetroffenen praktisch die gleiche ist wie die eines Kerns
von gleichem Wirmeinhalt.

Auskiihlverluste bzw. Speicherwirme beim Anheizen lassen sich mit y direkt be-
rechnen.

Die Temperaturermittlung erfordert die Bestimmung einer Eigenfunktion 4 cosm x
+ Bsinmx bzw. A J,(mr) + BY o(mr). Darin ist m durch y und die GréBen des statio-
ndren Zustandes bekannt. Die Konstanten 4 und B werden so bestimmt, daB die Eigen-
funktion die Linie des stationdren Zustandes auflen tangiert.

Der grote Fehler, der durch die Anndherungsrechnung gegeniiber der exakten ge-
macht werden kann, betrigt ca. 79, fiir die Innentemperatur, ca. 49, fiir die Warme-
menge im extremsten Fall (y = 0,69) zum Zeitpunkt #,. Nach der Zeit £, wird er rasch
kleiner, abnehmend bis Null. Abhingig ist der gréBte Fehler (zur Zeit £,) von y. Fiir
p=1 ist er Null.

Bezeichnungen und Abkiirzungen.

) 7] ° k
¥ = Temperatur ( .C). |, = spez. Gewicht (Raumgewicht) ( g:,)
%, v, 2, ¥ = Koordinaten. V — Volumen (m3) m
t = Zeit (st). keal F = Fliche (m?).
& = Wirmeiibergangszahl (m> . i &
kcal =y T
/= Wairmeleitzahl (fﬁsf)' Kkeal'
. . q = Warmestrom ( B )
0 = Wandstérke (6 = #, — #; bei Zylindern) (m). st
keal W = Wirmeinhalt (kcal).
> = Warme |{——
¢ = spez. ( kg ) A, B, C,b, = Konstanten.
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