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Vorwort zur ersten Auflage.

Die vorliegende Arbeit, welche in zwei Lieferungen erschienen
ist, von denen die erste, bis § 40 reichend, Ende Februar und. die zweite
Ende September 1889 abgeschlossen wurde, war — in beschrinkterem
Umfange und mit Hinweglassung dessen, was sonst anderwirts zu-
sammengestellt zu finden ist — urspriinglich nur fiir die Zuhorer meines
Vortrags iiber Elastizititslehre bestimmt, mit dem Ziele, ihnen die
erfahrungsméfBigen Grundlagen der technischen Elastizitéts- und Festig-
keitslehre zu bieten, ohne hierzu die fiir die Vorlesung verfiigbare Zeit
(3 Stunden im Sommersemester), welche mit Riicksicht auf die Behand-
lung der schwierigen Aufgaben dieses Gebiets an und fiir sich knapp
bemessen erscheint, in Anspruch nehmen zu miissen. Wiederholten
Anregungen schliellich Folge leistend, iibergebe ich dieselbe mit den
hierdurch bedingten Erweiterungen der Offentlichkeit.

Sie geht davon aus, da 3 es in erster Linie auf die Erkenntnis
des tatsdchlichen Verhaltens der Materialien ankommt.

In GeméiBheit dieses Standpunktes war zunéchst der unanschau-
liche Begriff des Elastizitédtsmoduls fallen zu lassen. Selbst wenn man
von der verbreiteten und angesichts des wirklichen Verhaltens der Stoffe
hochst bedenklichen Begriffsbestimmung absieht, nach der unter
Elastizitdtsmodul diejenige Kraft zu verstehen ist, welche ein Prisma
vom Querschnitte 1 um seine eigene Lénge ausdehnen wiirde, falls
dies ohne Uberschreitung der Elastizitidtsgrenze méglich
wire, so erweist sich der Umstand, daBl der als MaB der Elastizitat
fiir die Betrachtungen und Rechnungen geschaffene Elastizitdtsmodul
umgekehrt proportional der Elastizitit ist, als auBerordentlich
storend. Durch Einfiihrung des Dehnungskoeffizienten (§ 2),
dessen Grofle in geradem Verhdltnisse zur Forméinderung steht,
148t sich dieser Ubelstand auf einfache Weise beseitigen. Demgemi
sind sdmtliche Rechnungen und Erérterungen mittels des Dehnungs-
koeffizienten durchgefithrt. Die Gewinnung von Maflen fiir den Deh-
nungsrest und fiir die Federung, d. i. die eigentliche Elastizitdt zum
Unterschied von dem MaBe fir die Gesamtdehnung, ist damit
ohne weiteres gesichert.



VI Vorwort zur ersten Auflage.

An die Stelle des der Anschauung unzugénglichen Schubelastizitéts
moduls tritt der Schubkoeffizient (§ 29), dessen Bedeutung un-
mittelbar aus dem Vorgange der Schiebung folgt.

Sodann war der mit der Liéngsdehnung (Zusammendriickung)
verkniipften Querzusammenziehung (Querdehnung) (§ 1) und
deren EinfluBl (§ 7, § 9, Ziff. 1, § 14, § 20, Ziff. 2, S. 82 usw.) mehr Be-
achtung zu schenken, als dies sonst zu geschehen pflegt; zamal in
weiten Kreisen z. Z. noch die Auffassung besteht, dall die Proportio-
nalitdt zwischen Dehnungen und Spannungen innerhalb ge-
wisser Spannungsgrenzen allgemein giiltig sei, gleichgiiltig, ob
auBler der Zug- oder Druckkraft, welche in Richtung der Stabachse
wirkt, auch noch Krifte senkrecht zu letzterer tétig sind oder nicht.

Ferner muflten aus der meist ganz unbeachtet gelassenen Tat-
sache, daf} die eben erwidhnte Proportionalitét iiberhaupt nicht
fiir alle der Technik wichtigen Materialien vorhanden ist,
die notigen Folgerungen gezogen werden. Dies trifft beispielsweise zu
fiir das dem Maschinenbau unentbehrliche und daselbst so vielfach
verwendete GuBleisen, bei dem die Dehnungen rascher wachsen als die
Spannungen; fir das als Kraftiibertragungsmittel so wichtige Leder,
bei welchem das Umgekehrte stattfindet, u. s. f. (insbesondere § 2, § 20,
Ziff. 4, S. 85 u. f., § 22, Ziff. 2, § 26, S. 113, FuBlbemerkung 1, § 35 und
§ 36, § 40, §41, § 56, S. 324 u. {., § 58, S. 344, FuBBbemerkung usw.).

Was Einzelheiten anlangt, so glaubte ich Wert legen zu sollen
auf die Klarstellung von Begriffen wie Festigkeit (§ 3), Proportio-
nalitdts- und Elastizitdtsgrenze (§ 2, § 4), Knickbelastung
(§ 23), Zerknickungskoeffizient (§ 26), zuldssige Anstrengung
(§ 48, Ziff. 1), Einspannung (§ 53) usw. sowie auf die Beseitigung von
eingebiirgerten Irrtiimern. Wie oft wird beispielsweise die Berechnung
auf Schub vorgeschrieben, wo Biegung mafigebend ist (§ 40, § 52);
wie allgemein ist bei Ermittlung des Dehnungskoeffizienten (Elastizitits-
moduls) aus Biegungsversuchen der Einfluf der Schukbraft vernach-
lassigt worden (§ 22, Ziff. 1, § 52, Ziff. 2 b); wie verbreitet ist die Auf-
fassung der unbedingten Giiltigkeit der Gleichung der einfachen Zug-
und Druckfestigkeit, nach welcher es nur auf die GréBe des Querschnittes
ankommt (§ 9, § 13, § 14); wie selten wird erkannt, dafl die Druck-
festigkeit bei Materialien, wie weichem Stahl usw., die Flie- oder
Quetschgrenze ist (§ 11, SchluBl; § 27, Ziff. 1, 8. 122 u. s. £).

Die bedeutende Abhingigkeit der Biegungsfestigkeit
des GuBeisens von der Querschnittsform war so weit festzustellen,
daB sie rechnungsméfBig beriicksichtigt werden kann (§ 20, § 22, Ziff. 2).

Das immer dringender gewordene Bediirfnis, die Anstrengung
auf Drehung beanspruchter Korper von nichtkreisférmigem
Querschnitt mit mehr Sicherheit feststellen zu konnen, als dies bisher
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moglich war, verlangte eine eingehende Behandlung der hierher ge-
horigen Aufgaben (§ 32 bis § 36, § 43, § 47, § 49, § 50, § 52, FuBbe-
merkung S. 281 und 282). Dabei ergab sich die Notwendigkeit, Form-
dnderungen ins Auge zu fassen, die bisher bei Beurteilung der Material-
anstrengung ganz unbeachtet gelassen worden waren (§ 34, Ziff. 3).

Dem Umstande, dall die zuldssige Schubspannung zur zuldssigen
Normalspannung ziemlich héufig nicht in dem Verhiltnisse steht,
wie dies die Elastizitédtslehre ermittelte (Gleichung 101, 102 [§ 31,
Gleichung 5 und 6]), habe ich — wie bereits in meinen Maschinenele-
menten 1880 getan (S. 11, S. 205 u. f. daselbst) — durch Einfithrung
des Anstrengungsverhéltnisses Rechnung getragen (o, in § 48,
Ziff. 2, auch B, in § 45, Ziff. 1).

Die Auflerachtlassung der schon urspriinglich vorhandenen
Krimmung der Mittellinie bei auf Biegung beanspruchten Kérpern
erschien nicht mehr in dem Mafle zuldssig, wie dies bisher bei Berechnung
von Kettenhaken und dergleichen ziemlich allgemein iiblich war.
Wenn auch die Endergebnisse der mit Riicksicht hierauf in § 54 an-
gestellten Erorterungen nichts Neues bieten, so diirfte doch der hierbei
eingeschlagene Weg zur Gewinnung eines besseren Einblicks in die An-
strengungsverhéltnisse sowie dazu beitragen, daB mancher, welcher
bisher die urspriingliche Kriimmung nicht berticksichtigte, sie mindestens
schatzungsweise bei Wahl der zuldssigen Anstrengung in Betracht zieht.

In §60 war die Anstrengung der elliptischenPlattezu bestimmen;
auBlerdem waren bisher nicht beachtete Einfliissse festzustellen. Weiter-
gehende Ermittlungen mufiten namentlich bei den groBen Schwierig-
keiten, welche hierauf beziiglichen Versuchen begegnen, zunichst
unterbleiben.

Gern hitteich Versuche derin § 56 behandelten Art in groflerem
Umfange sowie auch solche zu § 57 durchgefiihrt. Da mir aber weder
fiir meine Lehrtéatigkeit noch fiir meine Versuchsarbeiten ein Assistent
zur Verfiigung steht, und der eigenen Arbeitskraft durch die Natur eine
Grenze gezogen ist, auch die tibrigen Mittel sehr knapp bemessen sind,
so multe wenigstens vorerst Beschrinkung geiibt werden. Dieselbe
Bemerkung hat auch Geltung fiir andere Abschnitte, insbesondere
fir § 61.

Im ganzen habe ich mich namentlich im Hinblick auf die Be-
diirfnisse der mitten in der Ausfithrung stehenden Ingenieure bestrebt,
die einzelnen Entwicklungen so viel als tunlich fiir sich
allein verstdndlich durchzufiihren und den hierzu er-
forderlichen mathematischen Apparat unter Heranziehung
von Versuchen nach Méglichkeit zu beschranken. DaB sich
auf diesem Wege Aufgaben, welche sonst trotz ihrer grolen Wichtigkeit
gar nicht oder nur ganz ausnahmsweise behandelt zu werden pflegen,



VIII Vorwort zur ersten Auflage.

recht klar und dazu fruchtbringender, als es bisher geschehen ist, er-
ortern lassen, davon diirften beispielsweise die §§ 33, 34 und 43, S. 220
u. f., sowie § 52, Ziff. 2, Zeugnis ablegen. Die Tatsache, daf die vor vier
Jahrzehnten von de Saint Venant gegebene Losung der Torsions-
aufgabe — ungeachtet ihrer wissenschaftlichen Strenge — nur ganz
vereinzelt Eingang in die technische Literatur gefunden hat, diirfte
vorzugsweise in dem Mangel an verhédltnisméBiger Einfachheit der zur
Losung fiihrenden Rechnungen begriindet sein.

Um den Umfang des Buches innerhalb einer gewissen Grenze zu
halten, wurde die zweite Lieferung etwas weniger umfassend gestaltet,
als urspriinglich geplant war, wodurch iibrigens die Anschauung iiber die
wirklichen Vorgénge, iiber das tatsichliche Verhalten des Materials eine
Beeintrachtigung nicht erfahrt. Es erschien dies um so mehr zulédssig,
als seit Abschlul der ersten Lieferung das v. Tetmajersche Werk:
»Die angewandte Elastizitdts- und Festigkeitslehre® mit
einer Fiille von Beobachtungsmaterial zur Ausgabe gelangt ist (siehe
auch des Verfassers Besprechung dieses Buches in der Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 452—455 und S. 473—479), und
iberdies die wertvollen Arbeiten von Mehrtens vorliegen. Beispiele
und Erfahrungszahlen glaubte ich ohnehin als naturgemaf in meine
Maschinenelemente gehérig dahin verweisen zu sollen.

Moge auch diese Arbeit, welche nicht mehr als ein Schritt in neuer
Richtung sein soll, zur Forderung der Technik und damit der Industrie
beitragen, indem sie die Bedeutung der Erkenntnis des tatsdchlichen
Verhaltens der Materialien klarlegt, und indem aus ihr erhellt,

dafB es nicht geniigt, von dem Satze der Proportionalitit zwischen
Dehnungen und Spannungen allein ausgehend, das ganze Gebaude der
Elastizitdt und Festigkeit auf mathematischer Grundlage aufzubauen,

daB es vielmehr fiir den Konstrukteur — namentlich wenn er
in voller Erkenntnis der wirklichen Verhéltnisse die Abmessungen
festsetzen und sich nicht in dem Geleise hergebrachter Formen halten
will — notwendig erscheint, immer und immer wieder die Voraus-
setzungen der einzelnen Gleichungen, welche er beniitzt, im Spiegel
der Erfahrungen, soweit soiche vorliegen, sich zu vergegenwirtigen
und die auf dem Wege der Uberlegung, der mathematischen Ableitung
gewonnenen Beziehungen hinsichtlich des Grades ihrer Genauigkeit
zu beurteilen, soweit dies bei dem jeweiligen Stande unserer Erkennt-
nisse tiberhaupt moglich ist,

und daB da, wo die letzteren und die Uberlegung — Aufsuchung und
Ausbildung neuer Methoden eingeschlossen — nicht ausreichen, in erster
Linie durch den Versuch Fragestellung an die Natur zu erfolgen hat.

Stuttgart, den 30. September 1889.
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Vorwort zur zweiten Auflage.

Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten — abgesehen
von der Umarbeitung des Abschnittes iiber die plattenférmigen Kérper
— in der Hauptsache durch Erginzungen, entsprechend einer Ver-
mehrung des Textes um 56 Seiten. Beschrénkung in dieser Hinsicht zu
iiben, erschien schon deshalb angezeigt, um dem Buche das Eindringen
in weitere Kreise zu sichern, wozu gehort, dafl der Preis desselben eine
gewisse Grenze nicht iiberschreitet. Hierin lag auch der Grund, der
veranlaBte, davon abzusehen, die urspriingliche Idee, eine Anzahl
von Aufgaben nebst Losungen aufzunehmen, zur Ausfithrung zu bringen.

Die Grundgedanken, welche bei Abfassung der ersten Auflage
maBgebend waren, sind die leitenden geblieben, weshalb ich in dieser
Beziehung nichts hinzuzufiigen habe. Daf die Ersetzung des Elastizitats-
moduls durch den Dehnungskoeffizienten nicht ohne Bemingelung ab-
gehen wiirde, war vorauszusehen. Demgegeniiber kann ich nur auf die
Arbeit selbst, insbesondere auf die FuBlbemerkung zu § 2, verweisen,
welche durch Ubernahme einer bereits in der zweiten Auflage meiner
Maschinenelemente gegebenen Darlegung ergénzt worden ist. Im Laufe
der Zeit wird sich von selbst entscheiden, ob die Begriffe ,,Elastizitéts-
modul‘ und ,,Schubelastizititsmodul* das Feld behaupten, oder ob
die Begriffe ,,Dehnungskoeffizient* und ,,Schubkoeffizient** an deren
Stelle treten werden.

Im ganzen hat sich die Arbeit einer so wohlwollenden Aufnahme
seitens der Fachgenossen zu erfreuen gehabt, dafl ich nicht umhin
kann, fiir die auBerordentliche Forderung, welche hierin liegt, zu danken.
Die Arbeitskraft des Einzelnen ist eine begrenzte und das Arbeitsfeld
des Maschineningenieurwesens ein so ausgedehntes, daf der einzelne
selbst nur einen kleinen Beitrag durch das in seinen Arbeiten enthaltene
Neue zu leisten vermag, infolgedessen dieses der entschiedenen Forde-
rung durch die Fachgenossen bedarf, soll der Fortschritt ein allgemeiner
und damit ein erheblicher werden.

Stuttgart, den 1. Juni 1894.
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Vorwort zur dritten Auflage.

Die dritte Auflage ist, abgesehen von einer Anzahl rechnerischer
Erginzungen, vorzugsweise durch Aufnahme von Versuchsergebnissen
und den hierzu gehoérigen Darlegungen in Zahl, Wort und Bild ergénzt
worden. Ich halte es fiir zweckméBig, den Leser geistig teilnehmen zu
lassen an den wesentlichen Einzelheiten des Versuchs und ihn auf diese
Weise zu befdhigen, sich nach Méglichkeit ein eigenes, auf die
tatsdchlichen Verhédltnisse gegriindetes Urteil zu bilden.
Dem jungen Fachgenossen kommt dabei von Anfang an zum Bewul3t-
sein, daf es sich nicht um ein Gebiet handelt, das zu einem groBen,Teil
bereits abgeschlossen ist, wie man vielfach anzunehmen pflegt, sondern
daf3 er sich auf einem Gebiet befindet, welches selbst hinsichtlich der
Feststellung seiner erfahrungsméfBigen Grundlagen noch in lebhafter
Entwicklung begriffen ist.

In dieser Richtung weiterzuschreiten, dazu veranlaBte nicht blo8
der leitende Grundgedanke des ganzen Buches (vgl. Vorwort zur ersten
Auflage), sondern auch der Umstand, daBl in mathematischer Hinsicht
ausfiihrliche und vorziigliche Werke vorliegen: die Arbeiten von Gras-
hof, Keck, Miiller - Breslau, Ritter, Weyrauch, Winkler u. a.

Eine vorurteilsfreie Uberpriifung des Standes der Elastizitits-
und Festigkeitslehre zeigt, daBl die physikalische Seite gegeniiber der
mathematischen Behandlung in gewissen Richtungen recht erheblich
zuriickgeblieben war. Damit hingt es dann auch teilweise zusammen,
daBl mancher der an und fiir sich richtigen, aber nicht auf auvsreichend
sicherer pysikalischer Grundlage ruhenden mathematischen Entwick-
lungen der Vorwurf des Zuweitgehens oder gar der Unbrauchbarkeit
gemacht werden konnte. Andererseits liel man bei der mathematischen
Bearbeitung Aufgaben von grofler praktischer Bedeutung so gut wie
unbeachtet, oder man sah bei ihrer Einkleidung in das mathematische
Gewand von Wesentlichem ab, lieB wohl auch im Laufe der Rechnung
mehr oder minder weitgehende Vernachldssigungen eintreten, ohne
dann die Ergebnisse durch den Versuch einer Priifung und nétigen-
falls einer Berichtigung zu unterziehen.

Auf diesem Boden gedieh der Satz von dem Widerspruch zwischen
Wissenschaft und Praxis. Man ibersah dabei allerdings, daf} eine Wissen-
schaft, die im Widerspruch steht mit der Wirklichkeit, d. h. mit dem,
was tatséchlich ist, oder deren Folgerungen zu solchen Widerspriichen
fihren, nicht den Anspruch machen kann, wirklich Wissenschaft zu sein,
mindestens nicht in Beziehung auf diejenigen Punkte, welche der Wirk-
lichkeit zuwiderlaufen. Wo ein Gegensatz zwischen Wissenschaft und
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Praxis in die Erscheinung tritt, da zeigt eine scharfe Untersuchung
meist sehr bald, daB entweder die Annahmen, die Grundlagen, von
denen die wissenschaftliche Betrachtung ausgegangen ist, fehlerhaft
waren, oder daf die Schluifolgerungen mit Mangeln behaftet sind.

Ich habe es mir von vornherein, d. h. mit Eintritt in die Lehrtétig-
keit im Jahre 1878, zur Aufgabe gestellt, mein bescheidenes Teil dazu
beizutragen, dafl solche Cegensitze verschwinden!). Wissenschaft
und ausfithrende Technik miissen naturgema Hand in Hand gehen.
Wo dieser Zustand nicht besteht, da muB von beiden Seiten mit Eifer
und Ausdauer daran gearbeitet werden, ihn herbeizufiilhren. Wer in
dieser Richtung kriftig strebt, wird sehr tald zu der Erkenntnis ge-
langen, daB den Ingenieurwissenschaften in erster Linie eine Sicherung
und Erweiterung ihrer erfahrungsméfBigen Grundlagen, d. h. eine be-
sondere Pflege ihrer physikalischen und chemischen Seite, nottut. Die
Mathematik wird hierbei nicht nur ein sehr oft auBerordentlich
wertvolles Hilfsmittel sein, sondern sie wird héufig das Werkzeug bilden,
ohne dessen Vorhandensein eine tiefere Erkenntnis iiberhaupt uner-
reichbar bliebe.

Die ausfithrende Technik ist nach meinen Erfahrungen immer
dankbar, wenn ihr die Wissenschaft Hilfe leistet; sie 148t sich nicht —
wie wohl zuweilen gemeint wird — durch das Schlagwort von dem
Widerspruch zwischen Theorie und Praxis abhalten, die wissenschaft-
lichen Darlegungen zu studieren und zu verwerten, vorausgesetzt, da§}
diese die Anforderung der Klarheit und geniigender Einfachheit be-
friedigen. Sie weil ihr Interesse, welches die volle Beachtung der Wissen-
schaft verlangt, wohl wahrzunehmen. Aber sehr empfindlich ist sie,
wenn ihr von wissenschaftlicher Seite Darlegungen geboten werden,
durch deren Befolgung Schaden entsteht. Bei der unmittelbaren und
oft recht weitgehenden Verantwortlichkeit, welche die ausfiihrende
Technik zu tragen hat, erscheint dies durchaus begreiflich. Jeder
Verstol3, den der Ingenieur gegen die Wirklichkeit begeht, pflegt bei der
Ausfithrung seines Werkes als Fehler an das Tageslicht zu treten
und in irgendeiner Form Strafe nach sich zu ziehen. In der hieraus
folgenden Notwendigkeit, moglichst zuverlassig zu arbeiten, liegt auch
einer der Griinde, weshalb schon seit lingerer Zeit die Technik
und ihre wissenschaftlichen Vertreter nicht blo manche in das Cebiet
der Physik und Chemie gehorige Zahl genauer festgestellt haben, als
dies von der Physik beziehurigsweise der Chemie selbst geschehen ist,
sondern dafl sie auch manches bisher iberhaupt nicht Erkannte auf-
gefunden sowie manchen ins Dunkle gehiillten Vorgang aufgeklirt und

1) Vgl. z. B. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1894, S. 1361
und- 1362; 1895, S. 1215 und 1216; 1896, S. 268 und 269; 1899, S. 1571.
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ganz wesentlich zur Entwicklung und Férderung dieser Wissenschaften
an sich beigetragen haben. Ein weiterer Grund dafiir, daB die Technik
der Wissenschaft an sich héufiger vorauseilt, als man anzunehmen
pflegt, ist dadurch gegeben, daf3 ihr Aufgaben entgegengebracht werden,
die sie losen mufl — moglichst vollkommen, namentlich auch in wirt-
schaftlicher Beziehung —, ohne sich auf wissenschaftlich Erkanntes
stiitzen zu koénnen. Die deutsche Industrie und die technischen Staats-
betriebe Deutschlands besitzen eine vergleichsweise gro8e Anzahl
von Ingenieuren, die in einer Weise streng wissenschaftlich arbeiten,
wie vielfach selbst von Vertretern der Wissenschaft nicht vermutet
wird.

Inwieweit es mir mit der Bearbeitung der dritten Auflage gelungen
ist, zur Klarstellung schwebender oder aufgeworfener Fragen (vgl. z. B.
den Inhalt von § 4 und § 5, ferner S. 116 u. f., S.192 u. f., S. 211 u. f.,
S.470 u. f., usw.) zur Vertiefung unserer Erkenntnisse auf dem Gebiet
der Elastizitat und Festigkeit beizutragen, mufl ich dem wohlwollenden
Urteil der Fachgenossen zur Entscheidung anheimstellen. Gern hitte
ich noch Weiteres aufgenommen, aber die starke Inanspruchnahme
durch die unmittelbare Berufstatigkeit, zu welcher sich z. Z. noch die
Errichtung eines Laboratoriums fiir Maschineningenieure gesellt hat,
im Zusammenhange damit, dafl das Buch schon seit lingerer Zeit ver-
griffen ist, notigten zur Beschréinkung.

Stuttgart, Anfang Januar 1898.

Vorwort zur vierten Auflage.

Die vierte Auflage wurde, abgesehen von einer grofleren Anzahl
von Ergidnzungen in allen bisher vorhandenen Abschnitten des Buches
(vgl. z. B. § 13, Ziff. 3, § 22, Ziff. 4 usw.), durch Aufnahme eines neuen
(achten) Abschnittes: ,,Allgemeine Beziehungen iiber Spannungen
und Forménderungen im Innern eines elastischen Korpers erweitert.
Hierzu veranlaBte in erster Linie der Umstand, daf ich seit Erscheinen
der dritten Auflage infolge des wachsenden Umfanges der mir sonst
obliegenden Verpflichtungen u. a. auch die Vorlesung iiber Elastizitats-
lehre abgegeben habe. In diesem Vortrag, der im Jahre 1878 an unserem
Polytechnikum mit besonderer Riicksichtnahme auf die dem Maschinen-
konstrukteur sich bietenden Aufgaben zur Einfithrung gelangte, habe
ich in den 21 Jahren, wéhrend deren ich ihn gehalten, auch das gegeben,
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was der genannte Abschnitt bietet. Die Aufnahme in das Buch ist
bisher unterblieben, weil, wie schon in dem Vorwort zur ersten Auflage
ausgesprochen, dasselbe urspriinglich nur fiir die Zuhorer dieses Vor-
trages bestimmt war.

Ich wei recht wohl, daB die Anzahl derjenigen Studierenden
und Ingenieure, welche sich mit den allgemeinen Betrachtungen iiber
den Spannungs- sowie Forméinderungszustand und insbesondere den
aus ihnen sich ergebenden Gleichungen zu beschéftigen pflegen, ver-
hiltnismaBig gering ist, und ich bin der Uberzeugung, daB dies auch
voraussichtlich so bleiben wird, ohne daBl hierin ein schwerwiegender
Nachteil fiir die Technik erblickt werden kann. Es setzt dies allerdings
voraus, daf} sich eine, wenn auch kleine, Minderzahl erfolgreich mit
Bearbeitung des hier zur Erorterung stehenden Gebietes befaBt. Der
groBen Mehrzahl der mitten in der Ausfithrung stehenden Ingenieure,
welche auf den Gebieten des wirtschaftlichen Lebens leitend oder auch
noch schopferisch tétig sein miissen, liegen andere Aufgaben ob?), und bei
der Begrenztheit der Arbeitskraft des einzelnen einerseits und angesichts
der ungeheueren Ausdehnung des Ingenieurwesens andererseits wird
die Arbeitsteilung zur Notwendigkeit.

Diese Verhaltnisse haben mich jedoch niemals abgehalten, mit
meinen Zuhorern die Betrachtungen durchzunehmen, welche zu den
allgemeinen Gleichungen der Elastizitatslehre fithren. Der zukiinftige
Ingenieur mufl — auch wenn er keine Neigung hat, an der Entwicklung
der wissenschaftlichen Grundlagen des Ingenieurwesens mitzuarbeiten —,
die allgemeinen Grundlagen der Gebiete, die er studiert, ausreichend
kennen. Im vorliegenden Sonderfalle heiflt dies, dafl ihm die allgemeinen
Gleichungen der Elastizitdtslehre, wenn sie ihm in der Literatur ent-
gegentreten, nicht fremd sein diirfen. Er soll — wenn auch nur in
beschrinktem Sinne — ein Urteil dariiber haben, wie sicher oder un-
sicher die Grundlagen sind, auf denen sich derartige Rechnungen auf-
bauen, und ob aus der einen oder anderen solcher Rechnungen ein
brauchbares Ergebnis fiir das Ingenieurwesen zu erwarten steht. Es ist
fiir den ausfithrenden Ingenieur nicht selten auBerordentlich wichtig,
ein Urteil, wenn auch nur einigermallen, dariiber zu haben, was man
iiberhaupt nicht oder doch nicht sicher weill, gegebenenfalls nicht
sicher ermitteln kann.

Auflerdem kommt in Betracht, daB eine strenge Behandlung
verschiedener, fiir die ausfithrende Technik wichtiger Aufgaben von den
allgemeinen Gleichungen der Elastizitétslehre auszugehen oder doch
auf sie zurilickzugreifen hat, wenn auch nur, um zu priifen, ob die ge-

1) Vgl. z. B. das Vorwort zur achten Auflage der Maschinenelemente des
Verfassers.
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machten Annahmen mit ihnen in Widerspruch stehen oder nicht. Es
sei hier erinnert an die Aufgaben der Drehungselastizitét, deren strenge
Losung allerdings bisher nur fiir wenige der in Betracht kommenden
Querschnitte ausreichend gelungen ist, sowie an die Aufgaben, bei
denen Normal- und Schubspannungen in den Querschnitten stabférmiger
Korper gleichzeitig auftreten, an die Aufgaben, welche plattenformige
Korper und Gefialle vielfach bieten usw.

Wenn auch manche Entwicklungen in dem bisherigen Inhalt
des Buches (Abschnitt 1 bis 7) auf die Ergebnisse des neuen achten
Abschnittes hatten gestiitzt werden konnen, so habe ich dies doch ab-
sichtlich unterlassen, weil ich es fiir den Ingenieur als wertvoll erachte,
jede Untersuchung fiir sich so weit selbstindig durchzufiihren, als es
die Verhiltnisse gestatten und als im Einzelfalle zweckmiBig erscheint,
und zweitens, weil ich der Uberzeugung bin, daB die Elastizitiat und
Festigkeit am erfolgreichsten zunéchst in der Weise studiert wird, daf3
man von den einfachen Féllen ausgeht und unter Benutzung der hierbei
gewonnenen Ergebnisse zu zusammengesetzteren fortschreitet. Ich
halte dieses Vorgehen auch dann fiir richtig, wenn der Studierende iiber
gute Kenntnisse auf dem Gebiete der hoheren Mathematik verfiigt.
Die Auffassung, daB} der wissenschaftliche Gang bei der Behandlung
der Elastizitdts- und Festigkeitslehre auch fiir den Ingenieur vom All-
gemeinen zum Besonderen zu fiihren habe, vermag ich nicht zu teilen.
Derjenige Studierende, welcher beim erstmaligen Studium des Gebietes
zunichst die seinem Verstdndnis nédher liegenden Sonderfille mit den
verschiedenen Abweichungen von den Voraussetzungen, welche die
Elastizitédtslehre bei ihren allgemeinen Entwicklungen notwendigerweise
machen muB, griindlich studiert hat und sodann fortschreitend schlief3-
lich bis zur Klarheit tiber die allgemeinen Beziehungen der Elastizitats-
lehre gelangt ist, wird bei demselben Zeitaufwand in der Regel einen
weiter- und tiefergehenden Einblick gewonnen haben als derjenige,
welcher den umgekehrten Weg eingeschlagen hat. Insbesondere wird
dies zutage treten, wenn essich um die Verwendung der Kenntnisse
auf dem Gebiete des Ingenieurwesens handelt, also um das K6nnen
gegeniiber den tausendfiltigen Aufgaben, die das Leben fortgesetzt
bietet.

Stuttgart, Anfang September 1901.
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Vorwort zur fiinften Auflage.

Die neue Auflage hat verschiedene Ergéinzungen erfahren, soz. B.
im ersten Abschnitt durch die Klarstellung, dafl im allgemeinen eine
untere und eine obere Streckgrenze zu unterscheiden ist, und daf3 diese
Spannung in erheblichem MafBle von der Querschnittsform beeinfluf3t
wird (§ 2, § 4), ferner durch die Aufnahme von Versuchsergebnissen
iiber die Anderung der Festigkeitseigenschaften von Metallen bei
hoheren Temperaturen (§ 10) usw. Allerdings konnten die Ergéinzungen
nicht in dem Umfange stattfinden, wie ich es selbst gewiinscht hatte.
Das Buch war schon seit einiger Zeit vergriffen und ich sonst recht
stark in Auspruch genommen; infolgedessen mufite Beschrinkung ge-
iibt werden.

Im tibrigen darf ich wohl auf das zu den fritheren Auflagen Gesagte
verweisen; die daselbst niedergelegten Gesichtspunkte sind auch jetzt
wieder fiir mich leitend gewesen.

Die wohlwollende Aufnahme, welche das Buch gefunden hat,
im Zusammenhange mit dem Umstande, daf ein grofler Teil dessen,
was ich in den fritheren Auflagen dargelegt habe, bereits Allgemeingut
geworden ist oder doch anregend und klarstellend gewirkt hat, liBt
mich hoffen, daf auch die neue Auflage zur Forderung der Erkenntnis
des tatsdchlichen Verhaltens der Materialien beitragen wird.

Meinem friitheren Assistenten, Herrn Ingenieur Braun, habe ich
fiir die Unterstiitzung bei der Arbeit (vgl. z. B. S. 498) bestens zu danken.

Stuttgart, den 15. Médrz 1905.

Vorwort zur sechsten Auflage.

Die neue Auflage weist in allen Hauptteilen Erginzungen auf.
Vergl. z. B. S. 53 und 54, S. 66 u. f., S. 81, S.115, S.129, S. 155 u. f.,
S.163, S. 171 u. f., S. 195 sowie S. 227 u. ., S. 255 u.f{., S. 302, S. 317
sowie S.343 und 346, S.341, S.467 u.f., S. 477 u.{., S,482, S.508 u.{.,
S. 587 u.f.,S.638; ferner Taf. I, ITT, VI, VIII, XT, X VI, X VIII und XIX.
Durch dichteren Druck wurde angestrebt, Unhandlichkeit des Buches
zu vermeiden.

Beiden Versuchen sind in der Regel diejenigen genannt, von denen
sie durchgefithrt wurden; wo das nicht geschehen ist, handelt es sich
um eigene Versuche.

Die Heranziehung eines Mitarbeiters war bei meiner groBen Inan-
spruchnahme im Interesse der Sache geboten.

Die frither ausgesprochenen Grundgedanken (vgl. Vorwort zur ersten,
dritten und vierten Auflage) sind auch jetzt wieder leitend gewesen.

Stuttgart, Ende April 1911.
C. Bach.
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Erster Abschnitt.

Die einfachen Fiille der Beanspruchung gerader
stabformiger Korper durch Normalspannungen

(Dehnungen).

Einleitung.

§ 1. Formiénderung. Spannung.

Der gerade stabformige Korper, Fig. 1, welchen wir uns als
Kreiszylinder vorstellen wollen, besitze die Lénge ! und den Durch-

messer d, also den Querschnitt f = —Z—dg. Von

seinem Material wird vorausgesetzt, dal es das Stab-
volumen stetig erfiillt und in allen Punkten, sowohl
in Richtung der Stabachse als auch senkrecht dazu,
je gleiches Verhalten zeigt. Der Korper werde jetzt —
Fig. 2 — von zwei ziehenden Kréften PP ergriffen,
welche gleichméfig tiber die beiden Endquerschnitte
verteilt angreifen, und deren Richtung mit der Stab-
achse zusammenfallt. Ihre GroBe liege unterhalb
der Grenze, bei welcher eine Aufhebung des Zu-
sammenhanges des Stabes, ein Zerreilen des letzteren,
eintreten wiirde; sie halten sich demnach an dem
Stabe das Gleichgewicht.
Unter der Einwirkung dieser Kréfte

poood oo

Fig. 1.

¢
b

. ¥ .

LY A |

Fig. 2.

a) vergroBert sich die Linge des Stabes von ! auf /;, d. h.

um l, —Il=11
und

b) vermindert sich der Durchmesser des Stabes von d auf

dy,d.-h.umd—d, = 0.

Es finden also gleichzeitig zwei Formé#dnderungen statt:
eine Ausdehnung in Richtung der Stabachse und eine Zusammen-
ziehung (Kontraktion) senkrecht zu derselben. Die letztere erweist

sich ibrigens weit kleiner als die erstere (vgl. § 7).
Bach, Elastizitit. 6. Aufl.

1



2 Einleitung.

Wirken die beiden Kridfte PP nicht ziehend, wie in Fig. 2 an-
genommen, sondern driickend auf den als kurz vorausgesetzten
Korper, wie in Fig. 3 dargestellt ist, so besteht die eintretende Form-
dnderung

a) in einer Verkiirzung der Lénge des Zylinders von [ auf

ly, also um 4 =1—1,,
und
b) in einer VergréBerung des Durchmessers des Zylinders
von d auf d,, also um 0 = d, — d.

Es findet somit gleichzeitig eine Zusammen-

% driickung in Richtung der Zylinderachse und eine
] Ausdehnung senkrecht zu derselben, eine Quer-

L e dehnung, statt.
! Der Vergleich dieser bei der Druckwirkung auf-
T t tretenden Erscheinungen mit den bei der Zugwirkung
T sich einstellenden zeigt, daf3 die Umkehrung der Kraft-
Fig. 3. richtung auch die Forménderungen umkehrt. Wird die

Richtung der ziehenden Kraft als positiv, diejenige der
driickenden Kraft als negativ bezeichnet, so hat zur Folge

+ P eine positive Ausdehnung in Richtung der Stabachse und

,, hegative . senkrecht zur .
— P eine negative Ausdehnung in Richtung der Stabachse und
,, positive . senkrecht zur -

Wir denken uns in dem Stabe, an welchem sich die Krifte PP
das Gleichgewicht halten, einen Querschnitt. Die auf beiden Seiten
desselben liegenden Stabteile werden infolge des Vorhandenseins
dieser 4uBeren Krifte mit gewissen iiber den Querschnitt verteilten
Kriften aufeinander einwirken. Diese inneren Krifte, bezogen auf
die Flicheneinheit, heilen Spannungen, und zwar Zugspannungen,
Spannungen im engeren Sinne, positive Spannungen, wenn
die duBeren Krifte ziehend wirken (Fig. 2), oder Druckspannungen,
Pressungen, negative Spannungen, wenn die duBeren Krifte
driickend tétig sind (Fig. 3).

Insoweit zum Ausdruck gebracht werden soll, dafl diese inneren
Krifte senkrecht zum Querschnitt, d. h. senkrecht zu den Flichen-
elementen, in denen sie wirken, gerichtet sind, werdensie alsNormal-
spannungen bezeichnet.

Unter den Voraussetzungen gleichmafiger Verteilung der Krafte PP
iiber die beiden Endquerschnitte des Stabes und durchaus gleichartiger
Beschaffenheit des Stabmaterials wird auch die Spannung fiir die
einzelnen Teile des in Betracht gezogenen Stabquerschnittes, d. h.
fiir die einzelnen Flichenelemente desselben, gleich gro3 sein. Be-



§ 2. Dehnung. Dehnungskoeffizient. Proportionalitétsgrenze. 3

zeichnen wir dieselbe mit ¢, so erscheint sie bestimmt durch die
Gleichung

o= — . . . . . . . . .0

Streng genommen miilte hierin f denjenigen Querschnitt be-
deuten, welchen der Stab tatséchlich besitzt, wiahrend er durch P
belastet ist. Wie wir oben (S. 1 und 2) bei b) sahen, dndert sich unter
Einwirkung der duBleren Krifte nicht blo die Lange, sondern auch der
Durchmesser des Korpers und damit auch der Querschnitt. Unter Um-
stdnden kann diese Querschnittsinderung, welche abhéngt von der ver-
héltnismaBigen GroBe der Belastung und der Art des Materials, von
Bedeutung werden. Aus diesem Grunde ist es notwendig, festzuhalten,
dafl die Gleichung 1 die Spannung ¢ bezogen auf den urspriing-
lichen Stabquerschnitt liefert, sofern, wie oben angenommen, f
den Querschnitt des unbelasteten Stabes bezeichnet.

§ 2. Dehnung. Dehnungskoeftizient.
Proportionalititsgrenze.

Die absolute GroBe A der Léngenéinderung (vgl. § 1, a) hingt
ab von der urspriinglichen Ldnge ! des Stabes. Um sich fiir Zwecke
der Rechnung von dieser Abhéngigkeit zu befreien, pflegt man die
auf die Lidngeneinheit bezogene Lingendnderung

e =— . . . . . . . . .0

anzugeben. Diese verhadltnisméaBige (spezifische) Lingenédnderung
¢ wird dann kurz mit Dehnung bezeichnet, und zwar als positive oder
negative, je nachdem es sich um Verlingerung (durch eine Zugkraft)
oder um Verkiirzung (durch eine Druckkraft) handelt.

Die Bestimmung der Dehnung durch die Gleichung 1 setzt fiir
den Fall, daf3 die urspriingliche Lédnge ! nicht eine sehr kleine GrofSe
ist, voraus: es sei die Dehnung an allen Stellen der Strecke ! gleich
grof3.

Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen der Dehnung = und
der zugehorigen Spannung ¢ (vgl. § 1) pflegt angenommen zu werden,
daB innerhalb gewisser Belastungsgrenzen Proportionalitit zwischen
ihnen bestehe, entsprechend der Gleichung

R X ) |
worin

i i .
e A 3)

1*



4 Einleitung.

eine innerhalb der erwihnten Belastungsgrenzen konstante Erfahrungs-
zahl bedeutet, nimlich diejenige Zahl, welche angibt, um welche
Strecke ein Stab von der Liange 1 bei einer Belastung gleich
der Krafteinheit (Kilogramm) auf die Fldcheneinheit (Qua-
dratzentimeter) seine Linge dndert; oder kurz: die Anderung
der Léngeneinheit, d. h. die Dehnung, fir das Kilogramm
Spannung. Diese Erfahrungszahl sei demgemifl als Dehnungs-
koeffizient bezeichnet.

Diese Begriffsbestimmung liefert die Dehnung unmittelbar als
Produkt aus Spannung und Dehnungskoeffizient, und die Anderung
der Linge des Stabes, welche urspriinglich / betrug,

L= acqll)

1) Dieser Ausdruck entspricht ganz demjenigen, welcher sich fiir die Aus-
dehnung eines Stabes durch die Warme oder auch fiir die Zusammenziehung infolge
Abkiihlung ergibt, wie folgende Betrachtung zeigt.

Ein Stab von der Lénge /5 und der Temperatur ¢; wird auf die Temperatur ¢,
gebracht. Hierbei dehnt sich derselbe aus um

@y (te— %) 1,
sofern @, den Léngenausdehnungskoeffizienten durch die Wérme, d. h. die Zu-
nahme der Léngeneinheit fiir 1° Erwidrmung bedeutet.

Ein Stab, welcher anfangs so belastet ist, daB in seinen Querschnitten die
Spannung 6, herrscht, besitzt in diesem Zustande die Lénge I 5. Durch Vermehrung
der Belastung steigt die Spannung auf o,. Hierbei dehnt sich der Stab aus um

(0, — ) la )
worin « den oben erdrterten Dehnungskoeffizienten bedeutet.

Wie ersichtlich, tritt einfach an die Stelle des Temperaturunterschiedes
te — t5 der Spannungsunterschied ¢, — g, und an die Stelle des Léngenausdehnungs-
koeffizienten durch die Wiarme der Dehnungskoeffizient. Beide Erfahrungszahlen
sind hierbei allerdings als unveridnderlich vorausgesetzt, wenigstens innerhalb
dieser Temperatur- beziehungsweise Spannungsunterschiede.

Es ist bis zum Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches in der tech-
nischen Literatur ganz allgemein iiblich gewesen, nicht mit dem Dehnungs-

1
koeffizienten @, sondern mit dem reziproken Werte desselben, d. h. mit P

zu rechnen und fiir diesen den Begriff des Elastizitdtsmoduls einzufiihren.
Derselbe ist dann erklart worden als diejenige Kraft, welche ein Prisma vom
Querschnitt 1 um seine eigene Linge ausdehnen wiirde, falls dies ohne Uber-
schreitung der Elastizitétsgrenze moglich wiire. Das liefert fiir das schmiedbare
Eisen rund 2 000 000 kg. Man hat sich also diese Kraft von zwei Millionen Kilo-
gramm auf ein schmiedeisernes Prisma von 1 gem Querschnitt wirkend vorzustellen.
In Wirklichkeit wiirde bei etwa 1500 kg schon die Proportionalitétsgrenze, inner-
halb welcher iiberhaupt die Gleichungen 2—4 fiir schmiedbares Eisen als giiltig
angenommen werden diirfen, iiberschritten und voraussichtlich bei 4000 kg der
Stab bereits zerrissen sein! Wie man sich die Zusammendriiekung eines Kdorpers
um seine ganze Lénge vorstellen soll, darf unerdrtert bleiben.

Verfasser ist der Ansicht, daB eine solche, mit dem tatséchlichen Verhalten
des Materials nicht im Einklang stehende Begriffsbestimmung hochst bedenklich



§ 2. Dehnung. Dehnungskoeffizient. Proportionalitétsgrenze. 5

sowie die Spannung als den Quotienten: Dehnung durch Dehnungs-
koeffizient, d. i.

6= — . . . . . . . . . 4

Der reziproke Wert von « wird als Elastizitdtsmodul bezeichnet.
Uber die diesem Begriff gegebene Deutung vergleiche das in der FuB-
bemerkung S. 4. u. f. Gesagte.

Die Spannung, bis zu welcher hin die Proportionalitit zwischen
Dehnungen und Spannungen als vorhanden vorausgesetzt wird, fiihrt
den Namen Proportionalitdtsgrenze. Je nachdem es sich hier-
bei um Zug- oder Druckspannungen handelt, kommt die Proportionali-

erscheint und jedenfalls nicht ohne den dringendsten Zwang oder ohne durch-
schlagende Niitzlichkeitsgriinde als zuldssig bezeichnet werden kann. Seines
Erachtens mufl der Grundbegriff der ganzen Elastizitdts- und Festigkeitslehre,
d. i. nach dem bisherigen Standpunkt dieses Teiles der Mechanik die Erfahrungs-
zahl, welche Dehnung und Spannung verbindet, so erklért werden, wie es dem
tatséchlichen Verhalten des Materials entspricht, damit dieser Grund-
begriff und mit ihm die Hauptgesetze dieses Verhaltens in Fleisch und Blut iiber-
gehen. Das ist fiir den mitten in der Ausfiihrung stehenden, zu raschen Ent-
schliissen veranlaften Techniker eine Notwendigkeit. Die Bedeutung von « als
Zunahme der Léngeneinheit fiir das Kilogramm Spannung ist eine so einfache
und natiirliche, da, wenn nicht die Macht der Gewohnheit in Betracht kéme,
es nicht erklérlich erscheinen wiirde, daB der unanschauliche Begriff des
Elastizitatsmoduls — dieses bleibt er, auch wenn andere Erklarungen als die oben
besprochene aufgestellt werden — nicht schon léngst von der gesamten technischen
Literatur iiber Bord geworfen ist. Zu einem bedeutenden Teile ist dies allerdings
seit Erscheinent der ersten Auflage dieses Buches geschehen.

Der Umstand, daf3 es an einzelnen Stellen fiir Rechnungszwecke bequemer

- 1 . . .
erscheint, an Stelle von & mit — zu rechnen, wobei iibrigens wieder die Macht
der Gewohnheit, und zwar ganzerheblich, einwirkt, berechtigt noch lange nicht dazu,

1
— zum Grundbegriff der Elastizitéts- und Festigkeitslehre zu machen, deren
o

Aufgabe doch schlieflich darin besteht, das wirkliche Verhalten des Materials
gegeniiber der Einwirkung #ulerer Kréfte klarzulegen und nicht blof der
Rechnung, sondern namentlich auch der Anschauung méglichst zu-
génglich zu machen.

Weiter kommt in Betracht, da8 die Zahl, welche Dehnungen und Span-
nungen verbindet, naturgemif ein Maf3 fiir die Forménderung des Materials
zu bilden hat, und zwar derart, daB sie, je nachgiebiger ein Stoff ist, um so gréfer

. . L. 1 .
sein mufl. Nun ist aber der Elastizitdtsmodul, d. h. — ,umgekehrtproportional
o

der GroBe der Léngensnderung, so daf einem Material, welches eine groBere
Dehnung ergibt, dessen Nachgiebigkeit also bedeutender ist, ein kleinerer Elastizi-
tdtsmodul entspricht, und umgekehrt. Dies erweist sich oft recht unbequem,
namentlich fiir den, der sich mit dem Material selbst zu beschéftigen hat.
Der Dehnungskoeffizient « dagegen steht in geradem Verhéltnisse zur Form-
énderung, ist also tatséichlieh ein direktes MaB derselben.



6 Einleitung.

tiatsgrenze gegeniiber Zug bzw. Druck in Betracht. « pflegt innerhalb
dieser beiden Spannungsgrenzen als gleichbleibend, also unabhingig
von der Gréfle und dem Vorzeichen von o vorausgesetzt zu werden.
Inwieweit diese Voraussetzungen zutreffend sind, dariiber gibt das in
§ 4 enthaltene Versuchsmaterial Auskunft. Bemerkt sei jedoch schon
hier, daB es nur eine Minderzahl von Stoffen ist, fiir welche innerhalb
gewisser Belastungsgrenzen Proportionalitit zwischen Dehnungen und
Spannungen besteht, und daf demzufolge die groe Mehrzahl der Kérper
auch keine Proportionalitdtsgrenze besitzt. Je nachdem bei der
Feststellung, ob fiir ein gegebenes Material die Proportionalitit besteht,
die gesamten oder die federnden Dehnungen (vgl. § 5) zugrunde ge-
legt werden, kann das Ergebnis verschieden ausfallen. Da die Entwick-
lungen der Elastizitidtslehre nur auf elastische Forménderungen sich zu
erstrecken pflegen, so ist es das Gegebene, die federnden Dehnungen zu-
grunde zu legen.

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes iiber das Gesetz,
nach dem sich Dehnungen und Spannungen
dndern, greifen wir zur bildlichen Darstellung.

Auf der Abszissenachse OX, welche senkrecht
angenommen sein soll, werden die Belastungen
P aufgetragen, auf der wagrechten Ordinaten-
achse OY die durch diese Belastungen veranlaf3ten
Ausdehnungen 4. Der Betrachtung werde ein
Korper aus zdhem Flulleisen zugrunde gelegt
und der Maflstab fiir die Ausdehnungen verhéltnis-
méBig sehr grof gewdhlt. Wir erhalten die in
Fig. 1 dargestellte Schaulinie OQAB. Fiir den
beliebigen Punkt @ ist 0Q, = @, die Belastung
P und 0Q, = @, Q die zugehdrige Verlingerung 4.

Wie ersichtlich verlauft die Linie bis zum
Punkte 4 als Gerade, entsprechend dem Um-
stande, dall von der Belastung P = O bis P =
04, Proportionalitit zwischen Belastungen (Spannungen) und Ver-
langerungen (Dehnungen) besteht. Bei héherer Belastung (iiber P =
0A, hinaus) beginnt die Verlingerung rascher zu wachsen: die Schau-
linie 16st sich tangential von der Geraden O @4 nach der Ordinatenachse
OY hin, den Punkt 4 als Grenze der Proportionalitit kennzeichnend.

§ 3. FlieBgrenze. Bruchbelastung. Zugfestigkeit. Quer-
schnittsverminderung. Bruchdehnung. Arbeitsvermogen.

Die-bisherigen Betrachtungen setzten stillschweigend vollkommen
clastische Forménderungen voraus, derart, dafl, wenn der Stab von



§ 3. TFlieBgrenze. Bruchbelastung. Zugfestigkeit. usw. 7

P = (g, entlastet wird, er sich um den vollen Betrag 2 = 0@,, um
den er sich gedehnt hatte, federnd verkiirzen, also seine urspriingliche
Lange | wieder annehmen wiirde. In Wirklichkeit stellen sich jedoch
aufler der federnden Dehnung auch solche Verlingerungen ein,
die nach Aufhoren der belastenden Kraft nicht wieder verschwinden
und deshalb als bleibende Dehnungen bezeichnet werden (Naheres § 4).
Diese pflegen um so groBere Bedeutung zu erlangen, je hoher die Be-
lastung gesteigert wird. Wahrend sie zu Anfang der Belastung so klein
sind, daB sie nicht festgestellt werden konnen, so daB also nur federnde
Dehnungen ermittelt werden, erreichen sie z. B. bei FluBleisen fiir starke
Belastungen Werte, welche die federnden Dehnungen weit iiberschreiten.

Um das Verhalten des FluBeisenstabes bei starker Belastung zu
verfolgen, messen wir bei fortschreitender Belastung die gesamten Ver-
lingerungen und stellen diese dar, wie in Fig. 1, § 2, geschehen, jedoch mit
weit kleinerem Maflstab der Dehnungen, und erhalten auf diesem Wege
Fig. 1 auf 8. 8. Wie ersichtlich, nehmen die gesamten Verldngerungen
des Stabes anfangs langsam zu. Die Dehnungslinie verlauft zunichst
steil und geradlinig, biegt hierauf unter etwas rascherer Zunahme der
Dehnung in leichter Kriimmung ab bis zum Punkte B, von B an ver-
lduft sie (auf eine lingere Strecke) fast parallel zur Achse der Belastungen,
wie zundchst angenommen werden moge, entsprechend einem auBer-
ordentlich starken Wachstum der Verlingerungen bei sehr geringer
Steigerung der Belastung: der Stab streckt sich. Der Eintritt des
Streckens zeigt sich beispielsweise bei den Materialpriifungsmaschinen
mit Waghebel durch Fallen desselben, bei den Maschinen mit Messung
der Belastung mittels Quecksilbersiule (Bauart Amsler-Laffon) durch
Sinken der letzteren usw. Der Stab streckt sich weiter unter einer Be-
lastung, die haufig kleiner zu sein pflegt als diejenige, bei welcher das
Strecken begann. Verfolgt man den Verlauf des Linienzuges in solchen
Fallen ndher, sozeigtsich z. B. fiir zéhes FluBeisen ein ziemlich plotzlicher
Abfall bei B und darauffolgendes langsames Ansteigen, etwa wie in
Fig. 1 durch den gestrichelten gebrochenen Linienzug BDC' angedeutet
ist. Haufig wird wiederholter Abfall und darauffolgendes Ansteigen, d. h.
mehrfaches Auf- und Niederschwanken im Verlauf der Dehnungslinie
wihrend der Streckperiode beobachtet.

Die Spannung, bei welcher dieses bedeutende Verlingern, das
Strecken oder Flieen des Materials beginnt, also die zum Punkt B ge-
hérige Spannung, wird als Streck- oder Flie Bgrenze bezeichnet.

Streckt sich der Stab weiter unter einer Belastung, die erheblich
kleiner ist als diejenige, bei welcher das Strecken begann, wie in Fig. 1
durch den gebrochenen Linienzug BDC angedeutet wird, so kann
eine obere und eine untere Streckgrenze unterschieden werden
derart, daB die obere Streckgrenze aufgefalt wird als diejenige Spannung,



8 Einleitung.

bei welcher das Strecken beginnt, und die untere Streckgrenze als der
kleinste Wert der Spannung, auf den die Belastung wahrend des Streckens
sinkt, oder als die kleinste Spannung, unter welcher das Strecken noch
vor sich geht!). (Erstmals dargelegt Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1904, S. 1040 u. f.)

Handelt es sich um Druckbelastung, so tritt an die Stelle des
Streckens des Korpers ein Zusammenquetschen desselben. Man spricht
dann von Flief3- oder Quetschgrenze und versteht darunter die-
jenige Druckspannung, bei welcher das Material verhdltnismafig rasch
nachzugeben beginnt, ohne dafl Zerstorung eintritt.

)
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Fig. 1.

Wie bereits erwahnt, besitzen nicht alle Stoffe Proportionalitéts-
grenzen. Dasselbe ist auch hinsichtlich der Streck- und Quetsch- oder
FlieBgrenze zu bemerken. In ausgeprigtem MafBle pflegt sie nur bei
wenigen Stoffen aufzutreten, so z. B. bei zihem FlufBeisen.

Die Fliegrenze und die Proportionalitdtsgrenze werden nicht
selten als nahe beieinander liegend ermittelt, so z. B. bei weichem
Stahl.

Wird die Belastung des Stabes, die wir uns im folgenden zunichst
nur als Zug vorstellen, fortgesetzt gesteigert, so findet schliefilich eine
Trennung desselben, ein Zerreiflen (Zerbrechen), statt.

1) Nach dem Eintreten der Streckgrenze lassen sich auf der vorher glatten
Staboberfliche Linien beobachten, welche gegen die Richtung der Stabachse
unter etwa 45° geneigt sind. Sie werden als Streck- oder FlieBfiguren bezeichnet.
Besa der FluBeisenstab die Walzhaut, so springt diese léngs der Linien ab.
Diese Erscheinung besitzt eine groBere Bedeutung deshalb, weil sie ermdglicht,
festzustellen, ob und unter Umsténden bei welcher Belastung in einem solchen
Stabe die Streckgrenze erreicht oder iiberschritten worden ist. Gibt man z. B. einem
Konstruktionsteil verdnderlichen Querschnitt und beobachtet, bis zu welchem
Querschnitt die Streckfiguren eintreten, so ldBt sich mit Anndherung von dem
Produkt aus der GréBe des betreffenden Querschnittes und der bekannten Span-
nung an der Streckgrenze auf die Hohe der Kraft schlieBen, welche gewirkt hat.
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Denken wir uns den in § 2 erwéhnten FluBeisenstab in eine Material-
priiffungsmaschine eingespannt, welche die Linie der Verlingerungen
selbsttitig aufzeichnet derart, daB die Belastungen die senkrechten
Abszissen bilden, wihrend dic Verlingerungen 4 die zugehérigen wag-
rechten Ordinaten liefern, und sodann die Belastung allméhlich bis
zum Zerreiflen gesteigert, so erhalten wir die SchauliniecOBDCEF in Fig. 1.

Zuverlassiger als durch eine solche mechanische Vorrichtung, die
Selbstzeichner genannt wird, 148t sich die Dehnungslinie dadurch fest-
legen, daB fiir verschiedene Belastungen die zugehorigen Verlangerungen
bestimmt und damit die erforderlichen Punkte fiir die Kurve erlangt
werden. Nach Uberschreitung der Streckgrenze verfihrt man dabei
zweckmiBig derart, daB jeweils die Belastung abgelesen wird, bei welcher
eine angenommene Verlingerung eintritt. Nach einiger Ubung a8t sich
auf diese Weise die Dehnungslinie bis in die Nahe des Bruches mit aus-
reichender Genauigkeit feststellen. Eine gewisse Unsicherheit pflegt
nur an den in Fig. 1 durch Strichelung hervorgehobenen Stellen, d. i.
auf der Strecke B C (Fig.1), und in der Nahe des Bruches zu bestehen.
Doch 148t sich der Verlauf an der zuerst bezeichneten Stelle mit aus-
reichender Genauigkeit feststellen, wenn man den Selbstzeichner ver-
wendet und fiir die in der Mitte des Stabes gelegene MeBstrecke das
soeben angegebene Verfahren benutzt. Die Dehnungslinien Fig. 13
und 14 in § 4 sind auf diese Weise gewonnen.

Von der Verlingerung 4 = OF,, welche die der Messung unter-
worfene Stabstrecke unmittelbar bei der Belastung P = E,E ergibt,
wird angenommen, daf sie sich gleichmaBig iiber die ganze Lénge dieser
Strecke verteilt.

Nachdem diese Verlingerung OE, eingetreten ist, beginnt der
Stab an einer Stelle sich einzuschniiren, also hier seinen Querschnitt
starker zu vermindern, Fig. 2 (vgl. auch Fig. 5
auf Tafel I und Fig. 18 auf Tafel ITI). Die Be-
lastung P, welche von jetzt an zu weiterer Ver-
lingerung erforderlich ist, nimmt ab, bis sich Fig. 2.
schlieflich der Stab bei 4 = OF, trennt?).

Die Belastung im Augenblicke des ZerreiBens ist F,F < E,E-

1) Es ist noch nachzuweisen, ob der GroStwert der Belastung des Stabes
genau mit dem Beginn der 6rtlichen Einschniirung zusammenfallt. Fiir die Not-
wendigkeit eines solchen Nachweises spricht die Beobachtung, daB zuweilen bei
zdhem Material, wie z. B. weichem Stahl, Bronze, Kupfer usw. die Erscheinung
mehr oder minder groBer Einschniirung an mehreren Stellen des Stabes nach-
einander auftritt; es bilden sich gewissermaf3en Knoten, bis schlieBlich der Bruch
an der zuletzt oder am stérksten eingeschniirten Stelle erfolgt. Hierbei nimmt
die Geschwindigkeit, mit welcher das Strecken erfolgt, sowie der Grad der Gleich-
artigkeit des Materials Einfluf3.
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Die groBte zur Aufhebung des Zusammenhanges des Stabes
erforderlich gewesene Kraft E,E = P,,, wird als Bruchbelastung
bezeichnet!). Die Spannung, welche dieser zum Zerreiflen notigen
Belastung entspricht, heilt Zugfestigkeit. Dieselbe ist hiernach
unter der Voraussetzung gleichméBiger Lastverteilung iiber den Quer-
schnitt
Bruchbelastung
Stabquerschnitt

.Hierbei erhebt sich die schon bei Gleichung 1, § 1 beriihrte Frage,
mit welchem Querschnitt die Bruchbelastung zu teilen ist: Soll der ur-
spriingliche Querschnitt des Stabes, oder soll derjenige Querschnitt
gewihlt werden, den der Stab in dem Augenblicke besall, in welchem
die Bruchbelastung wirkte? Streng genommen wére der letztere Quer-
schnitt in die Rechnung einzufiihren, da der Quotient durch gleich-
zeitig vorhandene GroBen gebildet werden sollte. Dieser Querschnitt
ist jedoch schwer zu ermitteln. Tatsachlich benutzt man den ersteren
Querschnitt als Nenner und erhilt in

KZ=P"“”........1)
f
die Zugfestigkeit, bezogen auf den urspriinglichen Stab-
querschnitt?).

Die iibliche Materialpriifungsmaschine mit Waghebel beispiels-
weise 1aBt den Eintritt der hochsten Belastung dadurch erkennen,
daB nach Uberschreitung derselben der Waghebel zu sinken beginnt,
je nach dem Material mehr oder minder rasch.

Der groBere Teil der Konstruktionsstoffe zeigt keine ortliche Ein-
schniirung; er liefert Schaulinien, welche Wachstum der Spannungen
bis zum ZerreiBen aufweisen. Dann fallen die Punkte £ und F (Fig. 1)
zusammen. Vgl. hieriiber z. B. § 4, Fig. 8, 19, 20 und 223).

z =

1) Liegt Veranlassung vor, diese Belastung von derjenigen im Augenblicke
des Bruches, d. h. von P = F,F zu unterscheiden, so muf} das ausdriicklich her-
vorgehoben werden. In der Regel wird nur Pmax = E,E angefiihrt und als Bruch-
belastung bezei.hnet.

%) Dieses Verfahren pflegt im Sinne des Zweckes unserer Festigkeitsrech-
nungen zu liegen, welche von dem urspriinglichen Querschnitt auszugehen oder
diesen zu ermitteln haben.

Handelt es sich um die technologische Aufgabe der Ermittelung der Material-
eigenschaften an sich, so kann die Bestimmung des Quotienten: Zugkraft dividiert
durch den kleinsten zugehorigen Stabquerschnitt, geboten erscheinen. Dabei
wird allerdings die Eigenartigkeit der Beanspruchung im kleinsten Querschnitt
im Auge zu behalten sein.

3) Die scharfe Beachtung des Vorstehenden sowie der spiteren Erdrte-
rungen iiber Festigkeit 1aBt deutlich erkennen, daf die durch den Versuch be-
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Wird der Querschnitt des Stabes an der Bruchstelle (an der Stelle

der Einschniirung, Fig. 2) mit f, bezeichnet, so findet sich in
¢v=100f—:fi........2)
/

die Verminderung des Querschnittes an der Bruchstelle in
Hundertteilen des urspriinglichen Querschnittes, die Bruchzusammen-
ziehung oder Bruchkontraktion oder kurz die Zusammenziehung,
Einschniirung oder Kontraktion genannt. Klarer und schérfer
erscheint die Bezeichnung Querschnittsverminderung des zer-
rissenen Stabes, da f, an dem zerrissenen Stabe gemessen wird.

Bezeichnet I, die Lénge, welche das urspriingliche ! lange Stab-
stiick nach dem Zerreiflen besitzt, wobei man sich vorstellt, der Bruch
erfolge in der Mitte von 1), so wird in

ly—1
l

¢ = 100 - )

die Verlingerung der der Messung unterworfenen Stabstrecke in
.Hundertteilen der urspriinglichen Lange, die Dehnung des zer-
rissenen Stabes, die Bruchdehnung oder auch kurz die Dehnung
erhalten?).

Die mechanische Arbeit, welche das Zerreilen des urspriinglich /
langen Stabes, dessen Verlingerungen der Dehnungslinic OBDCEF
zugrunde liegen, fordert, wird dargestellt durch die Grofle der Fliche
OBDCEFF,. Die mechanische Arbeit bis zum Eintritt der groBten Be-
lastung gemafl der Zugfestigkeit wird durch die Fliche OBDCEE, ge-

stimmten Zugfestigkeiten abhéngen miissen von den Umsténden, unter denen der
Versuch durchgefiihrt wurde, und von den Voraussetzungen, welche bei der Er-
mittlung gemacht worden sind. Dasselbe gilt auch fiir die spiter zu erdrternde
Druckfestigkeit. Es gibt keine tatsichlich bestimmte Zug - oder Druck -
festigkeit, welche als vollstdndig losgelést von diesen Umstédnden
und Voraussetzungen angesehen werden darf.

Ganz allgemein empfiehlt es sich, folgenden vom Verfasser bereits friiher
an anderer Stelle (Zeitschr. des Vereins deutscher Ingenieure 1895, S. 417, S. 489
FuBbemerkung) ausgesprochenen Satz im Auge zu behalten, wenn es sich um
Ubertragung von Versuchsergebnissen auf Ausfiithrungen handelt: Die Versuche
sind in der Regel unter solchen Verh#dltnissen anzustellen, wie sie
bei den wichtigeren technischen Anwendungen vorzuliegen pflegen,
so dafl die ermittelten Erfahrungszahlen auf diese mit ausreichender
Sicherheit libertragen werden kénnen.

1) Uber das Vorgehen, wenn dieses nicht der Fall ist, vgl. FuBBbemerkung
S. 115 und 116.

?) Da ! nach dem ZerreiBen des Stabes gemessen wird, so enthélt es nur
die bleibende Verldngerung in sich, wird also um die federnde Verkiirzung kleiner
sein miissen als die Verléngerung, welche die Dehnungslinie Fig. 1, giiltig fiir dic
gesamten Verlangerungen, liefert.
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messen. Nach Aufnahme dieser Arbeit ist dic der Zugfestigkeit ent-
sprechende Widerstardsfahigkeit des Stabes erschopft; demn nach
Uberschreitung des Punktes E sinkt die Widerstandsfihigkeit, der Stab
schniirt sich ein, und die mechanische Arbeit, wie sie durch die Fliche
EFF,E, bestimmt erscheint, wird in der Hauptsache auf die ortliche
Forménderung an der Einschniirungsstelle verwendet, also vorzugs-
weise nur von demjenigen Material verbraucht, welches an der sich
zusammenziehenden Stelle vorhanden ist!). Die mechanische Arbeit,
welche die Dehnung des zylindrischen Stabes bis zum Eintritt der Bruch-
belastung P,,,, fir die Kubikeinheit der urspriinglichen Stabmasse
fordert, wird als Arbeitsvermoégen des Materials bezeichnet. Seine
GroBe ergibt sich zu

Fliche OBDCEE,
i '

Kilogrammeter fir das Kubikzentimeter Material, sofern die Be-
lastungen P in kg, die Verlingerungen 2 in m aufgetragen, der Quer-
schnitt f in gem und die Stablinge ! in cm eingefiihrt werden.

Angaben von Zahlenwerten fiir Zugfestigkeit, Querschnittsver-
minderung, Bruchdehnung, Arbeitsvermogen usw., welche die fiir den
Konstrukteur vorzugsweise in Betracht kommenden Materialien liefern,
finden sich auBler in § 4 in des Verfassers Maschinenelementen im ersten
Abschnitt unter ,,E. Koeffizienten der Elastizitit und Festigkeit‘
(10. Aufl., S. 53 bis 122).

A= 4)

§ 4. Lingeniinderungen verschiedener Stoffe.
Gesamte, bleibende und federnde L#ingeniinderungen.
Elastizitiitsgrenze.

1. Versuche mit GuBeisen.
GuBeisenkorper 1. (1895.)
(Druck.)

Wir nehmen einen aus zihem, grauem GuBeisen, wie es zu Ma-
schinenteilen Verwendung findet, hergestellten sowie abgedrehten
Zylinder und unterwerfen ihn in einer senkrechten Priifungsmaschine
der Druckyprobe.

Die vorher stattgehabte Messung ergibt:

Durchmesser des Zylinders . . . . . . . . . . .d= 800 cm

—
T

Querschnitt N 1 82 = 50,27 qem

1) Von dem Ausnahmefall, da3 sich der Stab an mehreren Stellen nachein-
ander einschniirt, darf hier abgesehen werden.
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Linge 62,15 cm
Linge der mittleren Strecke, fiir welche die Zu-
sammendriickung bestimmt werden soll, d. i. die
MeBlinge . . . . . . . ... .. .. ...l = 5000 cm?

Temperatur unverdnderlich 16,3° C.

Belastung in kg Linge der Zusammendriickungen in /55 cm
P - P Stabstrecke in gesamte | bleibende | federnde
/ em A v A— 2
1 2 3 4 5 6
0 0 l — — —
13,86
9 | —— 13,86
10 000 198, 1200 3,
0,75
| —— 0,75 13,11
0 0 1200 7 ’
13,94
— 0.
10 000 1989 l 1200 13,94
0,89
I ——= 9 13,05
0 0 1200 05 ’
14,00
10 000 198,9 l— 1200 14,00
1,00
0 0 I — 1200 1,00 13,00
14,03
= 3
10 000 198,9 l 1200 14,0
1,04
l——2— 2,99
0 0 1200 1,04 12,
14,03
1 198,9 | — == 1
0000 s 1200 4,03
1,04
— 2 1 2,99
0 0 1200 ,04 12,
|

1) Die MeBlédnge ist mindestens um einen Betrag etwa gleich d kleiner zu
wihlen als die Stablinge, um die UnregelmiBigkeiten auszuscheiden, welche in
der Niéhe der Druckflichen auftreten (vgl. §13, §14).
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Der neue, noch keiner Belastung unterworfen gewesene Zylinder
wird abwechselnd in Zeitraumen von 1,5 Minuten zunichst mit der
Kraft P = 10 000 kg belastet und bis auf P = 0 entlastet!). Hierbei
ergeben sich aus den Beobachtungen die vorstehend zusammenge-
stellten Zahlen.

Wie hieraus ersichtlich, erfahrt der Zylinder durch die erst-
malige Belastung mit P = 10000 kg auf die Erstreckung von

50 cm eine Zusammendriickung von 4 = —11?;’% cm. Nach der
hieran sich schlieBenden Entlastung zeigt sich noch eine Verkiirzung
; 0,75 . . . .
um A = To00 °™ Der Zylinder hat also infolge der einmaligen

Belastung eine bleibende Zusammendriickung um diesen Betrag
erlitten. Die sich wieder verlierende, d. h. federnde Zu-
13,86 — 0,75 13,11

1200 ~ 1200 ™
Die erste Wiederholung des Belastungswechsels mit P =

sammendriickung betrédgt hiernach

10 000 kg ergibt die gesamte Zusammendriickung zu 1 2’0 o ™ die
: ) . 13,94 — 0,89
bleibende zu 1200 ™ und die federnde zu 1200 ==

13,05

1200 cm. Hiernach ist gewachsen:

13,04 — 13,86 0,08

die gesamte Zusammendriickung um 1900 = Too0 o™
. 089—075 0,14
» bleibende ’ ” 1200 = 7900 "
dagegen hat abgenommen:
. . 13,11 — 13,05 0,06
die federnde Zusammendriickung um 1200 = 1200 cm.

Die fernere Wiederholung des Wechsels zwischen Belastung
mit P = 10000 kg und Entlastung fiihrt schlieBlich zu dem Ergebnis,
daB sich nach viermaliger Belastung und Entlastung die gesamten

1) Eine vollstindige Entlastung des in der Priifungsmaschine senkrecht
stehenden Zylinders ist, streng genommen, nicht moéglich, da er durch das eigene
Gewicht sowie durch das in Betracht kommende Gewicht der MefBvorrichtung
belastet wird. Diese Belastung betriagt im vorliegenden Falle fiir den mittleren,
d. h. in der halben Hohe liegenden Querschnitt rund 17 kg, entsprechend

17
50,2
wird sie Beriicksichtigung erfahren.

7= 0,34 kg/qem.  Sie wurde hier vernachldssigt; bei spiteren Versuchen
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bleibenden und federnden Zusammendriickungen nicht mehr oder —
mit Riicksicht auf den Genauigkeitsgrad unserer Messungen — doch
nur noch unerheblich andern. Thre Endwerte betragen

., 12,99

_ 1408 m Vo= 104 cm h— N = m
= 200 ™ 4 T 200 M 4T T 1900 ™

Wir unterwerfen jetzt den Zylinder einem Belastungswechsel
zwischen P = 20 000 kg, entsprechend

P 20000
und P = 0 mit dem Erfolg, daB der erste Wechsel
3042 o _ 3,06 oy 2136
= 1200 ™7 T 1200 M T4 T 1g00 M
ergibt, und dal} der elfte Wechsel zu den Endwerten
_s0 395 2125
= 1200 ™ 7T 1200 ™0 = 1200 ™

fithrt. Die Temperatur im Versuchsraum steigt wahrend des 12 maligen
Belastungswechsels von 16,3 auf 16,4° C, also um /,,° C.
Der Belastungswechsel zwischen P = 30000 kg, entsprechend

30000
T 50,27

= 596,8 kg/qecm

und P = 0 liefert zu Anfang die Zahlen

_ 4866 618 . 4248
= 200 7 T 1200 M ST T 1200 MM

nach zwolfmaliger Wiederholung, welche noch immer eine geringe
Neigung zum Wachsen der gesamten Zusammendriickungen erkennen
1aBt, die Werte

_dep0 o Tde 4201
= 71200 ™7 T 1200 M P T 1200 T

Die Temperatur bleibt wahrend des ganzen Versuchs unveranderlich
16,4° C.

Aus dem Vorstehenden erkennen wir folgendes.

Es sind dreierlei Lingeninderungen zu unterscheiden: die ge-
samte, die bleibende und die federnde Lingenéinderung.

Werden fiir den untersuchten GuBeisenzylinder die Endwerte ins
Auge gefallt, so betriigt die bleibende Lingenéinderung



16 Einleitung.
. 1,04
bei ¢ = 198,9 kg/qem 1203 100 = 7,49, der Gesamtlangenéinderung
3,95
—— 100 = 12,7 ,, ,,

o= 397,9
” ’ 9
31,20
7,49
» o= 596>8 2 49’50 100 == 15,1 2 b2 2
Clchoe der Busammendriichungen 0
i
y |
Y i
/ |
Y 1
p |
/ 1
!
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/ 1
// .'
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7
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Fig. 1.

Je groBler die Belastung des Stabes, um so bedeutender fillt die
bleibende Lingendnderung aus; sie beginnt bei dem untersuchten
Gufleisen schon fiir sehr kleine Belastungen.

‘Die federnden Liangendnderungen bleiben um so mehr hinter

den gesamten zuriick, je stirker der Korper belastet wird. Wir sehen,

daB die Anderungen, welche die Zylinderlinge infolge der Belastung
erfahren hat, um so vollstindiger verschwinden, je weniger grof3 sie

waren.
duBerer Krifte eine Anderung seiner Gestalt zu erfahren und mit dem

Aufhoren dieser Einwirkung die erlittene Forménderung mehr oder
minder vollstindig wieder zu verlieren. Insoweit er die erlittene Form-

Jedem Korper wohnt die Eigenschaft inne, unter der Einwirkung
inderung wieder verliert, d. h. zuriickfedert, wird er als elastisch
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bezeichnet. Ist die Riickkehr in die urspriingliche Form eine voll-
sténdige, so spricht man von,,vollkommen elastisch®. Beiden vor-
stehend besprochenen Versuchen ist die federnde Léngenénderung die-
jenige, welche hiernach als die elastische gelten kann.

Stellen wir die fiir den untersuchten Gulleisenzylinder gewonnenen
Ergebnisse in Fig. 1, S. 16, bildlich dar derart, dafl zu den Belastungen
oder Spannungen als senkrechten Abszissen (nach abwirts gehend, da
es sich um Druckspannungen handelt) die jeweils erhaltenen Endwerte
der Zusammendriickungen als wagrechte Ordinaten aufgetragen werden,
so erhalten wir den strichpunktierten (——-— ) Linienzug als Linie
der gesamten Zusammendriickungen, den gestrichelten (— — — —)
als Linie der bleibenden und den ausgezogenen als Linie der
federnden Zusammendriickungen. Deutlich erhellt aus dieser Dar-
stellung, daf3 die Zusammendriickungen, sowohldie gesamten als auch die
federnden — jedenfalls innerhalb der Spannungsgrenze, bis zu welcher
sich die Untersuchung erstreckt hat — stérker wachsen als die Be-
lastungen, dafl also bei dem untersuchten GuBeisen Proportionalitit
zwischen beiden nicht besteht. Ebenso scharf zeigt dies die folgende Zu-
sammenstellung, welche in den Spalten 3, 5 und 7 die Unterschiede
der Zusammendriickungen fiir das Fortschreiten der Belastung um je
10 000 kg angibt.

Zusammendriickungen auf 50 cm in 1/;,, cm
Belastungsstufe .
gesamte bleibende federnde
kg/qem
Unter- Unter- Unter-
schied schied schied
1 2 3 4 5 6 7
0 0
0 und 198,9 | 14,03 14,03 1?)4 Lo4 12099 12,99
0 " 397’9 31’20 AT 3’95 291 2 ’25 14,26
? ’ ’ 18,30 ’ 3,54 7 14,76
0 , 596,8 49,50 7,49 42,01

Berechnet man den durch Gleichung 3, § 2 bestimmten Dehnungs-
koeffizienten « unter Zugrundelegung der federnden Zusammen-
driickungen?) fiir die erste Belastungsstufe, so findet sich:

1) Sofern im spéteren nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt wird,
sollen der Bestimmung des Zusammenhanges zwischen Dehnungen und Spannungen
immer die federnden (elastischen) Dehnungen zugrunde gelegt werden.

In Sonderfillen kann Veranlassung vorliegen, neben dem so bestimmten
Dehnungskoeffizienten auch noch denjenigen fiir die gesamten Dehnungen oder
die Dehnungsreste zu verwenden; dann wird allerdings eine Unterscheidung not-

Bach, Elastizitat. 6. Aufl. 2
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fiir die Belastungsstufe 0 und 10 000 kg
12,99 1 1

o = ==

1200.50 10000:50,27 919000 °

fiir die Belastungsstufe 0 und 20 000 kg
27,25 1 1

1200.50 20000:50,27 876000 °

fiir die Belastungsstufe 0 und 30 000 kg
42,01 1 1

= ~ 1
1200 .50 30000 : 50,27 852000 ),

d. i. ausgesprochen wachsend mit hoher liegender Spannungsstufe,
d. h. mit zunehmender Spannung.

Hiernach ist festzustellen, dafl durch Gleichung 2, § 2, d. h. durch
¢ =uo, worin ¢ als Konstante gilt, der Zusammenhang zwischen
den Dehnungen ¢ und den Spannungen o fiir das untersuchte Material
nicht zum Ausdruck gebracht wird.

wendig: etwa Dehnungskoeffizient der Federungen, Dehnungskoeffizient der ge-
samten Dehnungen und Dehnungskoeffizient der Dehnungsreste oder der bleibenden
Dehnungen. Der Begriff Elastizitdtsmodul wiirde fiir diese Unterscheidung
nicht wohl verwendet werden konnen.

Dabei ist im Auge zu behalten, daf3 die Entwicklungen der Elastizitatslehre
nur elastische Forménderungen vorauszusetzen pflegen, von denen iiberdies ange-
nommen wird, da@ sie bei Wiederholung der Belastung die gleiche Grée behalten.

1) Wie ersichtlich, lduft dieses Verfahren darauf hinaus, da die Kurven
der Dehnungen O P, P, P,, Fig.2, fiir diese Belastungsstufe durch-die gerade Strecke
(Sehne) OP, ersetzt wird. Der so ermittelte Dehnungskoeffizient

pe S
O3
ist dann gleich der Tangente des Winkels, unter welchem die betreffende Sehne
gegen die g-Achse geneigt erscheint, wihrend der richtige Wert fiir P, der Dehnungs-
kurve die Neigung der Tangente an dieselbe sein wird, d. h.

de
do

Um eine bessere Anniherung zu erhalten, kann man auch so vorgehen, dal
die Kurve OP,P,P, durch gerade Strecken ersetzt wird, welche Sehnen derselben

bilden. Beispielsweise fiir die Stufe der Spannngen 6, und ,, denen die Dehnungen
¢, und &, entsprechen.

o =

2 %1
Oy — 0y

0 =

Je kleiner man die Strecken, d.h. je niedriger man die Hohe der betreffenden
Spannungsstufe wiihlt, um so genauer erhélt man « fiirdiese Strecke. Im Grenzfall
de

ird ¢ = ——.
wird « o
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Legt man das allgemeinere Gesetz (vgl. S. 92 u. {.)

g = aqom

zugrunde und wahlt man fir das gepriifte GuBleisen

1

e ———— — 1
* 1320000 ° ™ 0685,
setzt also
A S 51,0685
1320000

so zeigt folgende Zusammenstellung:

Spannungsstufe Federung auf 50 cm in 1/;59, cm
in kg/qem beobachtet berec}érll‘e;nach

0 und 1989 12,99 12,99

0o , 3979 27,25 27,25

0, 5968 42,01 42,03

19

1)

cine sehr gute Ubereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde,
und dem, was die Rechnung liefert.

Im Falle von vornherein keine ausreichende Sicherheit dafiir besteht,
daf3 die Dehnungskurve OP,P,P; unabhéingig von der Art der Versuchsdurch-
fithrung erhalten wird (Belastungswechsel zwischen O und P;, O und P,, O und P,

I3
T T —
| ! L
| : 51 ///
|
h I ey
| | gy
| s1 4
! «l i
I “ ST
| [ (]
| I
wl }// ///
w
| Y
\ 71
l ,/ P
___________ ?,
/ 2
! e
L
/ V.
! Y4
H 7 4
i/
I /
_____________________ 6
9 3
% ©
Fig. 2.

oder zwischen O und P,, P, und P,, P, und P,), so empfiehlt sich, die Berechnung
des Dehnungskoeffizienten der Versuchsdurchfiihrung entsprechend vorzunehmen
(vgl. in bezug hierauf 8. 22 und 23, sowie Fulbemerkung S. 98 und 99). Um
die Kriimmung der Dehnungslinie deutlicher hervortreten zu lassen, wird trotzdem

hiufig anders verfahren.

Q%
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Die Linie der bleibenden Zusammendriickungen in Fig. 1
16st sich schon bei kleinen Spannungen von der senkrechten Abszissen-
achse, um sich nach der Achse der Zusammendriickungen zu kriimmen.
Das vorliegende GuBeisen, in dem Zustande, in welchem es sich be-
findet, erweist sich demnach selbst fiir diese kleinen Spannungen nicht
als vollkommen elastisch.

Die Linie der bleibenden Zusammendriickungen kann insofern
von praktischer Wichtigkeit erscheinen, als sie Auskunft dariiber
gibt, welche bleibende Zusammendriickung bei einer bestimmten
Inanspruchnahme des Korpers zu erwarten ist. Zu diesem Zwecke
lieBe sich in ganz gleicher Weise, wie dies oben fiir die federnden Zu-
sammendriickungen durch Gleichung 2 geschehen ist, eine Beziehung
zwischen Spannung und bleibender Zusammendriickung feststellen.

In der Regel muB von den Konstruktionen gefordert werden,
daf bleibende Forménderungen so gut wie nicht auftreten oder wenigstens
eine gewisse Grenze nicht {iberschreiten. Dementsprechend kann man
in der Linie der bleibenden Zusammendriickungen (vgl. Fig. 1) einen
Punkt, den wir Z nennen wollen, annehmen, bis zu welchem hin die
bleibenden Zusammendriickungen als verschwindend oder doch geniigend
Kklein erscheinen; man erhilt dadurch in dem zugehorigen Hohenabstand
einen Spannungsgrenzwert, unterhalb dessen die bleibenden Zusammen-
driickungen vernachléssigbar erscheinen. Diese Spannung kann in Uber-
einstimmung mit bisheriger Auffassung als Elastizititsgrenze
bezeichnet werden.

Wie klar ersichtlich, ist der Punkt Z nicht durch die Natur des
Materials allein bestimmt. Diese setzt nur seinen geometrischen Ort
— die Linie der bleibenden Zusammendriickungen — fest; seine Lage
auf dieser Linie erscheint, sofern die bleibenden Zusammendriickungen
nicht verschwindend klein sind, zu einem bedeutenden Teile von dem
personlichen Ermessen desjenigen abhingig, der iiber die hdchstens
noch fiir zulissig erachtete GroBe der bleibenden Zusammendriickung
zu entscheiden hat. DaB hierbei auch der besondere Zweck des Gegen-
standes, um den es sich handelt, sowie die gewihlte MeBlinge der Probe-
stabe und der Genauigkeitsgrad der verwendeten MeBinstrumente
EinfluB nehmend auftreten konnen, ist selbstverstindlich?).

Ganz das gleiche, was hier zunéchst hinsichtlich Zusammendriik-
kungen gesagt worden ist, gilt auch in bezug auf Ausdehnungen, weshalb
in den folgenden Bemerkungen ganz allgemein von Dehnungen (positive
und negative), gesprochen werden soll.

1) In neuerer Zeit bezeichnen einzelne Werke, wie z. B. die Firma Fried.
Krupp A.-G. als Elastizitiitsgrenze diejenige Spannung, bei welcher die bleibende
Dehnung den Betrag von 0,03 9, der MeBlénge des Probestabes erreicht.
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Die Vermengung der Elastizitdtsgrenze mitder Proportionali-
tdtsgrenze, indem man ausspricht: die Elastizititsgrenze ist die-
jenige Spannung, bis zu welcher die Dehnungen nach dem Entlasten
vollstéindig oder doch nahezu ganz wieder verschwinden, d. h. sich also
das Material vollkommen oder doch nahezu vollkommen elastisch
verhilt, und ferner, dafB innerhalb der Elastizitdtsgrenze Proportio-
nalitidt zwischen Dehnungen und Spannungen bestehe, erscheint hiernach
mindestens im allgemeinen unzulédssig. Sie lauft selbst in den meisten
derjenigen Fille, in welchen Proportionalitidt zwischen Dehnungen und
Spannungen besteht, darauf hinaus, dal durch das mehr oder minder
willkiirliche Festlegen des oben genannten Punktes Z auf der Linie der
bleibenden Dehnungen oder Dehnungsreste gleichzeitig der Linie
der Federungen oder auch der Gesamtdehnungen, falls man diese zur
Grundlage nehmen will, vorgeschrieben wird, auf welche Strecke sie
mit einer Geraden zusammenzufallen hat, oder daB dem Punkte Z
der Dehnungsrest-Linie dieselbe Abszisse aufgezwungen wird, welche
der Endpunkt der geraden Strecke in der Kurve der Federungen bzw.
der Gesamtdehnungen besitzt.

GuBeisenkorper II. (1910.)
(Zug.)

Material: Graues GuBeisen, wie es zu Maschinenteilen Verwendung
findet, in Form eines abgedrehten Rundstabes.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . . . 2,00 cm
Querschnitt . . . . . . . .. ..o 3,14 qcm
MeBlange . . . . . . . . . .. ..o 10,00 cm

Der Stab, welcher schon mehrfach Zugbeanspruchungen bis zu
637 kg/qem erfahren hatte, wurde in einer liegenden Priifungsmaschine
der Zugprobe unterworfen. Die Belastung und Entlastung wurde —
wie beim GuBeisenkorper I — jeweils so oft wiederholt, bis die gesamten,
bleibenden und federnden Verlingerungen sich nicht mehr &nderten.
Als Anfangsbelastung des Stabes diente nicht, wie beim GuBeisen-
korper I, P =0, sondern P = 400 kg entsprechend ¢ = 400 : 3,14 =
127 kg/qem, um Bewegungen (Verschiebungen) des wagerecht liegenden
Stabes, die sich bei vollstindiger Entlastung einzustellen pflegen, fern
zu halten. Bei der ersten Spannungsstufe fand Wechsel statt zwischen
P = 400 und P = 800 kg, bei der zweiten zwischen 800 und 1200 kg,
bei der dritten zwischen 1200 und 1600 kg und bei der vierten zwischen
1600 und 2000 kg. Im Gegensatz zu dem Verfahren beim GuBeisen-
korper I begann hier jede Belastungsstufe mit derjenigen Kraft, mit
welcher die vorhergehende Stufe geendet hatte. Die SchluBergebnisse
sind im folgenden zusammengestellt:
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1. Versuchsreihe.

Verlingerungen auf 10 cm Lénge in !/;5, cm
Spannungsstufe
kg/qem bleibende federnde
gesamte
Einzelstufe] Summe |Einzelstufe| Summe
1 2 3 4 5 6

127 und 255 1,24 0,02 0,02 1,22 1,22
255 ,, 382 1,38 0,09 0,11 1,29 2,51
382 ,, 510 1,46 0,14 0,25 1,32 3,83
510 ,, 637 1,46 0,16 0,41 1,30 513

Derselbe Stab wurde hierauf nochmals gepriift, jedoch derart,
daB jeweils beim Entlasten auf die Anfangsbelastung P = 400 kg,
entsprechend ¢ = 127 kg/qem, zuriickgegangen wurde, oder Wechsel
stattfand zwischen

P = 400 und 800 kg, P = 400 und 1200 kg, P = 400 und 1600 kg,
P = 400 und 2000 kg.
Die Endergebnisse sind die nachstehenden:

2. Versuchsreihe.

Verlangerungen auf 10 cm in !/, cm
Spannungsstufe ‘
kg/qem federnde
gesamte bleibende . .
Summe TUnterschied

1 2 | 3 4 5
127 und 255 122 | 000 1,22 e
127 ,, 382 2,57 | 0,00 2.57 1’47
127 ,, 510 404 | 000 4,04 e

127 ,, 637 553 | 000 5,53 '

Vergleicht man die Werte der Spalte 6 der ersten Zusammen-
stellung mit denjenigen der Spalte 4 der zweiten Zusammenstellung,
so erkennt man, daB der erste und zweite Versuch das gleiche nur fiir
die erste Spannungsstufe ergeben haben. Dagegen zeigt der Vergleich
der Spalten 2 fast genau denselben Endwert, nimlich

1,24 + 1,38 4 1,46 + 1,46 = 5,54 gegen 5,53.
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Berechnet man den durch Gleichung 3, § 2, bestimmten Dehnungs-
koeffizienten « unter Zugrundelegung der federnden Verlingerungen
fiir die 4 Belastungsstufen, so findet sich aus dem 1. Versuch fiir die

1,22 1 B 10

erste Belastungsstufe & = 10500 "800 —400) : 3,14 1044000
zweite o = 1,29 1 = _.l_ﬁ
! 7 " 771000.10 (1200 —800) : 3,14 987500

. 1,32 1 _ 11
dritte * = 1000.10 (1600 — 1200):3,14 965000
1

vierte . 7 1,30 1 — 19

1000 . 10 (2000 — 1600) : 3,14 " 7980000

Der Dehnungskoeffizient wichst also zundchst und nimmt spater
wieder ab. Das Potenzgesetz ¢ = « o™ wiirde daher in diesem Falle
nur dann anwendbar sein, wenn die oberste Belastungsstufe nicht in
Betracht gezogen wird.

GuBeisenkorper III. (1896.)
(Druck.)
Material: Graues, zihes Guflleisen, wie es zu Maschinenteilen Ver-

wendung findet, in Form eines Hohlzylinders, der innen sorgfaltig aus-
gebohrt und auflen abgedreht ist.

AuBerer Durchmesser . . . . . . . . . . . . . .. 20,50 cm
Innerer Durchmesser . . . . . . . . . . . . .. 1854 )
Mittlere Wandstarke . . . . . . . . . . . . . .. 0,98 |,
Querschnitt . . . . . . . . 1 (20,5° — 18,542) — 60,1 gem
Linge . . . . . . . .. 0000 100,00 cm
MeBlange . . . . . . . . Lo o oL 75,00 .,

Der Zylinder, welcher bereits vorher mehrfach Druckversuchen
bis reichlich 1000 kg/qem Belastung unterworfen worden war, wurde
in einer senkrechten Priifungsmaschine der Druckprobe unterzogen.
Die Belastung und Entlastung wurde dabei — ganz wie beim Gul3-
eisenkorper I — jeweils so oft wiederholt, bis die gesamten, bleibenden
und federnden Zusammendriickungen sich nicht mehr &nderten. Die
Endergebnisse der 6 Versuchsreihen sind im folgenden zusammen-
gestellt.

1) Vgl. Fulbemerkung 1, S. 18.
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Spannungsstufe Zusammendriickungen auf 75 cm Lénge in /g0, cm

kg/qem gesamte bleibende federnde
0 und 166 7,72 0,12 7,60
o , 333 16,07 0,19 15,88
0 , 499 24,79 0,19 24,60
0 , 666 33,65 0,23 33,42
0 , 832 42,61 0,27 42,34
0 , 998 51,67 ] 0,36 51,31

Hiernach betragen die Unterschiede der federnden Zusammen-
driickungen

fir den Spannungsunterschied 0 und 166 kg/qem 7,60

»oo . 166 ,, 333 ' 8,28

»o . 333 ,, 499 . 8,72

o " 499 ,, 666 " 8,82

»oo ’ 666 , 832 ,, 8,92

e o 832 ,, 998 " 8,97
zeigen also — ganz in Ubereinstimmung mit dem fiir den GuBeisen-

korper I Gefundenen — namentlich zu Anfang ausgepriigt stirkere Zu-
nahme als die Spannungen.

Die bleibenden Zusammendriickungen sind hier weit kleiner,
was eine Folge davon ist, daB der Zylinder bereits vorher mehrfach
stark belastet worden war.

Werden zur Priifung der Brauchbarkeit der durch Gleichung 1
ausgesprochenen GesetzmiBigkeit die mittels der Methode der kleinsten
Quadrate bestimmten Werte

1
q = m, m = 1,0663

in die Rechnung eingefiihrt, wird also

e==—1——¢11’°°63 )

1 381 700

gesetzt, so findet sich die folgende Zusammenstellung:
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Spannung Federung auf 75 cm in /5, cm
a beobachtet berecléxll‘ets nach Unterschied
166 kg/qem 7,60 7,59 — 0,01 d.s. — 0,139,
333 15,88 1594 |1+ 006 , 038,
499 ” 24,60 24,54 — 0,06 , —024
666 33,42 33,38 — 0,04 ,, —0,12 ,
832 ’ 42,34 42,32 —0,02 ,, —0,05,
998 ’ 51,31 51,38 + 0,07 ,, 40,14

Die Ubereinstimmung der Werte in der zweiten und dritten Spalte
muB} ebenfalls als eine sehr gute bezeichnet werden.

Aohoe dov Busammendriichungen

1,31
=2 L 0 00MYD, — o m e e —— S 9
7= 0,001 3 98
<

------- 166

————————————— 333

----------- 499

____________ {666

ungen

832

Span

In Fig. 3 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vorgange zu den
Spannungen als senkrechten Abszissen die Federungen als wagrechte
Ordinaten aufgetragen und so die durch Kreuze hervorgehobenen
Punkte erhalten worden. Die ausgezogene Kurve ist die durch Gleichung 3

bestimmte Linie.

haltenen Punkte fast ganz genau auf diese Linie.

Wie ersichtlich, treffen die durch Beobachtung er-
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GuBeisenkorper IV, (1898.)

Material wie unter I und IIT bezeichnet, durch Bearbeitung am
prismatischen, der Messung unterworfenen Teile von der GuBhaut
befreit.

Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 6,99 . 7,00 = 48,9 qcm

Lﬁ/nge bRl ” 39 2y 54)5 cm
MeBldnge . . . . . . . . . ..o 50,0 ,,
Gewicht . . . . . . . . . ..o 29,55 kg

Belastung und Entlastung wurden — ganz wie im Fall I, II und III
— so oft gewechselt, bis die gesamten, bleibenden und federnden Deh-
nungen sich nicht mehr &nderten.

Der vorher noch nicht belastet gewesene Kérper wurde zunichst
in einer senkrechten Maschine auf

Zug

beansprucht und dabei jeweils vollstindig von der Zugkraft der
Maschine entlastet, so dafl sein Querschnitt in der Mitte nur noch be-
lastel war durch das halbe Eigengewicht und durch die in Betracht
kommenden Teile der Mevorrichtung.

Diese Belastung des mittleren Querschnittes durch das Eigen-
gewicht und durch den Anteil des Gewichtes der Mef3vorrichtung betrug
rund 21 kg, entsprechend

21

1. Versuchsreihe.

Temperatur nahezu unveranderlich 19,20 C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnungen auf 50 cm in /g cm
P T gesa:nte bleibende federnde
21 und 1000 |043 und 20,45 0,575 0,00 0,575
21 ,, 5000 043 , 10225 3,405 0,105 3,30
21 ,, 10000 {043 , 204,5 7,55 0,565 6,985
21 ,, 15000 {043 , 306,75 12,405 1,385 11,02
21 ,, 20000 043 , 409,0 18,255 ‘ 2,82 15,435

Der Versuch wird wiederholt.
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2. Versuchsreihe.

Temperatur nahezu unverdnderlich 19,1° C.

Belastungsstufé in kg Ausdehnungen auf 50 ecm in /g, cm

P T gesamte bleibende federnde
21 und 500 | 0,43 und 10,22 0,245 0,00 0,245
21, 1000 {043 , 2045 0,59 0,00 0,59
21, 5000 (043 , 102,25 3,37 0,01 3,36
21 ,, 10000 (043 , 2045 7,105 0,02 7,085
21 ,, 15000 (043 , 306,75| 11,14 0,035 11,105
21 ,, 20000 {043 , 4090 15,465 0,10 15,365

Hiernach ergibt die zweite Versuchsreihe eine ganze bedeutende
Herabminderung der bleibenden Dehnungen, eine Folge des Umstandes,
daB der Korper bereits einmal den Belastungen ausgesetzt gewesen ist.
Ungefihr den Betriagen entsprechend, um welche die bleibenden Deh-
nungen zuriickgegangen sind, erscheinen die gesamten Dehnungen kleiner.
Die federnden Dehnungen haben sich nur wenig gedndert, wie folgende
Zusammenstellung erkennen 148t:

1. Versuch 0,575 3,30 6,985 11,02 15,435
2. Versuch 0,59 3,36 7,085 11,105 15,365

Unterschied + 0,015 + 0,06 4 0,100 4 0,085 — 0,070
in % 2,6 1,8 1,4 0,8 0,45.

Bis auf das letzte Zahlenpaar zeigt sich eine kleine Zunahme
der Federung. Bei Beurteilung dieser Ausnahme mufl im Auge be-
halten werden, daB das Material bei dem zweiten Versuch bereits allen
Belastungen bis 20 000 kg (409 kg/qem) vorher unterworfen gewesen war,
infolgedessen, wie schon bemerkt, seine Neigung zu bleibenden Form-
inderungen vermindert worden ist. Sein Zustand erscheint deshalb
nicht mehr als der gleiche wie bei der ersten Versuchsreihe. Erwartet
darf werden, daBl der Unterschied in den Federungen verhiltnis-
miBig um so kleiner ausfillt, je mehr sich die Beanspruchung der
Endbelastung ndhert, die bereits vorher wirksam gewesen war. Das
zeigen aber auch die Zahlen, welche den Unterschied in Hundertteilen
angeben.

Ferner darf bei Beurteilung des Unterschiedes nicht iibersehen
werden, daf die Beobachtung nur bis zur Feststellung der Zahlen der
zweiten Dezimalreihe reicht, daB also nur bis 0,01 abgelesen werden
kann, und daB die hierbei auftretenden Unsicherheiten, sofern noch der
Grad der Genauigkeit, mit welcher die belastende Kraft bestimmt wer-
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den kann, Beriicksichtigung findet, bei kleinen Belastungen 1 9, recht
erheblich iiberschreiten konnen.

Werden fiir die Koeffizienten « und m der Gleichung 1 solche
Werte eingefiihrt, daB

e "

1 338 000

und sodann die aus Gleichung 4 berechneten Lingenénderungen mit
den arithmetischen Mitteln aus den federnden Dehnungen der beiden
Versuchsreihen in Vergleich gestellt, so ergibt sich:

Spannungsstufe in kg/qem | Versuchsmittelwert Iieclifcg?ei Unterschied
0,43 und 10,22 0,245 0,269 -+ 0,024
043 , 2045 0,58 0,580 0,000
043 , 102,25 3,33 3,357 -+ 0,027
043 , 2045 7,035 7,122 -+ 0,087
043 , 306,75 11,06 11,054 — 0,006
043 , 4090 15,40 15,097 — 0,303

Die Ubereinstimmung zwischen den Versuchsmittelwerten und den
berechneten Groflen befriedigt hier, namentlich bei der untersten und
der obersten Belastungsstufe, nicht ganz.

Der Koérper wird hierauf in einer senkrechten Priifungsmaschine
auf

Druck

beansprucht und darauf jeweils ganz vom Druck der Maschine entlastet,
so dafl als Belastung des mittleren Querschnittes sein halbes Eigenge-
wicht und das Gewicht des oberen Teiles der MeBvorrichtung verbleibt,
zusammen 24 kg, entsprechend

24
89 0,49 kg/qem.

Die Ergebnisse, welche die zunichst durchgefiihrten zwei Ver-
suchsreihen 3 und 4 lieferten, sind im folgenden zusammengestellt.

Die 3. Versuchsreihe zeigt sehr bedeutende bleibende Zusammen-
driickungen, was zu erwarten stand, nachdem der Korper vorher Zug-
belastungen ausgesetzt worden war. Wihrend der darauf folgenden Be-
lastungen der 4. Versuchsreihe wurden bleibende Zusammendriickungen
nur noch bei der hochsten Belastung beobachtet. Die federnden Zu-
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3. Versuchsreihe. 4. Versuchsreihe.
Temperatur nahezu un- {Temperatur nahezu un-
Belastungsstufe in kg verénderlich 19,3° C. verdanderlich 19,2° C.

Zusammendriickungen | Zusammendriickungen
auf 50 ecm in /g em | auf 50 cm in 1/ cm

N
Y
gesamte
bleibende
federnde
gesamte
bleibende
federnde

24u. 3024 {049 u. 61,84 — — — 2,05 | 0,00 | 2,05
24u. 5024 |049u.102,74| 3,75 |0,285 | 3,465| 3,45 | 0,00 | 3,45
24 u.10024 | 0,49 u. 204,99 8,11 |1,095| 7,015| 7,02 | 0,00 | 7,02
24 u. 15024 | 0,49 u. 307,24 | 12,75 2,02 |10,73 | 10,75 | 0,00 | 10,75
24 u. 20024 | 0,49 u. 409,49 | 17,555|3,005 | 14,55 | 14,48 | 0,00 | 14,48
24 u. 25024 | 0,49 u. 511,74 | 22,335/ 4,01 |18,325| 18,34 | 0,09 | 18,25

sammendriickungen stimmen gut {iberein, wie die folgende Zusammen-
stellung erkennen laft.

3. Versuchsreihe 3,465 7,015 10,73 14,55 18,325

4. 3,45 7,02 10,75 1448 18,25
Unterschied — 0,015+ 0,005+ 0,02 —0,07 —0,075
in 9%—04 +007 +02 —05 —04

Werden fiir die Zahlen « und m der Gleichung 1 die Werte

1
- — = 1 ,03
“ 103000 4™ 5

eingefiihrt, also

1
1 043 000
gesetzt und sodann die hiermit berechneten Zusammendriickungen

mit den arithmetischen Mitteln aus den federnden Zusammendriickungen
der beiden Versuchsreihen in Vergleich gebracht, so findet sich:

o0 . . . . . b)

Spannungsstufe in kg/qem| Versuchsmittelwert fair}?cérll.e% Unterschied
0,49 und 61,84 2,05 2,04 — 0,01
049 , 102,74 3,46 3,46 0,00
049 ,, 204,99 7,02 7,09 -+ 0,07
049 , 30724 10,74 10,78 -+ 0,04
049 , 40949 14,515 14,52 + 0,005
049 ,, 511,74 18,288 18,297 + 0,009
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Die Ubereinstimmung zwischen den Versuchsmittelwerten und den

berechneten Grofen muB als eine gute bezeichnet werden.
In Fig. 4 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vorgange
fiir den ersten Zug- und fiir den ersten Druckversuch (Versuchsreihe 1

409,0
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und 3) die Linienziige der gesamten, bleibenden und federnden Deh-
nungen eingetragen: Zugspannungen nach oben, positive Dehnungen
nach rechts und Druckspannungen nach unten, negative Dehnungen
nach links. Fig. 5 gibt die gleiche Darstellung fiir den zweiten Zug- und
fiir den zweiten Druckversuch (Versuchsreihe 2 und 4).

Fassen wir den ausgezogenen Linienzug von Fig. 4 ins Auge,
so zeigt sich, daBl die Linie der Federungen auf der Zugseite zu Anfang,
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d. h. in der Nahe des Koordinatenanfangs, also fiir kleinere Spannungen,
etwas steiler verlauft als auf der Druckseite. Fiir groflere Spannungen

kehrt sich das Verhiltnis um. Zu dem gleichen Ergebnis fiihrt eine
scharfe Betrachtung von Fig. 5.

wogol =" £y = 0ooostee— ===~

+0

306,75} —— - —— = o i e e

2045t~ ——~- —— ------——-./

-£ 10,2817 +£

———- 161,84

——————— 102,74

S e 204,99

+307,24

—————————————————————————————— 409,49

: s 511,7%
g OB e e
N €= 3050 0,0006¢c23 d

Das gleiche lehren auch die Gleichungen

W al.08 | oiiltig fiir Zugbelastung . . 4)

o

und
1t
1 043 000

[0}
I

al,0% ,» Druckbelastung . 5)
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Aus ihnen folgt, dal die Federung fiir die Spannung 1 betragt

. 1
gogentiber Zug 5557500
. 1
gegenubel‘ Druck m s

also im letzten Falle erheblich mehr als im ersten.

Fiir Spannungen grofler als 1 wird der grofere Exponent 1,083
auf rasches Wachstum der durch Zugkrafte veranlaften Federungen hin-
wirken. Aus

! 083 1

- gl088 — - 1,035
1338 000 1 043 000

ergibt sich die Spannung
o = 1794 kg/qem,

nach deren Uberschreitung die Federungen gegeniiber Zugkriften
grofler werden als diejenigen gegeniiber Druckbelastungen.

Die gemachte Feststellung, betreffend den anfinglich steileren
Verlauf der Linie der Federungen gegeniiber Zugkréften, widerspricht
dem, was man bisher angenommen hatte. Sie widerspricht auch den
Werten der Koeffizienten « und m, welche Verfasser friiher fiir einen der
Zugprobe unterworfenen GuBeisenstab in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1897, S. 250, Gl. 9, sowie in der 6. Auflage seiner
Maschinenelemente, S. 687, veroffentlicht hat. Eine dahin gehende
Untersuchung hat dazu gefiihrt, dal hinsichtlich dieses GuBeisenstabes
sich ein Irrtum eingeschlichen hat, so dall dieser Widerspruch entfillt.
Es muB zunichst dahingestellt bleiben, ob die bezeichnete Feststellung
allgemeine Giiltigkeit fiir GuBBeisen besitzt oder nur fiir den untersuchten
Korper gilt?). Durch spiatere Versuche hat Verfasser Anhalt dafiir, daB
in der Mehrzahl der Fille bei GuBleisen ein anfénglich steilerer Verlauf
der Zug-Dehnungslinie nicht vorhanden ist, da vielmehr fiir kleine
Spannungen die Zug-Dehnungslinie fast genau so verlauft wie die Druck-

1) Um iiber diesen Punkt sowie iiber einige andere Verhdltnisse Klarheit zu
schaffen, hat Verfasser Herrn Dr.-Ing. Otto Berner, damals Assistenten der
Materialprifungsanstalt an der Techn. Hochschule Stuttgart, Anregung gegeben,
Elastizitiatsversuche mit GuBeisen und FluBleisen derart durchzufiihren, daf ein
und derselbe Koérper der Zug- und Druckprobe unterworfen wird, wie
in § 8 ndher angegeben ist. Die Ergebnisse dieser Versuche sind in der 1903 er-
schienenen Schrift von Berner: ,,Untersuchungen iiber den EinfluB der Art und
des Wechsels der Belastung auf die elastischen und bleibenden Forménderungen‘*
verSffentlicht worden. Hinsichtlich der Klarstellungen, welche die Schrift bringt,
mull auf diese verwiesen werden.
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Dehnungslinie. Die sich ergebenden Abweichungen diirften — jedenfalls
zu einem Teile — auf den schon frither vom Verfasser festgestellten
Umstand zuriickzufithren sein, daBl das gegenseitige Verhdltnis
zwischen Zug- und Druckelastizitit bei GufBieisen stark be-
einfluBt wird davon, ob und in welchem MafBe der unter-
suchte Korper vorher belastet worden war. In dieser Hinsicht
seien noch die folgenden Versuchsergebnisse mitgeteilt.
Der zu den Versuchsreihen 1 bis 4 verwendete

GuBeisenkorper 1V. (1898.)

wurde einem Druck von P = 90 000 kg, d. i. 1841 kg/qem, 15 Minuten
lang ausgesetzt und sodann den aus folgender Zusammenstellung er-
sichtlichen Belastungswechseln unterworfen. Da bei der Hohe der Be-
lastung die Skala des Instrumentes fiir eine Meflinge des Korpers von
50 cm nicht mehr ausreichte, so wurde eine kiirzere Meflinge, und zwar
I = 15 cm — in der Mitte der fritheren liegend —, gewahlt.

Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,2° C.

Belastungsstufe Zusammendriickungen auf 15 cm
in kg in /gy cm
P T gesamte | bleibende | federnde
24 und 5024 | 0,49 und 102,74 0,96 0,00 0,96
24 ,, 10024 | 049 ,, 204,99 2,00 0,00 2,00
24 ,, 20024 | 049 , 409,49 4,15 0,00 4,15
24 ,, 30024 | 049 , 613,99 6,375 0,04 6,335
24 ,, 40024 | 049 818,49 8,61 0,065 8,545
24 ,, 50024 | 0,49 , 1022,99 10,92 0,10 10,82
24 ,, 60024 | 0,49 , 122748 13,265 0,14 13,125
24 ,, 70024 | 049 , 143198 15,66 0,21 15,45

Werden fiir die Koeffizienten « und m der Gleichung 1 solche Werte
eingefiihrt, daf}
sm )

1217 000

und werden sodann die hieraus berechneten Zusammendriickungen
mit den beobachteten verglichen, so ergibt sich die auf S. 34 folgende
Zusammenstellung.

Auch hier ist die Ubereinstimmung der beobachteten und der
auf Grund der Gleichung 6 berechneten Zusammendriickungen eine
sehr gute.

Bach, Elastizitdt. 6. Aufl. 3
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Spannungsstufe in kg/qem ‘ Versuchswert riilfc(};?eg Unterschied
0,49 und 102,74 0,960 0,963 -+ 0,003
049 ,, 204,99 2,00 1,995 — 0,005
049 , 409,49 4,15 4,137 — 0,013
0,49 , 613,99 6,335 6,336 -+ 0,001
049 , 81849 8,545 8,675 -+ 0,030
0,49 ,, 1022,99 10,82 10,814 — 0,006
0,49 ,, 122748 13,125 13,136 -+ 0,011
0,49 , 1431,98 15,45 15,449 — 0,001

Gleichung 5 verglichen mit Gleichung 6 lehrt, daB8 durch vor-

1
1043000 ™ 1217 000
vermindert, m dagegen von 1,035 auf 1,052 vergroBert wird. Hierdurch
wird die Federung gegeniiber Druck (Gleichung 5 und 6) der Federung
gegeniiber Zug (Gleichung 4) genéhert.

hergegangene starke Druckbelastung « von

GuBeisenkorper V. (1895.)
Material von dem gleichen GuBl wie Korper 1V, bearbeitet.
Querschnitt des mittleren prismatischen
Teiles . . . . . . . . . . . . ... .. 6,99.7,00 = 48,9 qcm
Gewicht . . . . . . . . . . ... e e e 29,81 kg

Nach vorhergegangener Belastung mit 40 000 kg entsprechend
818 kg/qem, was in der Regel bei GuBeisen fiir Zug als Uberlastung be-
zeichnet werden muf3, wurde der Kérper den aus folgender Zusammen-
stellung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen.

Temperatur schwankt zwischen 19,5 und 19,6° C.

Belastungsstufe Federnde Ausdehnungen auf 50 cm in
in kg /500 cm
berechnet | .. .
P T beobachtet nach GL 7 TUnterschied

21 und 500 | 0,43 und 10,22 0,33 0,326 | — 0,004

l
21 ,, 1000 043 , 2045 0,695 1 0,711 -+ 0,016
21 ,, 2000 [ 0,43 , 40,90 1,53 | 1,536 -+ 0,006
21 ,, 3000 043 , 61,35 241 | 2405 — 0,005
21 ,, 4000 043 , 81,80 3,295 | 3,304 -+ 0,009
21 ,, 5000 ‘ 043 , 102,25 4,185 l 4,226 + 0,041
21 ,, 10000 | 043 . 204,50 8,96 9,072 | + 0,112

21 ,, 20000 043 , 409,00| 1949 | 19457 | —0,033



§ 4. Langenanderungen verschiedener Stoffe. Gufleisen. 35

Die Ubereinstimmung der beobachteten Federungen mit den auf
Grund der Gleichung
1

&E = — 1’1 . . . . . . .
© 1150000 ° D

berechneten mufl als eine befriedigende bezeichnet werden.

Der Vergleich der Zahlenwerte in Gleichung 7 mit denjenigen in
Gleichung 4 zeigt, daB sich fiir den vorher iiberlasteten Korper sowohl «
als auch m groBer ergeben haben.

Druck.

Nach vorhergegangener Belastung durch 90 000 kg entsprechend
1841 kg/qem.

Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,2° C.

Belastungsstufe Federnde Zusammendriickungen auf
in kg 15cm in /g, cm
P T beobachtet nl;?:;ecg?eié Unterschied
24 und 5024 | 0,49 und 102,74 1,012 1,024 + 0,012
24 ,, 10024 [ 049 , 204,99 2,122 2,115 — 0,007
24 ,, 20024 049 , 40949 4,445 4373 — 0,072
24 ,, 30024 (049 , 613,99 6,80 6,687 --0,113
24 ,, 40024 049 ,, 81849 9,11 9,039 — 0,071
24 ,, 50024 |049 , 1022,99| 1147 11,420 — 0,050
24 ,, 60024 049 , 122748 13,845 13,824 — 0,021

24 ,, 70024 049 , 1431,98| 16,245 16,247 -+ 0,002

Eine Priifung der dritten und vierten Spalte zeigt auch hier, daf3
die aus
1
g = — 41,048
g 11240000.......8)

berechneten Werte befriedigend mit den beobachteten iibereinstimmen.

Der Vergleich von Gleichung 7 mit Gleichung 8 bestitigt sodann
die oben gemachte Feststellung, dafl die Linie der Federungen auf der
Zugseite in der Nahe des Koordinatenanfanges etwas steiler verliuft als
auf der Druckseite.

Doch ist der Unterschied hier weit geringer als im Falle des GuB-
eisenkorpersIV (s. Gl.4und 5). Es steht dies damit in Ubereinstimmung,
daB auch bei letzterem durch vorherige starke Belastung der Unter-
schied vermindert wurde (s. Gl. 5 und 6).

3*
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Zusammenstellung der fiir die besprochenen GufBleisen-
korper I, IV und V erhaltenen Elastizitdtsgleichungen:

Fir Zug,
wenn vorher nicht belastet
1
Ko I & = ———gt08
(Rorper 1V) 1338000 4)
wenn vorher stark belastet
1
Ko E = ——tt . ...
(Korper V) 1150 000 R
Fiir Druck,
wenn vorher nicht belastet
1
Ko I &§ = —8-———gbo8s
(Korper 1) 1320000 2

wenn vorher auf Zug und noch nicht durch Druck belastet

1
Ko e = —>>—9¢gl0%
(Korper 1V) To3000 " 5)
wenn vorher stark durch Druck belastet
1
) - 1,052
(Kérper 1V) ¢ = 317000 )
1
" - 1,048
(Korper V) = Tawooo T o 8)

Wie bereits oben bemerkt, mufl es zunidchst noch dahingestellt
bleiben, inwieweit die Ermittlungen, betr. das Verhéltnis zwischen
Zug- und Druckelastizitit, allgemeine Giiltigkeit haben, oder ob sie
nur fiir die untersuchten Gufleisenkorper Geltung besitzen.

BeiBeurteilung der fiir « und m der Gleichung 1 gewonnenen Zahlen-
werte ist tiberdies im Auge zu behalten, daB sie sich unter der Voraus-
setzung ergeben, das Material sei auf der MeBlinge ! von gleicher Be-
schaffenheit und gleich dicht, es seien also bei prismatischer Form
des Versuchskérpers vom Querschnitt f sowohl die Spannung

g = ? als auch die Dehnung ¢ = % an allen Stellen der Strecke [

gleich grol. Dafll diese Voraussetzung namentlich bei gegossenen
Korpern von groBerem Querschnitt, welche Hohlstellen im Innern be-
sitzen konnen und auch hinsichtlich der Dichte Verdnderlichkeit zu
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zeigen pflegen derart, dafl dieselbe von aullen nach innen abnimmt, im
allgemeinen nicht — jedenfalls nicht streng — erfiillt sein wird, liegt
bei der Natur solcher Gulistiicke auf der Hand.

Im allgemeinen ist festzuhalten, daBl der Dehnungskoeffizient
auch mit der Beschaffenheit des GuBeisens ganz erheblich schwankt,
und zwar viel stirker als bei dem schmiedbaren Eisen und Stahll).
In neuerer Zeit (1898 und 1899) durchgefithrte Versuche mit GufB-

Achoe der Spannungen
! N

~1
' N
' F

573,
+80,3
47
382,
23

191,
160,1

Achne der gesammben Definungen

Fig. 6.

eisen von hoher Festigkeit (hochwertiges Gufleisen), ferner mit GuB-
eisen, welches fiir HartguB bestimmt, und mit solchem, welches durch
ganze oder teilweise Abschreckung in Hartgul {bergefiihrt worden
war, gewahren einen lehrreichen Einblick nach dieser Richtung hin.

1) Dies ist in erster Linie der verschiedenen GroBe des Graphitgehaltes zu-
zuschreiben. GuBeisen, welches von Graphit frei wire, wiirde sich @hnlich wie
Stahl verhalten, also einen kleineren und weniger verénderlichen Dehnungskoeffi-
zienten besitzen. (Vgl. das S. 39 zu HartguB Bemerkte.) Auch die Dichte des Gusses,
soweit sie von der Druckhohe beim GieBen abhéngt, scheint den Dehnungskoeffizien-
ten zu beeinflussen. Vgl. C. B ach, Die Widerstandsfahigkeit von Rohren mit und
ohne Rippen, Zeitschr. des Vereines deutscher Ingenieure 1907, S. 1700 u. f.
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So fand sich beispielsweise fiir das hochwertige Gulleisen (durch-
schnittliche Zugfestigkeit bis rund 2400 kg/qem, durchschnittliche
Biegungsfestigkeit unbearbeiteter Quadratstibe bis rund 4400 kg/qem)
bei der Zugprobe der Dehnungskoeffizient der Federung

Achae der federnden Defmungen

Fig. 7.
Spannungsstufe Dehnungskoeffizient
1
160,1 und 480,3 kg/qcm T?)OOO
1

480,3 , 8005 » 970 300
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Spannungsstufe Dehnungskoeffizient
800,5 und 1120,7 kg/qem ‘8?513W
1
1120,7 ,, 14409 687 100
1
1440, ,, 1761,1 545 200

Das zu Hartgufl bestimmte GuBeisen zeigt kleinere Werte, wihrend
das GuBeisen, wie es fiir gewdhnlich zu gutem Maschinengull Verwen-
dung findet, erheblich groBere Werte und besonders zéhes Gulleisen
noch grofere Werte besitzt. Fig. 6, welche die Linienziige der gesamten
Dehnungen, und Fig. 7, welche diejenigen der federnden Dehnungen,
je in /1000 cm fiir 15 cm MeBlinge giiltig, enthélt, lassen dies deutlich
an der mehr oder minder groBen Steilheit des Verlaufes erkennen.

Der Hartgul} ergab bei der Zugprobe weit kleinere und weniger
veridnderliche Dehnungskoeffizienten, z. B.

Spannungsstufe Dehnungskoeffizient
13,3 und 133,0 kg/qecm T(I)O(W
1
1330 . 266,1 1775000
1
26,1 , 5322 "1750 000
532,2 ., 798,3 . W(l)ooo‘

Hiernach hat das Abschrecken des GuBeisens einen sehr grofien
Einflul auf die Grofle des Dehnungskoeffizienten?).

') Durch das Abschrecken wird die Abscheidung des Graphits mehr oder
minder vollstdndig verhindert. HartguB3 muB sich deshalb @hnlich verhalten wie
ein kohlenstoffreicher Stahl, der in gleicher Weise abgekiihlt, also einer Hirtung
unterworfen worden ist (vgl. die Kleinheit und verhéltnism#éBig geringe Verénder-
lichkeit des Dehnungskoeffizienten des Hartgusses oben).

Bei schmiedbarem Stahl tritt eine so starke Anderung des inneren Material-
aufbaues durch die Hértung nicht ein wie bei dem GuBeisen durch Abschrecken.
Fiir ihn sind auch nur vergleichsweise unerhebliche Unterschiede des Dehnungs-
koeffizienten festgestellt worden, wenn er im gehirteten und ungehirteten Zu-
stand untersucht wird; und zwar ergibt sich der Dehnungskoeffizient des gehérteten
Materials meist groBer als der des ungehérteten. Stribeck ermittelte fiir GuB-
stahl, wie er von den Deutschen Waffen- und Munitionsfabriken in Berlin zu Stahl-
kugeln fiir Lager verwendet wird, durch Druckversuche mit 48 mm hohen Zylindern
(MeBléange 32 mm):
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Hinsichtlich weiterer Einzelheiten, namentlich tiber die Elastizitats-
verhéltnisse der nur einseitig abgeschreckten Stibe, muBl auf des Ver-
fassers Arbeiten in der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 1899,
S. 857 u. f. (HartguB), und 1900, S. 409 u. f. (hochwertiges Gufleisen),
verwiesen werden?).

Fiir die Dehnungslinie bis zum Bruch ergibt sich bei Gufleisen,
wie es fiir gewohnlich zu gutem Maschinengu3 verwendet wird, die
Kurve OG in Fig. 82). Fiir andere GuBleisensorten ergeben sich Linien

1
1. &= —————, Zylinder ungehirtet,
2127 000
1 N
2 = -, 'y in Ol gehartet.
2 128 000
1 .
3. = - . ,» Wasser gehértet.
2102 000

Dagegen ergab sich die Proportionalitdtsgrenze, welche im Falle Ziff. 1
zwischen 5500 und 6000 kg/qecm lag, im Falle Ziff. 3 bei etwa 9000 kg/qem. In
dhnlichem MaBe zeigte sich die Elastizitétsgrenze nach oben verschoben (Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, S. 73 u. f.).

Eine neuere Arbeit Stribecks ergibt aus Druckversuchen fiir Zylinder je aus
derselben Stange Chromstahl

ungehirtet vollgehirtet ungehirtet  vollgehirtet
. 1 1 1 1
2206 000 2096 000 2 227 000 2120 000
E‘L“;‘::“ 4400 und 5000 < 10000 3800 und 4000 < 10 000

Die Biegungsversuche lieferten:

Olhértungd = 1,2 em
1
/) = —— ——
2 044 000
Wasser- 4 19 1,2 1,0 1,0 0,8 0.8
hértung
1 1 1 1 1 1

2032000 1988000 2011000 2011000 1984400 1984000
(Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1907, S. 1445 u. {.)

1) Diese Arbeiten finden sich auch in Heft 1 der vom Vereine deutscher
Ingenieure herausgegebenen Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten auf
dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin 1901.

2) In dieser Darstellung ist genau bestimmt die Hoéhe G,G und der Verlauf
der Linie OG, soweit sie ausgezogen ist. Vor Eintritt des Bruches miissen die
Instrumente zum Messen der Verlingerungen abgenommen werden, damit sie
durch den Bruch nicht beschiédigt werden; infolgedessen kann die Bestimmung
der Verlingerungen in der Niithe des Bruches nicht mehr genau erfolgen, was
durch Strichelung in Fig. 8 angedeutet ist. Doch 1Bt sich der Verlauf der Deh-
nungslinie ausreichend festlegen.
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von dem gleichen Verlaufe. Das Arbeitsvermogen (§ 3) wird dem-
nach bei GuBeisen durch eine Fliche von der Gestalt OGG, gemessen.
Ihre GroBe — etwa 0,08 kgm/ccm fiir das in den Fig. 6
und 7 als gewohnliches GufBeisen bezeichnete Material und
etwa 0,14 kgm/cem fiir das daselbst genannte hochwertige /

[(c)

Gufleisen — betragt nur einen sehr kleinen Bruchteil von
der Fliche, welche z. B. das Arbeitsvermogen des FluB3-
eisens (Fig. 10) liefert (Fig. 10 und 8 sind in demselben
MaBstab gezeichnet).

Querschnittsverminderung und Bruchdehnung sind ol
selbst bei zéhem Gufleisen so gering, dall fir gewohnlich "’
eine Bestimmung unterbleiben kann. Tig. 8.

Uber die Ergebnisse neuerer Versuche mit GuBeisen,
das von finf verschiedenen Firmen geliefert wurde, ist in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1908, S. 2061 u. f. 1909,
S. 299 u.f., sowie § 22 unter Ziff. 3 berichtet.

2. Versuche mit FluBeisen.
Rundstab I. (1895.)

Wir unterwerfen den aus zihem Fluleisen hergestellten Stab
in einer liegenden Priifungsmaschine der Zugprobe.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . . . 2,007 cm
Querschnitt . . . 3,16 qcm
MeBlange . . . . . . . . . .. ... .. ... .1500 cm

Der neue, noch keiner Belastung unterworfen gewesene Stab
wird zundchst mit P = 1000 kg und sodann abwechselnd mit
P = 3000 kg belastet und bis auf P = 1000 kg entlastet!). Hieran

1) Wenn ein Stab in liegender Maschine der Priifung unterworfen wird,
und man entlastet ihn vollstéindig, d. h. bis die in der Einspannvorrichtung ge-
haltenen Stabkopfe sich zu lésen beginnen, so liegt die Gefahr vor, daB die An-
zeigen der MeBeinrichtung (hier Spiegelapparat, vgl. Fig. 2, §8, S. 113, 119 u. {.)
ungenau werden. Das ld8t sich dadurch vermeiden, daf man mit der Ent-
lastung nicht bis Null zuriickgeht, sondern einen erheblichen Betrag dariiber
bleibt. Hierfiir wurde im vorliegenden Falle P = 1000 kg gewihlt, entsprechend

1000

3,16

Beim Entlasten ist die Vorsicht zu gebrauchen, daB man jeweils etwas
unter die Anfangsbelastung, d.i. hier 1000 kg, zuriickgeht und alsdann vorwirts -
schreitend auf dieselbe einstellt. Dadurch wird erreicht, da3 die MeBeinrichtung
innerhalb des MeBbereichs sich stets in der gleichen Richtung bewegt; Fehler
infolge toten Ganges usw., welche bei den iiblichen Einrichtungen in der Regel
befiirchtet werden miissen, werden auf diese Weise von den Ergebnissen fern-
gehalten.

T =

= 316,5 kg/qem.
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schlieft sich der Belastungswechsel P = 1000 und 5000 kg sowie
P = 1000 und 6000 kg. In jedem Falle wurden Belastung und Ent-
lastung so oft gewechselt, bis sich die gesamten, die bleibenden und die
federnden Verlingerungen nicht mehr &nderten, somit der Wechsel
zwischen Belastung und Entlastung zu einem bestimmten Endzustand
fiithrte, also Ausgleich eintrat. Dazu ist auch hier schon zu Anfang mehr-
maliger Belastungswechsel erforderlich?).

Die Ablesungen der Dehnungen erfolgen in Zwischenrdumen
von 3 Minuten.

Temperatur schwankt zwischen 17,6 und 17,8° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15cecmin 1/;590cn

P T gesamte | bleibende | federnde

1000 und 3000 kg | 316,5 und 949,4 4,61 0,17 4,44
1000 ,, 5000 ,, | 316,56 , 15823 9,21 0,22 8,99
1000 ,, 6000 ,, | 316,5 , 1898,7 | 11,90 0,63 11,27

Wie ersichtlich, wachsen die federnden Dehnungen etwas rascher
als die Spannungen, denn es betragt

fiir die erste Stufe wvon 2000 kg die Federung 444
s s, zweite |, ,, 2000 ,, ,, . 8,99 — 4,44 = 4,55
5 s, dritte ,, 1000 ,, ” 11,27 — 8,99 = 2,28

In Fig. 9 sind die Ausdehnungen nach dem in Fig. 1 u. f. gegebenen
Vorgange eingetragen, und zwar von ¢ = 316,5 kg/qem an gerechnet
(vgl. FuBbemerkung S. 41).

Unter der Belastung von 6850 kg sinkt der Waghebel der Maschine
auf seine Unterlage; beim Nachspannen verschwindet die Skala in den
beiden Spiegeln der MeBvorrichtung: die Flie3- oder Streckgrenze
(§ 3) ist erreicht. Sie liegt demgemal bei

6850

— g 2
3.16 2168 kg/qem 2).

1) Wird dieser vom Verfasser bereits seit einem ‘Vierteljahrhundert geiibte
Belastungswechsel nicht angewendet, der Berechnung des Dehnungskoeffizienten «
also die gesamte Dehnung zugrunde gelegt, so erhidlt man fiir « einen zu gro8en
Wert. Auf diese Weise erkliren sich die in der &élteren Literatur und leider auch
in der neueren Literatur fiir den Dehnungskoeffizienten von schmiedbarem Eisen
zu findenden viel zu groBen Werte von a. Der Belastungswechsel 148t auch den Ein-
flul von Temperaturinderungen auf die Ablesungen leichter erkennen und damit
das Versuchsergebnis zuverlissiger gestalten.

2) Auf die Ermittlung auch der unteren Streckgrenze (vgl. §3, S. 7 und 8)
wird S.47 bis 50 eingegangen werden.
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Nach dieser Feststellung wird der Stab entlastet und hierauf der
Versuch, wie vorher durchgefiihrt, wiederholt. Dabei ergibt sich

fiir den Belastungswechsel 1000/3000 1000/5000 1000/6000 kg
die Federung . . . . . . 4,50 9,01 11,28
somit Unterschied . . . . 4,51 2,27

also die Federung nur wenig stirker wachsend als die Spannung.
Mit der Federung 4,50 fiir die erste Be-

lastungsstufe der zweiten Versuchsreihe findet .- cm o, Qoosrsra->
sich der durch Gleichung 3, § 2 bestimmte Deh- ‘
nungskoeffizient zu *
— 4’5 —
1000 . 15 (9494 — 316,5) 1983
1
2109 700

Bei erneuter Steigerung der Belastung
iiber 6000 kg hinaus ist die Streckgrenze —
durch Sinken des Waghebels auf seine Unter-  ***|
lage — jetzt bei P = 6500 kg zu beobachten,
entsprechend

6500
3,16

= 2057 kg/qem.

Nachdem durch Nachspannen eine Ver- — 6s
lingerung der MeBstrecke ! = 15 cm um 0,14 cm
erfolgt ist, beginnt der Waghebel wieder zu
steigen und einzuspielen, hierdurch anzeigend, 0
daB die inneren Kréfte, mit welchen der Stab Fig. 9.
der Verlingerung widersteht, die GroBe von
2057 kg/qem wieder erreicht haben und zu iiberschreiten anfangen. Bei
Fortsetzung des Nachspannens steigt die Belastung stetig, bis sie mit
P,.. = 11 840 kg ihren GroBtwert erreicht (vgl. § 3, Fig. 1). Alsdann
sinkt der Waghebel — nachdem er vorher einige Zeit hindurch ein-
gespielt hatte —, der Stab beginnt sich einzuschniiren (vgl. § 3), und
schlieBlich erfolgt der Bruch an der stark eingeschniirten Stelle unter
rund P = 8700 kg!) Belastung.

+e

!) Eine genaue Feststellung dieser Belastung begegnet Schwierigkeiten.
(Vgl. 8.9.)
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In Fig. 10 ist der Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen,
wie sie sich fiir den untersuchten FluBeisenstab bei dem zweiten Ver-
such ergab, unter Zugrundelegung der MeBlinge von urspriinglich
15 cm eingetragen. Derselbe ist nicht unabhingig von der Geschwindig-
keit, mit welcher die Belastung gesteigert, d. h. von der Raschheit, mit
welcher der Stab gedehnt wird.

Die Zugfestigkeit betragt

11 840
= 3—,16- = 3747 kg/qcm.
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Die Messung des mittleren Durchmessers des Bruchquerschnittes
liefert 1,23 cm, entsprechend f, = 21,232 = 1,19 qem (vgl. § 3);

somit ist nach Gleichung 2, § 3 die Querschnittsverminderung

3,16 — 1,19
y/' = 100—;-3-1—6—,__ = 62,3 0/0.

Nach dem Bruche zeigt das mittlere, urspriinglich 20 cm lange
Stabstiick 25,48 cm Linge; infolgedessen ergibt sich nach Gleichung 3,
§ 3 die Bruchdehnung zu
25,48 — 20,0

= 27409
20,0 74 o

¢ = 100

Das nach MaBgabe der Gleichung 4, § 3 bestimmte Arbeits-
vermogen betrigt 4 = 6,76 kgm/cem.



§ 4. Léngenanderungen verschiedener Stoffe. FluBleisen. 45

Rundstab II. (1895.)

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,495 cm
Querschnitt ), . . 4,89 gqem
MeBlinge . . . . . . . . . .. ... .. ... .1500 cm

Der Stab, welcher aus ausgeglithtem Material besteht und vorher
noch keiner Priifung unterworfen ist, wird in derselben Weise wie Rund-
stab I gepriift und liefert folgende Ergebnisse:

Versuchsreihe 1.

Temperatur schwankt zwischen 17,0 und 17,2° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15emin 1/, cin

P T gesamte | bleibende | federnde

1000 und 3000 kg | 2045 und 613,5 | 2,99 | 0,05 2,94

1000 ,, 5000 ,, | 2045 , 10225 | 5,98 | 0,11 5,87
1000 ,, 7000 , | 204,5 , 14315 | 895 | 0,16 8,79
1000 ,, 9000 ,, | 204,5 , 1840,5 | 11,92 0,21 | 11,71

Die Wiederholung des Versuchs liefert:

Versuchsreihe 2.

Temperatur schwankt zwischen 17,2 und 17,4° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 cmin 1/,44, cm

P a gesamte | bleibende | federnde

1000 und 3000 kg | 204,5 und 613,5 | 2,93 | 0,00 2,93
1000 ,, 5000 ,, | 204,5 ., 10225 | 589 | 0,02 5,87
1000 ,, 7000 , | 204,5 , 1431,5| 8,585 | 0,06 8,79
1000 ,, 9000 , | 204,5 , 18405 | 11,80 | 0,09 | 11,71

|
i

Hiernach betragen die gesamten Ausdehnungen:

1. Versuchsreihe 2,99 5,98 8,95 11,92
Unterschied 2,99 2,99 2,97 2,97
2. Versuchsreihe 2,93 5,89 8,85 11,80

Unterschied 2,93 2,96 2,96 2,95
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Die federnden Ausdehnungen:

1. Versuchsreihe 2,94 5,87 8,79 11,71
Unterschied 2,94 2,93 2,92 2,92
2. Versuchsreihe 2,93 5,87 8,79 11,71
“Unterschied 2,93 2,94 2,92 2,92

Mit Riicksicht auf den Grad der Genauigkeit, mit welcher bei
den Priifungsmaschinen die Einstellung auf eine bestimmte Belastung
erfolgt, und mit welcher sodann die Deh-

- Emt 0007807~ nung selbst ermittelt werden kann, sowie

in Anbetracht des Einflusses der nicht ganz
fernzuhaltenden kleinen Temperaturinde-
rungen!) — hier um 0,2° C — wihrend
einer Versuchsreihe, darf die Unveriander-
9000
4,89
1840,5 kg/qem als wirklich vorhanden an-
gesehen werden. Fig. 11, welche mit den
bei der ersten Versuchsreihe gewonnenen
Ausdehnungen hergestellt wurde, bestitigt

431,55 — -

lichkeit der Federungen bis ¢ =

1022,5}- -

dies.
Mit der Federung 2,93 folgt nach Glei-
e chung 3, § 2:
B 2,93 B
“ = 71000 . 15 (613,5 — 204,5)
2045 ,___1____
2094 000 °

Die bleibenden Dehnungen ergeben sich
Fig. 11. fiir die zweite Versuchsreihe weit geringer
als bei der ersten, was zu erwarten war.
Bei Steigerung der Belastung iiber P = 9000 kg hinaus zeigt sich
plotzliches Sinken des Waghebels der Maschine bei P = 10 500 kg;
die obere Streckgrenze wurde somit bei

10 500

erreicht.

1) Bei dem verwendeten MeBinstrument, dessen in Betracht kommende
Teile wegen der geringen Querschnittsabmessungen den Temperaturdnderungen
rascher folgen als der verhdltnisméBig dicke Versuchsstab (vgl. Fig. 2, S.113),
dulert sich der Einflufl der kleinen Temperaturzunahme in einer solchen Weise,
daB3 eine kleine Abnahme der beobachteten Dehnungen zu erwarten steht. Tat-
siichlich zeigt sich auch eine solche Abnahme. Vgl. auch dasin §8 S. 121 u. f. Gesagte.
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Um die Kraft festzustellen, welcher der sich streckende Stab un-
mittelbar nach Sinken des Waghebels das Gleichgewicht hilt, wird die
Wage stetig entlastet, bis wieder Einspielen stattfindet!). Dies
tritt ein bei P = 9900, d. i. fiir ¢ = iggg()) = 2025 kg/qem. Bei
lingerer Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Widerstands-
fahigkeit des Stabes zu steigen, wie dies Fig. 12, welche auch den Be-
lastungsabfall von 10 500 kg auf 9900 kg zeigt, erkennen laft. Nach

11 000
189 2249 kg/qem,

Erreichung der Belastung von 11000 kg, d. i.

o= ~3487 Rg fqorm--—------—-

.7 S
fomm om0 <o -l

wund 51mm Yerfingerung aufif =150 mm

Fig. 12.

fillt der Waghebel zum zweiten Male plotzlich, und zwar auf

9800
P = 9800 kg, entsprechend 489
folgenden Nachspannen steigt die Belastung ziemlich rasch, wie Fig. 12
deutlich angibt.

P, .. tritt bei 17050 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit
17 050
K, = 189 3487 kg/qem.
Die Belastung hélt sich ziemlich lange auf dieser Hohe, wie eben-
falls aus Fig. 12 zu ersehen ist. Die letzte Belastung, welche unmittelbar
vor dem Bruche und nach weitgehender Einschniirung des Bruch-

querschnittes beobachtet werden konnte, betragt P = 13 500 kg.

= 2004 kg/qecm. Bei dem nun

Da f, = ;l 1542 = 1,86 qem, so liefert Gleichung 2, § 3 die

1) Im Falle der Fig. 10 geschah diese Feststellung nicht.
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Querschnittsverminderung

4,80 — 1,86
[— ik Ak A, 90
¢ = 100 2= 629/,

und wegen [, = 323,7 bei 250 mm urspringlicher Lénge findet sich
nach Gleichung 3, § 3 die Bruchdehnung

323,7 — 250
= 100 =222 T 29F o/
¢ 00 950 29,5 °/,
Rundstab III. (1904.)
Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,60 cm
Querschnitt ,, " . ) 5,31 gem

MeBlénge e e e . 26,00 cm.

Der Stab, welcher aus geglithtem Material besteht, wird der Priifung
insbesondere behufs Ermittlung der oberen und unteren Streckgrenze (§ 3)
unterworfen; weiter sollen festgestellt werden: Zugfestigkeit, Bruch-
dehnung und Querschnittsverminderung.

Zu dem bezeichneten Zweck werde ein Selbstzeichner verwendet,
d. h. eine Vorrichtung angeordnet, welche die Dehnungslinie selbsttétig
aufzeichnet?).

1) Die Einrichtung ist derart, dall der in senkrechter Richtung sich be-
wegende Schreibstift von dem Laufgewicht der Wage, dessen Stellung die GroBe
der Belastung bestimmt, betétigt wird, wahrend die um eine senkrechte Achse
sich drehende Papiertrommel ihre Bewegung von dem fortschreitenden Ein-
spannkopf der Priiffungsmaschine erhilt. Es werden also nicht bloB — wie zu
wiinschen ist — die Dehnungen des mittleren zylindrischen Teiles des Versuchs-
stabes auf die Papiertrommel iibertragen, sondern auch die iibrigen Form-
anderungen, die sich unter der jeweiligen Belastung einstellen, insoweit sie die Lage
des unteren Einspannkopfes der stehenden Maschine beeinflussen. Die Darstellung
der Dehnungen ist somit keine reine und auf die MeBlénge des Stabes beschrénkte,
ganz abgesehen von den etwaigen Unvollkommenheiten der Ubertragung der
Bewegung von dem Einspannkopf auf die Papiertrommel. Um die letzteren zu
vermindern, ist die Trommel leicht drehbar zu lagern (Kugellager) und zur Uber-
tragung der Bewegung ein wenig elastischer Faden (Draht, diinnes Drahtseil) zu
verwenden.

In bezug auf die Darstellung der Belastungen ist zu beachten, dafl das Lauf-
gewicht, von dem aus der Schreibstift seine Bewegung erhélt, jeweils von Hand
so eingestellt werden muB, daf die Wage einspielt. Bei rasch vor sich gehender
Anderung der Kraft, die eben durch Verstellung des Laufgewichts gemessen
werden soll, kann die Einstellung des letzteren mit einiger Schwierigkeit ver-
kniipft sein. Aus diesem Grunde werden in solchen Féllen Ungenauigkeiten hin-
sichtlich der Darstellung der Belastungséinderungen nicht zu vermeiden sein.
Bei vorhandener Ubung und bei sorgfiltigem Verfahren desjenigen, der den
Versuch durchzufiihren hat, pflegon diese Ungenauigkeiten tbrigens nicht be-
deutend zu sein.

Ist hiernach die Darstellung des Verlaufs der Dehnungslinie wéhrend der
Streckperiode durch den Selbstzeichner nicht vollstéindig genau, so gewihrt sie
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Der Versuch liefert die in Fig. 13 dargestellte Dehnungslinie mit den
eingetragenen Spannungen. Die Dehnungen sind zuriickgefiihrt auf die
in der Mitte des Stabes gelegene Mefstrecke von urspriinglich 20 cm
Linge (vgl. S. 11).

Wir erkennen: Beginn des Streckens bei 2465 kg/qcm Belastung,
sofortiges Fallen der letzteren auf 1895 kg/qem, Fortsetzung des Streckens
unter dieser Belastung, spidter geringes Aufsteigen und folgendes
Schwanken der Belastung, bis sich schlieflich wieder stetiges und aus-
geprigtes Wachstum der letzteren einstellt, das bis zur Uberwindung
der Zugfestigkeit von 3578 kg/qem andauert.
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Fig. 13.

Somit ergibt sich

die obere Streckgrenze zu g, = 2465 kg/qem
,, untere ' » 0, = 1895 "
,, Zugfestigkeit ,, K, = 3578

Die Querschnittsverminderung und die Bruchdehnung werden
auf dem bereits fiir Rundstab I und IT angegebenen Weg ermittelt zu

¢ = 71,0 9, ¢ = 31,99,

doch ein anschauliches Bild von dem eigenartigen Verhalten des Materials unter
den Verhiltnissen, bei denen die Streckung vor sich geht.

Die Zuriickfithrung auf die MefBldange des Stabes, also die Ausscheidung
der auBlerhalb dieser Strecke auftretenden Forménderungen, erfolgt nach Maf3gabe
des auf S.9 angegebenen Verfahrens oder dadurch, daB an den Enden der
MeBstrecke des Stabes Biigel angeklemmt werden, deren gegenseitige Bewegung
auf den Schreibstift tibertragen wird.

Bach, Elastizitat. 6. Aufi. 4
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Rundstab IV. (1904)

Abmessungen und Untersuchung des Stabes IV genau wie bei
Rundstab III; beide sind derselben Stange FluBeisen entnommen.

Der Versuch (vgl. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1904,
S. 1040 u. f.) liefert die GroBen:

g, = 2407 kg/qem,

g, = 2075 "
K, = 3667
g = 69,79,
¢ = 33,8 9/,

mit Fig. 13 erkennen ldft, daB sich das Material
aus einer und derselben Stange innerhalb der
Periode des Streckens oder FlieBens nicht gleich

[
\ I
[
Pl
L
S und die Dehnungslinie Fig. 14, deren Vergleich
Pl
I
.
il ,] verhdlt. Die Unterschiede sind oft noch weit

Fig. 4 erheblicher.
3. Versuche mit FlufBistahl.
Rundstab I. (1895.)
Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,00 cm
Querschnitt ,, . ) ) 3,14 qem
MeBlinge . . . . . e e e e e e e 15,00 cm

Der Stab wird in einer liegenden Priifungsmaschine der Zug-
probe unterworfen, jeweils unter Wechsel zwischen Belastung und
Entlastung, so oft, bis sich die gesamten, bleibenden und federnden
Dehnungen nicht mehr dndern.

Die Ablesungen der Lingendnderungen erfolgen in Zeitraumen
von 3 Minuten. Die Ergebnisse sind S. 51 angegeben.

Nachdem P = 15 000 kg eingestellt ist, sinkt der Waghebel plotzlich,
so dafB die Streckgrenze bei

15 000 -
6 = RV 4777 kg/qem

erreicht ist.
Bei Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Belastung wieder

zu steigen und erlangt mit P,,,, = 22 720 kg ihren Groftwert; alsdann
sinkt der Waghebel, der Stab beginnt sich einzuschniiren, und schlieBlich

erfolgt der Bruch.
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Temperatur schwankt zwischen 16,4 und 16,5° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 cm in 1/j5, cm
P g gesamte bleikende federnde
Unter- Unter-
schied schied
4,47 4,47
1000 und 3000 | 318,5 und 955,4 | 4,47 479 0,00 4,47 4
1000 ,, 5000 | 318,5 , 15924| 9,19 ' | 0,25 8,94 '

’ 4,54 4,49
1000 ,, 7000 |318,5 , 2229,3|13,73 476 0,30 |13,43 449
1000 ,, 9000 | 318,5 ,, 2866,2|18,49 4’79 0,57 | 17,92 4’48
1000 ,, 11000 | 318,5 ., 3503,2| 23,28 4’60 0,88 | 22,40 4’48
1000 ,, 13000 |318,5 ,, 4140,1| 27,88 2’31 1,00 | 26,88 2’24
1000 ,, 14000 | 318,5 , 44586 30,19 3’55 1,07 |29,12 |
1000 ,, 15000 | 318,5 ,, 4777,1|33,74| ’

Wie die letzte Spalte der Zusammenstellung zeigt, wachsen
die Federungen bis P = 14000 kg unter Beriicksichtigung des
tatsichlich erreichbaren Genauigkeitsgrades recht befriedigend in
gleichem Verhéltnis wie die Spannungen!). Fig. 15, welche nach
dem Vorgange von Fig. 1 u. f. die Schaulinien der gesamten,
bleibenden und federnden Dehnungen enthélt, zeigt den geradlinigen
Verlauf der Federungen. Wir haben demgemidfl Proportionalitit
jedenfalls bis zur Spannung

14 000

g = 314 ~ 4459 kg/qem.

Da auf der folgenden Belastungsstufe P = 15000 kg die Er-
scheinung des Fliefens eintrat, so ist anzunehmen, dafl die Proportio-
nalitét sich nur unerheblich iiber P = 14 000 kg hinaus erstreckt haben
wird, weshalb die Proportionalititsgrenze als nur wenig oberhalb
4459 kg/qem liegend angenommen werden kann?).

1) Die gesamten Ausdehnungen tun dies weniger.

%) Scharf tritt hier die Unzuldssigkeit hervor, die Begriffe der Proportio-
nalitdts- und Elastizitdtsgrenze (vgl. S. 20 und 21) miteinander zu vermengen.
Die erstere liegt hier nahe bei 4459 kg, wihrend die letztere, aufgefaBt als die-
jenige Spannung, bis zu welcher die bleibenden Forménderungen Null oder doch
verschwindend klein sind, weit tiefer liegt (vgl. die Werte in der Spalte der bleiben-
den Ausdehnungen). Die gleichfalls nicht selten anzutreffende Verwechslung
der Elastizitdtsgrenze mit der Streckgrenze ist natiirlich ebenso unzulissig.

4*
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Der Dehnungskoef-

By fizient berechnet sich mit
+
4,48
4140111 1000 o™ Federung auf 15 cm

bei2000 kg Belastungsunterschied
nach Gleichung 3, § 2 zu

4,48 . 3,14
1000 . 15 . 2000
1
~' 2133000

35032t

Die Streckgrenze ist bei

15 000
W == ~ 4777 kg/qcm
anzunehmen.
22293 Die Zugfestigkeit betrigt
_ 22720
2 3,14

= ~ 7236 kg/qcm.

Die durch Gleichung 2, § 3
bestimmte Querschnittsvermin-
derung ergibt sich, da

15924

4

o5l fy = % 1,512 = 1,79 qem,
zu
3,14 — 1,79
¢ = 1002227 — 439
318,5 3,14 0
und die Bruchdehnung nach Glei-
0 e chung 3, §3 mit /, = 238 mm auf
Fig. 15. 200 mm urspriingliche Lénge zu
238 — 200
r = 100 ——————— = 1979/,
£ = 1050 l

Rundstab 1I. (1910.)

Da beim Rundstab I Proportionalitits- und Streckgrenze nahezu
zusammenfielen, so seien noch die Ergebnisse eines Stabes aus Chrom-
nickelstahl angefiihrt, welche den Unterschied deutlich erkennen lassen.
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Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 1,99 cm
Querschnitt . . 3,11 qcm
MeBlange . . . . . . . . .. ... 15 cm

Spannungsstufe Ausdehnung auf 15 cm in 1/;5, cm
in kg/qem gesamte bleibende federnde
Unter- Unter-
schied schied
322 und 965 4,54 Z’gg 0,09 4,45 i’ig
322 ,, 1608 9,19 4,66 0,29 8,90 4’46
322 2251 13,85 4’70 0,49 13,36 4’54
322 ,, 2894 18,55 5’36 0,65 17,90 4’6
322 ,, 3537 | 23,01 g 1,39 | 22,52 4’82
322 ., 4180 | 39,69 | 1578 | 1233 | 27.36 ;

Unter der Belastung P = 13000 kg entsprechend 4180 kg/qcm

dehnt sich der Stab langsam und fortgesetzt, so dal ein Ausgleich nicht
mehr erreicht wird. Unter P = 13 280 kg, d. i. 4270 kg/qcm, sinkt der
Waghebel entsprechend dem Eintritt der oberen Streckgrenze; die
untere Streckgrenze ergab sich zu 4248 kg/qcm.

Bei Inbetrachtziehung der federnden Dehnungen war die Pro-

portionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen bei ¢ = 2251 kg/qcm
noch vorhanden, bei ¢ = 2894 sicher verschwunden. Fiir die gesamten
Dehnungen 148t sich iiberhaupt keine Proportionalitit erkennen.

Bei der Fortsetzung des Versuchs bis zum Bruch ergab sich:

Zugfestigkeit . . . . . . . . . ... .. 6640 kg/qem
Bruchdehnung auf 200 mm . . . . . . . . 18,6 ¢/,
Querschnittsverminderung . . . . . . . . . 61,7 ,,

Rundstab 111, (1910.)
Abmessungen und Material wie unter II, jedoch nach Angabe bei

780° C gehédrtet (veredelt).

Spannungsstufe Ausdehnung auf 15 em in 1/;5, cm
in kg/gem gesamte bleibende federnde
Unter- Unter-
schied schied
325 und 1299 6,77 g;g 0,00 6,77 227
325, 2213 | 13,63 | 89 0,0l | 13,62 85
325 . 3247 | 2050 | 88 1 o001 | 2050 2’88
325 . 4221 | 27.49 28 oo | 2748 98
325 .. 5195 | 3453 7’08 001 | 3452 | T4
325 ,, 6160 | 4321 | 568 | 135 | q186 | 734
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Von besonderem Interesse scheint das fast vollsténdige Fehlen der
bleibenden Dehnungen bis ¢ = 5195 kg/qem, sowie, da sowohl bei
den gesamten wie fiir die federnden
Dehnungen Proportionalitit iiber-
haupt nicht festgestellt wurde; die
Proportionalitdtsgrenze, falls eine
solche vorhanden ist, mufB somit
unterhalb ¢ = 1299 kg/qem liegen.
Die Elastizitiatsgrenze war bei ¢ =
5195 kg/qem noch nicht erreicht.
Bei Fortsetzung des Versuchs ergab
sich die Streckgrenze zu 6494 kg/qcm
(nicht ausgepragt, sehr kurzes Stehen-
bleiben des Waghebels bei Steigerung
der Belastung), die Zugfestigkeit zu
8136 kg/qecm; die Bruchdehnung be-

gebantet

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

e b

I i & i trug (MeBlinge 20 cm) 13,2 9, die
B f\l 3 | Querschnittsverminderung 52,9 9.
i} g)‘ = & \ Die Linie der gesamten Dehnungen ist
}1‘ 3 ! | ' in Fig. 16 dargestellt. In dieselbe Ab-
=2 ! ! | bildung ist auch die Dehnungslinie
w3 ! | fiir den RundstabIT (aus dem gleichen
i | | | | Material, jedoch ungehirtet) einge-
L 5941113"l“3’¢4~i_~:9’vw:qwf%:?s’@lu___J tragen. Sie zeigt obere und untere
%f’ | i ||| Streckgrenze bei 4270 bzw. 4248
A T i Sy R | kg/qem, bedeutend gréBere Dehnung

ol ! { | i und weit geringere Festigkeit.
' Y L4 | Uber die Ergebnisse der Unter-
Fig. 16 suchung von Stahlgufl hat Ver-

g. 16.

fasser in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1898, S. 694 u. f. berichtet. Bei diesem Material
pflegen sich bleibende Dehnungen bei weit geringeren Spannungen in
groBerem MaBe einzustellen als bei FluBleisen von gleicher Festigkeit.
Auch das Aussehen der Oberfliche zerrissener StahlguBstébe ist nicht
selten ein ganz anderes als dasjenige von FluBleisenstidben. Vgl. S.150u. f.

4. Versuche mit Kupfer.
Rundstab I. (1895.)
Material: weiches Kupfer.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . . . . . 2,502 cm
Querschnitt ’s ' » 0,257 2,5022 = 4,92qem
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Die Priifung erfolgte zundchst ganz wie unter Ziff. 3 bemerkt,
und wurde sodann wiederholt. Die Ergebnisse sind im folgenden zu-

sammengestellt.

Belastungsstufe in kg

1. Versuchsreihe
Temperatur
16,8 bis 17,1° C

2. Versuchsreihe
Temperatur
17,4 bis 17,5° C

Ausdehnung auf
10 em in 1/;450 cm

Ausdehnung auf
10 cm in 1/y40, cm

Q © 5 o |
3 S~lg g2~ |8 |
|2 |&~(% |3 &7
750 und 1500 | 152,4 und 304,9] 1,41 | 0,11 | 1,30| 1,32 | 0,00 | 1,32
750 ,, 2250 | 152,4 ,, 457,3]3,18 0,563 | 2,65]2,68 | 0,00 | 2,68
750 ,, 3000|1524 ,, 609,8]5,38 | 1,33 |4,05|4,11| 0,04 | 4,07
750 ,, 3750 | 152,4 ,, 762,2]8,05|2,52|5,53]|5,68|0,15]| 5,53
prommmomesooes C=/ﬁz%)=0,ooasssﬂ>”*--~>-'->E
762,2 L g - 5:_/,
S e
+ -
6008 [ - -
4573 -
4,0
1524
0 +e

Fig. 17.
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In Fig. 17 sind die Schaulinien, welche sich hiernach fiir die ge-
samten, die bleibenden und die federnden Dehnungen aus der 1. Ver-
suchsreihe ergeben, dargestellt.

Wie ersichtlich, stellen sich bei der ersten Versuchsreihe bleibende
Dehnungen auBerordentlich friih und iiberhaupt von bedeutender Groe
ein. Bei der zweiten Versuchsreihe dagegen treten die bleibenden Deh-
nungen ganz in den Hintergrund, eine Folge davon, dafl der Stab schon
einmal den Belastungswechseln ausgesetzt gewesen ist.

Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen besteht
nicht; denn es betragen die Unterschiede

der gesamten Aus- der federnden Aus-
dehnungen dehnungen
bei der 1. Versuchsreihe 1,41 1,77 2,20 2,67 1,30 1,35 1,40 1,48
2. ’ 1,32 1,36 1,43 1,57 1,32 1,36 1,39 1,46

” 9

d. h. ausgepriagt wachsend mit den Spannungen.

Wird den Federungen die durch Gleichung 1 ausgesprochene
GesetzmaBigkeit zugrunde gelegt, und werden dabei die Koeffi-
zienten ¢ und m so gewihlt, daB fiir die erste Versuchsreihe

1
— _ 1,098
21950000 S )|
und fiir die zweite Versuchsreihe
c X e 10)
1 865 000 ’

so zeigt folgende Zusammenstellung:

Federungen auf 10 cm in 1/j59 cm
Spannungsstufe B 1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe
in kg/gem
beobachtet f:crﬁc}gf; beobachtet nl;ifc(}‘:}?eg 0
I
152,4 und 304,9 1,30 1,30 1,32 1,32
152,4 , 457,3 2,65 2,66 2,68 2,69
152,4 ,. 609,8 4,05 4,07 4,07 4,09
1524 ,, 7622 5,53 5,62 5,63 5,62

eine befriedigende Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und

Rechnung.

Der Unterschied in den Zahlenwerten der Koeffizienten ¢ und m
der Gleichungen 9 und 10 liBt den EinfluB der vorhergegangenen
Belastung auf die Federung deutlich erkennen.
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Uber die Anzahl der Spannungswechsel, welche jeweils erforderlich
waren, um festzustellen, daf sich die gesamten, die bleibenden und die
federnden Dehnungen nicht mehr dndern, gibt die folgende Zusammen-
stellung Auskunft. Ebenso dariiber, wie sich die Ausdehnungen bei dem
erstmaligen Wechsel (Anfangswerte) von denjenigen bei dem letzten
Wechsel (Endwerte) unterscheiden.

1. Versuchsreihe

Spannungsstufe | Zahl der Anfangswerte Endwerte
in kg/qem nSl?:gns_-

wechsel 1 Az A= A 3 =¥
152,4/304,9 2 1,41 0,11 1,30 1,41 0,11 1,30
152,4/457,3 5 3,10 | 0,47 | 2,63 | 3,18 | 0,53 | 2,65
152,4/609,8 7 5,13 1,16 3,97 5,38 1,33 4,05
152,4/762,2 7 7,60 | 2,15 545 | 8,06 | 2,52 5,53

2. Versuchsreihe

152,4/304,9 2 1,32 | 0,00 1,32 | 1,32 | 0,00 1,32
152,4/457,3 2 2,68 | 0,00 2,68 | 2,68 | 0,00 | 2,68
152,4/609,8 4 4,13 | 0,03 4,10 | 4,11 | 0,04 | 4,07
152,4/762,2 4 5,60 | 0,07 5,53 5,68 | 0,15 5,563

- 0=2232 higlqem

s52mm Yefingerung auf I=40;0/mmp

Fig. 18.

Die weitere Untersuchung des Stabes fiihrte zur Erlangung der
Dehnungslinie Fig. 18 sowie zur Feststellung:

der Zugfestigkeit

1
K, . 1090

4,92

der Querschnittsverminderung

S!r:

100 -

4,92 — 1,89

4,92

2232 kg/qem,

= 61,6 9,
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da

T

4

h = 1,552 = 1,89 qcm,

und der Bruchdehnung auf 200 mm

292,2 — 200
2L T 46,19,
200 S

¢ = 100

Die unmittelbar vor dem Bruch beobachtete Belastung betrug
rund 8200 kg.

Eine Streckgrenze in dem Sinne, wie in § 3 erklart, und wie wir
sie bei FluBeisen und bei FluBstahl kennen lernten, besitzt hiernach das
Kupfer nicht.

Das Arbeitsvermogen gemil Gl. 4, § 3, ergibt sich zu 4 =
7,11 kgm/cem.

Rundstab II. (1895.)

Material: weiches Kupfer, jedoch von anderer Herkunft als Stab I,
bereits einmal bis ¢ = 964,4 kg/qem beansprucht gewesen.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 1,99 cm
Querschnitt . ) . 3,11 qem
MeBllinge . . . . . . . . .. oo 10,00 cm.

Die Untersuchung fithrt ganz wie beim Rundstab I zu dem Ergebnis,
daB die federnden Ausdehnungen rascher wachsen als die Spannungen,
entsprechend

1
* 7 2084000 7

Nachdem fiir den Rundstab I ausfiihrliche Besprechung statt-
gefunden hat, wird es geniigen, die folgende Zusammenstellung anzu-
fiithren.

s . . 11

Federnde Ausdehnung in /1499 cm
Spannungsstufe
kg/qem beobachtet berecG}"llr.l elt lnach
160,756 und 321,5 1,40 1,40
160,75 ,, 482,25 2,89 2,87
160,75 ,, 643,0 4,39 4,39
16075 ., 803,75 5,95 i 5,94
160,75 ,, 964,6 7,53 L 7,53

Die Ubereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde,
und dem, was Gleichung 11 liefert, mufl als eine sehr gute bezeichnet
werden.
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§ 4. Liangendnderungen verschiedener Stoffe.

5. Versuche mit Bronze.
Rundstab 1. (1895.)

Material: Gegossene Bronze, vorher noch nicht belastet.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,20 cm
Querschnitt ’ ) ) 3,80 qcm
MeBlange . . . . . . . ... oo 15,00 cm

Die Priifung wurde in gleicher Weise, wie unter Ziff. 3 angegeben,
durchgefiihrt mit den aus folgender Zusammenstellung ersichtlichen
Zahlenergebnissen.

Temperatur schwankt zwischen 15,4 und 15,6° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in 1/;4, cm
P a gesamte bleibende federnde
750 und 1500 | 197,4 und 394,7 3,31 0,07 3,24
750 ,, 2250 |197,4 ,, 5921 6,61 0,09 6,52
750 ,, 3000 | 1974 ,, 7895 10,33 0,48 9,85
Hiernach wachsen die Federungen rascher als die Belastungen.
Wird
1
—_ __~ 41,028
733800 ° 12)
gesetzt, so ergeben sich die Federungen
nach Gleichung 12 . . . . . . . . . . 3,24 6,53 9,85
gegeniiber den beobachteten Werten . . 3,24 6,52 9,85,

also in guter Ubereinstimmung.

Die Wiederholung des Versuchs liefert:

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 cm in 1/,49 cm
P ¢ gesamte bleibende federnde
750 und 1500 | 197,4 und 394,7 3,30 0,01 3,29
750 ,, 2250 | 1974 ,, 5921 6,60 0,01 6,59
750 ,, 3000|1974 ,, 7895 9,89 0,03 9,86
Somit betragen die Unterschiede
in den gesamten Ausdehnungen 3,30 3,30 3,29
federnden " 3,29 3,30 3,27

2 2
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d. i. in Beriicksichtigung aller Verhiltnisse nahezu so gut wie Unver-
anderlichkeit. Hiernach zeigt der Bronzestab, fiir welchen die erste
Versuchsreihe die Gleichung 12 lieferte, im Falle vorhergegangener Be-
lastung Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen?). Mit
der Federung 3,29 fiir das Material in dem Zustande, in welchem es sich
wahrend der zweiten Versuchsreihe befindet, bestimmt sich der Deh-
nungskoeffizient nach Gleichung 3, §2, zu
3,29 1

“ = 15000.1974 900000 °

Wird die Belastung weiter gesteigert, so stellt sich schlieBlich
der Bruch bei 7500 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit
7500
3,80
Die Querschnittsverminderung nach Gleichung 2, § 3 ergibt sich, da

= 1974 kg/qem.

K, =

T

h = 1 2,082 = 3,40 qem,

zu

3,80 — 3,40
h = 2 T = 0
¢ = 100 2= 10,5 9/,

G=1974kiq gem

Smm Qecldngening
anf (=150 mm

Fig. 19.

1) Diese Erscheinung, dal durch die vorhergegangene starke Belastung
die Kriimmung der Linie der federnden Dehnungen stark vermindert, hier die Kurve
nahezu in eine Gerade iibergefithrt worden ist, zeigt sich nach den bis heute vor-
liegenden Erfahrungen iiberhaupt bei den Stoffen mit verdnderlichem Dehnungs-

koeffizienten, sofern die Vorbelastung geniigend hoch war.
Bei den Materialien, welche Proportionalitdt zwischen Spannungen und

Dehnungen aufweisen, fiihrt hohe Vorbelastung zur Verschiebung der Propor-

tionalitidtsgrenze nach oben.
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und die Bruchdehnung auf 20 ¢cm nach Gleichung 3, § 3, zu

212,0 — 200
= — 4 == 0
¢ = 100 == 6 %y

Uber den Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen gibt Fig. 19
Auskunft.

Wie ersichtlich, besitzt die untersuchte Bronze gleich dem unter-
suchten Kupfer keine Streckgrenze.

Rundstab II. (1895).
Material wie bei Stab 1.

Durchmesser de§ mittleren zylindrischen Teiles 1,99 cm
Querschnitt ' . . 3,11 gqem
MeBlénge . . . . . . . . ..o 15,00 cm

Priifung wie Stab I, jedoch ohne Wiederholung des Versuchs.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in /5, cm
P c gesamte bleibende federnde
750 und 1500 | 241,2 und 482,3 3,98 0,02 3,96
750 ,, 2250 | 241,2 ., 7235 8,99 0,93 ' 8,06
750 ,, 3000 |241,2 ,, 964,6| 17,81 5,63 12,18

Hiernach wachsen die Dehnungen, ganz wie in Versuchsreihe 1
des Stabes I, rascher als die Spannungen.

Ferner ergibt sich

6500

Kz = &T = 2090 kg/qcm,
3,11 — 1,91
’ 4 3,11 — 2,87

) — 100 — R /L 0

4 3.11 100 =547 77 %
216,2 — 200

p——i _——, = 0
1 100 200 8,1 Y.

Eine groBe Zahl von weiteren Untersuchungen des Verfassers
iiber Bronze sowohl bei gew6hnlicher Temperatur als auch bei héheren
Temperaturen finden sich verdffentlicht in der Zeitschrift des Vereines
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deutscher Ingenieure 1899, S. 354, 1900, S. 1745 u. f., 1901, S. 1747 u. {.1).
Vgl. auch § 10.

6. Versuche mit Messing. (1895.)
Rundstab (MessingguB).
Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,20 cm

Querschnitt ' ' " 3,80 gem

Priifung genau wie bei Bronzestab I (Ziff. 5).

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe
Temperatur 15,4-15,6° | Temperatur 14,8-15,1°

Belastungsstufe in kg
Ausdehnung auf 15 cm | Ausdehnung auf 15 cm

in /y000 cm in /100 €m
o [
2 5| 2 2
=} =}
P E [} E E 3] E
o s 02| 5| 3| 2| 8
I3 1) g ) K} °
&0 ] o &0 ] B

500 u. 1000 131,6 u. 263,2 | 2,57 | 0,21 | 2,36 | 2,44 | 0,00 | 2,44
500 u. 1500 131,6 u. 394,7 | 5,34 | 0,54 | 4,80 | 4,91 | 0,00 {491
500 u. 2000, 131,6 u. 526,3 | 8,61 | 1,24 | 7,37 | 7,39 | 0,02 | 7,37

Wie ersichtlich, wachsen bei der ersten Versuchsreihe (Stab war
vorher noch nicht belastet gewesen) die Dehnungen rascher als die
Spannungen; denn es betragen die Unterschiede

der gesamten Dehnungen der federnden Dehnungen
2,57 2,77 3,27 2,36 2,44 2,57
Den Federungen der ersten Versuchsreihe entspricht die Gleichung
o 1
T 947000

Sie liefert die Federungen . . . . 2,36 4,82 7,36,
wihrend die Beobachtung ergab . 2,36 4,80 7,37.

a0 13)

Die zweite Versuchsreihe (der Stab war vorher durch die Be-
lastungen der ersten Versuchsreihe in Anspruch genommen gewesen)
liefert die Unterschiede

der gesamten Dehnungen der federnden Dehnungen

2,44 2,47 2,48 2,44 2,47 2,46

_ 1) Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur-
wesens, Berlin, 1901, Heft 1, 1902, Heft 4.
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also nahezu Unveriinderlichkeit. Diese Ergebnisse stehen in Uber-
einstimmung mit dem, was fiir Bronze festzustellen war.

Der Dehnungskoeffizient fiir das Material in dem Zustand, in
welchem sich dasselbe wihrend der Durchfithrung der zweiten Ver-
suchsreihe befand, ergibt sich bei Zugrundelegung der Federung von
2,46 nach Gleichung 3, § 2 zu

2,46 1

15000.131,6 802000 °

/

1671Rq /qem

G =

1emm Verlangerung auf {=150mm

Fig. 20.

Die weitere Fortsetzung der Belastungen bis zum Bruche ergibt
fiir den Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen Fig. 20 und

6350
Kz = W = 1671 kg/qcm,
3,80 — — 2.002
VTS 3,80 — 3,14
h — — I Dt i 0
¢ = 100 350 100 == 1749,
296 — 200
= _—_— = 0
¢ = 100 == 13 9.

Eine Streckgrenze ist nicht vorhanden.

7. Versuche mit Leder. (1885 u. f.)

Fiir einen frither schon vielfach belasteten Riemen von 6,44 qcm
Querschnitt ergaben Zugversuche folgendes.  Einstellung erfolgte
von 3 zu 3 Minuten.
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Spannungsstufe in kg/qem Federnde Dehnung in mm
3,88 und 11,65 5,5
388 ,, 104 10,0
3,88 ,, 272 14,0

Hiernach nehmen die Dehnungen mit wachsender Spannung ab.
Unter Zugrundelegung einer urspriinglichen Meflinge des Riemens
von 780,7 mm entsprechen diese Ergebnisse der Beziehung

1 o7
415 ’

worin die Zahlenwerte abgerundet worden sind.
Gleichung 14 liefert fiir die Ausdehnungen

14)

5,6 mm gegen 5,5 mm beobachtet
10)1 23 2 10!0 2 2
14’1 2 bR 14’0 2 bR

Diese Ubereinstimmung ist mit Riicksicht auf die vorgenommene
Abrundung der Zahlenwerte in Gleichung 14 sowie in Anbetracht des
bedeutenden Einflusses, den die Zeit auf die Forménderungen des
Leders @auBert, und auf den an anderer Stelle eingegangen werden soll,
recht befriedigend.

s —
200} — — —— — — —— —

125 — — — —— —— —

00— ——

Fig. 21.

In Fig. 21 ist die Linie der gesamten Dehnungen fiir einen anderen,
vorher stark gespannt gewesenen Riemen dargestellt ; sie kehrt der Achse
der Belastungen ihre hohle Seite zu, kriimmt sich demnach entgegen-
gesetzt wie die Linie der Dehnungen bei GuBeisen, Kupfer, Bronze,
Messing usw.

Fig. 22 zeigt die Linie der gesamten Verlingerungen fiir einen
neuen Riemen von urspriinglich 49,6 mm Breite und 6,5 mm mittlerer
Stiirke, entsprechend f = 4,96 . 0,65 = 3,224 qcm, auf 500 mm urspriing-
licher Linge. Die Belastungen wurden anfangs je um 25 kg gesteigert,
spiter je um 50 kg. Nach 35 Minuten erfolgte der Bruch unter 760 kg
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Belastung, wobei unmittelbar vorher die Lidnge der MeBstrecke
des Riemens zu 602,2 mm gemessen worden war. Unmittelbar nach
dem Zerreiflen zeigte die MeBstrecke, durch AneinanderstoBen der
Bruchflichen hergestellt, 520 mm, 40 Stunden spéter 516,8 mm, 10 Tage
darauf 515,6 mm und 23 Tage spéater 515 mm Lénge.

102,2 mm Yerlingerung auf-f =500 mm

oo P T80 fig oo

Achsc der Belastungen

Achoe der Yeldmgerimngen

o

Fig. 22.

Bei Beurteilung der Spannungen darf die weitgehende Verminde-
rung des Querschnittes mit steigender Belastung nicht auller acht ge-
lassen werden. So betrigt beispielsweise bei P = 400 kg die Breite
47,5 mm und die Stirke 6,0 mm, also f = 4,75 . 0,60 = 2,85 qcm gegen
urspriinglich 3,224 qem. Mit dem urspriinglichen Querschnitt ergibt
sich somit die Spannung

400

0= ool = 124 kg/qem,

b

dagegen mit dem Querschnitt, der tatsichlich unter der Belastung
P = 400 kg vorhanden war,
400

o = 5.85 = 140 kg/qem.

Bei P = 600 kg war f = 4,66 . 0,59 = 2,75 qem,
P = 1700 kg war f = 4,59 . 0,59 = 2,70 qem.

2

Da das Reiflen des Riemens unerwartet bei P = 760 kg eintrat,
so war f = 2,70 qem der letzte der bestimmten Querschnitte des ge-
spannten Riemens.

Je nachdem nun dieser Wert f = 2,70 qem oder der urspriingliche
Querschnitt f = 3,224 qem zur Ermittlung der Zugfestigkeit in Rechnung
gestellt wird, ergibt sich diese zu

Bach, Flastizitdt. 6. Aufl. i
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760

570 281 kg/qem,
bzw.

760

3920 236 kg/qem.

Uber die Elastizitit des Leders an den verschiedenen
Stellen einer und derselben Haut berichtet Verfasser in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 1446 und 1447 oder
auch in den ,,Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten‘ Heft 5.

Ahnlich wie Lederriemen verhalten sich Hanfseile und dergl. 1).

8. Versuche mit Korpern aus Gummi. (1909 und 1910.)

A. Korper aus weichem Gummi (Raumgewicht 1,03).

a) Zugversuche,

Als Probekorper diente Rundgummi von 1,6 cm Stirke:

Bei der Belastung 0,5 2,5 45 6,5 856 10,5 kg
betrug

die MefBlange 82,07 89,36 98,16 108,98 121,71 136,48 cm

der Durchmesser 1,54 1,47 1,40 1,33 1,27 1,20 cm

der Querschnitt 1,863 1,697 1,539 1,389 1,267 1,131 qem

Mit Riicksicht auf diese bedeutende Veridnderlichkeit der Ab-
messungen des Probekorpers bei steigender Belastung scheint es not-
wendig, Spannung, Dehnung und Dehnungskoeffizient auf zwei ver-
schiedene Weisen zu berechnen:

1. unter Zugrundelegung der bei der Anfangsbelastung (hier 0,5 kg)
vorhandenen ,,urspriinglichen Abmessungen des Versuchskorpers,
wie es fir Festigkeitsrechnungen iiblich ist, und

2. unter Verwendung der bei P kg jeweils vorhandenen Ab-
messungen.

Bei den Versuchen wurde dasS. 14 u. f. besprochene Verfahren
des Belastungswechsels angewendet. Die angegebenen Zahlen sind
die erlangten Ausgleichswerte.

1) Siehe hieriiber die Ergebnisse der vom Verfasser durchgefiibhrten Ver-
suche in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1887, S.221 u.f.,
S. 241'u. f,, S. 891 und 892, oder auch ,,Abhandlungen und Berichte** 1897, 8. 5 u. f,
S. 59 u. f.
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1. Versuchsreihe.
Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte).

«) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 1,863 qem,

Dehnungen ’s ,» die urspriingliche MefBlinge » 82,07 cm.
feB- | Vorli
Belastungsstufe stroo | Maprmgon cor Dehhungskoef fizient
der Federung

Pkg kg/qem l cm | gesamte | federnde [bleibende
0,510,5:1,863 = 0,268 82,07 | 5 54 3,20 5_

15 |1,5:1:863 = 0.805| 85,57 " | 300 | 030 | 82,07 000 %208)
0,5 0,268 | 82,37 ’ ’ —1:13,8

1,5 0,805 | 85,57 3,65

) ) ) 3 9 P
95 |25:1,863 — 1342 89.36| > sas | ous | 8207 (1,342 —0,805)
1,5 0,805 | 85,71 601 014} y.991

2.5 1,342| 89,36

) ) ’ 4 14
35(35:1863 = 1879|9350 | L | o [*T 82, 07 —1342)
2,5 1,342 | 89,58 9210221 119

3,5 1,879 | 93,50 4,34

, ; S50 4 66 = 9
45/45:1863 = 2415|9836 O | | “=gg07 (245 —1879)
3,5 1,879 93.82 ; ) = 1:10,1
45 2,415 | 98,16 4,80

) ; 161 54 - 41
555,5:1,863 = 2.95210332| ¢ 250 | 036 “ = go07 (2992 2415)
45 2,415 | 98,52 ; : —1:9,2
5,5 2,952 (103,32 5,23
6,5|65:1,863 — 3489 108.98| °° 593 | 043 “=gg07 (3489 —2,952)
55 2,952 (103,75 ; ) - 1:84

6,5 3,489 108,98 5,63

75|7,5:1,863 — 4026(11515| O 563 | o5 “= gg o7 (H026—3,489)
6,5 3,489 109,52 63 10, =1:78

75 4,026 115,15 _ 6,00 .
85|85:1863 — 4563|12171| 000 6.00 ] %7 82,07 4,026)
75 4,026 115,71 001056 1 _ .74
8,5 4,563(121,71 6,29

; ; ) 18 L = 22 (5,009 —4,563
95| 95:1863 = 5099(128.89 | 629 | 080 “= 8070 )
85 4,563 122,60 291 089 1 1.7

9,5 5,099 (128,89 6,48

; ; 59 : 5,636 — 5,099

105 [10,5:1,863 — 5,636 136,48 | 6ss | 111 “= 8207 )
95 5,099 130,00 ; 1 =1:68

5*
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f) Spannungen

Einleitung.

sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,

Dehnungen ,, ' ,» die jeweilige Meflange.
MeB- | Verla d
Belastungsstufe strocke | MoBsteocke in cm Dehnungskoeffizient
| der Federung

Pkg kg/qem I em | gesamte | federnde |bleibende

0,5/0,5:1,863 = 0,268 | 82,07 3,20

2 (9901, ; V713,50 = 0,838—0,2
15| 1,5:1,791 = 0,838 85,57 500 | 00 |1 8237 (08387 0:268)
0,5 0,268 | 82,37 ’ ’ = 1:14,7

1,5 0,838 | 85,57 3,65

; ; 211 3179 = 20

25 (25:1,697 = 1473| 89,36 1 | ngs | o4 | 8571 HTETO8
15 0,838 | 85,71 ’ ’ =1:14,9

2,5 1,473 | 89,36 3,92

: ; 20 414 p= —

35 (35:1,620 = 2,149 | 93,50 509 | 099 |- 89,58 HHATLATI)
2,5 1473 | 89,58 ’ ’ =1:154

3,5 2,149 | 93,50 4,34

. ’ 9V 466 = — 924— 2,149
45(45:1530 = 2,924| 98,16 a3s | 0o |\ 9382 P2 )
3,5 2,149 | 93,82 ’ ’ 1:16,8

4,5 2,924 | 98,16 4,80

, ) 161 516 — , 924
5,5 |55:1453 = 3,785(103,32 4380 | 0.36 “ 9852( 785—2:924)
45 2,924 | 98,52 ’ ’ = 1:17,7

5,5 3,785 103,32 £ ¢ _ 523 L 680-3785
655 |6,5:1,389 = 4,680 108,98 0 | 5o | g4s || 10875 (HON0THT
5,5 3,785 /103,75 ’ ’ =1:17,8

6,5 4,680 | 108,98 5,63

) ; 95| 6,17 = :(5,652—4,680
75 |7,5:1327 = 5,652 115,15 563 | 054 | 10952 ( )
6,5 4,680 109,52 ’ ’ =1:18,9

7.5 5,652/ 115,15/ ¢ 56 = 59 (67095652
8,5 |8,5:1,267 = 6,709 12171 " | 600 | 056 | TR ,052)
7,5 5,652 115,71 ’ ’ = 1:20,4

8,5 6,709 [121,71 6,29

; s 1718 ) = :(7,864—6,709
95]95:1,208 — 7,864 | 128,89 699 | 089 | 122,60° )
8,5 6,709 | 122,60 ’ ’ =1:225

9,5 7,864 (128,89 6,48

; ; g ,59 = (9,284 —7.864
10,5 10,5:1,181 = 9,284 |136,48 7 648 | 111 * = 130,00 ® 7.864)
9.5 7,864 1130,00 ’ ' =1:285
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In Fig. 23 sind die Linien der bleibenden, federnden und gesamten
Dehnungen verzeichnet, und zwar je doppelt: einmal entsprechend der
Berechnungsweise «, unter Zugrundelegung der urspriinglichen Ab-
messungen (diinne Linien), das zweitemal unter Bezugnahme auf die

Fig. 23.

jeweiligen Abmessungen, gemifl der Zusammenstellung 3 (stdrkere
Linien). Im ersten Falle scheinen die Dehnungen weit rascher zu wachsen
als die Spannungen; die Betrachtung der stirkeren Linien zeigt das
Gegenteil. Somit erweist sich der Dehnungskoeffizient
abnehmend oder wachsend, je nachdem der tatsidch-
liche oder der urspriingliche Querschnitt bei Be-
stimmung der Spannungen zugrunde gelegt wird.

Die in Fig. 23 schwach ausgezogenen Linien stellen auch den
Zusammenhang zwischen den wirkenden Kraften und den Ver-
lingerungen dar. Sie rufen den Eindruck wach, daf die Dehnungen
bei hoheren Belastungen rascher als die Spannungen wachsen,
wihrend bei Einfilhrung des tatséchlichen Querschnitts in die
Rechnung das Umgekehrte der Fall ist.

2. Versuchsreihe.

Derselbe Probekorper wurde einen Tag spéter derart beansprucht,
dall Entlasten jedesmal auf die Anfangslast (hier 0,5 kg) erfolgte, wie
beim Versuch 2 mit GuBeisenkorper IT auf S. 22 besprochen.
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Versuchsergebnisse.

Einleitung.

Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte).
«) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 1,815 qem,

Dehnungen ’ ,» die urspriingliche MeBlinge von 82,27 cm.
M Verlangerungen der
el3-
Belastungsstufe MefBstrecke in cm Dehnungskoeffizient
strecke
o federnde Dok der Federung
Pkg kg/qem lem | samte i gc?,t,:fi ende
I
0,510,5:1,815 = 0,275| 82,27 559 3.47 — 347 0826—0

1,5(1,5:1,815 = 0,826| 85,79 347 ’ 005 8227 H ,275)
0,5 0,275 82,32 ’ ’ =1:13,1
0,5 0,275| 82,32 7,10

; ’ J ,21 3,63 = :
2.5|25:1.815 = 1.377) 89553 "0 1 10l loaa |l 8227 )
0,5 0,275| 82,43 ’ ’ =1:12,8
0,5 0,275 82,43 11,14

’ ’ 2911,9 4,04 [ = 1, 5
3,5(3,5:1,815 = 1928| 9370 ¥ | [0 L|* T 52,07 (1928021
0,5 0,275| 82,56 ’ ’ =1:12,2
0,5 0,275| 82,56 15,69

g ’ ’ ) 4,55 p= (2,4 0,275
45| 45:1815 = 2479 98,3227 [ |4OF) 1T g g7 (BATITO2TD)
0,5 0,275| 82,63 e ’ =1:11,6
0,5 0.275| 82,6300 -0 0 _ 20,69 5030 0,275
55|55:1,815 = 3.030(103.42°077 20,69 50 010 8227 H 75)
0,5 0,275| 82,73 ’ ’ =1:11,0
0,5 0,275| 82,73 _ 2612 4 010,275
6,5 6,5:1815 — 3581(100,017 0% 543 T 89,977 (08 )
0,5 0,275 82,89 o ’ = 1:10,4
0,5 0,275| 82,89 32,12 4,

y s ) , S = 132—0,275
7,517,5:1,815 = 4,132 115,1332 243212 6,00 0.12 “ = 82,27 H 75)
0,5 0,275| 83,01 ’ ’ =1:9,9
0,5 0,275 83,01 38,48

’ ’ V1138 54 6,36 = 2"".(4,683—0,275
8.5(85:1,815 = 4683|121,55° 28 48 006 82,27 H )
0,5 0,275| 83,07 M - =1:9,4
0,5 0,275 83,07 | 4519

g ’ Vil45,34 a1 =: 5,234—0,275
9,5/9,5:1,815 — 5,234|128,41 45,19 6,7 o1l 8227 3 )
0,5 0,275 83,22 ’ - =1:9,0
0,5 0,275 83,22 __ 52,14

’ J 445918 6,95 ' 5,785—0,275
10.5(10,5:1,815 = 5,785/135,40 5914 004l 8227 s )
0,5 0,275/ 83,26 ’ ’ = 1:8,7
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) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,
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Dehnungen ,, ' ,» die jeweilige MeBlinge.
M Verléangerung der
el3-
Belastungsstufe Mef3strecke in cm Dehnungskoeffizient
strecke
) federnde - der Federung

Plkg i kg/gem lem | samte Ecrlllt;fi | bende

0.5(0,5:1,815 = 0,275| 82,27 3,47

510,51, ; , 52 , . 0,849—0,275
15| 15:1767 = 0849 8579 *°7 5 APT| = ga39°l )
0,5 0,275| 82,32 ’ ’ =1:13,6

0,5 0,275| 82,32 . 7,10

g ’ ’ ,21 ) ) = 1,473—0
2,5/2,5:1,697 = 1,473| 89,53 7.2 710 363 011 “ = 8243 H14T7 ,275)
0,5 0,275| 82,43 ’ ’ =1:13,9

0,5 0,275| 82,43 11,14

, , ) , 04 = 2,149 —
3,53,5:1,629 — 2,149 93,70”271114 40 013l 8256 (21497 0,275)
0,5 0,275 82,56 ’ ' = 1:13,9

0,5 0,275| 82,56 15,69

4,504,5:1,539 = 2,924 98,3215’7615 69 4,55 0.07 ~ 82,63 H(2:9240,275)
0,5 0,275 82,63 ’ ’ = 1:14,0

0,5 0,275, 82,63 20,69

’ ’ ’ , , ' 0,275
55 5,5:1,453 — 378510342019 20.69 500 ool 8278 H(3,785—0,275)
0,5 0,275 82,73 ’ ’ = 1:14,0

0,5 0,275| 82,73 26,12

’ 1210 52, \ , . 4,680 —
6.56,5:1,389 — 4680(109.01°° 282612 5:43 16 8289 +(4,680—0,275)
0,5 0,275 82,89 ’ ’ = 1:14,0

0,5 0,275/ 82,89 32,12

75|75:1,321 = 565211513 2205, o %001 [, T sz (P69 T02T9)
0,5 0,275| 83,01 ’ ’ =1:13,9

0,5 0,275| 83,01 38,48

’ ’ g , \ [ = :(6,709—0,275
8,5(8,5;1,267 = 6,709 121,5538 5438 48 6.36 0.06 “ = 83,07 ( 75)
0,5 0,275 83,07 ’ T =1:139

0,5 0,275 83,07 45,19

’ ’ V145,34 71 4—0,275
9,5/9,5:1,208 = 7,864/128,41 53 45.19 6.7 0.15 “ = 83,22 (7,864—0,275)
0,5 0,275/ 83,22 ’ ’ =1:14,0

0,5 0,275 83,22 52,14

’ : ’ ) , . 9,284 —
105(10,5:1,131 = 9,284135,80 > O, || *7° oos 83267 HFET02T0)
0,5 0,275 83,26 ’ ’ = 1:144
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Die vorstehenden Ergebnisse sind in Fig. 24 zeichnerisch dar-
gestellt. (Dabei mufBlte die Linie der bleibenden Dehnungen ent-
sprechend der Berechnungsweise « weggelassen werden, weil sie zu nahe

Fig. 24.

mit der eingezeichneten Kurve nach der Berechnungsart ;9 zu-
sammenfillt.) Bei der Versuchsreihe 2 ergaben sich die bleibenden
Dehnungen weit kleiner als bei Versuchsreihe 1.

Zu Fig. 24 sind die gleichen Bemerkungen zu machen wie
S. 69 zu Fig. 23.

Die Linie der federnden Dehnungen, bezogen auf den jeweils
vorhandenen Querschnitt, bildet hier nahezu eine Gerade.
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b) Druckversuche.

Durchmesser des verwendeten Korpers rd. 6,9 cm, Hohe desselben rd.
18 cm, MeBlidnge urspriinglich 8,0 cm.

1. Versuchsreihe, durchgefithrt wie Zugversuch 1.
Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte).

«) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 37,28 gem,

Dehnungen ,, " ,» die urspriingliche MeBlinge von 8,00 cm.
Bolast tuf MefB3- | Zusammendriickungen .
clastungsstule strecke | der MeBstrecke in cm Dehnungskoeffizient
der Federung
P kg kg/qem l em | gesamte | federnde |bleibende
0 0 8,00 _ 0,67
50 | 50:37,28 — 1341 71 | PO ) o, [FT 800 P
0 0 7,98 ’ ’ = 1:16,0
50 1,341 7,31 _ 052 _
100 (100:37,28 = 2,682 673 | °° | 0oy | 0o || 800 DFETLID
50 1,341 7,25 ’ ’ = 1:20,6
100 2,682 6,73 0,46
’ 8 0,54 = =
150 |150:37,28 = 4,024 6,19 046 | 008 | 800° (4,02472,682)
100 2,682 6,65 S = 1:23,3
150 4,024/ 6,19 _ 041
200 (200:37,28 = 5365 570 | "1 01 | oos |1 800 (P00 HOZY
150 4,024| 6,11 ’ ’ = 1:26,2
/%) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,
Dehnungen ’ » die jeweilige Mefldnge.
0 0 8,00 0,67
50 | 50:40.49 — 1,235 731 | %% 067 | 002 | 798 "
0 0 7,98 ’ ’ = 1:14,7
50 1,235 7,31 _ 0,52 .
100 [100:44,65 = 2240 673 | *°% | | | o [©T T2 (BT
50 1,235 7,25 ’ ’ = 1:14,0
100 2,240 6,73 _ 046 _
150 [150:48,89 = 3.068| 610 | 7% 046 | 008 | 665 (3,068—2,240)
100 2,240 6,65 ’ ’ = 1:12,0
150 3,068 6,19 _ 041 _
200 200:53,59 — 3.732 570 | % 041 008 Ju= g7 (373273,068)
150 3,068! 6,11 ’ =1:9,9
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2. Versuchsreihe, durchgefiihrt wie Zugversuch 2.
Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte).

«) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 37,28 qem,

Dehnungen ,, I ,» die urspriingliche Meflinge von 7,99 cm.
M Zusammendriickungen
el3-
Belastungsstufe der MeBstrecke in cm Dehnungskoeffizient
strecke
federnde der Federung
Pkg kg/qcm lem gesamte gcnhtlil('i bleibende
0 0 7,99 _ 071
50 |50:37,28 — 1,341 7,26 | *7° 0.71 o7l 003 | 799 L34l
0 0 7,97 ’ ’ = 1:15,1
0 0 7,97 _ 1,31
100 |100:37,28 = 2,682 6,63 134 131 0,60 003 “= 799 2,682
0 0 7,94 ’ ’ = 1:16,3
0 0 7,94 1,81
’ ) 4 ) = — 4%
150 |150:37,28 = 4,024 6,10 1.8 1.81 0,50 0.03 * 7,99 4024
0 0 7,91 ’ ’ = 1:17,7
0 0 791 2,26
) ) = L9y 65
200 |200:37,28 — 5,365 563 | 22 596 0.45 002 | 199 53
0 0 7,89 ’ ’ = 1:19,0
/) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,
Dehnungen ,, ' , die jeweilige MefSlénge.
0 0 17,99 0,71
50 | 50:40,49 = 1,235, 7,26 0,73 0,71 0.71 0.02 “= 7,97 11,235
0 0 7,97 ’ ’ = 1:13,9
0 0 7,97 1,31
) s = . ,240
100 |{100:44,65 = 2,240, 6,63 1,34 1.31 0,60 0.03 “ 7,94 2
0 0 7,94 ’ ’ = 1:13,6
0 0 7,94 _ 1,81
150 [150:48,89 — 3068| 610 | o 181 080 003 | 191 3,068
0 0 791 ’ ’ = 1:13,4
0 0 7,91 2,26
) s [ — ——— :3, 32
200 |200: 53,59 = 3,732 5,63 2:28 9296 0,45 0.02 * 7,89 7
0 0 7,89 ’ ’ = 1:13,0

Der Vergleich der beiden Versuchsreihen fithrt zu denselben Beobachtungen
wie bei den Zugversuchen.
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#) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 1,767 gem,

76 Einleitung.

b) Zusammenfiigung der Ergebnisse der Zug- und Druckversuche.

Verlédngert manin Fig. 23 und 24 die Linien der federnden Dehnungen
sinngemf, bis sie die wagrechte Achse der Dehnungen schneiden —
dies ist mit um so groBerer Sicherheit moglich, je geradlinigér diese
Kurven in der Nahe des Ursprungs verlaufen —, so lassen sich die Er-
gebnisse der Druckversuche an diejenigen der Zugversuche anschlieen
wie es in Fig. 25 und 26 giiltig fiir die Versuche 1 bzw. 2, geschehen ist.

Von besonderem Interesse erscheint in Fig. 26 der fast gerad-
linige Verlauf der stark ausgezogenen Linie.

c) Einflufl des Alters.

Die Probekorper, iiber die unter a) und b) berichtet ist, waren

Y, Jahr frither bereits denselben Versuchen unterworfen worden. Dabei

hatten sich fiir gleiche Beanspruchungen etwas grolere Formanderungen

ergeben. Bei Zugversuch 1 z. B. war der Dehnungskoeffizient von

1 1 .

129 bis 6.1 bei
den spéteren Versuchen.

1
.. lich ’ ib bi
veranderlich gewesen, gegeniiber 138 is 6.8

B. Koérper aus hartem Gummi. (Raumgewicht 1,48.)

Ein Teil der Ergebnisse ist in den folgenden Zusammenstellungen

enthalten.
a) Zugversuche.

1. Versuchsreihe, durchgefithrt wie Versuchsreihe 1 unter A.

Dehnungen ’ ,, die urspriingliche MeBlinge von 80,25 cm.
Belastungsstufe st r:c%{e Vﬁzﬁ;%zz&gg?; gir Dehnungskoeffizient
der Federung

Pkg kg/gem lcem | gesamte |federnde |bleibende
0,5| 0,5:1,767 = 0,283| 80,25 _ 046

’ e ’ ’ 0,53 L = 0,849—0,283
1,5 | 1,5:1,767 = 0,849| 80,78 046 | 0o |- 80,25 )
0,5 0,283| 80,32 ’ ’ = 1:99
55| 55:1,767 = 3,113 83,21 - _ 051

) 00 L, ) ) 0,70 0= 3,679—3,113
6,5| 6,5:1,767 = 3,679 83,91 051 | 0.19 80,25 H )
5,5 3,113| 83,40 ’ ’ = 1:89
11,5 11,5:1,767 = 6,508 87,66 | (g1 _ 0,54 7.074— 6,508
125 125:1767 = 7074 8847) 20 | 0oy | 00n |1 80,25 )
11,5 6,508| 87,93 ’ ’ = 1:84
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Gummi.

/9) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,

Dehnungen ,, . ,» die jeweilige Meflinge.
Me- | Verla
Belastungsstufo stroe | Mobeoagen oo Dehnungskoef fizient
der Federung

P kg kg/qem lcm | gesamte | federnde |bleibende

05| 0,5:1,767 = 0,283) 80,25 () g o= 246 6 860—0,283)
1,5| 1,5:1,744 = 0,860 80,78| 0.46 | 0.07 80,32

0,5 0,283| 80,32 ’ ’ = 1:101

551 5,5:1,710 = 3,216 83,21 0,51

0| 9,01, ; = 110,70 = 3,830— 3,216
65| 65-1697 — 3.830| 8391| &7 051 | 019 | 8340 H )
5,5 3,216 83,40 ’ ’ = 1:100
11,5 {11,5:1,629 = 7,060 87,66 0,54

S ’ ’ = 83—17,060
125 12,5:1,606 = 7783 8847| "1 | L | g [T 87,93 (7783060
11,5 7,060| 87,93 ’ ’ =1:118

2. Versuchsreihe, durchgefithrt wie Versuchsreihe 2 unter A.

«) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 1,767 qcm,

Dehnungen , » ,» die urspriingliche MeBlinge von 80,35 cm.
5| Vers
Belastungsstufe | Mol | Yeroneeringon cor Dehnungskoeffizient
. der Feder:
Pkg kefqom Lom | go  fedamde o pleb o e
0,5 0,5:1,767 = 0,283/80,35 0,46
21 Yot d, ’ 9910 4 0,46: = 49—
1,5 1,5:1,767 = 0,849|80,82 7 0.46/— 3416 001 80, 3508 0,283)
0,5 0,283/80,36 ’ ’ ’ = 1:99
0,5 0,283(80,53 3,30
; ; 99| 3 34 3,30: = 0,283
65 6,5:1,767 = 3,67983.87| 0| 4 o0 2308 1 50,551 (BOTO 0289
0,5 0,283(80,57 ’ T =1:83
0,5 0,283(80,65 7,36
’ g 0917 40 ,36:12 = 074—0,283
12,5/112,5:1,767 = 7,074/88,05 7 367: 6061 0.04 80,35 H7.07 )
0,5 0,283/ 80,69 ’ THTT = 1:74




78

Einleitung.

) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,

Dehnungen ,, ’ ,» die jeweilige MeBlange.
MeB3- Verli, d
Bolastungsstufo strocke  MoBstrocke in om Dehnungskoetfizient
.ge- i- der Federung
Pkg kg/qem ! em :sa%gte fedefri?rdel ke bglz%e
0,5/ 0,5:1,767 = 0,283/80,35 | 0,46
S| 05:1, ) 35104 0,46: 1 — 0,860—0,2
15 15:1.744 — 0.860/80.82| % 046— 046 001/ 80,36 ! 83)
0,5 0,283 80,36 ’ SO PT — 10101
0,5 0,283/80,53 3,30
; ; 53| 334 3,30: 6 = 3,830—0,283
6,5 6,5:1,697 = 383083.87| | 530 0 a8l 004 8057 ° 83)
0,5 0,283/80,57 ’ ’ ’ = 1:87
0,5 0,283/ 80,65 7,36
) 6517 40 ,36: 12| 0,04l = :(7,783—0,283
12,512,5:1,606 — 7.78388.05 | ' . 367= ool 1T 80,69 (7,78 )
0,5 0,283 80,69 ’ ’ = 1:82

b) Druckversuch,

durchgefithrt wie die Versuchsreihen 2.

«) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 39,04 qem,

Dehnungen ’ ,», die urspriingliche Mefllinge von 8,00 cm.
Belast tuf | Mef8- | Zusammendriickung der .
elastungsstule . streke MeBstrecke in cm Dehnungskoeffizient
! ; ‘ der Fed
P kg kg/qem Lem | S e 00 kg bonde or Tedenne
0 0 8,00 0,27
’ 0,30 0,27:1 = 12,661
100 [100:39.04 = 2,561 7,70 o210 | 003 8,00
0 0 797 ’ ’ ’ =1:76
0 0 7,95 1,37
PhYye 1,39 1,37:5 = 112,807
500 |500:39,04 = 12,807 6,56 1371 = 027 | 002! 800
0 0 7,93 ’ ’ ’ =1:75
0 0 190, 2,95
; ,29 2,25:9 = ———:23,053
900 |900:39,04 = 23,053 5,61 095 — 025 004| 800
0 0 7:86 ’ ’ ’ - 1.82
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/) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,

Dehnungen , ’ , die jeweilige Mefilinge.
Mef3- Zusammendriickung der .
Belastungsstufe strocke MeBstrecke in em Dehnungskoeffizient
N . der Federung
P kg kg/qem tem | B | 00 ke | tende
0 0 8,00 0,27
DY 10,30 0,27:1 = :2,511
100 |100:39.82 = 2511 7,70 | *20| (o | OFLL 4T a7
0 0 7,97 ’ ’ ’ = 1:74
0 0 7,95 1,37
’ 1,39 1,37:5 = ———:10,573
500 [500:47,20 = 10,573 6.56 | 0| a7 | 200 | 002 793
0 0 7,93 ’ ’ ’ = 1:61
0 0 7,90 2,25
’ s 2,25:9 [ = 116,358
900 900:55,02 — 16,358 561 | 0 | o os| Z0os| 004l 7,86
0 0 7,86 ’ ’ ’ = 1:57

C. Korper aus Hartgummi (Ebonit).

Beim Druckversuch erwiesen sich die Dehnungen den Spannungen
fast genau proportional. Der Dehnungskoeffizient ergab sich fiir Be-
anspruchungen bis 108 kg/qem zu 1:2630%).

9. Versuche mit Korpern aus reinem Zement,
Zementmortel, Beton.

Die zahlreichen vom Verfasser mit solchen Korpern durchgefiihrten
Druckversuche, hinsichtlich welcher auf die fritheren Veréffentlichungen
verwiesen werden muf3?), ergeben ausnahmslos, dall die Zusammen-
driickungen rascher wachsen als die Spannungen.

Die erlangten Versuchsergebnisse liefern innerhalb der fiir die aus-
filhrende Technik in Betracht kommenden Spannungsgrenzen beispiels-
weise die aus dem Folgenden ersichtlichen Beziehungen, in denen die
Zahlenwerte abgerundet sind.

1) Die Zugfestigkeit, ermittelt an 2 Streifen, betrug 514 und 590, im
Mittel 552 kg/qem. Die Druckfestigkeit von 2 Wiirfeln ergab sich zu 875 und
865, im Mittel 870 kg/qem.

2) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1895, S. 489 u. f., 1896,
S. 1381 u. f., 1897, 8. 248 u. {.; oder ,,Abhandlungen und Berichte‘‘ 1897, 8. 230 u.f.,
S.268 u. ., S. 289 u. f. C. Bach, Mitteilungen tiber die Herstellung und die Unter-
suchung von Betonkérpern mit verschiedenem Wasserzusatz, Stuttgart,
I. Teil 1903, 1I. Teil 1906, III. Teil 1909.
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Korper aus reinem Zement.
1

c =@ 15
250000 13)

Korper aus Zementmaortel.

1
1 i e — g1 1
1 Zement, 1/, Donausand: ¢ 356000 ° .16) 1)
1 3 =L _an gy
? ” 315000 '
1
1 P — B 1
1 bR} 4 /2 2] e 230000 o . * 18) )
Korper aus Beton.
1 Zement, 215 Donausand, 5 Donaukies:
e = #01,145 . 19)
298000 . e
1 Zement, 2V, Egginger Sand, 5 Kalksteinschotter:
1
R 1,157
B 457000 a e e ..o 20)
1 Zement, 5 Donausand, 6 Donaukies:
1
e — T 137
2800000 1 §)
1 Zement, 3 Donausand, 6 Kalksteinschotter:
1
P 1,161
380000 o e 22
1 Zement, 5 Donausand, 10 Donaukies:
~=—1—171)157. e 23)
217000

1) Es ist von Interesse, zu beachten, wie ausgepragt sich der Einflu des
Sandzusatzes auf die GroBe der Exponenten m und die GréBe von o duert. Darin
liegt iiberhaupt ein Vorteil der Beziehung 1, daB ihre beiden Koeffi-
zienten « und m sehr empfindlich sind gegeniiber Verschiedenheiten
in der Zusammensetzung des Materials (GuBeisen, Kupfer, Bronze,
Messing, Zementmortel, Beton, Granit usw.) sowie gegeniiber den
Verschiedenheiten des Zustandes, in welchem es sich jeweils in dem
untersuchten Korper befindet (z. B. ob vorher ausgegliiht, ob kalt bearbeitet,
oder vorher belastet usw.). Es erscheint wahrscheinlich, daB durch genaue Fest-
stellungen in dieser Richtung in manche Materialien Einblicke erlangt werden
konnen, die bisher auf physikalischem Wege sich nicht gewinnen lieBen.
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1 Zement, 5 Egginger Sand, 10 Kalksteinschotter:

e — L oe
'_367000” 2% §)

Umfangreiches Zahlenmaterial iiber die Elastizitdt und Festigkeit
von Beton verschiedener Zusammensetzung unter Anwendung verschie-
denen Wassergehaltes findet sich in den in Fullbemerkung 2 auf Seite 79
zuletzt genannten Schriften, sowie in Heft 22, 29, 39, 45 bis 47, 72 bis
74, 90, 91 und 95 der Mitteilungen itber Forschungsarbeiten, heraus-
gegeben vom Vereine deutscher Ingenieure.

Die Untersuchungen erstrecken sich zum Teil auf Korper im Alter
von 28, 45 und 100 Tagen, von 1/,, 1,2 und 6 Jahren. Die Dehnungs-
linie verlduft mit wachsendem Alter steiler, ihre Kriimmung wird
kleiner; fir die Korper im Alter von 6 Jahren ndhert sich die
Dehnungslinie einer Geraden. Die Festigkeit des Betons wichst mit
dem Alter. Fir die Druckfestigkeit von A Monate alten Korpern
(1 Zement, 2,5 Sand, 1,75 Feinkiessteine, 3,5 Maschinengrobschotter,
5,7 9% Wasser) ergibt sich beispielsweise

PR -

(Vgl. auch den kurzen Bericht in der Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1909, S. 828 u. f.)

10. Versuche mit Granit. (1896.)
Die vom Verfasser durchgefiihrten Versuche liefern

bei Zug Dehnungslinien, wie z. B. in Fig. 27 dargestellt

b Druck 2 2 2 »” b 2 28 bR
g B8O g mm e m e m
r & 720050 0,000277 —E
21,01 r—————/r— —————————— ——
"
/ —
/ /‘/‘/
/ "
oo - — e e e T
i e
/ s
/ =
/ ‘/‘/
/ o
7,00_{_ _____ =
/ S
| 2
3,50
soit 7
|
N +
9
Fig. 27.

Bach, Blastizitat. 6. Aufl. 6
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Hiernach kehrt die Linie der gesamten und der federnden Zu-
sammendriickungen (Fig. 28) der Achse der Spannungen zunéchst
ihre erhabene Seite und spéater ihre hohle Seite zu, d. h. zu Anfang
wachsen die Zusammendriickungen rascher als die Spannungen und
spater langsamer. Die Linienziige besitzen demnach Wendepunkte;
diese liegen oberhalb der fiir die ausfithrende Technik in Betracht
kommenden Spannungsgrenze, die gegeniiber Druck bei etwa 40 kg/qem
angenommen werden darf. Innerhalb dieser Grenzen fand sich, wenn die
Zahlen abgerundet werden:

1

i itké e — —— a3 )
fiir Granitkérper I (Druck) ¢ 950000 ° . 25)
1
e = —— __gL109 9
9 ” II ”» 340000 o' 6)
1
g = ——— b3 9
’ ’ IIT (Zug) 335000 o 7)

Mit welcher Genauigkeit diese Beziehungen die beobachteten
Federungen wiedergeben, dariiber gibt die in der FuBlbemerkung
angefithrte Stelle Auskunft, auf die auch hinsichtlich der weiteren
Einzelheiten verwiesen werden darf!).

Ubrigens ergebensich nach Versuchen des Verfassers selbst fiir Granit
aus einem und demselben Bruch die Federungen recht verschieden?).

11. Versuche mit Marmor. (1897.)
Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 9,115.9,13 = 83,2 qem

Lange . ), ' . 54 cm
MeBlldnge . . . . . . . .. oL oL o 50 cm
Gesamtlinge des Korpers . . . . . . . . . . . . .. 74,5 cm
Gewicht des Kérpers . . . . . . . . . . . . . ... 17,715 kg

Der Korper wird zundchst in einer stehenden Priifungsmaschine
auf Druck beansprucht und dabei jeweils vollsténdig von der Druck-
kraft der Maschine entlastet, so dal als Belastung des mittleren Quer-
schnitts sein halbes Eigengewicht und das Gewicht des oberen Teiles
der MeBvorrichtung verbleiben, zusammen rund 18 kg, entsprechend

18
83,2

= 0,22 kg/qcm.

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 241 u. f., oder auch
des Verfassers ,,Abhandlungen und Berichte*‘ 1897, S. 281 u. f.

2) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, S. 1445 u. f., oder auch
,»Mitteilungen tiber Forschungsarbeiten‘, Heft 17, 8. 78 und 79.
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Hieran schlieit sich Beanspruchung auf Zug in einer zweiten

stehenden Maschine, ganz wie dies bei dem GuBeisenkorper IV (S. 26 u. £.)

beschrieben worden ist. Die Belastung des mittleren Querschnitts durch

das halbe Eigengewicht und durch den Anteil des Gewichts der Mef-
= 0,19 kg/qem.

vorrichtung betrdgt hierbei rund 15 kg, d. i. 332

0
/
/|
7
/
/7
/) I
/ I
s e = LX)
Y |
/ 1
/ !
/ |
/ 1
7/ ]
7/ |
/ I
S 1-1297
/ i
/ |
1
/ !
/ |
/ i
/ I
/ I
7/ |
e +-—{446
/ {
/ |
/ |
/ |
7 |
/ I
/ I
/ I
/ I
e RS F—=-159
) i
7 |
/
/ |
7 I
/ I
/ 1
/ I
]
/ i
/ i
/
/ !
/ 1
/ |
/ |
/ I ©
/ I 1.
bom oo fmmm e e 89,2
! 12,03
| P TR — -t w () Q00RO —-m - mmmmmmmmm——————— -
€ 500-50 0,000401
Fig. 28.

Der Zugversuch wird wiederholt.
Darauf folgt abermals Druckbelastung usw., wie dies aus den

folgenden Zusammenstellungen der Versuchsergebnisse erhellt.

6*
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1. Versuchsreihe.
Druck.

Der Korper war vorher mit rund 6000 kg belastet, entsprechend
72,1 kg/qem.
Temperatur 20,0 bis 20,1° C.

Belastungsstufen in kg Zusammendriickungen in /4., cm auf 50 cm
P c gesamte ‘J bleibende federnde
18 und 2018 | 0,22 und 24,25 4,10 ' 0,25 3,85
18 ,, 4018 [0,22 , 48,29 7,265 | 0,315 6,95
18 ,, 6018 [0,22 , 7233| 10,035 I 0,33 9,705

Die Unterschiede der Federungen sind
3,85 3,10 2,755,

sie nehmen also ausgeprigt ab mit wachsender Spannung. Der Marmor
verhalt sich hiernach umgekehrt wie z. B. das Gufleisen.

2. Versuchsreihe.
Zug.
Der Korper wurde kurze Zeit mit rund 2000 kg belastet, ent-

sprechend 24 kg/qcm.
Temperatur 20,0° C.

Belastungsstufen in kg Dehnungen in /g0 cm auf 50 ecm
P l a gesamte bleibende federnde
15 und 300 | 0,19 und 3,61 0,82 0,085 0,735
15 ,, 600 | 0,19 , 7,21 1,935 0,115 1,820
15 ,, 900 | 0,19 , 10,82 3,365 0,18 3,185
15 ,, 1200 | 0,19 ,, 14,42 4,96 0,215 4,745

Eine Wiederholung des Versuchs — 3. Versuchsreihe — ergab
nahezu die gleichen federnden Dehnungen.
Die Unterschiede der Federungen

0,735 1,085 1,365 1,560

zeigen deutlich Zunahme der Dehnungen mit wachsender Spannung.
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4. Versuchsreihe.
Druck.
Temperatur 20,0 bis 20,1° C.

Belastungsstufen in kg Zusammendriickungen in /¢y, cm auf 50 cm

P ¢ gesamte bleibende federnde
18 und 2018 | 0,22 und 24,25 7,77 3,295 4,475
18 ', 4018 (0,22 ,, 48,29 11,63 3,795 7,835
18 ,, 6018 |0,22 ,, 7233 14,54 4,125 10,415

Die grofien bleibenden Zusammendriickungen sind die Folge
des Vorhergehens von Zugbelastung. Auch die federnden Zusammen-
driickungen zeigen groflere Werte als Versuchsreihe 1. Doch hat sich
daran, daB sie langsamer als die Spannungen wachsen, nichts geéndert.
Denn es betragen die Unterschiede

4,475 3,360 2,580.

Dieselben unterscheiden sich hier noch bedeutender voneinander
als bei der Versuchsreihe 1.

5. Versuchsreihe.
Druck.
Temperatur 20,1° C.

Belastungsstufen in kg Zusammendriickungen in /g5 cm auf 50 cm
P G goesamte l bleibende federnde
18 und 2018 0,22 und 24,25 4,185 0,025 4,16
18 ,, 4018 i10,22 ,, 48,29 7,54 0,05 7,49
18 ,, 6018 (0,22 , 7233 10,30 0,09 10,21

Die bleibenden Zusammendriickungen ergeben sich jetzt klein;
die federnden haben sich ebenfalls etwas gedndert, sie sind aber noch
etwas grofler als bei der 1. Versuchsreihe. Von Interesse ist zu beachten,
daB sich die Federung der obersten Stufe derjenigen genihert hat, welche
bei der 1. Versuchsreihe erhalten wurde; dort waren die Unterschiede

3,85 310 2,755,
hier betragen sie
4,16 3,33 2,72
Eine Wiederholung des Versuchs — 6. Versuchsreihe — ergab
die gleichen federnden Zusammendriickungen.
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In Fig. 29 sind die federnden Dehnungen der 2. Versuchsreihe (Zug)
und die federnden Zusammendriickungen der 5. Versuchsreihe in der
mehrfach erdorterten Weise eingetragen und die so erhaltenen Punkte
verbunden. Der so erlangte Linienzug hat die Eigentiimlichkeit, daf

S g A5 _ 0 500rsss

1200t~ 8008 T T
900 ———————
T
3001,
£ Achse der Buoammendriichungen Aehae der Defmungen +€
S —— 1T
T [
. 0,0003403 '?
_"Teoo-s0” S0t lleors
Fig. 29

er der Achse der Spannungen auf der Zugseite seine erhabene, dagegen
auf der Druckseite seine hohle Seite zukehrt. Fiir 6 = 0 darf nach dem
Verlauf der beiden Kurvenzweige mit Annaherung eine gemeinschaftliche
Tangente angenommen werden.
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Marmor.

Werte des Dehnungskoeffizienten «,

unter Zugrundelegung der Federungen berechnet fiir die einzelnen
Belastungsstufen. (Vgl.S.17—19, insbesondereauch die Fulbemerkungen

daselbst.)
Druck.
Spannungsstufe 1. Versuchsreiho 4. Ver- Ve?':su(fﬁ)s
in kg/qem suchsreihe | ' rihe
0,22 und 24,25 500 50 24,25 1—0,22 = Tov300| 161100 | T73500
24,25, 48,29 6’%50; §685 148,29 - 24,25 2321600 2141600 2161600
48,29, 72,33 9’7330—.5%95'72,33-1—48,29 - 2611800 2791500 2651100
Zug.
Sp?:nl?gr}(glscsrflufe 2. (3.) Versuchsreihe
0,19 und 3,61 682)7.320 ' 3,61 _1_ 0,19 = 1391600
361 ,, 7,21 1’8620;(;’0735 ' 7,21-1-3,61 = 991500
21, 10,82 3’15050._51)’82 ' 10,82}— 701 791300
082 14z | BTEEEE. 14,42i10,82 = 5550

12. Versuche mit Sandstein. (1898.)

Die vom Verfasser durchgefiihrten Versuche ergaben fiir Sandstein
im urspriinglichen Zustande ausnahmslos, daB die Dehnungen weit

rascher wachsen als die Spannungen.

Da grundsitzlich Neues hierbei
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nicht auftritt, so darf auf die dahingehenden Veroffentlichungen des
Verfassers verwiesen werden: Zeitschrift des Vereines deutscher In-
genieure 1899, S. 1402; 1900, S. 1169 u. f.1).

§ 5. Gesetz der Lingeninderungen. Vollkommenheit und
Grofle der Elastizitiit. Gesetz der elastischen Dehnung.
iinflu der Zeit. Elastische Nachwirkung.

1. Gesetz der Lingeninderungen.

Wie wir in § 4 sahen, sind bei einem in Richtung seiner Achse durch
Zug oder Druck beanspruchten Kérper dreierlei Anderungen der Linge
desselben zu unterscheiden:

1. die gesamte Lingendnderung 4,
2. ,, bleibende . »,
3. ,, federnde . A— A = 1.

Ein Blick auf Fig. 1, S. 16, in welcher die Linien der gesamten
(——— ), der bleibenden (— — ——) und der federnden Léngen-
anderungen (—) eingetragen sind, lehrt, daB zur Feststellung des Zu-
sammenhanges zwischen diesen drei Arten von Lidngendnderungen und
den zugehorigen Spannungen im allgemeinen drei Funktionen er-
forderlich sind:

}‘ = f] (”)r )‘/ = fz (”)» )‘” = fa (”)

Die erste Funktion bestimmt die Linie der gesamten, die zweite
diejenige der bleibenden und die dritte diejenige der federnden Léngen-
dnderungen.

Frither pflegte man nur die erste dieser Funktionen zu bestimmen
und sie zur Grundlage der Elastizitédts- und Festigkeitslehre zu machen.
DaB dies unter Umstédnden zu recht groben Fehlern fithren muflte, liegt
auf der Hand. Deshalb ging Verfasser dazu tber, 4 und damit auch
A" = /i — /" in der Weise zu bestimmen, wie dies in § 4 mehrfach be-
sprochen worden ist (vgl. z. B. daselbst Ziff. 1, GuBBeisenkérper I): man
wechselt fir jede Spannungsstufe Belastung und. Entlastung so oft,
bis die gesamten, bleibenden und federnden Dehnungen sich nicht mehr
indern, und erhilt so fiir die betreffende Spannungsstufe in 4” die
Federung, d. h. die eigentliche elastische Dehnung, welche der Kérper
unter den Verhiltnissen, unter denen die Untersuchung stattfindet, auf-

1) Mitteilungen tiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur-
wesens 1901, Heft 1 und 1904, Heft 20.
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weist!). KEs erscheint deshalb richtiger, die Funktion f, (s) als das
Elastizitiatsgesetz anzusehen und sie zur Grundlage der Elastizitdtslehre
zu nehmen.

Die zweite Funktion f, (4), welche die Linie der bleibenden Léngen-
dnderungen oder kurz der Dehnungsreste bestimmt, kann zur Be-
urteilung des Materials an sich oder auch des Zustandes herangezogen
werden, in dem sich das letztere in dem untersuchten Korper befindet.

1) Die Bestimmung von Maf3zahlen fir die Federung, d.h. fiir die Elasti-
zitdt, welche bei mehr oder minder rasch aufeinanderfolgenden Spannungsénde-
rungen vorhanden ist, wurde vom Verfasser bereits in den Jahren 1885 und 1886
aufgenommen. Seines Wissens waren dies die ersten derartigen Versuche. Als
Material wurden zunéchst diejenigen Stoffe gewéhlt, fiir welche das Bediirfnis
nach dem bezeichneten Elastizitétskoeffizienten am dringendsten war: Lederriemen,
Hanf- und Drahtseile. Uber einen Teil dieser Versuche ist in der Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1887, S. 221 bis 225, S. 241 bis 245, S. 891 und 892,
(oder auch ,,Abhandlungen und Berichte‘‘ 1897, S. 5 u. f., S. 59 und 60) berichtet.
Daselbst findet sich u. a. angegeben, daB in manchen Fallen die Federung nicht
viel mehr als die Hélfte der gesamten Dehnung betrégt, iibrigens in hohem Mafle
eine Funktion der Spannung ist (mit Zunahme der letzteren abnimmt), und daB
sie auch von der Zeit abhéngt. Bis dahin war ganz allgemein mit einem konstanten
Dehnungskoeffizienten oder Elastizitdtsmodul gerechnet worden. Die genannten
Versuche wiesen beispielsweise nach, daf der Dehnungskoeffizient der Federung,
d. i. die Federung der Léngeneinheit fiir das Kilogramm Spannung, betrug:

fiir einen neuen Lederriemen

1
1250 bei der Spannungsstufe ; = 7,5 und 6, = 18,75 kg/qem
1 o
W N 2 ” Gy, = 18,75 ,, O3 = 30,0 ”
fiir einen gebrauchten Lederriemen
1
2680 bei der Spannungsstufe o) = 7,2 und 6, = 21,6 kg/qem
L0
! 21,6 36,0
3600 i ’ 2 (72 - 50 2 ”3 - 07 i
! 36,0 50,4
4130 3 i ’ ”3 - ’ ’ ”4 - ‘)0» ’

Dabei erfolgten die Wechsel in der Belastung durchschnittlich wihrend der
Zeit von 1,56 Minuten, welche zur Vornahme der Messungen erforderlich war.

Leder, das vorher nicht gestreckt war (Ledertreibriemen werden vor der

Verwendung kriftig gestreckt), lieferte unter Umsténden fiir die gesamte, d. h.
bleibende und federnde Dehnung Werte, welche den Dehnungskoeffizienten von

rund ergaben.

100
Spiiter hat Martens das gleiche Verfahren aufgenommen (vgl. Mitteilungen
aus den Konigl. Technischen Versuchsanstalten 1888, II, S. 2, sowie 1904, S. 202).
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Insofern die Linie der Dehnungsreste Auskunft dariiber erteilt, welche
bleibende Dehnung bei einer gewissen Belastung des Korpers zu er-
warten steht, kann sie iliberdies noch weitere Bedeutung erlangen,
worauf bereits S. 20 hingewiesen worden ist?).

Einige Zeit darauf hat sich auch Hartig auf den Standpunkt des Verfassers
gestellt und ist dafiir eingetreten, dal die federnde Dehnung bestimmt werde.
Doch mufl dem von Hartig im Zivilingenieur 1893, S.126 Bemerkten gegeniiber
hervorgehoben werden, da8 es im allgemeinen nicht ausreichend ist, der Be-
stimmung des Elastizitétsgesetzes nur einen einmaligen Spannungswechsel unmittel-
bar vorhergehen zu lassen. Fiir manche Materialien, z. B. Stahl von groBer Festig-
keit, ist es innerhalb der Belastungsgrenzen, fiir welche der Dehnungskoeffizient
bestimmt zu werden pflegt, meist iiberhaupt nicht nétig, diesen vorbereitenden
Spannungswechsel auszufiihren ; fiir Materialien dagegen wie Guf3eisen (vgl. z. B.§ 4,
Ziffer 1), zéhes (ausgegliihtes) FluBeisen, Kupfer, Bronze, Messing, Beton usw.,
also ganz abgesehen von Stoffen wie Leder u. dergl., erweist sich der einmalige
Wechsel meist als durchaus ungeniigend.

Das Verfahren, die — fiir die Untersuchung oft recht unerwiinschten und
Zeitaufwand verursachenden — bleibenden Dehnungen dadurch zu beseitigen,
daB man den Versuchskorper von vornherein weit iiber die Spannung hinaus
belastet, mit welcher das Material spéter im Gebrauchsstiick beansprucht wird,
d. h. daB man ihn vorher iiberlastet, liauft — je nach der Héhe der vorherigen
Belastung — unter Umsténden auf eine MiBhandlung des Materials hinaus.
Jedenfalls wird dasselbe hierdurch oft in einen Zustand versetzt, der von dem mehr
oder weniger verschieden ist, in welchem sich das normal behandelte Material
in den eigentlichen Gebrauchsstiicken befindet, wéhrend doch die Untersuchung
des Materials zu dem Zwecke zu erfolgen pflegt, sein Verhalten in den Gebrauchs-
stiicken moglichst richtig beurteilen zu konnen. Ziemlich héufig erwidert das
iiberlastet gewesene Material diese Behandlung durch elastische Nachwirkung
(§ 5, Ziffer 4), indem es sich dem urspriinglichen Zustand wieder néhert, also den
verlaBt, fiir welchen die ermittelten Zahlen gelten.

Die Zahlenwerte in den Gleichungen 4 bis 8, S. 36, lassen deutlich den Einflufl
der vorhergegangenen Belastungen bei GuBeisen erkennen, noch empfindlicher
pflegen Steine, insbesondere aber Leder zu sein. Man erhdlt fiir solche Stoffe
nach vorhergegangenen starken Belastungen Federungen, die sich auBerordentlich
stark von denjenigen unterscheiden konnen, die das gleiche Material im urspriing-
lichen Zustande lieferte.

Vgl. auch FuBbemerkung 1, S. 80, sowie diejenigs S. 98 und 99.

Der gemachte Einwand gegen das Verfahren entfallt natiirlich in den Féllen,
in welchen das Material auch in den Gebrauchsstiicken vorher iiberlastet wird,
was z. B. zu dem Zwecke geschehen kann, bleibende Forménderungen spater von
ihnen fernzuhalten.

1) Die Erkenntnis der Gesetze der bleibenden Forminderungen bildet vor-
wiegend eine Aufgabe der mechanischen Technologie. Erst in neuerer Zeit ist
derselben die ihr gebiithrende Wertschéatzung zuteil geworden (Tresca, dem wohl
die ersten Erkenntnisse hinsichtlich des FlieSens fester Korpér zu verdanken
sind, Kick: Gesetz der proportionalen Widerstande und seine Anwendungen 1885,
sowie die spiteren Verdffentlichungen Kicks, Rejt6: Die innere Reibung der
festen Korper, 1897, sowie die spateren Arbeiten dieses Forschers (s. ,,Baumate-
rialienkunde* 1900 und folgende Jahrgénge), Ludwik (Technische Bldatter 1903
und 1904) sowie Elemente der technologischen Mechanik, Berlin 1909, usw.
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2. MaB der Vollkommenheit und der GroBe der Elastizitit.

Wie bereits S. 16 bemerkt, wohnt jedem Korper die Eigenschaft
inne, unter der Einwirkung #uBerer Krifte eine Anderung der Gestalt
zu erfahren und mit dem Aufhoren dieser Einwirkung die erlittene Form-
anderung mehr oder minder vollstdndig wieder zu verlieren. Insoweit
er die erlittene Forménderung wieder verliert, d. h. insoweit sein
Material zuriickfedert, wird er als elastisch bezeichnet. Ist die Riick-
kehr in die urspriingliche Form eine vollstindige, so spricht man von
,vollkommen elastisch®.

Hieraus erhellt, dal der Grad der Vollkommenheit der
Elastizitdt eines Korpers oder kurz der Elastizitétsgrad des-
selben zum Ausdruck gebracht werden kann durch den Quotienten :

federnde Dehnung

"= gesamte Dehnung ’

wenn nur die Langendnderung eines auf Zug oder Druck beanspruchten
Korpers ins Auge gefaflt wird. Hiernach wiirde beispielsweise der in
§ 4 unter Ziff. 1 besprochene GuBeisenkdrper IV auf der mit P = 20000 kg
schlieBenden Belastungsstufe folgende Elastizitatsgrade aufweisen:

bei der ersten Versuchsreihe

15,435
1—8’2‘—5‘5— = 0,845,
bei der zweiten
15,365
KE = 0,996,
bei der dritten
18,325
—2‘2—’% = 0,826,
bei der vierten
18,25
1834 ~ 0,995.

Der in § 4 unter Ziff. 4 behandelte Kupferrundstab weist auf der
obersten Belastungsstufe einen Elastizitatsgrad auf

bei der ersten Versuchsreihe von

5,563

W = N0,687,
bei der zweiten

5,53 = ~ 0,974.

5,68

B
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Je niedriger die Spannung liegt, mit welcher die Belastungsstufe
abschlieft, umsomehr pflegt unter sonst gleichen Verhéltnissen sich s
der Einheit zu nédhern. Die Spannung, bis zu welcher hin g = 1 ist
oder sich doch nur sehr wenig von 1 unterscheidet, kann nach MaBgabe
des S. 20 und 21 Gesagten als Elastizitatsgrenze bezeichnet werden.

Dieses MaBl der Vollkommenheit der Elastizitdt eines
Korpers ist zu unterscheiden von dem Ma der GréBe der Elastizitét,
als welches die Federung der Léngeneinheit fiir das Kilogramm Spannung
oder allgemein fiir das Kilogramm Spannungsunterschied, d. i. der
Dehnungskoeffizient, angesehen werden kann. So wird beispielsweise
von dem unter § 4, Ziff. 7, zuerst besprochenen Riemen sowie von den
beiden in der FuBbemerkung S. 89 angefiihrten Riemen zu sagen sein,
daB die GroBe ihrer Elastizitdat oder kurz ihre Elastizitéat mit wachsender
Spannung abnimmt. Damit wird eben ausgesprochen, dal die Federung,
d. i. die GroBe der Elastizitat fiir das Kilogramm (Spannungsunter-
schied) um so kleiner ausfallt, je héher die Spannungsstufe (vgl. S. 18,
FuBbemerkung 1) liegt, d. h. in der Sprache des gewdhnlichen Lebens,
je stirker der Riemen angespannt ist. In gleicher Weise wird man von
einem GuBeisenkérper (vgl. z. B. § 4, Ziff. 1, GuBeisenkoérper III,
S. 23 u. £.), einem Kupferstab (vgl. z. B. § 4, Ziff. 4, Rundstab I und II,
S. 54 u.f.), einem Betonkorper usw. sagen, daf} die GroB3e seiner Elastizitét,
kuiz seine Elastizitdt, mit wachsender Spannung zunimmt. Bei Be-
sprechung der Elastizitit von Korpern aus Zementmortel mit ver-
schiedenem Sandzusatz, wie solche in § 4, Ziff. 9 angefiihrt sind, wird
man festzustellen haben, daf die Elastizitét mit (iiber 114 Teile hinaus)
wachsendem Sandzusatz unter sonst gleichen Verhiltnissen zunimmt,
dall beispielsweise Zementmortel mit 3 Teilen Sandzusatz mehr
Elastizitit zeigt als solcher mit 1,5 Teilen Sand. Ebenso wird man bei-
spielsweise den Gummi als sehr elastisch, Bausteine als weniger
elastisch bezeichnen. Von der GroBe der Elastizitit eines Korpers zu
sprechen, liegt im praktischen Leben vielfach Bediirfnis vor, wie be-
reits angedeutet worden ist, und wie sich auch ergibt, wenn man der
Fille gedenkt, in denen der Ingenieur bei der Auswahl von Material
darauf bedacht sein mul}, dal3 es ausreichende Elastizitat besitzt.

3. Allgemeineres Gesetz der elastischen Dehnung.

Wie bereits in § 2 bemerkt, pflegt hinsichtlich des Zusammen-
hanges zwischen der Dehnung ¢, die stillschweigend als vollkommen
elastisch vorausgesetzt wird, und der zugehdrigen Spannung ¢ ange-
nommen zu werden, dafl innerhalb eines gewissen Spannungsgebietes,
das nach oben durch die positive Spannung ¢’ und nach unten durch
die negative Spannung o’ begrenzt werden mdoge, Proportionalitit
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zwischen ¢ und ¢ bestehe entsprechend der Gleichung
s =a0 . . . . . . . 2(§2

Hierin wird dann « als eine innerhalb dieser beiden Grenz-
spannungen ¢’ (Proportionalititsgrenze gegeniiber Zug) und ¢” (Pro-
portionalititsgrenze gegeniiber Druck) gleichbleibende, somit von der
GrofBe und dem Vorzeichen von ¢ oder ¢ unabhingige Erfahrungszahl
angesehen.

Diese angenommene Gesetzméfligkeit zwischen ¢ und o, bekannt
unter dem Namen ,,Hookesches Gesetz*, wurde bis vor einiger Zeit
noch in weiten Kreisen als allgemein giiltig angesehen!). Das in § 4
niedergelegte Erfahrungsmaterial, welches noch bedeutend hatte ver-
mehrt werden konnen, wére nicht N6tigung vorhanden, Beschrinkung
zu iben, beweist deutlich, daBl fiir die Mehrzahl der Stoffe Proportio-
nalitit zwischen Dehnungen und Spannungen nicht besteht, und daf3
somit das Hookesche Gesetz in der Tat nur fiir eine Minderzahl von
Baustoffen des Ingenieurwesens, zu denen iibrigens die hervorragend
wichtigen Materialien: Schmiedeisen und Stahl gehoren, als zutreffend
angenommen werden kann; aber im allgemeinen auch nur mit Annihe-
rung. Denn selbst bei Schmiedeisen und Stahl fiihrt eine scharfe Priifung
nicht selten zu dem Ergebnis, daB8 die Dehnungslinie von ¢ = 0 an eine
Kurve, wenn auch eine sehr flach gekriimmte, ist.

Bei dieser Sachlage erscheint es begreiflich, dall das Bediirfnis
sich einstellte, den Dehnungskoeffizienten « (oder seinen reziproken

1) DaB dies selbst in den Kreisen der Physiker bis vor einiger Zeit noch der
Fallgewesen zu seinscheint, erhellt aus einer Arbeit vonThompson in Wiedemanns
Annalen der Physik und Chemie 1891, S. 555 u. f.: ,,Uber das Gesetz der elastischen
Dehnung'“. Er sagt daselbst: ,,Meines Wissens hat bis jetzt jeder fiir selbst-
verstiandlich gehalten, dal das alte Gesetz giiltig sei, und es ist nie versucht
worden, dasselbe einer Kritik zu unterziehen.“ Dal} dies nicht ganz zutreffend,
dal3 vielmehr bereits im Jahre 1891 die Erkenntnis in der Tat erheblich weiter
vorgeschritten war, ergibt sich aus den Darlegungen des Verfassers in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 248 u. f., oder in ,,Abhandlungen
und Berichte‘‘ 1897, S. 289 u. f.

In dem hervorragenden Handbuch der Physik, welches von Winkelmann
unter Mitwirkung einer gréeren Anzahl von Physikern herausgegeben wird, hei3t
es im ersten Band (1891), S. 218: ,,Dieses Gesetz ist schon von Hooke, und zwar
in der Form ,Ut tensio, sic vis‘ ausgesprochen worden, in die heutige Redeweise
iibersetzt, lautet es: Zwischen Zwang und Veranderung, zwischen Ver@nderung
und elastischer Kraft besteht Proportionalitit. Schon aus dem Umstande, da@
man es hier meist mit kleinen Verdnderungen zu tun hat, konnte man nach dem
Prinzipe, daf3 kleine Wirkungen sich einfach addieren, auf jene Proportionalitat
schlieBen, und die Erfahrung bestétigt sie durchaus, vielleicht mit
Ausnahme einiger in elastischer Hinsicht anormaler Stoffe (z. B. Kautschuk).*

Diese Auffassung gehort auch heute noch nicht zu den Seltenheiten ; ziemlich
héufig wird sie stillschweigend als richtig angenommen.
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Wert, den Elastizitdtsmodul E) als Funktion der Spannung ¢ zu kennen,
oder auch eine Beziehung zwischen ¢ und ¢ aufzusuchen, welche die Ver-
suchsergebnisse befriedigt?).

W. Schiile ermittelte auf Grund des ihm vom Verfasser 1896
zur Verfiigung gestellten Versuchsmaterials, gewonnen in den Jahren
1885 bis 1896, daBl die Gleichung

e=ao™. . . . . . . 1§49
gute Ubereinstimmung ergab. Seine Arbeit beschrinkte sich dabei auf
GuBeisen, Granit, Korper aus Zement, Zementmortel und Beton gemiB
den Gleichungen 2, 9, 10, 14 bis 16, 18 bis 26 in des Verfassers ,,Ab-
handlungen und Berichte®, S. 291 u. f., und gemdBl dem zugehorigen
Versuchsmaterial.

Die Priifung des Verfassers fiihrte zu dem Ergebnis, dafl — wenigstens
fiir die durch das vorliegende Versuchsmaterial gedeckten Gebiete —
Gleichung 1, § 4, die gesuchte Gesetzméfigkeit innerhalb der fiir die aus-
filhrende Technik in Betracht kommenden Spannungsgebiete befrie-
digend zum Ausdruck bringt?). Ein groBer Teil der in §4 aufgenommenen

1) Bis dahin stellte Verfasser die Veranderlichkeit von @ dadurch fest und
tut dies zum Teil auch heute noch, daff er die elastischen Léngeniinderungen fiir
verschiedene Belastungsstufen ermittelt und dafiir « berechnet, wie in der Fuf3-
bemerkung S. 18 und 19 angegeben ist.

2) Verfasser glaubt auch hier hervorheben zu sollen, was er bereits an anderer
Stelle (,,Abhandlungen und Berichte‘‘ 1897, S. 294) bemerkt hat, namlich, daB
das Zutreffen der Beziehung & = 6™ nach Maligabe des von ihm Gesagten aus-
driicklich beschrénkt erscheint: zunéchst auf das Gebiet, welches durch das vor-
gelegte Versuchsmaterial gedeckt wird, und sodann auf solche Verhiltnisse,
welche Spannungen liefern, die innerhalb der fiiv die ausiibende Technik in Be-
tracht kommenden Grenzen liegen. Die Notwendigkeit der zweiten Beschriankung
erhellt schon ohne weiteres — ganz abgesehen von anderem — aus dem Vor-
handensein von Wendepunkten in den Linienziigen fiir Granit (vgl. Fig. 28, §4,
oder auch ,,Abhandlungen und Berichte** 1897, S. 283 u. f.: Fig. 2, 3, 4 und 5).
Inwieweit die erste Beschrinkung Berechtigung hat, wird durch weitere Ver-
suche, namentlich auch mit anderen Stoffen, festzustellen sein. Bei der groBen
Masse von Materialien und der Verschiedenheit ihrer Eigenschaften erscheint es
wahrscheinlich, da das elastische Verhalten aller Materialien durch eine ein -
fache mathematische Funktion iiberhaupt nicht genau zum Ausdruck gebracht
werden kann.

Wie aus den Arbeiten des Verfassers, betr. die Elastizitat der Materialien,
hervorgeht, handelt es sich fiir ihn in erster Linie nicht um Auffindung eines
neuen Gesetzes, sondern vielmehr darum, durch den Versuch das tatsiachliche
Verhalten der Stoffe festzustellen und dazu beizutragen, daB die Beziehung
& = a0, welche nur fiir eine Minderheit von Stoffen innerhalb gewisser Grenzen
zutreffend erscheint, nicht mehr als allgemein giiltiges Gesetz angesehen (vgl. in
dieser Hinsicht auch FuBlbemerkung S. 93) und ohne weiteres zur Grundlage
der gesamten Elastizitdits- und Festigkeitslehre gemacht wird. Die Anforde-
rungen, welche die Technik an den Ingenieur stellt, gestatten dies — wenigstens
in verschiedenen Féllen der Anwendung — heute nicht mehr. Sollte sich das
tatséichliche elastische Verhalten aller Materialien durch irgendeine andere
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Versuchsergebnisse lag damals noch nicht vor. Um so lehrreicher ist es,
festzustellen, dal, wie die Bemerkungen in § 4 zu den Gleichungen 2 bis
27 zeigen, auch die spateren Untersuchungen von GuBeisen, Kupfer,
Bronze, Messing usw. die Brauchbarkeit der Gleichung 1, § 4, be-
statigen?).

Fiir m = 1 geht Gleichung 1, § 4, in Gleichung 2, § 2, iiber. Das
Hookesche Gesetz bildet somit einen Sonderfall der durch
Gleichung 1, § 4, bestimmten GesetzméBigkeit. Die Ab-
weichung des Exponenten m von der Einheit bringt die
Verdnderlichkeit der Dehnungen zum Ausdruck. Fir m > 1
wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen, fiir m < 1 lang-
samer. Je grofler die Abweichung des Exponenten m von der Einheit
ist, umsomehr wolbt sich die Dehnungskurve Gleichung 1, § 4, gegen
die e-Achse, also dieser ihre hohle Seite zukehrend, wenn m > 1, und
hohl gegen die o-Achse, wenn m < 1.

Der Koeffizient « hat die Bedeutung der Dehnung fiir
die Spannung 1, und nicht fiir die Spannungszunahme 1, wie bei
vorhandener Proportionalitdt zwischen Dehnungen und Spannungen.

Aus Gleichung 1, § 4, folgt

de

do
d. i. die Tangente des Winkels, unter welchem die durch Gleichung 1,
§ 4, bestimmte Dehnungskurve gegen die s-Achse geneigt ist.

Fiir m = 1, was z. B. fiir GuBleisen der Fall, und o = 0 ergibt sich
de
do

d. h. die Dehnungskurve hat im Koordinatenanfang die o-Achse zur
Tangente, gleichgiiltig, wie gro « und m, sofern nur m > 1.
Fiir m < 1, was z. B. bei Leder zutrifft, findet sich mit ¢ = 0

de 17
= m - ——— = X
do gl—m

= maom—1L

= 0,

’

d. h. die e-Achse ist Tangente im Koordinatenanfang, cbenfalls unab-
héngig von den Sonderwerten von « und m.

Funktion zwischen ¢ und ¢ ausreichend genau zum Ausdruck bringen lassen,
welche noch dazu den Vorteil béte, fiir die Entwicklungen, betreffend die Er-
mittlung der Anstrengung von auf Biegung oder Drehung beanspruchten Kérpern,
bequemer zu sein als ¢ = @ 6™, so wiirden seines Erachtens Wissenschaft und
ausiibende Technik die Aufstellung einer solchen Funktion willkommen heiBen.

1) Vgl. auch die Darlegungen Schiiles in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1898, S. 855 u. f., sowie die FuBbemerkung Ziffer 1, S. 97.

Ausnahmen wurden festgestellt fiir Marmor (vgl. S.82), fir GuBeisen im
Falle gewisser Belastung (vgl. S.23), Gummi (vgl. S. 66 u. f).
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Wir wiirden also beispielsweise fiir GuBeisen erhalten, daBl die
Dehnungskurve in senkrechter Richtung durch den Koordinaten-
anfang geht'), und fiir Leder, dal diese Kurve in wagerechter Richtung
den Koordinatenanfang verlassend emporsteigt.

Gerade mit Riicksicht auf diese Eigenschaft der Kurve Gleichung 1,
§ 4, scheint es angezeigt, die Dehnung auch fiir verhiltnismaBig kleine
Spannungen zu ermitteln. Das ist z. B. geschehen fiir den GuBeisen-
korper IV, indem die unterste Spannungsstufe bei Versuchsreihe 1 mit
o = 20,45 kg/qem, bei Versuchsreihe 2 mit o = 10,22 kg/qem abschlie-
Bend angenommen wurde. Fig.5, §4, 1aBt erkennen, da@} die beobachteten
kleinen Dehnungen in der Tat auf starke Néherung an die s-Achse hin-
deuten; der Grad der Genauigkeit, mit welchem die Langenédnderungen
bei so kleinen Spannungen festgestellt werden konnen, ist jedoch nicht
sehr weitgehend, weshalb dieser Ermittlung eine durchschlagende Be-
deutung nicht zuerkannt werden kann. Versuche mit GuBeisen aus
neuester Zeit lassen es fraglich erscheinen, ob die o-Achse im Koordinaten-
anfang tatsichlich Tangente an der Dehnungslinie ist.

Wie S. 94 hervorgehoben, steht die Gleichung 1, § 4, in guter
Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der vom Verfasser bisher in
groBer Anzahl durchgefiihrten Elastizitatsversuche bis auf die daselbst
angegebenen Ausnahmen. Die erste Ausnahme bildet der in § 4 unter
Ziff. 11 behandelte Marmorkorper. Fig. 29, § 4, zeigt, dalB hier die
Dehnungslinie der o-Achse auf der Zugseite ihre erhabene und auf der
Druckseite ihre hohle Seite zukehrt. Demgemal miite der Exponent m
in der Gleichung 1, § 4, fiir die Zugseite grofer als 1 und fiir die Druck-

1) Fiir den ersten Augenblick konnte diese Folgerung wohl befremden,
namentlich wenn man sich an die Darstellungen mit iibertrieben groBem MaBstabe
fiir die Dehnungen hiilt. Wenn beispielsweise fiir Schmiedeisen die Linie ¢ = a &

1
mit o = 2000000 als Gerade dargestellt wird, welche gegen die 6-Achse unter

einem Winkel geneigt ist, dessen Tangente gleich 0,5, so entspricht dies einer
VergroBerung der Dehnungen auf das 1 000 000 fache. In Verbindung mit einer

dn—
do
stellen. Anders liegt die Sache, wenn man den MaBstab nicht iibertreibt, sich

also die Gerade unter einem solchen Winkel gegen die 6-Achse gezogen denkt,

1

= ———— ist.
dall dessen Tangente 2000000 8

Uberdies wendet sich die Kurve nach Verlassen des Koordinatenanfangs

80 gezeichneten Geraden ist es allerdings schwer, sich = 0 fiir 6 = 0 vorzu-

auBerordentlich rasch; denn wahrend fiir 6 = 0 d_;' = 0, ergibt sich fiir das GuB3-

daz 1
. . .. _ . _ di
eisen IV nach Gleichung 4, § 4, fiir ¢ 1 kg/qem bereits do = 1338000 i
erheblich mehr, als der Neigung der Geraden entspricht, die gemil ¢ = « ¢ fiir

Schmiedeisen gelten wiirde.
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seite kleiner als 1 sein, d. h. nach dem Obigen: auf der Zugseite ware
die o-Achse im Koordinatenanfang Tangente der Dehnungslinie, auf der
Druckseite miifite dies die s-Achse sein. Da ein solcher Verlauf der Deh-
nungskurve aus dem Gebiete der Zugspannungen in das Gebiet der Druck-
spannungen nicht angenommen werden kann — wie ersichtlich, ist der
Verlauf der beiden Linienziige in Fig. 29 vielmehr derart, daBl im Koor-
dinatenanfang eine gemeinschaftliche Tangente zu erwarten ist —, so
mull geschlossen werden, dafl fiir den untersuchten Marmor die
Gleichung 1, § 4, nicht als zutreffend erscheint.

Hinsichtlich der beiden anderen Ausnahmen darf auf die betreffen-
den Stellen verwiesen werden.

Verfasser mull es unter Bezugnahme auf das S. 94 und 95 FuB-
bemerkung Gesagte zunichst dahingestellt sein lassen, ob sich im Laufe
der Zeit noch andere Ausnahmen zu den bis jetzt ermittelten gesellen
werden; ebenso, ob es iiberhaupt gelingen wird, eine geniigend
einfache Funktion!) ausfindig zu machen, welche das elastische Ver-
halten aller Materialien genau zum Ausdruck bringt?).

1) Die Zeitschrift fiir Mathematik und Physik (begriindet von Schlémilch)
bringt im SchluBheft des Jahrganges 1897 eine Arbeit von R. Mehmke ,,Zum
Gesetz der elastischen Dehnungen‘‘, welche u. a. eine zeitgeméaBe Zusammenstellung
der bis jetzt vorgeschlagenen Formeln zur Darstellung der Abhéngigkeit zwischen
Dehnungen und Spannungen enthélt. Aus derselben geht hervor, daB das Potenz-
gesetz ¢ = a 6™ bereits im Jahre 1729 von Biulffinger fiir die Zugelastizitit in
Vorschlag gebracht worden war, und daBl es 1822 auch Hodgkinson aufge-
nommen hatte. Das Ergebnis der bis jetzt vorliegenden rechnerischen Unter-
suchungen von Mehmke besteht darin, da — soweit diese reichen — das Potenz-
gesetz die Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen im ganzen genauer
zum Ausdruck bringt als das parabolische Gesetz ¢ = a ¢ + ba?.

In neuerer Zeit findet ziemlich héufig das Hyperbelgesetz
[
a—bo

Anwendung, worin

1
@ = —, wenn € = a G gesetzt wird.
a—bo

Auch fiir diese GesetzméBigkeit konnen innerhalb der durch den Versuch
festgelegten Grenzen a und b so gew#hlt werden, daB die Dehnungslinie dem tat-
siichlichen Verhalten des Stoffes innerhalb dieser Grenzen befriedigend entspricht.

Die Anwendung iiber dieselben hinaus kann allerdings zu Fehlern fiihren.

%) Hieraus geht deutlich hervor, da Gleichung 1, §4, in den Augen des
Verfassers nichts weiter ist als eine Gesetzmi#fBigkeit, durch welche sich die bis
dahin {iber den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen vorliegenden
Versuchsergebnisse innerhalb gewisser Grenzen, mit Ausnahme von Marmor und
Gummi, befriedigend zum Ausdruck bringen lassen. S. dagegen Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 25 sowie S. 1512; 1903, S. 1014; Dinglers
polyt. Journal 1902, Bd. 317, S. 149 u. {.

Bach, Elastizitit. 6. Aufl.

7



98 Einloitung.

4. EinfluB der Zeit. Elastische Nachwirkung.

Wie in § 4 hervorgehoben, wohnt jedem Korper — allerdings in
verschiedenem Grade — die Eigenschaft inne, unter der Einwirkung
duBerer Krifte eine Anderung der Gestalt zu erfahren und mit dem
Aufhéren dieser Einwirkung die -erlittene Forménderung mehr oder
weniger vollstindig wieder zu verlieren. Eine klar zutage liegende
Folge dieser Eigenschaft ist es, dall der Korper bei plotzlicher Einwirkung
der Krifte oder bei plotzlicher Entlastung in Schwingungen versetzt
wird. Aus diesem Zustande geht er, indem die Schwingungen kleiner
und kleiner werden, nach mehr oder minder langer Zeit in den Ruhe-
zustand {iiber.

Aber auch dann, wenn die Inanspruchnahme oder die Entlastung
des Korpers allmiahlich erfolgt, wenn also derartige Schwingungen nicht
beobachtet werden, erweist sich die Forménderung im allgemeinen nicht
unabhingig von der Zeit. Die durch eine bestimmte Belastung erzeug-
bare Formanderung bedarf zu ihrer Ausbildung einer gewissen, zu-
weilen kurzen, unter Umsténden aber auch sehr langen Zeit. Beispiels-
weise wird ein Stab aus Werkzeugstahl schon unmittelbar nach all-
mihlich erfolgter Belastung die iiberhaupt durch diese erreichbare
Dehnung aufweisen, wihrend ein belasteter Lederriemen nach Monaten,
ja selbst nach Jahren noch Langenzunahmen, wenn auch immer kleiner
werdende, zeigt. In Fillen letzterer Art filhrt die Zeit asymptotisch
zum Endzustand.

Ganz das Entsprechende gilt hinsichtlich der Entlastung: der
allmihlich entlastete Stab ndhert sich dem urspriinglichen Zustande
— je nach der Art des Materials — mit verschiedener Geschwindigkeit,
um so langsamer, je groBer die erlittene Forménderung war, und je
linger sie angedauert hatte.

Diese Erscheinung der allm#éhlichen Ausbildung und der all-
mihlichen Riickbildung der Forménderungen wird elastische
Nachwirkung genannt. Sie beeintrichtigt namentlich dadurch,
daB sie das Verhalten des untersuchten Kérpers unter einer neuen Be-
lastung von den Belastungen oder Entlastungen abhingig macht, denen
er vorher unterworfen war, die Genauigkeit der Beobachtungen bei
Versuchen zur Bestimmung der Forménderungen mehr oder minder.
Insbesondere bei wechselnden Belastungen kann dieselbe zu eigen-
tliimlichen Abweichungen fiihren, entsprechend einem gleichzeitigen,
beiderseits mit verinderlicher Geschwindigkeit erfolgenden Verlaufe
entgegengesetzter Anderungen, oder kurz entsprechend einem Uberein-
anderlagern von Nachwirkungen?).

- 1) Hiermit hiingt es auch zusammen, da8 die Federung (§ 4) bei manchen
Korpern verschieden erhalten wird, je nachdem man die Untersuchung, wie in
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Dieser EinfluBl der Zeit auf die Forminderungen wie auch auf die
Festigkeit!) des Stoffes macht es notwendig, dafl im allgemeinen den
Ergebnissen von Versuchen auf diesem Gebiete die erforderlichen An-
gaben iiber die Zeit beigefiigt werden.

Aus dem Vorstehenden folgt ferner, daBl die im § 4 erdrterten
Léngeninderungen sowie die aus ihnen ableitbaren MaBzahlen der Ge-
samtdehnung, des Dehnungsrestes und der Federung, d. h. die Dehnungs-
koeffizienten, streng genommen, Funktionen der Zeit sein miissen.

der FuBbemerkung S. 18 bzw. 19 angegeben ist, in der einen oder anderen Weise durch-
fiihrt. Besonders stark tritt dieser Unterschied bei Riemen auf. Beispielsweise
fand sich fiir einen Ledertreibriemen, der in der Weise gepriift wurde, daB fiir jede
Belastungsstufe mit Belastung und Entlastung so oft gewechselt wurde, bis sich
die gesamten, die bleibenden und die federnden Dehnungen nicht mehr #nderten:

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe

Belastungsstufe | federnde Ausdehnung | Belastungsstufe | federnde Ausdehnung

50 und 150 kg 6,0 mm 50 und 150 kg 5,5 mm
150 ,, 250 ,, 3.6 50 ,, 250 ,, 10,0 ,,
250 ,, 350 ,, 2,7, 50 ,, 350 ,, 140 ,,

Wir erkennen folgendes:

Fiir die gleiche Belastungsstufe 50 und 150 kg liefert die erste Versuchsreihe
eine um 6 — 5,5 = 0,5 mm groere Federung als die zweite Versuchsreihe.

Fiir die Belastungsstufe 150 und 250 kg liefert die erste Versuchsreihe un-
‘mittelbar 3,6 mm Federung, wéhrend die Ermittlung aus der zweiten Versuchs-
reihe durch Bildung des Unterschiedes 10,0 — 5,5 zu 4,5 mm fiihrt, also mehr ergibt.

Fiir die dritte Belastungsstufe 250 und 350 kg liefert die erste Versuchs-
reihe unmittelbar 2,7 mm Federung, widhrend die zweite Versuchsreihe zu
14,0 — 10,0 = 4 mm fiihrt.

Die Summe der Federungen der ersten Versuchsreihe ergibt 6,0 + 3,6 4 2,7
= 12,3 mm gegen 14,0 mm bei der zweiten Versuchsreihe.

Auch bei der Untersuchung von anderen Stoffen fand sich ein, wenn auch
meist weit kleinerer Unterschied, z. B. bei Steinen. Selbst GuBeisen ist nicht frei
hiervon. (Vgl. S.22.) Auch bei gehirtetem Werkzeugstahl sind héaufig elastische
Nachwirkungen zu verzeichnen, was sich z. B. bei der Herstellung genauer MaBe,
die unverénderlich sein sollen, unangenehm fiihlbar macht. Da ein Eingehen an
dieser Stelle zu weit fithren wiirde, so muf sich Verfasser hier auf diese Feststellung
beschrénken.

1) Beispielsweise werden Stabe aus Schmiedeisen, Lederriemen usw., sehr
rasch zerrissen, einen groBeren Wert fiir die durch Gleichung 1, § 3, bestimmte
Festigkeit liefern, als wenn das Zerreilen langsam erfolgt. Dagegen pflegen im
letzteren Falle Dehnung und Querzusammenziehung grofer auszufallen; die zur
Ausbildung der Forménderungen gelassene Zeit ist eben bedeutender. (Vgl. auch
§10.)

Siehe auch die Angaben iiber das Kiirzerwerden der beiden Bruchstiicke
eines zerrissenen Riemens mit der Zeit auf S. 63, oben.

7*
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Praktische Bedeutung erlangt diese Abhangigkeit von der Zeit jedoch
in der Regel erst fiir solche Stoffe, bei denen die elastische Nachwirkung
von Erheblichkeit ist (vgl. § 10 unter Hanfseile sowie FuBbemerkung
S. 89). Von hervorragender praktischer Bedeutung wird der EinfluB
der Zeit auf die Aus- und Riickbildung der Forménderung z. B. beim
Riemenbetrieb und damit auf die Gro83e der tibertragbaren mechanischen
Arbeit bei grofleren Geschwindigkeiten, wie in des Verfassers Maschinen-
elementen, 10. Auflage (1908), S. 407 und 408, S. 428 bis 430 dar-
gelegt ist.

Bei Leder, das fiir das Maschineningenieurwesen eine grofle Be-
deutung hat, pflegt die elastische Nachwirkung so stark zu sein, daf3 sich
die Frage aufdréngt, ob es iiberhaupt berechtigt ist, die elastischen
Dehnungen in zwei Teile zu zerlegen, von denen der eine als plotzlich
oder doch sehr rasch eintretend und wieder verschwindend angesehen,
der andere als nachwirkend, d. h. als allmahlich mit abnehmender Ge-
schwindigkeit verlaufend aufgefal3t wird. Dal hierin — streng genommen
— eine Willkiirlichkeit liegt, bedarf keiner Erérterung. Doch wird auf
diesem Wege zunédchst wohl noch am ehesten Einblick in das tatséchliche
Verhalten des Materials erlangt. Zuldssig ist es natiirlich nicht, elastische
Nachwirkung und bleibende Forménderung als identisch zu betrachten,
wie es zuweilen geschieht.

1. Zug.

Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden &uBeren
Kriafte ergeben fiir jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren
Richtungslinie in die Stabachse féllt, und welche diese zu verlingern
strebt.

§ 6. Gleichungen der Zugelastizitiit und Zugfestigkeit.

1. Es bedeute fiir den prismatischen Stab

P die ziehende Kraft,

{ die GroBe des urspriinglichen Stabquerschnittes,

I die urspriingliche Lénge des Stabes,

4 die Verlingerung, welche der Stab durch die Einwirkung der Kraft P
erfahrt,

s = % die Dehnung (§ 2),

a den Dehnungskoeffizienten (§ 2),
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s die Spannung, welche durch die Belastung P hervorgerufen wird,
und die mit der Dehnung ¢ verkniipft ist, bezogen auf den urspriing-
lichen Querschnitt (§ 1),

k, die zulissige Anstrengung des Materials gegeniiber Zugbeanspruchung.

Dann ist nach Gleichung 1, § 1,

P=gof. . . . . . . . .1
P <kijf . . . . . . .2

Unmittelbar aus dem Begriff des Dehnungskoeffizienten folgt
A= aloc = al% )

Soll das eigene Gewicht G des senkrecht hingend gedachten
Stabes beriicksichtigt werden, so ergibt sich fiir den obersten Querschnitt

P+G=o0f . . . . . . . . 4
P+G <kf. . . . . . . . b
oder, sofern j das Gewicht der Raumeinheit des Stabmaterials bedeutet,
Pryfl <k . . . . . . . 6

Ist P = 0, d. h. wird der Stab nur durch sein Eigengewicht belastet,
so findet sich

kz>;‘loderl<lf—f. S
i
Der durch Gleichung 7 bestimmte Wert von I gibt diejenige Lange
an, die der Stab hochstens besitzen darf, wenn die zuldssige Bean-
spruchung nicht iberschritten werden soll. Wird in Gleichung 7 an
Stelle von k, die Zugfestigkeit K, des Materials eingefiihrt, so ergibt
sich in dem zugehorigen Wert von ! gleich dem Verhéltnis: Zugfestig-
keit durch Gewicht der Raumeinheit die sogenannte ,,Reilllange®,
d. i. diejenige Lénge, welche der Stab besitzen muf}, damit sein Eigen-
gewicht eben zum Zerreiflen fiihrt.
Die Verlingerung 4 des Stabes infolge des Eigengewichtes G
und der Last P berechnet sich, wenn ¢ die Dehnung in dem Querschnitt
ist, welcher um x von dem freien Stabende absteht,

! ) )
A= Xsdx=§[a€~+a;’ledx = al $+,2i]
0 0
Il @
R

2. Diese zundchst nur fiir prismatische Stibe entwickelten Be-
ziehungen werden dann auch auf gerade stabformige Korper von ver-
iinderlichem Querschnitte ibertragen.
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Es bezeichne, Fig. 1,

P die Kraft, welche den Korper auf Zug in Anspruch nimmdt,

f die Gro3e des beliebigen, um x von der einen Stirnfliche abstehenden
Querschnittes,

fo den kleinsten Stabquerschuitt,

! die Lange des Stabes vor der Dehnung,

4 die Zunahme der Stablinge infolge der Einwirkung der Kraft P,

¢ die Dehnung im Querschnitt f,

o = £ die Spannung im Querschnitt f,

o den Dehnungskoefﬁiienten,
k, die zuldssige Anstrengung des Materials gegeniiber Zughbean-
spruchung.

Die Dehnung ¢ ist hier von Querschnitt zu Querschnitt als verédnder-
lich aufzufassen, weshalb in bezug auf die Grofen ! und /4 der Be-
stimmungsgleichung 1, § 2, die Vorschrift getroffen
werden muB, daf} die Stablinge unendlich klein, also im
vorliegenden Falle dx ist. Wird die Léngenidnderung,
welche dx erfiahrt, mit 4 dx bezeichnet, so folgt

) 4dx
it
Fig. 1. . .
Dann gelten auller der Gleichung 1) die folgenden
Beziehungen :
P < ko, . . . . . . . .9
7 /
/lzg,sdx:P(//.ﬂ......lo)
v 5/

Ist « unverdnderlich, was bei Spannungen innerhalb der Pro-
portionalititsgrenze zutrifft, falls-dem in Frage stehenden Material
eine solche iiberhaupt eigentiimlich (§ 2), so darf « vor das Integral-
zeichen gesetzt werden.

Soll das eigene Gewicht ¢ des Korpers beriicksichtigt
werden, so ergibt sich fiir den obersten Querschnitt von der Grofle f;
in Fig. 1

P+ g, k, > Pre .
h h

Von dem Querschnitte f (im Abstande z) bis zu dem um dx davon
entfernten Querschnitt dndert sich die Gesamtzugkraft fe um y f dwx,
sofern ;- das spezifische Gewicht des Stabmaterials bedeutet. Hieraus folgt

d(fo) = jfdz.
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Wird nun verlangt, die Stabquerschnitte derartig nach oben zu-
nehmen zu lassen, daf} ¢ fiir alle Querschnitte den gleichen Wert k, hat,
so ergibt sich

k;df = yfda,
und hieraus

-
Fir x =0 muB sein f = P : k,, d. h.

P
Cl == lnz.
Hiermit wird schlieflich in
p
f= ——ef. . . . . . . .1

k.

das Gesetz erhalten, nach dem der gezogene Stab als Korper gleichen
Widerstandes zu formen wire.

Die Voraussetzungen, welche den vorstehenden Beziehungen 1
bis 11 zugrunde liegen, sind in manchen Fillen der Verwendung sehr un-
vollkommen erfiillt. Mit Riicksicht auf diesen Umstand seien sie kurz
zusammengestellt.

1. Die dulleren Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt nur eine
in die Stabachse fallende Zugkraft.

2. Auf die Mantelfliche des Stabes wirken Kréfte nicht.

3. Die Dehnungen und die Spannungen sind in allen Punkten
eines beliebigen Stabquerschnittes gleich grof und senkrecht
zu letzterem gerichtet. (GleichméfBlige Verteilung der Zug-
kraft iiber den Querschnitt?).)

4. Die Form des Querschnittes ist gleichgiiltig.

Dabei ist im Auge zu behalten, daf den Entwicklungen der Elastizi-
tats- und Festigkeitslehre allgemein die Vorstellung stetiger Erfiillung
des Raumes durch das Material zugrunde liegt, die streng genommen
fiir kein bekanntes Material zutrifft.

Damit ein Stab nur auf Zug beansprucht wird, reicht es nicht aus,
dafl die beiden &duBeren Kréfte, die sich an ihm das Gleichgewicht
halten, genau in die geometrische Achse des Stabes fallen; es wird viel-
mehr auch noch erforderlich, da das Material das Stabvolumen stetig

') Diese Voraussetzung ist in der Mehrzahl der Falle weit unvollkommener
erfiillt, als man anzunehmen pflegt. So ist z. B. — streng genommen — iiberall da,
wo die aullere Kraft in den Stab eintritt, gleichméfBige Verteilung der Spannungen
iber den ganzen Querschnitt nicht vorhanden, allerdings wird dabei der Grad der
UngleichméBigkeit sehr verschieden sein konnen.
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erfilllt und in allen Punkten desselben in Richtung der Stabachse
gleiches Verhalten zeigt. Nur danp wird die Resultante der inneren
Krifte, welche in den Flichenelementen eines Querschnittes wachge-
rufen werden, fiir alle Querschnitte in die geometrische Achse fallen.

Bei den Schrauben, Fig.2 und 3, tritt die Kraft durch den Kopf in den
Schaft {iber; in dem Querschnitt des Schaftes da, wo dieser an den Kopf anschlie3t,
werden die nach dem Umfange zu gelegenen Fasern mehr zur Ubertragung her-
angezogen werden als die nach der Achse zu gelegenen. Bei Schraube Fig. 3 wird
diese UngleichmiBigkeit noch bedeutender sein miissen als bei Schraube Fig. 2,
weil bei der ersteren zunichst nur ein Teil des Umfanges zum Eintritt der Kraft
herangezogen wird.

Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4.

Bei der Kraftiibertragung durch Keil oder Splint, Fig. 4, legt sich der Keil
oder Splint gegen die angenshert rechteckige Fléache b c e f. Die Beanspruchung
der beiden Kreisabschnitte a b f und ¢ d e im Querschnitt x # mul3 dabei eine
ungleichm#Bige derart sein, daB die Spannungen in den dem Keilloche, d. h. b f
und ¢ e am nichsten gelegenen Flidchenelementen groBer ausfallen als in den
nach dem Umfange, d. h. nach ¢ und d hin gelegenen Elementen.

Weitere Beispiele ungleichméBiger Spannungsverteilung finden sich in des
Verfassers Maschinenelementen, z.B. S. 143, Fig.120; S. 185, Fig.190 (10.Auflage).

Mit Riicksicht auf diese Sachlage ist es bei Zugversuchen eine der Haupt-
aufgaben, die Form der Probestéibe so zu wihlen, daB die Zugkraft moglichst
gleichm#Big iiber die Querschnitte des der Messung unterworfenen mittleren
Stiickes verteilt wird (vgl. § 8).

Vergleiche auch den Einflu3 der Hinderung der Querzusammenziehung
§9, Ziff. 1.

Bei Stében mit verdnderlichem Querschnitt, Fig. 1, kénnen die Span-
nungen in den siimtlichen Elementen eines Querschnittes nicht die gleiche Richtung
haben. Die Spannung im Schwerpunkte des Querschnittes wird allerdings in
die Stabachse fallen, also senkrecht zu dem letzteren stehen, dagegen werden
beispielsweise die Spannungen in den auf der Umfangslinie des Querschnittes
liegenden Fliachenelementen die Richtung der Mantellinie des Stabes besitzen, somit
geneigt gegen die Stabachse sein miissen. Ahnliches wird auch bei prismatischen
Stiben aus zéhem Material nach Beginn der ortlichen Einschniirung eintreten.
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3. Beispiel der Zugelastizitdat mit Riicksicht auf den EinfluB der
Temperatur.

Der Draht einer elektrischen Leitung zum Zwecke der Arbeits-
iibertragung wird von Stangen getragen, welche je um 2 [ voneinander
abstehen. Die Aufhingepunkte 4 und B, Fig. 5, liegen in gleicher Hohe.

Mit welcher Pfeilhohe A mull der Draht bei der Sommertemperatur ¢
ausgelegt werden, damit im Winter bei der niedrigsten Temperatur ¢,
die Spannung ¢, nicht tiberschritten wird?

Es sei

H die Kraft, mit welcher der Draht im Scheitel O, und

s ., . . . - ,, beliebigen Punkte P,
bestimmt durch die Koordinaten x und y, gespannt ist,

h die Pfeilhshe €O, d. i. der Hohenabstand zwischen dem Scheitel O
und der durch die Aufhingepunkte 4 und B bestimmten Wag-
rechten,

q = fy das Gewicht der Lingeneinheit des Drahtes vom Querschnitt f
und dem spez. Gewicht ;.

Unter der Voraussetzung, daf der Draht vollkommen biegsam
sei und nach einem so flachen Bogen durchhinge, daBl das Gewicht
des Drahtstiickes von der Lange OP mit Anngherung gleich dem Produkte
aus q und der Horizontalprojektion des Drahtes, d. h. gleich ¢ x gesetzt
werden darf, folgt unter Beachtung von Fig. 6

Ssin§0=q.07"=’\4qx
Scos ¢ = H.
Somit
o 9® _ 4y
8¢ = g dz ’

wie auch

12)
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da die Integrationskonstante wegen y = 0 bei x = 0 zu Null wird.
Die Drahtkurve ist hiernach mit der Annéherung, welche der Rechnung
zukommt, eine Parabel, fiir welche

qb qb
h = —— = oL
9 I oder H o 13)
sowie
_“(]x‘l_: _x_‘z
YT e k<l>
2h

Die Linge OB = s ergibt sich aus

4 e ——— A - !
/ dy \? / hx \2 ' hx\?
— | LY N gy = L :Ng‘ 42 ;)
o o e e
0 0 :

:¢(1+2’;: x'l)dx: z[1+%(%)2

e/
V)

Mit der Temperatur der Luft wird sich die Lénge des Drahtes
indern, damit auch nach Gleichung 14 die Pfeilhdhe des Bogens und

mit dieser nach Gleichung 13 die Spannung ¢ = % des Drahtes.

Je mehr die Temperatur sinkt, um so hoher steigt die Beanspruchung
des Materials. Die letztere werde, da es sich um einen flachen Bogen
handelt, mit Anniherung als gleich groB in allen Punkten des Drahtes

aufgefafit, und zwar gleich -}}I— gesetzt.

Nehmen wir an, daB die Grofen H, h, s und 4, welche bei der
Temperatur ¢ gelten, bei der niedrigsten Temperatur ¢, die Werte H, hq,
s, und g, besitzen. Steigt die Temperatur von ¢, auf ¢, so vermindert sich
infolge der Verlingerung des Drahtes aus Anla der Ausdehnung des
Drahtes durch die Wirme die Spannung von g, auf 5. Diese Verminde-
rung der Spannung wirkt gleichzeitig zuriick auf die elastische Dehnung.
Der Zusammenhang zwischen den einzelnen GroBen 1aBt sich leicht
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feststellen, wenn man zunichst die Léangendnderung infolge der Span-
nungsidnderung und sodann diejenige infolge der Temperaturanderung
in Betracht zieht. Das gibt, sofern ¢, den Warmeausdehnungskoeffi-
zienten bedeutet,
s = soll + a(e—0y)][1+ o (¢t —1,)]
= ~ 8y [1 4 « (6 —ay) + ay (t — t)]Y).
Unter Beachtung von Gleichung 14 folgt hiermit

s = l(1+—3'72—)[1+” (60— a) + oy (t —1,)]

— [ _1_271——]—//,(0——:70)-1—//.“,(&——%)

3 I
und unter Beachtung von Gleichung 13, nach welcher
po— 4B fylk oyl
°™ 2H,  2fe, 20,
.l2 as l2
_ _
h = g oder ¢ = oh

ergibt sich

1 5272 s [2 )
2 hz')
= ’(1 3

.2 ]2
h3—%l2|:—(13—’ai —{—aw(t—to)—r/.ao]h: %a;‘l4 . 15%)
0

1) Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man sich ein Stiick spannungs-
losen Draht von der Lénge 1 denkt. Wird dasselbe der Spannung ¢ und sodann
der Spannung 6, unterworfen, so steigt seine Liénge auf 1 + « ¢ bzw. 1 + « a,.
Demnach gilt bei Unverdnderlichkeit der Temperatur

s 1 + ao 14+ao

—= oder s = 8§y —

s, Ll+ag, 14 ao,
und bei Steigerung der Temperatur von ¢, auf ¢, wobei die Léngeneinheit um
Ay (t — t,) zunimmt

1+ac

ST g LT W] =5 [l—a bo ] (1 + o (¢t — o))

0,
14 aog,
s = ~syll—u(6y— 0)] [1 4 ay (¢ — t)],

was sich, wie wir oben sahen, fast unmittelbar anschreiben 1a8t.

®) Grashot hat diese Aufgake in seiner 1878 erschienenen Theorie der
Elastizitat und Festigkeit S. 46 und 47 behandelt, dabei jedoch den Einflu3 der
Spannungsénderung auf die Drahtlénge auBler acht gelassen und kommt infolge-
dessen fiir 1 zu einer quadratischen Gleichung. Hierauf machte zuerst Wehage
im Zivilingenieur 1879, S. 619 u. . aufmerksam und gab daselbst die vollkommene
Losung.
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Hieraus lalit sich die gesuchte Pfeilhohe berechnen.

Soll der im Winter zuweilen eintretende Fall beriicksichtigt werden,
daB der Draht noch durch auf ihm héngenden Schnee belastet wird,
so lalt sich dies leicht dadurch bewerkstelligen, dall ; oder ¢ == fy
entsprechend hoher in die Rechnung eingefithrt wird.

Will man die — unter den gewdhnlichen Verhaltnissen iibrigens
aullerordentlich geringe — Biegungsbeanspruchung, welche der Draht
infolge der Durchbiegung erfihrt, feststellen, so kann das am einfachsten
in der Weise geschehen, dal man den Kriimmungshalbmesser p fiir den
Scheitel der Parabel, deren Gleichung nach Beziehung 12

. 2H
22 = ——y
q

ist, als Halbparameter zu

p:-ﬁ........IG)

q

ermittelt und sodann unter Beachtung von Gleichung 10, § 16, und
Gleichung 13, § 16, die Biegungsanstrengung fiir den 2 e dicken Draht zu

¢ _ el _ L . .y

p = = = L

o H o H a H:f

bestimmt, also unabhéingig von der Spannweite.

Fiir
1
7 = 0,008, « = 57900000 H:{ = 1000 kg/qcm, ¢ = 0,2cm
crgibt sich beispielsweise
0,008 02
Ty = 1 1000 — 3,5 kg/qem.
2 200 000

§ 7. Mafl der Zusammenziehung. Kriifte senkrecht
zur Stabachse. Gehinderte Zusammenziehung.

Wie wir in § 1, b sahen, findet mit der Ausdehnung des nur
in der Richtung der Achse gezogenen Stabes Fig. 2, § 1, gleich-
zeitig cine Zusammenziehung senkrecht zur Achse statt. Betrigt
die durch Gleichung 1, § 2, bestimmte Dehnung ¢, so werden die
nach jeder zur Achse senkrechten Richtung eintretenden Zusammen-
ziehungen, bezogen auf die Léingeneinheit, d.s. die verhiltnis-

méalligen Zusammenziehungen (im Falle § 1, b gleich -;—), als gleich



§7. MaB der Zusammenziehung. Krifte senkrecht zur Stabachse. 109

grofl betrachtet und durch

&g = — . . . . . . . .0

gemessen. Die Grofle m pflegt als eine zwischen 3 und 4 liegende
Konstante aufgefaBt zu werden, so dal hiernach die verhiltnisméBige
Zusammenziehung !/, bis !/, der Dehnung betrégt.

Der in Fig. 1 dargestellte Wiirfel, bestehend aus Material, welches
in jedem Punkte nach allen Richtungen hin gleich beschaffen, also
isotrop ist und Proportionalititsgrenze (§ 2) besitzt, werde innerhalb
der letzteren zundchst nur in Richtung der z-Achse auf Zug (durch
P,, P,) in Anspruch genommen. Die in dieser Richtung eintretende

%
[
1 ‘/3’,,
sl [1—a
Y SR e x
ls.
Fig. 1.

Dehnung sei durch ¢, und die hiermit verkniipfte Spannung durch

gy = :Tx bezeichnet. Nach Maligabe des Erorterten betrigt dann:

in Richtung der y-Achse
die verhiltnisméfBige Zusammenziehung jn—x, die Spannung O,
in Richtung der z-Achse

die verhiltnismiBige Zusammenziehung ——, die Spannung 0.
m

Wird der Wiirfel nur in Richtung der y-Achse (von P, P,)
gezogen, und werden die hierdurch in dieser Richtung veranlaBte

Dehnung und Spannung ¢, beziehungsweise 6, = —- genannt, so
“

findet sich:
in Richtung der x-Achse

die verhiltnismiflige Zusammenziehung %, die Spannung 0,

in Richtung der z-Achse

die verhiiltnismiiBige Zusammenziehung —% , die Spannung 0.
m
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Wird schlieflich der Wiirfel nur in Richtung der z-Achse auf
Zug in Anspruch genommen (durch P, P,) und die hiermit in
dieser Richtung verkniipfte Dehnung durch ¢,, die Spannung durch

vz .
g, = — gemessen, so miiflte betragen:
a

in Richtung der x-Achse

die verhdltnismaBige Zusammenziehung TZ—, die Spannung 0,
in Richtung der y-Achse
die verhaltnismafBige Zusammenziehung i, die Spannung 0.
m

Wirken die Krifte P, P, P, P, P, P, gleichzeitig, so betrigt
die resultierende Dehnung

. . e Sz
in Richtung der z-Achse &, = ¢, — —~
m
s +oe
55 ) 3 Y- IR 32 = Sy - m 5 2)
. s Sz + &
2 s 2 - °3 — %tz T
m
woraus unter Beriicksichtigung, dal
g, = w00, g = uay, g = oa, . . 3)Y)
folgt
g, + o 5 o, 1 o
Gy = ("x — Y2 ) oder * = g, — L —=
\ m 7 m
o, + o, S o, + o,
g = (o’l,————— oder — = o6, ———— . 4)
\ m ° m
' g, + o, z g, + o
¢ = u (6, — ——L) oder > = g, ———L
m u m

1) Besitzt das Material keine Proportionalitéitsgrenze, so wird der Dehnungs-
koeffizient « nicht konstant, sondern eine Funktion von & oder ¢ sein. Es wiirde
dann heiflen miissen etwa:

g = 0y Oy gy = ay Oy, g, = 0Og Oy

Hierin wiirden je nach der Verschiedenheit der Spannungen o, 6y 6, die
Dehnungskoeffizienten m, «,#, verschieden groBe Werte aufweisen, d. h. @, 2,
wiirden Funktionen von ¢ oder ¢ sein.
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Die Beziehungen 4 lehren, daf3 die Proportionalitdt, welche
bei dem ausschliel3lich in der Richtung seiner Achse ge-
zogenen Stabe nach MaBgabe der Gleichungen 2, § 2, und 3
dieses Paragraphen zwischen Dehnungen und Spannungen —
unter der Voraussetzung, dall e konstant — vorhanden ist, zu be-
stehen aufhort, sobald auch Kriafte senkrecht zur Stabachse
den Korperangreifen. Die resultierende Dehnung wird durch
solche Krifte, wenn sie ziehend wirken, vermindert; sind
Druckkréifte senkrecht zur Stabachse tidtig, so wird die
resultierende Dehnung vergrofert.

In Anbetracht, dal derartige Krifte eine mehr oder minder grofle
Hinderung der Zusammenziehung zur Folge haben, erkennen wir,
dafl Erschwerung oder teilweise Hinderung der Zusammen-
ziehung (Kontraktion) desStabes (senkrecht zu dessen Achse)
die Dehnung (in Richtung der Achse) verringert und damit
bei solchen Materialien, welche im Falle des Zerreiflens eine
erhebliche Querzusammenziehung erfahren, auch die Festig-
keit erhoht, wie Versuche nachweisen?) (§ 9, Ziff. 1).

1) Hinsichtlich der ersten dahingehenden Darlegung des Verfassers, welche
sich auf die Ergebnisse der von Kirkaldy vor rund 50 Jahren angestellten Ver-
suche stiitzt, iber die §9, Ziff. 1 berichtet, s. Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1880, S. 285 u.f. Trotzdem findet man bis in die neuere Zeit Ver-
suche, welche den EinfluB der Erschwerung der Zusammenziehung vollstindig
auler acht lassen. So z. B. pflegte man — wie Verfasser bereits in der Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 478 darzulegen veranlaBt war — zur
Feststellung des Wertes der Lochungen von Blechen in der Weise vorzugehen,
daBl man die Zugfestigkeit von ungelochten Blechstreifen a, Fig. 2, in Vergleich

a 4 c A
T i
O OO J
Fig. 2.

stellte mit derjenigen von gebohrten und gelochten Blechstreifen b, ¢, d. Hierbei
ergibt sich, sofern eine Verletzung des Materials nicht stattgefunden hat, daB die
Zugfestigkeit (Kraft, bezogen auf die Flacheneinheit des Querschnittes) von b,
c und d groBer ist als diejenige von a, was nach MaBgabe des Erérterten naturgema
erwartet werden muf. Die Ergebnisse der mit Stiben a angestellten Zugversuche,
wobei die mit der Léngsdehnung verkniipfte Querzusammenziehung sich unge-
hindert ausbilden kann, kénnen eben nicht ohne weiteres in Vergleich gestellt
werden mit den Ergebnissen, welche Zugversuche mit den Stében b, ¢, d liefern, da
hier die Querzusammenziehung eine mehr oder minder stark gehinderte ist.
Diese Feststellung gilt nach MalBgabe des Gesagten fiir Koérper aus zihem
Material fiir den Bruchzustand.
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§ 8. Zugproben.

Der Zugprobe werden die Metalle, auf welche sich das Nach-
stehende zundchst nur bezieht, meist in Form von Rundstiben (Fig. 1)
oder in Form von Flachstdben unterworfen.

Die Form der Probestdbe mull so gewdhlt werden, und die
zum Einspannen in die Priifungsmaschine benutzten Vor-
richtungen miissen so beschaffen sein,

1. daB die Zugkraft moglichst gleichférmig iiber die Querschnitte
des der Messung unterworfenen mittleren Stiickes des Probekorpers,
d.i. der MefBldnge, verteilt wird (vgl. FuBbemerkung S.103 und 104),

2. dafl der Bruch des Korpers innerhalb der MefBléinge erfolgt,
sofern das nicht durch Méngel im Material und dergl. verhindert wird.

Fig. 1.

Der ersten Bedingung 148t sich bei Rundstdben durch die kugelige
Lagerung entsprechen (Fig. 1), bei Flachstdben durch Befestigung
mittels Loch und Bolzen, wenn die Locher genau in der Stabachse liegen,
oder durch Einlegen der mit gefristen Nuten versehenen Enden in
Gebillkeile, wenn schiefe Beanspruchung vermieden wird, oder durch
EinbeiBkeile, wenn sie den Stab in der Mitte der Kopffliche fassen.
Die Herstellung und Einspannung der Flachstibe fordert jedoch unter
allen Umsténden besondere Sorgfalt, wenn den aufgestelltenBedingungen
geniigt sein soll.

In bezug auf die Gestalt des Probestabes sucht man diese Bedin-
gungen dadurch zu erfiillen, dall man das prismatische Mittelstiick des
Stabes etwas linger macht als die MeBlinge. und dal man die Quer-
schnitte des Stabes von dem Mittelstiick nach den Einspannstellen hin
zunehmen 148t, wie dies Fig. 1 fiir den Rundstab zeigt. (Vgl. auch Fuf3-
bemerkung S. 103 und 104.)

Eine zutreffende Vergleichung der Ergebnisse mehrerer Versuche
setzt voraus, dal} diese unter den gleichen Verhiltnissen durchgefithrt
worden sind. Wie aus dem in § 9 und § 10 Erorterten hervorgeht, gehort
hierzu, daf die Stéibe gleiche oder wenigstens geometrisch dhnliche Quer-
schnitte besitzen und im allgemeinen gleich lange Zeit den Versuchen
unterworfen werden.
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Die der Messung unterzogene Strecke I, die MeBlange, pflegt
— insoweit es sich um die Ermittlung der durch Gleichung 3, § 3, be-
stimmten Bruchdehnung handelt — zu 200 mm angenommen und das

Fig. 2.

mittlere Stiick um wenigstens 20 mm lénger, d. h. I 4+ 20 mm, pris-
matisch gehalten zu werden.

Wird fiir den Rundstab von 20 mm Durchmesser — wie in Deutsch-
land, Osterreich, Schweiz usw. iiblich — [ = 200 mm zugrunde gelegt,
dann fordert die S. 144 unter e ausgesprochene Bedingung fiir

Bach, Elastizitat. 6. Aufl. 8
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einen Rundstab von d mm Durchmesser als Meflinge
d
Il =200—- =1 e
00 20 0d 1)

und fiir einen Flachstab von f qmm Querschnitt die MeBlinge
i

T 2
1/4.20

Bei der groflen Masse der Zugproben pflegt nur festgestellt zu
werden :

a) die Bruchbelastung P,

K, (§3),

b) der Querschnitt f, an der Bruchstelle (an der Stelle der Ein-

schniirung, Fig. 2, § 3, sofern eine solche eintritt),

c) die Linge J,, welche das urspriinglich I lange Stabstiick nach

dem Zerreiflen besitzt.

Die Beobachtung nach a liefert durch Gleichung 1, § 3, die Zug-
festigkeit, bezogen auf den urspriinglichen Stabquerschnitt.

Die Ermittlung nach b ergibt durch Gleichung 2, § 3, die Quer-
schnittsverminderung des zerrissenen Stabes.

Die Feststellung nach c liefert durch Gleichung 3, § 3, die Bruch-
dehnung.

Wie wir in § 3 sahen, dehnt sich zundchst die ganze Stabstrecke
mehr oder minder gleichmiBig bis zum Eintritt der Bruchbelastung,
dann folgt die Einschniirung des Stabes — falls eine solche iiber-
haupt eintritt —, die mit einer verhdltnismaBig grolen Ausdehnung
an dieser besonderen Stelle verkniipft ist. Diese erstreckt sich iiber
eine Linge, die um so grofer ausfillt, je groBer der Stabquerschnitt
ist (vgl. Fig. 5, Taf. I und Fig. 18, Taf. IIL.) Es setzt sich hiernach
die durch Gleichung 3, § 3, gemessene Dehnung im allgemeinen
zusammen: aus der Dehnung der ganzen Strecke bis zum Eintritt
der hochsten Belastung und aus der ortlichen Dehnung an der
Einschniirungsstelle, vermindert um die Verkiirzung, welche aus
AnlaB der mit dem ZerreiBien erfolgten Entlastung des Stabes eintritt.
Wird zunichst angenommen, der Bruch erfolge in der Mitte der Strecke !,
so ergibt Gleichung 3, § 3, bei vorhandener Einschniirung einen um so
groferen Wert fiir ¢, je kleiner [ist, weil die ortliche Dehnung an der
Einschniirungsstelle verhiltnismafig um so mehr ausmacht, je geringer
die MeBlinge ! ist. Im allgemeinen gehort hiernach zur Angabe von ¢
auch die der Grofe von I neben f.

Wie bemerkt, pflegt man in Deutschland, der Schweiz, Osterreich,
usw. [ nach MaBgabe der Gleichung 1 bzw. 2 zu wihlen. In Frankreich

I = 200 =113V . . . . 2

(§ 3) und damit die Zugfestigkeit
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ist es iiblich geworden, ! kleiner zu nehmen, namlich I = 7,235 d, bzw.
1=82y f ;infolgedessen ergeben sichdort imallgemeinen groBere Werte
fiir die Bruchdehnung des gleichen Materials; somit liefert ein und das-
selbe Material, in Deutschland mit ! = 10 d und in Frankreich mit [ =
7,235 d gepriift, an letzterer Stelle eine groBere Bruchdehnung, erscheint
also hier, wenn ¢ als Mafl der Zahigkeit angesehen wird, ziher. Es
muf} dies im Auge behalten werden, wenn man die Angaben iiber die
Bruchdehnung (Zahigkeit) des Materials aus den verschiedenen Lindern
vergleichen will. In Nordamerika wird vielfach die MefBlinge noch
kleiner gewihlt als in Frankreich.

Um sich ein Urteil dariiber zu verschaffen, wie gro3 — wenigstens
angenihert — die Bruchdehnung sich ergeben haben wiirde, wenn die
MeBlinge nach Gleichung 2 gewahlt worden wire, kann in der Weise
vorgegangen werden, dafl man an dem zerrissenen Stab fir zwei
geniigend weit auseinander liegende MeBléngen !, und I, die Bruch-
dehnungen ¢, und ¢, unmittelbar mifit, alsdann die Gleichung

B .
gaA—f_VI.......&)
benutzt, zunichst, um aus

B B
¢ =A+—=und ¢, = A+ —
(XA Vi,
die beiden dem vorliegenden Material entsprechenden Erfahrungswerte 4
und Bzu ermitteln, und sodann, um durch Einfithrung desjenigen Wertes
von ! in Gleichung 3, fiir den ¢ bestimmt werden soll, diese Grofle selbst
zu berechnen.
Beispielsweise ergab sich fiir Rundstibe von 26 mm Durchmesser
bei I = 50 70 100 150 200 260 mm
durch Messung ¢ = 62,0 53,7 46,3 39,3 35,2 31,9 9%
Wird in Gleichung 3) 4 = 8,3 und B = 380 gesetzt, so findet sich
aus ihr
¢ = 62,1 53,3 46,3 39,7 35,3 31,9 9
(Néaheres iiber diese im Jahre 1905 durchgefiihrten Versuche siehe
des Verfassers Darlegungen in Heft 29 der Mitteilungen iiber Forschungs-
arbeiten S. 69 u. f.)
Geht der Bruch auBerhalb der Mitte vor sich — was in der Regel
der Fall —, so wird ¢ um so kleiner ausfallen, je mehr die Bruchstelle
an das Ende von [ riickt!).

1) Mit Riicksicht auf diesen Ubelstand und sonstige Unsicherheiten hat man
in bezug auf die Messung von [ folgende Vorschriften vereinbart:

Die Dehnung ist auf zwei entgegengesetzten Seiten des Rundstabes so zu
messen, daB beiderseits auf jedem der Bruchstiicke von dem Ende der MeBlinge
bis zur Bruchstelle gemessen und aus den zwei Summen der zusammengehdorigen
Stiicke das Mittel genommen wird.

8*
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Ein solches Mafl kann, streng genommen, nicht als richtiges be-
zeichnet werden. Trotzdem ist es heute noch iiblich, die Dehnung
in dieser Weise zu messen und die erhaltene Grofle bei der Beurteilung

Erfolgt der Bruch auBerhalb des mittleren Drittels der MeBlidnge, so ist der
Versuch auszuschlieen oder das folgende Verfahren anzuwenden.

Die MeBlénge I ist von 10 zu 10 mm einzuteilen, Fig. 3 (s. die unterhalb
stehenden Zahlen).

Es erfolge der Bruch im Querschnitt bb. Von der Bruchstelle ausgehend,
werden zunichst die Teilstriche nach links und rechts hin neu bezeichnet, so,
wie iliber der Figur eingeschrieben ist. Sodann wird links die Liénge zwischen
den Teilstrichen 1—10 gemessen und zu ihr 50 + b1 addiert; hierauf rechts
die Entfernung der Teilstriche 0 3 bestimmt und zu ihr die von links zu ent-
nehmende Strecke 3—10 hinzugefiigt. Die Summe der so erhaltenen beiden GroBen
ergibt I, Hiernach ist

lp = [Liange zwischen den Teilstrichen 1—10 (links vom Bruch) + (b_O + b1)]
+ [Lénge zwischen den Teilstrichen 0—3 (rechts vom Bruch) +
Lénge zwischen den Teilstrichen 3—10 (links vom Bruch)].

ASINNIHI09 BT 69% 32 1|0 12>

& L |
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Fig. 3.

Wiirde im vorliegenden Falle die Lénge ! nicht 200 mm, sondern 100 mm
betragen, so wiirde sein

lp = [Lange zwischen den Teilstrichen 1—5 (links vom Bruch) + (Z6+ﬁ)]
+ [Lénge zwischen den Teilstrichen 0—3 (rechts vom Bruch) 4
Linge zwischen den Teilstrichen 3—5 (links vom Bruch)].

Auf diese Weise hat man unter der Voraussetzung, daB die Léngenénde-
rungen zu beiden Seiten des Bruches einen symmetrischen Verlauf haben, den
Stab nahezu so ausgemessen, als wenn der Bruch in der Mitte erfolgt wére.

Im Falle sich der Stab an mehr als einer Stelle besonders stark zusammen-
gezogen hat (vgl. die FuBbemerkung 8. 9), so verliert allerdings das angegebene
Verfahren an Wert.

Die Einteilung der Strecke ! wie auch die Bestimmung von I; nach dem
Bruche sind immer auf zwei entgegengesetzten Seiten des Stabes vorzunehmen.

Bei Flachstdben wird empfohlen, die Dehnung sowohl auf beiden Schmal-
seiten als auch auf einer Breitseite zu messen und das Mittel aus den beiden ersteren
Messungen sowie das Ergebnis der letzteren getrennt anzugeben.

(Vgl. hiermit das S. 144 unter f Gesagte.)

Um die Veriénderlichkeit der Dehnung, iiberhaupt die Forménderung zu
zeigen, welche ein der Zugprobe unterworfener Flachstab aufweist, wurde 1885 die in
Fig. 4 (Taf. I) wiedergegebene Zusammenstellung gefertigt. Auf zwei Flachstédben
aus FluBstahl von genau 60 mm Breite und 12 mm Stdrke waren durch Léngs-
und Querlinien im Abstande von 10 mm Quadrate von 10 mm Seitenldnge ge-
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Fig. 19, §10, S.158.
Stab 1.

Fig. 20, § 10, S. 158
Stab 3.

FluBeisen. Schweifleisen.
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der Giite des Materials zugrunde zu legen!). Richtiger wiirde es sein,
wie auch von Hartig vorgeschlagen wurde, diejenige Dehnung zu be-
stimmen, welche im Augenblicke des Auftretens des groiten Zugwider-

zeichnet worden. Alsdann wurde der eine Stab der Zugprobe unterworfen. Derselbe
erfuhr hierbei die aus Fig. 4 deutlich ersichtliche Forménderung. Der Bruch er-
folgte an einer Stelle, welche durch eine der eingerissenen Querlinien etwas verletzt
worden war. Man erkennt an dem Klaffen in der Mitte der Bruchstelle, dal die
Widerstandsfahigkeit des Stabes zuerst in der Mitte iiberwunden wurde, und da@
sich von hier aus der Bruch nach den Kanten hin fortsetzt. (Vgl. S. 141, sowie
Fig. 19—21, Taf. ITl.)

Es betrug
die Bruchbelastung Pppe . . . . . . . . . . . . . . 37460kg
der urspriingliche Querschnitt / . . . . . . 6.1,2 = 7,2qcem
der Bruchquerschmitt f, . . . . . . . . . 4,82.0,94 = 4,53 qem
die Dehnung auf 100mm . . . . . . . . . . . . . . 27,5mm
Demnach
37 46
die Zugfestigkeit K, . . . . . . . . . . %2—0 = 5203 kg/qem,
2 — 4,53
die Querschnittsverminderung 3[' .. 100 jT— = 37 0/0,
127,5—100
die Dehnung ¢ (auf 100 mm) . . 100 —LI’W-— = 27,5 Y,

Fig. 5 (Taf. I) zeigt einen FluBeisen- und Fig. 6 einen SchweiBeisen-Rund-
stab nach dem ZerreiBen. Die Verschiedenheit der Oberfliche der Stiébe kenn-
zeichnet die beiden Materialien. Ein zerrissener Stab aus Chromnickelstahl ist
auf Taf. I1I, Fig. 7 abgebildet.

Fig. 8 und 9 (Taf. II) geben zwei Stdbe von Aluminiumbronze wieder,
welche beide nach Angabe 90 9, Kupfer enthalten sollen.

Fig. 10 (Taf. II) 1aBt einen Bronzestab (gegossen) und Fig. 11 einen Messingstab
(gegossen) erkennen.

Die Priifung dieser Stdbe hat ergeben:

Stab | Fig.7 | Fig.8 | Fig.9 | Fig. 10 | FKig. 11
Durchmesser em . . . 2,00 1,50 1,50 1,99 1,97
Querschnitt gem . . 3,14 1,77 1,77 3,11 3,05
Streck-] obere kg/qem 8137 — — —— -—
grenze | untere kg/qem 8121 — -— — —
Zugfestigkeit kg/qem 9398 3983 3232 2090 1472
Bruch- | auf 100 mm Y/, 20,2 64 50 — -—
dehnung | auf 200 mm Y/, 13,9 - —— 8,1 11,5
Querschnitts- .o

verminderung . . Y/, 53,2 e - - 7,7 15,7

1) Die Beschaffenheit des Materials wird im allgemeinen beurteilt nach den
fiir K, ¢ und 5!' erhaltenen Werten. Dem Arbeitsvermdgen (§ 3) wird ein Gewicht
namentlich in den Fallen eingerdumt, in welchen es sich um Widerstandsfahigkeit
gegeniiber dynamischen Wirkungen (lebendigen Kriften) oder gegeniiber den Ein-
wirkungen von Spannungen handelt, welche durch stark wechselnde Belastungen
oder durch grofe Temperaturunterschiede veranlaBt werden.

Da fiir ein bestimmtes gleichartiges Material das Arbeitsvermdgen mit An-
niéherung proportional dem Produkt aus Zugfestigkeit und Bruchdehnung gesetzt
werden darf, so kann auch dieses Produkt an Stelle des Arbeitsvermdgens als
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standes oder unmittelbar vor Beginn der Einschniirung vorhanden ist.
Es wire dies die GroBe OE, in Fig. 1, § 3. Da es mit den iiblichen
Priifungsmaschinen schwer halt oder wenigstens umsténdlich ist, die
Dehnung in dem bezeichneten Augenblick genau festzustellen, so fehlt
zunichst noch die Aussicht, dal diese Grofie als Mafl der Dehnung all-
gemein angenommen werden wird. Fille, wie sie nicht selten zu ver-
zeichnen sind, da der gezogene Stab sich an einer Stelle einschniirt,
hierauf eine noch weiter wachsende Belastung vertrigt, dann an einer
zweiten Stelle eine Einschniirung erfihrt und in dieser bei sinkender Be-
lastung zerreift, wiirden verlangen, dal das Dehnungsmafl unmittelbar
vor Beginn der ersten Einschniirung genommen wird.

Uber die Abhiingigkeit der Dehnung ¢ von der Querschnittsform,
den Abmessungen usw. s. § 9.

Bei umfassenden Versuchen tritt zu den oben unter a bis ¢ an-
gegebenen Ermittlungen, zu denen sich noch die Beurteilung des Aus-
sehens der Bruchfliche fiigen 148t'), noch die Bestimmung

d) der Langeniéinderungen (§ 4 und § 5) und aus ihnen zutreffenden-
falls

e) des Dehnungskoeffizienten (§ 2, § 4, Ziff. 1, Fullbemerkung
S. 17, § 5, Ziff. 3, FuBbemerkung S.17 bis 19) und der Pro-
portionalititsgrenze oder der Koeffizienten e und m der
Gleichung 1, § 4 (§ 5, Ziff. 3),

f) der Elastizititsgrenze (§ 4, Ziff. 1, S. 20 und 21) und der Deh-
nungsreste (§ 4, Ziff. 1, S. 20, § 5, Ziff. 1),

g) der FlieB- oder Streckgrenzen (§ 3),

h) der Dehnungslinie bis zum Bruch (§ 3, Fig. 1) und des Arbeits-
vermogens (§ 3).

Zur erschopfenden Klarstellung gehdren im allgemeinen ferner
die chemische und die metallographische Untersuchung des Materials
sowie die Priifung des Verhaltens gegeniiber Biegung, gebotenenfalls
auch im gehiirteten Zustand (Hartbiegeprobe), insbesondere gegeniiber
Schlagwirkungen.

ein MaB der Materialgiite angesehen werden. (Vgl. des Verfassers Maschinen-
elemente, 10. Aufl. (1908), S. 91 u. f.) .

Nach heutigem Stand bieten Zugfestigkeit, Bruchdehnung, Querschnitts-
verminderung und Arbeitsvermdgen keine ausreichende Grundlage zur Beurteilung
des Materials. Die Erlangung einer solchen wird noch angestrebt. Ob die zur
Beurteilung der Zihigkeit vorgeschlagene und auch vielfach gehandhabte Kerb-
schlagprobe die in sie gesetzten Erwartungen befriedigen wird, erscheint noch
zweifelhaft.

1) In dieser Hinsicht darf u. a. auf die Arbeit von Rudeloff: , Beitrag
zum Studium des Bruchaussehens zerrissener Stibe* in der ,,Baumaterialien-
kunde** Heft 6/7, 1V. Jahrgang, S. 85 u. f. verwiesen werden.
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Einrichtungen zum Messen der Lingeninderungen bei Zug und Druck.

Zur Bestimmung der Léngenidnderungen hat Bauschinger den
aus Fig. 2, S. 113, ersichtlichen Apparat ausfiilhren lassen, der zu den
besten gehort, welche fiir den Zweck benutzt werden konnen.

Der zu untersuchende Stab wird an den Enden 4 und B der Strecke
AB, fiir welche die Langendnderungen bestimmt werden sollen, durch
die Reiflnadel mit zwei leichten Querrissen versehen. In die Ebene des
einen Querrisses, etwa bei A4, legen sich pressend die Stahlschneiden
der beiden schraubstockartig verbundenen Backen CC, die damit am
Versuchsstabe festgeklemmt werden. Diese Backen bilden die Tréger
zweier rechts und links vom Versuchsstab befindlichen senkrechten
Achsen, auf denen unten kleine Rollen (aus Hartgummi) vom Halb-
messer r sitzen, wahrend sie oben stellbare Spiegel tragen, wie dies in
der Abbildung angedeutet ist. An die kleinen Rollen legen sich Stahl-
stabchen DE, deren Schneiden durch Krifte GG, ausgeiibt mittels Stell-
schrauben, in den Querri} des anderen Endes B der MeBlinge gedriickt
werden. Damit nun bei einer Anderung der MeBlinge ! die beiden
kleinen Rollen von den Stahlblattern DE mitgenommen werden, sind
diese auf dem Riicken da, wo sie die Hartgummirollen beriihren, mit
feinem Schmirgelpapier belegt. Einer stetig erfolgten Langenande-
rung £ des Stabes wird unter diesen Umsténden eine Drehung der Rollen
und damit auch der Spiegel um den Winkel @ entsprechen, derart, daf3
4 = arist. Mit den Fernrohren FF sieht man durch die Spiegel auf den
im Abstande L aufgestellten Malstab HJJH. Waren die Spiegel bei Be-
ginn des Versuchs so eingestellt, dal man mit dem Fernrohr die Stelle J
des MafBstabes sah, so wird bei einer Drehung des Spiegels um ¢ der
Beobachter mit dem Fernrohr durch den Spiegel die Stelle H des Mal3-
stabes sehen, welche dadurch bestimmt ist, daB

JH = a = Ltg 2 a.
Damit ergibt sich

/ ro
a  Ltg2u
/. r /4 4)
L= a4 —
L tg2u
woraus fiir kleine Werte von «, wenn mit Anniherung
o 1
tg2a 2
gesetzt wird,
y
= a—— 5)
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Somit erscheint der Apparat als ein Fiihlhebel, dessen kleiner
Arm gleich dem Halbmesser r der Rolle und dessen grofler Arm gleich
der doppelten Entfernung des MafBstabes von dem Spiegel ist. Fiir
r = 3,500 mm und L = 3500 mm ergibt sich somit die Ubersetzung
3,500 : 2.3500 wie 1 : 2000. Bei Einteilung der Skala des MaBstabes
derart, daB die Teilstriche um 4 mm voneinander entfernt sind, hat
demnach der Teilstrichabstand auf dem MafBistabe den Wert von
———53 g m fiir die Langenénderung, und da im Gesichtsfelde des Fern-
rohres !/;, Teilstrichabstand noch mit ausreichender Sicherheit ge-

schitzt werden kann, so geht in diesem Fall die Messung auf 5000 010 0 mm,

1 -«
m der MeBla,nge.
Um zu beurteilen, mit welcher Annéherung die Gleichung 5 zu-

treffend ist, sei folgende Zusammenstellung angefiigt:

d.i. bei? = 150 mm gleich

o= 10 20 30 4° 50
® = 0,4998 0,4992 0,4982 0,4967 0,4949
tg 2 a
0,6 — £ = 0,0002 0,0008 0,0018 0,0033 0,0051
tg 2u

Fehler in °/, = 0,04 0,16 0,36 0,66 1,02

Will man den Fehler bei Rechnung mit Gleichung 5 nach Moglich-
keit gering erhalten, so muf} der Spiegel bei Beginn des Versuchs ungefihr
so eingestellt werden, dal3 der groBte in Betracht zu ziehende Wert von «
etwa zur einen Hélfte links vonJ und zur anderen rechts von J zu liegen
kommt. Dann bleibt, da der Gesamtdrehungswinkel der Rolle und des
Spiegels kleiner als 4° zu sein pflegt, der Fehler kleiner als 0,16 9.
Durch Benutzung von Fehlertabellen 1a3t sich der nach Gleichung 5
ermittelte Wert {iberaus leicht berichtigen; in der Regel ist dies jedoch
nicht nétig 1).

Wie aus dem Vorstehenden erhellt, geschieht die Messung der
Verlingerung doppelt: auf zwei Seiten des Versuchskorpers. Das
arithmetische Mittel wird als die Verlangerung des Stabes angesehen.
Die Messung auf nur einer Seite wiirde in den meisten Féllen zu Irr-
tiimern fiihren:

1. weil auf genau zentrische Kraftiibertragung von vornherein

1) Die Gleichung 5 wiirde genau richtige Werte ergeben, wenn der MaB3-
stab HJJH nicht gerade, sondern nach einem Kreisbogen gekrimmt wire.
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nicht mit Sicherheit gerechnet werden kann (ein sich einstellendes
Biegungsmoment liefert fiir die eine Seite eine zusatzliche Streckung
und auf der entgegengesetzten Seite eine Zusammendriickung von der
gleichen GroBe; infolgedessen fiihrt die Bildung des Durchschnitts aus
beiden Messungen zur Ausschaltung des Einflusses der Biegung);

2. weil sich die Manteloberfliche — deren Dehnung doch allein durch
den Apparat gemessen wird — nicht an allen Stellen um gleich viel dehnt;

3. weil das Versuchsstiick mit dem aufgeklemmten MeBinstrument
einschlieBlich des letzteren nicht selten kleine Bewegungen erfahrt.

Es empfiehlt sich, die beiden Endquerschnitte der MeBstrecke je in
mehr als zwei Punkten zu fassen.

Fiir genauere Elastizitdtsbeobachtungen ist es ganz wesentlich,
daB8 Temperaturinderungen wéhrend eines Versuches moglichst voll-
stindig vermieden werden, namentlich deshalb, weil die diinnen Stahl-
stibchen DE viel rascher die neue Temperatur annehmen als der Ver-
suchsstab, und der so entstehende Unterschied in dem Wéirmezustand
das Ergebnis des Versuchs — selbst wenn der Stab aus dem gleichen
Material bestinde wie die Stahlstdébchen DE — erheblich beeintrichtigen
kann. Man muB sich eben immer vergegenwirtigen, dal bei dem Warme-

ausdehnungskoeffizienten von rund S—O(I)W und dem Dehnungskoeffi-

m die Verlangerung durch 1° C Temperatur-
zunahme gleich derjenigen ist, die durch 25 kg/qem Spannung herbei-
gefithrt wird. Selbst 1/,,° C Temperaturunterschied entspricht noch
2,5 kg/qem Spannungsunterschied.

Diesem Punkte wird, nach den Erfahrungen des Verfassers, selbst
heute noch viel zu wenig Beachtung zuteil. Dabei reicht es nicht aus,
daB man die Temperatur im Versuchsraum wahrend einer Untersuchung
moglichst unverdnderlich erhélt. Eine Berithrung mit der Hand, ein
Anhauchen, ein Luftzug usw. &uflern ihren die Genauigkeit der Messung
herabsetzenden Einflu}. Im Falle einer solchen Stérung des Warmezu-
standes ist es angezeigt, zu warten, bis der Apparat in Hinsicht auf seinen
Wirmezustand zu ausreichender Ruhe gelangt ist. Dies gilt namentlich
auch unmittelbar nach dem Ansetzen des Spiegelapparates, weil hierbei
Erwarmungen durch die Beriihrung mit den Hénden einzutreten pflegen,
die erst durch Abkiihlung wieder verschwinden miissen.

Fallsmit ausreichenderSicherheit daraufzurechnenist,daB die Raum-
temperatur gleichbleibend gehalten werden kann, so empfiehlt es sich, als
Material fiir die MeBstdbchen Nickelstahl mit méglichst geringem Warme-
ausdehnungskoeffizienten (etwa nur ein Zwdélftel des fiir den gewohn-
lichen Kohlenstoffstahl giiltigen Wertes) zu verwenden (vgl. des Ver-
fassers Maschinenelemente, 10. Aufl., S.121 und 122).

zienten von rund
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Fig. 12.
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Ist auf Temperaturgleichheit im Versuchsraum nicht zu rechnen, so
sollten die MeBstabchen aus einem Material bestehen, dessen Ausdehnungs-
koeffizient sich moglichst wenig von demjenigen unterscheidet, der dem
Versuchsstab eigen ist. Dall auch dann rasche Temperaturinderungen
Fehler von erheblicher Grofle hervorrufen miissen, ergibt sich aus dem
oben Bemerkten.

Bei Anwendung des S. 14 u. ., sowie S. 88u.f. hervorgehobenen Ver-
fahrens des Belastungswechsels wird der Versuchsdurchfiihrende durch die
Versuchsergebnisse auf das Auftreten von Temperaturschwankungen ein-
dringlich aufmerksam gemacht.

Die Sicherheit der Messung héngt natiirlich davon ab, dal} die
Reibung die Rolle mitnimmt. Da nun bei Beschleunigung von Massen
durch Mitnahme mittels Reibung unbedingt ein Gleiten -eintreten
muBl, wenn die Reibungskraft kleiner ist als das Produkt aus Masse
und Beschleunigung, so muf} bei genauen Elastizitdtsmessungen, nament-
lich wenn es sich um eine genaue Bestimmung der bleibenden Dehnungen
handelt, mit groBter Sorgfalt auf ganz allméhliche Steigerung der Be-
lastung oder Verlingerung geachtet werden.

Auch dieser Punkt, auf dessen Bedeutung man erst dann zu treffen
pflegt, wenn zum Zwecke der Ermittlung der elastischen Léingendnde-
rungen die bleibenden Dehnungen genau festgestellt werden sollen, ist
viel zu wenig beachtet, was den Verfasser veranlaf3t, ihn hier besonders
hervorzuheben.  Erst durch volle Beachtung desselben werden In-
strumente, welche die Dehnung oder Zusammendriickung der Versuchs-
korper unter Zuhilfenahme der Reibung als Ubertragungsmittel messen,
zu Versuchen mit fortgesetztem Wechsel von Belastung und Entlastung
verwendbar.

Der Bauschingersche Spiegelapparat kann auch zur Ermittlung
der Zusammendriickung von Korpern benutzt werden, doch zieht Ver-
fasser vor, hier inder Regel eine andere, fiir stehende Priifungsmaschinen
und fiir Versuchskorper von groBeren Querschnittsabmessungen geeignete
Einrichtung zu verwenden. Die Abbildungen Fig. 12bis 14 zeigen dieselbe,
wie sie zur Bestimmung der Elastizitit von Koérpern aus Zement,
Zementmortel, Beton, Sandstein usw.in den Abmessungen: rund 250 mm
Durchmesser ') und 1000 mm Héhe 1) seit rund 17 Jahren benutzt worden
ist und heute noch Verwendung findet.

') Verwendet man zu Elastizititsversuchen mit Betonkorpern Prismen von
Querschnitten bis etwa 12 cmx Seite und 15 em MeBlédnge, wie dies bis zur Auf-
nahme der Untersuchung der Elastizitat des Beton (1894) durch den Verfasser ge-
schehen war, so konnen die Versuche bei der Ungleichartigkeit des Materials— man
denke an die einzelnen Schotterstiicke (Steine, Ziegelbrocken, Kiesel bis ApfelgroBe)
— wenigstens im allgemeinen nicht zu Ergebnissen fithren, die mit ausreichender
Genauigkeit auf die praktischen Anwendungen, d. h. auf auszufiihrende Beton-
bauten, libertragen werden diirfen.



1. Zug.

Fig. 13.
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Die Versuchskorper sind durch Hobeln mit genau parallelen
Stirnflichen (Druckflichen) zu versehen, so dal3 bei der vorhandenen
kugeligen Lagerung der Druckplatten der Maschine (vgl. Fig. 12) eine
gleichméifige Druckverteilung, soweit sie iiberhaupt zu erreichen ist,
erwartet werden darf. Auf selbsttitiges Einstellen, d. h. Parallelstellen
der Druckplatten zu rechnen, erscheint nicht richtig; diese Stellung ist
vielmehr vor dem Versuch mit Sorgfalt herbeizufiihren; man stellt
zunichst die untere Platte gemidll der Wasserwage und richtet nach
Einbauen des Versuchskorpers, wobei besonders darauf zu achten ist,
daBl dessen Achse in die Achse der Maschine fillt, die obere Platte
genau parallel zur oberen Fldache desselben.. Die Messung der Zu-
sammendriickung erfolgt stets durch zwei einander gegeniiberliegende
Instrumente, welche die Endquerschnitte der MeBstrecke in je
4 Punkten fassen. (Uber die Berechtigung, die Messung an der Ober-
fliche vorzunehmen, vgl. A. Menzel, Untersuchungen iiber das bei
der Bestimmung der Druckelastizitdt iibliche Verfahren, die Dehnungen
auf der Mantelfliche des Versuchskorpers zu messen, 1902.)

Die MeBvorrichtung, vergleiche Fig. 12 bis 14, besteht aus dem
oberen Ring 44 und dem unteren Ring BB, welche je durch 4 im rechten
Winkel zueinander stehende Schrauben am Versuchskorper festgestellt
werden, und zwar um ! (bei Betonkérpern u. dgl. in der Regel gleich
750 mm) iibereinander.

Fig. 13 und 14 zeigen die eigentliche MeBvorrichtung. Erfolgt eine
Zusammendriickung des Versuchskoérpers, so wird der obere Endpunkt
der Stange C, die ihre Lénge beibehilt, gegeniiber dem Ringe 44 und
dem daran befestigten MeBinstrument um den Betrag der Verkiirzung
nach oben riicken; dadurch dreht sich der Hebel DEF, der gegen das
Ende der MeBstange C' durch eine Feder gedriickt wird, um seine bei £
gelegene Achse und nimmt durch das auf dem segmentartigen Ende F
befestigte diinne Metallbindchen das Rollchen G mit, auf dessen Achse
der an einer Bogenskala entlang laufende Zeiger sitzt. Dieser trigt am
Ende nicht eine Spitze, sondern ist hier flach gehalten und mit einem
radialen, deutlich sichtbaren Strich versehen. Die Ubersetzungsverhalt-
nisse sind bei dem einen Instrument des Verfassers (ausgefithrt von
C. Klebe in Miinchen) so gewihlt, dal 1 mm Zusammendriickung des
Versuchskorpers 300 mm Weg auf der Bogenskala entsprechen. Da nun
hier 1/;, mm noch abgelesen werden kann, so erfolgt die Messung der
Zusammendriickung der urspriinglich ! = 750 mm langen Strecke bis

1 1
3000.750 2250000
die Zusammendriickung gemessen wird.

Bei weiteren Instrumenten (ausgefithrt von Ludw. Tesdorpf in
Stuttgart, jetzige Werkstétte Sartorius in Gottingen) entspricht 14 mim

auf /500, mm, d. i.

der Strecke, auf welcher
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Zusammendriickung des untersuchten Korpers einem Skalenweg von
300 mm, das ist 600 mal mehr. Da nun auf der Skala noch /;, mm ab-
gelesen werden kann, so erfolgt die Messung der Zusammendriickung der

urspriinglich ! langen Strecke auf WIOO mm, d.i. bei / = 500 mm, fiir
1
lche Mefla das Inst i i e
welche MeBlinge das Instrument meist benutzt wird, auf 3000000
1
l. Firl = 750 i ich ———— .
von ir mm wiirde sich 1500000 ergeben

Zur Messung groller Wege werden Instrumente der beschriebenen
Art mit der Ubersetzung 1:100 verwendet.

Fig. 14.

Neu ist in der Hauptsache an dem ersten Instrumente die Mitnahme
des Réllchens G durch ein diinnes Metallbindchen ), und an dem zweiten
iiberdies die Anordnung von Kugelzapfen an den Enden der Stange C,
die zum Zwecke tunlichster Fernhaltung des Einflusses von Temperatur-
tinderung aus Holz besteht (vgl. das S. 121 hinsichtlich des Einflusses
der Temperaturinderungen Gesagte). Die Bindcheninstrumente be-
sitzen den Vorteil, daB sie nicht wie Spiegelapparate die getrennte Auf-
stellung von Ablesefernrohr und Skala erfordern. Ihre Zuverlissigkeit
steht nicht hinter der der Spiegelapparate zuriick..

1) Vgl. des Verfassers Vorrichtung zur Messung der Durchbiegung von
Platten in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1890, S. 1042, Fig. 9
und 10, oder auch die Schrift: ,,Versuche iiber die Widerstandsféhigkeit ebener
Platten*, Berlin, S. 4, Fig. 9 und 10, oder ,,Abhandlungen und Berichte‘* 1897,
S. 112, Fig. 90 und 91. Da bei diesem Instrument die den Zeiger tragende Rolle
mehr als eine Umdrehung auszufiihren hat, so ist das Béndchen in Gestalt eines Y
ausgefiihrt.
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Verfasser beniitzt diese MeBvorrichtung auch zur Ermittlung der
Zugelastizitit. Wie ersichtlich, besteht der einzige Unterschied darin,

Fig. 15.

daB, wihrend bai Druckbelastung der Zeiger auf der Bogenskala von unten
nach oben sich bewegt, er bei Zugbelastung von oben nach unten schwingt.
Da die Beriihrung zwischen Hebel und Stange bei D, Fig. 13, durch
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Federkraft gesichert ist, so findet in beiden Fillen die Messung mit der
gleichen Zuverlissigkeit statt. Dadurch laft es sich in bequemer Weise

Fig. 16.

ermoglichen, daB ein und derselbe Korper der Zug- und der
Druckprobe unterworfen und dabei die Dehnung, bzw. die Zu-
sammendriickung, mit denselben Instrumenten genau auf die
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gleiche Erstreckung gemessen werden kann. Will man vom
Zug- zum Druckversuch oder von diesem zum Zugversuch iibergehen,
so bedarf es jeweils nur der Versetzung des Korpers mit den ange-
schraubten Instrumenten aus der Zug- in die Druckmaschine bzw. aus
der letzteren in die erstere. Fig. 15 zeigt den Korper (Marmor) mit dem
zweiten der Instrumente in der Zug- und Fig. 16 1n der Druck maschine.

Fig. 17.

Da bei den in Fig. 15 dargestellten Versuchskorpern die genaue Be-
arbeitung der Keilflichen recht viel Zeit erforderte, und der Bruch
hiaufig an der Einspannstelle eintrat, so ist Verfasser in neuerer Zeit zu
der in Fig. 17 gezeichneten Einspannvorrichtung iibergegangen. Der
Korper wird durch die beiden seitlichen innen geriffelten Stahlplatten,
die durch Schrauben gegen ihn gepreft werden, gepackt; der hierdurch
wachgerufene Widerstand gegen Gleiten muf8 natiirlich groBer sein

Bach, Elastizitit. 6. Aufl. 9
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als die Kraft, welche zum Zerreilen erforderlich ist. Die vier Flichen,
gegen welche sich die Stahlplatten legen, werden sorgfiltig gehobelt.

Neben dem Bauschingerschen Spiegelapparat steht der Spiegel-
apparat von A. Martens, hinsichtlich dessen auf A. Martens,
Materialienkunde, S. 477 u. f. verwiesen werden darf. Der Unterschied
zwischen beiden besteht in der Hauptsache darin, daB an Stelle der
Rolle vom Halbmesser 7 eine rhombenférmige Schneide von der Héhe z
tritt, deren Ausschlag die Drehung der Rolle ersetzt. Beide Arten
von Spiegelapparaten lassen sich nach Form und Gréfle Sonder-
zwecken anpassen.

Zur Messung der Verlingerungen und Zusammendriickungen an
den Oberflichen von Balken, die durch Biegung beansprucht werden,
verwendet Verfasser die von Haberer 1902 konstruierte, in Heft 39
der Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten S. 8 u. f. verdffentlichte Ein-
richtung.

In neuerer Zeit ist die Zahl der MeBvorrichtungen im Wachsen
begriffen.

Fir Sonderzwecke konnen auch Mikroskope entsprechende Ver-
wendung finden.

§ 9. Einflu} der Form des Stabes.

Die Aufstellungen in § 6 enthalten nur die Grofle f des Stab-
querschnittes; die Form desselben wire hiernach vollstindig gleich-
giiltig. Tatséchlich ist sie es jedoch nicht, wenn auch ihr Einflul nicht
bedeutend erscheint. Dall die Querschnittsform nicht gleichgiiltig ist, er-
hellt, abgesehen von Versuchsergebnissen, schon aus folgender Erwéagung.

Den Entwicklungen der iiblichen Gleichungen fiir die Zugelastizitit
und Zugfestigkeit, wie sie in § 6 und § 8 aufgefiihrt sind, liegt zunéchst die
Voraussetzung zugrunde, dafl die Dehnungen und Spannungen in allen
Punkten des Stabquerschnittes gleich grof sind, daf sich alle Fasern,
aus denen der Stab bestehend gedacht werden kann, ganz gleich ver-
halten und nicht gegenseitig aufeinander einwirken. Es éndert an jenen
Gleichungen nichts, ob eine Kraft P — gleichmiig verteilt — getragen
wird von einem Stab, dessen Querschnitt 10 qem betragt, oder von
1000 Stében von je 1 qmm Querschnitt. In dem einen Fallist f = 10 qcm,
in dem anderen f = 1000 . 0,01 = 10 qcm, d. h. in beiden Fillen gleich.
In Wirklichkeit aber — immer gleichmaBige Verteilung der Last und
gleiches Material vorausgesetzt — werden sich die 1000 Metallfiden von
je 1 gqmm Querschnitt unabhingig voneinander (senkrecht zur Achse)
zusammenziehen kénnen; sie werden, wenn sie sich vorher gerade be-
rithrten, die Beriihrung infolge der mit der Dehnung (Belastung) ver-
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kniipften Querzusammenziehung aufgeben. Die einzelnen Fasern des
Stabes von 10 qem Querschnitt jedoch besitzen eine solche Unabhéingig-
keit nicht; sie wirken senkrecht zur Achse aufeinander ein. Das Ergebnis
dieser Einwirkung aber muf} ein verschiedenes sein, je nach der Form
des Querschnittes, es wird ein anderes sein bei einem kreisférmigen
als bei einem langgestreckt rechteckigen oder einem I-férmigen, es wird
ein anderes sein bei einem diinnwandigen Hohlzylinder als bei einem
Vollzylinder, bei einem Stab ohne Unterbrechung der Stetigkeit des
Querschnittes als bei einem Stab, bei dem sich der Querschnitt sprung-
weise dndert usw. Daf aber die bezeichnete seitlicheEinwirkung Dehnung
und Festigkeit beeinflult, ergibt sich aus den Betrachtungen, welche in
§ 7 angestellt wurden.

Derselbe Gedankengang fithrt zu dem Ergebnis, daf auch die ver-
hiltnisméafige Grofe der Abmessungen bei einer und derselben Quer-
schnittsform — streng genommen — nicht ganz gleichgiiltig sein wird.

Bei Beurteilung von Versuchsergebnissen in dieser Hinsicht ist
allerdings im Auge zu behalten, dal der Unterschied in der Material-
beschaffenheit, bedingt durch die Verschiedenheit der Querschnitts-
abmessungen, von groBer Bedeutung sein kann (Unterschied der Dichte
und Festigkeit bei Gullstiicken verschiedener Stirke, Unterschied in der
Zusammensetzung von Kern und Randzone bei FluBeisen usw.).

Versuchsergebnisse.
1. EinfluB der Stabform, welche der Querschnittsverminderung
(Zusammenziehung) hinderlich ist.

Kirkaldy stellte vor rund 50 Jahren Zerreiversuche mit Rund-
eisenstiben nach Fig. 1, 2 und 3 an. Die Stibe Fig. 2 sind entstanden
aus Zylindern Fig. 1, je durch Eindrehen einer schmalen Nute auf den
Durchmesser d, die Stéibe Fig. 3 aus solchen Fig. 1 durch Abdrehen auf
den Durchmesser d.

le 3 »

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

Die Ergebnisse dieser Versuche sind in folgender Tabelle (S. 132)
zusammengestellt.

Sie zeigen die fiir den ersten Augenblick schlagende Eigentiimlich-
keit, daB die Festigkeit, d. h. Bruchbelastung, dividiert durch den klein-
sten urspriinglichen Querschnitt, bei den nach Fig. 2 eingedrehten
Staben weit groBer ist als bei den nicht eingedrehten. Versuche, welche

9%
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Zugfestigkeit | Querschnitts-

Material Form des Stabes K, (Gl 1, § 3) | verminderung

in kg/qem v (Gl 2, §3)
Low Moor. Fig.1, D = 2,54 cm 4560 51,0 9/,
Walzeisen, s 2, d = 1,85 6420 8,0 ,,
hérteste Sorte , 3, d = 185 4920 49,2 .,
Govan. Fig.1, D = 2,54 cm 5025 40,7 ,,
Geschmiedetes , 2, d= 178 6910 13,8 ,,
Walzeisen , 3, d = 1,78 5020 36,0 ,,
Fig.1, D = 2,59 cm 4040 474 ,
ovan. L2 d— 180 , | 4950 213 .
, 3, d = 1,80 ,, 4360 46,9 ,,

in Woolwich mit Stahlstangen (von 13/, engl. Stirke und mit einer
den Durchmesser auf 3/ vermindernden Ausrundung versehen) an-
gestellt worden sind, sowie Versuche von Vickers u. a. bestdtigen das
von Kirkaldy Gefundene.

Die Erklarung ergibt sich unmittelbar aus dem in § 7 Gesagten.
Unter Einwirkung der Belastung dehnen sich die Fasern, welche durch
den kleinsten Querschnitt bb, Fig. 2, gehen; gleichzeitig tritt eine Zu-
sammenziehung senkrecht hierzu ein. Das bei aa aa an den kleinsten
Querschnitt sich anschlieBende Material setzt dieser Zusammenziehung
Widerstand entgegen, d. h. {ibt in senkrechter Richtung zur Achse des
Stabes Zugspannungen auf die durch den kleinsten Querschnitt gehenden
und gespannten Léngsfasern aus, welche Zugspannungen, wie die Glei-
chungen 4 in § 7 lehren, eine Verminderung der Langsdehnung zur
Folge haben. Demnach greift das bei aa aa an den Querschnitt ;Z- d?
anschlhiefende Material, indem es der Ausbildung der Zusammenziehung
sowie der Dehnung hinderlich in den Weg tritt, gewissermaBen unter-
stiitzend gegeniiber dem kleinsten Querschnitt ein und erhdht dessen
Festigkeit. Dal} die Zusammenziehung gehindert wurde, dariiber geben
die Werte fiir ¢ deutlich Auskunft.

Hieraus folgt im allgemeinen fiir die genannten Materialien: Er-
schwerung oder teilweise Hinderung der Zusammenziehung
senkrecht zur Stabachse (Querschnittsverminderung) ver-
ringert die Dehnung in Richtung der letzteren und erhéht
die Zugfestigkeit. (Vgl. hierzu Fulbemerkung S. 111.)

Zur Untersuchung des Einflusses der Lénge der Eindrehung sowie
der Ausrundung der letzteren hat Verfasser 1889/90 folgende Ver-
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suche mit Rundstédben nach Fig. 4 bis 7, je aus dem gleichen Material
von bemerkenswerter Gleichartigkeit hergestellt, ausgefiihrt.

FluBeisen SchweiBeisen

Zugfestig-| Quer- Zugfestig-| Quer-

Stabform keit schnitts- Dehn;mg keit schnitts- Dehmfmg
K, (Gl 1,| vermin- au K, (Gl 1,| vermin- au

. 100 mm ¢f 2 . 100 mm ¢

§3) in |derungy (GL 3, §3) § 3) in |derungy (GL 3, §3)
kg/qem |(Gl. 2, §3) » 2% kg/gem |(GL 2, §3) ’

(| 4289 | 66 | 330 | 3664 | 340 | 289
Fig. 4 4242 | 66 , | 36 , | 3674 | 27 , | 24
| 4281 | 65 . | 33 . | 3676 | 28 . | 26 .

Durchschnitt | 4254 | 669/, | 34°% | 3670 | 30°/, | 269,

(| 4428 | 620 | — | 3738 | 130, | —

Fig. 5 4380 | 65 ,, — 3701 | 12 ,, —

l 4447 63 ,, — 3622 10 ,, —
Durchschnitt | 4418 | 63 °/, — 3687 129 | —
(| 5082 | 550, | — | 4154 | 250, | —

Fig. 6 4935 55 ,, — 4029 21 ,, —

l 5031 54 ,, — 3925 24, —
Durchschnitt | 5016 | 55 9/, — 4036 | 239, —
Fig. 7 5894 | 50 9/, — 4474 | 14 °/, —

Die eingedrehten FluBeisenstdbe rissen simtlich in der Mitte der
Eindrehung oder in der Niahe derselben; gleich verhielten sich die
Schweilleisenstibe nach Fig. 6 und 7. Die SchweiBeisenstibe nach
Fig. 5 dagegen rissen nach Angabe der Fig. 8 am Ende der Eindrehung
unter Bildung eines gréBeren Spaltes, wie in der Abbildung angedeutet
ist, eine Folge der ausgeprigten Fasernatur des SchweiBleisens, wozu
sich noch der EinfluB der Schlackeneinschliisse gesellt. Dadurch
erklart sich auch die vergleichsweise geringe Querschnittsver-
minderung. Die scharfe Eindrehung fithrt also hier beim SchweiBeisen
zum Bruch, bei dem zahen FluBeisen dagegen nicht. Der nachteilige
EinfluB}, welchen die Ungleichférmigkeit der Spannungsverteilung in dem
Bruchquerschnitt des SchweiBeisenstabes &dufern muf (vgl. FulBbe-
merkung S. 103 und 104), wird fast ganz aufgehoben durch den EinfluB
der Hinderung der Querzusammenziehung; denn die Festigkeit ist im
Falle der Stabform Fig. 4 nahezu die gleiche wie im Falle der Stabform
Fig. 5. Bei dem FluBeisen iiberwiegt in dem Querschnitte der scharfen
Eindrehung der Einflu der gehinderten Querzusammenziehung, eine
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Folge der Gleichartigkeit und der grofen Zahigkeit des Materials. Die
Fig.5a, 5b, 6a und 6b auf Taf. IT geben die photographischen Bilder
der Probestibe nach dem Zerreilen, und zwar

Fig. 5a einen FluBeisenstab nach Fig. 5,

,, ©b ,,  Schweilleisenstab ,, ,, b5,
,, 6a ,  FluBleisenstab ) ,, 6,
., 6b ,,  Schweilleisenstab ., 6.

Die in vorstehender Zusammenstellung enthaltenen Ergebnisse
zeigen, daf} bei einer Eindrehungslinge von 25 mm der Einflu} der ge-
hinderten Querzusammenziehung noch nicht erheblich ist, daf} er da-
gegen mit Abnahme dieser Linge rasch wichst. Im librigen bestitigen
sie das oben hinsichtlich dieses Einflusses Ausgesprochene vollstindig.
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Fig. 7.

Der letztere ist auch der Grund, weshalb die der Messung unter-
worfene Strecke der Probestibe — Fig. 1, § 8 — kiirzer gewdhlt werden
mufB als der prismatische Teil derselben. Man hat sich eben zu sichern,
daB ein solcher Einflul} innerhalb der der Beobachtung unterworfenen
Strecke nicht mehr Geltung erlangen kann.

Zur Feststellung des Einflusses solcher Eindrehungen auf die
Festigkeit von Stiben aus nicht zdhem Material hat Verfasser Ver-
suche mit grauem GuBeisen angestellt, und zwar unter Zugrunde-
legung

a) der Stabform Fig. 4, jedoch Durchmesser des mittleren zylin-

drischen Teils 2 cm,
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b) der Stabform Fig. 5, jedoch Durchmesser der Eindrehung
2 cm bei 2,9 cm Stabstéirke,

c) der Stabform Fig. 7, jedoch Durchmesser der Eindrehung 2 cm
bei 2,9 cm Stabstirke.

Die Ergebnisse mit den 10 Stiben, hergestellt bei demselben Guf3
aus dem gleichen Material, sind dem Folgenden zu entnehmen.

Stabform a b o

(Fig. 4) (Fig. 5) (Fig. 7)

[ 1557 1446 1508

Zugfestigkeit | 1097 183 1350
l 1521 1439 1449

Durchschnitt 1545 1471 1436

Der Bruch erfolgte bei den Staben a (Fig. 4) innerhalb des zylin-
drischen Teiles, bei den Stiben b (Fig. 5) am Ende der Eindrehung,
d. h. da, wo der 20 mm starke Zylinder aus dem 29 mm dicken heraustritt,
und bei den Stdben ¢ (Fig. 7) in der Mitte der Eindrehung.

Wie ersichtlich, ist die durchschnittliche Festigkeit der Stibe mit
Eindrehung etwas geringer als diejenige der glatten Stibe, Fig. 4.
Der Einflul, welchen die Ungleichférmigkeit der Spannungsverteilung
iiber den Bruchquerschnitt d4uBert, iberwiegt den hier nicht bedeutenden
Einfluf} der gehinderten Querzusammenziehung. Ein erheblicher Unter-
schied der durchschnittlichen Festigkeiten fiir die Stabform b (Fig. 5)
und ¢ (Fig. 7) ist nicht vorhanden.

Zusammenfassung.
Bei Stdaben mit Eindrehungen, wie erdrtert, wird die Zugfestig-
keit, d. h.
Bruchbelastung
kleinster Querschnitt

beeinflul3t

L. von der Ungleichféormigkeit der Verteilung der Spannungen
iiber den Querschnitt in dem Sinne, daB die Festigkeit Ver-
minderung erfihrt (vgl. auch §6, S. 103 und 104, Ful3bemerkung),
von der Hinderung der Querzusammenziehung in dem Sinne,
daf die Festigkeit erhoht wird.

Bei zihem Material, wie es als FluBeisen, Schweilleisen usw. ge-
geben sein kann, iiberwiegt im Augenblick des Bruches der Einflufl
Ziff. 2 namentlich dann, wenn die Eindrehung sehr kurz ist (Fig. 2,
Fig. 7); die Zugfestigkeit ergibt sich dann bedeutend groBer als die-
jenige prismatischer Stabe (Fig. 4).

Lo
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Bei Material, welches eine merkbare Querschnittsverminderung im
Bruchquerschnitt nicht zeigt, wie z. B. graues GuBeisen, scheint der Ein-
fluB Ziff. 1 das Ubergewicht zu erlangen; die durchschnittliche Festig-
keit ergibt sich etwas kleiner als bei prismatischer Form, doch ist der
Unterschied sehr gering.

Hinsichtlich dieses verschiedenen Verhaltens beider Arten von
Material kommt auch in Betracht, da bei zahen Stoffen die am stirksten
angestrengten Fasern — ohne zu reilen — nachgeben, wodurch die
weniger stark beanspruchten mehr zur Ubertragung herangezogen
werden.

Hieraus folgt, daB in bezug auf die Zugfestigkeit von Koérpern mit
Eindrehungen oder Einkerbungen nicht allgemein gesagt werden kann:
sie ist grofer oder kleiner als diejenige von prismatischen Kérpern aus
dem gleichen Material. Es erscheint unstatthaft, das fiir ein zahes Ma-
terial gewonnene Ergebnis ohne weiteres auf ein weniger zahes oder ein
sprodes zu iibertragen und umgekehrt 1).

2. EinfluB der Lénge und des Durchmessers.

In bezug hierauf sowie hinsichtlich des Einflusses der Querschnitts-
form hat der Chefingenieur Barbea in Creusot umfassende Versuche an-
stellen lassen, die in der Hauptsache von Coureau und Biguet durch-
gefiihrt wurden (Barba, Mémoires et compte rendu des travaux de
la Société des Ingénieurs Civils 1880, S. 682—714). Die wesentlichen
Ergebnisse finden sich im folgenden unter A und B sowie in Ziff. 3 unter
A, B und C wiedergegeben.

Unter Ziff. 3, D, sind die Ergebnisse der von Bauschinger in
bezug auf den Einflul der Gestalt der Probestdbe durchgefiihrten
Zugversuche zusammengestellt (Mitteilungen aus dem mechanisch-
technischen Laboratorium der k. technischen Hochschule in Miinchen,
1892, Heft XXI).

In Einzelheiten weichen die Ergebnisse der Barbaschen Versuche
von denjenigen der Bauschingerschen Untersuchungen etwas ab.
Es diirfte dies vorzugsweise davon herrithren, dal die von Materialun-
gleichheiten veranlaften Abweichungen héufig bedeutend grofer sind
als die Unterschiede, welche die Verschiedenheit der Gestalt bedingt.

1) Uber die aus dem EinfluB der Stabform auf die Zugfestigkeit hergeleiteten
Begriffe ,,scheinbare und ,,wahre Zugfestigkeit s. des Verfassers Dar-
legungen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1898, S. 238 u. f.
Vgl. auch FuBbemerkung 3, S. 10 und 11.
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A. Die Versuchsstibe haben verschiedene Durchmesser d,
ebenso sind die der Messung unterworfenen Stabstrecken !
verschieden lang, und zwar derart, daB ! :d konstant.

gearbeitet.

Die Versuchsstabe wurden aus gleich starken Stangen heraus-

Gleiche Dauer der einzelnen Versuche wurde mit Sorgfalt erstrebt.
Die angegebenen Werte sind je die Durchschnittszahlen aus einer

Versuchsreihe.
Rundstiibe aus FluBeisen.
,g % Durch- Stab- | Ver- |Festig- 3:2.5332;3:' ];,7:1‘;. Dehnung
8 E messer | strecke | hélt- | keit ermi f— fg . r%g l,—1
E'S d ! nis || K =100 ——2 | ;5 @=100 =7
£ 32 : | ¥ 7 l—1
Z § cm cm e ygrqem °/o cm /o
1 0,690 5,0 4220 69,3 1,64 32,8
2 1,035 7,5 4200 69,0 2,49 33,2
3 1,380 10,0 4210 69,7 3,30 33,0
4 1,725 12,5 794 4170 68,6 4,18 33,5
5 2,070 15,0 7714160 69,2 5,08 33,6
6 2,415 17,5 4090 69,7 5,80 33,2
7 2,760 20,0 4000 68,8 6,60 33,0
8 3,105 22,5 3960 69,5 7,65 34,0
Durchschnitt 4130 69,2 33,3
Rundstibe aus FluBstahl.
52 | Dureh- | stab- | Ver Festig-| Querschnitts- | Ver- | pehpung
2 4 . . verminderung | linge-
§ 4 | messer strecke | hilt- | keit f—ty | Tung | 100 ly—1
ES| o« ! mis | K, | p=100"—= | PTI00T
Z § cm cm 4 g/qem °lo cm °lo
1 0,690 5,0 6480 36,5 1,00 20,0
2 1,035 7,5 6490 38,0 1,41 18.8
3 1,380 10,0 6390 37,4 1,82 18,2
4 1,725 12,5 794 6330 38,4 2,27 18,1
5 2,070 15,0 716350 31,8 2,70 18,0
6 2,415 17,5 6200 35,8 3,17 18,1
7 2,760 20,0 6320 34,4 3,90 19,5
8 3,105 22,5 nicht ermittelt
Durchschnitt 6360 36,1 18,6
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Die Versuchsergebnisse zeigen:

a) eine, allerdings nicht bedeutende Abnahme der Festigkeit
mit wachsendem Durchmesser, welche Verminderung auch von
Ungleichartigkeit des Materials herriihren kann,

B) Unabhingigkeit der Querschnittsverminderung ¢» vom Durch-
messer,

7) Unabhingigkeit der Dehnung ¢ vom Durchmesser d und der
Lénge I, sofern das Verhiltnis ! : d das gleiche bleibt.

B. Die Versuchsstibe besitzen verschiedene Durchmesser,
dagegen sind die der Messung zugrunde gelegten Stab-
strecken gleich lang.

Nummer Durch- Stab- Fostigkoit Verlange- Dehnung
des messer | strecke K lrungl o = 100 l,—! | Bemer-
. L = o

Versuchs d ! b L kungen

cm cm kg/qem cm A
1 2,0 10,0 3700 3,75 37,5 FluB-
2 1,0 10,0 3690 3,05 30,5 eisen

3 0,5 10,0 3760 2,50 25,0
1 2,0 10,0 5930 2,59 25,9 FluB-
2 1,0 10,0 5940 2,10 21,0 stahl

3 0,5 10,0 6000 1,70 17,0

Diese Versuchsergebnisse lehren, daBl die Dehnung ¢ bei gleicher
GroBe der Stabstrecke, welche der Bestimmung zugrunde gelegt wird,
in ziemlichem MaBe abhingt von dem Durchmesser d, und zwar derart,
daB sie wiachst mit zunehmendem Durchmesser.

Nach dem Ergebnis 4, 7 entfillt diese Abhéngigkeit bei gleichem
Verhiltnis 7 : d.

Hieraus folgt, daf3 bei Forderung einer bestimmten Deh-
nung ¢ fir eine bestimmte Stablinge ! ein gewisser Durch-
messer d vorgeschrieben sein mufl. Sind die Durchmesser
verschieden, so haben sich die Me[Blingen zu verhalten
wie diese.

In welcher Weise vorgegangen werden kann, wenn diese Bedingung
nicht erfiillt wird, dariiber ist S. 115 das Notige bemerkt.

3. EinfluB der Querschnittsform.

A. Die Versuchsstibe haben verschiedene Querschnitts-
form, jedoch gleich groBe Querschnittsflache. (1904).
Aus einer und derselben Stange FluBleisen von 40 mm Quadratseite
wurden hergestellt:



C.Bach, Elastizitit, 6. Aul.

Fig. 13.

Fig. 19.
$9

S. 139.

Fig. 20.
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3 Rundstiabe von 26 mm Durchmesser,
3 Flachstibe von 40 mm Breite und 13 mm Starke,
3 ausgefriaste Stibe mit Querschnitt nach Fig. 9.

Die mittlere prismatische Lange betrug 290 mm, die MeBlinge
260 mm, entsprechend der Gleichung 2 in § 8.

Die Stibe wurden der Stange so entnommen, daf zunichst ein
Rundstab, sodann ein Flachstab, hierauf ein Stab mit Querschnitt
nach Fig. 9, alsdann wieder ein Rundstab usw. aufeinander folgten.

Die Ergebnisse der Untersuchung, welcher das Material in aus-
gegliihtem Zustande unterworfen wurde, sind in den folgenden Zusammen-
stellungen und den Schaulinien: § 4, Fig. 13 und 14 sowie Fig. 10 bis 16
dieses Paragraphen niedergelegt.
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Fig. 9. Fig. 10.

Fig. 18 (Stab J,), Fig. 19 (J,), Fig. 20 und 21 (J,) Taf. III geben die
photographischen Bilder der zerrissenen Stdbe; insbesondere laf3t
Fig. 18 die Giite des Materials erkennen.

Die Durchschnittswerte der Zusammenstellungen S. 142, welche in
Fig. 17 zeichnerisch dargestellt sind, lassen beim Vorwirtsschreiten
von den Rundstiben zu den Rechteckstiben und von diesen zu den
Staben mit dem Querschnitt Fig. 9 deutlich erkennen:

1. bedeutendes Sinken der oberen Streckgrenze o,

2. weit geringeres Sinken der unteren Streckgrenze g,,,
3. erhebliche Verminderung des Unterschiedes o, — o,
4. Abnahme der Zugfestigkeit K,.

Hiernach erweist sich die Streckgrenze, namentlich
der Wert o, abhingig von der Querschnittsform; sie liegt
am hochsten fiir die Rundstidbe, dann folgen die Flach-
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stdbe und hierauf die Stibe mit dem Querschnitt Fig. 9.
Diese Abhéngigkeit besteht auch hinsichtlich der Zug
festigkeit, wenn auch in geringerem MaBe.
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Fig. 14. Fig. 15. Fig. 16.

Nach der S. 130 u. f. angestellten Erwéigung steht ein solcher
EinfluB der Querschnittsform zu erwarten. Die Fasern, welche bei dem
Zugversuch das Bestreben haben, sich senkrecht zuihrer Achse zusammen-
zuziehen, sind hierin bei dem kreisférmigen Querschnitt mehr gehindert
als im Durchschnitt bei dem rechteckigen und bei diesem mehr als bei
dem Querschnitt Fig. 9.

Von Interesse ist es, den EinfluB der Querschnittsform auf den
Verlauf der Dehnungslinie wihrend der Periode des Streckens des
Materials in den Fig. 13 und 14, § 4, und den vorstehenden Fig. 10 bis 16
zu verfolgen.
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Lehrreich ist ferner die Verfolgung des Vorganges beim Zerreilen

der Stibe mit dem Querschnitt

Fig. 9: zunéchst reillt der Steg in der

Mitte, dann erweitert sich der Rifl nach den Flanschen hin, diese beginnen

5*;?)719 / gen,

3488
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Fiz. 17.

in der Mitte zu reilen, und zuletzt erfolgt der Bruch an den Flanschen-
ecken; die beiden photographischen Bilder, Fig. 20 und 21, Taf. III,
deuten auf diese Aufeinanderfolge hin.
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Streckgrenze Zug- Bruch- | Quer-
festig- schnitts-

Querschnittsform obere | untere | Ke€it dehnunglye minde- Schaulinie
a, o, K, P rung ¥
kg/qem |kg/qem | kg/qem /o %o
Rundstab J, 2407 | 2075] 3667 | 33,8 69,7 TFig. 14, § 4
’ Jy 2465|1895] 3578 | 31,9 71,0 . 13,84
" J, 2134|1972 3525 | 30,0 70,2 ,» 10,89

Durchschnitt 2335|1981 ] 3590 | 31,9 70,3

Flachstab J, 22551988 | 3507 | 30,4 62,6 | Fig. 11,89
» J; 2009 | 1940| 3474 | 30,5 | 63,7 » 12,89
» Jy 2291|2004 | 3484 | 26,3 61,4 » 13,89

Durchschnitt |2185|1977| 3488 | 29,1 62,6

Stab nach Fig. 9 J, |1893|1870| 3333 | 353 | 62,7 | Fig. 14,§9
y . |1922|1886] 3320 | 304 | 595 | ., 15§09
w . 9J,|1941]1880] 3353 | 26,6 | 61,0 | ., 16,§9

Durchschnitt {19191879| 3335 | 30,8 61,1

B. Aus Versuchen mit 1 ¢cm starken Flachstdben (1885)

ergab sich

bei der Breite von 1 2 3 4 5 6 7 8 cm
die Dehnung auf 10 cm zu 31,0 34,0 35,0 37,2 39,0 40,8 38,5 34,5 9
d.h. am gr6Bten bei dem Seitenverhiltnis 1: 6.

Die Festigkeit betrug durchschnittlich 3870 kg/qem.

C. Die Flachstibe haben verschiedene Breite.

. L Dehnung
Nummer | Stirke Breite Ver- Festigkeit L1
des a b hiltnis K, | 9=100 Ll_ Madterial
Versuchs b:a
cm cm kg/qem %

1 1,015 2,000 1,98 4270 29,5

2 | 0995 | 5985 | 6,02 | 4130 35,0 FluB-

3 1,017 | 9,980 | 981 4020 40,0 eisen

1 1,310 2,000 1,563 2400 51,5

2 1,308 5,980 4,57 2380 55,2 Kupfer

3 1,313 9,990 7,61 2315 59,0

Nach diesen Versuchen nimmt die Festigkeit mit der Breite etwas
ab (vgl. auch A).
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Hierbei ist nicht auBer acht zu lassen, dafl dieser Einflul méglicher-
weise von der Einspannung herriihren kann, und da8 es iiberhaupt nicht
leicht ist, bei verhaltnismiaBig breiten Staben eine gleichmé Bige Ver-
teilung der Zugkraft iiber den Querschnitt zu sichern.

Wir schliefen aus den im vorstehenden niedergelegten Versuchs-
ergebnissen, dafl Ergebnisse von Zugversuchen, streng ge-
nommen, nur dann unmittelbar verglichen werden kénnen,
wenn die Versuchsstibe, sofern sie nicht dieselben Ab-
messungen besitzen, wenigstens geometrisch dhnlich sind.

MeB3-  Querschnitts-

1 Querschnitt
ange abmessung
Gelten fiir 2 Rundstibe
die GroBen . . . Il ddy = dh = de
und fiir 2 Flachstiabe die
GroBlen . . . . Ll aybiab, f,= a;b, f, = ayb,

so findet sich als Bedingung der Vergleichbarkeit der ermittelten Deh-
nungen fiir Rundstibe

Lily = dyidy = Z dlziv%dzz = Vh:Vts

und fiir Flachstibe mit Anndherung
Lily=Vayby:Yasb, = ViVl
Der Satz, welcher soeben hinsichtlich der Vergleichbarkeit der Er-
gebnisse von Zugversuchen festzustellen war, gilt mit der in § 10 aus-
gesprochenen Ergénzung dahin gehend, dafl auch die Geschwindigkeiten,

mit welchen die Versuche durchzufithren sind, ausreichend iiberein-
stimmen miissen, gleichfalls fiir alle anderen Beanspruchungsarten.

D. Versuche mit Rund- und Flachstiben aus FluB-
und SchweiBleisen.

Bauschinger gelangte hinsichtlich des Einflusses der Form der
Probestibe zu folgenden Ergebnissen.

a) Der Dehnungskoeffizient («, Gleichung 3, § 2), wie er
durch die iiblichen Messungen an der Oberfliche der Stébe
erhalten wird, ist bei Rundstdben etwas kleiner als bei Flach-
stdben aus dem gleichen Material; bei dicken Ilachstiben
etwas kleiner als bei diinnen und {iberhaupt bei groBeren
Querschnittsabmessungen ein wenig geringer als bei kleineren
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Querschnitten. Alle diese Unterschiede sind jedoch nur ge-
ring und werden durch zufillige, von Materialungleichheiten
herrithrende Abweichungen weit iibertroffen.
Die Zugfestigkeit (K,, Gleichung 1, § 3) erscheint von der
Querschnittsform nicht beeinflut. (Vgl. dagegen die Ver-
suchsergebnisse unter A, insbesondere Fig. 17.)
Die Querschnittsverminderung (¥, Gleichung 2, § 3) ist
bei Flachstaben von der Form und Gréfe des Querschnittes
unabhéngig. Stirkere Rundstibe geben etwas kleinere Werte
fiir dieselbe als schwichere aus dem gleichen Material, doch
ist der Unterschied nicht bedeutend.
Die Dehnung (¢, Gleichung 3, § 3), gemessen fiir eine be-
stimmte urspriingliche Léange, ist von der Querschnittsform,
von dem Verhiltnis der Breite zur Dicke bei Flachstiben,
also davon, ob der Querschnitt i{iberhaupt kreisrund oder
rechteckig ist, nicht abhingig; aber sie wichst mit der GroBe f
des Querschnittes derart, daf

g=a+byf
gesetzt werden kann, worin die Koeffizienten-a und b wesent-
lich von der Beschaffenheit des Materials abhéngen.
Vergleichbare Ergebnisse fiir die Dehnung (¢, Gleichung 3,
§ 3) werden erhalten, wenn man die MeBlinge der Probestibe
proportional der Quadratwurzel aus dem Querschnitt wihlt.
Unter Zugrundelegung eines Normal-Rundstabes von 20 mm
Stiarke und 200 mm MeBlinge ergibt sich die proportionale Lange
eines Probestabes vom Querschnitt f gleich

Vi

0 2
oo
sofern f in qmm eingesetzt wird.
Das in der Fulbemerkung S. 115 u. f. zuerst angegebene Ver-
fahren zur Messung der Dehnung erscheint geniigend genau,
solange die Bruchstelle noch wenigstens ein Viertel der Meflinge
von den Enden der letzteren abliegt. Dabei sind Rundstdbe auf
zwei entgegengesetzten Seiten, Flachstibe auf einer Breitseite
zu messen.
Querschnittsverminderung (y, Gleichung 2, § 3) und
Dehnung (¢, Gleichung 3, § 3) stehen in keinem Zusammen-
hang.
Proportionalitits- und Streckgrenze kénnen auch dann,
wenn die Probestibe sorgfaltigst ausgegliilht worden sind, in

200 = 11,37/ mm



§ 10.  Versuchsergebnisse iiber den EinfluB der Zeit auf Festigkoit usw. 145

einem und demselben Eisenstiick oder in Stiicken der ném-
lichen Erzeugungsfolge in so hohem Grade verschieden sein, daf
dagegen alle anderen Einfliisse, diejenigen der Form und der
GroBe des Querschnittes, falls sie iiberhaupt vorhanden sind,
verschwinden.

Wird die Proportionalitdtsgrenze von zerrissenen Stiben
gleichen Materials bestimmt, so ergibt sie sich nahezu gleich
hoch gehoben, wie hoch oder niedrig sie auch urspriinglich
gelegen war. Dieses Ergebnis lassen die folgenden, fiir

3 Paar Flachstdbe giiltigen Zahlen deutlich erkennen.

. Urspriinglich Nach dem Zerreiflen
Bezeichnung
des Proportio- | Streck- Proportio-
Probestabes l]()oeehfrfli:;;gns t- nalitidtsgrenze| grenze Ilzgi?ﬁ“z?eg:; nalitéitsgrenze
kg/gem kg/qem kg/qem
Iv 1 L 2350 2460 __ 2700
o 2230 000 2 280 000
IV 2c ! 1000 1670 _ 2700
2080 000 2160 000
07¢ _ 1840 2130 1 2800
2130000 2 220 000
07 a __l 1290 2080 L 2850
2160 000. 2130 000
16 a _ 2230 2370 S 2930
2170 000 2 245000
16 d __L 1290 2230 1 2910
2150 000 2210000

§ 10. Versuchsergebnisse iiber den Einflul der Zeit
auf Festigkeit, Dehnung und Querschnittsverminderung.
Einflu} der Temperatur und der Behandlung des Materials.

1. Einflu der Zeit.

Von Untersuchungen, welche
auch in § 5, Ziff. 4 bereits erérterten Einflufl der Zeitdauer des Versuchs
nachweisen, seien die folgenden angefiihrt.

Bach, Elastizitit. 6. Aufl.

den

schon langst

10

bekannten,
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Versuchsreihen mit Rundstaben von 1,6 cm Starke
aus FluBeisen.

Dauer des Versuchs Festigkeit K, Dehnung, gemessen auf 10 cm
2,5 Minuten 3935 kg/qem 329,
75 » 3720, 34,

(Barba, Mémoires et compte rendu des travaux de la Société des
Ingénieurs Civils, 1880, S. 710.)

Feinkorneisen.
Dauer des Versuchs Festigkeit K, Dehnung ¢ Festigkeit K, Dehnung ¢

Rasch zerrissen 4990 kg/qem 22 95 4340 kg/qem 23,3 9,
Langsam zerrissen 4493 'y 25,2 ,, 3770 " 28,8 ,,

Gewohnliches Puddeleisen.
Dauer des Versuchs Festigkeit K, Dehnung ¢

Rasch zerrissen 3720 kg/qem 30,4 9,

Langsam zerrissen 3516 35,2,
Harter Wolframstahl.
Dauer des Versuchs Festigkeit K, Festigkeit K, Festigkeit K,
Rasch zerrissen 14350 kg/qem 13270 kg/qem 11359 kg/qem
Langsam zerrissen 12300 ' 11339 ’ 10230 "

Dehnung 1 bis 1,5 9%,.
(Goedicke, Osterr. Zeitschrift fiir Berg- u. Hiittenwesen 1883, S. 578.)

Hiernach ergeben fiir schmiedbares Eisen rascher durchge-
fiihrte Versuche eine grofere Festigkeit sowie eine kleinere
Dehnung und (nach Versuchen des Verfassers) in der Regel auch
eine kleinereQuerschnittsverminderung. Dadurch erkldrtessich,
daB die Priifung eines und desselben Materials, welche an der einen Stelle
sehr rasch durchgefiihrt worden ist, daselbst ungeniigende Dehnung und
Querschnittsverminderung ergibt, an einer zweiten Stelle, langsamer vor-
genommen, die bedungene Dehnung und Querschnittsverminderung auf-
weist.

Diese Feststellung gilt nicht nur fiir Zugversuche, die bei gewohn-
licher Temperatur vorgenommen werden, sondern in noch erhohtem
MaBe bei hoheren Temperaturen (vgl. S. 150, FuBlbemerkung).

Leder.
Dauer des Versuchs Festigkeit K,
1 Stunde 26 Minuten 301 kg/qem

166 Tage 200 ’
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(George Leloutre, Les transmissions par courroies, cordes et cables
métalliques, Paris 1884, oder des Verfassers Bericht hieriiber in der
Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1884, S. 871. Daselbst
finden sich auch Mitteilungen iiber das asymptotische Wachstum der
Verlingerung mit der Dauer der Belastung sowie iiber das dement-
sprechende Verhalten bei Entlastung.)

Versuche des Verfassers iiber den Einflufl der Zeit auf die Festig-
keit des Leders bestéitigen das von Leloutre Gefundene. Vergleiche auch
den dritten, in § 4, Ziff. 7, besprochenen Riemen.

Hanfseile (1886).

Die urspriinglich 750 mm lange, der Beobachtung unterworfene
Strecke eines 55 mm starken Seiles aus badischem SchleiBhanf, welches
nach und nach bis zu 500 kg belastet worden ist, zeigt, nachdem diese
Belastung 10 Minuten gewirkt hat, die Léange 788,4 mm. Das Seil bleibt
lingere Zeit hindurch derselben Anstrengung ausgesetzt.

Es betriagt nach 10 Minuten 1 7 26 50 82 120 Std.
die Seillinge 788,4 789,7 791,8 793,2 794,5 795,8 796,5 mm
entsprechend einer

weiteren Verlédnge-

rung um 0 1.3 34 48 61 74 81

Hierauf wurde das Seil bis auf 100 kg entlastet.

Es betrigt unmittelbar nach der Entlastung nach 34 Stunden
die Seillinge 791,9 mm 790,8 mm
entsprechend einer

Verkiirzung um 46 57

(Des Verfassers Versuche iiber die Elastizitit von Treibriemen und
Treibseilen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1887,
S. 221 u.f.).

Hieraus folgt, dal die Gesamtdehnung, der Dehnungsrest wie auch
die Federung Funktionen der Zeit sind.

Insehr anschaulicher Weise 1483t sich der Einflufl der Geschwindigkeit,
mit welcher das ZerreiBlen erfolgt, zeigen durch Verwendung von selbst-
zeichnenden Festigkeitsmessern mit Federbelastung, weil bei diesen die Be-
lastung rasch gesteigert werden kann, ohne da erhebliche Storungen in der
Kraftanzeigeinfolge vonMassenwirkungen oderReibungskréften eintreten.
(Hugo Fischer, Dinglers polyt. Journal 1884, Bd. 251, S. 337 u. f.)

Nach MaBgabe des im vorstehenden enthaltenen Materials wird
behufs Erlangung vergleichbarer Versuchsergebnisse davon auszugehen
sein, daf} auch die Geschwindigkeit bei der Durchfithrung der Versuche

10%*
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entsprechend gewesen sein muB} (vgl. § 9, Ziff. 3). Dabei ist, wie bereits
in § 5, Ziffer 4, hinsichtlich des Einflusses der Zeit bemerkt wurde, die
Art des Stoffes im Auge zu behalten. Beispielsweise wird ein Stab aus
hartem Stahl bei gewohnlicher Temperatur aufBlerordentlich rasch zer-
rissen werden miissen, soll ein Einflufl der Zeit auf das Ergebnis hervor-
treten. Dagegen wird sich dieser bei einem Lederriemen auch noch im
Falle lingerer Versuchsdauer feststellen lassen.

Die unmittelbare Vergleichbarkeit der Priifungsergebnisse setzt
somit voraus: entweder es ist jeweils die Versuchsdauer so lang, dal
der Einflul der Zeit ein unmerklicher, oder es mufl die Geschwindigkeit,
mit welcher die Dehnung erfolgt, wenigstens angendhert die gleiche
Grole besitzen.

Von Bauschinger ausgefiihrte Versuche iiber den Einflul der Zeit
bei Zugproben mit verschiedenen Metallen haben nach dessen Mitteilung
zu dem Ergebnisse gefiihrt, dal bei Fluf3- und Schweilleisen, bei Kupfer,
bei Messingblech und bei Bronzeguf ein Einflul der Zeit oder der Ge-
schwindigkeit, mit welcher die Dehnung vorgenommen wird, nicht oder
kaum merklich ist innerhalb der Grenzen, in denen diese Ver-
suche durchgefithrt worden sind. Bei MessingguB ist er sehr ge-
ring und wird, wenn iiberhaupt vorhanden, leicht durch zufillige Un-
gleichméfBigkeiten des Materials verdeckt; ebenso bei Zinkgufl und GuB-
eisen. Bei Zinkblech dagegen ist er im Verlaufe der Dehnungslinie (vgl.
§ 3, Fig. 1, S. 8, § 8, S. 114) sowohl als auch bei der Bruchbelastung
(E,E, Fig. 1, § 3) deutlich erkennbar, nicht aber an der Dehnung (¢,
Gleichung 3, § 3) und Querschnittsverminderung (¢, Gleichung 2, § 3).
Bei Blei (Gul3- und Walzblei) ist der Einflul der Zeit unsicher gegeniiber
dem Verlaufe des Arbeitsdiagrammes, unverkennbar an der Bruch-
belastung und kaum bemerkbar an der Bruchdehnung. Am groften
erwies sich der in Rede stehende Einflull bei gegossenem Zinn. (Mit-
teilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium der k. tech-
pischen Hochschule in Miinchen 1891, Heft XX.)

Die Dauer dieser Bauschingerschen Versuche z. B. mit den
4 FluBeisenstiben betrug nach Uberschreiten der Streckgrenze und unter
Abrechnung der Ruhepausen (von 30 Min., 17 Min., 22 St. 32 Min.,
22 Min.) 26, 41, 46 und 77 Minuten, d. s. Zeitriume, von denen der kleinste
noch bedeutend grofler erscheint als derjenige, innerhalb dessen sich bei
FluBeisen der Einflul der Dauer des Versuchs durch die Priifungsergeb-
nisse iiberhaupt deutlich duflert; sie liegen somit auBerhalb des Gebietes,
welches fiir die obigen Darlegungen wie auch fiir diejenigen des § 5,
Ziff. 4, in Betracht kommt. Bei Beachtung dieses Umstandes klirt sich
der Widerspruch auf, welcher zwischen den Ergebnissen der Bau-
schingerschen Versuche und dem oben Angefiihrten zu bestehen
scheint.
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2. EinfluB der Temperatur.

Die Angaben, welche iiber die Elastizitdts- und Festigkeitseigen-
schaften der Materialien gemacht werden, gelten, sofern nichts anderes
bemerkt ist, fiir die gewohnliche Temperatur, d. i. bei etwa 20° C. Zur
Klarstellung, daB sich diese Eigenschaften bei hoheren Temperaturen
wesentlich #ndern, seien die folgenden Versuche des Verfassers ange-
fihrt 1).

a) Versuchsreihen mit Rundstiben aus demselben
FluBeisenblech (1903).

Bei jeder Temperatur wurden 4 Stibe gepriift; die angegebenen
GroBlen sind Durchschnittswerte.

Versuchs- Streckgrenze Zug- Bruch- SC%lx’lei’:t-s- 1 :35-
terape- festigkeit | dehnung |[verminde- astungs- Sc.h?u-
ratur obere | untere rung dauer linie
°C | kg/qem | kg/qem | kg/gem %, A Minuten

20 2649 | 2176 | 3561 28,4 69,3 27 Fig. 1
200 2391 | 2105 | 5140 18,9 55,1 22 » 2
300 1373 | — 4352 34,8 63,7 29 -
400 - 3200 38,2 64,6 20 , 4

Eine Betrachtung der Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigt, da der Vor-
gang des Streckens oder FlieBens (§ 3) mit steigender Temperatur immer
mehr an Ausdehnung verliert; die Streckgrenze sinkt und ist bei 400° C
iiberhaupt nicht mehr ausgepragt vorhanden.

Die Zahlen der Zusammenstellung lassen erkennen

1. zunichst starkes Wachsen der Zugfestigkeit von 3561 kg/qem
(bei 20°C) auf 5140 kg/qem (bei 200°C), sodann Wiederabnahme
derselben,

2. zunédchst starke Abnahme der Bruchdehnung von 284 auf
18,9 9, alsdann Wiederzunahme derselben,

3. Anderung der Querschnittsverminderung in demselben Sinn wie
die der Bruchdehnung.

') Uber die Versuche anderer finden sich Angaben in des Verfassers Ma-
schinenelementen, 10. Aufl, S. 84 u. f. Vergl. namentlich auch die daselbst
angegebene Schrift von R. Baumann, die Festigkeitseigenschaften der Metalle
in Warme und Kélte, Stuttgart1907. Hinsichtlich der Abhiingigkeit des Dehnungs-
koeffizienten von der Temperatur s. u. a. Martens, Mitteilungen usw. 1890, Heft 4;
Paul A. Thomas, Annalen der Physik, vierte Folge, Bd. 1, 1900, S. 232 u. f.
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Die Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigen durch ihren Verlauf sowie in der
GroBe der umschlossenen Fliche die Anderungen der Festigkeit, der
Bruchdehnung und des Arbeitsvermogens (§ 3) deutlich ).

|

|

|

!

|

|

|
Lo

|
o
i Lo
| |
T I | |
! | | b

| . -y .
. 3 ] |
[ S | £ $
! | < o S |
| v | | | = |
| £ o &
~:|~. : 0 o | + « 0 3
BN U ~ P
L . Lo L
Lo ! | Lo b

| | | | H
[ | | | | |
| | Y I | B | |

Fig. 1. Fig. 2.

b) Versuchsreihen mit Rundstiben aus dem gleichen
Stahlgufl (1903).
Bei jeder Temperatur wurden 4 Stibe gepriift. Die angegebenen
Groflen sind Durchschnittswerte.

Versuchs- Zug- Bruch- Querschnitts-
temperatur festigkeit dehnung verminderung
°C kg/qem /o *lo
20 4285 25,6 50,4
200 4502 7,7 15,9
300 4788 12,0 15,8
400 3984 15,3 24,1
500 2691 33,3 44,6
550 2071 39,5 49,2

1) Uber die Einzelheiten dieser Untersuchung:sowie iiber die Ergebnisse der
Priifung von weiteren 14 FluBeisenblechen ist berichtet in der Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1904, S. 1300 u. f. An dieser Stelle ist auch iiber
den EinfluB der Dauer der Belastung kerichtet; derselbe beginnt sich zwischen
300° und 400° C geltend zu machen durch werentliche Abnahme der Zugfestigkeit.
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Die Ergebnisse lassen eine sehr bedeutende Abnahme
der Bruchdehnung des Materials (Zahigkeit) bei rund 200°C
erkennen, und zwar auf weniger als ein Drittel ).

300°@.

—1580 - -~

- —%392g g —— ——————

b - -

Fig. 4.

1) Die Ergebnisse der unter a besprochenen Versuche mit FluBeisen-
blech sowie die angefiihrten Versuche mit StahlguB fithren u. a. zu der Schluf3-
folgerung: fiir Dampfkessel, Dampfgefa3e usw., welche Gegenstinde im Betriebe
hohere Temperaturen annehmen, und von denen man natiirlich verlangt, da@ sie
in diesem Zustande volle Widerstandsfahigkeit besitzen, miissen die Festigkeitseigen-
schaften der Baustoffe bei diesen hoheren Temperaturen beachtet werden. Das
Material lediglich nach den Festigkeitseigenschaften bei gewdhnlicher Temperatur
zu beurteilen, was jetzt noch geschieht, erscheint nicht richtig. Jedenfalls muB
im Falle der Verwendung von FluBeisen und Stahlgu zu Dampfkesseln usw. die
Zahigkeit des Materials bei hoherer Temperatur und nicht diejenige bei gewShn-
licher Temperatur als ma@gebend angesehen werden.
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In Fig. 5 bis 7 sind die Linienziige der Zugfestigkeiten, der Bruch-
dehnungen und der Querschnittsverminderungen dargestellt.
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Weiteres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903,

S. 1762 u. f., 1904, S. 385 u.f.

c)Versuchsreihen mitRundstidben aus derselben Bronze(1900).

Die Bronze, deren Analyse die Zusammensetzung: 91,35 Kupfer,
5,45 Zinn, 2,87 Zink, 0,28 Blei, 0,025 Eisen ergab, lieferte unter der
iiblichen Belastungsdauer im Durchschnitt

bei 200 100°

Zugfestigkeit { 2?195 ?40214
36,3 354

Bruchdehnung { 1 098

Querschnitts- | 52,1 474
verminderung | 1 0,91

2000
2245
0,94
34,7

0,96
48,2

0,93

300°
1368
0,57
11,5
0,32
16,2
0,31

400°
625
0,26
0

0

0
0

500° C.
441 kg/qem
0,18

0 %

0

0 %
0

DieVerhiltniszahlen bringen die Verinderlichkeit deutlich zum Ausdruck.
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In Fig. 8 und 9 sind die Linienziige der Zugfestigkeiten und Bruch-
dehnungen dargestellt.
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Nach Uberschreiten der Temperatur von 200° C beginnt die Zug-
festigkeit ausgeprigt abzunehmen, die Bruchdehnung (das iibliche Mal}
der Zihigkeit) aullerordentlich stark abzufallen.

Lehrreich ist das Aussehen der Oberfliche der Stabe:

Fig. 10, Taf. IV zeigt den gedrehten Stab vor dem Versuch

, 11, . IV ' ' ,, mnach ,, " bei 20°C
(Der Aufbau des Materials aus Kristallen, die weitgehende F orménderung
erfahren haben, tritt deutlich zutage.)



C.Bach, Elastizitit. 6. Aufl Taf. IV.

Fig. 10. Fig.11.  Fig.12.  Fig.13. Fig. 14. Fig. 15.
§ 10, S. 154 und 155.

Vor dem bei 20° C bei 100°C  bei 200°C bei 300° C bei 400°C

Versuch zerrissen zerrissen zerrissen zerrissen zerrissen.
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Fig. 12, Taf. IV zeigt den gedrehten Stab nach dem Versuch bei 100° C

9 13’ ’” IV 3 bR 3] ’ ” 3 ” ” 2000 C
” 14’ bR IV ’ ” ER] ) ) 2 ’ ’” 30000
iR 15! ” IV ’ tR 2] bR 3 2 ) bR 40000

Fig. 14 1aB3t deutlich die Querrissigkeit erkennen, Fig. 15 (Form-
anderung der Kristalle nicht mehr erkennbar) zeigt keine Forménde-
rung mehr, wohl aber die Sprodigkeit des Materials.

Das bei gewdhnlicher Temperatur aulBerordentlich zdhe
Material hat mit steigender Temperatur seine ganze Zihig-
keit verloren.

Weiteres hieriiber siehe Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure
1900, S. 1745 u. f., 1901, S. 1477 u. f{.

d) Versuchsreihen mit hochwertigem GuBeisen (1900).

Die Ergebnisse lieferten die in Fig. 8 gestrichelt eingetragene
Kurve.

Weiteres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901,
S. 168 u. f.

Mit Kupfer und Duranametall hat Stribeck eingehende
Versuche ausgefilhrt und dabei auch den groflen Einflul der Be-
lastungsdauer bei hoherer Temperatur festgestellt. Niheres hieriiber
s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, S. 559 u. f., bzw.
1904, S. 897 u. f.

3. Einfluf der Behandlung des Materials. (1910.)
a) Héarten und Anlassen.

Aus demselben Material wurden durch Drehen auf angenihertes
Maf3 Stibe hergestellt und sodann folgenden Behandlungen unter-
worfen.

1. Stab: auf Kirschrotglut erwiirmt, langsam in Asche abgekiihlt
(,;ausgeglitht*);
2. Stab: auf Kirschrotglut erwérmt, in Wasser von 15° C abgekiihlt
(,,gehdrtet®); ,
3. Stab: zuerst gehdrtet (wie Stab 2), hierauf dunkelkirschrot erwirmt
und in Wasser von 15° C abgekiihlt;
.Stab: auf Kirschrotglut erwirmt, in Ol abgekiihlt (,,6lgehirtet”);
. Stab: zuerst gehirtet (wie Stab2), sodann erwirmt, bis blaue Anlauf-
farbe eintrat, und in Wasser abgekiihlt (,,gehartet und blau
angelassen ‘).

IS

224

Die Stibe wurden alsdann auf den genauen Durchmesser abgedreht
bzw. geschliffen und der Zugprobe unterworfen. Die Ergebnisse der
letzteren sind in der folgenden Zahlentafel enthalten.
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Quer-
. Bruch- . .
Z . o2 .
Material Stab Streckgrenze ugkf:isttlg dehnung vse(i'}xlxrllilfxtge— \‘};‘frfllt)'t;en
auf 10d
rung
Nr. kg/qem kg/qem /o °/y kgm/cem
Versuchs- [2445 o.
reihe 1 1 12252 u. 3498 34,5 72,2 8,3
2 ' 3344 4538 16,7 70,8 4,5
9a1)nicht susgeprigt 5908 | 16,7 | 353 | 6,6
FluBeisen 3089 o.
4 {2994 - 4169 25,3 69,7 7,4
3248 o.
5 {3169 w. 4312 21,9 70,8 5,7
Versuchs- 3217 o.
reihe 2 1 {2962 w 5182 26,05 57,0 9,3
nicht ausgepragt
Siemens- 2 vorhanden 8945 0,7 0 1.’4
Martin- | 3 (5318)2) 7197 | 110 | 62,7 | M
H§t:h},1 i 4554 6847 | 12,4 | 59,6 4,7
,,Harte nicht ausgepragt
5 vorhanden 7427 8,5 52,3 3,7
Versuchs- 3656 o.
reihe 3 1 {3624 w 6656 18,9 36,7 8,9
p nicht ausgeprigt
2 vorhanden 10047 1,05 7,2 1,2
nicht
Siemens- 3 7261 8815 7.5 47,5 ermittelt
s nicht ausgepragt
l\g:,rlﬂln 4 vorhanden 9694 9,4 31,9 6,0
He i Vel 8 . 12787 0,7 1,0 —
» HAIte 63) . 13181 5,3 32,0 3,8
74 7291 8577 13,6 49,5 7,9
85) 5714 8754 32,0 49,0 —

Die Dehnungslinien der Stéibe der Versuchsreihe 1 sind in Fig. 16,

diejenigen der Stibe 1, 2, 4 und 5 der Versuchsreihe 2 in Fig. 17 und die
der Stiibe 1, 4, 6 und 7 der Versuchsreihe 3 in Fig. 18 dargestellt. Diese
Linien lassen den EinfluB der Behandlung auf das untersuchte Material
deutlich erkennen. (Vgl. auch Fig. 16, § 4, S. 54, welche den Einflul

1) Gehirtet nach Erhitzung auf rund 860° C, d. i. hoher als bei Stab 2.
2) Streckgrenze schwach ausgeprégt.

3) Behandlung wie bei 5, jedoch mit Anlassen auf rund 450° C.

1) Behandlung wie bei 5, jedoch mit Anlassen auf rund 680° C.

%) Behandlung wie bei 7, gepriift bei 300° C.
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Versuchsergebnisse iiber den Einflul der Behandlung des Materials.

§ 10.
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des Hiirtens bei Chromnickelstahl
a6, it zeigt. Die dortigen Linienziige
'\ wnd angelassen sind den fiir die Stibe 1 und 7
in Fig. 18 dargestellten sehr
#hnlich.)

Das Aussehen der zerrissenen
Stibe 1 und 3 der Versuchs-
reihe 3 zeigen die Figuren 19
und 20 auf Tafel I.

Von erheblichem Interesse ist
auch das Verhalten des in ver-
schiedener Weise gehirteten Ma-
terials, wenn zum Zwecke der
Ermittlung des Dehnungskoef-
fizienten Feinmessungen vorge-
nommen und dabei auch die
bleibenden Forménderungen be-
stimmt werden. Je nach der
Behandlung gelingt es, zu er-
reichen, dal bleibende Dehnungen
erst bei hoheren Belastungen ein-
treten, so dalBl die Elastizitits-
grenze hoher gelegt evscheint
(Federhartung, vgl. auch S. 53).
Wird - bei der Hirtung hohe
Temperatur gewdhlt und die
Wirme rasch entzogen, so zeigen
sich bei verhiltnismaBig niedrigen
Belastungen bleibende Dehnungen.
Uberdies ergeben sich  sehr
héufig die federnden Dehnungen
nicht mehr proportional den

7291}

969k kglgen
85 Y hqlaemn

|
|
|
|
|
|
|
|
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|

“ g; 2 Spannungen.
3 3 b) Kaltbearbeitung.
® i 8‘: Von einer Stangekalt gezogenem
1t b Qbbb ouf £ 2om, | FluBeisendraht, Stiirke rd. 8,5 mm,
Cave op [ T wurden 2 Abschnitte entnommen.
IR R | | |  Der eine erfuhr Ausglithen, der
e B | i | andere verblieb im Anlieferungs-
Lol zustand. Bei den mit beiden Stiben

vorgenommenen Zugversuchen er-
gaben sich die folgenden Werte.
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" . Bruch- Querschnitts- .
Materigl | Streckgrenze Angf;S: '€" | dehnung auf ver- \j&:‘?:tlits_n
100 mm minderung © ge
kg/qem kg/qem %/ % kgm/cem
nicht deut- !
kalt- lich aus-
gezogen geprigt vor- 6589 8,8 46,4 3,3
handen
. 3195 o. -
ausgegliiht 3159 . 4395 26,6 64,4 8,7
anogeglivht

RIEEE

kgjaem

6549

| 955 min Veuldmgerung anf L2 100mmy |

Fig. 21.

Die zugehorigen Dehnungslinien sind in Fig. 21 wiedergegeben.
Wie ersichtlich, besitzt das ausgegliihte Material weit geringere Zug-
festigkeit und bedeutend groBere Bruchdehnung als das im gezogenen
Zustand belassene FluBeisen.

Der Einfluf der Versuchstemperatur auf Material, das nach MaB-
gabe des hier unter a und b Angefiihrten behandelt (vergiitet) worden
ist, wird durch besondere Untersuchungen festzustellen sein. Nach den bis-
her gewonnenen Ergebnissen kann dieser Einflull recht bedeutend werden.
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II. Druck.

Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden &duBeren
Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren
Richtungslinie in die Stabachse fallt, und welche diese zu verkiirzen
strebt. Die Querschnittsabmessungen werden als so bedeutend voraus-
gesetzt, dal der Fall der Knickung (§ 23) nicht vorliegt.

§ 11. Formiinderung. Druckfestigkeit.

Wie wir in § 1 und § 2 sahen, erfahrt der Stab unter Einwirkung
der Druckkraft gleichzeitig eine Zusammendriickung in Richtung
der Achse und eine VergroBerung der Querschnitte, eine Querausdehnung.
Die Umkehrung der Spannungsrichtung hat auch eine Umkehrung der
Forménderungen zur Folge.

Dementsprechend werden fiir den auf Druck in Anspruch ge-
nommenen Korper die zur Beurteilung notigen Beziehungen sich durch
Umkehrung der im Bisherigen fiir Zugbeanspruchung aufgestellten
Gleichungen gewinnen lassen, in welcher Beziehung auf § 12 zu ver-
weisen ist.

Wir erhalten so — indem wir zum Teil frither Bemerktes wieder-
holen — die Grofen:

negative Dehnung, d.i. die auf die Einheit der urspriinglichen
Lénge I bezogene Verkiirzung,

Dehnungskoeffizient gegeniiber Druck, d.i. die Verkiirzung
eines Stabes von der urspriinglichen Liange 1 bei der Belastung
von 1 Kilogramm auf die Flicheneinheit, oder kurz: die Ver-
kiirzung der Lingeneinheit fiir das Kilogramm Pressung,
und fiir den Fall, dall diese Zahl bis zu einer gewissen
Pressung konstant ist, in der letzteren die

Proportionalitdtsgrenze gegeniiber Druck,

Elastizitdtsgrenze gegeniiber Druck, d. i.- diejenige Druck-
spannung, bis zu welcher hin das Material sich als vollkommen
oder doch als nahezu vollkommen elastisch erweist,

FlieB- oder Quetschgrenze, d. i. diejenige Druckspannung,
bei welcher das Material beginnt, verhaltnisméBig rasch nach-
zugeben, ohne daBl Zerstorung eintritt.



C.Bach, Elastizitit. 6 Aufl. Taf. V.
Fig.1, § 11, S. 161.

Fig. 2, § 11, S. 161,
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Hinsichtlich dieser GroBen gelten sinngemif dieselben Bemerkungen,
welche in § 2 und 3 iiber sie fiir den Fall gemacht worden sind, da8 es
sich um Belastung durch eine Zugkraft handelt.

Wird die Belastung des in eine Priifungsmaschine gespannten
Prisma fortgesetzt gesteigert, so tritt schlieBlich der Augenblick ein,
in welchem der Widerstand des gedriickten Korpers aufhort, der Be-
lastung das Gleichgewicht zu halten; der Widerstand erscheint iiber-
wunden: das Prisma wird zerdriickt, d. h. mehr oder minder vollstindig
zertriimmert, wie z. B. harte Gesteine, oder es wird zerquetscht, d. h.
sein Material weicht nach der Seite aus, flieit seitlich ab, wie z. B. Blei.
Streng genommen, wird in beiden Fillen der Widerstand dadurch tber-
wunden, dal das Material nach der Seite ausweicht: im ersteren Falle
erfolgt diese Ausweichung nach vorhergegangener oder gleichzeitiger
Zertriimmerung, im letzteren dagegen behilt der Stoff, weil er weich
und bildsam ist, seinen Zusammenhang bei.

Beobachten wir einen dem Zerdriicken ausgesetzten Sandstein-
wiirfel, so sieht man bei normalem Verlaufe an den Mantelflichen Platten
sich ablosen, welche in der Mitte stirker sind als nach den in die Druck-
flichen verlaufenden Réndern hin. Im Innern dagegen bilden sich zwei
pyramidale Bruchstiicke aus, wie dies Fig. 1 auf Taf.V deutlich erkennen
lafBt; die Platten, welche sich seitlich 16sten, sind hierbei weggenommen.
Man erkennt, wie das Material von den beiden Stirnflichen aus je in
pyramidaler Form in das Innere gedriickt worden ist. (Vgl. auch § 13,
Ziff. 2, a, D.) Werden die Druckplatten der Priifungsmaschine einander
noch weiter genéhert, so pflegt sich der Zusammenhang der beiden Pyra-
miden durch Abschiebung zu lésen.

Ein dem Zerdriicken ausgesetzter Bleizylinder baucht sich zunéchst
aus, wie Fig. 2 auf Taf. V zeigt, und geht schlieflich bei fortgesetzter
Néherung der Druckplattén in eine immer diinner werdende Scheibe
iiber. Urspriinglich besall der wiedergegebene Zylinder einen Durchmesser
und eine Hohe von je 80 mm; sein Mantel war durch 7 Parallelkreise
in Absténden von je 10 mm und durch 25 senkrechte Gerade in Abstinden

7 80
von je —28? = 10,05 mm in 200 Quadrate eingeteilt. Fig. 2 stellt den

Zylinder dar, nachdem er auf 64 mm, d. i. 0,8 seiner urspriinglichen Héhe,
zusammengedriickt ist. Wie ersichtlich, haben sich die Héhen der beiden
End- oder Stirnschichten am stérksten vermindert: von 10 mm auf
6,5mm, d.h. um 35 9, gegen 20 9%, durchschnittliche Verringerung,
entsprechend einer Bewegung des Materials in das Innere des Korpers,
von wo aus der Stoff nach dem Umfange zu ausweicht. Diese Einwirts-
bewegung des Materials in der Richtung des Druckes ist offenbar in der
Mitte der Druckfliche am stirksten und nimmt nach auBen ab, infolge-
dessen erscheint auch die Druckverteilung tiber den Querschnitt — jeden-
B ach, Elastizitit. 6.Aufl. 11
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falls withrend des Flielens — nicht mehr als gleichméBig, sondern derart
ungleichférmig, dall die Pressung von innen nach auflen abnimmt ).

Fig. 3 auf Taf. VI und Fig. 4 geben einen Bleiwiirfel wieder, welcher
urspriinglich 80 mm Seitenlinge besall, und dessen 6 Begrenzungs-
ebenen je in 64 gleiche Quadrate eingeteilt worden waren. Fig. 3 zeigt
den stark zusammengedriickten Korper und 148t deutlich die
Figuren erkennen, in welche die kleinen Quadrate iibergegangen

sind, sowie den Umstand, daB auch hier die beiden Stirnschichten am
meisten zusammengepref3t wurden, oder richtiger, dafl deren Material
zum Teil in das Innere gedriickt worden ist. Der Grundri} Fig.4 gibt
die eigentiimliche Wolbung wieder, welche die urspriinglich ebenen vier
Seitenflichen bei der Zusammendriickung angenommen haben.

Fig. 5 zeigt einen Gummizylinder von urspriinglich 6,9 cm Durch-
messer und 18 cm Hohe, welchen Abmessungen die gestrichelte Abbildung
entspricht. Unter Einwirkung der Druckbelastung geht der Zylinder
in die durch ausgezogene Linien dargestellte eigenartige Form iiber.

Die 3 in Fig. 6 auf Taf. VI dargestellten Bruchstiicke gehéren GuB-
eisenzylindern von verschiedener Hohe an. Auch hier ist zunichst eine
Ausbauchung zu beobachten, welche schlieBlich in Zerstorung iibergeht.
Die hoheren Zylinder (40 mm bei 19,9 mm Durchmesser) schieben sich
ab, die niederen (19,8 mm Hohe bei 19,8 mm Durchmesser) erfahren die
aus der Figur ersichtliche eigenartige Zertriimmerung. (Vgl. § 13,
Ziff. 1a.)

1) Es héngt dies zusammen mit dem EinfluB der Reibung zwischen Druck-
platte der Versuchsmaschine und Stirnfliche des gepriiften Korpers (vgl. § 14).
Die oben erwihnte Druckverteilung zeigt sich auch bei dem Schmiermaterial,
welches sich zwischen Zapfen und Lagerschale befindet (vgl. FuBbemerkung
S. 165).



C.Bach, Elastizitit. 6. Aufl. Taf. VI

Fig. 6, § 11, S.162.

Fig.3, § 11, S.162.

Fig. 16, § 13, S. 180,




C.Bach, Elastizitat. 6. Aufl. Taf. VII.

Fig. 8, § 11, S.163.

Fig.9, § 11, S.163.



C.Bach, Elastizitit. 6. Aufl. Taf. VIII.

Fig. 9. Fig. 10.
§13, S.176.

Fig.3, § 13, S. 173

Fig.5, § 13, S.173
Fig. 4, § 13, S.173.

Fig. 7, § 11, S. 163.

Fig. 6, § 13, S. 173,
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Zihes FluBleisen in geniigend kurzen Stiicken verhdlt sich dhnlich
wie Blei. Die Versuchszylinder nehmen falartige Gestalt an, ohne daf
eine Zerstorung eintritt.

Bei Schweilleisen 1Bt sich in der Regel L
Aufspalten in der Léngsrichtung beobachten ————3!‘_———--]
(vgl. Fig. 7, Taf. VIII), eine Folge der geringeren I |
Festigkeit quer zur Walzrichtung. :

Fig. 8 und 9 auf Taf. VIL stellen zwei ver- f-————————q
schiedene Seitenflichen eines Bronzewiirfels dar, L . |
welcher, bevor er der Druckprobe unterworfen I " ——
wurde, durch Hobeln mit ebenen Flichen versehen || I
worden war. Die Gestaltung, welche die Seiten- || i |
flichen unter Einwirkung des Druckes gegen die r——_‘{“—_jl
Stirnflichen angenommen haben, ist eine eigen- i_ |

|

artige, die inneren Strukturverhiltnisse nach auflen
iibertragende und deshalb auBerordentlich lehr-
reich. Der Umstand, daB die vom Hobelstahl her- | I
rithrenden, urspriinglich genau wagrechten, also ———
parallel zu den Stirnflichen laufenden Striche Fig. 5.

noch deutlich zu sehen sind, liBt die Form-

dnderungen noch deutlicher hervortreten, als es sonst der Fall sein
wiirde.

Die Belastung, bei welcher der Widerstand des gedriickten Korpers
iiberwunden wird, dieser also der Zertrimmerung verfillt oder in dem
geschilderten Sinne nach der Seite abflieft, heift Bruchbelastung.
Die Pressung, welche dieser Belastung, die mit P,,,, bezeichnet werden
mag, entspricht, wird Druckfestigkeit genannt. Dieselbe ist hiernach

Bruchbelastung
Stabquerschnitt

K =

In der Regel pflegt man als Nenner den urspriinglichen Querschnitt f
des Stabes in die Rechnung einzufiihren und erhélt dann in

P maz
f

die Druckfestigkeit, bezogen auf den urspringlichen Stab-
querschnitt (vgl. das in § 3 iiber die Zugfestigkeit Bemerkte).
Korper aus Materialien, welche unter Einwirkung der Druck-
belastung nach der Seite ausweichen, ohne dafl hierbei eine Zerstérung
eintritt, vergroflern ihren Querschnitt; infolgedessen wichst die zu
weiterer Zusammendriickung erforderliche Kraft. In solchen Fillen ist
es unzulissig, die am Ende einer weitgetriebenen Zusammendriickung
beobachtete Kraft P,,,, durch den urspriinglichen Querschnitt zu divi-

maz
11*

K = 1)
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dieren und in diesem Quotienten ein MaBl der Widerstandsfidhigkeit des
Materials erblicken zu wollen.

Diese erscheint gegeniiber den Zwecken der Konstruktion erschopft,
sobald das AbflieBen nach der Seite beginnt; die Druckfestigkeit ist
dann die Flie- und Quetschgrenze.

§ 12, Gleichungen der Druckelastizitiit
und Druckfestigkeit.

1. Es bedeuten fiir den prismatischen Stab

P die auf Druck wirkende Kraft,

f die GroBe des urspriinglichen Stabquerschnitts,

I die Lange des Stabes vor Einwirkung der Kraft,

4 die Verkiirzung, welche der Stab durch P erfihrt,

—e = —;—die negative Dehnung, d.i. die verhdltnisméaBige Zu-
sammendriickung oder Verkiirzung,

o den Dehnungskoeffizienten gegeniiber Druckbeanspruchung, d.i.
die Verkiirzung der Léngeneinheit fiir das Kilogramm Spannung,

— o die Spannung, welche mit der Dehnung — ¢ verkniipft ist,
also durch P hervorgerufen wird,

k die zuldssige Anstrengung des Materials gegeniiber Druckbean-

spruchung.
Dann gilt
P=—0of . . . . . . . .1
P<kf . . . . . . . . .2
= —aleo = al—l;— - )

2. Fiir einen gedriickten Stab mit verdnderlichem Querschnitt,
entsprechend der Fig. 1 in § 6, jedoch mit auf Verkiirzung hinwirkender
Kraft P, gelangt man bei Benutzung der daselbst eingefiihrten Groflen f,
und z zu den Beziehungen

P<kfy. . . . . . . . .4
1
dx

0

Die Voraussetzungen, welche diesen Gleichungen zugrunde liegen,
sind:

1. Die aduBeren Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt nur eine
in die Stabachse fallende Druckkraft.
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2. Auf die Stirnflichen des Stabes wirken nur senkrecht gegen die-

selben gerichtete Krifte.

Auf die Mantelfliche des Stabes wirken Krafte nicht.

4. Der Einflul des Eigengewichtes des Korpers kommt nicht in
Betracht.

5. Die Abmessungen des Querschnittes sind so bedeutend, daf3
der Fall der Knickung (§ 23) nicht vorliegt.

6. Die Dehnungen und Spannungen sind in allen Punkten des
beliebigen Querschnittes gleich grol. (GleichmiBige Verteilung
der Druckkraft iiber den Querschnitt.)

7. Die Form des Querschnittes ist gleichgiiltig.

8. Sofern nur die Voraussetzung 5 erfiillt wird, ist die Lénge oder
Hohe des Stabes ohne EinfluB3.

@

§ 13. Druckversuche.
Einflufl der Gestalt des Korpers auf die Druckfestigkeit.

Der Probekérper mufl so in die Priifungsmaschine eingespannt
werden, daf3 die Druckkraft sich moglichst gleichméaBig tiber den Quer-
schnitt verteilt. Zur Erfiillung dieser Bedingung wird die eine der beiden
Druckplatten der Einspannvorrichtung moglichst leicht beweglich an-
geordnet (kugelige Lagerung, vgl. § 8, Fig. 12); auflerdem werden die
Probekorper je mit zwei moglichst genau parallelen, ebenen Druck-
flichen (durch Hobeln — erforderlichenfalls mit Diamant — oder durch
Abdrehen auf der Planscheibe) versehen. Das zuweilen noch gebrauchte
Verfahren, die Befriedigung der letzteren Forderung dadurch zu um-
gehen, dafl zwischen Druckplatte und Probekérper nachgiebige Scheiben,
wiez. B. Bleiplatten, gelegt werden, erscheint unzuldssig. Dieses bildsame,
unter der hohen Pressung wie dicke Fliissigkeit sich verhaltende Material
wird bei Probekérpern aus einigermafen festen und dichten Stoffen
wie Eisen, Basalt u. dgl. herausgequetscht, also nicht nur nichts niitzen,
sondern vielmehr zu einer ungleichmafigen Verteilung des Druckes iiber
die Stirnfliche Veranlassung geben !), bei Probekérpern aus pordsen

1) Vergleiche in dieser Hinsicht die Ergebnisse der Versuche von Tower,
betreffend die Verteilung des Zapfendrucks bei geschmierten Traglagern iiber
die Lénge des Zapfens. Die Pressung nimmt von der Mitte des Zapfens nach
den Stirnflichen hin ab, zuerst langsam und spiter ziemlich rasch. (8. des Ver-
fassers Maschinenelemente im vierten Abschnitt unter ,,2. Tragzapfen‘, 2. (1892)
bis 10. (1908) Auflage, in letzterer S. 497 u.f.)

Vergleiche ferner im Zentralblatt der Bauverwaltung 1899, S. 590 und 591;
sowie 1900, S. 402 und 403 die Darlegungen in der Frage der Verwendung weicher
Korper oder von Schmiermaterial zwischen Druckplatte und Versuchskérper, sowie
die S. 40 erwihnte Arbeit von Stribeck.



166 II. Druck.

oder Vertiefungen besitzenden Steinen u. dgl. iiberdies in die Poren sowie
Vertiefungen eindringen und auf Sprengung hinwirken, also zu dem Vor-
gange des Zerdriickens andere Wirkungen hinzufiigen.

Diein § 11 besprochenen Erscheinungen beim Zerdriicken der Korper
treten in der geschilderten Reinheit nur dann auf, wenn die Probewiirfel
mit ihren parallelen, ebenen Stirnflichen gleichméfBig und unmittelbar
an den Druckplatten anliegen.

Die in den §§ 11 und 12 enthaltenen Gleichungen lassen die Gestalt
des Korpers gleichgiiltig erscheinen, sofern nur nicht der Fall der Knickung
(§ 23) vorliegt. Tatséchlich entspricht dies jedoch nicht der Wirklich-
keit: die Querschnittsform ist nicht ganz gleichgiiltig, ganz besonders
aber beeinfluit die Hohe des Korpers dessen Druckfestigkeit, wobei die
in § 14 erérterte Hinderung der Querdehnung an den Stirnflichen ein-
fluBnehmend auftritt. In dieser Beziehung geben die nachstehenden
Versuchsergebnisse deutlich Auskunft.

1. Die Belastung trifft die ganze Stirnfliche des Probekorpers.
a) Eigene Versuche mit GuBeisen (1884).

Zylinder aus einem und demselben GuBeisen-Rundstab, der bei
2,00 cm Durchmesser (bearbeitet) eine Zugfestigkeit von 1860 kg/qem
ergeben hatte.

Die Zahlen sind das Mittel aus je 3 Versuchen.

.. . Druckfestigkeit
Versuchsreihe Hohe Durchmesser | Querschnitt nach GL 1, § 11
cm cm qem kg/qem
1 4,00 1,99 3,11 7232
2 1,98 1,98 3,08 7500
3 1,00 1,99 3,11 8579

Die Druckfestigkeit wédchst hiernach mit abnehmender
Hohe der Versuchskorper.

Sie betrigt fiir den Fall, dall die Hohe des Zylinders gleich dem
Durchmesser desselben ist, das

—7-50—0 = ~ 4fache

1860
der Zugfestigkeit.
Bei den Versuchsreihen 1 und 2 erhaltene Bruchstiicke sind in Fig. 6,

Tafel VI, dargestellt.
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Bei dem hochwertigen GuBeisen, welches S. 254 mit B, bezeichnet
ist, fand sich fiir Kreiszylinder von 2 cm Durchmesser und 2 cm Hohe

L. Druckfestigkeit = (8710 + 8714 + 8762) : 3 = 8728 kg/qem
= 8728 : 2535 = 3,44 . Zugfestigkeit.

2. Druckfestigkeit = (8133 4 8101 4 8048) : 3 = 8094 kg/qecm
= 8094 : 2334 = 3,46 . Zugfestigkeit.

3. Druckfestigkeit = (8032 -+ 8127 + 8035) : 3 = 8081 kg/qcm

= 8081 : 2261 = 3,57 . Zugfestigkeit.

Prismen von kreisférmigem und von quadratischem
Querschnitt aus einem und demselben GufBeisen-Rundstab, dessen
Zugfestigkeit zu 2082 kg/qem ermittelt worden war.

. Durch- Quadrat- " Quer- Druckfestigkeit
Quel}iil;utts- messer seite Hahe schnitt {nach Gl. 1, § 11
cm cm cm qem kg/qem
O 1,70 — 1,70 2,27 7771
O — 1,70 1,70 2,89 7509

Die Druckfestigkeit ergibt sich demnach fiir den kreis-
formigenQuerschnitt etwas gréBer als fiirden quadratischen.

b) Versuche von Bauschinger mit Sandstein.

(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium
der konigl. polytechnischen Schule in Miinchen. 6. Heft.
Miinchen 1876.)
Bauschinger stellte auf Grund der Ergebnisse seiner eigenen
Versuche (s. S. 168 u. f.) und derjenigen anderer fiir die Druckfestig-
keit die Gleichung

S VAT
K—(a—l—/j—h‘)"/z e e e e e 1)
4

auf, giiltig fiir Prismen, bei denen
h<5a, sofern a2 = f, d.i.a = | f.
Hierin bedeutet
f den Querschnitt des Prisma in qcm,
u den Umfang dieses Querschnittes in cm,
h die Hohe des Prisma in cm,

K die Bruchbelastung in kg/qcm,
a« und g Zahlenwerte, welche von der Art des Materials abhéngen.
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Bauschinger hilt iibrigens die einfachere Gleichung
Vi
= AEANIA
K (a-h,]ﬂ_.......m
4

fiir ausreichend; nur wenn die Ergebnisse der Versuche von Rondelet
und Vicat einbezogen werden sollen, erscheint es notig, auf Gleichung 1
zuriickzugreifen.

A. Prismen von rechteckigem Querschnitt, hergestellt aus
einer und derselben Platte von sehr feinem graublauen
Schweizer Sandstein.

Druckrichtung senkrecht zum Lager.

. . . Quer- | Druckfestigkeit K inkg/qem
Nr. Seite a | Seite b | H6he h | schnitt
ab beobachtet berechnet
em em - em gem GL 1, §11 |nachGlL3,§13
1 2 3 4 5 6 7
1 9,95 9,85 9,6 98,01 680 666
2 10,0 9,85 9,7 98,50 685 663
3 6,0 5,85 5,7 35,10 670 670
4 5,2 5,2 5,05 27,04 690 666
5 4,8 4,7 1,1 22,56 1950 1805
6 5,0 4,6 1.1 23,00 1910 1818
7 4,4 9,7 1,1 42,68 2140 2273

Die Versuche Nr. 1 bis 4 sind angestellt mit Prismen, deren Quer-
schnitt als quadratisch angesehen werden darf, und deren Hohe ange-
nihert gleich der Seite des Quadrates ist. Die Werte der Spalte 6 fiir
diese 4 Versuche lassen erkennen, dal Wiirfel von verschiedener
GroBe, jedoch aus gleichem Material hergestellt, die gleiche
Druckfestigkeit besitzen.

Die Versuche Nr. § und 6 beziehen sich auf Prismen mit an-
genihert quadratischem Querschnitt und einer Hohe, welche weit
kleiner ist als die Querschnittsabmessungen. Die Zahlen in der
Spalte 6 lehren, da die Druckfestigkeit unter sonst gleichen
Verhiltnissen mit abnehmender Hohewédchst, mit zunehmen-
der Hohe sich vermindert.

Das Ergebnis des Versuches Nr. 7, verglichen mit den Ergebnissen,
welche fiir Nt. 5 und 6 erlangt wurden, zeigt, dal die Druckfestigkeit
unter iibrigens gleichen Verhédltnissen mit wachsender
Grundfliche zunimmt.
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Aus 18 derartigen Versuchen (Tab. III, S. 10 der Mitteilungen),
wobei die Héhe % die Linge der Seiten nicht iiberschreitet, berechnen
sich die Grofien o und § der Gleichung 1 zu « = 310 und § = 346, so
daB diese iibergeht in

K = (310+346V—f) /l/—f - )|

h u

4
Die Ubereinstimmung der hieraus ermittelten und in Spalte 7
eingetragenen Werte mit den beobachteten (Spalte 6) ist eine recht gute.

B. Prismen wie unter A.

Druckrichtung parallel zum Lager.

Quer- | Druckfestigkeit K inkg/qem
Nr. Seite a | Seite b | Hohe h | schnitt
ab beobachtet berechnet.

em em em qem GL 1, §11 |nachGl.4,§13
1 2 3 4 5 6 7
1 10,0 9,9 29,5 99 444 371
2 10,0 9,8 9,7 98 602 588
3 6,6 6,5 4,75 42,9 676 684
4 4,8 4,6 14 22.08 1540 1337
5 4,7 10,0 1,4 47,00 1850 1767

Aus 17 derartigen Versuchen (Tab. II, S. 9 der Mitteilungen),
wobei die Hohe A die Querschnittsabmessungen bedeutend iiber-
schreitet, ergibt sich « = 262 und 3 = 320, also

I
K=(262+320‘—hf—) /Kuﬁ )
4

C. Prismen von kreisférmigem und von rechteckigem -
Querschnitt, hergestellt aus feinkoérnigem gelben Bunt-
sandstein (Heilbronn).

Aus 18 solchen Versuchen (Tab. V, S. 11 der Mitteilungen) wird
unter Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate zur Bestimmung
der Werte « und { in Gleichung 1 erhalten

fiir die rechteckigen Prismen:

AN

K = (347 -+ 121 —];'—)—l/

=

o[
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fiir die Kreiszylinder:

K = (369 + 115 Jk—f) l% 6)
4
fir simtliche Prismen:
, N
K=<358+118§) /% )
4

Im ganzen erweist sich hiernach der Einflul der Querschnitts-
form auf die Festigkeit kurzer Prismen — im Gegensatz zu demjenigen
der Hohe — als nicht bedeutend.

Druckrichtung parallel zum Lager.

fostickoit 1
Querschnitt Druckfestigkeit in kg/qem

Quer- |Durch-| Seite | Seite | Hohe T berechnot

Nr. |schnitts-|messer| a b R ¢ beob- |  berechne
form bzw. ab | achtet GL 5 GL 7

cm cm cm cm qem GLLSIY by 6 ’
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 O — | 9,25/ 9,18 36,3 84,91 381 377 387
2 O |92 | — | — [3625| 6647 | 451 | 418 | 407
3 O — | 9,05| 9,17|12,45| 82,99 440 436 444
4 O 9,22 — — 112,20 66,76 463 473 473
5 O — | 9,20 9,22 | 2,73| 84,82 790 754 755
6 O 9,15 — — | 2,90 | 65,75 806 733 729

c) Eigene Versuchezur Priifung der Gleichungen 1 und 2 (1910).

GuBeisen, je 3 Versuchskorper.

Durchmesser Lo 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 cm
Hoéhe . . . . . . 1,0 2,8 4,0 6,0 150
o 8528 6911 6621 6512 6216 kg/gem
Dr(‘;‘l’kffStégklel‘t nach | 8585 6956 6789 6537 6208 .
v t [ 8325 7065 6732 6325 6166 ),

Durchschnitt . . . 8479 6977 6714 6458 6197 .
Gleichung 1 liefert mit

«=5700u. =920 8479 6921 6661 6458 6216 )
Gleichung 2 liefert mit

«= 5365u./4= 867 8481 6920 6661 6458 6215 '

Hiernach ergibt bereits Gleichung 2 eine sehr gute Ubereinstimmung
mit den Versuchswerten. In Fig. 1 ist die Kurve nach Gleichung 2
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(mit « = 5365, 3 = 867, | = 2,4814,% = 2,1991) dargestellt.
Die eingetragenen Punkte entsprechen den Einzelwerten der Versuche.
|
|
gl
1 1
| ] |
. |
AR |
Bl |
3 I |
B [
| |
. |
||| Gehee der Tylimdeshibon om |
01 a5 4 6 15

d) Eigene Versuche mit Blei (1884).

Zylinder aus einem und demselben GuBbleikérper durch Drehen
hergestellt.

Belastung in kg/qem, bei
. Durch- Quer- Raum- welcher das Material
Hohe . .

Nr. messer | schnitt | gewicht . ausweicht
noch nicht Y
ausweicht d. h. seitlich

cm cm qem abflieBt
1 7,05 3,625 9,76 11,37 46 51
2 3,47 3,53 9,79 11,36 59 69
3 1,01 3,48 9,61 11,35 105 126

Hiernach steigt bei nahezu gleichem Durchmesser von rund 3,5 cm
die Belastung, welche das Blei ertréigt, ohne nach der Seite auszuweichen,
von 46 kg/qem auf 105 kg/qem, wenn die Hohe des Zylinders
7,05 cm auf 1,01 cm vermindert wird.
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GuBblei in Wiirfeln von rund 8 cm Seitenlinge ertrug Be-
lastung von 50 kg/qem; mit 72 kg/qem belastet, wich dasselbe fort-
gesetzt, wenn auch sehr langsam, aus.

GulBblei in Form von Scheiben, deren Durchmesser 16 cm
und deren Stirke 1,5 cm, vertrug eine Belastung von 100 kg/qem;
bei 150 kg/qem wich das Material sehr langsam nach der Seite aus.

Weichwalzblei in Form von Scheiben verhielt sich nicht wesent-
lich anders als GuBblei.

Aus den angefiihrten Zahlen erhellt deutlich die Zunahme
der Druckfestigkeit bei Abnahme der Héhe der Bleikorper.

(S. auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1885,
S. 629 u. f.)

e) Eigener Versuch mit Kupfer (1910).

Ein Zylinder aus geglithtem Kupfer von 10,0 mm Durchmesser und
15,00 mm Hohe wurde der Druckprobe unterworfen und dabei be-
stimmt 1. die wirkende Kraft, 2. die bleibende Zusammendriickung
des Zylinders, nachdem die Lasten von 1000, 2000, 3000 kg u. s. f. je

] M. Lo A _—
= R
3
8000—\ ‘E;- _______________
g_‘__ %c"_ _____________
3 \&
600_0————\ ;;;;;;;;;;;;;

§
0 Olehoe der WW“‘ mwy
Fig. 2.

30 Sekunden lang gewirkt hatten, 3. der Durchmesser des Zylinders in
der Mitte der eingetretenen Ausbauchung. Die Ergebnisse sind in Fig. 2
zeichnerisch dargestellt; gestrichelt ist in dieser die Linie der bleibenden
Zusammendriickungen fiir je 1000 kg eingezeichnet. Diese nehmen zu-
niichst infolge der stiirkeren Nachgiebigkeit des Kupfers zu, spiter jedoch
ab, weil der Durchmesser des Zylinders stark gewachsen ist.
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Zunahme
Hohe Bleibende der bleibenden GroBter
Belastung des Zusammen- Zusammen- | Durchmesser des
Zylinders driickung driickung fir Zylinders
1000 kg
kg mm mm mm mm
0 15,00 — 10,0
1000 —_— 0,59
0 14,41 0,59
2000 —_— — 1,32
0 13,09 1,91
3000 — — 1,68
0 11,41 3,59
4000 _ — 1,64
0 9,77 5,23
5000 —_— — 1,36
0 8,41 6,59
6000 — — 1,05
0 7,36 7,64 14,5
7000 — — 0,85
0 6,51 8,49
8000 — — 0,66
0 5,85 9,15
9000 —_ — 0,54
0 5,31 9,69
10000 — — 0,43
0 4,88 10,12 18,0

f) Eigene Versuche mit Holz (1910).

a) Wiirfel aus Buchenholz (Raumgewicht 0,66) in Richtung
der Fasern gedriickt. Die Druckfestigkeit ergab sich zu 499 kg/qem.
Das Aussehen des Korpers nach der Priifung zeigt Fig. 3, Taf. VIIL.
Die einzelnen Fasern sind ortlich ausgeknickt.

b) Wiirfel aus Tannenholz (Raumgewicht 0,46), in Richtung
der Fasern gedriickt. Die Druckfestigkeit ergab sich zu 459 kg/qem.
Fig. 4, Taf. VIII, zeigt den Korper nach der Priifung. Auch hier
sind die einzelnen Fasern ausgeknickt. Auflerdem ist Spaltung ein-
getreten infolge der geringen Festigkeit in Richtung quer zur Faser.

g) Eigene Versuche mit dinnwandigen Hohlzylindern aus
FluBeisen (1910).

Wird ein Rohr in Richtung seiner Achse gedriickt, so treten bei
nicht zu kurzer Lange des Rohres wellenférmige Wiilste auf, welche sich
zuerst an den Rohrenden bilden (vgl. Fig. 5 und 6, Taf. VIII); die Rohr-
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wand knickt hier aus. Diese Erscheinung 148t sich der Anschauung néher
bringen, wenn man sich das Rohr der Lange nach durch Einschnitte von
beiden Enden her in einzelne schmale Streifen, deren Querschnitt Ring-
sektorenform besitzt, zerlegt denkt, auf die je eine Druckkraft wirkt.
Jeder dieser Streifen hat das Bestreben, auszuknicken, dem der in Wirk-
lichkeit vorhandene Zusammenhang mit dem Nachbarmaterial entgegen-
wirkt. Dafl das Einknicken an den Enden zuerst erfolgt, hat seinen
Grund in der groferen Nachgiebigkeit der Streifenenden an den Stirn-

Olchoe der ‘ZX/MM@}MW gegenv Dk kg Jqem

flichen. Die Linge, auf welche die Ausbauchung der Rohrwand eintritt,
hingt ab von der Wirksamkeit der Versteifung durch den seitlichen
Materialzusammenhang (d. h. vom Rohrdurchmesser) und von der
Wandstiarke; dieselben GroBen beeinflussen auch die Widerstands-
fahigkeit gegen Druck.

Zum Zwecke der Ermittlung dieser Widerstandsfahigkeit wurden
aus FluBeisen von etwa 4800 kg/qem Zugfestigkeit Hohlzylinder von
34 mm mittlerem Durchmesser bei verschiedenen Wandstérken her-
gestellt und in der aus Fig. 7 ersichtlichen Weise der Druckprobe unter-
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worfen, wobei sich der Druck auf den mittleren Kreis von 34 mm Durch-
messer iibertragt. Die Versuche mit den 50 mm hohen Zylindern er-
gaben die in der folgenden Zahlentafel enthaltenen und in Fig. 8 ein-
getragenen Werte. (Korper mit 100 und 150 mm Hohe lieferten fast
genau dieselben Festigkeiten.)

Belastung, bei welcher
AuBerer Wand- Quer- | die Quetschgrenze des | die Widerstandsfihig-
Durch- | 4.0 o | schnitt | Materials erreicht ist |keit des Rohres gegen-
messer 8 = (Belastung hort tber Druck endgiiltig
D (D—s)s7a| yoriibergehend auf zu | erschopft ist (vergl.
steigen) Fig. 6, Taf. VIII)
cm cm qem P, kg ,Pq:fkg/qcm P kg |P : f kg/qem
3,89 0,50 5,325 15000 2817 36480 6851
3,89 0,50 5,325 15200 2854 37150 6977
3,70 0,30 3,20 10800 3375 19280 6025
3,70 0,30 3,20 9650 3016 16800 5250
3,60 0,20 2,14 7215 3371 11340 5299
3,60 0,20 2,14 7030 3285 11100 5187
3,50 0,10 1,07 3430 3206 4390 4103
3,50 0,10 1,07 3550 3318 4540 4243
3,43 0,052 0,55 1730 3145 1730 3145
3,43 0,053 | 0,56 1810 3234 1850 3304
3.40 0,020 | 0,212 — — 462 2179
3,40 0,020 0,212 — — 380 1792

Wie ersichtlich, sinkt die Widerstandsfahigkeit gegen Druck von
rund 6900 kg/qem (bei 5 mm Wandstérke) fortgesetzt; bei den 0,5 mm
starken Korpern fillt die Quetschgrenze mit der Hochstlast zusammen,
und bei 0,2 mm Wandstidrke ist die Widerstandsfédhigkeit des Rohres
lingst erschopft, ehe die Quetschgrenze des Materials erreicht wird.

Rohre, welche gegeniiber Druckbeanspruchung wider-
standsfihig sein sollen, diirfen also im Verhéltnis zum
Durchmesser nicht zu diinnwandig gew#dhlt werden.

Legt man die Quetschgrenze zugrunde, so mul} fiir das unter-
suchte Material die Wandstidrke mindestens rund 0,5 mm = /45 des
mittleren Durchmessers betragen. Sollte die Widerstandsfihigkeit
gegen Druck gleich der Zugfestigkeit des Rohrmaterials sein, so miiite
im vorliegenden Fall das Rohr nahezu 2 mm (= 1!/,, des mittleren
Durchmessers) stark gemacht werden. Dabei ist einseitiger Belastung
sowie der Moglichkeit des seitlichen Eindriickens der Rohrwand durch



176 II. Druck.

duBere Krifte noch nicht Rechnung getragen. Uberschreitet die Be-
anspruchung den Wert, welcher der Widerstandsfahigkeit entspricht
(oberer Teil der Kurve in Fig. 8), so knickt das Rohr einseitig ein, was
bei diinnwandigen Streben haufig beobachtet wird.

Ganz dhnlich, jedoch in der Regel noch weit ungiinstiger, liegen
die Verhiltnisse bei Hohlkérpern mit elliptischer oder auch anderer
Begrenzung sowie bei diinnwandigen Profilstiben.

Fig. 9, Taf. VIII, zeigt einen Abschnitt eines im Feuer verzinkten
Rohres nach Vornahme der Druckprobe. Deutlich ist zu sehen, wie
der Zinkbelag an den Stellen abspringt, an denen sich Wiilste
(Fig. 6) auszubilden beginnen.

Fig. 10, Taf. VIII, gibt das Aussehen eines galvanisch ver-
zinkten Rohrstiickes wieder. Abspringen des Belags ist hier
nicht erfolgt.

2. Die Belastung trifft unmittelbar nur einen Teil der Querschnitts-
fliiche des Probekorpers.

a) Versuche von Bauschinger.
Mitteilungen usw., 6. Heft, 1876, S. 13 u. {.

D. Wiirfel mit einer durch Abschrigung der Kanten ver-
kleinerten Stirnflidche.
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-

L3
' BN
{ [ h
‘$ le-—--a - -—-» L--w&--u
|
1
r

TN

Fig. 11.

Der Bruch erfolgte immer in der Weise, dall von der kleinen
Druckfliche aus eine Pyramide in das Innere des Probestiickes hinein-
getrieben und das umliegende Material auseinandergesprengt wurde.

Bei den Versuchen 1 bis 3 war die Stirnfliche von durchschnittlich
98,5 qem (Spalte 5) vermindert auf im Mittel 63,7 qem (Spalte 9); die
Festigkeit, welche bei Wiirfelgestalt z. B. nach dem unter 1, b, A, 2
angegebenen Versuch 685 kg (Spalte 6, S. 168) betrigt, sinkt beispiels-
weise bei Versuch 3 auf 460 kg, sofern sie auf den Querschnitt a b be-
zogen wird, und steigt auf 702 bei Beziehung auf den Querschnitt a’ b".
Hiernach wiirde sich die Druckfestigkeit eines solchen Korpers (Fig. 11)
zu groB ergeben, wenn man, von der an Wiirfeln ermittelten Festigkeit
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Material, wie oben unter A bezeichnet.
Druckrichtung senkrecht zum Lager.

Druckfestigkeit
Wiirfelquerschnitt Stirnfliche K in kg/qem
Ab- bezogen auf

i . schra- Be-
E H(;‘he gu:nyg last}\)mg den den
Z a b ab ra:&gdeét a Vo a'd scqﬁlliirt-t s%;lriift.t
cm cm cm qem cm cm qcm kg P:ab |P:a’t
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
19,8 | 10,1 | 9,9 |100,0{1:1 8,0 {7,9 |63,2/51000| 510 | 807
21 9,7 9.8 199 |970{2:17,9 |80 |63,2/45000| 460 | 712
3| 9,7 9,95 9,9 | 98,5|3:1 |8,05/8,05| 64,8/ 45500| 460 | 702
419,85/ 10,0 | 9,75| 97,56|1:2 (6,2 {6.0 |37,2| 34 500| 350 | 927
5/9,90| 10,1 [10,05(101,5|2:2 | 6,3 |6,25/39,4| 35000 | 345 888
6/9,80|10,1 | 9,8 | 99,0/3:2 (6,2 {60 |37,2|/32000| 325 860
719,80 9,9 {10,0 | 99,0|4:2 |59 |6,1 [36,0/31500| 320 | 875
819,75/10,0 | 9,8 | 98,0|1:3 |44 |4,2 |18,5/23000| 235 | 1243
919,75| 9,95/ 9,9 | 98,5/ 2:3 14,2 |42 |17,6/20500| 210 | 1165
10} 9,75{10,05{10,0 {100,5|3:3 |4,4 |4,2 |18,5/23000| 230 | 1243
1119,85| 10,10 9,75| 98,5|5:3 [4,25{4,1 |17.4| 19 700| 200 | 1132

ausgehend, die Fliche a b der Rechnung zugrunde legt, und zu klein,
wenn die Fliche a’ b’ in die Rechnung eingefiihrt wird. Dieses voraus-
zusehende Ergebnis tritt um so scharfer hervor, je kleiner die Stirn-
fliche a’ b’. Fiir Versuch Nr. 11 erscheint die aus Versuchen mit Wiirfeln
gewonnene Druckfestigkeit von 685 kg einerseits vermindert auf 200 kg,
andererseits vergrofert auf 1132 kg, je nachdem die Bruchbelastung
durch a b oder a’ b’ dividiert wird.

Der Einflul des Abschrigungsverhédltnisses (Spalte 6) a8t sich
zwar erkennen, wie ein Vergleich der Versuche 1 bis 3, 4 bis 7, 8 bis 11
je unter sich lehrt, ist jedoch nicht sehr bedeutend.

E. Wiirfel aus dem unter A genannten Material.

-
I
i
! i
T 4-——10. —
41z
Fig. 12.

Stahlprisma (von 39 mm Hohe) nur auf einer Seite.
Bach, Flastizitit. 6. Aufl. 12
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Der Druck wird durch Stahlprismen, deren Achsen mit denjenigen

der Wiirfel zusammenfallen, und deren Kanten den Wirfelkanten
parallel laufen, nur auf einen Teil der Stirnfliche {ibertragen.

) Wiirfelquerschnitt Stahlprisma Bruch- Druckfestigkeit
N Hohe belastung
r. h
a b ab 2z 22 P P:ab| P:2?
cm cm cm | gem | cm qcm kg kg/qem [kg/qem
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 19,65 (10,0 9,9. 199,0 3,9 15,21 16 000 | 162 | 1052
2 19,70 | 9,85| 9,9 97,56 | 57 | 32,49 | 30000 | 308 923
3 19,75 (10,0 | 9,85/98,5 | 7.8 | 60,84 | 47000 | 477 772

Der Bruch erfolgte auch hier wieder in der Weise, dal von der

Stirnfliche des Stahlprisma aus eine Pyramide in das Innere des Prisma
getrieben und das umliegende Material auseinander gesprengt wurde.

h

Fig. 13.

Stahlprismen auf beiden Stirnflichen.

Wiirfelquerschnitt Stahlprisma Bruch- | Druckfestigkeit
Nr H;he belastung
’ a b ab z 2? P P:ab| P:2?
cm cm ecm | qem | cm qgem kg kg/qem [kg/qem
1 2 3 + 5 6 7 8 9 10
1 9,7 |99 | 10,0] 99,0 57 | 32,49 | 16000 | 162 | 492
2 1975|965 99| 955 7.8 | 60,84 | 36000 | 377 | 592

Druck auf beide Stirnflichen durch die Stahlprismen wirkt.
Diese Ergebnisse sind in folgender Beziehung noch besonders

bemerkenswert.

Wird nach Gleichung 3

Wie ersichtlich, ist die Bruchbelastung weit kleiner, wenn der
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K = (310 + 346 Jg) ///ZY

4
fiir ein quadratisches Prisma berechnet, dessen Querschnitt gleich
dem der Stahlprismen und dessen Hohe gleich der Wiirfelhohe ist,
d. h., da dann ]’7= zund u = 4 2,

K = 310—{—346@,

so ergibt sich
5,7

fir Versuch 1 K = 310 + 34,69—7 = 513,
2 K = 310 - 346 8 587
) i3] - 9’75 - .

Diese Werte unterscheiden sich von den beobachteten GroBlen 492
bzw. 592 nur um wenig. Hiernach hétte also das Material, welches das-
jenige Prisma umschlieBt, das im Innern des gepriiften Wiirfels er-
halten wird, wenn man sich die Seitenflichen der aufgesetzten Stahl-
prismen fortgesetzt denkt, keinen merkbaren Einflufl auf die Druck-
festigkeit. Dieses auffallende Ergebnis, welches Bauschinger auch
durch Versuche mit Granit angendhert bestétigt fand, diirfte sich durch
die verhaltnisméaBig geringe Zugfestigkeit des Materials erkliren lassen.
Mit demselben steht in Ubereinstimmung, daB unter D die Zunahme des
Wertes 2 in dem Abschrigungsverhiltnis « : y (Spalte 6) bei gleich-
bleibender GroBle von y nur einen untergeordneten EinfluB besitzt. Bei
den Versuchen Nr. 8 bis 11 daselbst wichst  von ungefihr 1 bis 5 cm;
die Druckfestigkeit éndert sich hierbei nur unbedeutend.

F. Wird die eine Stirnfliche des Wiirfels (hier die untere) voll-
standig, dagegen die andere nur iiber eine kleinere, im allgemeinen ein-
seitig gelegene Fliche, welche in Fig. 14 durch Strichlage hervorgehoben
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Fig. 14.

ist, belastet, so gilt nach Bauschinger — zunichst immer nur fiir
Sandstein —
12%
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3/ a, b
KzK]/—% .o
o“xbl

K die Druckfestigkeit bei Belastung des Wiirfels in der schraf-
fierten Flache, bezogen auf die Flicheneinheit der letzteren,
K, die Druckfestigkeit fiir den Fall, dall die Belastung iiber die

Hierin bedeutet:

ganze Stirnfliche gleichmiBig verteilt ist.

b) Eigene Versuche (1887).

Material: Buntsandstein.

Druckrichtung senkrecht zum Lager.

l-— — Lol — -}

B

L

Fig. 15.

Stahlprisma nur auf einer Seite.

Versuchsreihe, je 3 bis 5 Korper 1

Seite a durchschnittlich 6,46

L b . 6,03
Hohe & ” 6,00
Breite z des Prisma 6,03
Bruchbelastung auf 1 qcm

des Querschnittesa b 653
Bruchhbelastung auf 1 qem

des Querschnittes b z 653
Gleichung 8 liefert 653

2
10,04
9,99
9,89
2,50

232

926
1038

3
10,01
10,01
9,85
2,00

188

943
1117

4
10,02
10,03
9,82
1,50

156

1044
1230

5
9,99
9,95
9,84
1,00

120

1193
1406

6

8)

9,96 cm

10,02
9,84
0,50

102

2050
1770

Fig. 16, Taf. VI, zeigt Steine der Versuchsreihen 2 bis 6. Wie er-
sichtlich, erfolgte der Bruch in der Weise, daf} von der Stirnfliche der
Stahlplatte aus ein keilférmiger Korper in das Innere des Versuchs-
wiirfels getrieben, und so das umliegende Material auseinander gesprengt

wurde.
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3. Die Belastung trifft einen Korper mit gewolbter Oberfliche
(Kugel, Zylinder).

Die hier vorliegende allgemeine Aufgabe: Ermittlung der Be-
anspruchung und der Forménderung zweier beliebig gestalteten Korper,
welche gegeneinander gedriickt werden und sich dabei nur in einem
sehr kleinen Teile ihrer gewolbten Oberflichen beriihren, ist trotz ihrer
groBen Schwierigkeit einer strengen Losung zugénglich, wie zuerst Hertz
(1881) gezeigt hat!). Ausgehend von den Voraussetzungen:

1. die Stoffe beider Korper sind in allen Punkten nach allen Rich-
tungen hin gleich beschaffen (isotrop),

2. zwischen Dehnungen und Spannungen besteht Proportionalitit,
der Dehnungskoeffizient « besitzt gegeniiber Druck denselben
Wert wie gegeniiber Zug,

3. die GroBe der Druckflichen, in denen sich die Korper unter
Einwirkung der Belastung infolge ihrer Elastizitat beriihren,
ist sehr klein gegeniiber den Oberflichen der Korper,

4. in den Druckflichen wirken nur Krifte, welche senkrecht zu diesen
gerichtet sind (Hertz denkt sich vollkommen glatte, also reibungs-
freie Oberflédchen),

und den allgemeinen Gleichungen der Elastizititslehre (vgl. Ab-
schnitt IX) gelangt Hertz zu den im nachstehenden zusammen-
gestellten Ergebnissen.

a) Zwei Kugeln
werden mit der Kraft P gegeneinander gedriickt. Es seien

r, r, die Halbmesser der beiden Kugeln,

o, o, die Dehnungskoeffizienten der Stoffe, aus denen die Kugeln
bestehen,

m, m, die Zahlen, durch welche das Verhaltnis der Langsdehnung
zur Querzusammenziehung bei diesen Stoffen gemessen

wird (§ 7, § 14).
Dann betragt:

die Strecke y, um welche sich die beiden Kugeloberflichen unter der
Belastung P einander nédhern (Summe der Zusammendriickungen

1) H. Hertz, Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 155 u.{. oder auch Verhand-
lungen des Vereins zur Beférderung des Gewerbeflei3es in PreuBen 1882, S. 449 u. {.

Eine Ergénzung der Hertzschen Arbeit lieferte M. T. Huber in den Annalen
der Physik, Bd. 14, 1904, S. 153 u. {.
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an beiden Oberflichen — S. 183 bei Hertz — strenggenommen
nicht die Anderung von r, 4 7,),

N e A Lo

der Halbmesser a der Druckfliche

3 1 1
3 , oy |1 ———mlz + oy |1 — — 10)
a = _ = 5. .
4 1 1
— 4=
L Te

die grofte Pressung 6,4, in der Mitte der Druckfliche
P

T a2

. 11)

Omaz = 1,5

d. i. 1,5 mal so grof} als bei gleichméBiger Verteilung des Druckes P
iiber die Beriithrungsfliche.
Mit

m; = m, = m U = oy = &

geht Gleichung 11 nach Einfithrung von a aus Gleichung 10 iiber in

Omar — ? ?—(—1—)2 . . . . lla:)
2 l.__
mZ
und fiir m = EI)
3
P11\
Omar == 0,388 '—2—<'—-+’—) . . . . llb)
a? \r Ty
Mit
my = my = 5= und o, = o, = «

1) Es empfiehlt sich, festzuhalten, da selbst erhebliche Abweichungen hin
sichtlich der GroBe von m (vgl. § 7) einen bedeutenden Einflul auf das Ergebnis
nicht duBern; dies gilt auch fiir die folgenden Gleichungen.
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folgt aus den Gleichungen 9 und 10

3/ 1 1
= 1,23 V P2 g2 (— + —) .. . . 9a)
Ty Ts
s/ Pa
a= 1,11-/1 “1—. ... .. 109
7
T Ty

b) Kugel und ebene Platte.

Mit r;, = r und r, = oo folgt aus Gleichung 11a

_1_33 P

somit

P=kFka, ... .. ... ... 12)

wenn

7:3 12
= a‘-’(l——.) Oogz -+ o . . . 13)
\ m

¢) Zwei Zylinder,

parallel liegend und von der Linge I, werden so stark gegeneinander
gepreBt, daBl auf die Lingeneinheit die Kraft P : [ entfillt, gleichmaBige
Verteilung der Belastung P iiber die Lénge I vorausgesetzt. Es seien

r, ry, die Halbmesser der beiden Zylinder,
®; o, die Dehnungskoeffizienten,
m; m, die bereits unter a bezeichneten Zahlenwerte.

2
2

Die Breite b der durch die Belastung erzeugten Beriihrungsfliche
betragt

14)




184 II. Druck.

die grofte Pressung in der Mitte der Beriihrungsfliche
4 P

Umax:?——l—,. . . . . . . 15)
d.i. émal so gro} als bei gleichméfBiger Druckverteilung.

Fiir gleiches Material, d. h. fiir

my = My = M 6 = 0y = o
wird

b=4],’/2P “(1__,,”}2_> . . . . 1l4a)

Die Bestimmung der Strecke, um welche sich die beiden Zylinder-
oberflichen einander nihern, unterlit Hertz, indem er bemerkt,
daB sie nicht allein abhéngig von den Vorgéngen an der Druckstelle ist,
sondern wesentlich bedingt wird durch die Form des ganzen Korpers
(a. a. O. S. 187).

d) Zylinder und ebene Platte.

Mit r;, = r und r, = oo ergibt sich aus Gleichung 14 a
b= 4"/2 a(1~i2>£r L. 14b)
T m? | 1
und damit aus Gleichung 15
/ P
Omaz = ]/ 1
27T o (1 — —2) Ir
m
Nach Einfiilhrung des Zylinderdurchmessers d = 2 r
P=kFkld, . . . . . . . . 16)
sofern
L) .
k=na(l——)\6huw - . . . . . 17)
My

Die Gleichungen 10 und 11, 14 und 15 werden vielfach,
namentlich im Bauingenieurwesen, als solche angesehen, welche die
unmittelbare Ermittlung der zuldssigen Belastung P ermoglichen,
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indem man fiir « sowie m die den betreffenden Materialien eigentiimlichen
Werte und fiir omaz die groBte, noch fiir zulissig erachtete Spannung
gegeniiber Druck einsetzt?).

Nun liegen ausgedehnte und griindliche Versuche von Stribeck
mit Stahlkugeln vor?), durch welche u. a. nachgewiesen wird, dall bei
vorziiglicher Ausfiihrung der Kugeln und ihrer Laufflichen (beiderseits
gehiarteter Stahl) die zuldssige Belastung fiir ebene Laufflichen noch
zu P = 50 d? gewéhlt werden darf, sofern an der Druckstelle nur
rollende Reibung auftritt. Nach Mafgabe der Gleichungen 12 und 13
entspricht diese Belastung mit

1
2120000 °

oL =

welchen Wert Stribeck fiir das Stahlmaterial der Kugeln bestimmte,
und mit

zufolge
73 1

50 = & 21200000

(1 —0,32)2 Ufnax

einer Druckspannung von

Opmaz = 37 450 kg/qem.

Diese Zahl geht weit iiber das hinaus, was man bisher als zuldssige
Anstrengung angesehen hat, selbst wenn beriicksichtigt wird, dafl im
vorliegenden Falle nicht die groBte Pressung, sondern die betreffende
Hauptdehnung als maBgebend anzusehen ist3) (§ 48, § 69 und § 70).

-Stribeck bestimmte durch unmittelbare Druckversuche die
Proportionalititsgrenze fiir den in Wasser gehirteten Stahl zu rund
9000 kg/qem (die Elastizititsgrenze lag noch ein wenig tiefer).

1) Vgl. z. B. Zeitschrift des Hannoverschen Ingenieur- und Architekten-
vereins 1894, S. 131 u. f.

) Stribeck, Mitteilungen aus der Zentralstelle fiir wissenschaftlich-tech-
nische Untersuchungen, Heft 1. Mai 1900, oder auch Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1901, S.73u.f., 1907, S. 1445 u.f., sowie Schwinning,
am gleichen Ort 1901, S. 332 u. {.; ferner Stribeck, Glasers Annalen fiir Gewerbe
und Bauwesen 1901, Bd. 49, Nr. 577.

%) Bei spiateren Versuchen ermittelte Stribeck die Druckfestigkeit voll-
standig durchgehérteter Zylinder von 12 mm Durchmesser und 12 mm Hoéhe aus
Chromstahl zu durchschnittlich 45 540 kg/qem (erstes Hérteverfahren) und zu
durchschnittlich 47 700 kg/qem (zweites Hérteverfahren).  Niheres s. Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1907, S. 1445 u. {.
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Dieser Wert wire unter Beriicksichtigung, dafl im mittleren Element
der Beriihrungsfliche zwischen Kugel und Platte drei Hauptspannungen

Omaz 0,8 Gmax 0,8 Fmaz

vorhanden sind, infolgedessen die Hauptdehnung senkrecht zur

Oberfliche nach Gleichung 1, § 69 mit m = ITO

o (1 —2.08. 0,3) « Opaz = 0,52 Omaz,

also nur das 0,52fache der Zusammendriickung betrigt, welche die
Pressung omas fiir sich allein erzeugen wiirde, auf
9000
= ~ 1
0.52 7 300 kg/qem

zu erhdhen. Diese Grofle fithrt (Gleichungen 12 und 13) zu

3 1

k= = 21200002

(1 —0,32)2.(17 300)3 = ~ 5,
somit
P = 5d2

gegeniiber P = 50 d?, durch unmittelbaren Versuch ermittelt, d. h.
wird in der Hertzschen Gleichung11 in Verbindung mit 10 fiir die grof3te
Druckspannung diejenige Zahl eingefiihrt, welche der Zusammen-
driickung an der Proportionalititsgrenze, die hier noch oberhalb der
Elastizitidtsgrenze liegend festgestellt worden ist, entspricht, und die
noch eine hoéhere Anstrengung liefert, als man nach bisheriger Auf-
fassung fiir zuléssig erachtet, so ergibt sich die zuldssige Belastung P
der Kugeln zu einem Zehntel derjenigen, die durch unmittel-
baren Versuch noch als zuldssig festgestellt worden ist.

Daraus folgt, dafl die Hertzschen Gleichungen nicht in
der eingangs bezeichneten Weise zur Bestimmung der zu-
lassigen Belastung P benutzt werden koénnen, d. h. daB
der Wert &k der Gleichung 12 nicht aus Gleichung 13 be-
rechnet, sondern dafl diese Belastung nur durch unmittel-
bare Versuche bestimmt werden kann. Dall diese Versuche
unter solchen Verhdltnissen anzustellen sind, die denjenigen ent-
sprechen, unter welchen die Kugeln in den betreffenden Konstruktionen
sich befinden, ist selbstverstdndlich.

Sodann ist in bezug auf die Verwendung der Hertzschen Gleichun-
gen noch folgender Punkt im Auge zu behalten.

Werden gehirtete Stahlkugeln unter steigender Belastung gegen-
einander gepref3t, so tritt zunéchst ein die Druckfliche umgebender
Kreissprung ein, zuweilen unter Belastungen, welchen noch weniger
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als ein Zehntel der Belastung entspricht, bei welcher die Kugel ausein-
anderbricht!). Meridianrisse treten erst spater auf.

Das Entstehen der Umfangrisse ist die Folge von Zugspannungen,
welche sich nach dem Umfange der Druckfldche hin einstellen. In der
Tat pflegen auch in Kugellagern stark iiberlastete Kugeln durch Ab-
splittern kleiner Teilchen unbrauchbar zu werden, nicht aber durch
Bruch.

Fiir die bezeichnete Zugbeanspruchung, durch welche die ge-
héirtete Stahlkugel zuerst der Unbrauchbarkeit zugefithrt wird, gibt
Hertz eine Gleichung nicht; er hat die Rechnung nur fir das am
stirksten gedriickte Flichenelement durchgefithrt. Er sagt, nachdem
er iliber das Verhalten plastischer Korper gesprochen hat (S. 167):
,,Schwieriger ist es, die Erscheinung in spréden Kérpern wie hartem
Stahl, Glas, Kristallen zu bestimmen, in welchen eine Uberschreitung
der Elastizitdtsgrenze nur als Entstehung eines Risses oder Sprunges,
also nur unter dem Einflusse von Zugkriften auftritt. Von dem oben
betrachteten Elemente, als von einem allseitig komprimierten, kann
ein solcher Sprung nicht ausgehen, und es ist bei unserer heutigen
Kenntnis von der Festigkeit sproder Korper iiberhaupt nicht moglich,
genau dasjenige Element zu bestimmen, in welchem die Bedingungen
fiir das Zustandekommen eines Sprunges bei wachsendem Druck zuerst
auftreten. Indessen zeigt eine eingehendere Diskussion soviel, dafl in
Korpern, welche in ihrem elastischen Verhalten dem Glase oder hartem
Stahle &hnlich sind, bei weitem die stirksten Zugkrifte in der Ober-
fliche, und zwar am Rande der Druckfliche auftreten?).*

G

1) Fiir gut e Kugeln bis etwa 11" engl. (31,8mm) Durchmesser ist P = 550 d?
bis 700 d? als Belastung zu fordern, bei welcher der Umfangssprung eintritt. Grenz-
zahlen: /3" (22,2 mm)-Kugeln brechen erst bei P = 38 000 bis 40 000 kg, ent-
sprechend P = rund 8000 d?, wihrend der erste Sprung bereits bei 2700 kg, also
bei 550 d? eintrat. 114"’ (31,8 mm)-Kugeln, deren Bruchbelastung nur P = 3500 d?
= rund 35 000 kg war, zeigten die hohe Sprungbelastung von 1000 d2 = 10000 kg.
(S. die in der FuBbemerkung 2, S. 185 angegebenen Quellen.)

?) Wenn nun Hertz zur Bestimmung der Héarte eines Materials den Vor-
schlag macht, aus ihm zwei Korper herzustellen und ihre Oberflichen dabei so
zu wahlen, daB die beim Aufeinanderpressen sich bildende Druckfliche kreis-
formig ausfillt, sodann (8. 193) bestimmt: ,,Die Hirte eines Kérpers wird ge-
messen durch den Normaldruck auf die Fliacheneinheit, welcher im Mittel -
punkte einer kreisformigen Druckfliche herrschen muB, damit in einem Punkte
der Korper die Spannungen eben die Elastizitatsgrenze erreichen‘‘, und dann
spater bemerkt (S. 195): ,,im Glase und allen dhnlichen Korpern besteht die erste
Uberschreitung der Elastizitdtsgrenze in einem kreisformigen Sprunge, der in der
Oberfliche am Rande der Druckellipse entsteht*, ohne festzustellen, in welchem
Punkte des Korpers die Elastizititsgrenze iiberschritten wird — der mittlere
Punkt der Druckfléache ist es eben nicht — und von welchen Gré8en die Spannung
in diesem Punkte beeinfluBt wird, sowie welche Beziehungen zwischen diesen
GroBen bestehen, so tritt hier mindestens eine Liicke zutage; man gelangt damit
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Vorbehaltlich der Priifung durch Versuche wird man gut tun,
anzunehmen, dal die Zugspannung, welche am Rande der Druck-
fliche sich einstellt, namentlich bei Materialien mit geringer Zugfestig-
keit, die zuldssige Druckbelastung beeinflussen, d. h. diese herabdriicken
kann.

Versuche, welche Verfasser mit Quadern aus Granit!) und
Sandstein?) zu Briickengelenken (Quader mit zylindrischer Fliche
auf ebenem Quader) durchgefiilhrt hat, lehren, dafl die Zerstorung
der Granit- bzw. Sandsteinkoérper nicht durch die in der Mitte der
Beriihrungsfliche sich einstellende, von Hertz bestimmte grofite
Druckspannung

T bl

worin b durch Gleichung 14 b bestimmt ist, sondern durch auftretende
Zugspannungen herbeigefithrt wird. Die photographischen Abbildungen
Fig. 3 und 4 bzw. Fig. 4 und 9 in den Veroffentlichungen, welche die
beiden Fuflbemerkungen angeben, lassen das deutlich erkennen.

V[

P

Omaz =

~

auf ein Gebiet, das jedenfalls noch der Klarstellung bedarf. Ob diese zur Auf-
kldrung der Tatsache, daB Versuche mit verschieden gekriimmten Koérpern aus
gleichem Material keine iibereinstimmenden Pressungen fiir die Elastizitétsgrenze
und somit keine iibereinstimmenden Werte fiir die Héarte des gleichen Materials
ergaben, beitragen wird, mag zunéchst dahingestellt bleiben.

Hinsichtlich der Versuche, die Harte auf dem von Hertz vorgeschlagenen
Wege zu bestimmen, sei insbesondere auf die Arbeiten von Auerbach in Wiede-
manns Annalen verwiesen.

In bezug auf die Hértepriifung von Kugeln s. die in der FuBbemerkung 2,
S. 185 angegebenen Veroffentlichungen. Stribeck sagt hierliber: ,,Werden
2 Kugeln aus gleichemm Material mit der Kraft P gegeneinander gedriickt, so
bildet sich eine kreisférmige Druckflache aus, deren Halbmesser a mm betragt.
Laft man die Belastung von Null an stetig wachsen, so nimmt die Druckfliche

zunéchst nach Mafgabe von ;"P_z“ (vgl. Gleichung 10) ,,und die durchschnitt-
3,—

liche Pressung ¢ = ?l:? entsprechend ] P zu. Aber schon nach Uberschreitung
der Proportionalitidtsgrenze éndert sich die Abhéngigkeit von P in dem Sinne,
dal die Druckfliche rascher und demgeméafl die Pressung langsamer zunimmt,
und zwar so lange, bis sich schlieflich die Druckfliche im gleichen Verhaltnis
wie die Kraft édndert, und demzufolge die Pressung konstant bleibt. Diese kon-
stante Pressung, die sich auch durch eine Steigerung der Belastung bis zum
Eintritt des Bruches nicht mehr vergréfern 1éaBt, wird die Druckhérte oder
kurz dic Harte der Kugeln (Widerstand gegen Eindringen) genannt. Sie ergibt
sich fiir gute Kugeln aus gehértetem GuBstahl zwischen 780 und 850 kg/qmm.
Von kleinen Kugeln wird man die groBere Hirte, von 2" (50,8 mm)-Kugeln noch
etwa 780 erwarten diirfen. Bei Kugeln, die nach innen zu weicher werden, nimmt
die Pressung, nachdem sie ihren groften Betrag erreicht hat, sogar wieder ab

1) Mitteilungen tiber Forschungsarbeiten, Heft 17.

%) Mitteilungen liber Forschungsarbeiten, Heft 20.
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Wie sich aus dem Vorstehenden ergibt, ist die entwerfende
und ausfithrende Technik gendtigt, die Koeffizienten k
der Gleichungen 12 und 16, welche von ihr schon seit langer
Zeit auf Grund von gewissen Annahmen entwickelt worden
waren, nach wie vor durch unmittelbare Versuche festzu-
stellen.

Mit Riicksicht hierauf und in Anbetracht, daB den &lteren Be-
trachtungen, die zu den Gleichungen 12 und 16 fiihrten, schon wegen
ihrer Einfachheit eine gewisse Bedeutung zuerkannt werden muf}, sei
im nachstehenden der Fall, dafl Kugeln gegeneinander gepre3t werden,
Fig. 17, in der élteren Weise behandelt.

Fig. 17.

Infolge der Zusammendriickbarkeit des Materials berithren sich
die Kugeln unter der Einwirkung der Belastung in einer kleinen Kreis-
fliche gemaf der in iibertriebenem MaBe gegebenen Darstellung Fig. 18,
wobei wir die mittlere der drei Kugeln, welche gleichen Durchmesser
besitzen, ins Auge fassen wollen.

Fiir den beliebigen Punkt C' der urspriinglichen Kreislinie MCA
sei die Zusammendriickung in Richtung der Belastung

x = r (1—rcos @) —r (1 —cos¢) = r(cos¢—cos ¢,
woraus bei Beachtung, daB
cos ¢ = l‘T——siFyT
und ¢ sowie ¢, sehr kleine Winkel sind, also
¢?
2

#o*
2 )

cos ¢ = N]?l—t,ﬂ2_= ~ 1—

COs ¢y = ~]1—
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folgt
$o® — ¢?
3 .

x=r

Unter der Voraussetzung, daBl sich diese Zusammendriickung
gleichméflig durch die Kugel hindurch fortpflanzt, finde sich die ver-
hiltnismaBige Zusammendriickung in C

T 9t — ¢

r 2

S s

welcher die Normalspannung

%2'—502_
2a

g =

entsprechen wiirde, falls die bezeichnete Voraussetzung erfiillt wire,
und Krifte senkrecht zur Richtung von z nicht einwirkten. Letzteres
erkennt man sofort als unzutreffend, da die Faser, welche im Punkt C
in Richtung der Belastung gedacht werden kann, durch das sie um-
schlieBende Material bei der Zusammendriickung gehindert ist, sich
quer zu dehnen. Dieser seitliche Zusammenhang mit dem Material
wird auch eine gleichmaBige Fortpflanzung der Zusammendriickung
der Faser durch die Kugel hindurch hindern. Infolge dieser Umsténde
muB der Ausdruck fiir ¢ mit einem aus Versuchen zu bestimmenden
Berichtigungskoeffizienten ¢ multipliziert werden, der ganz allgemein
den Abweichungen Rechnung zu tragen hat, welche zwischen der Wirk-
lichkeit und den gemachten Voraussetzungen bestehen. Aller Wahr-
scheinlichkeit nach ist ¢ mit ¢ verinderlich, wohl auch sonst noch
von den Umstinden beeinfluft. Nichtsdestoweniger wurde der
Koeffizient ¢, um die Rechnung iiberhaupt und einfach durchfiihren
zu konnen, als Konstante angenommen und ihre mittlere Grofie bis zur
Ermittlung durch Versuche auf etwa 3 geschéitzt.
Damit ergibt sich

2 p?
a=¢¢—°2a—¢—.......18)

Den grofiten Wert erlangt ¢ fiir ¢ = 0, d. i. in der Mitte,

Po°
2’

Omaz — 9/’

Der Gleichgewichtszustand bedingt
Yo

b

r? §(¢02 — ¢t ede = 4o Pot 1%
0

oK

&

¥o
P=§a.2xr¢.rd¢=
V]

)T
X
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woraus mit

2
Fo = ]/ ; Omazx 19)
P = ; % Oy 72 = Z"sﬁ—aafm 1)
P=kd, . . . . . . . . 21
sofern
k= 1'7 % - . . . ... 29)

Gleichung 21 stimmt mit Gleichung 12 vollstdndig iiberein.
In dhnlicher Weise 148t sich auch die Entwicklung fiir den Zylinder
durchfiihren. Sie fithrt zu

P=kld,. . . . . . . . 23

wenn ! die Lange des Zylinders ist, und P die Gesamtbelastung fiir den
Zylinder bedeutet, also ganz zum gleichen Ergebnis, wie oben in Glei-
chung 16 ausgesprochen. Fiir den Wert k& der Gleichung 23 ergibt sich

der Ausdruck
—
k= 094] 2 2
¢;

Dabei ist jedoch die Grofle von k& ebensowenig aus Gleichung 22
bzw. 24 zu berechnen, wie dies aus Gleichung 13 oder 17 zu geschehen hat,
k ist vielmehr durch Versuche unmittelbar zu bestimmen, wie S. 185 u. {.
angegeben wurde.

DafB} die GesetzmiBigkeit, wie sie in den Gleichungen 22 bzw. 24
fiir k¥ zum Ausdruck gelangt, nicht beanspruchen kann, genau zu sein,
folgt aus dem Gange der Rechnung.

Eine Beziehung fiir die grofite am Rande der Druckfliche auf-
tretende Zugbeanspruchung liefert die Anndherungsrechnung ebenso-
wenig wie die Hertzschen Entwicklungen; doch 1at, wie schon oben an-
gedeutet, Fig. 18 deutlich erkennen, daf infolge der starken Abbiegung,
welche die Korperelemente am Rande der Druckflache (bei 4) erfahren,
bedeutende Zugspannungen auftreten werden, die bei sproden Materialien
zu dem beobachteten Kreissprung (S. 186) fithren konnen.
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§ 14. Hinderung der Querdehnung.

Wie wir in § 11 sahen, wird der Widerstand, welchen ein auf Druck
in Anspruch genommener Korper leistet, schlieBlich dadurch iiber-
wunden, daf3 das Material nach der Seite hin ausweicht. Daraus folgt,
daf3 der Widerstand an sich uniiberwindbar erscheint, wenn das Material
gehindert wird, nach der Seite auszuweichen, d. h. wenn geniigend grofe
Druckkrifte auf die Mantelflichen wirken.

Dieser Satz gilt nicht blof fiir feste, sondern auch fiir fliissige
Korper. Denken wir uns beispielsweise einen geniigend festen Hohl-
zylinder, zum Teil gefiillt mit Wasser, auf dem ein gegen die Zylinder-
wandung vollkommen abdichtender Kolben ruht. Wie stark wir auch —
innerhalb der Widerstandsfahigkeit des Hohlzylinders — den Kolben
belasten, das nach allen Seiten hin am Entweichen gehinderte Wasser
tragt die Belastung, weist also trotz seiner tropfbar fliissigen Natur
unter diesen Umsténden eine groBle Widerstandsfiahigkeit gegen Druck
auf.

Die Erscheinung ist eine ahnliche wie die in § 7 erdrterte. Dort
handelt es sich um den Einflufl gehinderter Zusammenziehung, hier um
denjenigen der Hinderung der Querdehnung, welche die Druckkraft
zur Folge haben wiirde, wenn Krifte auf die Mantelfliche senkrecht
zur Achse nicht téitig wiren. Die in § 7 enthaltenen Gleichungen gelten
in sinngeméfer Weise auch hier. Insbesondere folgt daraus, daf3 die
Beziehung

o= oder ¢ = ao,

2o

welche bei dem nur in Richtung der Achse gedriickten Stab zwischen
der Spannung — ¢ (Pressung) und der Dehnung — ¢ (Kiirzung) sowie
dem Dehnungskoeffizienten o gegeniiber Druckbeanspruchung be-
steht, nicht mehr giiltig ist, sobald auch Krifte senkrecht zur Stabachse
angreifen!). Solche Krifte wirken bei den Versuchskérpern in der Regel

1) Damit hingt es dann auch zusammen, daf} die zuléssige Druckanstrengung
im Falle gehinderter Querdehnung gréBer genommen werden darf. Die in Fig. 1

Fig. 1.

auf Druck beanspruchte Bleischeibe vom Durchmesser d = 35 mm und der Héhe
h = 10 mm wiirde nach den Versuchen § 13, Ziff. 1d, eine Belastung von 126 kg/qem
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auf die Stirnflichen; sie rithren hier her von der Reibung, welche bei
der Pressung zwischen Druckplatte der Priifungsmaschine und Stirn-
fliche des Probekorpers durch das Bestreben des letzteren, sich quer
auszudehnen, wachgerufen wird. Infolge dieser Reibung, welche die
volle Reinheit der Erscheinung der Druckelastizitit und Druckfestigkeit
mehr oder weniger beeintrichtigen muf?), betragt die Querdehnung in
der Mitte des Probekérpers mehr als an den Stirnflichen, wie die Fig. 2,
Taf. V, und 3, Taf. VI, deutlich erkennen lassen; ferner muf in-
folge der an den Stirnflichen vorhandenen Hinderung der Querdehnung
die Druckfestigkeit niederer Korper sich grofer ergeben als diejenige
hoherer Korper, bei denen der Einflul dieser Hinderung um so mehr
zuriicktritt, je groBer die Hohe ist. (Vgl. Fig. 1, S. 171.)

Ist ¢ die durch eine Druckkraft in Richtung der Stabachse veran-
late Zusammendriickung fiir die Léinge 1, so wird die hiermit ver-
kniipfte Querdehnung ¢, nach allen zur Achse senkrechten Richtungen
als gleich groB3 angesehen und, bezogen auf die Lingeneinheit, gemessen
durch

&= — . . . . . . . .1

Fiir ein und dasselbe Material pflegt man die Grofie m in Gleichung 1,
§ 7, und 1, § 14, als gleich zu betrachten, also das Verhaltnis der Dehnung
(in Richtung der Stabachse) zur Zusammenziehung (senkrecht zur Achse)
bei Zugbeanspruchung gleichzusetzen dem Verhiltnis der verhaltnis-
méBigen Zusammendriickung zur Querdehnung bei Druckbeanspruchung.

(Vgl. § 7.)

§ 15. Theorien der Druckfestigkeit.

Uber den Vorgang des Zerdriickens sind zwei Hauptanschauungen
geltend gemacht worden.

Die dltere, von Coulomb herriithrende, denkt sich nach Maflgabe
der Fig. 1 das Zerdriicken durch Abschieben erfolgend und dabei die
Druckkraft P in zwei Seitenkrifte

nicht mehr vertragen. Dieselbe Bleischeibe, nach Fig. 2 vertieft eingelegt, so daf
das Blei nach der Seite nicht ausweichen kann, vertrégt die doppelte Belastung
und mebhr.

1) Auf der Hinderung der Querdehnung beruht auch die Wirksamkeit der
Eisenspiralen, welche in Betonsdulen am Umfange derselben eingelegt sind.

Da die Korper, welche Druckversuchen unterworfen werden, verhéltnis-
miBig kurz zu sein pflegen, so wird die Bestimmung der Querdehnung durch
unmittelbare Messung derselben fiir die verschiedenen Querschnitte leicht zu ver-
schiedenen Werten fiihren konnen. Man wird deshalb bei Dehnungsmessungen
die MeBlénge ausreichend kleiner als die Stabldnge, somit diese entsprechend
grof3 wihlen miissen.

Bach, Elastizitit. 6. Aufl. 13
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P sin o, wirkend in der Gleitungsebene,

P cos «, senkrecht dazu,
zerlegt. Wird der Widerstand gegen Gleiten fiir das Quadratzentimeter
mit K; (Schubfestigkeit) bezeichnet, so findet sich, sofern f den Quer-
schnitt des Prisma bedeutet:

Psino = K, !

cos o
P 2
f o Tssin2a

Das Gleiten wird die kleinste Kraft P erfordern, wenn sin 2 « am
groBiten ausfallt, d. i., wenn o = 45°; womit nach Einfithrung der Druck-

festigkeit

p
K= —
f
sich ergibt
K = 2K,

d. h. die Druckfestigkeit miiB3te gleich dem Doppelten der Schubfestigkeit
sein.

Diese Theorie wurde spater durch Hereinziehung der von P cos «
veranla3ten Reibung erginzt.

Die zweite Anschauung fafit die Querdehnung ins Auge (§ 11)
und nimmt an, dal das Zerdriicken stattfinde, wenn dieselbe so grof3
geworden wie die Léngsdehnung beim Zerreilen im Falle von Zug-
beanspruchung. Mit der Genauigkeit, mit welcher die Léngsdehnung
drei- bis viermal so grofl angenommen werden darf wie die Querdehnung,
findet sich auf diesem Wege die Druckfestigkeit gleich dem Drei- bis
Vierfachen der Zugfestigkeit, was beispielsweise fur das GuBeisen § 13,
Ziff. 1a, mit Anndherung zutreffen wiirde.

Beide Lehren haben durch Druckversuche nicht die erforderliche
Bestitigung erfahren.

Eine befriedigende Theorie der Druckfestigkeit wiirde diese jedenfalls
als Funktion der Hohe geben miissen (§ 13) und, wenn sie vollkommen
sein soll, auch den Fall der Knickung (§ 23) einzuschlieBen haben. .
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I1I. Biegung.

Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden Krifte
treffen dessen Achse rechtwinklig und geben fiir jeden Querschnitt
ein Kriftepaar, dessen Ebene senkrecht auf demselben steht.

§ 16. Gleichungen der Biegungsanstrengung
und der elastischen Linie unter der Voraussetzung, dafl
der Stabquerschnitt symmetrisch ist, und dafl die Ebene
des Kriiftepaares in die Symmetrie-Ebene des Stabes fiillt
oder ihr parallel ist.?)

Bei der Entwicklung dieser Beziehungen pflegt man von der durch
Fig. 1 dargestellten Sachlage aus in folgender Weise vorzugehen.

Der bei A4 als eingespannt vorausgesetzte Balken AB ist am freien
Ende B durch die Kraft P belastet, hinsichtlich welcher angenommen
wird, dafl sie in die Ebene und Richtung der einen Hauptachse des
Stabquerschnittes falle. (Uber das Kennzeichen der beiden Haupt-
achsen eines Querschnittes vgl. § 21, Ziff. 1.) Die Kraft P ergibt dann

[SUIESH
—ex— —edxl

Fig. 1.

fiir den beliebigen, um x von A abstehenden Querschnitt CC ein Krafte-
paar, dessen Moment P (I — z) ist, und dessen Ebene den Querschnitt
senkrecht schneidet, sowie eine in die Querschnittsebene fallende Kraft P.
Die letztere wird als nicht vorhanden angesehen und damit die oben als
Voraussetzung der einfachen Biegung hingestellte Bedingung, daB sich
die duBeren Krifte fiir jeden Querschnitt durch ein Kriftepaar ersetzen
lassen, dessen Ebene den letzteren rechtwinklig schneidet, erfiillt.

') Den Nachweis, da die Hauptgleichungen 12 (S. 199) der Biegungslehre
Symmetrie des Querschnittes, wie oben angegeben, voraussetzen, hat Verfasser
durch die§.227u. f. besprochenen Versuche erbracht. Bis dahin wurde allgemein an-
genommen, dafl die Symmetrie nicht notig sei, daB3 es ausreiche, wenn die Ebene
des Kriiftepaares den Querschnitt in einer der beiden Hauptachsen schneide.

13*



196

III. Biegung.

Es bezeichne mit Bezugnahme auf die Fig. 1 bis 5:

M,

7

das Moment des biegenden Kraftepaares hinsichtlich des in
Betracht gezogenen Querschnittes,

den Abstand eines Flachenstreifens d f = zd % im letzteren
von derjenigen Hauptachse, welche senkrecht zur Ebene des
Kraftepaares steht, d. i. hier 00 (Fig. 5),

= S y?df = /722dy das Trigheitsmoment des Quer-
schnittes hinsichtlich dieser Hauptachse,

den grofiten positiven Wert von 7 (Abstand der am stéirksten
gezogenen oder gespannten Faser),

den grofiten negativen Wert von 7 (Abstand der am stirksten
gedriickten Faser),

= e, = e, sofern der Querschnitt so beschaffen ist, daBl beide
Abstande gleich grof sind,

die durch M} im Abstand 7, d. h. im Flachenstreifen d f = zdy
hervorgerufene Spannung,

bzw. k die zuldssige Anstrengung des Materials auf Zug bzw.
Druck,

und y die Koordinaten des beliebigen Punktes O der elasti-
schen Linie, d. h. der Kurve, in welche die urspriinglich gerade
Stabachse bei der Biegung iibergeht, bezogen auf das aus Fig. 2
ersichtliche Koordinatensystem,

den Kriimmungshalbmesser der elastischen Linie in dem be-
liebigen Punkte O,

den Dehnungskoeffizienten, d. i. die Anderung der Lingen-
einheit fiir das Kilogramm Spannung.

Fig. 2. Fiz. 3.

Unter der Einwirkung der Kraft P biegt sich der Stab, wie Fig. 2
erkennen liflt. Infolgedessen werden zwei urspriinglich parallele Quer-
schnitte CC und C, C;, Fig. 1, welche um dx = (00, voneinander ab
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stehen, diesen Parallelismus verloren haben und einen gewissen Winkel
CMC, = d¢, Fig. 2 und 3, miteinander einschliefen. Daf sie eben und
senkrecht zur Mittellinie bleiben, wird vorausgesetzt. Die oberhalb
einer gewissen Faserschicht, welche sich in GH, Fig. 2 und 3, darstellt,
liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb gelegenen verkiirzt.
In der bezeichneten Faserschicht ist die Dehnung gleich Null, weshalb
sie ,,neutrale Schicht“ genannt wird.

Fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt CGC findet sich die ver-
héltnisméBige Dehnung ¢ im Abstand v von der Geraden, die sich in ¢
projiziert, aus der Erwigung, dal bei EHP,E CGPC die Strecke
PP, = CE = GH = dx infolge der Biegung iibergegangen ist in PP/,
also

PP/ —PP, PP{ _ wde D
PP, GH de

Die hiermit verkniipfte Spannung o ergibt sich unmittelbar aus dem
Begriff des Dehnungskoeffizienten o nach Gleichung 2, § 2, zu

_ & _ v d¢
a_“—adx,.......2)

sofern Krifte senkrecht zur Stabachse auf die Faserschicht nicht ein-
wirken (vgl. § 7 und § 14).

Die so im Innern des Stabes durch das Moment M, wachgerufenen
Krifte miissen sich mit diesem im Gleichgewicht befinden. Dazu ge-
hort, dafl die algebraische Summe dieser
inneren Kréfte in Richtung der Stabachse
gleich Null, und daB sie ein Moment liefern,
welches gleich und entgegengesetzt M, ist.
Die erste Forderung gibt, wenn der im Ab-
stande v von der neutralen Schicht liegende
Flachenstreifen mit df bezeichnet wird,

fodf=0,. . . . . . . 3

genommen iiber den ganzen Querschnitt.
Mit Riicksicht auf Gleichung 2 sowie
in Anbetracht, dal der Quotient —%% fir - Fig. 4. Fig. 5.
samtliche Streifen eines und desselben Querschnittes den gleichen Wert
besitzt, findet sich aus Gleichung 3

\wdr=0 . ..
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Unter der Voraussetzung, dall der Dehnungskoeffizient o fiir
alle Punkte des Querschnittes gleich gro$3, also unabhéngig von der Grofe
und dem Vorzeichen der Spannung ¢ oder der Dehnung ¢ ist, folgt

fvdf=0, . . . . . . . . 5

d. h. die Gerade, in welcher die Dehnungen und die Spannungen den
Wert Null besitzen, die sogenannte ,neutrale Achse oder ,,Null-
achse®, geht durch den Schwerpunkt des Querschnittes und ist, da die
Ebene der dufleren Kréfte den letzteren in der einen Hauptachse
schneidet, die andere Hauptachse desselben. Somit ist unter Beachtung
von Fig. 4 und 5, worin 00 die Nullachse bedeutet, zu setzen

v = 7.
Die zweite Bedingung liefert
Jedf .y =My . . . . . . . . 6)

und nach MaBgabe der Gleichung 2 unter der beziiglich « unmittelbar
vorher ausgesprochenen Voraussetzung

dg g’
M, = — ==\72df,
o dx 077 af
woraus mit
Sprdf=0, . . . . . . . )
d. i. das Trigheitsmoment des Querschnittes in bezug auf OO,
=2 9 8)
o dx
oder
dgf . ﬂ’l(,
dx ~ * 0
womit Gleichung 2 iibergeht in
My

Hiernach sind die Spannungen proportional
dem Abstande der Fliachenelemente von der
Nullachse, wie in Fig. 6 dargestellt ist.

Damit ergibt sich die grofte Zugspannung o,
fir den gréften positiven Wert von %, d. i. nach Fig. 5
fir v = + ¢, zu

alebe. ) . 1)

o !
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die groBte Druckspannung o, fiir den groften negativen Wert
von 7, d. i. fiir p = — e,, zu

= — g o 1)
so dal}
Ir2>%el k>i”0_”ezl
oder 12)
wen® e |

Ist p der Abstand des Punktes M, in welchem sich die Durch-
schnittslinie der beiden Querschnitte (Fig. 3 und 4) projiziert von dem
Punkte O, Fig. 4, also der Kriimmungshalbmesser der jetzt gekriimmten
Stabachse, d. h. der elastischen Linie im Punkte 0O, so findet sich

dx = pdy
_dx 0O
°= Tde T oM,
oder
1 M,
9—19........13)

Der reziproke Wert des Kriimmungshalbmessers, d. h. die
Kriiommung, ist hiernach proportional dem Dehnungskoeffizienten «,
dem biegenden Moment M, und umgekehrt proportional dem Trag-
heitsmoment 6.

Mit der Anndherung, mit welcher der allgemein giiltige Ausdruck

el

d%y
* dx?
ersetzt werden darf durch
1 d?y
e + da? ’ 14)
dy \* - e e .
was wegen 1 - E) = ~ 1 zuléssig erscheint fiir Durchbiegungen
des Stabes, die klein sind im Verhiltnis zur Stablinge, findet sich
d2
M= + 2 4 15)

— o dx?
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§ 17. Triigheitsmomente.

Die in § 16 entwickelten Hauptgleichungen setzen im Falle ihrer
Benutzung die Kenntnis des betreffenden Trigheitsmomentes voraus.
Hinsichtlich der Berechnung desselben sei folgendes bemerkt.

Ist

; O das Trigheitsmoment des Querschnittes

e

?'7 '_—_%_-é“ in bezug auf die Schwer punktsachse 00,

1 5- Fig. 1, also @ = f2df = /92 z dy,

N ! O, das Trigheitsmoment desselben Quer-

' , $ schnittes in bezug auf die Achse @ @,
a ! i a welche im Abstande a zu O O parallel

lauft, demnach @, = /(y + a)2df,
f die GroBle des Querschnittes,
so ergibt sich

0,= [+ ard = [72df+2afydf+a* [ df
und unter Beachtung, daf
Snrdf =6 S7df =0 Jdf =

=60 +af. . . . . . . .1
Von diesem Hilfssatz, der ausspricht, daB das Tragheits-
moment in bezug auf die Achse @ @ gleich ist dem Trag-
heitsmoment hinsichtlich der zu @ @ parallelen Schwer-
punktsachseOO, vermehrt um das Produkt aus Querschnitts-

flaiche und Quadrat des Abstandes der beiden Achsen, lilt
sich oft mit Vorteil Gebrauch machen.

1. Rechteck, Fig. 2.

Das Tragheitsmoment in bezug auf die Seite AB betrigt
h

01=Sx2bdx = —:l)’—bh",

0
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folglich in bezug auf die um %davon abstehende Schwerpunkts-

achse 00

1 h\2 1
— ) — g2 f— —Ppps — [ _ 3
O=0,—a?f 3bh <2>bh 12bh 2)
und
3)
4)

Fig. 4.

Fiir die Schwerpunktsachse OO wegen n = 7 sin @, z = 2 7 cos ¢
+r i

2
0 = Xyzzdﬁ = 4r4§ sin? ¢ cos? ¢ d¢ = %r‘i

—r 0
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Wir denken uns die Ellipse in Verbindung gebracht mit dem
sie umschliefenden Kreis vom Radius @ und beide Querschnitte in
unendlich schmale Streifen senkrecht zur Achse OO geschnitten. Das
Trigheitsmoment eines jeden Kreisstreifens verhilt sich nach Gleichung 2
zu demjenigen des Ellipsenstreifens wie

1 (%)3

Folglich ergibt sich das auf OO bezogene Trigheitsmoment der Ellipse

nach Gleichung 5 zu
0 7 AN b3 )

5. Zusammengesetzte Querschnitte.

a) Rechnerische Bestimmung, Fig. 6.

Fig. 6.

Der Querschnitt kann zusammengesetzt gedacht werden aus
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dem liegenden Rechteck 14.2 = 28 qem,
. Dreieck % 1.1= 056 ,,
, stehenden Rechteck 1.(1206—2—1)= 9,05 ,,
,» liegenden Rechteck 28.1= 28

Die Lage der Schwerpunktsachse O O bestimmt sich aus

) \
28> 405 (2 + %) +9,05. (2 + 9,05.0,5) + 2,8. (12,05 — 0,5)

L = 2,99
‘ 28 + 0,5 + 9,05 + 2,8 om

und das Trigheitsmoment in bezug auf diese Achse nach MaBgabe der
Gleichungen 2, 4 und 1 zu

0= le‘ 14,0 . 2,03 + 14.2 (2,99 — 1)°

1 1
—1.18 4+ —1.1(2,99 — 2,33)?
+361 1 —l—2 (2,99 — 2,33)

1
+ 12 1.9,05% 4+ 1.9,05(6,025 — 2,99)2

1
-+ 1o 2,8.13+ 2,8.1(11,55 — 2,99)% = 500,7 cm*.

b) Zeichnerische Bestimmung, Fig. 7 bis 9.

Bei zusammengesetzten, insbesondere unregelméfBig begrenzten
Querschnitten pflegt das folgende, von Mohr angegebene zeichnerische
Verfahren rascher zum Ziele zu fiithren als der Weg der Rechnung.

Die Querschnittsfliche von der GroBe f (im Falle des gewahlten
Beispiels Querschnitt einer Eisenbahnschiene) wird parallel zur Achse,
in bezug auf welche das Trigheitsmoment gesucht werden soll, in eine
Anzahl Streifen zerlegt; hierauf trigt man die Querschnitte f,f,f; ... ..
f10 dieser Streifen als Strecken f; =01, /, =12,/ =23-... f1o=910
auf einer zur genannten Achse parallelen Geraden auf (Fig. 8) und stellt
sich diese Flichen als Schwerkrifte vor, welche in den Schwerpunkten
der Streifen angreifen; konstruiert mit dem symmetrisch zu 0 10 ge-

legenen und von dieser Linie um % abstehendenPunkt O als Pol Krifte-

und Seilpolygon, Fig. 8 bzw. Fig. 9. In dem Schnittpunkt C (Fig. 9)
der dullersten Polygonseiten 1 € und 10 ' wird alsdann — wie ohne
weiteres aus der Natur des Seilpolygons folgt — ein Punkt der
gesuchten Schwerlinie CD erhalten, wihrend die von dem Seilpolygon
123 ....10und den beiden Polygonseiten 1 C' und 10 C eingeschlossene
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Flache F, (in Fig. 9 durch Strichlage, von links nach rechts ansteigend,
bezeichnet) mit / multipliziert das Trigheitsmoment beziiglich der
Schwerachse CD liefert.

Beweis:

Auf den Knotenpunkt 1 des Seilpolygons, welchen wir uns heraus-
geschnitten denken, wirken in der Richtung C' 1 die Kraft S, in der

9 Fig. 8.

£

———

|

|

!

|

I

!

) I
' |
—!

Richtung 12 die Kraft S; und senkrecht abwirts die Schwerkraft f,.
Dieselben ergeben in bezug auf den Durchschnittspunkt 4 der Geraden
C 1 mit der beliebigen, zur Richtung der Streifen und der Schwerpunkts-
achse CD parallel laufenden Achse 4B, die Momentengleichung

fhha = H-;/-ITBP

sofern §; in der eigenen Richtungslinie nach B, verlegt und hier in seine
Vertikalkomponente und in seine wagrechte Seitenkraft

f

2
zerlegt wird.
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Durch Multiplikation mit z; findet sich
A B, .z
2

fiz2= 2H = 2 H .Fliche A1 B, = f.Flache 4 1 B,.

In ganz gleicher Weise folgt fiir den Knotenpunkt 2
fo 2,2 = [ . Fliache B, 2 B,,
fiir die folgenden Knotenpunkte
fsz,2 = [ . Flache B, 3 B,,

fio 2% = [ . Flache By 10 By,.

Nun ist das Triagheitsmoment @, des ganzen Querschnittes in
bezug auf die Achse 4B;, — streng genommen allerdings nur unter
Voraussetzung unendlich schmaler Streifen —

01 = ha?+ o+ fya® + ...+ frad
= f.(Fliche A 1 B, + Flache B, 2 B, + Fliche B, 3 B; +
..... + Fliche B, 10 B,,)
= f . Fliche 41510 CB,,

und in Hinsicht auf die Schwerpunktsachse ¢' D nach Gleichung 1
O = 0,—fa%
Unter Beachtung, dal Fliche AB;C = a? (wegen <_ ACB,,
= 90%), wird
O = f.(Fliche 41510 CB,, — Fliche ACB,,)
= f.Fliche1510C = f . F,,
wie das Mohrsche Verfahren voraussetzt.

Fiir die Achse EE CD ist, wie nach MaBgabe des Erorterten
ohne weiteres klar, das Trigheitsmoment

{ . (F, + Fliche CEG),

d. h. gleich dem Produkt aus Stabquerschnitt und der Summe der
beiden in Fig. 9 durch Strichlage hervorgehobenen Flichen.

¢) Ermittlung durch Instrumente.

Durch Umfahren des Querschnittes mittelst ,,Integrators lassen
sich die Tragheitsmomente beliebig gestalteter Flichen rasch und aus-
reichend genau ermitteln. Solche Instrumente werden z. B. von der
Firma J. Amsler-Laffon & Sohn in Schaffhausen a. Rh. geliefert.



206

I1I. Biegung.

6. Zusammenstellung.

. Tragheitsmoment | Schwerpunkts- Groe des
Querschnittsform Querschnittes
(<] abstand f
T d =
4 — 2
Fig. 10. 64 d ¢ 2 4 d
_'T, (d4 d. 4 — d = (dz 2
Tig. 11. 64 — % ) c = 2 4 - dOH)
Fig. 12. “adb e = a Tab
Fig. 13. 4 (@b —ay* by) e = a 7 (@b —agby)
Fig. 14. . 1 513 3
; % 513 bt = 0,54b4 ¢ = 0,866 b 3V8 4 2,62
W fRa 16 2
Fig. 15. {_'. X 0,54 bt e — b 2,6 b2
7 v
vk -
P 4 1 h
) ' 3 -
Tig 16. i s 12 bh e = B bh
H] ;
1 h
5 OB b e = bh—byh,

Fig. 17. Fig. 18. TFig. 19").

1) Fiir Stébe,deren Querschnitt in bezug auf die Ebene, in welcher die éulleron
Krifte wirken, unsymmetrisch ist, wie das z. B. bei Fig. 19 zutrifft, liefern die Ent-
wicklungen in § 16, die zu den Gleichungen 12 daselbst fiihren, die Inanspruch-
nahme zu gering; vgl. die Darlegungen S. 227 u. f.
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. Tragheitsmoment | Schwerpunkts- ] Groe ‘?es
Querschnittsform Querschnittes
(2] abstand f
L[h%—{—(b—s)sa] e = 13 hs 4 (b—s)s
12 : 2
1
e, = —h
1 3 1
—bh3 —0b h
36 bh s . 5 d
& = 3
. L, _b+2bh
S o108 2 l—b—-|-b_§ b+ b
) Y0 s _1__.b2+4kasi 1 %1y
Fig. 22. fz{/\%/‘* 36 b+b | 2b4b b 2
A T b+ b, 3
) e, = 0,212d 7
Fig. 23. , 9 d4 1 ’ e
0,0069 e, = 0,288d

Uber die beiden Haupttrigheitsmomente eines Querschnittes vgl.
§ 21, Ziffer 1.

§ 18. Fiille bestimmter Belastungen.

1. Der Stab (vergl. Fig. 1 und Fig. 2, § 16) ist an dem einen Ende
eingespannt, am freien Ende mit P belastet. AufBlerdem triigt derselbe
eine gleichmiBig iiber seine Linge I verteilte Belasttng Q@ = pl.

Fiir den beliebigen Querschnitt CC, welcher um z von der Ein-
spannstelle absteht, ergibt sich
| — x)?
My, = P (l—ux) —I—p(—.

2
Den groBiten Wert erlangt M, fiir x = 0, ndmlich

max (My) = Pl—l——p—;— - (,P—I—%)l.

\

Demnach findet nach den Gleichungen 12, § 16, die starkste Anstrengung
im Querschnitt der Einspannstelle 4 statt.
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Zur Feststellung der elastischen Linie ergibt sich mit Gleichung 15,

§ 167
Py _ 2 pa— G—ar

und fiir Materialien, fiir welche der Dehnungskoeffizient « konstant ist —
Gleichung 15, § 16, gilt zundchst auch nur fiir solche — sowie unter der
Voraussetzung der Unverdnderlichkeit des Trigheitsmomentes @

dy _ N P g, L
T = 6[P<lx 2)—{—2(l2x lx2+3)+C],

sofern die Integrationskonstante C' genannt wird. Dieselbe bestimmt
sich aus folgender Erwdgung. Mit der Bezeichnung der Einspannung
verkniipft man den Begriff, dafl an der Einspannstelle die elastische
Linie (in Fig. 2, § 16, AGHB) von der urspriinglich geraden Stabachse
(AX) berithrt wird 1), d. h.

fir 2 = 0 st L — 0.
dx
Damit folgt ¢ = 0, so dal
dy o x P/ x?
= = — — ]+ (12— -z . . .
= [PG 2), 20 lx+-3”x 1)

Hieraus laBt sich fiir jeden beliebigen Punkt der elastischen Linie
der Winkel berechnen, welchen die Tangente an letzterer in dem be-
treffenden Punkt mit der urspriinglich geraden Stabachse einschlief3t.
Beispielsweise findet sich fiir das freie Ende B, Fig. 2, §16, dieser
Winkel 8 mit ¢ = [ zu

mﬁ:f%@+%w2

und angenéhert, da es sich nur um sehr kleine Werte von § zu handeln
pflegt,

ﬂ:f%@+%%?..... . 2)

Aus Gleichung 1 folgt unter Beachtung, dal
fir x = 0 auch y = 0,

die Gleichung der elastischen Linie

1) Uber die Zulissigkeit dieser nur ausnahmsweise tatséchlich vollkommen
erfiillten Voraussetzung vgl. § 53.
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a | P x P [ 2 x? .
= —|—(l—5|+ (12— — ..o 3
y 0[2(’ 3>+4(l i )
Die Durchbiegung ¥’ des freien Endes betrigt, da hierfiir x = I,
a« [P | pl\ . o« (P @Q
= B = =+ =B . . . 4
y 0<3+8)l 0(3+8 )

2. Der Stab liegt beiderseits auf Stiitzen, Fig. 1. Er ist belastet durch
die gleichmaBig iiber ihn verteilte Last @ = P (a +b) = pl und
durch die im Punkte C angreifende Kraft P.

Fig. 1.

Die Auflagerdriicke der Stiitzen 4 und B sind

Q
2 H

Q

b a
A—P-l——i— B_PT+?'

Fiir den innerhalb der Strecke AC um x vom Auflager 4 abstehenden
Querschnitt ist das biegende Moment

2 2
ne dems G P et

Dasselbe erlangt innerhalb der Strecke 4C = a einen groBten Wert fiir

b Q

P l
*Tgtte
sofern
{
a>?

Der gesuchte Querschnitt kénnte hiernach nur in der groBeren der beiden
Strecken a und b liegen, und zwar zwischen der Balkenmitte und dem
Angriffspunkt C' der Kraft P, vorausgesetzt. daf}

Bach, Elastizitdt. 6. Aufl. 14
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ab<a— ? oder _Q_< 2b BY)
b Q
pa > P-l_+—2"

d. h. daB3 die iiber die Strecke a gleichmaBig verteilte Last grofler ist als
der Auflagerdruck in A.
Fiir den TFall, daB
P a—b
6‘> o5

liegt der durch die Biegung am stirksten beanspruchte Querschnitt im
Angriffspunkte C der Kraft P.
Demnach ergibt sich,

P a—b . R
wenn _Q_> 55 fiir den Querschnitt C
My = (Pl &) pat _ Q) ab
max(Mb)—(Pl+2/a 3 —<P+2 T 5)
wenn
P a—2b P l
6—<—~éb— fir z = ?b—*-?
Q z) p (P 7\2
— —_— L = —ph L —) — L [— _
max (1) = (P + 5 (G o+ 5) =5 (G o+ 5]
. b Q\2 1
AU L
Fir @ = 0 wird
max(Mb)=P—ll)—.a
und, wenn
a=b— L,
2
Pl
max (My) = —— . . . . . . .7
4
Fir P = 0 wird
l 12
max(Mb)= *'98- = ps 8)

Zur Bestimmung der elastischen Linie innerhalb der Strecke AC
ergibt sich nach Gleichung 15, § 16,
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d%y “. a2
dx? _O_(A'T—p 2)

und unter der Voraussetzung der Unverdnderlichkeit von « und @ 1)
(vgl. Ziff. 1)

dy _ _x (Ll . L
de @(2‘“ 6 P" +0’)’
o [1 1
_ — | — 3 — — 4
Y G(BAx g P¥ +Clx+02>.

Wegen
y =0 fir « =0 wird 0, = 0.

Fir die Strecke BC findet sich entsprechend

Py _ i( ot
de,2 % \Bxl Py7)
&__ﬁ_(,l_gxz__i 3+ ¢
dr, @ \2 T g Pl ’
______a'___ leS___ x4+0/x +0//
y] 0 6 1 24p 1 1 ’
" =0

1) Ist der Querschnitt des Stabes stetig oder sprungweise verénder -
lich, so konnen zur Ermittlung der Durchbiegung und der Neigung der elasti-
schen Linie verschiedene Wege eingeschlagen werden. Die Grundlage fiir rein
rechnerisches Verfahren findet sich z. B. in der Arbeit von Weyrauch: ,,Die
Gleichung der elastischen Linie willkiirlich belasteter Stiabe‘‘ unter I11. ,,Homogene
Stédbe mit sprungweise verdnderlichem Querschnitt‘* (Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik 1874, S.392u.f.). Land (Zentialblatt der Bauverwaltung 1886,
S. 249: ,,Die Durchbiegung voller Triger mit verénderlichem Querschnitt‘) und
spiter unabhéngig von ihm Ensslin (Dinglers polyt. Journal 1901, S. 341 u. f.:
,»»Die Durchbiegung ungleich starker Wellen‘; ferner: ,,Mehrfach gelagerte Kurbel-
wellen mit einfacher und doppelter Krépfung. Ihre Forminderung und An-
strengung‘‘. Stuttgart 1902) gehen von dem Mohrschen Satz aus, daB die elastische
Linie des urspriinglich geraden Stabes als Seilkurve aufgefat werden kann,
wéhrend KloB (,,Analytisch-graphisches Verfahren zur Bestimmung der Durch-
biegung zwei- und dreifach gestiitzter Trager. Berlin 1902) Einfachheit der
Losung durch Verbindung von rechnerischem und zeichnerischem Verfahren auf
etwas anderem Wege anstrebt. In nicht wenigen Fillen fiihrt schidtzungsweiser
Ersatz des Stabes mit verdnderlichem Querschnitt durch einen prismatischen
zu geniigend genauer Ermittlung der Durchbiegung und der Neigung der elasti-
schen Linie.

Uber das Bediirfnis, die Durchbiegung von Wellen oder auch die Winkel
zu bestimmen, unter denen die elastische Linie der Welle in den Lagern gegen den
Horizont geneigt ist, vgl. des Verfassers Maschinenelemente, 4. Abschnitt unter
,»B. Achsen und Wellen‘‘ (1892, §.317 u. f., S. 324 u. ., 1908, 8.541 u. f., S.548 u. f.}.

14*
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Die Senkung im Punkte C muf fiir beide Strecken gleich erhalten

werden, d. h.

1 1 1 1

I 3 4 e p— b J———— 4 | (v

6Aa o P +Cia 6Bb 24pb = Cb.
Ferner mufl der Neigungswinkel der elastischen Linie im Punkte C
der Strecke AC gleich dem negativen Wert des Neigungswinkels der
elastischen Linie im Punkte C der Strecke BC sein, d. h.

1 1 1 1
2 3 p— 2 3 4
2Aa Gpa +C, = 2Bb—{—6pb C.

Nach Beseitigung von C; und C’ mittelst der beiden letzten
Gleichungen findet sich

fiir die Strecke 4 C

R ]
e (e g
8, — (Pa.b(a6—}l-2b) n %iz)%;
fiir die Strecke B C 9)
S NIRRT
b= (Pab(26al+b) + inz)%

Die Durchbiegung y’ im Angriffspunkte C' der Kraft P ergibt
sich zu

10)

I24ab )azb2 o

/: —L- —_—
4 (P' 8ab 31 6

Fir den Fall, daB
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folgt
b=t (P 3e 51 1)
y = (P—}-%Q)%i—sg 12)
und, sofern @ = 0,
p= = EP, 13)

3. Der Stab ist beiderseits wagrecht eingespannt, Fig. 2, und belastet
durch die gleichmiiBig iiber ihn verteilte Last Q@ = p1, sowie durch
die in der Mitte C angreifende Kraft P.

Wie bereits unter Ziff. 1 erortert, wird mit der Bezeichnung
der Einspannung der Begriff verkniipft, dal die elastische Linie
an der Einspannstelle die urspriinglich gerade Stabachse zur Tangente
hat. Die vorausgesetzte Einspannung in 4 und B bedingt hiernach,

daB die gerade Stabachse 4B die elastische Linie ACB in 4 und B be-
rihrt. Inwieweit sich dies tatsidchlich erreichen laBt, dariiber wird in
§ 53 das Notige erdrtert werden. Bemerkt sei jedoch schon hier, dafl nur
in sehr seltenen Fillen von wirklicher Einspannung in dem bezeichneten
Sinne gesprochen werden kann.

Bei der Symmetrie der Belastung geniigt es, nur die Hélfte AC des
Stabes in Betracht zu ziehen.

An der Einspannstelle 4 wirken auf den Balken

ein Kriftepaar vom Moment M 4

,, Auflagerdruck 4 =

p
5+

9
s

Fiir den beliebigen, um x von der Einspannstelle 4 abstehenden
Querschnitt ist das biegende Moment
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pa?

My= M+ da— 3

Hiermit liefert die Gleichung 15, § 16,

dzy____oc( pa?’

woraus unter Voraussetzung, dall « und @ unverdnderlich sind,

pa®
o)

dy____i

de e

(MAx—}—%AxZ——

Die Integrationskonstante ist wegen der angenommenen Befesti-
gungsweise der Stabenden, d. h. wegen
dy

—E;:O fiirx=0,

ebenfalls gleich Null.
Die unbekannte Grofle des Momentes M , ergibt sich durch die Er-
wigung, dafl fiir

=5 w0

sein mul}, aus der Gleichung

I 1/(P @\ 3
0= 1‘“??3(‘?*“7)—4‘—1’@;
zu
__— Pl Q1
MA————(—S —l—Tz). . ¥s))

also links drehend, wie nach der Form der elastischen Linie erwartet
werden mufite.
Hiermit das biegende Moment im Abstande x von A

_ (B el (ﬂ LAV L
My = (8+12)+_2+2)x 2
Fiir die Stabmitte 2 = —‘l)— folgt
Pl QI
My= =450 - - . 18)

l
d. i. absolut genommen é)):i— weniger als das Moment M, an der

Einspannstelle.
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Da M, fir die Mitte C positiv ist, so mufl das Moment fiir einen Quer-
schnitt zwischen 4 und C' Null sein, entsprechend einem Wendepunkt
der elastischen Linie. (In Gleichung 13, § 16, wird p = oo fiir M, = 0.)

Fiir den Fall, dafl @ = 0, ergibt sich das Moment

Pl

im Punkte A zu — 5
. Pl

ix) 3 0 ’ _f"T;

,, Abstande x = —i— (Wendepunkt) 0.

Fiir den Fall, da P = 0, wird das Moment

: _er_ _ pP

im Punkte A4 T 5
l 12

» b O + Q— - + p

,, Abstande x = 0,21131 (Wendepunkt) 0.

Die Gleichung der elastischen Linie wird erhalten durch nochmalige
Integration des fiir den ersten Differentialquotienten erlangten Aus-
druckes unter Beachtung, dal} fiir # = 0 auch y = 0,

S 2 _r
: ; ( Myat Az = )
Hieraus findet sich die grofte Durchbiegung y fiir » = ‘i zu
@ o
(P+ )019? S V)

§ 19. Korper von gleichem Widerstande.

Korper dieser Art sind so geformt, dafl die Belastung in siamtlichen
Querschnitten eines und desselben Korpers die gleiche GroBtspannung
hervorruft. Unter Bezugnahme auf die Beziehungen 12, §16, heil3t dies,
daB fiir samtliche Querschnitte

M M
= e k=
€ €,

konstant ist. Daraus folgt, daf die Querschnitte mit M, sich derart
indern miissen, dall der Quotient
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Mb:g bzw. Mb:—g—
e, e,
fiir alle Querschnitte gleich bleibt.
Hiermit fithrt Gleichung 13, § 16, zu
1 My My 1k
p o O e e’

€

woraus ersichtlich, dafl im Falle eines konstanten Abstandes e, und bei
Unverinderlichkeit von o die elastische Linie zum Kreise wird.

1. Der einerseits eingespannte, andererseits freie Korper
mit rechteckigem Querschnitt von konstanter Breite & ist am freien
Ende durch P belastet, Fig. 1.

Fig. 1.

Fiir den um z von A abstehenden Querschnitt betragt

1 z @ 1
Mb:P(l——x), 9=§bz3, €]=82=?, ;—1‘:-—6-1722
Folglich
k, = _Iil_—_x)_ = konstant,
-l_b 22
6

woraus mit [ —x = x;

6P 6 P
o O g oy 22
2 kD I —=x) % b xy,

d. i. die Gleichung einer Parabel. Demnach ist in Fig. 1 die Begrenzung
EBD nach einer Parabel zu gestalten, fiir welche BA die Hauptachse,
B der Scheitel und E (D) ein zweiter Punkt ist, dessen Lage bestimmt
erscheint durch

/6P1L
v

—  — kb 1
AE=4D = = 4]
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Die Durchbiegung y’ am freien Ende ergibt sich unter Zugrunde-
legung des Koordinatensystems x y (vgl. Fig. 2, § 16) nach Gleichung 12
und 15, § 16, unter Beachtung des S. 215 und 216 Bemerkten aus

dy  ak,  ak, ok, 2akz}/7
de* e, ., 1 /6P Cowli—z
2 2l ks 09
16PIVI ———— 24P 16Pl3>
— —_—————— e — — 3 —_— F)
y “( Y A i T S i w1

sofern o als unverdnderlich betrachtet und im Auge behalten wird,
daB fir

_ dy _ _
x=0 dx_o y=20,
zu
, 8PI3
Vo= b

Fir den gleichbelasteten, jedoch prismatischen Stab ergab
Gleichung 4, § 18,
, o P 4P
D UV B 7
12

d.i. die Hélfte des Wertes von Gleichung 1.
Nach Mafigabe der vorstehenden Rechnung wiirde der Querschnitt
im Angriffspunkte der Kraft P gleich Null sein. Dieses natiirlich unzu-
ldssige Ergebnis ist die Folge der Vernachldssigung der Schubkraft.
Unter ,,Biegung und Schub‘ wird in § 52 das zur Feststellung
der Querschnittsabmessungen gegen das Ende des Stabes hin Erforder-
liche bemerkt werden.

2. Der Stab wie unter 1, jedoch von konstanter Hohe h, Fig. 2.

Fiir den um z, vom freien Ende B abstehenden Querschnitt er-
gibt sich

1 h 6 1
My = P, @:—1—2—h3z, 6 == 5 Z:thz’
P
k, = I %1 _ konstant,
Fh?'z
.= 8P
N

d. h. die Begrenzungslinien BC' und BD sind Gerade, deren Lage durch
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—— b 3P
AC = AD = — = ———
AC 2 k. h?
bestimmt wird.

Die elastische Linie ist nach Mafligabe der Gleichung

1 k, k.
— =a-—= 20—
n €4 h
infolge der konstanten Hohe des Stabes ein Kreis vom Halbmesser
_ h .
! 2 ak,

Fig. 2.
Die Durchbiegung y” am freien Ende B wird daher
, 2 2 6P
y—_——‘)ozakz—i:a—ﬁé‘—. . . . . 2)

d.i. 1,5 mal so groB, wie die Durchbiegung (nach Gleichung 4, § 18)
unter sonst gleichen Verhiltnissen bei konstanter Breite sein wiirde.
Vgl. SchluBbemerkung zu Ziff. 1.

3. Der Stab liegt beiderseits auf Stiitzen, Fig. 3, und ist durch
die im Punkte C angreifende Kraft P belastet.

[N

Fig. 3.
Der Teil AC verhilt sich wie ein bei C' befestigter und bei A

durch P% belasteter Stab, der Teil BC wie ein bei C' befestigter

und bei B mit Pgl belasteter Balken (Fall wie bei Ziff. 1 und 2).
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Ist der Querschnitt kreisformig, so findet sich fiir den beliebigen, um
x von A abstehenden Querschnitt der Strecke AC

b 2] e
= P— = ——_»3
JMb Pl x, e, 392 z°.
Damit wird
P—ll)—x
k, = = konstant,
s
327
5 — 32Plix
T owkl

d.i. die Gleichung einer kubischen Parabel, fiir welche AC die Haupt-
achse, A der Scheitel ist, und deren Ordinate im Querschnitt bei C' durch
die Gleichung

d = 3/ 32Paz-
7wkl

bestimmt wird.

Da sich fiir die Strecke BC ein ganz entsprechendes Ergebnis findet,
so besteht der gesuchte Korper AB aus zwei nach kubischen Parabeln,
welche sich im Querschnitt bei C' schneiden, geformten Umdrehungs-
korpern.

Vgl. SchluBbemerkung zu Ziff. 1.

§ 20. Die bei der Entwicklung der Gleichungen in § 16
gemachten Voraussetzungen und ihre Zuliissigkeit.
Der durch Biegung in Anspruch genommene Stab auf
Grund des Gesetzes ¢ = « o™,

Die Voraussetzungen, welche in § 16 zur Bestimmung der Biegungs-
anstrengung, Gleichung 12, fiihrten, sind:

1. Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden duflleren

Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt nur ein Kriftepaar.

Die Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht werden

kann, wirken nicht aufeinander ein, sind also unabhingig von-

einander.

3. Die urspriinglich ebenen Querschnitte des Stabes bleiben
eben.

Lo
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4. Der Stabquerschnitt ist symmetrisch, und die Ebene des Krafte-
paares fillt mit der Symmetrieebene des Stabes zusammen oder

ist ihr parallel.

5. Der Dehnungskoeffizient ist fiir alle Fasern gleich grof, also
auch unabhingig von der GréBe und dem Vorzeichen der
Dehnungen oder Spannungen.

o

Fig. 2. ooo ! o
0000$000000
0000H000000
000 0o
| oo

Fig. 3.

Von Fillen, in denen infolge iibergrofer
Hohenabmessungen des Querschnitts im
Verhéltnis zu den Breitenabmessungen Aus-
knicken zu erwarten steht, ist hierbei
abgesehen.

Diese Annahmen treten am deutlichsten
vor das Auge, wenn wir uns einen Korper
so ausgefithrt und beansprucht denken, daf3
sie erfiillt sind. Zu dem Zwecke stellen wir
uns vor, der Stab bestehe aus einzelnen, von-
einander unabhéngigen, urspriinglich gleich-
langen Fasern, etwa wie die Fig. 1 und 2
(Durchschnitt) erkennen lassen. Mit dem
einen Ende seien dieselben im Boden AB
befestigt, mit dem anderen an der Platte
CD. Die letztere, welche wir uns gewichts-
los denken wollen, werde in der Mittelebene
von einem Kréftepaar PP, dessen Moment
M, = Pa ist, ergriffen. Sie dreht sich in-
folgedessen um eine Achse FE. Die links von
dieser gelegenen Fasern werden gedehnt, die
rechts davon befindlichen erfahren eine Ver-
kiirzung. Von den gedriickten Fasern werde
vorausgesetzt, dal sie sich nach der Seite hin
nicht ausbiegen. Die Auffassung der Fasern
als vollkommen gleicher Spiralfedern, etwa
wie in Fig. 3 gezeichnet, wird diese Vor-
stellung erleichtern.

Wie ohne weiteres ersichtlich, sind bei
dieser Sachlage die Verlingerungen bzw. Ver-
kiirzungen der Fasern proportional dem Ab-
stande von der Achse EE.

Bedeutet A die Langendnderung, welche
die urspriinglich ! langen und im Abstande

von der Achse EE gelegenen Fasern erfahren haben, so ist
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die verhiltnismaBige Léangenidnderung, d. h. die Dehnung im Ab-
stande 7. Wird diese GroBle im Abstande 1 mit ¢’ bezeichnet, so
findet sich

— 2y
= &7

-

Hiermit ist eine Spannung

~

c = :t_
« !

Q |m

verkniipft, welcher bei dem Querschnitt f, der im Abstande 7 gelegenen
Fasern eine Kraft

<

ofy= 7 fo

o

entspricht.
Die Gesamtheit dieser inneren Krifte mull sich mit den dulleren
Kriften im Gleichgewicht befinden. Infolgedessen muf} sein:

die algebraische Summe dieser inneren Krifte in Richtung
der Stabachse gleich Null, d. h.

Jof,=2 7fy =0,

und ferner die Summe der Momente dieser inneren Krifte
gleich dem Moment des Kriftepaares Pa = M, d.h.

/
" fo7? = Mp.

Jofy.p=2

Aus der ersten Bedingungsgleichung folgt bei Unveridnderlich-
keit von «

Sy =0,

d. h. die Nullachse EE geht durch den Schwerpunkt siémtlicher Faser-
querschnitte, bildet also die zweite Hauptachse des Gesamtquer-
schnittes.

Die zweite Bedingungsgleichung fiithrt unter der soeben genannten
Voraussetzung, « betreffend, und bei Beachtung, dal X f,%* = 6, zu

’
g

sz

o

Betriagt der Abstand v der am stirksten gezogenen Fasern e,
der am stirksten gedriickten — e,, so erfahren diese Fasern die Span-
nungen

4 &

o, = e, bzw. o0,= ——e,,
o o
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woraus folgt

5 7, 5 g,
o & o e,
und hiermit
% %
My = 0 W= — a2
e e,

Bei Beriicksichtigung, daf

a, <k, —a, <k,
folgt
My, <k, 9 , My <k 9
& S8
oder
Mb Mb
kz>7(’], k‘>‘—(:)~62,
d.s. die in § 16 entwickelten Gleichungen 12.
Wir bemerken — wie hervorgehoben sei —, dafl bei der voraus-

gesetzten Sachlage die Stabachse gerade bleibt, dall also das Krifte-
paar PP mit dem Momente Pa eine Kriimmung derselben nicht ver-
anlaf3t.

An die Stelle der Kriimmungsachse, welche sich im Kriimmungs-
mittelpunkt projiziert, tritt hier der Durchschnitt der Ebenen CD
und 4B 1).

Weiter bemerken wir, daB hier die Ebene C D aufhort, senkrecht zur
Faserrichtung und zur Stabachse zu stehen.

Die Beziehung 1, § 16, welche fiir den gebogenen Stab, Fig. 2,
§ 16, unter der Voraussetzung abgeleitet worden war, daf} die Quer-
schnitte senkrecht zur gekriimmten Mittellinie stehen, gilt eben auch

1) Der Winkel (,/', den beide Ebenen miteinander einschliefen, 1aBt sich
durch folgende Erwégung leicht feststellen.

M
Es betrigt die Spannung im Abstande 1 von der Nullachse ?b und die

, M o -
Dehnung dieser Faser ¢ = « —e—b, somit die Lingenénderung der urspriinglich
! langen Faser im Abstande 1 von der Nullachse
Mo
e

d. i. aber auch gleich das MaB des Drehungswinkels der einen Ebene gegen
die andere, also

|p=(v-—9—-l P O



§20. Die Voraussetzungen der Gleichungen in § 16. 223

dann, wenn die Achse gerade bleibt, Fig. 1, nur miissen dann die einzelnen
Querschnitte sich gegen die Achse derart neigen, dafl ihre Ebenen sich
simtlich in derselben Geraden schneiden, welche den Durchschnitt der
Ebenen 4B und CD bildet.

Die Tangente des Neigungswinkels eines beliebigen, zwischen AB
und CD gelegenen Querschnittes ist proportional dem Abstand des
Schwerpunktes desselben iiber AB. p hat dann hierbei allerdings nicht
mehr die Bedeutung des Kriimmungshalbmessers, sondern bezeichnet
den Abstand der Schwerachse £ E von der Durchschnittslinie der Ebenen
AB und CD. Eine Ersetzung von 1 durch + gf%- ist dann natiirlich

x
unzuléssig. ?

1. Was nun zundchst die Voraussetzung unter 1 betrifft,
dall die auf den Stab wirkenden &duBeren Krifte fiir jeden
Querschnitt nur ein Kréftepaar liefern, so ist festzustellen,

Fig. 4. Fig. 5.

dafB dieselbe nicht erfiillt zu sein pflegt. Die Erzeugung des biegenden
Momentes erfordert Kréfte, welche nur ganz ausnahmsweise, etwa wie
im Falle der Fig. 1, wobei die Stabachse gerade bleibt, oder im Falle der
Fig. 4 oder 5 fiir den mittleren Teil AB, der dann wegen M, = konstant
nach einem Kreise gekriimmt ist, nicht mehr als ein Kriftepaar ergeben.
In der Regel ist immer eine Schubkraft vorhanden (vgl. Einleitung zu
§ 16), deren EinfluBl allerdings in vielen Fillen in den Hintergrund tritt.

Hinsichtlich der Fialle, in denen die Schubkraft Bedeutung
erlangt, mufl auf ,Biegung und Schub® in § 52 verwiesen werden.

2. Was sodann die unter 2 genannte Voraussetzung anbe-
langt, daB die Fasern eine gegenseitige Wirkung aufein-
ander nicht ausiiben, so erkennt man sofort, dal} dieselbe fiir einen
aus dem Ganzen bestehenden Stab nicht erfillt ist. Wie wir in § 1 bzw.
§ 7 und 11 sahen, ist verbunden: mit der Dehnung in Richtung der
Stabachse eine Zusammenziehung senkrecht zu derselben, also eine
Verminderung des Faserquerschnittes, und mit der Verkiirzung eine
Querdehnung, demnach eine Vergroflerung des Faserquerschnittes.
Diese Forménderungen senkrecht zur Stabsachse sind um so bedeutender,
je mehr die Dehnungen (positive wie negative) in Richtung der Fasern
betragen. Da nun hier diese Langsdehnungen mit dem Abstande von der
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Nullachse in absoluter Hinsicht zunehmen, so werden die von der letzteren
weiter abstehenden Fasern sich quer auch mehr zusammenziehen bzw.
mehr dehnen wollen als die unmittelbar benachbarten und nach der Null-
achse hin gelegenen. Infolgedessen werden diese der angestrebten
Querzusammenziehung bzw. Querdehnung zu einem Teile hinderlich
sein. Dieser gegenseitige FinfluBl der Fasern senkrecht zu ihrer Richtung

muBl nach dem Fritheren (§ 7 bzw. 14) die Beziehung ¢ = €, also
o

im Falle der Unverinderlichkeit von « die Proportionalitit zwischen
Dehnungen und Spannungen beeintrichtigen und die Festigkeit etwas
erhohen (§ 9, Ziff. 1, baw. § 14). Er wird allerdings nicht bedeutend sein.

AuBerdem werden aber auch die fest miteinander verbundenen
Fasern noch dadurch aufeinander einwirken miissen, dafl sich die
weiter von der Nullachse abstehenden mehr ausdehnen bzw. verkiirzen
und deshalb gegeniiber den unmittelbar benachbarten, dieser Achse
nither gelegenen, ein Bestreben zu gleiten haben.

In bezug auf den gegenseitigen Einflul der Fasern werden sich
verschiedene Querschnittsformen verschieden verhalten (vgl. auch § 9).
Vergleichen wir beispielsweise den rechteckigen Querschnitt (Fig. 6)
mit dem |—|-férmigen Fig. 7, so erkennt man sofort, daB die auf der Linie
GG liegenden Fasern des ersteren von ihren benachbarten inneren Fasern
mehr beeinflut werden miissen als die in gleichem Abstand liegenden
Fasern BCCB des anderen Querschnittes. Diese sind eben zum groBten
Teile nach innen frei.

Wird z. B. aus einem und demselben Material ein Stab vom Quer-
schnitt Fig. 6 und ein solcher vom Querschnitt Fig. 7 hergestellt, als-

dann fiir beide auf Grund der Gleichung

Mb = 0, —

Fig. 6. e

die bei der Bruchbelastung eintretende grofte
Faserspannung o, ermittelt, so mul} sich fiir
den ersteren Stab ein etwas groflerer Wert,
d. h. eine etwas groBere Biegungsfestigkeit, er-
a  geben als fiir den letzteren, vollstindige Gleich-

artigkeit des Materials vorausgesetzt. Erheblich
wird der Unterschied innerhalb des Gebietes der elastischen Dehnungen
nicht sein. Bedeutender kann er bei dynamischen Beanspruchungen
erwartet werden.

Die Ergebnisse von Versuchen des Verfassers mit breitflanschigen
I-Trigern aus FluBeisen deuten darauf hin, dal dieser Einflul innerhalb
des Gebietes der elastischen Dehnungen sehr gering ist (s. Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1910, S. 382 u.f.).

<)
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Aus dem Erérterten folgt weiter beispielsweise fiir die breitbasige
Eisenbahnschiene, Fig. 8, dafl die im Kopfe des Querschnittes zusammen-
gedrangte Masse der Dehnung (positiven wie negativen) einen verhéltnis-
mafig (im Vergleich zu dem, was bei den Entwicklungen im § 16 voraus-
gesetzt wird) groBeren Widerstand entgegensetzt als das Material in
dem breiten, wenig hohen Ful}, und da8 infolgedessen die tatsédchliche
Nullachse oberhalb der horizontalen Schwerpunktsachse des Quer-
schnittes gelegen sein mufl. Wird der letztere so bestimmt, dal diese
Achse in halber Hohe liegt, so kann hiernach der Querschnitt nicht als
ganz zweckméfBig bezeichnet werden, namentlich dann nicht, wenn der
FuB sehr breit ist. In solchem Falle mufl die wagrechte Hauptachse
des Querschnittes entsprechend tiefer als in halber Hohe sich befinden.
Hierdurch erklirt sich auch eine verhdltnismafig groflere Widerstands-
fahigkeit starkkopfiger Stahlschienen usw. sowohl gegeniiber gewohn-
licher Biegungsbeanspruchung als auch gegeniiber Schlagproben.

Q227772272773

Fig. 8. Fig. 9.

Je mehr sich die Querschnittsfliche in zwei schmale, der Nullachse
parallele Streifen zusammendréngt, Fig. 9, um so geringer wird der gegen-
seitige Einflul der Fasern aufeinander, um so zutreffender erscheinen
unter sonst gleichen Verhéltnissen die Beziehungen, welche auf Grund
der Voraussetzung Ziff. 2 entwickelt wurden, vorausgesetzt, dal nicht
ein anderer Umstand in Betracht kommt, der sofort erértert werden
wird.

Ohne den Querzusammenhang der Fasern miiiten diejenigen von
ihnen, welche gedriickt werden, in der Mitte nach der Seite ausweichen
(Fall der Knickung, vgl. § 23). In der Tat kann diese Neigung der ge-
driickten Fasern, nach der Seite auszuweichen, bei verhiltnismaBig groBer
Lénge des auf Biegung beanspruchten Stabes und bei entsprechender
Querschnittsform des letzteren, wie z. B. Fig. 9, dessen Widerstands-
fahigkeit erheblich vermindern.

Der Querzusammenhang der Fasern kann infolge des ortlichen An-
griffs der Krifte, welche das biegende Moment liefern, noch einen weiteren,
zunichst die Form des Querschnittes und sodann auch die Widerstands-
fahigkeit des Stabes dndernden EinfluB &uBern.

Bach, Elastizitit. 6. Aufl, 15
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Uberblicken wir das hinsichtlich des gegenseitigen Einflusses der
Fasern Gefundene, soerkennen wir, dafl im allgemeinen die Anstrengungen
k, bzw. k, wie sie sich nach den Gleichungen 12, § 16, ergeben, nicht
mehr den Charakter der reinen Zug- bzw. Druckbeanspruchung besitzen,
und daf es deshalb im allgemeinen als richtig erscheint, bei Ermittelung
der Abmessungen eines auf Biegung in Anspruch genommenen Stabes
als zuldssige Anstrengung des Materials Werte einzufiihren, welche aus
Biegungsversuchen gewonnen wurden. Inwieweit es zutreffend ist,
wenn an Stelle dieser Biegungsanstrengung die aus Zugversuchen
abgeleitete Grofie k, gesetzt wird, mufl — streng genommen — durch
Vergleichung der Ergebnisse vonZug- und von Biegungsversuchenfiir
jedes Material und die einzelnen Querschnittsformen festgestellt werden.
Hierbei ist im Auge zu behalten, daf es sich empfiehlt, die Versuche in
der Regel unter solchen Verhéltnissen anzustellen, wie sie bei den tech-
nischen Anwendungen vorliegen, auf welche die ermittelten Zahlen iiber-
tragen werden sollen. Der Beschreitung dieses Weges konnen sich aller-
dings in manchen Fillen sehr erhebliche Schwierigkeiten entgegen-
stellen.

Bei zusammengesetzten Koérpern wie Gittertrigern usw., welche
so konstruiert sind, daBl die einzelnen Teile fast nur Zug und Druck
erfahren, ist naturgemaf mit &, und k (falls nicht Knickung in Betracht
kommt) zu rechnen.

3. Was die oben unter 3 aufgefiihrte Voraussetzung anlangt,
daB die Querschnitte eben bleiben, so ist festzustellen, dafl auch
sie nicht genau zutrifft; die Schubkraft, welche mit dem biegenden
Moment verkniipft zu sein pflegt, wirkt auf Kriimmung der urspriinglich
ebenen Querschnitte hin (vgl. ,,Biegung und Schub® in § 52); doch
scheint, soweit das bis heute vorliegende Material ein Urteil gestattet,
die Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte bei ausschlieBlich oder
wenigstens in entschieden vorwiegender Weise auf Biegung beanspruchten
Staben, welche aus einem Material bestehen, fiir welches die Voraus-
setzung Ziff. 5 erfiillt ist, zuldssig zu sein.

Fiir einen Stab aus weichem Bessemerstahl von 140 mm Hohe
bei 55 mm Breite und 1200 mm Lénge, welcher sich bei einer Auflager-
entfernung von 1000 mm um 241,5 mm durchgebogen hatte, ohne zu
brechen, stellte Bauschinger fest, dall bei dieser ganz bedeutenden
Durchbiegung die urspriinglich ebenen Querschnitte eben sowie
senkrecht zur elastischen Linie geblieben waren, und die Lénge
der frither geraden, 1000 mm langen elastischen Linie sich nicht
gedndert hatte.

Versuche des Verfassers mit allerdings weniger hohen Stiben aus
Schmiedeisen fithrten zu dem gleichen Ergebnis.
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Das Ebenbleiben der Querschnitte bei Materialien, welche Pro-
portionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen iiberhaupt nicht
aufweisen, wird nach dem in der Fulbemerkung 1, S. 249 Be-
merkten und nach dem, was aus dem bis heute vorliegenden Versuchs-
material geschlossen werden kann '), bis auf weiteres gleichfalls als
zuldssig' angenommen werden diirfen.

4. Um die Bedeutung der unter 4 angegebenen Voraussetzungen
moglichst einfach und deutlich klarzulegen, sollen die folgenden
Betrachtungen an einen bestimmten Fall angekniipft werden.
Wir denken uns einen Stab vom Querschnitt Fig. 10,
in der Mittelebene der Stegmitte belastet?) gemall
Fig. 5, so daB fiir den mittleren Stabteil, den wir
allein ins Auge fassen wollen, die #uBeren Krafte
nur ein Kraftepaar ergeben. 9 ‘\E &

Der Kern des auf Biegung beanspruchten Stabes
ist der Steg, wie in der Abbildung durch Strichlage
hervorgehoben ist. Bei der Durchbiegung in senk-
rechter Richtung werden die Fasern in K verkiirzt
und bei F gedehnt. Damit wirkt der Steg bei E auf
die obere Flansche ED driickend und bei F auf die
untere Flansche FC ziehend. Die obere Flansche
erscheint hiernach als ein Stab, der durch eine
exzentrisch angreifende Kraft auf Druck bean- g d. )
sprucht wird und infolgedessen eine ungleichméafige
Verteilung der Spannung iiber den Querschnitt erfihrt.

Die untere Flansche zeigt sich-als Stab, der durch

eine exzentrisch wirkende Kraft auf Zug be- Fig. 10.
ansprucht wird und deshalb gleichmalige Ver-

teilung der Spannungen iiber den Querschnitt nicht aufweisen kann.
Die obere Flansche und mit ihr der obere Teil des Steges wird sich daher
kriimmen miissen, wie in Fig. 11 in iibertriebenem Mafe fiir ein mittleres
Stiick des Stabes angegeben ist, wihrend die untere Flansche sich in
entgegengesetzter Richtung zu kriimmen bestrebt ist, wie Fig. 12 dar-
stellt. Der Steg selbst wird sich also obennachlinks, unten
nach rechts ausbiegen, seine urspriinglich eine senk-
rechte Gerade bildende Mittellinie wird eine S-formige
Gestalt annehmen; er wird eine Verdrehung erfahren,
seine Querschnitte werden sich wolben miissen (vgl. Taf. X).

1) Vgl in dieser Hinsicht u. a. E. Meyer in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1908, S. 197 u. f.

?) Auf den Fall der Belastung in der senkrechten Hauptachsenebene
wird 8. 230 eingegangen werden.

15%
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Durch diese Verdrehung werden natiirlich auch die Flanschen in Mit-
leidenschaft gezogen. Je hoher der Steg ist, um so leichter wird sich
unter sonst gleichen Umstédnden seine Forménderung vollziehen konnen.
Die Stegstarke wird den entgegengesetzten EinfluBl duflern, je groBer
sie ist, um so bedeutender wird der Widerstand sein, den der Steg gegen-
iiber der ihm zugemuteten Forméinderung leistet.

9
& @ 03

ANRRRR q
\\\\\‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

|
|
I
l
|
I
l
l
l
|
|
l
l
l
|
|
@L"la e

"93

Um den Grad der UngleichméaBigkeit der bezeichneten Spannungs-
verteilung iiber die Flanschen festzustellen, wurde ein _J-Triger Profil
Nr. 30 @ = 7975 cm? Fig. 13 in eine stehende Priifungsmaschine
gebracht und darin belastet gemi Fig. 5. [ = 1000 mm, ¢ = 1000 mm.
Durch Spiegelapparate wurden gemessen: die Léngendnderungen der
Fasern auf 200mm Erstreckung an den in Fig. 13 bezeichneten 4 Stellen:
M, M, M,und M,, welche um je 145 mm von der wagrechten Haupt-
achsenebene abstehen. Die Untersuchung lieferte fiir die Be-
lastungsstufe P = 250/1750 kg die Beanspruchungen in der Richtung,
in welcher die Dehnungen gemessen worden waren,
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,= +310
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Diese Zahlen zeigen deutlich
die auBlerordentlich ungleichméfige
Verteilung der Beanspruchung iiber
die Flanschen, wihrend die iibliche
Rechnung (in § 16) im gleichen
Abstand von der Nullebene die
gleiche Beanspruchung annimmt.
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Fig. 16.

Wenn geradliniger Verlauf der
Beanspruchungen von M, nach M,
und von M,nach M, angenommen
werden darf (in Wirklichkeit wird der
Verlauf — mindestens durch den
Steg hindurch — voraussichtlich ein
etwas anderer ‘sein), so wird sich
fiir die obere Flansche die Druckver-
\ teilung nach Fig. 14 und fiir die untere
N die Zugverteilung nach Fig. 15 er-
4 geben, wihrend die iibliche Rechnung
A (§16) den Verlauf der Beanspruchung

%“r‘ *—T 3% nach den Geraden N,N, bzw. N,N,
i
i

Fig. 15.

Fig. 17.

s

Fig. 18. voraussetzt, entsprechend ¢ = 273

o kg/qem. Somit fithrt der Versuch fiir




230 ITI. Biegung.

417 —2
‘2—737_3 = 539, hoheren Druckbeanspruchung

370 —
: 27 3—2‘E =36% . Zugbeanspruchung

Aufler der Untersuchung mit Belastung des Tragers in der Steg-
mittelebene wurden noch Versuche durchgefithrt mit Belastung in der
senkrechten Hauptachsenebene des Querschnitts, wie Fig. 16 andeutet.
Dabei ergab sich

M, zu ciner um 100

M3 29 2 29 100

in M, 6, = — 518 kg/qem
in M, 6, = +104
in M, g, = 4 456
in M, g, =— 16

Diese Zahlen liefern die Fig. 17 und 18; sie zeigen noch eine weit
groere UngleichméBigkeit der Verteilung der Beanspruchungen iiber
die Flanschen als diejenigen, welche sich im Falle der Belastung des
Triager sin der Stegmittelebene ergaben; in der gedriickten Flansche
zeigt sich auBen sogar eine Zugspannung und in der gezogenen Flansche
eine — allerdings sehr kleine — Druckspannung. Hier fiihrte der
Versuch fiir

518 — 273

M, zu einer um 100 T

456 — 273
273

als die iibliche Rechnung.

Hiernach ist festzuhalten, daB die Entwicklungen in § 16 nur unter
der Voraussetzung gelten, dal der Stabquerschnitt symmetrisch ist, und
dafl die Kraftebene (Ebene der belastenden Krifte) mit der Symmetrie-
ebene zusammenfillt. Die Beurteilung der Widerstandsfiahigkeit nach
den Gleichungen 12, § 16, kann bei Kérpern mit unsymmetrischem Quer-
schnitt—je nach den Verhéltnissen—zu einer mehr oder minder grofien,
unter Umstéinden zu iiberaus bedeutender Uberschitzung Veranlassung
geben.

Werden die infolge der Unsymmetrie oder Einseitigkeit des Quer-
schnittes auftretenden Forménderungen mehr oder weniger (z. B. durch
Verbindung mit anderen Teilen) gehindert, so wird dadurch die Wider-
standsfihigkeit erhoht. So wird das z. B. eintreten, wenn zwei _]-Triiger
mit dem Riicken ihrer Stege zusammengenietet werden usw.

Der im vorstehenden besprochene nachteilige Einflul der Un-
symmetrie des Querschnittes ist vom Verfasser auch noch festgestellt
worden durch Bruchversuche mit Gufleisen und aus Durchbiegungs-
versuchen mit FluBeisentragern. Niheres hieriiber sowie iiber die oben

= 909/, hoheren Druckbeanspruchung

M3 2 1] I8 100

= 67% Zugbeanspruchung
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erwihnten Untersuchungen findet sich in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1909, S.1790 u.f. und 1910, S. 382 u. f.

5. Die Voraussetzung 5, daBl der Dehnungskoeffizient o
konstant ist, also gleich fiir Zug und fiir Druck, sowie un-
abhidngig von der GroBe der Spannungen oder Dehnungen,
erscheint nach Mallgabe der in § 4 niedergelegten Versuchsergebnisse
und der hierauf beziiglichen Darlegungen in § 5 nur fiir manche Materi-
alien, beispielsweise fiir Schmiedeeisen und Stahl, zulidssig. Bei GuBeisen
z. B. ist sie dagegen nicht zutreffend; hier wachsen die Dehnungen
rascher als die Spannungen. Dasselbe ist der Fall bei weichem Kupfer;
auch bei Legierungen desselben wie Bronze, Messing usw. wird in der
Regel rascheres Wachstum der Dehnungen beobachtet. Gleich verhilt
sich Sandstein, Granit, Zementmortel, Beton usw.

e
!
|
!

Fig. 19.

Nach MafBigabe des Gesagten werden fiir einen auf Biegung bean-
spruchten Stab aus GuBeisen unter der Annahme, dafl die Querschnitte
eben bleiben, zwar die Dehnungen proportional mit dem Abstande v
von der Nullachse wachsen, nicht aber die Spannungen; letztere miissen
vielmehr langsamer zunehmen, entsprechend dem Umstande, dall «
in 6 = ¢ : « mit wachsender Dehnung (Spannung) zunimmt (vgl. z. B.
S.18). Fig. 19 veranschaulicht dies unter Voraussetzung starker Be-
anspruchung des Stabes. Fiir die beliebig um % von der in X sich pro-
jizierenden Nullachse!) abstehende Faserschicht sei PP, die Dehnung

1) DaB diese hier nicht mehr durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht,
folgt unmittelbar aus dem, was S. 198 und S. 221 in bezug auf die Gleichung
Svdf = 0 bzw. .Y/or; = 0 gesagt ist. Dieselben werden nur erhalten unter der
Voraussetzung, dafl der Dehnungskoeffizient & konstant ist,
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und PP, die Spannung; dann ist fiir GuBeisen der geometrische Ort aller
Punkte P, eine gegen die Achse der v gekrimmte, in D,XP,Z, sich
projizierende Fliche, wenn auch die Punkte P, auf der durch die Null-
achse gehenden Ebene D, X Z, liegen. Bei Proportionalitit zwischen ¢
und 6, d. h. auf Grund der gewéhnlichen Biegungsgleichung

0
= ()‘———,

M, -
wiirde sich die Spannungsverteilung nach Maflgabe der gestrichelt ein-
getragenen Geraden DOZ gestalten. Wie ersichtlich, weicht die Span-
nungsverteilung, wie sie sich unter Beriicksichtigung der Verdnderlich-
keit der Dehnungen mit den Spannungen ergibt, bedeutend ab von der-
jenigen, welche unter der iiblichen Voraussetzung der Unverdnderlich-
keit von « gewonnen wird. Die Abweichung ist — unter der Voraus-
setzung groBerer Beanspruchung — hinsichtlich der Lage der
Nullachse derart, da3 das Material auf der Seite der gréBeren
Dehnung, dergréBerenNachgiebigkeit(der geringerenFestig-
keit) zur Ubertragung des Momentes einen gréfBeren Quer-
schnitt bietet als auf der anderen Seite, und in bezug auf die
Zunahme der Spannungen zeigt sich, dafl das nach der Null-
achse hin gelegene Material besser ausgenutzt wird, indem
die Spannungskurve der senkrechten Abszissenachse ihre
hohle Seite zukehrt, also die Spannungen nicht mit der
ersten Potenz von v zunehmen, sondern langsamer wachsen.
Beides hat zur Folge, dafl die Widerstandsfahigkeit eines
solchen Balkens gegeniiber Biegung gr6f8er sein muB}, als es
die iibliche Biegungsgleichung erwarten 1a8t. Infolgedessen
liefern die Gleichungen 10 und 12, § 16, die Zugspannungen grofer,
als sie tatsichlich sind. Ein und dasselbe GuBeisen mull deshalb bei
Biegungsversuchen eine hohere Festigkeit ergeben als bei Zugversuchen,
wenn dieselbe auf Grund der Gleichung 10, § 16, berechnet wird.

Aus dem Erorterten folgt dann weiter, daf Stibe mit Querschnitten,
bei denen sich das Material nach der Nullachse hin zusammendringt,
widerstandsfahiger sein miissen, als nach Gleichung 12, § 16, zu schlieBen
ist. Beispielsweise wird ein Stab mit kreisformigem Querschnitt eine
groBere Bruchbelastung, bestimmt nach Gleichung 10, § 16, liefern miissen
als ein Stab mit quadratischem Querschnitt, dieser wird dagegen eine
grofere Biegungsfestigkeit aufzuweisen haben als der | -formige Quer-
schnitt usw. 1).

1) Hiermit stehen die Ergebnisse der vom Verfasser in den Jahren 1885 u. {.
durchgefiihrten Biegungsversuche mit GuBeisen in voller Ubereinstimmung.
Siehe Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 193 u. f., 8. 221 u. {,,
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Will man den EinfluB der Veridnderlichkeit der Elastizitit mit der
Spannung schirfer verfolgen, so hat das unter Zugrundelegung der Ge-
setzmi Bigkeit zu geschehen, welche zwischen € und ¢ besteht. Im nach-
folgenden soll das in Kiirze ausgefithrt und demgemif

der durch Biegung in Anspruch genommene Stab
auf Grund des Gesetzes

€ = o aoml)

rechnerischer Betrachtung unterworfen werden.

a) Allgemeine Gleichungen.

Wir gehen von der zu Anfang des § 16 dargestellten Sachlage aus.

Der einerseits eingespannte und am freien Ende mit P belastete
prismatische Stab biegt sich unter Einwirkung dieser Kraft. Hierdurch
werden zwei urspriinglich parallele, um dz = (O, voneinander ab-
stehende Querschnitte CC und C,C,, Fig. 1, § 16, sowie Fig. 20 und 21,
sich unter einem gewissen Winkel CMC,’ gegeneinander neigen. Dafl sie
eben bleiben, werde vorausgesetzt; mit welcher Berechtigung, ergibt
sich aus dem am Schlusse von Ziff. 3, S. 226 und 227 Bemerkten.

Die oberhalb einer gewissen Linie, welche mit axx bezeichnet sein
moge, liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb liegenden

S. 1089 u. f., oder auch ,,Abhandlungen und Berichte* 1897, S. 60 u.f., sowie
§ 22, Ziff. 2 dieses Buches.

1) Wie Verfasser bei Veroffentlichung betreffend das Potenzgesetz ¢ = ac™
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 248 u. f. am Schlusse
ausgesprochen, erscheint durch dasselbe eine Grundlage gewonnen, um an Ent-
wicklungen heranzutreten, welche sich die Aufgabe zu stellen haben, die An-
strengung von solchen auf Biegung oder Drehung beanspruchten Kdérpern zu er-
mitteln, fiir deren Material Proportionalitét zwischen Dehnungen und Span-
nungen nicht besteht. Verfasser hoffte durch diese Hervorhebung noch besonders
zu dahin gehenden Arbeiten anzuregen. In der Tat erwies sich diese Erwartung
als berechtigt, denn bereits im Juni 1897 wurde ihm von Ingenieur Ensslin eine
Arbeit vorgelegt, welche sich mit der Biegungsaufgabe auf Grund des Gesetzes
&€ = a.06™ und insbesondere mit der Untersuchung des auf Biegung beanspruchten
guBeisernen Balkens mit rechteckigem Querschnitt beschéiftigte, und in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure, 1897, S. 941 u. f. behandelt Latowski
die gleiche Aufgabe unter Anwendung der allgemeinen Sitze auf Granitbalken.
Beide Arbeiten gelangen in der Hauptsache zu den gleichen Ergebnissen. Eine
weitere Darlegung von Latowski s. Zeitschrift des &sterr. Ingenieur- und
Architektenvereins 1898, S. 56, und am gleichen Ort, S. 249, den Aufsatz
von W. Carling.

Vgl. auch die Arbeit von L. Geusen in der Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1898, S. 463 u. f., sowie S. 516; ferner die Arbeit von Fr. Engesser
am gleichen Ort, S.903 u."f.: ,,Widerstandsmomente und Kernfiguren bei be-
liebigem Forménderungs- und Spannungsgesetz‘.
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zusammengedriickt. Demgemifl sind im Querschnitt oberhalb zx
Zugspannungen ¢, und unterhalb zz Druckspannungen 6; wachgerufen
worden, fiir welche im allgemeinen die Beziehungen gelten

=a1()'1

) 2)

= qy0,°

Wird der Abstand des Punktes M, in welchem sich die Durch-
schnittslinie der beiden Querschnitte projiziert, von der Linie zz, in
welcher die Spannungen gleich Null sind, und die deshalb ,,Nullachse*
genannt werden soll, mit p bezeichnet, so ergibt sich fiir den Querschnitt
COC die verhiltnisméaBige Dehnung im Abstande n von xx zu

PP — PP, _ PPy 1= 1

PP, PP, o 0

-

Fig. 20. Fig. 21.

Infolgedessen findet sich fiir die beliebige um % von der Nullachse xx
abstehende Faserschicht

auf der Zugseite

1
7 7 —_—
¢ = o0 =L oder g, = [ )’"1,
g % P,
auf der Druckseite - )|

1
7 7
e = (r;"2 = L oder g, = N EY
Yz ®o
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und fiir die duBlersten, um e, bzw. e, von der Nullachse abstehenden
Fasern, sofern deren Dehnungen mit ¢; bzw. ¢, und deren Spannungen
mit ¢, bzw. 6, bezeichnet werden,

P )%
! %1 P

4)
[ e, \_L
Gy = = Mo
% P
woraus durch Division
T % e
om Ao €
Lom
(o, e, \™
o= |(—-2) ™. . . . . . . b
%o €

Das Gleichgewicht zwischen dem #ufleren biegenden Moment
M, — von dem Einfluf der Schubkraft P werde abgesehen — und den
inneren, durch dasselbe wachgerufenen Kriften verlangt, sofern der im
Abstande v liegende und in Pig. 20 durch Strichlage hervorgehobene
Flachenstreifen mit df bezeichnet wird,

€ [

Sodf—(aaf=0. . . . . . .9
0 0
und . .
My=§adf. g+ {odf.; . . . . )
0 0

Aus Gleichung 6 folgt unter Beachtung der Gleichung 3

(2]

o 1 g
S [
% 0 &%y 0
0 0

! 1 e 1 1 e 1
— (—,—)MI S;}I df — ( 1 )mz 5‘7;"7 df
% 0 ¢ % 0 J

und mit Riicksicht auf die Gleichung 4 sowie Gleichung 5

ey (2 1
N a (o
B T A w B A
e™ 9 e,™
e 1 , 1 m e 1

g — o 1\o— =2 1
_ 1 my 1 Ma Mma .
S (4 df——-—-~—) o™ (a9

m, v %2 €y v

6™ 0 0
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Diese Gleichung bestimmt durch den Abstand ¢, die Lage der
Nullachse. Sie zeigt, dafl dieselbe hier abhidngt von der Grofle der
Spannung c,, also von der Grofe des biegenden Momentes. Da nun dieses
fiir die verschiedenen Querschnitte des Stabes verschieden ist, so
mull bei gleichbleibender Belastung derselben die Nullachse
ihre Lage von Querschnitt zu Querschnitt dndern. Wird die
Belastung des Balkens eine andere, d. h. d4ndert sich die
belastende Kraft P, so verschiebt sich auch die Nullachse
in den auf Biegung beanspruchten Querschnitten.

Bei Voraussetzung von Proportionalitédt zwischen Dehnungen und
Spannungen (§ 16) war die Lage der Nullachse unabhingig von der
Spannung; sie fiel mit der einen Hauptachse zusammen; sie &nderte sich
deshalb nicht von Querschnitt zu Querschnitt und auch nicht mit der
Belastung, wie dies hier der Fall ist.

Infolge der Abhéngigkeit der Lage der Nullachse, d. h. der GroBe e,
von dem biegenden Moment, mull Gleichung 7 zur Bestimmung heran-
gezogen werden. Dieselbe ergibt unter Beriicksichtigung der Gleichungen
3 und 4

1 1 e 1 1 ‘1 - ] 1- 1
= [— ™ Cm e T
M= g e (T
0
€, €2 1
a. 141 a, 14+—
- n‘m,dﬂr—ig'v, m df
e™ % e™

und nach Ersetzung von o, durch den Wert Gleichung 5
e 1
¢ 1 \ m 1
sz—c‘l—gy)“”?ﬁ_df—%-(%%)m’clﬁifn“’?n?df 9)
o o

Fiir den Fall der Proportionalitit zwischen Dehnungen und Span-
nungen, d.h. fir

€ (2]
- % 2 gf 1| n2
= 2§ o).
0 0

d. i. die bekannte Biegungsgleichung, da der Klammerausdruck das
Trigheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die Hauptachse OO
bedeutet.
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b) Rechteckiger Querschnitt.

Fiir einen rechteckigen Querschnitt von der Breite b und der
Hohe b = e, + e, gehen die Gleichungen 8 und 9 unter Beachtung,
da df = b dy, iiber in

e e,

1
L 1 L
0 = _v.c,ll,, nm d'f} J— (ixl ) " Gy M2 | 7) M2 d'f )
1 oy €
el my 0
& 1 €2
61 Cmy+1 1\ ™ mit 1
My=-—1"0b\n m d’1+(oc. e) Yo mb)y me dy.
e ™ 0 2 0

Fiir die Integralwerte wird erhalten

[ €:
y L m, ~ mitl S_Ld My ms + 1
m = ———¢€ m m = m
7] i 1} ml + 1 1 i > n 2 n m-z + l 2 2 ’
0 0
ey e
5‘ m+ 1 m, 2m,+1 S‘ my+ 1 m, 2ma 41
m Ay = ———— m me d = S ——e, m
n Y| 2m1 _I_l ’ n 7 m2 +1 2 2
0 0

Damit folgt aus der ersten der beiden Gleichungen

.__1__.___ ms+ 1
Ao \ M1 —Ms ( - 1) €y \ mi—me
= [—= ——— — .. 10
o (al) [m’( + 1) ey )
oder
_1
b [il_ _@M ™ G]m,—m:‘,mz-k ! . 11)
€ | o2 | my (my 4 1)
Aus der zweiten Gleichung wird
1
{ m, o €\mi  m My —me l
M, = 6,by———¢? L2\ : g7
» = 01 l 1 +(oc2 €1) 2m2+161 m. e, l
und nach Beseitigung von ¢, mittels der Gleichung 10
A S X M mat 1l
oy \ My — e my (my + 1) —my e\ mi—ma 1
ﬂf:(s) my | A\ T ) b -
bl l[mz(ml-i-l)v e | 2m+ 1
oo Mt N )
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Sind fiir ein bestimmtes Material die Werte «; «, m; und m, be-
kannt, so liefert Gleichung 11 mit einem bestimmten Wert von o,

das Verhéltnis % = ¢, womit die Lage der Nullachse bestimm$
2
erscheint; denn es ist

A4 l=9+1
€
i‘*‘@z - (P+l:~—
€y €y
h
€y — T‘:‘*‘_—— und el:k-l—i-_cp.

Durch Einfithrung von e, und e, in Gleichung 12 erhélt man den
Wert des Biegungsmomentes, welches in dem betrachteten Querschnitt
die Zugspannung ¢, im Abstande e, hervorruft.

Mit dem angenommenen Werte von o, (gleich der zulassigen Zug-
anstrengung) ergibt Gleichung 5 die gréBite Druckspannung o,.

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes hinsichtlich der
Spannungsverteilung iiber den Querschnitt ist auf die Gleichungen 3
und 4 zuriickzugehen, nach denen

1 1

\ n\m
e o (7 o)

Fig. 19, S. 231, zeigt ein solches Schaubild fiir Materialien, wie z. B.
GuBeisen (vgl. das auf S. 231 und 232 zu dieser Abbildung Bemerkte).

Wie oben erkannt wurde, hingt die Lage der Nullachse in dem
prismatischen Stab, Fig. 2. § 16, von der Grofle des biegenden Momentes
fiir den betreffenden Querschnitt ab 1). Denkt man sich den Stab stark
belastet, so zeigt sich bei néherer Verfolgung, dafl ein um so groBerer
Teil des Querschnittes an der Ubertragung der Zugspannungen, gegen-
iber welchen das GuBeisen, der Sandstein, der Granit usw. weniger
widerstandsfahig sind, teilnimmt, je groBer das biegende Moment ist:
die Nullachse riickt aus der Mitte des Querschnittes nach der Druck-

1) Eine kritische Besprechung iiber ,,die bis jetzt vorliegenden Ver-
suche zur unmittelbaren Bestimmung der Lage der neutralen Achse
im gebogenen Stab aus Stein und GuBeisen von E. Roser findet sich
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1899, S. 205 u. f., und dazu
gehorig die hieran sich schlieBende Auseinandersetzung am gleichen Ort, S. 371
und 372. Aus neuerer Zeit ist die Arbeit von O. Hoénigsberg: ,,Uber die un-
mittelbare Beobachtung der Spannungsverteilung und Sichtbarmachung der neu-
tralen Schichte an beanspruchten Korpern* (Zeitschrift des sterr. Ingenieur- und
Architektenvereines 1904, Nr. 11) hervorzuheben.
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seite hin, wie in Fig. 19 angenommen ist !). Je nach den Zahlenwerten,
welche die GroBen o, m, o, m, der Beziehungen 2 besitzen, kann die Null-
achse zu Anfang, d. h. fir kleinere Beanspruchung nach der Zugseite
hin aus der Mitte gelegen sein und erst mit Steigerung der auf Biegung
wirkenden Last durch die Mitte nach der Druckseite hin sich bewegen.

Die auf S. 232 erérterte Abweichung der Spannungsverteilung fallt
demnach um so grofer aus, je stirker die Beanspruchung wird. Die

gewohnliche Biegungsgleichung M, = ¢ —?— wird deshalb um so weniger

zutreffende Ergebnisse liefern, je mehr sich die Anstrengung derjenigen
beim Bruche néhert.

6. Zusammenfassung.
Bedeutet

k, die im allgemeinen aus Biegungsversuchen abgeleitete zuléssige
Anstrengung des Materials,

e den Abstand der am stirksten angestrengten Faser des auf Biegung
in Anspruch genommenen Stabes,

1) Die Strecke, um welche die Nullachse in dem am stérksten beanspruchten
Querschnitt selbst bei hoher Belastung des Stabes aus der Mitte gelegen ist, ergibt
sich fiir Stoffe wie GuBeisen und Sandstein usw. nicht sehr groB3. Sie betragt —
soweit das Versuchsmaterial des Verfassers reicht — gegen den Bruch hin noch
keine 10 9, der Hohe des rechteckigen Querschnittes.

Indem man z. B. fiir ein und dasselbe GufBleisen durch Zugversuche den
Zusammenhang zwischen Dehnungen und Zugspannungen sowie die Zugfestigkeit,
durch Druckversuche die Beziehung zwischen Zusammendriickungen und Druck-
spannungen, durch Biegungsversuche die zu den einzelnen Belastungen gehdrigen
Durchbiegungen und schlieBlich die Bruchbelastung feststellt, erhdlt man das zu
einer Priifung ndtige Versuchsmaterial. Durch die Zug- und Druckversuche
sind a;m,a,m, der Gleichung 2 und damit auch die Durchbiegungen bestimmt,
welche bei dem Biegungsstab fiir gewisse Belastungen erwartet werden diirfen.
Da nun diese Durchbiegungen beim Biegungsversuch unmittelbar gemessen worden
sind, so ist eine Vergleichung, d. h. eine Priifung gegeben. Eine zweite Priifung
ermdoglicht der Umstand, daBl aus den Zugversuchen die Zugfestigkeit und bei
den Biegungsversuchen die Bruchbelastung ermittelt worden ist. Das setzt aller-
dings voraus, daB die Werte a,m,a,m, fiir geniigend hoch gesteigerte Be-
lastungen, d. h. daB insbesodere a;m, noch fiir Zugkrifte bestimmt worden
sind, die nahe an diejenige Belastung heranreichen, welche das Zerreilen
herbeifiihrt.

Der Natur der Sache nach sind der vorstehend angedeuteten Untersuchung
die gesamten Dehnungen, Zusammendriickungen und Durchbiegungen zugrunde
zu legen.

Statt des Potenzgesetzes kann eine andere Funktion zugrunde gelegt werden,
welche den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen ausreichend
genau zum Ausdruck bringt und die Durchfiihrung der Rechnungen erméglicht.

S. 260 u. f. ist die zweite Priiffung ohne Zuhilfenahme einer Funktion auf
graphischem Wege durchgefiihrt.
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so wird nach Mafigabe des unter 2 und 5 Erkannten an Stelle der Be-
ziehungen 12, § 16, zu setzen sein

o
My<k- o1

Hierin ist k, — streng genommen fiir alle Materialien —abhéngig
von der Querschnittsform. Von groferer Bedeutung wird diese Ab-
hingigkeit — wie das vorliegende Versuchsmaterial schlieen 146t —
jedoch erst bei solchen Materialien, fiir welche der Dehnungskoeffizient o
veridnderlich ist (GuBeisen); bei Materialien mit konstantem « (Schmiede-
eisen, Stahl) tritt sie zuriick.

Die Feststellung der elastischen Linie auf Grund der Gleichung 15,
§ 16, liefert fiir den Fall, daf} « konstant ist, befriedigende Ergebnisse.
Trifft jedoch diese Voraussetzung nicht zu, so kann bei starker Bean-
spruchung des Materials der Unterschied zwischen Rechnung und tat-
sichlichem Ergebnis erheblich ausfallen ?).

Streng genommen, waren fiir Stdbe aus Materialien mit verander-
lichen Dehnungskoeffizienten die in §§ 16, 18 und 19 gegebenen Ent-
wicklungen unter Beachtung der zwischen € und ¢ bestehenden Gesetz-
miaBigkeit (Gl 1, § 4, S. 19) durchzufithren, wie es beispielsweise oben
fiir GuBeisen geschehen ist. Die Riicksicht auf die erforderliche Einfach-
heit unserer technischen Rechnungen hélt jedoch im allgemeinen zurzeit
noch davon ab, in dieser Weise vorzugehen; nur in denjenigen Féllen,
in welchen die Anforderungen der Technik das bisherige Verfahren nicht
mehr gestatten, wird die strengere Rechnung anzulegen sein. Hinsicht-
lich des vom Verfasser vor rund 25 Jahren eingeschlagenen Annaherungs-
weges, der Verinderlichkeit von « bei GuBieisen Rechnung zu tragen,
sei auf § 22, Ziff. 2, verwiesen.

1) Nach Gleichung 14, § 18,
y = L8
48

kommt es beziiglich der Durchbiegung y’ eines in der Mitte mit P belasteten
Stabes nur auf das Trégheitsmoment # des Querschnittes an; infolgedessen es
z. B. gleichgiiltig erscheint, ob bei einem Querschnitte wie Fig. 6, § 17, die breite
oder die schmale Flansche als die gezogene auftritt, wenn nur P und ! die gleichen
Werte besitzen. Tatsiichlich erweist sich bei guBeisernen Trigern wegen der
Verinderlichkeit von ¢ die Durchbiegung im letzteren Falle entschieden groBer
als im ersteren. (Vgl. des Verfassers Arbeit ,,Die Biegungslehre und das GuBeisen**
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 224, oder auch ,,Ab-
handlungen und Berichte** 1897, 8. 72 und 73.)
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§ 21. Biegungsanstrengung und Durchbiegung unter der
Voraussetzung, dafl die Ebene des Kriiftepaares keine der
beiden Hauptachsen des Querschnittes in sich enthiilt.

Die im nachstehenden wiedergegebenen Entwicklungen sind die
iiblichen; sie lassen im allgemeinen die unter 4. S. 220 aufgefiithrte und
S. 227 u. f. ndher erorterte Voraussetzung der Symmetrie des Quer-
schnittes auler Betracht. Das ist bei Beurteilung oder Verwendung der
Ergebnisse, zu denen die Entwicklungen unter Ziffer 2 und 3 gelangen,
im Einzelfalle zu beachten.

1. Hauptachsen eines Querschnittes. Haupttrigheitsmomente.

In der durch Fig. 1 dargestellten Fliche sei O ein beliebiger Punkt,
OX und OY ein rechtwinkliges, sonst jedoch beliebig gelegenes Achsen-
kreuz; die Koordinaten des mit dem Flichenpunkte P zusammen-
fallenden Flichenelementes df seien  und y. Dann ist das Triagheits
moment der Fliche

in bezug auf die X-Achse 6, = [ y2df,
i) ” ”» i) Y' ” 01/ = ,sz df

Fig. 1.

und hinsichtlich der unter dem Winkel ¢ gegen die X-Achse geneigten
Geraden 00O, von welcher P, demnach auch df, um z = y cos¢ —
2 sin ¢ absteht,

0 = [22df = | (y cos ¢ — wsin ¢)? df
@ = 6Orcos® ¢+ 0, sin2¢p—2Zsingcose,. . . 1)
sofern
Z = [zydf . . . . . . . .2

Auf der Achse 00 werde nun von O aus die Strecke 0Q = r=

1
l/; aufgetragen und den Koordinaten des so erhaltenen Punktes @

Bach, Elastizitit. 9. Aufl. 16
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in bezug auf OX und OY die Bezeichnung 5 und 7 erteilt, so

daB
$ = rcosg 7 = rsin ¢.

Aus Gleichung 1 folgt dann mit Riicksicht darauf, daf3
1

re

) —

1 = 6 r2cos? ¢ + 0, r2sin® ¢ — 2Z r2sin ¢ cos ¢,
1 =60,224+60,2—2Z%7.

Diese Beziehung zwischen den Verdnderlichen £ und x ist die
Gleichung einer Ellipse. Hiernach findet sich der geometrische Ort aller
derjenigen Punkte @, welche erhalten werden, wenn auf jeder durch O
moglichen Geraden die Wurzel aus dem reziproken Werte des fiir diese
Gerade sich ergebenden Triagheitsmomentes aufgetragen wird, als
Ellipse, mit O als Mittelpunkt, d.i. die sogenannte Tragheitsellipse.
Nun sind in einer Ellipse zwei senkrecht aufeinander stehende Achsen
vorhanden — die groBe und die kleine Achse —, fiir welche das Glied
mit dem Produkt der beiden Koordinaten verschwindet. Dies tritt ein,
wenn Z = 0. Werden demnach diese beiden Achsen zu Achsen der x
und der y gewahlt, so wird der Ausdruck Gleichung 2 zu Null.

Ferner ist bekannt, daf} die grole Halbachse der Ellipse der grofite
und die kleine Halbachse der kleinste der moglichen Werte von 7 ist.
Diese beiden ausgezeichneten Richtungen werden als die beiden
Hauptachsen der Fliche fiir den Punkt O bezeichnet. Sie sind nach
MafBigabe des Vorstehenden gekennzeichnet durch

Z = [zydf =0
und
0, = Max., 6, = Min. oder 6, = Min., 6, = Max.

Dieser kleinste und dieser groBte Wert unter den Trigheits-
momenten, welche sich fiir alle Geraden ergeben, die durch den Punkt O
in der Ebene der Fliche gezogen werden koénnen, heiflen die beiden
Haupttragheitsmomente der Fliche fiir den Punkt O derselben.

Werden die beiden Haupttrigheitsmomente mit @, und @, be-
zeichnet, so findet sich das Triagheitsmoment @ fiir eine beliebige durch
O gehende Gerade, welche mit der Achse des Haupttrigheitsmomentes @,
den Winkel ¢ einschlieft, nach Gleichung 1 zu

6 = O,cos¢ + O,sin2¢ . . . . . . 3)

Besitzen 6, und 6, gleiche GroBe, so folgt
0 =6 =0,
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d. h. die Trigheitsmomente fiir alle durch O méglichen Geraden sind
einander gleich. Die Trigheitsellipse geht dann in einen Kreis iiber.

Das Vorstehende gilt fiir einen beliebigen Punkt der Fliche. Dem-
entsprechend hat eine Fliche unendlich viele Hauptachsen und Haupt-
trigheitsmomente. Wird von den Hauptachsen oder den Haupttrigheits-
momenten eines Querschnittes kurzhin gesprochen, so sind hierunter
die entsprechenden Groflen fiir den Schwerpunkt des letzteren ver-
standen.

2. Biegungsanstrengung.

Wir wihlen die beiden Hauptachsen des Querschnittes Fig. 2 zu
Achsen der y und z. @, gelte als das Trigheitsmoment in bezug auf die
Hauptachse OY und @, als dasjenige hinsichtlich der Hauptachse OZ.

Ferner sei OM;, die Paarachse des biegenden Kriftepaares vom Mo-
mente M,, d.h. diejenige Gerade, welche in O senkrecht zur Paarebene
steht, mit ihrer GroBle OM, das Moment M, darstellt und derart ein-
getragen wird, daf3, von M, nach O hin gesehen, das Moment M, rechts
drehend erscheint. Die zur Kriimmungsachse, welche um p von O ab-
steht, parallele Nullachse besitze die Lage NN, schliefle also mit OY den
Winkel ¢ ein, wihrend OM; um  gegen OY geneigt ist.

Nach Gleichung 2, § 16, ist die Spannung ¢ in dem Flichenelement
df, dessen Lage durch y und z bestimmt ist,

1 7 lzcosg—ysing

o 0 a n

g =

Je die Summe der Momente, welche diese Spannung fiir alle
Flachenelemente in bezug auf die y- und die z-Achse ergibt, muf} sich
im Gleichgewicht befinden mit den Komponenten des Kriftepaares M,
d. i. mit

My cos 3 bzw. M sin 3.
Folglich

—ysin ¢

M,,cosﬂ=j¢1al,“z:‘S‘—l—zcosSp z df,
«

i
16*
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Mysinf— —fodf.y— — (L2e8g—ysing 4
« I
Unter Voraussetzung der Unveranderlichkeit des Dehnungskoeffi-
zienten o und unter Beachtung, daf OY und OZ die Hauptachsen des
Querschnittes sind, fiir welche die Grofle Z (Gleichung 2) verschwindet,
ergibt sich

1 M
My cos 3 = ﬁ@lcosgp oder — =¥ — 5 b cos /3,
i

0 6,
. 1 . sing.o . Mb .
My sin 8 = ' 6, sin ¢ oder P “ g, sin 3,
und hieraus
01 /
2
1 , / cos2 3 | sin% 3 5)
/—) = & .Z‘/[b ] 6’12 @22
1 2 in2
T I T I

0 J 2 2
/ 6, 6,
oder

g=i zcosg—ysing o, <zcos,3 o ysin,@)‘ 7
o 0 6, o,

i

Die Gleichung 6 geht in Gleichung 9, § 16, iiber, wenn
p=0,

d. h. wenn die Paarachse mit einer der beiden Hauptachsen zusammen-
fallt, oder wenn

01=02=0:

d. h. wenn die Haupttrigheitsmomente und damit alle Tragheitsmo-
mente gleich sind, was beispielsweise zutrifft fiir den Kreis, das gleich-
seitige Dreieck, das Quadrat, {iberhaupt fiir alle regelmiBligen Vielecke,
fir den kreuzformigen Querschnitt bei gleichen Abmessungen der
Rippen u. s. f.

Fiir den besonderen Fall des Rechteckes, Fig. 3, folgt wegen

1

12 b3 h

1
01 == *‘1—2‘ b h3 @2 -
aus Gleichung 4

h 2
gy = |7t
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Die grofite Spannung 0,,, wird auftreten im Punkte E, fir

welchen z = 0,5h, y = — 0,50
_ 6M; [cosf3 sin /3
(Tmaz - b h ( h + b

und mit Riicksicht auf § 20, Ziff. 6,

by 6 M, (cosﬂ n sizﬂ)

8)

Fig. 3.

Zu demselben Wert fiir &, 148t sich gelangen, wenn man M, in seine
beiden Komponenten, parallel und senkrecht zur Hohenrichtung des
Querschnittes, zerlegt, die sich fiir sie ergebenden Spannungen ermittelt
und sie addiert.

3. Durchbiegung.

Die Durchbiegung eines Stabes, dessen Belastungsebene die Quer-
schnitte nicht in einer der beiden Hauptachsen schneidet, pflegt nur
insofern praktisches Interesse zu haben, als unter Umstdnden der Stab
gehindert sein kann, sich in der Richtung zu bewegen, in welcher er sich
durchbiegen will, wodurch Zusatzkrifte wachgerufen werden. Denken
wir uns beispielsweise einen / langen Stab von dem in Fig. 4 gezeichneten

Querschnitt an einem Ende eingespannt und am anderen Ende mit P
belastet, so ergibt sich fiir die senkrechte Belastungsebene O P die hori-
zontale Paarachse O, = Mb = P [. Unter der Voraussetzung, daf} der
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winkelférmige Querschnitt gleiche Schenkel besitzt, werden die beiden
Hauptachsen OY und OZ unter 45° gegen den Horizont geneigt sein.
Bezeichnet nun @, das Trigheitsmoment in bezug auf die eine Haupt-
achse 0Y und 6@, dasjenige hinsichtlich der zweiten Hauptachse OZ,
so folgt die Lage der Nullachse NN nach Gleichung 4 unter Beachtung,
daBB B = 45° Da die Kriimmungsachse parallel zu NN lauft, so ergibt
sich die Durchbiegungsrichtung in der zu NN senkrechten Geraden OB.
Hiermit wird sich das eine Ende des Stabes unter Einwirkung der verti-
kalen Belastung P in der Richtung OB durchbiegen.

Wenn nun zwei solche Stibe miteinander verbunden sind, wie z. B.
Fig. 5 erkennen 1a3t, so wird diese Durchbiegung infolge der Verbindung
mehr oder minder vollstindig gehindert, d. h. auf die beiden Stibe

8 g

S

Fig. 5.

wirkt noch je eine horizontale, nach innen gerichtete Kraft H, welche
unter Umstanden, namentlich dann, wenn sie nicht durch den Schwer-
punkt des Querschnittes geht — und damit auch auf Verdrehung hin-
wirkt —, die Anstrengung des Materials wesentlich beeinflussen kann.

Unter der Annahme, dafl die Abweichung der Triger in horizontaler
Richtung durch ihre Verbindung vollstindig gehindert wird, wiirde sich
H aus der Erwéigung ergeben, daf} die Durchbiegungsrichtung mit OP
zusammenfallen muB. Damit dies eintritt, miiite <_ YON = ¢ = 45°
sein, also nach Gleichung 4

tg 450= gl tgﬁ;
o
th:: ?’j-.

Die hierdurch bestimmte Lage der Paarachse O C lieferte in der zu
ihr Senkrechten OD die Richtung der Belastung (fiir vertikale Durch-
biegung) und damit in P D die gesuchte Horizontalkraft H.

§ 22. Biegungsversuche.

1. Biegungsversuche im allgemeinen.

Biegungsversuche werden in der Regel nach MaBgabe der Fig. 1,
§ 18, angestellt, derart, dal die Belastung P in der Mitte des Stabes an-
greift. Mit der Genauigkeit, mit welcher das Eigengewicht desselben
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vernachlissigt werden darf, ergibt sich alsdann fiir den mittleren Quer-
schnitt die Durchbiegung y’ der Mittellinie des Stabes nach Gleichung 14,
§ 18, zu

und die Spannung ¢, der um e; von der Nullachse abstehenden und am
starksten gespannten Fasern nach Gleichung 7, § 18, und Gleichung
10, § 16, zu
__ Pl
g, = 10 v

unter den Voraussetzungen, welche zu diesen beiden Gleichungen
fithrten: Ebenbleiben der Querschnitte und Unabhéngigkeit des Deh-
nungskoeffizienten « von der Grofe und dem Vorzeichen der Spannungen
oder Dehnungen.

Durch Beobachtung der zu einer gewissen Belastung P gehorigen
Durchbiegung y’ 148t sich fiir einen bestimmten Stab der Dehnungs-
koeffizient

0y

0(248?;})

oder auch dessen reziproker Wert (Elastizitdtsmodul)
1 B’ P

« 480 y

innerhalb des Spannungsgebietes, fiir welches « als unverdnderlich
angesehen werden kann, ermitteln.
Es ist bis vor nicht zu langer Zeit allgemein iiblich gewesen, «

1 \
bzw. " in dieser Weise zu bestimmen, gleichgiiltig, wie grofl die Hohe

des Stabes im Verhaltnis zur Entfernung der Auflager war. Ist sie ver-
haltnismaBig bedeutend, so verliert die Gleichung 14, § 18, an Genauig-
keit, da die Durchbiegung des Stabes nicht blof von dem biegenden
Moment, sondern auch von der Schubkraft abhingt. Die Vernachléssi-

gung des Einflusses der Schubkraft liefert « zu grofl und —:?zu klein. Wie

Verfasser in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888,
S. 222 u. f., erstmals nachgewiesen hat, betrigt der hierdurch begangene

1
Fehler in Fillen stattgehabter Ermittelung des Wertes -O(-iiber 30 %.

Diese AuBlerachtlassung der Schubkraft vorzugsweise ist es ge-
wesen, welche zu dem Irrtum Veranlassung gegeben hat, daB3 der Elasti-
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1
zitdtsmodul, d. i. ” fiir Biegung entschieden geringer sei als fiir Zug

und Druck!?). Die Erwigung des in § 20 unter 2 Erorterten fiihrt iibrigens
ohne weiteres zu der Erkenntnis, daf} genaue Biegungsversuche und

1
strenge Rechnung « eher ein wenig kleiner, also " eher etwas grofer als

Zug- und Druckversuche liefern miissen.

Unter Umsténden kann der nach Gleichung 14, § 18, ermittelte
Wert von o noch durch einen anderen Einflul ungenau geworden sein.
Infolge der Durchbiegung gleitet die Staboberfliche auf den Auflagern;
hierdurch werden Reibungskrafte wachgerufen, welche auf die Grole des
biegenden Momentes je nach den Verhéltnissen mehr oder minder ab-
andernd einwirken. (Vgl. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure
1888, S. 224 u. f.) Sie so klein zu halten, daBl ihre Vernachlissigung
statthaft wird, ist Aufgabe bei Biegungsversuchen.

Im vierten Abschnitt unter ,,Biegung und Schub* (§52) sowie unter
,»Zug, Druck, Biegung® (§ 46, Ziff. 1) wird auf den EinfluB der Schub-
kraft bzw. der zuletzt erwéhnten Reibung néher einzugehen sein.

Die Beobachtung der Belastung P,,,, bei welcher der Bruch
des durchgebogenen Stabes erfolgt, fiihrt mittels der Gleichung

. Pmaxl
Kb = ) €y
zur Biegungsfestigkeit K, bezogen auf den urspriinglichen Stab-

querschnitt.

In Hinsicht auf diese Bestimmung der Biegungsfestig-
keit sei nachstehendes zur Klarstellung hervorgehoben, wobei zdhes
und nicht zdhes Material unterschieden werden soll.

a) Zahes Material, wie z. B. FluBeisen.

Der der Biegungsprobe unterworfene Kérper, den wir uns der
Einfachheit der Betrachtung wegen als Prisma mit rechteckigem
Querschnitt vorstellen wollen, sei so belastet, dall die Spannung in der
dulersten Faser gerade der Proportionalititsgrenze entspricht. Dann
erfolgt die Spannungsverteilung im Querschnitt nach Maf3gabe der Fig. 1,
Steigern wir die Belastung derart, daB in den duflersten Fasern die Streck-
bzw. Quetschgrenze iiberschritten wird, so geben die aullen gelegenen
Fasern verhaltnisméfBig rasch nach?). Die nach innen gelegenen Fasern

1) Hiernach ist auch die &éltere Angabe zu beurteilen, daB der Elastizitats-
modul fiir Biegung um etwa ein Zehntel geringer als fiir Zug und Druck zu
wéhlen sei.

?) Vgl. die Dehnungslinien §4, Fig. 10, 12, 13 usw. (S. 44 bzw. 47 u.{.).
Dieses Nachgeben erfolgt allerdings nicht ganz so rasch, als diese Linien schlieBen
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werden dagegen verhiltnismiBig stark zur Ubertragung des biegenden
Momentes herangezogen: die Spannungsverteilung gestaltet sich etwa,
wie in Fig. 2 dargestellt, gleiche Verhéltnisse fiir Zug und Druck voraus-
gesetzt!). Sie weicht weit ab von derjenigen in Fig. 1, welche bei Ent-
wicklung der oben angegebenen Gleichung fiir K, vorausgesetzt wurde.
Durch weitere Erhohung der Belastung wird diese Abweichung noch
gesteigert werden. In dem Mafle, wie die Durchbiegung fortschreitet,
also die gezogenen Fasern gedehnt, die gedriickten verkiirzt werden,

Fig. 1.

beginnt auch noch die Querzusammenziehung der ersteren und die
Querdehnung der letzteren eine Anderung der Querschnittsform des
Stabes im mittleren Teil herbeizufithren derart, daf sie trapezformig
wird: auf der Zugseite nimmt die Breite ab, auf der Druckseite wichst
sie. (Vergl Fig. 9, Taf. XVI.) Ein Bruch tritt meist iiberhaupt nicht
ein, nur eine groBe Durchbiegung. Dabei erlangt die Belastung eine
Hohe, welche bei der Beurteilung mittels der Gleichung

lassen, da die nach auBen liegenden Fasern durch die benachbarten inneren, noch
nicht tiber die Streck- und Quetschgrenze hinaus beanspruchten Fasern im FlieBen
eine gewisse Hinderung und damit eine gewisse Erh6hung der Widerstandsfahigkeit
erfahren. Biegungsversuche mit Stében, deren Material bei Zugversuchen
Dehnungslinien wie in Fig. 10 oder 12 liefert, also sehr deutlich die Fliegrenze
hervortreten léft, ergeben keine derart ausgeprigte Streck- oder Quetschgrenze;
es wird eben zunéchst nur in der Mitte des Stabes und hier wieder nur in der &uBersten
Faserschicht die dieser Grenze entsprechende Spannung eintreten.

1) Es ist von Interesse, zu beachten, daBl, wie Versuche Bauschingers
und des Verfassers nachweisen, die Querschnitte von Stdben aus zdhem Stahl
oder Schmiedeeisen (FluB- oder Schweilmaterial) selbst bei sehr weit getriebener
Durchbiegung eben und senkrecht zur Mittellinie bleiben. Wenigstens 1a8t sich
dies mit groBer Anndherung aussprechen. Dieses Verhalten — bei einer Span-
nungsverteilung, wie in Fig. 2 dargestellt, lé8t vermuten, daB auch bei Mate-
rialien, bei welchen Proportionalitdt zwischen Dehnungen und Spannungen
iberhaupt nicht besteht, Ebenbleiben der Querschnitte mit Annéherung wird
vorausgesetzt werden dirfen, insoweit es sich um den EinfluB eines biegenden
Momentes handelt.
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Prmazl

40
zu Biegungsfestigkeiten fiihrt, die nach den vorstehenden Darlegungen
— der Versuch lehrt das gleiche — mehr oder minder weit iiber die Zug-
festigkeit des gleichen Materials hinausgehen miissen.

Streng genommen, lauft dieses Verfahren darauf hinaus, dall man
die Dehnungslinie bis zum Eintritt der grofiten Belastung als Gerade
ansieht, also beispielsweise im Falle der Fig. 1, § 3, auf S. 8 (giiltig fiir
FluBeisen) die Kurve OBCE als gerade Linie auffafit.

Wird der weitdurchgebogene Stab (vgl. Fig. 2) entlastet, so haben
nur die federnden Dehnungen das Bestreben, zuriickzugehen; die
bleibenden nicht. Die in der Mitte des gebogenen Stabes gelegenen Fasern
sind nur innerhalb der Elastizititsgrenze beansprucht worden; sie
haben also das Bestreben, vollstindig zuriickzufedern. Darin werden
sie durch das nach dem Rande zu gelegene Material, das sich bleibend
umsomehr gedehnt oder verkiirzt hat, je weiter es von der Mitte ab-
steht, gehindert. Infolgedessen entstehen auf der Zugseite des Quer-
schnittes: in der Mitte Zugspannungen, auflen Druckspannungen und
auf der Druckseite: in der Mitte Druckspannungen, auflen Zugspan-
nungen. Diese Spannungen, die im Innern des Stabes nach dem Versuch
vorhanden sind und durch diesen wachgerufen wurden, konnen unter
Umstidnden von Bedeutung werden.

Verwandt mit diesen ,inneren‘ Spannungen sind in gewissem
Sinne die ,,GuBlspannungen‘’, welche beim Erstarren und Abkiihlen von
GuBstiicken sowie die Spannungen, die beim Hérten von Stahl entstehen.

K, =

b) Material, wie z. B. GuBeisen, Beton, Granit, Sandstein
und dergl.

Biegungsversuche mit Kérpern aus solchen Stoffen filhren zum
Bruch, infolgedessen hier die Beobachtung einer tatséchlichen Bruch-
belastung moglich ist. Auch zeigen die Dehnungslinien dieser Materialien
einen gleichmafigeren, stetigeren Verlauf (§ 4, Fig. 8) als zéhe Materialien
wie FluBeisen (§ 4, Fig. 10, 12, 13 usw.), bei denen an der Fliegrenze
eine Stetigkeitsunterbrechung auftritt. Die Forménderung, welche der
Stab bis zum Bruch erleidet, ist eine weit geringere.

Infolge dieser Umsténde gestatten die Ergebnisse von Biegungs-
Bruchversuchen mit Kérpern aus solchen Materialien — trotz der Ver-
dnderlichkeit von o — in der einen oder anderen Hinsicht meist eher
einen — wenn auch beschrinkten — Schlufl auf die Widerstandsfahigkeit
eines Korpers innerhalb der iiblichen Anstrengung als die Ergebnisse
von Biegungsversuchen mit zéhen Korpern. (Vgl. die Spannungs-
verteilung § 20, Fig. 19, mit derjenigen in Fig. 2, hier.) Immerhin miissen
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solche Schliisse auch hier mit grofer Vorsicht und mit Riicksicht auf die
wesentlichen Einflul nehmenden Verhéltnisse gezogen werden (vgl.
S. 239, oben); es sei denn, dafl man die Veranderlichkeit von « in der
Rechnung oder zeichnerischen Ermittlung beriicksichtigt (vgl. Ful-
bemerkung S. 239).

2. Abhingigkeit der Biegungsfestigkeit des GuBeisens von der Quer-
schnittsform.

Nach § 20, Ziff. 5, mufl GuBleisen infolge der Veranderlichkeit des
Dehnungskoeffizienten gegeniiber den Konstruktionsmaterialien, welche
innerhalb gewisser Spannungsgrenzen konstante Dehnungskoeffizienten
besitzen, ein abweichendes Verhalten bei Biegungsversuchen zeigen;
namentlich muf} trotz der vergleichsweise geringen Forméinderungen,
welche GuBeisen erfihrt, die Biegungsfestigkeit K, berechnet auf Grund
der Gleichung 10, § 16,

M b = Kb "0- .
€

wesentlich grofler sich ergeben als die Zugfestigkeit und in bedeutendem
MaBe abhingig sein von der Querschnittsform.

In diese Verhéltnisse gewahren die vom Verfasser in den Jahren 1885
u. f. angestellten Versuche Einblick. Ausfiihrlich ist hieriiber berichtet
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 193 bis
199, S. 221 bis 226, S. 1089 bis 1094 ; 1889, S. 137 bis 145.

Die im folgenden je unter einer Bezeichnung aufgefiihrten Ver-
suchskorper sind aus dem gleichen Material bei einem und demselben
Gusse hergestellt worden.

GuBeisen A.
Zug- und Biegungsstdbe bearbeitet.

Zugversuche zur Ermittelung der Zugfestigkeit.
1445 + 1355 + 1409 4- 1377

Zugfestigkeit = ) = 1396 kg/qem
Zugfestigkeit = 1369 + 13303 + 1385 = 1342 ”

K, = 1369 kg/qcm.
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47 Biegungsversuche zur Bestimmung der Biegungsfestigkeit.

Biegungsfestigkeit
Ky — Pwaal, | 87/
T 4 5 z
Nr. Querschnitts- 6 bzw'.) Bemerkungen
form . in Teilen /
in dor i / e
kg/gem Zugfestigkeit 31 2z,
1 2 3 4 5 6
I '
1 ? 105 § 1979 1,45 1,43
i 1
2 2081 1,562 1,49
Es zerreilt
3 die schmale
2076 1,62 1,49 Flansche, die
breite bleibt,
unverletzt.
4 2395 1,75 1,70
5 2372 1,73 1,70
6 , 2905 2,12 2,05
H —49
T 2 | 2929 2,14 2,06
,
. —655— n
8 W A 3218 2,35 2,31
e
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Die in der bezeichneten Weise ermittelte Biegungs-
festigkeit iiberschreitet hiernach die fiir dasselbe GuB-
eisen ermittelte Zugfestigkeit um so bedeutender, je mehr
sich das Material verhédltnismdfig nach der Nullachse
hin zusammendriangt. (Vgl. § 20, Ziff. 5.)

Fig. 3.

Die hiernach festgestellte Abhéngigkeit der Biegungsfestigkeit Kb
von der Querschnittsform und der Zugfestigkeit K, 1aB3t sich mit guter
Anniherung zum Ausdruck bringen durch die Beziehung

Ky =1 K, . . . . . . .1

%9
Hierin bedeutet
z, den Abstand des Schwerpunktes des auf der einen Seite der
Schwerlinie (Nullachse) gelegenen Teiles der Querschnittsfliche
von dieser Linie, Fig. 3,
to einen Koeffizienten, der im vorliegenden Falle (vgl. die Werte
der Spalte 4 und 5, S. 252) gewahlt werden darf
a) fiir diejenigen Querschnitte, welche oben und unten durch
eine wagrechte Gerade begrenzt sind, wie Nr. 1, 2, 3, 4,

5 und 7, etwa »——g = 1,2,

b) fiir die beiden Querschnitte Nr. 6 und 8, welche oben und
unten nicht durch wagerechte Gerade begrenzt sind, bei

denen — streng genommen — nur eine einzige Faser
. 4
am stdrksten gespannt ist, etwa 3 = 1,33.

Uber den EinfluB der GuBhaut auf u, vgl. Ziff. 4, SchluB.

GuBeisen B;.

Zug- und Biegungsstibe bearbeitet.

Querschnitt kreisformig, 36 mm Durchmesser.

Zugfestigkeit = (1893 -+ 1847 4 1805 + 1846) : 4 = 1848 kg/qem.
Biegungsfestigkeit = (4321 4 4148 - 4073 -} 3930 -+ 4295 -+ 3903
-+ 4513 + 3920) : 8 = 4139 kg/qem = 2,24 . Zugfestigkeit.
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GuBeisen B, von hoher Festigkeit ).

Biegungsstibe von 30 mm Quadratseite mit GuBhaut.
Zugstibe von 20 mm Kreisdurchmesser bearbeitet.

Material 1.
Zugfestigkeit = (2535 + 2312 + 2334) : 3 = 2394 kg/qem.
Biegungsfestigkeit = (4294 + 4347 4 4305) :3 = 4315 kg/qcm

= 1,80 . Zugfestigkeit?).
Arbeitsvermoégen = (0,120 + 0,126 4 0,132) : 3 = 0,126 kgm/cem.

Material 2.

Zugfestigkeit = (2379 4 2354 4 2261) : 3 = 2331 kg/qem.
Biegungsfestigkeit = (4392 +- 4442 4 4472) : 3 = 4435 kg/qem
= 1,90 . Zugfestigkeit?).
Arbeitsvermoégen = (0,142 + 0,136 + 0,116) : 3 = 0,131 kgm/ccm.

Uber die Abnahme der Zugfestigkeit dieses GuBeisens fiir Tem-
peraturen bis 570° C findet sich berichtet in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1900, S. 168 u. f. (Mitteilungen iiber Forschungs-
arbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 1, S. 61 u. f.).
S. auch Fig. 8, S. 154.

GuBleisen (.

Zugstibe bearbeitet, Biegungsstab unbearbeitet
(also mit GuBhaut).

Zugfestigkeit 1310 kg/qem,
Biegungsfestigkeit 2114 kg/qem,
Verhiltnis beider 2114 : 1310 = 1,61 : 1.

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S.409u.f. (Mit-
teilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin,
Heft 1, S. 49.)

2) Diese Verhiltniszahlen 1,8 und 1,9 sind ganz erheblich gréBer, als sie
sich fiir gewohnliches Maschinen-GuBeisen ergeben (Quadratische Biegungsstabe
mit GuBhaut, kreisférmige Zugstdbe ohne GuBhaut).
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GuBeisen D.
Zug- und Biegungsstibe bearbeitet.

a) Querschnitt: Fig. 6, § 17.

Die schmale Flansche ist die gezogene, die breite die gedriickte.
Beim Biegungsversuch reilt die schmale Flansche, die breite bleibt

unverletzt.

Zugfestigkeit 1418 kg/qem,
Biegungsfestigkeit 2077 kg/qem,
Verhiltnis beider 2077 : 1418 = 1,46 : 1.

b) Quadratischer Querschnitt:

7
T30

Biegungsfestigkeit 2539 kg/qem,
Verhiiltnis 2539 : 1418 = 1,78 : 1.

3. Durchhiegung und Festigkeit von GuBeisen bei quadratischem und
kreisformigem Querschnitt.

Es war iiblich, das GufBleisen nach den Ergebnissen von statischen
Biegeversuchen zu beurteilen, die mit unbearbeiteten, also die GuBhaut
besitzenden Stdben von quadratischem Querschnitt, dessen Seiten-
linge 30 mm betrigt, bei ! = 1000 mm Entfernung der Auflager durch-
gefiihrt wurden. Ermittelt wurde dabei die in der Mitte des Stabes
wirkende Kraft P, welche den Bruch herbeifiihrt, und die Durchbiegung y
des Stabes in der Mitte unmittelbar vor dem Bruch. Hieraus wird gemif3
der Gleichung

Pl o 1
_— = B _ 2
1 K, . K, 6 b h?,

worin b die Breite und % die Hohe des Bruchquerschnittes bezeichnet,
die Biegungsfestigkeit K, berechnet, in ihr das Maf3 der Festigkeit und
in der Durchbiegung y das Maf} der Zahigkeit des Materials erblickt. In
neuerer Zeit wurde vorgeschlagen, zur Priifung kreiszylindrischer
Stabe iiberzugehen, und zwar

Stibe von 40 mm Durchmesser bei 800 mm Auflagerentfernung,

3 b2 30 3 s bS] 600 3 ”
bR LR 20 5 5 2] 400 0 35
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Drei verschieden starke Stdbe glaubte man wéhlen zu sollen, weil
GuBeisenstibe, aus derselben Pfanne gegossen, bei grofleren Stérken
geringere Festigkeit besitzen.

Es entstand nun das Bediirfnis, zu bestimmen: welche Werte von
K, und y ergeben sich fiir diese runden Biegungsstibe im Vergleich zu
denjenigen GroBen, die quadratische Stabe lieferten, und welche Werte
von K, und y konnen von runden Biegungsstiben aus gutem zihen
GuBeisen gemafl den Leistungen der heutigen Technik verlangt werden.
Zur Befriedigung dieses Bediirfnisses beizutragen, hat Verfasser eine
groBere Anzahl von Versuchen durchgefiihrt, iiber welche in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1908, S. 2061 u. f., und 1909,
S.299 u. f., berichtet worden ist. Die Hauptergebnisse sind die folgenden,
wobei die Biegungsstibe die GuBhaut besallen, wihrend die Zugstibe
aus den Bruchstiicken der Biegungsprobe herausgearbeitet worden
waren, also GuBhaut nicht mehr aufwiesen.

Biegungsversuche.
Kp in kg/qem in mm
Bezeich- g4 y
nung
des 30 mm | 40 mm | 30 mm | 20 mm | 30 mm | 40 mm | 30 mm | 20 mm

Materials| O | O O O a O O O

A 3831 | 4370 | 4568 | 4957 | 23,9 | 16,7 | 11,6 | 6,9
B 3988 | 4561 | 4855 | 5739 | 23,7 15,6 | 11,2 7,5
C 3476 | 4109 | 4571 | 4786 | 23,4 16,0 | 12,6 8,0
D 3013 | 3011 | 3678 | 4793 | 19,4 | 10,1 9,5 | 6,7
E 4072 | 4264 | 4138 | 4991 | 25,1 15,1 9,1 6,3
Zugversuche.
Bezeich- Zugfestigkeit Arbeitsvermégen in kgm/cem
nung
des 30 40 30 30 40 30
Materials 0 @) O 0 O O
A 2666 2233 2547 0,140 0,118 0,119
B 2542 2377 2801 — — —
C 2381 2118 2484 — — —
D 1956 1670 2001 0,100 0,071 0,081
E 2750 2608 2757 0,197 0,166 0,145

Die vorstehenden Zahlen, welche fiir die 30 mm starken Rundstébe,
auf die man sich geeinigt hat, beim Material B die durchschnittliche
Biegungsfestigkeit zu 4855kg/qem und die durchschnittliche Zugfestigkeit
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zu 2801kg/qem zeigen, stellen noch nichtdie Grenze des Erreichbaren dar.
In der dem Verfasser unterstellten Materialpriifungsanstalt wurden fiir
GuBeisen schon Zugfestigkeiten von 3200 kg/qem und dariiber ermittelt.

4. EinfluB der GuBhaut.
GuBeisen E.

Zugstabe (3 Stiick) bearbeitet.
Biegungsstabe (14 Stiick), zum Teil bearbeitet (5 Stiick),
zum Teil unbearbeitet (9 Stiick).

Zugfestigkeit K, = 1560 + 1586 + 1640

3 = 1595 kg/qem.
. . . Purazl
Biegungsfestigkeit Kp = i &
N Querschnitts- N K
r. form Stidbe bearbeitet |Stibe unbearbeitet
. in Teilen |. in Teilen
in kg/qem von Ky |® kg/qem von K
1 2 3 4 5 6
1 i o765 | 173 | — | —
" >0
- 40 o
. |
2 $ — 2295 | 1,44
p g
st
+
3 ‘;’% — — 2390 1,50
%60 -
1 ?
4 g w3 2254 1,41 —
i
!
-
| -x
5 é med — — 2026 1,27
|
*_|

Der Vergleich der Spalten 4 und 6 zeigt deutlich, dal die Bie-
gungsfestigkeit der bearbeiteten, also von der GuBhaut be-
freiten Stébe entschieden grofer ist als diejenige der un-
bearbeiteten Stibe. Das Vorhandensein der GuBhaut wirkt
demnach auf Verminderung der Biegungsfestigkeit hin.

Bach, Elastizitit. 6. Aufl. 17
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Diese Erscheinung la8t sich erkliren einmal durch den Einflu$l
etwa vorhandener GuBspannungen und zweitens dadurch, dafl der Deh-
nungskoeffizient — der federnden und der bleibenden Dehnungen —
fiir das GuBhautmaterial geringer ist als derjenige fiir das weiter
nach dem Innern des Stabes zu gelegene GuBleisen'). Fiir die letztere
Erklarung spricht insbesondere die Beobachtung, daf die D urch-
biegungen, namentlich die bleibenden, bei den bear-
beiteten Stiben verhaltnismdfBig weit groBer sind als bei
den unbearbeiteten. Die geringere Nachgiebigkeit der an und fiir
sich am stirksten beanspruchten duBleren Fasern hat zur Folge, daB
die Festigkeit der inneren Fasern weniger ausgeniitzt wird?).

Die Grofle des hiermit festgestellten Einflusses der Guhaut auf die
Biegungsfestigkeit hingt jedenfalls auch z. B. davon ab, ob die Guf}-
stiicke in frischem Sand oder in getrockneten Formen gegossen werden.
Unter Umstéanden wird dieser EinfluBl sehr bedeutend werden konnen?).

Demgemal ergibt sich der Koeffizient y, der Gleichung 1 fiir un-
bearbeitete Stabe kleiner als fiir bearbeitete. Den Werten in Spalte 6
wiirde ein Wert p, im Mittel reichlich 1 entsprechen, d. i. nahezu 1/
kleiner als fiir die bearbeiteten Stébe.

5. Versuche zur Klarstellung des Zusammenhangs zwischen Zug-
und Biegungsfestigkeit von GuBeisen und der Spannungsverteilung
iibér den Querschnitt des gebogenen Stabes.

Zu diesen Versuchen wurden von GufBleisen bei dem gleichen Guf3
(aus derselben Pfanne), also aus dem gleichen Material, soweit sich dies
iiberhaupt erreichen 1aBt, hergestellt:

Zylinder von 90 mm Durchmesser und rund 950 mm Lénge,

quadratische Stibe von 90 mm Seite und rund 1100 mm Lénge.

Durch Bearbeitung dieser Korper auf der Drehbank bzw. Hobel-
maschine fand Uberfiihrung derselben in Zylinder von 80 mm Durch-
messer bzw. in quadratische Stabe von 80 mm Seitenlédnge statt.

Von den Zylindern wurden sodann Stiicke in der Linge von un-
gefihr 320 mm abgestochen und aus ihnen zu Zugversuchen je 4 Rund-
stibe von 20 mm Durchmesser im mittleren Teile herausgearbeitet.

1) Den vom Verfasser aus Biegungsversuchen in der Mitte der achtziger
Jahre gezogenen SchluB, daB die GuBhaut einen kleineren Dehnungskoeffizienten
besitze als das weiter nach dem Stabinnern gelegene Material, haben unmittelbare
Zugversuche, liber welche er in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure
1899, S.857 u.f. (Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des
Ingenieurwesens, Heft 1, S. 1 u. f.) berichtet, bestétigt.

2) Hieraus folgt, dal nur bearbeitete Stabe der Priifung unterworfen werden
sollten, falls man Zahlen erhalten will, welche unter sich mit voller Berechtigung
verglichen werden konnen. Riicksicht auf die Kosten veranla8t héufig, hier-
von abzuweichen.
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Das jewcils verbleibende Zylinderstiick von rund 620 mm Linge wurde
zu Druckversuchen verwendet.

Die quadratischen Stdbe dienten den Biegungsuntersuchungen.

Die Belastung wurde von Stufe zu Stufe gesteigert und dabei
— ohne Zuriickgehen auf die erste Belastungsstufe — jeweils die ge-
samte Léngendnderung bzw. Durchbiegung festgestellt.

Sowohl bei den Zug- als auch bei den Druck- und Biegungsversuchen
wurden die Verlingerungen bzw. Zusammendriickungen und Durch-
biegungen je nach 5 Minuten Belastungsdauer abgelesen.

Von den Ergebnissen seien die folgenden hier mitgeteilt.

a) Zugversuche.

Gesamte Verléangerungen .
Belastungsstufe in 1,000 cm auf 10 em Unterschied der
in kg/qem 1000 Lince Verléngerungen
159,15 und 318,3 2,14 285
159,15 ,, 4775 4,99 3,84
159,15 ,, 636,6 8,83 5’32
159,15 ,, 795,8 14,15 7’45
159,15 ,, 954,9 21,60 11’71
159,15 ,, 1114,1 33,31 22’27
159,15 ,, 1273,2 55,58 ’
Die Zugfestigkeit des Stabes ergab sich zu
K, = 1315 kg/qem,
diejenige von zwei anderen Stiben zu
1289 und 1273 kg/qcm.
b) Druckversuche.
Gesamte Zusammen- Unterschied der
Belastungsstufe drii s g
K riickungen in 1/,,, cm Zusammen-
in keg/qem auf 29,0 cm ©driickungen
0,46 und 298,4 2,13
0,46 , 5968 4,63 2,50
0,46 , 8952 7,20 2,57
0,46 ,, 1193,6 10,45 3,25
0,46 ., 1531,9 14,54 4,09
0,46 ,, 1790,4 18,51 3,97
0,46 ,, 2088,8 24,10 5,59
0,46 ,, 2387,2 31,08 6,98
0,46 ,, 2685,6 41,20 10,12
0,46 ,, 2984,0 56,72 15,62

17*



260 III. Biegung.

c) Biegungsversuche.

Stabbreite b = 8,01 cm, Stabhohe 2 = 8,005 cm.
Entfernung der Auflager ! = 1000 mm.
Belastung erfolgt in der Mitte durch die Kraft P.

0,25 Pl Gesamte Durchbiegungen | Unterschied der
Belaslt{ung P 1. der Stabachse in der Durchbiegungen
g 'ﬁ*bh’ Mitte i .
1tte 1In mm In mm
500 146,1 0
1000 292,2 0,355 0,355
2000 584,4 1,227 gggg
3000 876,6 2,226 ’
4000 1168,8 3,392 iigg
5000 1461,0 4,830 ;
6000 1753,2 6,698 1,868
7000 2045,4 9,143 2:445

Der Bruch erfolgt bei P = 7380 kg. Die fiir Proportionalitit
zwischen Dehnungen und Spannungen giiltige Gleichung auf S. 248
wiirde liefern

K, — : 25.7380

—— . 8,01.8,0052
6

= 2157 kg/qem.

d) Prifung des Zusammenhanges der Versuchsergebnisse.

Es liegt nahe, die Priifung in der Art auszufithren, dafl auf die Ent-
wicklungen 8. 233 u. {. zuriickgegriffen und ermittelt wird:

aus den Zugversuchen o; und m,

»» 5 Druckversuchen «, ,, m,
,» GL 11 (S.237) mit 6; = 1315kg/qem die Lage der
Nullachse,

» Gl 12 (8. 237) die Grofle des biegenden Momentes,
welches mit 6, = 1315 kg/qem den Bruch herbei-
filhren wiirde.

Dieses Moment wire sodann mit dem tatsichlichen Bruchmoment
Pl 100

L = 4 - 7380 = 184500 kg.cm

zu vergleichen.
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Die Beschreitung dieses Weges fiihrt zundchst zu der Erkenntnis,
daB das Potenzgesetz ¢ = o ¢™ fiir die gesamten Dehnungen bis
zum Bruch den tatsichlichen Verlauf der Dehnungslinie weder bei Zug
noch bei Druck zutreffend genug zum Ausdruck bringt. In Fig. 4 sind

a

Fig. 4.

auf Grund der unter a und b angegebenen Versuchsergebnisse zu
den Spannungen als wagrechten Abszissen die jeweils erhaltenen
Dehnungen als senkrechte Ordinaten aufgetragen und dadurch die

ausgezogenen Kurven erhalten worden: 0Z,Z gilt fir Zug und OE,ED
fiir Druck.
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Der Linienzug, wie ihn das Potenzgesetz mit
1
“= 34956000000 © ™ 0%
1
oy = —,
20 000 000
liefert, ist strichpunktiert eingetragen. Man erkennt deutlich, daB,
wenn auch die Werte von o, m; bzw. «, m, anders als geschehen
gewdhlt werden, bedeutende Abweichungen der beiden Linienziige
bestehen bleiben.

Unter diesen Umsténden verzichten wir auf die Benutzung des
Potenzgesetzes sowie auf die Heranziehung einer anderen Funktion
und verfahren in einer anderen, schon von W. Schiile angedeuteten
Weise!). Die in Fig. 4 ausgezogene Kurve 0Z,Z liefert fiir 5, = 1315
kg/qem = AZ in der Ordinate 04 die zugehorige Dehnung. Unter der
Voraussetzung, daBl der Stabquerschnitt bei der Biegung eben bleibt?),
ergibt die Linie 0Z,Z die Verteilung der Zugspannungen von der
durch O gehenden Nullachse bis zu der am stérksten gespannten Faser
in A. Die GroBe der Fliche OAZ bildet unter Beriicksichtigung der
Breite des rechteckigen Querschnittes das Mafl fiir die Summe der
inneren Krifte auf der Zugseite. Da nun diese Summe, welche mit N
bezeichnet sei, gleich sein muB der Summe der inneren Kréafte auf der
Druckseite (Gl. 6, S. 235), so ist auf letzterer eine Fliche OBE = Fldche
0AZ abzugrenzen, was sich mittels des Polarplanimeters ziemlich rasch
ausfithren 1iBt. BE ist alsdann die groBte Spannung, welche auf der
Druckseite eintritt, wenn die grofte Spannung auf der Zugseite 4Z =

1315 kg/qem betrdgt. Die zeichnerische Darstellung liefert die gréBte

A 0—1315
Druckspannung BE = 2270 kg/qem, d. i. um 100%—_1_ =739

my, = 1,491

groBer als die gr68te Zugspannung.

Die Nullachse ist in dem rechteckigen Querschnitt von der Hohe
AOB so gelegen, dafl die Abstinde von aullen

e, =04 und e, = OB

Letragen. Dies gibt, da der fiir die Dehnungen — zunéchst ohne Riick-
sicht auf die Héhe des Stabquerschnittes — gewéhlte Mafstab in der
urspriinglichen Zeichnung Fig. 4 zur Strecke 04 = 20,3 cm und zur
Strecke OB = 14,7 cm, also zu AB = 20,3 + 14,7 = 35,0 cm gefiihrt
hat, bei der Querschnittshohe 2 = 8,005 cm

8,005
e, = 20,3 350 4,64 cm,

1) Wie dem Verfasser spiter kekannt geworden, hat Ritter schon friiher
diesen Weg bezeichnet: ,,Anwendungen der graphischen Statik®, I, 1888, S. 134
u. f. unter ,,Spannungen, welche die Elastizititsgrenze iiberschreiten‘.

2) Vgl. FuBbemerkung §. 249.
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8,005
35,0

Die Nullachse liegt somit im Augenblick des Bruches
um 0,64 cm, d.i. um 8 9% der Querschnittshohe aus der Mitte
nach der Druckseite hin.

Sind 8§, und 8; die Schwerpunkte der beiden Flichen OAZ bzw.
OBE, 50 findet sich zundchst in der Strecke y der Abstand, in welchem
die beiden resultierenden Innenkrafte N wirkend anzunehmen sind, und
damit das Moment der inneren Kréfte gleich Ny.

Aus der Zeichnung entnehmen wir unter Beriicksichtigung, daf
die Stabbreite 8,01 cm betragt,

N = 37160 kg y = 21,0 —— = 4,8cm,

e, = 14,7 = 3,36 cm.

folglich
Ny = 37160.4,8 = 178 368 kg . cm.

Das Moment der duBeren Krafte, welches zum Bruche fiihrte,
betrug — wie oben ermittelt — 184 500 kg .cm. Somit findet sich
der Unterschied zwischen diesem Bruchmoment und dem Moment der
inneren Krifte, wie es im vorstehenden festgestellt worden ist, zu

184500 — 178 368 o
100 184 500 = 33%

Dieser Unterschied halt sich nicht bloB innerhalb der Grenzen
der Abweichungen, welche in solchen Fillen zu erwarten sind, sondern
er muf} sogar als recht klein bezeichnet werden. Hiernach erscheint
die Spannungsverteilung im Querschnitt des gebogenen
gulBleisernen Stabes im Augenblick des Bruches und damit
auch der Zusammenhang zwischen der Biegungsfestigkeit
und der Zugfestigkeit klargestellt. Man erkennt, dafl in dem
gebogenen Stabe wesentlich hohere Zugspannungen nicht
auftreten, als sie der unmittelbare ZerreiBversuch liefert.

Fiir ein unterhalb des Bruchmomentes liegendes Biegungsmoment,
etwa fiir ein solches, das 6, = A4,Z, liefert, welchem Werte dann gemif
der Gleichgewichtsbedingung, dafl Fliche 04,Z, = Fliche OB.E,
sein muB, die Druckspannung o, = E,B, entspricht, verschiebt
sich wegen des flacherenVerlaufs der Drucklinie OF.E gegen-
iiber demjenigen der Zuglinie 0Z,Z die Nullachse nach der
Mitte hin, fiir noch kleinere Momente kann sie aus der Mitte
des rechteckigen Querschnittes nach der Zugseite hin ge-
legen sein?).

1) Diese Feststellung gibt nicht nur eine weitgehende Aufkldrung tiber die
Anstrengung von auf Biegung beanspruchten Korpern, deren Material stark ver-
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Beispielsweise findet sich
fir 6, = 1000 kg/qem,
o = 1388 kg/qem, e, = 4,27 cm, e, = 3,73 cm,

somit die Nullachse um 0,27 em, d. i. 3,4 9, der Hohe aus der Mitte nach
der Druckseite gelegen,

fir 6, = 500 kg/qem,
65 = 525 kg/qem, e, = 3,77 cm, e, = 4,23 cm,

somit die Nullachse um 0,23 cm, d. i. 2,9 9, der Hohe aus der Mitte nach
der Zugseite gelegen.

Um fiir kleine Momente, welche auch nur geringe Spannungen
(Dehnungen) geben, die Lage der Nullachse auf dem zeichnerischen
Wege ausreichend genau feststellen zu konnen, miissen bei den Zug-
und Druckversuchen die Dehnungen und Zusammendriickungen fiir

anderlichen Dehnungskoeffizienten besitzt, wie GuBeisen, Sandstein, Beton usw.,
sondern sie beleuchtet auch die Mitteilungen, welche in neuerer Zeit hinsichtlich
der Lage der Nullachse bei Biegungsbalken aus solchen Stoffen gemacht worden
sind. Je nach der verhdltnisméfBigen GroBe des biegenden Momentes konnte
man die Nullachse in der Stabachse oder auch mehr oder minder weit auerhalb
gelegen ermitteln, ohne damit der eigentlichen Erkenntnis der Spannungsverteilung
iiber den Querschnitt naher zu kommen. Uber diese gibt Fig. 4, S. 261, vollen
Aufschlu3.

G. Tiraspolsky, Professor in Tomsk, welcher 1901/1902 in dem Labora-
torium des Verfassers tétig war, hat auf dessen Anregung die weitere Verfolgung
dieses Verfahrens aufgenommen und eine dahingehende Arbeit verdffentlicht,
zufolge der er bei Gufleisen Abweichungen um 4,3 9 und 3,3 9, (gegen 3,3 9%, oben)
ermittelte.

Groflere Abweichungen ermittelte W. Pinegin (Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1906, S. 2029 u.f., Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten,
Heft 48, S.43u.f.). E. Meyer, welcher die Versuchsarbeiten von Pinegin
eingehendeér verarbeitete, stellt fest, dafl die Durchbiegungen, die sich auf Grund
des oben angegebenen Verfahrens aus den Ergebnissen der Zug- und Druck-
versuche berechnen lassen, mit den von Pinegin gemessenen Durchbiegungen
recht gut ilibereinstimmen, so daf3 auch die Pineginschen Versuche fiir dieses
Verfahren sprechen (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1908, S. 167 u. f.).
Die Abweichungen, zu denen Pinegin gelangte, diirften sich — jedenfalls zu einem
Teile — durch die Schwierigkeit erkléren, die sich infolge der Plotzlichkeit des
Bruches bei der Ermittlung der tatséchlichen Bruchdehnung bietet; auch kénnen
kleinere Fehlstellen im Material im Augenblick des Bruches einen EinfluBl duBern,
den sie vorher bei der Biegung des Stabes nicht hatten usw.

An der angegebenen Stelle zeigt Meyer in Erweiterung unserer Er-
kenntnisse, dafl sich die Durchbiegungen von Flufleisen, welches iiber die Streck-
grenze hinaus beansprucht wird, auf dem oben angegebenen Wege mit guter An-
niherung berechnen lassen.

Ludwik fand in seiner Arbeit ,,Zur Frage der Spannungsverteilung in
gekriimmten stabférmigen Korpern mit verénderlichem Dehnungskoeffizienten‘
(Techn. Blitter 1905) die gleiche Ubereinstimmung wie Verfasser.
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geringere Spannungen mit entsprechend niedrigeren Belastungsstufen
ermittelt und muB fiir die Dehnungen ein groflerer MafBstab gewihlt
werden, als dies im Falle der Fig. 4 geschehen ist, mit welcher nur die
Aufgabe zu losen war, die Verhaltnisse fiir den Bruch zu untersuchen.

Zur weiteren Klarstellung sind Versuche mit verschiedenen Guf-
eisensorten, mit Steinen, Beton usw. durchzufiithren; ebenso wird der
Einfluf} zu ermitteln sein, den Wechsel der Belastungen (Spannungen)
dulert.

IV. Knickung.

§ 23. Wesen der Knickung.

Es sei AB, Fig. 1, ein prismatischer Stab von groBler Lange und
geringen Querschnittsabmessungen, belastet durch die Kraft P. Wenn
nun die Voraussetzungen,

1. daB die Kraft P genau mit der Stabachse zusammenfallt,

2. daB diese tatsichlich eine gerade Linie bildet, daf das Material
des Stabes durchaus gleichartig ist und an allen Stellen in dem
gleichen Zustande sich befindet,

3. daB seitliche Krifte auf den Stab nicht einwirken, daB3 der-
selbe iiberhaupt Einfliissen, welche solche hervorrufen wiirden,
nicht unterworfen ist,

zutrifen, so wiirde der Stab nach § 11 nur eine Zusammendriickung
in Richtung der Achse und senkrecht dazu eine Querschnittsvergrofle-
rung erfahren. Eine Veranlassung, mit dem freien Ende seitlich auszu-
weichen, lige dann nicht vor.

In Wirklichkeit sind die genannten Voraussetzungen, namentlich
diejenigen unter Ziff. 1 und 2, genau iiberhaupt nicht zu erfiillen und
angendhert um so weniger leicht, je grofer die Linge des Stabes im
Verhéltnis zu seinen Querschnittsabmessungen ist. Infolgedessen zeigt
die Erfahrung, daBl ein solcher Stab mit seinem freien .Ende auszu-
weichen bestrebt ist, dafl er eine Biegung erleidet. Um uns iiber das,
was hierbei eintritt, ein richtiges Bild zu verschaffen, filhren wir folgende
Versuche durch.

a) Wir nehmen einen sorgfiltig gerade gerichteten Stahldraht
von 3,5 mm Durchmesser, spannen denselben moglichst genau senkrecht
in den Schraubstock so ein, dafl er eine freie Léinge von ! = 850 mm
besitzt, Fig. 2. Hierauf belasten wir ihn in Richtung seiner Achse mit
P = P, = 04 kg. Sobald Draht und Belastung sich selbst iiberlassen
werden, beginnt das freie Ende des ersteren auszuweichen, bis er bei
y’ = rund 25 mm zur Ruhe gelangt. In dieser Lage befindet sich das
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biegende Moment Py’ (sofern von dem EinfluB des Eigengewichtes
des Drahtes abgesehen wird) im Gleichgewicht mit den durch dasselbe
im Innern des Stabes wachgerufenen Elastizititskriften. Die wieder-
holte Zuriickfithrung des ausgewichenen Drahtes in die senkrechte Lage
erwidert derselbe durch erneute Ausbiegung um y’. Wird das freie Ende
des Stabes mit der Hand etwas weiter, d. h. um mehr als ¥’ ausgebogen
und alsdann sich selbst iiberlassen, so kehrt es in die Lage y’ = 25 mm
zuriick. Der Gleichgewichtszustand ist demnach ein stabiler.

Die Belastung P; = 0,4 kg wird entfernt und durch P = P, =
1,1 kg ersetzt. Sobald der Drahtstab mit der Belastung sich selbst tiber-
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lassen bleibt, beginnt das freie Ende auszuweichen, der Draht biegt sich
fortgesetzt, bis das belastende Gewicht die Werkbank, an welcher der
Schraubstock befestigt ist, erreicht hat, Fig. 3.

Die Biegung ist naturgemafl an der Einspannstelle am starksten.
Der Stab ist hierbei nicht gebrochen. Nach der Entlastung ver-
schwindet ein ziemlich bedeutender Teil der erlittenen Forméinderung
wieder; namentlich erlangt die nach dem freien Ende hin gelegene
Strecke die Geradlinigkeit wieder.

b) Ein schlanker Holzstab von quadratischem Querschnitt, Seiten-
linge 7,5 mm, wird moglichst genau senkrecht in den Schraubstock
gespannt, alsdann am freien Ende mit P = P, = 1,1 kg belastet, wobei
I = 850 mm. Das freie Ende beginnt auszuweichen und gelangt schlief3-
lich bei y* = rund 150 mm zur Ruhe.

Die Belastung P; = 1,1 kg wird entfernt und durch P = P, =
1,3 kg ersetzt. Der hierauf sich selbst iiberlassene Stab beginnt mit dem
freien Ende auszuweichen, auch nach wiederholter Zuriickfithrung
in die senkrechte Lage, und biegt sich, bis er bei y’ etwa gleich 550 mm
bricht.
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Die Erscheinungen, welche die beiden Stibe bei der Belastung
mit P = P, zeigen, werden unter dem Namen Knickung des Stabes
zusammengefafit: im ersten Falle tritt eine Biegung ein, welche —
abgesehen von der Moglichkeit, dafl es sich um eine Feder handelt —
mit dem Zwecke des Stabes, ein widerstandsfahiger Konstruktionsteil
zu sein, unvereinbar ist; im zweiten Falle erfolgt ein Bruch, der gleich-
falls unzulissig erscheint.

Aus den Versuchen a und b erkennen wir folgendes.

Bei der Belastung P, weicht der Stab nur um y’ aus und gelangt
zur Ruhe. Wird das freie Ende des Stabes mit der Hand noch etwas
weiter ausgebogen und sich dann selbst iiberlassen, so kehrt der Stab
in diese Lage zuriick. In derselben herrscht demnach stabiles Gleich-
gewicht zwischen dem biegenden Moment, welches die auf den Stab
wirkenden dufleren Krifte, d. h. die Schwerkrifte der Belastung und
der eigenen Masse liefern, und den hierdurch im Innern des Stabes
wachgerufenen Elastizitdtskraften. Bei der Belastung P, dagegen be-
steht iiberhaupt ein Gleichgewichtszustand nicht, der Stab biegt sich aus,
bis die Belastung zum Aufruhen gelangt, also zum Teil aufgehoben wird
(Versuch a), beziehungsweise bis zum Bruche fithrt (Versuch b). In
beiden Fillen muf} es hiernach eine zwischen P, und P, gelegene Be-
lastung P = P, geben, fiir die der stabile Gleichgewichtszustand, welcher
bei P = P, noch zu beobachten war, gerade aufhort zu bestehen.

Diese Kraft P, wird als Knickbelastung bezeichnet.

§ 24. Knickbelastung.
(Eulersche Gleichung.)

Fiir den Stab Fig. 1 bezeichne

P diein der Richtung der urspriinglich geraden Stabachse wirkende
Kraft,

P, die Knickbelastung, d. h. diejenige Groe von P, welche die
Knickung herbeizufiihren imstande ist,

© das der Biegung gegeniiber in Betracht kommende Trigheits-
moment des Stabquerschnittes (in der Regel das kleinere der
beiden Haupttragheitsmomente),

I die Liange des Stabes,

o den Dehnungskoeffizienten.

In bezug auf den durch den Abstand x bestimmten Querschnitt ist,
da die zu z gehorige Ordinate der elastischen Linie y betréigt, das biegende
Moment, dessen Ebene den Querschnitt in einer der beiden Hauptachsen
schneide,
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My =Pty —y
und damit unter den Voraussetzungen, welche in § 16 zu Gleichung 14
filhren, nach Gleichung 15 daselbst

=2ty —y.
Wird gesetzt
OL@P = n? a+y —y=—z
so folgt
o tro

Dieser Gleichung entspricht unter Voraussetzung, dafl « und @ konstant
sind, das Integral
z = (Osin (n2) + C, cos (n )
oder
y—a—y = C,sin (nz) + C,cos (nzx),

;;-_-H

: sofern die beiden Integrationskonstanten mit C; und
C, bezeichnet werden. Dieselben sind bestimmt dadurch,
daB fiir den Punkt A4, also fiir x = 0

y =0 und ﬂl:O,

Y T

dx
d. h
Y C,=—a—y C,=0.
Fig.' 1. Hiermit folgt
y = (a4 y)[l—cos(nx)] . . . . 1)

Fir x = [ wird y = y’, also
y = (a+y) [1—cos (nl)]

, 1—cos(nl) 1 —1,
y=d cos (nl) - cos (nl)

= q 1/_?_ — 1], 2)
o
/==
cos ( ] 0 )
und damit findet sich die Gleichung der elastischen Linie
/ o P
~ l1—cos(nz) 1—c0s<xl, o ) 3)

cos(m) ° [« P
sliy 2o
cos (l] ) )



§ 24. Knickbelastung. 269

Denken wir beispielsweise die Gleichung 2 angewendet auf einen
schmiedeisernen Stab von 100 cm Lénge und 1 cm Durchmesser, so
findet sich mit

1 z o 1 1
_ _ — o~ b= — ] = 100
* 5000000 27 62¢ 20 20
! 1 1 a — 1
Yy =a — = —_— .
/ P
cos 100]« LP— cos }/——
' 721000 000 10

Fiir den Hebelarm a wollen wir uns einen kleinen Betrag vorstellen,
etwa daher kommend, da der Stab schon urspriinglich nicht genau
gerade war, und dal P nicht genau durch den Schwerpunkt des Quer-
schnittes geht.

Es ergibt sich

fir P = 5kg y = cos 0707

fir P=15kg 3y =a cos1225

fir P=20kg ¢

H

“feomr )

fiir P = 10 kg y’=a( 1>= 0.85a,
(e )
(oo

cos 1 4142

u ——1 / ——— ———"—1 p—rty 5 .
fir P 22,5 kg y a < cos 15 ) 13,16 a

Wir erkennen, dafl y’ anfangs langsam, dann aber auflerordentlich
rasch mit P wichst; fiir P = 24,674 kg wird sogar

f = -——1——1—ai———~1—a o0 = oo
Y = %\ os 1,5708 N 0 e

Wie klein also auch a sein mag — sofern es nur nicht Null ist —,
fiir P = 24,674 kg liefert die Rechnung y’ = oo. Dieses Ergebnis ist
natiirlich nicht so aufzufassen, daB die Ausbiegung des Stabes, der eine
endliche Lénge besitzt, tatsiichlich unendlich sich ergibt, sondern es
wird damit nur ausgesprochen, erreicht P den Wert 24,674 kg, so wird
bei der geringsten Abweichung der Belastung von der Stabachse oder
bei nicht vollkommener Geradlinigkeit derselben oder bei nicht voll-
standiger Gleichartigkeit des Stabmaterials oder seines Zustandes oder
endlich bei der geringsten seitlichen Einwirkung auf den Stab dieser um-
knicken, das Gleichgewicht zwischen der duBleren Kraft P und den
inneren Elastizitatskriften wird aufhoren zu bestehen. Dabei ist P
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selbstverstindlich nur mit derjenigen Genauigkeit bestimmt, welche
den Voraussetzungen der Rechnung entspricht?).

Dieser Wert von P kann demnach als diejenige Kraft bezeichnet
werden, welche imstande ist, die Knickung herbeizufiihren, und welche
sie auch herbeifiihren wird, da die Voraussetzungen unter Ziff. 1
und 2 in § 23 nicht streng erfiillbar sind, und deshalb stets ein biegendes
Moment vorhanden sein muf.

Diese Kraft ist die Knickbelastung P,,.

Allgemein 143t sich dieselbe aus der Gleichung 2 durch die Er-
wigung bestimmen, daf

P = P, fir y = a.co,

cos (l ]/?g) =

d. h.

aP w
1)/ 0
"o =
72 1 6@
Po=ga Y
8
731
!
|
I
=
{
1
|
{aI
&
Fig. 2. Fig. 3.

Fiir den Fall der Fig. 2, nach Mafligabe welcher der Stab gezwungen
ist, mit seinen sonst beweglichen Enden 4 und B in der urspriinglich
geraden Stabachse zu bleiben, verhélt sich jede der beiden Stabhilften
genau so wie der ganze Stab in Fig. 1. Demnach ergibt sich fiir die Kraft,
durch welche hier die Knickung erfolgen wird, mittels Einfiihrung von
0,5 1 in die Gleichung 4 an Stelle von [

1) Eine strengere Entwicklung gibt Schneider in der Zeitschrift des Osterr.
Ingenieur- und Architekten-Vereins 1901, S. 633 u. f.
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72 1 o _ ,1 0,
4 7 (0’5l)2 — ), . . . . 5)

Po= P
d.i. ein viermal so grofler Wert wie fiir den Stab mit freiem
Ende.

Die Beziehung 5 wird nach ihrem Urheber als die Eulersche
Gleichung bezeichnet.

Wenn der Stab, Fig. 3, an beiden Enden 4 und B so eingeklemmt
ist, dal bei etwaiger Ausbiegung die Gerade AB Tangente in den
Punkten A4 und B der elastischen Linie bleibt —was tibrigensin Wirklich-
keit nur sehr selten zutreffen wird (vgl. § 53) —, so liegen in den Mitten C
und £ der Stabstrecken 4D und BD Wendepunkte. Die hierdurch ent-
stehenden Endstiicke AC und BE verhalten sich wie der ganze Stab
im Falle der Fig. 1 (a = 0 gesetzt), wihrend das Mittelstiick CDE dem
Stabe in Fig. 2 entspricht. Diese Erwigung ergibt fiir die beiden

l
Endstiicke je von der Lénge T nach Gleichung 4

w1 6 , 1 6
ﬂ—fi‘iy—*~a7’
4 ’
! .
fiir das Mittelstiick, dessen Lénge o nach Gleichung 5
1 o
Po = 7:2'— —0 = 4 1‘:2 1 0

o [1)\® o« B
2

Folglich gilt fiir den ganzen Stab, Fig. 3,

1 6
P0=47:2-g-l—2

6)

Hiernach verhalten sich die Knickbelastungen fiir die Stibe Fig. 1,
2 und 3 unter sonst gleichen Verhiltnissen wie
160 ,1 06 1 6

_— /«.2 —_ . 7{2—*’7 — N : .
PR R T TR R R

Die drei Gleichungen 4 bis 6 lassen sich zusammenfassen in die eine

1) Eine einfache, elementare Ableitung dieser Gleichung gibt R. Land in
der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1896, S.99 u.f. In anderer,
auf die Vorgédnge bei der Knickbeanspruchung eingehender Weise behandelt
W. Schiile diese Aufgabe, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1899,
S. 779.
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1 6
Ppy=w——7,. . . . . . . .7
o=@ 7)

worin
-2

w = ;1:_ fiir die Befestigungsweise Fig. 1 l

w = 72 fiir diejenige Fig. 2 und '
w = 472 fiir diejenige Fig. 3.

§ 25. Zuliissige Belastung gegeniiber Knickung.

Als zulissige Gesamtbelastung P der in § 24 besprochenen Stibe
wird der ©-te Teil von P, genommen, d. h.

Py
P = —
S
Insbesondere
fiir Stab Fig. 1, § 24, P — —— 1 ©
&L 3% TT e T«
72 1 6@
I 39 39 ) T} P: T T 0
2 S o 12 b
472 1 O
’ ’ ”» 3’ T} P - @ 7 l2 )
oder allgemein
w 1 6@

worin «» einen von der Befestigungsweise der Stabenden abhingigen
Koeffizienten, den Befestigungskoeffizienten, bedeutet, dessen
GroBe fiir bestimmte Fille am Schlusse von § 24 angegeben ist. Hin-
sichtlich ® = 4 =2 sei nochmals darauf hingewiesen, daf es nur dullerst
selten der Wirklichkeit entsprechen wird, den Stab als beiderseits ein-
gespannt anzusehen (vgl. § 53).

Die Beniitzung der Gleichungen 1 oder 2 bei Feststellung der
Querschnittsabmessungen einer Stiitze kommt nach MaBgabe des Er-
orterten darauf hinaus, diese so zu wihlen, daB erst durch das ©-fache
der wirkenden Kraft P die Knickung herbeigefiihrt wird. Mehr ist
hierdurch zunichst nicht erreicht. Insbesondere erscheint es unzu-
treffend, bei Verwendung dieser Gleichungen zu schlielen, daf erst durch
das ©-fache der Kraft P die Moglichkeit einer Biegung eintreten
wiirde. Die beiden in § 23 unter a und b angegebenen Versuche zeigen
deutlich eine ganz bedeutende Ausbiegung bei P = P, < P,. Die
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tigliche Erfahrung lehrt ebenfalls, dafl Ausbiegung von schlanken
Stiben schon bei verhdltnisméfig sehr geringer Belastung eintritt.
(Vgl. auch die in § 27 unter Ziff. 1 am Schlusse von a gemachten An-
gaben.) Aus der Unmoglichkeit, die in § 23 unter Ziff. 1 und 2 ange-
gebenen Voraussetzungen genau zu erfiillen, was darauf hinauskommt,
daBl die GroBe a in Gleichung 2, § 24, grofler als Null ist, erkliart sich
diese Erscheinung ohne weiteres.

Will man das Eintreten solcher weit unterhalb der Knickungsgefahr
liegenden Ausbiegungen nach Moglichkeit verhindern, so wird das unter
sonst gleichen Verhiltnissen um so erfolgreicher geschehen, je grofler
man & in die Gleichungen 1 oder 2 einfiihrt.

Bei gewissen stangenartigen Maschinenteilen wechseln Zug und
Druck, so dall die Stange zunédchst auf Zug, hierauf auf Knickung be-
ansprucht ist u. s. f. Folgen nun — wie hiufig der Fall — Zug und
Druck so rasch aufeinander, dal von einer Ausbildung der Forménde-
rung, wie sie die Entwicklung der Gleichungen voraussetzt, nicht die
Rede sein kann, so wird ein geringerer Wert von & geniigen, als wenn
der genannte Vorgang langsamer vor sich geht?).

Ferner kommt in Betracht, daB in den meisten Fillen selbst der
Anordnung Fig. 2, § 24, schon infolge der Reibung in den Gelenken bei
A und B ein (wenn auch nicht bedeutendes) Biegungsmoment vor-
handen zu sein pflegt. Bei nicht senkrechter Lage der Stange tritt noch
hinzu der auf Biegung wirkende Einfluf} des Eigengewichts 2) und im Falle
ungleichformiger Bewegung noch derjenige des Trigheitsvermogens.
Nicht selten wird der Warmezustand des Stabes ein einseitig verschie-
dener sein, welcher Umstand fiir eiserne Stiitzen Bedeutung erlangen
kann, Auch diesen Einfliissen, wenn sie sich innerhalb gewisser Grenzen
halten, wird in der Regel bei Wahl von © Rechnung getragen.

Unter diesen Verhdltnissen ist es natiirlich ausgeschlossen, daf fiir
© ein bestimmter Wert angegeben werden kann; es werden vielmehr
jeweils die besonderen Umsténde in Erwdgung zu ziehen sein. Hierzu
gehort insbesondere auch die Befestigung der Enden der gedriickten
Stange. Eine Sdule mit grofer und kriftiger Ful- und Kopfplatte
wird sich anders verhalten als eine sonst gleiche Sidule mit kleinen End-
platten. Die erstere Sdule erscheint in hoherem MafBe als an den Enden
eingespannt wie die letztere und insofern tragfahiger; dagegen wird die

1) Vgl. z. B. des Verfassers Maschinenelemente, 1. Aufl. (1881), S. 311, oder
2. Aufl. (1891/92), S. 493, 10. Aufl. (1908), S. 814 und 816.

2) Mit Riicksicht hierauf empfiehlt es sich, Versuche mit Siulen in
stehenden Priifungsmaschinen vorzunehmen. Ferner ist es gemdll der
S. 11 im zweiten Absatz der ersten FuBlbemerkung ausgesprochenen Richt-
schnur angezeigt, Versuche mit Sidulen aus Eisenbeton und dergl. in solchen
Formen auszufiihren, wie sie der Verwendung entsprechen.

Bach, Elastizitit. 6. Aufl. 18
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belastende Kraft um so mehr von der Achse der Siule abweichen, d. h.
die Séule voraussichtlich mit einem um so gréSeren Hebelarm belasten
konnen, je grofler die Kopf- und die Fufiplatte sind (vgl. auch Fig. 1
und Fig. 2, § 27). Bei Bleiunterlage wird sich die gleiche Sdule leichter
nach Fig. 2, § 24, kriimmen koénnen, als wenn sie mit Zement untergossen
worden ist, der vor der Einwirkung der Belastung geniigend erhértet
usw. Streng genommen wire allerdings diesen Umstdnden bei Fest-
stellung des Befestigungskoeffizienten » Rechnung zu tragen; doch
kommt es, da P proportional dem Quotienten w: &, tatsichlich auf das-
selbe hinaus, wenn «, wie es fiir Stiitzen, deren Enden seitlich nicht aus-
weichen konnen, zu geschehen pflegt, mit =2 eingefithrt und © ent-
sprechend kleiner gewihlt wird, falls man nicht, durch Erwégungen be-
sonderer Art veranlaBt, vorzieht, statt der ganzen S#ulenlinge einen
Bruchteil derselben in Rechnung zu stellen. (Vgl. Schlufl von § 27.)

Fiir Siulen von GuBeisen darf, ganz abgesehen von der selbst-
verstindlichen Riicksichtnahme auf die Herstellungsweise (liegend oder
stehend gegossen), nicht auBer acht bleiben, daB «, welches bei der Ent-
wicklung in § 24 als konstant vorausgesetzt wurde, tatséchlich ver-
anderlich ist, und zwar zunimmt mit wachsender Spannung oder Dehnung
(vgl. § 20, Ziff. 5) sowie iiberdies fiir die GuBhaut weniger betragt als
fiir das im Innern gelegene Material (vgl. § 22, Ziff. 4).

SchlieBlich wird auch dem Umstand Beachtung geschenkt werden
miissen, daf in der Regel schon friihzeitig, d. h. unter verhéltnisméiBig
geringer Belastung, bleibende Forméinderungen eintreten (vgl. § 4),
weshalb die Durchbiegung des auf Knickung beanspruchten Stabes
sich groBer ergeben muB, als es der Dehnungskoeffizient der Federung
« erwarten 1if3t, und infolgedessen der einmal durchgebogene Stab sich
so verhilt, als ob der Hebelarm a (Fig. 1) von vornherein um die bleibende
Durchbiegung groler gewesen wire.

Unter allen Umstédnden muB bei einem Stabe, welcher auf Knickung
berechnet wird, die in § 12 aufgestellte Forderung bei einfacher Druck-
beanspruchung

P<kf . . . . . . . . .3
befriedigt sein.

§ 26. Naviersche (Schwarzsche) Knickungsformel.

Die in den §§ 24 und 25 erdrterte Grundgleichung zur Berechnung
eines Stabes, welcher der Gefahr des Knickens ausgesetzt ist, hat
bis auf unsere Tage in den Kreisen der Techniker des Hochbau-
und Bauingenieurwesens vielfach Beméngelung erfahren, deren
Wurzel namentlich in dem Umstande zu suchen sein diirfte, dafB
in ihr nicht die Spannung auftritt, welche man sich gewohnt
hat, als MaBstab der Sicherheit einer Konstruktion aufzufassen,
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und von der man deshalb bei Feststellung der Abmessungen immer
auszugehen pflegt?).

1) Im Maschineningenieurwesen war nichts oder verhéltnisméBig nur wenig
von einer solchen Beméngelung zu bemerken, und zwar aus verschiedenen Griinden.
Zunichst hat der Gleichgewichtszustand, wie er im Augenblicke des Be-
ginnes der Knickung vorhanden ist, fiir den Maschineningenieur nichts Fremdes.
Es ist demselben geldufig, daB schon die Herstellung eines ldngeren schlanken
Koérpers mit tatsiichlich gerader Achse und vollsténdiger Gleichartigkeit des
Materials trotz gréBter Sorgfalt nicht zu erzielen ist, und daB infolgedessen, ganz
abgesehen davon, mit welcher Genauigkeit es moglich erscheint, die Achsialkraft P
in die vermeintlich gerade Stabachse fallen zu lassen, bei Belastung durch P eine
mit dieser Kraft wachsende Durchbiegung eintreten muf. (Lange Druckstangen,
wie sie z. B. bei vertikalen Balanciermaschinen auftreten, sind deshalb auch
bei genau senkrechter Lage niemals durchbiegungsfrei zu erhalten, die Erzit-
terungen lassen sich bei wechselnder Belastung nicht ganz beseitigen.) DaB bis
zu einer gewissen Grofe von P das mit dieser Kraft und dem Eigengewicht ver-
kniipfte biegende Moment von den inneren Elastizitatskraften des Stabes im
Gleichgewicht gehalten wird, und daB bei Uberschreitung der bezeichneten Grenze
dieses Gleichgewicht aufhért, und der Stab sich umbiegt oder zerbricht, erscheint
dann ganz natiirlich. Durch Steigerung der Belastung wird der Stab auf ein-
fachstem Wege aus dem Zustand des stabilen Gleichgewichts in den des labilen
iibergefiilhrt. An den letzteren muf sich dann schon infolge des Einflusses der
Zeit auf die Ausbildung der Forminderungen der Vorgang des Knickens anschlieSen.

Das Verhalten des unter 4uferem Uberdruck stehen-
den Flammrohres eines Dampfkessels, Fig. 1, ist ein ganz
entsprechendes. Erfihrt die Pressung der Fliissigkeit, welche
das Rohr umgibt, eine Steigerung, so wird das letztere
schlieBlich eingedriickt oder zusammengedriickt. Eine eigent-
liche Zerstorung des Materials tritt hierbei hiufig nicht ein.

Die GréBe der Pressung, welche das Ein- oder Zusammen-

driicken herbeifiihrt, héngt in erster Linie mit ab von der Fig. 1.
Vollkommenheit der Kreisform des Rohrquerschnittes. In

ganz gleicher Lage befinden sich nicht wenige GefafBe und Rohrleitungen der
Industrie, welche der Regel nach oder auch nur ausnahmsweise #uBerem
Uberdruck Widerstand zu leisten haben.

In solchen Fillen sind eben die Abmessungen so zu wéhlen, daBl unzu -
lissige Forménderungen ferngehalten werden.  Allgemein von einer zu-
lassigen Spannung auszugehen, erscheint dann unzutreffend. Die iiblichen
Sicherheitskoeffizienten © haben, wie oben (§25) bereits erortert, hierbei den
allgemeinen Riicksichten und den besonderen Umstédnden des gerade vorliegenden
Falles Rechnung zu tragen.

Im Maschinenbau ist auch in anderen Fallen als bei Knickbeanspruchung
von einer héchstens zuldssigen Forménderung auszugehen, selbstversténdlich unter
Festhaltung der Forderung, dal die Anstrengung des Materials in keinem Punkte
den hochstens fiir zuléssig erachteten Wert iiberschreitet. Bei stark belasteten
Wellen usw. gestattet man nur eine bestimmte Durchbiegung oder eine gewisse
Abweichung der Richtung der elastischen Linie von der urspriinglich geraden
Stabachse an bestimmten Stellen; in anderen Fillen wird von einer hochstens
zuléissigen Verdrehung ausgegangen. Die zuldssigen Belastungen unserer Treib-
riemen usw. bezwecken, die Dehnungen innerhalb gewisser Grenzen zu halten
u. s. f. Andererseits werden Federn u. dergl. so konstruiert, da8 mit Sicherheit auf

18%*
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Ferner zeigten die Ergebnisse von Knickungsversuchen keine
Ubereinstimmung mit dem, was die Eulersche Gleichung
1 0
P, = 72—
’ o 12
lieferte?).
Auf diesem Boden war die von Navier herriihrende Knickungs-
formel

k k

=/
l—i—x%z—

1)

P={

T

entstanden?).

eine gewisse Forminderung gerechnet werden darf. (Vgl. des Verfassers Maschinen-
elemente 1881, Vorwort S. IV, 8. 35, 37, 202, 279, 317 u. s. f. oder 1891/92, Vor-
wort S. IV, VIII, 8. 61, 64, 232, 317, 318, 323 u. f.,, 8. 427 u. {., S. 498, 504, 540 usw.)

Die oben erwidhnten Bemingelungen der Eulerschen Gleichung in den
Kreisen des Baufachs haben von H. Zimmermann im Zentralblatt der Bau-
verwaltung 1886, S. 217 u. f. eine klare und eingehende Beleuchtung erfahren.

1) Man tiibersah hierbei, daB, wéhrend die Entwicklung dieser Gleichung
freie Beweglichkeit der Stabenden voraussetzt (Fig. 2, § 24), bei den Versuchen
diese freie Beweglichkeit nicht vorhanden war. Hatte man in der Erwégung,
daB die vollstindige Aufhebung dieser Beweglichkeit, d. i. die Einspannung des
Stabes, dazu fiihrt, in Gleichung 5, § 24, an Stelle der Lénge ! nur deren Halfte
einzusetzen, in jedem einzelnen Fall zu ermitteln gesucht, welcher Bruchteil
von [ oder welcher Wert von w in Gleichung 7, § 24 (Gleichung 2, § 25) den Be-
festigungsverhédltnissen der Stabenden ungefahr entsprochen haben wiirde, das
Ergebnis wiirde ein anderes gewesen sein.

Auch der EinfluB der Veridnderlichkeit des Dehnungskoeffizienten des GuB-
eisens, derjenige der GuBhaut und etwaiger GuBspannungen durften bei der Be-
urteilung der Versuchsergebnisse, welche guBBeiserne Stiitzen lieferten, nicht iiber-
sehen werden (vgl. § 20, Ziff. 5 und § 22).

Die Versuche von Bauschinger und v. Tetmajer (§ 27) liefern den Nach-
weis, daB3 der Wert

der Knickbelastung bei freier Beweglichkeit der Stabenden entspricht.

?2) Riithlmann stellt in seinem Werk: Vortréage iiker die Ges:zhichte der tech-
nischen Mechanik, Leipzig 1885, S. 364 und 365 fest, daf diese Gleichung, welche
auch als Gordon- und Rankinesche Formel bezeichnet wird, von Navier
zuerst entwickelt wurde, da3spéter 1854 Schwarzsiein andererWeise ableiteteu.s. f.

Sic hat, wenn es sich darum handelt, ihre Richtigkeit durch die Ergebnisse
von Knickungsversuchen zu priifen, den Vorteil, zwei Koeffizienten £ und x zu
besitzen, durch deren Wahl leichter eine Anschmiegung der Versuchsergebnisse
erreicht werden kann, als wenn nur ein Koeffizient vorhanden ist.

Die Eulersche Gleichung 3, § 24, ist in dieser Hinsicht allerdings weniger
gut daran.
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§ 26. Naviersche Knickungsformel.

Hierin bedeutet

P die zulidssige Gesamtbelastung des Stabes,

k die zuldssige Druckanstrengung des Materials,

/ den Querschnitt des Stabes,

I dessen Lange,

© das Kkleinere der beiden Haupttrigheitsmomente des Stabquer-
schnittes,

r den Tréagheitshalbmesser derart, dal & = fr?,

» eine Erfahrungszahl, den sogenannten Zerknickungs-

koeffizienten.

Die von Navier dem Wesen nach gegebene Begriindung erhellt
aus dem Folgenden.

Der in Fig. 2 gezeichnete Stab ist im mittleren Quer-
schnitt durch das Moment P @, dessen Ebene den letzteren
senkrecht zu derjenigen Hauptachse schneidet, fiir welche l__\
O gilt, auf Biegung und durch die Kraft P auf Druck in .
Anspruch genommen; infolgedessen erfihrt die im Abstande e
von der Nullachse gelegene Faserschicht eine Pressung

k= % + %‘1 e,
woraus
k
P=f—"— 2) Fig. 2.
) 4ot
@

In dieser Gleichung tritt die Unbekannte a auf, deren Zweck nach
§ 23 und 24 darin zu bestehen hat, die Moglichkeit des exzentrischen
Angreifens der Kraft P bei auf Knickung in Anspruch genommenen
Stében sowie die Ungleichartigkeit des Materials, die etwaige Verschie-
denartigkeit des Warmezustandes usw. und den Umstand zu beriick-
sichtigen, daf} die Stabachse keine genau geradlinige ist. Um diese —
offenbar auflerhalb des Rahmens der wissenschaftlichen Elastizitiits-
und Festigkeitslehre liegende — Grofle nicht willkiirlich wahlen zu
miissen, worin iiberhaupt die hauptsiichlichste Schwierigkeit bei der
Berechnung eines auf Knickung beanspruchten Stabes liegt, hat Navier
folgender Erwigung stattgegeben.

Durch das Moment P a (allein) tritt in den um e von der Nullachse
abstehenden Kasern die Spannung

Pa

o= —c¢

0
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auf. Zu dieser Spannung oder Pressung gehort die Dehnung oder
Zusammendriickung

Hiermit wird aus der vorigen Gleichung

o

xae

P=c¢

3)

und durch Gleichsetzung dieses Wertes mit der rechten Seite von
Gleichung 5, § 24,

o
_l? ’

1
P=c: = 72—
o

woraus folgt
2

w2e

|
I
(Y

Durch Einfithrung dieses Wertes in die Gleichung 2 findet sich

k
Pl
T 9
Mit
e
ergibt sich
k k
£=1 T Ach b
1+ x— 1—}—1(—)
% r

wie oben.
Richtiger erscheint es, die Gleichung 3 nicht mit Gleichung 5,
§ 24, sondern mit Gleichung 2, § 25, in Verbindung zu setzen, so daf}

O w 1 @
P=- xae & a B’
woraus dann mit
x = gs 4)

ebenfalls folgen wiirde
k k
le 2

:f lo

P=f
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Hiernach bedeutet der Koeffizient » das %fache der-

jenigen Dehnung (Zusammendriickung), welche im ma@-
gebenden Faserabstande e vorhanden ist, insoweit die-
selbe von dem biegenden Momente allein herriihrt.

Die Einfiihrung von x als einem Erfahrungskoeffizienten heil3t
demnach nichts anderes als die Festsetzung eines bestimmten Wertes
fir die Dehnung, insoweit diese durch das vorhandene biegende Moment

hervorgerufen wird. Ob es leichter ist, x = — ¢ anzunehmen oder a
o)

unter Beachtung der besonderen Verhéltnisse schidtzungsweise zu
wiahlen, mag hier dahingestellt bleiben. \

Soll nun x — wie unter dem Vorbehalt, die etwaige Verdnderlichkeit
des Befestigungskoeffizienten besonders zu beriicksichtigen, angegeben
wird — eine vom Material abhéngige Konstante sein, so wird damit fest-
gesetzt, dall dieseDehnung (oder die ihr entsprechende Kantenspannung),
soweit sie von der Biegung herriihrt, fiir ein bestimmtes Material kon-
stant anzunehmen ist, also beispielsweise unter sonst gleichen Verhalt-
nissen unabhingig davon, ob es sich um eine Stiitze von 10 m Hohe oder
um eine solche von 3 m Héhe handelt.

Greifen wir auf die Griinde zuriick, welche iiberhaupt dazu ver-
anlaBten, die GroBe a einzufithren, so finden wir, daBl diese GroBe fol-
genden Umstédnden Rechnung tragen sollte:

a) die Achse ist bei lingeren Stiben keine gerade Linie,

b) das Material ist nicht vollkommen gleichartig, sein Zustand

nicht an allen Stellen der gleiche,

c) die Kraft P fallt nicht genau mit der Stabachse zusammen.

Naturgemi wachsen die Abweichungen unter a und b vom normalen
Zustande mit der absoluten Lénge der Stiitze verhiltnismafig rasch,
so daf3 nicht Unverénderlichkeit, sondern Abnahme der fiir das biegende
Moment zugelassenen Kantendehnung oder Kantenspannung angezeigt
erscheint. Knickungsversuche werden den Nachweis erbringen miissen,
daB x nicht konstant sein kann, sondern mit ! zunehmen muf, und
zwar bedeutend, wenn schlanke hohe Stiitzen in das Bereich der Priifung
gezogen werden?).

1) Tatséchlich glaubte man, diesen EinfluB der StiitzenhShe bereits voll bei
der Entwicklung der Gleichung 1 beriicksichtigt zu haben.

Laissle & Schiibler (Bau der Briickentriger, 4. Auflage, 1876, S. 70),
welche wohl am meisten zur Verbreitung der Navierschen Knickungsformel bei-
getragen haben diirften, ausgehend von der Gleichung 2

P=j -t
aef

't
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Eine scharfe Betrachtung des Zweckes, zu dem tiiberhaupt die
Gleichung 1 dienen soll, sowie dessen, was von dem Zerknickungs-
koeffizienten x verlangt wird, filhrt zu der Erkenntnis, da 3 x — selbst
bei dem gleichen Werte von ® — mnicht bloB Material-
konstante sein kann, sondern in der Hand eines rationell
arbeitenden Konstrukteurs — falls derselbe die Gleichung 1 iiber-
haupt benutzt — eine von verschiedenen Umstinden zum Teil
sehr stark beeinflufite Gr68e sein muBl. (Vgl. das in § 25 tiber
& Bemerkte.)

Laissle & Schiibler setzen (S. 71 ihres Werkes ,,.Der Bau der
Briickentriager, 4. Auflage, 1876) fiir an den Enden drehbare Stibe
(Fig. 2, § 24)

» = 0,0001 fiir Schmiedeisen (zutreffendenfalls auch fiir
weichen Stahl),

x = 0,0003 fiir GuBeisen,

x = 0,0002 fiir Holz.

Es entspricht dies, wenn w = 72 = ~ 10 genommen wird,
0,001
e =
&
0,003
-
0,002

bzw

bzw

Scharowski gibt in seinem Musterbuch fiir die Siulen der Eisen-
konstruktionen

k, k %
(5 6) (§ 12)
bei Schmiedeisen 1000 kg/gem 1000 kg/qem  0,0001,
bei GulBleisen 250 . 500 0,0002.

setzen in der Erwégung, daB a ,.fiir ein und dasselbe Material mit zunehmender
Lénge sich sehr vergroBern, dagegen bei zunehmenden Querschnittsdimensionen
abnehmen wird",

Zz

a = x—,
e

,»worin x ein durch die Erfahrung fiir jedes Material festzustellender Koeffizient
ist*, und erhalten damit
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Wenn bei gulleisernen Séulen x f12: @ > 3, so wahlt Scharowski

250 f
P= 7

—large

Hierbei ist freie Beweglichkeit der Sdulenenden nicht vorhanden,
andererseits kann aber auch nicht Einspannung derselben angenommen
werden.

Moller — Uber die Widerstandsfihigkeit auf Druck beanspruchter
eiserner Baukonstruktionsteile bei erhohter Temperatur, von M. Méller
und R. Lihmann, vom Vereine zur Beférderung des Gewerbfleiles in
Preufien mit einem Preise gekronte Arbeit. Berlin 1888. — Abdruck aus
den Verhandlungen des Vereines zur Beforderung des Gewerbfleifes
1887 (siehe daselbst S. 603 u. f.) — empfiehlt fiir gulleiserne und schmied-
eiserne Sdulen, welche im Falle eines Brandes dem Feuer ausgesetzt
sein konnen, zu nehmen
0,0004

¢

k = 1000 bis 1200 kg/qem x = 0,0004, d. i. ¢ =
Krohn entwickelt im Zentralblatt der Bauverwaltung 1885, S. 400
bis 401, fiir an den Enden bewegliche Séulen die Beziehung

1
x = ?ak,

worin o den Dehnungskoeffizienten bedeutet.
Dies wiirde beispielsweise geben

fir Schmiedeisen mit —1—— = 2000000, £k = 800
o

x = 0,00005,
fir GuBleisen mit % = 900 000, k = 800
z = 0,00011.

Uber die GroBe x vergleiche auch § 27.
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1V. Knickung.

§ 27. Knickungsversuche.

1. Versuche von Bauschinger.

(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium
der Konigl. Technischen Hochschule in Miinchen, Heft 15,
Miinchen 1887.)

Von der groBen Anzahl von Versuchen mit Stiitzen aus —-, |__|-,
_I_-, |_-Eisen greifen wir diejenigen heraus, welche sich auf Stibe mit
Querschnitten beziehen, die zwei Symmetrieachsen besitzen.

Material: Walzeisen. Querschnittsform: |—]|.

a) Die Enden der Versuchsstédbe sind in Spitzen, also frei
beweglich gelagert, Fig. 2, § 24.

Querschnitt Knickbelastung
Trag- Be- :Ab-
heits- | Lénge , lastung W‘?‘Ch“ng
Nr. Inhalt|™oment l beob- ‘berechzlet auf 1 qgem [Fo - Fo 100
Breite| Hohe [ 2 ) achtet |p _ " 8lg = Py:f| Py
f P, ] T a2
cm ecm | qem cm! cm kg kg kg %

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1(25,2 13,8 |63,55(/575,6 |405,5/70500| 69 000 | 1105 + 2

2(12,4 | 7,2 20,7 | 37,99, 89 [61000} 94500 | 3035 S. u.

3| — | — [18,22] — |151 |30250|33000 | 1662 | — 9

4| — | — |18,22] — 223 |17250]|15000 948 + 13

5/ 9,93| 4,92/11,16] 11,7/156,1{10650| 9 500 956 +11

6| — | — [11,38) — |270 4100| 3200 360 + 22

7 — | — |11,76] — |465 1300, 1100 111 + 15

8] 9,99| 5,01/10,58| 12,2|254,3| 3900| 3700 369 + 5

9| 9,98/ 5,01(10,58| 12,2|254,3| 4000| 3700 378 + 8
10| 9,95| 5,00(10,55| 12,2/254,4| 3900 3700 370 + 5
11/10,00| 5,00{10,56| 12,2|254,4| 4050 | 3700 384 4+ 9
12| 9,96| 4,99(|10,55 12,21254,31 39001 3700 370 + 5

Bis auf den Versuch Nr. 2, welcher bei der Belastung von 3035 kg/qem
(Spalte 9) schon infolge der Anforderungen der einfachen Druckfestig-
keit hier auszuscheiden hat (vgl. Schlubemerkung zu § 25), also nicht
in Betracht kommt, sind die Abweichungen zwischen den beobachteten

1
Knickbelastungen P, (Spalte 7) und den mit « = 3000 000 berechneten

Werten P, (Spalte 8) durchschnittlich nicht so gro, dafl das in der
Gleichung
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72 @
Po= "7

ausgesprochene Gesetz als unzutreffend erschiene, namentlich wenn
noch beriicksichtigt wird, dafl die Querschnittsform, welche hier vorliegt,
gegeniiber Knickung sich nicht ganz so widerstandsfihig verhalten
diirfte, wie dies die Entwicklung voraussetzt.

Hiernach ist in den Ergebnissen der vorstehenden Versuche eine
Bestitigung des in Frage stehenden Gesetzes zu erblicken.

Zum Zwecke der Klarstellung, daBl die Ausbiegungen schon bei
verhdltnismaBig sehr geringen Belastungen beginnen, sei ein Teil der
auf den Versuchstab Nr. 12 beziiglichen Ermittelungen angefiihrt.

Belastung P P:f Ausbiegung der Mitte

kg kg/qem mm
0 0 0,00
200 19 0,00
400 38 0,04
600 57 0,11
800 76 0,20
1000 95 0,34
2000 190 1,25
3000 284 3,88
3200 303 5,08
3400 322 6,86
3600 341 9,92
3800 360 17,14

b) Die Versuchsstdbe liegen mit ihren ebenen Stirn-
seiten an den festen Druckplatten.

5 a

Fig. 1.

Hier gestalten sich die Vorginge bei der Biegung weniger einfach
als unter a. Zu der Schwierigkeit, den Stab so einzuspannen, da8 die
Richtung der Druckkraft mit der Stabachse zusammenfillt, tritt die
weitere hinzu, ein gleichmafiges Anlegen der Stirnflichen an die Druck-
platten herbeizufiihren und zu sichern. Die Erfiillung. der letzteren Be-
dingung muBte sich naturgemiB als unmoglich erweisen. Sobald der
Stab seine Ausbiegung — etwa nach A, Fig. 1, hin — begonnen, hat er
das Bestreben, sich bei bb von den Druckplatten zu 16sen. Damit aber
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muB dann eine Anderung der Verteilung des Druckes iiber die Stirn-
flichen eintreten: die Pressung wird hier von der Stabmitte aus gerechnet
nach @ hin wachsen, nach b hin abnehmen. Tatsichlich beobachtete
Bauschinger, daf sich am Schlusse des Versuches die Stirnflichen bis
auf die bei @ zusammengedriickten Kanten von den Druckplatten 16sten,
Fig. 2.

Bei dieser Sachlage erscheint es nicht wahrscheinlich, da@ es moglich
sein werde, fiir Stibe, welche mit ihren ebenen Stirnflichen an festen
Druckplatten anliegen, den Vorgang rechnerisch genau zu verfolgen.

Bauschinger hat deshalb zum Zwecke der weiteren Betrachtung seiner
Versuchsergebnisse die Naviersche Gleichung 1, § 26, herangezogen,
derart, daf} in

K

unter K die Druckfestigkeit verstanden und hierfiir 4500 kg/qem ein-
gefithrt wird. Dann findet sich
a) fiir die in Spitzen gelagerten Stéibe x schwankend zwischen
0,00009 und 0,000614,
b) fiir die Stabe mit flachen Enden x schwankend zwischen
0,000041 und 0,00031,
d.i. iberaus verdnderlich.
Werden K und x aus den Versuchsergebnissen mittels der Methode
der kleinsten Quadrate berechnet, so ergibt sich

a) K = 2270 kg/qem x = 0,000058,
b) K = 3100 x = 0,000029.

Die fiir K gefundenen Werte bestéitigen die Richtigkeit der Schluf3-
bemerkung des § 11. Die Flie3- oder Quetschgrenze war von Bauschin-
ger fiir das untersuchte Eisen als schwankend zwischen 2150 und
3690 kg/qem festgestellt worden. '

Ferner weisen die Ergebnisse darauf hin, daf} die aus Knickungs-
versuchen bestimmten Werte » ebenfalls mit einem Sicherheitskoeffi-
zienten multipliziert in die Rechnung einzufiihren sind, ganz wie das bei
K geschieht, wie es auch oben bei der Entwicklung, welche die Gleichung
4, § 26, ergab, vorgenommen worden ist.

P,=f
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Die mit K = 2270 kg/qem und » = 0,000058 berechneten Werte P,
fiir die Stibe mit beweglichen Enden stimmen mit den beobachteten
Werten nicht gerade gut iiberein; besser ist dies der Fall bei den mit
K = 3100 und » = 0,000029 ermittelten Werten P, fiir die Stibe
mit flachen Enden.

Auf Grund der Bauschingerschen Versuche kann geschlossen
werden :

a) fiir Stibe mit drehbaren Enden ist die Eulersche
Gleichung 5, § 24, zutreffend, sofern die Beziehung 3,
§ 25, befriedigt erscheint,

b) fiir Stibe mit ebenen, an festen Druckplatten
anliegenden Stirnflichen bietet die Naviersche
Knickungsformel 1, § 26, brauchbare Werte.

2. Versuche von v. Tetmajer 1).

Schweizerische Bauzeitung 1887, Bd. X, S.93 u. f.
" - 1888, Bd. XTI, S.110 u.f.

a) Versuche mit Schweill- und FluBeisen in Rundstiben
bis 5 cm Starke.
(30 Stibe Schweil- und 30 Stiabe Flulleisen bearbeitet.)
Einspannung der Versuchsstangen zwischen Spitzen.

v. Tetmajer fand:

1. Ubereinstimmung der beobachteten Knickbelastun-
gen mit denjenigen, welche sich auf Grund der Euler-
schen Gleichung berechnen liefen.

2. Veranderlichkeit des Zerknickungskoeffizienten x,
falls die Gleichung 1, § 26, von Navier zugrunde
gelegt wird;

es miilte dann sein

x = 0,0001 V 0,00867 % — 0.6936

P
Zo ﬂ)— fiir FluBeisen (2650 kg/qcm FlieBgrenze),

(T

r

1) Hinsichtlich der Ergebnisse der neueren Versuche v. Tetmajers sei auf
dessen Arbeit: ,,Die angewandte Elastizitits- und Festigkeitslehre, 19035, ver-
wiesen.
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P, 2350 . s .
—> = —————, fiir SchweiBleisen (2350 kg/qcm FlieBgrenze).
/ A%
1+ x|—
o
b) Versuche mit Bauholzern.
Dehnungs- Druck- B K
koeffizient festigkeit emerkungen
Larche und Foéhre im
. 1 .
Durchschnitt . . . 104330 318 kg/qem  astfreies Holz
Rot- und Weilltanne . 285 ” astiges ,

v. Tetmajer stellte zunéchst fiir diezwischen Spitzen gelagerten
Stébe fest:

1. das gleiche wie unter a, Ziff. 1, geniigend grofe Linge der
Stibe vorausgesetzt,

2. die starkeVerdnderlichkeit von x, fallsdieNaviersche Gleichung
in Betracht gezogen wird:

/

x = 0,0001 ]/ 0,05 % — 0,80

in
% = —31-8l—2 fiir Larche und Fohre,
e
r
2
% = ———85—2 fiir Rot- und Weilltanne.
LT x (T

Fiir die mit ebenen Stirnflichen an festen Druckplatten
anliegenden Holzer beobachtete v. Tetmajer den Abstand der Wende-
punkte voneinander zwischen 0,5 I, und 0,6 [, sofern /, die Entfernung
der beiden Druckplatten ist. Er empfiehlt, um sicher zu rechnen, in
den soeben gegebenen Gleichungen 0,6 [, fiir ! einzufiihren, im i{ibrigen
jedoch nichts zu &ndern.

Was in § 26 aus der Natur von x zu schliefen war, naimlich Wachs-
tum dieses Koeffizienten mit zunehmendem Verhéltnisse I: r, bestitigen
die von v. Tet majer sowohl fiir Holz als auch fiir Eisen erlangten Ver-
suchsergebnisse.



Zweiter Abschnitt.

Die einfachen Fille der Beanspruchung
gerader stabformiger Korper durch
Schubspannungen (Schiebungen).

Einleitung.

§ 28. Schiebung.

Die im vorhergehenden (§ 1 bis § 27) betrachteten Anderungen
der Form waren Anderungen der Linge (vgl. die §§ 1, 6, 11 u.s. f.).
Damit sind die auftretenden Forminderungen jedoch noch nicht er-
schopft, wie aus folgender Betrachtung erhellt.

Wir denken uns in dem von &dufleren Kréiften noch nicht ergriffenen
Korper, welcher der Betrachtung unterworfen werden soll, einen kleinen
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