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Vorwort.

Der vorliegende Leitfaden ist hervorgegangen aus Vorlesungen und
Vortragen, die ich in den letzten Jahren an der Technischen Hoch-
schule Berlin und am AuBeninstitut derselben fiir Wirtschaftsingenieure,
Versicherungswissenschaftler und Lehramtsanwirter gehalten habe, und
aus der Arbeit, die in dem von mir geleiteten Seminar fiir Wirtschafts-
mathematik in dieser Zeit zur Durchfithrung kam. Er will einfithren
in die mathematische Erfassung einzelwirtschaftlicher und volkswirt-
schaftlicher Beziehungen metrischen Charakters, die gerade in jiingster
Zeit bedeutsame Fortschritte gemacht hat. In der gegenwirtigen
Kampfesphase unseres Wirtschaftslebens diirfte es als eine besonders
zeitgemafe Aufgabe anzusehen sein, mit dem Riistzeug zur Darstellung
und Klirung von Wirtschaftsbeziehungen sich zu beschiftigen.

Der erste Hauptteil umfafit im wesentlichen die Mathematik des
Geldverkehrs, eine im ganzen heute ziemlich abgeschlossene Disziplin.
Eine scharfe Abtrennung dieses auch als Finanzmathematik bezeich-
neten Gebiets, in dem man es mit der Ware ,,Geld’, aber auch mit
gewissen, geldméBig fest zu bewertenden Wirtschaftsobjekten (z. B. Erb-
baurecht) zu tun hat, gegeniiber der Wirtschaftsmathematik im engeren
Sinne ist schwer moglich. Abschreibungswesen, Elemente der Ver-
sicherungsrechnung und Bausparkassenfragen wurden in diesen ersten
Hauptteil verwiesen. Von originalen Beitrigen erwidhne ich die von
mir konstruierten Kursnomogramme. GewissermaBen als Ubergang zu
der noch sehr im Ausbau begriffenen Wirtschaftsmathematik wird das
Tarifwesen behandelt. Die daran anschlieBende eingehende Darstellung
der einzelwirtschaftlichen Selbstkosten- und Erfolgsanalyse ist von dem
Bestreben geleitet, zur Herstellung gesunder Grundlagen fiir die gegen-
seitige Befruchtung betriebswirtschaftlicher Empirie und mathematischer
Methodik beizutragen. Der Abschnitt tiber mathematische Statistik und
Korrelationsrechnung gibt die Plattform fiir die Behandlung von Proble-
men der Grofzahlforschung (Massenfabrikation, Versicherungsfragen),
der Marktforschung und Konjunkturanalyse. — Zahlreiche durchge-
rechnete Beispiele und graphische Darstellungen wurden eingefiigt, um
die fiir viele noch ungewohnten Verbindungen zwischen Mathematik
und Wirtschaft lebendiger werden zu lassen.

Was die beim Leser vorausgesetzten mathematischen Kenntnisse
angeht, so gehen sie im allgemeinen nicht iiber das hinaus, was beim
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1A% Vorwort

Absolventen eines guten Realgymnasiums erwartet werden kann. Das
Buch wendet sich daher nicht etwa nur an Mathematiker, sondern ebenso
sehr an solche, die an Hochschulen oder in der Praxis in wirtschafts-
wissenschaftlicher Richtung arbeiten. Vielleicht bietet es auch Ober-
lehrern der héheren Schulen und der Handelsschulen einige Anregungen
fiir die Ausgestaltung des Unterrichts.

Aufrichtig danken méchte ich an dieser Stelle meinem Assistenten
Herrn Studienreferendar A. Komischke fiir seine treue Hilfe bei der
Bearbeitung des Aufgabenmaterials und der Herstellung der Ab-
bildungen. Der Verlagsbuchhandlung, die sich um den sorgfiltigen
Druck und die Ausstattung des Buches sehr bemiiht hat, sei ebenfalls
bester Dank ausgesprochen.

Berlin-Schlachtensee, im September 1933.
A. Timpe.
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I. Einfacher Geldverkehr. Wertpapiere.

§ 1. Zahlungsmittel. Geld- und Devisenkurs.
Devisenarbitrage. Die Goldpunkte.

Als Vermittler fiir den Austausch von Giitern und Leistungen im
Wirtschaftsleben dient das Geld. Sein als Kaufkraft in Erscheinung
tretender Wert unterliegt, wie der jeder anderen Ware, den Gesetzen
von Angebot und Nachfrage. Zu einem einigermaflen stabilen Geldwert
kamen Lander, in denen der Staat ein bestimmtes Metall, im allgemeinen
Gold, zur gesetzlichen Grundlage des Zahlungsmittelumlaufs erhob
(Goldwéhrung); bare Zahlungsmittel konnen hierbei die in dem be-
treffenden Metall geprégten Miinzen, aber auch aus anderem Metall
hergestellte sogenannte Scheidemiinzen und Papiergeld (Noten) sein,
sofern nur ihr gesamter Nennwert in angemessenem Verhéltnis zu dem
als Deckung bereitgehaltenen Quantum an Wihrungsmetall steht.
Schwankungen in der Bewertung des Wahrungsmetalls tibertragen sich
natiirlich auf den Geldwert. GroBere Schwankungen des Geldwerts
treten naturgemdB bei Papierwdhrung ohne ausreichende Deckung
durch Sachpfand auf; Anderungen des Notenumlaufs, die mit den wirt-
schaftlichen Gesamtleistungen des Landes nicht im Einklang stehen,
Storungen des Gleichgewichts im Austausch von Giitern und Leistungen
mit den anderen Léndern spiegeln sich wider in Schwankungen des
Geldwerts des betreffenden Landes, der, gemessen an ausliandischen
Zahlungsmitteln, als Valuta bezeichnet wird.

Bei den Schwankungen der Valuta spielt die Menge der neben den
baren Zahlungsmitteln umlaufenden Ersatzzahlungsmittel eine
groBe Rolle.

Eine im allgemeinen durchaus normale, d.h. im Sinne stationérer
Entwicklung des Geldmarkts sich auswirkende Entlastung des Bedarfs
an baren Zahlungsmitteln bringt der durch Banken und Post vermittelte
Scheck- und Uberweisungsverkehr mit sich. Er hilft értliche und
zeitliche Stauungen im Zahlungsverkehr (Lohnauszahlungen groBer
Betriebe, Monats-, Quartalsschluf}) iiberwinden, fordert die Liquiditat
der Geldinstitute und kommt somit wirtschaftlichen Unternehmungen
besonders bei starker Inanspruchnahme des Geldmarkts zugute. Fiir
Riickwirkungen auf die Valuta. kommt er, weil mit kurzen Fristen
arbeitend, nur sekundér, in Verbindung mit anderen Faktoren, in Frage,
wenn er in gréBerem Umfange zu einer in den wirtschaftlichen Verhalt-
nissen nicht begriindeten Kreditausweitung herangezogen wird.

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 1



2 Einfacher Geldverkehr. Wertpapiere.

Von primirer Bedeutung fiir Valutaschwankungen ist der Umlauf
von Wechseln, in denen sich der gréfte Teil des internationalen
Zahlungsverkehrs vollzieht. Die gebrauchlichste Form ist der Prima-
wechsel. Er enthalt den Auftrag des Trassanten (Glaubigers) an den
Bezogenen oder Trassaten (Schuldner), an die von ihm bezeichnete
Personlichkeit, den Remittenten, zu einem bestimmten Zeitpunkt
die auf dem Wechsel angegebene Summe zu zahlen. Der Trassat
setzt den Annahme- oder Akzeptvermerk quer auf die Vorderseite
des Wechsels. Damit wird dieser nach Ubermittlung an den Remitten-
ten zu einer verdufBerbaren Schuldurkunde, jetzt auch Rimesse ge-
nannt. Die Abtretung an einen neuen Glidubiger erfolgt durch Indossa-
ment, d. h. Vermerk auf der Riickseite des Wechsels, der so als
Zahlungsmittel von Hand zu Hand weitergegeben werden kann. Der
letzte Inhaber der Rimesse, der sich durch eine fortlaufende Kette
ordnungsgemafler Indossamente ausweist, prisentiert sie am Fillig-
keitstage dem Trassaten.

Der Inhaber einer Rimesse, der keine Moglichkeit besitzt, sie zur
Begleichung von Verbindlichkeiten weiterzugeben, kann sich mit ihrer
Hilfe bares Geld verschaffen, indem er sie einer Bank zur Beleihung
oder VerduBerung iibergibt. Im Falle des Verkaufs wird er sich einen
Abzug vom Nennwert, den sog. Diskont, gefallen lassen miissen, der
sich nach den in § 4 zu besprechenden Regeln aus dem Nennbetrage,
der Laufzeit (Sicht) und dem geltenden Diskontsatz errechnet. Dem
Handel mit Wechseln dienen die in verschiedenen groBeren Stiadten fir
den Geldmarkt iiberhaupt (Geldsorten, Wechsel, Wertpapiere) organi-
sierten Versammlungen von Firmenvertretern und Maklern, die Bérsen.
Als bedeutendste Kéufer von Wechseln betiatigen sich, im Interesse der
stetigen Entwicklung und Wettbewerbsfahigkeit der heimischen Volks-
wirtschaft, die Zentralnotenbanken. Nach dem von ihnen festgesetzten
Diskontsatz (in Deutschland: Reichsbankdiskontsatz) richten sich im
allgemeinen die ibrigen Banken des Landes. ,

Die auslandischen Wechsel haben sich zu einem Hauptmittel, die
Forderungen und Verbindlichkeiten der Volkswirtschaften verschiedener
Lander auszugleichen, entwickelt. Da der wesentliche Zweck des
Wechsels in der mit besonderen Sicherungen umgebenen Erleichterung
des Kreditverkehrs und der Umsetzung von befristeten Schuldforde-
rungen in bares Geld besteht, miissen alle Faktoren, die die beim wirt-
schaftlichen Austausch zwischen zwei Landern in Frage kommenden
Kreditverhaltnisse bestimmen, auf die gegenseitige Bewertung der
Wechsel und damit auch der Geldsorten selbst zuriickwirken.

Neben auslindischen Wechseln und Schecks spielen sog. Aus-
zahlungen im internationalen Zahlungsverkehr die Haupt-
rolle. Darunter versteht man: auslindischen Banken usw. schriftlich,
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telephonisch oder telegraphisch erteilte Auftrige, einer bestimmten
Person eine gewisse Summe in der betreffenden auslindischen Wéihrung
auszuzahlen, was in der Regel kurzfristig zu erfolgen hat, so daBl durch
Laufzeit bedingte Abziige keinerseits in Frage kommen. Sie kénnen
Fir Auszahlungen, auslindische
Wechsel und Schecks, die unter dem Namen Devisen zusammen-
gefaflt werden, sowie die meist nur in geringeren Mengen vorhandenen
auslindischen Noten (Geldsorten) ergeben sich im Bérsenhandel aus
Angebot und Nachfrage Kurse, die fiir die verschiedenen Lénder im
Devisenkurszettel zusammengestellt laufend veréffentlicht werden. Als
Beispiel sei der Berliner Kurszettel vom 9. September 1932 und einige
Kursnotierungen ausléndischer Plitze vom gleichen Tage wiedergegeben.

indossierbar ausgestellt werden.

Berliner Devisen-Kurse vom 9. 9, 32.

Einheit Geld Brief
Buenos-Aires. . . . . 1 Pap.-Pes. 0,928 0,932
Kanada . . . . . . . 1 k. Doll. 3,816 3,824
Stambul. . . . . . . 1 turk. Pid. | 20,08 20,12
Japan. . . . . . .. 1 Yen 0,989 0,991
Kairo. . . . . ... 1 agypt. Pfd.| 15,04 -| 15,08
London . . . . . .. 1 Lstr. 14,66 14,70
New York. . . . . . 1 Dollar 4,209 4,217
Rio de Janeiro 1 Milreis 0,316 0,318
Uruguay. . . . . . . 1 G.-Peso 1,738 1,747
Amsterdam-Rotterdam | 100 Gulden | 169,23 | 169,57
Athen. . . . . . .. 100 Drachm. 2,697 2,703
Briissel und Antwerpen | 100 Belga | 58,31 58,43
Bukarest . . . . . . 100 Lei 2,518 2,624
Budapest . . . . . . 100 Pengo — —
Danzig . . . . . . . 100 Gulden | 81,97 82,13
Helsingfors . . . . . 100 Fm. 6,304 6,316
Italien . . . . . .. 100 Lire 21,6156 | 21,6565
Jugoslawien . . . . . 100 Dina 6,493 6,607
Kaunas (Kowno). . .| 100 Litas 41,96 42,04
Kopenhagen . . . . . 100 Kr. 75,87 76,03
Lissabon und Opp.. .| 100 Escudo | 13,3 13,37
Oslo ... ..... 100 Kr. 73,48 78,62
Paris . . . . .. .. 100 Fres. 16,485 | 16,5625
Prag . . . . .. .. 100 Kr. 12,4656 | 12,485
Riga . . ... ... 100 Latte 79,720 | 79,880
Schweiz . . . . . . . 100 Fres. 81,200 | 81,360
Sofia . . . ... .. 100 Lewa 3,067 3,063
Spanien. . . . . . . 100 Pes. 33,850 | 33,910
Stockholm . . . . . . 100 Kr. 75,12 75,28
Fallinn (Reval) 100 estn. K.| 110,69 | 110,81
Wien . . . .. ... 100 Schilling | 51,950 | 52,054

Ostdevisen:

Warschau . . . . . l

Zloty

] 47,100| 47,304

Zirich 9.9 32

Berlin . . 123,00
Amsterdam 208,05

Paris. . . 20,295
Amsterdam
Berlin 59,20
Zirich . . 48,09
Paris . . . 9,76
Paris

Berlin . . —
Zirich . . 492,00

Amsterdam 1024,75

Hier ist, wie in Deutschland iiblich und auch sonst vorherrschend,
direkte Notierung der Devisenkurse angewendet: Die Zahlen geben
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4 Einfacher Geldverkehr. Wertpapiere.

an, wieviel Einheiten des heimischen Geldes (Mark) fiir im allgemeinen
hundert Einheiten des ausléndischen Geldes zu zahlen sind; bei einigen
Geldsorten, wie Dollar und Pfund, fiir eine Einheit. Londoner Kurs-
zettel geben die indirekte Notierung der Devisenkurse, besagen also,
wieviel Einheiten der auslindischen Geldsorte fiir 1 £ erworben werden.

Bei Wechseln, die im engeren Sinne als Devisen bezeichnet werden,
geben die Kurszettel je nach der Laufzeit verschiedene Kurse, da in
ihnen bereits die nach ihr bemessenen Diskontabziige (siehe § 4) ein-
begriffen sind. Unser Musterzettel bezieht sich auf Sichtwechsel, die
sofort nach der fiir die Versendung erforderlichen Zeitspanne fillig sind.
Vielfach sind in den Borsennachrichten den Devisen- und Effekten-
kursen Vermerke bez., G, B beigefiigt; bez. heit, daB die zu dem
betreffenden Kurse aufgegebenen Kauf- und Verkaufsauftrige simtlich
ausgefithrt wurden; G (Geld) bedeutet, dafl erheblicher Nachfrage nur
geringes Angebot gegeniiberstand, B (Brief) heifit, dal bei groBem An-
gebot keine oder nur geringe Nachfrage herrschte.

Gilt der hollindische Gulden (hfl.) in Berlin y Mark, so erhilt
man fiir eine Mark —;—Gulden. Offenbar empfiehlt es sich, die Werte-;

fir eine Reihe von Werten y, innerhalb deren der Guldenkurs er-
fahrungsgemaf schwankt, ein fiir allemal zu berechnen und in einer
Tabelle zusammenzustellen. Gilt andererseits die Mark in Amsterdam
y' Gulden, so mufite offenbar, wenn die Wertrelation Mark-Gulden in

Berlin und Amsterdam gleich beurteilt wird, y = i, sein. Man spricht

dann von Kursparitdt. Auf die Tatsache, daB infolge der Verschie-
denheit von Devisenangebot und -nachfrage an den beiden Plitzen keines-
wegs immer Kursparitit herrscht, kommen wir unten zuriick. Man wiirde
jedenfalls mit Hilfe der bezeichneten Tabelle auch den zum Berliner Gulden-
kurs parititischen Amsterdamer Markkurs bestimmen kénnen und um-
gekehrt!). Stellen wir die y’ als Abszissen, die ¥ als Ordinaten in einem
rechtwinkeligen Koordinatensystem dar, so ergibt sich als Bild der

Relation y :gl,— eine gleichseitize Hyperbel. Um in dem praktisch in
Frage kommenden Wertebereich genauere Ablesungen machen zu
kénnen, empfiehlt es sich, die Abbildung auf diesen Bereich zu be-
grenzen. Gegeniiber der Tabelle hat die graphische Darstellung
den Vorzug der Ubersichtlichkeit und bequemerer Interpolations-
mdoglichkeit. — Bei der Darstellung auf doppelt-logarithmischem Papier,
wo die Abszissen & = logy’, die Ordinaten # = logy abgetragen, aber
mit » und y beziffert werden, wird die Beziehung der Kursparitit
¥’y =1 oder logy” + logy = 0, d.h. & + 5 = 0 durch eine unter 45°

1) In der Praxis verbreitet: P. Theimer, Paritatstabellen, Prag 1915.
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zu den Achsen verlaufende Gerade dargestellt. — Bei Devisen, bei
denen der Kurs nicht den Preis y von einer Einheit angibt, sondern
den Preis ¥ = 100 y von 100 Einheiten der fremden Valuta, und bei

denen reziprok mit ¥’ = 100 ¢’ zu rechnen ist, geht die Bedingung der
Kursparitit y = %, iber in ¥V = E-I—,QEB . Fiir Mark-Gulden ergibt sich

damit nachstehende Paritétstabelle. Die entsprechende gleichseitige

Paritdatstabelle
(Umrechnung von RM in hfl. und umgekehrt).

RM hfl. RM hil. RM hfl.

168,55 59,330 | 169,056 59,154 | 169,55 58,980
168,60 59,312 | 169,10 59,137 169,60 58,961
168,65 59,294 | 169,15 59,120 | 169,65 58,944
168,70 59,276 | 169,20 59,101 169,70 58,928
168,75 59,269 | 169,256 59,084 | 169,75 58,910
168,80 59,241 | 169,30 59,066 | 169,80 58,892
168,85 59,224 | 169,35 59,049 169,85 58,875
168,90 59,206 | 169,40 59,033 | 169,90 58,859
168,95 59,189 | 169,45 59,014 | 169,95 58,841
169,00 59,172 | 169,50 58,996 | 170,00 58,823

Hyperbel ist in Abb. 1 firr den praktisch in Frage kommenden Wert-
bereich der Y, Y’ dargestellt. Im Diagramm auf doppelt-logarith-

Berliner Guldenkurs

l | 1 | ! | 1 I | | [
5885 5890 B 2900 505 90 5915 5920 5925 8930 5935
Amsterdomer Morkkurs

Abb. 1. Kursparitit Mark-Gulden.

mischem Papier, wo jetzt & = log¥’, = log ¥ benutzt wird, hat die
der Kursparitit entsprechende Gerade die Gleichung & 4- n = 4. Sie
verlduft wieder unter 45° zu den Achsen.

Solche Diagramme werden mit Vorteil bei den Aufgaben der
Devisenausgleichsarbitrage und des Differenzarbitragegeschifts
herangezogen. Ein Glidubiger @;, der im Lande ¢ wohnt, kann auf
verschiedene Weisen von einem im Lande k& wohnenden Schuldner S
eine in der Wahrung des Landes £ fixierte Forderung einziehen und
in der Wiahrung seines Landes zu Geld machen.
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1. Mit Hilfe von Wechseln:

a) G; stellt auf Sg einen Wechsel in Héhe der auslindischen Schuld-
summe aus (trassiert auf S;) und verkauft ihn in seinem Lande i zu
dem hier geltenden Boérsenkurs.

b) 8¢ kauft in seinem Lande % fir den Betrag der Schuldsumme
Wechsel auf, die im Lande ¢ in dessen Wahrung fillig sind, zu dem in
k geltenden Kurs und iibersendet sie G;, der sie ohne weiteres in der
Wihrung seines Landes einkassiert. (Der Schuldner remittiert.)

2. Mit Hilfe von Auszahlungen:

a) G; verkauft in ¢ eine Auszahlung auf eine Bank des Landes k,
an die dann Sk seine Schuld in bar zu begleichen hat.

b) Sk kauft in % eine Auszahlung auf, die an eine Bank des Landes ¢
in dessen Wihrung zu leisten ist, und tritt diese Auszahlung seinem
Glaubiger G; ab.

Wesentlich ist offenbar, dal in den Féllen 1a, 2a die im Lande ¢,
in den Fillen 1b, 2b die im Lande % geltenden Umrechnungskurse fiir
die Einlésung mafgebend sind. Fiir einen deutschen Gliubiger bei-
spielsweise, der an einen hollindischen Schuldner eine auf Gulden
lautende Forderung besitzt, kann sich demgemif der Erlés in Reichs-
mark verschieden stellen, je nachdem der Begleichungsmodus a, bei
dem der Berliner Guldenkurs mafigebend ist, oder der Begleichungs-
modus b, bei dem der Amsterdamer Markkurs maBgebend ist, gewihlt
wird. Die Devisenausgleicharbitrage befafit sich nun mit der Aufgabe,
in jedem einzelnen Falle die fir den Gldubiger (oder, wenn die Schuld-
summe in der Wahrung des Landes 7 fixiert ist, die fiir den Schuldner)
glinstigste Art der Begleichung zu ermitteln.

Wenn in Berlin der hollindische Gulden zum Kurse von y Mark
notiert, so bringt hier eine auf ¢ Gulden lautende Forderung, beglichen
durch Amsterdamer Wechsel oder Auszahlung, ¢ - y Mark. Wenn in der-
selben Zeit die Mark in Amsterdam g’ Gulden notiert, so ist hier der

Gegenwert von einem Gulden % Mark; durch die zur Belgleiehung der
Forderung bereitgestellten g Gulden werden hier also ¢ -?Mark, fallig
in Berlin auf Wechsel oder als Auszahlung, verfiigghar gemacht. Nur
im Falle der Devisenkursparitat, wo y :%, ist es fiir Glaubiger und

Schuldner véllig gleichwertig, ob nach dem Modus a an der Berliner
Bérse oder nach dem Modus b an der Amsterdamer Borse umgesetzt

wird. Ist y >y—1,_. so ist fiir den Glaubiger der Modus a (Berliner Borse)

vorteilhafter; ist dagegen y <%, so ist fiir ihn der Modus b (Amster-

damer Borse) vorteilhafter. Der Schuldner muB in jedem Falle ¢ Gulden
abfiihren.
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Um schnell zu erkennen, welcher der drei Fille y %y—l, vorliegt,

bedient man sich zweckméiBigerweise einer der Relation y =y ent-

sprechenden ,,Paritidtstabelle, wie sie oben beschrieben wurde, oder
der zugehdrigen graphischen Darstellung, in der nur festzustellen ist,
ob der zu den Koordinaten %', y gehorige Punkt iber, auf oder unter
der Paritétslinie liegt.

Hat ein Berliner Schuldner eine auf g Gulden lautende Schuld an
einen Amsterdamer Gliubiger zu begleichen, so ist fiir ihn im Falle

1 .. . .
y > — die Umsetzung an der Amsterdamer Bérse vorteilhafter: Er wird

den Gldubiger dort trassieren bzw. eine Auszahlung Berlin verkaufen
lassen, die dann eben von ihm in Berlin in Reichsmark eingelést werden

mul}. Im Falle y<§17 ist fiir den Berliner Schuldner natiirlich die

Umsetzung an der Berliner Borse vorteilhafter: Er wird hier fir ¢ - y
Mark eine auf Dollar lautende Auszahlung Amsterdam erwerben bzw.
remittieren.

Der aus der Verschiedenheit von Angebot und Nachfrage sich er-
gebende Unterschied der Umrechnungskurse der Devisen an den Bérsen
der beiden in Frage kommenden Lénder 4 und % wird von den Arbi-
trageuren berufsmidBig zu sog. Devisendifferenz-Arbitrage-
geschiaften benutzt. Stellt sich der Gulden fiir den Markbesitzer in

1 .
Berlin teurer als in Amsterdam, so daB y>y, so kann der Berliner

Arbitrageur dadurch einen Gewinn erzielen, dafl er durch einen Partner
in Amsterdam daselbst ein Guthaben von g Gulden bereitstellt und
dieses an der Berliner Borse in Mark umsetzt: Er 148t seinen Amster-
damer Partner zum Preise von g Gulden eine auf ¢ - @17 Mark lautende,

von ihm selbst einzulosende Auszahlung Berlin verkaufen und verkauft
dann seinerseits an der Berliner Borse fiir ¢ - ¥y Mark eine auf g Gulden
lautende, von seinem Partner einzulésende Auszahlung Amsterdam.

Offenbar ist g(y—%) der Gewinn; er teilt ihn zur Hélfte mit seinem

Partner. Ist umgekehrt y<y—1,, steht also die Mark zum Gulden in

Berlin besser als in Amsterdam, so verschafft sich der Berliner Arbi-
trageur in Berlin ein Guldenguthaben, das er von seinem Partner in
Amsterdam verwerten 14Bt: Er selbst erwirbt an der Berliner Borse fir
g - y Mark eine auf ¢ Gulden lautende Auszahlung Amsterdam; diese
hebt sein Partner daselbst ab und benutzt sie an der Amsterdamer

Borse zum Ankauf einer auf g - % Mark lautenden Auszahlung Berlin.

Nach Abhebung dieser Summe hat der Berliner Arbitrageur einen
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Gewinn von g(%~ y) Mark erzielt, den er zur Hilfte mit seinem

Amsterdamer Partner teilt. — Auf die bei Wechseln verschiedener
Sicht eintretenden Arbitragemoglichkeiten kommen wir im §4 zu
sprechen.

1. Beispiel: Wird ein Berliner Glaubiger eine Forderung von 5000 hfl. besser
durch Trassieren auf den Amsterdamer Schuldner einziehen oder remittieren
lassen? (Vgl. obige Kurstabelle.)

Losung: Man erhilt fiir 5000 hfl. in Amsterdam 8446 RM, in Berlin 8470RM;
der Glaubiger trassiert.

2. Beispiel: Amsterdam schuldet 10000 RM an Berlin; wird der Schuldner
Rimessen schicken oder trassieren lassen?

Losung: Man erhilt 10000 RM in Amsterdam fiir 5920 hfl, in Berlin dagegen
fiir 5903 hfl; der Schuldner 148t mit Vorteil trassieren.

In den bisher behandelten Fillen, wo nur die Devisenkurse des
Glaubigerlandes ¢ und des Schuldnerlandes k£ eine Rolle spielen, also
nur direkte Umrechnungen oder Reduktionen zwischen den Wéhrungen
dieser beiden Lénder in Frage kommen, spricht man von direkter Arbi-
trage. Wird die Begleichung einer Schuld oder die Ausfiihrung eines
Arbitragegeschéfts durch eine Firma in einem dritten Lande j ver-
mittelt, so sind indirekte Reduktionen, d.h. Umrechnungen unter
Zwischenschaltung der Kurse des Landes j, heranzuziehen, und man
spricht von indirekter Devisenausgleichsarbitrage. Ein Ber-
liner, der eine auf f Schweizer Franken lautende Auszahlung Ziirich zu
Geld machen will, erzielt durch direkten Verkauf an der Berliner Borse
f - y Mark, wenn y der Berliner Frankenkurs ist. In Amsterdam wiirde
eine mit ihm in Geschéftsverbindung stehende Firma dieselbe Aus-
zahlung fir fu Gulden verkaufen kénnen, wenn u der Amsterdamer
Frankenkurs. Das ihm so erwachsende Amsterdamer Guthaben wiirde
er an der Berliner Borse fiir f u « Mark zu Gelde machen kénnen, wenn
x der Berliner Kurs fiir die auf einen Gulden lautende Auszahlung
Amsterdam. Wir konnen also g = u « als den indirekten Berliner
Kurs fiir einen Franken Auszahlung Ziirich (iiber Amsterdam) bezeichnen.
Je nachdem y;jr Z y wird der Berliner Glaubiger indirekt iiber Amster-
dam oder direkt an der Berliner Borse seine Forderung zu Geld machen.
Wenn andererseits ein Berliner Schuldner eine auf f Schweizer Franken
lautende Forderung einzultsen hat, so wird er im Falle y;z > y den
direkten Weg vorziehen, d. h. in Berlin eine auf f Franken lautende
Auszahlung Zirich fir fy Mark erwerben; im Falle g << y dagegen
wird er eine entsprechende Auszahlung Zirich in Amsterdam fir fu
Gulden kaufen lassen und diesen Betrag durch eine in Berlin fir
fu x = f yiyr Mark erworbene Auszahlung Amsterdam decken.

Um schnell priifen zu kénnen, ob ~<Z- ¥, verschafft man sich fiir die

in Betracht kommenden Kurse y und 2 ein Nomogramm (Rechenblatt),
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das sog. Arbitragendiagramm (Abb.2). Deutet man in einem
System rechtwinkeliger cartesischer Koordinaten x als den direk-
ten Berliner Guldenkurs, y bzw. y;; als den direkten bzw. durch Ver-
mittlung Amsterdam sich ergebenden Berliner Frankenkurs, so sind die
Linien ij == p «# Strahlen, die vom Koordinatenanfangspunkt aus-
gehen; ihre Richtungskoeffizienten sind g, d.h. der Amsterdamer (in
Gulden ausgedriickte) Schweizer Frankenkurs!). Man bestimmt den
Schnittpunkt der dem Tageskurs x entsprechenden Vertikalen mit dem-
jenigen Strahl, der dem Tageskurs y zugeordnet ist. Dann ist an der
durch diesenSchnittpunkt )
hindurchgehenden Hori- ¥
zontalen der zugehorige
indirekte Kurs y;jz abzu- %%
lesen, und man kann so-

fort entscheiden, ob die- gz
ser grofler oder kleiner ist
als der direkte Tages-
kurs 9.

Fiir den Ausgleich einer
Forderung gibt es, wie &%
wir wissen, im wesent-
lichen zwei verschiedene
Wege: Entweder der Glau-
biger trassiert auf den
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Schuldner (bzw. verkauft “"%em™7m% ww ~ mzm  mw w5 = 17400
zu seinen Lasten eine auf

das Schuldnerland lau-
tende Auszahlung), oder der Schuldner schickt Rimessen (bzw.
erwirbt eine auf das Gldubigerland lautende Auszahlung). Dem-
nach kommen bei Beriicksichtigung einer Vermittlung Amsterdam fur
den deutschen Glaubiger G;, der von einem Schweizer Schuldner S
eine auf einen Franken lautende Forderung einziehen will, im wesent-
lichen sechs verschiedene Wege in Frage. y’ bezeichne die Ziiricher
Marknotierung, u’ die Ziiricher Guldennotierung, =’ die Amsterdamer
Marknotierung.

1. Direkter Ausgleich.
a) G; trassiert in Berlin auf S; und erzielt y Mark;

Abb, 2. Arbitragendiagramm.

1) Beziehen sich die im Kursblatt bezeichneten Kurse nicht auf eine, sondern
auf 100 Einheiten der fremden Wéhrung, z. B. X = Marknotiz fiir 100 Gulden, so
rechne man sie fiir Herstellung des Diagramms g = p - « zunichst auf die Einheit

X
100
kann natiirlich dem Kursblatt entsprechend genommen werden.

um, also x = ; analog bei den p. Die Bezifferung der Abszissen und der Strahlen
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b) G; 1aBt S in Zirich Berliner Rimessen in Héhe von 517 Mark
kaufen, erhilt also %Mark.

2. Indirekter Ausgleich.

a) G; 1aBt Amsterdam trassieren, Erlés u Gulden, und trassiert in
Berlin auf dies Guldenguthaben zum Kurse z; Erlos p x Mark;

b) G; 1aBt Amsterdam trassieren, Erlés g Gulden, und 1aft Amster-

dam fiir den Erlés Berliner Rimessen in Héhe von % Mark kaufen;
G; erhilt also ;’Z‘,— Mark;
¢) G;148t S in Ziirich Amsterdamer Rimessen in Hohe VOII/717 Gulden

kaufen; fiir den Erlos 148t er Amsterdam Berliner Rimessen zum Kurse

von i, kaufen; G; erhilt also % Mark.
x W
1
d) G;148t Sk in Ziirich Amsterdamer Rimessen in H6he von a Gulden
kaufen; auf den Erlésl% Gulden trassiert er selbst in Berlin zum Kurse z,

erhilt also % Mark.

Statt der Benutzung von Wechseln kann auch jeweils das damit
gleichwertige Verfahren mit Auszahlungen (oben in Klammer beigefiigt)
eingeschlagen werden.

Der Glaubiger wird priifen, welcher der sechs Werte v, ?—/17 i nx,
57, ‘u—,l—,, M—x, der groBte ist, und sich fir den entsprechenden Weg zwecks
Einziehung seiner Forderung entscheiden; der Schuldner hat in jedem
Fall einen Schweizer Franken zu zahlen.

Hat ein Berliner Schuldner an einen Ziiricher Glaubiger eine auf
einen Schweizer Franken lautende Schuld zu begleichen, so ergeben
sich analog sechs Mdéglichkeiten, von denen der Schuldner die fiir ihn
vorteilhafteste auswédhlen wird. Der Berufsarbitrageur erlangt durch
Einbeziehung eines weiteren Platzes weitere Moglichkeiten, aus der
Verschiedenheit der sechs (direkten und indirekten) Einlésungskurse
Nutzen zu ziehen. — Das Arbitragegeschaft trigt natiirlich zum Aus-
gleich der Kursdifferenzen verschiedener Platze bei, indem es die Re-
lation Angebot-Nachfrage am Devisenmarkt beeinfluft. Seine Be-
deutung ist erheblich zuriickgegangen mit der wachsenden Ausdehnung
des allgemeinen Nachrichtendienstes und der dadurch bewirkten Tendenz
zur Ausgleichung der Kurse verschiedener Plitze.

Beispiel: Ein Berliner will eine Forderung von 50000 Schweizer Franken aus
Ziirich einziehen, indem er seinen Amsterdamer Geschiftsfreund zum Verkauf
telegraphischer Auszahlung Ziirich veranlaBt und dann selbst Auszahlung Amster-



Zahlungsmittel. Geld- und Devisenkurs. Devisenarbitrage. Die Goldpunkte. 11

dam verkauft. Wie hoch belduft sich der Gewinn gegeniiber direktem Trassieren?
(Vgl. obige Kurstabelle.)

Loésung: Durch Verkauf von 50000 Fr. erhilt Amsterdam 50000 - 0,4809
hfl. = 24045 hfl,; hierfir erhalt Berlin 24045-1,6940 RM = 40732,23 RM,
also 92,30 RM mehr als bei direktem Trassieren, wo 50000 . 81,280 = 40640 RM
erzielt werden.

Wenn die Lander ¢ und k beide Goldwéhrung haben und Goldankiufe
und Goldsendungen nach dem Ausland freigeben, so sind dem Schwanken
der gegenseitigen Devisenkurse Schranken gezogen, weil der Wert der
Geldeinheiten beider Lénder zum Feingold in fester Relation steht.
Beispielsweise ist in Deutschland der Wert einer Goldmark durch Ver-
ordnung vom 27. April 1924 (mit dem Vorkriegswert iibereinstimmend)

1

auf 5790
der Goldwéhrung das Pfund den Wert von 0,007322 4 kg Feingold hatte.
Daraus berechnet sich: 1£ = 0,0073224 2790 = 20,43 Goldmark.
Wird Gold von England nach Deutschland versendet, so biilt es wegen
der damit verbundenen Transport-, Verpackungs- und Versicherungs-
kosten, Zinsverlust und sonstigen Spesen fiir den, der es in deutscher
Minze verwerten will, einen Betrag y; auf 1 £ gerechnet im Werte ein;
20,43 — y, wird als der Goldimportpunkt bezeichnet. Kommt um-
gekehrt Gold von Deutschland nach England zur Versendung, so mull
fur den Erwerb von Pfund wegen entsprechender Unkosten ein Auf-
schlag von y, auf 1 £ in Rechnung gestellt werden; 20,43 4 y, wird
als der Goldexportpunkt bezeichnet!). Liegt der Berliner Kurs eng-
lischer Devisen unter dem Goldimportpunkt, so wird ein deutscher
Glaubiger von einem englischen Schuldner die Bezahlung in bar be-
anspruchen und in Gold iiberfithren lassen, da er durch Verkauf eng-
lischer Devisen einen geringeren Markbetrag erhilt. Liegt der Berliner
Kurs englischer Devisen tiber dem Goldexportpunkt, so wird ein
deutscher Schuldner eine in englischer Wéahrung fixierte Schuld lieber
durch Versendung von Gold begleichen, weil er fiir den Erwerb eng-
lischer Devisen mehr anlegen mull. Im ersten Falle wird es fiir einen
Berliner Arbitrageur gewinnbringend, englische Devisen zu erwerben
und den in England erzielten Golderlés nach Deutschland verschicken
zu lassen; im zweiten Falle wird er Gold nach England schicken und
dort zum Ankauf von englischen Devisen benutzen, die er dann an der
Berliner Borse mit Nutzen verkauft. Solche Arbitragegeschifte wirken
darauf hin, da8 die Kurse englischer Devisen wieder auf den normalen
Spielraum zwischen 20,43 — p; und 20,43 -} p, sich einstellen.

Das Schwanken der Goldpunkte hingt damit zusammen, daf die
mit der Umsetzung von Gold in Zahlungsmittel und umgekehrt ver-
bundenen Spesen verschieden ausfallen, je nachdem aus den augen-

kg Feingold festgesetzt, wihrend in England {bis zur Preisgabe

1) Vor dem Kriege handelte es sich bei p; und 5, um Betréige von 0,08—0,10 M.
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blicklichen Vorridten des Heimatlandes Gold in Barren oder in der
Miinze des eigenen oder des Ziellandes fiir die Versendung greifbar ist.
Steht nur Miinze des Heimatlandes zur Verfiigung, so mull man sich
beim Verkauf im Zielland einen Abzug fiir Abniitzung der Miinzen und
sog. Toleranz (die beim Prigen gesetzlich zugelassene geringe Abweichung
vom Sollgewicht) gefallen lassen. Etwas geringer wird bei Barrengold,
das man im allgemeinen teurer einkauft als verkauft, der zu tragende
Verlust sein.

§ 2. Einfacher Zins. Kontokorrent.

Wir haben gesehen, dall Ortsunterschiede, also Verschiedenheit des
Verkehrsplatzes, sich in Kursdifferenzen der Zahlungsmittel auswirken
konnen. Grundséitzlich spielen Zeitunterschiede eine dhnliche Rolle.
Der Wert eines Guthabens, dessen Verfalltag in der Zukunft liegt,
wird niedriger veranschlagt als der des tatsdchlichen gegenwirtigen Be-
sitzes der gleichen Summe. Denn in der Zwischenzeit kann mit dieser
Summe gewinnbringend gewirtschaftet werden; aulerdem ist die Riick-
zahlung seitens des Schuldners stets mehr oder minder unsicher. Als
Entschiddigung wird vom Glaubiger eine Leihgebithr beansprucht, die
als Zins (lat. census = Steuer) bezeichnet wird und nach der Héhe des
Schuldbetrags und der Dauer der Leihfrist bemessen wird. Die Zins-
zahlung erfolgt vielfach am Beginn der Leihfrist: vorschiissig, anti-
zipativ, prdnumerando, oder am Schlul derselben: nachschiissig, de-
kursiv, postnumerando; vielfach aber auch, besonders bei linger wah-
render oder noch unbestimmter Leihfrist, zu bestimmten kalenderméig
festgelegten Terminen in sog. Zinsperioden, wobei fiir die einzelnen
Perioden wieder Prénumerando- oder Postnumerandozahlungen ver-
einbart werden konnen. Man bezieht den zu zahlenden Zins zunéchst
auf eine bestimmte Rechnungsperiode als Zeiteinheit und driickt den
entsprechenden Betrag Z, in Hundertteilen oder Prozenten (lat. pro
centum) p der Leihsumme, des Kapitals (lat. capitale = Hauptgut) K

. ZO - .
aus; dann wird p = - 100 als Zinsfull bezeichnet. Statt p Prozent
schreibt man im allgemeinen p % . Wir wollen den auf die Einheit
bezogenen Zins ¢ = i%)_ den Zinssatz nennen. Fiir Bruchteile, runde

oder unrunde Vielfache n der Rechnungsperiode wird im kaufménnischen
Leben die Zinssumme der Zeitspanne einfach proportional gesetzt, also
Z = nZ,, so dal

Z="-:"=K-in, 1)

wobei der Zinsful p auf das Jahr als Rechnungsperiode bezogen wird
(p% p. a.= proanno). Diese Formel fiir die sog. einfache Verzinsung
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148t es, in Ubereinstimmung mit den §§289, 608 des Biirgerlichen Gesetz-
buchs, als Norm gelten, daBl der aus dem Kapital zu ziehende Nutzen
als der Leihdauer n proportional zu setzen ist, selbst wenn n die etwa
vereinbarte Leihfrist {berschreitet oder Zinstermine nicht innege-
halten werden.

Die Hohe des JahreszinsfuBles fiir Leihgeld richtet sich nach dem
mit seiner Hilfe zu erwirtschaftenden Ertrage und andererseits nach
der Sicherheit, mit der die Riickzahlung gewahrleistet wird, im {ibrigen
wie auf allen Mérkten nach Angebot und Nachfrage. Steigende wirt-
schaftliche Aktivitdt wirkt im Sinne anziehender Zinssitze; Stagnation,
Ausbreitung des Rentnertums im Sinne sinkender Zinsfiile. Staats-
anleihen, durch Sachpfand gesicherte Darlehen sind niedriger zu ver-
zinsen als personliche Kredite. Die durch Kriege, gespannte auBen-
und innenpolitische Verhiltnisse und aufgezwungene {ibermaBige
Lasten bedingte Unsicherheit fiihrt, wie harte Erfahrung zeigt, zur
Ubersteigerung der Zinssitze. Fiir kapitalarme Zeiten und Lénder
gelten hohe Zinssitze; Organisation der Kapitalbildung und des
Kapitalangebots durch Geldinstitute driickt auf den Zinssatz. Bis zu
einem gewissen Grade wirken die Zentralnotenbanken durch Fest-
setzung des Diskontsatzes fir Wechsel reglementierend; ebenso durch
KartellmaBnahmen die ibrigen Banken und die Sparkassen, deren
Rentabilitiat sich auf eine angemessene Differenz zwischen den Zins-
sitzen fiir Aktiva (Guthaben) und Passiva (Schulden) griindet. Bei
groBen Leihbetrigen und lingeren Kiindigungsfristen wird oft eine Er-
héhung des Zinssatzes zugebilligt, als Primie fiir die Stabilisierung der
Wirtschaftsgrundlagen und die Verminderung der Spesen.

Ist die Zeitspanne n, fiir die Verzinsung zu erfolgen hat, durch be-
stimmte Kalendertage festgelegt, so wird sie mittels der Zahl der zwischen
den beiden Daten liegenden Tage als Jahresbruchteil ausgedriickt;
dabei muB Klarheit dariiber herrschen, ob von diesen beiden Stichtagen
keiner in die Leihdauer eingerechnet wird — wie vielfach im Bank-
und Sparkassenverkehr iiblich — oder einer — das ist die Regel, ins-
besondere auch im Wechselverkehr -— oder beide — wie im Effekten-
verkehr iiblich. In Deutschland wird bei der Ermittlung der Leihdauer
amtlich, z. B. bei gerichtlichen Auseinandersetzungen, jeder Kalender-
monat mit der tatsichlich auf ihn entfallenden Zahl von Tagen
(28 bzw. 29, 30, 31), das Jahr mit 365 Tagen eingesetzt. Im kauf-
ménnischen Verkehr dagegen rechnet man zur Erzielung numerischer
Vereinfachungen das Jahr zu 360 und jeden Monat gleichmiBig
zu 30 Tagen. Soll also von den beiden Grenztagen einer auf
die Leihdauer zur Anrechnung kommen, so gestaltet sich die Be-
stimmung von % so, wie aus den folgenden beiden Beispielen er-
sichtlich:
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1. Beispiel: Leihdauer vom 18. Mai 1932 bis 10. November 1932:
XI—v X~V V.
10—18 ~ 40—18 22’

172
5 Monate 22 Tage = 172 Tage; n = %ﬁ
2, Beispiel: Leihdauer vom 18. September 1932 bis 31. Dezember 1932:
XII—IX I
30—18 — 12°
102
3 Monate 12 Tage = 102 Tage; n = 360"

Bezeichnen wir allgemein mit ¢ die Anzahl der auf die Leihdauer
zu verrechnenden Tage, so geht die Formel fiir die einfache Verzinsung
iber in K P

Z =155t 365 1)

K .
Man nennt 355¢ die Zinszahl, wofiir zur Abkiirzung 3 gesetzt wird,

360 o - .
3%0 den Zinsfaktor, —2— den Zinsdivisor. Fir viele der gebrauchlichsten

ZinsfiiBe p nimmt der Zinsdivisor wegen der zahlreichen Teiler von 360
einfache ganzzahlige Werte an, z. B.

P ‘ 318y, 18, 4 |4, 5 LG | 8 { 9 ’10
(fi’?s' |120.108’ 96 | 90 ' 80 1 72 ( 60 I 48 | 45 ’ 40 ' 36
1visor

Die Zinsen kénnen dann nach (1’) aus der Zinszahl sozusagen im
Kopf ausgerechnet werden. Handelt es sich im ersten Beispiel um ein
mit 41/,% zu verzinsendes Kapital K = 3500 M, so ist die Zinszahl
35 - 172 = 6020, und die Division mit 80 ergibt als Zinssumme 75,25 M.
Das Rechnen mit Zinszahlen hat sich besonders deswegen eingebiirgert,
weil man auf sie ganz von selbst durch den praktisch sehr oft vor-
liegenden Fall gefihrt wird, dafl mehrere Betrige K,, K,, ..., K;
von verschiedener Leihdauer #,, t,, . .., {; zum gleichen Prozentsatz p
verzinst werden miissen. Fir diesen Fall betrigt die gesamte Zinssumme

K K K,
Zz(ﬁ.tl_!_ T()_Zd.t2+...+m.tl>.£6,

In der Klammer steht die Summe der Zinszahlen, die man praktisch
im allgemeinen auf ganzzahlige Betrige abrundet, zumal bei einer
groBeren Postenzahl A anzunehmen ist, daB die entstehenden Un-
genauigkeiten sich ungefihr ausgleichen.

Fir héufige Zinsberechnungen empfiehlt sich die Benutzung von
Tabellen'). Beispielsweise gibt die Zinstabelle von Otto Langenbeck

1) Vgl. die Zusammenstellung von Zinstabellen in ,,Sparkasse, amtliche Zeit-
schrift des Deutschen Sparkassen-Bundes‘‘, Hannover, Jahrgang 1907, S. 654—659.
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(Berlin, Haude & Spener 1898) fir die Zinsfifle 2, 21/;, 21/,, ..., 63/,
die zu den Zinszahlen von 1—300000 gehorenden Zinsen. In I. Guyer,
Zinszahlen und Zinsen aus Zinszahlen (Ziurich: Ziircher & Furrer 1902)
finden sich Tabellen der Zinszahlen fiir 1—200 Tage und Kapitalien von
100—9900 RM, auBerdem Tabellen zur Bestimmung der Zinsen aus
Zinszahlen und den praktisch vorkommenden Zinsfiilen zwischen 2%
und 7% . ‘

Die Vorteile, die das Arbeiten mit Zinszahlen zur Bestimmung der
Zinssumme bietet, werden besonders deutlich beim Kontokorrent
(ital. conto corrente). Von Firmen, mit denen man in laufender Ge-
schiftsverbindung steht, erhilt man von Zeit zu Zeit, auf alle Fille
am Jahresschlul}, einen Rechnungsauszug, der die kalendermiBige Ent-
wicklung von Guthaben und Verbindlichkeiten wiedergibt und, wenn
entsprechende Verzinsung vereinbart ist, auch die Zinsberechnung um-
fat. Von dieser Art sind insbesondere die Kontokorrente, die eine
Bank an einen Kunden versendet, der bei ihr ein Girokonto unterhalt.
Wir wollen den Fall annehmen, daBl ihm etwa auf Grund von Wert-
papierhinterlegung das Recht eingerdumt sei, sein Konto bis zu einem
bestimmten Hochstbetrage zu iiberziehen, d. h. bei der Bank Darlehen
aufzunehmen. Derartige Passiva des Kunden sind ihrer Laufzeit ent-
sprechend mit einem Zinsfull p’ zu verzinsen, der héher ist als der
ZinsfuB p, den die Bank dem Kunden vergiitet, solange sein Konto
aktiv ist. Wir bringen S.16 das Beispiel eines staffelférmigen
Kontokorrents, wie es sich von England her auch in Deutschland
mehr und mehr eingebiirgert hat. In der ersten Spalte sind die Daten
der einzelnen Geschéftsvorgénge verzeichnet, in der zweiten (Umsatz)
die Posten selbst: Die Unterspalte Soll enthilt die Lastschriften, die
Unterspalte Haben die Gutschriften. Aus ihnen ergibt sich, ausgehend
von dem zu Beginn der Rechnungsperiode vorhandenen Kontobestand
(Saldo-Vortrag) durch Subtraktion bzw. Addition der jeweilige positive
oder negative Saldo oder Kontostand, der in der néichsten Spalte ver-
zeichnet ist; ein negativer Bestand wird dabei in Rotschrift oder durch
ein beigefiigtes rot unterstrichenes S (Soll-Saldo) kenntlich gemacht.
Die folgende Kolonne mit dem Kopf ,,Wert*“ bringt die fiir die Zins-
berechnung mafigebenden Daten der Geschiftsvorgéinge; wihrend die
Daten der Gutschriften aus der ersten Kolonne ungeéindert iibernommen
werden, werden die Lastschriften im allgemeinen um einen Tag zuriick-
datiert, ndmlich stets auf den letzten vor dem Vorgang liegenden Werk-
tag. Das kommt natiirlich auf eine Begiinstigung der Bank bei der Zins-
berechnung heraus. Aus den berichtigten Daten ist durch die {ibliche
Differenzbildung (S: 14) die fiir den jeweiligen Saldo geltende Leihdauer
bestimmt, und die entsprechenden Werte ¢ sind in der folgenden Spalte
mit dem Kopf ,,Tage* vermerkt. Die nichste Kolonne enthilt die durch
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Multiplikation der in der gleichen Zeile stehenden Saldo- und Tage-
Ziffern gewonnenen Zinszahlen, getrennt nach Soll und Haben. In der
letzten Spalte sind die Gegenstdnde der Buchung néher gekennzeichnet.

Rechnungsauszug der Z-Bank fiir Herrn N. N, Berlin.

Umnsatz Saldo Zinszahlen | Gegenstand der
. : i Wert | Tage
D2t | Solt [Haben Sk Sicichen 2| Soll | Haben|  Buchung
(1. 1.) 435,20 [51.12.| 3 13 | Saldovortrag
3. 1 210,— 645,20 | 3. 1.| 96 619 | Gehalt
10. 4.| 420,50 224,70 | 9. 4.| 56 126 | Scheck Nr. 31
5. 6. 85,10 309,80 | 5 6.| 81 251 | Zahlung von X. Y.
27. 8.1287,40 22,40 126. 8 | 11 2 | Uberweisung Nr. 56
8. 9.1104,— S 81,60 | 7. 9.| 24| 20 Steuerzahlung
1.10. 680,20 598,60 | 1.10.| 89 533 | Effektenverkauf
31.12. 598,60 [30.12. Kapitalsaldo
360 | 20 | 1544 | (Summen)

Kommen bei lebhafterem Geschiftsverkehr derartige Rechnungs-
ausziige héufiger, z. B. monatlich zur Versendung, so werden die in der
letzten Zeile unter dem Strich stehenden Summen als Ubertriige in
einer Kopfzeile des neuen Rechnungsauszuges gebucht. Endigt der
Rechnungsauszug wie im obigen Muster mit dem SchluB der Zins-
abrechnungsperiode, d.h. hier des Kalenderjahres, so wird ihm eine
AbschluBinote beigefiigt. In dem einfachsten Falle, wo die Zinsfiile
p’, p fiir Soll- und Habensalden im Laufe des Jahres sich nicht #ndern,
hat sie etwa die Gestalt wie in nachstehendem Muster.

AbschluB am 31. Dezember 1931. Girokonto Nr....

G Soll Haben
egenstand der 7i Zins Zins. | Zins Saldo
Buch ins- | Zins- |,. - - | e
uchung fufl |zahlen Zinsen fufl |zahlen Zinsen
Kapitalsaldo 598,60
Zinsen 1.1.—31.12.31.. 8 20 | 0,44 3 1544 | 12,87
Handlungsunkosten. . ... 9,—
Summen 9,44 12,87
9,44
Ubertrag fiir 1932 ‘ | 3,43 | 602,03
Berlin, den 31. Dezember 1931. Z-Bank

Haben sich die ZinsfiilBe p und ' im Laufe des Rechnungsjahres
geédndert, so ist die Zinsberechnung dementsprechend fiir die einzelnen
Zeitabschnitte nach Zeilen gegliedert. — Die von den Banken berechneten
Handlungsunkosten umfassen einerseits die tatsichlich von ihnen ver-
auslagten Porti und Spesen, andererseits die sog. Provision, die nach
den getatigten Umsédtzen bemessen wird. Vielfach wird 19/y,, d. h. ein
Promille oder ein Tausendstel der gréBeren der beiden Summen ge-
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rechnet, die sich durch Addition aller Sollposten und andererseits aller
Habenposten ergeben.

Instruktiv ist die graphische Darstellung eines Konto-
korrents in einem rechtwinkeligen Koordinatensystem, in dem die
Tage von 1—360 als Abszissen und die Salden als Ordinaten aufgetragen
werden: Habensalden positiv, Sollsalden negativ. Die Rechtecke iiber
den einzelnen Zeitspannen veranschaulichen die Zinszahlen.

§ 3. Effektenrechnung.

Unter Effekten versteht man zwei Gruppen von Wertpapieren, die
an der Borse als Handelsgegenstand zugelassen sind: Aktien, d.h.
Anteilscheine groferer vergesellschafteter wirtschaftlicher Unterneh-
mungen, die ihrem Besitzer Anteil an dem zur Verteilung gelangenden,
von Jahr zu Jahr schwankenden Reingewinn der betreffenden Gesell-
schaft in Form der sog. Dividende bringen ; andererseits Obligationen
oder Fonds, d.h. Schuldverschreibungen von Gemeinwesen (Staaten,
Provinzen, Kreisen, Gemeinden) und anderer iiber einen groéferen
Immobilienbesitz verfiigender Korperschaften, bei denen dem Inhaber
eine feste Verzinsung des Nennbetrages der Schuldverschreibung zu-
gesichert ist. Effekten sind seitens des Besitzers fast stets unkiindbar,
aber im allgemeinen Inhaberpapiere: Sie konnen verduBlert werden,
ohne da@ die Stelle, von der sie ausgegeben sind, hiervon benachrichtigt
wird ; ihre Verkiuflichkeit ist dadurch sehr erleichtert. Andererseits
macht dieser Sachverhalt eine besondere Form fiir die Zuleitung der
Dividende bzw. Zinsen an die Bezugsberechtigten erforderlich. Dem
Hauptstiick des Wertpapiers, dem Mantel, auf dem der (im allgemeinen
auf volle Hunderte, z. B. 100, 200, 400, 500, 1000 lautende) Nennwert
und die Geschiftsbedingungen angegeben sind, ist ein zweiter Bogen
beigefiigt, der die Dividendenscheine bzw. Koupons oder Zinsabschnitte
enthalt. Diese trennt der Inhaber bei Filligkeit ab und l6st sie bei einer
der aus den Geschiftsbedingungen ersichtlichen Zahlstellen ein. Der
unter dem letzten Abschnitt befindliche Talon berechtigt zum Bezug
eines neuen Gewinn- bzw. Zinsscheinbogens.

Der Nennwert K des Wertpapiers ist bei Schuldverschreibungen
die Summe, auf die sich die Zinsverpflichtung bezieht und die bei
Tilgungsanleihen und vom Schuldner kiindbaren Anleihen tatsachlich
zur Rickzahlung kommt, wihrend bei unkindbaren Anleihen der
Schuldner nur eine laufende Zinsverpflichtung tibernimmt. Bei Aktien
bedeutet der Nennwert den Anteil am Kapital der Gesellschaft, auf
den die Dividende nach dem von der Generalversammlung festgesetzten
Prozentsatz verrechnet wird. — Dem Nennwert K des Papiers steht
der Effektiv- oder Kurswert K’ gegeniiber: Der im Bérsenhandel durch

Timpe, Finanz- und Wirtschaftsmathematik. 2
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Angebot und Nachfrage sich ergebende Preis K, ausgedriickt in Hundert-
teilen des Nennwerts, wird als der Kurs C bezeichnet:

K/
O:T-100. 2)

MaBgebend fiir den Kurs sind verschiedene Momente: gréBeres oder
geringeres Vertrauen zur Prosperitdt des betreffenden Unternehmens,
zur Zahlungsfihigkeit der betreffenden Korperschaft, Abweichungen
der mit dem betreffenden Wertpapier erzielbaren Verzinsung vom
MarktzinsfuB, d. h. von der durchschnittlichen bei Anlagen gleicher Art
erzielbaren Verzinsung, allgemeine politische Momente, UberfluB oder
Mangel an baren Zahlungsmitteln usw. Stimmen Kurswert und Nenn-
wert iiberein, so daB €= 100, so steht der Kurs pari. Liegt der Kurs-
wert iiber bzw. unter dem Nennwert, so steht das Papier itber bzw. unter
dem Parikurs. Die Kurse, die nach der vorlaufigen Ermittlung durch
die Kursmakler endgiiltig vom Borsenvorstand festgestellt wurden,
werden im Kurszettel der Effektenbérse veroffentlicht, wobei die Ver-
merke bez., G, B (bzw. P) die gleiche Bedeutung wie im Kurszettel
der Devisenborse (vgl. S. 3) haben.

Berliner Effektenkurse vom Sonnabend, 17. September 1932

Dividenden Kurs vom
1930 1931 Gesellschaft
30/31 31/32 17.9. ‘ 16.9.
Industrie-Aktien.
0 Allgem. Elektr.-Ges. 31,25 bez. | 321/; bez. G.
4 Charl. Wasserwerke 79,50 bez. 78,560 bez.
10 8t/, Hamb. Elektr.-W. 106 7/4 bez. | 105,75 bez.
0 0 Harpener Bergbau 78 3/5 bez. 79,50 bez.
6 0 Rhein. Stahlwerk 707/g bez. | 70,75 bez.
9 7 Wasserwerk Gelsenk. — 100,— bez.
Bank-Aktien. _
6 | 0 | Dtsch. B. und Disk. | 76 bez. | 76 bez.
Anleihen des Reichs, der Linder usw. mit Zinsberechnung.
Zins- Zinsfull Spiteste Kurs vom
termin| alt | neu |Riickzahlung 17.9.] 16.9.
A.O0.| T, 6 l 61 Mecklb.-Str. R. M.—A. 38 |58bez.| 56,5 bez.

Ein Kapital, fiir das Wertpapiere zum Kurs C erworben werden,
verzinst sich effektiv zu einem Prozentsatz p’, der sich aus der fir ein

Stiick vom Nennwert 100 hinzuschreibenden Beziehung % = p ergibt:
, 100

P =G p; (3)

dabei bedeutet p den NominalzinsfuB, d.h. den ZinsfuB, der fiir die

Nennbetrige der Schuldverschreibungen zugesichert ist, bzw. den
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Dividendenprozentsatz, der allerdings beim Kauf nur gemutmalt
werden kann. Man bezeichuet p’ als die effektive Verzinsung oder die
gegenwartige (von der Bewertung etwaigen kiinftigen Kapitalgewinns

abstrahierende) Rentabilitdt. Fiir den Nominalzinssatz i = 1%0 und
den Rentabilititssatz i = 1%6 gilt die zu (3) analoge Beziehung:
., 100 . /
1 = —-O— 1. (3 )

Bei zwei Effekten, die die gleiche effektive Verzinsung ¢’ gewéhren,
spricht man bei Beschrinkung der Betrachtung auf die gegenwirtige

Rentabilitit von Kursparitéat. Sind ¢;, ¢, die Nominalzinssitze,

100 . 100 . .
C,, C, die Kurse, so folgt aus T =g, b als Bedingung der

Kursparitét: Cy: Oy =iy iy, @)

Beim Kauf und Verkauf von Effekten ergeben sich noch gewisse
Spesen, berechnet vom Kurswert:

1. Provision, vom Bankier im allgemeinen in Hohe von 49/ des
Kurswertes beansprucht; Mindestgebithr 1 M oder 0,50 M.

2. Courtage, d.h. Maklergebiihr: 19/,,.

3. Stempelgebiihr (Bérsenumsatzsteuer mit 25% Zuschlag); sie be-
trigt zur Zeit unter Abrundung von Pfennigbetrigen auf volle 10 Pf.

a) bei Anleihen des Reichs und anderer Gemeinwesen 0,5%y,;
wertbestdndige Reichsanleihe steuerfrei;

b) bei sonstigen inlindischen Schuldverschreibungen 0,759y, ;

c) bei Industrieobligationen und auslindischen Anleihen und Fonds
1,25%0;

d) bei inlindischen und auslindischen Aktien 1,875%/,.

Sehr einfach gestaltet sich hiernach die Abrechnung der Bank, wenn
es sich um den Ankauf oder Verkauf von Aktien handelt, bei denen
der Kurs den Wert der stets mitzuliefernden Gewinnscheine mitumfat.

Beispiel: Am 17, September 1932 kauft jemand 6000 M Deutsche Bank- und
Diskontogesellschaft-Aktien. Die Schlufinote lautet:

M 6000 Deutsche Bank- u. Diskonto-G.-Aktien a 76%,: M 4560,—

Provision 4%, M 18,20
Courtage M 4,60
Stempel M 8,60 M 31,40

M 4591,40

Der Kurszettel gibt auch das Datum an, an dem zuletzt die Dividende
gezahlt wurde, was im allgemeinen einmal im Jahre erfolgt. Wenn man
einen gleichméBigen Wertanstieg des nédchstfalligen Gewinnscheins im
Laufe des Geschiftsjahrs annimmt und Unterlagen fir die Héhe der
néchsten Dividende besitzt, kann man danach einigermafen beurteilen,

PA
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wie sich der Kurs in Wert der Aktie selbst und Wert des néchstfilligen
Dividendenscheins spaltet. An dem Tage, wo der Gewinnschein ab-
getrennt wird, mufl bei sonst gleichbleibenden Kursfaktoren ein ent-
sprechender Kursabschlag eintreten. In folgendem Beispiel wird ein
um den Wert des Dividendenscheins reduzierter Kurs vorausgesetzt.

Beispiel: Man hat die Wahl, eine bestimmte Summe entweder in Hamburger
Elektrizitits-Werke-Aktien & 1067/,%, (voraussichtliche Dividende 7!/,9,) oder

in Wasserwerke Gelsenkirchen-Aktien & 1009 anzulegen (voraussichtliche Divi-
dende 79%). Auf welchem Weg erzielt man die hohere Verzinsung?

Losung: Die Rentabilitat der Hamburger Elektrizitdtswerke betragt p’= 100, p

C
10
= ﬁ T/, = 7,02%; die der Wasserwerke Gelsenkirchen 79,. Man wird sich
8

also fiir erstere entscheiden,

Bei Obligationen bezieht sich der Kurs nach der in Deutschland
iiblichen Notierung stets auf den Wert der Schuldverschreibung allein.
Zu diesem sog. Nettokurs C° kommt bei Feststellung des Bruttokurses
C; hinzu der jeweilige Wert des nachstfélligen, beim Verkauf mitzu-
liefernden Zinsscheins ; also wenn p der auf den Nennwert der Obligation
bezogene Jahreszinsful}, ¢ die seit dem letzten Zinstermin verstrichene
Anzahl von Tagen:

i
=0+ p-5g- ®)

In die Zeitspanne ¢ werden beide Grenztage eingerechnet. Die Zins-
termine, die meist halbjiahrlich fallen, sind aus dem Kurszettel er-
sichtlich. )

Beispiel: Jemand verkauft am 17. September 1932 fir 4000 M 79, Harpener
Bergbau & 73%/,9%; Zinstermine 1. Januar, 1. Juli. Die Schlufinote lautet:

M 4000 Harpener Bergbau M 3135,—
77 Tage 7% Zinsen M 59,90
Provision M 12,50
Courtage M 3,10
Stempel M 5,90 M 21,560 M 38,40

M 3173,40

Werden Obligationen in den letzten 14 Tagen vor der Zinszahlung
gehandelt, so wird der néchstfillige Zinsschein nicht mitgeliefert. Da
anderenfalls der Kéufer die Verzinsung seines Kapitals bis zu diesem
Zinstermin einbiilen wiirde, so mufl sich der Verkdufer einen ent-
sprechenden Stiickzinsenabzug gefallen lassen. Hierbei werden Verkaufs-
tag und Zinstermin in die Leihdauer nicht einbezogen.

Bei der Bestimmung der Rentabilitdt von Obligationen ist zu
beachten, dafl hier die Bewertung des im Falle der Tilgung etwa ein-
tretenden Kapitalgewinns oder -verlusts eine wichtige Rolle spielt,
wovon spiter (IV. Abschnitt) genauer die Rede ist. Fiir unkiindbare
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oder Rentenanleihen, insbesondere auch fiir sog. ewige Renten, bei
denen die Anleihescheine nicht auf einen bestimmten Schuldbetrag,
sondern nur auf einen bestimmten Zinsgenuf} lauten, bleibt ohne weiteres
die einfache Formel (3) und die aus ihr folgende Bedingung (4) der
Kursparitdt ma@gebend.

Man kann (3') auch in gewissem Sinne umkehren: Ist ¢" der Zinssatz,
der nach der Lage des Finanzmarkts bei einer bestimmten Gruppe fest-
verzinslicher Papiere als Rentabilitit erwartet oder beansprucht werden
kann, so ist

0 =100 (3")

der Kurs, der einer derartigen, zum Nominalzinssatz ¢ aufgelegten
ewigen Rente mathematisch zukommt (Kurs der ewigen Rente).

Beispiel: Franzosische Rente vom Zinssatz ¢; = 0,03 notiert einen Monat nach
Abtrennung des falligen Zinsscheins C, = 649, Stiickzinsen eingerechnet. Zu
welchem Kurs C, miiite eine andere ewige Rente vom Zinssatz ¢, = 0,04 am Vor-
tage der Zinszahlung ohne den letzten Coupon gehandelt werden, wenn Kurs-
paritdat herrschen soll?

1004
Losung: Nettokurs der franzésischen Rente: 010 =(,— 1(3)11 =64—0,25
4
= 63,75. Nach der Parititsbedingung: Cy = C,° - == = 63,75 - 3= 859%,.

Die aus (3) sich ergebende augenbllckhche Rentabllltat p’ bildet
aber auch bis zu einem gewissen Grade die Grundlage fir die Kurs-
gestaltung von Anleihen, bei denen der Schuldner sich den Termin der
Kiindigung vorbehilt. Das gilt zunédchst fir den Begebungskurs, d. h.
den Kurs C, zu dem die Schuldverschreibungen bei der Emission zur
Zeichnung aufgelegt werden und der aus finanztechnischen Griinden
meist vom Parikurs abweicht. Ist der gesamte Nennwert der Schuld-
verschreibungen K, der Nominalzinssatz ¢, so ist der Anleiheertrag

, c
K = 100
v = }gz. Wenn zwei verschiedenen Begebungsverfahren die Kurse
0,, C, und die Zinssitze i,, i, entsprechen, so wiirde der Schuldner
die Nennbetrige K, = —QQK nd K, = @K zur Erzielung des

1
gleichen Anleiheertrags K’ auflegen konnen. Der jahrliche Zinsendienst

1004 . .
“. K’, in dem anderen Fall K,i,

—= K, der fiir den Zeichner in Frage kommende Rentabilititssatz

wire in dem einen Fall K i, =
1004,

Ce
Kursparitit, wo € : Cy =4, : ¢;. Da in diesem Falle auch vom Anleihe-
zeichner die gleiche augenblickliche Rentabilitdt erzielt wird, erscheinen
beide Begebungsverfahren vom beiderseitigen Standpunkt aus zunéchst
als gleichwertig.

-K’, und diese Betrige wiirden iibereinstimmen im Falle der
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1. Beispiel: Ein Bankenkonsortium B, will einem Gemeinwesen einen bestimm-
ten Anleiheertrag durch Begebung von Schuldverschreibungen beschaffen, die
zum Kurs C; = 92,59, und zum Zinsfull p, = 49, aufgelegt werden; ein Banken-
konsortium B, macht ein Angebot auf der Grundlage des Kurses C, = 989, und
eines ZinsfuBes p, = 4'/,%. Fiir welches Angebot wird sich das Gemeinwesen
entscheiden?

4
Losung: Der zu C, = 989, parititische Kurs wiirde 98 - oy, = 92,29, sein,
4
d. h. unter C; = 92,69, liegen. Beim ersten Angebot ergibt sich also fiir das
Gemeinwesen ein niedrigerer Zinsendienst, was dessen Annahme nahelegen wiirde.

2. Beispiel: Es notierten im August 1926 Rheinische Stahlwerke Obligationen
71/,% zu C; = 107,259, ; Friedrich Krupp-Anleihe 69} zu C, = 85%,. Fiir welche
der beiden Anleihen entscheidet sich der Anlage suchende Kapitalist?

7
Lésung: Zum Kurs €y = 859, der Krupp-Anleihe wiirde 85 - —éfl = 106,259,

der paritdtische Kurs sein, also ein unter C; liegender Kurs. Die Rentabilitit ist
also im Falle der Krupp-Anleihe groBer, was dem Kapitalisten nahe legen wiirde,
sich fiir sie zu entscheiden.

In Wirklichkeit mufl sowoh! vom Erwerber der Schuldverschreibung
wie von dem, der die Anleihe aufnimmt, der Fall der Riickzahlung
in Rechnung gezogen werden. Wenn der Emissionskurs erheblich unter
dem Parikurs liegt, stellt sich die Riickzahlung zum Nennwert teuer.
Zu einer erheblich unter dem Parikurs liegenden Emission wird sich
daher das Gemeinwesen schwerlich entschlieBen. Liegt der Anleihekurs
iiber dem Parikurs, so wirkt die Aussicht auf Riickzahlung von Schuld-
verschreibungen zum Nennwert hemmend in bezug auf Kursbesserung
oder selbst herabdriickend. Das beeinfluBt zunichst den anlagesuchenden
Kapitalisten, fiihrt aber auch dazu, daf Emissionskurse, die erheblich
iiber dem Parikurs liegen, bei der Ausschreibung von Anleihen ver-
mieden werden.

§ 4. Diskont. Wechselrechnung. Mittlerer Zahlungstermin.

Werden bei Postnumerandozinsberechnung die in der Zeit-
spanne 7 auflaufenden Zinsen am Schlull derselben zum Kapital K
zugeschlagen, so ergibt sich nach (1) ein Endguthaben

E®™ — K (14 in). (6)

E™ ist eine nur fiir positive Werte von n erklirte lineare Funktion
von n; ihr graphisches Bild in einem rechtwinkeligen Koordinaten-
system mit nach rechts zeigender positiver Achse der Abszissen 7 und den
y = E™ als Ordinaten ist eine gerade Linie, die von dem mit K be-
zifferten Punkt der Ordinatenachse aus mit dem Neigungskoeffizienten
K verliuft (Abb.3). Entsprechend ist natiirlich der Barwert einer
nach der Zeitspanne n filligen Zahlung K mit

K

1+:n

B® = (7)
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anzusetzen. Wir stellen B®™ als Funktion von n in dem gleichen Dia-
gramm wie E ™ dar, nehmen dabei aber die entgegengesetzte Richtung
der Abszissenachse als die positive. Das graphische Bild von y = B®
ist eine gleichseitige Hyperbel, die durch den mit K bezifferten Punkt
der Ordinatenachse geht und von der nur die zu positiven n-Werten
gehorenden, also links von der y-Achse liegenden Punkte in Frage
kommen. Thre eine Asymptote ist die Zeitachse, wihrend die andere
Asymptote die durch Nullsetzen des Nenners 1 44 n sich ergebende

Gleichung # = ~zi besitzt. (Sie hat nur mathematisch-konstruktive

Bedeutung, weil das ihr sich anschmiegende Kurvenstiick rechts von

der Ordinatenachse im Bereich der negativen n-Werte liegt.) Der linke

Hyperbelteil B™ und die Halbgerade E®™ zusammengenommen er-
+

s
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Abb. 3.

geben das vollstéindige Bild fiir den Wert, der der Summe K eine ge-
wisse Zeitspanne n vor bzw. nach dem Stichtage n = 0 bei Postnume-
randoverzinsung zukommt.

Bei Prinumerandoverzinsung werden die Zinsen Kin vom
Darlehen gleich einbehalten. Hierbei wird also der dem Schuldner tat-
séchlich zuflieBende Betrag

B®™ =K1 —in) (8)
angesehen als der Barwert seines Zahlungsversprechens, das auf die
nach der Zeitspanne n zu zahlende Summe K lautet. Das graphische
Bild von (8) ist eine gerade Linie, die von dem mit K bezifferten Punkt
der Ordinatenachse aus mit dem Neigungskoeffizienten —K i im

Quadranten der positiven n, B™ verlsuft und die Abszissenachse im
Punkte n = 5 schneidet. Wird sie iiber den nach links positiv zihlenden

Abszissenwerten 7 dargestellt, so ist sie die Fortsetzung der "die E®

veranschaulichenden Halbgeraden. Sie ist Tangente der Hyperbel
y = B™. Denn der Differentialquotient von B™, nimlich — (T%E‘Z)_?’

nimmt fir » = 0 den Wert — K 7 an.
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Die Formel (7), die man nach dem Verfasser der ,,Prudentia oecono-
miae oder die Klugheit, Haus zu halten* (1731) auch die Hoffmannsche
Formel nennt, und andererseits die Formel (8) benutzt man, um den
Betrag einer Forderung, die erst nach der Zeitspanne n fallig ist, zu
diskontieren oder abzuzinsen, d. h. ihren augenblicklichen VerduBerungs-
wert zu ermitteln, wobei der vom Verkdufer zu tragende Abzug als
Diskont bezeichnet wird. Er hat im ersten Falle den Betrag

~ Kin  Kpn =

D_l—}—in_lOO—{—pn’ (7)

der als Diskont auf Hundert bezeichnet wird, im zweiten Falle den
Betrag . Kpn

D = K TN = W N (8 )

den man als Diskont vom Hundert oder kaufménnischen Diskont be-
zeichnet. Wiahrend bei behdrdlichen Berechnungen, z. B. Erbschafts-
regulierungen, gerichtlichen Auseinandersetzungen, das Diskontieren auf
Hundert zugrunde gelegt wird, wird im kaufménnischen Verkehr, ins-
besondere bei der Wechseldiskontierung, durchweg vom Hundert dis-
kontiert. Es ist daher wichtig, klarzustellen, wie sich die verschiedenen
Diskontierungsmethoden zueinander verhalten.

Die Tatsache, daB die Diskontierungshyperbel y = B®™ von der
Geraden y = B®™ im Punkte (0, K) beriihrt wird, kommt analytisch

darin zum Ausdruck, daB fir B™ = TTin der Ausdruck B®
= K (1 —1in) die erste Annidherung darstellt. Nach der Summen-
formel fiir die geometrische Reihe mit » Gliedern

1—gv
Itgt+a*t e t=gy (9)
ergibt sich namlich:
1 _ . r—1 A
m—l‘f‘q—i—qz—{-' +¢ T
also wenn ¢ = —¢ n genommen wird:

gl —_ 11— . . ot P | v ' 4
im——l Zn—l—Zzn2—+ ——[—(—1) ? n +(—1) m. (9)
Beispielsweise wird fiir » = 2
K . 1202
m:K(l—zn—}—l_i_in). (10)
Wie der Vergleich mit den Formeln (7) und (8) zeigt, ist der durch
Diskontieren auf Hundert sich ergebende Barwert B™ groBer als der

beim kaufméinnischen Diskontieren ermittelte Barwert B™. Der
Unterschied zwischen den nach den beiden Diskontierungsverfahren

’2 2
erhaltenen Werten betrigt K - 1—:%5, ist also kleiner als K i2n2. Nun
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ist Z = K in der Zins, den die Summe K in der Zeitspanne n tragen
wiirde, und Z’ = K 2 n? = Z i n der entsprechende Zins vom Zins. Der
Unterschied zwischen den beiden Barwerten und demgeméll auch der-

jenige zwischen den Diskontwerten D und D selbst ist also kleiner als
der auf K gerechnete Zins vom Zins. Er ist nicht sehr bedeutend, so-
lange 1 » klein gegen 1. Fiir groflere Werte ¢n wird das kaufménnische
Diskontierungsverfahren unbrauchbar. Fir ¢n =1 wiirde sich nach
(8) der Barwert B™ = 0 ergeben, und fiir ¢n>1 wiirden sogar
negative Barwerte herauskommen. Praktisch beschrinkt sich die An-
wendung des kaufménnischen Diskontierens auf Zeitspannen unter

einem Jahr. — Da nach (10) der beim Diskontieren auf Hundert ein-
7212
tretende Abzug D = K (i n— ﬁ%) betragt, so ergibt sich fir den

Fall, daB in klein gegen 1, eine praktische Ndherungsformel fiir den
Diskont auf Hundert:
D~Kin—Ki*n?=2—27', (7

wihrend fiir den kaufménnischen Diskont

D=Kin=2 (8”)
gilt.
Beispiel: Mit welchem Betrage kann eine nach vier Monaten fillige Schuld

K = 25000 M sofort abgelost werden? ZinsfuBB 69%,.
Lésung: Nach Formel (7) fiir das Diskontieren auf Hundert ist

25000 _ _ 94509,80 M.

14 0,06- ID

Bei kaufminnischem Diskontieren betragt der Abzug

].7=Z=25000-0,06-%= 500 M, so daB B®™ — 24500 M.

B —

Die Niherungsformel fiir das Diskontieren auf Hundert ergibt
DrZ —7" = 500——500-0.06-1;42 = 500 — 10 = 490 M,
sodaB B(® & 24510 M, ein Betrag, der nur um 20 Pf. vom genauen Wert abweicht.

Allgemein kann die Abweichung des nach der Naherungsformel (7”)
errechneten Diskonts auf Hundert vom genauen Wert in der Weise

ermittelt werden, dafl man in der geometrischen Reihe (9') fiir 1—_:—“2

mit dem Gliede 3. Grades abbricht. Der Barwert B™ schreibt sich dann
'3 13
= K(1—in i ) (10')

1+in 1+1in
Das letzte Glied, das den bei der Anwendung der Néherungsformel
begangenen Fehler bedeutet, ist jedenfalls kleiner als K i3 #3, d. h. als
der auf Z’' = K >n? in der Zeitspanne n entfallende Zins, der bei
kleinem ¢ n sicherlich unbedeutend ist.
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In der Wechselrechnung, in der immer nur Zeitspannen n von
hochstens einigen Monaten vorkommen, wird durchweg vom Hundert
diskontiert. In die Zahl ¢ der Tage, die man der Zinsberechnung zu-
grunde legt, wird einer der Grenztage einbezogen, wie bei der iiblichen
Bestimmung der Leihdauer von Darlehen (S. 14). Neben dem Diskont
berechnet sich die diskontierende Bank eine Provision, die meist in
Promille des Nennbetrags des Wechsels ausgedriickt wird. Eine auf
mehrere Wechseldiskontierungen lautende Abrechnung wiirde etwa so

lauten:
Berlin, 14. September

Zahlungsort Verfall- Bezogene Betrag Diskont. zu 5%
tag M Tage | Zinszahlen
Hamburg . . . 3. 10. | C. Reimers 7200,— | 19 1368
Leipzig . . . .| 17.10. | M. Curtius 3000,— | 33 990
Brandenburg . .| 31. 10. | R. Manow 4200,— 46 1932
Potsdam . . . . 8. 11. ' L. Wolf 1080,— | b4 583
15480,— 4873
Diskont 5% (Zinsdivisor 72) 67,68
Provision 2%/, 30,96
15381,36

Bei auslidndischen Wechseln kommen die Umrechnungen in deutsche
‘Wihrung hinzu, wobei die dem Kurszettel zu entnehmenden Devisen-
kurse maBgebend sind. Notiert werden Kurse fiir Wechsel kurzer
Sicht, deren Laufzeit meist nur 8 Tage (hochstens 14 Tage) betragt und
die vielfach wie Sichtwechsel, d. h. sofort bei Vorzeigen einzulésende
Wechsel behandelt werden, andererseits Kurse fiir Wechsel langer Sicht,
deren Laufzeit 1, 2 oder 3 Monate betrigt.

1. Beispiel: Londoner Sichtwechsel notieren in Hamburg 14,650 M, solche von
3 Monaten Laufzeit 14,490 M. Besteht Kursparitdat? Bankdiskont 59,.

Losung: Rechnen wir die durch Versendung entstehende Laufzeit eines
Sichtwechsels zu 2 Tagen, so miiBite sich aus seinem Kurs der des Wechsels von
88 Tagen langerer Laufzeit ergeben durch eine dementsprechende Diskontierung,

14,65 - 88 - 0,05
d.h. durch Abzug von — 350
14,471 M. DaB zwischen dem Paritéts- und dem tatsichlichen Kurs Abweichungen
auftreten, erklirt sich aus der Verschiedenheit von Angebot und Nachfrage fiir
Wechsel verschiedener Sicht.

Wir wollen zunichst annehmen, daB Paritit zwischen den Kursen
von Wechseln verschiedener Sicht besteht.

2, Beispiel: Wieviel kostet am 16. September in Hamburg ein englischer Wechsel,
lautend auf 250 £, fallig am 28. Oktober? Sichtwechselkurs 14,650 M; Diskont 5%,.
"Losung: Der Preis, der fiir einen auf 250 £ lautenden Sichtwechsel zu zahlen
wire, ist 250 - 14,650 = 3662,60 M. Hiervon kommt in Abzug der Diskont, der
einer Laufzeit vom 16. September bis zum 28. Oktober. also 42 Tagen entspricht,

= 0,179; der Paritatskurs wire also
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3662,50 - 420,05
d.i. T 21,35 M. Der Barwert des Wechsels betrigt also, wenn
von Spesen abgesehen wird, 3641,15 M.

In der Praxis wird, wihrend man bei einem einzelnen Wechsel die
Reduktion auf deutsche Wéhrung der Diskontierung des Betrags meist
vorangehen 1aft, bei einer Abrechnung iiber Wechsel verschiedener
Sicht umgekehrt verfahren?).

3. Beispiel: Hamburg diskontiert am 1. Juli mehrere Pariser Wechsel ver-
schiedener Sicht auf der Grundlage des Zweimonatkurses 16,480, Diskont 49,.

Betrag Diskont zu 4%
Verfallt
eriatitag Fr. Tage Zinszahlen
1. & 1500,— -+ 30 + 450
21. 8. 6000,— + 10 + 600 4 1050
16. 9. 3500,— —156 — 525
21. 9. 5000,— —20 — 1000 — 1525
Fr.16 000,— — 475

Diskont 4% (Zinsdivisor 90) ,, 5,28
Fr.15994,72 zu 16,480 : M 2635,93.

Sehr oft jedoch muB beim Devisenhandel die schon oben herausge-
stellte Tatsache beriicksichtigt werden, dafl zwischen den Kursen von
‘Wechseln verschiedener Sicht keine Paritét herrscht. Das fithrt zu neuen
Problemstellungen der Devisenarbitrage, wie an einem Beispiel
erldutert werden mdoge.

4, Beispiel: Prag hat an Berlin eine sofort fillige, auf Kronen (K) lautende
Forderung. Berlin steht es frei, mit Prager Wechseln kurzer Sicht (8 Tage), Kurs

12,460, oder solchen langer Sicht (3 Monate), Kurs 12,310, zu begleichen; Prager
Diskontsatz 49,. Welchen Weg wird Berlin wiihlen?
Lo6sung: Im ersten Fall hat Berlin dem Prager Gldubiger den Ausfall zu ver-

giiten, der ihm durch Diskontierung 8 Tage vor Filligkeit erwichst ; im zweiten Fall
den fiir 3 Monate berechneten Diskont.

100 K auf 8 Tage: M 12,460 100 K auf 90 Tage: M 12,310
49, Diskont: M 0,011 49, Diskont: M 0,123
Kurs Sicht: M 12,471 Kurs Sicht: M 12,433

Bare 100 Kronen stellen sich demnach fiir Berlin bei Ankauf von kurzfristigen
Rimessen um M 0,038 teurer als bei Ankauf von Wechseln langer Sicht. Der
Schuldner wird sich also fiir letzteren Weg entscheiden.

Natiirlich kann wie bei sofortigen Auszahlungen (vgl. S. 8ff.) noch
ein dritter vermittelnder Platz hinzugezogen werden, wodurch die

1) Der dritte, an sich mogliche Weg, bei dem zunichst die Diskontierung am
Kurs (vgl. 1. Beispiel) und dann die Reduktion vorgenommen wird, empfiehlt
sich nicht, weil man schlecht iibersieht, wieviel Dezimalen im Kurs beriicksichtigt
werden miissen.
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Arbitragemoglichkeiten sich vermehren. Entsprechendes gilt fiir die
Differenzgeschéfte der Berufsarbitrageure.

Das 3. Beispiel, in dem iiber Wechsel verschiedener Sicht gleichzeitig
abgerechnet wird, zeigt, daf in der Praxis der Wechselrechnung die
nach dem Postnumerandoprinzip berechneten Zinsen und die auf der
Pranumerandogrundlage ermittelten Diskontbetrige unter Zugrunde-
legung desselben ZinsfufBles miteinander verrechnet werden. Man muB
sich dariiber klar sein, daBl Pranumerandoverzinsung zum Zinssatz i
gleichwertig ist mit Postnumerandoverzinsung zu einem héheren Zins-
satz ¢. Durch Gleichsetzen der nach den beiden Methoden sich er-
gebenden Barbetrage der nach der Zeitspanne = filligen Summe 1

. 1 - 1 .1,
erhidlt man namlich 1-—v7- ={qinc Woraus = 1w und
i= i + ,, folgt. In der Tat ist ﬂj@—n nach (7) der Barwert des

Postnumerandozmses i, also selbstverstandlich kleiner als der letztere.
Dieser Barwert § = — - 153 _|_ — diirfte vom Glédubiger einbehalten bzw. bei

der Diskontierung von Wechseln in Abzug gebracht werden, wenn
folgerichtig auf der Grundlage der Postnumerandoverzinsung ¢ ge-

arbeitet werden soll. — Haben wir insbesondere » = 1, so gilt:
7 = ] - f=_" 1
1 T+ (1)

Beispielsweise entspriche dem Postnumerandozinsfufl 5% p.a. als

gleichwertig | = (1)32 = 0,047619, also ein Prénumerandozinsfull von

wenig iiber 43/,% p.a. Wer andererseits kaufménnisch mit 5% dis-

kontiert, 148t sich sein Geld in Wirklichkeit zu einem Postnumerando-
0,06

zinsfull von iiber 5'/,% p.a. verzinsen, weil i = == 005 = = 0,052632.
Auf das sog. Diskontieren im Hundert kommt man in der
Wechselrechnung, wenn die Frage gestellt wird, auf welchen Nenn-
betrag K ein nach der Zeitspanne n filliger Wechsel ausgestellt werden
muB, damit er nach Abzug des vom Hundert berechneten Diskonts

und der Provision einen bestimmten Barwert B. ergibt. Ist ¢ der Diskont-
satz, g die auf die Summe 1 bezogene Bankprovision, so ist

l?:K(l——in—g);
also umgekehrt:

B .

Das durch diese Formel gekennzeichnete ,,Diskontieren im Hundert
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des gewiinschten Jetztwertes B kann naherungsweise nach folgender
Regel ausgefithrt werden:

K~B(l4in4 g+ 2n2+ 2ing + ¢2), (12"
eine Formel, die wir in Anlehnung an (10’) durch Vernachlissigung des

Gliedes 3. Grades erhalten. Nun ist Z = Bin der Zins, G = B g die
Provision, beide bezogen auf den gewiinschten Barwert; analog

Z —Bi*n*=2-in der Zins vom Zins, @ = Bg>=Gg die Pro-
vision von der Provision, Z, = Bing = Zg die Provision vom Zins.
Schreiben wir also (12°) in der Form

KrBLZLG+7Z +2Z,+ &, (12"
so haben die Gré8en Z, G, Z’, Z,, @ die oben angegebene anschauliche

Bedeutung.

Beispiel: Eine sofort fillige Schuld B = 18000 M soll durch einen in 2 Monaten
einzulésenden Wechsel beglichen werden. Auf welchen Betrag K muf} der Wechsel
lauten, wenn 69, Diskont und 21/,%/,, Provision gerechnet werden?

Losung: Barwert . . . . . . . . . ... .. M 18000,—
69 Diskont fiir 2 Monate . . . . . . . . . M 180,—
21/,%4 Provision . . . . . .. ..o L M 45,—
Diskont vom Diskont . . . . . . . . . .. M 1,80
Zweimal Provision vom Diskont . . . . . . M - 0,9
Provision von der Provision . . . . . . . . M 0,15
Nennbetrag des Wechsels . . . . . . . .. M 18227,85

Der Posten Provision von der Provision kann im allgemeinen als
unbedeutend vernachlidssigt werden.

Auch wenn folgerichtig nach der Postnumerandomethode gerechnet
wird, kommt man mit der Regel, dall nur Kapital Zinsen trigt und
Zins vom Zins ausgeschlossen ist, zu gewissen Unstimmigkeiten bzw.
Verwicklungen. Am 1. Januar ist der Barwert einer am 1. Juli zu

zahlenden Summe K = 50000 M, bei einem ZinsfuB von 5%,

glz)_ _B0000
1 0,05 - %

Forderung zu erzielende) - Betrag wiirde bis zum 1. April bei 5% iger
Verzinsung auf einen Endwert von 49390,24 M anwachsen. Dagegen
ergibt sich, wenn man die zum 1. Juli zahlbaren 50000 M unmittelbar

() 50 000
auf den 1. April mit 5% diskontiert, B\*/= ——— = 49382,72 M!

1+ 0,05- T
() (3
Trotzdem fithrt der Zinsenlauf bei B‘2/ und B‘*/ zum 1.Juli auf den-

selben Endwert 50000 M; in der graphischen Darstellung (Abb. 4)
1

haben die entsprechenden Geraden die Neigungskoeffizienten B(2>i und

= 48780,49 M. Dieser (etwa durch VerduBlerung der
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1
B(Z) #') und schneiden sich im Endpunkt der zum 1. Juli gehorenden
Ordinate 50000. — Der scheinbare Widerspruch klart sich dadurch
auf, daB in den beiden Féllen die zinspflichtige Summe verschieden ist,

1 1
im einen Falle B(Z) , im anderen Falle B(4) . Wenn auf Grund bereits
getitigter Leistung das Schuldverhiltnis am 1. Januar beginnt, so ist
— was auch der amtlichen Auffassung entspricht — die eigentliche

1

Schuldsumme nicht 50000 M, sondern B(2> = 48780,49 M, und der
Schuldner kénnte am 1. April seine Verbindlichkeit nur mit 49390,24 M
% abgelten?). Will er mit der Zahlung
- % bis zum 1.Juli warten, so kann
. andererseits der Gldubiger am
1.April seine Forderung nur fir
49382,72 M zu Gelde machen. —
ys Die Sache wiirde anders liegen,
wenn die Leistungen des Glaubi-
gers, wie z. B. bei Bauvertrigen,
¢t laufend erfolgen und die Zahlungen
im wesentlichen Zug um Zug féllig
werden sollen, wobei die Zahlungs-
termine im voraus festgesetzt werden. Ist in unserem Beispiel die
Zahlung der 50000 M zum 1. Juli als Abgeltung einer kurz vorher
erfolgten Leéistung des Glaubigers anzusehen, so ist 50000 M die Schuld-

summe, die ab 1. Juli zinspflichtig ist.
Die hier dargelegte Untersuchung ist auch bei der Bestimmung des
sog. mittleren Zahlungstermins zu beachten. Wird einem Schuld-
ner eingerdumt, eine gegenwirtig féllige Zahlungsverpflichtung in

(&Y

o

S
5
S

Abb. 4.

mehreren Raten K,, K,, ..., K, nach der Zeit n,, n,, ..., n, abzu-
tragen, so ist der gesamte Gegenwartswert dieser Zahlungen
K, Ky

B—1+zn1+1+@n + +1+znv

Auf ihn bezieht sich die Zinspflicht. Wiinscht nun derselbe Schuldner,
seiner Verpflichtung dadurch gerecht zu werden, daB er die Summe
K, + K, + ...+ K, auf einmal zahlt, so muB dies zu einem Zeitpunkt
n geschehen, wo B auf diesen Summenwert angewachsen ist, wo also
B (14 in) gleich dieser Summe ist. Daraus ergibt sich:

K, K+ Ky+ -+ Kr |
1—|—in1+1—|—zn +- +1—}—znv_ 1+in ’

1) In der Abbildung ist der Unterschied der Neigungen iibertrieben dargestellt.
%) Bei ,,gegenseitigen Handelsgeschiften ist nach Handelsgesetzbuch § 352
fiinfprozentige Verzinsung vorgesehen.
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K+ K,+---+ K,

”‘:_Kl__ KZ___|_...+ Ky —!
1+in,  14in, 1+4+iny
TNy RS TNy
_K11+in1+K21+' +K'1+m.,
= e ;
1+ in, 1+m+ +1+zny
Mithin
K n, K,yn, Ky ny
1+m+1+m2+'”+1+m 13
K & K (13)
1¥in,  14in, 1+ in,
oder
. Bln1+an2+"'+ Byny (13’)

B+ By++--+ By ’

wo Bj, B,, ..., B, die Barwerte der Zahlungen K, K,,..., K,
sind. In (13) bzw. (13') haben wir die sog. amtliche Formel fiir den
mittleren Zahlungstermin.

Liegt jedoch die Sache so, daB die Filligkeitstermine der einzelnen
Zahlungen zugleich den Beginn der entsprechenden Verzinsungspflicht
darstellen, so muB ein anderer mittlerer Zahlungstermin 7 gelten.
Zinspflichtige Betrage sind jetzt die K,, K,, ..., K, selbst. Fiir den
Gldubiger muf}, wenn er alle Zahlungen alsbald zinstragend anlegt, der
bis zu einem Abschlulitermin N erzielte Zinsertrag derselbe sein, gleich-
giiltig, ob sie zu den urspringlich vereinbarten Terminen n,, %y, ..., 7%,
oder auf einmal, zum mittleren Zahlungstermin %, eingehen. Durch
Gleichsetzen dieser Zinsbetrige ergibt sich:

Kyi (N —n) + Ky (N — ) 4 -+ + K,i (N —n,)
— (K, + Ky -+ K) i (N —7);

hieraus
Kiyng+ Kyng+ -+ Kyny

K1+KL' +Kv (14)

n =

In (14) baben wir die sog. kaufménnische Formel fiir den mitt-
leren Zahlungstermin. Nach (13'), (14) ist = bzw. » das gewogene
arithmetische Mittel der von heute bis zu den einzelnen Zahlungs-
terminen noch verstreichenden Zeitspannen, wobei als Gewichte im
ersten Falle die Barwerte der einzelnen Zahlungsbetrige, im zweiten
Falle diese selbst zu nehmen sind. Im Gegensatz zu (13) spielt in (14)
der ZinsfuBl iiberhaupt keine Rolle, auch ist es bei (14) gleichgiiltig,
ob man die Zeitspannen von heute ab oder von einem anderen Zeit-
anfangspunkt aus rechnet. — Man kann 7 auch als N#gherungswert
von n herleiten: Ersetzt man in der zur Berechnung von n benutzten
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1 1
l+zn ’ 1—|—zn2 U 14w

niherungsweise durch die Faktoren1—in;, 1—in,, ..., 1—in,;

Ausgangsglelchung itberall die Quotienten —

1 —|— in
1 —14n, so erhilt man sofort fiir » den der kaufménnischen Formel

entsprechenden Wert 7.

Beispiel: Von drei Forderungen ist die erste im Betrage von 1000 M in 1 Jahr,
die zweite im Betrage von 2500 M in 1 Jahr 2 Monaten, die dritte im Betrage
von 1800 M in 2 Jahren féllig. Bei einem Zinssatz ¢ = 0,05 ist der mittlere Zah-
lungstermin 1) nach dem amtlichen, 2) nach dem kaufménnischen Verfahren zu
berechnen.

Lésung:
7 .
b 1000 2500 L 18002
1+ 0,05 1_’_005.1 1+40,05.2
" ’ 6 952,38 4 2755,90 - 3272,72
1000 N 2500 N 1800 952,38 + 2380,94 + 1636,36
1+ 0,05 1_1_0’05.% 140,05-2
6981,00 .
= 1969.68 1,4047 Jahre = 1 Jahr 146 Tage.
2) . 7
1000 + 2000-—6——{—1800-2 7516.67
n = 1000 © 25'00 1800 T T 5300 1,4182 Jahre = 1 Jahr 151 Tage.

Verwandte Probleme treten auf bei den heutzutage hiufig getatigten
Abzahlungsgeschaften.

Beispiel: Eine Bank gewidhrt einem Beamten, der seine Beziige regelmiBig
auf sein bei dieser Bank gefithrtes Konto iiberweisen 1i8t, einen Vorschuf§ in
Hohe seines Monatsgehaltes K = 600 M unter der Bedingung, daB dieser das

Darlehen in 10 gleichen Raten, beginnend zwei Monate nach Empfang des Dar-
lehens, wieder zuriickzahlt. Wie groB ist der von ihr einbehaltene, mit 99, be-

rechnete Diskont D?
Losung: Die Zeitraume, die fir die 10 Raten zu 60 M in Frage kommen,
gind 2, 3, ..., 11 Monate. Die auf sie entfallenden Diskontbetrige sind: — - 60-0,09;

3 11
TR 60 -0,09;. . .; D - 60 - 0,09, bilden also eine arithmetische Reihe mit y =10 Glie-

dern. Nun hat die arithmetische Reihe

a;at+dya+2d; ..., a+v—1d

die Summe . .
—1
s=v(e+"5 d). (15)
Demnach ergibt sich in unserem Falle
D=50:009 16,18 _ 9995 .

12 2
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I1. Zinseszins- und Rentenrechnung.
Versicherungsrechnung.

§ 5. Das Zinseszinsgesetz.

Ein Kapital K sei zu einem Postnumerandozinssatz ¢ ausgelichen.
Der Glaubiger sei in der Lage, die am Ende jeder Zinsperiode als Zinsen
eingehende Summe selbst wieder zinstragend zum gleichen Zinssatz an-
zulegen. Das Guthaben, iber das er alsdann nach 7= Zinsperioden
verfiigt, wird als der durch Zinseszins oder zusammengesetzten Zins
erlangte Endwert K™ seines Kapitals bezeichnet. Offenbar ist

KV =K+ Ki=K(+1);
entsprechend K® —= K® + K0y = KD (1 +4¢) = K (1 +4)% :
K™ =K (1+d).
Wir setzen die Summe, zu der das Kapital 1 nach einer Zinsperiode
angewachsen ist, 1 4 ¢ = ¢. Der gesuchte Endwert schreibt sich dann:

KW =K. q". 1)

Das durch (1) dargestellte Zinseszinsgesetz findet praktisch keine An-
wendung auf das zwischen Privaten bestehende Schuldverhiltnis in
dem Fall, wo der Schuldner mit der Zinszahlung in Verzug gerit, da
nach § 248 des BGB. Abreden, daf} Zinsen wieder Zinsen tragen sollen,
nichtig sind. Dagegen bestimmt der zweite Absatz desselben § 248:
,»Sparkassen, Kreditanstalten und Inhaber von Bankgeschiften kénnen
im voraus vereinbaren, dafl nicht erhobene Zinsen von Einlagen als
neue verzinsliche Einlagen gelten sollen.” Das Zinseszinsgesetz bleibt
mafigebend fiir alle auf weite Sicht abgestellten Finanzgeschifte, bei
denen zinstragende Begebung von Zinseinnahmen in Rechnung gestellt
werden kann und muf}, insbesondere im Anleihe- und Versicherungs-
wesen. |

Mathematisch stellt sich das Zinseszinsgesetz als Exponential-
funktion mit deren einfachen Eigenschaften dar. Ist n = n, 4 n,
J .-+ n,s0ist ¢" = g™ - g™ ...q¢". Daher fithrt die in einzelnen
Abschnitten n,, n,, ..., n, nach (1) vorgenommene Aufzinsung des
Kapitals K zu demselben Endwert K™ wie die iiber den ganzen
Zeitraum n erstreckte. Das wiirde natiirlich bei jeweils einfacher Ver-
zinsung nicht der Fall sein, und in dieser Tatsache wurzeln die friiher
(S.29£.) besprochenen im Falle einfacher Verzinsung auftretenden
Unstimmigkeiten. Die theoretische Uberlegenheit der Zinseszinsformel
zeigt sich auch beim Studium des durch sog. Abzinsung sich ergebenden
Barwerts. Aus dem nach n Perioden erlangten Endwert K™ ergibt

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 3
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sich nach (1) der heutige Wert zu K = K™ .4 Demgemif mufB
bei zusammengesetzter Verzinsung das Kapital K zu einem n Perioden
frither liegenden Zeitpunkt den Wert

KW — K .qn (2)

besitzen. Die Formel (2) zur Bestimmung des Barwerts flieBt aber
unmittelbar aus (1), wenn dort » durch — n ersetzt wird. Also gibt
die Formel (1) bei Zulassung von negativen n-Werten ganz allgemein
den Wert einer Summe K zu einem beliebigen Termin, der eine ganze
Zahl von Perioden vor oder nach dem Stichtag n = 0 liegt. Auch bei
der Bestimmung des Barwerts einer nach der Zeitspanne  filligen
Summe K kann die Zeitspanne in beliebige Abschnitte zerlegt werden.

Wz

b I
g gE
; o
05
; il
J
1D
. oo
// LT ///
=51
n
[ =29=21=10=17 15 =13 =H—G =7 —=F} 13— 79 ¥ 19 1719 225
— // =
—1 L n's.
T o
% s
// J
% il
i

Abb. 5. Zinseszinsnomogramm.

Die einfachste graphische Darstellung des Zinseszinsgesetzes ergibt
sich auf einfach-logarithmischem Papier. Die Abszissenachse
weist regulire Teilung auf, auf ihr werden die Zeitwerte n abgebildet. In
der Ordinatenrichtung sind von den Funktionswerten y = K® die Loga-
rithmen 7 = log y = log K™ abgetragen, aber die Bezifferung auf der
Ordinatenachse entspricht den Funktionswerten y — K® gelbst. Da
7 =1log K™ —=1log K + nlogg, so wird das Zinseszinsgesetz durch eine
gerade Linie dargestellt, die den Neigungskoeffizienten logq besitzt
und auf der Ordinatenachse die Strecke log K abschneidet, also durch
den mit K bezifferten Punkt derselben geht (Abb.5 gilt fir K = 1).
Die Abbildung veranschaulicht die Tatsache, daB mit wachsendem
Zinsfull hohere Endwerte, aber niedrigere Barwerte sich ergeben.

Stellen wir in einem rechtwinkeligen Koordinatensystem mit den
n als Abszissen die y == K¢ als Ordinaten dar, wobei wir  alle runden
und unrunden Werte von — oc bis 4+ oo durchlaufen lassen, so erhalten
wir eine Exponentialkurve, die sich der negativen Abszissenachse



Das Zinseszinsgesetz. 35

asymptotisch anschmiegt und durch den mit K bezifferten Punkt
der Ordinatenachse geht. Zum Vergleich sind in Abb. 6 die bei ein-
facher Postnumerandoverzinsung geltenden Linien eingetragen: die den

Endwert E® = K (1 + i n) darstellende Gerade und die in K ohne
K
Knick in sie iibergehende Diskontierungshyperbel B®™ = T sn

(vgl. Abb.3, S.23). Mit der ersteren hat die Zinseszinskurve die
Punkte (0, K) und (1, K ¢) gemeinsam, mit der letzteren die Punkte
(0, K) und (—1, Kq¢). Fir n>1 verlduft y = K ¢" oberhalb der

Geraden Yy = E(n) Denn (1 + Z)n =1 + in + n(n;— 1) .

>144n fir n>1. Verstehen wir andererseits unter { einen

g

~N

1]

Abb. 6.

» . o t1—1) .
positiven echten Bruch, so folgt aus (1 4 ¢) =14 ¢i— g 12
+ ...<1—11, daB} im Bereich 0 << n << 1 die Zinseszinskurve unter-
halb der der einfachen Verzinsung entsprechenden Geraden liegt. Wihrend
also das Zinseszinsgesetz y == K¢" fiir n > 1 Endwerte ergibt, die die
bei einfacher Verzinsung erhaltenen Endwerte E™ — 1 4 ¢{n mit
wachsendem 7 in immer héherem Mafle iibertreffen, ergibt das Zinses-
zinsgesetz fiir das erste Jahr kleinere Werte. — Gerade entgegengesetzt

ist sein Verhalten zur Diskontierungshyperbel. Fir n > 1 haben wir
1
Y
=

so daB der nach

1
= < .,
1+ni+n(n2_1)i2—i—--- 1+ nd
der Zinseszinsformel erhaltene Barwert unterhalb desjenigen bei

einfacher Verzinsung liegt. Verstehen wir unter ¢ einen echten Bruch,

1 1

— > ., so daB3 die Ab-
1+ti—t—(12 t),i2+... 1+
zinsung nach der Zinseszinsformel hier einen grofleren Wert liefert
als das Diskontieren auf Hundert.

Bei dieser Untersuchung haben wir den mathematischen Ausdruck
des Zinseszinsgesetzes (1), das aus den tatsichlichen Gegebenheiten

3*

7 —

c 1
so 1st ¢ =9
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heraus nur fiir ganzzahlige positive und negative Werte n begriindet
worden ist, auch fiir unrunde » diskutiert. Praktisch liegt die Sache
aber so, daB fiir uberschiefende Periodenbruchteile ¢ mit einfachen
Zinsen gerechnet werden mull. Ist &V die grofite in » steckende ganze
Zahl, also n = N - ¢, so erfolgt zwar die Aufzinsung fiir den Zeitraum N
nach dem Zinseszinsgesetz: K& = K - ¢¥; aber da auf den noch an-
schlieBenden Periodenbruchteil ¢ der Zinsbetrag Kq¥ - it entfallt, so ist
der Endwert, der sich durch die sog. gemischte Verzinsung ergibt,

KW+ = K¢V (1+41). (1"
Dagegen wiirde das Zinseszinsgesetz liefern:
KW 0= K ¢¥ (14 9.

Nun sahen wir vorhin, daBl y =14 4¢(0<¢=<1) die Sehne der
Kurve y = (1 + 7!, die die zu ¢ = 0, ¢ = 1 gehérenden Kurvenpunkte
verbindet, und daf} die Sehne iiber dem Kurvenbogen liegt. Das Rechnen
mit gemischtem Zins liefert also einen etwas gréBeren Endwert als K™ .
DaB man statt der Kurvenordinaten die Sehnenordinaten benutzt,
lauft rechnerisch auf eine lineare Interpolation zwischen den Funktions-
werten ¢ , ¢¥ ¥ ! hinaus. Beim Aufzinsen sind also Rechnen mit
gemischtem Zins und lineares Interpolieren gleichbedeu-
tend.

Fiir die Aufzinsungsfaktoren ¢” hat man, da sie mit den verbreiteten
Tafeln der Hstelligen Logarithmen nicht mit ausreichender Genauigkeit
berechnet werden konnen, durch schrittweise Multiplikation Tabellen
berechnet, im allgemeinen unter Beschriankung auf ganzzahlige Werte n.
Wir beziehen uns weiterhin auf die im Anhang wiedergegebenen 6stelligen
Tafeln, daneben gelegentlich auf die 8stelligen Tafeln von P. A. Vio-
leine, Nouvelles tables pour les calculs d’intéréts composés, d’annuités
et d’amortissements, 8. Aufl. von A. Arnaudeau, Paris 19031), in denen
die Aufzinsungsfaktoren fir» = 1, 2, ... 100, fir ZinsfiilBe p zwischen
1/s und 156% zusammengestellt sind. Sie enthalten auch Tafeln der ¢*

.. 2 11
fllI‘t:E, ﬁ’ ”"]E’
tragt, die Aufzinsungsfaktoren fir irgendeinen volle Monate umfassen-
den Zeitraum.

Beispiel: Auf welchen Endwert wichst eine Summe K = 20000 bei 49, p. a.
Zinseszins in 15 Jahren 7 Monaten an?

liefern also, wenn die Zinsperiode ein Jahr be-

1) Weitere Tafeln: S. W. Glover, Tables of applied Mathematics in Finance,
Insurance, Statistics, A. Arbor, Michigan, G. Wahr 1923; W. Lorey und E. Bey-
rodt, Tafeln zur Mathematik des Geldverkehrs und der Versicherung, Leipzig
1931; H. Murai, Zinseszinsen-, Einlage-, Renten- u. Amortisationstabellen, auf
10 Dezimalen berechnet, 2. Aufl. Budapest 1910; Simon Spitzers Tabellen f. d.
Zinseszinsen- und Rentenrechnung, ergénzt durch Kurstabellen von Dr. E. Fér-
ster, Wien u. Leipzig, 6. Aufl. 1922,
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Lésung: Wir entnehmen der Tabelle ¢'5 = 1,80094351, ¢16 = 1,87298125.

Lineare Interpolation, also gemischte Verzinsung liefert fiir 15 Jahre 7 Monate
7

den Aufzinsungsfaktor 1,84296553, also K [101_2] = 36859,31 M. Das gleiche

Ergebnis liefert Kq15 (1 + % - 0,04) = 20000 - 1,80094351 - 1,02333 = 36859,31 M.
o s}

Dagegen wiirde sich bei reinem Zinseszinsverfahren ergeben: K'\ 1% = K .g15

7

-q]—2 = 20000 - 1,80094351 - 1,02314248 = 36852,44 M, also ein etwas kleinerer
Wert.

Soll umgekehrt die Zeit n aus gegebenem Anfangswert K, End-
wert K™ und Zinssatz ¢ bestimmt werden, so folgt aus (1)
logK® —logK
n—-————-
log ¢

3)

Dieser dem reinen Zinseszinsgesetz entsprechende Wert » wird im
allgemeinen aufler einer ganzen Zahl N von Zinsperioden noch einen
Periodenbruchteil umfassen. Das N, das man ihm entnimmt, fiihrt
man, wenn gemischte Verzinsung zugrunde gelegt werden soll, in die
Formel (1’) ein und erhilt dann den Bruchteil ¢ aus

. K[N+t] ,

Oder man benutzt die Tatsache, dall gemischte Verzinsung gleichbedeu-
tend ist mit linearer Interpolation zwischen den Aufzinsungsfaktoren:
[n]

Man stellt zu dem bekannten {{I_( in der Tabelle der ¢" die nachst-

benachbarten Werte ¢~ und ¢¥ *! fest, womit zunichst N gefunden

. . Kl . 0
ist; ist qN+ l—qN = A, —j{——qN =4, so ist t:_A— .
Beispiel: K = 10000 M; Endwert 15000 M; ¢ = 0,04.
log 15 000 — log 10 000
log 1,04
= 10,340 Jahre = 10 Jahre 122 Tage. Wir entnehmen daraus den auch fiir
gemischte Verzinsung geltenden Wert N = 10 und berechnen fur diesen Fall

) . KNGy 15 000 _ B
nach (3’):1+4 it = Kq® — 10000-1,480244 — 1,013346 ; also ¢ = 120 Tage,
KIN+¢ 15000

Losung: Nach dem reinen Zinseszinsgesetz wird n =

d. h. ein etwas kleinerer Wert als vorhin, Einfacher: & = 10000 — 1,5 findet

sich in der Tafel der ¢m zwischen ¢ = 1,480244 und ¢ = 1,5639454;
s 0,019 756 _

A=10,069210; 6=0,019756; mithint = 0.059210 — 0,3336 = 120 Tage,

wie oben.
Die Berechnung nach (3") gestaltet sich einfacher, wenn man, statt

durch ¢¥ zu dividieren, mit dem Reziprokwert multipliziert, der aus
den sogleich zu besprechenden Tabellen der +" entnommen werden kann.
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Setzen Wir% = v, s0 geht die Formel (2) zur Bestimmung des Bar-

werts K™ einer Summe, die nach n Perioden den Wert K besitzt,
tiber in
K(=m =K .. (4)

In den genannten Tabellenwerken und im Anhang sind Tafeln der
Abzinsungsfaktoren +* fiir die gleichen Zinsfiile und Zeitspannen ent-
halten wie fiir die ¢” . (Bei der Berechnung der " geht man von dem
hichsten n, etwa n = 50, aus und findet dann die dbrigen durch fort-
gesetzte Multiplikation: ¢4 = ¢%0.¢; 8 = ¢*°.¢ usw.). — Im Falle
einer unrunden Zahl n = N -+ ¢ schreiben wir, wenn die Berechnung
des Barwerts nach dem reinen Zinseszinsverfahren erfolgen soll,
KW =KoV . ot=K.o¥+1.g'—t Zur Berechnung von K™ ohne
Logarithmen brauchen wir neben den Tafeln der " fiir ganzzahlige
n Tafeln der Aufzinsungsfaktoren fiir Periodenbruchteile; das Violeine-
sche Tabellenwerk enthilt, wie erwihnt, solche fiir die Zwdélftel. Soll

. . . . KoN
mit gemischtem Zins gerechnet werden, so haben wir K(—™ = l—i—l P
1
; ; —g—t— T . ; —
Wie oben dargelegt, ist o' = ¢ t= Y > 1T der zwischen ¢ =0

und ¢ =1 sich erstreckende Bogen der Diskontierungshyperbel liegt

unter dem entsprechenden Bogen der Kurve y = und beide

1
1+4)
liegen unterhalb der die Endpunkte verbindenden Sehne, deren Ordina-
ten die durch lineare Interpolation erhaltene Funktionswerte darstellen.
Bei der Abzinsung sind also lineare Interpolation der
Tabellenwerte »” und Rechnen mit gemischtem Zins nicht
gleichbedeutend; erstere wiirde einen zu groen Barwert liefern').

Beispiel: Welchen Barwert hat eine nach 8 Jahren 5 Monaten fillige Ver-
sicherungssumme K = 10000 M, wenn ¢ = 0,04 gerechnet wird?
Losung: Bei Anwendung des reinen Zinseszinsgesetzes rechnen wir

5 7
&55) _ ks g2 = 10000 - 0,70258674 - 1,02314248 = 7188,46 M. Bei ge-
5
mischter Verzinsung: K [_ 81—2] = 15{7)8 _ 10000- 0’7309690 2A_ 7187,12M,
1+ 1" 0,04 1+ 1o

also ein etwas kleinerer Wert als vorher. (Lineare Interpolation wiirde den zu
grofen Wert 10000 - 0,71898043 = 7189,80 M ergeben.)

1) Falsch wiirde es daher auch sein, wollte man die S. 37 behandelte Aufgabe,
die Zeit » = N + ¢ bei gemischter Verzinsung aus gegebenem Endwert, Barwert

. . . . —n)
und Zinsfull zu ermitteln, in der Weise 16sen, dafl man zu dem bekannten K

in der Tabelle der v die nichstbenachbarten Werte »& und «& +1 aufsucht, womit
N bekannt wire, und dann ¢ durch eine lineare Interpolation ermittelt; man wiirde
dann ¢ zu grof erhalten.
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Bei derartigen Aufgaben, die die Multiplikation von Tabellenzahlen
erfordern, die eine gréBere Zahl von Dezimalen hinter dem Komma
haben, wird mit Vorteil das Verfahren der abgekiirzten Multi-
plikation angewendet.

Der mittlere Zahlungstermin n von » Zahlungen K, K,, ..., K,,
die zur Zeit n,, n,, . .., n, fillig werden, kann bei Voraussetzung des
Zinseszinsgesetzes in der Weise ermittelt werden, da man die Summe
der Barwerte dieser Betrige gleichsetzt dem Barwert der zur Zeit n
auf einmal geleisteten Zahlung K, + K, + ... 4- K,:

(Ey+ K+ -+ K)o = Ky o + Kyo™ - -+ K, o
Hieraus
log (K v + Kpom: + + o« 4 Kyoty) —log(K; 4 K, + -« - + Ky) 5

n = Tog v )]
Bei Diskontierung auf einen anderen Zeitanfangspunkt wiirde sich der
gleiche mittlere Zahlungstermin ergeben, d. h. dieser ist bei Zinseszins-
rechnung unabhéngig von der Frage, seit wann das Schuldverhiltnis
datiert.

Beispielsweise wiirde sich fiir den S. 32 behandelten Fall ergeben:

. _ 10g (952,38 -+ 2361,68 -+ 1632,65) — log (1000 + 2500 +- 1800)
—log 1,05

= 1,4144 Jahre = 1 Jahr 149 Tage.

3,69431—3,79428
T —002019
Zu erdrtern ist noch, wie man mit Hilfe der Tabellen Aufzinsungs-
und Abzinsungsfaktoren fur solche Zinsfiifle, fir die die ¢* und +*
nicht tabuliert sind, durch Interpolation finden kann; ebenso die
interpolatorische Bestimmung des Zinsfulles p, wenn Barwert, End-
wert und Zeit gegeben sind. Die lineare Interpolation liefert zu un-
genaue Werte. Dagegen fithrt hier, wie auch bei den Aufgaben, die an
die spater zu besprechenden Tabellen anschlieBen, die Interpolation
2. oder 3. Grades im allgemeinen zu hinreichend genauen Ergebnissen.
Wir gehen nach der in mathematischen Lehrbiichern entwickelten
Newtonschen Interpolationsformel vor. Zu den ZinsfiiBen p,, p;,
D> Pg - - . mogen die Tabellenwerte u,, u,, 4y, 45 . .. einer dem Zins-
fuBl p zugeordneten GréBe u gehdren.
1. Ist u gegeben, p gesucht, so kénnen wir setzen:

P=py+ P (W—upy) + p" (u—up) (u— uy)

+ 15" (w—up) (w—uy) (U —ug) - - - (6)
Die Konstanten p,", p,”’, p;”"’, . . . sind aus folgendem Schema erklért:
Uy | Po
U | PPy

Uy | Py D) pz,/
U | Py Py’ P37 P



40 Zinseszins- und Rentenrechnung. Versicherungsrechnung.

In jeder Spalte steht die Differenz des entsprechenden Gliedes der
links danebenstehenden Spalte gegen ihr erstes Glied, dividiert durch
die Differenz der zugehérigen u-Werte.

Beispiel: Bei welchem Zinsfull p wéchst ein Kapital in 20 Jahren durch Zinses-

zins auf den doppelten Betrag an?
Wir haben u = ¢2° = 2; wir wahlen p, = 39%; p, = 3,56%; D, = 4%; ps=4,5%.

u } p p/ p/l ~ p//l
1,806111 3.
1,989789 3,5 2,722155
2,191123 4 2,697822 | — 0,620029
2,411714 4,5 2,476870 | — 0,581348 | 0,175352

Setzen wir in
p =34 2,722115 (v — 1,806 111) — 0,620029 (» — 1,806111) (v — 1,989 789)
+ 0,175352 (v — 1,806 111) (v — 1,989 789) (v — 2,191123)
den Wert u = 2 ein, so erhalten wir p = 3,526540. Das Glied 3. Grades bedingt
nur noch eine Korrektur um sieben Einheiten in der 5. Dezimale. Wollen wir
4 Stellen genau, so kénnen wir uns im allgemeinen mit einer quadratischen Inter-
polation begniigen.

2. Ist p gegeben, u gesucht, so kann die zu (6) analoge Interpolations-
formel genommen werden, die sich aus ihr ergibt, wenn man die Rollen
der p und u vertauscht. Etwas bequemer wird in dem Falle, wo die
p-Werte um gleiche Intervalle A p fortschreiten, folgender Ansatz:

A, A"y (p—po) (P—1P1)
u:u0+ Apo(p—po)—I—Apgo 02 !
A" uy (P —po) (P— p1) (P—Ps) 7
Ap? 6 ’
A uy, A" uy, A" uy werden aus dem Differenzschema erhalten:
Uy |
Aug = uy— Uy ’ , ,
Uy ’ _ _ 4 Uy =4 ul—A Uy 2z 4, Y I
! 22— %38 2

Ug
Beispiel: Gesucht u = ¢1° fir p = 43/,9, aus den zu p, = 4%; p, = 5%;
Py = 69, gehorenden Werten:

uy = 0,675 564 Mg = — 0,061 651

u; = 0,613 913 o=
up — 0,558395 | 4= —0,006518

A"uy = 4 0,006132.

3 1

Loésung: u = 0,675564 — 0,061651 % — 0,006132 - : 4

= 0,628751,

Die Violeinesche Tafel liefert v = 0,628 723 fiir p = 43/,%,. Der durch qua-
dratische Interpolation erhaltene Wert stimmt mit ihm auf 4 Dezimalen iiberein.

Unterjdhrige, kontinuierliche zusammengesetzte
Verzinsung.

Vielfach wird der fir die Kapitaleinheit zu zahlende Jahreszins j in

Halbjahresraten —;— oder Vierteljahresraten % postnumerando bezahlt.
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Ist allgemein };17 Jahr die Zinsperiode, an deren Schluf} jeweils der Zins-

betrag ;71— fir die Kapitaleinheit zu zahlen ist, so wéichst diese bei Zinses-

zins bis zum Ende des Jahres an auf den Betrag:

j\m . 1 1 — —2
e R R

3
mE )

+o (L) (®)

m
Zu dem gleichen Endwert kommen wir bei ganzjahriger Zinszahlung,
wenn der Zinssatz

. . 1m—1., 1
i=j+g5——F+3
Man bezeichnet ¢ als den zum Nominalzinssatz § konformen effektiven

Jahreszinssatz; er ist allemal hoher als §. Da (1 —}——n%—)m: 147,
so ergibt sich

(m—1)(m
me

m

FEpt e+ (@

. 1

| 7___ E_ 1 1m—~1

T+ -=0+grn =14 1t —5 —5—

1 ———1 2m—1
+ g ’;m Vi — 4 (10)

Also ist

. . 1 m— 1 —1)(2 .

jzz_z_!m_m_ 2+ (m 1,5?71‘—)‘@3—+"' (11)

der in — jahrlichen Perioden postnumerando zu zahlende Nominalzins-

satz, der zu dem ganzjihrig zahlbaren effektiven Zinssatz ¢ konform ist.
Fiir m = 4 beispielsweise ist zu den Zinssdtzen unserer Tabellen konform:

. . . Vierteljahrlicher kon-
Effektiver Zinssatz ¢ former Zinssatz j
0,03 0,029 668
0,04 0,039 414
0,045 0,044 260
0,05 0,049 089
0,055 0,053 901
0,06 0,058 695
0,07 0,068 234

Nehmen wir j — 1 (ZinsfuB 100%), so geht (8)-iiber in
(NS T T

T

Beispielsweise haben wir (1 + ) 9,25 (1 + 4) — 9,441;

1\10 1 \100 1000
(1 + ﬂ-)) — 2504; (1 T m) — 2,704; ( 1000) = 2,7171;
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1 \10000
(1 + 10 000)
wert ebenfalls, wie auch die rechte Seite der Entwicklung zeigt,
néihert sich dabei aber immer mehr einem Grenzwert, nimlich der Ex-
ponentialzahl e = 2,718281828 ... Man kann diese Zahl auf beliebig
viele Stellen genau berechnen mit Hilfe der Reihe, in die die rechte
Seite von (12) bei unbegrenzt wachsendem m iibergeht, namlich:

e:l—}—l—}-%_}_%_}_%_f_....

Wir erkennen: Wenn die Zahl m der auf das Jahr entfallenden Zins-
perioden unbegrenzt wichst, so strebt der nach einem Jahr erlangte
Endwert der zum nominellen Jahreszinsful 100% zu verzinsenden
Kapitaleinheit dem endlichen Grenzwert e zu. Man bezeichnet daher
auch e als den Endwert bei kontinuierlicher zusammengesetzter Ver-
zinsung zum nominellen Jahreszinsfull 100% .

Ankniipfend an (8):

= 2,7182. Bei wachsendem m wichst der Potenz-

m

13
14t ”L[ AN IS ANk
(‘1+%) “L<1+m> J —1+1z +2z<1 —)
7 1\/ 2 jm 1) 2 m—1
L e U B (e (Rt R Uy
folgert man ganz ahnlich, dal der nach einem Jahr erlangte Endwert

der zum nominellen Jahreszinssatz j zu verzinsenden Kapitaleinheit bei
unbegrenzt wachsendem m dem Grenzwert

=1+h+ L+l (13)

zustrebt. Wird dieser Grenzwert mit dem bei ganzjihriger Verzinsung
zum Zinssatz ¢ erlangten Endwert ¢ = 1 4 ¢ gleichgesetzt, so ergibt sich

i—ed—1=d 4 Dy (14
- T 2! 3!

als der effektive Jahreszinssatz, der mit der kontinuierlichen Verzinsung
zum nominellen Jahreszinssatz j gleichwertig ist. Aus 1 - ¢ = e folgt

reziprok, wenn wir die Umkehrung der uns in (13) begegnenden Expo-
nentialfunktion, den natiirlichen Logarithmus, einfithren:

j=lg(l +1) =lgg. (15)
Als Endwert der Kapitaleinheit fiic beliebige Zeitabschnitte 7 =

haben wir

o+ &=+ = [+ 2T

Wichst m unbegrenzt, so strebt die rechte Seite dem Grenzwert (¢/)"
= (1 4~ 4)» = ¢» zu. Die kontinuierliche zusammengesetzte Verzinsung
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zum nominellen Jahreszinssatz § = Ig (1 + ¢) liefert also Endwerte, die
dem auf beliebige, ganzzahlige und nicht ganzzahlige Zeitwerte n ange-
wendeten Zinseszinsgesetz fiir den effektiven Jahreszinssatz ¢ entspre-
chen. Daraus ergibt sich: Wird man bei der Lisung von Aufgaben
durch Anwendung des reinen Zinseszinsgesetzes auf Zeitwerte n == N - ¢
gefiithrt, wo N ganzzahlig, ¢ ein echter Bruch, so kann man das, weil
g = ¢~ ¢*, so deuten, daB fiir den Bruchteil ¢ kontinuierliche zusammen-
gesetzte Verzinsung zum nominellen Jahreszinssatz § = lg(1 4 ¢) erfolgt.

Das Ergebnis weicht,da¢'=1+ ti—t(lg_ i -+ t(l——ts))!(2—t) B,
von dem bei gemischter Verzinsung erhaltenen Wert ¢V (1 -+ 4¢) nur
unerheblich ab. Praktisch wird man daher ¢* im allgemeinen durch
einen auf gemischte Verzinsung abgestellten Zahlungsplan deuten
koénnen.

Wir hitten j auch aus (11):
. . 2 1 i3 1 2
j=i—f— ) E= 3= F) =

herleiten kénnen, indem wir m iiber alle Grenzen wachsen lassen. Der
dann sich ergebende Wert

. . R 3 ’
J=t—5 tgr—+t (15)
stellt die Reihenentwicklung von 1g(1 -} ¢) dar.

§ 6. Rentenrechnung.

Unter einer Rente versteht man eine Folge von in regelméfiigen Zeit-
intervallen filligen Zahlungen. Ihre Dauer erstreckt sich entweder auf
einen von vornherein kalendermiBig festgesetzten Zeitraum (Zeitrente)
oder ist abhéngig von Leben und Tod einer oder mehrerer Personen
(Leibrente). Der letztere Fall bleibt einstweilen auBer Betracht. Je
nachdem die einzelnen Zahlungen, die Rentenraten, zu Beginn oder
zum Schluf des als Rentenperiode bezeichneten Zeitintervalls fillig
werden, unterscheidet man vorschiissige und nachschiissige
Renten. Die Rentenraten R, R,, ..., B, konnen verdnderlich sein,
insbesondere steigend oder fallend. Wir beschrianken uns auf den Fall
gleichbleibender Rentenraten. Kin einfaches Beispiel hierfiir sind
die prinumerando oder postnumerando in gleichen Perioden filligen
Zinsen eines Kapitals.

Endwert und Barwert einer nachschiissigen Rente werden offenbar:

B =R+ Ryq" 2 4 - - - + Bu,

B = R,v+ Ryv* - -+ 4 Rpv*;
Dagegen werden SchluBwert und Barwert einer vorschiissigen Rente dar-
gestellt durch E = qun + R2'qn_1 + . + Rq,

B=R,+ R+ Ry?+ - -+ Rponr—L.
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In beiden Fillen ist Gleichheit von Zins- und Rentenperiode angenommen
und nachschiissige Verzinsung zugrunde gelegt. Wir schreiben bei der

gleichbleibenden nachschiissigen Rente: E;, = B, =---= By = R;
bei der gleichbleibenden vorschiissigen Rente: R, =R, =-.- =Ry
= R. Wir erhalten dann:
(16a) E = R-s;; (16b) E=R-s;;;
(17a) B = R-ay; (17b) B=R-a,.
In (16a), (16b) ist
_ 2 —1 q — 1 q"~— 1 .
S1=14+q¢+¢-+ - +4q s (18a)
—1 —1 ¢—1
Si=¢+ @+ A+ =g T =T =T, (18h)
wobei | = vi den Barwert des Postnumerandozinses ¢, also den dazu

konformen Prinumerandozins bezeichnet. Da s, 1j=s, +¢* und
ebenso S, 517 =Sz + ¢" !, so kann man Tabellen der s;; bzw. Sy
berechnen mit Hilfe der Tafeln der ¢" durch Aufaddieren. Die Ver-
kniipfungsformel

sq =1 4 sp—1] (18%)

zeigt, dafl man sich mit der einen oder der anderen Art von SchluBBwert-

tabellen begniigen kann.
In (17a), (17b) ist

1—ovr  1—wv  1—0o"

am:v—{—vQ—I—”-—]—v"::Ul__v:q_l— F (194a)
1— 1—o" 1—o

ag=1+4+v+4o®+ - +?)"_1—1_v~ = (19b)

Da, an+1|=“77|+”n+1 und ebenso a, 1] = ;] + v, so kann man

Tabellen der a;;; bzw. a;7 berechnen mit Hilfe der Tafeln der v» durch
Aufaddieren. Die Verkniipfungsformel
a;ii) =14 ay (19%)

zeigt, dafl man sich mit der einen oder der anderen der Barwerttabellen
begniigen kann.

Von Bedeutung sind noch folgende Beziehungen:
$i| = v-Sy] oder Sy = ¢-8;; @] =v-a; oder ay :q-a,ﬂl(zo)
ay] = V" - sy] oder sy = q" - az|; az] =v"-smodersnj:q”-amj

Bei Steigerung des Zinssatzes + nehmen die Endwerte s;7, $57 zu,
die Barwerte a;), a;7 dagegen ab, wie die Reihenentwicklungen zeigen.
Mit wachsendem n werden sowohl die Endwerte wie die Barwerte groBer.
Im graphischen Bild mit den Zeitwerten » als Abszissen werden die
y = &) Kurven von der Art der Exponentialkurven sein, die die End-

werte eines Kapitals darstellen, mit dem gemeinsamen Punkt (1; 1)
(Abb. 7).
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Die Barwerte konvergieren bei unbegrenzt wachsendem n gegen einen

. . . 1
endlichen Grenzwert; denn da limwv? = 0, so ist lim Uy = Az = =
1 U—> 0 n—> 0 v
lim a7} = a5 =+ Imgra-
n>c0 ' R/ ARWER W R W
phischen Bild (Abb. 8) sind 25| Neo¥rma N S
1 ,.

die Horizontalen y = - die
Asymptoten der Kurven ppl
y = ay). Fir endliche n
sind die Barwerte stets

. 1 1 -
kleiner als - bzw. . — %

1 1
Wir sehen: — bzw. — stellt
v ! 701~

den Barwert einer sog.
ewigen Rente dar, bei
der die fortlaufend nach- s
schiissig oder vorschiissig
gezahlten Raten den Be- | |
trag 1 haben. Ein Kapital ¢ 5 70 % 210 215 n

—3— liefert in der Tat bei

Abb. 7.

nachschiissiger Verzinsung zum Jahreszinssatz ¢ einen jihrlichen Er-

trag 1; entsprechend das Kapital i bei vorschiissiger Verzinsung. Neh-

men wir den Zinsfull 4%,
so ist az; = 25; also
B = 25 R. Tatsichlich
wird im Deutschen Reich
in verschiedenen gesetz-
lichen Bestimmungen der
WertimmerwahrenderNut-
zungen oder Leistungen auf
das Finfundzwanzigfache
des Jahresbetrages festge-
setzt.

Der Endwert einer
nmal zahlbaren Rente 1
am Schluf3 des (n - k) ten
Jahres ergibt sich, indem
mans; bzw.sznoch k Jahre
hindurch aufzinst, also mit
¢* multipliziert ; wir schrei-

ben L!Sm = Sa .

]
25

20

75

70

0

g ;

Abb. 8.

Hsn) = say - g*.

Zu demselben Wert mufl man gelangen, wenn man von dem Endwert
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der n + k mal zahlbaren Rente den Endwert der k letzten Raten abzieht;
also

HSn] = SnsE] — 8K 5 BSi| = Sn¥r] — Sk -

Durch Vergleich der Formeln erhélt man
S| = S ¢¢ + s Snsw] = Sn] - ¢ + sp. (21)
Mit Hilfe von (21) kann man die SchluBwerte von n -+ %k mal zahlbaren

Renten berechnen, wenn die Tabellen die Werte fiir n und % umfassen.
Ubrigens erkennt man in (21) die Identititen

m+k—1 n._l k_l n+k_.1 n__l &k — ,
g . ;qi +q g : _ 7 L+q _(21)
Die in (21) angegebene Zerlegung bleibt also auch fur nicht ganzzahlige
Werte n und & bestehen, wenn man fiir solche, statt auf die Summen-
formel fiir geometrische Reihen zuriickzugreifen, definitionsweise

- setzt. Ist =N +4+1¢ wo N die

grofBte in » steckende ganze Zahl, so wiirde man auf Grund dieser Ver-
abredung schreiben kénnen:
svvi =8 ¢ + s Syi¢ =S5 ¢ + S5]- (22)

Aber die Frage ist, ob bei der neuen Definition die s;7, su| im Falle
nicht ganzzahliger n die Bedeutung von RentenschluBwerten behalten.
Der bequemeren Ausdrucksweise wegen moge weiterhin das Jahr als
Zins- bzw. Rentenperiode genommen werden.

Wir wissen, dafl die in ganzjahrigen Perioden erfolgende Zahlung
von Zinsen K+¢ ersetzt werden kann durch eine kontinuierliche zu-
sammengesetzte Verzinsung von K zum nominellen Jahreszinssatz 4,
also durch eine kontinuierlich flieBende Rente vom jahrlichen Nominal-

n
B bzw. Sn = pi

ertrage K §, wo § = Igg = lg(1 4 ¢). Nehmen wir K = %, o heifit das,

daf3 die Rente, die aus gleichen am JahresschluB gezahlten Raten
Ki =1 besteht, ersetzt werden kann durch eine kontinuier-

lich flieBende Rente vom jahrlichen Nominalertrage %, voraus-

gesetzt, dafl kontinuierliche zusammengesetzte Verzinsung zum nomi-

nellen Jahreszinssatz j erfolgt. Wir erkennen nun, da3 S = 1 ganz

allgemein fiir beliebige 7 der SchluBwert dieser kontinuierlich flieBenden
Rente ist: ¢" ist der Endwert des um den Zinseszins vermehrten Kapi-
tals 1, ¢" — 1 also der Endwert des kontinuierlich flieBenden zusammen-
gesetzten Zinses selbst, der dem jahrlichen Nominalzinssatz § = lgg

—1 der Endwert,

wenn effektive Jahresraten 1 aufkommen sollen. — Fur Sy = qS;
gilt ebenfalls die Deutung als SchluBwert einer kontinuierlich fheBenden

n
entspricht, aber effektive Jahresraten ¢ ergibt; mithin 1
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Rente vom jiahrlichen Nominalertrage %; nur sind alle Zahlungen ein

Jahr frither datiert zu denken. — Offenbar schlieBt die verallgemeinerte
Definition der s, s;; die friihere spezielle fiir ganzzahlige n in sich.

Als Ersatz fiir die kontinuierliche Zahlungsweise kann nun nach (22)
folgender Zahlungsplan gewihlt werden: Zunichst N regulire nach-
schiissige bzw. vorschiissige Jahreszahlungen 1, deren Endwert sy
bzw. sy im Bruchteil ¢ des letzten Jahres noch durch kontinuierliche
zusammengesetzte Verzinsung zum nominellen Jahreszinssatz j=Ig (1-+-¢)
aufgezinst zu denken ist, dann eine irreguldre SchluBzahlung
s7 bzw. s;7 zum Termin N +¢. Da ausfiihrlich geschrieben

SN TE = sm[1+ti—t(1—t)2i2!+t(1—t) (2~—t)§_3!_+ }

—}—[t——t(l—t)gi—'_{_...], .

s[LHti—t (=0 5+t A=) @— 3 —+ -]
+q[t—t(1—t>2%+---],

so ergeben sich die Néherungswerte

syrr=s§ (14 if) + 15  syiq = sy (14 ¢t) +qt. (23)
Den Néherungsformeln fiir die Rentenschlufwerte zur Zeit N -+ ¢ ent-
spricht folgender praktischer Zahlungsplan: Zunichst N reguldre
nachschissige bzw. vorschissige Jahreszahlungen 1, deren Endwert
Sy bzw. sy im Bruchteil ¢ des letzten Jahres mit einfachen Zinsen zum
Jahreszinssatz ¢ aufgezinst zu denken ist, sodann eine irregulire SchluB-
zahlung ¢ bzw. ¢¢ zum Termin N -} ¢. (Bei der Prénumerandorente kann
auch eine irregulére AbschlufBzahlung ¢ zum Termin N — 1 -+ ¢ eingesetzt
werden, die dann noch ein volles Jahr bis zum Termin N 4 ¢ aufgezinst
zu denken ist.) — Die Naherungsformeln ergeben einen mit ¢ linear ver-
anderlichen SchluBwert; fiir t = 1 liefern sie: sy 1= sy q + 1 = sy
bzw. sy = (sy+ 1) ¢ = sy51, wie es sein muBl. Die Naherungs-
werte sind also allgemein identisch mit den Werten, die
man durch lineare Interpolation zwischen den Tabellen-
werten Sy, Syyy bzw. sy, Syyy erhdlt. Praktisch wird man
daher im allgemeinen bei Aufgaben, bei denen der Zeitwert n aus s
bzw. s bestimmt werden soll, die néchst benachbarten Tabellenwerte
Sy, Sy¥1 bzw. sy, syyy aufsuchen, durch Interpolation N + 1
ermitteln und den oben beschriebenen praktischen Zahlungsplan
zugrunde legen.

(%]
2
+

ll

1. Beispiel: Gesucht sy fiir n = 15§ = 0,04.
7
§157| = 13- 1, 0412 + s%]; die Violeinesche  Tafel fiar ¢t gibt

12| 12|

125
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7 7
515 - 1,04T2 — 20,02358764 - 1,02314248 — 20,48698311; ferner s77— 1,0412—
2 0,04
=0,02314248-25 = 0,57856200; daher s—u = 21,06554511. Dagegen s
15— =
12 12

7
— s15 (1 + 0,04 - 12) + 75 = 20,02358764 + 1,80094351 - 5 = 21,07413802,

was mit dem durch lineare Interpolation erhaltenen Wert iibereinstimmt.
Beispielsweise wiirde bei einer Jahresrate B = 1000 der Nahrungswert um 8,59
gegeniiber dem wahren SchluBwert zu grof3 ausfallen.

2, Beispiel: Eine Aktiengesellschaft will durch jahrliche nach(vor-)schiissige
Zahlungen von 10000 M einen Wohlfahrtsfonds von 50000 M schaffen. In welcher
Zeit erreicht sie dieses Ziel? ¢ = 0,04.

E’ 50000
1. Postnumerandozahlungen: s;]= 4 = 10000 — = 5.
- . & B gn i 1.9; n — 10812
a) Logarithmische Berechnung: ;= S qr=1+bi=12n= log1,4

= 4,648603, also ¢ = 0,648603 Jahre = 7 Monate 23 Tage.
Zahlungsplan: 4 Jahreszahlungen postnumerando zu 10000 M, nach 4 Jahren

t
7 Monaten 23 Tagen Schlufzahlung: 10000 -s;7== 10000 qu = 10000
1,040848608 1 1,0257649 —1
A ST T T 2 :
. 0.0 10 000 0.0 6441,22 M
b) Lineare Interpolationder sz : si] = 4,246464; s,]= 5; s3] = 5,416323,
Also A =s5]—s1]=1,169859; 6 =sp]—s17=0,763636; t = KA =0,644126,

A
d.i. 7 Monate 22 Tage. Dasselbe Ergebnis liefert die lineare Interpolation von
g" zwischen ¢ und ¢5.
Zahlungsplan: Vier Jahreszahlungen postnumerando zu 10000 M, nach 4 Jahren
7 Monaten 22 Tagen SchluBzahlung 10000 - ¢ = 6441,26 M.
E 50000

2. Pranumerandozahlungen: s;|= & = = 10000 — 5.

a) Logarithmische Berechnung: qn =14i-sp =1+ bvi=1,192308;
log 1,192308
m— = 4,484 490.
Zahlungsplan: 4 Jahreszahlungen prinumerando zu 10000 M, nach 4 Jahren
t—
5 Monaten 24 Tagen SchluBzahlung: 10000-sz7=10000-gq- q_z_l = 10000

0,484490 ___ .
1,04 - L—OiWH = .1, .1’019015’: T 498777 M.

b) Lineare Interpolation der syp|: sij= 4,416323; s3]=05; s5]==5,632975.
Also 4 = s5]—s1] = 1,216652; & = si]—s1] = 0,683677; ¢t = z(]s— =0,479740,
d.i. b Monate 23 Tage.

Zahlungsplan: 4 Jahreszahlungen pranumerando zu 10000 M; nach 4 Jahren
5 Monaten 23 Tagen SchluBzahlung: 10000 ¢ - ¢ = 4989,30 M.

Der Barwert einer » mal zahlbaren Rente 1 fiir einen & Jahre vor
dem Beginn der Rente liegenden Termin ergibt sich, indem man a;;
bzw. ag; noch fiir k£ Jahre abzinst, also mit o multipliziert ; wir schreiben

Han=an-v% 5 agi=ag-oF.
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Zu demselben Wert mufl man gelangen, wenn man von dem Barwert
der n» -+ k mal zahlbaren Rente den Barwert der ersten & Raten abzieht;

also - . _ _ _
kI“n\=an+k|—ak\, klan|:an+k!"—ak]-

Durch Vergleich der Formeln erhilt man
G r=0n v - ag);  agyE = an - * + ag. (24)
Mit Hilfe von (24) kann man die Barwerte von # -+ & mal zahlbaren Renten

berechnen, wenn die Tabellen die Werte fiir » und k¥ umfassen. Ubrigens
stellen sich die Gleichungen (24) als Identitdten dar, wenn man in ihnen

n

v . . .
@] = —— und die analogen aus der Summenformel fiir geometrische

Reihen erhaltene Ausdriicke einfithrt. Ahnliche Zerlegungsformeln erhalt
man fiir den Fall unrunder Zeitwerte n = N - ¢, sofern man fiir solche

. . 1—o 1—o .
definitionsweise U] =~ Q| =~ setzt. Die Identitidten
1— N+t 1—pN t—1 1—wN+t 1—pN t—1

i ‘H’NH'qi ’ i "‘”Nﬂ'q—i*
schreiben sich dann so:

ayte =oy +v¥*lsy; aywg=ay +o¥Ttosy. (2))

Die rechten Seiten stellen genau die Barwerte dar, die
zu den bei der Deutung der syi;, Syi; besprochenen Zah-
lungspldnen gehoéren, wobei fir die Diskontierung der zum Termin
N + t falligen irregulédren SchluBirate kontinuierliche zusammengesetzte
Verzinsung zum jahrlichen Nominalzinssatz j =lg(1 + ¢) zugrunde
gelegt ist. Mithin kénnen die ay 13, ay;¢ auch angesehen werden als
Barwerte der jenen Zahlungsplinen gleichwertigen kontinuierlich

flieBenden Renten vom jahrlichen Nominalertrage —Z— Damit ist klar-

gestellt, wieso die a;;, a;] bei der neuen verallgemeinerten Definition
— die die friithere spezielle fiir ganzzahlige = in sich schlieft — die Be-
deutung als Rentenbarwerte behalten.. '

Aus (25) gewinnen wir die den Formeln (23’) entsprechenden Niherungs-
1
formeln, wenn wir sy~ {, sy~ ¢t und o' ~ T einfithren:

T 2 at __ag_]_&?'_t (25"
aNH‘—aN‘—l—le“, N+t — 4N 154t

Diese Formeln entsprechen auch demselben praktischen Zahlungsplan
wie (23"); fiir die Diskontierung der irregulédren SchluBlrate ist dabei ge-
mischte Verzinsung zugrunde gelegt. Die Werte (25) stimmen nicht
iiberein mit denjenigen, die man durch Interpolation zwischen den
fiir N und N + 1 geltenden Werten erhalt:

s,

oy = oy + teyTy —ox)  agy = ay + t@yiy—aw) | (25)
:am+t~vN+1; =am+t-vN. ’

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 4
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Die Interpolationswerte (25”) lassen sich deuten als Barwert einer
n mal zahlbaren Rente 1 und einer irreguliren Schlufirate {, die ein
Jahr spiter als die letzte regulidre Rate bezahlt wird.

Hieraus ergibt sich, welchen Zahlungsplan man beispielsweise im
B
B
bestimmt werden muf8. Der aus v" = 1 — vajy; logarithmisch berechnete
Wert n = N - ¢ ist streng genommen nicht zu realisieren; er bezieht
sich auf die kontinuierlich flieBende Rente vom nominellen Jahresertrag

Falle von nachschiissigen Renten aufzustellen hat, wenn n aus a;; =

—z.— - R, die zum Termin N -+ ¢ authért. Praktisch griindet man auf diesen

n-Wert den aus (25) hervorgehenden Zahlungsplan der N regulidren
Raten R und einer zum Termin N - ¢ zu zahlenden Schlufirate s E.
f{; die
niichst benachbarten Tabellenwerte ay, ayyy aufsucht und N ¢
durch Interpolation ermittelt, so ist der Zahlungsplan der N reguliren
Raten R und der zum Termin N -}- 1 erfolgenden SchluBizahlung ¢R
anzuwenden. Die entsprechend auf +" = 1 — ¢a;; angewendete Inter-
polation wiirde wegen des linearen Charakters dieses Ausdrucks zu dem-
selboen n = N -+t fithren. Dagegen wiirde man, wenn man die

Bestimmt man n = N +-¢ nach (25”), indem man zu a; =

Interpolation auf ¢» = bezieht, das zum ,,praktischen Zahlungs-

1—ian]
plan‘‘ der Formeln (23’) und (25’) gehorende ¢ erhalten, weil ¢g» = 1 - i85
mithin Interpolation von ¢» und s;; gleichwertig.

7
1. Beispiel: Gesucht az] fiir » = 1573; 7 = 0,05.

7
7 L
16— g12 _
8 ag=am v 2Ll 1080864094
B

1,028 86981 — 1

A e ————
-+ 0,467 522 0.04761905 11,182 084 .
yl4. .].i.?é
b) a1’5—7| = a1 + = = 10,898 640 94
12 1+ 0,05- e
0,294 622 97 ,

! - v15 = 10,898 640 94 4 0,280 593 31 = 11,179 234 25.

=a—5[—|—-1—2

2. Beispiel: Fiir eine Schule wird ein Legat in Hohe von B = 50000 M aus-
gesetzt, das zu 49, verzinslich angelegt ist, mit der Auflage, daB aus ihm Jahres-
betrige postnumerando von R = 3000 M gezogen werden sollen. In welchem
Zeitraum und nach welchem Zahlungsplan wird das Legat aufgebraucht?
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.« T L R 50000 1
Lésung: a) Logarithmisch: »* =1—1i-ag) = 1—0,04——%—&)— =33
1
lOg —3— .
n = = 28,011 02 Jahre, also ¢ = 0,01102.
IOg m

Zahlungsplan: 28 nachschiissige Jahreszahlungen zu 3000 M; nach 28,01102
Jahren = 28 Jahren 4 Tagen SchluBzahlung: 3000 -s7] = 3000 -0,01081
= 32,43 M.

b) Interpolation der an|: afs = 16,663063; an|=16,666667; a2g
= 16,983715. Also A = azg— azg] = 0,320652; 0 == an|— a2g] = 0,003604 ;
= é—?— = 0,001 124.

Zahlungsplan: 28 nachschiissige Jahreszahlungen von 3000 M; nach 29 Jahren
eine SchluBzahlung 3000 - ¢ = 3,37 M.

¢) Interpolation der ¢*: % =2,998703; ¢" = 1—1%—7 =3; ¢*=3,118651.
- n
Also A =¢®—q¢*®=0,119948; 0=¢q"—¢*®=0,001297; ¢= Za— = 0,001080;

d.i. 0,36 Tage.

Zahlungsplan : 28 nachschiissige Jahresleistungen von je 3000 M; in Verbindung
mit der letzten eine Sonderleistung von 3000 ¢ = 3,24 M.

Die Rentenrate, die bei nmaliger Zahlung zur Erreichung eines be-
stimmten Endwerts fiihrt, ergibt sich nach (16a), (16b) zu

R—Bl-_Er;  R—E.l-EPi @
n

Hierin bedeuten Pyj, P;; die jahrlich nachschiissig bzw. vorschiissig
zu zahlende Rente, die zur Erreichung eines Endguthabens 1 nach Ablauf
von n Jahren fiihrt. Offenbar ist Py = ¢ - Py} Beispielsweise sind
EP;; bzw. EP;; die Betrige, die man jéhrlich einem verzinslichen
Reservefonds zufihren mufB, um nach » Jahren eine Schuld E bzw. E
heimzahlen zu koénnen. Uber die Bedeutung fiir das Abschreibungs-
wesen vgl. § 11. Versicherungsanstalten, die das Geschift der Kapital-
sparversicherung betreiben, berechnen nach (26) die Nettoprédmie,
die jahrlich gezahlt werden muB, wenn nach n Jahren ein Betrag £
bzw. E an den Versicherungsnehmer oder den von ihm bestimmten
Empfangsberechtigten zur Auszahlung kommen soll; dabei mul die
Pramienzahlung n Jahre hindurch, auch iber den etwaigen Tod des
Versicherungsnehmers hinaus, verbiirgt oder eine Vereinbarung iiber
vorzeitige Riickzahlung der Einlagen getroffen sein. Die Bruttoprédmie
umfaBt dann noch mit Riicksicht auf die Geschiftskosten des Versiche-
rungsunternehmens einen bestimmten prozentualen Zuschlag zur
Nettopramie.

Beispiel: Jemand wiinscht von einer Versicherungsbank, die ihre Kapitalien
zu durchschnittlich 49, begibt, nach 18 Jahren den Betrag E = 10000 M aus-
bezahlt zu erhalten. Welche vorschiissige Pramie hat er zu zahlen, wenn die Bank
6% auf die Nettopramie aufschlagt?

4%
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. . 1 1 _ i o
Losung: Pig= ﬁ = m = 0,037 494. Mithin  Nettopramie

R = 374,94 M; Bruttopramie 397,44 M.

Die zur Berechnung der Py, Py erforderliche ldstige Division ver-
meidet man durch Heranziehung der weiter unten zu besprechenden
Tabellen der J;j, J;

Man kann die Formeln (26) benutzen, um Renten, die in jihrlich
postnumerando filligen Raten R zahlbar sind, umzuwandeln in solche,
die in %jéihrigen Perioden in nachschiissigen oder vorschiissigen Raten
R1 bzw. R1 zu zahlen sind, z.B. in Quartalsraten. Offenbar ist

m m
1
R1 =R- Py, R1 = R-Py, wobei in Py, P, der fiir d1e — Jahre

m m
geltende Zinssatz einzufiihren ist. Der nominelle Jahresertrag, d. h. die

reine Summe der Ratenbetrige eines Jahres, ist also mR P, bzw.
m B P;. — Fiir eine Rente, die in jéhrlich prinumerando filligen RatenR
zahlbar ist, kann man die entsprechende Umwandlung in Bruchteilraten
in der Weise bewirken, daBl man R durch Aufzinsen zundchst in eine
nachschiissige Jahresrente E verwandelt.

Beispiel: Fiir ein Anwesen ist jahrlich postnumerando eine Pacht R = 6000 M
zu zahlen. Wie hoch sind die damit gleichwertigen nachschiissigen oder vorschiissi-
gen Quartalspachtbetrige anzusetzen, wenn ein Vierteljahrszinsfull 19, gerechnet
wird?

1 1 1
5 : Fi =1% ist Pij=—==
Losung: Fir p=1% ist Pi]= "% = 7507 = 150[1,02060401—1]
0,01
= m =0,246281. Also betragt die nachschiissige Quartalspacht R - Pg]

= 6000 - 0,246281 = 1477,69 M. Mithin ist in diesem Falle die jihrliche Nominal-
pacht 5910,76 M.

Fir p=19; ist ferner Pg) = Pgj-v = 0,246281 - 0,990099 = 0,243 843.
Also betrigt die vorschiissige Quartalspacht: R Pg]= 6000 -0,243843 =
= 1463,06 M, die jahrliche Nominalpacht 5852,24 M.

Die Losung der Aufgabe, die Jahresrate einer njahrigen Rente zu be-
stimmen, die einen vorgeschriebenen Barwert besitzt, erfordert die
Umkehrung der Formeln (17a), (17b):

R=B- >~ —B.J;; R=B —=B-d. 27

n| an|
Hier bedeuten Jyj, J;; die Jahresaufwendung oder Annuitit, d. h.
die jahrlich nachschiissig oder vorschiissig zu zahlende Rente, durch
die in n Jahren eine Schuld samt Zins und Zinseszins getilgt wird, die
heute den Betrag 1 hat. Umgekehrt wird z. B. die bei einer Versiche-
rungsbank eingezahlte Mise 1 durch n Jahresabhebungen oder Renten-

raten Ji bzw. Jy aufgezehrt Offenbar ist J;j =g dJy. Der zur

Berechnung von J;1 = —— bzw. J;; = L P erforderlichen ldstigen Divi-
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sion wird man enthobén durch Benutzung der firr diese GroBen auf-
gestellten Tabellen.

Beispiel: Eine Bank bewilligt einem Hauseigentiimer auf sein Anwesen eine
Hypothek in Héhe von 20000 M, wovon ihm aber nur 95%, ausgezahlt werden,
zum ZinsfuBl 8!/,%, postnumerando; fiinf Jahre unkiindbar. Der Betrag des vom
Hauseigentiimer zu tragenden ,,Damnums‘ von 59, ist unter Zugrundelegung
eines Zinssatzes ¢ = 0,09 aufzulésen in eine nachschiissige fiinfjahrige Rente R,
die sich auffassen 148t als Zuschlag zu dem buchmiBig 8!/,%, betragenden Zinsfuli.

Lésung: Bei ¢ = 0,085 und K = 20000 M betragt die jahrliche Zinsleistung
Ki=1700 M. Dem Damnum in Héhe von 20000 - 0,056 = 1000 entspricht die

finfmal zahlbare Rente R = 1000-J%” = 1000 - 0,257092 = 257,09 M.
Die Jahresleistung betrigt also 1700 4 257,09 = 1957,09 M; sie entspricht einer
Jahresverzinsung mit 9,785%,.

Den Zusammenha.mg zwischen den J;, J;7 und den P, P findet
man durch folgende Uberlegung. Um in % Jahren die Schuld 1 zu tilgen,
kann man entweder an den Glidubiger die Annuititen Jy; entrichten,
oder man zahlt ihm jihrlich nur den Zinsbetrag ¢ und fithrt andererseits
an eine verzinsliche Tilgungsreserve die Annuititen Py ab, die in
n Jahren auf den zur Riickzahlung der Schuld erforderlichen Endwert 1
anwachsen. Da in jedem Fall gleiche Jahresleistungen aufzubringen
sind, so ergibt sich die erste der Formeln:

Jag =1+ Pyj; Ju =1 4+ Pa; (28)
Die zweite folgt durch Multiplikation mit ». Ubrigens stellen sich beide
bei Beriicksichtigung von (18a), (18b); (19a), (19b) als Identitaten dar.
Der durch (28) festgelegte Zusammenhang zwischen den GroBen J3j,
P15 di, Py in Verbindung mit der Verkniipfungsformel Jz; = v-Jz
ermdglicht es, sich auf die Tabulierung einer dieser vier Groflen zu be-
schrinken; die Tafelwerke enthalten in der Regel die J5;.

Man kann die Formeln (27) benutzen, um Renten, die in jahrlich pranu-
merando filligen Raten R zahlbar sind, umzuwandeln in solche, die in

;-jéhrigen Perioden in nachschiissigen oder vorschissigen Raten R1,
m

R1 zu zahlen sind. Offenbar ist R1 =R Jﬁ,’ Ri=R- -J,T,l, wobei in
m

m m

.. .1 .
S I der fiir die pons Jahre geltende Zinssatz einzufiihren ist. Der
nominelle Jahresertrag ist also mR - Jy; bzw. mR - Jg.

Beispiel: Jemand hat bei einer Kapitalsparversicherung eine vorschiissige
Jahrespramie R = 800 M zu zahlen. Er mochte zur Zahlung von Quartalspramien
iibergehen. Wie hoch stellen sich diese bei Postnumerando- bzw. Pranumerando-
Zahlung, wenn ein Vierteljahreszinssatz ¢ = 0,01 angenommen wird?

1. Berechnung mittels der J7.

a) Dienachschiissige Quartalspramie betragt: B1 = R -J%m) = 800- 0,256281

4
= 205,02b; der entsprechende nominelle Jahresaufwand ist also 820,10 M.
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b) Die vorschiissige Quartalspramie betragt R1 =R1 - v = 205,025 - 0,990099
4 4
= 202,995 M; die entsprechende nominelle Jahresaufwendung ist also 811,98 M.

2. Berechnung mittels der Pz]. Wir verwandeln zunéchst R durch Aufzinsen
in eine nachschiissige Jahresrente R um: R = R -1,014 = 800 -1,04060401
= 832,483 208.
,01)

a) Die nachschiissige Quartalspramie betrigt R1 = R - P(0 i = = 832,483 208
ry

- 0,246281 = 205,025 M, wie oben.

b) Hieraus wieder die vorschiissige Quartalsprimie R1 =R1 v = 202,995 M.
4 4
Zu wichtigen Anwendungen der Rentenrechnung fiihrt die Bewertung

von Grundstiicken (vgl. § 11) oder von Leistungen und Nutzungsrechten
von bestimmter Dauer. Beim Erbbaurecht handelt es sich um das
gegen einen bestimmten Jahreszins Z fiir eine begrenzte Zahl n von
Jahren gewihrte vererbliche und verduferbare Recht, auf dem Vertrags-
grundstiick Baulichkeiten zu errichten und zu nutzen. Diese gehen mit
Erloschen des Erbbaurechts, dessen Dauer im allgemeinen 60—80 Jahre
umfaft, in den Besitz des Grundstiickseigentiimers iiber. Der jahrliche
Reinertrag des bebauten Grundsticks nach Abzug aller Lasten ein-
schliefllich des Erbbauzinses Z sei R, postnumerando gerechnet. Dauert
es noch » Jahre bis zum Erloschen des Erbbaurechts, so ist sein Wert
mit W,_, = Ra;| apzusetzen. Bei Begriindung des Erbbaurechts ist

Wo=R-a;;=2R —.v—, was bei grolem 7 sich nur wenig von dem Wert

der ewigen Rente, d.h. T unterscheidet. Der Wert des Erbbaurechts

sinkt zundchst nur langsam, spéiter in immer schnellerem Tempo. In
einem Jahr betrigt die Wertminderung R (a;— a,—1)) = Rv"; also
im ersten Jahr nur Rv”, wo v ein ziemlich kleiner Bruch ; in den letzten
Jahren vor Ablauf nihert sie sich dem Betrage R. Die bis zum Termin
n —v eingetretene Wertminderung ist
Ry —ay) =R+ "t 4 4ol = R - a5 —;;

Der fortschreitenden Entwertung des KErbbaurechts entsprechend
kommen fiir die Beleihung der betreffenden Gebdude nur Tilgungs-
hypotheken in Frage.

Beispiel: Ein auf die Dauer von 75 Jahren abgeschlossenes Erbbaurecht wirft
nach Abzug von Steuern usw. einen jihrlichen Reinertrag von 12000 M ab;
¢ = 0,04. Man berechne: a) seinen heutigen Wert; b) seinen Wert nach 20 Jahren;
c¢) die dann eintretende Wertverminderung in einem Jahr.

Loésun g: a) W7s]= 12000 [a50] + v*az5]] = 12000[21,482 185

+ 0,140 713 - 15,622 080] = 284 164,90 M.
b) Wert nach 20 Jahren: W55 = 12 000 [a50] + v* - a5 ]
=12 000[21,482185 4 0,140 713 - 4,451 822] = 265303,35 M.

¢) W55 — Wsi] = 12000 [a55] — as41] = 12000 - »* = 12000 - 0,140 713

. 0,821927 = 12000 - 0,115656 = 1387,87 M.
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Da die Gebaude nach Ablauf des Vertrages an den Bodeneigentiimer
fallen, wird sich ein Erbbaurechtnehmer nur dann finden, wenn der
Erbbauzins Z niedriger als die Verzinsung Ki des Verkaufswertes @
des Grundstiicks ist. Der jahrliche Verlust, den der Bodeneigentiimer
erleidet, ist G — Z, der Barwert des Gesamtverlustes also (G — Z)ay;,
wobei mit einem Zinsfull von 4—5% gerechnet werden kann. Wenn
auch die beim Ablauf des Erbbauvertrages dem Bodeneigentiimer zu-
fallenden Baulichkeiten eine gewisse Entschiddigung fiir diesen Verlust
darstellen, so werden doch zur Erbbaurechtsbewilligung im allgemeinen
nur offentliche Korperschaften bereit sein, denen an einer schnelleren
baulichen ErschlieBung bestimmter Bezirke und an einer Beeinflussung
der Boden- und Baupreise gelegen ist.

§ 7. Versicherungsrechnung.

Versicherungen sind Wirtschaftseinrichtungen, die sich auf einmalige
oder laufende Zahlungen eines gréBeren Kreises von versicherten Per-
sonen grinden und die dem einzelnen Versicherten fiir den Fall eines
sicher oder moglicherweise eintretenden Ereignisses finanzielle Leistungen
zusichern; z. B. Ersatz fiir Schiaden. Allgemein ist Zweck der Versiche-
rung die Vorsorge fiir kiinftig zu gewartigenden finanziellen Bedarf. Man
unterscheidet Personen- und Sachversicherungen. Zu der letzteren Gruppe
gehéren z. B. Feuer-, Einbruchsdiebstahl-, Transport- und Viehversi-
cherungen ; zu der ersteren Lebens- und Rentenversicherungen, Kranken-,
Unfall- und Invaliditidtsversicherungen. Im Deutschen Reich sind durch
die gesetzliche Sozialversicherung gewisse Berufsgruppen auf Grund
von regelmiBigen Pflichtbeitragen zwangsversichert (Kranken-, Unfall-,
Invaliditdts- und Altersversicherung; Angestellten-, Arbeitslosen-
versicherung). Die Privatversicherung, von Aktiengesellschaften
und Gegenseitigkeitsvereinigungen betrieben, grindet sich in jedem
einzelnen Fall auf einen freien Versicherungsvertrag, der mit der Uber-
mittlung des Versicherungsscheins, der Police, an den Versicherungs-
nehmer in Wirkung tritt. Vom Versicherten ist hiernach zu leisten ent-
weder eine einmalige, als Mise bezeichnete Zahlung oder eine regel-
maBige Folge von Zahlungen, sog. Primien. Die Wirtschaftlichkeit der
Versicherungseinrichtung verlangt, dafl Gleichgewicht herrscht zwischen
den Gesamtleistungen der Versicherten und den Gegenleistungen der
Versicherungseinrichtung zuziiglich Geschéiftsunkosten, Riicklagen und
gegebenenfalls méBigen Gewinnes.

Da im Einzelfalle die Geschehnisse, die die Leistungspflicht der Ver-
sicherungseinrichtung auslésen, unberechenbar sind, so miissen die
rechnerischen Grundlagen der Versicherung mit Hilfe der Statistik ge-
wonnen werden. Dabei bleibt stets bis zu einem gewissen Grade unsicher,
wieweit die aus der Erfahrung abgeleiteten charakteristischen Durch-
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schnittsziffern auch firr die Zukunft giiltig bleiben. Sehr giinstig liegen
die Verhiiltnisse bei den privaten Lebens- und Rentenversicherungen:
Umfangreiches statistisches Material, seit Jahrhunderten gesammelt,
erginzt und tberpriift, bildet die Grundlage der den verschiedenen
Versicherungsarten angepalBiten Sterbetafeln. Bei der Besprechung
einiger hierher gehdriger typischer Versicherungsarten legen wir die
Sterbetafel 1926 des Vereins Deutscher Lebensversicherungsgesell-
schaften zugrunde, die sich auf normale Todesfallversicherungen ménn-
licher Leben mit drztlicher Untersuchung bezieht (s. Anhang).

Die erste Spalte gibt das Lebensalter 2 in Jahren von 2 = 20 bis
x = 100. Die zweite Spalte bringt die Absterbeordnung von 1000000
zwanzigjihriger Menschen ; /; bedeutet die Anzahl derjenigen, die das x-te

Lebensjahr erreichen. Die Zahl derjenigen, die in diesem Jahre sterben,

. . l .
ist offenbar l; —1[,. ;. Man bezeichnet w; = xl+1- als die Erlebens-
T

— log — g . . 1. .
wahrscheinlichkeit, w; = f—ZZ—T—I als die Sterbenswahrscheinlichkeit der

pu— . lx 13
x-jihrigen. Offenbar ist w; + wy = 1. Ferner ist D; = 7 Vo in

g = 1 + ¢ der Zinssatz ¢ = 0,04 eingesetzt ist; man kann also D, als
die diskontierte Zahl der Lebenden des Alters x bezeichnen. Durch
Aufsummieren der D, entstehen die Zahlen der folgenden Spalte:

Nye=D:+ D, ., + -+ Dy Ahnlich ist definiert C; = —Z-z als die

diskontierte Zahl der bei den x-jahrigen vorkommenden Todesfille,
ferner die durch das Aufsummieren der C» entstehenden Zahlen der
letzten Spalte: My = Cz + Cp 1 + - - - + Cygp. Fiir x> 100 sind alle
eingefithrten GréBen als Null angenommen. Zwischen den N, und den
M besteht ein einfacher Zusammenhang. Ausly—I, . | = d. ergibt sich:

.l:c ZZ+1_ dx
¢ qFtl  gm+1l°

Man kann daher die Gleichungsfolge hinschreiben:
v-Dy _‘Da:+1 = Oy,
v Dy1—Dyyo=0,411,
v - Digg = Ci90-
Die Addition der Gleichungen ergibt: vNy— N, . = M;. Nun ist
N,.1=Nz— Dy; also
My =Dy — (1—v) Ny. (29)
Beispiel: « = 50,
D, — (1 — )N, = 116219 — 0,038462 - 1531579
= 116219 — 58906,88 = 57312,12 = M.
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Bei den nachstehend besprochenen Versicherungsarten wird stets
nur der Nettobetrag der Mise oder Pramie bestimmt, also von den durch
Verwaltungskosten usw. bedingten Zuschligen abgesehen. Fir die
Berechnung mafigebend ist das oben erorterte Prinzip der Gleichheit von
Leistung und Gegenleistung in dem Verhiltnis zwischen der-Versiche-
rungsgesellschaft und den Versicherten, und zwar formuliert fiir die
ganze Gruppe von gleichartigen Versicherungsnehmern, die in einem
bestimmten Lebensalter x einen und denselben Versicherungsvertrag
abschliefen wollen. Da Leistungen und Gegenleistungen zu verschie-
denen Zeitpunkten erfolgen, so miissen alle in Frage kommenden Betrage
unter Beriicksichtigung von zusammengesetztem Zins auf denselben
Zeitpunkt diskontiert werden; man wahlt hierfir den Geburtstermin
der Versicherungsnehmer. Praktisch werden im allgemeinen beim Ab-
schluB des Versicherungsvertrages diejenigen als x-jihrig gerechnet,

. 1 1 .
deren Lebensalter zwischen x —— und = 4 5 Jahren liegt.

1. Kapitalversicherung auf den Erlebensfall.

a) Einkauf durch einmalige Zahlung. Ein 2z-jahriger will durch
Zahlung einer Mise 4, erreichen, dafl ihm nach n Jahren der Betrag A,
ausgezahlt wird, falls er diesen Zeitpunkt erlebt. Stirbt er friiher, so
ist die Versicherungsgesellschaft jeder Leistungspflicht enthoben.

Wenn die Gesamtheit der x-jahrigen die geschilderte Kapitalver-
sicherung abschlieBt, so flieBt der Versicherungsgesellschaft die Summe
lz - Ao zu. An die l; 1+ 4 Versicherungsnehmer, die das (x -+ n)-te Lebens-
jahr erreichen, muB insgesamt die Summe I . » - 4, ausgezahlt werden.
Durch Gleichsetzen der auf den Geburtstermin aller diskontierten
Betrige ergibt sich

=M, oder Dido=Dyin-dAus

daher

Diin
Aoz—%l;—'An. (30)

Beispiel: x = 25; n = 20; A, = 3000 M. Auf welches Kapital 4, kann die
Versicherung abgeschlossen werden?

Das 368997
4, = — . — 21 . — .
n= Dss o= 150517 3000 2,451 521 - 3000 7354,66 M

b) Kapitalversicherung durch Préimienzahlung. Ein z-jahriger will
durch sofort beginnende vorschiissige jahrliche Pramienzahlung P er-
reichen, daBl ihm nach n Jahren das Kapital 4, ausbezahlt wird. Die
Préamienzahlungen erfolgen bis zum Tode, aber hochstens m mal, wo
m =< n; die Kapitalauszahlung durch die Versicherungsgesellschaft unter-
bleibt, wenn der Versicherte das (x 4 n)-te Lebensjahr nicht erreicht.
Wie hoch ist P einzusetzen?
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Von der Gesamtheit der z-jahrigen, die die geschilderte Kapitalver-
sicherung abschlieBen, flieBt der Versicherungsgesellschaft im ersten Jahr
die Summe /; P zu, in den folgenden Jahren die Betrige I, , P, I, , »P,

s Iy m—1P. Die auf den Geburtstermin diskontierten Betrige sind

l Iy 4 l — . .
-q;x P, qﬂ;il—l P, ..., qziz _—1 P; Gegenleistung der Gesellschaft wie
oben; also:

(Dx+ Dx+1 + Dx+m—1) P = (Nz—Nz+m) P=Dy,y- Ay
Mithin
__ Dain
P_iNx——Nerm " - (31)

Beispiel: » = 25; m = 18; » = 23; A4, = 8000 M. Welche Primie P ist
18 Jahre hindurch zu zahlen?
Days _"129261

P = N — N5~ 2714450

- 8000 = 219,34 M.

2. Réntenversicherung.

a) Einkauf durch einmalige Zahlung. Ein x-jihriger will durch
Zahlung einer Mise A4, erreichen, dafl ihm vom Termin z -+ » ab eine
Leibrente, d. h. eine bis zu seinem Tode wihrende Rente zuflieBt, deren
Jahresrate R betriigt. Stirbt er frither, so ist die Versicherungsgesell-
schaft jeder Leistungspflicht enthoben.

Von der Gesamtheit der z-jahrigen fliet der Gesellschaft sofort die
Summe [, - 4, zu. Sie hat auszuzahlen: zum Termin z 4 = an die noch
lebenden [, . , Versicherungsnehmer den Gesamtbetrag [, , , - B; in den
folgenden Jahren die Gesamtbetrige I,.,.1 R, lyi 12 R, ...,
1100 - B. Durch Gleichsetzen der auf den Geburtstermin diskontierten
Betriage ergibt sich

Donz (Dx+n+Dx+n+1+ v '+D100) R:Nx+n' E;
also:

4, =2 g, (32)

Beispiel: « = 30; n = 30; R = 1200 M. — Die einzuzahlende Mise betrigt:

Neo , 6255314 _
Ao = P2 R = 25oon - 1200 = 2517,88 M.

b) Rentenversicherung durch Primienzahlung. FEin z-jihriger will
durch sofort beginnende vorschiissige jahrliche Pramienzahlungen P er-
reichen, dafl ihm vom Termin x 4 n ab eine Leibrente in Jahresraten R
zuflieBt. Die Pramienzahlungen erfolgen bis zum Tode, aber héchstens
m mal, wobei m <<n. FEine Leistungspflicht der Versicherungsgesell-
schaft unterbleibt, wenn der Versicherte das (x + n)-te Lebensjahr
nicht erreicht.
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Der auf den Geburtstermin diskontierte Wert der Leistungen aller
mit « Jahren sich Versichernden ist, wie in 1b),
Nz — Ny +m) P,
der diskontierte Wert der von der Gesellschaft gezahlten Rente, wie in
2a), N, ., R. Gleichsetzung der beiden Werte ergibt:

Nx—i—n
P=_-%%t" . p.
oyl (33)
Beispiel: z = 25; m = 25; » = 35; R = 1200 M.
Neo 625531,4

Fir den Fall einer ’c empordren, nur £ Jahre hindurch zahlbaren
Rente wird offenbar:

_ Netn—Netn+k o | _ Neyn—Netn+k , ,
do=—"—"%" Dz—R’ P—wa—-Nx+m R. (32), (33)

3. Einfache Todesfallversicherung.

a) Einkauf durch einmalige Zahlung. Ein z-jahriger will durch
Zahlung einer Mise 4, erreichen, dafl bei seinem Tode seinen Angehdorigen
die Summe A4 ausbezahlt wird.

Von der Gruppe der I flieBt der Vers1cherungsgesellschaft der Betrag
lz4, zu; diskontiert auf den Geburtstermin: D;- A,. Da im ersten
Jahr dy = Iy — I, . der Versicherten sterben, ist von der Gesellschaft
am Schlusse dieses Jahres der Betrag ds - A auszuzahlen; diskontiert auf

den Geburtstermin: qxd_f—_l - A. Die durch die Todesfille der nichsten
Jahre bedingten Auszahlungen sind, diskontiert auf den Geburtstermin:

d d - . . .
E:i;A,qziiA, ... Nach dem Prinzip der Gleichheit von Leistung

und Gegenleistung ergibt sich

Don: (Cz—l— O:v+1 —I— e —I— OIOO)A :MxA.
Die fiir die Todesfallversicherung einzuzahlende Mise ist also:
—_ Mx
A, = Da 4. (34)
Beispiel: Jemand ist am 29. Februar 1900 geboren. Durch eine am 1. April 1932

in Kraft tretende Todesfallversicherung versichert er sich in Hoéhe von 10000 M.
Welche Mise hat er zu zahlen?

M2 82 370,83

Ao= T 10000 = o355

Gelegentlich werden Todesfallversicherungen nur auf ein Jahr bzw.

auf £ Jahre abgeschlossen. Die Mise betrigt dann offenbar
c Ma— Mz ,
A= 4 bow. A= Dx"—“"A. (84)

10 000 = 0,3011158.10000 = 3011,16 M.

b) Einfache Todesfallversicherung durch Priimienzahlungen. Ein
z-jahriger will durch sofort beginnende vorschiissige jahrliche Pré-



60 Zinseszins- und Rentenrechnung. Versicherungsrechnung.

mienzahlungen P erreichen, dafl bei seinem Tode seinen Angehdérigen die
Summe A4 ausbezahlt wird. Die Prémienzahlungen erfolgen bis zum
Tode, aber héchstens m mal.

Die auf den Geburtstermin diskontierten Werte der Pramienzah-
lungen aller mit « Jahren sich Versichernden ist, wie in 1b),

Nz—N, o+ m) P;
der diskontierte Wert der von der Versicherungsgesellschaft ausge-
zahlten Versicherungssummen ist, wie in 3a), M, - 4. Also ergibt sich:

My
P=§win (39)
Beispiel: # == 25; m = 25; 4 = 8000 M.
Mas _90082,27 _ ) _ iox
P= Non — N0 8000 = 5730918 " 8000 = 0,015 748 . 8000 = 125,98 M.

4. Die gemischte Versicherung: Todesfall- und
Erlebensversicherung.

Es handelt sich um die heute am meisten beliebte Form der Ver-
sicherung: Die Versicherungssumme 4, wird im Todesfalle, spitestens
jedoch nach n Jahren ausbezahlt.

a) Einkauf dureh einmalige Zahlung. Von der Gruppe der I, flieBt
der Versicherungsgesellschaft die Summe l,4, zu; diskontiert auf den
Geburtstermin: D;4,. Die durch die Todesfille im 1., 2., ..., n. Jahr
bedingten Auszahlungen ergeben, auf den Geburtstermin diskontiert,
die Summe (Crx 4 Cpyq+ ... Coypoa) Ay = (Ma— M, ,) Ay
An die Versicherten, die das (x -~ n)-te Jahr erleben, wird insgesamt
die Summe I, ,, - A, ausbezahlt, ihr diskontierter Wert ist D, ., - -

Mithin DxAOZ(Mx—Mx+n+Dx+n)A(")’
1 —
also AO:Mx Mxl—;—xn—f—Dern A(n)° (36)

Beispiel: © = 32; n = 20; A = 8000 M.
M3o — M52 + Ds2 132576,66
A= D 0= Tomen
b) Gemischte Versicherung auf Grund von Primienzahlungen. Wenn
m Jahre hindurch, héchstens jedoch bis zum Tode Jahrespramien P
gezahlt werden, so sind die von der Gruppe der I, eingehenden Betrége,
auf den Geburtstermin diskontiert, insgesamt

(Dx+Dx+1 + - +Dx+m——1)P:(Nz“‘Nx+m) P.
Da die Gegenleistung der Versicherungsgesellschaft die gleiche wie im
Falle 4a), so ergibt sich

(Nx_Nx+m)P: (Mx‘_‘Mx+1z+Dx+n) A(n)-

Mx——Mz+n+Dx+n
Ng—DNz +m

8000 = 3877,19 M.

Hieraus

P = - Ay - (37)
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Beispiel: « = 30; m = 20; n = 2b; A() = 8000 M.
Mzo — M5 + Dss 1288577 ¢000 — 245,31 M.

b= Nso— Nso 8000 = 4022843

Wahrend bei der Lebensversicherung eine den Durchschnitt iiber-
treffende Langlebigkeit der Versicherten fur das Vermdgen der Ver-
sicherungsgesellschaft sich giunstig auswirkt, ist bei der Rentenversiche-
rung offenbar das Gegenteil der Fall. Um fiir Verpflichtungen geriistet zu
sein, die sich aus unginstigen Abweichungen der Sterbeordnung der Ver-
sicherten von derjenigen des Bevélkerungsdurchschnitts ergeben kénnen,
wird die Versicherungsgesellschaft fiir die Pramienberechnung bei der
Lebensversicherung durchweg ein etwas friiheres, bei der Rentenversiche-
rung ein etwas spéteres Ableben der Versicherten zugrunde legen, als dem
Bevolkerungsdurchschnitt entsprechen wiirde. Wie die von den Ver-
sicherungsgesellschaften gefithrte Statistik ergeben hat, kommen durch
die Selbstauslese der Versicherungslustigen tatséchlich systematische
Abweichungen genau in dem eben gekennzeichneten Sinne zustande:
Personen, die eine Lebensversicherung abschlossen, waren im Mittel
kurzlebiger, solche, die eine Rentenversichrung abschlossen, im Mittel
langlebiger als der Bevélkerungsdurchschnitt. In der Versicherungs-
praxis werden daher fiir die beiden Versicherungsarten verschiedene
Absterbeordnungen zugrunde gelegt, die aus der eigenen, fortlaufend er-
ginzten Statistik von zahlreichen Versicherungsgesellschaften abgeleitet
sind; ein Verfahren, das sich bisher durchaus bewihrt hat. — Die von
den Versicherten erhobene Bruttoprimie enthélt neben der bisher ins
Auge gefaliten Nettopramie einen Zuschlag, der etwa bis zu 20 % derselben
betragt. Dadurch wird in normalen Jahren neben der Bestreitung der
Geschiiftsunkosten und gegebenenfalls der Ausschiittung einer Dividende
die Ansammlung von Riicklagen ermoglicht. Aus diesen miissen die
Anforderungen gedeckt werden, die in einzelnen Jahren aus einer be-
sonders ungiinstigen Gestaltung des Absterbeverlaufs erwachsen.

Bei der Begriindung der Formeln der Versicherungsrechnung wird
durchweg mit zusammengesetztem Zins gerechnet, d. h. es wird voraus-
gesetzt, daBl die Versicherungseinrichtung in der Lage ist, die laufenden
Einlagen einschlieBlich Zinseinnahmen zinstragend anzulegen, im all-
gemeinen in Hypotheken, soweit nicht fiir die Versicherungsleistungen
fliissige Mittel notwendig sind. Von grofler Bedeutung ist es, jederzeit
beurteilen zu kénnen, ob die Vermdgensentwicklung mit den Rechen-
voraussetzungen in Einklang bleibt. Aus der Jahresbilanz der Ver-
sicherungsgesellschaft mul} ersichtlich sein, dafl fir jeden einzelnen
Versicherten das ,,Guthaben‘ sichergestellt ist, das ihm auf Grund der
bisherigen im Versicherungsverhéltnis erfolgten Leistungen und Gegen-
leistungen angerechnet werden muf3. Man bezeichnet dies ,,Guthaben*
als die Primienreserve oder den Deckungsfonds. Seine Er-
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mittlung spielt auch in den Fillen eine Rolle, wo der Versicherte vom
Versicherungsvertrag zuriicktreten oder zu einer anderen Versicherungs-
form iibergehen will.

Wie grof} ist beispielsweise der Deckungsfonds bei einer einfachen
Todesfallversicherung % Jahre nach AbschluB derselben? Hat der

x-jahrige sich durch eine Mise 4, = %A eingekauft, so mul} sein Gut-

haben nach k Jahren dasselbe sein, wie das des (z 4 k)-jihrigen, der
eine auf denselben Betrag 4 lautende Todesfallversicherung durch Zah-

lung einer Mise ﬂﬂf{fl abschlieft; sein Deckungsfonds betriigt also

Dy
M v . . N . . .
Dx:_: A. Hat ein x-jahriger Versicherungsnehmer X eine einfache
X N

Todesfallversicherung auf die Summe 4 mit der Verpflichtung abge-

schlossen, m Jahre hindurch, jedoch héchstens bis zum Tode die Jahres-

pramie P = Tvﬁtlgm A zu zahlen, so ist fiir k< m der Vergleich mit

dem (x 4 k)-jahrigen Versicherungsnehmer Y heranzuziehen, der eine
entsprechende, m — k Primienzahlungen vorsehende Versicherung ab-
Mzt — 4
Nyptk—Nz+m™
zu zahlen haben, wenn er es auf die gleiche Versicherungssumme absieht,

schlieBt. Dieser wiirde offenbar die héhere Pramie P’ =

. . P . .
mit der Pramie P demnach nur auf den Betrag N A sich versichern

kénnen. Der Versicherte X hat also zu diesem Zeitpunkt vor seinem
AltersgenossenY ein Guthaben voraus, das als Mise zum Einkauf auf eine
Todesfallversicherung in Hohe

70 T
7 i P —
vonA—%A:7£A aus-
98 . . e g 4.
‘ // reichen wiirde. Der hierfiir bei
96 7 einem (x - k)-jahrigen erforder-
: . . My +k P —P
| liche Betrag ist =—— - —5— 4.
o4 s i Dzir P
A e Diese Summe stellt demnach
% den gesuchten Deckungsfonds des
Versicherten dar. — Ist k> m,

0
20 30 W 50 60 7 80 Jniw . . .
ruhen also bereits die Pramien-

zahlungen, so errechnet sich der
Deckungsfonds einfach als die
Mise, durch die man sich auf eine Todesfallversicherung in Héhe von
A Mark einkauft; er betrigt also ]g—x;% - 4.
x
Beispiel: © = 35, m = 20, £ = 10. 4 = 8000 M.
Mo 040,97 000 — 199,26 M.

Abb. 9. Deckungsfonds einer einfachen Todesfall-
versicherung bei temporirer Primienzahlung.

P= s — g 2000 = 3173897,9

, My _65390,00 _
- N45 *—N—55 8000 == i‘m 8000 - 434,93 M.
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Pramienreserve nach zehnjéhriger Versicherungsdauer:

Mys P'—P 8000 — 656390 235,67

Dgs'~ P~ T 150617 434,93

In Abb. 9 setzt sich die graphische Darstellung des Deckungsfonds fiir die
von einem 20jihrigen auf die Summe 1 abgeschlossene, k = 40 Pramienzah-
lungen vorsehende Todesfallversicherung zusammen aus dem unteren Kurvenast,
der fiir » = 20 im Nullpunkt beginnt und bei » = 60 endigt, und dem rechten
Teil der ohne Knick durchlaufenden Kurve; letztere stellt den Deckungsfonds
der einfachen Todesfallversicherung bei Einkauf durch einmalige Zahlung dar.

- 8000 = 1883,22 M.

III. Tilgungs- und Abschreibungswesen.
§ 8. Schuldtilgung.

Fiir die Tilgung oder Amortisation einer Schuld K einschlieflich
Zinsendienst soll # Jahre hindurch jahrlich postnumerando die gleiche
Summe R, die Annuitit, aufgewendet werden. Die Eulersche Til-
gungsformel bringt zum Ausdruck, dafl der Barwert aller Annuitéten
R mit K iibereinstimmen muf}; also mit den in der Rentenrechnung,
§ 6, eingefiilhrten Bezeichnungen:

K = Rag; (1)
R=K Jy=KG+Pyp). 2)

Es soll sich nun um die Aufstellung eines genauen Tilgungsplanes
handeln, der fiir den Abschlul jedes Jahres k erkennen 1aft, wie gro83
der nach Zahlung der Annuitit B noch bestehende Schuldrest Vy ist
und wie sich die Annuitédt R in Zinsendienst V. __; - ¢ und Riickzahlungs-
quote @ gliedert:

R=7V,_,-t+ Qr, wobei V= K. (3)

Die Aufstellung solcher Tilgungspléine entspricht mancherlei prak-
tischen Bediirfnissen. Bei Tilgungsanleihen, die von Gemeinwesen oder
Gesellschaften aufgenommen werden, bestimmt der Tilgungsplan den
Umfang der zur Riickzahlung aufzurufenden Teilschuldverschreibungen.
(Vgl. §9.) Bei Tilgungshypotheken enthélt der Schuldvertrag hiufig
die Bestimmung, daB der Glaubiger bei Zahlungsverzug des Schuldners
sofortige Riickzahlung des gesamten Schuldrestes oder Ubergang zu
einem héheren Zinsfufl verlangen kann. Nachweis des Schuldrestes
und Gliederung der Annuitét in Riickzahlung und Zinsendienst ist z. B.
auch erforderlich, wenn besondere Gebiihren, Abzige oder Zuschlige
in Prozenten des Schuldrestes oder der Zinsen bemessen werden (Ver-
waltungskostenbeitrige, Steuern).

Ein elementarer Weg zur Aufstellung des Tilgungsplans besteht darin,
daB man, mit dem ersten Jahre beginnend, der Reihe nach die Riick-
zahlungsquoten @;, @,, ... nach der aus (3) folgenden Beziehung
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@y = R-—TV;_, -4 und die Schuldreste V,, V,, ... aus der Beziehung

Vk == Vk—l —Qk (4)
ausrechnet. Das ist nachstehend erldutert durch einen Tilgungsplan
fiir eine Schuld von K = 100000 M, die mit 4% verzinslich durch
Annuitidten B = 10000 M amortisiert wird.

Tilgungsplan fiir eine Schuld von 100000 M; ZinsfuB 4%;
Annuitat 10000 M.

Jahr & | Schuldrest: Vi, Jal;/l;esz.l?s. Tllgung:quote. Schuldrest: Vy
-1
1 100 000 4000 6000 94 000
2 94 000 3760 6240 87 760
3 87 760 3510,40 6489,60 81 270,40
4 81 270,40 3250,82 6749,18 74 521,22
5 74 521,22 2980,85 7019,15 67 502,07
6 67 502,07 2700,08 7299,92 60 202,15
7 60 202,15 2408,08 7591,92 52 610,23
8 52 610,23 2104,41 7895,59 44 714,64
9 44 714,64 1788,58 8211,42 36 503,22
10 36 503,22 1460,13 8539,87 27 963,35
11 27 963,35 1118,53 8881,47 19 081,88
12 19 081,88 763,27 9236,73 9 845,15
13 9 845,15 393,80 9606,20 238,95
14 238,95 9,65 248,50 —

Der nach 13 Jahren verbleibende Schuldrest von Vi, = 238,95 M
wird entweder zugleich mit der 13. Annuitét zuriickgezahlt oder unter
Zuschlag einjahriger Zinsen in Hoéhe von 9,55 M nach Ablauf des
14. Jahres getilgt. — Der Nachteil des elementaren Verfahrens zur Auf-
stellung eines Tilgungsplans ist, da3 Rechenfehler sich durch den ganzen
Plan hindurch fortpflanzen. ZweckmiBiger ist es, sich auf die aus (3)
und (4) folgenden Zusammenhénge zu stiitzen.

Da R=V,_1-0+Qr=Vii+ @, so ist

Qvr1= (Vi1 — V)i + Qp = Qr(1+1) =Qr-q-
Die @ bilden also, abgesehen von der noch zu erorternden irregularen
SchluBquote fiir den Fall nicht ganzzahliger n = N -+ ¢, eine geome-
trische Reihe:
Qp g Qg .- Qg L QYT

Hier ist wie frither unter N die gréBte in » enthaltene ganze Zahl
verstanden. Bestimmt man nach (3) bzw. (2) zunichst
Q=R—Ki=K- Py, ()
so gibt die Formel
Q=0 ¢ " ‘ (6)

die Moglichkeit, die Tilgungsquoten unabhingig von einander durch
eine einfache Multiplikation von @, mit den der Tabelle der Aufzinsungs-
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faktoren zu entnehmenden ¢*~! zu berechnen. Damit ist eine Kolonne
des Tilgungsplans gewonnen. Der gesamte nach Zahlung der k-ten
Annuitit getilgte Schuldbetrag, der sog. Tilgungsfonds, ist
k—1
Te=Qi+ @+ + Q=00+t + -+ =0 T,
so dal wir erhalten
Ty = Q- sw1")- (0

Demnach wird der Schuldrest

Vi=K—Q, s- (8)

Die Formel (8) gibt die Moglichkeit, die Schuldreste unabhingig von-
einander mit Hilfe der Tabellen der sz zu berechnen. Zur Kontrolle
des damit ergdnzten Tilgungsplans dient (4). Die Zinsen V;_, - ¢ knnen
nun leicht unmittelbar berechnet und in den Tilgungsplan eingetragen
werden. Zur Kontrolle jeder Zeile desselben dient die Formel (3).

Der nach diesem Schema sich ergebende Schuldrest Vi, der kleiner
als R ausfillt, wird in der Praxis entweder sofort der N-ten Annuitat
zugeschlagen oder, zu R’ = ¢V y aufgezinst, am Schluf} des (¥ 4- 1)-ten
Jahres als irregulidre Schluiquote getilgt. Wie in § 6, Rentenrechnung,

. . . K
gezeigt wurde, liefert der Wert » = N ¢, der mittels az; = F aus

der Tabelle der a;; durch Interpolation gefunden wird, fir die am Schlufl
des (& +- 1)-ten Jahres zu zahlende irregulidre Schlufiquote den Betrag
R’ = tR; man erhilt also damit die Kontrolle

qVy =tR oder Vy=viR. (9)
11
1—ian] 1—;g %{_
1 K K
=g E—Ki aus der Tabelle der
857 durch Interpolation gefunden, so wiirde es sich um eine zur Zeit
N - ¢ zu zablende irregulire SchluBquote R’ handeln, die néherungs-
weise R’ & (R betriige; man erhilt also damit die Kontrolle
R tR
Fiir unser S.64 ' behandeltes Beispiel ergibt die Interpolation aus
aig] = 9,986648; an]= 10; a1z = 10,663123: =n = 13,0248564 Jahre; also
R’ =tR = 0,024854. 10000 = 248,64 M als SchluBrate nach 14 Jahren;

aus der Ta-

Wird dagegen n =N 4 ¢ mittels ¢" =

belle der ¢” oder mittels s,7=

1) Um die Schuld X in # Jahren zu amortisieren, konnte man auch gemif (2)
an den Glidubiger jahrlich nur die Zinsen Ki, dagegen den Betrag @, =K - P,
an eine verzinsliche Riicklage abfiihren. Diese wiirde in n Jahren auf den Betrag
K - Pyj- sy = K anwachsen, so daf damit die Schuld auf einmal getilgt’rv/verden
kann, In k Jahren wiirde die Riicklage den Bestand @, - sz] aufweisen, also eine
sofortige Tilgung in dieser Hohe ermdglichen. Das ist aber genau der in (7) fiir den
»»Tilgungsfonds* festgestellte Betrag.

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 5
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V1 = vtR = 238,97 M. — Die Interpolation aus ¢'3=1,665074; ¢ = 1,666667;
g'4 = 1,731676 liefert ¢ = 0,023920 = 9 Tage; die Schlufirate nach 13 Jahren
239,20
9 Tagen wire tR= 239,20 M; V,3 = T 0,04-0,083920 = 238,97 M. Dasselbe
ergibt sich bei der Interpolation der s].

Man mochte geneigt sein, die irreguldre Schlufzahlung dadurch zu
vermeiden, daf man von vornherein nicht die Annuitdt R, sondern die
Tilgungsdauer als ganze Zahl festsetzt. Man nimmt damit aber auch
bei runden Werten von K nach (2) sich ergebende unrunde Annuitéten-
werte R in Kauf, und die Aufstellung des Tilgungsplans erfordert um-
stindliche Multiplikatiorien. In der Praxis wéihlt man im allgemeinen fiir
die als Tilgungsfu B bezeichnete GroBe 100 P, einfache Prozentzahlen,
analog den ZinsfuBzahlen. Damit erzielt man nach (2) und () runde
Werte fiir R und Q,, so daB die @z bzw. T nach (6) bzw. (7) leicht mit
Hilfe der Tabellen berechnet werden kénnen?).

War urspriinglich eine bestimmte, durch eine ganze Zahl n ausge-
driickte Tilgungsdauer in Aussicht genommen, die dann im allgemeinen
mit einem unrunden TilgungsfuB 100 P, verkniipft sein wiirde, so wird
man praktisch in der Weise verfahren, dafl man zu dem nichstbenach-
barten runden Tilgungsfuf} iibergeht; damit nimmt man natiirlich eine
unrunde Tilgungsdauer in Kauf. Beispielsweise betrdgt bei einer mit
5% verzinslichen, in 10 Jahren zu amortisierenden Schuld der aus
Ji5| =1+ P35 zu entnehmende TilgungsfuB' 7,9505%. Wahlt man
statt dessen den runden TilgungsfuBl 100 P,; = 8%, so betrigt die
Tilgungsdauer = = 9,95 Jahre.

Um die Tilgungsdauer aus dem Tilgungsfull zu ermitteln,
kénnen wir, statt nach den schon erwihnten Interpolationsmethoden
zu verfahren, auch der logarithmischen Berechnung uns bedienen: Aus
- PANENE S S. folgt o =1-— i Pl

Jn| i+ Pn 14+ Pny i+ Pal’

mithin
. log (¢ + Pn]) —log Pn
- log ¢ )

Die Tabellen von Lorey-Beyrodt enthalten das nach dieser Formel

berechnete n fiir Zinsfifle 2, 3, 3'/,, ..., ™/, 8% und Tilgungsfiile

(11)

1) In dem Werk von H.Muray, Zinseszinsen-, Einlage-, Renten- und Amor-
tisationstabellen, 2. Aufl., Budapest 1910, sind Tilgungspline durchgerechnet fiir
ZinsfiBle 1Y/,, 15/, . . ., 22/,% und TilgungsfiiBe /,, 3/, ..., 1/,%.— Vgl.ferner
C. Hanig, Amortisationstabellen. Leipzig: Veit & Co. 1905. H.Ké6hler, Prak-
tischer Wegweiser bei Anfertigung von Schuldentilgungsplénen. Eilenburg:
C. W. Offenhauer. H. Liibben, Annuitidtentabellen fiir Kapitalien von 1M bis
1000000 M fiir 70 Jahre und fiir die Zinssitze von 3,5, 3,6 bis 4,5. Oldenburg:
G. Stalling. E. Pereire, Tables de I’ intérét composé, des annuitis et de I’amor-
tissement, 4. A., Paris 1896. E. Wulfetang, Tilgungstabellen (Annuitéitentil-
gungsplane). Osnabriick: J. G. Kiflling 1907.
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Yoo Y Yas 3gs 1, 114, 11/,, 13/,, 2, 3, ..., 7, 8%. Findet sich hiernach

fir die Tilgungsdauer eine unrunde Zahl n = N - ¢, soist nach N gleichen
t—

Annuititen R eine irregulére Restzahlung R’ = R - s;1= R - Q_Tl ~ Rt

vorzusehen, zahlbar zum Termin N - {. Hiernach ist der Schuldrest

- R .. . . .
vy = ﬁ;t— , mit dessen Abtragung wie oben besprochen verfahren wird.
log 0,1 —1og 0,06
In dem S. 64 behandelten Beispiel wird n = %BE— = 13,024 410

Jahre == 13 Jahre 9 Tage; die dann fillige irregulire SchluBirate R’ ==s7]- R

0,0 24410 ___
=71 10000 = 239,35 M. Also Ty — 1—(%9% — 239,11 M. (Nahe-

0,04
rungswert R’ = ¢R = 244,10 M.)
Eine graphische Darstellung der Formeln (6) und (3) zeigt, wie in
den ersten Jahren der Zinsendienst V;_ ¢ = R — @3 den groBten Teil
der konstanten Annuitét R beansprucht, wihrend in den letzten Jahren
der auf die Tilgung Qr = @,¢* ! entfal- o
lende Anteil von B immer schneller wichst. 74

Da R =K J; und @, = KP,, so erhal- ¢

ten wir fir einen zweiten Tilgungsplan, der 5_ ’

hoherem Zinssatz 7 und gleicher Tilgungs- 4 Wz
dauer » entspricht, eine groBere Annuitdt R, ;

aber ein kleineres ;. Die Kurve fiir ,

Qr = Q, - ¢" ! beginnt also unterhalb der- i
jenigen des ersten Tilgungsplans. Dagegen //
haben die fiir k¥ = » erhaltenen Endpunkte
die entgegengesetzte Lage zueinander. In
der Tat miissen die Differenzen zwischen
den Tilgungsquoten der beiden Pline ein-
mal das Vorzeichen wechseln, weil die Ge-
samtsumme der @ in jedem Falle den
Wert K ergeben muBl. Die beiden Kurven
schneiden sich also. Wihlen wir fiir die
beiden Tilgungspléne ¢ = 0,04 und ¢ = 0,05; 7
n =050, so ergibt sich der Schnittpunkt
fir k= 83,14. Bei der Darstellung auf
einfach-logarithmischem Papier (Abb. 10) werden die Kurven zu Ge-
raden gestreckt, so daBl die Bestimmung des Schnittpunkts genauer
ausfallt.

Als graphische Darstellung der Formel (8) fiir die Schuldreste
Vi=K—¢Q,- Sz ergibt sich in jedem Falle eine im Punkte (0, K)
beginnende und im Punkte (n, 0) endigende Kurve. Fiir alle zwischen 0
und n liegenden Werte von k ergeben sich bei héherem ZinsfuB groBere

Schuldreste, d. h. der Schuldner hat nicht nur eine héhere Annuitit zu
5*

A
/L

G R oo o

g 0 20 30 w0 K 5
Abb. 10.
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zahlen, sondern im Falle vorzeitiger Beendigung der Amortisation
auch den groBeren Schuldrest. Wie eine genauere Untersuchung zeigt,
ist der Unterschied der fiir zwei verschiedene Zinsfile geltenden Vi

(Abb. 11) etwa fiir dasjenige £ am grofiten, das dem
W Schnittpunkt der hbeiden @-Kurven entspricht.

X Tilgung mit Aufgeld.

In der Anleihepraxis spielt der Fall

#BNE% eine Rolle, dafl die einzelnen nach und
nach zur Tilgung gelangenden Teilschuld-

verschreibungen mit einem Aufgelde (Agio)

zuriickgezahlt werden, das einen gewissen

Prozentsatz 4 ihres Nennwertes ausmacht.

I N Fiir die gesamte auf K Mark lautende An-

0 w A& W W HK ke kommt also der Betrag § = K (14«)

Abb. 11. A Auf di
100 Au diese

wahre Schuldsumme & mufl also die Amortisation durch gleiche
n Jahre hindurch gezahlte Annuititen R abgestellt werden. Ist

¢ der auf die Nennbetrige der Schuldverschreibungen bezogene

Zinssatz, so fithren wir i = 1__1_ als Zinssatz in die dem Tilgungs-
+ o

plan zugrunde liegenden Formeln ein, wobei wir diese Tatsache
durch Verwendung deutscher Buchstaben q, v, az, Sz» 85 Bapr
7 T, By an Stelle von ¢, v, ay. T, 8 Py, @ T, Vi zum
Ausdruck bringen. Setzen wir
f=R-ap (1) R=8 3= ®G0+%) (2)
so ergibt sich offenbar ein Tilgungsplan, bei dem das Endziel, die Tilgung
von & = K (1 + &), erreicht wird, bei dem also alle Riickzahlungen £y
und die Tilgungsfonds ¥ das (1 - «)-fache der Nennbetriige Q¢ und 7%
ausmachen. Also ist auch der wahre Schuldrest Ry = {® — I das
(1 4 «)-fache des nominalen Schuldrestes Vi = K — 7%, und der dem
Tilgungsplan entsprechend zum Zinssatz 1 getédtigte Zinsendienst
B;_1-1=V3_1- ¢ bedeutet eine Verzinsung der nominellen Schuldreste
zum Nominalzinssatz 4, so dal dem Wortlaut der Anleihebedingungen
durch unsern Tilgungsplan durchweg Rechnung getragen wird.
Ist » gegeben, so berechnen wir zunichst R gemiB (2'), sodann
=R— Qi=R—Ki; D=9, q* L. Die wahren Schuldreste werden
Br = ® — Tk = & — 085 Wir vermerken im Tilgungsplan auch die

nominellen Riickzahlungsquoten Q= 1—%_% = 13_—1-“ cgb—l =@, %1,

wo @, = Rl—:_%{;, und die nominellen Schuldreste Vi = ﬁla (£ —0; %)

=K——Q1-§kj.

zur Rickzahlung, wo & =
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Beispiel: Eine mit 5% verzinsliche, auf K = 10000000 M lautende Anleihe,
deren Schuldverschreibungen mit einem Aufgeld von 4 = 20% zur Einlosung
gelangen, soll in # = 20 Jahren durch gleiche Annuitdten R getilgt werden. Wie
hoch stellen sich diese?

Losung: ® = K(1+ «) = 12000000 M. Wir haben i = T+L& = i‘g‘d = -21—4;
p == —li— = %; also R = &3Jz =12000000-0,07467178 = 896 061,40 M.
1+ 51
Stehen Tabellen der | fiir den Zinssatz i = 511, d. h. den ZinsfuBB 4%/;% nicht
zur Verfiigung, so rechnen wir R = & - Jn| = i fibn _ 500 22020 055%(,)7 38(7)6
— 896061,20 M. (25)

Handelt es sich bei den x- und (¢ + «)-Werten um Prozentséttze, die
in den Tabellen der g» als ZinsfiiBe vorkommen, so kann man q = (141i)*

(1(—1}~ _T. —Z)?) , b= (1—(}}:‘;—:)%; setzen und danach S = 1~_I—n—n und die
£ mit Hilfe von Tabellenwerten berechnen.

Am bequemsten gestaltet sich die Aufstellung des Tilgungsplans,
wenn auller gelaufigen Zahlen fiir + und « unter tunlichster Riicksicht-
nahme auf die gewiinschte Tiigungsdauer eine runde Annuitit R = &
(i + B, ) vorgeschrieben wird. da sich dann auch fir 2, = R — K1
eine fiir die Berechnung der $ = O - F 7! und der ¥ = § — L, - &,
bequeme Zahl ergeben wird. Das kommt im wesentlichen auf die Wahl
eines giinstigen wahren Tilgungzsatzes B, heraus. Fiir die Tilgungs-
dauer gilt dann die zu (11) analoge Formel

IOU(L+ Br1) —log EBn\ (11,)

log q
Findet sich hiernach fir die Tilgungsdauer eine unrunde Zahl n
= N 4 ¢, so ist theoretisch auﬁer N gleichen Annuitdten R eine irre-

gulére Restzahlung R = RY—" ~ Rt zur Zeit N -+ ¢ anzusetzen.

Tatséchlich dlent diese Bez1ehung zur Kontrolle des Schuldrestes:
R/

By = qt Nixie —|—1

besprochen verfihrt.

Beispiel: Eine mit 69 verzinsliche Anleihe von K = 1000000 M soll mit einem
Aufgeld von 209 zu einem wahren TilgungstuB von 19 amortisiert werden. Wie
gestaltet sich der Tilgungsplan?

o o + 0,06 .

Lésung: =K1+ «)=1200000M; i= Tia— 12 = 0,05;

R =R i+ Pr)=1200000- (0,054 0,01) = 72000 M;
01) —
_ 10g(0.06+ 0.01) —log 0,01 _ 1 6. 1001,05 — 36,724 Jahre.
log 1,05

Mit ¢t = 0,724 ergibt sich eine irregulire SchluBzahlung R’ = 51768 M nach

36 Jahren 8 Monaten 21 Tagen.

;» mit dessen Abtragung man praktisch wie friiher
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Tilgungsplan.
Nomineller : Til t
Jahreszins 1igungsquote Wahrer
Jahr k| Schuldrest .

¢ lek_lres Viq-t nominell Qi l wahr Qi Schuldrest By

1 1 000 000 60 000 10 000 12 000 1188000

2 990 000 59 400 10 500 12 600 1175 400

3 979 500 58 770 11025 13 230 1162 170
4 968 475 58 108,50 11 576,25 13 891,50 1148 278,50
) 956 898,75 | 57 413,93 12 155,06 14 586,07 1133 692 43

Der fiir die irreguldre Restzahlung maBgebliche Wert ¢ kann auch

. 1
in der Weise bestimmt werden, dall man N - ¢ mittels S| = ﬁ = g—
1

= Rf & 2us der Tabelle der 3, interpoliert. (In unserem Beispiel gibt das

t = 0,7189, so daBl R’ & 51760,80 M). — Gelegentlich erhebt sich die

Frage, wie grofl o« zu bemessen ist, wenn Zinsful}, Tilgungsdauer und
fi K1

_—-—__—U":]. nn,alsob”—l

Annuitidt gegeben sind. Nach (2') ist B =
1 7

1+1 T

i
§ 9. Tilgung von Anleihen.

Das in §8 beschriebene Verfahren der Schuldtilgung fithrt dem
Glaubiger jahrlich aufler der Zinssumme eine wachsende Riickzahlungs-
quote zu, dergestalt, daBl sein Guthaben sich mehr und mehr verringert
und am Schluf} gleich Null wird. Will er sein Kapital und seine Beziige
erhalten, so mull er die Riickzahlungsquoten zum gleichen Zinsful3
fortlaufend von neuem zinstragend anlegen. Das ist bei den unrunden
Quoten mit Schwierigkeiten verkniipft. Infolgedessen wird dies Til-
gungsverfahren zwar von Hypothekenbanken gepflegt, die sich in gré-
Berem Umfange der Kapitalbewirtschaftung widmen, ist aber bei pri-
vaten Geldgebern unbeliebt. Bei groferen Anleihen, die von Staaten
und anderen Gemeinwesen, von industriellen Unternehmungen usw.
aufgelegt werden, werden aus diesem Gesichtspunkt heraus Zinsendienst
und Tilgung den einzelnen Anleihezeichnern gegeniiber véllig voneinander
getrennt, wihrend generell der auf gleichen Annuititen beruhende
Tilgungsplan beibehalten wird. Die Anleihe ist in Teilschuldverschrei-
bungen (Obligationen) gestiickelt, die im allgemeinen auf 1000 M lauten.
Von diesen werden in jedem Jahr so viele Stiicke zum vollen Nennbetrage
zuriickgezahlt, daB der gesamte hierfir aufgewendete Betrag der
Tilgungsquote des betreffenden Jahres moglichst gleichkommt. Bei
den iibrigen, den sog. aufrechten Stiicken, werden nur die Zinsscheine
eingelést. Die Auswahl der zur Riickzahlung gelangenden Stiicke erfolgt
im allgemeinen durch das Los?).

1) Gelegentlich behilt sich auch der Schuldner das Recht vor, diese Stiicke

K . .
—35 b Hieraus v =
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Da die Riickzahlungsquote @ des mathematischen Tilgungsplans im
allgemeinen nicht ein ganzzahliges Vielfaches des Obligationen-Nenn-
betrages ausmachen wird, so werden in der Praxis der Anleihetilgung
Abweichungen von diesem Plan erforderlich sein, die an einem Beispiel
erliutert werden maogen.

Tilgungsplan einer Anleihe von 10000000 M, die mit 5% verzinst

und in 10 Jahren getilgt wird. Annuitit R=1295045,80 M.

1 2 3 4 ) 6 7 8
Fiir die Ti ) s
Jahr | Schuldrest | 7, Tilgungs- | Vertigns | e | O g | Zige de
k Vi quote @ [Sp. 4+(7+8)] | Stiicke |-—1000-Sp.6| schusses
1 10000000 500 000 795 045,80 | 795 045,80 795 45,80 2,29
2 19204954,20 | 460247,71 834798,09 | 834846,18 834 846,18 42,31
3 | 8370156,11 | 418507,81 876 537,99 | 877426,48 877 426,48 21,32
4 | 749361812 | 374 680,91 920 364,89 920 812,69 920 812,69 40,63
5 | 6573253,23 | 328662,66 966 383,14 | 967 236,46 967 236,46 11,82
6 | 5606870,09 | 280343,50 | 1014702,30 | 1014950,68 | 1014 950,58 47,53
7 1 4592167,79 | 229608,39 | 1065437,41 | 1066 435,62 | 1066 435,52 21,78
8 1| 3526730,38 | 176336,62 | 1118709,28 | 1119166,568 | 1119 166,58 8,33
9 | 2408021,10 | 120401,06 | 1174644,74 | 1174819,66 | 1174 819,65 40,98
10 | 1233376,36 61668,82 | 1233376,98 | 1234237,61 | 1234 237,61

Ist die Anleihe in Teilschuldverschreibungen vom Nennwert 1000 M
gestiickelt, so konnen aus der Riickzahlungsquote des ersten Jahres
795 Stiicke getilgt werden. Der Rest von 45,80 M (UberschuB) samt
Zinsen dient zur Verstirkung der Annuitét des zweiten Jahres, an dessen
SchluB 834 Stiicke ausgelost werden kénnen. Analog in den folgenden
Jahren. Dementsprechend ist der die Spalten 1, 2, 3, 4 umfassende
mathematische Tilgungsplan durch die Spalten 5, 6, 7, 8 zu ergénzen.

Da man nicht daran vorbeikommt, den idealen mathematischen
Tilgungsplan mit seinen gleichbleibenden Annuitéten abzuindern, wird
man geneigt sein, zur Vereinfachung der Rechnungen noch einen Schritt
weiter zu gehen. Wollte man einfach die Tilgungsquoten auf Vielfache
des Stiicknennwerts nach oben bzw. unten abrunden, so wiirde man
freilich nicht unerhebliche Abweichungen vom mathematischen Til-
gungsplan gewirtigen miissen. Es empfiehlt sich vielmehr, alle Schuld-
reste auf volle Vielfache des Schuldverschreibungsbetrages nach oben
abzurunden. In diesem Falle ist man, wenn wie in unserem Beispiel die
Teilschuldverschreibungen auf je 1000 M lauten, stets um weniger als
1000 M mit der Tilgung im Riickstand. Der Zinsendienst wirde stets
um weniger als 1000 ¢, hier 50 M, zu hoch ausfallen. Die Riickzahlungs-
quoten, die ja als Differenzen der Schuldreste erhalten werden, miissen
stets um weniger als 1000 M zu groB oder zu klein ausfallen, die gesamte

durch freihindigen Ankauf zu erwerben; er erspart dann bei einem unter pari
liegenden Anleihekurs einen Teil der Tilgungsquote. Von diesem Fall sehen wir ab.
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auf Zinsendienst und Tilgung entfallende Jahresaufwendung wird die
im mathematischen Tilgungsplan vorgesehene Annuitdt héchstens um
einen Betrag tibersteigen kénnen, der kleiner ist als 1000 - 1000 ¢,
hier 1050 M. Bei diesem Verfahren ergibt sich durch einfache, am mathe-
matischen Tilgungsplan leicht anzubringende Abénderungen der nach-
stehende Tilgungsplan:

Praktischer Tilgungsplan einer in Teilschuldverschreibungen

von 1000 M gestiickelten Anleihe von 10000000 M, die mit 5%
verzinst und in 10 Jahren getilgt wird.

Jahr Viy Zu Jahresauf-
aufrechte Vi tilgende Zinsen: 1000 wendung
k Stiicke Stiicke 11000
1 10000 9205 795 500,— 1295,—
2 9205 8371 834 460,25 1294,25
3 8371 7494 877 418,55 1295,66
4 7494 6574 920 374,70 1294,70
) 6574 5607 967 328,70 1295,70
6 5607 4593 1014 280,35 1294,35
7 4593 3527 1066 229,65 1295,66
8 3527 2409 1118 176,35 1294,35
9 2409 1234 1175 120,45 1295,46
10 1234 — 1234 61,70 1295,70

Die durchschnittliche Jahresaufwendung 1295070 M weicht von der
Annuitdt des mathematischen Tilgungsplans R = 1295045,80 M nur
geringfugig ab.

Bei Anleihen wird héufig das frither geschilderte Verfahren der
Riickzahlung mit Aufgeld o angewendet. Die Hoffnung auf baldige
Auslosung der erworbenen Teilschuldverschreibungen bietet einen be-
sonderen Anreiz zur Zeichnung auf derartige Anleihen, auch wenn ihre
Verzinsung etwas niedriger als marktiiblich angesetzt wird. Der prak-
tische Tilgungsplan wird aus dem mathematischen in analoger Weise
wie bei aufgeldlosen Anleihen gewonnen. Man hat die wahren Schuld-
reste Bz auf ganzzahlige Vielfache des fiir jedes Stiick einschliefllich Auf-
geld zu leistenden Riickzahlungsbetrages abzurunden, aus ihren Diffe-
renzen die Anzahl der in den einzelnen Jahren zu tilgenden Stiicke und

(3 .
iTa zu bestimmen.

Ein anderes Verfahren, Anleihen mit einem besonderen Anreiz fiir
das zur Zeichnung zu gewinnende Publikum auszustatten, ist in den
Primien- oder Lotterieanleihen verkorpert. Bei diesen bestehen
fir die als Lose bezeichneten, meist nur auf ziemlich niedrige Nennwerte
lautenden Stiicke nicht nur die jahrlichen Tilgungsziehungen, sondern
daneben besondere Gewinnziehungen, sei es, daf an ihnen jedesmal alle
Lose oder nur die noch nicht getilgten Stiicke teilnehmen. Derartige
Pramienanleihen sind auf mannigfach verschiedene Weise ausgestattet.

nach ihnen selbst den Zinsendienst zum Zinssatz { =
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Man hat insbesondere verzinsliche und unverzinsliche Losanleihen zu
unterscheiden. Bei letzteren werden jahrliche Zinsen nicht bezahlt,
aber die kleinsten Treffer (Nieten) mit von Jahr zu Jahr (etwa einfacher
Verzinsung entsprechend) wachsenden Betrigen eingesetzt?).

Wir beschrinken uns auf ein Beispiel fiir eine verzinsliche Primienanleihe mit
gleichbleibender Annuitét. Es handelt sich wie in dem S.71 und S.72 behandelten
Beispiel um einen Anleihebetrag K = 10000000 M, gestiickelt in Teilschuld-
verschreibungen von 1000M, zu tilgen in 10 Jahren. AuBer der 5%,igen Verzinsung,
die zusammen mit der Tilgung eine Annuitdt von durchschnittlich 1295045,80 M
erfordert, gollen jihrlich 30 Gewinne ausgelost werden. Diese sollen so bemessen
werden, daf die einer 69, igen Verzinsung entsprechende Tilgungsannuitét ausreicht,
um die Mehraufwendung fiir die Gewinne mitzudecken. Fiir ¢ = 0,06 finden wir
10000000 - J1g) = 1358679,60 M. Demnach stehen jahrlich 63633,80 M fiir die
Gewinnausschiittung zur Verfiigung. Der Tilgungsplan dieser Pramienanleihe wird
also durch eine einfache Abanderung des Plans S. 72 erhalten: Es ist eine Spalte
fiir die konstante, etwa auf 63 640 M abzurundende Gewinnausschiittung einzufiigen
und die Zahlen der letzten Spalte sind dementsprechend um 63,64 zu erhchen.

§ 10. Tilgung der Bausparkassen-Darlehen.

Bausparkassen sind Finanzierungsgesellschaften, die den Zweck
haben, kapitalschwachen Personen auf der Grundlage planméiBigen
Gemeinschaftssparens zu einem Tilgungsdarlehen zu verhelfen, das ihnen
den Bau oder Erwerb eines Eigenheims (bzw. die Ablésung einer auf
ihrem Hause lastenden Hypothek) erméoglicht. Den Anstofl zur Griin-
dung von Bausparkassen haben sowohl im letzten Jahrzehnt in Deutsch-
land wie frither in England und Amerika widrige wirtschaftliche Verhalt-
nisse gegeben: Schwierigkeiten der Beschaffung von Hypotheken-Dar-
lehen auf dem freien Kapitalmarkt, hohe Zinssitze. Diesen Schwierig-
keiten sucht man durch den Gedanken der genossenschaftlichen Selbst-
hilfe zu begegnen. Durch Anschlu8 an einen gréBeren Sparerkreis will
man frither zur Verfiigung iiber das fiir das Eigenheim erforderliche
Kapital gelangen, als dies durch isoliertes Sparen méglich ist. Uberdies
wird Zinslosigkeit oder doch méglichst niedrige Verzinsung der zu iiber-
nehmenden Schuldverpflichtung angestrebt; das soll dadurch erreicht
werden, daBB der Bausparer, solange er Gliubiger der Bausparkasse ist,
von ihr keine oder nur sehr méifige Zinsen erhalt?).

Um klarzustellen, wieweit die Ziele des Gemeinschaftssparens verwirklicht
werden konnen, nehmen wir das Beispiel einer Gruppe von vier Sparern, die in
der Lage sind, je 1000 M im Jahr zu eriibrigen, und sémtlich die Verfiigung iiber
ein Kapital von 4000 M erstreben. Offenbar kann aus der gemeinsamen Kasse,

1) Zinsersparendes Hinausschieben der Tilgung, wachsende Annuititen sind
typisch fiir unverzinsliche Lotterieanleihen. Bei den verzinslichen Pramienanleihen
sind die kleinsten Treffer konstant, ndmlich gleichbedeutend mit der Einlésung
der Stiicke zum Nennwert, '

2) Zur Technik des deutschen Bausparens vgl. A. Krahn und B. Kalten-
boeck, Das deutsche Bausparen, Berlin 1931.
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in die die vier Personen in jedem Jahr je 1000 M abfiihren, alljahrlicl. ine Zuteilung
in Héhe von 4000 M gemacht werden, etwa im Auslosungsverfahren. Drei der Bau-
sparer erhalten also das gewiinschte Kapital frither zur Verfiigung als bei isoliertem
Sparen, wobei freilich der Zeitgewinn sehr verschieden verteilt ist; dem letzten
aber hat der AnschluBl an die Spargemeinschaft iiberhaupt keinen zeitlichen
Gewinn gebracht. Werden Zinsen nicht verrechnet, so wirkt sich das ebenfalls fiir
die vier Bausparer sehr verschieden aus: Von dem mit Zinsen rechnenden Kapital-
markt aus gesehen gewinnen die beiden ersten Bausparer, die beiden letzten
verlieren. Der hier beschriebene Fall des sog. geschlossenen Sparerkreises
kann also nicht als eine befriedigende Losung der den Bausparkassen zufallenden
Aufgabe angesehen werden.

Anders, wenn Sparergruppen, die sich zu verschiedener Zeit gebildet haben,
fortlaufend verbunden werden. Wir wollen dabei gleich den Fall ins Auge
fassen, dafl die Tilgungsbetrage groBer angesetzt werden als die Sparbetrige. So
wird es tatsdchlich in der Praxis gehandhabt, weil der Bausparer vor Empfang des
Tilgungsdarlehens noch Miete (bzw. Hypothekenzins) aufzubringen hat, was nach
Bau oder Kauf des Eigenheims (bzw. Riickzahlung der zu verzinsenden Hypothek)
wegfallt. Bleiben wir bei dem Beispiel der Vierergruppen und nehmen die Spar-
betrige § = 1000 M, die Tilgungsbetrage 7', soweit tunlich, gleich 2000 M, so
erhalten wir folgendes Schema:

Jahr [1. Gruppe2. Gruppe3. Grupped. Gruppe5. Grruppe16. Gruppe, %&fﬁ;‘ Saldo
1;1111 1 .
252111 1111 9 1
3;1221 11111111 3 3
42 1 2211 11111111 4 9
5; i1 2211 111111111 4 9
65 P Y I

Vom 5. Jahr ab tritt eine stationire Entwicklung ein, sofern der jihrliche
Zugang an Bausparern auf derselben Ho6he bleibt: Von jeder Gruppe erhalten
dabei stets zwei schon nach 2 Jahren, die beiden anderen nach 3 Jahren die Zu-
teilung von 4000 M. Demnach gelangen alle frither zur Verfiigung iiber ihr Bau-
kapital als bei isoliertem Sparen.

Man kann die Aufgabe der Bausparkasse noch giinstiger und in gewissem Sinne
gerechter 16sen, wenn man nach dem 3. Jahr einmalig 1000 M vom freien
Kapitalmarkt verzinslich aufnimmt (sieche das nichste Schema).
Die Entwicklung geht jetzt vom 4. Jahr ab stationir, sofern der jahrliche Zugang
von Bausparern auf der gleichen Héhe bleibt. Von jeder Gruppe erhalten dabei
stets drei schon nach 2 Jahren, der letzte nach 3 Jahren die Zuteilung. Die ersten
drei haben sich ein Jahr hindurch in den Zinsendienst fiir die auf dem freien
Kapitalmarkt aufgenommenen 1000 M zu teilen, so daB ein gerechter Ausgleich
gegeniiber dem spéter zur Zuteilung gelangenden 4. Bausparer geschaffen ist.
Ahnlich verfahrt man, wenn mehr als 4 Personen je zu einer Jahresgruppe ver-
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Jahr |1. Gruppe!2. Gruppe"3. Gruppe‘él. Gruppe|d. Gruppe|Zuteilung| Saldo
|

1 1}9 1111 J 1 o

9 g 2111 1111[ 9 1

3g 1221 11111111 4 4

45 12221%1111 1111 4 1

5; 1‘2221 1111|1111 4 1

einigt werden. Stets konnen alle Gruppenmitglieder, abgesehen etwa von einem,
bereits nach der Halfte der Zeit, die sie bei isoliertem Sparen benétigen wiirden,
die Zuteilung erhalten, sofern noch einmalig eine Summe von der Hohe des Spar-
betrages verzinslich auf dem freien Kapitalmarkt aufgenommen wird. Der auf
den einzelnen entfallende Zinsendienst ermaBigt sich, relativ genommen, bei wach-
sender Gruppenmitgliederzahl. Wie man sich leicht iiberzeugt, ergibt sich bei der
Gruppenmitgliederzahl 8 vom 7. Jahr ab der stationire Zustand, da8 zwei tilgende
und vier sparende Gruppen jahrlich eine Zuteilung von 8 Tilgungsdarlehen ermég-
lichen, ohne dafl Leihgeld vom freien Kapitalmarkt aufzunehmen ist; alle Sparer
gelangen dann nach 4 Jahren zur Zuteilung, also nach der Hilfte der Zeit, in der
sie bei isoliertem Sparen zu einem Kapital von 8000 M kommen wiirden,

Die englischen Bausparkassen nehmen, um allgemein einen Ausgleich
und eine méBige Abkiirzung der Wartezeit zu ermdglichen, auch von Per-
sonen, die nicht auf Zuteilung eines Tilgungsdarlehens rechnen, Spar-
einlagen herein, die marktma@Big verzinst werden, und arbeiten nach
dem Listen- und Abrufsystem, das im wesentlichen dem hier geschilderten
Verfahren entsprechen diirfte und von vornherein eine ziemlich genaue
Angabe der bis zur Zuteilung verstreichenden Wartezeit ermoglicht.
Bei den deutschen Bausparkassen sind zahlreiche verschiedene, hier
nicht ndher zu erérternde Zuteilungsverfahren eingefithrt. Neben der
nach Gruppen gegliederten Auslosung entscheiden tiber die Zuteilung
meistens gewisse Schliisselzahlen, die aus den tiber die tarifmifigen
Sparraten hinaus geleisteten Sonderzahlungen ermittelt werden. Auf
diese Weise wird zum Wettsparen angereizt. Im allgemeinen ist bei
AbschluB8 des Sparvertrages der Zeitpunkt der Zuteilung bei diesen
Methoden einigermafien ungewi, was sicher als Nachteil angesehen
werden muB.

Bei allen Bausparvertragen erscheint die Durchfiihrung des Raten-
zahlungsplans fir den Fall des Ablebens des Bausparers gefihrdet, da
die als Erben in Frage kommenden Personen oft nicht in der Lage oder
nicht willens sind, den von ihm ibernommenen Verpflichtungen nach-
zukommen. Das wiirde besonders bedenkliche Folgen nach sich ziehen,
wenn der Tod in der Tilgungszeit eintritt. Es liegt daher nahe, den Bau-
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sparvertrag mit einer Lebensversicherung zu verbinden. In Deutschland
lagen gewisse Erfahrungen mit anderen Versuchen vor, die Forderung
des Wohnungsbaus mit dem Lebensversicherungsgeschift zu ver-
kniipfen. Bei den Baulebensversicherungen hatte man Vertrige
zwischen den Versicherungsgesellschaften und Baugenossenschaften im
Auge, bei denen die Mitglieder der letzteren je nach der Hohe des ge-
wiinschten Baudarlehens Versicherungen abzuschlieBen hatten, wogegen
die Versicherungsgesellschaften Policendarlehen in Hohe der jeweiligen
Primienreserven gewiahren wollten. Diese Baulebensversicherungen, bei
denen die Riickzahlung des Baudarlehens aus der Versicherungssumme
gedeckt wird, haben sich nicht eingebiirgert. Es ergeben sich verhéltnis-
méaBige hohe Primiensitze, die nicht der dem Bausparer erwiinschten
fortlaufenden Tilgung zugute kommen. Die deutschen Bausparkassen
bevorzugen daher den Abschlul von Lebensversicherungsvertrigen, die
nur auf die jeweilige Restschuld des Bausparers abgestellt sind, und
behalten als Regelfall die fortlaufende Tilgung bei.

Wir behandeln als Beispiel das Tilgungsverfahren der grofiten deutschen
Bausparkasse (Gemeinschaft der Freunde Wiistenrot). Nach der Zuteilung betragt
hier die regelméfBige Jahresleistung des Bausparers 69, der Bausparsumme. Fiir
den mit der Zuteilung beginnenden Versicherungsschutz hat er einen gleichblei-
benden Zuschlag zu leisten, der sich nach dem Alter bei Versicherungsbeginn richtet:
bis einschlieBlich 39 Jahre 0,29, der Bausparsumme, von 40—49 Jahren 0,39,
von 50—54 Jahren 0,49, von 55—60 Jahren 0,69, derselben. (Hat der Bausparer
bei der Zuteilung das 60. Lebensjahr iiberschritten, so bleibt seine Versicherung
besonderer Vereinbarung vorbehalten.) In der gesamten Jahresleistung sind
enthalten:

1. Der Darlehenszins mit 59, des jeweiligen Schuldrestes.

2. Der Ausgleichszins mit 19, desselben; er fillt weg, sobald die Restsschuld
nur noch 309, der Bausparsumme betrigt oder sobald in seiner Gruppe keine
wartenden Bausparer mehr vorhanden sind.

3. Die Lebensversicherungsprdmie einschlieBlich Versicherungssteuer., Die
Pflichtversicherungssumme betrigt die Halfte der am Beginn des Jahres beste-
henden Restschuld, auf volle 100 M nach unten abgerundet, und fillt weg, wenn
der Schuldrest zu Beginn des Jahres weniger als 1000 M betragt.

4. Der Verwaltungskostenbeitrag von 0,29, der Bausparsumme.
5, Der Tilgungsbetrag in Hobe des verbleibenden Restes.

Die Hohe des durch eine erststellige Hypothek zu sichernden Tilgungsdarlehens
errechnet sich als Unterschied der Bausparsumme und des bis zur Zuteilung er-
reichten Sparguthabens, das eine Vergiitung von 49, Zinsen auf die bis dahin
gezahlten Sparraten umfaBt, aber um Werbe- und Verwaltungskostenbeitrag
gekiirzt wird.

Fiir einen Bausparer, der auf eine Bausparsumme von 20000 M bei der Zu-
teilung ein Sparguthaben von 6000 M netto besitzt und 30 Jahre alt ist, errechnet
sich, einem Tilgungsdarlehen von 14000 M. entsprechend, eine Jahresleistung von
1240 M. Berechnen wir die jahrliche Versicherungsprimie nach dem Sondertarif
der Versicherungsgesellschaft -- 29/, Versicherungssteuer, so erhalten wir folgenden
Tilgungsplan:
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Tilgungsplan fiir ein Bausparkassen-Darlehen.

@ Ver- o, b \DE @
a0 = | Schuldrest | ! 5% Dar- | 1% Aus-| 28¢5 LWL |,
5 —:‘; 2 |am Jahres- | 5ihe-| Jehens. | gleichs- é ?,,“’53_ EE%E Ti)lg,;l ngs-
I anfang | TUBSS ging zins | SE2E | TEE3 ourag
& summe s E2
1 30 | 14000 7000 | 700 140 48,00 40 312,00
2 31| 13688,00 | 6800 | 684,40 136,90 | 46,60 40 332,10
3 | 82 13355,90 | 6600 | 667,40 133,60 45,25 40 353,35
4 | 33| 13002,565 | 6500 | 650,10 130,00 44,55 40 375,35
5 | 34| 12627,20 | 6300 | 631,35 126,30 43,20 40 399,15
6 | 35| 12228,05 | 6100 | 611,40 122,30 41,80 40 424,50
11 803,55 Sonderlelstun 5000,00
7 36 | 6803,50 | 3400 | 340,2 68,06 23,75 40 768,00
8 | 37| 603565 | 3000 | 301, 80 60,35 21,65 40 816,20
5219,35 Sonderleistung 3000,00
9 38 | 2219,35 | 1100 | 111,00 — 8,20 40 1080,80
10 | 39| 113855 | 500 56,90 ‘ — 3,85 40 1138,565

Die Summe der in den letzten fiinf Spalten ausgewiesenen Betrage ergibt
in jeder Zeile (auBer der letzten) 1240 M.

§ 11. Abschreibungen.

Abschreibungen auf Anlagevermdgen (Gebdude, Maschinen, sonstige
Betriebsmittel) sollen der Wertminderung Rechnung tragen, deren Fest-
stellung einerseits fiir die korrekte Darstellung der Aktiva und
Passiva eines Betriebes im JahresabschluB, andererseits fir kalku-
latorische Zwecke, also fiir die Selbstkostenermittlung und die der
Erfolgsrechnung dienende Bilanz erforderlich ist. Praktisch wird
die Bemessung der Abschreibungen nicht allein durch die Beurteilung
der Wertminderung vom Ingenieurstandpunkt bestimmt, sondern auch
durch allgemeine wirtschaftliche Erwigungen und betriebspolitische
Gesichtspunkte — Erhaltung der Substanz oder Sicherstellung der
Wiederbeschaffungskosten, Schaffung stiller Reserven zur Steigerung
der Wettbewerbsfihigkeit und zum Schutz gegen unvorhergesehene
Vermogensverluste durch Ausfall von Forderungen, absinkende Kon-
junktur, vorzeitiges Veralten usw. Aus diesem Zusammenspiel ver-
schiedener Gesichtspunkte ergibt sich die Vielfdltigkeit der itblichen
Abschreibungsmethoden.

Wenn gefordert wird, daB als Ausgangswert der Abschrei-
bungen der jeweilige Wiederbeschaffungswert, der Tagesan-
schaffungswert angesetzt werden soll — eine Forderung, die im allge-
meinen nur im Falle steigender Wiederbeschaffungskosten erhoben wird
— so hat dieses Postulat betriebspolitischen Sinn: Erhaltung der Unter-
nehmung im Sinne der Sicherung des Produktionsumfangs. Die Er-
fullung dieser Forderung fiihrt vielfach zu schwankenden Abschreibungs-
quoten und beeintréichtigt in gewissem Grade die stationére Entwicklung
der Kalkulationsgrundlagen. Gegeniiber der Steuerverwaltung wird bei
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diesem Verfahren eine Trennung der Abschreibungsquoten in einen der
technischen und wirtschaftlichen Entwertung entsprechenden Bestand-
teil und eine der Verteuerung der Wiederbeschaffung entsprechende
Kostenriicklage erforderlich. Die letztere, die von der Unsicherheit der
kiinftigen Wiederbeschaffung und deren Kostenhshe abhingig ist, wird
als zu versteuernde Gewinnriicklage betrachtet.

Folgerichtiger erscheint es, als Ausgangswert der Abschreibungen
den Urwert, d.h. den urspriinglichen Beschaffungswert 4 zu
benutzen. Dann gestaltet sich auch, da 4 eine konstante GroSe, die
Bemessung der jahrlichen Abschreibungsquoten rechnerisch iibersicht-
licher. Der nach Absetzung der aufgelaufenen Abschreibungen ver-
bleibende Wert des Objekts ist der sog. Buchwert.

In manchen Féllen kommt fiir die Bemessung der Abschreibungen
die Ermittlung des aus dem Objekt noch zu erwartenden kiinftigen
Ertrages in Frage, z. B. bei Zinshdusern. Der Ertragswert umfaf3t
also neben den Gestehungskosten auch den aus dem Objekt heraus-
zuholenden Gewinn. Der gerichtliche Schétzungswert oder gemeine
Wert von Geb&duden beispielsweise wird festgesetzt als Mittelwert aus
dem Ertragswert und Boden- und Bauwert, d. h. dem Urwert abziiglich
der dem Alter des Baues entsprechenden Abnutzung. Das Verfahren,
das die Abschreibungen nach dem Ertragswert oder dem gemeinen Wert
bemilt, leidet an der Unsicherheit sowohl der Schétzung der restlichen
Lebensdauer als der der kiinftigen Jahresertrage.

In allen Fallen erfordert die Aufstellung des Abschreibungsplans
zunichst die Veranschlagung der Lebensdauer n des Vermégens-
objekts und des etwaigen Endwerts (Abbruchswerts usw.). Erstere
ist bei rein technischen Abschreibungen der zu schitzende Zeitraum
der Gebrauchsfahigkeit, die natiirliche Benutzungsdauer. Der Betriebs-
politiker dagegen will einen in sicherer Aussicht stehenden Vermdgens-
verlust, dessen Zeitpunkt immerhin ungewil} ist, moglichst schnell er-
wirtschaften; er setzt demgemifB im Hinblick auf eine vorsichtig zu
haltende Selbstkosten- und Erfolgskalkulation die Lebensdauer niedriger
an: kaufméannische Abschreibung. Bei diesem Verfahren muf} natiirlich
in besonderen Fillen, z. B. Vermdgensauseinandersetzungen mit aus-
scheidenden Gesellschaftern eines TUnternehmens, eine KXorrektur
eintreten.

Wir haben zu unterscheiden:

a) Ordentliche Abschreibungen, die dem regulidren durch das
betreffende Objekt geleisteten Betriebsaufwand entsprechen, demgemif
in den Selbstkosten der Unternehmung zu figurieren haben und als
solche fiir die Festsetzung der Erzeugnispreise mitbestimmend sind.
Dahin gehéren: konstante Stillstandsabschreibungen, entsprechend der
allméhlichen Brauchbarkeitsminderung durch atmosphérische Einfliisse ;
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Nutzungsabschreibungen, abhéngend von Benutzungsdauer und -inten-
sitat (Beschiftigungsgrad); Erschopfungsabschreibungen, entsprechend
einer Verminderung der anstehenden Masse (Kohle, Torf, Erz usw.),
proportional der geférderten Menge.

b) AuBerordentliche Abschreibungen, die nicht als Bestand-
teil der Selbstkosten auf die Erzeugnisse umgelegt werden kénnen,
sondern unmittelbar aus dem Gesamtertrag des Unternehmens zu
decken sind. Dahin gehéren auBerordentliche Verluste am Anlage-
vermogen (Betriebsunfille, Elementarereignisse), Verluste an Guthaben
und Forderungen, Konjunkturabschreibungen, bedingt durch vorzeitiges
Veralten von Produktionsmitteln, Preisriickgang usw.

Abschreibungspliine.
1. Gleichbleibende Abschreibungen.

Die jiahrlichen Abschreibungen D mogen in konstanten Bruchteilen
des Unterschieds zwischen urspriinglichem Anschaffungswert 4 und
Altmaterialwert W erfolgen. Ist n die angenommene Gesamtlebensdauer
des Objekts, k& die bei einem bestimmten Bilanztermin seit der Be-

schaffung verstrichene Anzahl von Jahren, so ist D = A_—;V_V’ und

der jeweilige Buchwert

Bk=(A—W)<1—%>+W. (12)
Der auf den Urwert bezogene Prozentsatz der Abschreibung ist
d = % . %E -100; also d ~ ﬂno’ wenn der Altmaterialwert hierbei,

der Praxis entsprechend, vernachlissigt wird.
Beispiel: 4 = 1100; W = 100; » = 10.

Konstante jahrliche Abschreibung D = —————1100 10 100 = 100.
Buchwert zu | Abschreibun

Jabr | Beginn des am Ende £l In P]rgoze}tll tent

Jahres des Jahres | 'om buchwer
1 1100 100 9,1
2 1000 100 10,0
3 900 100 11,1
4 800 100 12,5
b 700 100 14,3
6 600 100 16,7
7 500 - 100 20,0
8 400 100 25,0
9 300 100 33,3
10 200 100 50,0

Bezogen auf den jeweiligen Buchwert verhalten sich die Abschrei-
bungen progressiv. — Dies weitverbreitete Verfahren der gleichbleiben-
den Jahresabschreibungen trigt nicht der Tatsache Rechnung, da$ die
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Abnutzung des Vermogensobjektes in den einzelnen Jahren sehr ver-
schieden ausfallt, je nach dem Beschiftigungsgrad des gesamten Unter-
nehmens, der besonderen Inanspruchnahme der betreffenden Maschine
usw. Doch erscheinen derartige konstante Abschreibungen berechtigt,
wenn es sich um einen gréeren Betrieb handelt, in dem die Erneuerungen
ebenfalls in annihernd konstantem Umfange laufend erfolgen, so da@
der Gesamtwert des Anlagevermdgens erhalten bleibt.

Wenn mit konstanten Abschreibungen von betriebspolitischen
Gesichtspunkten aus die gleichméBige Verteilung des in Aussicht ste-
henden Vermdégensverlustes auf die Lebensdauer #» des Objektes im
Sinne einer gleichmiBigen Amortisation bezweckt wird, so ist es ange-
messen, die dem Ersatzbeschaffungsfonds zuzufithrenden Jahresquoten
mit Zinseszinsen zu verrechnen. Man hat dann 4 — W = Ds,yi, also

D = (4 — W) Py, (13)

Beispielsweise berechnete die preuBlische Eisenbahnverwaltung die Amorti-
sation der Eisenbahnschienen, Lebensdauer n = 27, p = 3,59,, nach der Formel

0,035
D =L(35b-0—31-w) 10357 s
hierin bedeutet L die gesamte Schienenlinge in km, o die Anschaffungskosten,
@ den Altmetallerlés fiir 1000 kg Schienen; 1 m Schienen wiegt neu 35,5 kg,
alt 31 kg.

Die Abschreibungsquoten ergeben sich bei diesem Verfahren natur-
gemiB niedriger als bei der die Verzinsung nicht beriicksichtigenden
gleichméfBigen Abschreibung; beispielsweise fir 4 = 1100, W = 100,
n =10, p = 4% : D = 83,29. — MuB Kreditkapital amortisiert werden,
so mufl 4 mit dem Barwert der simtlichen Abschreibungsquoten und
des Restwerts W iibereinstimmen: 4 = D - az; 4 W - v».  Also ergibt

Bei Vernachléssigung des Altmaterialwerts: D = AJy;. Die Ab-
schreibungsquoten ergeben sich bei diesem Verfahren naturgemi8 gréfler
als bei der die Zinsen nicht beriicksichtigenden gleichmaBigen Ab-
schreibung; fir das behandelte Beispiel: D = 127,30.

2. Degressive Abschreibungen.

Das betriebspolitische Ziel, den in Aussicht stehenden Vermogens-
verlust méglichst rasch zu erwirtschaften, fithrt dazu, den Abschreibungs-
plan degressiv zu gestalten. Der mathematisch einfachste Plan ergibt
sich, wenn jahrlich der gleiche Prozentsatz d vom jeweiligen Buchwert
abgeschrieben wird (Saldoabschreibung). Der Buchwert nach % Jahren

ist dann

d)k, und W—_~A<1 i)" (15)

Bk=A<1—m —
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. d .
der Restwert. Der Abschreibungssatz 155, der den Urwert 4 in n Jahren

"
auf den Altmaterialwert W reduziert, ist % =1 V% Fiir den

Altmaterialwert 0 wiirde das d = 100% ergeben. Das Objekt miifite
schon nach einem Jahr vollstindig abgeschrieben werden?).
Beispiel: 4 = 1000; d = 109%; n = 10.

Abschreibun
J Buchwert Abschreibung | am Ende de%
ahr zu Beginn bsol Jahres in P
des Jahres absolut ahres in Proz.
des Urwerts
1 1000 - 100 10,0
2 900 90 9,0
3 810 81 8,1
4 729 72,90 7,29
5] 656,10 65,61 6,566
6 590,49 59,06 5,91
7 531,44 53,14 5,31
8 478,30 47,83 4,78
9 430,47 43,05 4,31
10 387,42 38,74 3,87

Summa 651,32, d. h. 65,139, des Urwerts.

Der Abschreibungsplan wiirde also einen Altmaterialwert von etwa 359, des
Urwerts voraussetzen.

Der Restwert Null wiirde bei einem beliebigen von 100% verschie-
denen Abschreibungsprozentsatz vom jeweiligen Buchwert streng tiber-
haupt nie erreicht werden. Der Wertverlauf folgt eben dem Expo-
nentialgesetz mit negativ wachsendem Exponenten; das graphische
Bild ist eine Kurve, die bei wachsendem % der Nullinie unbegrenzt
nahekommt, ohne sie je zu erreichen. (Vgl. Zinseszinsdiskontierung.)

Der besprochene Abschreibungsplan hat die Eigenschaft, daB er die
ersten Jahre der Lebensdauer des Vermogensobjekts erheblich stiarker
belastet als die letzten. Man muB schon etwa den Abschreibungs-
prozentsatz d = 20% vom jeweiligen Buchwert wéihlen und demgemif}
die ersten drei Jahre mit der halben Gesamtabschreibung belasten,
wenn das Objekt nach 10 Jahren bis auf 10% des Urwertes abgeschrieben
sein soll. Derartige Uberabschreibungen der ersten Jahre entsprechen
auch bei Maschinenanlagen wohl kaum der Wertminderung durch
Abnutzung, sind aber hier nicht ungebrduchlich: Der VerduBerungs-

1) Dieser Folgerung sucht man bisweilen durch eine abwegige Fiktion zu ent-
gehen: dafB als Altwert eine sog. Erinnerungsmark einzufiihren sei; damit hitte
d

n
man a5 = 1 —]/% Fiir 4 = 1000, » = 10 wiirde das etwa d = 509, ergeben.
Aber statt den unbedeutenden Restwert durch ”I(% des Urwerts‘‘ zu reprisen-

tieren, konnte man irgendeinen anderen sehr kleinen Bruch dafiir setzen und wiirde
dann, wieder fiir n = 10, zu einem ganz anderen Prozentsatz d gelangen,

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 6
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wert einer Maschine fillt in den ersten Jahren nach Inbetriebnahme
schnell; steuerlich kann z. B. im ersten Betriebsjahre bis zu 20% des
Urwerts iiber die normale Abschreibung hinausgegangen werden. Die
dem reinen Exponentialgesetz entsprechenden degressiven Abschrei-
bungen antizipieren in erheblichem Umfange die Selbstkosten kiinftiger
Betriebsjahre. — Das gilt auch fiir den modifizierten Abschreibungsplan,
der auf die Amortisation der Differenz von Urwert und Restwert ab-
gestellt ist. Der jeweilige Buchwert wird hier mit

- k

Bkz(A—W)(l——%)-{—W (15')
angesetzt; er strebt mit wachsendem % asymptotisch dem Altmaterial-
wert W zu, ohne zur genauen Ubereinstimmung mit ihm zu gelangen.

Die Berechnung der dem Exponentialgesetz folgenden Abschreibungs-
1

P \k
1+ 56
durchgefiihrt werden. Man priift demgeméiB, ob die Gleichung 1 _ —1%

=1 einen in den Tabellen enthaltenen ZinsfuBl p ergibt:

1+ 700
P d d 1

__ad - . , 10 gn. @ 1
100 = 100 —a" Beispielsweise erhdlt man p = 10% fiir 100 = 1i°

Manchmal identifiziert man zweckmafBig 1 — 7pg it einem passen-

pline kann oft einfach mit Hilfe der Tabellen der o* =

den %2, oder »3 usw.

Die gewohnlichen Exponentialpline lassen sich den tatsichlichen
Gegebenheiten nur schlecht anpassen. Zu einem mehr befriedigenden
Gesetz degressiver Abschreibungen gelangt man nach dem Vorschlag
von C.M. Lewin!) durch Mittelwertbilden zwischen denjenigen Werten,
die nach den beiden Verfahren: gléichmiBiger Abschreibungen vom
Urwert und solcher vom jeweiligen Buchwert, erhalten werden. Wihlt
man fiir beide den gleichen Prozentsatz d, so wird

A d d \*
Bi=% [1 ey (1 100) ] (16)
Beispiel: (Abb. 12) 4 = 1000, d = 109%,.
Buchwert | Abschreibung Buchwert | Abschreibung
Jahr | zu Beginn am Ende Jahr | zu Beginn am Ende
des Jahres | des Jahres des Jahres | des Jahres
1 1000 100 8 389,15 73,91
2 900 95 9 315,24 71,53
3 805 90,50 10 243,71 69,37
4 714,50 86,45 11 174,34 67,43
5 628,05 82,80 12 106,91 65,69
6 545,25 79,563 13 41,22 —
7 465,72 76,57

1) Verhandlungen des Vereins zur Forderung des GewerbefleiBes 1908, S. 145.
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Der Abschreibungsprozentsatz d, der bei diesem Verfahren erforder-
lich ist, um den Wert des Objekts in einer vorgeschriebenen Zahl n

von Jahren auf Null zu reduzieren, kann aus der Gleichung 1 — %n
+ (1 — l%l—o)n= 0 durch Probieren und Interpolieren ermittelt werden
(man nehme einige Probewerte -16%, die etwas grofer als %sind)l).Der-

d .
selbe Wert fir 100 wiirde zu wéhlen sein, wenn der Buchwert nach der

Formel

— k
B=22Y 1—%k+(1-—{é—0)}+w (16)
in » Jahren sich von 4 auf W reduzieren soll. Da diese Rechnungen
etwas umstandlich sind, hat sich das Lewinsche Verfahren in der Praxis
nicht eingebiirgert.

Um den Zweck des Lewinschen Verfahrens, die Milderung der De-
gression im Vergleich zum gewdhnlichen Exponentialplan und die Er-
moglichung exakter Anpassung an den Altmaterialwert 0, zu erreichen,
bringen wir folgenden Abschreibungsplan in Vorschlag, der an gewisse
in der Praxis gebrduchlich ge-

wordene AuskunftmaBnahmen?) 7200 \
ankniipft: Fiir den Fall, dal der
Altmaterialwert W = 0, setzen R\
wir N
600 AOR
4y NN
Bk_2A(1—1—O—O)-—A, (17) . SRR
wobei 13—0 aus der Bedingung NN st
/ d \n 1 . ird 200 4 /‘Ub; 2 \\LBW/[
(1 —m) =5 bestimmt wird: ”””’T"”/’,‘lg/ﬁl\ AN
d 1 I P N
m:l——]/?- Also 07 23 ¥ 6 6 7 8 8§ W0 #H 12kis
ik , Abb. 12. Verschiedene Abschreibungspléne.
Bi— (2w —1). a7)

Wir nehmen also einen dem doppelten Objektwert 24 entsprechenden
gewohnlichen Exponentialplan, der auf den Restwert A fiihrt, und
bringen von dem damit erhaltenen jeweiligen Buchwert durchweg die
Konstante 4 in Abzug.

1) Uber die Auflésung trinomischer Gleichungen vgl. C. F. GauB, Beitrige zur
Theorie der algebraischen Gleichungen, 1850; Werke ITI S. 85ff. — S. Gundel-
finger, Tafeln zur Berechnung der reellen Wurzeln simtlicher trinomischer Glei-
chungen, Leipzig 1897.

?) Einbeziehung sich nicht entwertender Vermogensobjekte in den Ausgangs-
wert der Abschreibung; vgl. E. Schmalenbach, Dynamische Bilanz, 5. Aufl.,
1931, 8. 1451,

6%
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Beispiel (Abb.12): 4 = 1000; W = 0; n = 10.

10—

Es ergibt sich i(é_o —1— V% —=1-—0,93304 = 0,06696. Der auf 2 4 = 2000

anzuwendende Abschreibungssatz ist rund 62/;9; vom jeweiligen Buchwert,
ergibt also eine als miBig zu bezeichnende Degression.

Buchwert zu Beginn des Jahres | Abschreibung

Jahr | des doppelten des geg. am Ende

Objekts Objekts des Jahres
1 2000 1000 133,92
2 1866,08 866,08 124,96
3 1741,12 741,12 i 116,62
4 1624,50 624,60 108,76
5 1515,74 515,74 101,50
6 1414,24 414,24 94,94
7 1319,30 319,30 88,16
8 1231,14 231,14 82,42
9 1148,72 148,72 76,92
10 1071,80 71,80 71,80

Das Verfahren ist dhnlich einfach zu handhaben wie die in kauf-
ménnischen Kreisen beliebte gewohnliche geometrisch-degressive Ab-
schreibung. Es besitzt auch den von Schmalenbach?) dieser letzteren
nachgerithmten Vorzug, dafl es bei Beriicksichtigung der durch Erneu-
erungskosten kommenden Zuginge Fehlgriffe in der Wahl des Abschrei-
bungsgesetzes automatisch ausgleicht. — Statt des doppelten Ausgangs-

3 4 :
werts kann man auch 5- oder 5 usw. desselben dem Exponentialgesetz

zugrundelegen und erhélt dann statt (17°) als jeweiligen Buchwert:
3 3 :
Bi= (3w —1) baw. Be=2(¢7%—1) usw. Will man in
n Jahren bis auf einen Altmaterialwert W abschreiben, so kann man
denselben hier vorgeschlagenen Abschreibungsplan benutzen, wobei
A — W fiir A eingesetzt und W im jeweiligen Buchwert hinzugefigt
wird.
3. Progressive Abschreibungen.

Steigende Abschreibungen werden in der Praxis am Platze sein,
wenn angenommen werden kann, dall die Reparaturen im Laufe der
Zeit sich mehren und dabei als Gradmesser der Wertminderung des
Objektes zu gelten haben; beispielsweise bei Gebduden. Die einfachste
Annahme ist, daB Reparaturkosten und Entwertung proportional der
Zeit wachsen, also eine arithmetische Reihe bilden. Dem entspricht es,
wenn wir die gesamte Wertminderung dem Quadrat der Anzahl der

2 .
Jahre proportional, also, im Falle W = 0, gleich A;fg ansetzen, so dafl

der jeweilige Buchwert p _ 4 (1 _ ﬁ) (18)

n2)’

1) A a. 0.
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Die jeweilige Abschreibung am Schlufl des Jahres k ist dann:
A A
D]J :Bk—l_Bk :;?/—2[]62— (k— 1)2] = n—2‘(2k_ ].)

Hiernach wiirden sich in den ersten Jahren nur sehr geringe Wert-
minderungen ergeben: Die Kurve des Buchwerts beriithrt die Gerade,
die einem unvermindert bleibenden Wert 4 entspricht. — Will man bei
Gebduden einer von vornherein einsetzenden gleichmiBigen Wert-
minderung Rechnung tragen, so kombiniert man mit der diesem Fall
entsprechenden Formel fiir den Buch- 8

\
wert: By = A (1 — %), indem man NI
das arithmetische Mittel nimmt: - L\~
\ ~
B, =4 4 (& k> 19 A, >
E= _?(-7?_!_712)' (19) N N

600 \\
Die Kurve des Buchwerts beriihrt
dann die Gerade, die einer gleich- #¥ N

miligen Wertminderung bis auf den \\
200

4 . . -
Restwert 5 entspricht. Sie entspricht

einem fiir Gebdudeabschreibungen ge-
briauchlichen Abschreibungsplant). Will
man auf den Restwert W abschreiben,
50 ist 4 durch A — W zu ersetzen und W dem jeweiligen Buchwert
hinzuzufiigen. '

0 1 2 3 4 8§ 6 7 8 A1
‘Abb.13. Progressive Abschreibungen.

Beispiel: (Abb. 13) 4 = 1100; W = 100; » = 10.

A—W ENA—W 12| Buchwert | Abschreibung
Jahr (1 —*) - (1 —=]| zu Beginn am Ende
2 n 2 n?
des Jahres des Jahres
1 500 l 500 1100 55
2 450 495 1045 65
3 400 480 980 75
4 350 455 905 85
5 300 420 820 95
6 250 375 725 105
7 200 320 620 115
8 150 265 505 125
9 100 180 380 135
10 50 95 245 145

Ertragswert von Grundsticken. Der Ertrag eines bebauten
Grundstiicks sei nach Abzug aller Steuern, Lasten und Erhaltungskosten
n Jahre hindurch gleich Z. Der dann verbleibende Restwert (Boden-
und Altmaterialwert) sei W. Der Ertragswert E, zu Beginn des Zeit-

1) Vgl. Tonind.-Ztg. 1907 Nr. 134,
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raums ist der Barwert einer n mal zahlbaren Rente Z und eines dann
fialligen Kapitals W, also
Ey=Z-a, + W-v (20)
Analog ist der Ertragswert nach k¥ — 1 bzw. k Jahren:
Ey_1=Zag=x51+ W=kt By =2Z-a5=5 + W- ok

Die im %-ten Jahre eintretende Wertminderung, die am Schluf} desselben
abzuschreiben ist, betrigt also

Dy =FEy_,—E; = Zyr—k+1 __ W.g.9n—k+1  oder
D,=R-¢¢ 1, wo R=(Z—iW)o" (21)
Die gesamte am Schluf} des k-ten Jahres zu verzeichnende Entwertung
ergibt sich durch Aufsummieren der Dy zu Rs;; . Der dann zu notierende
Buchwert ist also
By =E,—R-s;. (22)
Um die Substanz zu erhalten, geniigt es, jahrlich die Summe R vom
Ertrag Z abzuspalten und einer zinstragenden Riicklage zuzufiihren.
Diese hat dann nach k Jahren genau den Bestand Rskj, nach n Jahren:

Rsyj=(Z—iW)v" sy =Zay + Wo"—W=E,—W,

so daB zusammen mit dem Restwert W sich wieder E, ergibt. — Statt
R nach (21) mit Hilfe des Jahresertrages Z zu berechnen, kann man
natiirlich auch nach der zuletzt erhaltenen Relation B = (E, — W) Py,
ansetzen.

Beispiel: Um einen Vergleich mit dem vorhin behandelten Plan progressiver
Abschreibungen zu erleichtern, sollen die gleichen Werte 4 = E,= 1100;
W = 100; » = 10 zugrunde gelegt werden, so dall Z erst aus ihnen abzuleiten
ist; p = 4%.

Losung: Aus B, = 1100 = Zay| + Wo" = Z - 8,110896 4 100 - 0,675 564
ergibt sich Z = 127,2909. Ferner R = (E,— W) P,; = 1000 - 0,083291
= 83,291 M.

Ertragswert | Abschreibung Ertragswert | Abschreibung

Jahr | zu Beginn am SchluB Jahr | zu Beginn am SchluB

: des Jahres des Jahres des Jahres des Jahres
1 1100 83,29 6 648,87 101,34
2 1016,71 86,62 7 547,53 105,39
3 930,09 90,09 8 442,14 109,60
4 840,00 93,69 9 332,564 113,99
5 746,31 97,44 10 218,55 118,55

IV. Kurs und Rentabilitit von Tilgungsanleihen.

§ 12. Allgemeines. Zinsanleihe.

Ergibt sich im Bérsenhandel durch Angebot und Nachfrage fiir ein
auf den Nennwert K lautendes Wertpapier der Preis K', so wird dieser,
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in Hundertteilen des Nennwerts ausgedriickt, als Kurs bezeichnet

(vgl. § 3): 'S
C= % - 100. 1)

Bei festverzinslichen Papieren bestimmter Qualitdt vollzieht sich. die
Kursgestaltung im wesentlichen in der Weise, dafl die Marktlage eine
bestimmte Rentabilitit, den effektiven oder Marktzinssatz ¢/,
von ihnen zu fordern gestattet. Nach diesem Marktzinssatz werden die
gegenwirtigen und kiinftigen aus der Anleihe flieBenden Leistungen
bewertet. Bei einer Tilgungsanleihe liegt die Sache nun stets so, daB
vom Schuldner fiir die Abgeltung ihres gesamten Nominalbetrages K
oder des noch ausstehenden Schuldrestes zusammen fiir Riickzahlung
und Zinsendienst (ev. auch Aufgeld, Primien) » Jahresleistungen R,
R,, ..., Ry zugesichert werden derart, daB

K= Ryv+ Byv®+ .-+ Ry, (2)

wobei in v der Nominalzinssatz ¢ bzw. der Nominalzinsfull p zugrunde
gelegt ist. MarktméBig bewerten sich diese Jahresleistungen durch den
Betrag

K' = Riv' + Ryv'2 4 -+ -+ Rpo'n, (3)

wo im Diskontierungsfaktor v" der effektive Zinssatz ¢’ zugrunde gelegt
wird. Durch Einsetzen von (2) und (3) in (1) ergibt sich der mathema-
tische Kurs zu Beginn einer Zinsperiode. Er liegt offenbar unter oder
iiber dem Parikurs 100, je nachdem i’ 2 4. Der Kurs kann nicht iiber
100 steigen, wenn der Schuldner die Anleihe jederzeit kiindigen kann.
Er mufl mindestens 100 betragen, wenn der Glaubiger jederzeit Ein-
l6sung zum Nennwert beanspruchen kann.

Ist seit Beginn der Zinsperiode der Periodenbruchteil ¢ verstrichen,
so haben wir, wenn wir in dieser Zeit mit einfachen Zinsen rechnen
und der MarktzinsfuB unveréndert geblieben ist, als wahren Wert der
Schuldverschreibungen K’ + K’'i’t. Da der Nennwert nach wie vor
gleich K, so ist der Kurs gestiegen auf

CtZC—f—Ol't:O—]— (Oi’—-p)t—]—pt:Ozo—*—pt.
Nach der Ubung der deutschen Borsen wird im Kursblatt nur der

Nettokurs
COl=C+ (Cv' —p)t 4)

notiert; die Stiickzinsen sind dann gesondert zu vergiiten.

~Am Schlu3 der Zinsperiode, also ¢ = 1, wiirde sich C; = C,® - p
und nach Abtrennung des Zinsscheines der Kurs C,° ergeben. Dieser
wiirde jedoch nur fir die Anleihe im ganzen, d.h. fiir den Durch-
schnittswert der einzelnen Schuldverschreibungen gelten. Wird ein
Teil derselben zum Zinstermin ausgelost, so dafl ihr Kurswert auf 100
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springt, so muf} bei einer unter pari stehenden Anleihe fiir die {ibrigen
Schuldverschreibungen ein entsprechender Kursriickgang eintreten, so
daf der Kursabschlag den Betrag p iibersteigt. Der neue Kurs ist
also nicht C,% sondern errechnet sich wiederum aus dem Gesamtwert
der’ jetzt noch aufrechten Stiicke nach den zu (1), (2), (3) analogen
Formeln. Bei einer iiber pari notierenden Anleihe ergibt sich fiir die von
der Auslosung betroffenen Stiicke ein Verlust; ihm mufl eine Kurs-
besserung der iibrigen Stiicke gegeniiberstehen derart, dall der Durch-
schnittswert aller Stiicke nach Abtrennung des Zinsscheins dem Kurs
C,° entsprechen wiirde; demgemifB ist hier der Kursabschlag fiir die
nicht ausgelosten Stiicke niedriger als p. Findet die Auslosung eine ge-
wisse Zeitspanne vor dem Zinstermine statt, so scheiden sich die Kurse
fiir die zur Auslosung gelangenden und die aufrecht bleibenden Stiicke
natiirlich schon vom Verlosungstermin an. Fir die letzteren findet man
den Kurs, indem man den Anfangskurs der neuen Periode unter Ein-
rechnung des Zinsscheins zuriickdiskontiert.

Wenn K’ und C sich auf den Beginn einer n-jahrigen Tilgungsdauer
einer Anleihe beziehen, »/K’ und z/C' dagegen auf den Beginn eines
h Jahre umfassenden vorangehenden Zeitraumes, in dem nur Verzinsung
erfolgt, so ist offenbar

WK = Kiaz; + K' o'
Denn Kiag) ist fiir diesen letzteren Zeitpunkt der Barwert der A Zins-
raten, K'v"* der Barwert des fiir den Beginn der Tilgungsperiode gel-
tenden Effektivwertes der Schuldverschreibung. Nach (1) ergibt sich
demgemaf

WC = pag; + Cv'™. (5)
Fir die ewige Rente (. =00, R, = Ry =... = Ki) wird K’ = Kia'%)
]
= K —; also
¢ .
0=ii,100, (8)

in Ubereinstimmung mit (3”) in § 8. Ferner wird Oy = C + (Ci’ — p)t = C,
der Nettokurs ist bestdndig gleich dem fiir den Zinstermin geltenden Kurs.

Bei der Zinsanleihe, bei der » Jahre nur Zinsen K¢ gezahlt werden
und dann die Riickzahlung mit einem Aufgeld 4 erfolgt, ergibt sich
nach (5)

C = paz+ (100 4 4) v’ ~. (7)

, 1 .1
Fir n =00, wo W = 57> v'" =0, geht C in zi, 100, den Kurs der

ewigen Rente, iiber. — Aus (7) gewinnt man durch einfache Umformung
die fiir manche Zwecke geeignetere Form

C =100+ A —[(1 + &) 9’ — Pl ai-. (7
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Beispiel: ¢ = 0,04; ¢ = 0,06; 4 = 10; n = 20.

C=4 az'T); + 110 - »"20 = 4. 11,4699 + 110 - 0,311805
= 45,8796 4 34,2985 & 80,18.

Fiir den Inhaber eines auf 100 M lautenden Stiickes wiirde 69,ige Verzinsﬁng
des Kaufpreises 80,18 M eine jahrliche Zinseinnahme von 4,81 M bedeuten, wihrend
in Wirklichkeit nur 4 M vereinnahmt werden. Das Defizit von jahrlich 0,81 M
wird gedeckt aus dem bei der Riickzahlung erzielten, 29,82 M betragenden Gewinn,

der sich tatsichlich in eine Rente von jahrlich 29,82 P’s5 = 29,82 - 0,0272 = 0,81M
auflosen 148t. — Vier Monate nach dem oben zugrunde gelegten Termin betrigt

der Nettokurs der Anleihe 09/3 = 80,18 -} (4,81 —4) % = 80,45.

Man kann die Formeln (7), (7') benutzen, um bei einer beliebigen
verzinslichen Teilschuldverschreibung den Zusammenhang zwischen
dem Ankaufskurs C, dem Erloskurs 100 + 4 und der vom Inhaber
des Stiickes tatséichlich erzielten Rentabilitit i’ festzustellen. In der
Tat bestimmt sich zwar bei einer Anleihe, die nach irgendwelchen Be-
dingungen verzinst und getilgt wird, der jeweilige Kurs durch Bewertung
der gesamten vom Schuldner noch aufzubringenden Leistungen nach MaB3-
gabe des MarktzinsfuBles, der dann die durchschnittliche Rentabi-
litdt der noch aufrechten Stiicke darstellt. Aber fiir den Inhaber einer
einzelnen Teilschuldverschreibung, die zum Borsenkurs gekauft und
verkauft wird, bzw. ausgelost wird und mit dem Nennwert oder irgend-
einem Einlosungsbetrag (Aufschlag, Primie) herauskommt, liegt die
Sache genau so wie bei den Stiicken einer Zinsanleihe, und die erzielte
Rentabilitdt ist individuell verschieden. Als mathematische Le-
bensdauer einer Teilschuldverschreibung bezeichnet man die Lauf-
zeit n einer bei gleichem Gestehungs- und Einlosungskurs zur gleichen
Rentabilitit fithrenden gewohnlichen Zinsanleihe. — Man kann auch
bei gegebenem Einkaufskurs C' nach (7) den Verkaufskurs 100 -+ 4
ermitteln, der zu einem bestimmten Termin erreicht werden miif3te,
wenn der Inhaber der Schuldverschreibung eine gewiinschte Renta-
bilitdt ¢' erzielt haben soll.

Beispiel: Jemand kauft am 1. April 1928 eine nominell mit 59, verzinsliche
Teilschuldverschreibung zum Kurs C = 92; Zinstermin 1. Februar, Welcher
Verkaufskurs miilte am 1. August 1933 erreicht werden, wenn die Rentabilitit
sich auf 69, stellen soll?

Losung: Am- 1. Februar 1928 nach Abtrennung des Zinsscheines ist fiir die
1
5Zinsraten der Kursanteil 5. a’5] zu rechnen, am 1.April 1928 also5a’5] (1—{—€- 0,06>‘

1
Fiir die Bewertung der Riickzahlung 100 4+ 4 ist an diesem Tage n = 5§ einzu-

’5

setzen, Der entsprechende Kursanteil betragt also (100 -+ A) +. Mit-

1+ 5 0,06
hin ergibt sich:
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'8

92 — 5a'57(1 + %-0,06)+ (100 + 4) ———;
14 0,06

100 4 4 = (92— 5 - 4,2124.1,01) - 1,065 - 1,02 = 70,7274 - 1,3382 - 1,02 = 96,54,
Will man mit Hilfe von (7) die Rentabilitdt ¢' aus gegebenem

Einkaufskurs ¢ und Erloskurs 100 4+ 4 ermitteln, so handelt es sich

um die Auflésung einer Gleichung héheren  Grades, da ' sowohl in
1—o'"

L., 1 . . . .
Gy = —— Wie in v’ = Tiv enthalten ist. Diese gelingt niherungs-
weise, indem man in die rechte Seite von (7) zur Probe mehrere Renta-
bilititswerte ¢'y, 4y, ... einfithrt, die entsprechenden Kurswerte aus-

rechnet und nach dem in § 5 geschilderten Interpolationsverfahren das
dem gegebenen Kurswert ¢ entsprechende ¢ ermittelt. Praktisch be-
gniigt man sich mit linearer Interpolation.

Beispiel: Von einer Annuitatenanleihe, die in ganzjihrigen, mit dem 1. April
beginnenden Perioden mit nominell 49, verzinst und mit einem Aufgeld 4 = 109,
getilgt wird, erwirbt jemand am 1. April 1928 ein Stiick nach Abtrennung des

Zinsscheins zum Kurs C = 98. Das Stiick wird am 1. April 1934 ausgelost. Welche
Rentabilitdt wurde erzielt ?

Losung: C = 4a’s]+ 110 -v'%; die Ansitze i," = 0,05; i,” = 0,06 ergeben:
¢, = 4-5,0757 + 110 . 0,746215 = 20,3028 - 82,0837 = 102,3865;
Cy=4-4,9173 + 110- 0,704961 = 19,6692 + 77,6457 = 97,2149;

s .y - .y 0—02

706’0 1y —1 =(7/2 —Zl)m

90 //7/ —0,01- 251 _6.0015
o Die Rentabilitit betragt also
| s0% L — /// Zur Losung derartiger Auf-
50*5’50 — o gaben bedient man sich auch
| 60% / mit Vorteil des in der politischen
50 [ 20% " Arithmetik noch wenig einge-
w0 biirgerten graphischen Verfah-
rens; In Abb. 14 stellen die Kur-
30 ven, die entsprechend den ver-
schiedenen Werten des effektiven
a0 Zinsfulles p’ beziffert sind, die
» Entwicklung des Kurses einer

nominell mit 39, verzinslichen,
0 zum Parikurs riickzahlbaren
90 7 40 30 20 70 ¢ Zinsanleihe dar. Die Abszissen n
Abb. 14, Kursentwicklung der 3/ igen Zinsanleihe, ~ bezeichnen die bis zur Einlésung
noch anstehende Laufzeit. Hat
man nun von einer beliebigen Tilgungsanleihe n Jahre vor der Einlosung ein
Stiick zum Kurse C' gekauft, so liest man an der durch den Punkt (n, C) gehenden
Kurve (die notigenfalls zu interpolieren ist) die erzielte Rentabilitit p’ ab. Bei-
spielsweise findet man fiir den Fall, daB der Gestehungskurs C = 75% und die
Laufzeit n = 20 betragt, die Rentabilitiat 5%.
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Um beliebige NominalzinsfiiBe p zu erfassen, stellt man sich fiir die Formel (7')

Sei zunichst 4 = 0, also 100—C

. Zu den n als Abszissen trigt man die Kurven y = a'p] fiir die
/= 2%, 3%, 4%, ... auf. Andererseits stellt man

ein Nomogramm (Abb.15) her wie folgt.
(p"—p)a'n]
in Frage kommenden Zinsfiile p

‘USYR[UBSU(Z I WWBIFOWIOUSINY ‘ST ‘qqy

T

Nk

[}

I
)
!

i
I
I
T

auf einer Parallelen zur Abszissenachse die Kurse C' nach rechts wachsend dar
und denkt sich durch den zu ¢ = 100, y = 0 gehérenden Punkt O” eine zur Ordi-

‘natenachse parallele Hilfsachse gelegt, so daB die von ihr aus nach links gerech-

Durch O’ zieht man Strahlen, die die Neigung

100 —C.

p”— p gegen die Hilfsachse haben, und beziffert sie entsprechend den Werten
von p” — p. Aus der Relation 100 — C

neten Abszissen x’

s

wa’y] ergibt sich dann folgende Vor-
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schrift: Durch den Endpunkt der zu n gehérenden Ordinate a;| lege man die
Parallele zur 2-Achse (Benutzung von Millimeterpapier!) bis zum Schnittpunkt mit
dem die Kote p” — p tragenden Strahl. Seine Abszisse im alten Koordinatensystem
ist dann der gesuchte Kurswert C. Beispielsweise findet man zup = 5%, p' = 6%
n = 30 den Kurs ¢ = 86,2. In der Figur sind die a’; | im vierfachen MaBlstabe wie
die Kurse aufgetragen, dementsprechend die Bezifferung p’—p der durch O’
gehenden Strahlen gleich dem Vierfachen ihrer Neigung u. — Ist 100 4 A4 der
Riickzahlungskurs, so kann dasselbe Nomogramm benutzt werden. Nur bedeuten
dann die Koten der von O’ ausgehenden Strahlen (1 4 «) p” — p, die Abszissen
C—A4.
§ 13. Annuitiitenanleihen.

Wird eine Anleihe vom Nominalbetrage K durch n sofort beginnende
nachschiissige gleiche Annuitdten R verzinst und ohne Aufgeld getilgt,
so da K = Rag, so sind diese Leistungen zu bewerten mit K’ = Ra, .
Der Ausgabekurs der Anleihe errechnet sich also nach (1) zu

C = 100

Lnl — 100 Jy - @51 Y (8)

an |

1

Fir » =00 geht € in 100 - _zl_ =100 i—z” den Kurs der ewigen Rente, tiber.

0

Formel (8) gilt auch fir den Kurs der Anleihe an einem Tilgungs-
termin nach Abtrennung des Zinsscheins, wenn noch » Annuitéten aus-
stehen. Dauert es bis zum Beginn des Tilgungszeitraumes noch  Jahre,
in denen nur Zinsen bezahlt werden, so ergibt sich fir den Kurs nach (5):
WC = pay 4 100" 2T - 4. 9)

Beispiel: Ein Gemeinwesen bringt am 1. Januar 1925 eine auf X = 10000000 M
lautende, mit 49, verzinsliche Anleihe heraus. Nach einer Sperrfrist von 10 Jahren
setzt die Tilgung durch 25 gleiche nachschiissige Annuitéten ein. Man bestimme
den Emissionskurs der Anleihe fiir den Fall, daB eine Rentabilitit " = 0,05 ge-

boten werden soll, ferner den durch die Emission erzielten Barerlss, schlieBlich
den Nettokurs am 1.-Juni 1925.

Losung: ¢ = 4-a'1g] + 100 - v"10. Jgg - a'z3]
=4.7,7217 + 100 - 0,613913 - 0,064012 - 14,093945
= 30,8868 + 55,3860 = 86,273%,.

Der vom Gemeinwesen erzielte Barerlos betrigt demnach 8627300 M. Der Netto-
kurs am 1. Juni 1925 ist C0=C+(C - 0,06—4) - > 86,27+ (4,313656 — 4) - %

12~
= 86,27 + 0,13 = 86,40%,.

1) Fiir den nach (8) sich ergebenden Kurs von Schuldverschreibungen ohne
Sperrfrist finden sich Tabellen z. B. bei G. Schinkenberger, Handbuch der
Berechnung von Anleihen und Annuitdten und der Kurs- und Rentabilititswerte
von Obligationen, Frankfurt a. M. 1888. — 8. Spitzer, Tabellen fiir die Zinses-
zinsen- und Rentenrechnung, ergénzt durch Kurstabellen von E.Foerster,
6. Aufl,, Wien 1922, — W. Lorey — E. Beyrodt, Tafeln zur Mathematik des
Geldverkehrs und der Versicherung, Leipzig 1931,
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zissen trigt man

Annuititenanleihen.

Man kann sich fiir die Bestimmung des Kurses nach der Formel O = 100 .

ein Nomogramm (Abb. 16) herstellen wie folgt: Zu den » als Abs

die Kurven y = a5 fiir die in Frage kommenden Zinstiife p = 2, 3, 4, ... 9% auf,

"WYR[UBENFINUUY I WWBISOWOUSINY 9T qqV

4

1

]

SN

c
100

gegen die Ordinatenachse haben, und beziffert sie mit den C-Werten. Beispiels-

die die Neigung p

gspunkt zieht man Strahlen,

Durch den Koordinatenanfan

weise entspricht dem unter 45° laufenden Strahl der Kurs 100. Aus der Relation

r—
'y = pay]

ergibt sich dann folgende Vorschrift: Durch die Endpunkte der zum
gehérenden Ordinaten ayj, a’z] nehme man die Parallelen zur 2-Achse

gegebenen n
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{ und I’. Die Vertikale, die durch den Schnittpunkt von I’ mit dem zum Kurs 100
gehorenden Strahl geht, schneidet I in einem Punkte P. Der Strahl OP ist dann
mit dem gesuchten Kurs C beziffert!). — Das Verfahren wird durch Verwendung
von Millimeterpapier erleichtert. Man kann auch P mittels einer achsenparallel
verschobenen graduierten Schiene bestimmen und den Strahl OP durch einen
Faden festlegen, der nach dem mit dem zugehérigen C-Wert bezifferten Punkt
des Nomogrammrandes gespannt wird. Beispielsweise findet man zu p = 6%,
p"=8%; n =30 den Kurs C = 81,8. — Vereinigt man diese Rechentafel mit
dem Nomogramm Abb. 152), so gestaltet sich die Bestimmung der mathema-
tischen Lebensdauer eines Stiicks der Annuitéitenanleihe besonders bequem. In
dem eben betrachteten Beispiel legt man durch den Punkt, in dem die Vertikale
x = 81,8 den Strahl p’— p = 2 schneidet, die Horizontale. Diese schneidet die
zu 8% gehorende a’m-Kurve in einem Punkte, in dem man den Abszissenwert
n = 16,9 als mathematische Lebensdauer abliest,

Ist nicht », sondern die Annuitét R oder der Tilgungsfufl gegeben, so
wird zunéchst n = N 4 ¢ aus den Tilgungstabellen bzw. logarithmisch
bestimmt (vgl. § 8), sodann C aus der Kurstabelle durch Interpolation
zwischen den zu N und N + 1 gehérenden Kursen; genauer erhdlt man

. R . . , .
C, wenn man in (8) J;; = x setzt und ;7 zwischen ay] und ax=7,
interpoliert.
Fiir zwei Anleihen, die im gleichen Zeitraum n durch gleiche Annui-
titen getilgt werden und die gleiche Rentabilitit liefern, gilt

0= 100-J a7, und €, = 100-J2. a7
Bei der Division fillt der von der effektiven Verzinsung abhingende

Faktor a;; heraus. Die Bedingung der Kursparitit zweier
einfacher Annuitidtenanleihen

D, 72 @, @
C1:Cy=Jp 1y = ay| tay, (110)
ist also ganz unabhingig vom Marktzinsfuf}. Fir n = oo, wo a% =

2

@ _

0| —
Bedingung der Kursparitit ewiger Renten.

Beispiel: Eine in 25 Jahren zu tilgende Annuititenanleihe kann untergebracht
werden: entweder zum Kurs 95,5 bei Verzinsung mit 4!/,9%, oder zum Kurs 99,5
bei 5% iger Verzinsung. Welches Angebot ist fiir den Schuldner giinstiger?

Loésung: Nehmen wir C; = 95,5, so ist der dazu paritiatische Kurs C, einer
5%igen Anleihe zu bestimmen aus

95,6 : C, = 14,093945 : 14,828209; also
14,828209 o
02 = m . 95,5 - 100,475 A).

1) Zur Entlastung der Umgebung des O-Punkts sind in der Abbildung die a-
Kurven mit Beziehung auf eine parallel verschobene Ordinatenachse gespiegelt
eingetragen.

2) Universal-Kursnomogramm, D.R.G.M. angemeldet. — Der Grundgedanke
des logarithmischen Rechenschiebers wird zur Bestimmung des Kurses von An-
nuititenanleihen benutzt beim Tokometer von M. Kraitchik, Les Tables gra-
phiques financiéres, Paris 1927.

l.i, geht sie in C, : C, =1, : ¢, iiber, d.h. die von frither bekannte
1
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Der dem Schuldner im zweiten Fall angebotene Zuzéhlungskurs ist nur 99,59,
mit ihm erzielt er einen geringeren Barerlés. Er wird also das erste Angebot
vorziehen,

Die Bestimmung der Rentabilitdt einer aufgeschobenen Annui-
tatenanleihe fithrt, da 4’ gleichzeitig in az}, v'* und az; auftritt, auf
eine algebraische Gleichung héheren Grades. Diese 16st man naherungs-
weise nach dem bei der Zinsanleihe (§ 12) geschilderten Interpolations-
verfahren.

Beispiel: Der Emissionskurs einer mit 49, verzinslichen Anleihe, die vom Ende
des 11, Jahres an durch 25 gleiche Annuititen verzinst und amortisiert wird, be-
tragt C = 94. Welche effektive Verzinsung leistet der Schuldner?

Losung: € =4-a'10]+ 100 v'10. ‘22:“ Anséitze: i, = 0,04; i, — 0,06.
0, = 100; )
Cy= 47,7217 -+ 100 - 0,613 913 - 14,093 944 . 0,064 012 — 86,2730;
s e O—Cy 77210
g —1V = (12 — 1 ) ’611—_02 = 0,01 iﬁ% = 0,0056-

Die Rentabilitit betrigt also 4,449,.

Soll man zu dem festgelegten Kurs einer durch eine gewisse Be-
dingung gekennzeichnete Annuitédtenanleihe mit Sperrfrist den Paritéts-
kurs einer anderen aufgeschobenen Annuitdtenanleihe ermitteln, so
bestimmt man zundchst nach dem eben beschriebenen Verfahren die
Rentabilitat ¢ der ersten Anleihe, sodann den diesem Wert ¢’ entspre-
chenden Kurs der zweiten Anleihe. (Diesen letzten Schritt wird man,
da der ermittelte ¢'-Wert eine unrunde Zahl sein wird, ebenfalls inter-
polatorisch durchfiihren, gestiitzt auf die beiden benachbarten runden
i'-Werte, fiir die die Tabellen die benstigten Werte v'», a; | enthalten.)

Bei einer Annuitdtenanleihe K mit Aufgeld 4 = 100, die
durch 7 gleiche Annuitéten R verzinst und getilgt wird, legen wir zwecks
Kursermittlung den tatséichlichen Riickzahlungsbetrag @ = K (1 + «)
zugrunde. Die Annuitdt betrigt B = 357, wo in J; der Zinssatz

i= ﬁi:; benutzt wird. Der Gesamtwert der Anleihe ist also K'= Ray,
= Q35" @,- Mithin ist der Kurs

6 =100 K = 100(1 4 o) 37 - a5 (11)
Offenbar wird € = 100(1 + «) ausfallen, je nachdem ¢’ $1i ist; als
Parikurs der Anleihe ist 100(1 4 x) anzusehen.

Beispiel: Fiir i = 0,045; ¢" = 0,06; « = 0,125; n = 30 ergibt sich mit i = 0,04:
€ =112,5- 330 a’3e] = 112,56 - 0,0567830 - 13,764 831 = 89,55.

Der Vergleich mit dem Kurs €' = 100 - J3- a;7 der aufgeldlosen
Anleihe liegt nahe. Setzt man 4 = (1 4-«) J, a5, so ist € =1-C;
hierin ist 1 eine von der effektiven Verzinsung i’ unabhingige GroBe,
die fiir gegebenes o aus der Spitzerschen Tabelle ¢ II durch Inter-
polation ermittelt werden kann.
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Bei Primienanleihen wird der Kurs C nicht auf den Nennwert
100 bezogen, sondern bezeichnet den Wert des einzelnen Loses. Ist &

die Gesamtzahl der Lose, so ist
K/
C = T (12)

Vielfach hat man es mit einem unregelmifligen Annuititenplan zu
tun. Dann mufl K’ als Summe der Betrige angesetzt werden, die man
durch Diskontierung der einzelnen Annuitidten nach MaBgabe des
MarktzinsfuBes erhdlt. Haben die Auslosungen und Gewinnausschiit-
tungen bereits begonnen, so muf} der Kurs der noch mit Gewinstschein
versehenen Lose von dem der anderen gesondert ermittelt werden.

Bei der in § 9 behandelten verzinslichen Primienanleihe, bei der fiir Zinsen-
dienst, Tilgung und Gewinne gleiche, auf der Grundlage des Zinssatzes ¢ = 0,06
berechnete Annuitéten zur Verfiigung stehen sollten, ergibt sich bei Ausgabe von
100000 Losen als Emissionskurs einfach ¢' = 100 - J1g; - a'1o; = 13,6868 - a'10].

§ 14. Kurs und Tilgungsverlauf. Kursanteil von Zinsen
und Riickzahlungen.

Effektivwert und Kurs einer Anleihe lassen sich auch in folgender
Weise berechnen. Wenn die nach Erfiillung der falligen Tilgungsver-
pflichtungen verbleibenden Schuldreste zu Beginn des 1., 2., ..., =.
Jahres Vi, Vi, ..., V,_, betragen, so ergeben die Zinsverluste der
Glaubigerschaft, die die Verzinsung ¢’ beansprucht, aber nur ¢ erhilt,
den Barwert

D=y — i)/ F Vi (' — i) 02+ Vo (T — i) o' (18)
Diesen als Disagio bezeichneten Betrag mul man vom Nominalwert K

der Anleihe abziehen, um den Effektivwert K’ zu erhalten. Setzen wir
die Summe der diskontierten Schuldreste

Vo' + Vo' 2o+ Vo' "=V, (14

soist D = (¢’ — i) V' und daher K’ = K — (i’ — %) V’. Dieselbe Formel
gilt auch, wenn ¢" << ¢: Der Barwert der in diesem Falle der Glaubiger-
schaft zuflieBenden Zinsgewinne wiirde (¢ —4’) V’ betragen, und diese
als Agio bezeichnete GroBe miiite dem Schuldner bei Ubernahme der
Anleihe draufgezahlt werden. In jedem Falle ergibt sich nach (1) als
Kurs der Anleihe
7
-
Bei der Aufgeldanleihe, die durch # Annuitdten oder nach n Jahren auf
einmal getilgt wird, tritt & = K (1 +«) als tatséchlicher Schuldbetrag an

die Stelle des Nennwerts K der Anleihe, dementsprechend i =

C =100 — (p" — p) (15)

?
Tfa®™
die Stelle von ¢, 8x = Vi (1 + «) an die Stelle des jeweiligen nominellen
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Schuldrestes Vi, dementsprechend 8’ = V' (1 + «) an die Stelle des
n (14) definierten V'. Damit ergibt sich

K=K(Q+a)— (G —1)V (1+a) =K (14 &) — [ (1 + &) —d] -V’
demnach als Kurs
C=105 =100+ 4 —p (I +a)—pl L.  (15)

Bei Konvertierung von Anleihen wird oft in der Weise vor-
gegangen, dall man den Zinsfull von p auf p, herabsetzt, ohne die noch
ausstehenden Riickzahlungsquoten zu &ndern. Der neue Kurs C; wird
dann, da V' unverdndert bleibt, bei einer aufgeldlosen Anleihe nach
(15) durch die Beziehung

(100 — Cy) : (100 — C) = (p" — pa) : (p — p) (16)

bestimmt: Die Abweichungen der Kurse vom Parikurs verhalten sich
wie die Abweichungen der ZinsfiBle vom Marktzinsful. Aus (16) folgt
die bei der Konvertierung eintretende Kursinderung:
P—ns ’
O—Ol—p,_p(IOO——O). (16")
Die Konvertierung einer Anleihe kommt im allgemeinen nur in Frage,
wenn der Schuldner sich das Kindigungsrecht vorbehalten hat und der
Kurs der Anleihe iiber pari steigt. In diesem Fall liegt die fiir den Nenn-
wert der Schuldverschreibungen gebotene Verzinsung ¢ iber dem Markt-
zinsfuB} 7', der Schuldner kann sich also das zur Riickzahlung des ge-
samten Anleihebetrages K erforderliche Kapital anderweitig billiger
verschaffen. Da die Aufnahme einer neuen Anleihe immerhin mit
Unkosten verbunden ist, wird er es vielfach vorziehen, den Inhabern
der Stiicke der bisherigen Anleihe den Umtausch ihrer Teilschuld-
verschreibungen gegen solche mit herabgesetztem Zinsfull anzubieten.
Mit Hilfe der Formel (15) bzw. (15’) kann man sich ein Bild von der
Kursentwicklung einer Anleihe machen, die nicht mitPramienauslosung
verkniipft ist. Da bei jeder gewshnlichen Tilgungsanleihe die Schuld-
reste Vi kleiner sind als diejenigen bei der ewigen Rente vom gleichen
Nennbetrage K (anfinglich stimmen sie iiberein), so gilt das Entspre-
chende von V', ihrem Barwert. Mithin liegt der Kurs der Tilgungsanleihe
dauernd nidher am Parikurs als derjenige der ewigen Rente, d.h.

C, =100 % Im Verlauf des Tilgungszeitraumes scheiden mehr und mehr

der in V' steckenden Glieder aus, wihrend die darin erfaften Schuldreste

jedenfalls nicht wachsen. Mithin wird V' selbst dabei abnehmen, der

Kurs C sich also dem Parikurs besténdig nihern!), den er bei AbschiuBl

der Tilgung erreicht. Als Parikurs gilt hier bei aufgeldlosen Anleihen
1) Bei Pramienanleihen treten gelegentlich Schwankungen in der Kursentwick-

lung ein, die durch Anhdufung von Gewinnen in einzelnen Jahren bedingt sind.
Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 1
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100, bei Aufgeldanleihen 100 4- 4. Abb. 17 stellt die Kursentwicklung
der aufgeldlosen Annuitdtenanleihe fir » =100, p =5%, p' = 6%
dar. Fiir die einfache Zinsanleihe vgl. Abb. 14.

Auch fir Tilgungsanleihen

mi; verschiedener Art, die dem glei-
% chen Tilgungszeitraum = ent-
o5 sprechen, kann man die Kurse
€ auf Grund der Formel (15) ver-

90— gleichen, z. B. fiir die Zinsanleihe,
die nach » Jahren auf einmal,

85 (e Go| und fiir die Annuititenanleihe,
50 | [ | die durch » jihrliche wachsende
00 1 7% 50 25 ¢ Riickzahlungsquoten getilgt wird.
Abb.17. Bei der letzteren sind die Schuld-

reste durchweg kleiner als bei
der ersteren, dasselbe gilt also auch von FV’. Mithin verlduft fiir
t' >1 die den Kurs der Annuitdtenanleihe darstellende Kurve durch-
weg oberhalb derjenigen fiir den Kurs der Zinsanleihe.

Die Formeln (15), (15) geben auch die Moglichkeit, allgemein fest-
zustellen, wie sich der Anleihekurs C' zusammensetzt aus einem Anteil
Cy, der dem Wert des Fruchtgenusses, d. h. der kiinftigen Zinsen ent-
spricht, und einem Anteil C,, der sich auf das Eigentum, die Riick-
zahlungsquoten bezieht. Schreiben wir

100—C 0,017

ﬁ == 100 . x
so bedeutet 0,01 V' den Barwert von 1% aller Schuldreste, d. h. den
Barwert des gesamten noch aufkommenden Zinsendienstes, wenn dieser
1% vom jeweiligen Schuldrest betriige. Die durch Multiplikation mit

1700 entstehende GroBe wiirde also den Kursanteil des Fruchtgenusses

bei nominell einprozentiger Verzinsung bedeuten. Bei p-prozentiger

Verzinsung gilt daher:
_100—C

Oy =——
| v =T, (17)
Der den Riickzahlungen entsprechende Kursanteil wird
) c—100.2
O_OMZC__IO,O:O‘p:C’p,——_lOOp:100. v
pr pp 100—100%
also
c—o,
C, = 100 - 000, " (18)

Nach (17) bzw. (18) kann man die Kursberichtigungen ermitteln, die durch
steuerliche Zinskiirzungen oder vom Schuldner zu tragende, als Zinszuschlige sich
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auswirkende Nebengebiihren bzw. durch Spesen bei den Riickzahlungen bedingt
sind. — Die Zahler der in (17) und (18) vorkommenden Briiche werden dargestellt
durch die beiden Abschnitte, in die die Kurve des Kurses ¢ (Abb. 17) den Abstand
zwischen der Linie des Parikurses und des Kurses der ewigen Rente teilt. Legen
wir einen festen Nominal- und Marktzinsful zugrunde, so konnen wir sagen: Je
stirker die Riickzahlungen auf den Schlufl des Tilgungszeitraums hinausgeschoben
werden, um so gréBer |100 — €| und damit C,, um so kleiner andererseits |C' — Cw|
und damit C,. Dabei muB} fiir p’ > p, C << 100 der Kursanteil C, des Frucht-
genusses um weniger wachsen als C, abnimmt, weil doch € = C, + C, abnimmt.

Fir n=20, p=49, p =5, ergibt sich beispielsweise bei der
Annuititenanleihe: € = 100J3%0]+a'%] = 91,70; Cu= M@ - 4=233,2;

1
%%:—8%—0 = b58,560; dagegen bei der gewdhnlichen Zinsanleihe:
C = 4a'2*01 + 100 - 2’20 = 87,64; Cy, = 49,85; C. = 37,69.
Fir 9" << p, C > 100 muBl umgekehrt Cy um mehr wachsen als Ce abnimmt,
weil C = C¢ + Cy in diesem Falle zunimmt. Bei Aufgeldanleihen erhalten wir

_100+4—€ e—c, | .
@u_m__p.p, @e_(loo-[-A)m—C—w—, es tritt also 100 + 4

an Stelle des Parikurses, die Fallunterscheidung wird durch ¢’ ZZ i gegeben.

Ce =100

V. Tarifmathematik).

§ 15. Grundlegendes zum Tarifwesen.

Die Tarifmathematik bildet in gewissem Sinne eine Briicke von der
Finanzmathematik zur Wirtschaftsmathematik im engeren Sinne. Fiir die
Abgabentarife, die die indirekten und direkten Steuern regeln, gelten
gewisse dem Gedanken der Zinspflicht verwandte Grundlagen. Doch
kommt in dem Streben, den Gesamtertrag moglichst gro zu gestalten,
auch das Wirtschaftsprinzip zur Geltung. Dies tritt in den Vordergrund
bei den Preistarifen, die dem Angebot von Waren, Energiemengen,
Beforderungsleistungen usw. zugrunde gelegt werden. Ausgangspunkt
fur die Tarifbildung sind hier die gesamten Selbstkosten des Unter-
nehmens und die auf die Leistungseinheit bezogenen Stiickkosten.
Die Preisbemessung im einzelnen wird man im allgemeinen abstellen auf
die Erzielung groBtmoglichen Gesamtgewinnes oder auch groftmog-
lichen Umsatzes (vgl. § 17). Die der EinfluBnahme des Staates unter-
liegenden Betriebe (z. B. die Reichsbahn) haben dabei auf die Inter-
essen der gesamten Volkswirtschaft besondere Riicksicht zu nehmen.
Die Richtséitze der Tarifbildung festzulegen, ist in jedem Falle Sache
des Tarifpolitikers.

Die der Grofle des Abgabenobjekts, des Leistungsangebotes ent-
sprechenden Zahlen x bezeichnet man als die Indexzahlen, die dafiir
festgesetzten Abgaben bzw. Preise Y als die Tarifzahlen, das Verhaltnis

1) Vgl. A. Voigt, Mathematische Theorie des Tarifwesens, Jena 1912. —
P. Riebesell, Steuermathematik, Hamburg 1922.
. 7
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Y= —;Y als den Tarifquotienten. Er bedeutet bei Preistarifen den (durch-

schnittlichen) Stiickpreis, bei Abgabentarifen die jeweils auf die Einheit
zu entrichtende Abgabe, den sog. Steuerful. Wichst Y mit z, so sprechen
wir von einem steigenden Tarif, nimmt Y mit x ab, von einem fallenden
Tarif?). Den einfachsten Fall eines steigenden Tarifs haben wir fiir kon-
stantes ¥ = y,, ndmlich ¥ = y, - «, den sog. Proportionaltarif, bei dem
der Preis, die Abgabe einfach der Leistungsmenge bzw. dem Abgabe-
objekt proportional wichst. Stellen wir die x als Abszissen, die Y
bzw. y als Ordinaten in einem rechtwinkeligen kartesischen Koordinaten-
system dar, so entspricht dem Proportionaltarif im (z, ¥)-System eine
vom O-Punkt auslaufende Ge-
rade mit dem Neigungskoeffi-
zienten y,, im (2, y)-System
die Parallele zur Abszissenachse
Y=Y

In der graphischen Darstel-
lung im (z, Y)-System wird

der Tarifquotient y = —; allge-

mein durch tgo veranschaulicht,
wo « der Neigungswinkel des
vom O-Punkt nach dem Punkt
(2, Y) der Tariflinie fithrenden
Fahrstrahls. Nimmt der Tarif-
quotient y = tgx mit wachsen-
dem « zu, wie dies bei Abgabentarifen in der Regel der Fall ist, so
sprechen wir von einem progressiven Tarif (Abb.18a,b). Nimmt der
Tarifquotient y = tg « mit wachsendem x ab, wie dies bei Preistarifen in
der Regel zutrifft, so sprechen wir von einem degressiven Tarif
(Abb. 19a, b). In der Praxis zielt man auf einheitlich progressive oder
einheitlich degressive Tarife ab, bei denen der Tarifquotient y bei un-
begrenzt wachsendem x gegen einen Grenzwert y, konvergiert. Die
Tariflinie ¥ hat dann eine Asymptote, deren Neigungswinkel x,, gegen
die x-Achse durch tgwx, =y, gegeben ist. Ubrigens bestimmt sie
— und ebenso die Tariflinie selbst — beim Progressivtarif einen posi-
tiven Abschnitt auf der z-Achse, beim Degressivtarif einen positiven
Abschnitt auf der y-Achse.

Kriterien fiir Progression und Degression. Daf} ein Tarif
fiir einen Bereich x; << x << ¥, progressiv verlduft, erkennen wir daran,
daB fir irgendeine Folge von Indexzahlen x; <, <. <z, <, ..

Abb. 18a/b.

1) Fallende Tarife kommen praktisch nur indirekt — im Sinne der nachher zu
besprechenden Quotiententarife — fiir die Bildung von Preis- und Abgabentarifen
in Frage.
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<l -.. <<z, und die entsprechende Folge von Tarifzahlen ¥, ¥,, ...,
Y, 7y . .

Y, Y, 1. Yu die Bedingung gilt: — < )x_i_i . Schreiben wir

Y, Y.+ A4Y,

x\,+1———x\,—l— ACL‘.,, Y~,+1:Y~,+AY\,, SO fOlgt aus z<m
sofort el < Ar, oder Y, Adx, < 2,4Y,. (1)

Xy Azy
Entsprechend ergibt sich als Kriterium fir den degressiven Tarif

Y, Y, . AY,
oder (2)
Y, Az, > 2,47,.

Bei kleinem Aw,, AY, sind diese Kri-
terien rechnerisch einfacher zu hand-
haben als die urspriinglichen Bedin-

gungen Y, z, 1S 2,7, ;1.
‘ Bei den bisherigen Betrachtungen
war an sog. stetige Tarife gedacht,
Co d.h. die Indexzahlen x als stetig ver-
! dnderlich, die Tarifzahl ¥ als stetige
o % Funktion von x vorgestellt. In Wirk-
lichkeit miissen die bei beiden vorkommenden Anderungen
mindestens gleich der Einheit (Miinzeinheit usw.) sein. Tritt
bei der Tarifzahl erst eine Anderung ein, wenn die Index-
zahl um mehrere Einheiten gewachsen ist, so spricht man
von einem Stufentarif. Viele der gebrauchlichen Tarife,
z. B. Beforderungstarife, Steuer-
tarife, sind Stufentarife. Handelt es
sich um einige wenige Stufen, wie
z. B. bei den Portotarifen, den
D-Zug-Zuschligen, so spricht man
% auch wohl von Zonentarifen. Inner-
halb der einzelnen Stufe, wo also
Y =0, ist der Stufentarif stets degressiv; der Tarifquotient ist hier

B

Hool

Abb. 19 a/b.

Y= -g—, sein graphisches Bild ist eine gleichseitige Hyperbel. Gilt fiir

#) < x << x, die Tarifzahl Y, fir x, < » < #; die Tarifzahl Y,, allge-
mein fir », < x <, die Tarifzahl Y,, so setzt sich das graphische
Bild des Tarifquotienten aus Teilen der gleichseitigen Hyperbeln y = ?'
zusammen. Den Anfangspunkten der Tarifintervalle entsprechen die
Quotienten y, = %’ , den Endpunkten wiirden, wenn sie noch zu dem

betreffenden Intervall gerechnet werden diurften, die Quotienten
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’ Y,
Y=o+ 4z,
Degressivitdt spricht man bei Stufentarifen immer noch von einem im
wesentlichen progressiven Tarif, wenn y; <<y, << - <y, <y, 1< - <Yn
(Abb. 29a, b); dariiber hinaus von einem vollkommen progressiven

entsprechen. Trotz der in jedem Intervall bestehenden

Tarif, wennauch noch o, < 9,5 ¥,<ys's .3 ¥, <Uri1s -+ o3 Yn—1<Yp-
Die Bedingung der vollkommenen Progressivi-

£ ] Y, Y.+ A7,
tit: — << geht durch ein-

v Ty Az Az, 11

Z gibt dies _x—, < 5 .. Bei gegebenem % und
Az, muB man also AY, beim Stufentarif dop-
pelt so groB nehmen wie beim stetigen Tarif,
um vollkommene Progressivititsicherzustellen.

g > Als Steuertarife bringen die progressiven

Stufentarife an den Sprungstellen Dispari-

titen mit sich, die als Harten empfunden

werden miissen. Beispielsweise 1a8t die Notverordnung vom 5. Juni 1931

betreffs Einfilhrung der Krisensteuer bei Lohn- und Gehaltsempfingern

die Einkommen bis zu 16000 M von dieser Steuer frei, wihrend bei

y, Einkommen iiber 16000 M bis 20000 M von dem

einkommensteuerpflichtigen, auf volle Tausender

abgerundeten Teil des Einkommens 1,5% Krisen-
steuer erhoben werden. Bei Uberschreitung der
16000-M-Grenze tritt also ein Riickgang des

Nettoeinkommens um annihernd 240 M ein.

Auch die in den Durchfithrungsbestimmungen

gegebene Modifikation, wonach ,,zur Vermeidung

von Héarten in Grenzfillen® die Grenze der

Steuerfreiheit auf 16300 M Einkommen hinauf-

¢ Z geriickt und bei Einkommen iiber 16300 bis
Abb.21a/b. 16600 M der Jahresbetrag der Krisensteuer um

120 M ermaBigt wird, beseitigt offenbar die Disparitit keineswegs.
Ein Stufentarif wird als im wesentlichen degressiv bezeichnet, wenn

Y1 > Y>> Y, >4, 1> - > Yo (Abb. 21a, b). Diese Bedingung

trifft beispielsweise bei allen Klassen des Normalgiitertarifs der Deut-

schen Reichsbahn zu. Vollkommene Degression wiirde vorliegen, wenn
auch noch 9" > s; ¥’ > ¥ 3 4/ > Y, 015 .. o0; Yno1> yYn; aus-

Y, Y, 4 47,
o+ dw, " @+ da,
einem steigenden Tarif, bei dem AY, positiv, nicht befriedigt sein.

fache Umrechnung iiber in
Y‘J A YV 7
= <~ dmtdeiti (1)
Bei gleichen Intervallen Az, = Az, .1 er-
Y, 147,

Abb. 20 a/b.

=

fiihrlicher geschrieben: . Diese Bedingung kann bei
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Vollkommene Degression kann also nur bei fallenden Tarifen vor-
liegen.

Stufentarife sind fiir die auf den praktischen Gebrauch zuge-
schnittene tabellarische Darstellung besonders bequem. Um die un-
vermeidlichen Hérten zu mildern,

die die an den Intervallgrenzen //
auftretenden Spriinge mit sich =
bringen, steigert man oft die An- g) i

zahl der Stufen. Um so umsténd- /////47

licher erscheint es dann aber, die ///,/;’;?/

Erfiilllung der Bedingung einheit-
licher Progressivitidt oder Degres-
sivitit bei der Bildung des Tarifs J
sicherzustellen. Einen Ausweg aus
der Schwierigkeit sucht man ge- P)
legentlich in der Weise, dal man
vom Quotiententarif ausgeht. ;72w i 500 o"olw 000 %
Um einen einheitlichen Progressiv- Abb. 22 a/b.

tarif fir ¥ zu erreichen, gibt

man den Tarifquotienten y in dem in Frage kommenden Intervall
2, << « << xp als monoton wachsende Funktion von x. Um die tabella-
rische D_a.rstellung zu erleichtern, 14Bt man y sprungweise wachsen, mit
anderen Worten, man schreibt fiir ¥ einen Stufentarif vor.

Beispiel (Abb. 22a/b):
Einkommen|1001—2000| 2001—3000| 30014000 | 4001—5000| 50017000 [zber 7000

|
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 %

SteuerfuB | 5% | 6% | 7% | 8% | 9% | 10%
In den einzelnen Intervallen ist y kon- y)
stant: w;, ¥ ..., ¥,, ...; dementspre-
chend die Abgabe Y=y, - x einem Propor- V%
tionaltarif entsprechend. Der Steuertarif /

a
zeigt im ganzen progressiven Charakter, ) ~

aber an den Intervallgrenzen Spriinge, '|

genau wie der gewdhnliche Stufentarif. .

Er teilt daher auch dessen Méngel: Der 0 m 2w 50 40 "z

Zensit z. B., der 2001 M Einkommen mit

(abgerundet) 120 M zu versteuern hat, be-

hilt ein geringeres Nettoeinkommen als I

der Zensit, der auf 2000 M Einkommen

eine Steuer von 110M zu entrichten hat. b)
Noch miBlicher ist es, von einem ge-

stuften Quotiententarif y auszugehen, um

zu einem einheitlich degressiven Tarif ¥ —m—2 Jlm W

zu gelangen. Abb.23a/b,
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Beispiel (Abb. 23a/b).
Gasverbrauch , 0—100 cbm [101—200 cbm '201—400 cbm |1"1ber 400 cbm

Preis pro cbm | 18 P. | 17Pf. | 16 Pf. | 15 PL.

Den konstanten Quotienten y = y, der einzelnen Intervalle ent-
sprechen im Preistarif selbst gerade Linien Y = y, - z, die, nétigenfalls
verlangert, durch den O-Punkt gehen. Der Preistarif hat einheitlich
degressiven Charakter, aber an den Intervallgrenzen treten plétzliche
Abschlige am Gesamtpreise ein, die als peinliche Disparitédten
empfunden werden. Fiir 100 cbm Gas beispielsweise zahlt man 18 M,
fiir 101 cbm dagegen nur 17,17 M; erst bei einem Verbrauch von 106 cbm
Gas wird der Gesamtpreis von 18 M wieder iiberschritten.

Natirlich lassen sich die mit dem gestuften Quotiententarif ver-
kniipften Disparititen durch Zusatzbestimmungen beseitigen, wonach
z. B. im Falle des Steuertarifs unmittelbar oberhalb der Sprungstellen
ein den erwihnten Riickgang des Nettoeinkommens kompensierender
Steuernachlal gewédhrt wird ; im Prinzip wird damit aber der Quotienten-
tarif fir die Tarifkonstruktion aufgegeben.

§ 16. Systematik der Tarifbildung.

Man vermeidet die den bisher besprochenen Tarifen anhaftenden
Mingel, indem man einerseits zum Teilstreckenprinzip ibergeht,
andererseits zur Erzielung eines einheitlichen Tarifgesetzes einen
stetigen Tarif als Ausgangspunkt wéahlt.

Lineartarif. Neben dem schon besprochenen gewohnlichen Pro-
portionaltarif (I in Abb. 24) kommen zwei Grundformen in Frage: ¥ =g
(x— ;) (I in Abb. 24) und Y = Y, 4 px (III in Abb. 24).

Beim Tarif

Y=0fir0<az<z; Y=up(z—z) fir x>z, (2)
nimmt der Quotient y =0 bzw. y =y —u % von 0 aus stetig zu und
strebt bei unbegrenzt wachsendem x dem Grenzwert y, = u zu. Die
in Rede stehende Tarifform eignet sich also fiir die Bildung eines ein-
heitlich progressiven Steuertarifs, dem zwei Bedingungen auferlegt
werden: z; als steuerfreies Existenzminimum und p als Steuerfufl der
sehr groBen Einkommen.

Beispiel: Fiir z; = 1200, y, & 20% erhalten wir

Y = 0,2 (w —1200); y = 0,2 (1_%’_0)

T = 1200 1600 2000 4000 8000 16000 32000
Y = 0 80 160 560 1360 2960 6160
y = 0 5 8 14 17 18,5 19,25
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Finanzpolitisch erscheint die Progression bei den kleineren Einkommen zu
stark, bei den gréferen Einkommen zu schwach. Eine bessere Anpassung an die
Leistungsfahigkeit der Zensiten kann mit dem Lineartarif, bei dem nur zwei Kon-
stante verfiigbar, nicht erreicht werden. — Fiir die von der Steuerbehérde zu be-
nutzende tabellarische Darstellung wiirde man etwa Intervalle der « von 500 M
einfithren, denen jeweils ein Steuerzuwachs von 100 M entspricht, und in einer
Sondertabelle fiir das letzte angebrochene 500-M-Intervall die entsprechenden auf
volle Mark abgerundeten Steuerbetrige zusammenstellen. Der durch gréBere

Disparitdten stets erzeugte Anreiz zur Unter-
Y ' jeklaration kommt beieinem derartig durchkon-
struierten Tarif wohl ziemlich in Wegfall.

Der Tarif
Y=Y, +u-o (2)

stellt die einfachste Form eines rabatt-
losen Preistarifs mit Grundgebiihr Y
) dar. Derartige Grundgebithren kommen
bei Fernsprechgebiihren-, Gas-, Wasser-
und Elektrizitatstarifen als Apparat- bzw.
Zshlermiete, bei Beforderungstarifen als
o X % . Abfertigungsgebiihr vor und sind bei allen
Preistarifen am Platze, bei denen nicht nur die variable
Leistungsmenge in Rechnung zu stellen ist, sondern auch
die schon bei sehr geringen Leistungsmengen vorhandenen
»fixen Kosten“ abzugelten sind. Der Tarifquotient

I

Y,
y=u-+ —1—0 ist fir £ =0 unendlich grof}, nimmt mit

wachsendem « bestindig ab und strebt fir

p # unbegrenzt wachsende x dem Grenzwert
/"’___ Z y, =p zu.

o X z Auch bei Preistarifen bedingt der Um-

Abb. 24 a/b. stand, daB3 beim Lineartarif nur zwei Kon-

stante zurVerfiigung stehen,eine geringeAn-

passungsfihigkeit dieser Tarifform : Auf eine bei Bezug gréBerer Leistungs-

mengen eintretende Rabattberechnung kann er nicht eingestellt werden.

Man kénnte versuchen, eine gréBere Beweglichkeit zu erreichen, indem

man Tarife vonder Form Y=ay 2>+ a, x+a,, Y=qay2*Fa;2%+-a,x+a,

usw. zugrunde legt. Mit ihnen wird jedoch den Bediirfnissen der

Praxis nicht entsprochen, wie die Betrachtung des Tarifquotienten:

y=ayr+a, + a—;, Y= ¥+ a;x + a, + %3, usw. zeigt. Mit unbe-
grenzt wachsendem x wiirde der Tarifquotient ebenfalls iiber alle Grenzen
wachsen. Wohl kénnen derartige Ansitze mit ganzen rationalen Funk-
tionen als Interpolationsformeln fir Teilbereiche eines Tarifs dienen,
etwa in dem Sinne, dafl mit ihnen Abschnitte aus bestehenden Steuer-
oder Preistarifen auf Einheitlichkeit (Fehlen von merklichen Dispari-
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titen und anderen Hirten) nachgepriift werden. Die Verwendung zu
Extrapolationszwecken ist ausgeschlossen.

Das einfachste Hilfsmittel zur Darstellung von Tarifen Y, bei denen
der Tarifquotient y mit unbegrenzt wachsendem z einem Grenzwert u
zustrebt, liefern die unecht gebrochenen rationalen Funktionen
vom Gradel. Durch Ausdividieren lassen sie sich stets auf die Form
bringen: Summe einer linearen Funktion xx -- » und einer echt gebro-
chenen rationalen Funktion. Letztere strebt mit unbegrenzt wachsen-
dem x dem Grenzwert 0 zu; daher stellt erstere die Asymptote der
Tariflinie dar, sodaB auf alle Félle 4 den fiir unendlich grofe x geltenden
Tarifquotienten bedeutet, der stets von vornherein vorgeschrieben sein
wird. Die in der echt gebrochenen rationalen Funktion vorkommenden
Konstanten kann man dazu beniitzen, den Tarif weiteren Bedingungen
anzupassen.

Beispiel: Elektrizitatstarif.
Wir sehen von der Grundgebiihr ¥, ab, die sich einfach dem zu konstruierenden
Tarif iiberlagert, und setzen fest:

Anfangssatz fir die Kilowattstunde . . . . . . 25 Pf.,
Endsatz fir die Kilowattstunde . . . . . . . . 22,6 Pf.
Da der Preis fiir den Elektrizitdtsverbrauch x mit x selbst verschwindet, setzen
wir ans b
b b c b ,
Y=wet org=ret s —mry O vertggy ()

Wir haben dann fir =0: y,=p+b=2b6Pf.; firx=o00: y, =u= 22,6 P1.
Mithin b = 2,6 Pf. Setzen wir weiterhin fest, dal bei einem Verbrauch von

r, = 333% Kilowattstunden y; = 24 P{. betragen soll, so gilt: y = 22,5
PN I YHE ¥ S (c .333 % + 1) ~500c + 1,5; ¢ =0,002. Der
1 3
ce 333? +1
Tarifquotient wird also allgemein
2,5
N

Er nimmt mit wachsendem 2 bestindig ab. Fiir den Elektrizititstarif selbst er-
halten wir 2.5
Als Abschnitt der Asymptote der Tariflinie (Abb. 25) auf der Y-Achse ergibt sich
b

— = 1250.

¢

Dem Tarif entspricht folgende Tabelle:

Kilowatt-
stundenzahl 100 200 300 400 500 1000 2000

Preis pro Kilo-
wattstunde y | 24,5833 | 24,2857 | 24,0625 | 23,8888 | 23,7500 | 23,3333 | 23,0000
Gesamtpreis Y | 2458,33 | 4857,14 | 7218,75 | 9555,562 | 11875,00| 23 333,33| 46 000,00
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Kommt noch eine Grundgebiihr ¥, hinzu, so wiirde der Tarifquotient noch um
Y,
den bestéindig abnehmenden Betrag -g—c'—) zu vermehren sein. Der Tarif ist auf alle

Fille einheitlich degressiv.
Allgemein wiirde man b = y,—u haben und aus y, = ,u—}—

+ 1
rechnen cx; = b T 1=%—H _—(yl M yo_il, wiirde also fiir
Yo=Y > U sxcherhch ¢ ebenso wie b als positive GroBe erhalten. Der Diffe-

be
rentialquotient y’ = Gz L ip ——— fallt al- y

lemal negativ aus, was fiir den einheitlich
degressiven Charakter des Tarifs ent-
scheidend ist, und es ist auch ausge-

1

schlossen, daB die Polstelle z = -

der gebrochen rationalen Funktion einen

positiven Argumentwert x erhdlt (was a)

den Tarif unbrauchbar machen wiirde).
Eine derartige Diskussion wird um so

umstindlicher, je mehr Konstante zur

Befriedigung weiterer Tarifbedingungen

in die fiir ¥ angesetzte unecht gebro-

chene Funktion vom Grade 1 heran- 7260 | [
gezogen werden, z. B. g 500 x 7000
2
Y —pz+ ax?+ bx Y

c®tdz+1° 250
Auf Kurven mit Asymptoten, \

wie sie fiir die Darstellung von b) 25
Tarifen in Frage kommen, fithren
nun andererseits auch manche ein- |

{
fach zu diskutierende Irrational- ¢ 500 x 000
ausdriicke. Wir betrachten Abb. 25 a/b.
Y=Lz -+ M—yAx> + Bz -+ C. (4)

Wann hat das entsprechende Kurvenbild den Charakter einer durch
den O-Punkt gehenden Hyperbel, die sich fiir unbegrenzt wachsende
positive x ihrer Asymptote von unten her ndhert? Offenbar muf
M= ]/6, sicher also C > 0 sein. Schreiben wir

Y = L4 0 — 4o+ op) + o7 7,

so erkennen wir, daBl der hyperbolische Charakter mit 4 >0 ge-
sichert ist und daf die Asymptote dargestellt wird durch

2y40 —

= — B
Y:Lx-{—]/O—-VZ(x—l-ﬂ):(L_VZ)Q,_l__W_A_B
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Die Differenz: Asymptotenordinate minus Kurvenordinate:
— B B\ 4A4C— B?
VA (o4 )+ 4 (= + 55 + T
4AC — B?
44

B ]
VZ(x+ 2}7@->+’/sz+ Bzx+C

die mit unbegrenzt wachsendem x gegen 0 konvergiert, ist fiir positive
« selbst positiv, wenn die Diskriminante 4 AC — B%> 0. Dabei kann
B positiv oder negativ sein. Der Tarifquotient fiir sehr grofle positive «
ist, wie die Asymptote ergibt, y = L—VZ

Den Tarifquotienten fiir # = 0 erhalten wir mit Hilfe des Differential-

quotienten: Y I 1 242+ B ;
dx 2YA*+ Bx + C
fir z = 0 ergibt sich: 1 B
Y, =L —
2 ¥y

Wihlen wir B negativ, so bedeutet L eine zwischen y, und y,, liegende
Zahl Der Tarlfquotlent

L V A+ E e (4)
nimmt dann diesen Wert fiir einen posmlven z- Wert wirklich einmal an:
y, =1L fir x = xl Es ist also:

¢ B ¢
L= L+ —J4+ +ﬂ, wa = At
B =—Azx, .
Ist ¥y, ¥, und y = L fiir z = x, gegeben, so kann man der Reihe nach
]/A =L—y,, B=—A4x,C= T B T—F bestimmen. Dann ist ein-

heitliche Degression durch den Hyperbelcharakter der Kurve gesichert.
Eine Grundgebithr kann wieder durch Uberlagerung einer additiven
Konstanten beriicksichtigt werden.

Beispiel: Fiir den Verbrauch von @ chm Gas berechne man den Preis ¥ = Lx

+ JC —yA2? + Ba + C unter Zugrundelegung folgender Annahmen?) fiir den
Tarifquotienten y:

2y =0 Yo = 16,7 PL.
X, = 250 Y= 15:2 3
T = OO yw == 10,64 5

Lésung: Aus der Annahme L = y, folgt; L = 15,2. Fernerist jA = L — y,,
= 4,56; also A4 = 20,7936 und B = — Az; = — 5198,4. Aus der Gleichung:

Vo = s - o exgibt sich: JC = 1782,8 und €' = 300260,
— Yo
sodaB endlich: ¥ = 15,2z -+ 1732,8 —}/20,7936 22 — 5198,40 = + 3002 600 -
1} Gasbetriebsgesellschaft AG. Berlin.
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Die Einfithrung von Kurven héheren Grades als Tariflinien gibt
durch Einbeziehung weiterer Koeffizienten die Moglichkeit, mehr als
b Tarifbedingungen zu befriedigen, wobei allerdings die Diskussion der
praktischen Verwertbarkeit umstindlicher wird. Aber auch bei Beschrin-
kung auf eine geringere Koeffizientenzahl und damit auf leichter zu
diskutierende Kurventypen fithrt sie gelegentlich zu einer besseren
Anpassung an die Natur des Tarifproblems.

Als Steuerful wahlt man héufig den Ansatz:

+ cym]
—ut=EET) ®)
WO 1, %y, ¢, m vier Konstante. Offenbar bedeutet y den Steuerful y,
fur sehr grofle Einkommen, z, 7

dassteuerfreie Existenzminimum.
Mit ¢ und m befriedigt man zwei #«
weitere Bedingungen. — Diese /’—
Tarifform 148t sich bis zu einem

gewissen Grade mittels der Ber- ~° 9 s z
noullischen Theorie vom Geld-
wert und der Forderung der
grundsatzlichen Gleichheit des /
von allen Zensiten zu bringen-

den Opfers begriinden!). Die Progression nimmt von vornherein ab,

Abb. 26.

2
da jll—xz< 0 (Abb. 26). In einem Lande mit einigermalBlen normaler

Einkommensschichtung und nicht zu hohem Bedarf von Steuerauf-
kommen wird diese Formel fir den Steuerfull ausreichende Dienste
leisten.

Dagegen wird man bei einem in gespannterer Lage befindlichen Land
wie Deutschland darauf bedacht sein miissen, die Progression des Steuer-
fuBles zundchst bis iber den Bereich der stirksten Zensitenschicht
hinaus noch wachsen zu lassen; spidter mull man sie dann notgedrungen
wieder verlangsamen, weil der Steuerfull den Héchstwert 100% jeden-
falls nicht iiberschreiten kann und normalerweise einen darunter lie-
genden Hochstwert y,, zugewiesen erhélt, der mit der Aufrechterhaltung
der Unternehmungslust und mit dem Eigentumsgrundrecht vereinbar
erscheint. Die den Steuerfull darstellende Kurve muB also in ihrem
Verlauf zwischen z = 2, (Existenzminimum) und =z == co zunichst
konvex, spiter konkav nach unten gekriimmt sein und schlieBlich der
Horizontalen y = y, asymptotisch zustreben. Zu solchem Kurventyp
gelangt man bei Heranziehung einiger einfacher transzendenter
Funktionen, die genau tabuliert sind: des Arcustangens und des

1) Vgl. hierither P. Riebesell, Steuermathematik, Hamburg 1922,
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hyperbolischen Tangens. Soll der Wendepunkt der SteuerfuBkurve zu
einem Einkommen z; gehéren, so kann man setzen:
— Yo . — ‘ —
oder
y=- Yo - [arctg A (x — x;) + arctg 4 (x; — x,)].  (6')
5 -+ aretg A (x; — )

In beiden Fillen kann man mittels der vier Konstanten z, x;, 4,
¥, vier Bedingungen befriedigen. Insbesondere kann man, auBer der

Festsetzung des steuer-
?90 - freien Existenzmini-
w /-1__;;;:—-_:1 mums z, und des
=== Steuerful - Hochstwer-
20 == tes y,, vorschreiben,
o -~ fiir welches Einkom-
’ men 2z, der Wende-
0 W 20 3 W i 60 70 80 90700 pl.mkt eintreten und
Einkommen in Tausend M . wie hoch derzugehdrige
Abb. 27. Reichseinkommensteuertarif. ’ StﬁuerfUB % ausfallen

soll.

Beispiel: Tarif der deutschen Reichseinkcinmensteuer (Abb. 27). Der fiir die
niederen Einkommen bis zu 8000 M geltende Tarif weist eine durch die Lohnsteuer-
technik bedingte Sonderstruktur auf. Wir richten daher unser Augenmerk auf
den Tarif fiir die Einkommen iiber 8000 M, bei denen eine besondere Veranlagung
zur Einkommensteuer erfolgt. Fiir = 8000 ist der Steuerfufl 0,0910; fiir 2 = oo
ist er y, = 0,40. In Anlehnung an die SteuerfuBkurve des Reichseinkommen-
steuertarifs nehmen wir fir den Wendepunkt die Koordinaten z, = 20000;
v, = 0,1850 und setzen an

00810+ 0,3090
% + arctg A - 12000

[arctg A (x — 20000) 4 arctg 4. 12000] .

Dann bestimmt sich A aus der Bedingung, daf}
0,3090 - arctg 4 - 12 000

% + arctg A+ 12000

0,1350 = 0,0910 4

oder 12000 4 = tg (% %) sein muB. Wir erhalten damit
y = 0,1350 4 0,1687 arctg 0,000022 (x — 20000). ‘
Ahnlich gelangen wir mit dem hyperbolischen Tangens zu der Darstellung

y = 0,1350 -+ 0,265 T¢0,000014 (z — 20000).

" In der nachstehenden Tafel sind die nach diesen beiden Formeln errechneten
und die im geltenden Tarif festgesetzten SteuerfiiBe fiir eine Reihe von Einkommen
zusammengestellt. Der Reichseinkommensteuertarif zieht die niederen Einkommen
erheblich schirfer heran, wie dies nach den den héheren Einkommen angepafiten
Formeltarifen der Fall sein wiirde.
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Einkommen | I: geltender II: SteuerfuBl y (III: SteuerfuB y
x Steuerfu ¥ | nach arctg-Tarif | nach g-Tarif

5000 0,0850 0,0812 0,0801
8000 0,0910 0,0910 0,0910

10 000 0,0960 0,0984 0,1003

15000 0,1167 0,1165 0,1165

20 000 0,1350 0,1350 0,1350

30000 0,1766 0,1715 0,1719

40 000 0,2075 0,20560 0,2074

50 000 0,2300 0,2335 0,2403

70 000 0,2642 0,2755 0,2950

90 000 0,2890 0,3002 0,3347
oo 0,40 0,40 0,40
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Fir die Wahl der Wendepunktsabszisse miissen Erwigungen des
Tarifpolitikers iiber das gesamte Steueraufkommen maBgebend sein,

die sich auf die Statistik der Zensiten stiitzen miissen.
zeigt, daBl auf Grund der bisherigen Erfahrungen

Landern ein einfacher Zusammen-
hang zwischen dem Einkommen x

und der Zahl y derjenigen Zen- -

siten angegeben werden kann,
deren Einkommen mehr als z
betragt. Er lautet
y=ca*,

wo ¢ und g Konstante bedeuten,
die fiir die verschiedenen Linder
und Jahrginge verschiedene Werte
haben?). Schreibt man

log y =log ¢ + pu log x,
so erkennt man, dafl man bei der
Darstellung auf doppelt-logarith-
mischem Papier mit den Koordi-
naten & =log x, 7 =Ilog y eine
Gerade, die sog. Paretosche Ge-
rade erhdlt. Hat man in einer
solchen Darstellung nach der Me-
thode der kleinsten Quadrate aus-
geglichen (vgl. § 24), so kann man

Pareto hat ge-
in europdischen

7
10000 —— ;
\i I
\
1000
\
700, \
\
7=
=700 10000 100000
Abb. 28,

der Ausgleichsgeraden die Parameter ¢, u entnehmen und sich auf sie bei

der Tarifkonstruktion stiitzen.

1) Tatsichlich zeigen sich beidenkleinsten Einkommen wesentliche Abweichungen
vom Paretoschen Gesetz, entsprechend der Tatsache, da die Kurve der Zensiten-
zahlen hier ein Maximum aufweist, dasim Paretoschen Gesetz nicht widergespiegelt
wird. Vgl. H. Loos, Die Einkommensverteilung im Deutschen Reiche im Jahre

1913, Diss. Frankfurt a. M. 1920.
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Beispiel: (Abb. 28). Deutsche Einkommen von 1928 (Statistisches Jahrbuch
fiir das Deutsche Reich 1931).

. Anzahl der Einkommen-| Ei .
Emkm_nm&nsgruppe bezieher (abgerundet | %° 1nk0{nmen in y:
in RM auf 1000) BRM iiber

0—1 200 17625 0 30 805
1200—3 000 9941 1200 13180
3 000—>5 000 1991 3000 3239
5000—8 000 780 5000 1248
8 000—12 000 251 8 000 468
12 000—16 000 86 12 000 217
16 000—25 000 72 16 000 131
25 000—50 000 42 25000 59
50 000—100 000 12 50 000 17
itber 100 000 i} 100 000 b

Die Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate ergibt:
logy = 9,964 — 1,863 log #, mithin p# = — 1,863 und ¢ = 9,20 - 10°.

Ubergang zu Teilstreckentarifen.

Fiir die Praxis ersetzt man einen nach bestimmten Gesichtspunkten
konstruierten stetigen Tarif durch einen sog. Teilstreckentarif; geo-
metrisch gesprochen: man fithrt an Stelle der Tarifkurve ein ihr einbe-

schriebenes Sehnenpolygon ein. Fiir die Streckenfiile u, d.h. die Nei-
Y, —Yv—1

—. Man kann
@y — By—1

sie auch aus der Grundgebiihr Y; und den Werten des Tarifquotienten y
fiir die Teilpunkte berechnen. Setzt man %, — z,_; = s,, so hat man
die Gleichungen Yo + 1 81 = ¥y 513

Yo+ pa 81+ 2 82 = 92 (81 + 89);

Yo 4ty 81+ U S2 + p3 83 = Y3 (51 -+ 82 -+ 83);

gungskoeffizienten der Sehnen, hat man pu, =

nacheinander nach den u aufzulésen. Allgemein gilt dann fiir die Stelle
T=8+8+ -+ 1+
Y=Y, +tmsi+pes+-+p 181+ u.

VI. Erfolgsrechnung.

§ 17. Die Erfassung der Erfahrungsziffern:

Kosten — Beschiiftigungsgrad. Grundlegende Beziehungen.

Der groBe Aufschwung, den die wirtschaftlichen Leistungen in
Industrie, Handel und Verkehrswesen, Bergbau und Landwirtschaft in
den letzten Jahrzehnten genommen haben, griindet sich einerseits auf
die wachsende Nutzbarmachung des wissenschaftlich-technischen
Fortschritts, andererseits auf die Verbilligung der Leistungseinheiten,
die durch betriebswirtschaftliche Verbesserungen, Einfiihrung
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der Maschinenkraft an Stelle menschlicher oder tierischer Arbeitsleistung
und anderer Kapital beanspruchender Betriebsgrundlagen und Hand
in Hand damit durch Steigerung der Anzahl der Leistungs-
einheiten, des ,,Beschéftigungsgrades®, erreicht wird. In der
Industrie, die fir diese Entwicklung besonders typisch ist und an
die wir daher der Einfachheit halber in unserer Darstellung im allge-
meinen ankniipfen wollen, bedeutet das: Ubergang vom handwerklichen
Betriebe zur Massenfabrikation. Die fortschreitende Produktions-
steigerung findet ihre natiirliche Schranke hauptsidchlich an der Auf-
nahmefihigkeit der Konsumenten einerseits und den Moglichkeiten der
Kapitalbeschaffung andererseits. Dabei stehen Kapital- und Produk-
tionsvermehrung offenbar in Wechselwirkung miteinander. Die glin-
zendste Entwicklung haben diejenigen Betriebe gezeigt, bei denen es,
wie bei Ford, moglich war, die Produktionssteigerung nicht auf die
Hereinnahme neuen fremden, zu verzinsenden Kapitals, sondern auf
die herausgewirtschafteten Uberschiisse und technische und organisa-
torische Verbesserungen des Produktionsbetriebes zu stiitzen.

Die folgenden, der Analyse des wirtschaftlichen Erfolges gewidmeten
Ausfithrungen beschranken sich auf Fragestellungen, die die Heran-
ziehung mathematischer Methoden als erwiinscht und angemessen
erscheinen lassen. Es handelt sich um das Studium des Verlaufs der
Selbstkosten, des Umsatzes und des Gewinnes bei wechselndem Be-
schiftigungsgrad. Eine gewisse Idealisierung des Wirtschaftsablaufs,
beispielsweise die zundchst gemachte Voraussetzung fester Lohnsétze
und Preise, die Beschrankung auf Intervalle, die einem gewissen Rahmen
,,normaler volkswirtschaftlicher Entwicklung* entsprechen?), erscheint
damit unumginglich. Das letzte Wort beziiglich der Anwendbarkeit
der besprochenen Deduktionen auf die Praxis verbleibt daher dem
Betriebswirtschaftler und dem Volkswirtschaftler, die sich iiber den
Einflu8 aller von der idealisierenden mathematischen Analyse nicht
erfaflten Realitdten Rechenschaft zu geben haben?). Daf in Krisenzeiten,
bei bedeutenden strukturellen Anderungen im Wirtschaftsleben alle
wissenschaftlichen Erorterungen, soweit sie dem Vorausblick dienen
sollen, duBerst unzuldnglich bleiben, hat die Wirtschaftsentwicklung der
letzten Jahre eindringlich gezeigt. Unbestritten bleibt die deskriptive
Bedeutung der Mathematik fir die Erfassung des Wirtschafts-
ablaufs und die Notwendigkeit, die in den Wirtschaftswissenschaften oft

1) Damit ist z. B. die Einfithrung von Grenzwerten, die sich auf ,,unendlich
hohen Beschiftigungsgrad® beziehen, von vornherein als eine nur theoretisch ge-
dachte Extrapolation gekennzeichnet.

%) Vgl. F.Leitner, Die Selbstkostenberechnung industrieller Betriebe, 9. Aufl.,
Frankfurt a.M.1930. — E. Schmalenbach, Dynamische Bilanz, 5. Aufl,

Leipzig 1931. — Derselbe, Grundlagen der Selbstkostenrechnung und Preispolitik,
5. Aufl., Leipzig 1930.

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 8
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verschwommen herangezogene mathematische Begriffswelt zu
klaren.

Der wirtschaftliche Erfolg wird gemessen an dem Gewinn @,
der einer bestimmten Ausbringung — Monats-, Quartals-, Jahresproduk-
tion des Gesamtbetriebs, Produktionsmenge eines Einzelauftrags,
Leistungseinheit — anhaftet und sich als Differenz aus dem Erlés £ und

den Selbstkosten S errechnet:
E=8+4¢G. (1)

Die Nachkalkulation beschiftigt sich mit dem tatséchlich erzielten
Erfolg: Betriebsabrechnung der Gesamtunternehmung oder eines Teil-
betriebs, Erfolgskontrolle bei einem erledigten Auftrag. Die Vorkal-
kulation bezieht sich auf den Haushaltungsvoranschlag der Gesamt-
unternehmung oder eines Teilbetriebs, auf die im Angebotswesen zu-
grunde zu legenden Stiickkosten und Stickpreise. Wahrend die
Nachkalkulation ihre Unterlagen zweifelsfrei und eindeutig der Buch-
haltung des Betriebs entnimmt, arbeitet die Vorkalkulation in weitem
Umfange mit Schitzungswerten. Loéhne und. Kapitalkosten sind nur
teilweise durch Vertrige festgelegt, Werkstoffkosten') und Verkaufspreise
schwanken mit der Marktlage, und der die Stiickkosten wesentlich be-
einflussende Produktionsumfang der Unternehmung ist unsicher.
Trotzdem sind natiirlich Vorkalkulationen fiir das Angebotswesen und
die Gestaltung der Rentabilitit des Betriebes unentbehrlich. Erfolgs-
kalkulationen, die sich auf Beobachtung der Marktentwicklung und auf
das Erfahrungsmaterial der eigenen und verwandten Unternehmungen
stiitzen?), sind von entscheidender Bedeutung fiir MaBnahmen der
Betriebsgebarung (Einfithrung neuer Maschinen oder Arbeitsmethoden,
Aufstellung des Fabrikationsprogramms, Aufnahme neuer, Einstellung
alter Fertigungszweige, Betriebserweiterung), der Festsetzung von Bud-
getvorschriften fir die einzelnen Teilbetriebe und Kostenstellen und
der Preis- und allgemeinen Geschéftspolitik. Die numerische Erfassung
der in die Erfolgskalkulation eingehenden Positionen ist Aufgabe der
Betriebsstatistik3). Bei der ,,Einzelkalkulation, der Vor- und
Nachkalkulation eines bestimmten Auftrags interessieren besonders die

1) Hier muB iiberprifft werden, wieweit die Selbstkosten des Lagerbestandes
und andererseits die Wiederbeschaffungskosten in Rechnung zu stellen sind.

2) Wertvolle Dienste leisten hierbei die Arbeiten des Reichskuratoriums fiir
Wirtschaftlichkeit.

3) Sie bringt ihrerseits natiirlich ein neues Kostenelement mit sich, macht sich
aber, wenn sie dem Umfang und der Eigenart des Betriebes gut angepaBlt ist,
bezahlt durch Aufdeckung von Unwirtschaftlichkeitsquellen, z.B. Werkzeug-
vergeudung, iiberméifBigen Anwachsens der Hilfslohne und des Materialverbrauchs;
allgemein wegen der aus einer korrekten Erfolgskalkulation abzuleitenden Riick-
schliisse und Folgerungen. Der Verein Deutscher Maschinenbauanstalten nimmpt
die Kosten zu 2% der Gehilter an.
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,»»Stiickkosten®, d.h. die Selbstkosten der Einzelleistung. Nun kann
man aber eigentlich nur die Léhne L und die Werkstoffkosten W
unmittelbar zur Stiickzahl der Produktionsmenge in eine genaue Be-
ziehung setzen; sie kommt im wesentlichen auf Proportionalitit heraus.
Die iibrigen Kosten, z. B. Kapitalkosten, Gehilter, tauchen zunichst in
der Belastung der gesamten Produktion, des ganzen Werks oder eines
Teilbetriebs auf. Eine Hauptaufgabe der Erfolgskalkulation bzw. der
ihr dienenden Betriebsstatistik besteht nun gerade darin, festzustellen,
welcher Anteil U dieser Generalunkosten oder Gemeinschafts-
kosten auf einen bestimmten Ausschnitt in der Produktion zu ver-
rechnen ist. Wird von dem Werk nur ein einziger Massenartikel fabri-
ziert, so wird diese Aufgabe ohne Schwierigkeit durch eine einfache
Division bzw. einen Dreisatz gelést. Handelt es sich dagegen um ver-
schiedene Erzeugnisse, so mufl die Betriebsstatistik versuchen, die auf
die Produktion und den Vertrieb eines Artikels entfallenden Kosten-
elemente zu isolieren. Dazu ist eine ausreichende Aufteilung nach
Kostenarten und Kostenstellen vorzunehmen.

Fir Maschinenfabriken kommt z. B. folgende Aufteilung nach
Kostenarten in Frage, die im wesentlichen der von H.Machts?)
vorgeschlagenen entspricht:

W = Werkstoffkosten: Selbstkosten der in der Produktion verarbeiteten
Materialien einschlielich Frachten, Transport-, Feuer- und Diebstahlversiche-
rungen, Zélle, Lagerkosten.

L = Fertigungslohne einschlieflich Steuern und Sozialbeitrige (Produktiv-
1ohne).

U = Gemeinschaftskosten:

a) Betriebsunkosten: Betriebsgehilter, technische Leitung, Hilfslshne, Kraft,
Heizung, Licht, Abschreibungen auf Gebiude und Maschinen, Versicherungen,
Hilfsmaterial.

b) Handlungsunkosten: Allgemeine Verwaltung, kaufménnische Leitung ein-
schlieBlich Biirokosten, Angestellte, Reisende, Steuern, Abschreibungen.

¢) Werbekosten.

d) Sonderkosten: Provisionen, Preisnachlisse, Aufwendungen fiir Garantie-
und Vertragserfiillung, Verluste aus Valuta und Effekten, Bankspesen, Lizenzen,
Patente, Versuche usw.

Bei der gesonderten Erfassung der Kosten fiir die einzelnen Pro-

duktionsetappen und Kostenstellen sind Erfahrungen heranzu-
ziehen, die bei Betriebsumstellungen und aus dem Studium verwandter
Betriebe gewonnen werden. Auf diese Weise mufl es insbesondere gelingen,
einen brauchbaren Verteilungsschliissel zu finden, nach dem die Gemein-
schaftskosten auf die einzelnen Werkstétten usw. und letztlich auf die
verschiedenen Fabrikate umzulegen sind. Die Durchfithrung dieser
Aufgabe fir die verschiedenen Kategorien wirtschaftlicher Unterneh-
mungen ist das weite Feld der betriebswirtschaftlichen Kosten-

1) Betriebsstatistik in Maschinenfabriken, Schriften des VDMA, Heft 10, 1927.
8%
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analyse. Hier ist darauf nicht niher einzugehen. Zur Erlduterung sei
nur der in einer gewissen Gattung von Betrieben — z. B. Blechwalz-
werken, Ziegeleien, in der Miihlenindustrie — vorliegende einfache Fall
erwihnt, daf die verschiedenen Leistungseinheiten durch sog. Aqui-
valenzziffern zueinander in Beziehung gesetzt werden kénnen. Durch
Multiplikation der konstanten Aquivalenzziffern mit der veréinderlichen
Leistungsmenge wird eine ,,veréinderliche Kostenrechnungsmenge‘
(E. Geldmacher) gewonnen, wie dies aus nachstehenden Beispielen
verstdndlich gemacht wird.

1. Beispiel: Verteilung des Stromverbrauchs eines Hammerwerks auf die
verschiedenen Gruppen von Hammern!). Die tatséichlichen Hammerstunden werden
mittels der erfabrungsmiBig festliegenden, dem Birgewicht proportional ange-
nommenen Aquivalenzziffern in reduzierte Hammerstunden umgerechnet. Aus
den aufgelaufenen Gesamtkosten ergibt sich der Preis der reduzierten Hammer-
stunde, hieraus die Aufteilung der Gesamtkosten und die Kosten der Hammerstunde

iir die verschiedenen Himmer.

Aquival.- tatsdchl. |red. Ham- Kosten je
Hammer ziffer | Hammerstd. | merstd. Kosten Hammerstd.
Luppenhamm. 1,5 60 90 70,86 1,18
100 Ztr.-Ham. 5,0 465 2325 1829,80 3,94
60 ,, 3,0 921 2763 2174,50 2,36
30 ,, 1,5 1426,50 2139 1683,59 1,18
22 ,, 1,1 834,75 918 722,64 0,87
8 ., 0,4 165,75 66 52,16 0,32
| | 8302 | 653356 |
Kosten der reduzierten Hammerstunde: 6533,55 : 8302 = 0,787,
2. Beispiel: Kostenrechnung eines Blechwalzwerks?):
Blech- |4 . Produkt.- | Reduz. Pro-
p A I.- Kost
starke %&}Z?ﬂ Me;lge dukt-%lenge Kosten je ,%iﬁ;le
mm
3,0 0,7 500 350 71 137,60 142,28
2,b 0,75 400 300 60 975,00 152,44
2,0 0,8 600 480 97 560,00 162,60
L5 0,9 300 270 54 877,50 182,93
1,0 1,0 300 300 60 975,00 203,25
0,76 1,2 400 480 97 560,00 243,90
0,5 1,4 200 280 56 910,00 284,55
[ | 2460 | 499995,00

Kosten der reduzierten Tonne: 499995,00: 2460 = 203,25 M.

Wenn zunichst die Gleichung (1) oder die damit gleichbedeutende

Gleichung:
& E=W+L+U+G@G (1"

1) F. Leitner, a.a. 0. S. 450.
2) E. Geldmacher, Betriebswirtschaftslehre, 2. Aufl., Leipzig u. Berlin 1927,
S. 11.
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fir die Jahresbilanz des ganzen Unternehmens zutrifft, so hat doch
die eigentliche Selbstkosten- und Erfolgsanalyse die Aufgabe, durch
die geschilderte weitgehende Aufgliederung der Kosten den Inhalt
dieser Aussage gerade fiir den Fall der Einzelkalkulation so weit wie
moglich zu prézisieren. Beziehen wir § = W - L + U auf einen be-
stimmten Produktionsausschnitt m von gleichartigen Fabrikaten, so sind
die auf die Einzelleistung bezogenen durchschnittlichen Stiick-
kosten: g

§=—, (2)

m

Besonders mit Riicksicht auf das Angebotswesen empfiehlt es sich, die
Gemeinschaftskosten U an den ihnen zugeordneten Produktivlghnen L
zu messen; man bezeichnet:

w =100 = (3)

als den Unkostensatz. Mittels u stellt man dann die Gemeinschafts-
kosten als prozentualen Zuschlag zu dem entfallenden Lohnbetrag L in
TRechnung. Der Erfolg wird durch den Gewinnsatz

g =109 (4)

gekennzeichnet, der den Gewinn in Prozenten des gesamten erzielten
Erloses E ausdriickt.

Wird schlieBlich mit e der Preis der Leistungseinheit bezeichnet, der
selbst als Funktion der gesamten Ausbringung anzusehen ist, so gilt

E=¢-m. ()]

Fiir den Betriebsleiter erheben sich offenbar verschiedene ¢kono-
mische Extremalprobleme, die eng miteinander zusammenhéngen
und darum manchmal durcheinander geworfen werden, die aber wirt-
schaftsbegrifflich wohl auseinander zu halten sind : Die primére Aufgabe,
den Gesamtgewinn ¢ zu einem Maximum zu machen; die Auf-
gabe, die durchschnittlichen Stiickkosten zu einem Minimum
zu machen; die (mit Propagandazielen und sozialen Gesichtspunkten
verkniipfte) Aufgabe, den Umsatz F zu einem GréBtwert zu
steigern. Fir die Losung der ersten und dritten Aufgabe muf3 aufler
andern, hier nicht naher zu erdrternden Mitteln, wie Absatzpropaganda,
Kartellmoglichkeiten usw., eine geschickte, der Aufnahmefihigkeit des
Marktes angepaBte Preispolitik hinzugezogen werden.

Der Wirtschaftsmathematiker kann sich bei diesen Fragestellungen
dadurch niitzlich machen, daB er, typische Falle der Preis- und Kosten-
entwicklung herausgreifend, den Verlauf der in die Erfolgsrechnung
eingehenden Grofen bei wechselndem Beschéftigungsgrad stu-
diert. Bei der Auswahl solcher typischen Félle wird er sich durch die
Erfahrungen des Wirtschaftspraktikers leiten lassen mussen. Trotz alles
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Strebens zur Wirklichkeitsndhe wird dabei, wie schon frither betont,
eine gewisse Idealisierung des Wirtschaftsablaufs unvermeidlich sein.

Es handelt sich also darum, die in (1’) und (5) vorkommenden GréBen
E, W, L, U, G und die in (2), (3), (4) eingefithrten GréBen s, u, g als
Funktionen des Beschéftigungsgrades zu untersuchen. Gute
Dienste leistet hierbei die graphische Darstellung in einem Koordinaten-
system «, y. Uber die zahlenmiBige Erfassung der als Ordinaten dar-
zustellenden Funktionswerte haben wir ausfiihrlich gesprochen. Wie
steht es mit der Messung der durch die Abszissen darzustellenden
Argumentwerte, des Beschiftigungsgrades? Dreht es sich bei der
s Gesamtproduktion oder beidem be-
treffenden Produktionsausschnitt
(Werkstatt, Auftrag) um einen

ThK einzigen Artikel'), so empfiehlt es
a) | sich oft, die Ausbringung selbst,
i d.h. die Stiickzahl der Produk-
P II tionsmenge auf der Abszissenachse
00 = > abzutragen.

Das ist beispielsweise das Ge-
s gebene, wenn man den Zusammenhang zwischen dem funk-
tionalen Verlauf der gesamten Selbstkosten S und der durch-
schnittlichen Stiickkosten s ins Auge fassen will. Die
Selbstkosten nehmen von einem Wert S,, den
Stillstandskosten, aus mit wachsender Pro-
b) duktion m bestindig zu (Abb. 29): S = F(m) ist
eine monoton wachsende Funktion.
| s/tm).  Der vom Nullpunkt nach einem
} ! beliebigen Punkt (m, S) der Selbst-
:s \Smin kostenkurve fithrende Leitstrahl
| } schlieBt mit der Abszissenachse

0 ' = > einen Winkel « ein, fiir den
Abb. 29 a/b, tga=§=M=s, (6)

m m

d.h. die Steigung des Leitstrahls ist gleich den der betreffenden
Produktionsmenge zugrunde liegenden Stiickkosten, die in Abb. 29b
aufgetragen sind. Den Kleinstwert von « erhalten wir, allgemein zu
reden?), indem wir von O aus an die Kurve der Selbstkosten die Tangente
legen. Der zu ihrem Berithrungspunkt gehérende Abszissenwert m
ergibt, in das Stiickkostenschaubild iibertragen, die minimalen Stiick-
kosten smin. In dem links von m liegenden Bereiche, in dem die Stiick-
kosten sinken, sprechen wir von degressiven Kosten, in dem Gebiet

1) Bzw. einige Artikel mit feststchenden Aquivalenzziffern,
2) Siehe die genauere Diskussion § 21.
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rechts von m, in dem die Stiickkosten steigen, sprechen wir von pro-
gressiven Kosten. Die zu minimalen Stiickkosten gehorende Aus-
bringung wird bisweilen!) zur Kennzeichnung des normalen Beschéaf-
tigungsgrades des Werks benutzt, der dann wohl auch als Beschéf-
tigungsgrad 100% oder Einheit des Beschiaftigungsgrades angesetzt
wird. Das Postulat, daf der ,,normale Produktionsgrad’* mit der Stelle
geringster Stiickkosten zusammentreffen soll, 148t sich aber wegen der
praktisch dem Absatz gesteckten Grenzen keineswegs immer befriedigen.
Beispielsweise wiirde fiir die in Abb. 19 dargestellten Selbstkostenkurven
der Fall xmin, also geringster Stiickkosten, erst fur unendlich gesteigerte
Produktion erreicht werden. Typisch fiir solche Fille bestdndig de-
gressiver Kostenentwicklung ist die Tatsache, dal die Kostenkurve eine
Asymptote besitzt, so zwar, dafl diese Asymptote und die Kostenkurve
selbst auf der Ordinatenachse einen positiven Abschnitt begrenzen.

Die Regel ist freilich, dafl bei wachsender Produktion der degressive

Verlauf der durchschnittlichen Stiickkosten s = Efnﬁ) doch schlieBlich

von einem endlichen Abszissenwert m aus, der dem smin entspricht,
abgelost wird durch progressive Kostenentwicklung. Man bezeichnet die
zu m gehoérende Stelle der Kostenkurve als die Kostenkehre KK. Der
erste Teil der Kurve S=F (m) (fiir m << m) kann von vornherein konvex
nach unten gekriimmt sein, wie in Abb. 29a; er kann aber auch, wie in
Abb. 41 a, zunichst konkav und dann konvex nach unten gekriimmt sein.
Jedenfalls trifft es nicht, wie in der Literatur vielfach angenommen wird,
zu, dafl der Wendepunkt, der mathematisch durch F”* (m) = 0 (Ver-
schwinden des zweiten Differentialquotienten) gekennzeichnet wird, mit
der Kostenkehre zusammenfillt, auch nicht, dafl wenigstens fiir das
Auftreten einer Kostenkehre das Vorhandensein eines Wendepunkts
Vorbedingung sei.

Der hier erérterte Irrtum in der betriebswirtschaftlichen Literatur
héngt mit dem andern zusammen, daf die Gesamtkostenkurve 8 = F (m)
bei degressiver Kostenentwicklung stets konkav nach unten, bei pro-
gressiver Kostenentwicklung konvex nach unten gekrimmt sei. In
Wirklichkeit sind diese Bedingungen nur maBgebend bei Kostenkurven,
die vom O-Punkt auslaufen (Abb. 30), ein Fall, der von Schmalenbach
als Ausgangspunkt aller Betrachtungen gewéhlt wurde, der aber in der
Praxis bei Gesamtkostenkurven (S = W + U -+ L) eigentlich nie vor-
kommt. Im allgemeinen gibt es eben Stillstandskosten, Kosten
der Fertigungsbereitschaft: Sy == U,. Dal} die Art der Kriimmung
der Kurve nicht maflgebend ist, erhellt am deutlichsten aus dem Beispiel
der linearen Kostenentwicklung. In Abb.24a entspricht die Gerade I

1) Vgl. z. B. M. R. Lehmann, Die industrielle Kalkulation Berlin 1925.
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proportionaler, die Gerade II progressiver, die Gerade /11 degressiver
Kostenentwicklung.

Die die Kostenkehre kennzeichnende Bedingung, dall fur sie die
durchschnittlichen Stiickkosten zum Minimum werden, driickt sich aus

durch das Verschwinden des ersten Differentialquotienten von s = M,

m
m - F’(m) — F (m)

also des Ausdrucks e

Fir ihre Abszisse m gilt also

) _ poim). (7)

Allgemein bedeutet F'(m) den Grenzwert des Quotienten j—i ,d. h.

des Quotienten aus dem einer Produktionssteigerung Am entsprechenden
s Kostenzuwachs 48 und Am selbst. Dieser
Bruch bedeutet die bei einem zusitzlichen
Auftrag je Leistungseinheit aufzuwendenden
Neukosten, die besonders bei der Vorkalkula-
tion eines Auftrags eine wichtige Rolle spielen.

> HKin Unternehmen wird unter Umstédnden bei
Abb. 50, Abgabe eines Angebots nicht die durchschnitt-

lichen Stiickkosten zugrunde legen, sondern

in der Erwartung, daf die bisher maligeblichen Gesamtkosten weiter-
hin von dem bisherigen Abnehmerkreis getragen werden, zwecks Ge-
winnung neuer Absatzmirkte bzw. aus Prestigegriinden nur die Neu-
kosten firr den zu fordernden duflersten Preis zum Ausgang nehmen.

. . . 8 . . .
‘Wir nennen in diesem Sinne 8, :g% = F'(m) die partiellen Stiick-

kosten oder Differentialkosten. Schmalenbach, der sie in die
betriebswirtschaftlichen Betrachtungen eingefiihrt hat, bezeichnet sie
als den ,,proportionalen.Satz‘“. In unserer neuen Bezeichnungsweise
kénnen wir den Inhalt der Formel (7) so ausdriicken:

Im Falle des Stiickkostenminimums (Kostenkehre) stim-
men die durchschnittlichen Stickkosten der Gesamtaus-
bringung mit. den partiellen Stickkosten iberein.

Die Stelle des Stiickkostenminimums wird daher oft zweckmafiger-
F(m)
m
bestimmt. Die letztere durchsetzt hier die erstere von unten her. Denn

offenbar liegt die Kostenkehre im Bereich wachsender Differentialkosten.

weise als Schnittpunkt der Kurve y = mit der Kurve y=2F"(m)

. s .. . .
Geometrisch bedeutet s, = d—i die Steigung der Tangente in einem

Punkt der Kostenkurve. Diese ist in dem Gebiet vor der Kostenkehre
kleiner als die des Leitstrahls jenes Punktes, hinter der Kostenkehre ist
sie groBer (vgl. Abb.29a). Darin spiegelt sich die optimale Bedeutung
wider, die die Kostenkehre eben vom Standpunkt des Selbst-
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kostenproblems aus besitzt: An jeder Stelle des vor ihr liegenden
Bereichs sind die fiir zusdtzliche Auftrige in Rechnung zu
ziehenden Differentialkosten niedriger als die fiir den be-
treffenden Produktionsumfang geltenden durchschnittli-
chen Stickkosten, was zur Produktionssteigerung dréingt;
hinter ihr ist es umgekehrt. Vom Standpunkt maximalen Gewinns
oder maximalen Umsatzes aus gesehen, sehen sich die Dinge natiirlich
wieder anders an (s. § 20).

In dem Zusammenhang der Kurve der Gesamtkosten § = F (m) und
der durchschnittlichen Stiickkosten s = f(m) findet sich noch eine
Eigentiimlichkeit, die gelegentlich mit Nutzen verwertet wird. Da

8 = ms, so wird g% =8+ m- b ° Fir die Stelle, fur die die Gesamt-

m

kosten § ein Maximum annehmen, wird a8 =0, also m =— f,(m) .
- dm 1 (m)

Nun bedeutet allgemein — ]ﬂ%)—) die Subtangente der Kurve y = f(m),

gemessen vom FuBpunktdes Kurven- g

punkts aus im Sinne der wachsenden

m. Soll diese mit der Abszisse des

Kurvenpunkts iibereinstimmen, so 5=Ftm)

muf auf der Tangente, die in ihm
an die Kurve gezogen wird, von den
Koordinatenachsen ein Abschnitt be-
grenzt werden, der im Kurvenpunkt ¢ m
selbst halbiert wird. Nun zeigt die s
Erfahrung, dall ein Riickgang der
Gesamtkosten § mit wachsendem
m 80 gut wie nie vorkommt!). Da
also die Kurve der Gesamtkosten § )
an der Stelle, wo die Tangente
horizontal wird, ihre reale Be- s-ftm)

deutung verliert, so gilt be- ,- T
zitglich der Kurve der Stick- ) ﬁﬁ/-ﬁ
kosten dasselbe fiir die Stelle, Abb. 31 a/b.

wo es eine Tangente gibt, deren von den Koordinaten-
achsen begrenzter Abschnitt im Beriithrungspunkte halbiert
wird (Abb. 31a,b). Diese Tatsache wurde, in Anlehnung an Gedanken-

3

1) Riir den ungewdhnlichen Fall ,,regressiver Kosten* erwiahnt Schmalen-
bach, Grundlagen der Selbstkostenrechnung und Preispolitik, 5. Aufl., Leipzig
1930, S. 40 das Beispiel hochhitziger Ofen mit sehr hitzebesténdigen, aber gegen
Schwankungen hochst empfindlichen feuerfesten Steinen. ,,Eine Produktions-
reduktion oder eine Stillstellung einzelner Ofen oder Batterien bringt sofort erheb-
liche Verluste an solchen Steinen.*
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ginge von A.Cournot!), formuliert von G. Waffenschmidt?). Einen
Sonderfall stellt das Beispiel stationdrer Gesamtkosten dar, wo also nur
eigentlich fixe Kosten in Frage kommen. Hier hat die Stiickkosten-
kurve, eine gleichseitige Hyperbel, die Eigenschaft, daB bei der Tangente
jedes Kurvenpunktes der von den Koordinatenachsen begrenzte Ab-
schnitt im Beriihrungspunkt halbiert wird.

Erzeugt das Werk verschiedene Artikel, so wird man zwar fur die
Einzelkalkulation, evtl. auch fir die Werkstattabrechnung die Stiickzahl
m als MaBl der Produktion, als Abszisse in der Kosten- und Erfolgs-
darstellung im allgemeinen beibehalten. Fiir die Gesamtkalkulation
braucht man aber einen ,,gemeinsamen Nenner‘ m. Hierzu eignet sich
oft die Zahl der verarbeiteten Werkstoffeinheiten oder auch, je nach der
Sachlage mit gréBerer oder geringerer Vollkommenbheit, der Erlos, die
ihm im wesentlichen proportionalen Produktivléhne bzw. -lohn-
stunden, Maschinenstunden. Schwankungen der Lohnsitze und
Preise, Anderungen der Produktionsdurchfiihrung triiben natiirlich die
Brauchbarkeit des einen oder anderen ,,Generalnenners“. Den einem
bestimmten Produktionsumfang entsprechenden Wert des wvon der
Werksleitung gewdhlten Generalnenners, dividiert durch seinen Wert
fir den von ihr angesichts der vorhandenen ,,Kapazitdt* und der Absatz-
moglichkeiten als normal angesehenen Produktionsumfang m,, be-
zeichnen wir als den Beschdftigungsgrad x. Fiir normale Beschif-
tigung ist dann z = 1. Will man lieber mit Prozentzahlen arbeiten, so
hat man den Faktor 100 hinzuzufiigen. Die bisherigen Betrachtungen
lassen sich fiir diese verallgemeinerte Definition der Abszissen im
Prinzip ibertragen. Auch jetzt trennt z. B. der Beriihrungspunkt der
von O an die Kurve der Selbskosten gezogenen Tangente das Gebiet der
degressiven Kosten von dem der progressiven. Dabei mufl die der
normalen Beschéftigung entsprechende Ausbringung, Maschinen-
stundenzahl usw. als Leistungseinheit aufgefafit werden.

§ 18. Kosten und Gewinn bei wechselndem
Beschiiftigungsgrad :
Fall des linearen Kostenanstiegs bei konstanten Preisen.

Das einfachste Beispiel einer Kostenkurve bieten die Kapitalkosten
(Grundkosten, Gebiudekosten, Anlagekosten fiir Maschinen einschl.
Fundamente, Montage, Probebetrieb). Verzinsung und Abschreibung
ergeben fiir das Jahr eine feste Summe U,, und diese fixen Kosten
(eisernen Kosten) sind auf die gefertigten Stiicke oder die produktiven

1) Untersuchungen iiber die mathematischen Grundlagen der Theorie des
Reichtums, Paris 1838 (ubersetzt von G. Waffenschmidt, Jena 1924).

2) Vgl. P. Grodzinski, Abhingigkeit der Gesamtkosten und Stiickkosten von
der Stiickzahl, Maschinenbau 1929, H. 15.
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Stunden gleichméBig umzulegen. Nehmen wir als normalen Beschif-
tigungsgrad den Fall von 300 Betriebstagen zu 24 Arbeitsstunden, so
betragen die entsprechenden ,,Stiickkosten, d.h. die Kosten der

Maschinenstunde: s :;ﬂ; fir einen beliebigen Beschaftigungserad x
1= 7900 ge] gungsg

(gemessen als Bruchteil von 7200 Arbeitsstunden) betragen sie

§ =1, (8)

X
Die Stiickkostenkurve ist also eine gleichseitige Hyperbel, deren Asym-
ptoten die Koordinatenachsen sind.
Beispiel: (Abb.321) Eine 200 pferdige Anlage kostet 50000 Mark ; wie groB sind die

Kapitalkosten fiir die Pferdekraftstunde bei 3600 Betriebsstunden <also z = %)

3
und durchschnittlich T Last sowie 12% Verzinsung, Tilgung usw. ?

Die aufs Jahr bezogenen Kapi- Tdigl. Arbeifsstunden in 300 Betriebstagen
talkosten fiir 1 PS Durchschnitts- 7 4 g 12 % 20
leistung sind

0,12. 50000 4
-2 = 6
U, 500 3 40 M. .
Mithin die ,,Stiickkosten (Kosten s
der Pferdestirkenstunde) fiir Nor- <
malbeschéftigung : ’§I/

8§, = 4000 _ 0,556 Pfenni, EJ

1T 7200 T & S
Bei 3600 Betriebsstunden: § 2

$1 S ~

s = —+ = 1,112 P{/PS-Stunde. N T~
1 7 = 9622
2

Wir sehen, dall bei fixen 0 7500 %oqo 4500 6000 7200 6760
Gesamtkosten S = U, die Stiick- Arbeitsstunden pro Johr

Abb. 32.

kosten s bestindig abnehmen.

Auf den Fall linearen Kostenanstiegs werden wir gefiihrt, wenn
zu den fixen Kosten des Unternehmens solche Kosten hinzukommen,
die, wie die Werkstoffkosten W und die Léhne L, der Ausbringung m
proportional sind. Das ist z. B. auch dann der Fall, wenn die Gemein-
schaftskosten U sich aus einem fixen Bestandteil U, und einem der
Ausbringung m proportionalen Bestandteil zusammensetzen.

Wir nehmen vorweg ein Beispiel, wo schon bei einem einzelnen Aggregat des
Werks die Dinge so liegen: Die Betriebskosten einer mittleren Dampf-
anlage in Abhingigkeit von der Betriebszeit), d.h. ihrer dem Beschéaftigungsgrad
entsprechenden Ausnutzung. Hier iiberlagern sich iiber die fixen Kapitalkosten
die Kosten fiir Brennstoffe, Unterhaltung, Schmierung und Léhne, d.h. dem
Beschiftigungsgrad im wesentlichen proportionale Kosten. Die Verbilligung der
Kraft durch moglichst groBie zeitliche Ausnutzung der Anlage fillt um so mehr ins

1) Karl Urbahn, Ermittlung der billigsten Betriebskraft fiir Fabriken,
2. Aufl. von E. Reuttlinger, Berlin 1913, S. 6, 26f., 216.



124 Erfolgsrechnung.

Gewicht, je hoher die auf die einzelne PS-Stunde bezogenen Kapitalkosten bei
méBiger Beschiftigung im Vergleich zu den proportionalen Kosten ausfallen
(Abb. 33).

Es gibt nun zahlreiche Beispiele fiir analoge Gestaltung der Kosten
von Gesamtbetrieben. So folgte der Kostenverlauf einer Papierfabrik
und einer Pappenfabrik!) dem Gesetz

S§=U,+ am, (9)
wo m die produzierten Tonnen Papier bzw. Pappe. In dem einen Fall
ist @ = 398, U, = 218000; im andern Fall ¢ = 147,3; U, = 649000.

Die durchschnittlichen Stiick-

60
o kosten (Kosten pro Tonne)
4 waren also
X
57 ‘ U,
@40 I \ Betriebshosten S=a —I— W() (9/)
N T— .
Xy Brennstafkosten Die Stiickkostenkurve ist dem-
3 2
” /{) Sirhaston nach eine gleichseitige Hyperbel,
'0 - o S Tl deren vertikale Asymptote die
4 8 7%/”” o % 2 24 Ordinatenachse, deren horizon-
. ) . tale Asymptote die Gerade y = a
Abb. 33. Betriebskosten einer mittleren Dampfan- .
lage in Abhingigkeit von der Betriebszeit ist. Der Grenzwert @, zu dem
(Normallast).

die Stiickkosten bei wachsen-
der Ausbringung mehr und mehr absinken, stimmt nach (9) tberein

mit dem Kostenzuwachs %, den die Steigerung der Produktion um ein

Stiick erfordert. Diese partiellen Stiickkosten sind eng verkniipft
mit dem einem Angebot zugrunde zu legenden Mindestpreis (s. S.120).

Ein ebenfalls der Praxis entnommenes, linearem Kostenanstieg ent-
sprechendes Beispiel gibt A. Hildebrandt?) mit genauer Aufgliederung
der Kosten in Werkstoffkosten W, Léhne L und Gemeinschaftskosten U
(Abb. 34a, b). Es betrifft eine vorwiegend auf Massenfabrikation einge-
stellte Apparatefabrik und umfaBt einen Zeitraum von etwa 4 Jahren.
Da es sich um sehr verschiedenartige Fabrikate von stark schwankender
Ausbringungsmenge handelt, wurde fiir den Beschaftigungsgrad x ein
Generalnenner, das Verhiltnis des jeweiligen Umsatzes zum Vollumsatz,
eingefithrt. Die eingetragenen Punkte stellen Durchschnittsergebnisse
teils von Monaten und Quartalen, teils von Jahren dar. Der in weit-
gehender Anndherung lineare Charakter des Kostenverlaufs ist noch
herab bis zu einem Beschiftigungsgrad von 20% betriebsstatistisch
belegt, und man entnimmt aus dem Diagramm die Stillstandskosten U,

1) Nach F.Schiebuhr, Die Verminderung der Selbstkosten in der Papier-
industrie, Biberach-Rif 1926, S. 40f.

%) Mathematisch-graphische Untersuchungen iiber die Rentabilitidtsverhaltnisse
des Fabrikbetriebes, Berlin 1925.
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als Abschnitt der Kostengraden auf der Ordinatenachse; sie betragen
81% der bei Vollumsatz geltenden Gemeinschaftskosten.

Wir wollen weiterhin) den nach § 17 fallweise passend definierten Be-
schiftigungsgrad als Argument x zugrunde legen. Die Stillstandskosten
seien S, = U,. Fiir den Beschiftigungsgrad z = 1 (Normalbeschéfti-
gung) mégen W, Ly, U, die Werte der Werkstoffkosten, Léhne, Gemein-
schaftskosten sein. Dann haben wir fiir diese allgemein bei linearem
Kostenanstieg: W = W,z; L=Lx; U=U,+ (U,— Uy)z= iU,
+1—1iUz, wenn U, = ¢ U, gesetzt wird. Hier ist ¢ ein echter Bruch,
der in der Praxis meist zwischen 0,5 und 0,9 liegt (in obigem Beispiel
t = 0,81). Wir erhalten:

§=¢U; + (W, 4+ L4+ 1—iU))x, (10)
eine mit der Grundgleichung (9) im wesentlichen iibereinstimmende

Beziehung. Sind E,, G, die Werte von Erlés £ und Gewinn G bei nor-
malem Beschéftigungsgrad, so haben wir bei festem Verkaufspreise:

E=F«, (11)
d. h. ebenfalls linearen Erlssverlauf, und nach (1)
Bia=iU+ (W, 4+ Li+1—iU)z +G. (12)
Der Gewinn befolgt dann gleichfalls das lineare Gesetz:
G=[E— W+ Li+1—iU)]x—iU,. (12)

Erlosgerade und Kostengerade schneiden sich in dem Punkt, fiir den
G =0, dem kritischen Punkt K. Seine Abszisse ist
iU,

= e (13)
By —(Wy+ Li+1—140))

£s4

Fiur Beschiftigungsgrade x unterhalb x arbeitet der Betrieb mit Ver-
lust, fir solche oberhalb xr mit Gewinn. Man wird bestrebt sein, die
Betriebsgrundlagen so zu gestalten, da a; dem normalen Beschéfti-
gungsgrade 1 nicht zu nahe kommt, damit ein Rickgang der Beschif-
tigung nicht sehr bald in das Verlustgebiet fithrt. Verlangt man auBer-
dem, daBl der dem normalen Beschiftigungsgrad 1 entsprechende
Gewinn G; moglichst grol wird, so kann man als Ziel gesunder Betriebs-
gebarung die Forderung formulieren: Das durch die Achse des normalen
Beschiftigungsgrades, die Kostenlinie und die Erloslinie bestimmte
Gewinndreieck soll moglichst grol ausfallen. Von gesunden Grund-

lagen kann man im allgemeinen sprechen, wenn a; << 0,6. Nach Abb.34a

I—m G also

ist =
Xk UO ’

= . (13)

1) Vgl. A. Hildebrandt, a.a.O.
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Bei Betrieben, die bei normalem Beschiftigungsgrad den gleichen
Gewinn G, ergeben, ist o um so kleiner, je kleiner U,. Ist beispielsweise

G . . .
in einem Betrieb U, = —21, in einem anderen Betrieb Uy = &,, so haben

1 . . 1 .
wir im ersten Fall 2 = -, im zweiten Fall 2z = 5. Bei festem U, und

G, ist die Lage des kritischen Punktes unabhéngig von den pro-
portionalen Kosten und der Art, wie sie aus Werkstoffkosten,

Lohnen und proportionalen Ge-
£ meinschaftskosten sich zusam-
mensetzen.

Die Gleichung (13') ist lehr-
reich fir die Gestaltung der
Dinge bei wirtschaftlicher De-
pression. Die Werkstoffkosten,
die Loéhne und die proportio-

nalen Bestandteile der Gemein-

/ schaftskosten mogen im gleichen
/ % Verhiltnis gesenkt werden, wih-
Y rend der fixe Bestandteil U, der
0 )2 Q4-a406 08 10 « 42 letzteren unverdndert bleibe. Um
eine entsprechende Senkung der

92
up\g . o 1
Verkaufspreise zu erméglichen,
% miiBte man jedenfalls ¢; in noch

stirkerem Ausmafl reduzieren.
Trotzdem wiirde xz wachsen und
b) | damit die Gefahr, daB bei riick-
—  laufiger Beschéftigung sehr bald
>  mit Verlust gearbeitet wird. Das
|~ wiirde auch noch zutreffen, wenn
die Gewinnspanne ¢; nur in glei-
chem MaBe wie die proportiona-
len Kosten gesenkt wiirde, was auf
eine geeignete Reduktion der Verkaufspreise und eine VergroBerung der
Gefahr riickliaufiger Beschiftigung hinauslaufen wiirde. Ausreichende
Widerstandsfihigkeit kann offenbar nur durch Verkleinerung von U,
erreicht werden, in erster Linie also durch Herabsetzung der Kapital-
kosten. Die Schwere der Weltwirtschaftskrise kann als ein Ausdruck
der Tatsache gelten, dafl man iiberall auf zu hohen fixen Kosten sitzt.

t ¥ I
[/ a2 94 g6 08 %40 z
Abb. 34 a/b. Hildebrandt Apparatefabrik.

Bestehen fiir einen Betrieb giinstige Aussichten, die Ausbringung
dauernd iiber # = 1 hinaus zu steigern, so wird man gerade umgekehrt
solche Produktionsbedingungen, bei denen x; ndher an 1 heranriickt,
vorziehen; denn fiir > 1 fallt, wie die Abb. 34a zeigt, G bei festem Gy
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um so groBer aus, je ndher der kritische Punkt an die Achse des normalen
Beschéftigungsgrades x = 1 heranriickt. In diesem Sinne ist der fiir
»Rationalisierungen* typische Fall, daB eine Herabsetzung der propor-
tionalen Kosten durch eine Erhéhung der fixen Kosten und dadurch
bedingte VergrofBerung von xj erkauft wird, zu beurteilen. Wir kommen
hierauf noch zuriick.

Fur den Unkostensatz erhalten wir:

iU+ 1 iU,
Lz ’

w— 100%: 100

oder wenn wir den fiir normale Beschiftigung geltenden Unkostensatz

u; = 100 % einfiihren:
u:u1<1—i—l—-%> (14)

Die den Unkostensatz darstellende Kurve ist eine gleichseitige Hyperbel,
deren eine Asymptote die Ordinatenachse ist, wahrend die andere

horizontale Asymptote die Ordinate u, — 1 — ¢u,; besitzt. Bei hohem
normalem Unkostensatz u, verlduft diese Kurve im Bereich der normalen
Beschiftigung steiler als bei niedrigem %,. Denn der Differentialquotient
d U, . . . d .
d—g = — %:2‘ nimmt fiir £ =1 den Wert —¢u,; an. Man kann fi—q; als die
,»»Unkostenempfindlichkeit* des Betriebs auffassen.

1. Beispiel: Um welchen Betrag steigt der Unkostensatz, wenn der Beschéfti-
gungsgrad vom Normalwert 100% auf 95% sinkt? u, = 300%; 7 = 0,8.

Lésung: du”r —iu,- 4z = 0,8-300-0,06 = 12%, d. h. der Unkostensatz
steigt auf ungefahr 312%.

2, Beispiel: Fiir einen bei normaler Beschiftigung hereingenommenen Auftrag
ergab sich folgende Vorkalkulation:

W = 400000 M
L = 150000 M
U = 225000 M
G = 200000 M
E = 975000 M.

Fir die Ausfihrung des Auftrages sind 200000 Lohnstunden erforderlich. Der
Riickgang der Auftrige zwingt das Werk im Moment des Ausfithrungsbeginns,
von der 48-Stunden-Woche zur 40-Stunden-Woche bei gleichbleibenden Stunden-
lohnsétzen iiberzugehen. Wie stellt sich die Nachkalkulation? ¢ = 0,8.
Losung: Der der normalen Beschiftigung entsprechende Unkostensatz ist

225000 o
u1—100~m—0 :1506.
Der reduzierte Beschiftigungsgrad betrigt =z = ——2— Der entsprechende
0.8

Unkostensatz ist w = u, (0,2 + ) =1,16u; = 174 %.

e
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Dementsprechend gestaltet sich die Nachkalkulation wie folgt:

W = 400000 M
L = 150000 M
U =1714L=261000 M
G = 164000 M
E = 975000 M.

Zu beachten ist, daB3 fiir Kalkulationszwecke beim Einsetzen der
Unkostensitze nach Werkstitten zu trennen ist.
Um den Gewinnsatz zu erhalten, beachten wir, daBB nach Abb. 34a:

GG = (x—ar): (1 —ax),
also
Gy z—u
El—x .1—-$k.

G
g = 100 7 = 100
DemgemiB ergibt sich der Gewinnsatz:

g— -2 (1——-). (15)

T 1l—ay x

Die den Gewinnsatz darstellende Kurve (Abb. 34b) ist eine gleichseitige
Hyperbel, deren eine Asymptote die Ordinatenachse ist, wihrend die

andere horizontale Asymptote die Ordinate g, = 1&9% besitzt. Der

Grenzwert g,,, dem der Gewinnsatz bei wachsender Produktion und
gleichbleibenden Preisen zustrebt, ist also um so gréfer, je niher der
kritische Punkt an die Achse des normalen Beschiftigungsgrades heran-
riickt. Die Kurve des Gewinnsatzes schneidet die Abszissenachse in
dem (unterhalb des kritischen Punktes liegenden) Punkt mit der Abszisse
23 Links davon haben wir wachsende Verlustsitze. Auch absolut ge-
nommen ist der Verlust fir == 0, also Stillegung des Betriebes, am
groften.

Schreiben wir nach (15) den Gewinnsatz ¢’ fiir den Beschiftigungs-

grad 2’ hin:
R [N P
g - (1 x/),

11— Xk
so erkennen wir:

1%
r x ,
g =9 —w (19"
x
oder wenn wir nach 2’ auflésen:
xl —_ gxk . (15//)
Tk ,
9 +g—g

1. Beispiel: Ein Betrieb arbeitet bei halber Beschiftigung ohne Gewinn, bei
voller Beschaftigung mit einem Gewinnsatz g, = 15%. Wie weit muB der Produk-
tionsgrad gesteigert werden, um einen Gewinnsatz von 20% zu erzielen? Welchem
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Grenzwert strebt der Gewinnsatz bei weiterer Steigerung der Beschiftigung zu?

154
Lésung: Nach (15”) ist: " = — = 1,5. Als Grenzwert des Gewinn-
20.——5
2
o 15
satzes ergibt sich g, = = 30%.
=3

2. Beispiel: Ein Werk, in dem die 40-Stunden-Woche eingefiihrt ist, arbeitet
mit einem Gewinnsatz von 5%. Welche Steigerung des Gewinnsatzes erbringt
die Riickkehr zur 48-Stunden-Woche und damit zu voller Beschiftigung, wenn
Xy = 0,6 ist?

Losung: Nach (15) ist:

g = L=008_ e
0.6
1—5-
/s

Ermittlung der Konstanten Uy, ¢ bei linearem Kostenanstieg.

Wiahrend die Konstanten W, L,, d. h. die Parameter des den Werk-
stoffkosten und den Lohnen entsprechenden Anteils der proportionalen
Kosten, durch die Erfahrung ohne weiteres gegeben werden, muB iiber
die Bestimmung der Konstanten U,, ¢, die den fixen und proportionalen
Teil der Gemeinschaftskosten einer Betriebsabrechnung charakterisieren,
noch einiges gesagt werden. Wir kniipfen an ein der Praxis entnommenes
Beispiel an.

H. Miiller-Bernhardt!) gibt eine Tabelle fiir die Gestaltung der
Stiickkosten s, die in einer Maschinenfabrik fiir die Herstellung einer
bestimmten Maschine B bei verschiedenen, in Prozenten ausgedriickten
Beschiftigungsgraden « sich ergeben:

Beschiftigungsgrad = 4,5 % ‘ 18 % ’ 54 % | 85 % ‘ 100 %
Werkstoff . . . . . . .. 59,00 1 59,00 [ 59,00 59,00 ‘ 59,00
Lohn. . . . . . .. .. 41,00 ’ 41,00 41,00 41,00 41,00
Gemeinschaftskosten . . .| 902,00 253,00 | 111,40 80,00 | 70,32

Sa. [1002,00 | 353,00 | 211,40 | 180,00 | 170,32

Berechnet man nach dieser Tabelle unter Voraussetzung einer Aus-
bringung 100 die Gesamtkosten .S, so zeigt die graphische Darstellung,
daf} die den Einzelwerten entsprechenden Punkte (Abb. 35) zwanglos
nach einer geraden Linie ausgeglichen werden konnen. Das entspre-
chende lineare Kostengesetz lautet:

§ = 4019 + 132 .
In Wirklichkeit zeigen nun aber die einzelnen Kostenkomponenten
durchaus nicht durchweg das einfache lineare Gesetz. Wenn auch fiir

1) Industrielle Selbstkosten bei schwankendem Beschiftigungsgrad, Berlin
1925, S.12.

Timpe, Finanz- u, Wirtschaftsmathematik. 9
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die Darstellung der resultierenden Gemeinschaftskosten die Zusammen-
setzung aus einem fixen und einem proportionalen Bestandteil praktisch
geniigt, so weisen doch die Elemente, in die sie zerfallen — Material-,
Betriebs-, Vertriebsgemeinkosten — mancherlei Schwankungen auf. Die
Materialgemeinkosten sinken und steigen wieder und sind am ehesten
niherungsweise durch eine

7000 20000

s s XKonstante anzusetzen. Von
00 /75””0 den  Betriebsgemeinkosten
800 T 76000 zeigen Hilfsmaterialien und
700 /5/ mooo Hilfslohne annéhernd pro-
600 B 2000 Dortionalen Verlauf, die Auf-
o0 \ A nopp Wendungen  fir .Gehalter,

\\ Steuern, Versicherungen
o A 8000 ysw. sind fast génzlich fest.
500 <1 6000 Die Kraftkosten steigen bei
200 N yoo0 Miiller-Bernhardt  zu-
100 N 2000 Néchst und schwanken dann

S
I Lt

um einen Mittelwert; bei den
Abschreibungen muf3 fall-
weise beurteilt werden, ob der
Grad der Beanspruchung der einzelnen Anlagen fiir die Bemessung ihrer
Lebensdauer entscheidend ist und daher wechselnde Abschreibungssitze
je nach dem Beschiftigungsgrade am Platze sind, oder ob — wie im

Miiller-Bernhardtschen Beispiel — das schnelle Veralten der Anlagen
fir die Aufrechterhaltung

— )]
0 10 20 30 W K 60 70 80 90 100
Abb.35. Miiller-Bernhardt Maschine B.

portionale.
Trotz all dieser Unregel-
: ] méBigkeiten ist es im vor-
Wermigensstegerameil liegenden Fall gerechtfertigt,
o W 2 a W w @ w & w w die der Superposition der
Abb, 36. Betriebsgemeinkosten getrennt nach Arten: verschiedenen Kostenkom-
Werk I Miller-Bernhardt. ponenten entsprechende aus-
gleichende Gerade ohne weiteres zur Bestimmung der Konstanten
des linearen Kostenanstiegs zu benutzen, weil dies Gesetz hier
herab bis zu dem sehr niedrigen Beschéftigungsgrad 4,5% belegt
erscheint. Ist dies nicht der Fall, so wird man nach dem Vorschlag
von Miiller-Bernhardt eine genaue Analyse der Kosten-
komponenten zu Hilfe nehmen. Bei den einzelnen Konstanten

i
Sonstie

#r [ ] fester  Abschreibungssitze
o | Apctretentes — spricht. Die Vertriebsggemein-
25 Hifrmaterig/ kosten zerfallen ziemlich
S A /#slitre+—  deutlich in annihernd kon-
S Gehiter, 2 A stante und annidhernd pro-
£ 75 A = : e@%&
= 70 e Arafiosten—]

[
N
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ist es, besonders unter Heranziehung der graphischen Darstellung
(Abb. 36), leichter zu schitzen, welcher Prozentsatz des fiir 100% ige
Beschaftigung geltenden Betrages als fester und welcher als im End-
effekt proportionaler Bestandteil anzusehen ist. Im allgemeinen kann
man Abschreibungen, Gehalter, Versicherungskosten, Vermogenssteuer
als fixe Kosten, die iibrigen als teils fest, teils proportional identifizieren.
Bei dem Miiller-Bernhardtschen Beispiel ergab sich danach fiir die
Betriebsgemeinkosten folgende Aufteilung, wobei der feste Anteil
in Prozenten des betreffenden Wertes fiir Normalbeschiftigung ange-
geben ist:

In die;sem Fall, wo Als Bruchteil
tatséic'hllc}l auch fir Keostonart Fester Anteil de]r3 ggqarglten
sehrniedrige Beschéf- ostenar emzi;‘]io:;en
tigungsgrade zuver- % 8 o
lassige Daten vorlie-
gen, ergibt die gra-  Abschreibungen . . . 1001
phische Darstellung’ Verzﬂmsung ..... 100 45,0
daB den Betriebs Gehélter . . . . . . 100

& V_On en betriebs-  graftkosten, . . . . 60 2,9
gemeinkosten 52,4%  Vermégenssteuer . . 100 3,2
. Hilfsmaterial . . . . 3 0,5
als Stlllstanflskoste.n Hilfdobne . . . . 3 04
an'?usehen sind. Die  Versicherungskosten . 100 \ 0.9
Ubereinstimmung Sonstiges . . . . . . 30 | ’
mit dem durch Ana- Summa. . .. ... | 52,9
lyse gewonnenen '

Wert ist demnach sehr befriedigend. Das Verfahren der numerischen
Analyse der Kostenkomponenten wird also in dhnlich gearteten Fillen
mit Nutzen heranzuziehen sein.

Im Fall linearen Kostenanstiegs, wo die Stiickkosten bei wachsender
Ausbringung sténdig sinken, kann das Wort von der Degression, die
nach Séittigung schreit, zu bedenklichen Schlufifolgerungen fiihren.
Praktisch wird fiir linearen Kosten- und Gewinnanstieg immer nur ein
begrenzter Geltungsbereich in Frage kommen kénnen. Eine erhebliche
Steigerung des Beschiftigungsgrades und damit der Ausbringung wird
vielfach nur durch Reduzierung der — bisher als fest angenommenen
— Verkaufspreise zu erzielen sein. Geht wachsender Beschaftigungsgrad
mit volkswirtschaftlichem Aufstieg Hand in Hand, so werden auch,
allgemein zu reden, die Werkstoffpreise und Lohnsitze steigen, so daB
die Entwicklung der ,,proportionalen Kosten‘ in neue Geleise iibergeht.
Aber auch fiir den Fall des Beharrungszustandes der allgemeinen
volkswirtschaftlichen Verhaltnisse wird die Kostenentwicklung sich von
dem Lineargesetz trennen, sobald im Beschéftigungsgrad groSere Ab-
weichungen (nach oben oder unten) von der der Kapazitit des Betriebes
entsprechenden Normalziffer auftreten. Neueinstellungen von Personal,

g%
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VergroBerung von Kraftanlagen usw. konnen bei riickldufiger Beschif-
tigung nicht ohne weiteres riickgéingig gemacht werden. Bei anormaler
Steigerung des Beschéftigungsgrades miissen beispielsweise Kraftanlagen
durch teure Zusatzkraft ergénzt, hohere Uberstundenléhne gezahlt,
teure Nachtschichten eingefiihrt, Uberanstrengung der Kraftmaschinen,
iibermédBiger Brennstoffverbrauch in Kauf genommen werden und dgl.
Der Erfolg ist, daf} im allgemeinen an die Stelle der Kostengeraden eine
nach unten konvex gekriimmte parabelartige Kurve tritt, die praktisch
fir einen gewissen Bereich durch eine ihrer Tangenten ersetzt werden
kann. Freilich weist diese Sachlage darauf hin, da man Gefahr lauft,
bei fortgesetzt steigender Beschiftigung in den Bereich progressiver
Kostenentwicklung zu geraten. Fiir den Leiter der Unternehmung kann
sich also die Aufgabe ergeben, zu priifen, ob die Voraussetzungen fiir
eine Steigerung ihrer Kapazitit gegeben sind, die durch strukturelle
Betriebséinderungen zu erreichen wire.

§ 19. Strukturelle Betriebsiinderungen.
Lineare Stiickkostensenkung.

Schon K.Rathenau!) stellte bei einer Reihe der von ihm unter-
suchten Betriebe, z. B. der Werkzeugindustrie, fest, da anscheinend in
den Gemeinschaftskosten ein ungewéhnlich hoher Bestandteil von pro-
portionalen Kosten figurierte. In Wirklichkeit waren hier bei fort-
schreitendem Produktionsgrad durch Einfihrung von neuen Spezial-
maschinen und anderen Kapital erfordernden Verbesserungen die Pro-
duktionsgrundlagen verdndert worden. Das Wesen derartiger struktu-
reller Betriebsinderungen, wie sie im Zeitalter der Rationalisie-

300 , | rungen an der Tagesorldnulrllg
g waren, ist nun aber vielmehr
Ny . » 3
N } . .

‘\; 200 \\ /ei#/szi'/)e 4’7}/09 i dalB3 durch die mit den neuen
N \\ Digselonlagen Kapitalinvestitionen verbun-
S0 — | dene Steigerung der fixen
§> L Damptturbineneniegen Kosten eine Herabset-
N .
] | zung der proportionalen
a w00 . &000 72 Wq 7 000 20000 2#000 . .
Hivhste Daverleistung in PS, Kosten erreicht wird.
Abb. 37. Mittlere Anlagekosten elektrischer Fir die verschiedenen Etap-
GroBkraftwerke,

pen der Werksentwicklung
wird oft nach wie vor niherungsweise linearer Kostenanstieg gelten,
alles in allem aber resultiert ein allgemeineres Kostengesetz. Durch die
Diagramme 37, 38 wird erldutert, wie schon bei einzelnen Aggregaten
des Betriebs durch erhhte Kapitalaufwendung eine Senkung der Stiick-
kosten erreicht wird. Die veriinderlichen Betriebskosten verschiedener

1) Der Einflu der Kapital- und Produktionsvermehrung auf die Produktions-
kosten in der deutschen Maschinenindustrie, Jena 1906.
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Motoren (Dampfkraftanlagen, Gasmaschinen, Dieselmotoren, elektrische
Kraftanlagen), bezogen auf die Leistungseinheit (PS-Stunde usw.),
nehmen im allgemeinen beim Ubergang zu stirkeren Kraftanlagen, d. h.
hoheren Kapitalkosten ab. Ahnlich liegt nun die Sache fast immer
dann, wenn ein Betrieb durch erhéhte Maschinisierung und dergleichen
auf einen héheren Beschiftigungsgrad ,,abgestimmt‘‘ wird. Die partiellen
Stiickkosten, insbesondere die fiir menschliche Arbeitskraft zu zahlenden
Lohnsummen werden gesenkt,

die Kosten der Fertigungsbe- 70
reitschaftdagegenerhoht: Kapi-
talkosten, Abschreibungen we- X ﬂo/ﬂpﬁmfmfym
N Y S~L

gen verstéirkter Abnutzung, @ |1 ]
Aufwendungen fiir Arbeitsauf- %z/ Lasnaschirenanlager | -
sicht, Gehalter. : A 5 o

Wird nun in diesem Sinne - ﬂ/?s'T’/maTc/;mIﬂ, 7£|79/-

zur Anpassung an fortschrei- 4
tend steigenden Beschéftigungs-
grad, also zur Sicherstellung des
fortlaufend degressiven Charak-

92 0% 46 48 10 12 14 146 18
Maschinenleistung in Jatr: Mill FSeStd

Abb. 38. Verdnderliche Betriebskosten (auBer

Kapitalkosten) in Abhingigkeit von der

Jahresleistung.

ters der Kostenentwicklung eine ganze Folge struktureller Be-

triebséinderungen durchgefiihrt,

80 entspricht dem

in der gra-

phischen Darstellung eine Folge von Kostengeraden gy, g5 . . -

Ihre Gleichungen seien 8§ = a;2 + by; 8 = a,x + by; ... Wir wollen
diese Geraden als Tangenten einer
durch ein mathematisches Gesetz
definierten Kurve ansehen. Ihr ent-
spricht dann beziiglich der durch- EIM

s N
schnittlichen  Stiickkosten s=— 238

T
ebenfalls eine mathematisch definierte "\é %
Kurve, und zwar ist diese dann das s
Umbiillungsgebilde der Stiickkosten- %
b R Nachiverrieb

hyperbeln s = a,+ 71§ s=a,+ b_xz§ ce. % L5 :i\
Zur ZErlduterung geben wir das
Diagramm 39, das M. R. Lehmann?) e é" R
auf Grund eines der Praxis ent- | [Jedtitynggred ||
nommenen Beispiels entworfen hat. ¢ @ gzgyyifwe,%e,kﬂw “
Um die mit wachsendem Beschafti- Abb. 39

gungsgrad vielfach einhergehende

Tendenz der Steigerung der Werkstoffkosten und Léhne moglichst zu

kompensieren, wird man darauf bedacht sein, als Umbhiillungskurve

der Stiickkostenhyperbeln eine Linie bestdndigen Gefills zu erhalten.
1) a.a. 0.
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Nehmen wir!) den einfachsten Fall, daf diese Umhiillungskurve eine
gerade Linie ! mit der Gleichung y = C — Dz ist, was dem Idealfall
einer im ganzen genommen linearen Stiickkostensenkung entspricht,
einem Fall, der z. B. in den Fordschen Rationalisierungsmafnahmen

eine Rolle gespielt hat. Da fiir z = l—C)’— sich ¥ = 0, also verschwindende

c
Stiickkosten ergeben wiirden, besteht nur fir z < 5 die Aussicht, das

angenommene Gesetz zu realisieren. Andererseits kime y = C fiir
z = 0. Fir Betriebe, die mit endlichen Stillstandskosten zu rechnen
haben, miissen die Stiickkosten fiir x = 0 unendlich grof} ausfallen.
Das Gesetz wird also auch nur fir z > 0 zu realisieren sein. Das ent-
sprechende Gesetz der Umbhiillungskurve der Gesamtkostengeraden

wiirde lauten: Y — Cax— Da?. (16)
Im graphischen Bilde (Abb. 40) ergibt sich dafiir eine Parabel, die die

z-Achse inzx =0 und = = IC)’— schneidet. IThr Scheitel liegt bei zar = 2—013-

Y & n Da die Gesamtkosten bei wachsender
Produktion allemal steigen miissen,
muB das angenommene Gesetz duBer-
sten Falls fiir x = 2y seine Gultigkeit
verlieren. Wir kénnen das mit Hilfe
des S.121f. besprochenen von Waffen-

%z schmidt formulierten Satzes aus der

y Betrachtung der in toto geltenden

Stiickkostenkurve, der Geraden [, be-

Ly statigen. Danach hort der Geltungs-

| bereich des Kostengesetzes dort auf,

\ wo es eine Tangente der Stiickkosten-

kurve gibt, deren von den Koordinaten-

achsen begrenzter Abschnitt im Be-
rihrungspunkt halbiert wird. Nun fallen hier die Tangenten der

Stiickkostenkurve, nimlich der Geraden !, mit ihr selbst zusammen;

die dem Punkte M entsprechende Tangente wird aber von M halbiert.
Man kann die Parameter a,, b, einer Kostengeraden g, durch die

Abszisse z, ihres Beriihrungspunktes mit der Parabel ausdriicken.

Man erhalt: ay=C—2Dz; b = Da?. (17)
In der Tat, setzt man diese Werte in die Gleichung der Kostengeraden
S =a,;x + b, ein, so ergibt sich

8= (C—2Dz) z -+ Dux®.

- 1) P. Grodzinski, Abhingigkeit der Gesamtkosten und Stiickkosten von
der Stiickzahl, Maschinenbau 1929, H. 15.

=V

Sl

b)

Abb. 40 a/b.
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Der Selbstkostenwert fiir # =, wird also: Cx; — Dz, iiberein-
stimmend mit der Parabelordinate fiir + = z,. Der Richtungskoeffizient
der Kostengeraden wird C — 2D, ; er stimmt, da ¥’ = C — 2D« der
Differentialquotient von (16), mit dem Richtungskoeffizienten der
Tangente der Parabel in dem zu x = x, gehérenden Kurvenpunkte
iiberein.
Betrachten wir zwei verschiedene Beschiftigungsgrade z;, x, und
die auf sie abgestimmten Kostengeraden, so haben wir nach (17):
b, Z,°
b, = ol (18)
Fiir die partiellen Stiickkosten gilt: ¢, = C —2Duz,; ay = C — 2Duz,,

also
@y Ty— Ty

a,  xuy—ax,
Die Formeln (18) und (19) besagen:

Bei linearer Senkung der durchschnittlichen Stiickkosten
miissen sich die fixen Kosten der verschiedenen Betriebs-
strukturen wie die Quadrate der auf sie abgestimmten Be-
schéftigungsgrade verhalten. Die den Produktionsgraden
%y, ¥, entsprechenden partiellen Stiickkosten verhalten sich
wie die Unterschiede dieser Zahlen gegeniiber xy, d. h. dem
héchsten bei linearer Stiickkostensenkung erreichbaren Be-
schaftigungsgrad.

(19)

.. . . b .
Fiir 2, > 2, lst%g ein echter Bruch, f dagegen ein unechter Bruch.
1 1

Darin kommt die gegenldufige Tendenz der fixen Kosten und der par-
tiellen Stiickkosten zum Ausdruck, die ibrigens aus der Betrachtung
der die Parabel umbhiillenden Tangenten ohne weiteres deutlich wird.
Zu beachten ist, dafl lineare Stiickkostensenkung durch quadratische
Steigerung der festen Kosten, also besonders durch stark anwachsende
Kapitalinvestitionen erkauft wird, was natiirlich fiir den Fall wirtschaft-
licher Depression, d.h. allgemein riicklaufiger Beschéftigung, bedenk-
liche Folgen zeitigt.

Die Senkung der Gesamtkosten, die durch Ubergang von der Kosten-
geraden (a,, b,) zur Kostengeraden (a,, b,) bei einem bestimmten Be-
schiftigungsgrad x erreicht wird, ist:

Sy — 8, = (a, — a5) # + (by — by) .

Hierin sind die Beziehungen (18), (19) einzufiihren.

§ 20. Weitere Beispiele zur Erfolgsrechnung.
Preis konstant oder linear abnehmend.

Der normale Fall der Kostenentwicklung ist der, daBl die Stiick-
kostenkurve ein eigentliches Minimum besitzt. Wir behandeln einige
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Beispiele, bei denen sich fiir die Gesamtkosten eine Parabel 3. Grades
zugrunde legen 14Bt.

In der Kunstseidenindustrie kénnen die Spinnereibetriebskosten
einschlieBlich der Lohne bei einer bestimmten Betriebsstruktur als
nahezu feste Kosten angesehen werden. Sie seien, bezogen auf eine be-
stimmte Spinnzentrifuge, U,. Die bei ihr in Frage kommenden Roh-
stoffkosten haben einen der Spinngeschwindigkeit und damit der Aus-
bringung proportionalen Betrag am, wihrend der Energiebedarf mit
der dritten Potenz der Drehzahl wichst, also gleich ¢m3 gesetzt werden
kann'). Die gesamten Selbstkosten betragen also:

S=U,+ am 4 cm3. (20)
Die durchschnittlichen Stiickkosten sind demnach von der Form:

s=a -+ %’ -+ cm?. (21)

Aus dem Nullsetzen von ;72 = —% -+ 2 cm ergibt sich fiir das Stick-
7T,
2¢°

Wir wollen nun neben dem Kosten- auch das Gewinnproblem stu-

dieren und betrachten zunichst den Fall fester Verkaufspreise.
Der gesamte Gewinn ist

G=E—8=em—F(m) (22)

Bezeichnen wir mit m,; die Nutzenschwelle, unterhalb deren die ge-
samten Selbstkosten 8 = F(m) noch den Erlés E = em iibersteigen,
und mit m, die Nutzengrenze, von der ab der Betrieb infolge der pro-
gressiven Kostenentwicklung erneut mit Verlust arbeitet, so kénnen
wir m,, m, als Abszissen derjenigen beiden Punkte bestimmen, in denen
die Gerade ¥ = em von der Kurve der gesamten Selbstkosten ¥ = F (m)
geschnitten wird; oder auch als Abszissen derjenigen Punkte, in denen

die Horizontale y = e von der Kurve der durchschnittlichen Stiick-
kosten, y = I—EZL—), geschnitten wird. Die Stelle des gréBten Stiick-

nutzens fillt offenbar mit m, der Stelle kleinster durchschnittlicher
Stiickkosten, zusammen. Der durch (22) dargestellte gesamte Gewinn

kostenminimum : m =

wird am groBten fiir einen Wert m, der sich aus der Gleichungg: =0

= . . . a*q =
oder ¢ — F'(m) = 0 ergibt. Die Bedingung gmt < 0 oder F'(m) > 0
zeigt, daB die Stelle maximalen Gewinns jedenfalls in den Bereich wach-
sender Differentialkosten fillt, also rechts vom Wendepunkt der Kosten-
kehre liegt, wenn ein solcher vorhanden ist. Wir erhalten also:
e=F'(m). (23)
1) H. Wilbert, Selbstkostenprobleme der Kunstseidenindustrie, S.94ff.
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Der grofite Gesamtnutzen ergibt sich fir diejenige Pro-
duktion, fiir die die partiellen Stickkosten mit dem Ver-
kaufspreis iibereinstimmen. Bei festem Verkaufspreis wird in der
Tat das Hereinnehmen eines neuen Auftrags in dem Augenblick un-
lohnend, wo die auf das Stiick bezogenen zusétzlichen Selbstkosten sp
anfangen, den Verkaufspreis e zu iiberschreiten. Offenbar ist m > m,
d.h. die Stelle 7 liegt bereits in dem Bereich progressiver Kostenent-
wicklung. In der Tat, da m, m beide im Bereich der wachsenden Dif-
ferentialkosten liegen, so muB der Wert m, fiir den Gleichheit der Dif-
ferentialkosten mit dem Preis besteht, gréBer sein als der Wert m, fiir
den nach § 17, (7) Gleichheit der Differentialkosten mit den hier ihren
Kleinstwert annehmenden Stiickselbstkosten besteht. Geometrisch
koénnen m, 7 als Abszissen derjenigen Punkte bestimmt werden, in
denen die ansteigende Kurve y = F'(m) von den Horizontalen y = sy,
und ¥ = e geschnitten wird.

Eine von F. Leit- . :
ner!) wiedergegebene Proggﬁié?ns Gesamtkosten DSutIEchljl(;g:tl:rtll'
Arbeit des Diplom-
kaufmanns Voglex 0 41700 )
(Berlin 1928) unter- 188 32 288 1 ?gg’g
sucht nebenstehende 120 88 500 737.5
Betriebsstatistik: 150 127200 848,0

Man kann ihr folgende, durch Interpolation gefundene Kostenfunktion
zugrunde legen (vgl. Abb. 41a):
8 = F(m) = 55m® — 21m? 4 1470m -+ 41700,
Betragt der Verkaufspreis e = 850, ist also ¥ = 850 m die Erldsgerade,
so ergeben sich Nutzenschwelle m; und Nutzengrenze m, aus der Be-
dingung 8 = 850m , oder
om® — 2Lm? 4 620m, 4- 41700 = 0.
Die in Frage kommenden Wurzeln dieser Gleichung sind, wie auch aus
der graphischen Darstellung hervorgeht, m; = 90,57; m, = 150,27. Die
Stiickkostenfunktion ist:
=T oy = L2 — 41700
s——m~_f(m)~_10m 21m + 1470 + —
Gleichsetzen von s mit e = 850 liefert wieder die obigen Werte fir m,,
m,. Fir die Differentialkosten erhalten wir:
8= F'(m) = 5 m? — 42m 4 1470,

Die durch Nullsetzen von F''(m) = %m — 42 bestimmte Abszisse des

1) a.a. 0. 8.109.
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Wendepunktes ist my = 70; die zugehérige Ordinate ist S,y = 76 000.

Fir das Stiickkostenminimum ist

1

F(m)
m

= F'(m), also

3
m<10m2-——42m + 1470) ( 58— 217 4 14707 + 41700) —0

oder

m3 — 105m? — 208500 = 0.

Die Kostenkehre KK (ihre Abszisse wird graphisch durch den Schnitt-

740000 | —
|y
| I /
} 1L %
720000 i 7
700000 I/
213 /4
‘g W
gaoow =
2) 3 A GoFm ydi
§ oo ] “ H
RS f=emA .~ ! ,
40000 > 4 /
Rl /
s / |
20000 z ¥’ |
/7/%-»..}/'7” /"l?‘ﬂ) '}/ :_
% ~J mym
0w W & 20 M w0
Z,e/s/yﬂyse/ﬂﬁeﬁbﬂ
3500
[
3000 \
\ At
2500 |
AN | /
S Vi
W3 2000 \ Fﬂ/ | II
b) 7w \
N N
X 7000 < #’
IS S A LA
K [ e s
o0
T AT allm
0 20 W 60 60 0 10 W W

Leistingseinherten

Abb. 41a/b.

punkt der Kurven y = F’(_nm)
und y = F'(m) festgelegt,
siche Abb. 41b) liegt dem-
gemif} beim =119,58 (einem
Wert, der erheblich gréBer
istalsdie Abszisse des Wende-
punktes). Die entsprechen-
den Stiickkosten sind smin =
737,47. Die Gesamtkosten

betragen hier S = 88187,64,

der Gewinn G = 13455,36.
Der groBte Gesamt-
nutzen ergibt sich nach (23)
durch  Gleichsetzung von
e = 850 mit den Differential-
kosten; also
S 427 4 620 = 0.
Die in Frage kommende
Wurzel dieser Gleichung ist
m = 123,23. Die Gesamt-
kosten betragen hier S =

91078, derGewinn G—=13 667.
Die dem Fall des groB-
ten Gewinns entsprechende

Formel (23): e = F'(m)

bringt die Tatsache zum Ausdruck, daf eine Steigerung der Pro-
duktion iiber m hinaus zweckwidrig ist, weil dann die partiellen
Stiickkosten den. Verkaufspreis iibersteigen. Nach dieser Ausdeutung
ist man geneigt, die Gleichheit von Differentialkosten und Verkaufspreis
als ein allgemein fiir den Extremalfall gréBten Gesamtnutzens giltiges
Kriterium anzusehen. In Wirklichkeit gilt es nur fiir den Fall kon-
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stanten Verkaufspreises. Ist der Preis eine Funktion der Aus-
bringung e = ¢ (m), so ist
G=F—8=m-p(m)—F(m);

d@q , '

LG g )+ p(m) — F' ().
Das Kriterium fiir den Fall groten Gesamtnutzens lautet also allgemein :

F'(m) = e+ m-g¢' (m). (24)

Im allgemeinen wird Stei- 780
gerung der Ausbringung m A
mit einer Reduzierung des %0 P Pt /5=F/fid
Preises ¢ (m) Hand in Hand 79 4 d
gehen. (es sei denn, daf} eine y=em’ /(}’fgmﬁe/l/'e
giinstige Entwicklung der all- 720 7 /

. . . / |
gemeinen wirtschaftlichen X0 et W Wendsbiit
Verhéltnisse Konstanz oder g Segtmber V|
gar Steigerung des Preises er- a) § 80 /ﬁ/ﬂ/‘ g48
maoglicht). Dementsprechend = W/’{/f
. , . R 60 Alanvar.
ist ¢’ (m) negativ, die rechte //

Seite in (24) kleiner alse. Da w0 4
die in Frage kommenden Ex- yd | |
tremalstellen schon in den 20 7 : :
Bereich wachsender Diffe- / | !
rentialkosten fallen, so er- 0 G25 4% 50,7”}00 ZZ; 150 17 200
gibt sich aus dem Vergleich L 210 eicla /‘qu‘w‘;’ ‘jlﬂ 710 &la
der Formeln (23) und (24), Produttiviitne m in Tod, M
daB bei sinkendem Verkaufs- ,

s . | y-Flin)
preis der zu maxm]alem' Ge- 4 y Fem| Y
winn gehdrende Produktions- ) - I -
grad m kleiner als der ent- 2 ——] ‘s~ L
sprechende bei konstantem |

Preis ist. Es kann sogar der Lt

Fall eintreten, dal m <<m Abb. 42a/b.
wird, wie aus nachstehendem Beispiel hervorgeht.

Fir einen mittleren Betrieb der Textilindustrie gibt F.Leitner’)
eine Kosten- und Umsatzstatistik, aus der wir entnehmen.

1928 Lohne L Bes"hgfgg‘mgs' Selbstkosten §|  Erlos E
Jonuar . . . . 95 500 0,637 63 660 70 800
Mérz. . . . . 97100 0,678 69 070 82 200
Juni. . ... 31 600 0,790 78910 98 400
September . . 36 600 0,915 88160 114 400
Dezember . . 41 600 1,040 97 320 124 800

1) a.a. 0. S.376f.
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Es wird angenommen, daf die Ausbringung m den produktiven Léhnen
proportional sich gestaltet hat, also an ihnen gemessen werden kann:
m = L; als Einheit des Beschaftigungsgrades  ist derjenige genommen,
der der Lohnsumme 40000 entspricht. Wir stellen fiir die Selbstkosten
mit Hilfe der fir Marz, Juni, September, Dezember geltenden Daten
eine Interpolationsformel auf und erhalten (vgl. Abb. 42a, b):

S =F (m) =1,006- 10-*m?—1,320 - 10~4m2 + 7,3319m — 52724,41).

Andererseits konnen die' aus e = EE errechneten Stiickpreise zwanglos
nach einem linearen Gesetz (graphisch nach einer Geraden) ausgeglichen
werden; wir erhalten: e = ¢ (m) = 3,95 — 0,22 - 10~4m oder e = 3,95
— 0,87z. Fir den Erlés £ = em ergibt sich demnach ein parabolisches
Gesetz: B = 3,95 m — 0,22 - 104m?. Aus ¢ = E — § = 0 ergibt sich
fir die Nutzengrenze der Wert m, = 73240. Der entsprechende, mit
den Stiickkosten iibereinstimmende Verkaufspreis ist e, = 2,34. Die
Stiickkostenfunktion ist
s = 1,006 -10~*m2— 1,320 - 10~*m + 7,3319m —
Fiir die Differentialkosten erhalten wir:
sp = F'(m) = 3,018 - 10-*m? — 2,640 - 10~*m + 7,3319.

Durch Nullsetzen von F” (m) = 6,036 - 10~-2m — 2,640 - 10~4 ergibt sich
die Abszisse des Wendepunkts der Kostenkurve zu m, = 43700, die
zugehdrigen Gesamtkosten sind S, = 99400. Fiir das Stiickkosten-
.. ., F(m) .
minimum ist = = F’(m), also
m = (3,018 - 10-m? — 2,640 - 10~4m + 7,3319)m
— (1,006 - 10-9m3 — 1,320 - 10~4m? + 7,33197% — 52724,4) = 0

52724,4
—m

oder

2,012m® —1,320- 10~*m 4 52724,4 = 0.
Die Kostenkehre liegt demnach bei m = 58500. Die entsprechenden
Stiickkosten sind smin = 2,17; die Gesamtkosten betragen hier § =

127000, der Erlos E = 155 785, der Gewinn also @ = 28785.
Um das Maximum des Gesamtnutzens zu bestimmen, ist nach
(24) anzusetzen:

3,018 - 10-°m? — 2,64 - 10~4m 4~ 7,3319 = 3,95 — 2. 0,22 - 1047;
3,018 -10~%m?*— 2,21 - 10~*m -+ 3,382 = 0.
Die in Frage kommende Losung dieser Gleichung ist m = 50863. Die
Gesamtkosten betragen hier § = 111080 M, der Erlés Z — 144000 M,

1) Fur kleinere m verliert die Formel offenbar ihre reale betriebspolitische
Bedeutung, da sie negative Stillstandskosten ergeben wiirde. Daher kann mit ihr
auch nicht die Frage nach der Nutzenschwelle m; beantwortet werden.
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der Gewinn also @ = 32920 M. Der groBte Gesamtnutzen stellt
sich also bei einem Beschidftigungsgrad ein, der noch im
Bereiche der degressiven Selbstkostenentwicklung liegt.
Ursache ist die im entgegengesetzten Sinne wirkende Degressivitat der
Preisentwicklung.

Man erkennt allgemein: Wahrend man bei konstantem Verkaufspreis
e den dem grofiten Gesamtnutzen entsprechenden Beschéftigungsgrad
erhilt, indem man die Preislinie ¥ = ¢ mit der Kurve der Differential-
kosten y = F’(m) zum Schnitt bringt und die zugehérige Abszisse m
entnimmt, mufl man im Fall
linearen Preisabfallgesetzes
e = ¢, — em die Kurve der
Differentialkosten mit der
Geraden y = ¢y — 2 em zum
Schnitt bringen, die das dop-
pelte Gefille — 2 ¢ wie die
Preislinie besitzt und vom
gleichen Punkt der Ordina-
tenachse ausliuft (Abb. 43). Die Abszisse m des Schnittpunktes ist
dann wieder die dem grofiten Gewinn entsprechende Ausbringung.

Die Stelle des Stiickkostenminimums konnte als Schnittpunkt der
Kurve der Differentialkosten und der Stiickkostenkurve bestimmt
werden. Da normalerweise die Preisentwicklung sich so gestalten wird,
daB im Fall des Stiickkostenminimums noch ein positiver Stiicknutzen
verbleibt, so werden die Schnittpunkte P;, P, der Preislinie mit der
Stiickkostenkurve links und rechts von der Minimumstelle liegen,
also m; << m << my. Die Kurve der Differentialkosten wird dann von
der Preislinie y = ¢, — e¢m rechts von der Minimumstelle der Stiick-
kostenkurve geschnitten; aber fir den Schnittpunkt mit der
Geraden y=e¢,— 2¢em, dessen Abszisse m die Stelle groften
Gewinns liefert, sind offenbar beide Lagen mdglich, die-
jenige rechts und diejenige links vom Stiickkostenmini-
mum. — Zu beachten ist noch, daf bei variablem Preis die Stelle
des groften Stiicknutzens nicht mit dem Stiickkostenminimum zu-
sammenzufallen braucht. Man erhdlt sie als Berithrungspunkt der
zur Preislinie parallelen Tangente der Stiickkostenkurve. In unserem
Beispiel liegt sie also jedenfalls links vom Stiickkostenminimum.

Bei variablem Preis hat auch die Frage nach dem gr66ten Umsatz
oder Erlos E Bedeutung. Da E = me = m - ¢(m), so ist
dE ’
I8 e pm) - m- g (m).

Die rechte Seite wird Null fir m = — g,(—m—) Da der Ausdruck — (—B,@
@'(m) g'(m
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die Subtangente fiir den betreffenden Punkt der Kurve y = ¢ (m) be-
deutet, so ergibt sich eine &hnliche Folgerung wie bei dem von Waffen-
schmidt formulierten Satz: Die Stelle gr68ten Umsatzes wird
auf der Preislinie ¢ = ¢ (m) durch denjenigen Punkt gekenn-
zeichnet, in dem es eine Tangente gibt, deren von den
Koordinatenachsen begrenzter Abschnitt im Berihrungs-
punkt halbiert wird (Abb. 44).
In unserm Beispiel, wo die Preislinie die Gerade e = ¢, — gm ist, fillt
dieser ausgezeichnete Punkt mit dem Mittelpunkt des von den Koor-
dinatenachsen auf der Preisgeraden selbst begrenz-
£ ten Abschnitts zusammen. Fiir den Fall des
Textilbetriebes, wo ¢, = 3,95; & = 0,22-10-4,
wiirde sich m = 91860 ergeben, ein Wert,
der bereits oberhalb der Nutzen-
grenze m, liegt. Praktisch wird man
aber mit der Produktion keinesfalls
g m iiber die Nutzengrenze hinausgehen.
e Immerhin zeigt das Ergebnis, daBl der Gesamterlgs bei
Steigerung der Produktion bis zur Nutzengrenze m, be-
stindig wichst. In Wirklichkeit wird man mit dem
b) Preisgesetz keine so weitgehenden Extrapolationen,
wie sie hier rein rechnerisch zugelas-
e-p(m) sen wurden, vornehmen diirfen. Ahn-
0 7w liche Einschrankungen gelten all-
AbD. 41 a/b. gemein fir die verschiedenen beim
Erfolgsproblem rechnerisch zu gewinnenden Folgerungen.

a)

§ 21. Mathematisches Gesetz und Empirie.
Remanenzerscheinungen. Budgetierung.

Die bisherigen Betrachtungen nahmen eine mathematische Gesetz-
miBigkeit, die die Abh#ngigkeit der Erfolgskomponenten vom Be-
schiftigungsgrad ausdriickt, als Gegebenheit. Es soll nun nédher er-
Ortert werden, wie und inwieweit man von den Erfahrungstatsachen
aus zu einem mathematisch zu handhabenden Apparat gelangen kann.

Die Betriebsstatistik liefert zunéchst alle in die Erfolgsrechnung
eingehenden Groflen in ihrem zeitlichen Verlauf. Als unabhingige
Verdnderliche tritt also nicht der Beschéaftigungsgrad, sondern die Zeit
auf. Von einem der Zeit proportionalen Wachsen des Beschaftigungs-
grads kann natiirlich keine Rede sein. Will man also beispielsweise
die Betriebsunkosten in Abhéngigkeit vom Beschaftigungsgrad erfassen,
so mufl man zunichst beide GroBen in ihrer Abhéngigkeit von dem
Hilfsparameter ¢ — Zeit darstellen, was zweckmé&fig in zwei entspre-
chenden Diagrammen geschieht, und sodann den Hilfsparameter ¢ eli-



Mathematisches Gesetz und Empirie. 143

minieren. Zu diesem Zweck iibertrigt man aus dem Diagramm Zeit-
Beschiftigungsgrad die beobachteten Werte des Beschaftigungsgrades z
in ihrer natiirlichen GroBenfolge als Abszissen in ein neues Diagramm
und trigt dann als Ordinaten die zugehérigen, d.h. denselben Zeitwerten
entsprechenden Werte der Betriebsunkosten U auf. H. Peiser!), dem
wir in der Beschreibung dieses Verfahrens folgen, teilt das in Abb. 45
wiedergegebene Beispiel mit, bei dem die produktiven Loéhne als Maf-
stab des Beschéftigungsgrades genommen wurden, und das sich auf die
Entwicklung in den 12 Monaten eines Jahres bezieht. In dem abgelei-
teten Diagramm ergibt sich zunéchst ein System unregelméfig verteilter
Punkte als Darstellung der Abhéngigkeit der Unkosten vom Beschifti-
gungsgrad. Um zu

einer ersten Annihe- 72»0{00 )?}7}3 /%/

X"

rung fiir ihre mathe- 44 pak 79
matische Erfassung
zu gelangen, legt man 8% Vol
die in der Figur dar- .
gestellte ausgleichen-

6000

de gekriimmte Linie AProdiidvidhne
durch das Punktfeld
hindurch. Sind bei %
einigermaflen statio- , ‘ , ) I ) ) .
nidren  wirtschaftli- ¢ i A Tox VL W X I
chen Verhéiltnissen R

die  empirischen Geschiffiqurgsgrod

Grundlagen des Dia- Abb. 45.

gramms durch Wiederholungsbeobachtungen ausreichend gesichert,
s0o kann es auch angebracht sein, das (spiter in § 24 zu schil-
dernde) rechnerische Ausgleichsverfahren‘ zu benutzen, um einen
mathematischen Ausdruck, z. B. eine Potenzdarstellung, fiir den Ver-
lauf der ausgleichenden Kurve abzuleiten. Auf die Tatsache, daB in
dem urspriinglichen Punktfeld gelegentlich zu demselben Beschéftigungs-
grad zwei mit verschiedenen Ordinatenwerten ausgestattete Punkte
gehoren, daf iiberhaupt nach dem Gesamteindruck die Unkosten viel-
leicht gar keine eindeutige Funktion des Beschéftigungsgrades dar-
stellen, kommen wir bei Besprechung der Remanenzerscheinungen noch
zuriick.

Vielfach erscheint es angemessen, statt einer ausgleichenden ge-
kriimmten’ Linie den durch Verbinden der urspriinglichen Punkte des
Diagramms erhaltenen Polygonzug als Kostenlinie zu benutzen. Der
Ubergang zur Kurve der durchschnittlichen Stiickkosten, die ja je-

1) Der EinfluB des Beschiaftigungsgrades auf die industrielle Kostenentwicklung
Berlin 1929, 8. 371f.



144

Erfolgsrechnung.

weils mit dem Tangens des Winkels zwischen der z-Achse und dem
Leitstrahl des betreffenden Punktes der Kostenlinie iibereinstimmen,
bietet in keinem Fall Schwierigkeiten. Um im Falle des Polygonzuges

J1f
N
Y& | |
! | I
7 z [ a e
Beschiffgungsgrad
S
b &
s
E
A
R ==/
g a b ¢ d e
Beschiffigungsgrad

Abb. 46 a/b.

zur Kurve der Differentialkosten sp
zu gelangen, bildet man statt des
Differentialquotienten graphisch den
Differenzenquotienten, indem man die
Steigung der einzelnen Sehnen ent-
nimmt. Fir eine aus geraden und
gekriimmten Sticken zusammenge-
setzte Kostenlinie wird der Vorgang
durch die Abb. 46 (nach Peiser!)) er-
lautert. Man entnimmt aus Abb. 46
ohne weiteres, dal im Bereich ¢, d die
Differentialkosten erheblich unter den
durchschnittlichen Stiickkosten blei-
ben, woraus fir das Angebotswesen
die frither erorterten Folgerungen ge-

zogen werden konnen. Auch fiir die Bestimmung des Stiickkosten-
minimums ist bei empirischer Kostenlinie zweckméfig das graphische

S

Verfahren heranzuziehen : Man fin-
det die Minimumstelle als Schnitt-
punkt der Kurve der Differential-
kosten und der durchschnittlichen
Stiickkosten. Bei dem vielfach
sehr flachen Verlauf der Stiick-
kostenlinie wiirde die unmittelbare
Angabe der Minimumstelle nach
dem Augenschein sehr unsicher
sein.

b)

= Sind strukturelle Betriebs-
dnderungen vorgekommen, so
ist bei der Festlegung der Dia-
gramme darauf zu achten, dal
nicht die durch sie bedingten Be-
sonderheiten — Mehrwertigkeit
der Kosten fiir einzelne Beschéafti-

Abb. 47 a/b.

gungsgrade in der Ubergangszone,
Auftreten mehrerer Stiickkosten-
minima — durch den graphischen

Ausgleich bzw. das in § 24 zu besprechende Verfahren der Korrelations-
rechnung verwischt werden. Abb. 47 gibt eine Skizze der Selbstkosten-

1) a.a. 0. S.11, 16.
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und Stiickkostenlinien, wie sie bei Aufeinanderfolge von zwei Betriebs-
strukturen, deren Geltungsbereiche sich teilweise iiberschneiden, prinzi-
piell sich einstellen miissen. Die von Lehmann!) angefiihrten Beispiele
aus der Praxis stehen hiermit in Ubereinstimmung.

In abgeschwichter Form werden sich Mehrdeutigkeiten in der tat-
sichlichen Kostenentwicklung aus mancherlei BetriebsmafBnahmen von
nicht geradezu struktureller Bedeutung ergeben, die bei wachsendem
Produktionsumfang eingefiihrt, aber bei riickldufiger Beschiftigung
nicht sofort wieder riickgingig gemacht wurden. Gegen Personalabbau,
Abschalten von Hilfsaggregaten u. dgl. bestehen stets gewisse Hem.-
mungen, jedenfalls kénnen mancherlei Zugangskosten nicht von heute
auf morgen wieder zum Ver-

schwinden gebracht werden. Wenn %%

also auch bei gewissen Positionen, " “~
wieetwa den Kapitalkosten, ein ein- SUmrnz ey,
deutiger Zusammenhang zwischen 7% Ay ~

Kosten und Beschaftigungsgrad in . y

der Natur der Sache liegt, so wer- H-,\fsl'dhn =7

den sich doch in der tatsichlichen 7% 7 —
Gestaltung des Gesamtverlaufs, - e -

der Ist-Kurve, mancherlei Un- ] I;Egﬂndnuﬂuﬂg
regelméaBigkeiten zeigen, die auf 4000 <" =
Grundihrerentwicklungsgeschicht- <’;——l
lichen Bedingtheit als Remanenz- Mﬁ_”@/. —
erscheinungen zu bezeichnen 2% 20000 20000 w000
sind. Sie sind von H. D. Brasch?) Froduktve Arberts-Stunden

eingehend untersucht worden. Ihre Abb. 43. Remanenzerscheinungen.

graphische Darstellung (Abb. 48) zeigt typische Schleifen der Kosten-
kurve und erinnert damit an die Hysteresiserscheinungen im Gebiet des
Magnetismus und der Elastizitit. Beziiglich der Ursachen bestehen
auch wohl gewisse Analogien.

Peiser, der die Remanenzerscheinungen bestdtigt3) (vgl. S. 143),
kniipft an ihre Betrachtung eine wichtige Nutzanwendung. Aufgabe
der Betriebsleitung ist es, durch genaue Uberwachung des Ist-Verlaufs
der einzelnen Kostenkomponenten Klarheit dariiber zu erlangen, wie-
weit die ,,Auswirkungen des Beharrungsgesetzes” durch eine weit-
blickende Betriebspolitik, Zuriickhaltung beziiglich Neueinstellungen
und neuer Kapitalinvestitionen u.dgl. unterdriickt werden kénnen und
wieweit sie in Kauf genommen werden miissen. Die dauernde Uber-

1) a.a. 0.

%) Zur Praxis der Unkostenschwankungen und ibrer Erfassung. Betr.wirtsch.
Rdsch. 4 (1927), 4./5. Heft, S. 65.

3) a.a. 0.

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 10
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prifung der den einzelnen Werkstatten, Kostenstellen usw.
entsprechenden Unterkonten vermag so zu einer Soll-Kurve der
Kostenentwicklung zu fiihren, einer Norm-Kurve, der man sich immerhin
bei wachsendem Beschéaftigungsgrad besser wird anpassen kénnen, als
bei ricklaufiger Beschaftigung. Zeigt die Ist-Kurve Schleifen, so kann
man eine vermittelnde Soll-Kurve etwa in der Weise ableiten, dafl man
die zu wachsendem Beschéftigungsgrad gehdrenden Punkte mit dop-
peltem Gewicht, die zu riicklaufiger Beschaftigung gehérenden Punkte
mit einfachem Gewicht beriicksichtigt. Dies Verfahren in Verbindung
mit Ausgleichung wurde auf einige von H. Machts!) gewonnene Kosten-

kurven angewendet.
N Das Ergebnis ist in
hunkoste

- / 7 Gesamtunkaster Abb.49a, b dargestellt.

| 7;’/’ (A})g.- 49a kbezieht liich

g [ = | peitsuntaster 20 diE Unkosten selbst,

— Abb.49b auf ihr Ver-

— L] héltnis zum Fertigungs-

1~ Momollgsunk.  10hn.)

— %%%%’7 Eine solche Sqll-Kurve

00z 9% 46 48 10 i ¥ der Kosten wird man

n nach dem Vorschlag von

40 Peiser als Grundlage
% .. . .

75 N der fir die einzelnen

! N Kostenarten (Betriebs-

b %0 Ny T P stoffe, Gehilter usw.)

5 ~~—— ™~ Fetisbsunkasten und fiir die einzelnen

5 Handlmgsunk. Kostenstellen — (Werk-

] Sonderkosten

Lriekosion stitten usw.) vorzu-
g 4z 4¥ 45 08 30 G2z schreibenden  Héchst-

Abb. 49a/b. Sollkostenlinie bei Remanenzerscheinungen. sitze benu tzen, mit an-
deren Worten fiir etwaige betriebspolitische Verbesserungen und fiir die
Budgetierung. Das zuerst in Amerika erprobte Verfahren der Budge-
tierung findet auch in Deutschland mehr und mehr Anwendung. In
der Vermittlung von Erkenntnissen, wie und in welcher Richtung die
Kosten der Produktion, der einzelnen Teilbetriebe usw. beeinflu3t wer-
den kénnen, vermag die mathematische Analyse der Kostenentwicklung
wertvolle Dienste zu leisten.

Uber die bisher behandelten Problemstellungen hinaus ergibt sich
fiir die betriebswirtschaftliche Erfolgsrechnung die Aufgabe, diemarkt -
und konjunkturbedingte zeitliche Entwicklung der Werk-
stoffpreise, Lohne, Gemeinschaftsunkosten und Verkaufs-
preise gesondert zu erfassen und in Rechnung zu stellen. Mit der

1) Betriebsstatistik in Maschinenfabriken, VDMA-Schriften Heft 10, 1927.
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Beschaffung der betr. allgemeinen Unterlagen befafit sich die moderne
Markt- und Konjunkturforschung, deren Feststellungen jede Betriebs-
gattung durch die fiir sie in Frage kommende Sonderanalyse zu er-
génzen haben wird. Einige Hinweise hierzu geben wir in § 24 und § 26.

VII. Wahrscheinlichkeitsrechnung und
mathematische Statistik in Anwendung
auf Wirtschaftsprobleme.

§ 22. Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Fir die Erfassung allgemeiner volkswirtschaftlicher Zusammen-
hinge und die Beschaffung der Kalkulationsgrundlagen wirtschaftlichen
Handelns gewinnen Statistik, Wahrscheinlichkeits- und Korrelations-
rechnung wachsende Bedeutung. Hingewiesen sei auf das groBe Gebiet
des Versicherungswesens, auf die im Lotterie- und Anleihewesen auf-
tretenden Wahrscheinlichkeits- und Risikofragen, auf Kontrollwesen,
Lieferungsgarantien und damit verbundene Risikoprobleme bei Massen-
fabrikation, sowie auf die moderne Markt- und Konjunkturforschung.

1. Wahrscheinlichkeit a priori und a posteriori.

Der Ausgang eines Versuchs lasse m verschiedene Méglichkeiten zu,
von denen keine gegeniiber einer anderen a priori bevorzugt erscheint.
Von ihnen werden g Fille als Erfolg gewertet: giinstige Fille. Als
mathematische Wahrscheinlichkeit w fiir das Eintreten des Er-
folgs bezeichnet man dann den Bruch
g Zahl der giinstigen Fille
m  Zahl der moglichen Falle
So sind beim Werfen des Wiirfels m = 6 Fialle moglich. Wird nur das
Werfen einer 5 als Erfolg gewertet, so ist die Zahl der giinstigen Fille

w =

g = 1. Die Wahrscheinlichkeit, eine 5 zu werfen, betrigt also w :%-
Befinden sich in einer Urne zwei rote und drei schwarze Kugeln, so sind
beim Ziehen einer Kugel m = b Falle moglich; fiir das Ziehen einer

schwarzen Kugel sind g = 3 Fille giinstig. Die Wahrscheinlichkeit,
. . . 3
eine schwarze Kugel zu ziehen, betrigt also w =5

Fiir das Eintreten des MiBerfolgs sind, bei der gleichen Berechnungs-
weise, unter m méglichen Fallen m — ¢ Fille giinstig. Die Wahrschein-
m—9__ 1.9

m

lichkeit fiir das Eintreten des MiBerfolgs ist also w =
= 1 — w. Mithin gilt w4 w = 1.

Beispiel: Von der Nordecke (0,0) eines Blockes rechtwinklig sich kreuzender
StraBen — StraBenschema von Polya — wandert jemand bestindig im Zick-

10*
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zack gen Siiden, ohne jemals umzukehren. Welche Wahrscheinlichkeit w be-
steht dafiir, daB er eine Person trifft, die an der Ecke (n, k) der n-ten Ecken-
reihe sich aufhilt? (Abb.50).

Losung: Zu den Ecken (1,0) und (1,1) der ersten Reihe fiihrt je ein Weg.
Zu den Ecken (2,0) und (2,2) der zweiten Reihe fiihrt ebenfalls nur ein Weg,
aber zu der Ecke (2,1) filhren zwei Wege: von (0,1) her und von (1,1) her.
Allgemein ergibt sich die Anzahl der Wege, die zur Ecke (n 4 1, &k 4 1) fithren,
durch Addition der Zahlen der Wege, die zu den Ecken (n, k) und (n, k- 1)
fithren. Die Betrachtung entspricht nun offenbar genau dem Verfahren, nach
dem man die Koeffizienten der Binomialentwicklung gewinnt. Fiir die Bino-
mialkoeffizienten gilt in der Tat

n __n-n——l...n—k-{—l_ n! Lt (n n )

k] 1-2..... k T tm—k \E+1) 7 \k +k—{—1'
Die Zahl der Wege, die zur Ecke (n, k) fithren, betrigt also g = (Z) Da jeder
Weg an einer Ecke sich in zwei Wege gabelt, wird die n-te Eckenreihe von m = 2%

1
Wegen erreicht. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also w = e (Z) — Neben-

\

bei- ergibt sich: (g) + <1lz> 4. + (n) —L

n

Fir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten sind oft die Regeln der
Kombinatorik heranzuziehen.

Es gibt offenbar n (n — 1) Mdoglichkeiten, aus den » Elementen a,
b, ¢, ...n Paare zu bilden,
sofern z. B. die Paare ab

70 # und ba beide gezahlt werden.
3,0%3,72,2 In demselben Sinne gibt es
0 51 52 3 n(n—1) (n— 2) Moglich-

% % % keiten, aus jenen n Elemen-
% % % ten Tripel zu bilden; all-
AN gemein n (n — 1) (n —2) ...
% % % % % (n —k + 1) Moglichkeiten,

Abb. 50. StraBenschema von Polya. Formen zu je k Elementen
aus der Gesamtheit der » Elemente zu konstruieren; man bezeichnet
sie als die Variationen der n Elemente zur n-ten Klasse.

Bei einer Gruppe von k Elementen gibt es offenbar k! Permu-
tationen, d.h. Formen, die sich nur durch die Platzordnung der k
in ihnen enthaltenen Elemente unterscheiden, wie z. B. 123 und 1 3 2.

Unter den je k Elemente umfassenden n (n—1) (n —2)...(n —
k + 1) Variationen der zuerst besprochenen Gesamtheit von » Elementen
gibt es demnach nur

nn—1) ... (n—k+ 1) n! n

1.2- ..k =k!(n——lc)!=(k>
selbstdndige, wesentlich voneinander verschiedene Gruppen, d.h.
Gruppierungen, bei denen die Reihenfolge der % in ihnen enthaltenen
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Elemente als belanglos angesehen wird, sog.Kombinationenzurk-ten
Klasse. Denn aus der Anzahl dieser Kombinationen mufl man zur
Zahl aller Variationen durch Multiplikation mit %!, der Anzahl der
durch Platzvertauschung entstehenden Moglichkeiten, gelangen.
Beispiel: In einer Urne befinden sich 4 rote und 3 schwarze Kugeln. Man zieht
zwei Kugeln. Welche Wahrscheinlichkeit besteht, dai-a) zwei schwarze Kugeln
gezogen werden, b) eine schwarze, eine rote Kugel, c) zwei rote Kugeln?
Loésung: a) Aus den 7 Kugeln kénnen ; :—76 = 21 Paare (Kombi-
nationen zur 2. Klasse) gebildet werden: m = 21. Aus den 3 schwarzen Kugeln

koénnen (g) = 3 Paare gebildet werden: g = 3. Die Wahrscheinlichkeit, zwei

schwarze Kugeln zu ziehen, betrigt also w, = 2—31 = —:;— .
3.4 4 2
b)w":?l—:-i’ c)wc=7-——Man beachte: w, + ws + we = 1.

Von den m als Ausgang eines Versuchs moglichen Féllen seien g,
Fille fiir ein Ergebnis E,, g, Falle fiir ein Ergebnis E,, . . . g; Fille fir
ein Ergebnis E; giinstig, so daf} die fiir diese Ergebnisse bestehenden

Wahrscheinlichkeiten w, = —1%, Wy = %, e, W= % sind. Wertet man
es nun als Erfolg, wenn ein Ergebnis E; oder ein Ergebnis Z, . . . er-

zielt wird, so ist die Gesamtzahl der giinstigen Falle g =g, + g, + - - .
-+ ¢i, die Wahrscheinlichkeit des Erfolgs also w = %—& =w,
+ w, + ... 4 w;. Damit ergibt sich der

Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Wenn bei
einem Versuch fiir die Ergebnisse E,, E,, ... E; die Wahrscheinlich-
keiten w;, w,, . . . w; bestehen und der Eintritt irgendeines dieser Ergeb-

nisse als Erfolg gewertet wird, so ist die Wahrscheinlichkeit w des Er-
folgs gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen

Ergebnisse :
g w = wy - wy b . w;. (1)

Z. B. ergibt diese Summe w = 1, wenn die Ergebnisse E,, E,, . . . E;
alle bei dem Versuch méglichen Eventualititen erschopfen. Vgl. Bei-
spiel betr. StraBlenschema von Polya.

Beispiel: In einer Urne befinden sich 4 rote und 3 schwarze Kugeln. Man
zieht zwei Kugeln. Welche Wahrscheinlichkeit besteht, daB sie von gleicher
Farbe sind?

Losung: Von den in der oben behandelten Urnen-Aufgabe moglichen drei
Eventualititen werden die Félle a) und c) beide als Erfolg gewertet. Daher ist

1 2 3

7+7:7' — Natiirlich ist w4+ w, = 1.

Von den m, als Ausgang eines Versuchs moglichen Fallen seien g,
Fille fiir ein Ergebnis E, gimstig, von den m, als Ausgang eines anderen
Versuchs méglichen Fille seien g, Fille fiir ein Ergebnis E, giinstig.

W = Wg + W, =
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Werden beide Versuche angestellt, so sind im ganzen m, - m, Ergebnis-
kopplungen méglich, fiir das Zusammentreffen der Ergebnisse E,, K,
aber nur g, - g, Fille giinstig. Die Wahrscheinlichkeit dafir, dal die

Durch Verallgemeinerung der SchluBweise ergibt sich der
Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung:
Wenn bei ¢ verschiedenen Versuchen fiir die Ergebnisse E,, H,, .. .,
E; die Wahrscheinlichkeiten w;, w,, . .., w; bestehen und nur das ge-
koppelte Eintreten der Ergebnisse B, H,, ..., E; als Erfolg gewertet
wird, so ist die Wahrscheinlichkeit des Erfolgs gleich dem Produkt
“der fiir die einzelnen Ergebnisse bestehenden Wahrscheinlichkeiten:
W=wy Wy ...W. (2)
1. Beispiel: In einer Urne liegen 4 rote und 3 schwarze Kugeln. Man zieht eine

Kugel, legt sie in die Urne zuriick und zieht abermals eine Kugel. Welche Wahr-
scheinlichkeit besteht, daB in beiden Fillen eine schwarze Kugel gezogen wird?

3
Losung: Offenbar ist w; = w, = = also w = wy - wy = 7. Dieser Wert ist
1 9
etwas groBer als die oben ermittelte Wahrscheinlichkeit w, = =63 fiir das

gleichzeitige Ziehen von zwei schwarzen Kugeln.
2, Beispiel: Ein Wiirfel werde zweimal geworfen. Welche Wahrscheinlichkeit
besteht, daB in beiden Fillen mehr als 4 Augen fallen?
Lésung: In jedem Fall ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, 5 oder 6 zu werfen,
1 1

nach dem Additionssatz w, = w, = 5 + 5= % . Die gesuchte Wahrschein-
lichkeit ist daher w = w; - w, = —;— .

Ein Versuch, bei dem ein bestimmtes als Erfolg gewertetes Ergebnis
mit der Wahrscheinlichkeit w, das Ausbleiben dieses Ergebnisses also
mit der Wahrscheinlichkeit w = 1 — w eintritt, werde n mal angestellt.
Dafiir, daB hierbei eine ganz bestimmte Konfiguration von & Erfolgen
und n» — k MiBerfolgen sich einstellt, besteht offenbar die Wahrschein-
lichkeit w® (1 — w)* % Stellt man die Konstellation der k& Erfolgs-
nummern unter den n Versuchsnummern frei, so gibt es im ganzen

(Z) derartiger Kombinationen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3

irgendwie bei n Versuchen k Erfolge auftreten, wird also
erhalten zu "
wk(n)=<k>wk(1—w)n—k. 3)

_Dieser Ausdruck stellt das die Nummer £ tragende Glied in der Bino-
mialentwicklung von (w 4 w)» dar. Da w - w = 1, so bestétigt man da-

n

n
mit, daf3 Ew]g"): 1. Ist insbesondere w = %, soiststetswh (1 —w)* F= El—,

also w™ = % (Z) = % (n i k) = wrfi)k . (Nebenbei bestétigt sich E (Z)
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= 2n.) Die graphische Darstellung der wi™ deckt sich hier, abge-
sehen vom MaBstabe, mit der der Binomialkoeffizienten, zeigt also
symmetrische Gestalt.

Beispiel: Eine Minze wird zehnmal geworfen. Welche Wahrscheinlichkeit
besteht dafiir, daB 0, 1, 2, ..., 10mal Schrift fallt?

Losung: Die Wahrscheinlichkeit des Erfolgs beim einzelnen Versuch ist w = %
Mithin ergeben sich fiir die gesamten Wahrscheinlichkeiten die Werte, die man aus
den Binomialkoeffizienten lkO) : 1, 10, 45, 120, 210, 252, 210, ... 1, durch Divi-
sion mit 21° = 1024 erhilt (Abb. 51). Am groBten ist die Wahrscheinlichkeit

252
dafiir, da unter 10 Versuchen 5 Erfolge auftreten: w19 = 5

1094 d. i. rund

ein Viertel.

Um allgemein die Frage nach dem gréBten wi™ zu beantworten,
bilden wir:

. n! o
w0 = gy @ L—w)n
n! . . n—=k-+1 w
e e A e A Pl
i . . —k4+1 1— 1
Mithin wird wk(m%-wk__l("), je nachdem - k+ % ww , odern"]t

ANV

1
w also je nachdem % —>§ (n + 1) w. Die Wahrscheinlichkeiten

wachsen, solange k < (n - 1) w, sie fallen, sobald & > (n + 1) w. Ist
k< (n-1)w, aber bereits k41

< (n 4 1)w, so ist wx™ die groBte g2

der ins Auge gefaBten Wahrschein- 420

lichkeiten. Das kritische k ist die 475

groBte in (n 4 1)w steckende ganze 67

Zahl. Ist (n 4 1)w selbst eine ganze 405

Zahl &, so stimmt wy_,™ mit wgk™® 07 Z 77 5 6 7 6 4 W%
iiberein und ist groBer als alle {ibrigen Abb.51.

ins Auge gefaBten Wahrscheinlich-

keiten; der GroStwert wird in diesem Fall an den beiden Stellen
k—1=nw— (1—w) und k= nw 4 w erreicht. Bei einer im Ver-

. 1
héltnis zu-—groflen Zahl n von Versuchen ist 1, daher auch w und

1 —w klein gegen nw. Man kann also allgemein sagen:
Ein Versuch, bei dem ein bestimmtes als Erfolg gewer-
tetes Ergebnis mit der Wahrscheinlichkeit w eintritt, werde

n mal angestellt. Ist » eine im Vergleich zu —u{— groBe Zahl,

so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei dieser Ver-
suchsreihe & Erfolge erzielt werden, am gréBten fiir k~nw,
d.h. fiir die dem Wert nw néchstliegende ganze Zahl.
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Stellt man alle ins Auge gefaBten Wahrscheinlichkeiten wz™ als Ordi-
naten zu den Abszissen k£ dar und legt durch die Ordinatenendpunkte eine

a1 e 1. .
Kurve, so ergibt sich fiir w & 3 ein zur Maximumsstelle k~ nw

im ganzen genommen unsymmetrisches Bild.
Beispielsweise ergeben sich fiir die Wahrscheinlichkeiten, da beim Wiirfeln
in n = 120 Versuchen 10, 11, ..., 30mal eine 5 falit, die in Abb. 52 dargestellten

1
Betrige mit dem Maximum etwa bei k = 5 120 = 20. Die iibrigen Wahrschein-

lichkeiten fallen sehr niedrig aus.
Die Wahrscheinlichkeiten, beim Wiirfeln in genau ein Sechstel der
Fialle eine 5 zu werfen, betragen:

fir n = 6 | 12 | 36 120
w% 0,402 } 0,296 , 0,214 0,176 0,097
Allgemein ergibt sich der Satz: Die maximale Wahrscheinlich-

» keit W, nimmt mit steigender Ver-

9101 suchszahln ab, und zwar ist sie pro-

908}~ ; -

’ portional mit ——.

L Vn
406 Beweis: Wir hatten allgemein
4”4_ n!
w™ = ———— wk (1—w)r %,
ANAANEEENNE Fir die maximale Wahrscheinlichkeit W,
WRHBBAOZHBBI K ist niherungsweise k = n - w, also
Abb. 52. n—k=mn (1 —w). Mithin:

W = n!
07 (mw)! [n(1—w)]!
Nach der Stirlingschen Formel ist nun nidherungsweise

2l =a%e2nzx,

n"e " Y2mnw™ (1 —w)"t—®)
(n W)™ e~ ™ V2mnw - [n(1 —w)]" L~ e MW Y (I —w)

nn(w + l—w)wnw(l_w)n(l—w)

whw (1 _ w)n(l—w) .

also
W, =

(nw)™® [l —w)* ) Yw 2mn (T —w)
— (n w)rw [n(l —w)]n@—w) oder
(mw)"*[n(1—w)]" " Y 2an(l—w)

1
Vo= ommws @
Der hiermit bewiesene Satz scheint in Widerspruch zu stehen zu dem,
was man gefiihlmaBig erwartet: dal namlich (um in unserm Beispiel zu
bleiben) die Wahrscheinlichkeit, in ein Sechstel aller Félle eine b zu
werfen, mit wachsender Versuchszahl n immer gréSer wird. Der rich-
tige Kern dieser Erwartung wird zum Ausdruck gebracht durch das
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Gesetz der groBen Zahlen (Bernoulli-Laplace): Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dal bei n» auf ein Ereignis von der
Wahrscheinlichkeit w sich beziehenden Versuchen die Zahl
k der Erfolge von der Richtzahl nw héchstens um einen
vorgegebenen kleinen Bruchteil von nw differiert, wird bei
wachsender Versuchszahln immer gré8er und strebt der 1 zu.

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dal bei einem Ereignis von der Wahr-
scheinlichkeit w unter » Versuchen die Zahl der Erfolge zwischen & — A
und k -+ A liegt, erglbt s1ch nach dem Additionssatz zu w,™, + w; (,{‘J)rl -+

e wp ™ + " 1+ w ;. Berechnet man diesen Ausdruck fiir
dasdie maximale Wahrsehelnhchkeit ergebende kA~ nw, so gelangt man bei
Einfiihrung bestimmter Zahlenwerte » zu Ergebnissen, die auf Grund der
tatsichlichen Erfahrungen verallgemeinert das Gesetz der grofen Zahlen
liefern. — Wir fragen beispielsweise nach der Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB bein = 120 Wiirfelversuchen in ungefahr ein Sechstel der Fille eine
5 geworfen wird, sagen wir in ¥ = 10 oder 11. .. oder 30 Fillen, so daf
also eine Héchstabweichung 4 = 10 von der die grofite Wahrscheinlich-
keit genieflenden Zahl k = 20 zugelassen wird. Wir erhalten dann

(120) -+ w(l"o) + -+ w(120)+ -4+ w(120) +w 120 = 0,9859; also an-
nahernd GewiBheit.

Das Gesetz der groBen Zahlen gibt uns die Moglichkeit, aus der bei
einer groflen Zahl n von Versuchen sich einstellenden Zahl k der Erfolge
einen RiickschluBl auf die Wahrscheinlichkeit w zu ziehen, mit der das
als Erfolg gewertete Ergebnis beim einzelnen Versuch eintritt. Wir

erhalten dafiir w~—-. Diese Folgerung ist wichtig fiir den Fall, daB

itber diese Wahrscheinlichkeit a priori, d. h. iiber den Charakter der
Versuchsgrundlage — Zahl der beim einzelnen Versuch an sich mog-
lichen und der fiir den Erfolg giinstigen Fille — nichts bekannt ist.
Es seien beispielweise in einer Urne 5 Kugeln von verschiedener Farbe,
deren Mischungsverhiltnis wir nicht kennen. Wenn bei n = 1000 Ver-
suchen £ = 203mal eine rote Kugel gezogen wird, so wird man auf

w Ni%(%% schlieBen, also da w ein einfacher echter Bruch sein muf}, auf
w= %, d.h. man wird das Vorhandensein von 2 roten Kugeln an-
nehmen. Auf diese aus dem Experiment erschlossene Wahrscheinlichkeit,
die sog. Wahrscheinlichkeit a posteriori, ist geradezu die neuere
Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffs (R.v.Mises) abgestellt;
sie spielt praktisch in der Statistik die iiberragende Rolle, weil hier
in der Regel die Grundlagen fiir die Angabe der mathematischen Wahr-
scheinlichkeit a priori fehlen. Die in verwickelteren Féllen erforderliche
Verschirfung der Bestimmung von w kann dadurch erreicht werden,
daB man mehrere Versuchsreihen anstellt und den Mittelwert fiir w bildet.
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2. Binomialverteilung und Wahrscheinlichkeitsintegral.

Die Binomialverteilung, die die Wahrscheinlichkeiten wy™ der Er-
folgszahlen & bein ein Ergebnis von der Wahrscheinlichkeit w betreffenden
Versuchen veranschaulicht, spiegelt sich erfahrungsgemifB in vielen
statistisch gewonnenen Héiufigkeitsverteilungen mehr
oder minder zutreffend wieder. Sie kann experimentell mit grofer An-
niherung realisiert werden durch einen von Galton konstruierten, von
Pearson verbesserten Apparat. Dieser ,,Binomialapparat ist ein
flacher Kasten, dessen Vorderwand von einer Glasscheibe gebildet wird
und dessen Riickwand eine groBe Anzahl regelmifBig angeordneter
Keile tragt. Die Keile einer Horizontalreihe stehen iiber den Liicken
der folgenden Reihe. Den unteren Abschluf bildet eine Reihe von Fi-
chern. Am oberen Rande ist eine Trichtersffnung, durch die man Hirse-
oder Schrotkérner hineinschiittet. Beim Auftreffen der Korner auf die
Keile werden sie jeweils nach links und rechts abgelenkt. Sie sammeln
sich in den Fichern am unteren Rande. Bei vollig symmetrischer An-
ordnung der Versuchsgrundlagen zeigen die Fiillmengen deutlich die

fir w= % geltende Binomialverteilung. Die symmetrische Gabelung
des Koérnerstroms an jedem Keil bewirkt eben einen das Gesetz (Z)—}—(ki 1)

= (Zi— i) widerspiegelnden Gesamtverlauf. Durch Vermehrung der Zahl

der Keilreihen kann man Binomialverteilungen gewinnen, die einen ab-
geflachteren Verlauf zeigen. Andererseits kann man durch unsymmetri-
sche Einstellung (Drehung) der Keile auch Fillmengen in den Sammel-

fichern erzielen, die einer Binomialverteilung fiir w & - entsprechen,

bei der also das Maximum nach einer Seite verschoben ist. Dabei
bietet ein kleiner das Maximum in der Mitte enthaltender
Ausschnitt immer noch eine einigermallen symmetrische
Gestalt dar. ,

Die Binomialverteilung kann naturgemiB nur bei unstetigen Haufig-
keiten, wie bei Wiirfelversuchen und dgl., Platz greifen. Ihrerechnerische
Auswertung ist meist ziemlich mithsam. Wir gelangen zu einem fiir die
Untersuchung statistischer Hiufigkeiten wertvollen, fir prak-
tische Rechnungen zweckmiBigen Idealbild einer stetigen Vertei-
lung, wenn wir die Zahl n der Binomialverteilung unbegrenzt wachsen
lassen.

Wir wollen in der Formel (3)
wy™ = (Z) whwn—k

die Argumente jetzt von der Maximumstelle nw aus messen, also
k=nw-+z, n—k=nl—w)—z=nw—=
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setzen; zugleich schreiben wir, um den Ubergang zu stetig veriinder-
lichen Argumenten anzudeuten, W statt ;™ und erhalten:

n!

W + 2 W —2
(nw—+ x)!(nw—x)!w )

W =

Fiir die Maximumstelle ist:

n! -
nw ,wnu.

(nw)! (nw)! w

W=W,- (nw)! (nw)! (ﬁ)w

(nw+ ) (nw—2a)! \w

0
Daher ist

Wir driicken hierin die Fakultiten nach der Stirlingschen Formel aus.
Nach einigen Umformungen und Ubergang zu lim n — oo gelangen wir
dann, wie hier nicht nidher ausgefiihrt werden soll'), zu der Néherungs-

formel:
xﬂ

W = Wo-emznw'ﬁ' ()
1

V2rnw W

Verteilung dargestellt werden, die fiir alle, auch noch fiir die sehr grofien

positiven und negativen Argumentwerte vollig symmetrisch zur Maxi-
mumstelle ausfallt. In Wahrheit zeigt aber doch die Binomialverteilung,

nach (4) ist hierin W, = . Durch die Formel (5) wiirde eine

. L .
auBer im Falle w = -, ein im ganzen genommen unsymmetrisches

Bild und je nach dem Verhiltnis w:w eine Verschiebung der Maximums-
stelle nach der einen oder der anderen Seite. Tatséchlich ist auch die
Formel (5), wie bei der Herleitung ersichtlich wird, eine gute Néherungs-
darstellung nur fiir ein gewisses die Maximumsstelle enthaltendes Kern-
stiick: Die Argumentwerte x diirfen absolut genommen nicht gréer
sein als ein miBiges Vielfaches, etwa das Drei- bis Vierfache, von }/W

Der Inhalt der Formel (5) 148t sich, ihrer Herleitung entsprechend,
wie folgt aussprechen: Ein Versuch, bei dem ein bestimmtes als Erfolg

gewertetes Ergebnis mit der Wahrscheinlichkeit w, das Ausbleiben des-
selben also mit der Wahrscheinlichkeit w eintritt, werde » mal angestellt,

wo n eine im Vergleich zu wi sehr grole Zahl. Dann ist W - d« die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daf3 bei dieser Versuchsreihe die Anzahl der Er-
folge in das von nw + x und nw + z + dx begrenzte Intervall fallt.

Wir wollen uns noch iiberzeugen, dall die Summe aller in diesem
Sinne vorkommenden Wahrscheinlichkeiten entsprechend dem Addi-
tionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich 1 ist, wenn wir das

1) Vgl. E. Czuber: Die statistischen Forschungsmethoden, Wien 1921, S.2001.
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+ o
Intervall von — oo bis -} oo erstrecken, daf3 also das Integral f Wdx=—=—1

ist. Wir gehen zu diesem Zweck aus von dem Integral
+ o
Jo=[e dx (6)

Setzen wir in dem rechtwinkligen x yz-Koordinatensystem ¢ = 722 -+ y?
und lassen die Kurve

.z=¢€¢" % um die z-Achse

rotieren, so entsteht ein

N Rotationskérper z = e~ ¢
(Abb. 53). Er setzt sich zu-

sammen aus Kreiszylin-

dern von der Grundfliche

4 Y 2mp-dpo und der Hohe

e~?, sein Volumen ist also:

Z

=2z fe‘ﬁ”g do
0
Abb. 53, =7 [e‘i”]: =x.

Denselben Rotationskérper konnen wir zerlegen in Schichten, deren
Begrenzungsebenen der xz-Ebene parallel sind. Das Volumen einer
Schicht ist
r= 4+ ® + @
AV =dy - [e @+ dg=eVdy - [eTda=4J, e ¥dy;

das Volumen des ganzen Korpers also

+ @ + o
V=[Jg-eVdy=1J, - [eVdy=J>

Mithin ist

+ ™ ©

Jo=[eTdz=2[e"du=1x.

—® 0
Um nun
+ @ @ @ i @ i

i 2 = 2 1 —
Wdx=2 de:——'_-/e N T R 1/

V2anw®w Jr Vrnww

—® 0 0

zu bestimmen, betrachten wir allgemein den Ausdruck

z 12

+x__2_ 1 " T 2nww
W=z ik at-

0
Er stellt die Wahrscheinlichkeit dafiir dar, daB bei der
untersuchten Versuchsreihe die Anzahl der Erfolge in das
Intervall zwischen nw—2a und nw -+ x fillt. Geometrisch
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wird er durch den Flacheninhalt des Gebietes wiedergegeben, das von

der z-Achse, der Kurve y = W und den zu — x und 4~ « gehérenden
t

Ordinaten begrenzt wird. Substituieren wir ¥ = ==, so wird
V2rnww
z
) V2nww
+x 4 oyt
W_x_y;t—/e du. (7

0
Mithin ergibt sich fiir das gesuchte Integral:

@

+
) 2 s J
R £ yn
— 0

womit der Beweis geliefert ist. Fiir das ,,Wahrscheinlichkeitsintegral®,
d.h. die Funktion
y
2/ —u?
D) ==[ " du, ®)

v
mittels der man die fiir die praktischen Anwendungen sehr bedeutsame

Gesamtwahrscheinlichkeit szx mit y :%—— berechnen kann, be-

2n ww
stehen zahlreiche Tabellen. Wir geben nachstehend unter Benutzung

der Abkiirzung ¢ = Jnww eine Tafel fiir @ (I/——:-;) zu gegebenen Argu-
mentwerten -ax—. Fir die letzteren ist als Hochstwert 4 genommen,
da hier der Funktionswert praktisch nicht mehr von 1 sich unter-

scheidet, iiberdies nach unseren fritheren Bemerkungen fiir héhere
Argumentwerte die theoretische Verteilungskurve nicht mehr zutrifft.

x x x X x x x T

—_— _ _— @ - —_— gpe— — -
o |7 (ma) o <V2 ) c | ? (ﬁ) | ? (m )
0,0 | 000000 | 1,0 | 068268 2,0 | 09450 || 80 | 0,99730
0,1 | 007966 || 11 | 0,72866 21 | 096428 || 31 | 099806
0.2 | 01582 |[ 12 | 076986 22| 097220 || 82 | 0,99862
0,3 | 02382 |[ 1.8 | 0.80640 2.3 | 097856 || 8.3 | 0.99904
0.4 | 031078 | 1.4 | 083848 2.4 | 098360 || 8.4 | 099932
05 | 038292 || 1.6 | 0,86638 25 | 098758 || 35 | 0.99954
0,6 | 045150 || 1.6 @ 089040 2.6 | 099068 || 3.6 | 099968
0,7 | 051608 || 1.7 | 0.91086 27 | 099306 || 87 | 099978
0,8 | 057628 || 1.8 | 092814 2.8 | 099488 || 3.8 | 0,99986
0,9 | 06318 || 1.9 | 094256 2.9 | 09926 || 3.9 | 0,99990
1,0 | 068268 | 2.0 | 095450 3.0 | 099730 || 4,0 | 0,99994

Beispiel: Eine Bank hat n = 1000 Stiick von einer Anleihe im Depot, von der
8% aller noch aufrechten Stiicke im laufenden Jahr zur Auslosung kommen. Wie
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groB ist die Wahrscheinlichkeit, daBl die Abweichung der Anzahl der auf das Depot
fallenden Auslosungen von der Erwartungszahl 80 hochstens 10% betragt*)?
Losung: Die Auslosungswahrscheinlichkeit betragt fiir jedes Stiick w = 0,08,
am groBten ist also die Wahrscheinlichkeit, daf nw = 1000 - 0,08 = 80 Stiicke
des Depots ausgelost werden. Die Wahrscheinlichkeit der Nichtauslosung betragt
fiir jedes Stiick w = 0,92. Daher ist ¢ = Jnww = y1000 - 0,08 - 0,92. In Frage
kommt eine zehnprozentige Abweichung von der Erwartungszahl 80 nach oben

oder unten, also z = 8§, Z_ 0,933. Fiihren wir diesen Wert in @ -2 (siche
o Ve-o

obige Tabelle) ein, so erhalten wir: Wig = 0,649, d.h. die Wahrscheinlichkeit,
daB mindestens 72 und hochstens 88 Auslosungen erfolgen, betrigt rund 65%. —
Die Bank ist an Hand dieses Ergebnisses in der Lage, das Risiko zu beurteilen,
das sie Jauft, wenn sie z. B. mindestens 72 Auslosungen und den damit verbundenen
Kursgewinn in Rechnung stellt 2).

Unter Benutzung der Hilfsgrofie ¢ = ]/W_U kann man die Formel
(b) fir die Verteilung der Wahrscheinlichkeiten in der Form schreiben
:l—zhi—ge“% ;. wo o=]nww. (9)
Durch Vergleich mit den an die GauBsche Verteilung (s. § 23) anschlie-
Benden Betrachtungen folgert man, daB hierin ¢ als die quadra-
tische Streuung oder Dispersion gedeutet werden kann, mit der
die Abweichungen x der tatsichlichen Erfolgszahlen von der Erwartungs-
zahl nw auftreten:

Satz von Bernoulli: Wenn bei einer Beobachtung ein bestimmtes
als Erfolg gewertetes Ergebnis mit der Wahrscheinlichkeit w eintritt
und w == 1 — w, so hat man bei Versuchsreihen, die eine grofe Zahln
von Beobachtungen umfassen, in bezug auf die Erwartungszahl » w mit
einer quadratischen Streuung oder Dispersion

a:V[ij: Ynww (10)

zu rechnen.

Dieses Bernoullische Dispersionsgesetz geht bereits, insofern Wahr-
scheinlichkeit a posteriori, also statistisch festgestellte Wahrschein-
lichkeit in Frage kommt, die mathematische Statistik an, und zwar
besonders die sog. alternative Statistik, die sich nur mit der Frage
beschaftigt, ob bei den Objekten der Statistik ein bestimmtes Merkmal
zutrifft oder nicht.

§ 23. Mathematische Statistik.

Wird eine BeobachtungsgréBe I durch sehr zahlreiche Messungen
ermittelt, so kann man sich von der relativen Haufigkeit, mit der

1) Es wird angenommen, daf} die Anzahl der zur Auslosung gelangenden Stiicke
gréBer ist als die Depotstarke 1000.

2) Wie man leicht nachrechnet, wird das Zahlenergebnis durch die Depotstirke
kaum merklich beeinflufit.
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die den einzelnen Messungen anhaftenden — kleineren oder grofleren, po-
sitiven oder negativen — Fehler x auftreten, ein Bild machen mit Hilfe
einer Funktion, die im wesentlichen mit dem Limes-Ausdruck (5) der
Binomialverteilung iibereinstimmt, namlich mit Hilfe der von Gaul
aufgestellten Fehlerfunktion:

Y= Yo "%, (11)

worin g, und » Konstante bedeuten. Diese Tatsache kann als Ergebnis
der Erfahrung angesehen werden und auBlerdem durch Wahrscheinlich-
keitsbetrachtungen, z.B. mittels der Methode der Elementarfehler, be-
greiflich gemacht werden. Das graphische Bild ist offenbar zur y-Achse
symmetrisch. Aus

g—i: —2h2y, - xe_hzxe,
2 ) 2 2
o = Bk, (1 — 2h2a%) ¢

folgt, daBl die Kurve fiir z = 0 ein Maximum mit der Ordinate y, besitzt

und daB zwei Wendepunkte mit den Abszissen xz, = _%:; und der Ordi-

_ Y%
nate —17; vorhan- %

den sind.
Die Konstante y, be- ~ —————— B A N R

einfluBt offenbar nurden = —l%

MaBstab des Kurvenbil-

des in der y-Richtung. 7 -

Um die Bedeutung der Abb. 54.

Konstanten % zu er-

kennen, betrachten wir die Schar der Kurven fiir festes y, und wechseln-

des & (Abb. 54). Fur den Grenzfall h = 0 ergibt sich die Gerade y = y,; fiir

den Grenzfall A — oo ist im allgemeinen y = 0, Wéihrend aus der nur fir

y <y, erklirten Kurvendarstellung v = + — l/ —1g 2 folgt: x=0,
Y%

so daB sich die Kurve aus der x-Achse und dem Intervall 0=y=1y,

der y-Achse zusammensetzt. Im iibrigen folgt aus ay = —y—".

’ Z/w =
V—h e
daB die Wendepunkte der Scharkurven siamtlich auf der Parallelen zur

x-Achse im Abstande l}y—i liegen und daB ihr Abstand von der y-Achse mit
€

h umgekehrt proportional ist: Fir kleine h ist die Kurve sehr flach ge-
streckt ; fiir groBe % riicken die Wendepunkte nahe an die y-Achse heran,
die Kurve fillt beiderseits vom Maximum steil ab. Die Konstante %
miBt also den Grad, in dem sich die Fehler, deren relative Haufigkeit
ja durch die Ordinate der Kurve veranschaulicht wird, zum Werte 0
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zusammendringen. Man bezeichnet daher die Konstante A als das
Genauigkeitsmal oder die Prézision. Ihr Wert kennzeichnet die
Giite des zur Messung von ! angewendeten Beobachtungsverfahrens.

Die Prazisierung der Beziehung zwischen Kurvenordinate und rela-
tiver Haufigkeit der Fehler erfolgt nun so: Wird eine sehr gro8e Zahl n
von Messungen angestellt, so ist die durch »n dividierte Anzahl der auf
das Intervall von « bis « |+ dx entfallenden Fehler die fir dieses Inter-
vall charakteristische ,,relative Haufigkeit*; sie wird durch ydx dar-
gestellt, wenn y die Ordinate der GauBschen Fehlerkurve ist. Die
Definitionen fiir Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit stimmen also
iiberein, nur dafl man in einem Falle einen logischen, im anderen Falle
einen empirisch-statistischen Ausgangspunkt nimmt. Also gilt auch
bei der GauBschen Fehlerverteilung der Additionssatz. Die relative

Haufigkeit der in das Intervall zwischen x; und x, fallenden Fehler
s
betragt /ydx, und wir wollen diese Gréfe auch bezeichnen als die

21
Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 ein Fehler in das Intervall zwischen =,
und z, fallt. Geometrisch wird sie dargestellt durch die Flache, die von
der z-Achse, der Kurve y=y,¢~ "% und den zu z,, z, gehsrenden Ordi-
naten begrenzt wird.

Die Summe der relativen Héaufigkeiten aller zwischen — oo und
+ @
—+ oo liegenden Fehler mufl 1 sein: /ydx =1; d.h. das gesamte von

der Fehlerkurve und der x- Achse begrenzte Gebiet muBl den Inhalt 1 haben.
Daraus ergibt sich, dal zwischen den Konstanten y, und % der Fehler-
funktion y = y,e~ " dieselbe Beziehung bestehen muB, wie zwischen
den Parametern der im vorigen Paragraphen untersuchten Wahrschein-

. . . 1 *
lichkeitsfunktion W —= m € 2w,

+ o

/ Wdx = 1 erfilllt war. Da A2 an Stelle von g—1—~ steht, muf} y, = —h-r
e nww ]/n
sein, d. h. die normierte GauBsche Fehlerfunktion lautet:

bei der ja die Bedingung

h 2 0 ’
yzl—g-e“’”ﬂ. (11)

Damit iibertragen sich auch die an das ,»Wahrscheinlichkeitsintegral
gekniipften Bemerkungen auf den vorliegenden Fall. Setzen wir, um
Ubereinstimmung mit der in (9) eingefithrten Schreibweise zu erzielen,
1
0 =—
Ry2

so konnen wir mittels der Tabelle, die @ (yE—x) zu gegebenen % darstellt,
o

(12)

die Wahrscheinlichkeit dafiir bestimmen, daB ein Fehler in den Bereich
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zwischen — x und -+ « fillt. Beispielsweise ergibt sich fiir die Wahr-
scheinlichkeit, daB der Fehler zwischen — ¢ und - ¢ liegt, die Wahr-
scheinlichkeit 0,6826. Da x, = + ¢, so kann man sagen:

Bei der GauBischen Fehlerverteilung y :]—kr—'e*"f"o2 liegen
/70

rund zwei Drittel der Fehler innerhalb des Bereichs, der von

den Wendepunktsabszissen oy = 4 0 = + 1 begrenzt wird.

e
@ = 0,5 ergibt sich zum Argument % = 0,675; also liegen 50% der

Fehler innerhalb des Intervalls, dessen Endpunktsabszissen rund zwei
Drittel der Wendepunktsabszissen betragen. Da die Wahrscheinlich-
keiten dafiir, daB ein Fehler innerhalb oder auBlerhalb dieses Bereichs
liegt, beide gleich 1/, sind, so bezeichnet man 0,675 ¢ auch als den wahr-
scheinlichen Fehler.

Wie kann man nun aus einer Reihe von n eine GroBe I betreffenden
Beobachtungen X;, X,,..., Xy, die natirlich mit Fehlern behaftet
gind, auf den wahren Wert ! und das zugrunde liegende Fehlervertei-
lungsbild schlieBen? Den Ausgangspunkt fiir die Beantwortung der
ersten Frage, die das Ziel der sogenannten Ausgleichungsrechnung
darstellt, bildet die von GauBl axiomatisch eingefiihrte Methode der
kleinsten Quadrate. Hiernach wird bei sehr grofem n die Summe
der Quadrate derjenigen Betrige, um die die Beobachtungswerte X,
X,, ..., Xu von einem beliebigen Wert X abweichen, zum Minimum,
wenn man fiir X den wahren Wert einsetzt, wodurch jene Differenz-
betrige in die wahren Fehler x iibergehen. Ist der gesuchte Wert [
das Messungsobjekt selbst und nicht erst auf Grund einer Relation daraus
herzuleiten, so liefert dies Prinzip den wahren Wert als arithmetisches

Mittel X der Beobachtungswerte. In der Tat:
2= (X, — X+ Xy — X + . .. 4 (X — X%

d
==X —X)+2X —Xp) + ... +2(X — X);
d*z
de = 2%.
Durch Nullsetzen von ;—; erhalten wir X = X+ Xz_; i O X,
2
und da 2% bestindig positiv, so liegt wirklich ein Minimum vor. Als

wahrer Wert einer MessungsgréBe kann also das arithme-

tische Mittel X aus einer sehr groBen Zahl n von Beob-
achtungswerten X; angesehen werden:

I~X. (13)
Welches Fehlerverteilungsbild beiderseits des wahren Wertes [ liegt

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 11
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zugrunde, wenn die den einzelnen Beobachtungswerten anhaftenden
Fehler, d. h. ihre Abweichungen vom wahren Wert I, die Werte z,, z,,
.» Zn haben? Dafiir, daB} ein Fehler in das Intervall zwischen x; und

x; - dx fallt, besteht von Haus aus die Wahrscheinlichkeit w; = Vi— ¢ v
JT

-d z. Nach dem Multiplikationssatz ist daher die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dal bei einer Beobachtungsreihe die Fehler x;, z,, . . ., x, (jeweils mit
einem Spielraum dx angesetzt) kombiniert auftreten, gegeben durch

Wie,.. . .n=wiWy.. w, = —h_n— e~ P @+ 2t b2 L (),
Wir wollen dasjenige b als das zutreffende ansehen, firdas Wy . ,
am groften wird, bilden also

dWl,Z,...,n__ _d_x n—1., ,—ht[z? n _ha[n
a2 __<V;> L GOl ]

(;ﬁ)n hr—1 g R [2%] . {n — 242 [x2]} .

Hier ist z,2 4 x,> 4 - - - 4 4% = [2?] gesetzt. Obiger Ausdruck wird
0 fir » — 2 A% [2%] = 0, also fir
1 n [xz]
2= _— . — —
h—gaz_‘ 2[ 30"—1/ (14)
Damit hat sich ergeben, daf der fiir die Fehlerverteilung charakteri-
stische, mit der Wendepunktsabszisse 2, iibereinstimmende Parameter ¢
angesehen werden kann als die quadratische Streuung der
bei einer sehr groen Zahl n von Beobachtungen auftreten-
den wahren Fehler x;. Man bezeichnet daher ¢ auch als den mitt-
leren Fehler der Beobachtungsreihe.

Bei einer begrenzten Zahl n von Beobachtungen X; schlieBt nun die
Identifizierung des wahren Wertes [ mit dem Mittelwert X der Mes-
sungswerte immerhin eine gewisse Unsicherheit in sich. Man kann also
nicht ohne weiteres die wahren Fehler x; mit den v; = X; — X, d. h.
den Abweichungen der Beobachtungswerte von ihrem arithmetischen
Mittel identifizieren. Eine genauere Untersuchung zeigt, daB [v?] gegen-

iber [«?] wahrscheinlich etwas zu klein ausfillt und daB ¢ = ’ [vz]l
p—

zu setzen ist. (Haben wir es nicht mit einer, sondern mit » zu be-

stimmenden Unbekannten zu tun, so ist ¢ = V.ﬂ zu setzen.)
n-—vy

Wir fassen zusammen: Liegen n Beobachtungswerte X,, X,,
» Xp fiir eine MessungsgréBe I vor, so kann man als Mes-

sungsergebnis (Ausgleichungswert) das arithmetische Mittel

T Xit Xt oo+ X,
n

ansetzen. Folgen die wahren Fehler
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;= X;—1 dem GauBlschen Verteilungsgesetz, so driickt sich
der ihm zugrunde liegende, als Genauigkeitsmall anzu-

sehende Parameter A nach der Formel h:—%?~ durch ihre
!

quadratische Streuung o‘:]/@ aus, und diese errechnet
n

sich aus den Abweichungen »; = X;— X der Beobachtungs-

werte vom arithmetischen Mittel gemafB o = _[%il Auf die

Stelle X lege man also den O-Punkt des Verteilungsdia-

gramms
1 z* T2l
y:l—‘)—n—o-e"zm,wog:: _[i

(15)

n—1"°
Bei einer sehr groflen Zahl n von Beobachtungen kann man natiirlich

auch o = V@ setzen. Ob bei einer praktisch erhaltenen Beobachtungs-
n

reihe wirklich die GauBsche Fehlerverteilung zu vermuten ist, kann man
durch Stichproben an den aus ihr gezogenen Folgerungen priifen. Sehr
oft angewendet wird die Probe, ob rund zwei Drittel der Beobachtungs-

werte in das Intervall X — o < X; < X -+ o fallen.

Beispiel: Die Wertrelation Dollar — Mark werde an einem bestimmten Tage
(16. April 1933) einmal aus den direkten Kursnotierungen in Berlin und New York
entnommen, andererseits auch aus den Kurszetteln verschiedener anderer Borsen-
platze hergeleitet durch Kopplung der Dollar- und der Marknotierungen. Man
berechne den ,,wahren‘ in Mark ausgedriickten Tageswert des Dollars und die
quadratische Streuung.

Lésung:
Borse: X; vi=Xi— X |v2=(X;—X)?
London . . . 4,2304 -+ 0,0243 0,000590
Amsterdam . 4,2365 + 0,0304 0,000924
Zirich. . . . 4,2289 -+ 0,0228 0,0005620
Paris ., . . . 4,2313 + 0,02562 0,000635
Stockholm . . 4,0435 — 0,1626 0,026439
Kopenhagen . 4,2313 -+ 0,02562 0,000635
Oslo . ... 4,2059 — 0,0002 0,000000
Wien . . . . 4,2323 -+ 0,0262 0,000686
Prag . . .. 4,2025 — 0,0036 0,000013
Mailand . . . 4,2116 + 0,00565 0,000030
Berlin , . . 4,2130 -+ 0,0069 0,000048
Summe | 46,2672 | | 0,080 520
= 46,2672
Der ,,wahre Tageswert des Dollars betrug also X = g1 = 4,2061 M;
AR YE " , .
ferner: ¢ = o1V 0,0305620 = 0,0552, also: X —o = 4,1509; X+ ¢

= 4,2613. Im Bereich X — o< X;<< X+ o liegen mithin 10 der berechneten X;,
80 daB man auf das Vorliegen einer GauBschen Verteilung schliefen wird.

11*
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In der Wirtschaftsmathematik sind die Falle selten, wo es sich bei
einer Statistik dreht um die Bestimmung des ,,wahren Werts einer
Beobachtungsgrofie und die ,,Genauigkeit*’, mit der sie ermittelt wird.
Die bisherigen Untersuchungen behalten aber ihre Bedeutung fiir die
Wirtschaftsstatistik, weil sie mit gewissen Einschrinkungen iibertrag-
bar sind auf den reguliren Fall, wo es sich um ein Kollektiv handelt,
d.h. den Inbegriff einer gréBeren Zahl mit gleichem Namen bezeich-
neter Objekte, deren kennzeichnende MaBzahlen X; tatsdchlich vari-
ieren; z. B. die Sommerarbeitslohne landwirtschaftlicher Arbeiter in ver-
schiedenen Teilen des deutschen Reiches (S:169), wobei von der Statistik
die Hiufigkeit des Vorkommens der einzelnen Lohnstufen erfafit wird.

Bei solchen Kollektiven haben arithmetisches Mittel X und quadratische
Streuung ¢ natiirlich nicht mehr die Bedeutung eines ,,wahren Wertes*’
und eines ,,Genauigkeitsmafles’, sondern vielmehr die einer knapp ge-
faBten Reprisentation oder UmreiBung des Kollektivs ,,im groBlen und
ganzen‘‘: Sie kennzeichnen gewissermaflen einen Normal- oder Grund-
wert und das Wesen des Streuungsbildes. In diesem Sinne wird die
Methode der kleinsten Quadrate als ,,Ausgleichungsprinzip® allgemein
auf Wirtschaftsreihen zu iibertragen sein. Zwischen den z; und den v;
zu unterscheiden kommt nicht in Frage; im allgemeinen setzt man,
insofern wahrscheinlichkeitstheoretische Uberlegungen ausscheiden,

nicht ¢ = ]/ [#1] | sondern ¢ = |/I#* ], unter den z; die Abweichungen

vom arlthmetlschen Mittel verstanden. Freilich iiberwiegen in der Wirt-
schaftsstatistik Haufigkeitsverteilungen, die von dem Bilde, wie es
die GauBsche Fehlerkurve darbietet, erheblich abweichen, z. B. durch
starke Unsymmetrie. Man bezeichnet allgemein

1 z? /
== .¢ 20, WO O = _Laf]__’ (16)
y n

2 no

als die normale Héulfigkeitsverteilung. Ob eine solche bei einer
bestimmten Wirtschaftsreihe vorliegt, wird mit Hilfe der in der Fehler-
theorie besprochenen Kriterien zu priifen sein. Man macht z. B. die
Probe, ob rund zwei Drittel der X;in das von X—¢und X -+ o be-
grenzte Intervall fallen. Natiirlich ist auch, wenn solche Proben eine
Bestidtigung liefern, das Vorliegen einer normalen Héiufigkeitsver-
teilung nicht unbedingt gesichert.

Eine #hnliche Anlehnung an wahrscheinlichkeitstheoretische Uber-
legungen wie bei der Fehlerstatistik findet sich bei manchen Fillen der
alternativen Statistik. Hier handelt es sich um Erhebungen dar-
iiber, ob bei den Exemplaren eines Kollektivs ein bestimmtes Merkmal
zutrifft oder nicht; z. B. die Anzahl der Knabengeburten, die auf Grup-
pen von je 1000 Geburten entfallen. Objekt der endgiiltigen Statistik
sind hier die den einzelnen Gruppen entsprechenden relativen Haufig-
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keiten des betreffenden Merkmals. Derartige Erhebungen spielen in
der Versicherungsmathematik eine grundlegende Rolle. Hier liegt
es nahe, auch an die Formel (9) fiir die Verteilung der Wahrscheinlich-
keiten anzukniipfen. Fiir eine Gruppe von n» Exemplaren ist danach

1 .z =
W:mg.e 50, WO ¢ = Jnww. (17

Trifft die Voraussetzung zu, daB die statistisch zu gewinnende Wahr-
scheinlichkeit w fiir das Auftreten des in Frage kommenden Merkmals
im Grunde genommen fiir alle untersuchten Gruppen dieselbe ist, so
miissen die den k-Gruppen jeweils entsprechenden Haufigkeiten
W N, Wy, .., WgT €ine Verteilung zeigen, die dem hingeschriebenen
normalen Haufigkeitsgesetz entspricht. Der O-Punkt ist dabei durch

e 1
die dem arithmatischen Mittel w = —* R z ) entsprechende

Stelle bestimmt, und ¢ muBl mit der quadratischen Streuung

n ‘/Z__‘_(ﬂbkf.w_)z iibereinstimmen, wie schon im Satz von Bernoulli

zum Ausdruck gebracht wurde.

Beispiel: Nach E. Blaschke (Vorlesungen iiber mathematische Statistik,
Leipzig 1906, S.141) ergaben die wihrend der Jahre 1863—1893 angestellten
Beobachtungen iiber Ablebensversicherungen bei 55jihrigen Mannern, falls diese
nach dem Beitrittsalter (Vertragsdauer) gruppiert werden:

e Sterbenswahr- 105 % 108 x
Beitrittsalter | Lebende | Tote scheinlichkeit | Abweichung | (Abweichung)?
50 3405 67 0,01968 — 80 0,6400
49 3256 72 0,02211 163 2,6569
48 3314 70 0,02112 64 0,4096
47 3440 66 0,01919 — 129 1,6641
46 3485 67 0,01923 — 125 1,6625
45 3714 69 0,01828 — 220 . 4,8400
44 3640 76 0,02085 37 0,1369
43 3635 90 0,02476 428 18,3180
42 3744 65 0,01736 — 312 9,7342
11 3772 90 0,02386 338 11,4245
40 3937 75 0,01905 — 143 2,0449
39 3792 76 0,02004 — 44 0,1936
38 3520 73 0,02074 26 0,0676
Summe . . . 46714 956 0,26627 53,6928
Arithmetisches
Mittel: 3693,4 | 73,6 0,02048 4,1302

=
n 1 S = 8593,4- /0,000 0041302 = 7,303,

=}nww = }3593,4.0,02048 - 0,97952 = 8,490 .

1) Das arithmetische Mittel ist hier nicht mit w bezeichnet, um Verwechslungen
mit der frither eingefiihrten und auch hier beibehaltenen Bezeichnung w = 1 —w
zu vermeiden.
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Die Ubereinstimmung ist also befriedigend. Das bedeutet, daf die Sterbens-
wahrscheinlichkeit der 55jahrigen nicht von der Gruppierung abhingt.

Die Verkniipfung einer in Gruppen durchgefiithrten alternativen
Statistik mit dem Satz von Bernoulli kommt auf die Annahme heraus,
daB bei den verschiedenen Gruppen von je n Feststellungen im Grunde
genommen doch derselbe ,,wahre” Wert der Merkmalswahrscheinlich-
keit w dahinter steckt (analog dem wahren Wert bei einer GauBschen
Fehlerverteilung). Weicht die quadratische Streuung merklich von
Jn-ww ab, so beweist das, daBl ungleichartige Gruppen vorliegen
(allgemeiner Fall des um einen Normalwert streuenden Kollektivs). Die
quadratische Streunung bestimmt sich dann nach dem hier beweislos
mitgeteilten

Satz von Lexis: Sind w,, w,, ..., wg die bei & Gruppen von je n
Exemplaren ermittelten statistischen Wahrscheinlichkeiten und w ihr
arithmetisches Mittel, ferner w = 1 — w, so gilt fiir die quadratische
Streuung oy,

(W, —w)* + -« -+ (e —w)?
k

In unserem Beispiel: o7 = ]/72,0843 --4,1302.10—6. 156 = 8,4902, eine
Abweichung gegeniiber ¢ besteht nicht.

Die qualitative Statistik befallt sich unmittelbar mit MaBzahlen
der einzelnen Exemplare des Kollektivs und ihren relativen Héaufig-
keiten. Sie spielt neuerdings z. B. fiir die Betriebskontrollen und das Ange-
botswesen der mit Massenfabrikation beschiftigten Unternehmungen und
in der Lebensmittelchemie eine bedeutsame Rolle. Fiir die rechnerische
Bestimmung der typischen Repréasentanten des Kollektivs, des arithme-
tischen Mittels X der MaBzahlen X,, X,,...., Xy von n Exemplaren
und ihrer quadratischen Streuung ¢, empfiehlt sich bei groen Werten
der Maflzahlen eine aus dem folgenden hervorgehende Modifikation.

Es sei X ein schétzungsweise in der Nahe des zu bestimmenden

o =nww + (n® —n) .

arithmetischen Mittels X liegender runder Wert. Schreiben wir X, —

Xo=uz/, Xo—X,=u,, ..., Xn— X, = &'n, s0 ist
X1+X2+"'+Xn:X +x1’+x2'—!—---+xn’
n 0 n ’

also wenn das arithmetische Mittel der Abweichungen der Mafzahlen
vom Grundwert X mit x’ bezeichnet wird,

X=X+ . (18)
Fir die quadratische Streuung gilt zunéchst

= (X — X (X — D)t 4 - (X — X

R P SR TR P R ) €

:%[X12+X22+"'+Xn2]"‘22~
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Bezeichnen wir also das arithmetische Mittel der X;2 mit X2, so be-
steht die Beziehung:

o? = X? — X2,
Andererseits ergibt sich bei Einfiihrung des Grundwertes X:
1
n [(X1 - Xo)2 + (Xz - X0)2 + -+ (Xn - Xo)z]
X+ X+---+ X
n

1 n
Z?[X12+X22+"'+Xn2]“‘2 Xo 4 X,?

=X 22X X4+ X=X+ X—Xp—X =0+ X —X)

Die quadratische Streuung bestimmt sich also durch

A= X—X)—(X—X)2=a'2— 22, (19)

wenn zur Abkiirzung das arithmetische Mittel der (X;— X,)? mit
(X — X,)2 = o' ? bezeichnet wird. Bei der numerischen Ermittlung von

X und o nach (18) und (19) hat man es mit kleineren Zahlen zu tun als
bei der unmittelbar nach der Definition erfolgenden Rechnung.

Beispiel: Fiir eine Serie von 10 Glithlampen wurden die in nachstehender
Tabelle verzeichneten Werte X; der Lebensdauer ermittelt. Gesucht die mittlere
Lebensdauer X und die quadratische Streuung?).

X; |af = Xi— XO = (X;—-XO)2 X; |2 = X;— XO 2?2 = (.}(1-—.X(,)2
1157 | — 943 889249 2210 + 110 12100
1952 | — 148 21904 2268 + 168 28224
2093 |— 7 49 2356b -+ 255 65026
2159 + b9 3481 2481 + 381 145161
2184 + 84 7056 2703 + 603 363609

Summe: 21562 | — 1098 -+~ 1660 1535858
X, = 2100 = 562
Das arithmetische Mittel bestimmt sich entweder unmittelbar durch X = 21562
= 2
:10 = 2156,2 oder nach (18): X = 2100+ % = 2156,2. Die quadratische
Streuung bestimmt sich nach (19) durch ¢ = L 53150858 ~— 56,22 &~ 153 586 — 3136

= 150450; o~ 388. Bei GauBscher Verteilung miissen innerhalb des Intervalls

2166 — o << X < 2156 + 0, also des Intervalls 1768 << X < 2544, rund zwei
Drittel der Originalwerte liegen. In Wirklichkeit sind es 8 von 10 Werten, was
fir GauBsche Verteilung spricht.

Gelegentlich benutzt man zur Beurteilung des Streuungsbildes des
Kollektivs auch die sogenannte lineare Streuung, die durch

o __IX1””X]+ [X2’-XI+ N ]Xn_ITI — U’EU
L= n T on

(20)
1) Vgl. R.Becker, H. Plaut u. J. Runge, Anwendungen der mathematischen
Statistik auf Probleme der Massenfabrikation, Berlin 1927, S. 10.
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definiert ist. Ihre Berechnung ist bequemer als die der quadratischen Streu-
ung. Man arbeitet aber lieber mit der letzteren, weil sie mit den Gesetzen
der normalen Héufigkeitsverteilung in einfacherem Zusammenhang steht.

Liegt bei einer Statistik eine GauBsche Verteilung vor, so ist ¢ = %@'
4

In obigem Beispiel errechnet sich o; = 253, also o = 316. Die Uber-
einstimmung mit dem oben errechneten Wert ist mangelhaft, was bei
dem ziemlich kleinen 7 nicht verwunderlich ist. Immerhin wiirden auch
bei ¢ = 316 noch 7 der Originalwerte, also 70%, in das Intervall 2156 —o

< X < 2156 + ¢ fallen.
Handelt es sich um sehr umfangreiche Kollektive, so werden die zur

Bestimmung von X und ¢ nach den bisherigen Formeln notwendigen
Rechnungen ziemlich umstandlich. Fiir diesen Fall hat sich daher fol-
gendes Verfahren eingebiirgert. Aus der priméren Verteilungstafel der
N Exemplare umfassenden Statistik, in der alle Exemplare X; des Kol-
lektivs der Gréfe nach geordnet sind, leitet man eine zweite Tafel ab,
in der jeweils die in ein Intervall von bestimmter Breite d fallenden
Exemplare zu einer Klasse zusammengefallt sind. Exemplare, die sich
gerade auf der Grenze von zwei Intervallen finden, werden je zur Hélfte
auf sie aufgeteilt. Ordnet man jedem
Intervall die darauf entfallende Anzahln
von Exemplaren zu, so ergibt sich fiir die
sogenannte sekundéreVerteilungstafel eine
Staffeldarstellung (Abb.55), die be-
reits ein gutes Bild von der vorliegenden
Haufigkeitsverteilung liefert. Da die mit
m der Gesamtzahl N dividierten Ordinaten-
Abb. 55. werte n relative Héufigkeiten bedeuten,
wird aus dieser Darstellung insbesondere
zu entnehmen sein, ob auf eine normale Haufigkeitsverteilung zu
rechnen ist. Man wahlt nun die Mitte desjenigen Intervalls, auf das
schitzungsweise der Durchschnittswert des Kollektivs entfillt, als
Grundwert X;,. Von diesem Null-Intervall aus fiihrt man fiir die
links und rechts davon liegenden Intervalle Nummern = —1,— 2, ...
und £ = -+ 1, + 2, ... ein; dann hat die Mitte irgendeines Intervalls
die Abszisse X = X, + td. Denkt man nun die Exemplare einer
Klasse in der Intervallmitte konzentriert, so ergibt sich, dhnlich wie
bei der Herleitung der Formel (18), als arithmetisches Mittel:
T (Lo %\;i) 7 (x)] =X, [nlsg)] + [z er] d.

Hier ist [n(f)] =N, und 1 = LI;—;(—I;)] bedeutet den Durchschnitts-

wert der Klassennummern unter Beriicksichtigung ihrer Haufigkeit.

,_{‘\
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Wir erhalten:

X=X, +3d, wo f=E2E] (18"
FEine ahnliche Rechnung, wie sie zur Formel (19) fithrte, liefert hier
= (F —)d:, wo p= 20 (19)

Dadurch, daB man die Exemplare einer Klasse in der Intervallmitte
konzentriert, kommt natiirlich eine Ungenauigkeit in die Rechnung.
Sie wird um so geringer ausfallen, je kleiner die Intervallbreite d genom-
men wird. Die zur Beurteilung des Vorliegens einer normalen Héufig-
keitsverteilung dienende Probe, ob rund zwei Drittel der Exemplare
des Kollektivs in den Bereich X — ¢ < X << X - ¢ fallen, wird man
nach Méglichkeit an Hand der priméren Verteilungstafel vornehmen.

Beispiel: Sommerarbeitslohne landwirtschaftlicher Arbeiter in verschiedenen
Teilen des Deutschen Reiches?).
Wir kniipfen sofort an die sekundére Verteilungstafel an; X, = 1,70.

Klasse Mitte [Nummer ] n@ | ten@ | 2@
0,60—0,80 0,70 ) 7 — 35 176
0,80—1,00 0,90 — 4 30 — 120 480
1,00—1,20 1,10 — 3 45 — 1356 405
1,20—1,40 1,30 — 2 104 — 208 416
1,40—1,60 1,50 — 1 239 — 239 239
1,60—1,80 1,70 0 247 0 0
1,80—2,00 1,90 + 1 267 -+ 257 257
2,00—2,20 2,10 + 2 50 -+ 100 200
2,20—2,40 2,30 + 3 79 + 237 711
2,40—2,60 2,60 + 4 84 -- 336 1344
2,60—2,80 2,70 + b 19 + 95 475
2,80—3,00 2,90 + 6 34 -+ 204 1224
3,00—3,20 3,10 -+ 7 0 0 0
3,20—3,40 3,30 + 8 3 + 24 192
3,40—3,60 3,60 + 9 1 + 9 81
3,60—3,80 3,70 —+ 10 1 4 10| 100

Summe . . . . N = 1200 |— 737+ 1272 6299
= H3b
7— 80 045 X — 1,70+ 0,45-0,2 = 1,79;
E — 1200 — Vs 2 — s H s — Ly »

©= %—g = 5,25; ¢? = (5,26 — 0,20)-0,22 = 5,05.0,2%; ¢ = 2,256.0,2 = 0,45.

In den Bereich 1,34 << X << 2,24 fallen vollstindig die das Gebiet 1,40 << X < 2,20
ausfiillenden Klassen mit den Nummern —1; 0; 1; 2. Zu den auf sie entfallenden
n(g) rechnen wir, in Ermangelung der Kenntnis der primiren Verteilungstafel,
noch den aus den Grenzen des Bereiches zu entnehmenden Prozentsatz der den
Klassen (—2) und (- 8) angehérenden Exemplare hinzu und erhalten als Gesamt-
zahl 840 Exemplare. Das ist 70% des Kollektivs. Das Ergebnis der Probe spricht
fiir eine normale Haufigkeitsverteilung.

Angesichts der Tatsache, dal bei Wirtschaftsreihen in der Mehrzahl
der Fille das normale Verteilungsgesetz nicht oder doch nur mit sehr

1) A.Mitscherlich, Zeitschr. f. d. ges. Staatswissensch. VIIL. Beiheft, 1903.
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roher Anniherung zutrifft, ist hier eine weitergehende Priifung sehr
am Platze, die auf einen Vergleich des gesamten tatséchlichen
Verteilungsbildes mit einer GauBschen Kurve hinauskommt.

Dabei erscheint es zunichst als das gegebene, diejenige Kurve
a3

e 29 zum Vergleich heranzuziehen, die im ¢ mit dem aus

y= V2ao
der Statistik errechneten Wert iibereinstimmt. Das wiirde die
Notwendigkeit mit sich bringen, fir das betreffende o die GauBsche
Kurve jedesmal neu zu zeichnen. Einfacher ist es, die theoretische und
die tatsichliche Verteilung beide auf einen Normalfall zu transformieren.
Setzen wir

E=2;  g=2)2may, (@1
so geht das Gauflsche Gesetz iiber in

<3

wl\n

7 =2e (22)
In der empirischen Héaufigkeitsverteilung sind die vom arithmetischen
Mittel aus gemessenen Abszissen z= (X — )—() = (t—T1T)d. Die

Ordinaten y miissen, wenn yd die auf das betreffende Intervall entfal-

% darstellen soll, mit y = %fl) angesetzt

werden. Die zu (21) analoge Transformation der tatsidchlichen Héaufig-

keitsverteilung lautet also

—1)d - _ n ,

§=C—00 y_ oyang. 20 1)

Die Punkte, die durch diese Substitution aus der sekundéren Verteilungs-

tafel auf Grund des aus ihr ermittelten ¢ errechnet wurden, tragen wir

7 in ein Diagramm ein, in dem die ein fir

o allemal festgelegte mnormierte Gauflsche

° 1z Kurve (22) gezeichnet ist. Damit wird

deutlich, ob die Abweichungen der em-

pirischen Verteilung von der GauBlschen

als ertriglich angesehen werden kénnen.

Sind derartige Priifungen

héufig durchzufiihren, so

f L, | empfiehlt es sich, die aus

- _l/_ R A der tatsichlichen Statistik

abgeleiteten Punkte auf

ein Pausblatt zu iibertragen, das man auf das Diagramm der GauB-

schen Normalkurve aufdeckt. In unserem Beispiel sind die Ab-

weichungen immerhin bemerkenswert. (In Abb. 56 sind die Ordinaten
im doppelten MaBstab wie die Abszissen dargestellt.)

In anderen Fillen, z. B. bei Problemen der Massenfabrikation,

empfiehlt es sich, beim Vergleich der empirischen Héaufigkeitsverteilung

lende relative Haufigkeit

Abb. 56.
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mit einer Gaullschen nicht das gleiche ¢, sondern die gleiche Zentral-
ordinate zugrunde zu legen. Man driickt z. B. alle Ordinaten des
Kollektivs in Prozenten der Maximalordinate der sekundiren Vertei-
lungstafel bzw. der dem arithmetischen Mittel entsprechenden Ordinate
aus und erhdlt ein Punktbild mit der Zentralordinate 100. Anderer-
seits konstruiert man auf einem durchsichtigen Deckblatt eine Schar
Gaufscher Kurven mit der festen Maximalordinate 100 und verschie-
denen Streuungen: ¢ =5, 10, 1b,... Dann ermittelt man diejenige
GauBsche Kurve, die im Mittelstiick die beste Ubereinstimmung mit
dem aus der empirischen Verteilungstafel abgeleiteten Punktbild auf-
weist, und liest die zugehdrige Streuung ab. Die statistischen Unter-
suchungen iiber die Lebensdauer der Glihlampen!) haben ergeben, daf hier
die auf diesem Wege festgestellte Streuung im allgemeinen etwas kleiner
ausfillt als die aus der Statistik errechnete. Das héngt mit der Tat-
sache zusammen, daB hier die ,,Ausreiler”, deren Mafizahl um mehr
als etwa 4 ¢ vom arithmetischen Mittel abweicht, Stérungen beziiglich
der Anpassung an das ideale Héufigkeitsbild mit sich bringen. Ge-
wisse Analogien mit der Binomial- und Wahrscheinlichkeitsverteilung
(vgl. §22) machen das verstindlich. Das bei Beriicksichtigung dieser
Ausreifler sich errechnende ¢ wiirde eine Gaullsche Verteilung ergeben,
die der tatsdchlich straffen Zusammendringung der Exemplare des
Kollektivs im Mittelstiick beim Glithlampenbeispiel nicht gerecht werden
wiirde. Man bevorzugt daher hier oft geradezu einen aus lingerer Er-
fahrung bekannten Wert des Verhéltnisses der Streuung ¢ zum arith-

metischen Mittel, niamlich %N 0,25 bis 0,30 und nimmt damit eine

mangelhafte Ubereinstimmung zwischen empirischer und GauBscher
Verteilung bei etwa 5% der Exemplare, den Ausreiflern, in Kauf.

Bei der Massenfabrikation hat man es hiufig mit Kollektiven zu
tun, die starkere Abweichungen vom GaufBlschen Verteilungsgesetz auf-
weisen. Trotzdem ergibt sich die Moglichkeit, Mittelwert und Streuung
in einer Form zu bestimmen, wie sie fiir die Aufgaben der Werkstatt-
kontrolle, sowie des Angebots- und Garantiewesens erwiinscht ist?). Man
bildet auf gut Glick k Serien zu je » Exemplaren. Die den einzelnen
Serien entsprechenden Mittelwerte seien M,, M,, ..., My, ihre qua-
dratische Streuung, die Serienstreuung,seios. Wie eine genauere Unter-
suchung zeigt, geniigen dann die Serienmittel M; immer noch
den Gesetzen des Zufalls und dem darauf sich griindenden Gaufischen
Verteilungsgesetz. Ist also M ihr Mittelwert, so kann man ihre
Hiufigkeitsverteilung kennzeichnen durch

1) Vgl. R. Becker, H. Plaut, J. Runge a.a. O. 8. 28{f.
2) Wir folgen im weiteren der Darstellung von R. Becker, H.Plaut, J.Runge
a.a. 0. S. 351f.
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_(We—m)?

LIPS T (23)

Yy = Y2z o,

Man kann daher sagen, dal mit 68,2% Wahrscheinlichkeit der Mittel-
wert des Kollektivs in das von I — o, und M 4 o5 begrenzte Intervall
fallt. In diesem Sinne schreibt man, dhnlich wie bei dem mit einem
,,mittleren Fehler behafteten Beobachtungsergebnis: Mittelwert =
M + 05. Man kann zeigen?), daBl die Serienstreuung o; bei einer sehr

groBen Zahl von Reihen zu je » Exemplaren im Verhiltnis % kleiner
n
ist als die Streuung ¢ des Kollektivs insgemein, also ¢5 = %. Mithin
n
Mittelwert — I -+ }% (24)
n

Fir das S.167 behandelte Glithlampenbeispiel wiirde man also haben:

Mittelwert = I + —3%% = 2156,2 4- 128,3. Man kann ferner zeigen,

T

dafl die fiir ¢ in Frage kommenden Schwankungen verhiltnismaBig
groB} sind gegeniiber denjenigen, die IR betreffen, entsprechend der
Formel:

c

Streuung = o + VQ—(_T—_TT—) s

(2)

in der das Zusatzglied die ,,Streuung der Streuung‘ darstellt. Nimmt
man beim Glithlampenbeispiel die Erfahrungsziffer ¢ = 0,3 M, so wird

. 0,3 1
elwer < -l }%> reuung (o ( - n 1))

Soll in beiden Fallen die mittlere quadratische Abweichung héchstens
10% betragen, so bedeutet das:
bei M: o — L. 4 —100-0,09~ 10;
Vn 10

1 1 100

bei 6: ——r=-; N = "%~ 1~ 50;
o V=1 10 5 T

Zur Messung der Streuung sind also etwa finfmal soviel Lampen pro
Serie erforderlich wie zur Messung des Mittelwertes, wenn die gleiche
relative Genauigkeit erzielt werden soll.

Eine wichtige praktische Bedeutung hat bei der Massenfabrikation
die Prufung der Einheitlichkeit des Kollektivs; ein Problem, das den-
jenigen Fragestellungen der alternativen Statistik entspricht, die mit
dem Satz von Bernoulli und dem von Lexis verknupft sind. Handelt
es sich bei den % Serien zu je n Exemplaren um gleichartige Gruppen,
so steht, wie sich zeigen 1aBt, die aus den Einzelstreuungen der Serien

1) Vgl. E. Czuber, Die statistischen Forschungsmethoden, Wien 1921, S. 149.
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im quadratischen Mittel sich ergebende GriBe o, zur Serienstreuung o
in der Beziehung: ) , k—1

05 = 0 o - (26)
Halt sich bei einem Kontrollversuch die Abweichung D zwischen der
linken und der rechten Seite dieser Formel in ertriglichen Grenzen,
so liegt kein Grund gegen die Annahme der Einheitlichkeit des Kollek-
tivs vor. Auf Uneinheitlichkeit kann erst geschlossen werden, wenn D

die fir os* in Frage kommende Streuung o? ]/ r21 iiberschreitet. Zu

beachten ist, daf Abweichungen auch durch UngleichmiBigkeiten der
Versuchsbedingungen herbeigefiihrt sein kénnen.

§ 24. Ausgleichungs- und Korrelationsrechnung.

Fiir die Ausgleichung von Beobachtungsfehlern bedient man sich,
wie in § 23 dargelegt, der von Gaull eingefithrten Methode der kleinsten
Quadrate. Eine Messungsgrofle driicke sich nach irgendeinem mathe-
matischen Gesetz durch einen oder mehrere zu bestimmende Parameter
aus. Man bildet die Summe der Quadrate der Abweichungen der Beob-
achtungswerte von den Bezugswerten, die man erhilt, wenn man in jenen
mathematischen Ausdruck beliebige Werte der unbekannten Para-
meter einsetzt. Die Quadratsumme wird dann zum Minimum, wenn
man hierfiir die wahren Werte der unbekannten Parameter einfiihrt.

Ist die Unbekannte selbst Objekt der Messung, so liefert dies Prinzip,
wie wir gesehen haben, das arithmetische Mittel als wahren Wert. Wie
sich die Dinge gestalten, wenn die Abhéngigkeit zwischen MessungsgroBe
und Unbekannten durch einen mathematischen Ausdruck geliefert wird,
soll an einem Beispiel aus den Naturwissenschaften erldutert werden.

Der Strom Y, der einen elektrischen Leiter (Faden einer Gliihlampe) im luft-
leeren Raum auf eine bestimmte Temperatur bringt, driickt sich durch den Durch-
messer X nach dem Gesetz Y = a X*/» aus, wo a eine vom Material und der Tem-
peratur abhidngende, experimentell zu bestimmende Konstante. Werden fiir » ver-
schiedene Durchmesserwerte X;, X,, ..., X, die Stromstérken ¥, Y,, ..., Y, ge-
messen, so istzubilden:z = (¥, —a X,"2)2 + (Y,—a X2l 24 . . . - (¥, —aX, )2
Diese Quadratsumme wird zum Minimum, wenn in die Binome & = Y; — a X,/
fiir @ der wahre Wert eingesetzt wird, womit die & in die wahren Fehler iibergehen.
Als Bedingung haben wir das Verschwinden von Jdg:
0=— 2(Y1——aX1'/s) . Xls/n —-2(Y2—(1X2’/2) . XZ’/:A—- oo — 2(Yn ——aX"’/z) . X,,’/:.

Der zweite Differentialquotient ist positiv, die Minimumsbedingung also erfiillt.
Wir erhalten:
_[XhT],
a = [X7] ) (27)

1) Das Ergebnis stimmt also nicht etwa iiberein mit dem arithmetischen Mittel

Y;
der Werte m .
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Die Rechnung fiir ein Zahlenbeispiel (Abb. 57) ist aus folgender Tabelle ersichtlich:

Xg Yg Xf/z Xf/x Y,' \ Xi3 ‘ Yi ausgegl. & 8;2
0,02 | 0,12 | 0,00283 | 0,000340 | 0,000008 | 0,1263 0,00 | 0,0000
0,03 | 0,28 | 0,00520 | 0,001196 | 0,000027 | 0,2322 0,00 | 0,0000
0,06 | 0,66 | 0,01470 | 0,009702 | 0,000216 | 0,6564 0,00 | 0,0000
0,08 | 1,00 | 0,022638 | 0,022630 | 0,000512 | 1,0104 | —0,01 | 0,0001
0,10 | 1,40 | 0,03162 | 0,044268 | 0,001000 | 1,4118 | —0.01 | 0,0001
0,20 | 4,00 | 0,08944 | 0,357760 | 0,008000 | 3,9935 | 4 0,01 | 0,0001

Summe: 0,435896 | 0,009763 | | | 0,0008
Nach (27 ibt sich @ = o009 _ 44 65. Tn den letzten beiden Kol
ach (27) ergi s1c = 0,009763  r=00 n den letzten beiden Kolonnen

sind die mit diesem Werte ¢ berechneten ¢ und &? eingetragen. Als quadra-
tische Streuung der Beobachtungswerte um die Kurve ¥ = 44,65 X*/: er-

gibt sich: o — |/_F1 — V@@ — 0,008.
n—1 b

Ein solcher Fall, wo die Methode der kleinsten Quadrate zur Ausglei-

chung von ,,Beobachtungsfehlern und zur Bestimmung des ,,wahren

Wertes“ der Parameter dient, die in einem verschiedene Gréflen ver-

kniipfenden mathematischen Gesetze

‘Zﬂ vorkommen, liegt in der Wirtschafts-
mathematik kaum je vor, und eben
g darum wurde zur Erlduterung ein Fall
aus der Naturwissenschaft herange-
2 zogen, wo mathematische Gesetze,
wenigstens, wenn passende Idealisie-
1+ rungen vorgenommen werden, den
Regelfall darstellen. Man bedient sich
0 0,'05 710 4'75 = 0/‘20' aber ganz analog der Methode der

kleinsten Quadrate, um bei einer em-
pirisch festgestellten gegenseitigen Ab-
hingigkeit zweier Gréflen X, Y deren Verlauf in groBen Ziigen
durch einen einfachen mathematischen Ausdruck darzustellen.
Graphisch kommt das darauf hinaus, daBl eine durch ein ein-
faches mathematisches Gesetz definierte Kurve dem Punktsystem an-
gepalit werden soll, das sich ergibt, wenn man in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem die durch die Erfahrung als zusammengehérig fest-
gestellten X;, ¥;-Werte durch Punkte représentiert. Diese Aufgabe der
Bestimmung des Haupt- oder Grundverlaufs in der wechselseitigen
Abhéngigkeit zwischen zwei Verinderlichen, ihres sog. Trend, spielt
in der Wirtschaftsmathematik eine grofie Rolle. Die Bezeichnung
,,Ausgleichungsrechnung® ist hier vielleicht etwas miBiverstindlich.
Jedenfalls mufl man sich dariiber im klaren sein, dal bei den Ausglei-
chungsaufgaben der Naturwissenschaft die Abweichungen ¢; als sub-
jektive Beobachtungsfehler angesehen werden, die gewissermafen zum
Verschwinden gebracht werden sollen, insofern die Ermittlung der den

Abb. b7.
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,wahren Verlauf** darstellenden Kurve das Endziel bildet; daB dagegen
bei der Bestimmung des Trend die Abweichungen ¢; objektive, in der
Sache selbst liegende Bedeutung besitzen und in diesem Sinne oft noch
einem besonderen Studium vorbehalten werden. Damit hingt zusammen,
daB bei der Trendaufgabe stets noch ein gewisser Spielraum verbleibt
fir die Wahl des mathematischen Ausdrucks der Kurve, an die man
das Punktsystem der X;, Y, anpassen will.

Wir wollen vorderhand annehmen, daf3 das System der Punkte X, ¥;
eine ziemlich einfache Struktur aufweist: Es moge in einen Streifen
hineinfallen, den eine stindig vertikal gehaltene, nicht sehr lange Strecke ]
iiberstreicht, wenn man einen bestimmten Punkt von /langs einer Kurve ¢
gleiten 14Bt. Regelfall soll sein, daB zu jedem X; nur ein ¥, gehért?).
Das wird z. B. immer zutreffen, wenn X die Zeit, ¥ den zu dem be-
treffenden Zeitwert gehérigen Wirtschaftswert bedeutet. Esliegt dannin
der Natur der Sache, das Trendproblem abzustellen auf dieOrdinaten ¥
und ihre Abweichungen ¢; von den Ordinaten einer passend definierten,
mit einer hinreichenden Zahl von Parametern ausgestatteten mathemati-
schen Kurve. (Mit dem Fall, wo Ausgleichung nach Abszissen und Aus-
gleichung nach Ordinaten als gleichberechtigt nebeneinander in Frage
kommen, beschéftigen wir unsin der Korrelationsrechnung.) Man bezeich-

net den Ausdruck o = |/ als die Standardabweichung vom Trend.

n

1. Beispiel: Eine Statistik, die die Preise X; (in pence je lb) und den Ver-
brauch ¥; (in 1000 Ballen) amerikanischer Baumwolle in den Jahren 1920—1929
betrifft?), ergibt bei Ubertragung in ein rechtwinkliges Koordinatensystem das in
Abb. 58 dargestellte Punktbild. Der Versuch liegt nahe, den typischen Verlauf
der gegenseitigen Abhéngigkeit der beiden GroBen, die sog. Preis-Absatz-Funk-
tion, durch eine gleichseitige Hyperbel Y = 52‘ wiederzugeben. Dementsprechend

ist zum Minimum zu machen:
c\? y c)z y c \?
=g g ()

Die Bedingung % = 0 liefert:

c\ 1 c) 1 c\ 1
=gt g) gt (g =

Y, | ¥, Y. (1,1 1

X—1+X—2+"'+E—C[F+X—22+' +an,

(28)

1) Wenn sehr vielen X; zwei (bzw. v) ¥; Werte zugeordnet sind, wird zu priifen
sein, ob sich zwei (bzw.») Streifen der oben beschriebenen Art angeben lassen,
fiir die dann die Trends einzeln zu bestimmen sind.

2) Vgl. 0. Donner: Vierteljahrshefte zur Konjunkturforschung, Sonderheft 15
(1930) S.16 u. S.63. Ubernommen wurden die Baumwollpreise in Liverpool.
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Die Berechnung ist aus folgender Tabelle ersichtlich:

Preis |, v Y; 1 Y
Jahr X; br%fu:h X; X2 ausgegl. & &

1920/21 | 11,86 | 10030 | 845,70 | 0,0071095 } 12834,0 | —2804,0| 7862500
1921/22 | 11,30 | 127567 | 1128,95 | 0,0078314 | 13469,7 | — 7127 508000
1922/23 | 14,93 | 12666 | 848,36 | 0,0044862 | 10195,0 |+ 2471,0) 6105700
1923/24 | 17,65 | 111071 629,29 | 0,0032101 | 8623,8 |- 2483,2| 6166300
1924/25 | 13,77 | 13256 | 962,68 | 0,0062740 | 11053,8 |- 2202,2| 4849800
1925/26 | 10,78 {13730 | 1273,66 | 0,00860562 | 14129,7 | — 399,7 159800
1926/27 | 8,17 | 1567801 1931,48 | 0,0049820 | 18630,4 | —2850,4| 8124600
1927/28 | 11,17 | 156407 | 1379,35 .| 0,0080150 | 13626,6 |- 1780,4| 3169900
1928/29 | 10,63 | 15076 | 1431,70 | 0,0090186 | 14454,7 |4 621,3 386000

Summe |, |10431,16 | 0,0685320 | 37332600

Nach (28) ergibt sich ¢ = 0,1(())(?8% = 152210 und damit die Trendgleichung
152210

—_ 28/

Y - (28")

Als Standardabweichung vom. Trend erhalten wir o= '/ 87 3?;)2@9 = 2036,7,

also einen im Vergleich zu den Wirtschaftswerten ¥ selbst ziemlich erheblichen
Betrag. Die in Abb. 58 eingetragene Trendlinie bestéitigt das Bild betrichtlicher
Abweichungen zwischen Trendordinaten und Messungswerten. Das fiihrt auf die

Vermutung, daf fiir den Trend ein anderer mathematischer

Y Ansatz gemacht werden kann, der sich den empirischen
K4 Werten besser anpafit. Wir kommen im 3. Beispiel auf die
% Frage einer besseren Anpassungskurve zuriick.
7 Von groBler praktischer Bedeutung ist der Fall,
Z? e daB als Trend eine gerade Linie ‘
§1¢— Y=aX b (29)
§Zi gewihlt wird. Da jedes nicht zu lange
"l Kurvenstiick durch die Tangente in
ol einem der mittleren Punkte oder eine
o dazu parallele Sehne niherungsweise
% I T O ersetzt werden kann, so wird bei
gonn 72Pr§'s W eX vielen Punktsystemen, deren X -Inter-
Abb. 58. Preis und Verbrauch vall nicht zu ausgedehnt ist, der An-

amerikanischer Baumwolle. satz mit einer geraden Trendlinie

nach (29) ernstlich in Frage zu ziehen
sein. Die Summe der Quadrate der Abweichungen von dem zu be-
stimmenden Trend ist dann:

2= (Y, —aX,—b) 2+ (Yy—aXy,— b2+ ...+ (Yn—aXs—b).

Die Minimumsbedingung ist jetzt das Verschwinden der beiden partiellen
Ableitungen in bezug auf die zu ermittelnden Parameter ¢ und b:



Ausgleichungs- und Korrelationsrechnung. 177

- 2(Y1_a’Xl_b)Xl_2(Y2_"a’X2_b)X2'_" : —‘2(Yn—ann"‘b)Xn= O,
— (Y, —aX,—b)—2(Y,—aX,—b)— - —2(¥,—aX,—b) =0,
oder

a [X?] 4 b [X] = [XT],

al[X]+4+b-n=[Y] (30)

Aus diesen beiden Beziehungen, die man als die Normalgleichun-
gen bezeichnet, ergibt sich:
_ n[XY]—[X][Y] p— XAV —[X][XY]
O n[X—[X] - n[X—[Xp

(31)

Die Trendgleichung erhalten wir, wenn wir diese Werte in (29) einsetzen.
Die Beziehungen (31) vereinfachen sich, wenn wir die Abszissen 2
vom Mittelwert X der X, die Ordinaten y vom Mittelwert ¥ der Y, aus

zihlen, also [2] = [y] = 0 setzen. Dann wird a = [[xx ‘?2/]], b = 0. Die Trend-
linie lautet also:
g a

Die gerade Trendlinie eines Punktsystems geht stets
durch seinen Schwerpunkt M, sofern in jedem Punkte (X;, Y;)
die Masse 1 angebracht ist.

So wie bei einem einfachen linearen Kollektiv das arithmetische
Mittel als primitiver Reprisentant der Gesamtheit erscheint, so ist
Fixpunkt der ein Punktsystem repridsentierenden geraden Trendlinie
dessen Schwerpunkt . Man kann nach P. Werkmeister?) leicht noch
einen weiteren Punkt der Trendgeraden festlegen. Schreibt man die
Normalgleichungen (30) in der Form:

(Xry_ X7
m— =a m + b,

[Y]_ [X]
=0 tb

so sagt die erste von ihnen, wie der Vergleich mit (29) zeigt, die Tat-
[X?] [XY]
[2eauve]
Trendgeraden liegt. Es ist dies offenbar der Schwerpunkt des
Systems der Punkte X;, Y; fiir den Fall, dafl in (X;, Y;) die
Masse X; angebracht ist. Die zweite Gleichung bringt erneut die
oben anschlieBend an (29’) formulierte Schwerpunktsbezishung zum
Ausdruck.

2, Beispiel: Vgl. S.129. Nach H. Miiller-Bernhardt?) ergeben sich fiir die
Herstellung einer ,,Maschine B bei verschiedenen Beschéftigungsgraden X durch-

1) Z. f. angew. Math. Mech. 1 (1921), S. 491.
2) Industrielle Selbstkosten bei schwankendem Beschéftigungsgrad, Berlin
1925, S.12.

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 12

sache aus, dafl der Punkt mit den Koordinaten aufder
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schnittliche Stiickkosten, aus denen sich firr die gesamten Selbstkosten ¥ die in
nachstehender Tabelle verzeichneten Werte ergeben; dabei ist die dem Beschif-
tigungsgrad 100% entsprechende Ausbringung zu 100 Stiick angenommen.
Zahlen wir Abszissen z und Ordinaten y vom Schwerpunkt M (X, ¥) des
Systems der Punkte X;, ¥; aus, so ist nach (29’) die Gleichung der Trendgeraden:
_lzy]
=

sich dann durch die Substitution + =X — X, y =Y —7.

« x. Thre Gleichung in bezug auf den alten Koordinatenanfang ergibt

: z=Xi|yi=Y,— Y ]
X Y — b52,3| 10922,1 T i ausgieg]. & &
46| 4509,0 |—47,8 —6413,1| 306550 | 228480 | 4613 |— 104| 10816
18,0 6354,0 |— 34,3 —4568,1| 156686 | 1176,46 | 6395 | — 41| 1681
54,0| 114156 |+ 1,7, + 4935 839 2,89 11147 4 269 72361
85,0 | 15300,0 |4 32,7| 4 4377,9| 143160 | 1069,30 |15239 |+ 61| 3721
100,0 | 17032,0 (4 47,7} 4 6109,9| 291440 | 2275,30 | 17219 | — 187 34969
261,56 | 54610,6 | | | 898675 | 6808,75 | 123548
. _ [xy] _ 898675
Wir erhalten a =T ~ 08T 132,0. Bezogen auf den Schwerpunkt
X= £51’5 =523, Y= b4 651 0.6 =10922,1 als Koordinatenanfangspunkt lautet
also die Gleichung der Trendgeraden:

y =132 2.
Bei Einfithrung der alten Koordinaten:
Y —10922,1 = 132 (X — 52,3) oder
Y =132 X + 4019. (32)
Die hiermit berechneten Trendwerte sind in der KolonneY; ausgegl. eingetragen.

Durch Vergleich mit den Ursprungswerten Y; ergeben sich die ¢. Als Standard-
abweichung vom Trend ergibt sich:

o= ’@szz 157,2.
5 5

Zeigt es sich, dafl die Annahme eines linearen Trend groBle Abwei-
chungen g; mit sich bringt, so wird es oft angezeigt sein, eine ganze
rationale Funktion zweiten oder héheren Grades

Y=cp+, X FcX2+...4+¢, X (33)

als Trendausdruck anzusetzen. Die Bedingung, dall die Summe der
Quadrate der Abweichungen der Ursprungswerte vom Trend ein Mini-
mum darstellen mufl, driickt sich aus durch das Verschwinden der
partiellen Ableitungen der Quadratsumme in bezug auf die Parameter
Co» €15 - - - €,. Die Anzahl der dadurch erhaltenen linearen Bedingungs-
gleichungen fir ¢,, ¢, ...c, stimmt mit der der Parameter iiberein,
sodafl diese ermittelt werden kénnen. Ein Beispiel fiir diesen Fall
behandeln wir in der Konjunkturanalyse.
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Vielfach liegt es nahe, den Grundverlauf der Abhéingigkeit zwischen
den Verdnderlichen X und Y durch ein einfaches Potenzgesetz

Y =cX“. (34)

darzustellen. Fiir positive p ist dann die Trendlinie eine allgemeine
Parabel, fiir negative u eine allgemeine Hyperbel. Dabei kann u eine
ganze oder auch eine unrunde Zahl bedeuten. Ob ein solcher Fall vor-
liegt, erkennt man am besten aus der Darstellung der Beobachtungs-
werte X;, Y, auf doppelt-logarithmischem Papier. Auf diesem sind die
Abszissen & = log X abgetragen, aber mit X bezeichnet; ebenso sind
auf ihm die Ordinaten 5 = log Y abgetragen, aber mit ¥ bezeichnet.
Die Gleichung (34) geht durch Logarithmieren iiber in logY = logec
+ pulog X oder n =pu &+ vy, wo p=1log c. Die Potenzkurve wird
also auf dem doppelt-logarithmischen Papier abgebildet durch eine
Gerade. Die Frage, ob fir das System der Werte (X;, ¥;) ein einfacher
Potenzausdruck Y = ¢ X* als Trend gewéhlt werden kann, lduft somit
darauf hinaus zu priifen, ob die Bilder der (X;, Y;) auf dem doppelt-
logarithmischen Papier um eine solche Gerade streuen. Thr Abschnitt
auf der Ordinatenachse ist ¥ = log ¢, ist also beziffert mit ¢. Thre Nei-
gung, die beispielsweise als Unterschied der wahren Léange der zu X = 1
und X = 10 gehérenden Ordinaten entnommen werden kann, ist u.
Beide Parameter sind demnach, wenn man im Diagramm eine anpas-
sende Gerade nach dem Augenschein eingetragen hat, leicht zu ent-
nehmen. Zur rechnerischen Ermittlung kann man &dhnlich vorgehen
wie bei der Bestimmung der geraden Trendlinie in der Darstellung
auf gewdhnlichem Koordinatenpapier.

Die Methode der kleinsten Quadrate, angewendet auf die Quadrat-
summe
p=—u b — P+ e —pEs—yP+ . (O —p En—p)?
liefert die Normalgleichungen
p (&% 4y [€] = [,
&l 47 - n=[1]

—

(85)

und daher die Losung:

_ el =18, _ €T — 8]
I A BT (36)

3. Beispiel: Wir behandeln erneut die im 1. Beispiel untersuchte Statistik der
Preise X; und des Verbrauchs Y; amerikanischer Baumwolle in den Jahren 1920
bis 1929. (Das Jahr 1920/21 soll besonderer Verhaltnisse wegen — amerikanische
Wirtschaftskrise, europiische Nachkriegszeit — unberiicksichtigt bleiben.) Bei
Zugrundelegung einer allgemeinen Hyperbel ¥ = ¢ X« als Trend ergibt sich fir
den logarithmischen Ausgleich folgende Tabelle:

12%
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Jahr E=1log X &2 n=1ogY &n
1921/22 1,05308 1,10897 4,10575 4,32360
1922/23 1,17406 1,37842 4,10264 4,81666
1923/24 1,24674 1,55440 4,04559 5,04377
1924/25 1,13893 1,29712 4,12241 4,69500
1925/26 1,03262 1,06630 4,13767 4,27270
1926/27 0,91222 0,83214 4,19811 3,82955
1927/28 1,04805 1,09840 4,18772 4,38890
1928/29 1,02243 1,04540 4,17828 4,27210
Summe 8,62813 9,38115 | 83,07817 | 35,64228

Nach (36) errechnet sich daraus: u= 8'35’342923 8—1—1%(2881;2?1)’3027817

9,38115 - 33,0817 — 8,62813 - 35,64228
=040y = 8-9,38115 — 8,62813¢ = 4,60948.
Die ausgleichende Gerade auf dem doppelt-logarithmischen Papier (Abb. 59) hat
7 also die Gleichung:
44 n=—0,44014 &
Zz zagz .. 4 4,60948. (37)
R \\ < Der Trend der urspriing-
Y0 8 | lichen Werte lautet demge-
40700007 7 3 ¥ 567890 BB mif:
o 40689
047 0z 03 0F G5 06 47 08 09 10 17 72 13 14 & Y= sown  (38)

Abb. 59. Preis und Verbrauch amerikanischer Baumwolle.  Dje hierdurch definierte Hy-

- perbel zeigt eine bessere An-
passung an das durch die Statistik gelieferte Punktsystem als die durch (28’) ge-
gebene gleichseitige Hyperbel.

Streng genommen sind wir hier von den frither aufgestellten Regeln
fiir die Festlegung des Trend abgewichen. Die die Abweichungen be-
treffende Minimumsberechnung trifft wohl auf die logarithmischen
Bilder der (X;, ¥;) und die ausgleichende Gerade (37), nicht aber auf
die Ursprungswerte und die als Trend bezeichnete Kurve (38) zu. Wie
H.Schwerdt!) gezeigt hat, gelangt man zu der den fritheren Regeln
entsprechenden Ausgleichung auf folgende Weise: Man legt sémtlichen
Punkten (&;, ;) die Gewichte Y;* bei, erhilt also statt (35) die Normal-

gleichungen: ulV? 8] 4y [Y2E] = [V2 &), ] (35)
pY2E] +y [Y?] =[Y7].
Daraus kann man wieder y, y bestimmen. — Diese Modifikation des

Verfahrens ist zweifellos geboten in der Lehre von der Ausgleichung
der Beobachtungsfehler, wo es sich um folgerichtige Anwendung eines
auf die Ermittlung ,,wahrer Werte‘‘ abgestellten Prinzips handelt. Bei
der Trendberechnung wird man im allgemeinen auf sie verzichten: Sie

1) Lehrbuch der Nomographie, Berlin 1924, S. 84.
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erfordert mehr Rechenaufwand, und letzten Endes haftet ja doch der
Wahl des Trends eine gewisse Willkiir an. Beispielsweise wihlt
W.Wirth!) bei der Darstellung der gegenseitigen Abhingigkeit der
Anderungen zweier psychophysischen GréBen als ausgleichende Gerade
diejenige, fiir die die Summe der Quadrate der von ihr aus gemessenen
Entfernungen der Punkte (X;, Y;) zum Minimum wird. Die Mehr-
deutigkeit der Ausgleichung tritt entscheidend zutage in den gleich
zu besprechenden Fillen, wo von einer nur korrelativen gegen-
seitigen Abhéngigkeit zweier Kollektive voneinander gesprochen
werden mufl. Vorweg noch ein Beispiel, das zweifellos in das Gebiet
der bisher behandelten einfachen Trendprobleme fallt.

4. Beispiel: Aus der dem Reichsbahnhandbuch 1929 entnommenen Stufen-
statistik des Giiterverkehrs 1928, die iber die Struktur des Giiterversandes
wichtigen AufschluBl gibt, leitet H. Kellerer?) eine Summentabelle ab, die besagt,
welcher Prozentsatz Y’ des gesamten Giiterverkehrs auf die Versandentfernung
bis zu X’ km entfallt. Die Hochstentfernung betrigt 1499 km. Eine einfache
Beziehung ergibt sich, wenn man die auf die Hochstwerte X’ = 1499, ¥’ = 100%
bezogenen Komplemente X = 1499 — X’, Y = 100 — Y’ einfiihrt. Die ent-
sprechende Tafel lautet:

X Y X Y X Y X { Y X Y

100 | 0,1 700 | 1,1 || 1150 | 13,3 1360 ‘ 34,2 1460 | 70,1

200 | 0,1 800 | 2,1 || 1200 | 16,8 1380 | 38,8 1470 | 77,7

300 | 0,1 900 | 3,6 || 1250 | 20,7 1400 | 43,8 1480 | 85,6

400 | 0,1 1000 | 6,6 1| 1300 | 25,0 1420 | 50,2 1490 | 93,6

500 | 0,3 86 || 1820 | 27,6 1440 | 57,9 1499 | 100
10,7

600 0,6 1100 1340 | 30,6 1450 | 63,5

Das zugehorige Kurvenbild hat annidhernd den Typ einer Parabel hoheren Grades,
Y = cX%. Bei der Darstellung auf doppelt-logarithmischem Papier & = log X,
7 = logY wird dementsprechend auf eine ausgleichende Gerade bezogen, die
durch den Schwerpunkt des Punktsystems hindurchgeht. Die Ausrechnung
nach (35) und (36) ergibt x = 5,148; y = — 14,5641. Damit wird
7 = 5,148 & — 14,541

die ausgleichende Gerade. An sie kniipft man zweckméaBigerweise unmittelbar
an, wenn man etwa vergleichende Betrachtungen iiber die Struktur des Giter-
verkehrs in verschiedenen Léndern anstellen will.

Bei diesem Beispiel liegt es in der Natur der Sache, daB zu jedem
Argumentwert tatséichlich nur ein Wert der zugeordneten Gréfle Y
gehéren kann. Die Erfahrung liefert nun aber viele Beispiele, wo sich
der Zusammenhang zwischen zwei Gré8en X, Y nicht so einfach darstellt,
insofern namlich die Bilder der Beobachtungswerte X;, Y; ein zweifach
ausgedehntes Punktsystem ergeben, bei dem von der Zusammen-
dringung auf einen schmalen Streifen nicht die Rede sein kann. Haufig

>

1050 ’

1) In E. Abderhalden, Handbuch der biologischen Arbeitsmethoden, Berlin-
Wien 1920.
2) Dissertation Techn. Hochschule Berlin 1931, S. 28.
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ist es so, daB} den einzelnen X-Werten bereits von Hause aus jeweils
eine Vielheit von Y-Werten zugeordnet ist. Oder es handelt sich um
sehr umfangreiche Kollektive, so daB eine Ubersicht der gegenseitigen
Zuordnung der Exemplare nur in der Weise erzielt werden kann, dafl
man sie in gleich groBe Klassen aufteilt, im XY-Diagramm ein ent-
sprechendes quadratisches Netz einfithrt und in jedem Feld die Héu-
figkeit der darauf entfallenden Wertpaare (X;, Y;) eintragt. In all
diesen Fillen bedarf die Aufgabe, die gegenseitige Abhéangigkeit
der Groflen X, Y in groBlen Ziigen klarzustellen, erneut der
Prizisierung. Damit befaBt sich die Korrelationsrechnung.

Bisweilen ist erkennbar, daf die Bilder der Beobachtungswerte
(X, Y;), wenn auch weitlaufig verteilt, doch im Zuge bzw. in der Um-
gebung einer durch ein einfaches mathematisches Gesetz zu definierenden
Kurve sich hidufen. Man kann dann darangehen, eine Trendlinie nach
den Methoden der Ausgleichungsrechnung zu bestimmen. Aber man
kann jetzt mit demselben Recht die Abweichungen der X; von den Trend-
abszissenwerten, oder die der Y; von den Trendordinatenwerten ins
Auge fassen und ausgleichen. Danach werden wir im allgemeinen zwei
verschiedene Trendlinien erhalten. Wahrend wir in unserem 1. Beispiel :
Preise X; und Verbrauch Y; amerikanischer Baumwolle in den Jahren
1920—29, mit der Forderung

c

(Yl — Xil)2+ (Yz — X;YJF e (Yn — -Xi")zz Min. !

die Hyperbel ¥ = 152)(210 als Trend erhielten, fithrt die Forderung
¢ \2 c\2 . c\2 .
_ —_ ce — )= !
(Xl Yl) + (X2 Yz) + + <Xn Y,,) = Min.!,

wie die Durchrechnung zeigt,auf die Hyperbel X = 168Yl% oderY = 168X196.

Damit wird deutlich, daB es sich bei Preis und Absatz wie in all solchen
Fallen nicht um eine funktionale gegenseitige Abhéngigkeit der Grofen
X, Y handelt. Wenn zu einem Preise X ein bestimmter, durch den einen
Trend gegebener Grund- oder Normalwert des VerbrauchesY gehort, so
kann doch demselben Y ein von jenem X verschiedener, durch den andern
Trend gegebener Grund- oder Normalwert des Preises zugeordnet sein.
Man spricht in solchen Fillen von einer korrelativen oder stochasti-
schen Verbundenheit der GréBlen X und Y.

Bei umfangreichen Kollektiven zeigt das System der N Punkte
(X3, Y¥;) bzw. die der Klassenaufteilung entsprechende, mit Haufigkeits-
zahlen versehene Korrelationstafel nicht ein so einfaches Strenungs-
bild, daBl auf einen bestimmten zugrunde liegenden Kurventyp ge-
schlossen werden kann. Man begniigt sich dann damit, die in grofien
Ziigen herrschende Abhéngigkeit durch einlineares Gesetz anzunihern.
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Das wird besonders dann eine befriedigende Darstellung des Zu-
sammenhangs ergeben, wenn die Kollektive der X; und ¥; beide aus-
gesprochene Haufungsstellen, Normalwerten entsprechend, zeigen, wie
das bei biologischen Beispielen sehr oft der Fall ist. Wir erhalten dann
also zwei Trendgeraden. Von der einen, die die Ausgleichung be-
ziiglich der Ordinatenabweichungen leistet, wissen wir nach fritherem,
daB sie durch den Schwerpunkt M des Systems der Punkte (X; Y)
geht. Da die X und die Y nichts voreinander voraus haben, muf das
auch fir die andere, die die Ausgleichung beziiglich der Abszissen-
abweichungen herbeifiihrt, der Fall sein. Messen wir die Abszissen x
und die Ordinaten y vom Schwerpunkt aus, so schreiben sich die beiden
Trendlinien, die hier auch als Regressionsgeraden bezeichnet
werden, in der Form:

T=0,Y; Y = ayT. (39)

Fir die Richtungskoeffizienten ergibt sich nach (29') bzw. aus Rezi-
prozititsgriinden:
g YT eyl _ v (40)

1= ] T o BT @ T

wenn die Streuungskennwerte ¢z, oy, T definiert werden durch

2 2
B _op, Wgp, BU_ o (41)

Es ist bemerkenswert, dall wir auf dieselben beiden Geraden noch
durch eine andere Betrachtung gefithrt werden, die besonders fiir sehr
umfangreiche Kollektive mit Netzaufteilung von Interesse ist. Wir stellen
die Mittelwerte  der zu jedem y-Werte gehorigen z-Werte fest, ordnen
sie den betreffenden y zu und erhalten so eine Verteilung von
Schwerpunkten, die wir ihrem Gewicht entsprechend durch eine
Gerade x = a,y ausgleichen wollen. Die Bedingung ist, daB

[m (% — ay9)%] = Min., (42)
wo m jeweils die Anzahl der Punkte in einer Horizontalreihe. Sie liefert
[m(x —a,y)y] = 0, woraus a; = [[—mﬁ;-—f]] Da m=z die Summe der

xz-Werte der betreffenden Horizontalreihe darstellt, kénnen wir bei

der Summierung nach den einzelnen Elementen auflésen. In diesem
[yl
(v~
jedem y-Werte zugeordneten Punkte der Streuungstafel fest und suchen
die Gerade y = a,z, die diese Schwerpunktverteilung ausgleicht, so
gilt die zu (42) analoge Minimumsbedingung. Aus ihr ergibt sich

_ [=¢]
2 [

Sinne wird a; = Stellen wir andererseits die Schwerpunkte der
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Als Korrelationskoeffizienten definiert man die Grofle

[z 9] T
V= e = . 43
Jla*] Vg 9= )
wobei die Wurzelausdriicke im Nenner stets positiv genommen werden.
Bei Einfithrung von r gehen die Gleichungen der Regressionsgeraden
iiber in:

_ % . — %, !
x—rgy Y; y_-'raz r, (39)

oder, wenn man die 2 und y auf ihre Streuungskennwerte ¢y, 0y bezieht

gi, f) = ul als Normalkoordinaten benutzt, in
z Y

und =
T=ry; y=rt. (39")

Der Korrelationskoeffizient » kann nur Werte zwischen —1 und 1
annehmen. Um das zu erkennen, betrachten wir die zweifellos positive
Summe der Quadrate der Abweichungen der Ursprungswerte von der
ersten Trendgeraden, wobei wir (40), (41) und (43) beriicksichtigen:

(e — a9 = [#] — 20, [o0] + 02 [ = N (o2 —2 55 + ) .
ey -N (0‘12 - ;) = No‘xz (1 — 7‘2)'

2
¥y

Da N und o032 positiv sind, mufl dasselbe fiir 1—72 gelten. Firr=-41
oder r = — 1 folgt aus (40) und (43): @, - @, = 1, d. h. die beiden Re-
gressionsgeraden, deren Neigungen gegen die y- bzw. x-Achse ja durch
a, bzw. a, gegeben sind, fallen zusammen. Man spricht dann von einer
vollstindigen Korrelation. Sie tritt jedenfalls dann ein, wenn
alle Beobachtungswerte a;, y; im Sinne einer eigentlichen funktionalen
Abhéngigkeit a;=a, y; miteinander verkniipft sind. In der Tat er-
gibt sich hier nach (43): r = 1—%21—5%]0772 = 4 1 je nach dem Vorzeichen
von a;. Ist r=20, also auch a, =a, =0, so divergieren die Re-
gressionsgeraden um 90° voneinander; die GréBlen z;, y; oder,
was dasselbe heiflt, die GroBen X;, Y; werden in diesem Fall als
korrelationslos bezeichnet, womit nicht behauptet sein soll, daBl eine
gegenseitige Abhingigkeit tatsdchlich ausgeschlossen ist. Um die
Bedeutung des Korrelationskoeffizienten fiir den allgemeinen Fall
zu erkennen, wo r als positiver oder negativer echter Bruch errechnet
wird, betrachten wir den von den Regressionsgeraden eingeschlossenen

Winkel 4. Wir haben:
1

——a,
Gy _l—aa,  1—1°
tgd = a; a;+a, [0,  On (44)
e
@3

0: Oy
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Hierin sind 1 — 72 und —Z—”+ % positiv, tg ¢ stimmt also im Vor-
z y

zeichen mit dem Korrelationskoeffizienten r iberein. Bei einer
positiven Korrelation, d. h. einer solchen mit positivem 7, schneiden
sich die beiden Regressionsgeraden unter spitzem Winkel (Abb. 60a).
Beide fallen, da @, und a, positiv, in den ersten bzw. dritten Quadranten
des zy-Systems, d. h. die Anderungen der X und Y stimmen im Vor-
zeichen iiberein. Bei einer negativen
Korrelation, d.h. einer solchen mit nega-
tivem r, ist ¥ ein stumpfer Winkel. Beide
Regressionsgeraden fallen, da a; und a,
beide negativ, in den zweiten bzw. vierten
Quadranten des xy-Systems, d. h. die An- a)
derungen der X und Y (Abb. 60b) haben
auf alle Fille entgegengesetzte Vorzeichen.
Sinkt der Absolutbetrag von r, so steigt
bei gleichbleibendem o, und oy nach (44) ¢ X
derjenige von tg &. Y] 7

Alles in allem wird man sagen konnen,
dafl man aus der stochastischen Verbunden-
heit der beiden GroBen X, ¥ um so eher
auf eine eigentliche funktionale Abhangig-
keit zu schlieBen hat, je kleiner die Diver-

genz der beiden Trendgeraden, d. h. der " N
spitze von ihnen eingeschlossene Winkel, je
mehr sich also der Korrelationskoeffizient 0 >
dem Werte + 1 bzw. — 1 nihert. Je

Abb. 60 a/b.

grofer der Absolutwert des Korrelations-
koeffizienten, um so strammer, wie man sagt, die Korrelation.

Der oben erhaltene Ausdruck fiir die Summe der Quadrate der Ab-
weichungen der Ursprungswerte von der ersten Trendgeraden liefert
uns nach Division mit N und Ausziehen der Quadratwurzel die auf sie
bezogene erste Standardabweichungo;. Sie driickt aus, in welchem
MaBe die erste Trendgerade im Sinne ihrer Definition sich den Ur-
sprungswerten anpaBt. Eine analoge Rechnung liefert die Standard-
abweichung o, beziiglich der zweiten Trendgeraden. Wir erhalten also

alz——ax]/i_—ﬂ; 02=0y]/1——ﬁ. (45)

Fiir die Technik der Berechnung der Koordinaten X, Y des Schwer-
punkts M des Systems der Punkte (X;, Y;) und der zur Kennzeich-
nung der Korrelation erforderlichen Konstanten oz, 0y, 7 empfiehlt es
sich oft, von einem Punkte M, mit den runden Koordinaten X, ¥, aus-

zugehen, der z. B. schitzungsweise in der Nihe des gesuchten Schwer-
punkts M liegt. Wie bei den einfachen linearen Kollektiven ergibt sich
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X:Xo‘l"i"? Y=Y,+7;
0 =2 —7%; of =y*—7Y*,
wo z', y' die arithmetischen Mittel der auf M, als Ursprungspunkt
bezogenen Koordinaten z;’, 3" der Punkte unseres Wertsystems, 22, y'2

die Mittelwerte ihrer Quadrate. Ferner haben wir x; = x/ — 2,
¥i =y — y’, also

w'yl! =y + ¥y + @y + @Y
und @yl =[ry) + @[y + [z]ly+Nzy.
Nun ist aber [#] = [y] =0, da M der Schwerpunkt des Punktsystems.
Daher ergibt sich [2'y'] =[zy] + N2'¥’, und

= BU_Y_zy. (47)

Es steht beispielsweise nichts im Wege, M, mit dem alten Koordi-
natenanfang O zusammenfallen zu lassen, in den Formeln (46), (47)
also ' =X, y' =Y zu wihlen. Man tiberzeugt sich leicht, daf da-

mit beispielsweise der Richtungskoeffizient der ersten Trendgeraden,
;?, in %, also wieder in den durch (31) festge-
stellten Wert iibergeht.

1. Beispiel: In der modernen Marktforschung beschiftigt man sich damit,
einerseits die Struktur des Marktes fiir eine bestimmte Ware, d. h. die auf langere
Sicht fiir die Absatzméglichkeiten mafgebenden Marktbedingungen zu erkunden,
andererseits deren Anderung im Wechsel der Jahreszeiten und der Konjunktur,
der Mode und der Gebrauchsgewohnheiten usw. klarzustellen. Auf die strukturellen
Absatzbedingungen fiir Elektro- und Gasapparate bezieht sich eine Studie von
E.Schafer?), in der insbesondere untersucht wird, wie die Verbreitung von solchen
Apparaten in einem bestimmten Gebiet mit dem Grade seiner Elektrizitats- bzw.
Gasversorgung und der Kaufkraft der Bewohner dieses Gebiets zusammenhéngt.
Verwendet wurde statistisches Material fiir die 20 Verwaltungsbezirke GroBberlins
aus den Jahren 1928—30. Bezeichnet X den Grad der Elektrifizierung eines
Bezirks (Prozentsatz der elektrifizierten Haushaltungen), ¥ die Anzahl der in
Benutzung befindlichen elektrischen Haushaltapparate pro 100 Haushaltungen, so
ergibt die nebenstehende Tabelle als Koordinaten des Schwerpunkts des Streuungs-
diagramms X = 58,8; ¥ = 85,0.

Man erhilt ¢, = ]/ ?’E@g =13,3; 0, = l @.2_@2 =40,8; T = 2@4_’3. = 490,22.
20 20 20
Damit ergibt sich als Korrelationskoeffizient:
T 490,22
"= e, 13340 0902
Die Regressionsgeraden werden
T =r % =0,29y;

v

(46)

ay =

Oy -
=r—2=276zx.
Yy o, s

1) Die Verbreitung von Elektro- und Gasapparaten, Stuttgart 1933.
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rwal -

Ve (X[ v | ¢ | v | @] ¢ | e
Friedrichshain . |39,1| 41,2 |—19,7|— 43,8| 388,1| 19184| -+ 862,9
Wedding . . . [40,1| 37,9 |—18,7| — 47,1} 349,7| 22184 4 880,8
Kreuzberg . . |42,9] 53,1|—159|— 31,9| 2562,8| 10176| -+ 507,2
Mitte. . . . . 46,21 59,5 | —12,6|— 25,5 158,8| 6560,3| + 321,3
Prenzlauer Berg | 46,6| 54,2 |—123|— 380,8| 151,3| 948,6| -+ 3788
WeiBensee. . . 48,7 61,4 |—10,1|— 23,6| 102,0| 5570 + 2384
Neuké$lln . . . |50,0| 51,6 |— 88|— 33,4 77,4| 11156} + 293,9
Lichtenberg . . | 52,9 57,2 |— 58| — 27,8 33,6 772,8| + 161,2
Tempelhof . . |564| 86,1|— 34 11] 116 1.2 — 37
Tiergarten, . ., {b6,4| 84,4 |— 2,4 0,6 5,8 0,4 + 14
Treptow . . . |b81| 73,8|— 0,7 — 11,2 0,b 1264 | + 7,8
Pankow. . . . |59,0| 748 |+ 0,2|— 10,2 0,0 104,0 — 2,0
Reinickendorf . {59,9| 77,0 |+ 1,1|— 8,0 1,2 64,0 — 88
Kopenick . . . {63,9| 775|+ b1|— 75| 26,0 56,3 — 38,3
Schoneberg . . |69,4| 108,8 | +10,6| 4+ 23,8| 112,4| 566,4| + 252,3
Charlottenburg | 71,5 | 140,9 | +12,7| 4+ 55,9 | 161,3| 3124,8| + 702,9
Spandau . . . |73,6| 79,2|+148|— 58| 219,0 33,6 — 85,8
Steglitz . . . . [74,9|122,6|+16,1|+ 37,5| 259,2| 1406,3| 4+ 603,8
Wilmersdorf. . [82,4|157,4 | +28,6|+ 72,4| 557,0| 5241,8| +1708,6
Zehlendorf . . |84,9| 200,56 | +26,1|+115,56| 681,2|13340,3| 43014,6

Summe 3548,9 | 33263,2 | +9942,9—138,6
) =9804,3

Ihre Divergenz ist wegen der hohen Korrelation sehr gering. Das Streuungs-
diagramm (Abb. 61) lieB von vornherein eine sehr stramme stochastische Verbunden-
heit zwischen dem Grad der Elektrifizierung eines Gebiets und der Verbreitung von
Elektroapparaten vermuten. Dariiber

hinaus liefern aber die gewonnenen §{205} 720 3
Formeln die Méglichkeit, fiir andere, <78 mol— . ’Q.?;‘
shnlichen Bedingungen unterliegende § (165) 80 3
Marktgebiete die Absatzmaoglichkeiten : | m
fiir solche Apparate auf Grund der E” %) 60 %\3*1"
Statistik der Elektrizititsversorgung (%28 % 7
zahlenmiBig zu schitzen und ebenso S5 201 P
die Genauigkeit dieser Schitzung zu & g5 2y
beurteilen. — In ahnlicher Weise 'S B @ ° °
untersucht Schéafer die Abhangig- § (68) 20 o 52
keit des Apparatebedarfs von der §(¢5) W A
Struktur der Kaufkraft. ’ g @9 o0, 7

2. Beispiel: P. Riobesell!) hat die S o) ey Y a9 (9 s
oft aufgestellte These, dafl die Feuer- Prozentsaty der elektrifizierten Hauskaltungen

schiden bei schlechter allgemeiner
Wirtschaftslage steigen, bei guter
fallen, einer Priifung mit Hilfe der Korrelationsrechnung unterzogen. In der nach-
folgenden Statistik simtlicher von einer Reihe deutscher Versicherungsanstalten
gemeldeten Feuerschiden X; der Jahre 1924—27 benutzt er nach dem Vorgang
der Konjunkturforschung als Barometer der Wirtschaftslage den Diskontsatz ¥;,
genauer gesagt den Satz fir Monatsgeld an der Frankfurter Bérse nach den
Veroffentlichungen der ,,Frankfurter Zeitung® in der Zeitschrift ,,Die Wirt-
schaftskurve. Als Bezugspunkt M, wird der Punkt mit den Koordinaten
Xy =4,Y, =10 gewahlt.

1) Blatter fiir Versicherungsmathematik 3 (1929) 8. 122.

Abb. 61.
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Aus % = 24580 =—0,5; y = 8i82 = +- 1,7 ergeben sich die Koordinaten
des Schwerpunkts: X =4—05=35; 7 =104 1,7=11,7. Als Streuungs-

kennwerte erhalten wir:

0 = Tlv [22] — 0,52 = V1,26 — 0,25 = 1,00 = 1,00.

o, = VNL [y'?] — 1,72 = V33,78 —2,89 = |/80,89 = 8,99.

- [xzé/ ) 05-1,7=—437+ 0,85 = — 3.5.

Demnach ergibt sich als Korrelationskoeffizient:
Ak

0,0, 1,00 8,99
Die stochastische Verbundenheit von Wirtschaftslage und Feuerschiden ist

nicht sehr stramm. Aber bemerkenswert ist, da Diskontsatz und Umfang der
Feuerschiden sich gegenliufig dndern, d. h. ent-

—0,39.

gegen der vielfach verbreiteten Auffassung gehen ‘yA5

dieFeuerschiden beiVerschlechterung der J_‘/

8 i T R il
R %

7T === Dishartsaty in % w0 12

2 35 7

|

!

\
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J

~ NoAv=a — 70

P

—4H

N
had RERRENEN]
7 me»f&'JA50///7me//JJW//JJf//MJJA50//17Jf//4ﬂm5m d )
7924 7925 1926 7927 5=

Abb. 62 a. Abb.62b.

Wirtschaftslage — allgemein zu reden — zuriick. Dies Ergebnis deckt sich mit
der Feststellung, die neuerdings P. Moldenhauer!) auf Grund von Untersuchungen
itber die letzten Jahre der wirtschaftlichen Depression getroffen hat. Er erklirt
die Erscheinung hauptséichlich damit, daBl bei notwendig werdenden Entlassungen
nach Moglichkeit gerade das umsichtigere Personal gehalten wird und daB bei
Stillegung von Betrieben immerhin auch viele Quellen von Schadensgefahr aus-
geschaltet werden. Die verbreiteten falschen Auffassungen diirften, wie Riebesell
bemerkt, damit zusammenhéngen, daf die im Verlauf der beiden Kurven (Abb. 62a)
zutage tretenden Saisonschwankungen eine falsche Korrelation vortiuschen. —
Als Regressionsgeraden (Abb. 62b) ergeben sich:

s 1,00

Bty = — 039355 ¥ = —0,043y;
O 039.3%
y_r.cl xXr = 0,39 1’00 x——3,507x.

1) Die Versicherungspraxis, 1933, Heft 1.
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Der spitze Kontingenzwinkel ist rund 13!/,°. Die Korrelation ist also immerhin
von Belang.

Eine allgemeine Regel dafiir, wie groB r mindestens sein muB, um
den Schluf auf einen ernsthaften stochastischen Zusammenbang zu
rechtfertigen, 148t sich nicht aufstellen. Gelegentlich bezeichnet man
|r| = 0,3 als untere Grenze. Zur Beurteilung zieht man auch den ,,wahr-

— 3
scheinlichen Fehler* f von r heran, fiir den sich f = 0,675 1 Nr

gibt. In unserm 2. Beispiel ist f = 0,021, eine im Vergleich zu r kleine
Grofe.

er-

VIIIL. Die Analyse von Zeitreihen.

§ 25. Allgemeine Konjunkturanalyse.

Statistisch ermittelte Zeitreihen haben die Eigentiimlichkeit, daB
jedem Wert der unabhingigen Verdnderlichen, d. h. der Zeit ¢, immer
nur ein Wert der abhidngigen Veridnderlichen, also beispielsweise einer
WirtschaftsgroBe w, zugeordnet ist und daB wegen des kontinuierlichen
zeitlichen Verlaufs alles Geschehens die zu benachbarten Werten von ¢
gehérenden Werte von w, allgemein zu reden, nicht stark differieren.
Ferner wihlt man bei einer Zeitstatistik i.a. gleiche Dekremente
des Arguments: Tage, Wochen, Monate, Jahrel). Man denke an Preis-
und Lohnindexziffern, Beschiftigungsgrad eines Unternehmens, Scha-
densziffern einer Versicherungsgesellschaft, Ernteertrige, Roheisen-
gewinnung, Auflenhandelsvolumen eines Landes usw. Die erwihnten
Eigentiimlichkeiten der Zeitgréen bringen es mit sich, daf ihre Unter-
suchung, verglichen mit anderen Materien der Statistik, in mancher
Beziehung vereinfacht und vereinheitlicht werden kann. Dabei be-
schrinkt sich die Aufgabe des Wirtschaftsmathematikers auf die Me-
thodik der Diagnose des Wirtschaftsablaufs. Wieweit die Ergebnisse
einer solchen Untersuchung fiir eine auf mancherlei Momente zu stiit-
zende Prognose heranzuziehen sind, das zu entscheiden bleibt dem
Volks- und Betriebswirtschaftler iiberlassen.

Nach dem Vorgang des ,,Havard University Committee on Economic
Research‘‘2) unterscheidet man bei der Zeitstatistik eines Wirtschafts-
vorgangs vier Komponenten: die Saisonschwankung, d.h. die von
Jahr zu Jahr ziemlich regelm#fBig wiederkehrenden, mit dem Wechsel
der Jahreszeiten verkniipften Schwankungen von Monat zu Monat;
den Trend, d.h. die in einer langen Reihe von Jahren erkennbare

1) Die Ungleichheit von Monaten und Jahren kann vielfach vernachlissigt
oder durch eine leichte Korrektur der Wirtschaftswerte w beriicksichtigt werden.

%) Verwiesen sei hauptsichlich auf die grundlegende Arbeit von M.Persons,
Rewiew of Economic Statistics 1 (1919) S. 18—31.



Allgemeine Konjunkturanalyse. 191

Grundstromung, bedingt durch die allgemeine volks- und weltwirt-
schaftliche Entwicklung; die Konjunkturzyklen, die das periodische
Auf und Ab der Wirtschaft widerspiegeln, wie es sich nach den Frfah-
rungen der letzten Jahrzehnte in Zeitrdumen von einigen Jahren stén-
dig wiederholte; schlieBlich sonstige Schwankungen, die mit Ele-
mentarereignissen, Krieg usw. in Zusammenhang stehen, nicht unter
eine Regel gebracht werden kénnen, unter Umsténden auch strukturelle
Anderungen, d.h. den Ubergang zu einem andern Trend einleiten
konnen. Erste Aufgabe der ,, Konjunkturanalyse® ist es, diese 4 Kom-
ponenten aus einer Zeitreihe soweit wie méoglich zu isolieren, wobei das
Hauptinteresse sich vielfach auf die Konjunkturkomponente richtet.
Wihrend die Isolierung der Saisoneinfliisse und des Trend zur Zufrieden-
heit gelingt, entzieht sich die Aufspaltung des Residuums in Konjunktur-
komponente und restliche Einfliisse naturgemiafl der genauen rechneri-
schen Erfassung.

Die Saisonschwankung. Wir stellen uns die Aufgabe, die Monats-
werte der Wirtschaftsgrofle w in Prozenten eines Jahresdurchschnitts-
werts auszudriicken. Wiahrend nun bei manchen durch unmittelbare
Naturbeobachtung festgestellten GréBen die Anderung mit dem Wechsel
der Jahreszeiten Jahr fiir Jahr eine leicht zu iibersehende RegelméBig-
keit aufweist, muf bei vielen in Monatswerten registrierten Wirtschafts-
groflen eine solche Gleichformigkeit zundchst als umstritten angesehen
werden. Selbst wenn Saisoneinfliisse tatsichlich vorhanden sind, werden
sie doch durch die den Jahresdurchschnitt wechselsinnig verschiebende,
ungleich iibers Jahr verteilte Konjunkturkomponente und die nicht
genauer zu erfassenden restlichen Faktoren verzerrt bzw. verdeckt.
Als brauchbares Mittel zur Beurteilung des Vorhandenseins von Saison-
schwankungen und — gegebenenfalls — zur Ableitung von entspre-
chenden Monatsindexwerten hat sich die Personssche Gliedziffern-
methode erwiesen, die wir im folgenden zugrunde legen. Sie stiitzt sich
auf die Wahrnehmung, dafl ein Saisoneinflul am klarsten stets in der
Anderung der WirtschaftsgréBe von éinem Monat zum nichsten sich

auspriagt. Als Gliedziffer des »ten Monats eines Jahres wird nun ein-
gefithrt g, = %, d. h. das Verhiltnis des diesem Monat entspre-
chenden Wirtschaftswertes zu dem des Vormonats, wobei w, sich auf
den Dezember des Vorjahres bezieht. Diese Gliedziffern werden zu-
néchst in einer den ganzen Zeitraum umfassenden, nach Jahren unter-
teilten Tabelle chronologisch geordnet eingetragen. Um zu prifen,
ob ein ausgeprigter Verlauf der Saisonschwankung vorliegt, iibertrigt
man dann die Gliedziffern in ein sog. Strichbild, d.h. eine Héufig-
keitstafel, in der die Gliedziffern in Klassen gleicher Intervallbreite,

z. B. 0,01, aufgeteilt sind, wihrend die zugehorige Haufigkeit durch
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eine entsprechende Zahl von Strichen gekennzeichnet ist. Nur wenn
die Strichbilder der Gliedziffern eines Monats eine deutliche Hiufungs-
stelle erkennen lassen, der sich die Haufungsstellen der Nachbarmonate
zwanglos anschlieBen, erscheint der Schlu auf das Vorhandensein einer
Saisonbewegung gerechtfertigt. In der nachstehenden Tabelle!) sind die
Indexziffern der deutschen Produktion an Steinkohlenbriketts 1925 bis
1932 nach Monaten zusammengestellt. Das aus der dazu errechneten
Gliedzifferntafel abgeleitete Strichbild (Abb. 63) rechtfertigt offenbar
die Annahme einer Saisonbewegung.

Indexziffern der Produktion von Steinkohlenbriketts in
Deutschland ab 1925; arbeitstiaglich 1928 = 100

Jan. |Febr.| Marz | April| Mai | Juni| Juli | Aug. | Sept.| Okt. | Nov. | Dez.

1925 (104,1] 107,2) 104,1f 98,6 | 90,4 | 90,4 | 95,4 |101,6 |104,1 |103,5 |114,7 |114,1
1926 |120,3| 119,7| 103,5; 93,5 |101,0 {102,9 |106,0 {105,4 |107,2 {109,1 |116,0 {119,1
1927 1119,7| 121,6/ 106,0, 95,4 | 92,3 | 98,5 | 97,9 93,56| 89,2 | 98,5{ 96,0 |107,9
1928 1104,1] 95,41 99,1| 99,1| 93,6| 94,8 (101,6 | 99,8 110,3{109,1| 99,8| 93,5
1929 }1109,1| 123,4| 125,3/100,4 |102,2 |108,5 (112,2 1112,8 |108,5 {115,3 |182,2 {119,1
1930 | 98,56| 91,6/ 85,4/ 84,8| 90,4| 94,1| 92,9| 92,9 101,0 |106,6 [109,1 |109,7
1931 | 108,6) 98,6| 93,5| 91,6 | 94,8| 91,6 96,6 | 88,5 [104,1| 98,56100,4 | 87,9
1932 | 91,6] 91,6] 85,4 81,0| 84,8| 77,9| 86,0| 79,8| 87,3|106,0 |104,7| —

Tafel der Gliedziffern in Prozenten fiir die Produktion von
Steinkohlenbriketts ab 1925

Jan. | Febr. | Marz | Apr. | Mai | Juni| Juli | Aug.| Sept. | Okt. | Nov. | Dez

Dez. | Jan. | Febr.| Mirz | Apr.| Mai | Juni| Juli | Aug. | Sept. | Okt. | Noy
1925 — 103,0 | 97,2 94,6 | 91,8 (100,0 |105,6 {106,5 | 102,4 99,4 (110,8 | 99,
1926 | 94,8 | 99,3 | 86,4 | 90,3 {108,0/101,8(103,0( 99,5| 101,6 | 101,8 | 106,3 | 102,
1927 ] 100,83 | 101,56 | 87,2 | 90,0 | 86,8(106,6 | 99,4 | 95,5| 95,4 { 110,6 | 97,5 | 112,
1928 1 96,6 | 91,7 |103,8 | 100,0 | 94,4|101,5|107,1 | 98,3| 110,5 | 98,8 | 91,5 | 93,
1929 | [116,8]| [113,2]| 101,7 | [80,1]|101,7 |106,2 |103,4 |100,6| 96,2 | 106,4 | 114,6 | 90,
1930 | [82,7]| 93,0 | 93,3 | 99,6 (106,56 (104,1| 98,7]100,0| 108,7 | 105,56 | 102,3 | 100,
1931 ] 98,9 | 90,8 95,0 | 98,0 (103,6| 96,6 (105,6| 91,6 | [117,8]| 94,6 |102,0 | 87,
1932 | 104,2 | 100,0 | 93,3 94,8 [104,8 91,8/110,3 | 92,8 | 109,4 | [121,3]| 98,7 | —
Sum. | 494,7 | 679,3 | 767,9 | 667,2 [797,6 |808,6 {833,0784,7| 724,2 | 717,1 |823,7 | 686,
Mittel| 98,9 | 97,0 | 94,7} 95,3 | 99,7]|101,1|104,1| 98,1| 103,56 | 102,4 [103,0 | 98,

Aus der Tafel bzw. dem Strichbild der Gliedziffern leitet man nun
Mittelwerte gy, gs, ..., ¢yo der Gliedziffern fiir den untersuchten
Zeitraum ab. Dabei wird man offenkundige ,, AusreiBer, die mit groBer
Wahrscheinlichkeit auf das Konto stérender Einfliisse, d. h. der vierten
Komponente zu setzen sind, unberiicksichtigt lassen. (In unserm Beispiel
sind die entsprechenden Werte in der Tafel eingeklammert, im Strichbild
durchgestrichen.) Im iibrigen kann man als Mittelwert das arithme-

1) Nach Sonderheft 31 (1933) der Vierteljahrshefte zur Konjunkturforschung,
S. 62.
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tische Mittel wihlen, wenn man es mit homogenen Reihen zu tun
hat, bei denen also allen Einzelbeobachtungen gleiches Gewicht beizu-
messen ist. Hat man es mit heterogenen Reihen zu tun (etwa solchen,
die durch Kombination verschiedener Erhebungen entstanden sind; z. B.
Preise auf verschiedenen Mirkten), so ist man geneigt, dem Zentral-
wert den Vorzug zu geben, d. h. demjenigen Gliedziffernwert, der bei
den der GréBe nach geordneten

Einzelwerten in der Mitte der g, s tivg gorit Moi Juni Ji dug %ez it fov. Doz,
Folge steht. (Bei einer geraden — Zez.Jon W@M{ﬂ/ N7 Wfﬁ%m Hov
Anzahlvon Einzelwerten nimmt ‘

man als Zentralwert das arith- 775 I
metische Mittel der beiden in
der Mitte der Folge stehenden
Einzelwerte.)

Aus den Mittelwerten der
Gliedziffern bildet man durch
fortlaufende Multiplikation die
Kettenziffern %,, wodurch
man alle Monate auf den De-
zember des Vorjahres bezieht:
ky=19:; ks =919 k3=1919:9s

vor Ky =019s .. -91o. Wire 5
der Trend eine horizontale Ge-
rade, Konjunkturschwankung
und storende Einflisse nicht
vorhanden, so wiirde man
k;; = 1 erwarten. In Wirklich- g5 I
keit wird sich eine Diskrepanz
8, also k;, =14 & ergeben.
Man gelangt zu der berichtig- & 7 1
ten Kettenziffer £,’, indem
man diese Diskrepanz auf
die Monate verteilt: Ent-

weder bildet man k,'=k; — -1%; ky' == ky— 2

N

T
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770 ]
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Abb. 63. Strichbild der Gliedziffern.

J. , 0
ﬁ’...;k12:k12—121§=1
{(arithmetische Methode); oder man bildet k' = ?L, Y = q—zg, RN

k= qﬁl% =1, wogq :11/1 + & (geometrische Methode)!). Das letztere

Verfahren kommt darauf hinaus, daB man die Logarithmen der Ketten-
ziffern, auf die die logarithmische Durchfiithrung der Multiplikation

1) Die arithmetische Ausgleichung entspricht der Idee, dafi der Jahrestrend
durch ein lineares Gesetz, die geometrische Ausgleichung der Vorstellung, da8
dieser durch ein Exponentialgesetz anzunéhern ist.

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 13
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der Gliedziffern ohnehin fithrt, um Betrige kiirzt, die gleichméBig um

11§ log (1 4 0) wachsen. Weiter bestimmt man das arithmetische Mittel

[y AT ¥
der berichtigten Kettenziffern: &' = it 2—1—12 +

Jahresmittel ebenfalls auf den Dezember des Vorjahres bezogen wird. Zum
SchluBl bezieht man alle Monate auf das Jahresmittel, indem man bildet:

ky k, k3

Jo=2, =2, ..., J,= =2, 1
1 7 Ut 7 12 7 (1)
Damit erhilt man die endgiiltigen Saisonindexwerte der einzelnen
Monate. Man driickt sie, ebenso wie die Gliedziffern, oft auch in Prozenten

aus. Fiir unser Beispiel ist das Schema der Rechnung das nachstehende:

, wodurch das

- k/ , k/
Monat g k arithm. log & log & } geom. J

Jan. 0,989 0,989 | 0,993 | .9952—1 |-9969 —1 | 0,993 1,050
Febr. | 0,970 0,960 | 0,967 | -9923 —1 | -9856—1| 0,967 1,023
Mirz 0,947 0,909 0,920 | -9586 —1 | -9636—1 | 0,920 0,974
April | 0,953 0,866 0,881 | -9376—1|.9442—1| 0,879 0,930
Mai 0,997 0,863 | 0,882 | -9360—1 | .9443—1| 0,880 0,931
Juni 1,011 0,873 | 0,895 | -9410—1 | -9510—1| 0,893 0,945
Juli 1,041 0,909 | 0,934 | -9586—1 |-9702—1 | 0,934 0,987
Aug. 0,981 0,892 0,922 | -9504—1 |.9637—1| 0,920 0,973
Sept. 1,035 0,923 | 0,956 | -9662—1 | -9802—1| 0,955 1,011
Okt. 1,024 0,945 0,983 | -9754—1|.9921—1| 0,982 1,039

Nov. 1,030 0,974 1,015 | -9886 —1 | - 0069 1,016 1,075
Dez. 0,980 0,955 1,000 | - 9800 —1 | -0000 1,000 1,058
—0,045| — 0,946 - 9983 —1 0,945
= —F |=—0,0017 —F
=log ¢

Die letzte Spalte enthélt die bei geometrischer Ausgleichung der Ketten-
ziffern sich ergebenden Saisonindexzahlen. Die Abweichungen, die bei

70 arithmetrischer Ausglei-
Sos~ pon chung auftreten, betragen
3 P héchstens 2°/,.. In Abb. 64
_§70‘7 A~ ist die Saisonbewegung
Sy — graphisch dargestellt.

90 Der Trend. Fir die Be-

[,
<

. ol Rz Aord o g SegE. O o T
Abb. 64. Saisonbewegung der Produktion von Stimmung des Trends w

Steinkohlenbriketts. einer Zeitreihe w gilt das
in der Ausgleichungsrechnung (§ 24) dargelegte Verfahren. Sind
Jahreswerte registriert, so bezieht sich die Trendanpassung un-
mittelbar auf sie. Sind Tages-, Wochen- oder Monatswerte gegeben, so
fithrt man an ihrer Stelle, um die Rechnungen abzukiirzen, Jahres-
mittel w; — jeweils dem 1.Juli zugeordnet — ein, an die man den
Trend anpaBt. Zur Ausgleichung wihlt man im allgemeinen ganze
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rationale Funktionen. Sehr oft kann man sich mit einer Geraden
als Trendlinie begniigen. Diese geht dann, wie frither gezeigt, durch
den Schwerpunkt der Punkte (¢;, w;). Man miBt die Zeit ¢ zweckmé&Biger-
weise von der Mitte des zu untersuchenden, eine runde Zahl n von
Jahren umfassenden Zeitraums aus und hat dann nach § 24, (29), (31)
als Gleichung der Trendgeraden:

_ [tw] [w]
=gt 2

Ist n eine ungerade Zahl, so wahlt man das Jahr als Zeiteinheit. Die
Abszissen lauten dann:
—r=l 3 -9-1,01,23,...,+"=!

3 2
und nach der Reihenlehre ist

[2] = 2[12+22+ +(n_T-1>2]=11§n(n_—1) (4 1).

Ist » eine gerade Zahl, so wihlt man das Halbjahr als Zeiteinheit. Die
Abszissen lauten dann:
—n—1),...,—3,—1,+1,+3,...,+ (n—1),
und nach der Reihenlehre ist
Bl =2 43 4. .+ —D=Fn—1) (n+1).

Fiir das Beispiel der Produktion von Steinkohlenbriketts ergibt sich
das Rechenschema aus nachstehender Tafel:

¢ £ w | tw | 2w
1925 | —7| 49 | 1023 | —716,1 5012,7
1926 | —5 | 25 | 1086 | —543,0 2715,0
1927 | —3 9 | 1014 | —304,2 912,6
1928 | —1 1] 1000 | —100,0 100,0
1929 | +1 1 1141 | 1141 1141
1930 | +3 9 96,4 | 1 2892 867,6
1931 | +5| 95 96,2 | 1 481,0 2405,0
1932 | +7| 49 88,7 + 620,9 43463
Summe .| 168 | 807,7 | —1B8,1 | 16473,3
Mit n=8 erhalten wir [_Z] - f‘—og — 100,96; ferner %
158, ) .
=— 58,1 = — 0,9411. Die Trendgerade wird also
5879
w = — 0,9411 ¢ -+ 100,96 (2"

(vgl. Abb. 63), wobei ¢ in Halbjahren gerechnet wird. Das durch-
schnittliche monatliche Gefdll des Produktionsindex betrigt also
— 0,1568.
Man kann die Trendgerade auch graphisch bestimmen. Aus (2) ergeben sich
die Trendordinaten zu Beginn und am SchluB des betrachteten Zeitraums:
13*



196 Die Analyse von Zeitreihen.

_ [t w] .n [ﬂ |

Wy = [t2] 9 + 7 > ! (3)
_ o [tw] m | [w]

Cr=t ey J

Wir setzen dabei den Fall » ungerade voraus; fiir gerades » lduft die Betrachtung
analog. Aus (3) erhalten wir

(]

o+ o =2=—,
n

wu—-w1=—[[%1~:]—]—-n=1 [t ] n Ay 12 [i;)].
ﬁn(n—l) (n+ 1)
Nun bedeutet [tw] das statische Moment S der durch die Zeitachse, die Wirt-
schaftskurve w und die Grenzordinaten wy, w;; begrenzten Fliche in bezug auf
die durch den Schwerpunkt gehende Vertikalachse, sofern die den einzelnen Jahren
entsprechenden Flichenstreifen durch Rechtecke ersetzt werden. Fiir die sta-

tischen Momente in bezug auf die Endordinaten w; und w;; gilt entsprechend:

w n n
1 A 8o = |5+ o] = 5 o1 + ),
770 / n n
< S = || — t)w| =+ [w] — [tw],
705 2 2
y/ woraus t :
700 !\ S,—{—Su=n[w]=—2——(wu—{—w1),
2
ad \\ Sy — Sy = 2 [tw] = % (w11 — 1) .
9 N Damit gehen die Formeln (3) iiber in
L ] | I | I ] ]
&5 1 1
-7 =5 =3 -7 7 3 5 7a -— P
w5 X 7 8 M WO & Sur— 5 81 S Su ,
. ) Wy = s W= —m (3 )
Abb.65. Trend 1.und 2. Grades fiir die 1, 1,
Produktion von Steinkohlenbriketts. '1""" 4 n

Durch diese beiden Ordinaten ist die Trendgerade bestimmt. Die statischen
Momente kann man mit Hilfe von Seilpolygonen ermitteln?), ein dem Werkinge-
nieur geliufiges Verfahren. Bei lingeren Zeitreihen wird man auf die Rechen-
maschine zuriickgreifen.

Soll der Wirtschaftsvorgang Monat fiir Monat in seine Komponenten
zerlegt werden, wobei fiir die Abszissen die Monatsmitten in Frage
kommen, so berechnet man zunéichst nach (2) den Trendwert w, fiir
die Monatsmitte M, die auf die Mitte des untersuchten Zeitraums folgt,
und hat dann zur Berechnung der Monatstrendwerte an Stelle von (2)
die Formel

o =2at + w,, 2")

wo o' das aus dem Jahres-, bzw. dem Halbjahrsinkrement a = [Fo]

(2]
1) Bock, A. P.: Technik u. Wirtschaft 24 (1931) S. 74ff.
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abgeleitete Monatsinkrement des Trend und ¢ die in Monaten ausge-
driickte, von M, aus gemessene Zeit. Fiir unser Beispiel wird danach

w = —0,1568 ¢’ 4 100,88.
Waihlen wir als Trend der von den Jahresdurchschnitten gebildeten
Zeitreihe w,, w,, ..., wy eine ganze rationale Funktion zweiten

Grades w = at®* + bt + ¢, so bedeutet Anpassung nach der Methode
der kleinsten Quadrate, daB
[(w—at*—bt— )%
zum Minimum zu machen ist. Notwendige Bedingung hierfiir ist das
Verschwinden der partiellen Ableitungen in bezug auf die zu bestimmen-
den Parameter a, b, c:
altt] + 0[] + c[?] = [tPw],
a 3] 4 b[?] + c[t] = [tw], (4)
al[t?] +b[t] + ¢c-n=[w].
Fiur den Fall, daBl ¢ wieder von der Mitte des untersuchten Zeitraumes
aus gezdhlt wird, ist [{3] = [{] = 0, wodurch sich die Gleichungen er-
heblich vereinfachen. Wir erhalten dann:
_rBwl = ], el [#][w] — ] (]
el [P G T n[] [P
Fir unser Beispiel, das allerdings angesichts des reichlich kurzen Zeit-
raums von 8 Jahren fiir die Bestimmung eines parabolischen Trends
kaum in Frage kommt, wiirde sich mittels der S.195 tabulierten Werte

ergeben: 8.16473,3 — 807,7- 168
@ =g g6 —oszd  — — »18185;

158,1 .

b= — e = 0,9411;

.62 —_ .
_ 80%,7-6216 — 164733168 _ ) oo

8.6216 — 28224
Dabei sind wieder die Zeiten ¢ in Halbjahren vom 1. Januar 1929 aus
gemessen. Die entsprechende Trendgleichung lautet also:

o = — 0,18155 2 — 0,9411 ¢ - 104,78.

Die entsprechende Kurve ist, ebenso wie die Trendgerade, in Abb. 65
eingetragen.

Weiterfithrende Untersuchungen itber Wesen und Sinn des Trends
von Wirtschaftsreihen, seine Berechnung mit Hilfe orthogonaler ganzer
rationaler Funktionen und bemerkenswerte Feststellungen iiber die
ihre Koeffizienten betreffenden Zusammenhinge bringen die Arbeiten
von P. Lorenz!), auf die hier verwiesen sei.

1) Vgl. vor allem Vierteljahrshefte zur Konjunkturforschung Sonderheft 9
(1928), Sonderheft 21 (1931).
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Die Konjunkturkomponente. Eine einwandfreie Isolierung der Kon-
junkturkomponente ist nicht moéglich, da wohl Trend und Saison-
bewegung, nicht aber die ,restlichen Einfliisse“ befriedigend erfat
werden konnen. Bei Zeitreihen, die sich auf Monatswerte beziehen, kann
man immerhin annehmen, da8 bei der Bestimmung der Saisonschwan-
kung durch das Fortlassen der ,,AusreiBer im Strichbild der Gliedziffern
ein wesentlicher Teil der ,,restlichen Faktoren* ausgeschaltet wird.
Gehoren zu den Zeitwerten #; die Ursprungswerte wy und die Trend-
ordinaten wgz, so versteht man unter der vom Trend bereinigten

Zeitreihe der wi die GréfBen —Z){l - 100. Sie driicken die wy in Prozenten

'3
des Trend aus. Fir die graphische Darstellung wihlt man die

Linie 100% als Basis, so daB die Prozentabweichungen vom Trend

Eﬁw—k—wk -100 in groBem MaBstab veranschaulicht werden kénnen. In

ihnen steckt noch der SaisoneinfluBl, der durch den dem betreffenden
Monat entsprechenden Saisonindexwert Ji gekennzeichnet ist.

Um auch von der Saisonkomponente zu bereinigen, fiihrt
man den normalerweise unter ihrer Einwirkung aus dem Trendwert

Yk 100

Ik wr

hervorgehenden Betrag J - wz als Bezugswert ein, bildet also

wr —Jr

bzw. &, = <J:U;)k — 1) <100 = “Tror 100. Dann ist ¢, die in Pro-

zenten ausgedriickte Abweichung des Ursprungswerts vom ,,Normal-
wert‘‘, veranschaulicht also im wesentlichen die Konjunkturkompo-
nente. Da J; im allgemeinen nur um einen kleinen Bruch von der
Einheit sich unterscheidet, kann man ndherungsweise

& :Mﬂ.looz(w%" _Jk>.100:(

Wy,

Wr — Wy

> 100 — (Jz— 1) 100

setzen, wodurch die Rechenarbeit erheblich erleichtert wird.
Der Minuend rechts bedeutet die oben erwihnte Prozentabwei-
chung vom Trend, der Subtrahend die in Prozenten ausgedriickte
Saisonabweichung. Die Differenz, die also die vom Saisoneinflu3 be-
reinigte Prozentabweichung vom Trend veranschaulicht, wurde fiir
unser Beispiel mit Bezug auf den linearen Trend von Monat zu Monat
berechnet. Die graphische Darstellung (Abb. 66) beriicksichtigt nur
die Vierteljahrswerte. Alle vom Saisoneinflull bereinigten Ursprungs-
werte, die keine Abweichung vom Trendwert aufweisen, liegen auf der
mit 0 bezifferten Basislinie 100%.

Die Kurve der & zeigt bei den meisten Wirtschaftsvorgdngen nach
den Erfahrungen der letzten Jahrzehnte, dem Auf und Ab des Wirt-
schaftslebens entsprechend, wellenfsrmigen Verlauf. Zu den perio-
dischen oder zyklischen Werten gelangen wir, wenn wir aus den ¢;,
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[¢]]

die Standardabweichung vom Trend nach der Formel ¢ :] N
berechnen, wo N der Gesamtumfang der Zeitreihe, und die Quotienten
—sci bilden. Diese Quotienten sind dann reine Zahlen, die das durch-

schnittliche Ausmal der Konjunkturschwankung nicht mehr wider-
spiegeln, also von der sog. Konjunkturempfindlichkeit der betreffen-
den WirtschaftsgroBe unabhéngig sind. Um so deutlicher markieren

35

o 1
von Saisonschwankungen nicht bereinjpre Werte

25 \——— von Suisonschwankungen bereinigre Werke

il
|

|
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i /| \\’
i \/
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Abb.66. Produktion von Steinkohlenbriketts: Prozentabweichungen vom linearen Trend.

P

R

sie die einzelnen Phasen der Konjunkturentwicklung. Sie eignen
sich infolgedessen ganz besonders fiir vergleichende Untersuchung des
Ablaufs verschiedener Wirtschaftsvorginge.

§ 26. Korrelation von Zeitreihen. Betriebswirtschaftlicher
Konjunkturdienst.

Wichtige Arbeitsunterlagen gewinnen Volks- und Betriebswirt-
schaftler aus der Konjunkturanalyse bei Heranziehung der Korre-
lationsrechnung. Ziel ist, Zusammenhidnge zwischen verschiedenen
Wirtschaftsvorgéingen zahlenméfig zu prizisieren und damit gegebenen-
falls Material fiir eine Prognose zu gewinnen, der ein bestimmter Grad
von Wahrscheinlichkeit zukommt. Liegen fiir zwei WirtschaftsgroBen
ausgedehnte Zeitreihen Xz, Yy fiir den gleichen Zeitraum vor, so wird
es meist nicht sinnvoll sein, die Korrelation dieser Gréflen selbst zu
untersuchen. In den Trendlinien beider werden sich die gleichen groBen,
den allgemeinen Wirtschaftsablauf bestimmenden Faktoren wider-
spiegeln, so daB} eine verhédltnismafig hohe Korrelation dem Wirt-
schaftler in der Regel nichts Neues offenbaren wird. Anders steht es
mit den Saison- und vor allem mit den Konjunkturkomponenten. Wir
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wollen daher bei beiden Wirtschaftsvorgingen die eventuell vom
Saisoneinflu bereinigten Abweichungen xz, yx vom Trend ins Auge
fassen.

Schon die mit Eintragung der Trendlinien ausgestatteten Kurven-
bilder der Xj, Yz vermdgen oft einen Begriff davon zu geben, ob eine
mehr oder minder betonte, positive oder negative stochastische Ver-
bundenheit zwischen den Abweichungen besteht. Die in Abb. 67 darge-
stellte Entwicklung der Roheisengewinnung und des Einfuhrvolumens
von Deutschland zwischen 1895 u. 1913') mit ihren Trendlinien 2. Grades
146t dies erkennen. Um den Zusammenhang zahlenmiiBig festzulegen,

20000
18000 /ot
/
: 1,
76 000 V
//
4
74000 Jeutsche ’,/
Rohersengewinmung | /|
in 7000t 40X
72000 CrivA
// frend 2. Grades »
y. | | | &~
0000 — '
o
8000 o~ 2 X/’Tﬂ
SPa g L rend 2. Grade:
/% - 4= Lol
_ - Deursches Einfubrvolumen
6000 — Were in Mill M
4000

789 96 97 98 997900 07 02 03 OF 05 06 07 08 Q9790 7/ 72 1973

Abb. 67.

filhrt man in die Korrelationsbetrachtung entweder die xz, yx selbst
oder die den ¢; des vorigen Paragraphen entsprechenden Grofen ein,
die die eventuell vom SaisoneinfluB bereinigten Prozentabweichungen der

z 3 .
X%, Yivom Trend darstellen; ferner 1t — &—k, Hr = L, WO 0y, oy die
x

Oy
Standardabweichun, Trend, al —V@ = ]/["y'z“] Di
gen vom Trend, also ¢; = , oy = |/=5- Die
%, Y& sind hier also nicht Abweichungen von festen Mittelwerten,
wie dies von den w;, y; in der Korrelationsrechnung (§ 24) zuniichst
vorausgesetzt wurde. Sie geniigen aber (jedenfalls sofern man sich
an die zur Bestimmung der Trendlinie benutzten Jahresdurch-
schnittswerte halt) den analogen Bedingungen [z] = [y] = 0, wie
jeweils aus der letzten der zur Bestimmung der Trendlinie fiih-

1) P. Lorenz, Hoh. Mathematik fiir Volkswirte u. Naturwissenschaftler,
Leipzig 1929, S.176ff.; vgl. E. Wagemann, Konjunkturlehre, Berlin 1928,
S. 2501f.
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renden Bedingungsgleichungen (siehe § 24 [30],

Betriebswirtschaftlicher Konjunkturdienst.

§25 [4])

201

ersichtlich

wird. Demgemifl konnen wir den Korrelationskoeffizienten » der
xks yr und zwei Regressionsgeraden bestimmen. Fir das oben an-
gefithrte Beispiel sind die Rechnungen aus nachstehender Tabelle!)

1) Siehe FuBinote S.200.

ersichtlich.
Deutsche Roheisengewinnung Deutsches Einfuhrvolumen
Jahr in 1000t Werte in Millionen Mark
Ursprungs- | Trend 2. Grades |Abweichun- | Ursprungs- | Trend 2. Grades | Abweichun-
werte X wy gen z werte ¥ wy gen y
1895 b 464 6276 — 812 5 236 5414 — 178
1896 6377 8484 — 111 5 489 5592 — 103
1897 6 881 6 746 135 5909 5 78b 124
1898 7313 7062 251 6375 5993 382
1899 8143 7431 712 6490 6217 273
1900 8 521 7 8b4 667 6514 6 455 59
1901 7 880 8331 — 451 6443 6710 — 267
1902 8530 8 862 — 332 6 662 6979 — 317
1903 10018 9 447 571 7036 7 263 — 227
1904 10 0568 10 086 — 28 7282 7563 — 281
1905 10 875 10 778 97 7 828 7878 —50
1906 12 293 11 524 769 8619 8 209 410
1907 12 876 12 324 531 9091 8 bb4 537
1908 11 805 13178 — 1373 8 629 8915 — 286
1909 12 645 14 086 — 1441 9 298 9292 6
1910 14 794 15048 — 264 9 542 9 683 — 141
1911 15574 16 063 — 489 10118 10 090 28
1912 17617 17132 485 10 721 10 512 209
1913 19 312 18 255 1057 10770 10 949 —179
) Als Streuungskennwerte er- Jahr |at.102|g2. 10| 2y 10
hilt man:
1 1895 6593 317 1445
0y = VT@ - 88670 -102= 683,1; 1896 123 | 106 | 114
1897 182 154 167
1898 630 | 1459 959
oy == V—« 12211 - 102 = 253,5; 1899 5069 745 | 1944
1900 4449 35 394
1901 2034 713 1204
T = Tg -15309-10°=805,7-10%. 1902 | 1102 | 1005 | 1052
_ - 1903 | 3260 | 515 —1296
Als Korrelationskoeffizient ergibt 1904 8 790 79
: . 1905 94 25 — 49
sich danach: . 1906 | 5914 | 1681 | 3153
=t 8057108 e 1907 3036 | 2884 | 2959
0% Oy 683,1 - 253,b ’ * 1908 18 851 878 3 927
. . . . 1909 20 765 0 — 86
Die Korrelation ist, wie nach 1919 645 199 358
dem Schaubild zu erwarten war, 1911 2391 8 — 137
positiv, aber nicht iibermaBig %g}g 1? ‘;";’g ggg 1014 1892
hoch. Bei Benutzung der in“g o o o0 1o 211 |18 769 — 8460
§ 24, (39") eingefithrten Normal- = 15 309
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koordinaten ¢ = g—, h = ai/— lauten die Gleichungen der beiden Re-
z 4
gressionsgeraden: ¥ = 0,460 9; ) = 0,465 g.

In Abb. 68 sind diese Regressionsgeraden eingetragen in das Streuungs-
bild, das sich ergibt, wenn die in der Tabelle gegebenen zusammen-
gehorigen Werte der xx, ¥z in Normalkoordinaten umgerechnet werden.
B ‘ Die Benutzung der Normalkoordinaten
T, ) hat den Vorteil, daB sie ebenso
wie die zyklischen Werte von dem MaB-
stab, in dem die z, y gemessen wurden,
befreit sind. Dementsprechend tritt in
dem auf sie gestiitzten Diagramm nur
x & der Grad der stochastischen Verbun-

< x denheit der beiden Konjunkturkompo-
% x nenten in die Erscheinung, nicht aber
die Ausmafle der letzteren.
AbD, 68, Ein wichtiger neuer Gesichtspunkt
‘ wird in die korrelative Betrachtung
von zwei Zeitreihen dadurch hereingebracht, daB man sie in einem
gewissen Phasenunterschied einander gegeniiberstellt. Dieser Ge-
danke wird durch die Betrachtung ihrer Kurvenbilder vielfach nahe
gelegt. Das bekannteste Beispiel ist das vom Harvardinstitut fiir die
Vereinigten Staaten von Nordamerika aufgestellte Dreimérktebarometer.
In Abb. 69 stellt die 4-Kurve,
Geldfr k’fﬂé’;’fb die aus Zahlenreihen der
TiefStand | Aufschwung %z}— Arisis| Tiefstond ,,Bankdebits‘‘ der New Yorker
AN ‘/‘\ Banken und Kursen von In-
" “\Geldmarkt dustrieaktien abgeleitet ist,
Wa/l;zmr/a‘ einen Gradmesser der Um-
4 sitze am Effektenmarkt dar.
Die B-Kurve, kombiniert aus
Zahlenreihen der ,,Bankde-
bits* der Banken aufBlerhalb
New Yorks und der GroShandelspreise, kennzeichnet den Umfang der
auf dem Warenmarkt getétigten Umsétze. Die C-Kurve, die die Diskont-
sitze fir Warenwechsel darstellt, gibt ein MaB fiir die jeweilige Be-
anspruchung des Geldmarkts. Die drei Kurven geben ein Schema des
Konjunkturverlaufs im groBen und ganzen, das geraume Zeit hindurch
mit Erfolg fiir Prognosezwecke herangezogen wurde. Nach der Periode
der Depression, die durch das Tiefliegen der 3 Kurven gekennzeichnet
ist, kiindigt sich der Aufschwung zunéchst durch ein rasches Ansteigen
der 4-Kurve an. Die B- und die C-Kurve folgen in gewissen Abstédnden
mit der gleichen Tendenz. Dieser Phasenunterschied wiederholt sich

Abb. 69. Dreimérktebarometer.
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beziiglich des Erreichens der Gipfelpunkte und des Abstiegs. Dieses
Dreimérktebarometer, auf Grund dessen man vom Verlauf einer Kurve
itber den der andern Voraussagen machte, hat sich zwar mit beginnender
Weltwirtschaftskrise als eine zu einfache Konstruktion erwiesen. Aber
der Hauptgedanke, Korrelationen von Wirtschaftsvorgdngen mit Pha-
senunterschied aufzusuchen, mufl nach wie vor als fruchtbar angesehen
werden.

An einem andern Beispiel, das sich auf einen Teilausschnitt der Wirt-
schaft bezieht, moge erldutert werden, wie dieser Gedanke in den privat-
wirtschaftlichen Konjunkturdienst hiniiberspielt. A. Hanau?)
hatnach Anregungen von F. Aereboe die Bestimmungsgriinde fiir die Ent-
wicklung der Schweinepreise in den Jahren 1900—1913 genauer unter-
sucht. Das Angebot, gemessen am Auftrieb lebender Schweine auf 40
deutschen Schlachtviehmirkten, und die Preisgestaltung erwiesen sich,
wie zu erwarten, durchweg als gegenldufig. Als wesentlich fir die Ent-
wicklung wurde nun die sog. Schweine-Futter Preisrelation festgestellt.
Diese bestimmt sich als Quotient aus dem Preis fir einen Zentner
Schwein-Lebendgewicht und dem gleichzeitig geltenden sog. Futter-
einheitspreis, d. h. dem Preis fiir einen Zentner ,,Einheitsfutter?)*“. Je
grofer der augenblickliche Wert dieses Quotienten, um so hoher der
Anreiz zur Steigerung der Schweinezucht. Die Auswirkungen zeigen
gich in dem nach einer gewissen Zeitspanne einsetzenden erhshten
Auftrieb, der dann wieder die Schweinepreise driickt. Die entgegen-
gesetzten Folgen zeitigt ein augenblicklich niedriger Wert der Schweine-
Futter Preisrelation. Hanau hat nun die Zeitreihe der Preisrelationen
unter Annahme verschiedener Verzugswerte der Zeitreihe der Schweine-
preise gegeniibergestellt und die entsprechenden Korrelationskoeffi-
zienten r berechnet. Der absolut genommen griéBte Wert ergab sich
bei Annahme eines Phasenunterschieds von 18 Monaten, namlich r =
— 0,72. Bei einer entsprechenden Verschiebung der beiden Zeitachsen
findet Hanau das in Abb. 70 dargestellte Kurvenbild, das den damit
aufgezeigten Zusammenhang anschaulich bestétigt: Auf eine hohe Preis-
relation folgen nach 18 Monaten niedrige Schweinepreise, und auf eine
niedrige Relation folgen nach 18 Monaten hohe Schweinepreise. Noch
eindeutiger gestaltet sich der Zusammenhang zwischen dem Bestand
an Muttersauen und dem nach einer gewissen Zeitspanne sich einstel-

1) Vierteljahrshefte zur Konjunkturforschung, Sonderheft 2, 1927.

2) Im Durchschnitt der Vorkriegsjahre wurden 40% der Schweineproduktion
mit Kartoffeln, 60 % mit Gerste oder anderem Getreide erzeugt. Die Ergiebigkeit
von einem Zentner Gerste kommt der von 4 Zentnern Kartoffeln gleich. Dem-
entsprechend wurde der Preis von einem Zentner ,,Einheitsfutter* errechnet als
Summe aus: 60% des Preises fiir einen Zentner Futtergerste und viermal 40%
des Preises fiir einen Zentner Kartoffeln.
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lenden Auftrieb bzw. Schweinepreis. Der absolut genommen hochste
Wert des Korrelationskoeffizienten Muttersauenbestand-Schweinepreis
ergab sich bei Annahme eines Phasenunterschieds von 12 Monaten,
namlich » = — 0,795. Die Verzugszeiten erkliren sich in beiden
Fillen ohne weiteres aus der Tréichtigkeitsdauer und der Dauer der
Aufzucht.

Man kann die stochastische Verbundenheit zwischen einer Gréfle x,
und verschiedenen auf ihre Gestaltung einwirkenden Faktoren in einer
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Abb. 70.

diese Mehrfachkorrelation beriicksichtigenden Regressionsgleichung zum
Ausdruck bringen. Hanau findet fiir das untersuchte Beispiel:

2y = — 0,120 z, + 0,312 x;— 0,703 x,.
Hierin bedeutet:

z; die Schweinepreise als prozentuale Abweichungen vom Trend,
von Saisonschwankungen bereinigt;

z, die Schweine-Futter Preisrelation als prozentuale Abweichung
vom Trend, mit einer 18 monatigen Verschiebung;

xz; die Futtereinheitspreise als prozentuale Abweichungen vom
Trend, mit einem 1lmonatigem Verzug;

z, den Muttersauenbestand, in Prozenten des Vorjahrs ausgedriickt,
mit einer 12monatigen Verschiebung.

Die auf Grund der obigen Regressionsgleichung aufgestellte Prognose
ergab fiir 1927 befriedigende Ubereinstimmung mit der tatsichlichen
Preisentwicklung. Hanau schlieB3t, dafl die Kalkulation der Schweine-
mast vieler Landwirte so lange eine Fehlkalkulation bleibt, wie sie die
jeweils gegenwirtigen Schweinepreise in der Preisrelation in Rechnung



Korrelation von Zeitreihen. Betriebswirtschaftlicher Konjunkturdienst. 205

stellen statt derjenigen, die sie bei Beendigung der Mast beim Verkauf
wahrscheinlich zu erzielen vermégen. Die ganze Problematik der Pro-
gnose ergibt sich aber aus der Uberlegung, daB3, wenn die groBe Mehrheit
der Zuchter sich in der Produktion auf etwa nach der Regressions-
gleichung zu erwartende kiinftige giinstige Preise in ihrer Produktion
einstellt, die in der Stichzeit sich ergebende Steigerung des Auftriebs
zwangsldufig wiederum zu groBen Enttduschungen fithren muf. Immer-
hin wiirde der Erfolg der auf eine vertiefte wissenschaftliche Preispro-
gnose gestiitzten Beratungstitigkeit landwirtschaftlicher Wirtschafts.
beratungsstellen darin bestehen kénnen, daB die starken Konjunktur-
schwankungen der Preise gemildert werden und die Stabilisierung des
Marktes eine mehr gleichméfBige Schweinemast erméglicht.

Fiir den privatwirtschaftlichen Konjunkturdienst'), der be-
sonders in Amerika bereits vor dem Einsetzen der Weltwirtschaftskrise
stark ausgebaut war, hat naturgemif eine weitgehende, den besonderen
Verhiltnissen angepalite Spezialisierung in der vergleichenden Unter-
suchung von Zeitreihen Platz zu greifen. Das Augenmerk richtet sich
in erster Linie auf die Bewegung der Absatzgestaltung, der Einkaufs-
bedingungen und sonstigen Kostenfaktoren, sowie der Verkaufsbedin-
gungen. Die eigene Verkaufskurve des betreffenden Unternehmens zeigt
vielfach eine bestimmte Phasenverschiebung gegeniiber den die all-
gemeine Konjunkturbewegung darstellenden Kurven des Aktien- und
des Warenumsatzes und des Geldmarkts. Als wertvoll erweist es sich
aber, daneben die besonderen vom Werk anzulegenden Kurven der
Auftragseingéinge, Lagerbestéinde, Zahlungseinginge und Kassenbesténde
zum Vergleich heranzuziehen. Dadurch werden Unterlagen fir die Be-
triebspolitik, Lagerhaltung, Budgetaufstellung, langfristige Planungen
und Neuinvestitionen gewonnen. Die Vorausbestimmung des weiteren
Verlaufs der Trendlinien bleibt naturgemiB hochst unsicher. Giinstiger
diirfte es bei einigermafen normalem Wirtschaftsablauf mit der Erfassung
der Konjunkturschwankungen stehen. Am zuverldssigsten gestaltet
sich die Klarstellung der Saisonbewegung. Sie erméglicht es beispiels-
weise, betriebspolitische AusgleichsmaBinahmen zu treffen und die In-
anspruchnahme des Produktionsapparats und die Heranziehung von
Arbeitskraften gleichméBiger zu verteilen.

In Deutschland verfiigt die Reichsbahn iiber einen eigenen plan-
méfig durchgefithrten Konjunkturdienst. Dieser besitzt einmal eine
erhebliche volkswirtschaftliche Bedeutung, da der Giiterverkehr der
Eisenbahnen im allgemeinen ein gutes Kennzeichen fir die jeweilige
Konjunkturlage darstellt, insbesondere soweit die sog. reagiblen Waren
in Frage kommen. Andererseits gewinnt die Reichsbahn mit diesem

1) Vgl. den Beitrag v. J. F.Feilen in E. Wagemann, Konjunkturlehre,
Berlin 1928, 8. 269.
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Konjunkturdienst auch fiir ihre eigenen Zwecke wichtige Unterlagen.
Das gilt insbesondere von den Saisonindices und der Konjunktur-
entwicklung der Wagengestellung!). Man kann auf sie eine Schitzung
des voraussichtlichen finanziellen Jahresergebnisses stiitzen und danach
die Ausgabenpolitik einrichten. Ferner kénnen wichtige Folgerungen
fir die Betriebsfithrung gezogen werden. Man kann fiir die bevorstehen-
den Monate den ungefihren Wagenbedarf in den einzelnen Direktions-
bezirken schitzen, den Wagenumlaufsplan aufstellen, um Leerldufe
auf ein Minimum zu reduzieren. Trennt man die Berechnung der Saison-
indices nach Wagenarten, so kann iiber die Aufeinanderfolge der Re-
paraturzeiten zweckmdBig verfiigt werden : Anpassung an die niedrigsten
Saisonindexziffern unter Beriicksichtigung des Gesichtspunktes einer
moglichst gleichméBig ibers Jahr verteilten Ausnutzung der Reparatur-
werkstdtten. Die Saisonindices geben ferner Anhaltspunkte fiir die
Personalpolitik (Heranziehung von Aushilfsarbeitern), schliellich fiir
MaBnahmen zur Milderung der Saisonschwankungen (Tarifpolitik usw.).
Die Bedeutung der Trendberechnung im Zusammenhang mit derjenigen
der Konjunkturbewegung erldutert H. Kellerer?) an dem Beispiel des
sog. Betriebskoeffizienten, d. h. der in Prozenten der Einnahmen aus-
gedriickten Ausgaben der deutschen Bahnen im Zeitraum 1883—1913.
Auch hier lassen sich bei Trennung nach Direktionsbezirken usw. Unter-
lagen fiir Vornahme von Anderungen im Zugdienst, Personaldienst,
fiir Tarifpolitik (Ausnahmetarife usw.) gewinnen.

Verschiedene Anregungen fiir den Aufbau des Konjunkturdienstes durch die
industrielle Werkleitung gibt A. P. Bock3), indem er Verwendungsméglichkeiten,
in der Einkaufsabteilung, in den Kalkulationsabteilungen und fiir die Budgetierung
im einzelnen darlegt.

1) Vgl. K. Steuernagel, Die Saisonbewegung im Personen- und Giiter-
verkehr; Die Reichsbahn 1926, Berlin.

2) Dissertation Techn. Hochschule Berlin 1931, S. 102.

3) Technik und Wirtschaft 24 (1931), S. 74.
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Anhang.
Tabelle I. ¢”: Endwert des Kapitals 1 nach » Perioden.
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Anhang: Tabelle II.

Tabelle II. v*: Barwert des nach n Perioden fialligen Kapitals 1.
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Tabelle III.
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n 3% | 4% | eh% | 5% | % | 6% 7%

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2,03 2,04 2,045 2,05 2,055 2,06 2,07

3 3,0909 3,1216 3,137025| 3,15625 3,168025| 3,1836 3,2149

4 4,183627| 4,246464| 4,278191| 4,310125| 4,342266| 4,374616| 4,439943
b 5,309136| 5,416323| 5,470710| 5,5256631| b5,681091| 5,637093| 5,760739
6 6,468410| 6,632975| 6,716892| 6,801913| 6,888061| 6,9756319| 7,153291
7 7,662462 | 7,898294| 8,019152| 8,142008| 8,266894| 8,393838| 8,664021
8 8,892336| 9,214226| 9,380014| 9,549109| 9,721573| 9,897468| 10,259803
9 | 10,159106| 10,682795| 10,802114 | 11,026564 | 11,256260| 11,491316| 11,977989
10 | 11,463879| 12,006107| 12,288209 | 12,5677893 | 12,875354| 13,180795| 13,816448
11 | 12,807796| 13,486351| 13,841179| 14,206787 | 14,683498 | 14,971643| 15,783599
12 | 14,192030| 15,0258056| 15,464032| 15,917127| 16,385591| 16,869941 | 17,888451
13 | 15,617790| 16,626838| 17,159913 | 17,712983 | 18,286798| 18,882138| 20,140643
14 | 17,086324 | 18,291911) 18,932109 | 19,598632 | 20,292572| 21,015066 | 22,5560488
16 | 18,598914 | 20,023588| 20,7840564 | 21,578564 | 22,408664 | 23,275970| 25,129022
16 | 20,156881 | 21,824531| 22,719337| 23,667492 | 24,641140| 25,672528 | 27,888054
17 | 21,761588| 28,697512| 24,741707| 25,840366| 26,996403 | 28,212880| 30,840217
18 | 23,414435| 25,645413| 26,855084 | 28,132385| 29,481205| 30,9056563 | 33,999033
19 | 25,116868 | 27,671229| 29,063562 | 30,5639004 | 32,102671| 33,759992| 37,378965
20 | 26,870374| 29,778079| 31,371423| 33,065954 | 34,868318| 36,785591 | 40,995492
21 | 28,676486| 31,969202 | 33,783137| 35,719252 | 37,786076| 39,992727 | 44,865177
22 | 30,636780| 34,247970| 36,303378| 38,505214 | 40,864310| 43,392290| 49,005739
23 | 32,462884 | 36,617889 | 38,937030 | 41,430475| 44,111847, 46,995828 | 53,436141
24 | 34,426470| 39,082604| 41,689196; 44,501999 | 47,637998| 50,815577| 58,176671
25 | 36,459264 | 41,645908| 44,565210| 47,727099 | 51,152588 | 54,864512| 63,249038
26 | 38,663042| 44,311745| 47,670645| 51,1134H4 | 54,965981| 59,156383 | 68,676470
27 | 40,709634 | 47,084214| 50,711324 | 54,669126 | 58,989109 63,705766| 74,483823
28 | 42,930923 | 49,967583 | 53,993333| 58,402583 | 63,233510| 68,528112| 80,697691
29 | 45,218850| 52,966286| 57,423033 | 62,322712| 67,711354 | 73,639798 | 87,346529
30 | 47,676416| 56,084938| 61,007070| 66,438848 | 72,435478| 79,068186| 94,460786
31 | 50,002678| 59,328335 64,762388| 70,760790 | 77,419429| 84,801677|102,073041
32 52,602759 | 62,701469 | 68,666245| 75,298829 | 82,677498| 90,889778|110,218154
33 | 55,077841| 66,209527| 72,766226 | 80,063771 | 88,224760] 97,343165|118,933425
34 | 57,730177| 69,857909| 77,030256| 85,066959 | 94,077122 104,183 755 |128,258765
35 | 60,462082| 73,652225| 81,496618| 90,320307 |100,251364 |111,434780 |138,236878
36 | 63,275944 | 77,698314| 86,163966 | 95,836323 |106,765189 1119,120867 | 148,913460
37 | 66,174223 | 81,702246| 91,041344101,628139 (113,637274 |127,268119 |160,337402
38 | 69,159449| 85,970336 | 96,138205|107,709546 |120,887324 | 135,904 206 | 172,561 020
39 | 72,234233| 90,409150|101,464424 |114,095023 |128,5636127 | 145,058458 | 185,640292
40 | 75,401260| 95,025516 |107,030323 120,799774 |136,605614 | 154,761966 | 199,635112
41 78,663298 | 99,826536 |112,846688|127,839763 |145,118923 | 165,047 684 | 214,609570
42 | 82,023196(104,819598 | 118,924 789 | 135,231 751 |154,100464 |175,950545 | 230,632240
43 | 85,4838921110,012382 [125,276404 |142,993339 |163,575989 | 187,5607577 | 247,776 497
44 | 89,048409|115,412877 | 131,913 842 {151,143006 |173,572669 | 199,758032 | 266,120851
45 1 92,719861|121,029392 | 138,849965 |159,700156 |184,119165|212,743514 | 285,749311
46 | 96,5601457|126,870568 |146,098214 |168,685164 [195,245719 | 226,508125 | 306,751 763
47 1100,396501 |132,945390 |153,672633 | 178,119422 | 206,984 234 | 241,098 612 | 329,224 336
48 1104,408396 139,263 206 [ 161,587 902 | 188,025393 | 219,368367 | 256,564 529 | 353,270093
49 [108,5640648|145,833734 |169,859357 |198,426663 |232,433627 | 272,958401 | 378,999000
50 |112,796867 |152,667084 |178,5603028 |209,347996 | 246,217 476 | 290,335905 | 406,528 929

Timpe, Finanz- u. Wirtschaftsmathematik. 14
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Anhang: Tabelle IV.

Tabelle IV.
anj: Barwert der nmal nachschiissig zahlbaren Rente 1.

3%

4%

42,% |

5%

% | 6%

7%
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SOOI Tt | B

-
—

b
S IR

juy
-3

DD DO =
~ O WY

0,970874
1,913470
2,828611
3,717098
4,5679707

5,417191
6,230283
7,019692
7,786109
8,630203

9,252624
9,954004
10,634 955
11,296073
11,937935

12,561102
13,166118
13,753513
14,323799
14,877475

15,415024
15,936 917
16,443608
16,935542
17,413148

17,876842
18,327031
18,764108
19,188455
19,600441

20,000428
20,388766
20,765792
21,131837
21,487220

21,832253
22,167235
22,492 462
22,808215
23,114772

23,412400
23,701359
23,981902
24,254274
24,5618713

24,775449
25,024 708
25,266 707
25,601 657
25,729764

0,961538
1,886095
2,776091
3,629895
4,451822

5,242137
6,002055
6,732745
7,435332
8,110896

8,760477
9,385074
9,985648
10,563123
11,118387

11,652296
12,165669
12,659297
13,133939
13,590326

14,029160
14,451115
14,856 842
15,246 963
15,622080

15,982769
16,329586
16,663063
16,983 715
17,292033

17,688494
17,873552
18,147646
18,411198
18,664613

18,908282
19,142579
19,367 864
19,584485
19,792774

19,993052
20,185627
20,370795
20,548841
20,720040

20,884 654
21,042936
21,195131
21,341472
21,482185

0,956 938
1,872668
2,748964
3,687526
4,389977

5,157872
5,892701
6,695 886
7,268 791
7,912718

8,628917
9,118581
9,682852
10,222825
10,739546

11,234015
11,707191
12,159992
12,5693294
13,007 936

13,404 724
13,784425
14,147775
14,495478
14,828209

15,146611
15,451303
15,742874
16,021 889
16,288889

16,5644391
16,788891
17,022862
17,246758
17,461012

17,666 041
17,862 240
18,049990
18,229656
18,401584

18,566109
18,723 550
18,874210
19,018383
19,156 347

19,288371
19,414709
19,5635 607
19,651 298
19,762008

0,952381
1,859410
2,723248
3,645951
4,329477

5,075692
5,786373
6,463213
7,107822
7,721735

8,306414
8,863252
9,393573
9,898641
10,379658

10,837770
11,274066
11,689587
12,085321
12,462210

12,821153
13,163003
13,488574
13,798642
14,093945

14,375185
14,643034
14,898127
15,141074
15,372451

15,592811
15,802677
16,002549
16,192904
16,374194

16,546 852
16,711287
16,867893
17,017041
17,159086

17,294 368
17,423 208
17,545912
17,662773
17,774070

17,880067
17,981016
18,0771568
18,168722
18,2565925

0,947867
1,846320
2,697933
3,605150
4,270284

4,995530
5,682967
6,334566
6,952195
7,537626

8,092536
8,618518
9,117079

9,5689648.

10,037581

10,462162
10,864 609
11,246074
11,607 654
11,950382

12,275244
12,583170
12,875042
13,151699
13,413938

13,662495
13,898100
14,121422
14,333101
14,533745

14,723929
14,904198
15,075069
15,237033
15,390552

15,536068
15,673 999
15,804 738
15,928 662
16,046125

16,157 464
16,262999
16,363032
16,457 851
16,547726

16,632915
16,713 664
16,790203
16,862 751
16,931518

0,943396
1,833393
2,673012
3,465106
4,212364

4,917324
5,682381
6,209794
6,801692
1,360087

7,886875
8,383844
8,8562683
9,294984
9,712249

10,105895
10,477260
10,827603
11,158116
11,469921

11,764077
12,041 582
12,303379
12,5650358
12,783 356

13,003166
13,210534
13,406164
13,590721
13,764 831

13,929086
14,084 043
14,230230
14,368141
14,498246

14,620987
14,736 780
14,846019
14,949075
15,046 297

15,138016
15,224 543
15,306173
15,383182
15,455832

15,524 370
15,5689028
15,650027
15,707572
15,761 861

0,934579
1,808018
2,624 316
3,387211
4,100197

4,766 540
5,389289
5,971299
6,5615232
7,023582

7,498674
7,942 686
8,357651
8,745468
9,107914

9,446 649
9,763223
10,059087
10,335595
10,594014

10,835527
11,061241
11,272187
11,469334
11,653583

11,825779
11,986 709
12,137111
12,277674
12,409041

12,5631814
12,646555
12,753790
12,854 009
12,947672

13,035208
13,117017
13,193473
13,264 928
13,331709

13,394120
13,452449
13,506962
13,557908
13,605522

13,650020
13,691608
13,730474
13,766 799
13,800746



Anhang: Tabelle V.

Tabelle V.
Jn]: Fiir die Schuld 1 »mal nachschiissig zahlbare Annuitat.
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4%

| ay,%
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EXE
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DO DO DO
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DO DO
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O DO DD
SO

QW WL WL
S OvH= WO

1,03

0,622611
0,353530
0,269027
0,218355

0,184 598
0,160506
0,142456
0,128434
0,117231

0,108077
0,100462
0,094030
0,088526
0,083767

0,079611
0,075953
0,072709
0,069 814
0,067216

0,064 872
0,062747
0,060814
0,059047
0,057428

0,0565938
0,054 564
0,0563293
0,052115
0,0561019

0,049999
0,049047
0,048156
0,047322
0,046539

0,045804
0,045112
0,044 459
0,043 844
0,043 262

0,042712
0,042192
0,041698
0,041230
0,040785

0,040363
0,039961
0,039578
0,039213
0,038866

1,04

0,630196
0,360349
0,275490
0,224 627

0,190762
0,166610
0,148528

-0,134493

0,123291

0,114149
0,106552
0,100144
0,094669
0,089941

0,085 820
0,082199
0,078993
0,076139
0,073582

0,071280
0,069199
0,067309
0,065587
0,064012

0,062567
0,061239
0,060013
0,058880
0,057830

0,056 855
0,055949
0,0565104
0,054315
0,0568577

0,052887
0,052240
0,0561632
0,051061
0,050523

0,050017
0,049540
0,049090
0,048665
0,048262

0,047882
0,047522
0,047181
0,046857
0,046 550

1,045

0,633998
0,363773
0,278744
0,227792

0,193878
0,169701
0,151610
0,137574
0,126379

0,117248
0,109666
0,103275
0,097820
0,093114

0,089015
0,085418
0,082237
0,079407
0,076876

0,074601
0,072546
0,070682
0,068987
0,067439

0,066 021
0,064719
0,063521
0,062415
0,061392

0,060443
0,059563
0,058745
0,057982
0,057270

0,056 606
0,055984
0,055402
0,054 856
0,054343

0,053 862
0,053409
0,052 982
0,052581
0,052202

0,051845
0,051507
0,051189
0,050887
0,050602

1,05

0,637805
0,367209
0,282012
0,230975

0,197017
0,172820
0,154 722
0,140690
0,1295056

0,120389
0,112825
0,106 456
0,101024
0,096342

0,092270
0,088699
0,085546
0,082745
0,080243

0,077996
0,075971
0,074137
0,072471
0,070952

0,069564
0,068292
0,067123
0,066046
0,065051

0,064132
0,063280
0,062490
0,061755
0,061072

0,060434
0,059840
0,059284
0,058765
0,058278

0,057822
0,057395
0,056993
0,056616
0,056262

0,055928
0,055614
0,055318
0,0565040
0,054 777

1,055
0,541618
0,370654
0,285294
0,234176

0,200179
0,175964
0,157864
0,143839
0,132668

0,123571
0,116029
0,109684
0,104279
0,099626

0,095583
0,092042
0,088920
0,086150
0,083679

0,081465
0,079471
0,077670
0,076036
0,074549

0,073193
0,071952
0,070814
0,069 769
0,068805

0,067917
0,067095
0,066335
0,065630
0,064975

0,064 366
0,063800
0,063272
0,062780
0,062320

0,061891
0,061489
0,061113
0,060761
0,060431

0,060122
0,059831
0,059559
0,059302
0,059061

1,06

0,645437
0,374110
0,288591
0,237396

0,203363
0,179135
0,161036
0,147022
0,135868

0,126793
0,119277
0,112960
0,107585
0,102963

0,098952
0,095445
0,092357
0,089621
0,087185

0,0850056
0,083046
0,081278
0,079679
0,078227

0,076904
0,075697
0,074593
0,073580
0,072649

0,071792
0,071002
0,070273
0,069598
0,068974

0,068395
0,067857
0,067358
0,066 894
0,066 462

0,066 059
0,065683
0,065333
0,065006
0,064701

0,064415
0,064148
0,063898
0,063 664

0,063444
14*

1,07

0,663092
0,381052
0,295228
0,243891

0,209796
0,185553
0,167468
0,153486
0,142378

0,133357
0,125902
0,119651
0,114345
0,109795

0,105 858
0,102425
0,099413
0,096 753
0,094393

0,092289
0,090406
0,088714
0,087189
0,085811

0,084561
0,083 426
0,082392
0,081449
0,080586

0,079797
0,079073
0,078408
0,077797
0,077234

0,076715
0,076237
0,075795
0,075387
0,075009

0,074660
0,074336
0,074036
0,073758
0,073500

0,073260
0,073037
0,072831
0,072639
0,072460



212 Anhang: Tabelle VI.
Tabelle VI. Einfach abgestufte Sterbetafel (4 %).
z Iy D, N, C. M. x
20 [ 1000000 456 387 9351 570 1434,99 96 711,20 | 20
21 996 730 437 399 8 895 183 1375,15 95276,21 | 21
22 993 471 419 200 8 457 784 1 322,26 93 901,06 | 22
23 990 212 401 755 8038 584 1271,02 92 578,80 | 23
24 986 954 385032 7 636 829 1225,51 91 307,78 | 24
25 983 687 368 997 7251 797 1185,22 90 082,27 | 25
26 980 401 353 620 6 882 800 1145,88 88 897,06 | 26
27 977 097 338 873 6529 180 1111,15 8717561,17 | 27
28 973 765 324729 6190 307 1 083,48 86 640,02 | 28
29 970 386 311 156 5865 578 1065,24 85 556,64 | 29
30 966 931 298 123 5 bb4 422 1057,77 84 491,30 | 30
31 963 363 285 599 5256 299 1 062,70 83 433,63 | 31
32 959 635 273 552 4970 700 1 078,56 82370,83 | 32
33 955 700 261 952 4697 148 1105,86 81292,27 | 33
34 951 504 250 771 4435196 1145,44 80186,41 | 34
35 946 984 239 980 4184 425 1193,00 79040,97 | 35
36 942 088 229 557 3944 445 1 240,60 77841,97 | 36
37 936 793 219 488 3714 888 1287,28 76 607,37 | 37
38 931079 209 759 3495 400 1327,02 75 320,09 | 38
39 924 953 200 364 3285 641 1 364,08 73 993,07 | 39
40 918 404 191 293 3085 277 1396,14 72628,99 | 40
41 911433 182 540 2 893 984 1421,78 71232,85 | 41
42 904 050 174 097 2711 444 1 446,35 69811,07 | 42
43 896 239 165 955 2 537 347 1 472,80 68 364,72 | 43
44 887 967 158 099 2371392 1 501,92 66 891,92 | 44
45 879 194 150 517 2213 293 1535,52 65 390,00 | 45
46 869 866 143 192 2062 776 1 573,80 63 854,48 46
47 859 923 136 111 1919584 1614,94 62 280,68 | 47
48 849 312 129 261 1783 473 1 656,73 60 665,74 | 48
49 837991 122 633 1654 212 1 696,85 59 009,01 | 49
50 825 932 116 219 15315679 1734,28 57312,16 | 50
b1 813114 110 015 1415 360 1769,71 b5 577,88 | b1
52 799 511 104 014 1305345 1804,22 53 808,17 | 52
53 785 088 98209,0 | 1201331,1 1 836,70 52 003,95 | b3
b4 769 818 92595,0 | 11031221 1 868,76 50 167,25 | b4
55 753 660 87164,9 | 1010527,1 1 899,98 48298,49 | b5
56 736 575 81912,5 923 362,2 1 930,41 46 398,51 | 56
57 718 522 76 831,6 841 449,7 1 958,46 44 468,10 | 57
58 699 474 71918,0 764 618,1 1 983,29 42509,64 | b8
59 679413 67 168,7 692 700,1 2004,73 40 526,35 | 59
60 658 324 62 580,56 625 531,4 2 023,60 38521,62 | 60
61 636 185 58 150,0 562 950,9 2 037,52 36498,02 | 61
62 613 002 53 875,9 504 800,9 2 043,67 34 460,50 | 62
63 588 819 49 760,1 450 925,0 2 037,79 32416,83 | 63
64 563 741 45 808,56 401 164,9 2 019,567 30379,04 | 64
65 537 893 42 027,0 355 356,4 1 989,00 28 359,47 | 65
66 511 418 38 421,6 313 329,4 1 950,28 26 370,47 | 66
67 484 420 34 993,6 274 907,8 1 907,50 24 420,19 | 67
68 456 958 31740,2 239 914,2 1 863,19 22 512,69 | 68
69 429 061 28 656,2 208 174,0 1818,82 20 649,50 | 69
70 400 739 25 735,2 179 517,8 1771,563 18 830,68 | 70




Anhang: Tabelle V1.
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Tabelle VI. Einfach abgestufte Sterbetafel (4 %). (Fortsetzung.)

« L D, Y | o | m z
71 | 372050 922973,9  |153782,6 171598  [170569,15 71
72 | 343149 203743  |130808.7 164678  |15343.17 72
73 | 314304 179439  [110434.4 1563,90 |13 696,39 73
74 | 285 815 15 689.8 92490 5 147272 |12132,49 74
75 | 957914 13 613.6 768007 137678 |10 659,77 75
76 | 230 807 117143 63187,1 1274,84 9 283,99 76
77 | 204 684 9988,88 | 51472.82 | 117109 8009.15 77
78 | 179 727 843359 | 4148394 | 1065.41 6 838,06 78
79 | 156114 704381 | 33050.35 958760 | 5772.647 | 79
80 | 134015 581415 | 26006.54 852,668 | 4813897 | 80
81 | 113575 4737,86 | 20192,39 748,720 | 3961,229 | 81
82 | "94908,9 380691 | 1545453 647,762 | 3212509 | 82
83| 781138 301273 | 11647.62 551.040 | 2564747 | 83
84 | 632550 9 345,82 8634.89 460,547 | 2013707 | 84
85 | 503396 1795.05 6289.07 377911 | 1553160 | 85
86 | 393177 1348,10 449402 304,049 | 1175249 | 86
87 | 300953 992,197 | 3145916 | 239,481 871,200 | 87
88 | 225408 714654 | 2153719 | 184369 631,719 | 88
89 | 164922 502,703 | 1439.165 | 138,490 447,350 | 89
90 | 117670 344 878 936,462 | 101,301 308.860 | 90
91 | s17242 230,312 591,584 72,0279 | 207,588 | 91
92 | 551434 149,426 361,272 50,1467 | 1355309 | 92
93 | 358073 93,5322 | 211.8464 | 33,8954 85,3842 | 93
94 |  2236.80 56,0394 | 1183142 | 22,0472 51,4888 | 94
9 | 132159 31,8368 62,2748 | 136601 29,4416 | 95
96 731,857 16,9522 30,4380 8,00339 | 1578149 | 96
97 372,515 820678  13.48577] 439386 777810 | 97
98 167,345 358381 518809  2.15787 338424 | 98
99 62,5536 1,28811 160518  0,92149 122637 | 99
100 16,0137 0.31707 0.31707|  0,30488 0.30488 | 100




Namen- und Sachverzeichnis.

(Die Zahlen verweisen auf die betreffenden Seiten.)

Abderhalden, E. 181.

Abschreibung 77ff.; — gleichbleibende
79; — degressive 80; — progres-
sive 84.

Abzahlungsgeschaft 32.

Abzinsungsfaktor 38, -208.

Additionssatz der Wahrscheinlichkeits-
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