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Bezeichnungen und Abkürzungen. 
Wir haben versucht, in Bezeichnungen und Abkürzungen möglichst konse

quent vorzugehen und wenigstens innerhalb eines Paragraphen gleichbedeutende 
Größen mit denselben Buchstaben zu belegen. Einige Bezeichnungen sind durch 
besondere Erklärungen auf die Dauer von ein bis zwei Paragraphen festgelegt. 
Hiervon abgesehen wird die Bedeutung jedes Buchstaben in jeder Aufgabe neu 
erklärt, sofern nicht auf eine vorige Aufgabe verwiesen ist. Schließt sich eine 
Aufgabe der unmittelbar vorangehenden an, so wird sie mit dem Vermerk 
"Fortsetzung" eingeleitet. Schließt sie sich einer früheren an, so wird diese ihrer 
Nummer riach zitiert, z. B. "Fortsetzung von 286". In diesen beiden Fällen wird 
die Bezeichnung nicht neu erklärt. 

Abschnitte werden mit römischen, Kapitel (soweit notwendig) mit arabischen 
Nummern bezeichnet. Die Numerierung der einzelnen Aufgaben erfolgt in jedem 
Abschnitt von neuem. Die Aufgabennummern sind fett gedruckt. Innerhalb 
eines Abschnittes zitieren wir bloß die Aufgabennummer, in anderen Abschnitten 
jedoch auch die betreffende Abschnittsnummer. Z. B. heißt es IV 123, wenn 
wir nicht im IV. Abschnitt (im Aufgaben- oder Lösungsteil) sind, jedoch bloß 123 
im ganzen IV. Abschnitt. 

Bemerkungen in eckigen Klammern [] bedeuten in der Aufgabe stets Finger
zeig, in der Lösung Zitate (insbesondere am Anfang der Lösung), oder Hinweise 
auf andere Aufgaben, die bei den einzelnen Schlüssen der Lösung benötigt werden. 
Bemerkungen sonstiger Art sind in gewöhnliche Klammern gesetzt. Das Zitieren 
einer Aufgabennummer bezieht sich im Prinzip sowohl auf die eigentliche Aufgabe, 
wie auch auf die Lösung, sofern nicht das Gegenteil hervorgehoben wird, z. B.: 
[Lösung 38]. 

Quellenangaben sind fast immer in der Lösung enthalten. Ist die Aufgabe als 
solche bereits erschienen, so wird dies beim Zitieren hervorgehoben. Zitieren eines 
Namens, ohne Literatur, heißt, daß die Aufgabe uns als neu mitgeteilt wurde. 
Zeitschriften werden so abgekürzt wie bei dem "Jahrbuch über die Fortschritte 
der Mathematik". Die am häufigsten vorkommenden Zeitschriftenzitate sind: 

Acta Math. = Acta Mathematica. 
Arch. der Math. u. Phys. = Archiv der Mathematik und Physik. 
C. R. = Comptes Rendus de 1' Academie des Seiences Paris. 
Deutsche Math.-Ver. = Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 
Gött. Nachr. =Nachrichten der Gesellschaft der \Vissenschaften zu 

J. für Math. 
Land. M. S. Proc. 
Math. Ann. 
Math. Zeitschr. 

Göttingen. 
=Journal für die reine und augewandte Mathematik. 
= Proceedings of the London Mathematical Society. 
= Mathematische Annalen. 
=Mathematische Zeitschrift. 

Nouv. Ann. = Nouvelles Annales de mathematiques. 
Rom. Ace. L. Rend. = Atti della Reale Accademia dei Lincei, Roma. 
S. JVI. F. Bull. = Bulletin de la societe mathematique de France. 

Folgende Lehrbücher sind öfters und daher bloß mit dem Namen des Ver
fassers zitiert worden (z. B. Cesaro, Hecke usw.): 

E. Cesaro, Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis und der Infini
tesimalrechnung. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1904. 

E. Hecke, Vorlesungen über die Theorie der algebraischen Zahlen. Leipzig: 
Akademische Verlagsbuchhandlung 1923. 



X Bezeichnungen und Abkürzungen. 

A. Hurwitz-R. Courant, Allgemeine Funktionentheorie und elliptische Funk
tionen. Geometrische Funktionentheorie. Berlin: J. Springer 1922. 

K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 2. Auflage. 
Berlin: J. Springer 1924. 

G. Kowalewski, Einführung in die Determinantentheorie. Leipzig: Veit & Co. 
1909. 

Ferner mögen folgende Bezeichnungen besonders erwähnt werden, die konse
quent befolgt wurden: 

a,.- a heißt: a,. strebt gegen a (für n- oo). 
a,.""' b,. (lies: a,. ist assymptotisch gleich bn) heißt: b,. + 0 für genügend 

a,. 
große n und b- 1 (für n- oo) . .. 

O(a,.) bzw. o(a,.), a,. > 0, bezeichnet eine Größe, die durch a,. dividiert be
schränkt bleibt bzw. gegen 0 konvergiert (für n - oo). 

Analoge Bezeichnungen gelten auch für andere Grenzübergänge als n - oo, 
x- a + 0 bzw. x- a - 0 bedeutet, daß x von rechts bzw. links gegen a 

konvergiert. 
exp (x) = ez, e ist die Basis der natürlichen Logarithmen. 
Max (a1, a2, ••• , a,.) bezeichnet diejenige (oder diejenigen) der n Zahlen 

a1, a2, ••• , a,., die von keiner anderen übertroffen werden. Ähnliche Bedeutung 
hat Min (a1, a2, ••• , a,.). Analog erklärt man Maxf(x), Minf(x) für eine im Inter
vall a, b definierte reelle Funktion, soweit sie dort ein Maximum oder ein 
Minimum besitzt. Ist dies !;licht der Fall, so wird dieselbe Bezeichnung für die 
obere und untere Grenze von f(x) der Bequemlichkeit halber beibehalten. (Ähn
lich, wenn x eine komplexe Variable ist.) 

sg x bedeutet das Kroneckersehe Symbol: 

{ 
+ 1 für x> 0, 

sg x = 0 für x = 0, 

- 1 für x < 0. 
[x] bedeutet die größte ganze Zahl, die x nicht übertrifft. Jedoch werden, 

wenn kein Mißverständnis zu befürchten ist, eckige Klammern auch anstatt 
gewöhnlicher ohne Erklärung gebraucht. 

z bedeutet die zu z konjugiert komplexe Zahl, sofern es sich um komplexe 
Zahlen handelt. 

Bezüglich des Zeichens ~ für die Majorantenbeziehung vgl. Bd. I, S. 9. 
Die Determinante mit dem allgemeinen Element a;_ "' l, ft = 1, 2, ... , n, 

wird abkürzend so bezeichnet: '' 

Ia.<,. I~ oder la•.ul,.,,.=l, 2, ... , .. oder raÄl, aÄ 2 , ... , a'""l~· 
unter Gebiet verstehen wir eine zusammenhängende Menge, die aus lauter 

inneren Punkten besteht, unter Bereich ein durch seine Randpunkte ergänztes 
Gebiet. 

Unter einer stetigen Kurve verstehen wir das eindeutige stetige Bild des 
Intervalls 0 < t < 1, d. h. die Gesamtheit der Punkte z = x + i y mit x = q; (t), 
y = 11' (t), beide Funktionen q; (t) und 11' (t) stetig im Intervalle 0 < t < 1. Sie 
ist geschlossen, wenn q;(O) = q; (1), 1f.'(O) = 1jJ(1), doppelpunktlos, wenn aus q; (t1) 

= q; (t2), 1f.' (t1) = 11' (t2), t1 < t2 notwendig t1 = 0, t2 = 1 folgt. Anstatt doppel
punktlos sagt man häufig einfach. Eine doppelpunktlose stetige Kurve, die 
nicht geschlossen ist, heißt auch ein doppelpunktloser Bogen. 

Eine doppelpunktlose geschlossene stetige Kurve (]ordansche Kurve) zer
legt die Ebene in zwei Gebiete, deren gemeinsamen Rand sie bildet. 

Integrationslinien von krummlinigen oder komplexen Integralen werden 
stillschweigend als stetig und rektifizierbar angenommen. 



Aufgaben. 

V i e r t er A b s c h n i t t. 

Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen. 

Spezieller Teil. 

I. Kapitel. 

Maximalglied und Zentralindex, Maximal
betrag und Nullstellenanzahl 

Es seien a0 , a1, a2 , ••. , am ... komplexe Zahlen, die nicht sämt
lich verschwinden. Die Potenzreihe 

f (z) = a0 + a1 z + a2 z2 + · · · +an zn + · · · 
besitze den Konvergenzradius R, R > 0. Wenn R = oo ist, heißt I (z) 
eme ganze Funktion. Es sei 0 < r < R; dann strebt die Zahlenfolge 

\ ao I' I a1J r' I a~ I Y2, • · ·, I an I rn, 

gegen 0, also gibt es darin ein größtes Glied, das M aximalglied, dessen 
Wert mit p, (r) bezeichnet wird. Es ist somit 

I an I yn < f1, (r) 

für n = 0, 1, 2, 3, ... , r>O [I, Kap. 3, § 3]. 
Der Zentralindex 'V (r) ist gleich dem Index des Maximalgliedes, 

d. h. p, (r) = I av (r) I r• (r). Sind unter den Zahlen I an I rn mehrere gleich 
p, (r), so sei 'V (r) der größte unter sämtlichen in Frage kommenden 
Indices. Dies für r > 0; für r = 0 vgl. 15. 

Man bezeichne mit M (r) den Maximalbetrag der Funktion I (z) am 
Kreisrand I z I= r; M (r) ist zugleich das Maximum von I I (z) I in der 
Kreisscheibe I z I<::: r [III 266]. Es ist 

I an I rn ~ M (r) 

für n = 0, 1, 2, ... , r > 0; das Gleichheitszeichen wird nur dann erreicht, 
wenn außer an sämtliche Glieder der Folge a0 , a1 , a2, ••• verschwinden. 
[III 122.] 

P 61 y a - S z e g ö , Aufgaben und Lehrsätzf' II. 



2 Maximalglied und Zcntralindex, Maximalbetrag und NullstellenanzahL 

Die Nullstellenzahl N (r) ist die Anzahl der Nullstellen in der ab
geschlossenen Kreisscheibe \ z j-s;;: r mit Berücksichtigung der Multipli
zität der einzelnen N ullstellen. 

Die vorangehenden Bezeichnungen gelten für das ganze Kapitel. 

1. Man berechne 11 (r) und v (r) für die Potenzreihe 

z z2 zn 
1 + 1! + 2! + .. · + n! + .. ·. 

2. Man berechne M (r) und N (r) für 

z z2 zn 
ez=1+-+-+ .. ·+-+ .. ·. 

1! 2! n! 

3. Man berechne 11 (r) und v (r) für 

1 z z2 zn 
11 + 3 ' + Si + · · · + (2_n_+_IT! + · · · · 

4. Man berechne M (r) und N (r) für 

sin Vz 1 z z2 (- z)n -:v;=-- = 1! - 3! + Si - · · · + (2 n + 1)T + · · · · 

5. Man berechne v (r) für die geometrische Reihe 

1 +z+z2 + ... +zn+ .... 

6. Man berechne N (r) für 

1 +z+z2 + ... +zn+ .... 

7. Handelt es sich um ein Polynom nten Grades 

a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + anzn, 
so ist 

lim log# (r) = lim v (r) = n . 
r-)o oo log r r-+ oo 

8. Handelt es sich um ein Polynom nten Grades, 

f(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + ··· + anzn, 
so ist 

1. log M (r) 1. N ( ) 
Im =Im r = n. 

r -)o oo log r r -)o oo 

9. Handelt es sich um eine ganze transzendente Funktion, so 
sind beide in 7 genannten Grenzwerte = oo . 

10. Handelt es sich um eine ganze transzendente Funktion, so 
ist der erste in 8 genannte Grenzwf'ft = oo, der zweite nicht not
wendigerweise. 



IV. Abschn., Kap. 1: § 1, Nr. 1-19. 3 

11. Man bezeichne mit J-tk{r) und 1'k(r) das Maximalglied und den 
Zentralindex der Reihe 

a0+a1zk+a2z2k+ ··· +a"z"k+ ···, k=1, 2, 3, ... 
und drücke uk (r), vk (r) durch ft1 (r), v1 (r) aus. 

12. Man bezeichne mit Mk(r) und Nk (r) den Maximalbetrag und 
die Nullstellenanzahl von f (zk) im Kreise I z I ;;?; r, k = 1, 2, 3, ... und 
drückeMk(r), Nk(r) durch Mdr), Ndr) aus. 

G lim v(r) r· d' b 'd 13. Man berechne den renzwert -1 -. ~( ·) ur Ie e1 en 
Potenzreihen r ~ co og ft r 

z2 z4 z6 z2" e" + e-z 
1 + 2! + 4! + 6! + ··· + (2n)! + ... = -2~, 

2z2 23z4 25z6 22n-lz2n (e"+e-Z)2 
1+-+ ---+-+···+ +···= = 

2! 4! 6! (2 n)! , 2 

1 e2z + e-2z 
=-z+--4-. 

14. Jetzt sollen im Gegensatz zu 12, Mdr) und Nk(r) den Ma
ximalbetrag und die Nullstellenanzahl von (t(z))k im Kreise I z I;;?; r, 

k b . h D Q . Nk (r) . k bh.. . 
= 1, 2, 3,... eze1c nen. er uotient log Mk (r) Ist von una ang1g. 

15. Wenn a0 =a1 = ··· =ag_ 1 =0, ag=l=O, so sei v(O}=q. Die 
Funktion v (r) ist streckenweise konstant; sie wächst an ihren Sprung
stellen um eine positive ganze Zahl und ist überaU von rechts stetig. 
[I 120.] 

16. Wenn a0 = a1 = · · · = ag_ 1 = 0, aq t 0, so ist N(O) = q. Die 
Funktion N (r) ist streckenweise konstant; sie wächst an ihren Sprung
stellen um eine positive ganze Zahl und ist überall von rechts stetig. 

17. Ist a0 = 0, 0 <r1 <r2 <R, dann ist 

fl (r2) r2 
~->-. 

p, (rl) = rl 

18. Ist f(O) = 0, 0 <r1 <r2 <R, dann ist 

M(r2) r2 -->-
M(rl) = r 1 · 

19. Die Funktion 'fJ =log ft (e.l') wird in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem ~, 'fJ durch eine Kurve dargestellt, die nicht ab
nehmend und von unten gesehen nie konkav ist. [Man betrachte die 
Gesamtheit der Geraden 

'f} = log I a0 I , 'f} = ~ + log J a1 I , 'fJ = 2 ~ + log I a2 I , 
17 = n~ +log I a" [, 

sinnlose Glieder mit an= 0 weggelassen. Wie lassen sich m dieser 
Figur p (r) und 1' (r) interpretieren?] 

1* 



4 Maximalglied und Zentralindex, Maximalbetrag und NullstellenanzahL 

20. Die Funktion 'YJ =log M (e;) wird in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem ~, 1} durch eine Kurve dargestellt, die stets wachsend 
und von unten gesehen konvex ist, abgesehen von sehr speziellen Poly
nomen, für welche die Kurve in eine Gerade ausartet. 

21. Es sei afest, O<.x<1. DerQuotient ~J(txr)f~J(r) nimmt 
mit wachsendem r nie zu. 

22. Es sei a fest, 0 < a < 1. Der Quotient M (a r)JM (r). nimmt 
mit wachsendem r beständig ab. 

23. Es sei R = oo . Es ist für festes a , 0 < a < 1 , 

I . fJ (ar) _ 
lm ----0 

r-+ = fJ (r) , 

wenn die Potenzreihe nicht abbricht, == cx", wenn die Potenzreihe sieb 
auf ein Polynom nten Grades reduziert. 

24. Es sei I (z) eine ganze Funktion. Es ist für festes a, 0 < iX < 1, 

. M(ar) 
hm-M-() =0, 

r-:;.o.oo r 

wenn I (z) transzendent, = an, wenn I (z) rational vom Grade n ist. 

Wir bezeichnen die Sprungstellen von Y (r) wachsend geordnet mit 

wobei jede Sprungstelle so oft vertreten ist, als der Sprung Einheiten 
enthält; im Punkt r = 0 sei Y (0) als Sprung betrachtet [15]. Diese 
Folge kann nach endlich vielen Gliedern abbrechen. 

Wir bezeichnen die Nullstellen von f (z), nach wachsenden absoluten 
Beträgen und bei gleichem absolutem Betrag nach wachsenden Argu-
menten geordnet, mit · 

wobei mehrfache Nullstellen so oft vertreten sind, als ihre Multiplizität 
Einheiten enthält. Es sei I Wn I= r", n = 1, 2, 3, ... , d. h. 

Diese Folge kann nach endlich vielen Gliedern abbrechen. 
Diese Bezeichnungen gelten für das ganze Kapitel. 
25. Wenn (}n < (}n+I, dann ist im einseitig abgeschlossenen In

tervall (}11 ~ r < (}n+I 

1' (1') = n. 

26. Wenn r" < r"+ 1 , dann ist im einseitig abgeschlossenen In
tervall rn ::;C:: r < rn r l 

N (r) == n. 
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27. Man berechne die Zahlen l2n für die Potenzreihen 

z z2 zn z z2 zn 1+-+-+ ... +-+ ... 
1 !. 2! n! ' 

1 +-+-+ ... +---+ ... 
3! 5! (2 n + 1)! ' 

z2 z4 z2n 1 +-+-+ ... + ----+ ···. 
2! 4! (2n)! 

28. Man berechne die Zahlen r n für die Funktionen 

sinfi 
fi' tf + i, cosz. 

29. Wenn unendlich viele l2n vorhanden sind, so ist 

lim l2n = R. 
n~oo 

30. Sind unendlich viele r n vorhanden, so ist 

limrn= R. 
n~oo 

31. Es sei a0 =F 0 . Dann ist 

() JaoJrn f.t r = __.--"-'--
12t 122 • · • l2n ' 

wenn 12n < r < l2n+I · 
32. Es sei a0 =F 0. Dann ist 

M(r) >JL_(O)jrn . 
rl r2 ... rn 

[III 120.] Für welche ganzen Funktionen kann hier das Zeichen = ein
treten? 

33. Vorausgesetzt, daß a0 =j= 0, ist 
r 

log ft (r) - log ja0J = J v ~t) d t. 

0 

34. Vorausgesetzt, daß a0 =F 0, ist 
r 

log M (r) -log J/ (O)j > f!!-/t) dt. 

0 

35. Für eine· beliebige ganze Funktion gilt 

]. log v (r) 1. log log p, (r) 
1m sup = 1m sup . 
r~oo logr r~oo logr 

36. Für eine beliebige ganze Funktion gilt 

1. log N (r) li log log M (r) 
1msup < msup . 
r~oo logr - r~oo logr 
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37. Es handelt sich um eine stets konvergente Potenzreihe, und 
CO 

es ist k > 0 . Die unendliche Reihe ~ e;/ und das unendliche Integral 
co n=q+1 

J r-k- 1 logj.t (r) dr sind entweder beide konvergent oderbeide divergent. 
1 

38. Es handelt sich um eine ganze Funktion, und es ist k > 0. 
CO 

Wenn das unendliche Integral J r- k - 1 log M (r) d r konvergiert, so kon-
1 00 

vergiert auch die unendliche Reihe ~ r,;- k (nicht umgekehrt!). 
n=q+1 

39. Es handelt sich um eine im Innern des Einheitskreises kon-
CO 

vergente Potenzreihe, und es ist k > 0. Die Reihe ~ (1 - en)k+ 1 und 
1 n=1 

das Integral J ( 1 - t)k -l log ll (t) d t sind entweder beide konvergent oder 
0 

beide divergent. 
40. Es handelt sich um eine im Innern des Einheitskreises reguläre 

1 

Funktion, und es ist k > 0. Wenn das Integral J (1 - t)k- 1log M (t) dt 
0 

konvergiert, so konvergiert auch die Reihe ~ (1 - r")k+l. 
n=1 

41. Man zeichne in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die 
Punkte 

(0, -log\a0 \), (1, -log\a1 \), (2, -log\a2 \), ... , (n, -log\an\), ... 

(sinnlose mit an= 0 weggelassen) und von jedem Punkte aus einen 
vertikal nach oben gerichteten HalbstrahL Der kl-einste konvexe Be
reich 5r, der alle diese Halbstrahlen umfaßt, erstreckt sich ins Unend
liche. Man ziehe die Stützgerade mit dem Richtungskoeffizienten log r 
(Gerade, auf der mindestens ein Randpunkt und kein innerer Punkt 
von 5r liegt und deren Neigungswinkel zur positiven Abszissenachse 
den Tangens log r hat) und interpretiere in der entstandenen Figur 
log J.l (r), Y (r) , log (}n . 

42. Ist m ein positiver ganzzahliger Wert, den 1' (r) annimmt, 

m > v (0), so ist 
L 

em = Max ('i au_l m 
I am I 

43. Die Potenzreihe 

a 'm-1 
I 1 I ,_, 
I a"' I 

a0 + a1 z + a2 z2 + · · · -+- an z" + · · · 
sei so beschaffen, daß die Rolle des Maximalgliedes der Reihe nach 
jedem Glied zufällt, d. h. daß zu jedem Index n = 0, 1, 2, ... (min
destens) ein Wert r, r > 0, gehört, so beschaffen, daß I an\ r" von 
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keinem anderen Glied übertroffen wird. Hierzu ist notwendig und 
hinreichend, daß 

o < I :: I< I :: I< I :: I~~ · · · ~I a::l I< · · · 
ist. [31, I 117.] 

44. Es sei 0 < 1X < 1. Der Zentralindex v (r) der für I z I < 1 
konvergenten Potenzreihe 

1 + e"' -1 1"' z + e"' -1 2"' z2 + ... + e"'- 1 n"' z" + ... 

nimmt sukzessiv alle Werte 0, 1, 2, 3, ... an; ihr Maximalglied 

( 1 - 1X ( 1 ) 1 ~<X ) 
ft (r) ""exp -- - -- , 

1X log r 
wenn r sich 1 nähert. 

45. (Fortsetzung.) Wenn r sich 1 nähert, so ist 

= v-- 1-<X .! + !.=~ 

_27e"'- 1 ""'r"""' /.n: (1 _~J"' (logJt(r)) 2 "'Jt(r). 
n=O 

[Man betrachte fc!X -1 x"' r" d X ; II 208.] 
0 

46. Es sei 1X > 0. Man berechne ev e2, e3, ••• für die stets kon
vergente Potenzreihe 

1 + 1-"'z + 2- 2 "'z2 + · · · + n-""'z"+ . .. 
und zeige, daß ihr Maximalglied 

ft (r) ""exp (1X e- 1 r~), 
wenn r sich + oo nähert. 

47. (Fortsetzung.) Wenn 1X fest bleibt, 1X > 0, und r gegen+ oo 
konvergiert, so ist 

fi.n 
1 + 1 -"' r + 2- 2"' r2 + ... + n- n "'r" + ... "" - [log ft (r)]! ft (r) . 

1X 

[II 209.] · 

48. Es sei für eine ganze Funktion I (z) 

. log M (r) 
hm sup ----- = l. 

r---+ 00 r 

Die Konvergenz der Reihe 
00 

1 (z) + f (z) + f" (z) + ... = "2 d" I (z) 
n=O dz" 

ist sicher, ist ausgeschlossen oder bleibt dahingestellt, je nachdem 

l < 1 , l > 1 oder l = 1. ist. 
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49. Für die W eierstraßsche a (z)- Funktion findet man, wenn das 
Periodenparallelogramm ein Quadrat von der Seitenlänge 1 ist, daß 
für unendlich wachsendes r 

JT 
log M (r) '"- r2. 

2 

[Hurwitz-Courant, S. 174--175.] 
50. Man bestimme für die ganzen Funktionen 

sin y z -yz ' cos z' cos2 z' ez + i' ez' (i (z) 

die Grenzwerte der Quotienten 

(!n 

N(r) 
v (r) ' 

v (r) 
log ,a (r)' 

M(r) 

fl (r) ylog fl (r) ' 

log N (r) 
----

log r 

für unendlich wachsendes r (bzw. n bei dem ersten) und stelle die Re
sultate in einer Tabelle zusammen. [Für ez sind der erste und der 
letzte Quotient sinnlos, für a (z) sind nur der dritte und der letzte aus
zuwerten und das Periodenparallelogramm als Quadrat anzunehmen. 
Der letzte Quotient ergibt den Konvergenzexponenten der Nullstellen, 
I 113. Man benutze 1-4, 13, 27, 28 und für die asymptotische Aus
wertung von fl (r) die Formel von Stirling.] 

51. Für alle ganzen Funktionen gilt 

I. log log fl (r) 1. log log M (r) 
1m sup = 1m sup ----- . 
r _,. co log r r _,. co log (r) 

(Daß s gilt, liegt auf der Hand.) Der gemeinsame Wert dieser beiden 
Grenzwerte heißt die Ordnung der ganzen Funktion. 

52. Die Ordnung einer ganzen Funktion kann auch als der Kon
vergenzexponent [I, Kap. 3, § 2] der Folge (21 , e2 , •.• , (!n, ... , de
finiert werden. 

53. Die Ordnung einer ganzen Funktion I (z) = ,L anzn mit posi-
n=O 

tiven Koeffizienten a0 , a1 , a2 , ••• , an, . . . kann auch als der Wert des 
folgenden Grenzwertes definiert werden: 

lim sup ~~g [r f' (r2 I (r) -J]. 
r-+ = log r 

54. Für ganze Funktionen endlicher Ordnung gilt schärfer als 51 : 

lim log MJr) = 1. 
r _,. co log fl (r) 

55. Für nicht rationale ganze Funktionen und für l > 1 kon
vergiert das Integral 

CO 

I fl (t) [M (tW 1 dt' 
t, 
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56. Für alle ganze Funktionen gilt, daß bei vorgegebenem e, e > 0, 
beliebig große Werte r existieren, so beschaffen, daß 

M (r) < p, (r) [log p, (r)]l+•. [45, I 122.] 

57. Für ganze Funktionen von der endlichen Ordnung A. gilt 
schärfer als 56, daß bei vorgegebenem e, E > 0, beliebig große Werte r 
existieren, so beschaffen, daß 

M (r) < (A. + e) f2 n log p, (r) p, (r). [47, I 118.] 

Es sei c eine Konstante, c oj= 0, q eine ganze Zahl, q ::=::: 0, und 
w1 , w2, w3, . . . eine unendliche Folge komplexer Zahlen, 

W1 = W2 = · · · = Wq = 0 < I Wq+t I< I Wq+21 <I Wq+al ~ · • ·, 
1 1 1 --+--+--+ ... I WHII I WH21 I Wq+sl 

konvergent. Eine ganze Funktion von der Form 

czq (1 - _z ) ( 1 - _z ) · · · 
Wq+l ' Wq+2 

heißt eine Funktion vom Geschlecht Null. Wie Hadamard bewiesen 
hat, ist jede ganze Funktion, deren Ordnung < 1 ist, vom Geschlecht 
Null. (36, 58, III 332 sind wichtige Stützpunkte eines Beweises.) 

58. Die Ordnuhg einer ganzen Funktion vom Geschlecht Null 
ist gleich dem Konvergenzexponenten ihrer N ullstellen. 

59. Für ganze Funktionen von der endlichen Ordnung A., A. > 0, 
deren Zentralindex im Sinne von II, Kap. 4, § 1 regulär verteilte Sprung
stellen (h' !?2' ea' ... ' !?n' ... besitzt, existiert 

lim v (r) = A.. [II 159.] 
r-+oo log ft (r) 

60. Für ganze Funktionen von der endlichen Ordnung A., A. > 0, 
gilt auch ohne besondere "Regularitätsvoraussetzungen 

1. . f v (r) 7 ---I· v (r) 
1m1n 1 ( ) :::; 1'. ""= 1m sup 1----( -). [II 160.] 
r->-oo ogft r r->-oo ogp, r 

61. Es sei A. der Konvergenzexponent der im Sinne von II, Kap. 4, § 1 
regulär verteilten Folge r 1 , r 2 , r 3 , ••. , rn, ... , und zwar sei 0 < A. < 1. 
Für die ganze Funktion vom Geschlecht Null 

gilt 
. log f (r ei if) ei M. n 
hm---=---

..... oo N (r) sinnA.' 

wenn # fest, - n < # < n. [II 159.] 
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62. Es gilt für die in 61 erwähnte ganze Funktion, auch 
wenn man von der Voraussetzung der regulären Verteilung der Folge 
r1 , r 2 , r3 , .. , rn, ... absieht, 

. N (r) sinnA. 
hmsup 1 M() >~-. [II 161.] 
r~ oo og r n 

63. Es gilt für jede ganze Funktion, deren Nullstellen den end
lichen Konvergenzexponenten A. besitzen, 

N (r) 
I~~ ~f logM (r) :;;;; A.. [32.] 

64. Es sei f (z) eine ganze Funktion und @ (r) bzw. g (r) als das 
geometrische Mittel von I f (z) I auf dem Kreisrand I z I = r bzw. in 
der Kreisscheibe I z I S: r erklärt [III 121]. Sind die Beträge der Null
stellen von f (z) regulär verteilt [II, Kap. 4, § 1], so ist 

1 I 

I . (g (r))N(r)_ - l+2 
Im ru.() -e , 

r~oo \!!1 1' 

• 

wenn A. den Konvergenzexponenten der N nilstellen bezeichnet, 0 < A. < oo. 
Für Polynome existiert der fragliche Grenzwert ebenfalls und ist = e- i . 

65. (Fortsetzung.) Auch ohne Annahme der regulären Verteilung 
der Nullstellen gilt 

,_1_ 1 • _1_ 

1. . ( n (r) )N (r) -,--2 1. ( n (r) )N (r) 1mmf _tl_ < e "'+<Im sup _tl_ • 

Hoc ®(r) - - Hoo ®(r) 

66. Es sei f (z) eine ganze Funktion von der endlichen Ordnung 
A. und IDl (r) bzw. m (r) das arithmetische Mittel von I f (z) 12 auf dem 
Kreisrand I z I = r, bzw. in der Kreisscheibe I z I ~ r. Dann ist 

1 

1' . f (m(r))Jogr __ "_ 
~~~ ~JC(r) - e . 

67. Die ganze Funktion 

f (z) = a0 + ai z + a2 z~ + · · · + a,. zn + · · . 
soll der Bedingung 

1imr-"'1ogM(r) =a 
r~oo 

genügen, wo .x, a positive Konstanten sind. Man beweise: 
1. Ist b > a, so gilt für hinreichend großes n 
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2. Sind k und s fest gegeben, k reell, 0 < s < 1 , so existiert ein 
15, 15 > 0, derart, daß von einem gewissen Werte von r an stets 

gilt. 
Wäre k = 0 und die Summation ohne Auslassung des "Zentrums" 

von 0 bis oo erstreckt, so wäre die Summe > M (r). D. h: das "Zen
trum" der Reihe überwiegt sehr stark die beiden "Flügel". [1. dient 
zur Vorbereitung von 2.] 

68. Wenn für eine ganze Funktion irgendeine der drei Grenz
beziehungen 

( 1) log M (r) "'a r", (2) log 11 (r) = ar", (3) v (r) "' IX a r" 

gültig ist, dann gelten auch die beiden anderen (r-+ oo, a, IX positive 
Konstanten). [Formal ergibt sich (3) aus (2), wenn man beide Seiten 
von (2) differentiiert, vgl. 33.] - Ohne Regularitätsvoraussetzungen 
gelten 51, 54, 35, 60. 

69. Sind die Koeffizienten a0, av a2, . • • der in 67 erwähnten 
ganzen Funktion I (z) positiv und genügen sie den Ungleichungen 

so kann man 
1 nlog n 
ogan=- IX 

behaupten; genügen sie den Ungleichungen 

so kann man schärfer sogar auf 

schließen. 
70. · Man füge den Voraussetzungen von 67 hinzu, daß an?': 0 

für n = 0, 1, 2, ... sei. Dann ist für festes reelles k 

00 '1: nk anrn 
1. n=l 1 lm ---k--= . 

r-+ oo (IX ar") I (r) 

71. Unter den Voraussetzungen 67, 70 kann man die Limes-
beziehung 

log I (r) "' a r"' 
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"differentiieren", d. h. daraus 

f' (r) 
:.__ "" lX a yrx - 1 
f (r) 

schließen. 
72. (Verallgemeinerung von I 94.) Es sei 

b0 +b1 z+b2 z2 + ··· +bnz"+ ··· =f(z) 

eine stets konvergente Potenzreihe. Aus den drei Bedingungen 

bn > 0, n = 0, 1, 2, ... ; lim r-ßiogf(r) = b; lim ~nb = s 
r___:;,.+oo n->oon n 

(ß, b positive, k und s beliebige reelle Konstanten) folgt: 

73. Man zeige, daß für r--+ + oo 

. ~ 1 ( r )2 n v-2- ~ r2 n e' 
fo (tr) =...::.... II - "" ~...::.... -~~""---=. 

n=O n. n . . 2 :rrr n=O (2 n). f2:rrr 
(II 204.) 

74. Es seien a1 , a", ... , aP, bl> b2, . .. , bq reelle Konstanten, die 

von 0, - 1, - 2, - 3, ... verschieden sind, p < q, 

P (z) = (z + a1 - 1) (z + a2 -- 1) .. · (z + aP- 1), 

Q (z) = (z + b1 - 1) (z + b2 - 1) · · · (z + bq - 1) . 

Für unendlich wachsendes r, r > 0, ist die beständig konvergierende 

Potenzreihe 

P(1) P(1) P(2) 2 P(1) P(2) · · · P(n) n 

1 +Q(1)r+ Q(1)Q(2Yr + ... + Q(1)Q(2) ... Q(n) r + ... 

wobei l =~ q -- p, 11 = a1 -+- a2 + · · · + al' -· b1 -- b2 · - · · · -- bq gesetzt 

ist. [Man überzeuge sich, daß hieraus 73 nach Variablenvertauschung 

als Spezialfall folgt. Man verwende als "Vergleichsreihe" 
1 

zl zzl znl 1 T J 
1 + lT r + (2l)! r2 + ... + (n l)T rn + ... "' T elr 

75. Man gewinne die asymptotische Formel in 74, ohne 72 zu be

nutzen, auf Grund von I 94 und II 207. 
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76. Die Koeffizienten a0 , a1 , a2 , ••• , a,., ... der Potenzreihe 
a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + a,.z" + · · · seien sämtlich positiv und der Be
dingung 

unterworfen. (Sie ist z. B. für die Reihe 74 erfüllt.) Man beweise: 

1. Die Reihe stellt eine ganze Funktion von der Ordnung A. dar. 
2. Es ist v (r} ""' log fl (r} für r ~ oo . 
3. Die in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gezeichneten 

Punkte 

( __ l_ ap (r) + l rp (r) + l) 
,r::t:::\ , ( ) , l = - l' (r) , - '' (r) + 1, ... , - 1, 0, 1, 2, ... 
vv(r) fl1' 

streben in ihrer Gesamtheit gegen die Gaußsehe Fehlerkurve, d. h. es ist 

a . J + , ~ (r) + l _ ~ 
}~~ P,r fl,(r) =e 2.<, wenn 1. l 

lm-===X. 
r-+oo yv (r) 

Man zeichne die Rechtecke, deren Grundlinie die Länge v (r) - i 

hat und in der x-Achse liegt und deren Decklinie durch einen in 3. 
angegebenen Punkt halbiert wird; ihr Gesamtinhalt ist mit der Fläche 
der Gaußsehen Fehlerkurve zu vergleichen. 

2. Kapitel. 

Schlichte Abbildungen. 
77. Die ganze rationale Funktion 

z + a2 z2 + a3 z3 + · · · + a,.z" 

sei schlicht im Einheitskreis I z I< 1. Dann ist n I a,. I< 1. 
78. Bildet die Funktion w = I (z) den Einheitskreis I z I < 1 schlicht 

auf ein Gebiet ® ab und ist cp(w) schlicht in ®, dann ist rp[f(z)] 
schlicht in I z I< 1. 

79. Die Funktion I (z) sei schlicht im Einheitskreis I z I < 1, und 
es sei I (0) = 0. Dann ist auch die Funktion 

cp(z) = Yl(z2) =z l/l(z2) 
V z2 

schlicht in I z I< 1; hierbei ist ein bestimmter Zweig der Quadrat-
n--

wurzelzu nehmen. Ähnliches gilt für Yl (z"), n positiv ganz. 
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80. Die in 79 definierte Funktion g; {z) ist die allgemeinste un
gerade Funktion, welche eine schlichte Abbildung des Einheitskreises 
I z I< 1 vermittelt. Genauer: Wenn g; {z) eine ungerade, für I z I< 1 
schlichte Funktion ist, dann existiert eine für I z I < 1 schlichte Funk
tion f (z), aus welcher g; (z) auf die in 79 gesagte Weise hervorgeht. 

81. Die offene Kreisscheibe se sei eineindeutig und konform auf 
das Gebiet ® abgebildet; insbesondere sei die in se enthaltene konzen
trische Kreisscheibe f auf das Teilgebiet g von ® abgebildet. Die 
Flächeninhalte mit I seI, I ® I, I f I, I g I bezeichnet, ist 

~>1!1 
I 111 = Ir I 

Die Gleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn die Abbildung durch 
eine lineare ganze Funktion vermittelt wird. [III 124.1 

82. Die offene Kreisscheibe se sei eineindeutig und konform auf 
das Gebiet ® abgebildet; insbesondere sei der Mittelpunkt k von se in 
den Punkt g von ® übergeführt. Man bezeichne mit a2 das flächen
hafte Vergrößerungsverhältnis in k [III, S. 96], dann ist (Bezeichnungen 
wie in 81) 

Die Gleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn die Abbildung durch 
eine lineare ganze Funktion vermittelt wird. (Grenzfall von 81.) 

83. Das offene Ringgebiet ffi zwischen zwei konzentrischen Kreisen 
sei eineindeutig und konform auf das zweifach zusammenhängende 
Gebiet @5 abgebildet. Die kleinste offene Kreisscheibe, die ffi enthält, 
sei se; diejenigen Punkte von se, die ffi nicht angehören, erfüllen eine 
abgeschlossene Kreisscheibe f. Ähnlicherweise sei ® das kleinste ein
fach zusammenhängende Gebiet, das @5 enthält, und g die Menge sämt
licher Punkte von ®, die @5 nicht angehören (g ist abgeschlossen). 
Endlich seien eine in ffi verlaufende, mit f und S'e konzentrische Kreis
linie und ihre Bildkurve in @5 in demselben Sinne umlaufen. Dann 
besteht zwischen den Flächeninhalten die Beziehung 

~>Lru 
Jg I= lfl. 

Das Zeichen = gilt dann und nur dann, wenn die Abbildung durch 
eine lineare ganze Funktion vermittelt wird. (Verallgemeinerung von 
81. nicht etwa darin enthalten!) 
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84. Eine eineindeutige konforme Abbildung, die eine offene Kreis
scheibe mit Erhaltung des Mittelpunktes auf sich selbst abbildet, ist 
eine Drehung. [82.] 

85. Zwei durch je zwei konzentrische Kreise begrenzte offene 
Ringgebiete sollen denselben äußeren Rand besitzen, aufeinander ein
eindeutig und konform bezogen sein, ferner soll einer zu der Berandung 
konzentrischen Kreislinie des einen Gebietes eine im gleichen Sinne um
fahrene Kurve des anderen entsprechen. Dann sind die beiden Ring
gebiete identisch und die konforme Abbildung ist eine Drehung. [83.] 

86. Es gibt nicht zwei Funktionen w = f (z), die den Einheits
kreis I z I < 1 schlicht auf ein gegebenes Gebiet ® abbilden, wobei der 
Nullpunkt z = 0 in einen gegebenen Punkt w = w0 von® übergeht und 
/' (0) > 0 ist. 

87. Die einzigen Funktionen, welche den Einheitskreis I z I < 1 
auf sich selbst schlicht abbilden, sind die linearen Funktionen 

iiX z -- Zo I I e ---- -, IX reell, z0 < 1. 
1- Z0 Z 

88. Bei der durch die Formel 

1a--~-z = (/~v~:J2 

vermittelten Abbildung werden einem Punkt der z-Ebene im all· 
gemeinen zwei Punkte der w-Ebene zugeordnet. Welche z-Punkte bilden 
hiervon eine Ausnahme? (Es ist a = I a I ei "', 0 < I a I < 1, IX reell, 

dz 
ltll = 1 und 17 so bestimmt, daß a,-;; > 0 für w = 0.) Von dem (fest-

gewählten) Vorzeichen von ya ist die Abbildung unabhängig. 
89. Es sei ® ein einfach zusammenhängendes Gebiet in der 

z-Ebene, das den Punkt z = 0 enthält und im Kreise I z I< 1 enthalten 
ist. Es sei a der dem Punkt z = 0 nächstgelegene Randpunkt von 
®, I a I< 1; (gibt es mehrere solche, so wähle man etwa den vom 
kleinsten Arcus aus, 0 ~ arc a < 2 n). Mittels der Abbildung 88 ent
sprechen dem Gebiet ® zwei Gebiete in der w-Ebene, von denen das 
eine ®* den Punkt w = 0 enthält, das andere ®** nicht. ®* und 
®** besitzen keinen gemeinsamen Punkt, wohl aber mindestens einen 
gemeinsamen Randpunkt und liegen beide im Innern des Einheitskreises. 

Das durch 89 bestimmte Gebiet ®* heißt im folgenden das 
Koebesche Bildgebiet von ®. Es ist von Vorteil, ® und®* in der
selben Ebene zu deuten. ® und ®* entsprechen einander eineindeutig, 
mit Erhaltung des Nullpunktes und der Richtungen im Nullpunkt. 
Sowohl ® wie auch ®* ist ein echtes Teilgebiet des Einheitskreises. 
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90. Man untersuche das Koebesche Bildgebiet des "Schlitzge
bietes", das aus dem Kreis I z I < 1 durch Entfernung (Aufschlitzung) 
der Strecke a s z < 1 entsteht, 0 < a < 1; insbesondere finde man den 
dem Nullpunkt nächstgelegenen Randpunkt. 

91. Man untersuche das Koebesche Bildgebiet des Kreises 
I z I < a, 0 < a < 1 und finde den dem Nullpunkt nächstbenachbarten 
und den davon am weitesten entfernten Randpunkt. 

92. Jeder Punkt des Koebeschen Bildgebietes von® ist vom Null
punkt weiter entfernt als der ihm entsprechende Punkt von ® . 

93. Es heiße ®1 das Koebesche Bildgebiet von ®, ®2 das von 
®1 , ®3 das von ®2 , .... Es sei mit a bzw. mit a1 , a2 , a3 , ••• der dem 
Nullpunkt nächstbenachbarte Punkt von® bzw. von ®1 , ®2 , ®3 , .•. 

bezeichnet. Dann ist 

I a I < I al I < I a2\ < I aal < · · · · 

94. (Fortsetzung.) ® ist durch die Koebesche Abbildung auf 
®1 , ®1 auf ®2 , ••• , @11 _ 1 auf ®n eineindeutig und konform abgebildet; 
die hieraus resultierende Abbildung von ® auf ®n sei durch die ana
lytische Funktion ln (z) vermittelt (z durchläuft die Punkte von ®). 

Es ist ln(O) =0, 0</',,(0) < l:l; man drücke f'n(O) durch a, a1 , a2 , 

... , an_ 1 aus. 
95. Unter a, a1 , a2 , ... , an, ... die in 93 erwähnten Punkte 

verstanden, zeige man auf Grund von 94, daß 

limlanl=1. 
n_.oo 

96. (Fortsetzung von 93, 94.) Es existiert der Grenzwert 

lim ln (z) =I (z) 
n->- oo 

in jedem Punkte z von ®, und zwar ist die Konvergenz in jedem 
Innenbereich von ® gleichmäßig. Die Grenzfunktion I (z) bildet ® 
schlicht auf das Innere des Einheitskreises ab. [III 258.] 

Im folgenden [97-163] sei ® ein beliebiges, einfach zusammen
hängendes Gebiet in der z-Ebene mit mehr als einem Randpunkt, a ein 
beliebiger, im Endlichen gelegener Punkt von®. Der unendlich ferne 
Punkt kann innerer oder Randpunkt von ® sein. Wir bilden ® kon
form und schlicht auf das Innere eines Kreises in der w-Ebene ab, und 
zwar derart, daß der Punkt a in den Mittelpunkt des Kreises übergeht 
und das Vergrößerungsverhältnis in a [III, S. 96] gleich 1 ist. Der Radius 
dieses Bildkreises ist durch das Gebiet ® und den "Aufpunkt" a ein
deutig bestimmt. Wir nennen ihn den inneren Radius von ® in bezug 
auf a, und seine Länge bezeichnen wir mit ra. Es gibt [96] eine ein-
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deutig bestimmte [86] Funktion w = f (a; z) = f (z) , welche diese Ab
bildung vermittelt, d. h. @ auf das Kreisinnere I w I< ra schlicht ab
bildet und in der Umgebung von a eine Entwicklung von der Form 

(*) w = f (z) = z -- a + c2 (z ·-- a) 2 + c3 (z -- a) 3 + · · · 
besitzt. Wir nennen (*) die zu dem Aufpunkt a gehörige normierte Ab
bildungs/unktion. Unter dem inneren Radius einer geschlossenen, doppel
punktlosen, stetigen Kurve L (in bezugauf einen darin liegenden Punkt) 
verstehen wir den inneren Radius des Innengebietes von L. 

@ sei jetzt ein einfach zusammenhängendes Gebiet der z-Ebene, 
dem der unendlich ferne Punkt z = oo angehört. Das Komplement 
von @ ist dann ein abgeschlossener, ganz im Endlichen gelegener Be
reich )8 . Den äußeren Radius von )8 definieren wir folgendermaßen: 
Wir bilden @ konform und schlicht auf das Äußere eines Kreises in 
der w- Ebene ab, und zwar derart, daß der unendlich ferne Punkt in 
sich übergeht und der Betrag der Ableitung der Abbildungsfunktion 
für z = oo (Vergrößerungsverhältnis im unendlich fernen Punkt) gleich 1 
ist. Der Radius dieses Kreises ist durch das Gebiet @ eindeutig be
stimmt. Wir nennen ihn den äußeren Radius von )8 und seine Länge 
bezeichnen wir mit r. Es gibt eine eindeutig bestimmte Funktion 
w = f (z), welche diese Abbildung vermittelt, d. h. @ auf das Kreis
äußere I w I> r ~chlicht abbildet und in der Umgebung des unendlich 
fernen Punktes eine Entwicklung von der Form 

(**) 
c1 c2 Cn 

w = f (z) = z + c0 + - + - + · · · +- + · · · z z2 zn 

besitzt. Wir nennen (**) die zu dem unendlich fernen Punkt als Auf
punkt gehörige normierte Abbildungs/unktion. Unter dem äußeren Radius 
einer stetigen Kurve L, die teilweise oder auch ganz schlitzartig sein 
kann, verstehen wir den äußeren Radius des abgeschlossenen Inneren 
von L . Das vorhin mit @ bezeichnete Gebiet ist in diesem Falle das 
Äußere von L bzw. die längs L aufgeschlitzte Vollebene, wenn L ein 
Kurvenstück ist 1). 

Bei der Abbildung des Inneren (oder Äußeren) einer geschlossenen, 
doppelpunktlosen, stetigen Kurve L auf das Innere (bzw. Äußere) eines 
Kreises wird das abgeschlossene Innere (Äußere) von L eineindeutig 
und stetig auf das abgeschlossene Kreisinnere (Kreisäußere) bezogen. 
(Vgl. C. Carathiodory, Math. Ann. Bd. 73, S. 314-320, 1913.) 

97. Man berechne den inneren Radius ra. und den äußeren 
Radius r der Kreislinie I z I = e' e > 0' I a I < (]. 

1) Genauer ausgedrückt ist hier eine stetige Kurve L von folgender Art 
gemeint: Derjenige einfach zusammenhängende Teil des Komplementes von L, 
der den unendlich fernen Punkt enthält (d. h. ~), besitzt einen Rand, der voll
ständig mit L übereinstimmt. Vgl. z. B. 101, 105. 

P 6 l y a · S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 2 
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98. Man berechne den inneren Radiusrades Kreisäußeren I z I>(!' 
a endlich, I a I > (!, und den Grenzwert lim ra. 

a-+ oo 

99. Man berechne ra für das Winkelgebiet 0 < arc z < {}0 , 

0<#0 ~2:n:. 
100. Bei Ähnlichkeitstransformationen z' = hz + k mit einem von 

Null verschiedenen Vergrößerungsverhältnis I h I wird der innere bzw. 
äußere Radius in dem Verhältnis 1: I h I vergrößert. D. h. wenn das 
Gebiet ® in®', der im Endlichen gelegene Aufpunkt a in a' = ha + k 
übergeht, dann besteht zwischen dem inneren Radius ra' von ®' in 
bezug auf a' und dem inneren Radius r a von @ in bezug auf a die 
folgende Beziehung: 

ra•= \h\ra. 
Ähnliches gilt für den äußeren Radius. 

101. Der äußere Radius einer Strecke von der Länge l ist 

102. Der äußere Radius einer Ellipse, deren Achsen zusammen 
die Länge l haben, ist 

- l 
r=4. 

103. Man berechne den inneren Radius einer offenen Halbebene 
in bezug auf einen darinliegenden Punkt, dessen Abstand vom Rande d 
beträgt. 

104. Es sei ra der innere Radius eines Gebietes@ der z-Ebene, 
und die schlichte Abbildung 

z'- b = y(z- a) + y2 (z- a) 2 + · · · 
führe@ in ein Gebiet @' der z'- Ebene über. Wenn r~ den inneren Radius 
des Gebiets (Sj' in bezug auf den Aufpunkt z' = b bedeutet, dann ist 

r~=lr\ra. 

Ähnliches gilt für den äußeren Radius bei schlichten Abbildungen 
der Form 

1 + J'1 t J'2 z = yz )' +-- - + · · · . o z z2 

105. Man berechne den äußeren Radius r der Kurve, welche aus 
der Kreislinie I z I = 1 durch Hinzufügen der beiden reellen Strecken 
1 < z -s:=: a1 , - a2 :S; z < - 1 entsteht; a1 > 1 , a2 > 1 . 

106. Man berechne den inneren Radius eines unendlichen Parallel
streifens von der Breite D in bezug auf einen darinliegenden Punkt, 
dessen kürzester Abstand vom Rande d beträgt, 2d ~::,;; D. 
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107. Es sei a ein beliebiger endlicher Punkt des Gebietes @ der 

z-Ebene. Die lineare gebrochene Transformation z' = ~1- führt @ 
z-a 

in ein den unendlich fernen Punkt enthaltendes Gebiet @' über. Der 
innere Radius von @ in bezug auf a ist gleich dem reziproken Wert 
des äußeren Radius des Komplements von @'. 

108. Man betrachte das Gebiet @, welches aus dem Einheitskreis 
I z I < 1 durch Entfernen der beiden reellen Strecken b1 :;:;:; z < 1 , 
- 1 < z S:- b2 entsteht, 0 < b1 < 1, 0 < b2 < 1. Man berechne den 
inneren Radius von @ in bezug auf den Nullpunkt. 

109. Die Ungleichungen 

bestimmen ein Kreisbogenzweieck K in der z-Ebene; seine Ecken liegen 
in z1 und z2, und seine Seiten schließen miteinander den Winkel ß 2 - ß1 

ein. Wie groß ist der äußere Radius von K? Man beachte die Spezial-
:rr 

fälleß1 +ß2 =2:rr; ß 1 ={f2 ; 7'}1 = 0 ,ß2 =:rr. 
"" 

110. Es seien a und b Punkte des Gebietes@, I (z) bezeichne die 
zu b als Aufpunkt gehörige normierte Abbildungsfunktion. Dann ist 

r~ -- I I (a) J2 
ra= ruJf'(a)J 

111. Man berechne die normierte Abbildungsfunktion der längs 
der reellen Strecke l < z < + oo aufgeschlitzten Vollebene in bezug auf 
den Nullpunkt und verfolge die Änderung des inneren Radius r a, wenn 
a sämtliche reelle Werte von - oo bis t durchläuft. 

112. Es seiLeine analytische Kurve. (D. h. die zu einem beliebigen 
inneren Punkt von L gehörige normierte Abbildungsfunktion sei fort
setzbar über L hinaus und verschiedenwertig auf L .) Konvergiert der 
im Innern- von L gelegene Aufpunkt a gegen einen Punkt von L, 
dann konvergiert der innere Radius ra gegen 0 . 

113. Es sei a ein solcher Punkt des Gebietes @, daß in a ein 
relatives Maximum des inneren Radius ra eintritt. Die zu a gehörige 
normierte Abbildungsfunktion 

I (z) = z- a + c2 (z - a)2 + c3 (z- a) 3 + · · · 

ist dann so beschaffen, daß c2 = 0 ist. 
114. Welches ist der geometrische Ort derjenigen Punkte a der 

oberen Halbebene Sz > 0, in bezug auf welche der innere Radius ra 
von 3 z > 0 konstant ist? 

2* 
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115. Es sei @ ein endliches Gebiet in der z-Ebene, a ein be
liebiger Punkt von@, n eine positive ganze Zahl. Vermöge der Trans-

formation z' = yz- a entspricht @ ein in bezug auf den Nullpunkt 
"n-fach symmetrisches" Gebiet®'. Ein Punkt z' gehört dann und nur 
dann @'an, wenn z'n + a ein Punkt von@ ist. Zwischen dem inneren 
Radius ra von@ in bezug auf a und r0 von@' in bezug auf z' = 0 be
steht dann die Beziehung 

Ähnliches gilt für den äußeren Radius bei der Transformation z' = yz, 
wenn der Nullpunkt zum Komplement von @gehört. 

116. Es sei n positiv ganz. Man schlitze die Vollebene längs der 
n Halbstrahlen 

2:ny 
arcz=--, 

n 
Y=1,2, ... ,n 

auf und berechne ra für das so entstandene Schlitzgebiet. Welchem 
n 

Grenzwerte strebt ra zu, wenn sich a längs der Strecke 0 <I z I< ft. 
arcz = 2 :n ~ dem Schlitzendpunkt nähert? 

n 
117. Man berechne den äußeren Radius des Schlitzgebietes, dessen 

Randdie beidenStrecken -tX<z<IX, -ß<iz-;?_ß sind; IX>O, ß>O. 
118. Es sei@ ein beliebiges Gebiet in der z-Ebene, a ein endlicher 

Punkt von @ . Die zu a gehörige normierte Abbildungsfunktion I (z) 
und der innere Radius ra haben folgende Minimumeigenschaft: Unter 
allen Funktionen der Form 

F (z) = z- a + d2 (z - a)2 + d3 (z - a) 3 + · · ·, 
welche in @ regulär sind, besitzt f (z) den kleinstmöglichen Maximal
betrag in@; dieses "minimum maximorum" ist gleich ra. Genauer: 
Ist M die obere Grenze von I F (z) I in @ , dann ist 

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn F (z) = I (z) ist. 
Ähnliches gilt in dem Falle, wo ~ den unendlich fernen Punkt 

enthält, für die zu dem unendlich fernen Punkt als Aufpunkt gehörige 
Abbildungsfunktion und für den äußeren Radius des Komplements 
von@: die Kreisabbildung ist durch ein "maximum minimorum" aus
gezeichnet. 

119. Es sei @ ein in bezug auf die reelle Achse symmetrisches 
Gebiet, a reell. Dann hat die Potenzreihenentwicklung der zu a ge
hörigen normierten Abbildungsfunktion nach Potenzen von z - a 
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lauter reelle Koeffizienten. Ähnliches gilt für die zu dem unendlich 
fernen Punkt als Aufpunkt gehörige normierte Abbildungsfunktion, 
wenn @ den unendlich fernen Punkt enthält. 

120. Es sei @ ein in bezug auf den Nullpunkt symmetrisches Ge
biet. Dann enthält die Potenzreihenentwicklung der zu dem Nullpunkt 
gehörigen normierten Abbildungsfunktion nur die ungeraden Potenzen 
von z. Ähnliches gilt für die zu dem unendlich fernen Punkt als Auf
punkt gehörige normierte Abbildungsfunktion, wenn @ den unendlich 
fernen Punkt enthält. 

121. Es sei @* ein echtes Teilgebiet von @, Ya und r; seien 
bzw. die inneren Radien von @ und @* in bezug auf einen und 
denselben Punkt von @*. Dann ist 

r! < Ya. 

Ähnliches gilt für den äußeren Radius. 
122. Es sei @ ein beliebiges Gebiet, a ein endlicher Punkt von @ 

und r bzw. R seien die Radien der größten bzw. kleinsten offenen 
Kreisscheibe um a, die (SJ angehört bzw. @ enthält. Es ist r > 0, 
R ~ r, R endlich oder unendlich; ferner ist 

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn @ eme offene Kreis
scheibe ist. 

123. Das Gebiet 0J soll den unendlich fernen Punkt enthalten, 
und b sei ein Punkt des Komplements j8 von @. Wir bezeichnen 
mit r bzw. R den 'Radius der größten abgeschlossenen Kreisscheibe 
um b, die j8 angehört bzw. der kleinsten, die j8 enthält. Es ist 
r ~ 0 , R ::=::: r, R endlich; ferner ist 

r<r<?R. 

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn j8 eme abgeschlossene 
Kreisscheibe ist. 

124. Die geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve L habe 
die Länge l. Wenn a einen beliebigen Punkt im Inneren von L be
zeichnet, dann ist 

2nra<l. 

Das Gleichheitszeichen gilt nur für Kreislinien vom Mittelpunkt a. 
Ähnliches gilt für den äußeren Radius. 

125. Das Gebiet @ habe den inneren Inhalt I@ Ii, und a sei ein 
beliebiger endlicher Punkt von @. Dann ist 

I@ li2: nr~. 
Das Zeichen gilt nur für die Kreisscheibe I z - a I < r a . 
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126. Das Komplement ~ des den unendlich fernen Punkt ent
haltenden Gebietes @ habe den äußeren Inhalt I~ 1.. Dann ·ist 

I~ l.<nr2. 

Das Gleichheitszeichen gilt ·nur dann, wenn 58 eine Kreisscheibe ist. 
127. Die geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve L habe den 

äußeren Radiusrund (in bezug auf einen beliebigen inneren Punkt a) 
den inneren Radius r a . Dann ist 

= gilt dann und nur dann, wenn L eine Kreislinie ist und a im Mittel
punkt von L liegt. 

128. Es sei L eine geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve, 
welche den Nullpunkt enthält, r der äußere Radius von L, r0 der 
innere Radius von L in bezug auf den Nullpunkt. Es sei P(z) ein 
Polynom, dessen niedrigstes Glied akz" und höchstes Glied anzn ist, 
P(z) = akzk + ak+lzk+ 1 + · · · + anzn, und M bezeichne das Maximum 
von I P (z) I, während z die Kurve L durchläuft. Dann ist 

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn L eine Kreislinie um den 
Nullpunkt als Mittelpunkt und das fragliche Polynom eine Potenz von z 
ist, multipliziert mit einer Konstanten. 

129. Die Funktion f (z) sei regulär und von positivem Realteil im 
Inneren der geschlossenen, doppelpunktlosen, stetigen Kurve L und stetig 
im abgeschlossenen Inneren von L . Wenn der Realteil vdn f (z) auf einem 
Bogen L' von L verschwindet, dann ändert sich darauf der Imaginär
teil von f (z) stets in demselben Sinne, und zwar abnehmend, wenn z 
den Bogen L' im positiven Sinne durchläuft. [III 233.] 

130. Man bilde den Streifen 0 < ~ z < D so auf den Kreis I w I < 1 
ab, daß der Punkt z = i dem Kreismittelpunkt w = 0 entspricht (D > 1). 
Wie groß ist der Bogen auf dem Kreisrand I w I = 1 , der bei dieser Ab
bildung der reellen Achse ~ z = 0 entspricht? (Für D = 2 und D = oo 
klar.) Wie verändert sich der fragliche Bogen, wenn D wächst? 

131. Zwei geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurven L1 und L2 

sollen eine endliche Anzahl von gemeinsamen Bögen haben, und es 
soll das Innere von L1 im Innern von L2 enthalten sein. (L1 besteht 
aus einer geraden Anzahl von Bögen, die abwechselnd im Innern und 
am Rand des von L2 umschlossenen Gebietes verlaufen.) 

Man bilde zuerst das Innere von L1 , dann das Innere von L2 auf 
das Innere eines und desselben Kreises ab, so daß beidemal derselbe 
Punkt 0 im Innern von L1 in den Kreismittelpunkt übergeht. Beide 
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Abbildungen ordnen den einzelnen Stücken von L1 und L2 ganz be
stimmte Kreisbögen als Bilder zu. [S. 17.] 

Man beweise, daß die Länge des Bildes irgend eines gemeinsamen 
Bogens von L1 und L2 bei der Abbildung des (von L1 umgrenzten) 
kleineren Gebietes kleiner ausfällt als bei der Abbildung des (von L 2 

umgrenzten) größeren Gebietes. Beispiel: 130. [129.] 
132. Man suche eine elektrostatische Interpretation von 131. 
133. Zwei geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurven L1 und L2 

sollen nur endlich viele gemeinsame Punkte besitzen, die beiden von 
ihnen umschlossenen Gebiete sollen ein gemeinsames Teilgebiet :t haben. 
Ein Punkt von % sei mit 0, und derjenige zusammenhängende Teil 
von :t, der 0 enthält, mit%* bezeichnet. Solche Bögen von L1 und L 2 , 

die zum Rand von %* gehören, heißen von 0 aus "sichtbar", solche, 
die nicht dazu gehören, heißen "verdeckt". (Die Bezeichnungen "sicht
bar" und "verdeckt" haben ihre gewöhnliche Bedeutung, wenn L1 und L 2 

in bezug auf 0 sternförmig sind.) 
Man bilde zuerst das Innere von Lv dann das Innere von L2 auf 

das Innere des Einheitskreises ab, und zwar soll beidemal der Kreis
mittelpunkt das Bild von 0 sein. Die Bilder der "sichtbaren" Teile 
von L 1 nehmen einen größeren Prozentsatz des Kreisrandes ein, als 
die Bilder der "verdeckten" Teile von L2• (Zur Veranschaulichung 
denke man sich L2 als Kreis mit 0 als Mittelpunkt.) [131.] 

134. Es sei jß ein Bereich, ' ein innerer Punkt von jß, und ffi die 
Ges.amtheit derjenigen Randpunkte von jß, deren Abstand von ' nicht 
mehr als e beträgt. Diejenigen auf der Kreislinie vom Radius e und 
dem Mittelpunkte ' liegenden Bögen, die nicht zu jß gehören, sollen 
die Gesamtlänge e [J haben. 

Die Funktion f(z) sei regulär und eindeutig im Innern, stetig auf 
dem Rande von jß, und zwar soll I f(z) I < a in den Punkten von 
ffi, I f (z) I < A in den übrigen Randpunkten von jß gelten, a < A. 
Dann ist 

(Schärfer als III 276.) 

135. Das in der z-Ebene gelegene, einfach zusammenhängende Ge-
biet ®n sei folgenden Bedingungen unterworfen: 

1. ®n ist enthalten im Kreis I z I < a, a > 1. 
2. ®n enthält den Kreis ] z I < 1. 
3. ß)n enthält den durch die Beziehungen 

] z I= 1, - 1Xn < arcz < 1Xn 

abgegrenzten Bogen; 0 < cx < n. 
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4. Der zu dem unter 3. erwähnte, komplementäre Bogen auf 
der Peripherie des Einheitskreises, für den 

1 z i = 1 , ~n < arcz < 2 :n - ~n 

gilt, gehört zum Rande von ®n· 
Es sei ®n mittels w = fn(z) eineindeutig und konform auf den 

Einheitskreis.l w I < 1 abgebildet, und zwar sei fn(O) = 0, f~(O) > 0. 
Wird mit wachsendem n der Einheitskreis von ®n nach und nach 

abgeschnürt, d. h. ist lim ~n = 0, dann ist 
n-->- oo 

lim fn(Z) = Z, 
n-+ oo 

unabhängig davon, wie sich der vom Einheitskreis abgeschnürte Teil 
von @11 für großes n verhält. [Methode III 335.] 

136. Die Funktion 

) bl b2 
w = g (z = z + b0 +-+- + · · · z z2 

sei regulär für I z I > 1, und bilde dieses Gebiet (das Äußere des Ein
heitskreises) schlicht auf ein den unendlich fernen Punkt enthaltendes 
Gebiet ® ab. Es ist dann 

I b1 12 + zl b2l2 + 3 I b3 12 + · · · ~ 1 . 

Man hat insbesondere I b1 l < 1 und in dieser letzten Ungleichheit gilt 
dann und nur dann das Zeichen =, wenn® die längs einer Stre-:ke 
von der Länge 4 aufgeschlitzte Vollebene ist. 

137. (Fortsetzung.) Es ist für I z I > 1 

1 I g' (z) I< 1 

1- JZl2 

Das Zeichen = tritt in dem Punkt .!1_ , I E I = 1 , (} > 1 dann und nur 
dann ein, wenn g(z) die Form hat: E 

1 ( 1) 1 g(z)=z+bo--; Q-e QEz-1. 

Wie ist in diesem Falle das Bildgebiet beschaffen? 

Bei der Abbildung in 136 haben sämtliche Kurven in der w-Ebene, 
die den konzentrischen Kreisen vom Radius > 1 um den Nullpunkt 
z = 0 entsprechen, die sog. Niveaukurven (Kreisbilder), den gleichen 
konformen Schwerpunkt b0 [III 129]. Wir wollen b0 den konformen 
Schwerpunkt des Gebietes ® nennen. 
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138. Das einfach zusammenhängende Gebiet ® enthalte den un
endlich fernen Punkt und sei symmetrisch in bezug auf einen Punkt P. 
Dann ist P der konforme Schwerpunkt von ® . 

139. (Fortsetzung von 136.) Wenn das Gebiet ® den Nullpunkt 
nicht enthält, dann liegt der konforme Schwerpunkt von ® innerhalb 
des Kreises, der um den Nullpunkt mit dem Radius 2 gezeichnet ist. 
D.h. 

= gilt hier dann und nur dann, wenn® die längs einer vom Nullpunkt 
ausgehenden Strecke von der Länge 4 aufgeschlitzte Vollebene ist. 
[Man wende 136 auf fg(z2) an.] 

140. (Fortsetzung.) Die Entfernung d eines beliebigen Randpunktes 
von ® vom konformen Schwerpunkt von ® ist höchstens 2. Es ist 
sogar d < 2, wenn nicht die in 136 erwähnte spezielle Abbildung vorliegt. 

141. (Fortsetzung.) Die Maximaldistanz D der Randpunkte von 
® (Durchmesser des Randes von ®) liegt zwischen den Grenzen 2 und 
4, d. h. 

= gilt bei der unteren Abschätzung nur dann, wenn @ das Äußere 
eines Kreises vom Radius 1, bei der oberen Abschätzung nur dann, 
wenn @ das Schlitzgebiet in 136 ist. 

142. Unter allen stetigen Kurvenstücken, die zwei feste Punkte 
miteinander verbinden, hat die Gerade den kleinsten äußeren Radius. 

143. Das Gebiet @ in 136 habe den konformen Schwerpunkt 0. 
Dann ist 

1 
I g (z) I < I z I + TzT , lzl > 1. 

Das Zeichen = gilt nur bei der Abbildung w = z + ei!X , 1X. reell. 
z 

144. (Fortsetzung.) Bei der in Rede stehenden Abbildung kann 

kein Punkt z um mehr als I ~I aus seiner ursprünglichen Lage ver

schoben werden. D. h. 

3 I g (z) - z I < -fZT , I zl > 1. 

145. Man untersuche die Verschiebung [144] bei der Abbildung 
des Kreisäußern auf ein spezielles Schlitzgebiet; dies ist berandet von 
der hufeisenförmigen Kurve, die, aus drei geradlinigen Stücken bestehend, 
die vier Punkte 

a+i~. -a+i~, -a-i~, a_:_i~ 
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in dieser Reihenfolge verbindet; a > 0, J > 0. Man beachte insbeson
dere den Fall, in dem a gegen 2, J gegen 0 konvergiert, und zeige 
an der Hand dieses Beispiels, daß die Konstante 3 in 144 durch keine 
kleinere ersetzt werden kann. 

146. Die Funktion 

f (z) = z + a2 z2 + a3 z3 + · · · 

sei regulär und schlicht im Einheitskreis I z I < 1 . Dann ist 

la2l ~2; 

gilt nur für Funktionen von der Form 

z 
f (z) = (1+ e(~ z)il , <X reell. (111.) 

[Man wende 139 auf (/(z- 1))-1 an.] 
147. Die Funktion 

sei schlicht im Kreisinnern I z I< R. Wenn das Bildgebiet @ in der 
w-Ebene den Punkt w = oo nicht enthält, dann enthält es vollständig 

die offene Kreisscheibe I w I< :. Mit anderen Worten, wenn d die 

kleinste Distanz des Randes von@ vom Nullpunkt w = 0 bezeichnet, 

dann ist d 2'" : . Es ist sogar d > ~ , wenn @ nicht die längs der 

Strecke arc w = konst., :~I w I< + oo aufgeschlitzte Vollebene ist. 

[Man wende 146 auf 1 _ ~ ~~ f (Z) an, wo h ein Randpunkt von @ ist.] 

148. Es gilt folgende Verschärfung von 147: Die kürzeste Rand 
distanz d genilgt der Ungleichung 

R 
d>--

=la21+2' 

(Vgl. 146.) Gleichheitszeichen wie in 147. 
149. (Fortsetzung von 147.) Wir bezeichnen die Verbindungsstrecke 

von zwei Randpunkten von@ als eine Hauptsehne von@, wenn sie durch 
den Nullpunkt hindurchgeht. Jede Hauptsehne von@ hat mindestens die 
LängeR. Der äußerste Fall tritt dann und nur dann ein, wenn (clj die 

längs der beiden Strecken w =±I w I eia, <X reell, ~ :C::: I w I< + oo aufge
schlitzte Vollebene ist. (116.) 
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150. (Fortsetzung von 146.) Im Einheitskreis I z I< 1 gilt die Un
gleichung 

II !_:=-_1~1~ f"(z)- z I< 2· 
2 f'(z) I o= ' 

=gilt nur, wenn das Bildgebiet die geradlinig aufgeschlitzte Ebene 
ist. [Man transformiere den Einheitskreis derart in sich, daß ein be
liebiger fester Punkt z0 , \ z0 I < 1 , in den Nullpunkt übergeht, und 
wende dann 146 an.] 

151. (Koebescher Verzerrungssatz.) Die Funktion 

sei regulär und schlicht im Einheitskreis I z I < 1 ; es sei ferner r eine 
positive Zahl, r < 1 . Dann gelten in der Kreisscheibe I z [-s r die Un
gleichungen 

Das Gleichheitszeichen kann nur bei den Abbildungen 

eintreten. [150.] 
152. (Fortsetzung.) In der Kreisscheibe I z I< r gilt 

r r 
0 + rf2 -s I I (z) I ~ (1 - rfi . 

Gleichheitszeichen wie in 151. 
153. Es gilt folgende Verschärfung von 152: Für I z I -:5: r ist 

Gleichheitszeichen wie in 151. (Verallgemeinerung von 148.) [Vgl. 
Lösung 148, ferner 143.] 

154. Für ungerade Funktionen I (z) = -I (- z) kann 152 folgender
maßen verschärft werden: 

Das Gleichheitszeichen gilt nur für f (z) = - -z_ - . 
1- z2 
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155. (Fortsetzung.) Es ist 

[Der Inhalt des Bildes von I z I:::;: e < r ist :::;: TC Max /I (z) 12, I z I< e; 
III 128.] 

156. (Fortsetzung von 152.) Es sei n eine positive ganze Zahl. 
Es gibt eine Funktion Wn (r) von n und r allein, 0 < r < 1 , so be
schaffen, daß für jede in 151 erwähnte Funktion f (z) in der Kreisscheibe 
I z I < r die Ungleichung 

/f(n) (z) / S: Wn (r) 
gilt. 

157. (Fortsetzung.) Es sei n eine positive ganze Zahl, n > 2. Es 
gibt eine nur von n abhängende Konstante wn, so beschaffen, daß für 
jede in 151 erwähnte Funktion I (z) die Ungleichung 

/an/ S: Wn 

gilt. Es sei Wn die kleinste Konstante dieser Art; dann ist 

_ 1 (n + 1)n+1 1 
Wn ~4 {n-=-1}n. i ). 

158. (Fortsetzung.) Es ist 
2n 

- 1- (!I (reiD) / d ß S: _ _!'__ . 
2no~ 1-r 

0 

159. (Fortsetzung.) Es ist (Verschärfung von 157) 

n<wn < en. 

160. Die Abschätzung von 146 kann man für Funktionen 

l(z) =z+a2 z2 +a3 z3 + ··· +anzn+ ···, 

[155.] 

die im Einheitskreis I z I < 1 schlicht und dem Betrage nach kleiner als 
M bleiben, folgendermaßen verschärfen: Es ist M ~ 1 ( = nur für 
l(z) = z) und 

/a2 1~2(1- !)· 
Wann tritt das Gleichheitszeichen ein? [Man wende 146 auf 

------c-'-l.:__(z),_ an ] 
[1 +ei"M-ll(z)]2 . 

2 
1) Diese Schranke ist kleiner als ~ ng. 

4 
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161. Die Funktion 

l(z)=z+a2 z2 +a3 z3 + ··· +anzn+ ··· 

sei regulär im Einheitskreis I z I < 1 und bilde diesen auf ein Gebiet ab, 
welches in bezug auf den Nullpunkt sternlörmig ist [III 109]. Dann ist 

n=2,3,4, .... 

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn 

z 
I (z) = ( 1 _ eitx z) 2 , <X reell. 

162. Die Funktion 

I (z) = z + a2 z2 + a3 z3 + · · · + an zn + · · · 
sei regulär im Einheitskreis I z I < 1 und bilde diesen auf ein konvexes 
Gebiet ab [III 108]. Dann ist 

1 an 1 ~ 1, n = 2, 3, 4, .... 

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn 

z 
f(z)=1-ei"'z; 

das Bildgebiet ist dann eine den Nullpunkt enthaltende Halbebene, 
deren Begrenzungsgerade vom Nullpunkt den Abstand -! besitzt. 

163. Wenn die Funktion f (z) im Einheitskreis I z I < 1 regulär und 
schlicht ist, dann ist das Bild der Kreisscheibe I z I< rein konvexes Gebiet, 
sofern r:::; 2 - i3 0,26 . . . . Diese Zahl (Rundungsschranke) kann 
durch keine kleinere ersetzt werden. 

3. Kapitel. 

Vermischte Aufgaben. 
164. Wenn die Funktion l(z) im Streifen O~ffiz:::;n regulär, ein

deutig und beschränkt ist und daselbst in den Punkten z1 , z2 , z3 , ... , 

Zn, ... (Zn= Xn + iy") verschwindet, dann ist entweder die Reihe mit 
positiven Gliedern 

konvergent, oder es ist I (z) identisch = 0. [III 297.] 
165. Von dem Koeffizienten 11 (z) der linearen homogenen Differen

tialgleichung 

y(n) + ll(z)y(n- 1) + 12(z)y(n- 2) + ·· · + .fn(z)y = 0 
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sei vorausgesetzt, daß er eine ganze Funktion ist. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, daß das allgemeine Integral dieser 
Gleichung eine ganze Funktion sei, besteht darin, daß auch die übrigen 
Koeffizienten /2 (z), /3 (z) , .... f,. (z) ganze Funktionen sind. 

166. Die Funktion w = rp (z) sei regulär (eventuell mehrdeutig) 
im Ringgebiet 0 < I z I < e, e > 0, und genüge dort identisch einer 
Gleichung der Form 

F0 (z)w1 +F1 (z)ui- 1 + ··· +F1_dz)w+F1(z) =0, 

wo F 0 (z) , F 1 (z) , ... , F1_ dz), F1 (z) in einer Umgebung des Punktes z = 0 
regulär sind. Gibt es eine Potenzreihe c0 + c1 z + c2 z2 + · · · , so be
schaffen, daß die Funktion ( rp (z) - c0 - c1 z - c2 z2 -- ... -- cn __ 1 z" - 1) z-" 
für unendlich viele Werte von n in der Umgebung von z = 0 beschränkt 
bleibt, dann ist cp (z) regulär in der Umgebung von z = 0, und es 
ist g;(z) =c0 +c1 z+c2z2+ ... +cnz"+ .... 

167. Die Funktion f(z) sei regulär und eindeutig für R s I z I< oo, 
R > 0 . Dann gibt es eine ganze Zahl p > 0, eine ganze Funktion G (z) 
und eine für I z I ~ R konvergente Potenzreihe 

() C-1 c_2 C-3 
VJZ =--+---+-+···, 

z z2 z3 

so daß für R :<=: I z I < oo 
f (z) = z -1' G (z) e'l' <zl 

gilt. Würde man gleichzeitig in der Voraussetzung und Folgerung die 
Ungleichung R;::;; I z I< oo durch die Ungleichung R < I z I < oo ersetzen, 
so würde ein falscher Satz entstehen. 

168. Es sei f (z) = I (x + i y) eine meromorphe periodische Funktion 
von der Periode 2 :n, die im Streifen 0 < ffi z < 2 :n nur eine endliche 
Anzahl Nullstellen und Pole hat. Man bezeichne mit M (y) das Maximum, 
mit p (y) das Minimum von lf(x + iy) [für O~x~2:n. Ist bekannt, daß 

. loglogM(y) .. loglog,u(y) 
hm sup < 1 oder daß- hm mf ------ > - 1 , 
1111-looeX> IYI ly!->-oo IYI 

so ist l(z) sicherlich eine rationale Funktion von &z. 
169. Es sei f (z) eine analytische Funktion, z = x + i y, und das 

Quadrat des absoluten Betrages von I (z) 

I f (z) 12 ;--= rp (x' y) 

sei eine algebraische Funktion der reellen Variablen x und y. Dann ist 
die Funktion f (z) selbst eine algebraische Funktion von z. 

170. Es gibt keine längs der reellen Achse reguläre analytische 
Funktion, die für reelle Werte der Variablen jeden Wert im Innern 
eines festen Kreises annimmt. Kurz gefaßt: Es gibt keine analytische 
Peano-Kurvc. 
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171. Man suchen+ 1 analytische Funktionenl1 (z), l 2(z), ... , fn(Z), l(z), 
die sich nicht bloß um konstante Faktoren voneinander unterscheiden, 
m emem Bereiche )8 regulär sind und für welche daselbst 

I /1 (z) I + I /2 (z) I + · · · + i ln (z) I = I t (z) I 
gilt. 

172. Man suche zwei nicht konstante analytische Funktionen I (z) 
und g (z) , die in einem Bereiche )8 regulär sind und für welche daselbst 

I g (z) I= ffil(z) 
gilt. [III 58.] 

173. Man sagt, daß zwei ganze Funktionen I (z) und g (z) dieselben 
a-Stellen besitzen, ·wenn beide Funktionen 

f(z) - a 
---
g(z)- a 

und 
g(z)- a 
----
1 (z)- a 

ganz sind. 
Man suche zwei voneinander verschiedene ganze Funktionen, die 

dieselben a-, b- und c-Stellen besitzen. (Natürlich ist b 'f c, c t a, a i b 
gefordert.) 

174. Gibt es eine ganze Funktion G (z), die den Gleichungen 

G (0) = a0 , G'(1) = a1 , G"(2) = a2 , 

genügt, wenn die Zahlenfolge a0 , a1 , a2 , .•• willkürlich vorgelegt ist? 
(Für die analoge Interpolationsaufgabe für Polynome vgl. VI 75, 
VI 76.) 

Will man den Satz, daß eine im Bereiche )8 reguläre und eindeutige 
Funktion I (z) das Maximum ihres absoluten Betrages an der Begrenzungs
linie L des Bereiches )8 annimmt, direkt aus dem Cauchyschen Satz 

f (z) = ~1-. j, _I (C) d C, z im Innern von L , 
2nzJ c--z 

L 

ableiten, so kann man folgendermaßen schließen: Es sei I f ( C) I ~ M 
auf L , dann ist 

M {/ d( I I/ (z) I~::: 2n. 7;.:_--; =KM, 
L 

wobei die Konstante K nur von der Kurve L und von der Lage von z, 
nicht aber von der speziellen Wahl der Funktion f(z) abhängt. Man 
kann nun diese rohe Abschätzung verbessern, indem man sie auf [I (z)]n, n 
positiv ganz, anwendet: 

1 

I/ (z) I":;; K Mn, I f (z) I:::~ Kn M 

und nachher n gegen unendlich konvergieren läßt. Dann folgt II (z) I< M. 
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Diese interessante Schlußweise zeigt, daß eine rohe Abschätzung 
sich ev. in eine feinere umwandeln läßt, durch passende Ausnützung 
der Allgemeinheit, innerhalb welcher ihre Gültigkeit bekannt ist. 
[E. Landau; vgl. M. Riesz, Acta Math. Bd. 40, S. 340, Fußnote 1), 1916.] 

175. Es sei I (z) = a0 + a1 z + a2 z2 + ... + a"zn + ... regulär für 
I z I < R und WC (r) = I a0 I + I a1 I r + I a2 1 r2 + .. · + I an I r" + .. · gesetzt. 
Dann ist 

r-t-b 
M(r) .~ [lC (r) < -b-M(r + o), 

176. (Fortsetzung.) Wenn [JC" (r) dieselbe Bedeutung für [f (z)]n 
wie [lC (r) für I (z) hat, n = 1 , 2, 3 , ... , dann ist 

1 

lim [WCn(r)]n = M(r). 
n-+ oo 

177. Man leite mit Hilfe von II 123 einen neuen Beweis für den 
Hadamardschen Dreikreisesatz [III 304] ab. 

178. Man zeige folgende Verallgemeinerung von 160: Wenn Wn die 
Bedeutung wie in 157 hat, dann gilt unter den Voraussetzungen von 
160 die Koeffizientenabschätzung 

I an I ;s Wn ( 1 - M 1 - ") . 

179. Der Bernsteinsehe Satz für trigonometrische Polynome [VI 82) 
sei in der folgenden unscharfen Form bekannt: Es gibt eine absolute 
Konstante K, K > 0, von der Beschaffenheit, daß, wenn cp ({}) ein tri
gonometrisches Polynom nter Ordnung bezeichnet, das absolut genom
men 1 nicht überschreitet, 

I q/ (&) I ~ n + K 

ist. Man suche einen Weg von dieser Abschätzung zur feineren 

I rp' (&) I ~ n . 

180. Es gibt ganze Funktionen, die für z--+ oo längs eines Halb
strahles mit beliebig großer Geschwindigkeit anwachsen. Genauer ge
sagt: Ist cp (x) irgendeine für x 2: 0 definierte, stets positive, monoton 
wachsende Funktion, so gibt es eine ganze Funktion g (z) , die für 
reelles z reelle Werte annimmt und für x >oder Ungleichung g (x) > cp (x) 
genügt. (III 290.) 

181. Es gibt ganze Funktionen, die längs der positiven reellen 
Achse gegen 0, längs aller übrigen vom Nullpunkt auslaufenden Halb
strahlen gegen oo streben, wenn z gegen oo strebt. Kann eine ganze 
rationale Funktion sich so verhalten? 
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182. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die längs aller vom 
Nullpunkt auslaufenden Halbstrahlen gegen oo streben. - Kann dies 
gleichmäßig geschehen? 

183. Es gibt ganze Funktionen, die längs der positiven reellen 
Achse reellwertig sind und gegen + oo, längs aller übrigen vom Null
punkt auslaufenden Halbstrahlen gegen 0 streben. - Kann eine ganze 
Funktion endlicher Ordnung sich so verhalten? 

184. Es gibt ganze Funktionen, die längs aller vom Nullpunkt 
auslaufenden Halbstrahlen gegen 0 streben. 

185. Es gibt ganze Funktionen, die längs derjenigen Halbstrahlen, 
die vom Nullpunkt ins Innere der oberen Halbebene laufen, gegen + 1 
und längs derjenigen, die vom Nullpunkt ins Innere der unteren Halbebene 
laufen, gegen -1 konvergieren. Die Konvergenz ist sogar gleichmäßig 
in jedem Winkelraum e < arcz < n -- e, bzw. - n + f. < arcz <- e, 
wo e>O. 

186. Die ganze Ebene sei durch n Halbstrahlen, die vom Null
punkt auslaufen, in n Winkelräume eingeteilt. Es gibt eine ganze 
Funktion, die in diesen Winkelräumen (genauer als in 185) bzw. gegen 
a1 , a2 , ... , an strebt; a1 , a2 , ••. , an bedeuten willkürlich gegebene 
komplexe Zahlen. 

187. Man teile die vom Nullpunkt auslaufenden Halbstrahlen 
irgendwie in zwei Kategorien. Gibt es zu jeder Einteilung eine ganze 
Funktion, die längs der Halbstrahlen der ersten Kategorie gegen 0, 
längs der der zweiten Kategorie gegen oo strebt? 

Wenn eine nicht konstante ganze Funktion g (z) längs einer stetigen, 
ins Unendliche führenden Kurve einem Grenzwert a zustrebt, so heißt 
a Konvergenzwert von g (z). Z. B. ist 0 ein Konvergenzwert von ez. 

188. Die Werte 0 und oo sind die einzigen Konvergenzwerte von ez. 

189. Die Werte -v; , --v; und oo sind die einzigen Konvergenz-

~ :t:• 

werte der Funktion j e- 2 d x . 
0 

190. Es sei n eine positive ganze Zahl. Die ganze Funktion der 
Ordnung n 

z2n+l _tn+l 

z- 3! (2n + 1) + 5! (4n + 1) - ... 

besitzt genau 2 n voneinander verschiedene endliche Konvergenzwerte. 
191. Die Folge der positiven Zahlen 

P 6 1 y a - S z e g ö , Aufgaben und Lehrsätze I 1. 3 
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sei derart gewählt, daß die Reihe 
Sm 

g(z) = V! :2 am /e -fdx 
m=O 0 

in jedem endlichen Bereich der z-Ebene gleichmäßig konvergiert und 
somit eine ganze Funktion g (z) darstellt. [Man setze z. B. am =exp ( -m8m).] 

Man zeige, daß die Menge der Konvergenzwerte der so definierten 
ganzen Funktion g (z) die Mächtigkeit des Kontinuums hat. Genauer: 
Sämtliche Werte 

fm = +1 oder -1 

sind Konvergenzwerte. 
192. Wenn eine ganze Funktion längs n vom Nullpunkt auslaufen

den Halbstrahlen gegen endliche Grenzwerte konvergiert, die alle von-

einander verschieden sind, dann ist ihre Ordnung > ~ . 
193. Für jede ganze Funktion (die keine Konstante ist) ist der 

·wert oo Konvergenzwert. 
194. Die komplexe Zahl a heißt Picardscher Ausnahmewert der 

ganzen Funktion g(z) , wenn die Funktion g(z) - a nur endlich viele 
Nullstellen hat. Wenn ein Picardscher Ausnahmewert existiert, so ist 
er Konvergenzwert. 

195. Die Funktion I (z) sei im Ringgebiet 0 < I z I < 1 unbeschränkt 
fortsetz bar. Bleiben hierbei I (z) und alle ihre Derivierten f' (z), f" (z), ... 
beschränkt, so ist I (z) im besagten Gebiet eindeutig und im Punkte 
z = 0 regulär. 

196. Ist g (z) eine ganze Funktion vom Geschlecht 0 und E eine 
vorgegebene positive Zahl, so gilt 

lg(z) 1 < esizl 

auf allen Kreisen mit genügend großen Radien und 

I g (z) I> c-'/zl 

auf gewissen Kreisen m1t beliebig großen Radien. 
197. Es sei M(r) das Maximum, m (r) das Minimum des Betrages 

einer ganzen Funktion auf dem Kreisrand i z I = r. Ist 

1. log log M (r) , 
1m sup = 11. 
r->- 00 logr 

und A < i, dann ist auch 

1. log log m (r) , 
rm sup · = A. 
r > = logr 

[196, III 332.] 
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198. Es seien Ä.1 , Ä.2 , Ä.3 , ••• , Ä.n, . . • positive Zahlen, die Reihe 

1 1 1 1 -;;-+-+-+ ... +-+ ... 
1.1 Ä.2 Ä.3 Ä.n 

sei divergent. Genügt eine im Intervalle 0 ··c;;; t :<:::: 1 eigentlich integrable 
Funktion h (t) der Bedingung 

I 

jtl.nh(t)dt=O, n=1,2,J, ... , 
0 

dann ist h (t) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle t. (Verallgemeinerung von 

II 139.) [ltzh(t)dt ist eine analytische Funktion von z, III 298.1 

199. Es sei g(z) eine ganze transzendente Funktion von der Ord
nung Ä. < l· Ihre Koeffizienten seien von 0, ihre Nullstellen w1 , w2 , 

w3 , •.• , Wn, ... voneinander verschieden, wk t w 1 für k t l. Genügt 
eine im Intervalle 0 :=;;;; t ~ 1 definierte, eigentlich integrierbare Funk
tion h(t) der Bedingung 

1 
fg(wnt)h(t)dt= 0, n=1,2,J, ... , 

0 

dann ist h(t) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle t. [II 139.] 
200. Es sei g(z) eine ganze transzendente Funktion vom Geschlecht 

0 mit lauter reellen, voneinander verschiedenen Nullstellen Wv w2, 

w3 , ••• , Wn, . . . . Genügt eine im Intervalle 0 < t :=:;;: 1 definierte, eigent
lich integrierbare Funktion h(t) der Bedingung 

1 

Jg(wnt) h(t) dt = 0, n=1,2,J, ... , 
0 

dann ist h(t) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle t. [Es kann z. B. g(z) = ] 0 ( (z) 
oder cosnfz gesetzt werden.] 

201. Man setze 

ai a2 an 
a0 + - z + - z2 + · · · + - zn + .. · = F(z) . 

1! 2! n! 

Es sollen zwei positive Konstanten Q und M existieren, so beschaffen, daß 
1. dieFolge a0 , al(;>- 1 , a2 Q- 2, ••• , anf!-n, . .. beschränkt bleibtund 
2. I F(z) I s M für sämtliche reellen Werte von z. 

Dann gilt für sämtliche reellen Werte von z auch 

I F' (z) I :=; e M , 

und zwar kann das Zeichen = nur erreicht werden, wenn F(z) = A cosez 
+ Bsinez ist, wobei A, B Konstanten bedeuten. (Verallgemeinerung 
von VI 82.) [III 165.] 

3* 



Vermischte Aufgaben. 

202. (Fortsetzung.) Ist d der Abstand des Punktes z von der reellen 
Achse (d =I Sz I), dann ist 

1 F(z) I:-:; M eed. 

(Analogon von UI 270.) 
203. Die ganze Funktion G(z) unterliege denselben Bedingungen wie 

dieFunktionF(z) in201, außerdem sei G(z) ungerade, G(- z) = - G(z). 
Dann ist für reelles z 

Das Gleichheitszeichen kann nur für G (z) = cM sin (!Z, I c I= 1, und 
für z = 0 gelten. (Analogon von VI 81.) [III 166.] 

204. (Fortsetzung.) Man leite 201 aus 203 ab. 
205. Eine ganze Funktion f(z) von der Ordnung A , A >- t, sei 

längs der positiven reellen Achse beschränkt. Bezeichnet e eine positive 
Größe, so ist, wenn x durch positive Werte ins Unendliche strebt, 

limxl-J.-•f'(x) = 0. 
x---++CXJ 



F ü n ft er A b schnitt. 

Die Lage der N ullstellen. 

I. Kapitel. 

Der Satz von Rolle und die Regel von 
Descartes. 

Wir untersuchen in diesem Kapitel reelle Funktionen der reellen 
Veränderlichen x; insbesondere sind die Koeffizienten a0 , a1, a2, ..• 

der zu betrachtenden Polynome a0 + a1 x + a2 x2 + · · · + anx" und 
Potenzreihen a1 + a1 x + a2 x2 + · · · als reell anzunehmen. Wir setzen. 
wenn das Gegenteil nicht erwähnt ist, die vorkommenden Funktionen 
in den betreffenden Intervallen als analytisch voraus. Jedoch ändern 
sich die Sätze nur wenig oder gar nicht, wenn allgemeinere Voraus
setzungen, z. B. Existenz der Ableitungen bis zu einer geeigneten Ord
nung, eingeführt werden. Die Nullstellen sind im folgenden stets mit 
ihrer M ultiplizität zu zählen. 

Wir untersuchen ferner reelle Zahlenfolgen a", a1 , a2 , ••. ; sie 
können endlich viele oder unendlich viele Glieder enthalten; die An
ordnung der Glieder ist wesentlich. Der Index m heißt eine Wechsel
stelle entweder dann, wenn 

m>1 
oder dann, wenn 

m > k > 2 ist. Im ersteren Falle bilden am-I und am, im zweiten am-k 
und am einen Zeichenwechsel. Die Anzahl der Zeichenwechsel (=An
zahl der Wechselstellen) einer Folge bleibt ungeändert, wenn man die 
verschwindenden Glieder entfernt und die übrigen, auch der Reihen
folge nach, unverändert läßt. 

1. Die beiden Folgen 

besitzen dieselbe Anzahl von WechselstelleiL 
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2. Durch Streichen von Gliedern kann man die Anzahl der Zeichen
wechsel einer Folge nie vergrößern. 

3. Durch Hineinschieben verschwindender Glieder kann man die 
Anzahl der Zeichenwechsel einer Folge nicht verändern. Schiebt man 
in eine Folge ein neues Glied neben ein altes hinein, mit dem es dem 
Vorzeichen nach übereinstimmt, so ändert man die Anzahl der Zeichen
wechsel ebenfalls nicht. 

4. Die Folge 

besitzt nicht mehr Zeichenwechsel als die Folge a0, a1 , a2 , ••• , an. 
5. Die unendliche Folge a0, a1, a2 , ••. , an, . . . soll nur endlich 

viele Zeichenwechsel besitzen, deren Anzahl mit W bezeichnet sei. 
Die aus ihr gebildete Folge 

a0, a0+a1, a0 +2a1 +a2 , ... , a0 +(~)a1 +(;)a2 + .. ·+an, ... 

hat dann auch nur endlich viele, und zwar höchstens W Zeichen
wechsel. [ 4.] 

Man zeichne in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die 
Punkte (0, a0), (1, a1), (2, a2), ..• , (n, an), ... und verbinde je zweisukzes
sive durch ein Geradenstück (dessen Horizontalprojektion also = 1 aus
fallen muß). An der so erhaltenen Figur sind die Wechselstellen der 
Folge a0 , a1 , a2 , ••• klar ersichtlich. Die Nullstelle~ der reellen ana
lytischen Funktion f (x) sind an der Kurve y =I (x) nicht so vollkommen 
ersichtlich; denn man kann z. B. eine 2-fache Nullstelle von einer 
4-fachen oder eine 3-fache von einer 5-fachen auch an einer sehr ge
nauen Zeichnung nicht ohne weiteres unterscheiden. 

6. In einem Intervall, worin stets cp (x) > 0 gilt, haben die beiden 
Funktionen I (x) und I (x) cp (x) dieselben Nulls teilen. 

7. Wenn Po> 0, P1 > 0, P2 > 0, ... ist, so haben die beiden Folgen 

dieselben Wechselstellen. 
8. Die Funktionswerte l(a) und l(b) seien von 0 verschieden. Das 

Intervall a < x < b enthält eine gerade oder eine ungerade Anzahl von 
Nullstellen von l(x), je nachdem l(a) und l(b) gleiches oder entgegen
gesetztes Vorzeichen besitzen. 

9. Es seien a1 und ak von 0 verschieden. Die Teilfolge a1, a1 + v ... , 
ak-v ak enthält eine gerade oder ungerade Anzahl von Zeichenwechseln, 
je nachdem a1 und ak gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen be
sitzen. 
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10. (Satz von Rolle.) Es seien a ·und b sukzessive Nullstellen 
von f(x) [f(a) = f(b) = 0, f(x) =F 0 für a < x < b]. Die Derivierte f'(x) 
besitzt eine ungerade Anzahl von Nullstellen im Intervalle a < x < b 
(also mindestens eine Nullstelle). 

11. Es seien j + 1 und k + 1 sukzessive W echse1steilen der 
Folge a0 , a1, a2, • • • • Dann enthält die Folge der Differenzen 

eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln (also mindestens einen 
Zeichenwechsel). 

12. Wenn f(x) im Intervall a, b NNullstellen besitzt, so besitzt f'(x) 
dasclbst nicht weniger als N- 1 Nullstellen. Dies gilt, gleichgültig, ob 
das Intervall a, b offen, abgeschlossen oder halb offen ist; es kann sich 
sogar auf einen Punkt reduzieren. 

13. Wenn die Folge 

W Wechselstellen enthält, so enthält die Folge 

nicht weniger als W- 1 Wechselstellen. 
14. Besitzt f(x) im endlichen Intervall a < x < b N Nullstellen, 

und ist eine der beiden Bedingungen 

sgf(a) = sgf'(a) =F 0, sgf(b) =- sgf'(b) =F 0 

erfüllt, so besitzt f'(x) in a, b nicht weniger als N Nullstellen. Sind 
beide Bedingungen erfüllt, so besitzt f'(x) nicht weniger als N + 1 Null
stellen in a, b. 

15. Besitzt die endliche Folge 

W Zeichenwechsel, so besitzt die daraus abgeleitete Folge 

nicht weniger als W + 1 ZeichenwechseL (Abgesehen von dem offenbar 
trivialen Fall, in dem alle Glieder av der Folge = 0 sind.) 

16. Wenn limf(x) = 0 ist, so besitzt f'(x) im Innern des Inter-
x--++oo 

valls a, + oo nicht weniger Nullstellen als f (x). (Ähnliches wie für+ oo 
gilt na türlieh für - oo.) 

17. Wenn lim an= 0 ist, so enthält die unendliche Folge 
n+oo 

a"-a"_ 1, 

mehr Zeichenwechsel als die Folge 
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18. Es sei lX reell, und f(x) soll N Nullstellen im Intervall 0 < x < ex> 

besitzen. Dann hat daselbst die Funktion 

lX f(x) + f' (x) 

mindestens N -- 1 Nullstellen; sie hat sogar mindestens N Nullstellen, 
wenn die Bedingung lim e<X x f (x) = 0 erfüllt ist. 

X-++oo 

19. Es sei lX > 0, und die unendliche Folge a0, av a2, ••• , am ... 
soll W Zeichenwechsel besitzen. Dann hat die Folge 

mindestens W Zeichenwechsel; sie hat sogar mindestens W + 1 Zeichen
wechsel, wenn die Bedingung lim an a.n = 0 erfüllt ist. 

n-+oo 

20. Wenn die Funktion f(x) im Intervall 0 < x < ex> N Nullstellen 
X 

besitzt, so besitzt daselbst die Funktion J f (x) dx N oder weniger 
N ullstellen. 0 

21. Wenn die unendliche Folge 

W Zeichenwechsel besitzt, so besitzt die Folge 

ao, ao + al, ao + al + a2, 

W oder weniger ZeichenwechseL 

Wir sagen in zwei Fällen, daß die Funktion f(x) in einem Inter
vall von konstantem Vorzeichen ist: 1. dann, wenn f(x) stets < 0 und 
2. dann, wenn f(x) stets 2 0 im fraglichen Intervall ist. Es sei das 
Intervall a < x < b in Z + 1 Teilintervalle so zerlegbar, daß 

1. f(x) in keinem Teilintervall identisch verschwindet, 
2. f(x) in jedem einzelnen Teilintervall von konstantem Vor

zeichen ist, 
3· f(x) in je zwei benachbarten Teilintervallen von entgegen

gesetztem Vorzeichen ist. 
Unter solchen Umständen sagt man, daß f(x) im Intervall a<x< b 

Z Zeichenänderungen aufweist. Die ungeraden Nullstellen einer ana
lytischen Funktion veranlassen Zeichenänderungen, die geraden nicht; 
der Begriff der Zeichenänderung ist jedoch auch bei verschiedenen 
nichtanalytischen Funktionen mit Nutzen verwendbar. 

22. Die Funktion f(x) sei von 0 verschieden und von konstantem 
Vorzeichen sowohl in einer gewissen Umgebung der Stelle a, wie in 
einer gewissen Umgebung der Stelle b. Das Intervall a < x < b ent
hält eine gerade oder ungerade Anzahl von Zeichenänderungen der 
Funktion f(x), je nachdem f(a) und f(b) gleiches oder entgegengesetztes 
Vorzeichen besitzen. 
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23. Wenn die Funktion f(x) im Intervalle 0 < x < oo Z Zeichen-

"' änderungen besitzt, so besitzt daselbst die Funktion f f(x) dx Z oder 
weniger Zeichenänderungen. o 

24. Ist Z die Anzahl der Zeichenänderungen und N die Anzahl 
der Nullstellen von f(x) in demselben offenen Intervall, so ist N- Z 
eine nichtnegative gerade Zahl. 

25. Ist f(a) = f(b) = 0, so befindet sich im Intervall a < x < b 
eine ungerade Anzahl von Zeichenänderungen der Derivierten f'(x). 

26. Die reellen Zahlen A1 , A2 , ••. , An seien als nichtverschwindend 
vorausgesetzt, und es sei a1 < a2 < a3 < · · · <an. Man kann in mehreren 
Fällen schließen, daß die echt gebrochene rationale Funktion 

nur reelle Nullstellen hat, insbesondere in den folgenden Fällen: 

1. Al > 0, A2 > 0, An 1 > 0; 

2. A 1 > o, A 2 > o, Ak-l > 0, Ak+1 > o, ... , A" > o, 
A1 + A 2 + · · · +An< 0, 1 < k < n. 

27. Das trigonometrische Polynom 

f(x) = a0 + a1 cos x + a2 cos 2x + · · · +an cos nx 

mit lauter reellen Koeffizienten a0 , a1 , a2 , .•. , an hat sicherlich nur 
reelle Nullstellen, wenn 

Unter Zeichenwechseln und Wechselstellen des Polynoms 

bzw. der Potenzreihe 

versteht man die Zeichenwechsel und Wechselstellen der endlichen bzw. 
unendlichen Koetfizientenfolge 

28. Die Polynome P(x) und P(cxx) haben die gleiche Anzahl von 
Zeichenwechseln, wenn IX positiv ist. 
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29. Die Anzahl der Zeichenwechsel der Polynome 

P(x) = a0 + a1 x + a2 x2 + · · · + a,.x", 

P(-x) = a0 - a1 x + a2 x2 - • •• + (-1)"a,.xn 

sei mit W+ bzw. mit w- bezeichnet. Es ist 

w+ + w- ::;n. 

30. Es sei <X > 0 . Beim Übergang von dem Polynom 

zu dem Polynom 

(<X-- x) (a0 + ~x + a2 x2 + · · · + a,.x") 

= <Xa0 + (aa1 - a0)x + (aa2 --- a1)x2 + · · · -- anx"+ 1 

wächst die Anzahl der Zeichenwechsel und zwar um eine ungerade 
Anzahl. [Für den Fall <X= 1 vgl. 15.] 

31. Es sei <X > 0. Beim Übergang von der Potenzreihe 

a0 +a1 x+a2 x2 +a3 x3 + ··· 
zu der Potenzreihe 

(~- x) (a0 + a1 x+ a2x2 +···)=<X a0 + (aa1- a0) x+ (a a2- a1) x2 + · · · 

nimmt die Anzahl der Zeichenwechsel nicht ab. Sie nimmt sogar 
sicherlich zu, w~nn die Ausgangsreihe a0 + a1 x + a2 x2 + . · · für x = <X 
konvergiert. 

32. Es sei <X > 0 . Beim Übergang von der Potenzreihe 

a0 + a1 x + a2 x2 + a3 x3 + ... 
zu der Potenzreihe 

(<X +x) (a0 +a1 x+ a2x2 + · · ·) = <Xa0 + (xa1 +a0) x+ (<X a2 +a1) x2 + · · · 
kann die Anzahl der Zeichenwechsel nicht zunehmen. 

33. Beim Übergang von der Potenzreihe 

a0 + a1 x + a2 x2 + a3 x3 + ... 
zu der Potenzreihe 

ao + alx + a2x2 + ... - 2 
- -- a0 + (a0 + a1) x + (a0 + a1 + a2) x + · · · 1-x 

kann die Anzahl der Zeichenwechsel nicht zunehmen. 
34. Es sei <X > 0. Beim Übergang von der Potenzreihe 
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zu der Potenzreihe 

= aol)(,n + (n)a1lXn-1 + ... +an 

( a1 a2 ) 2; 1 n e""" a + -x + - x2 + · · · = ---- x 
0 1! 2! n! 

· n=O 

kann die Anzahl der Zeichenwechsel nicht zunehmen. 
35. Es seien P1 , P2 , •.. , Pn positive Zahlen. Man setze 

~X ~~ ~~ 
ao + p1 - x + (p1- x) (P2 .::__x) +- ... + (P1- x) (P2 ·-· x) · · · (Pn- x) 

=A 0 + A 1 x +A2 x2 + ... 
(die Reihenentwicklung konvergiert für genügend kleine Werte von x). 
Die Anzahl der Zeichenwechsel der endlichen Folge a0, a1, a2, ... , an 
ist nicht geringer als die Anzahl der Zeichenwechsel der unendlichen 
Folge A 0 , Av A 2 , . . . • [Vollständige Induktion, 31.] 

36. (Die Zeichenregel von Descartes.) Es sei N die Anzahl der 
positiven Nullstellen des Polynoms a0 + a1x + a2 x2 + · · · + anxn und W 
die Anzahl der Wechselstellen seiner Koeffizientenfolge. Es ist 

W-N>o. [30.] 

37. (Fortsetzung.) W- N ist eine gerade Zahl. 
38. Der Konvergenzradius der Potenzreihe a0 + a1 x + a2 x2 + · · · 

sei (2, die Anzahl ihrer Nullstellen im Intervalle 0 < x < 1:2 sei N, und 
die Anzahl der Zeichenwechsel ihrer Koeffizientenfolge W. Dann ist 

N<W. 

Also insbesondere: Wenn W endlich, auch N endlich. [Neben 31 muß 
noch die Funktionentheorie herangezogen werden.] 

39. Die Potenzreihe 

X 
2- --- -- - --- ... 

1·2 2·3 3·4 

hat keine Nullstellen in ihrem Konvergenzkreis. (Ihre Koeffizienten
folge hat 1 Zeichenwechsel - 37 läßt sich nicht ohne weiteres auf 
Potenzreihen ausdehnen!) 

40. (Fortsetzung von 38.) Wenn 1:2 = oo oder wenn 1:2 endlich ist 
und a0 + a1 1:2 + a2 (22 + · · · divergiert, dann ist W- N eine nichtnega
tive gerade Zahl; W ist dabei als endlich vorausgesetzt. 

41. Das Minimum der reellen Zahlen ~1 , ~2 , ..• , ~n sei mit ~ "'' das 
Maximum mit $w bezeichnet. Die Anzahl der Nullstellen des Polynoms 
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im Intervall ~'" < x < oo ist ebenso groß oder um eine gerade Zahl 
kleiner als die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 

und die Anzahl der Nullstellen im Intervall - oo < x < ~" ist ebenso 
groß oder um eine gerade Zahl kleiner als die Anzahl der Zeichen
wechsel der Folge 

(Für ~1 = ~2 = · · · = ~" mit 36, 37 äquivalent.) [35.] 

42. Es sei }. ein positiver echter Bruch, n positiv ganz. Die tran
szendente Gleichung 

hat eine einzige positive Wurzel; diese wächst monoton mit wachsen
dem n ins Unendliche. 

( 1 ) ~ 1 

43. Die Funktion x- 5 ex- 1 der positiven Veränderlichen x 
strebt gegen Null für x = 0 und für x = + oo und hat dazwischen ein 
Maximum und kein Minimum. 

44. Der Konvergenzradius der Potenzreihe a0 + a1 x + a2 x2 + · · · 
sei> 1 . Die Anzahl ihrer Nullstellen im Intervall 0 < x < 1 übersteigt 
nicht die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 

45. Unter (;) sei das Symbol von Legendre verstanden. Die Glei

chung 

C~) x + C~) x2 + (;9) x3 + ... + G~) xls = o 

hat nur eine positive Wurzel, nämlich x = 1. [Die Gleichung ist rezi
prok, so daß es genügt, die Nullstellen im Intervalle 0 < x < 1 mit 
Hilfe von 44, 33 zu untersuchen.] 

46. Die Gleichung vom Grade 162 

hat genau 5 positive Wurzeln, die alle einfach sind. [Man untersuche 
die Stelle x = 0,7.] 
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47. (Zusatz zu 36.) Wenn das Polynom a0 + a1 x + · · · + anx" nur 
reelle Nullstellen hat, so ist N = W. 

48. Es seien Vv v2 , .•• , Vn ganze Zahlen, 0 ,_c::; v1 < v2 < · · · < Vn, 

0 < cx:1 < cx:2 < · · · < CX: 11 • Dann ist die Determinante (Verallgemeinerung 
der Vandermondeschen, die dem Fall v1 = 0, v 2 = 1 , ... , vn = n ~- 1 
entspricht) 

cx.)'l tXr' <Xtn 
I 

1 ! 

(X~l cx:"• 2 cx.2n 
>O. 

[Man beweise zuerst, daß sie t 0 ist, 36.] 
49. Es sei a0 + 0, an + 0, und es sollen 2m konsekutive Koeffizienten 

des Polynoms a0 + a1 x + · · · + anx" verschwinden, m ganz, m 2:1. 
Dann hat das Polynom mindestens 2m imaginäre Nullstellen. 

50. Das Polynom P(x) soll lauter reelle Nullstellen haben, und es 
sei P(O) = 1 , P(x) keine Konstante. Setzt man 

-P~x) = 1 + b1 X + b2 X2 + · · · + bn xn + · · ·, 

dann besitzt das Polynom 1 + b1 x + · · · + b2 mx2"' nur imaginäre 
Nullstellen. [49.] 

51. Es sei m ganz, m > 1 und 

wobei die Summe~ über sämtliche solchen Systeme der nichtnegativen 
ganzen Zahlen l1 , l2 , ••• , ln erstreckt ist, für welche 

ist. Die homogene symmetrische Funktion S (x1 , x2 , .•. , Xn) der n reellen 
Variablen x1 , x2 , .•• , Xn ist positiv definit, d. h. > 0 für alle Wert-
systeme x1 , x2 , ... , Xn mit Ausnahme des einzigen Wertsystems 
X1 = 0, x2 = 0, ... , Xn = 0 . 

52. Das Polynom P(x) = x" + · · · soll lauter positive Nullstellen 
besitzen. In der Potenzreihenentwicklung 

~1-=~+~+ Bn+l + ... 
P(x) x" xn+l xn+2 

sind alle Koeffizienten Bn, Bn+I, positiv. 

53. Die Derivierte eines Polynoms besitzt nicht mehr imaginäre 
Nullstellen als das Polynom selbst. 
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54. Die mehrfachen Nullstellen der Ableitung eines Polynoms 
mit nur reellen Nullstellen sind auch mehrfache Nullstellen des Poly
noms selbst. 

55. Wenn ein Polynom lauter reelle einfache Nullstellen besitzt, 
so haben seine sukzessiven Derivierten dieselbe Eigenschaft, und zwar 
liegt jede Nullstelle der (v + i)ten Derivierten zwischen zwei konse
kutiven Nullstellen der vtt·n. 

56. Die sukzessiven Derivierten der Funktion ( 1 + x2)- J haben 
nur reelle einfache Nullstellen, und zwar liegt jede Nullstelle der vten 

Derivierten zwischen zwei konsekutiven Nullstellen der (v + 1)ten. 

57. Für die sukzessiven Derivierten der Funktion x ( 1 + x2) - 1 gilt 
ebenfalls das in 56 Gesagte. 

58. Die Legendreschen, Laguerreschen und Hermiteschen Polynome 
kann man bzw. durch die Formeln 

definieren [VI 84, VI 99, VI 100]. Man zeige aus dieser Definition, daß 
diese Polynome lauter reelle einfache Nullstellen besitzen, die bzw. m 
das Innere der Intervalle 

(~1, +1), (O,+oc), ( -- oo, + oo) 

fallen. (VI 97, VI 99, VI 100.) 
59. Es sei q eine ganze Zahl, q ::=::: 2 . Man setze 

~n--1 (-xq::__I___)~ Qn(x)_ ddn e·-x•=e-x•Rn(x). 
dxn- 1 1 +xq ~ (1 +xq)n' xn 

Man ziehe in der Ebene der komplexen Zahlen q Halbstrahlen, die 
vom Nullpunkt aus auslaufend die Ebene in q gleiche Winkelräume 
teilen; einer dieser Halbstrahlen sei die positive reelle Achse. Man 
zeige, daß die Nullstellen der Polynome Qn (x) , Rn (x) auf diesen q Halb
strahlen liegen, sich auf jedem Halbstrahl in der gleichen Art verteilen, 
und endlich, daß die von Null verschiedenen einfach sind. (Der Spezial
fall q = 2 ist schon durch 57, 58 erledigt.) 

60. Es seien tt, v ganz, 0 < tt < fl + J' s n . Keines der Polynome 

ai, + (~ )a.n+l X+(;) a,n+2X2 + · · · + (v-:___ 1) au+•·-lxv-l + a,u+,.x'' 

hat mehr imaginäre Nullstellen als das Polynom 

a0 + ( ~) a1 X + ( ~) a2 x2 + · · · + C~ ~ ; ) an 1 X 11
-

1 + a" xn . 

(Verallgemeinerung von 53.) 
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61. Es seien a1 , a2 , ••• , a,. positive Zahlen, die nicht alle denselben 
Wert haben. Man setze 

(x + a1) (x + a2) · · · (x + a") = x" + (~)m1x"- 1 + (~)m~ xn-2 + ... + m;:; 
die Zahlen m1 , m2 , ••• , m" sind durch Wurzelziehungen zu ~estimmen 
und seien positiv gewählt. m1 ist das arithmetische, m" das geo
metrische Mittel von a1 , a2 , •• • , a". Man zeige, daß 

m1 >m2 >ma> ··· >m"_ 1 >m". 

62. Es sei IX reell, P(x) ein Polynom. Das Polynom IX P(x) + P'(x) 
besitzt nicht mehr imaginäre Nullstellen als das Polynom P(x) selbst. 
(Verallgemeinerung von 53.) 

63. Hat die Gleichung 

a0 +a1x+a2 x2+ ··· +a"x"=O 

nur reelle Wurzeln, so hat 

a0 P(x) + a1 P'(x) + · · · + a"P(n) (x) = 0 

nicht mehr imaginäre Nullstellen als das Polynom P(x) selbst. 

P"(x) p(IVJ(x) p(VIJ(x) 
64. P(x) --1 1- + --2- 1- - - 31- + · · · 

hat nicht mehr imaginäre Nullstellen als das Polynom P(x) selbst. 
65. Wenn die Gleichung 

a0 + a1 x + a2x2 + · · · + a"x" = 0 

nur reelle Wurzeln hat, so hat die folgende Gleichung 

al a22 a" 
ao + 1Tx + 2Tx + ... + n!x" = 0 

ebenfalls nur reelle Wurzeln. 

66. Es sei P(x) ein Polynom nt•n Grades, und die reelle Zahl IX soll 
außerhalb des Intervalls -n, 0 liegen. Dann hat IXP{x) +xP'(x) 
nicht mehr imaginäre Nullstellen als P(x) . (Eine von 60 und 62 ver
schiedene Verallgemeinerung von 53.) 

67. Es sei Q(x) ein Polynom, dessen sämtliche Nullstellen reell 
und außerhalb des Intervalls 0, n gelegen sind. Dann hat die Gleichung 

a0 Q(O) + ~Q(1)x + a2 Q(2)x2 + · · · + a"Q(n)x" = 0 

nicht mehr imaginäre Wurzeln als die Gleichung 

a0 + a1 x + a2 x2 t· · · · + a" x" = 0 . · 



48 Der Satz von Rolle und die Regel von Descartes. 

68. Es sei 0 < q < 1 . Die Gleichung 

hat nicht mehr imaginäre Wurzeln als die Gleichung 

69. Es sei q > 0. Die Gleichung 

2 ao + (q + q -1) al x + (q(2+ q·- YZ) a2x2 + ... + (qVn- + q- Vn-) anxn = 0 

hat nicht mehr imaginäre Wurzeln als die Gleichung 

a0 + a1 X + a2 x2 + · · · + an xn = 0 . 

70. Wenn die Kurve y = f(x) eine Gerade in drei verschiedenen 
Punkten trifft, so liegt zwischen den beiden äußersten Treffpunkten 
mindestens ein Wendepunkt. 

71. Wenn eine Funktion mit einem Polynom (n -1)ten Grades an 
n + 1 Stellen übereinstimmt, so verschwindet ihre nte Derivierte min
destens an einer Zwischenstelle. 

72. Es sei iX t 0 eine reelle Konstante. Die Differenz 

(1 + x)"- (1 +~x + iX (iX -1) x2_f- ... + ~_(~-1) ... (iX- n ±21 xn-1) 
1 1.2 1.2 ... (n-1) 

verschwindet für x = 0, aber sonst in keinem Punkte des Inter
valls -1, oo. 

73. Der Rest der Exponentialreihe 

xn xn+l xn+2 
n! + (n + 1)! + (n +-2)! + · · · 

verschwindet für x = 0, aber sonst für keinen reellen Wert von x. 
74. Die nte Partialsumme der Exponentialreihe 

X X2 Xn 
1+-+-+ ... +-

1! 2! n! 

hat keine oder eme reelle Nullstelle, je nachdem n gerade oder un
gerade ist. 

75. Die Polynome P 1 (x), P2(x), ... , P1(x) seien t 0 und bzw. 
vom Grade m1 - 1, m2 - 1, ... , m1 - 1, die reellen Konstanten 
a1 , a2, ••. , a1 seien voneinander verschieden. Die Funktion 

besitzt höchstens m1 + m2 + · · · + m1 -- 1 reelle Nullstellen. 
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76. Es sei cx1 < cx2 < · · · < <Xn, ß1 < ß2 < · · · < ßn· Dann ist die 
Determinante 

>O. 

(Verallgemeinerung von 48.) 

77. Es seien av a2 , ••• , an, Av A2, •.• , An reelle Konstanten, 
A1 < A2 < A3 < · · · < ln. Man bezeichne mit N die Anzahl der reellen 
Nullstellen der ganzen Funktion 

F(x) = a1 c1·• 1' -f- a2 c''"' -f- · · · -f- ane!.na' 

und mit W die Anzahl der Zeichenwechsel der Zahlenfolge a1 , a2 , ••• , an. 
Dann ist W ~ N eine nichtnegative gerade Zahl. (Eine von 41 ver
schiedene Verallgemeinerung von 36, 37: man vertausche e"' mit x.) 

Beweis. Wir können ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
annehmen, daß av a2, ••• , an alle von 0 verschieden sind. Daß W- N 
gerade ist, sieht man daraus, daß für x ...... - oo das Glied a1 e1·•"' und 
für x--+-f-oo das Glied ane!.nx überwiegt [8, 9, 37]. Daß W-N>O 
ist, beweisen wir mit vollständiger Induktion, durch Schluß von W- 1 
auf W, mit Hilfe des Satzes von Rolle [Lösung 75]. In der Tat, wenn 
keine Zeichenwechsel vorliegen, ist N offenbar auch = 0 und der Satz 
richtig; nehmen wir ihn als richtig an für den Fall, daß W- 1 Zeichen
wechsel vorliegen. F(x) hat W Zeichenwechsel, W> 1; z. B. sei cx + 1 
eine Wechselstelle, 1 ~ cx < n, a"'a"'+l < 0. Man wähle eine Zahl 1 
im Spielraum Ax < A < Ax+l und betrachte die Funktion 

d[e-J."'F(x)] 
F*(x) = e!.x ------;r;;-- = ad21 - A) elc,x -f- ... · 

-f- ax(A"' -l)i"'"' -f- ax+l(Ax+l- A) /'x+l"' -f- · · · -f- an(/•n- A)e.lnx. 

Die Anzahl der Nullstellen von F*(x) sei N*; es ist [6, 12] 

N*>N -1. 

Die Anzahl der Zeichenwechsel der Koeffizientenfolge 

--al(A-Al), ---a2 (A-A 2), ... , -aa(A-Ax), ax+l(Aa:+l--2), ... , an(An-A) 

sei W*. Es ist ersichtlich 
W*=W-1. 

Gemäß der Annahme der vollständigen Induktion ist 

W*==:-N*. 

P 6 I y a - S z e g ö , Aufgaben und Lehrsätze TI. 4 
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Aus den drei angeschriebenen Relationen folgt 

W~N, 

w. z. b. w.- War es nötig, von vornherein anzunehmen, daß a1 , a2, .•. , a,. 
alle t 0 sind? Hätte man nicht auch l = lcx oder ). = lcx+ 1 wählen 
können? 

78. Es sei l 1 < l 2 < l3 < · · ·, lim l,. = oo. Im Innern ihres Kon-
n-+oo 

vergenzgebietes (einer von links begrenzten Halbebene) hat die Dirichlet
sche Reihe 

a1 e-l•"'+a2 e-l•"'+ ... +ane-J.n"'+ ... 

nicht mehr reelle Nullstellen als die Koeffizientenfolge a1;a2, a3 , ... , an, ... 
Zeichenwechsel hat. (Verallgemeinerung von 38.) 

79. Es seien m und n ganz, a1, a2, ••• , a,., 21, J. 2 , ••• , l,. reelle 
Zahlen, die den Bedingungen 

n>2; a,.to, v=1,2, ... ,n; 

unterliegen. Es soll ferner das Polynom 

P(x) = a1(x- 21)"' + a2 (x- 22)"' + · · · + a,.(x- A.,.)"' 

nicht identisch verschwinden. Man zeige, daß die Anzahl N der reellen 
Nullstellen von P(x) die Anzahl N der Zeichenwechsel der Folge 

av a2, aa, an-1> a,., (-1)"'al 

nicht übersteigt. [77, 14.] 
80. Die Anzahl der Zeichenänderungen der Funktion q; (A.) im Inter

vall 0 < A. < oo sei mit Z, die Anzahl der reellen Nullstellen des Integrals 

F(x) = fq;(A.)e-;·"'dA. 
0 

mit N bezeichnet. Dann ist N <Z. 
In der Anzahl N sind natürlich nur die im Innern des Konvergenz

gebietes (einer von links begrenzten Halbebene) gelegenen Nullstellen 
inbegriffen. [Nicht durch Grenzübergang aus 77, sondern durch sinn
gemäße Übertragung des dortigen Beweises!] 

81. Die als konvergent vorausgesetzten Integrale 
00 

jf(x)x"dx=M,., n=0,1,2,3 .... 
0 

heißen die Momente der Funktion f (x). Man betrachte den Fall, in dem 
nicht alle Momente verschwinden [II 139, III 153]. Man nehme z. B. 
M," t 0 an und setze 

1. a,.= M,., wenn M,.t 0, 
2. a,. = -sga,.+ 1 , wenn M,.=O und n<J.L, 

3· a., = -sgan- 1 , wenn M,.=O und n>J.L· 
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(Die Definition der an ist rekursiv; zuerst ist das Vorzeichen von a1, 

festzustellen.) Die Anzahl der Zeichenänderungen von f(x) ist nicht 
geringer als die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge a0 , a1 , a2 , a3 , • • • • 

(II 140 ist ein Spezialfall.) 
82. (Fortsetzung von 80.) Die Anzahl der im Innern des Kon

vergenzgebietes gelegenen positiven Nullstellen übersteigt nicht die 
Ä 

Anzahl der Zeichenänderungen der Funktion <P(A.) = (qJ(x)dx. (Ana-
logon zu 44.) ci 

83. (Fortsetzung von 78.) Die Anzahl der im Innern des Kon
vergenzgebietes gelegenen positiven Nullstellen übersteigt nicht die 
Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 

(Verallgemeinerung von 44.) [80.] 
84. Die Anzahl der im Innern des Konvergenzgebietes gelegenen 

positiven Nullstellen der Fakultätenreihe 

1 ! a1 2 ! a2 3 ! a3 
a+~+-~--+- +··· 

0 x x(x+1) x(x+1)(x+2) 

übersteigt nicht die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 

[Sie übersteigt nicht einmal die Anzahl der im Intervalle 0 < x < 1 ge
legenen Nullstellen der Potenzreihe 

80, 44.] 

85. Die Koeffizienten Po, P1 , P2 , ••• der nicht abbrechenden un
endlichen Reihe 

seien nichtnegativ, ihr Konvergenzradius sei e. Es seien a1 , a2 , ••• , an 
lX1 , lX2 , .•• , lXn reell, 

Die Anzahl der Nullstellen der Funktion 

im Intervall 0 < x < (! ist nicht größer als die Anzahl der Zeichen
wechsel der Folge 

a.tan-d-· · · ta2ta1 [38,83]. 
4* 
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86. (Fortsetzung.) Ist 0 < ß1 < ß2 < · · · < ßn und rxnßn noch 
im Innern des Konvergenzkreises von F(x) gelegen, so ist die Deter-
minante 

(Hieraus folgt leicht 76.) 

F(rx 1 ßn) 
F(rx2ßn) + o. 

Es erhellt aus 36, 41, 77, 84, 85, daß die daselbst betrachteten 
Funktionenfolgen 

1' X 
' 

x2, xa' 

1' X- ~1• (x - ~1) (x - ~2), 
e'·x 

' 
ei,2x' elc,x 

' 
1 1 

1' ;;(x + 1) ' x (x + 1) (x + 2) ' X 

F(rx1 x), F(rx2 x), F(rx3 x), 

eine gemeinsame Eigenschaft besitzen: die in einem gewissen Intervall 
gelegenen Nullstellen ihrer linearen Kombinationen mit konstanten 
Koeffizienten übertreffen in ihrer Anzahl nie die Zeichenwechsel dieser 
Koeffizienten. Worauf beruht diese häufige Gültigkeit der Descartes
schen Regel ? 

87. Die Funktionenfolge 

h1 (x), h2(x), h3 (x), ... , hn(x) 

soll im offenen Intervall a < x < b der Descartesschen Regel gehorchen. 
D. h. genauer: Wenn a1 , a2, ••• , an irgendwelche reellen Zahlen bedeuten, 
die nicht sämtlich verschwinden, so soll die Anzahl der in a < x < b 
gelegenen Nullstellen der linearen Kombination 

die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 

nie übersteigen. 
Hierzu ist folgende Eigenschaft der Folge h1(x), h2 (x), ... , h11 (x) 

notwendig: Wenn v1 , 1•2, ..• , v1 ganze Zahlen bezeichnen, wobei 
1 .c~ 1'! < 112 < v3 < ·. · < 111 n ist, dann sollen die Wronskischen Deter
minanten [VII, § 5] 

Jr[Jz, .• (x), /i,.,(x), /i,.,(x), ... , h,.1 (x)l 
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für a < x < b nicht verschwinden, und darüber hinaus sollen irgend 
zwei Wronskischen Determinanten mit gleichviel Zeilen gleiches Vor
zeichen besitzen. (Zeilenanzahl t = 1, 2, 3, ... gesetzt.) [Man achte 
auf die mehrfachen Nullstellen!] 

88. (Fortsetzung.) Insbesondere ist für das Bestehen der Desearles

sehen Regel notwendig, daß im Intervall a < x < b die Quotienten 

hn(x) 
h~~-1 (x) 

alle positiv sind und entweder alle ständig abnehmen oder alle ständig 
zunehmen. 

89. (Fortsetzung.) Es sei 1 ~ cx ~'cn. Zugleich mit h1(x), h2(x), .. . , hn(x) 
erfüllen auch die n- 1 Funktionen 

d h1 H- -----
1- dx hrx' 

H _ !:_ h!X+l 
IX- dx hrx ' 

die in 87 aufgezählten Determinantenbedingungen. [VII 58.] 
90. (Fortsetzung.) Das in 87 angegebene, für das Bestehen der 

Descartesschen Regel notwendige Kriterium ist auch hinreichend [77]. 
91. Man verifiziere das Bestehen des Kriteriums 87 für die in 77 

betrachteten Funktionen e1·1x, e.l,x, ... , e.lnx 

92. Es sei 0 < a < b. Verschwindet f(x) an n + 1 Stellen des Inter
valls a, b, und sind alle Nullstellen des Polynoms a0 -f-a1 x-f-a2 x2+ · · · -f-anxn 
reell, so ist in einem inneren Punkt ~ von a, b 

93. (Verallgemeinerung des Rolleschen Satzes auf homogene lineare 
Differentialausdrücke.) Die Differentialgleichung nter Ordnung 

(*) y(n) -1- rpl(x)y<n-1) + rp2(x)y<n-2) +- ... + rpn(x)y = 0 

soll n - 1 Integrale h1 (x), h2(x), ... , hn _1 (x) besitzen, so beschaffen, 
daß für a<x<b 

(** ( I h1(x) h~(x) j 

) h1 x) > 0, h2(x) h~(x) I > 0, 

hi(x) 
h~(x) 

. . . hin-2l(x) 

. . . h~n-2l(x) > 0 

hn- 1(x) h~,- 1 (x) ... h\~:}(x) 

gilt. Wenn im Intervalle a < x < b n + 1 Nullstellen der Funktion f(x) 
liegen, so liegt darin auch ein Punkt ~, so beschaffen, daß 
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94. (Fortsetzung.) Die Folgerung bleibt bestehen, wenn die Vor
aussetzung durch die weniger fordernde ersetzt wird, daß f(x) an 
n + 1 Stellen mit einem Integral der Differentialgleichung (*) überein
stimmt. (Verallgemeinerung von 71, wo es sich um die Gleichung y(n) = 0 
handelt.) 

95. (Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes der Differentialrech
nung auf ein System von Funktionen.) Es sei 

x1 < X2 < x3 < · · · < Xn . 

Das Verhältnis der beiden Determinanten 

/1 (x1) /1 (x2) · · · f1(xn) 
f2(x1) f2(x2) · · · f2(xn) 

kann dem Verhältnis der beiden Determinanten 

ji(i-ll(~n) 

g-ll(~n) 

cp1(~1) cp~(~2) 

IP2(~1) cp~(~2) 
cp~H(~n) 
cp~i-ll(~n) 

gleichgesetzt werden, wenn ~1 , ~2 , •.. , ~n passende Zwischenstellen be
deuten; es ist 

~1=X1, ~1<~2<x2, ~2<~3<X3, ... , ~n-l<~n<Xn· 

96. Es ist, x1 < x2 < x3 < · · · < Xn vorausgesetzt, 

/1(x1) /1(x2) 
I 2(x1) f 2(x2) 

1 1 1 : 

( ~1) ( ~2) ( ~n) I • 

o,, o o o o,, o, o, o o o, o,,, o o o o, o • o •, I 

( X 1 ) ( X2 ) ( Xn ) I 
n--1 n--1 ··· n-1 i 

· · · /1 (xn) 
· · · f2(xn) 

· · · fn(x,.) 

/1(~1) /;(~2) 

/2(~1) /~(~2) 

/i" -ll(~n) 

/~1-1)(~,.) 

•••••.•....••••.•••...••••.• i 

/"(~1) /;,(~2) f\;' l)(~n) I 

wobei die Zwischenstellen ~v ~2 •... , ~n den in 95 angeschriebenen 
Ungleichungen genügen. 

~ ist ein passender innerer Punkt des kleinsten Intervalles, das die n 
voneinander verschiedenen Punkte x1, x2 , .•• , Xn enthält. 
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98. f(x + nh)- (7) f(x + (n- 1)h) + (~) f(x + (n- 2)h)- · · · 

+ ( ~- 1)n f(x) = hn j(n)(~)' 

wobei entweder x < ~ < x + nh oder x + nh < ~ < x. Der Spezialfall 
n = 1 ist der gewöhnliche Mittelwertsatz. 

99. (Eine von 95 verschiedeneVerallgemeinerungdes Mittelwertsatzes 
aufFunktionensysteme.) Es sollen die Funktionen h1(x), h2(x), ... , hn- 1 (x) 
den Ungleichungen (**) von 93 genügen, die Funktion f(x) sei beliebig. 
Ist x1 < x2 < x3 < · · · < Xn, so existiert ein ~' x1 < ~ < Xn, so be
schaffen, daß 

... h1 (xn) 

... h2(xn) 

h~(~) 

h~(~) 

... hln- 1)W 

... h~n-1)(~) 
sg ............................ = sg .......................... . 

hn _1 (x1) hn _1 (x2) . . . hn _1 (xn) hn-1(~) h;,_lw ... h~n_-/)m 
f(x1) f(x2) ... f(xn) /(~) t'W ... fCn-1)(~) 

[Vollständige Induktion; man beachte 89.] 
100. Man beweise 76 auf Grund von 91. 

2. Kapitel. 

Geometrisches über die Nullstellen 
von Polynomen. 

101. Es seien z1, z2, .•. , Zn beliebige, im Endlichen gelegene Punkte 
der komplexen Zahlenebene und m1 , m 2 , ••• , mn nichtnegative Massen 
mit der Summe 1, die bzw. in z1 , z2, ..• , Zn angebracht sind. Der 
Schwerpunkt !; dieser Massenbelegung wird durch jede lineare Trans
formation der komplexen Ebene, die den unendlich fernen Punkt in 
sich überführt, mittransformiert. D. h.: wird in dem Bild z~ von z,. 
wieder die Masse m,. konzentriert, so ist der Schwerpunkt !;' dieser 
neuen Massenbelegung identisch mit dem Bild von !;. 

Im folgenden (102-156) sei unter einem "Punkt" der komplexen 
Zahlenebene ein beliebiger, im Endlichen oder Unendlichen gelegener 
Punkt verstanden, unter einem "Kreis" eine Kreislinie oder Gerade -
letztere geht durch den unendlich fernen Punkt hindurch -, unter 
einem "Kreisbereich" ein Bereich, dessen Rand ein Kreis ist. Ein Kreis
bereich ist entweder der abgeschlossene Innenbereich oder der ab~ 
geschlossene Außenbereich eines Kreises oder eine abgeschlossene Halb
ebene, je nachdem er den unendlich fernen Punkt überhaupt nicht 
oder im Innern oder am Rande enthält. 
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102. ,Gegeben sind die Punkte Zv z2, .•• , Zn, z und die Massen mv 

m2 , ••. , mn. Es soll z von allen Punkten Zv z2, ... , Zn verschieden sein, 
während unter den letzteren einige auch zusammenfallen können; es sei 

Gesucht ist ein Punkt (, so gelegen, daß bei einer linearen Trans
formation der Ebene, die die n + 2 Punkte 

bzw. in die Punkte 

überführt, (' der Schwerpunkt der Massenbelegung wird, welche durch 
die in den z: angebrachten Massen m. bestimmt ist (r = 1, 2, 3, .. . ,n). 

Es gibt unendlich viele linearen Transformationen, die z ins Un
endliche werfen; der Punkt(, ist jedoch unabhängig von der Wahl der 
zugrunde gelegten Transformation. 

Den in 1 02 definierten Punkt (, = (,2 , der durch das Punktsystem 
z1 , z2, ••• , Zn, durch die darin angebrachten Massen mv m2, ... , mn, 

m1 + m2 + · · · + mn = 1, und durch den "Aufpunkt" z, der von allen z,. 
verschieden sein muß, eindeutig bestimmt ist, nennt man den Schwer
punkt der Massenbelegung m 11 m2, ••• , mn in bezug auf z. Ist z = oo 
der unendlich ferne Punkt, so ist ( 2 = '= der gewöhnliche Schwerpunkt. 

103. Man denke sich in den festen Punkten z1 , z2, ••. , Zn alle 
möglichen Massenbelegungen von der Gesamtmasse 1, und z sei ein von 
z1 , z2, ... , Zn verschiedener Punkt. Die Schwerpunkte ( 2 aller derartiger 
Massenbelegungen in bezug auf z füllen ein Kreisbogenpolygon Sl'z aus. 

104. Sl'z sei das in 103 definierte Kreisbogenpolygon, w1 , w2 zwei 
Punkte von .\'l'2 • Betrachten wir den Kreis durch w11 w2 undz. Derjenige 
Kreisbogen w1 , w2, der z nicht enthält, ist in Sl'z enthalten, m. a. W. Sl'2 

ist in bezug auf z kreiskonvex. (Wir nennen Sl'z den kleinsten, in bezug 

auf z kreiskonvexen Bereich, der die Punkte z11 z2 , ••• , Zn enthält.) 
105. Gehören die Punkte z1 , z2, ••• , Zn alle einem Kreisbereich K 

an und liegt der Punkt z außerhalb von K, so liegt das Kreisbogen
polygon srz [103] ganz innerhalb von K. 

Es seien z1 , z2 , •.. , Zn beliebige Punkte und z ein von diesen ver

schiedener Punkt. Es möge in allen Punkten z. die gleiche Masse _!_ 
n 

angebracht sein. Von nun an betrachten wir nur den Schwerpunkt(,= Cz 
dieser speziellen Massenbelegung und nennen ihn kurz den Schwerpunkt 

der Punkte z1 , z2, •.• , Zn in bezug auf z. 
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106. Es sei Cz der Schwerpunkt von Zv z2, ••. , Zn in bezug auf z. 
Jeder Kreis durch z und C, trennt die Punkte z1, z2, ••• , Zn· D. h. ent
weder enthalten beide durch den Kreis begrenzten Kreisbereiche etwelche 
Punkte Zv z2, ••• , z" im Innern oder liegen Zv z2, ••• , z" sämtlich auf 
dem Kreise. 

1 07. (Fortsetzung.) Gehören alle Punkte Zv z2 , ••• , z,. einem Kreis
bereiche K an, so können nicht beide Punkte z und Cz außerhalb K liegeiL 
Wenn der eine, z. B. z, außerhalb K liegt, dann liegt der andere, Cz, im 
Innern von K, abgesehen vom Falle, daß sämtliche Punkte Zv z2, ••• , Zn 
in einen Randpunkt von K zusammenfallen, in den dann auch Cz 
hineinfällt. 

108. Die festen Punkte w11 w2, ... , WJo z seien zu je zwei von
einander verschieden. Die komplexen Zahlen Zv z2 , ••• , Zn seien nur 
der k verschiedenen Werte Wv w2, ..• , wk fähig. Die Schwerpunkte 
aller derartigen Systeme Zv z2 , ••• , Zn in bezug auf z liegen überall 
dicht in dem kleinsten in bezug auf z kreiskonvexen Bereich, der die 
Punkte w 11 w 2, ••. , wk enthält. 

109. Die Punkte Zv z2, ••• , Zn sind fest, der variable Punkt z 
konvergiert gegen z1. Welcher Grenzlage strebt der Schwerpunkt Cz 
der Punkte Zv z2, ••• , Zn in bezug auf z zu? 

110. Der Schwerpunkt Cz der im Endlichen gelegenen festen Punkte 
z1, z2 , ••. , Zn in bezug auf den variablen Punkt z kann für genügend 
große z nach fallenden Potenzen von z entwickelt werden. Man be
rechne die beiden ersten Glieder der Entwicklung. 

Im folgenden (111-156) sei unter einer ganzen rationalen Funk
tion (Polynom) nten Grades eine nicht identisch verschwindende Funktion 

f(z) = a0 + (~) a1 z + (;) a2 Z2 + · · · + (n ~ 1) an_ 1 zn-l + anzn 

verstanden. Hierbei ist an nicht notwendigerweise von 0 verschieden; 
im Spezialfall, wenn an + 0 ist, sagen wir, daß n der genaue Grad von f(z) 
ist. Wenn an= an-l = · · · = an-k+l = 0, an-k oF 0 ist, so wollen wir 
sagen, daß f(z) die k-fache Nullstelle z = oo besitzt!). In dieser Auf
fassung hat jede ganze rationale Funktion nten Grades im ganzen n Null
stellen, von denen ev. einige im Unendlichen liegen können. Durch f(z) 
ist also ein Punktsystem Zv z2, ••• , Zn, die N nilstellen von f(z), in der 
komplexen Zahlenebene bestimmt. Umgekehrt gehört zu jedem Punkt
system eine ganze rationale Funktion, deren Koeffizienten bis auf einen 

1 ) Bei Einführung nneigentlicher Elemente und Benützung homogener Ko
ordinaten, wie dies ja mit der projektiven Natnr dieser Fragen im Einklang steht, 
ließen sich die speziellen Auseinandersetzungen über den unendlich fernen Punkt 
und die d?-mit verbundenen Fallunterscheidungen vermeiden. 
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Proportionalitätsfaktor eindeutig bestimmt sind. Wir werden häufig 
von diesem belanglosen konstanten Faktor absehen und von dem Poly
nom sprechen, dessen Nullstellen z1 , z2, ••. , Zn sind. 

111. Unter dem Schwerpunkt 'einer ganzen rationalen Funktion 
versteht man den Schwerpunkt ihrer Nullstellen. Man drücke den 
Schwerpunkt von f(z) in bezug auf einen variablen Punkt z 1. durch 
f(z) und f'(z), 2. durch die Koeffizienten von f(z) aus. Man beachte die 
Speziallfälle z = oo und f(z) = zn. 

112. Es sei C der Schwerpunkt von f(z) in bezug auf z. Notwendig 
und hinreichend dafür, daß f(z) nur reelle Nullstellen besitzt, ist, daß 
die Imaginärteile von z und C entgegengesetzte Vorzeichen haben, wenn 
sie nicht beide verschwinden, wie auch z variiert. (z = oo rechnet als 
reelle Nullstelle.) 

113. In bezug auf welche Punkte z der Ebene liegt der Schwer
punkt von f(z) im Unendlichen? Was bedeuten für diese Punkte die 
Sätze 106 und 107? 

114. Es sei f(z) ein Polynom vom genauen Graden, K ein Kreis
bereich, der die Nullstellen von f(z) enthält, c =F 0. Die Nullstellen der 

Ableitung der transzendenten Funktion e c f(z) liegen entweder in K 
oder in K + n c, d. h. im Kreisbereiche, der aus K durch Parallel
verschiebung um den Vektornc hervorgeht. [Vgl. III 33; man betrachte 
den Schwerpunkt von f(z) in bezug auf eine der fraglichen Nullstellen.J 

115. Es sei z1 eine Nullstelle des Polynoms nten Grades f(z), ferner 
x endlich und x t z1 , f'(x) = 0. Dann hat f(z) in jedem Kreise, der 
durch die beiden Punkte 

X und x- (n- 1) (z1 - x) 

hindurchgeht, mindestens eine Nullstelle. 
116. Es sei f(z) ein Polynom nten Grades, dessen sämtliche Null

stellen dem absoluten Betrage nach > 1 sind. Es seien ferner IX1 und 
IX 

1X 2 beliebige positive Zahlen, n---.! =F 1. Dann sind sämtliche Nullstellen 
IX2 

von IX1 z f'(z) - IX2 f(z) dem absoluten Betrage nach 

~ Min ( 1, j1 - n :: ! -J) . 
117. Es sei f(z) ein Polynom nten Grades, dessen sämtliche Null

stellen in dem Kreisring r ~ I z I < R liegen. Es seien ferner cx1 und IX2 

beliebige positive Zahlen und n ~ + 1. Dann liegen sämtliche Null
cx2 

stellen von cx1zf'(z)- 1X 2/(z) in dem Kreisring 

( 
! cx 1- 1) ( I cx I -1) 

r Min 1, 11 - n IX: s I z I s R Max \1, 1 - n ~; ] . 
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118. Ist z1 eine im Endlichen gelegene Nullstelle der ganzen ratio
nalen Funktion nten Grades f(z), so ist der Schwerpunkt der übrigen n- 1 
Nullstellen von f(z) in bezug auf z1 

2(n-1)f'(z1) 

= zl - -~-f"(zl) -- . 

Wie ist diese Formel zu modifizieren, wenn z1 im Unendlichen liegt? 
119. Das nte Hermitesche Polynom genügt der Differentialgleichung 

f"(z) - zf'(z) + nf(z) = 0. 

[VI 100, Lösung g).] Man zeige, auf Grund von 118, daß die Hermite
schen Polynome nur reelle Nullstellen haben (VI 100, Lösungi). [Man be
trachte die hypothetische Nullstelle mit größtem Imaginärteil.] 

120. Das Polynom nten Grades, das der Differentialgleichung 

(1 - z2)/"(z)- 2zf'(z) + n (n + 1)/(z) = 0 

genügt (das nte Legendresche Polynom, vgl. VI 90), hat nur reelle Null
stellen. (VI 97.) 

121. Der Gaußsehe Satz [III 31] ist dem folgenden äquivalent: 
Liegen sämtliche Nullstellen eines Polynoms f(z) in einer Kreisscheibe K, 
so liegen auch die Nullstellen der Ableitung f'(z) in K [113]. Man ent
scheide, ob folgender Satz richtig oder falsch ist: Liegen sämtliche 
Nullstellen eines Polynoms f(z) in zwei Kreisscheiben K 1 , K 2 , so liegen 
auch die Nullstellen der Ableitung in K 1 oder K 2 . 

Es seien K 1 und K 2 zwei Kreisscheiben oder allgemeiner zwei be
liebige Kreisbereiche. Unter n1 und n2 feste positive Zahlen verstanden, 
nennt man die Gesamtheit sämtlicher Punkte 

nlz2 + n2zl 
Z=----

nl + n2 ' 

wenn z1 und z2 unabhängig voneinander K 1 bzw. K 2 dur,s::hlaufen, einen 
Mittelbereich von K 1 und K 2 und benutzt man dafür die folgende 
symbolische Bezeichnung 

K= nlK2-t-n2Kl_ 
nl + n2 

K ist durch Kv K 2, sowie durch n1, n2 vollständig bestimmt. [Vgl. 
H. Minkowski, Werke, Bd. 2, S. 176. Leipzig: B. G. Teubner 1911.] 

122. Es seien K 1 und K 2 zwei Kreisscheiben, deren Mittel
punkte zi0l, zk0J und Radien r1 bzw. r2 sind. Zeigen wir, daß dann 

K = 1}'_1K2 + n2K1 
nl + n2 
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wieder eine Kreisscheibe ist, deren Mittelpunkt z(o) und Radius r durch 
folgende Gleichungen bestimmt werden: 

K liegt ähnlich zu K 1 und K 2 . 

123.· Es seien K1 und K 2 zwei Halbebenen mit parallelen Be
grenzungsgeraden, von denen die eine die andere enthält; der Mittel
bereich 

K = !1'1!~2 + ~Kt 
nt + n2 

ist dann auch eine Halbebene, deren Begrenzungslinie denen von K 1 

und K 2 parallel läuft und den Abstand zwischen diesen in dem Ver
hältnis n1 : n2 teilt. 

124. Es sei f(z) = /1(z) /2(z), /1(z) ein Polynom n1ten Grades, / 2(z) 
ein Polynom n2ten Grades; es liegen sämtliche Nullstellen von /1(z) im 
Kreisbereich K1 und sämtliche Nullstellen von /2(z) im Kreisbereich K 2 • 

Dann liegen die Nullstellen der Ableitung f'(z) entweder in K 1 oder in 
K 2 oder im Mittelbereich 

K = nt K2 + n2 Kt . 
nt + n2 

(Unter Grad ist der genaue Grad verstanden.) 
125. Es sei f(z) eine gebrochene rationale Funktion, deren Zähler 

und Nenner teilerfremd sind; ihre Nullstellen (Pole) seien in der An
zahl n1 und mögen im Kreisbereiche Kv ihre Pole (Nullstellen) in der 
Anzahl n2 im Kreisbereiche K 2 liegen. (Es kommen nur im Endlichen 
gelegene Nullstellen und Pole in Betracht.) Es sei n1 ~ n2 . Dann liegen 
die Nullstellen von f'(z) entweder in K1 oder in K 2 oder in dem Be
reich K, definiert durch die Zahlen 

wenn z1 und z2 unabhängig voneinander K1 bzw. K 2 durchlaufen. 
In Zeichen: 

K = nt K2 - n2 Kt . 
nt- n2 

Ist n1 = n2 und haben die Kreisbereiche K1 und K 2 keine gemein
samen Punkte, so liegen sämtliche Nullstellen von f'(z) entweder in 
K1 oder in K 2• 
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126. f(z) sei ein Polynom, und die Gleichung 

f(z) = a 

habe ihre sämtlichen Wurzeln in einem Ovale 0 1 . Alle Größen a, für 
die das zutrifft, liegen dann gleichfalls in einem Ovale 0 2 • 

127. Es sei f(z) ein Polynom, seine a-Stellen (die Nullstellen von 
f(z) - a) mögen in einem Kreisbereich Kv seine b- Stellen in einem 
Kreisbereich K2 liegen. Unter nv n2 positive Zahlen verstanden und 

c = n1 b + n2 a gesetzt, liegen diejenigen c- Stellen von f(z), die weder 
nt +n2 

in K1 noch in K2 liegen, im Mittelbereich 

K = nt K2 + n2 Kt . 
nt +n2 

[Man darf n1, n2 als ganz annehmen.] 

Unter der Ableitung einer ganzen rationalen Funktion nten Grades 
f(z) in bezug auf den Punkt C, in Zeichen Ai; f(z), verstehen wir die 
gewöhnliche Ableitung, wenn C = oo, und 

A~ f(z) = (C- z) f'(z) + n f(z) , 

wenn C endlich ist; A~;f(z) ist eine ganze rationale Funktion (n- 1)ten 

Grades 1). 

128. Es seien die n + 1 Koetfizienten von f(z) (in der Schreib
weise S. 57) 

Was sind die n Koeffizienten von A?;/(z~? 
n 

129. Es sei C beliebig. Man zeige, daß die Operation At;/(z) distri
butiv ist: Bezeichnen /1(z) und Mz) zwei Polynome nten Grades, c1 und 
c2 beliebige Konstanten, so ist 

A,:-[c1 / 1 (z) + c2 Mz)] = c1 A~;/1 (z) + c2A;;Mz). 

130. Es sei C beliebig und f(z) ein Polynom nten Grades, f(z) = g(z) h(z) 
eine Zerlegung von f(z) in die beiden Faktoren g(z) und h(z) vom Grade k 
bzw. t, k + l = n. Man zeige, daß 

A 1: f(z) = g(z) A 1; h(z) + h(z) A 1; g(z) . 

1 ) Bei Gebrauch homogener Koordinaten nennt man diese Bildung die 
erste Polare, bei älteren Autoren auch tmanant; vgl. Laguerre, Oeuvres, Bd. 1, 
S. 48. Paris: Ganthier-Villars 1 R9R. 
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131. Es sei f(z) ein Polynom nten Grades, 1;1 und 1;2 zwei beliebige 
Konstanten; die Operationen A,:-,f(z) und A;,f(z) sind vertauschbar, m. a.W. 

A - [A - f(z)] = A - [A, f(z)] = A - A-· f(z) . 
~1 '"'2 '=>2 '->1 ~1 .",2 

132. Man zeige, daß A;;f(z) dann und nur dann identisch ver
schwindet, wenn sämtliche Nullstellen von f(z) mit I; zusammenfallen. 

Unter dem abgeleiteten System der n Punkte z1, z2, ••. , Zn in 
bezug att/ einen (n + 1)t•n Punkt I; versteht man die n- 1 Nullstellen 
z;, z2, ... , z~ .. 1 von At;/(z), wenn f(z) das Polynom nten Grades ist, 
dessen Nullstellen z1 , z2, •.• , Zn sind, sämtliche Nullstellen richtig ge
zählt (S. 57). Das abgeleitete System ist vollständig bestimmt, ab
gesehen von dem einzigen Ausnahmefall, wenn die n + 1 Punkte 
Zv z2, •.. , Zn, I; alle zusammenfallen (vgl. 132). 

133. Ist I; endlich, so gehören zum abgeleiteten System in bezug 
auf I; im allgemeinen viererlei Punkte: 

1. Die endlichen, von Zv z2 , ••• , Zm I; verschiedenen Punkte, in 
bezug auf welche der Schwerpunkt von z1, z2, ••. , Zn gerade I; ist. 

2. Die mehrfachen, von I; verschiedenen endlichen Nullstellen 
von f(z), jede in einer um 1 verminderten Vielfachheit. 

3. ?; selbst nur dann, wenn es eine Nullstelle von f(z) ist, und 
zwar dann genau mit der betreffenden Vielfachheit. 

4. Der Punkt oo, wenn er eine mindestens zweifache Nullstelle 
von f(z) ist; ferner auch dann, wenn er keine Nullstelle von f(z), aber?; 
der gewöhnliche, d. h. in bezugauf oo gebildete Schwerpunkt von f(z) ist. 

134. Ein Kreisbereich, dessen Rand sowohl I; wie einen Punkt 
des abgeleiteten Systems in bezugauf I; enthält, enthält selbst Punkte 
des ursprünglichen Systems. 

135. Wenn ein Kreisbereich die Punkte Zv z2, ••• , Zn enthält und 
den Punkt ?; nicht enthält, so enthält er auch das abgeleitete System 
von Zv z2, ••• , z,. in bezug auf ?; . 

136. Das abgeleitete System der Punkte z1, z2, ••• , Zn liegt in 
dem kleinsten, in bezug auf ?; kreiskonvexen Kreisbogenpolygon, das 
Zv z2 , ••• , Zn umfaßt. (Verallgemeinerung von III 31.) 

137. Wenn f(z) vom nten Grade ist, so ist (Adn-lf(z) vom ersten. 
Man berechne die einzige Nullstelle von (Ad"- 1/(z)! 

138. Es sei 

f(z) = a0 + (7) a1 z + (~) a2 z2 + · · · + (n ~ 1) an_ 1 z"- 1 + anzn 

ein beliebiges Polynom nten Grades und l;v ?;2 , ••• , l;,. beliebige Punkte 
in der komplexen Zahlenebene. Der Ausdruck 

1 
A(l;v 1;2, ••• , l;n)f(z) = - 1 A;;,At;, ... At;n/(z) 

n. 
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ist eine symmetrische multilineare Funktion der Variablen l:v (;2 , ••• , l:n, 
die man folgendermaßen darstellen kann: 

A(Cv C2, ... , l:n) f(z) = a0 2'0 + a12'1 + a22'2 + · · · + an-12'n-1 + an2'n; 

hierbei sind I 0, Iv 2'2, ••• , In-v 2'n die elementaren symmetrischen 
Funktionen von l:v l; 2, ••• , l:n: 

2~ = 1 ' 2'1 = l;l + (;2 + ... + Cn' 

I2 = C1l;2 + (;1(;3 + · · · + l:n-ll:n, · · ·, In= C1l;2 · · · l:n · 

Wenn von den Zahlen l;1 , l;2, ... , Cn etwa die k letzten (und nur diese) 
im Unendlichen liegen, so ist I 0 = 2'1 = · · · = 2A,_ 1 = 0, Ik = 1, 
I.~:+1=C1+C2+ ··· +Cn-k• I.~:+2=C1C2+C1Ca+ ··· +Cn-k-lCn-h ... , 
In= C1 C2 ••• Cn-k zu setzen. 

139. Es sei 

f(z) = a0 + (7) a1z + (~) a2z2 + 00 · + (n ~ 1) an_ 1zn-l + anzn 

ein beliebiges Polynom nt•n Grades mit den Nullstellen z1, z2, .•• , Zn und 

g(z) = b0 + (7) b1z + (~) b2 z2 + · .. + (n n 1) bn_ 1zn-1 + bnzn 

ein beliebiges Polynom nt•n Grades mit den Nullstellen Cv l;2, ••• , Cn· 
Man berechne A(l;1, l;2 , 00., Cn) f(z) und A(zv z2, • 00, Zn) g(z). 

Wenn die beiden Gleichungen in 139 zueinander in der Beziehung 
stehen, daß 

A (l:v C2, ... , Cn) f(z) = 0 

oder, was dasselbe ist [Lösung 139], 

A (z1, Z2 , .•. , Zn) f?(Z) = 0 , 

dann heißen die beiden Polynome f(z) und g(z) apolar. Die Bezeich
nung erinnert an das Verschwinden der nt•n Polare Ac, Ac, 00. Acnf(z). 
Die Bedingung der Apolarität lautet: 

a0 bn- (7) a1 bn_ 1 + (~) a2 bn-.2 - • • • 

+ (-1)n- 1 (n ~ 1) an_ 1b1 + (-1)nanb0 = 0. 

[139.] Man nennt auch die beiden Systeme Zv z2, ••• , Zn und l:v (;2 , ••• , Cn 
zueinander apolar. 

140. Was bedeutet geometrisch die Apolarität von z1 und l:v ferner 
die von z1 , Z2 und C1 , C2 ? 
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141. Welches sind die Systeme (1 , ( 2, ••• , Cn, die zu dem System, 
das aus den Wurzeln der binomischen Gleichung zn- ·1 = 0 besteht, 
apolar sind? 

142. Es sei Zv z2, ••• , Zn irgendein System von Punkten. Es gibt 
n Systeme (, (, ... , ( mit zusammenfallenden Punkten, die zu dem 
gegebenen apolar sind. Welche? 

143. Das Polynom nten Grades 

f(z) = 1 - z + c zn 

ist apolar zu irgend einem System von Zahlen, deren Summe n und 
deren Produkt 0 ist. 

144. Es sei f(z) ein beliebiges Polynom nten Grades, dessen sämt
liche Nullstellen in dem Kreisbereich K liegen. Sind Cv (2, ... , (,." k < n, 
beliebige Punkte außerhalb von K, so hat das Polynom (n -- k)ten Grades 
Ac, A;, ... A~kf(z) seine sämtlichen Nullstellen in K. 

145. Es seien die beiden Polynome nten Grades f(z) und g(z) zu
einander apolar. Jeder Kreisbereich, der sämtliche Nullstellen des 
einen Polynoms einschließt, enthält auch mindestens eine Nullstelle 
des anderen. 

146. Es seien die beiden Polynome nten Grades f(z) und g(z) zu
einander apolar. Die beiden kleinsten konvexen Polygone, die sämt
liche Nullstellen von f(z) bzw. von g(z) enthalten, haben mindestens 
einen gemeinsamen Punkt. Allgemeiner haben auch die beiden kleinsten, 
in bezug auf denselben Punkt kreiskonvexen Kreisbogenpolygone, die 
sämtliche Nullstellen von f(z) bzw. g(z) enthalten, mindestens einen 
gemeinsamen Punkt. 

147. Das Polynom 
1-z+czn 

besitzt stets eine Nullstelle im Kreise I z I< 2. 

148. Das Polynom 
1-z+czn 

besitzt stets eine Nullstelle im Kreise I z- 11 s 1. 
149. Das (k + 1)-gliedrige Polynom 

1 -- z + c2 z''' + c3 z''' + · · · + c"z''k, 

1 = '1'1 < '1'2 < 1'~ < ... < 11J.; 

besitzt stets eine Nullstelle im Kreise 

folglich im Kreise 

(Verallgemeinerung von 147.) 
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150. Wenn ein Polynom nten Grades an zwei Stellen a und b, a t b, 
den gleichen Wert annimmt, so hat seine Ableitung mindestens eine 
Nullstelle in der Kreisscheibe, die um den Mittelpunkt der Strecke ab 

mit dem Radius I a - b I ctg!!... gezeichnet ist. (Analogon des Rolle-
n 

sehen Satzes in Komplexen.) 
151. Es sei 

f(z) = a0 + (~) a1 z + (~) a2 Z2 + · · · + (n ~ 1) an_ 1 zn- 1 + anzn 

ein Polynom nten Grades, dessen sämtliche Nullstellen in einem Kreis
bereiche K liegen, ferner 

g(z) = b0 + (~) b1 z + (~) b2 Z2 + .. · + (n ~ 1) bn_ 1 zn- 1 +'bnzn 

ein Polynom nten Grades mit den Nullstellen ßv ß2, ••• , ßn· Jede Null
stelle r des durch "Komposition" entstandenen Polynoms 

h(z} = a0b0 + (~) a1 b1 z + (~) a2 b2 z2 + · · · + (n ~ 1)an-l bn_ 1 zn-l + anbnzn 

hat dann die Form 
r= -ßvk, 

wo v einen passend gewählten Index, keinen passend gewählten Punkt 
in K bezeichnet. (Hierbei ist oo · oo = oo und 0 · oo = unbestimmt zu 
setzen.) 

152. Die Nullstellen der Polynome nten Grades f(z) und g(z) mögen 
alle im Einheitskreis I z I < 1 liegen, und zwar die Nullstellen von min
destens einem der beiden Polynome in I z I < 1. Dann liegen auch sämt
liche Nullstellen des aus den beiden durch Komposition [151] her
geleiteten Polynoms nten Grades im Kreisinnern I z I < 1. 

153. Das Polynom nten Grades f(z) habe sämtliche Nullstellen in 
einem konvexen Bereiche Sf, welcher den Nullpunkt enthält. Das Poly
nom gleichen Grades g(z) habe lauter reelle Nullstellen, die im Inter
valle - 1, 0 liegen. Das aus den beiden Polynomen durch Komposition 
[151] hergeleitete Polynom nten Grades h(z) hat dann seine sämtlichen 
Nullstellen ebenfalls in Sf. 

154. Liegen sämtliche Nullstellen eines Polynoms nten Grades 

f(z) = a0 + (~) a1 z + (~) Z2 + · · · + (n ~ 1) an_ 1 zn-l + anzn 

im reellen Intervalle - a, a, die des Polynoms nten Grades 

g(z) = b0 + (~) b1 z + (~) b2 z2 + · · · + (n ~ 1) bn_ 1 zn- 1 + bnzn 

P 6 I y a • S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 5 
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im Intervalle -b, 0 (oder 0, b), dann liegen die Nullstellen des Poly
noms nten Grades 

im Intervalle -ab, ab. (a, b sind positive Zahlen.) 
155. Es seien sämtliche Nullstellen des Polynoms nten Grades 

reell und die des Polynoms nten Grades 

reell und von gleichem Vorzeichen. Dann sind sämtliche Nullstellen 
des Polynoms 

ebenfalls reell. (z = oo rechnet als reelle Nullstelle.) 
156. Die Voraussetzungen von 155 beibehalten, sind sämtliche 

Nullstellen des Polynoms 

reell. 

3. Kapitel. 

Vermischte Aufgaben. 

157. Man zeige aus 

( . )n • 2Z •. 
lim 1 + - = cos z + z sm z , 

n-+oo n 

daß cosz und sinz keine imaginären Nullstellen haben. 

158. Man zeige aus 

( 
2' n 

lim 1- z_) = e-z' 
n-+oo n. 

daß keine Derivierte von e-z' imaginäre Nullstellen hat. 
159. Die Besselsche Funktion 

1 (z)2 1 (z)4 1 (z)s 
fo(z)= 1 -1!1! 2 +2!2! 2 -3!3! 2 + .. 
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hat keine imaginären Nullstellen. Man kann hierfür aus den vier ver
schiedenen Darstellungen 

a) J0(z) = !~~ (- 1)n ( 1 + 4z~2r Pn ( ;: ~ :::) [VI 85], 

b) J0 (z) = lim Ln(~) [VI 99, Lösung b)], 
n->-oo 4n 

;r 

c) fo(z) = 21:n! eizsinD d{} [III 148, 56], 
-;r 

[III 205] 

vier verschiedene Beweise erhalten. 
160. Es sei q eine ganze Zahl, q?:. 2. Die ganze Funktion 

z z2 z3 
F(z) = 1 + q! + (2 q)! + (3 q)! + .. · 

hat keine imaginären Nullstellen. Man kann hierfür aus 59 zwei ver
schiedene Beweise erhalten. . 

161. Es sei <X ::::: 0, 0 < <X1 < <X2 < <X3 < .. · , __!__ + __!__ + _!_ + .. · 
konvergent. Die ganze transzendente Funktion .x1 .x2 <Xa 

g(z) = e-rxz (1- ~) (1- ~) (1- ~) · .. 
·<X1 <X2 <Xs 

kann als Grenzwert einer Polynomfolge mit nur reellen positiven Null
stellen dargestellt werden. 

162. (Fortsetzung.) Ist 

( al a2 as g z) = 1 + - z + - z2 + - zs + ... 
1! 2! 3! ' 

so haben die Polynome 

nur reelle positive Nullstellen [63]. 
163. (Fortsetzung.) Es ist im Intervalle 0 < x ::::= .x1 

g(x) < 1 

5* 
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und es gilt daselbst allgemeiner 

1 + al x + a2 x2 -L ... + a2m-::l_ x2m-1 < g(x) < 1 + al x + a2 x2 + ... 
1! 2! ' · (2m-1)! 1! 2! 

m = 1, 2, 3, .... 

[g(x) wird also für 0 < x :S:: cx1 durch ihre Mactaurinsehe Reihe um
hüllt; 55, 72.] 

164. (Fortsetzung.) Es sei cx < 1 vorausgesetzt. Die durch das 
Integral 

Je-t' g(- t2) cosztdt 
0 

definierte ganze Funktion von z hat nur reelle Nullstellen [63]. 
165. Es seien cx, ß, ß1, ß2 , ß3, ••• reell, cx > 0, ßv =F 0, und die 

Reihe ß12 + ß12 + ß12 + · · · konvergent. Die ganze transzendente Funktion 
1 2 3 

G(z) = e-~z'+ßz ( 1 - ;J ef. ( 1 - ;J ef. ... 

kann als Grenzwert einer Polynomfolge mit nur reellen Nullstellen dar
gestellt werden. 

166. (Fortsetzung.) Ist 

G( ) bl b2 2 b3 3 
z =1+-z+-z +-z +··· 

1! 2! 3! ' 
so ist 

m= 1, 2, 3, .... [49.] 

167. (Fortsetzung.) Wenn G(z) keine positiven Nullstellen besitzt 
und a0, a1 , a2, ... , an reelle Zahlen sind, dann kann das Polynom 

nicht mehr imaginäre Nullstellen haben als das Polynom 

[68, 69 sind Spezialfälle.] 
168. Man zeige auf Grund von 167, daß die Besselsche Funktion 

J0(z) keine imaginären Nullstellen hat [II 31]. 
169. Man zeige auf Grund von 167, daß die in 160 erwähnten 

ganzen Funktionen keine imaginären N ollstellen haben. 
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170. Es sei lX eine gerade ganze Zahl, lX > 2. Dann stellt das 
Integral 

00 

Je-t"' cosz t dt = F"'(z) 
0 

eine ganze Funktion dar, die keine imaginären Nullstellen hat. [167.] 
171. (Fortsetzung.) Wenn bloß lX > 1 ist, dann stellt das Integral 

noch immer eine ganze Funktion dar; diese hat, wenn lX keine gerade 
ganze Zahl ist, nur endlich viele reelle Nullstellen. 

172. Die Gleichung 
tgz- z= 0 

besitzt nur reelle Wurzeln. [26.] 
173. Es sei f(t) zweimal stetig differentiierbar, f(t) > 0, f'(t) < 0, 

f'(t) < 0 für 0 < t < 1. Dann hat die ganze gerade Funktion 

1 

F(z) = jf(t)cosztdt 
0 

unendlich viele, und zwar nur reelle Nullstellen. (Verwandt mit, aber 
verschieden von III 205.) [26, III 165.] 

174. Es sei cp(t) eigentlich integrabel für 0 < t:::; 1. Ist 

1 

flcp(t) idt<1, 
0 

so hat die ganze Funktion 
1 

F(z) = sinz- J cp(t) sinz t dt 
0 

nur reelle Nullstellen. [27.] 
175. Es sei f(t) reell und stetig differentHer bar für 0 < t < 1. Ist 

1 

l/(1)1> flf'(t)ldt, 
0 

so hat die ganze Funktion 
1 

F(z) = J f(t) coszt dt 
0 

nur reelle Nullstellen. (Die Bedingung ist insbesondere dann erfüllt, 
wenn f(O) 2 0, f'(t) > 0 für 0 < t < 1; vgl. III 205.) 

176. Es sei a ::=: 2. Die ganze Funktion 

z z2 z3 zn 
F(z) = 1 + a + a4 + a9 + ... + an' + ... 

hat, sowie auch sämtliche Partialsummen ihrer Potenzreihe, nur reelle 
negative einfache Nullstellen. [III 200.] 
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177. Die Funktion f(t) sei stetig differentiierbar und positiv für 
1 

0 < t < 1, außerdem soll J f(t) d t existieren. Die durch das Integral 
0 

1 

jf(t)eztdt=F(z) 
0 

definierte ganze Funktion hat keine Nullstellen 

in der Halbebene ffi z > 0, wenn 
in der Halbebene ffi z < 0, wenn 

f'(t) > 0, 
f'(t)<O. 

[Nicht analog zu III 205 mittels Grenzübergangs aus III 22, sondern 
durch sinngemäße Übertragung des Beweises von III 22.] 

178. Man beweise III 189 auf Grund von 177. 
179. Der Rest der Exponentialreihe 

zn+ 1 zn+2 zn+3 

(n + 1)! + -(n + 2) f + (n + 3)! + · · · 

verschwindet für z = 0, aber sonst in keinem Punkte der Halbebene 
ffi z < n, wenn n = 1, 2, 3, ... ; n = 0 ist eine Ausnahme: dann liegen 
die Nullstellen sämtlich auf der Begrenzung der Halbebene ffi z < 0. 
(Hieraus folgt leicht 73.) [177.] 

180. Ist .2! an+ 1 
ll

2 konvergent, so ist 
n~O I an 

a0 +a1 z+a2 z2 + ··· +anzn+ ··· =F(z) 

eme ganze Funktion. Bezeichnen wir die Nullstellen von F(z) mit 
Zv z2 , ••• , Zn, ... , so ist 

konvergent. 
181. Wenn die Nullstelleq eines Polynoms mit reellen Koeffizienten 

alle reell und einfach sind, so liegt in dem Intervall zwischen zwei 
sukzessiven nur eine Nullstelle der Ableitung. Ist dieser Satz auch 
für ganze transzendente Funktionen richtig? 

182. Der Grad des Polynoms H(x) sei > 3. Ist 

F(x) = eH(x), 

h . . d b "d . dF d d2F . h bl ß so at mmdestens eme er e1 en Funkhonen dx un dx2 mc t o 
reelle N ullstellen. 

Dem Polynom mten Grades 

f(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + amz"' 
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mit reellen Koeffizienten a0 , av ... , am, am ~ 0, ordne man die folgen
den drei begleitenden Polynome zu: 

P(z, w) = a0 + a1 z + a2 z(z- w) + · · · + amz(z- w) · · · (z- m- 1 w), 

Q(z, w) = ao (1 + z- m=l. w) (1 + z- m- 2w)· .. (1 + z- w) (1 +z) 

+ a1 ( 1 + z - m -1 w) ( 1 + z - m - 2 w) · · · ( 1 + z - w) z 
+ a2 ( 1 + z- m - 1 w) ( 1 + z- m - 2 w) · · · (z- w) z 

+ am_ 1(1 +z-m -1 w) (z-m- 2w) · · · (z- w)z 
+am (z-m-1w) (z-m-2w) ···(z-w)z, 

R(z, w) = a0 (1-z+m--1 w) (1-z+m~w)·· · (1-z+w) (1-z) 

+a1 (1-z+m-1w)(1-z+m-2w)···(1-z+w)z 

+ a2 (1- z+m-=-1 w) (1- z+m- 2w)· · · (z- w)z 

+ am _1 ( 1 - z + m - 1 w) (z - m - 2 w) 

+am (z-m-1w) (z-m-2w) 
... (z- w) z 
... (z-w)z. 

Die drei begleitenden Polynome hängen von einem Parameter w ab. 
Ersetzt man simultan 

Z durch -Z, ())durch -(JJ, ay durch (-1)Yay, 1J = 0, 1, 2, •. •> m, 

so geht 
Q(z, w) in R(z, w) 

über. 
183. Setzt man 

oo kn 
f(z) ekz = 2-, A~k) zn, 

n. 
n=O 

k>O, 

f(z)(1-z)-k- 1 =~T(k+n+ 1 -m) kmß<klzn kganz,k>m-1, 6 T(k + 1) n! n · ' 

k+m-l 

f(z) (1 + z)k-1 = 2 (k- 11)! km c~k) zn, 
n=O n!(k-n-;-m-1)! 

k ganz, k> 1, 

so lassen sich die Koeffizienten A;;'l, E;;'l, C;;'l durch P(z, w), Q(z, w), 
R (z, w), die begleitenden Polynome von f(z), ausdrücken. 

184. Man beweise die für w > 0, - 1 + (m- 1) w < ffiz < 0 
gültige Formel 

I 1 ) 
r(~ + 1 / 1 

1+z _z+w ( t ) 

(
1 + z ). ( z) (1- t) w t w I t-=-1 dt 

r~-m+1 r-~o 

Q(z, w) 

und suche analoge Formeln für P(z, w) und R(z, w). 
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185. Man bezeichne bzw. mit 

ir: , ~: , D! , m: 
die Anzahl der Nullstellen der Polynome 

f(z), JD(z, co), {?(z, co), ~(z, co) 

im offenen Intervalle a < z < b. Es geiten folgende Ungleichungen: 

iJ~<~~. 

iJÖ <D~, 
<;1:"" < rol+(m-l)ro 
UO="lo ' 

iJ~oo > ~~oo' 
c;1:0 >Do 
U-oo= -l+(m-l)ro> 

iJ~1 >ffi~oo• iJ::~>ffir'+(m-l)ro' 

Vorausgesetzt ist dabei, daß w > 0; in den Ungleichungen der zweiten 
Zeile muß noch (m- 1) co < 1, in der letzten Ungleichung der ersten 
Kolonne co- 1 eine ganze Zahl sein. [38, 80.] 

186. (Fortsetzung.) Vorausgesetzt, daß /(z) in den Endpunkten 
des betr. Intervalls (also in z = 0, bzw.1 bzw. -1) nicht verschwindet, 
kann man den vorangehenden Ungleichungen noch hinzufügen, daß die 
Differenz der beiden Seiten eine gerade Zahl ist (ev. 0).- Warum muß 
betreffend die Stelle z = + oo nichts Neues vorausgesetzt werden? 

187. Die drei in 183 erwähnten Potenzreihen haben folgende Eigen
schaften: 

1. Sie enthalten nicht weniger Zeichenwechsel, als das Polynom 
f(z) bezüglich im Innern der Intervalle 

(0, + oo), (0, 1), {0, + oo) 

Nullstellen besitzt. 
2. Die Anzahl der Zeichenwechsel nimmt ab oder bleibt unver

ändert, wenn k wächst. 
3· Die Anzahl der Zeichenwechsel erreicht die Anzahl der Null

stellen von f (z) in dem bezüglichen Intervalle, wenn k genügend 
groß ist. 

188. Dem reellen Polynom mten Grades f(z) ordne man als viertes 
begleitendes Polynom 

](z, co) = /(mco)-(7) f(m-1 co)z+(~) f(m- 2co)z2 - • • • +(-1)m j(O)zm 

zu, co > 0. Es bezeichne analog wie in 185 3~ die Anzahl der Null
stellen von ](z, co) in dem offenen Intervall a < z < b • Es bestehen 
dann die Ungleichungen 

<;1:0 <"'"" 
U-oo=o\h' 

Wird /(0) -:z. 0, f(m co) -;z_ 0 vorausgesetzt, so kann man noch hinzu
fügen, daß die Differenz der beiden Seiten eine gerade Zahl ist. 
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189. Die Anzahl der Nullstellen des reellen Polynoms mten Grades 
f(z) im Intervalle m w < z < oo ist nicht größer als die Anzahl der 
Nullstellen des Polynoms 

Am /(0) + (7) LJm- 1 /(0) Z + (;) LJm- 2 /(0) z2 + · · · + /(0) zm 

im Intervalle 0 < z < 1; hierbei bedeutet 

iJv /(0) = f(v w) - (~) f(v -1w) + (;)t(v- 2 w) - · · · + (-1)v /(0), 

v = 0, 1, 2, ... , m. 

1901). Man kann jedes vorgelegte Polynom als Quotienten zweier 
Polynorne so darstellen, daß der Nenner keine Zeichenwechsel und der 
Zähler ebensoviel Zeichenwechsel aufweist als das vorgelegte Polynom 
positive Nullstellen besitzt. 

191. Es sei das Polynom mten Grades f(x) so beschaffen, daß, 
mit P(x) ein beliebiges Polynom bezeichnet, das Produkt P(x) f(x) 
mindestens m Zeichenwechsel mehr aufweist als P(x). Hierzu ist not
wendig und hinreichend, daß f(x) nur reelle positive Nullstellen besitzt. 

192. Es sei das Polynom f(x) so beschaffen, daß, mit P(x) ein 
beliebiges Polynom bezeichnet, P(x) f(x) + P'(x) nicht mehr imaginäre 
Nullstellen besitzt als P(x). 

Hierzu ist notwendig und hinreichend, daß f(x) = a - b x ist, wo 
a beliebig, b > 0. 

193. Wenn das Polynom f(x) die Eigenschaft hat, daß für alle 
positiven p die Gleichung /(x) + p = 0 nur reelle Wurzeln besitzt, 
dann ist f(x) höchstens vorn zweiten Grade. Sind die Wurzeln derselben 
Gleichung alle reell und alle eines Zeichens, so ist f(x) vorn ersten 
Grade. 

Dies ist geometrisch evident; man wünscht einen Beweis, der auf 
anderen Prinzipien beruht. 

194. Der mit reellen a0 , av a2, b0, b1 , b2 aufgebaute Ausdruck 

~~-~~~~+~~M-2~~~~+~~~-~~~~+~~ 

ist dann und nur dann negativ, wenn die beiden Polynome 

reelle und einfache Nullstellen haben, die sich trennen, d. h. so liegen, 
daß die beiden Nullstellen des einen Polynoms eine und nur eine des 
anderen zwischen sich enthalten. 

1) Von 190 bis 195 handelt es sich um Polynome mit reellen Koeffizienten. 
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195. Es sei P(x) ein Polynom mit nur reellen Nullstellen. Dann 
gibt es im allgemeinen keine primitive Funktion von P(x), die nur 
reelle Nullstellen besitzt. Genauer: Bezeichnet n den genauen Grad 
von P(x) und bestimmt man die reelle Zahl a, so daß das Polynom 
(n + 1)ten Grades 

X 

Q(x) = J P(x) dx 
a 

eine Maximalanzahl von reellen Nullstellen enthält, so kann man be
haupten, daß diese Maximalanzahl 

=2 für n= 1, 

~3 für n = 2, 4, 6, 8, ... , 

>4 für n=3,5,7,9, ... 

ist, und mehr behaupten kann man nicht, denn das Gleichheitszeichen 
kann bei allen betreffenden n ±ür ein passendes P(x) sich tatsächlich 
einstellen. 

196. Es sei L das Maximum der absoluten Beträge der Koeffi
zienten des Polynoms 

f(z) = zn + alzn-1 + a2zn-2 + ... +an' 

und zv z2, ... , Zn seien die Nullstellen von f(z). Dann ist 

(1 + / z1 1) (1 +I z2 [) ... (1 +I Zn I)< 2n yn + 1 L. [II 52.] 



S e c h s t e r Ab s c h n i t t. 

Polynome und trigonometrische 
Polynome. 

Setzt man cos {} = x , dann sind 

U ( )=-1-T' ( )=sin(n+1){} 
n X + 1 n+l X • _Q ' n s1n·u· 

n = 0, 1, 2, ... Tn(x) = cosn{}, 

Polynome nten Grades von x (Tschebyscheffsche Polynome), und zwar 
ist der höchste Koeffizient von Tn(x) gleich 2n-1, der von Un(x) gleich 
2n,n=1,2,3, .... 

1. Die Nullstellen von Tn(x) und Un(x) sind sämtlich reell, von
einander verschieden und liegen im Innern des Intervalls -1, 1 . Man 
bestimme diese N ullstellen. 

2. Man beweise die folgenden Relationen: 

Tn+l(x) = x Tn (x)- (1 - x2) Un-l(x), 

Un(x) =X Un-l(x) + Tn(x), n = 1, 2, 3, .... 

3. Die Polynome Tn(x) und Un(x) genügen den folgenden Differen
tialgleichungen: 

(1- x2) T~(x)- xT;,(x) + n2 Tn(x) = 0, 

(1 - x2) U~(x)- 3 x U~(x) + n(n + 2) U,.(x) = 0. 

4. Für Tn(x) und Un(x) gelten die Orthogonalitätsrelationen 
1 

!-y 1 Tm(x)Tn(x)dx=O, 
-1 1- x2 

1 

jy1-x2 Um(x)Un(x)dx=O, 
-1 

Man berechne diese Integrale für m = n. 
5. Es ist 

m,n=0,1,2, ... ; m<2::n. 
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6. f(x) sei im Intervall -1 < x < 1 definiert und habe dort eine 
stetige nte Ableitung. Dann ist 

n n 

~(cosfJ)cosn{Jd{}= 1 ( )jJ<nl(cos{})sin2 n{}d{} . .JI 1·3·5··· 2n-1 
0 0 

7. Es gelten für n = 1, 2, 3, ... , -1 < x < 1 die Ungleichungen 

In der ersten Ungleichung wird das Gleichheitszeichen an genau 
n + 1 Stellen, nämlich an den n- 1 Nullstellen von Un_ 1(x) ul'l.d 
außerdem für x = -1 und x = 1 angenommen. In der zweiten Un
gleichung gilt das Gleichheitszeichen nur für x = - 1 und x = 1 . 

Unter einem trigonometrischen Polynom nter Ordnung versteht 
man einen Ausdruck der Form 

g({}) = A0 + A1 cos{} + ,u1 sin{} + A2 cos2{} + t.t2 sin2{} + · · · 
+ Ancosn{} +,Unsinn{}. 

Sind alle ,Uv gleich 0, so ist g({}) ein Kosinuspolynom nter Ordnung. 
Sind alle Av gleich 0, so ist g({}) ein Sinuspolynom nter Ordnung. 

8. Ein Kosinuspolynom nter Ordnung läßt sich stets in der Form 
P(cos{}) schreiben, wo P(x) ein Polynom nten Grades ist. Das Um
gekehrte ist auch richtig. 

9. Ein Sinuspolynom nter Ordnung läßt sich stets in der Form 
sinfJP(costJ) schreiben, wo P(x) ein Polynom (n- 1)ten Grades ist. 
Das Umgekehrte ist auch richtig. 

10. Das Produkt von zwei trigonometrischen Polynomen bzw. von 
mter und nter Ordnung ist ein trigonometrisches Polynom (m + n)te• 
Ordnung. 

11. Ein trigonometrisches Polynom nter Ordnung mit lauter reellen 
Koeffizienten 

g(fJ) = A0 + A1 cos{} + ,u1 sin{} + A2 cos2{} + ,u2 sin2fJ + · · · 
+ Ancosn{} +,Unsinn{} 

läßt sich in der folgenden Form schreiben: 

g(tJ) = e-inß G(eiß), 

wo G(z) = u0 + u1 z + u2 z2 + · · · + u2 nz2 n ein Polynom 2nten Grades 
bezeichnet, das ungeändert bleibt, wenn man zum reziproken Polynom 
übergeht und gleichzeitig die Koeffizienten durch die konjugiert
komplexen Werte ersetzt: 

G(z) = u2 n + u2 n_ 1 z + u2 n_ 2 z2 + · ·· + u0 z2 n= z2 nG(z-t). 

Man berechne die Koeffizienten u0 , Uv u2, ••• , u2 n. 
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12. Bezeichnet G(z) ein Polynom 2 nten Grades, für welches iden
tisch in z 

gilt, dann ist 
e-in1fG(ei>~) = g(ß) 

ein trigonometrisches Polynom nter Ordnung von {} mit lauter reellen 
Koeffizienten. 

13. Es sei G(z) ein Polynom 2 nten Grades und 

z2 nG(z- 1 ) = G(z). 

Wie sind die Nullstellen von G(z) in der komplexen Ebene verteilt? 
14. Ein trigonometrisches Polynom nter Ordnung mit lauter reellen 

Koeffizienten 
g(ß) = 20 + 21 cosß + fl1 sin ß + 22 cos2 ß + fl2 sin 2 /} + · · · 

+ lncosnß + ~tnsinnß, 
in welchem ln und fln nicht beide verschwinden, besitzt genau 2 n 
Nullstellen, wenn für ß sowohl reelle wie auch komplexe Werte zu
gelassen und mehrfache Nullstellen ihrer Multiplizität entsprechend 
gezählt werden. (ß und ß + 2 n gelten als nicht verschieden.) 

15. Man bestimme sämtliche trigonometrischen Polynome nterord-
nung . 

g (ß) = 10 + 11 cosß + fl1 sinß + 12 cos2ß + fl 2 sin2 ß + · · · 
+ lncosnß + flnsinnß, 

die lauter reelle Koeffizienten haben und in iX und ß identisch die 
folgende Relation erfüllen: 

16. 

~ g ((X - __!_!!_) g (__!_!!_ - ß) = g ((X - ß) . 
v=O n + 1 n + 1 

. 2n + 1_o. sm---·u· 
1 2 - + cosß + cos2ß + .. · + cosnß = ß 
2 . 

2sm-
2 

. n n+ 1 
sm-ßcos-~ ß 

2 2 
cosß + cos2ß + cos3ß + · · · + cosnß = ----· . /} 

sm-
2 

sin2 nß 
cosß + cos3 ß + cos5 ß + .. · + cos(2n- 1)ß = . ß , 

2sm 

. n_u. n+1_o. 
sm-·usm~-·u· 

sinß + sin2ß + sin3 {} + ... + sinn·ß = 2 2 
. /} 

sm-
2 
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17 sinß + sin3ß + sin5ß + ... + sin(2n -1) {) = (sinnß)Z 
• sinß sinß sinß sin1'f sinß · 

Was folgt hieraus für '19 = 0 ? 

+
18

1" (sin(n + 1) !!)' 2 

n 1 2 
-- + n cos ß + ( n - 1) cos 2 & + · · · + cos n ß = - I} • 

2 2 . I 
sm-

2 

19. Wo liegen die Nullstellen der trigonometrischen Polynome 

cos& + cos2& + · · · + cosn1'J, 

cosß+cos3ß+cos5ß+ ··· +cos(2n-1)'!9, 

sinß + sin2ß +···+sinn-&, sinß + sin3 '19 + · · · + sin(2n- 1)'19, 

n+1 
-- + ncosß + (n- 1)cos21't + · · · + cosnß? 

2 

20. Man zeige die Identität 

1. '19 n+1 
cos1'J + cos21't + · · · + cosnß =- sm(n + 1)-&ctg-- cos2 --'19. 

2 2 2 

21. Man zeige, daß 

• _u . _u • u sin(n + 1)'19 
sm-u- + sm2 'U' + · · · + smn 'U' + -'-----

2 

für 0 < '19-:::; n nichtnegativ ist. 
22. Die arithmetischen Mittel der Teilsummen der Reihe 

! + cos '19 + cos 2 '19 + cos 3 '19 + · · · + cos n '19 + · · · 

sind für jedes '19 nichtnegativ; sie konvergieren mit wachsendem n 
gleichmäßig gegen 0, wenn s < '19 < 2 n - s, s > 0 ist. 

23. Das trigonometrische Polynom 

hat im 

. sin 2 '19 sin 3 '19 sinn '19 
A (n, 1'J) = sm {} + - 2- + - 3 - + . ·. + -n-

Intervall 0 < '19 < n an jeder der Stellen _.!!___, 3 _!!__, 
n+1 n+1 

· · ·, (2 q - 1) _!!__ (und nur an diesen) ein relatives Maximum 
n+1 

und an jeder der Stellen 2 n, 2 2 n, 3 2 n, 
n n n 

2n 
(q -1)- (und nur 

n 

d. ) . 1 . M. . [n + 1 J an tesen em re ahves tmmum, q = 2 - . 
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24. .(Fortsetzung.) Die Maxima von A(n, {)) im Intervall 
0 < {) < n nehmen monoton ab, so daß das absolute Maximum von 

A(n,'!9) im ganzen Intervall o<{)<n gleich A(n, n~ 1 ) ist. [20.] 

25. (Fortsetzung.) Die Maxima A (n, _n_) wachsen, mit n 
n+·l monoton, und es ist 

n 

. ( n ) Jsin{) hm A n, -- = ~{) d{) = 1,8519 
n-+oo n+1 

0 

26. Das trigonometrische Polynom 

cos 2 {) cos 3 {) cos n {) 
B(n, {))=cos{}+-2 -+-T-+ ... +-n-

hat im Intervalle 0 < {) < n an jeder der Stellen 0, 2 n, 2 2 n , 
n n 

p 2 n (und nur an diesen) ein relatives Maximum und an jeder der 
n 

Stellen ~- 2 2n_ 3E- q 2n_ ( d d' ) . n + 1 , n + 1 , n + 1 , ... , n + 1 un nur an 1esen em 

1 . M' . [ n] [n + 1] re atlves 1mmum, p = 2 , q = - 2- . 

27. (Fortsetzung.) Das trigonometrische Polynom B (n, {}) nimmt 

seinen kleinsten Wert für{}= [n + 1] ~- an. [21.] 
2 n+ 1 

28. Es ist für 0<{}<2n und n= 1, 2, 3, ... 

cos 2 {} cos 3 {} cos n {} 
B (n, {}) = cos{} + - 2- + - 3 - + .. · + n->- 1. 

f({}) sei eine nach 2 n periodische, im Intervalle 0 < {} < 2 n eigent
lich integrable Funktion. Die Konstanten 

2;-t 2n 

an=-1-jt({})cosn{}d{}, bn=_!_jf({})sinn{}d{}, n=0,1,2, ... ; b0=0, 
2n 2n 

0 0 

nennen wir die Fouriersehen Konstanten, die formal gebildete Reihe 

a0 + 2a1 cos{) + 2b1 sin{) + 2a2 cos21J + 2b2 sin2{} + · · · 

+ 2ancosn{} + 2bnsinn{) + · · · 

die Fouriersehe Reihe von f({)). Wenn f({)) von beschränkter Schwan
kung ist, dann ist diese Reihe konvergent mit der Summe 

f({} + 0) + f({}- 0) 
2 
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29. Die Funktion f(lJ) sei periodisch, f(/J + 2:n) = f(/J). Jede der 
folgenden Gleichungen (bzw. Gleichungspaare) 

1. 1(- /J) = f(/J)' 

2. f(- /J) =- f(/J) ' 

3· f(/J + :n) =- f(/J) ' 

4a. /(- /J) = f(/J), f(/J + :n) =- f(/J), 

4 b. f(- /J) =- f(/J) ' f({} + :n) =- i(lJ)' 

5. f({} + :n) = f(/J) 

bedeutet eine besondere Symmetrieeigenschaft der Bildkurve y = f(x). 
Man zeige, daß das Vorhandensein einer solchen Symmetrieeigenschaft 
an dem Verschwinden unendlich vieler Fouriersehen Konstanten be
merkbar ist. 

30. Wie lautet die Fouriersehe Reihe eines trigonometrischen 
Polynoms nter Ordnung f({})? 

31. n und Y seien positive ganze Zahlen. Es ist 
n 

2
1nf( 2 cos ~r cos (~_')I) /}d/} = (;). 
-n 

32. Die Zahlenfolge 

sei von der Beschaffenheit, daß die "trigonometrische Reihe" 

a0 + 2 a1 cos{} + 2 b1 sin/J + 2a~~.cos2/J + 2 b2 si!!-2-{) + · · · 
+ 2ancosn/J + 2bnsinn{} + · · · 

gleichmäßig konvergiert für alle Werte von lJ und also eine nach 2 :n 
periodische stetige Funktion f ( {}) darstellt. Wie lautet die F ouriersche 
Reihe von f({})? 

! ·-- .!_ 2= sin2nnx = { x- [x], wenn x nicht ganz ist, 
33. 1 . 2 n n 2 , wenn x ganz 1st. 

n=l · 

34. Man zeige 

J sin/Jj = ~ _ i ~ cos2n# = ~ ~ sin2 n/J . 
n n~ 4t; 2 -1 n~ 4n2 -1 

n=l n=l 

35. Die Konstanten 

m=1,2,3, ... 
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(die in naher Beziehung zu den sogenannten Lebesgtteschen Konstanten 
der Fottriersehen Reihe stehen) wachsen monoton mit m. Sie lassen 
sich nämlich in folgender Form darstellen: 

1 1 1 1 
. 00 -+-+-+···+---

0 =~·,n 3 5 2nm-1. 
~m n2~ 4n2 -1 

n~1 

[Man setze für I sinm-& I die Entwicklung von 34 ein und wende 17 an!] 
36. Die Funktion f({}) sei periodisch mit der Periode n, ferner 

eine "gerade Funktion", d. h. es gelte identisch f( -{}) = f( {}). Wenn 
j({}) im Intervall 0 <-& < n von oben konvex ist, dann hat ihre 
Fottriersehe Reihe die Form 

c0 - c1 cos 2-& - c2 cos 4-& ·- · · · - c" cos 2 n {} - · · · , 

wo sämtliche Koeffizienten cv c2, ••• , c", ... nichtnegativ sind. 
37. Die Funktion f(O) von 36 soll der weiteren Bedingung /(0) = 0 

unterworfen sein. Es sei ferner {}-Pj({}) beschränkt, p > 0. Die Folge 

m = 1, 2, 3, ... 

wächst monoton mit m. [Verallgemeinerung von 35.] 
38. Mn bezeichne das Maximum von 

T(n, {))=I si~{}l +I sin22·&1 +I si~3-&l + ... + lsin:-& I 

für alle Werte von -&. Man hat 

2 ~1 2 11 1 2 
- ""' - < M" < - ""'-+- . ll~V ll~'V 1l 

·~1 •~1 

[34, 28.] 

39. x0 , Xv x2, . .. , Xn seien beliebige komplexe Zahlen, x0 =F 0, x" =F 0. 
Der Ausdruck 

stellt ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom von genau nter Ord
nung dar. Man berechne die Koeffizienten desselben. 

40. Ist das trigonometrische Polynom nter Ordnung 

g( {)) = 20 + 21 cos {} + ,u1 sin -& + 22 cos2 -& + ,u2 sin 2 -& + · · · 

+ Ancosn-& +,Unsinn-& 
P 61 ya · S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze I!. 6 
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für jedes {} nur nichtnegativer Werte fähig, so läßt es sich in der fol
genden Form darstellen: 

wobei h(z) = x0 + x1 z + x2 z2 + · · · + Xn z" ein Polynom nten Grades ist. 
[Man zerlege das in 11 betrachtete Polynom G(z) in Linearfaktoren.} 

41. Bezeichnet g({}) ein nichtnegatives Kosinuspolynom, so kann 
man stets ein Polynom h(z) = x0 + x1 z + x2 z2 + · · · + Xnzn mit lauter 
reellen Koeffizienten finden derart, daß 

g({}) = I h (z) 12 ist, z = ei{}. 

42. Man zeige, daß die in 40 gegebene Darstellung eines nicht
negativen trigonometrischen Polynoms im allgemeinen auf mehrere 
Weisen möglich ist. 

43. Man zeige, daß in 40 immer eine solche Darstellung vor
handen ist, bei der h(z) den folgenden Bedingungen genügt: 

1. h(z) ist von 0 verschieden für I z I < 1 ; 
2. h(O) ist reell und positiv. 

Hierbei ist vorausgesetzt, daß g({}) nicht identisch verschwindet. 

44. Wenn eine ganze rationale Funktion für jedes reelle x nicht
negativ ist, so läßt sie sich in der Form [A(x)]2 + [B(x)] 2 schreiben, 
wo A(x) und B(x) ganze rationale Funktionen mit lauter reellen 
Koeffizienten sind. 

45. Jede ganze rationale Funktion, welche für nichtnegative 
Werte von x nichtnegativ ist, läßt sich in der Form 

[A(x)J 2 + [B(x)]2 + x {[C(x)]2 + [D(x)] 2} 

schreiben, wo A (x), B(x), C(x), D(x) ganze rationale Funktionen mit 
lauter reellen Koeffizienten bezeichnen. 

46. Jede ganze rationale Funktion nten Grades, welche für 
-1 < x:::::; 1 nur nichtnegativer Werte fähig ist, läßt sich in der Form 

[A(x)J 2 + (1- x2) [B(x)J 2 

darstellen, wo A(x) und B(x) ganze rationale Funktionen nten bzw. 
(n-1)ten Grades mit lauter reellen Koeffizienten bezeichnen. [41.] 

47. Jede ganze rationale Funktion nten Grades P(x), welche für 
- 1 < x:::::; 1 nur nichtnegativer Werte fähig ist, läßt sich in der Form 

[A(x)] 2 + (1 - x) [B(x)] 2 + (1 + x) [C(x)] 2 + (1 - x2) [D(x)] 2 

schreiben, und zwar derart, daß alle vier Glieder höchstens vom 
nten Grade sind. 

Ist P(x) vom Grade 2m, so gibt es eine solche Darstellung, bei 
welcher B(x) = C(x) = 0 und A(x) vom Grade m, D(x) vom Grade 
m-'- 1 ist. 
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48. Kann eine jede ganze rationale Funktion n ten Grades P(x), 
welche für - 1 < x < 1 positiv ist, in der Form 

P(x) = ~ A(1 - x)~X (1 + x)ß 

dargestellt werden, wobei A > 0, IX + ß < n, IX und ß nichtnegativ 
ganz sind? 

49. Jede ganze rationale Funktion P(x), welche im Intervall 
- 1 < x < 1 positiv ist, kann in der Form 

dargestellt werden, wobei A > 0, IX und ß nichtnegativ und ganz sind. 

50. Es sei 

g(11) = 20 + 21 cos11 + p1 sin {} + 22 cos 2 {} + p 2 sin 2{} + · · · 
+ A.,.cosn{} + p,.sinn{} 

ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom nter Ordnung, und zwar 
sei das absolute Glied von g(&) gleich 1, d. h. 

Dann ist 

2:r 

Ao = _1 fg({}) d{} = 1. 
2n 

0 

g(11) <n + 1. 

Das Gleichheitszeichen gilt hier nur, wenn 

1 n 
g(11) = -+ 1 11 + z + z2 + · · · + z" [2 = 1 + 2 --cos (11-110) 

n n+1 

n-1 1 . + 2 --cos2{{}- &0) + .. · + 2 --cosn (11~ {) ) z = e•<D-D,> 
n+1 n+1 °' 

und #=#0 ist (bzw. wenn #=#0 +2kn, k=O, ±1, ±2, ... ). 
51. (Fortsetzung.) Es ist 

2! + .u!< 1. 

Das Gleichheitszeichen gilt hier nur für 

g({}) = 1 + cosn({}- {}0) • 

52. (Fortsetzung.) Es ist 

6* 
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53. Das geometrische Mittel [II 48] eines nichtnegativen, nicht 
identisch verschwindenden trigonometrischen Polynoms g(tJ) ist 

2:r 

__lc_ {log g(IJ) d/) 

ior ö = ih(O) 12 =[h(O)j2, 

wenn g(ß) =I h(ei/J) 12 die in 43 definierte "Normaldarstellung" von g(ß) ist. 
54. Das nichtnegative, nicht identisch verschwindende trigonome

trische Polynom nter Ordnung 

g (t?) = Ä0 + Ä1 cos fJ + fl1 sin t9 + Ä2cos2 fJ + fl2 sin2 fJ + · · · + Än cos n f} + ,un sinn f} 

.habe das geometrische Mittel 1, Dann ist 

Das Gleichheitszeichen gilt hier nur für 

g(H) = (2cos1~--;ßoyn 

und für H=1J0 (bzw. für ß=t90 +2kn, k=O, ±1, ±2 .... ). 
55. (Fortsetzung.) Das arithmetische Mittel von g(1~) ist 

2.n: 

l.o =~1 ;·g(ß) d {} < (2n) . 
2n. n 

0 

·wann gilt hier das Gleichheitszeichen? 
56. (Fortsetzung.) 

'X''+ , ( 2n ) ll ; fl; < 2 n + y • 

Wann tritt hier das Gleichheitszeichen ein? 

Y = 1, 2, 3, ... , n. 

57. Ein trigonometrisches Polynom ohne absolutes Glied 

g(ß) = 21 cosrJ +fl1 sin H + 22 cos2H +,u2 sin2ß + · · · +2ncosni1 +,unsinn-& 

kann nicht für jedes reelle f} von demselben Vorzeichen sein, es sei 

denn, daß es identisch verschwindet. Dieser Satz ist ohne Integral

rechnung zu beweisen. 
58. Es sei -m und M das Minimum bzw. Maximum eines 

trigonometrischen Polynoms nter Ordnung von der Form 

g(1~) =21 cosrJ +fl1 sinß +1c2 cos2ß +.u2 sin2ß + · · · + Äncosnß + flnsinnit. 

m ~ 0, M ~ 0. [57.1 Dann ist 

M<nm, m<nM. 
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59. Der erste Mittelwertsatz der Integralrechnung läßt sich für 

trigonometrische Polynome folgendermaßen verschärfen: Es sei g('/J) 

ein trigonometrisches Polynom n ter Ordnung und m das Minimum, 

M das Maximum von g(1?); dann ist 

2n 

1Vl-m 1 J 1v1-m 
m -1- --<- g({})d{}sM- ---. 

' n + 1 ~- Z.n - n + 1 
0 

60. Es sei -m das Minimum und M das Maximum eines 

trigonometrischen Polynoms n ter Ordnung 

g ({}) = A0 + A1 cos{} + p 1 sin{} + A2 cos2 {} + flz sin2 H +· · · · 
+ A11 cosn{} + p 11 sinn{}; 

dann ist entweder m oder M größer als ,/fi + fl:2.. Es ist nur dann 
~ n n 

m = M = yA.~ + fl~, wenn g({}) = c cosn({}- {}0) ist. 

61. Man setze n harmonische Bewegungen zusammen, deren 

Perioden zueinander im Verhältnis 1 : _!_: _!_: · · · : _!_ stehen; die Phasen 
2 3 n 

sind beliebig. Die größte Elongation der resultierenden Bewegung ist 

dann mindestens gleich dem arithmetischen Mittel der Amplituden der 

einzelnen harmonischen Bewegungen. 
Mit den Bezeichnungen von 58 handelt es sich um die Ungleichung: 

(Verschärfung von 50.) 

62. P(x) sei ein Polynom nten Grades mit dem höchsten Koeffi

zienten 1. Dann ist das Maximum von I P(x) I im Intervall - 1 :S x ~ 1 

mindestens gleich 2L1 • Ist I P(x) I ~ 2L1 für -1 ~x~ 1, so unter

scheidet sich P(x) nur um einen konstanten Faktor von dem auf 

S. 75 definierten Polynom T 11 (x). [60.] 

Man betrachte die Gesamtheit der Polynome nten Grades, deren 

höchster Koeffizient gleich 1 ist, d. h. die Polynome 

P(x) = X11 + a1 xn-l + a2 x"- 2 +···+an 

mit beliebigen komplexen Koeffizienten a1, a2, ••• , an- Man be

zeichne mit fln (cX, ß) das Minimum der Maxima sämtlicher I P(x) l 
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in lX < x < ß. Der Satz in 62 läßt sich dann so formulieren, daß 
für lX =- 1, ß = 1 dieses "minimum maximorum" 

. 1 
Pn(- 1, 1) = 2n-l 

ist. 
63. Es ist 

(ß lX)n ( z)n #n(lX, ß) =2 4 - =2 4 . 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß Polynome 
mit dem höchsten Koeffizienten 1 existieren, die in einem vorge
gebenen Intervall gleichmäßig beliebig klein ausfallen, ist somit die, 
daß die Länge l dieses Intervalls kleiner ist als 4. 

64. Die unabhängige Variable x bewege sich in den beiden (gleich 
großen) Intervallen, die aus dem Intervall lX < x < ß durch Entfernen 

des Intervalls, dessen Länge d und dessen Mittelpunkt lX + J!. ist, hervor-
2 

gehen; d < ß- lX = l. Es sei #n die untere Grenze der Maxima sämt
licher Polynome nten Grades vom höchsten Koeffizienten 1 ; dann ist 

n 

- (l2 - ti!_)"il 
Pn- 2 16 ' 

wenn n gerade ist, und 

wenn n ungerade ist. [63.] 
65. Man betrachte die Gesamtheit der Polynome n ten Grades 

der Form 

mit beliebigen komplexen Koeffizienten bv b2, ••• , bn. Das Maximum 
von I Q(z) 1 auf dem Einheitskreis I z I = 1 ist mindestens gleich 1 und 
nur dann gleich 1, wenn Q(z) = zn ist. 

66. Man kann 63 und 65 die folgende geometrische Einkleidung 
geben: 

In einer Ebene seien n feste Punkte Pv P2, ••• , Pn gegeben, und 
P sei ein in dieser Ebene veränderlicher Punkt. Die Funktion des 
Punktes P 

PP1 • PP2 ••• PPn 

(PP" ist die Entfernung der Punkte P und P,.) hat auf jeder Strecke 

von der Länge l mindestens das Maximum 2 ( ~) n und auf jedem 
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Kreis vom Radius r mindestens das Maximum r". Die einzig mög

lichen äußersten Fälle sind die, daß die Punkte P1, P 2, ••• , Pn auf 

der gegebenen Strecke so wie die Nullstellen des Tschebyscheflschen 

Polynoms T 11(x) [1] im Intervalle -1, 1 verteilt sind bzw. daß sie 

alle in den Mittelpunkt des Kreises zusammenrücken. 

Man beweise, daß derselbe Satz auch dann gilt, wenn die Punkte 

Pv P2 , ••• , P 11 beliebig im Raume verteilt sind. 

Es seien x1, x2, .•• , Xn beliebige, voneinander verschiedene reelle 

oder komplexe Zahlen. Man setze 

j" (x) = --. 1 _ __i_!i)__ = (x - x1) •.. (x - x" _ 1) (x - x" + 1) ... (x - X 11), 

I (x") x -- x,. (x,.- x1) •.. (x.- x"- 1) (x"- x" + 1) ••• (x"- X11) 

v = 1, 2, ... , n. 

Jedes Polynom (n- 1)ten Grades läßt sich dann durch seine Werte an 

den Stellen Xv x 2, •• , X11 folgendermaßen darstellen: 

(Lagrangesche Interpolationsformel). Die Polynome f"(x) heißen die 

Grundpolynome der Interpolation. 
67. Das Polynom n ten Grades 

f(x) = a0 x" + a1 x"- 1 + .. · + an_ 1 x +an 

habe lauter verschiedene Nullstellen xv x2 , ••• , Xn. Dann ist 

n xk { 0 o<k< 2 ,L; " , wenn = =n- , 
a,. = "; 1 f'(x,.) = aö\ wenn k = n- 1. 

Weiter ist a,. unabhängig von an für k = n, n + 1, ... , 2n- 2 und 

ist linear in an mit dem Koeffizienten - aö 2 für k = 2n- 1. 

68. (Fortsetzung.) Es ist 

n k k-lf'( ) "/"( ) ~ x" x" - x" x" _ { 0 , wenn 0 < k < 2 n- 2, 

-:ft [f'(x")J3 - aö 2, wenn k=2n-1. 

69. (Fortsetzung.) Es seien x11 x2, ••• , Xn von 0 und -1 ver

schieden. Man beweise 
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70. Es seien x0 , Xv x2, ••• , x,. beliebige ganze Zahlen, x0 < x1 

< x2 < · · · < x,.. Jedes Polynom nten Grades der Form 

nimmt an den Stellen x0, xv x2 , ••• , x,. Werte an, von denen min-

d · b I n! · estens emer a so ut > 2n Ist. 

71. Wählt man die Nullstellen von T n(x) [1], d. h. die Zahlen 
7l 

xv = cos(2Y- 1) -, Y = 1, 2, ... , n als Interpolationsstellen, dann 
2n 

sind die Grundpolynome 

(-1)v- 1 V1 - x2 T (x) 
fv(x) = '' _n __ , 

n X-Xv 
Y = 1, 2, ... , n, 

d. h.: Jedes Polynom (n- 1)ten Grades P(x) läßt sich folgendermaßen 
darstellen: 

1~" -- T (x) 
P(x) =- (- 1)v- 1 V1- x; P(xv) _n_. 

n x-x,. 
v=l 

Die Quadratwurzeln sind überall positiv zu nehmen. 
72. Wählt man die Nullstellen von Un(x) [1], d. h. die Zahlen 

7l 
xv = cosy -·-, Y = 1, 2, ... , n als Interpolationsstellen, dann sind 

n+1 
die Grundpolynome 

1 - x; U,.(x) 
/v(x)=(-1)''- 1 ------, '1'=1,2, ... ,n, 

n + 1 x- x,. 

d. h.: Jedes Polynom (n- 1)ten Grades P(x) läßt sich folgendermaßen 

darstellen: 

P(x) = --1- ~ (- 1)" -l (1- x~) P(xv) U,.(x) . 
n+1~ ' X-Xv 

v=l 

73. Wählt man die Nullstellen von Un_ 1(x) (x2 - 1), d. h. die 
7l 

Werte Xv=COSY-, 1'=1, 2, ... , n-1, und außerdem x0 =1, 
n 

Xn = - 1 als Interpolationsstellen, dann lauten die Grundpolynome 

/ 0 (x), /1 (x), / 2(x), ... , fn(x) folgendermaßen: 

I ( ) _ (__- 1)V un-l(x) (x2- 1) 
V X- ' n X- Xv 

1 
/ 0 (x) = -- Un- 1(x) (x + 1), 

2n 

'V= 1, 2, ... , n- 1, 

(-1)n 
fn(x) = ~- Un_ 1(x) (x- 1), 

2n 
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d. h.: Jedes Polynom nten Grades P(x) läßt sich in der folgenden Form 
darstellen 

P(x) = - 1 U,._ 1(x) [P(1) (x + 1) + (- 1)" P(- 1) (x- 1)] 
2n 

n-1 

+ ~ """(-i)"P(x") U,._ 1(x) (x2 -1). 
n,.:;.. x- x,. 

1'=1 

2niv 

74. Wählt man dienten Einheitswurzeln e" = e n , v = 1, 2, ... , n 
als Interpolationsstellen, dann sind die Grundpolynome 

lAx)= e"x"-~, 
nx-e,. 

v = 1, 2, ... , n, 

d. h. für ein beliebiges Polynom P(x) vom Grade n - 1 gilt die Dar
stellung 

1 n x"- 1 
P(x) =- """e,.P(e") -- · 

n..::.. x- e" 
v=1 

75. Die Polynome P(x) und Q(x) seien beide vom Grade n, und 
es seien x0, Xv x2, ••• , x,. irgend welchen+ 1, voneinander verschiedene, 
oder auch zum Teil miteinander zusammenfallende reelle oder kom
plexe Zahlen. Aus den n + 1 Gleichungen 

... , 
folgt identisch 

P(x) =Q(x). 

76. Es ist möglich, und zwar nur auf eine Weise, zu n + 1 be
liebig vorgelegten Zahlen c0 , c1 , c2 , ••• , c,. ein Polynom P(x) vom 
Grade < n so zu bestimmen, daß 

P(O)=c0 , P'(1)=c1 , P''(2)=c2 , ... , 

gilt [75]. Dieses Polynom P(x) ist in der Form 

P(x) = P(O)A0(x) + P'(1)A1(x) + P''(2)A2(x) + · · · + p(n)(n)A,.(x) 

darstellbar, wobei A0(x), A1(x), ... , A,.(x) von den willkürlich gegebenen 
Werten c0 = P(O), c1 = P'(1), ... , c,. = P<"l(n) unabhängige, nume-
risch bestimmte Polynome sind (gewissermaßen die "Grundpolynome" 
dieser von der Lagrangeschen wesentlich verschiedenen Interpolation). 
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77. Für die Gesamtheit der Polynome (n- 1)ten Grades P(x) 
= a0 xn- 1 + a1 xn- 2 + · · · + an_ 1 , für die im Intervall -1 < x < 1 

f1- x2 1 P(x) I< 1 

gilt, ist der größte Wert, den I a0 I annehmen kann, = 2n - 1 , d. h. 

I ao I< 2n-1. 

Gleichheit tritt hier dann und nur dann ein, wenn P(x) =rUn_ 1 (x), 
Ir I= 1. [71.] 

78. Man leite aus 73 einen neuen Beweis für 62 ab. 
79. Man leite aus 74 einen neuen Beweis für 65 ab. 
80. Man betrachte sämtliche Polynorne (n -1)ten Grades P(x), 

für die im Intervalle - 1 < x < 1 

gilt.· Es ist dann 
y1..=-x2 1 P(x) I< 1 

IP(x) l<n, -1sx<1. 

Das Gleichheitszeichen tritt nur für P(x) = yUn_ 1(x) mit lrl = 1 und 
für x = ± 1 ein. 

81. Man beweise die folgende Verallgemeinerung der zweiten Un
gleichung von 7: Es sei 

5(0) = ft1 sin 1? + ft2 sin 2 {} + fta sin 3 {} + · · · + ftn sinn{} 

ein beliebiges Sinuspolynom nter Ordnung mit lauter reellen Koeffizienten, 
für welches 

I S({}) I< 1 
gilt. Es ist dann 

I!~~ j<n. 
Das Gleichheitszeichen gilt nur fürS({})= +sinn{}. 

82. Das trigonometrische Polynom nter Ordnung mit lauter reellen 
Koeffizienten 

g(O) = 10 + 11 cos{} + ft1 sin {} + 12 cos 2 {} + tt2 sin 2 {} + · · · 

+ An cos n {} + ftn sin n {} 

genüge für jedes reelle {} der Ungleichung 

Dann ist 
lg(t?) I < 1. 

[g'(O) I <n. 
[Man betrachte S(t?) = g(t?o + {}) ~ g(t?o- t?) , {} = 0 .] 
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83. Ein Polynom nten Grades P(x) genüge im Intervall -1 < x :::=:: 1 
der Ungleichung I P(x) I s:: 1; dann ist 

IP'(x)l<n2 • 

DasGleichheitszeichen gilt nur für P(x)=yTn(x), lrl=1, x=±1. 
[Man betrachte P(cosiJ).] 

Die Legendreschen Polynome 

P 0(x), P1(x), P2(x), 

definiert man durch folgende Bedingungen: 
1. Pn(x) ist vom nten Grade, hat reelle Koeffizienten 1), und es ist 

1 

JPn(x)xydx = 0, v = 0, 1, 2, ... , n- 1; n 2: 1; 
-1 

2. es ist 
1 2 
j[Pn(x)]2 dx = --, 

_ 1 2n + 1 
n = 0, 1, 2, ... ; 

3. der Koeffizient von xn in Pn(x) ist positiv, n = 0, 1, 2, .... 
Die erste Bedingung besagt, daß, werin K(x) irgendein Polynom 

(n- 1)ten Grades bezeichnet, die Gleichung 
1 

J Pn (x) K(x) dx = 0 
-1 

stattfindet. Hieraus folgt, daß P n(x) durch 1., abgesehen von einem 
konstanten Faktor, eindeutig bestimmt ist. Wäre nämlich P~ (x) ein 
anderes Polynom von derselben Eigenschaft, so würde auch a Pn(x) 
- b P~ (x) diese Eigenschaft haben, a, b Konstanten, a =l= 0, b =!= 0. Wählt 
man a und b so, daß aPn(x)- bP~(x) vom (n -1)ten Grade ist, dann 
folgt aus 

1 

j[aPn(x)- bP~(x)J2dx 
-1 

1 1 

= a J Pn(x) [aPn(x)- bP~(x)] dx- b J P;(x) [aPn(x)- bP~(x)] dx = 0, 
-1 -1 

daß aPn(x)- bP;(x) = 0 ist. Aus 2. folgt ferner Ia\ = lbl, aus 3. a= b. 

Die Integralbedingungen 1. 2. kann man folgendermaßen zusammen
fassen: 

jPm(x) Pn(x) dx = ~2_'_ wenn 1 
0 wenn m~n, 

- 1 2 n + 1 , m = n; m, n = 0, 1, 2, .... 

i Orthogonali täts bedingung.) 

1) Die Voraussetzung der Realität der Koeffizienten ist bei sinngemäßer 
Abänderung gewisser Einzelheiten entbehrlich. Vgl. auch 98, 99, 100. 
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84. P,.(x) ist, abgesehen von einem konstanten Faktor; gleich der 
nt•n Ableitung von (x2 - 1)": 

1 d" 
P (x) = -~- (x2 -· 1)" (Rodriguessche Formel). 

11 2"n! dxn 

85. Es ist 

(1- t),. P,.G +:) = 1 + (7Yt+ (;Yt2 + (~Yt3 + ... +(n ~ 1)\n-1 +tn. 

86. P,.(x) läßt sich in Integralform darstellen: 

P,.(x) = ~~(x + fx2 -1 cosr:p)"dr:p (Laplacesche Formel). 

0 

87. Zwischen drei aufeinander folgenden Legendreschen Polynomen 
besteht eine Rekursionsformel: 

2n-1 n-1 
P,.(x) =' -- x P,._ 1(x)- --P,._ 2(x), n = 2, 3, 4, .... 

n n 

88. Es gibt ein einziges Polynom nt•n Grades S,.(x) mit reellen 
Koeffizienten derart, daß die Gleichung 

1 

JS,.(x) K(x) dx = K(1) 
-1 

für alle Polynome nten Grades K(x) erfüllt ist. Man drücke Sn(x) und 
( 1 - x) S,.(x) als lineare Kombination von Legendreschen Polynomen aus. 
[Auch K(x).] 

89. (Fortsetzung.) Die Polynome 

S0(x), 51 (x), 52(x), ... , S,.(x), ... 

erfüllen die Orthogonalitätsbedingung 

1 I 0. 
/(1-x) Sm(x) S,.(x)dx= ~~ 

-1 2 ' 

wenn m~n, 

wenn m == n; m, n = 0, 1, 2, .... 

90. Pn(x) genügt einer homogenen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 

(1- x2) P~ (x) - 2x P~ (x) + n (n + 1) P,.(x) = 0. 

91. Es gilt fiir genügend kleines w identisch in w und x 

1 = P0 (x) + P 1 (x)w+ P2 (x)w2 + ... + Pn(x)w"+ .... 
V1- 2xw + w2 

(Erzeugende Reihe der Legendreschen Polynome.) 
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92. Man leite 84, 86, 87, 90 direkt aus 91 her. (Es kann 91 
auch als Definition der Legendreschen Polynome angesehen werden, 
und zwar als eine Definition von ,.zentraler Lage": es. führen von 
hier aus zu den meisten Eigenschaften besonders bequeme Wege.) 

93. Pn(costJ) ist ein Kosinuspolynom mit lauter nichtnegativen 
Koeffizienten. Man bestimme diese Koeffizienten. 

Man leite hieraus die folgende Ungleichung ab: 

I P n(x) I ~ 1 , -1 :S X :S: 1 . 

Für n > 0 gilt das Zeichen = nur dann, wenn x = 1 oder wenn 
x =- 1 ist. 

94. Es sei x > 1. Die Folge 

nimmt monoton zu. 
95. Die Summe der n ersten Legendreschen Polynome ist im 

Intervall -1 < x < 1 nichtnegativ: 

P0 (x) + P 1 (x) + P2(x) + · · · + Pn(x) > 0, -1 :Sx:::=: 1. 

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn n ungerade und x = - 1 ist. 
IIII 157.] 

96. Die Summe der n ersten Legendreschen Polynome 

P0(x) + P 1 (x) + P2(x) + · · · + Pn(x) 

ist für jeden Wert von x positiv, wenn n gerade ist; sie hat an der 
Stelle x = - 1 die einzige Zeichenänderung, wenn nungerade ist. [94.] 

97. Das nte Legendresche Polynom Pn(x) hat lauter reelle ein
fache Nullstellen, die sämtlich im Innern des Intervalls -1, 1 liegen. 
tii 140.] 

98. Man verallgemeinere die Sätze in 84-91, 97 für die J acobischen 
'(hypergeometrischen) Polynome 

P6"'•ß1(x), Pi"'ß1(x), P~",ß1 (x), ... , P~",ß1 (x), ... , cx,ß> -1, 

definiert durch die Bedingungen: 

1. 2. P;;· ßl (x) ist vom nten Grade, hat reelle Koeffizienten, und 
es ist 

1 

J ( 1 - x)" (1 + x)ß P;:• ßi (x) P!,:· ß> (x) dx 
-1 

= 2"'+ß+1 T(n+cx+1)F(n+ß+1) 1
0, wennm < n, 

2n+cx+ß+1 T(n+1) F(n+cx+ß +1), wennm=n; m, n=O, 1, 2, ... 

( für n=O ist der letzte Ausdruck so zu lesen: 2"+ß+1 T(cx+ 1) T(ß+ 1l) · 
F(cx+ß+2) ' 
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3. der Koeffizient von xn in P~"· 13) (x) ist positiv. 
Einige schon bekannte Fälle, die speziellen Wertsystemen ~. ß 

entsprechen, sind in folgender Tabelle zusammengestellt: 

~= 0, 

ß= 0, 

1, 

0, 

J 
2' 
l. 
2' 

P (cx,ßJ( )-P () __ 2_5 () 1.3 ... (2n-1)T () 1.3 ... (2n+1)U () 
n X- nX, nX, nX,2 nX• 

n+1 2.4 ... 2n 2.4 ... (2n+2) 
Vgl. S. 91, 89, 4, 4. 

(Der Koeffizient von Tn(x) ist für n = 0 durch 1 zu ersetzen.) 
99. Man beweise Analoges wie in 84, 85, 87-91, 97 für die ver

allgemeinerten Laguerreschen Polynome 

L&"'J(x), Li"'J(x), Lk"'J(x), ... , L;;)(x), ... , ~ >- 1. 

definiert durch die Bedingungen : 
1. 2. L~"J(x) ist vom nten Grade, hat reelle Koeffizienten, und es ist 

fe-"' x"' L':;) (x) L~"') (x) d x 
0 

wenn 

wenn m=n; m,n=0,1,2, ... 

3. der Koeffizient von xn in L~"')(x) ist vom Vorzeichen (-1)n. 
100. Man beweise Analoges wie in 84, 87, 88, 90, 91, 97 für die 

Hermiteschen Polynome 

definiert durch die Bedingungen: 
1. 2. Hn(x) ist vom nten Grade, hat reelle Koeffizienten, und es ist 

für m~n, 

für m = n; m, n = 0, 1, 2, 

3. der Koeffizient von xn in Hn(x) ist vom Vorzeichen ( -1)n. 
101. Sind P~cx,!IJ(x) und L~"')(x) die in 98 bzw. 99 definierten Funk

tionen, so gilt 
lim P~"'·ßJ(1- c) = Li,"')(x), 

ß-+ +oo 

wenn c mit wachsendem ß gegen 0 konvergiert, und zwar so, daß 

lim cß = 2x 
ß-++oo 

ist. 
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102. Sind L~"'l (x) und Hn(x) die in 99 und 100 definierten Funktionen, 
so gtlt 

(-1)H1 m (x2) 
H 2 H 1(x)= 1 •3•5 ... (2q+ 1)xLq 2, q=0,1,2, .... 

103. Es sei P(x) ein beliebiges Polynom nten Grades mit lauter 
reellen Koeffizienten und 

1 

I [P(x)] 2 dx = 1. 
-1 

Dann ist für - 1 < x :::::; 1 

I p (x) I < n ~ 1 . 

Es gilt hier dann und nur dann das Gleichheitszeichen, wenn entweder 

P(x) = ± n 11 sn(x) [88] und x = 1 

oder 

P(x) = ± n ~ 1 Sn(- x) und x =- 1 

ist (n > 0). [Das Integral von [P(x)]2 ist eine quadratische Form von 
n + 1 bestimmenden Größen; man suche diese so zu wählen, daß d1e 
quadratische Form eine Summe von n + 1 Quadraten wird.] 

104. Es sei P(x) ein beliebiges Polynom nten Grades mit lauter 
reellen Koeffizienten und 

1 

I (1- x) [P(x)] 2 dx = 1. 
-1 

Dann ist 

I P ( 1) I < y~ ( n ~ 2) , 

Diese Schranken lassen sich nicht durch kleinere ersetzen. 
105. Es seien <X und ß Konstanten, <X>- 1, ß >- 1, P(x) ein 

beliebiges Polynom n ten Grades mit lauter reellen Koeffizienten und 

1 

I (1- x)<X(1 + x)P[P(x)] 2 dx = 1. 
-1 

Man bestimme das Maximum von I P(1) I und [ P(-1) I, während P(x) 
die Gesamtheit der Polynome der genannten Art durchläuft. Wie ver
halten sich diese Maximalweite für große Werte von n? 
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106. Es sei a eine Konstante, a > - 1. Man bestimme das Maxi
mum von : P(O) I für alle Polynomenten Grades P(x), die der Bedingung 

.fe-xxx[P(x)]2 dx= 1 
0 

genügen. Wie verhält sich dieses Maximum für große Werte von n? 
107. Man bestimme das Maximum von I P(O) I für alle Polynome 

n ten Grades P (x), die der Bedingung 

= x' 

fe-~[P(x)]2 dx=1 
-oo 

genügen. Wie verhält sich dieses Maximum für große Werte von n? 

108. Es sei P(x) ein Polynom nten Grades, das im Intervalle 
-1 :S x :S 1 nur nichtnegative Werte annimmt und für welches 

1 

(P(x)dx=1 
-·1 

gilt. Dann ist 

(q(q+ 1) 

P(1)<~(qi1)' 
für ungerades n, n = 2q- 1, 

für gerades n, n = 2q. 

Die gleiche Abschätzung gilt für P(-1). Diese Schranken lassen sich 
nicht durch kleinere ersetzen. 

109. Der erste Mittelwertsatz der Integralrechnung läßt sich für 
Polynome nten Grades folgendermaßen verschärfen: Es sei P(x) ein 
Polynom nten Grades und m das Minimum, M das Maximum von P(x) 

im Intervall a :S x .~ b; dann ist 

b 

m+--:S-- P(x)dx<M---, M--m 1 J M-m 
C~n b- a iXn 

a 

wo an= q (q + 1) :für ungerades n, n = 2q- 1 und an= (q + 1)2 für 
gerades n, n = 2 q. 

110. Es seien a und ß Konstanten, a >- 1, ß >- 1, P(x) ein 
Polynom nten Grades, das im Intervalle -1 <x:=; 1 nur nichtnegative 
Werte annimmt und für welches 

1 

.f (1- x)x (1 + x)ß P(x) dx = 1 
-1 
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gilt. Dann ist 

! 1 I'(q +<X+ 1) I'(q +<X+ ß + 2) 
2"'+ß+l I'( <X+ 1) I'( <X+ 2) T'(q) T(q + ß + 1) 

P(1) :=:;;: 

für ungerades n, 
n=2q-1, 

l 1 F(q + <X + 2) I'(q + <X + ß + 2) für gerades n, 
2;;+ß+1 I'( <X+ 1) I'( <X+ 2) r(q + 1) I'(q + ß + 1) n = 2q. 

Diese Schranken lassen sich nicht durch kleinere ersetzen. 
Die entsprechenden Schranken für P (- 1) erhält man, indem man 

<X mit ß vertauscht. 
111. Es sei <X eine Konstante, <X > - 1, P (x) ein Polynom n ten 

Grades, das für nichtnegative Werte von x nur nichtnegative Werte 
annimmt und für welches 

gilt. Dann ist 

je-xx"'P(x)dx=1 
0 

P( ) < T(p + <X + 2) 
0 =r(<X+1)F(<X+2)F(p+1)' P=[~]· 

Diese Schranke läßt sich nicht durch eine kleinere ersetzen. 
112. Es sei P(x) ein Polynom nten Grades, das für nichtnegative 

Werte von x nichtnegativ ist und für welches 

00 

J e--x P(x) dx = 1 
0 

gilt. Dann ist 

113. (Fortsetzung.) Ist ~ eine beliebige nichtnegative Zahl, so ist 

P 6 I y a • S z e g ö , Aufgaben und Lehrsätze Il. 7 



Siebenter A bs chni tt. 

Determinanten und quadratische 
Formen. 

1. Die n Ecken eines Polyeders seien in bestimmter Reihenfolge 
numeriert. Es sei eine Determinante n ter Ordnung folgendermaßen 
definiert: 

Wenn die A_te und die ftte Ecke die beiden Endpunkte einer Kante 
des Polyeders sind, so soll a;, 1, = a,.;. = 1 sein. 

Wenn die Verbindungsstrecke der A. ten und ft ten Ecke keine 
Kante des Polyeders ist, so sei a;,." = 0. Insbesondere ist au = 0, 
A. = 1, 2, ... , n. 

Man zeige, daß der Wert dieser Determinante von der Art der 
Numerierung der Ecken unabhängig ist. Man bilde und berechne die 
Determinanten für das Tetraeder, das Hexaeder ·und das Oktaeder. 

2. Zu berechnen 

1 1 1 1 

; bl al al al 

I bl b2 a2 a2 

I b~ .. b~· .. b
3 
....•.•• ~~ 

3. Man beweise die Identität: 

4. Die Determinante der quadratischen Form 

mit Dn bezeichnet, ist 

D _ [1!2!···(n-1)!]3 n! 
"- (n -1- 1)! (n + 2)! · · · (2 n)! · 
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Man berechne ferner die Determinante D,.(IX} der quadratischen Form 

6. Man führe den Satz V 86 betreffs der Determinante I F(IX;. ß1,) 1. 
durch Umformung derselben auf den Satz V 48 zurück. 

7. Es ist, f(x) = (r1 - x) (r2 - x) · · · (rn- x) gesetzt, 

rl a a a 
b r2 a a 

a f(b} - b f(a) 
b b rs a 

a-b ................... 
b b b Yn 

[Man addiere zu sämtlichen n2 Elementen die Unbestimmte x; die 
so entstehende Determinante ist eine lineare Funktion von x und als 
solche aus zwei speziellen Werten bestimmbar.] 

8~ Es sei L1 = ad- bc gesetzt. Dann ist die Funktionaldeter-
minante 

0(aL1, bLf, eLf, dL1) _ -4 4 
~ -3LJ. 
v(a, b, c, d) 

9. Zu beweisen ist, daß e - 2 den Ausdruck 

l m n l 
e -+- -+-m l l n 

l m m n -+- e -+-m l n m 
n l m n -+- -+- e l n n m 

teilt; man bestimme die übrigen Faktoren. 
10. Die Determinante 

' 

11 2 n-q-1 n--q+l n-1 n I 
,Xv,X11 , ••• ,X,.. ,Xv , .•• ,X,. ,X", 

l+o, m+o, n+o. 

Y=1,2, ... ,n 

ist als eine alternierende ganze rationale Funktion der n Zahlen 
X1 , X2 , •.• , Xn jedenfalls teilbar durch das Differenzenprodukt 

1, 2, ••• , n 

fl(x1 -xk)· 
i>k 

Man zeige, daß der Quotient Sq gleich der qten elementaren symme
trischen Funktion der n Zahlen x1 • x2 ••••• x,. ist. 

7* 
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11. Die Zahlen a0 , a1, a2, ... , an seien von 0 verschieden. Dann 
gilt identisch in z 

at 
z+-

a2 aa an-I a,. 
ao a1 a2 an-2 an-1 

- ai z 0 0 0 
ao 

ao a2 = a0z" + a1 z"- 1 +···+an. 
0 z 0 0 

0 0 0 
an-I ... --- z 
an-2 

12. Es seien a1 , a2 , a3 , b1 , b2 , b3 , c reelle Zahlen. Das System 

- aa x2 + a2 Xa = bl , 

aa XI - ai Xa = b2 ' 

- a2 xl + al x2 = ba ' 

ai XI + a2 x2 + aa Xa = c 

kann auf zwei verschiedene Arten verträglich sein. In dem einen Falle 
sind die Unbekannten xv x2, x3 völlig unbestimmt, in dem anderen 
völlig bestimmt. 

13. Die ganze Funktion 

1 + c1 z + c2 z2 + c3 z3 + · · · 
soll lauter voneinander verschiedene Nullstellen a1 , a2 , ••• , a11 , •• 

besitzen, 
O</atf</a2/< ··· </anl< ··· · 

Man betrachte das System der n Gleichungen 

1 + a u<n> + a2u<n> + · · · + a" u<n> = 0 11 12 ln ' 

1 + a2ur> + a~u~> + · ·· + a~ u~'> = o, 

welche die u1"> vollständig bestimmen. Wenn -11 I+ -11 I+ · · + !-1 + · · · 
a1 a2 1an 

konvergiert, so existiert lim ut'>, aber es ist nicht notwendigerweise 
114-00 

(Eine Lösung des unendlichen Systems 

1 + a,. u1 + a~u2 + · · · = 0, 

ist: u1 = c1 , u2 = c2 , u3 = c3 , ..•• ) 

V= 1, 2, J, ... 
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14. In den Gleichungen 

CnZl + c12z2 + ... + ClnZn = 0, 

c 21 z 1 + c 22 z 2 + · · · + c2nZn = 0, 

CnlZl-!- Cn2Z2 + ''' + CnnZn = 0 

seien die Koeffizienten und die Unbekannten komplex: 

c;.1, = a;. 1, + ib;.,u, z1, = x,. + iy,., 
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a;.,., b;.,., Xu, y,. reell. Damit diese Gleichungen nicht nur die identisch 
verschwindende Lösung 

z1 = z 2 = · · · = Zn= 0, d. h. X1 = x2 = · · · = Xn = Y1 = Y2 = · · · = Yn = 0 

zulassen, ist notwendig und hinreichend, daß die Determinante \ c;.,. ~~ 
verschwindet. Das gibt zwei Gleichungen zwischen den 2 n2 reellen Größen 
a;.1,, b;.,.. Andererseits lassen sich die gegebenen Gleichungen als 2 n 

lineare homogene Gleichungen für 2n reelle Unbekannte schreiben. Die 
notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz einer nicht 
identisch verschwindenden Lösung besteht diesmal in dem Verschwin
den einer reellen Determinante, d. h. in einer Gleichung zwischen den 
a;.1., b;.1,. Wie kann das stimmen? 

15. Die sechs Entwicklungsglieder einer Determinante dritter 
Ordnung können nicht sämtlich positiv sein. 

16. Die Regel für die Entwicklung einer Determinante besteht 
aus zwei Teilen; der erste Teil gibt an, welche Produkte aus den Ele
menten zu bilden sind, während der zweite Teil das Vorzeichen der ge
bildeten Produkte bestimmt. 

Der zweite Teil läßt sich im Falle der zweireihigen Determinante 
auf folgende Weise vereinfachen: 

Man ordne den Elementen 

au a12 bzw. die Vorzeichen • + + 
a21 a22 + 

zu; dann trete jedes Element in die durch den ersten Teil vorgeschrie
benen Produkte mit dem zugeordneten festen Vorzeichen ein. 

Nun ist nachzuweisen, daß eine entsprechende Vereinfachung bei 
der Determinante mit mehr als zwei Reihen unmöglich ist; d. h. es ist 
unmöglich, den n2 Elementen n2 feste Vorzeichen derart zuzuordnen, 
daß, wenn die Elemente in die durch den ersten Teil der Entwicklungs
regel vorgeschriebenen Produkte mit dem zugeordneten Vorzeichen 
eintreten, ohne weiteres das richtige Vorzeichen bei allen Produkten 
herauskommt. 

In 17-34 betrachten wir die aus den Koeffizienten der Potenz-
reihe 
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gebildeten Determinanten 

an an+l an+2 an+r-1 

an+l an+2 an+3 an+r 

an+2 an~a an+4 an+r+l 
=A(r) 

n ' 

die man als Hankeische oder rekurrente Determinanten zu bezeichnen 
pflegt. 

17. Die Potenzreihe a0 + a1 z + a2 z2 + · · · soll eine rationale 
Funktion darstellen, deren Nenner den Grad q und deren Zähler den 
Grad p- 1 besitzt; Zähler und Nenner sind als zueinander teilerfremd 
angenommen. Setzt man d = Max (0, p- q), so ist: 

A(q+l)- A(q+l)- A(q+l)- ... - 0 
·'1a - d+l - d+2 - - · 

(Es handelt sich um den genauen Grad.) 
18. Es seien d, q nichtnegative ganze Zahlen. Wenn 

Aa(qJ ± 0, A (qJ + o A (qJ ,c_ o Aa(q+J 3 't, o, 
I d+l ' > d+2 ,~ > 

A~q+ll = o, A~q+Vl = 0, A~~ll = 0, 

ist, dann läßt sich die Potenzreihe als Quotient zweier Polynome dar
stellen, wobei der Nenner vom Grade q und der Zähler vom Grade 
< q + d - 1 ist. [Man untersuche die Abhängigkeit der Linearformen 

Ln(x) = anXo + an+1X1 + an+ 2 x 2 + · · · + an+qXq.] 

19. Es ist 
A(rJA(,·J -A(r+lJAcr-ll=(A(rl )2 

n n+2 n n+2 n+l • 
20. Wenn 

A~+lJ = A~!i> = A~!~J = A~!~> = · · · = A~!E 1 = o 
ist, so sind die t Determinanten 

A(qJ A(qJ A(qJ 
m+l• m+2• m+3• 

entweder sämtlich = 0, oder sämtlich + 0. 
21. Das dreieckige Schema 

A(lJ 
2 

A(3J 
0 * 

A(tJ 
4 

* 

* 

* 

* 

A(qJ 
m+t 

* 

* 
A(r-1) 

n+2 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* * 
A (r) A (r) A(r) * 

n n+l n+2 

* * A(r+1) * 
n * 
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ist so angeordnet, daß in einem nach oben geöffneten rechten Winkel, 

der durch die Vertikale halbiert wird, lauter Unterdeterminanten der 

an der Spitze des Winkels stehenden Determinante enthalten sind. 

22. Im Schema 21 bilden 
A(r) 

n und A<r> 
n+1 ein Horizontalpaar, 

A(r) 
n+1 und A(r+1) 

n ein V ertikalpaar, 
A(r) 

n und A(r+1) 
n ein Diagonalpaar, 

A(·r) 
n+1 und A <~"+1l 

n-1 ebenfalls ein Diagonalpaar, gekreuzt zu 

A (r) A (r+1) 
n' n • 

1. Verschwindet ein Diagonalpaar, so verschwindet auch das dazu 

gekreuzte Diagonalpaar. 
2. Verschwindet ein Horizontalpaar, ... SO· verschwindet entweder 

das darüber oder das darunter liegende Horizontalpaar. 
3· Verschwindet ein Vertikalpaar, so verschwindet entweder das 

linksbenachbarte oder das rechtsbenachbarte Vertikalpaar. 

Die Sätze 1. 2. 3· gelten auch an der schrägen Randlinie des 

Schema 21. 
23. Wenn unter den unendlich vielen Determinanten 

A(k+1J A(k+1! A<k+1! A<k+1! 
0' 1' 2' n , ... 

nur endlich viele von 0 verschieden sind, so stellt die Potenzreihe 

a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + an zn + · · · eine rationale Funktion dar, deren 

Nenner den Grad k nicht übersteigt. [20, 18.] 
24. Wenn unter den unendlich vielen Determinanten 

A<1l A<z! A<s! A<n! 
0 ' 0 ' 0 ' 0 ' 

nur endlich viele von 0 verschieden sind, so stellt die Potenzreihe 

a0 + a1 z + ~z2 + · · · + anzn + · · · eine rationale Funktion dar. 
25. Wenn unter den unendlich vielen Determinanten 

A(1! A<2J A<3! 
0 ' 1 ' 2 ' 

A (4) 
3 ' 

A(n+1) 
n ' 

Ai1!' A~2!' A<s! 
3 ' 

nur endlich viele von 0 verschieden sind, so stellt die Potenzreihe 

a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + an z" + · · · eine rationale Funktion dar. 

26. Man zeige, daß die in 23, 24, 25 gegebenen, für die Ratio

nalität der Potenzreihe a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + an zn + · · · hinreichenden 

Kriterien auch notwendig sind. 

Eine unendliche Matrix 

aoo ao1 ao2 

~o au ~2 
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heißt vom endlichen Range r, wenn alle darin enthaltenen Deter
minanten von der Ordnung r + 1 verschwinden, aber nicht alle von 
der Ordnung r . 

Bei der unendlichen H anketsehen Matrix 

ao al a2 
(Sj) al a2 aa 

a2 aa a4 
•••• 0 •••• 0 ••• 0 ••• 

(a;.r, = a;.+,u) bezeichnen wir den jetzt definierten Rang auch als Brutto
rang. Durch Streichung der ersten k Kolonnen (oder Zeilen) ent
steht aus ,') die Matrix 

ak ak+l ak+2 

ak+l ak+2 ak+3 

ak+2 ak+3 ak+4 

deren Rang mit rk bezeichnet werden soll. Es ist Sj0 = Sj, r0 = r, 
r0 :;:o. r1 > r2 > · · · . Das nach endlich vielen Schritten notwendiger
weise erreichte Minimum der Zahlenfolge r0 , r1 , r 2 , . • • bezeichne 
man als den Nettorang von Sj. 

27. Der Rang der Matrix Sj ist dann und nur dann endlich, wenn 

die Potenzreihe a0 + a1 z + a 2 z2 + · · · + an z" + · · · eine rationale 
Funktion darstellt. 

28. Der Bruttorang von Sj ist gleich der Anzahl der Zeilen der 
letzten nichtverschwindenden Determinante in der unendlichen Folge 

A~ll, A&2l, A&3l' A~4l' 

Ist diese Aifl, so ist der Nettorang gleich der Anzahl der Zeilen der 
ersten nichtverschwindenden Determinante in der endlichen Folge 

A (pJ A(p-ll A(p-2) A(ll 
1 ' 2 ' 3 ' p • 

(Der Nettorang ist= 0, wenn diese p Determinanten alle verschwinden.) 
29. Der (als endlich vorausgesetzte) Nettorang von Sj ist gleich 

dem Grad des Nenners der durch a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + an zn + · · · 
dargestellten rationalen Funktion. Dann und nur dann ist die ratio
nale Funktion echtgebrochen, wenn der Bruttorang gleich dem Netto
rang ist. Wenn der Bruttorang größer ist als der Nettorang, dann 
übersteigt der Bruttorang um eine Einheit den Grad des Zählers. 
(Nenner und Zähler der rationalen Funktion sind als teilerfremd 
vorausgesetzt, es handelt sich um den genauen Grad.) 

30. Die Potenzreihe 

az az2 az" 
a + _ _!__ + ~- + .. , + ·~n~ + ... 

0 1! 2! n! 
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genügt dann und nur dann einer linearen homogenen Differential
gleichung mit konstanten Koeffizienten, wenn die Determinanten 

A(tl A(2) A(s) A(n) 
0 ' 0 ' 0 ' 0 ' 

abgesehen von endlich vielen, sämtlich verschwinden. 
31. Es sei Qn(z) ein Polynom vom Grade n, Q~(O) = 1, n = 0, 1, 2, .... 

Man setze zur Abkürzung 

a0 + a1 z+ a2 z2 + ... = f(z), Qk(z) f(z) = Ok a0 + Ok al z+ Oka2z2 + · .. , 
Qk(z) Qz(z) f(z) = Ok Oz ao + Ok Oz al z + Ok Oz a2 z2 + · · · 

(0k Oz an ist ein homogener linearer Ausdruck in an' an -1 ' an- 2' 

an-k-z). 
Es ist 

ao 

A(n+l) _ 01 al 
0 - ........................................ .. 

32. Es sei ao + a1 + a32 + . . . die Potenzreihenentwicklung einer 
z z2 z 

rationalen Funktion, deren (zum Zähler teilerfremder) Nenner z'l- c1 zq-l 
- c2 zq- 2 - • •• - cq ist. Unter den Matrices 

am am+l .. am+q-1 0 0 0 0 0 Cq 1 
1 0 0 0 0 Cq-1 

am+1 am+:i am+q 0 1 0 0 0 Cq-2 lllm= Cf= 
•••••••••••••••••••••••• 0 0 0 1 0 0 Cq- 3 

0000 ... 1c1 

besteht die Beziehung 
m = 0, 1, 2, .... 

Der Rang der unendlichen Matrix 

alO au al2 

(W1) a2o a21 a22 

mit endlich vielen ( = m) Zeilen sei mit r0 bezeichnet, der Rang der 
Matrix, die aus W1 durch Weglassen der ersten n Kolonnen entsteht 
(in deren linker oberer Ecke a1n steht) sei rn. Es ist r0 ~r1 >r2 > ···, 
und lim rn soll als Nettorang von W1 bezeichnet werden. 

n-+oo 
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Die Matrix im ist zu dem System der m Potenzreihen 

f1(z) = a1o + auz + a12Z2 + · · · + alnzn + · · · 
f2(z) = a20 + a21 z + a22 z2 + · · · + a2 nzn + · .. 

gehörig. Man sagt, daß diese linear abhängig sind, wenn es Konstan
ten Cv c2, ••• , Cm mit [ c1 [ + [ c2 [ + · · · + [ Cm [ > 0 gibt, so daß iden
tisch in z 

gilt; sie heißen voneinander quasilinear abhängig, wenn es solche Kon
stanten Cv c2, ..• , Cm mit [ c1 [ + [ c2 [ + · · · + [ Cm [ > 0 gibt, daß iden
tisch in z 

gilt, wo P(z) ein Polynom ist. 
"Zwischen den Potenzreihen f(z), z f(z), z2 f(z), ... , z"' f(z) findet für 

genügend großesmeine quasilineare Abhängigkeit statt" und "f(z) stellt 
eine rationale Funktion dar": diese beiden Aussagen sind gleichbedeutend. 
Man sagt, daß f(z) eine algebraische Funktion darstellt, wenn zwischen 
den (m + 1)2 Potenzreihen zt'[f(z)]v (f-l, v = 0, 1, 2, ... , m) für ge
nügend großes m eine lineare Abhängigkeit besteht. Man sagt, daß f(z) 
einer algebraischen Differentialgleichung rter Ordnung genügt, wenn 
zwischen den (m + 1)'+2 Potenzreihen zt'[f(z)]v [f'(z)]v, [f"(z)Y' ... [f<•l(z)Y' 
(f-l, v, vv v2 , ••• , v, = 0, 1, 2, ... , m) für genügend großes m eine 
lineare Abhängigkeit besteht. 

33. In einem System endlich vieler Potenzreihen gibt es r linear 
unabhängige, wenn der Rang der dazu gehörigen Matrix r ist, und 
irgend eine Potenzreihe des Systems ist von den r besagten Reihen 
linear abhängig. 

34. In einem System endlich vieler Potenzreihen gibt es r quasi
linear unabhängige, wenn der Nettorang der dazu gehörigen Matrix r 
ist, und irgend eine Potenzreihe des Systems ist von den r besagten 
Reihen quasilinear abhängig. 

35. Es seien gegeben die beiden quadratischen Formen 

und 

Sind sie positiv, so ist die quadratische Form 
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ebenfalls positiv. Ist außerdem die eine der gegebenen Formen definit 
und sind in der Matrix der anderen die Hauptelemente von 0 ver
schieden, so ist die dritte definit. 

36. Man betrachte die beiden symmetrischen Matrices 

(
an al2 . . . a1n) 

~~~ .. -~~2 ... ::: .. • ~~~ ' 

anl an2 . . . ann 

( 
ean ea" . . . ea• n ) 

~~': ... ~~· ... .' .' .' .. . ~a.'~ . 
,ean1 ean2 • . . eann 

Ist die zur Matrix (a;.,u) gehörige quadratische Form positiv, so ist die 

zu (ea1·1') gehörige auch positiv; befinden sich ferner unter den Zeilen 

von (a11.) keine zwei miteinander identischen, so ist die zu (ea1t') gehörige 
Form sogar definit. [V 76.] 

37. Die Potenzreihe 

Po+P1x+p2x2+ ... =F(x) 

soll keine negativen Koeffizienten haben und für x = a1v a12, ... , ann 
konvergieren. Ist die zur n-zeiligen symmetrischen Matrix (a1.,") ge
hörige quadratische Form positiv, so ist die zu (F(a;. 1J) gehörige auch 
positiv; befinden sich ferner unter den Koeffizienten p0 , p2, p4 , ••• 

mindestens n von 0 verschiedene und unter den Zeilen von (aJ) keine 
zwei miteinander identischen, so ist die zu (F(a;.tt)) gehörige Form so
gar definit. 

38. Die reellen Zahlen a0, a1 , a2 , ••• , a2 n sollen die folgende Eigen
schaft besitzen: Wenn f(x) ein beliebiges Polynom höchstens 2nten 
Grades bezeichnet, welches nicht identisch verschwindet und für keinen 
Wert von x negativ ausfällt, dann sei 

a0 f(x) + a1 f'(x) + a2 f"(x) + · · · + ~ f<2 nl(x) ?c 0 (bzw. > 0) 
1! 2! (2n)! -

für alle Werte von x. 
Man zeige, daß hierzu notwendig und hinreichend ist, daß die 

quadratische Form 
n n 

"')' L a<+,nXJ.X,n 
Gott~o 

positiv (bzw. definit positiv) ist. 
39. Die Zahlen a0, av ... , an, n ~ 1 sollen die folgende Eigen

schaft besitzen: Wenn f(x) ein beliebiges Polynom höchstens nten Grades 
bezeichnet, welches nicht identisch verschwindet und für nichtnegative 
Werte von x nichtnegativ ist, dann sei 

a0 f(x) + a1~ f'(x) + a2/'(x) + .. · + a~ j(n) (x)-:?: 0 (bzw. > O) 
. 2. n. 

für alle nichtnegativen Werte von x. 
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Man zeige, daß hierzu notwendig und hinreichend ist, daß di.e beiden 
quadratischen Formen 

positiv (bezw. definit positiv) sind. 
40. Die Zahlen a0 , a1 , a2, ••• , a11 , n 21 sollen die folgende Eigen

schaft haben: Wenn f(x) ein nicht identisch verschwindendes Polynom 
vom Grade :::; n bezeichnet, das im Intervall -1 ~ x:::; 1 nichtnegativ 
ist, dann sei 

a0 f(x) + a1 f'(x) + a2 f"(x) + · · · + an fC"l(x) > 0 
1! 2! n! -

für - 1 < x ~ 1. Man zeige, daß die einzigen Wertsysteme a0 • a1 , 

a2 , ••• , a11 dieser Art durch die Bedingungen 

bestimmt sind. 
41. Die beiden quadratischen Formen 

seien positiv. Setzt man 

c, = ao b, + (n al bv-l + (;) a2 bv-'2 + ... + a. bo' 

so wird die quadratische Form 

ebenfalls positiv, und zwar ist sie definit, wenn wenigstens eine der 
beiden vorausgehenden Formen definit war. 

42. Es sei 

Cv = ao bv + (n al bv-1 + (;) a2 bv-2 + · · · + av bo · 

Aus der Positivität der vier quadratischen Formen 

m-1 m-1 

~ ~0 a;.+,u+ 1 X;. X" , 

m-lm-1 

&o ~0bA+"+1 x;. x" 
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folgt die Positivität der folgenden beiden: 

Aus der Positivität der vier quadratischen Formen 

'in '1n 

l: l: a;.+,u X;. X", 
l=O,u=O 

m m 

~ ,"JdobJ.+ 1, x;. x1,, 

m rn 

2: l: a;.+,u+ 1 X;. X,u , 
).=o r•=O 

m m 
l: l:b.<+,u+!XJ.X,n 

Jc=O r•=O 

folgt ferner die Positivität der folgenden beiden: 

43. Die komplexen Zahlen 

m m 

l: l: CJ.+t•+l X;. X,u. 
Ä=O t•=O 

sollen die folgende Eigenschaft haben: Wenn 

g(&) = 1X0 + 2 (1X1 cosß + ß1 sin ß + 1X2 cos21'J- + ß2 sin21'J- + · · · 
n + 1Xn cosnß + ßn sinn 0) = 2: )'ve-iv/1, 

v~ -n 

Yv = y -v = 1Xv + ißv, 1' = 0, 1, 2, ...• n; ßo = 0, 

109 

ein beliebiges trigonometrisches Polynom höchstens nt•r Ordnung be
zeichnet, das nicht identisch verschwindet und für keinen Wert von 19 
negativ ausfällt, dann sei 

n 
,2: c,.y,.e-ivO 2': 0 (bzw. > 0). 

1•= ~n 

Man zeige, daß hierzu notwendig und hinreichend ist, daß die 
Hermitesche Form 

positiv (bzw. definit positiv) ist. 

44. Die n2 Elemente a;. 1, einer n-reihigen Determinante seien unab
hängige Variable. Man zeige, daß unter denn! Gliedern ±a1k1 a2 k, •.• ankn 
in der Entwicklung der Determinante nur N = n2 - 2 n + 2 voneinander 
unabhängig sind, und gebe N Glieder an, durch die sich alle übrigen 
rational ausdrücken lassen. 
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45. In der Entwicklung einer n-reihigen symmetrischen Deter
minante (mit beliebigen Elementen) sei s~ die Anzahl der voneinander 
verschiedenen positiven Glieder und s~ die entsprechende Anzahl für 

die negativen Glieder. Für Sn= s~ + s~ findet sich schon bei Cayley 

die Rekursionsformel 

Sn+l = (n + 1) Sn--(~) Sn-2 · 

Man zeige, daß für dn = s~ - s~ die Rekursionsformel 

dn+l =- (n -1) dn- (~) dn- 2 

besteht, und daß 
I ., 

. n•sn e• 
hm-1-= ,;--, 

n-+oo n. rn 
ist. 

46. In der Entwicklung einer n-reihigen symmetrischen Deter

minante I a;.~-' I , in der die n Hauptelemente au Null sind, sei a~ die 
Anzahl der voneinander verschiedenen positiven Glieder und a~ die 
entsprechende Anzahl für die negativen Glieder. Setzt man 

so wird 

On+l = nan + nan-1- (~) On-2, Ön+l =- nÖn- nÖn 1- (~) Ön_ 2 

und 
. (- 1) n -1 n! Ön et 

hm ·------··= -· ·-· I .. 
n-~= n. 2yn 

1,2, ... ,n 

47. Bezeichnet man das Differenzenprodukt fl (xj- xk) mit L1, 
so ist bekanntlich ein Ausdruck der Form f<k 

eine symmetrische Funktion von x11 x2, .•. , Xn· Hierbei ist die Summe 
über allen! Permutationen von 1, 2, ... , n zu erstrecken und für die 

geraden Permutationen das positive, für die ungeraden das negative 
Vorzeichen zu wählen. Es soll nun gezeigt werden: Ist 

so wird 

n 1 
(p = rr -·--- . 

1- x1 x2 ••• x" 
v=l 

1 
([J = ---··-----------

n 1, 2, .... n · 

Jl(1-x,,) /l(1- xixlr) 
,. 1 i>k 
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48. Die charakteristische Gleichung eines Systems vori n2 Größen a;. v 

aln 

x(z) = ~:~ ...... ~:~ ~ ~- ...... -~~~ ... . =0 

habe die Wurzeln <X 1, <X 2, •.. , <Xm die nicht alle verschieden zu sein 
brauchen; die ersten Unterdeterminanten von x(z) mögen mit X.<,u(z) 
bezeichnet werden. Es soll bewiesen werden, daß die charakteristische 
Gleichung der Größen X.<,n(z) die Wurzeln 

e=1,2, ... ,n 

besitzt. 

49. Die linearen Transformationen 

. n 

Y __ sm <X n ~ Xq ···-- , p 0 1 = , ... ,n, 
P n+1 . n 

q=O sm~~(p- q +<X) 
n+1 

<X beliebig, bilden eine Gruppe in dem folgenden Sinne: Es gilt 

S"Sß=S01+ß· 

50. Es sei g(ß) ein trigonometrisches Polynom höchstens nter Ord
nung mit lauter reellen Koeffizienten. Man ermittle die Bedingungen, 
denen g{ß) unterliegen muß, damit die linearen Transformationen 

<X beliebig, eine Gruppe bilden in dem folgenden Sinne: Es gilt 

51. (Fortsetzung.) Die Determinante der linearen Transformation 
S" verschwindet für alle Werte von <X. Der einzige Ausnahmefall ist, 
wenn 

g(ß) = _1_ sin(n + 1)ß 
n+1 sinß 

[49]; 

dann ist sie identisch = 1. 
52. (Fortsetzung von 49.) Die TransformationS" ist orthogonal, 

d. h. es gilt identisch in x 0 , Xv x2, ••. , Xn 

Y5 -f- Yi --J- Y~ j- · · · ··f- y;, = X~ --j- xi + X~ -f- · · · + X~ • 
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Wir sagen, daß die lineare Transformation 

Y1 = an X1 + a12 X2 + · · · + a1n Xn + · · · 
Y2 = a21 X1 + a22 X2 + · · · + a2n Xn + · · · 

••••••••••••••••••••••••••••••• 0 •••••••• ' 

oder häufig auch, daß die zugehörige Matrix (amn) orthogonal ist, wenn 
die Beziehungen 

m=1,2,3, ... , 

a1.1 a,"l + aa a1,2 + a;.a a,,a + · · · + a;.n a1,n + · · · = 0, 
/..§ ft, Ä., ,u = 1, 2, 3, ... 

und zugleich die weiteren Beziehungen 

a~n + a~n + a~n + · · · + a~n + · · · = 1, n=1,2,3 .... , 

au a1 1, + ai;. a21, + aa;. aa,n + · · · + am;. am,n + · · · = 0, 

Ä. s ,u, Ä., ,u = 1, 2, 3 •... 

stattfindeiL Ähnlich definiert man die Orthogonalität einer in vier 
Richtungen ins Unendliche gehenden Matrix: 

( :::: -~~~.·~~:.:: :: -~~~·. -~~.- -~~~·. ~·,. ~~:n: ~: ..... :: -~~~.~-,.:: :) 
•••• 0 ••••• •••••••••• 0 • •••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

... , am,-n, ... , am, -1, am.o, am,!J ... , am,nt .. : 
•••• 0 0 •••••••••••• 0. 0 ••••• 0 ••• •••••••••• 0 ••••••••••• 0 • •••• 

53. Die Fibonaccischen Zahlen 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... 
sind folgendermaßen definiert: es ist u0 = 0, u1 = 1, Un + Un+t = Un+2 
für n = 0, 1, 2, .... Die lineare Transformation 

n=1,2,3, ... 

ist orthogonal. 
54. Es sei ()(, reell und nicht ganz. Die lineare Transformation 

_ sin()(,n ~ Xn 
Ym---n-...:::::., m+n-0(,' m= ... ,-2,-1,0,1,2, ... 

n= -oo 

ist orthogonal. 
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Als Wronskische Determinante des Funktionensystems /1 (x), 

f2(x), ... , fn(x) bezeichnet man die Determinante 

/ 1 (x) f{(x) /'{ (x) ff' -ll(x) 

Mx) f2(x) f2(x) . . . /~n-ll(x) 

f 3(x) f3(x) f3(x) f~n-ll(x) =W[fl(x),f2(x), ... ,fn(x)]. 

f ( ) !, ( ) /"( ) . . . fn(n-l)(x) nX nX nX 

55. Wenn c;.," Konstanten sind, so gilt 

W(cn/1 + C12/2 + · · · + Clnfn, C21/1 + C22/2 + · · · + C2nfn, 

c,n/1 + Cn2f2 + · · · + Cnnfn) = lc;.,u ~~ • W(fv /2• · · ., /"). 

56. W[/1 (<p(x)), /2 (cp(x)), ... , f"(cp(x))] 
n(n-1) 

= cp'(x)_2 __ W[fl(y), f2(y), .. . , f"(y)], 

rechts y = cp(x) eingesetzt. 

57. W(cpfv cp/2, .. . , cpf") = cp"WUv /2, ... ,/"). 

1 . [(/2)' (Ia)' (ln)'] 
58. ~~ W(/1, /2, · · ., fn) = W jl ' /l ' · · ., /l · 

59.!._ W(fv · · .,fn-2,/n) 
dx W(fv. · -./n-2•/n-1) 

W(fv · · ·' fn-2) W(fv · · · 'fn-2• fn-v fn) 
[W(fv · · ., fn~--;;tn-SP--. 

60. Wenn WUv/2, ... ,fn-v fn) in jedem Punkte und W(/1 , / 2, ... ,/"- 1) 

in keinem Punkte des Intervalles a, b verschwindet, so gibt es n- 1 

Konstanten c1 , c2, ... , Cn-v so beschaffen, daß im ganzen Intervall a, b 

/"(x) = cl/1(x) + C2/2(x) + · · · + Cn-1fn-1(x). 

61. Sind /1 (x), f2(x), ... , j"(x) n linear unabhängige Integrale der 
homogenen linearen Differentialgleichung nter Ordnung 

y(n) + cpl(x) y(n-1) + cp2(x) y(n-2) + ... + Cf!n(x) Y = 0, 

so gilt für jede Funktion y 

y(n) + cp1(x) y(n-1) + cp2(x) y(n-2) + ... + Cf!n(X) Y = W (/1, /2, · . ._,__Jn, Y). 
W Uv /2, · · ·' fn) 

62. (Fortsetzung.) Man setze 

1 = Wo, /1 = Wv W(fl, /2) = W2, ... , W(fv /2, ... , fn) = Wn · 

Dann gilt für jede Funktion y 

y(n) + Cf!l (x) y(n-1) + cp2(x) y(n- 2) + ... + Cf!n(X) Y = 
_ W n d W~ . 1 d W~ d Wi d y 
=wn- 1 • dx Wn_ 2 W" ... dx W 1 W 3 • dx W 0 W2. dx W1 . 

P 6 I y a • S z e g ö , Aufgaben und Lehrsätze II. 8 
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Diese Zerlegung des linearen Differentialausdruckes, die die Kenntnis 
von n unabhängigen Integralen erfordert, ist ähnlich der Faktoren
zerlegung eines Polynoms nten Grades, die die Kenntnis von n Null
stellen erfordert. 

63. Es seien /1 (x), / 2(x), ... , fn(x) reelle stetige Funktionen, defi
niert im Intervalle a, b. Die Determinante 

I l h (x) /.u (x) d X I _ 
I a A, tt - 1, 2, ... , n 

ist nie negativ; sie verschwindet dann und nur dann, wenn zwischen 
den Funktionen /1 (x), /2(x), ... , fn(x) eine lineare homogene Relation 
mit konstanten Koeffizienten, die nicht sämtlich verschwinden, besteht. 

64. (Fortsetzung.) Die Determinante 

a a a 
b 

f (f~ +I~ + ... + /~) d X • .• 
a 

b 

... f (/~ + ~~ + ... + ~~ -1) d X 
a 

ist nie negativ; sie verschwindet dann und nur dann, wenn die Funk
tionen /1(x), / 2(x), ... , fn(x) nur in konstanten Faktoren voneinander 
abweichen, oder anders ausgedrückt, wenn sie alle Multipla einer unter 
ihnen sind. 

65. (Fortsetzung.) Die Determinante 

I ff;. (x) t1, (x) dx I 
e a Ä, fl = 1, 2, ... , n 

ist nie negativ; sie verschwindet dann und nur dann, wenn es unter 
den Funktionen /1 (x), f2(x), ... , fn(x) zwei identisch gleiche gibt. 

66. Ein von Gauß in der Theoria combinationis observationum 
[Werke, Bd. 4, S. 12, vgl. die beiden letzten Zeilen von Art. 11] ge
legentlich erwähnter Satz läßt sich folgendermaßen verallgemeinern: 

Es sei f(x) für x > 0 definiert, daselbst nicht zunehmend, f(x):::?: 0, 
jedoch nicht identisch = 0. Ferner seien die reellen Zahlen av a2, ... , an 
voneinander verschieden. Die Existenz aller vorkommenden Integrale 
vorausgesetzt, ist die Determinante 

I oo I 

(a;. + a" + 1) J xa;.+a,uf(x)dx / 
i o 1 2, p = I , 2, ... , n 
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nie negativ; sie ist dann und nur dann = 0, wenn j(x) eine strecken
weise konstante Funktion mit nicht mehr als n- 1 Sprungstellen ist. 

Die Funktion j({}) sei eigentlich integrabel im Intervall O<{} <2n. 
Ihre Fouriersehe Reihe [VI, § 4] sei 

00 

f(lJ}='" a0 + 2 2; (ancosn{} + bnsinn&). 
n=l 

Die aus den Konstanten c0 = a0, Cn =an+ ibn, c_n = Cm n = 1, 2, J, ... 
gebildeten Hermiteschen Formen 

nennen wir die zu j({}) gehörigen Toeplitzschen Formen. (Vgl. 43). 
67. Man bilde die Toeplitzschen Formen, welche zu den folgenden 

Funktionen gehören: 

j({}) = c = konst., /({}) = a0 + 2(a1 cos{} + b1 sin{}), 
1- r2 

j({}) - ----;;--,-----:;: 0 < r < 1. 
- 1- 2rcos{} + r 2 ' 

68. Wenn die Funktion j({}) im Intervall O<{} <2n positiv ist, 
dann sind sämtliche Toeplitzschen Formen definit positiv. Genauer: 
Wenn f(lf) im Intervall O<{} <2n zwischen den Grenzen m<j({}) <M 
gelegen ist, dann ist 

vorausgesetzt, daß die Variablen x0, Xv ... , Xn der Bedingung Tn(1) = 1 
unterworfen sind. Das Gleichheitszeichen kann hier nur dann eintreten, 
wenn j({}] = konst. ist in jedem Stetigkeitspunkte von j({}), 

69. Man berechne die Determinante Dn(f) der Form Tn(f) für die 
Funktionen in 67 und zeige, daß, wenn f(&) überall positiv ist, 

2n 

n+l __ :n: j logf(t'J)d# 

lim fDn(f) = e O = ®(!). 
n~oo 

70. Es sei j({}) ein trigonometrisches Polynom erster Ordnung 
und h ein Parameter. Die Determinante Dn(/- h) der zu j({)) - h ge
hörigen Toeptitzschen Form Tn(f- h) ist eine ganze rationale Funktion 
(n + 1)ten Grades von h mit lauter reellen Nullstellen. Man berechne 
diese Nullstellen. 

71. (Fortsetzung.) Die Nullstellen h0 m h111, ••• , h1111 von Dn(f- h) 
liegen alle zwischen dem Minimum und Maximum von j({)), das heißt 
m ~ hvn ~ M, wenn m 5 j({}) 5 M ist im Intervalle 0,2n. Wenn ferner 

8* 
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F(h) eine beliebige, im Intervall m < h < M eigentlich integrable Funk
tion bezeichnet, dann ist 

2n 

limF(hon)+F(hln)+ ··· +F(hnn)=_!_!F[f(&)]d&. 
n-+oo n + 1 2n 

0 

72. Die H ermite sehe Form 

c_,. = c,., 

sei definit positiv. Dann liegen sämtliche Nullstellen des Polynoms 

C-n+l C-n+2 C-n+3 Cl 

1 z z2 z" 

im Innem des Einheitskreises. 



Achter Ab s c h n i t t. 

Zahlentheorie. 
I. Kapitel. 

Zahlentheoretische Funktionen. 
Es sei x eine reelle Zahl. Man bezeichne mit [x] den ganzen Teil 

von x, d. h. diejenige ganze Zahl, die den Ungleichungen 

[x] ~ x < [x] + 1 
genügt. Es ist z. B. 

[n] = 3, [2] = 2, [ -0,73] = -1. 

1. Es sein ganz und x beliebig. Dann ist 

[x + n] = [x] + n. 

2. In der Entwicklung der n-zeiligen Determinante hat das Pro

dukt der in der Nebendiagonale befindlichen Glieder (-1)[%] als Vor
zeichen. 

3. Es ist 
[2x]- 2[x] = 0 oder 1, 

je nachdem 
x- [x] <! oder >!. 

4. Ist 0 < cx < 1 , so ist 

[x] - [x- cx] = 0 oder 1, 
je nachdem 

x- [x] >cx oder <(X. 

5. Es liege x nicht in der Mitte zwischen zwei konsekutiven ganzen 
Zahlen. Man drücke die zu x nächstliegende ganze Zahl mit Hilfe des 
Symbols [] aus. 

6. Man könnte [x] als die zu x linksbenachbarte ganze Zahl be
zeichnen. Man drücke die zu x rechtsbenachbarte ganze Zahl mit Hilfe 
des Symbols [ ] aus. (Postgebühren und dergleichen richten sich häufig 
nach der rechtsbenachbarten ganzen Zahl.) 
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7. Es ist 

(cx] + [ß] entweder = [cx + ß], oder 

[cx]- [ß] entweder = [cx- ß], oder 

8. Es ist 

=[cx+ß]-1, 

= [cx- ß] + 1. 

[2cx] + [2ß] ::=: [cx] + [cx + ß] + [ß]. 

9. Es sei n eine positive ganze Zahl; dann ist 

[xJ+[x+ :J+[x+ ~]+···+[x+n: 1]=[nx]. 
10. Es sei n eine positive ganze Zahl, x beliebig. Man hat 

[[n:] J = [x]. 

11. Es sei m positiv ganz. Die höchste Potenz von 2, die in 

aufgeht, ist 2"'+ 1. 

12. Es seien a und n positive ganze Zahlen. Die Anzahl derjenigen 

unter den Zahlen 1, 2, 3, ... , n, die durch a teilbar sind, ist [ ~ J · 
13. Wieviel Nullstellen hat die Funktion sinx im Intervalle 

a < x < b? Wieviele im Intervalle a< x < b? 
14. Es sei 0 ~'" cx ~;; n. Man bezeichne mit V11(x) die Anzahl der 

Zeichenwechsel in der Folge 

1 , cos x , cos 2 cx , ... , cos ( n - 1) x , cos n <X ; 

dann ist 

lim Vn(cx) =::. 
n-+cxl n n 

15. Es sei () eine Irrationalzahl, 0 < () < 1 und gn = 0 oder 1, 
je nachdem [n()] und [(n-1) ()] gleich oder verschieden sind. Man 
zeige, daß 

lim [1 + g2 + · · · + gn = () . 
n 

16. Wxe groß ist die Anzahl N(r, a, cx) der Nullstellen der ganzen 
Funktion ez - a ei"' in der Kreisscheibe I z I ~ r? (r, a, <X reelle Kon
stanten, r > 0, a > 0.) 
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17. Es seien a und b ganze Zahlen, f(x) eine in a < x < b definierte 
Funktion, f(x) > 0. Man drücke die Anzahl der Gitterpunkte (Punkte 
mit ganzzahligen Koordinaten, I 28), die sich in der durch die Un
gleichungen 

a < x < b, 0 < y < f(x) 

abgegrenzten Fläche befinden, durch das Symbol· [ ] aus. 
18. Es seien p und q teilerfremde positive ganze Zahlen. Man 

beweise durch Abzählung von Gitterpunkten die Formel 

19. Sind p und q ungerade teilerfremde positive ganze Zahlen, 
p-1 q-1 

so gilt, wenn man - 2- = p', - 2- = q' setzt, 

([~ 1 + [~q] + ... + [P;q]) + ([:] + [2:J + ... + [q':]) = p'q'. 

20. Es sei p eine Primzahl von der Form 4n + 1. Dann ist 

21. Es seien irgendwelche Objekte in der Anzahl N gegeben. 
Es sei NIX die Anzahl derjenigen Objekte,· denen eine gewisse Eigen
schaft cx;, Nß die Anzahl derjenigen, denen die Eigenschaft ß, .. . , N" 
bzw. N;. die Anzahl derjenigen, denen die Eigenschaft x bzw. l zu
kommt. Ähnlich bezeichne Ntxß• NIXl'• .. . , Ntxßr• ... ,Ntxßr ... ><J. die An
zahl derjenigen Objekte, denen gleichzeitig die Eigenschaften cx; und ß, 
bzw. cx; und y, ... , bzw. cx;, ß und y, ... , bzw. cx;, ß, y, ... , x und l 
zukommen. Dann wird die Anzahl derjenigen Objekte, denen keine 
der Eigenschaften cx;, ß, y, ... , x, l zukommt, gegeben durch 

N-Ntx -Np -Nr- ··· -N" -N;, 

+Ntxß +Ntxr+ ··· +N";. 
- Ntxßr- ··· 

+Ntxßr ... ><J.· 

22. Es seien n Objekte gegeben, n > 1. Die Eigenschaft cx; komme 
allen zu, mit Ausnahme des ersten, die Eigenschaft ß allen, mit Aus
nahme des zweiten, ... , die Eigenschaft l allen, mit Ausnahme des 
letzten nten Objektes. Was ergibt 21, auf diesen Fall angewandt? 
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23. Wie viele der n ! Entwicklungsglieder emer Determinante 
n ter Ordnung bleiben übrig, wenn alle Elemente der Hauptdiagonale 
gleich 0 gesetzt werden? [Man beachte 21 : die Eigenschaft <X soll 
denjenigen Gliedern zukommen, die a11 als Faktor enthalten, usw.J 

24. Es seien a, b, c, ... , k, l zueinander teilerfremde positive ganze 
Zahlen. Welches ist die Anzahl derjenigen unter den Zahlen 1, 2, 3, ... , n, 
die durch keine der Zahlen a, b, c, ... , k, l teilbar sind? [12.] 

25. Die verschiedenen Primfaktoren der Zahl n mögen p, q, r, ... 

heißen. Die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen unterhalb n ist gleich 

Diese Anzahl wird gewöhnlich mit rp(n) bezeichnet. Es wird rp(1) = 1 
gesetzt; rp(n) ist also die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen bis 
zur Grenze n inklusive. Dies gilt für n ~ 1 , da 1 zu sich selbst teiler
fremd ist. 

26. Es seien irgendwelche Objekte in der Anzahl N gegeben, 
denen wie in 21 die Eigenschaften <X, ß, y, ... , u, A. zukommen können. 
Jedem einzelnen Objekt sei ein Wert zugeordnet. Es bezeichne Waden 

Gesamtwert (die Summe der Werte) derjenigen Objekte, denen die 
Eigenschaft <X zukommt, Wp den Gesamtwert derjenigen mit der Eigen
schaft ß, usw. Ähnlich bezeichne Waß, War• ... , W'"ßr• ... , Wo:ßy ... r.!. 
den Gesamtwert derjenigen Objekte, denen gleichzeitig die Eigenschaften 
<X und ß, bzw. iX und y, ... , bzw. <X, ß und y, ... , bzw. <X, ß, y, ... , 
u und A. zukommen. Ist W der Gesamtwert sämtlicher Objekte, so ist 
der Gesamtwert der Objekte, denen keine der Eigenschaften IX, ß, y, ... , u,), 
zukommt, gleich 

W- W" - Wp - Wr- ···- W" - W;. 

+ Waß + W"r + · · · + Wr.~. 
- W,.ßr- ... 

:+: w"ßy ... ,<~-. [21.] 

27. Es sei n > 1 ; r v r 2, •.• , r tp(n) seien die zu n teilerfremden Zahlen 
unterhalb n. Dann ist 

2 2 2 rp(n)( 2 +(-1)•p ) 
rl+ri+···+r<p(n)=--3n -2- qr···' 

wenn p, q, r, ... die verschiedenen Primfaktoren von n sind, und v ihre 
Anzahl ist. 

Es sei n nicht negativ und ganz. Unter einem "Teil" von n ver
stehen wir irgendeine nichtnegative ganze Zahl, die ;S n ist. Die 
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Zahlen 0 und n heißen "uneigentliche Teile". Die Zahl 0 enthält nur 
sich selbst als Teil, und zwar als uneigentlichen. 

Es sei n positiv und ganz. Unter einem "Teiler" von n verstehen 
wir irgendeine positive ganze Zahl, die in n ohne Rest aufgeht. Die 
Zahlen 1 und n heißen "uneigentliche Teiler". Die Zahl 1 enthält 
nur sich selbst als Teiler, und zwar als uneigentlichen. 

Es seien m und n nichtnegativ und ganz. Unter dem größten 
gemeinsamen Teil von m und n verstehen wir diejenige Zahl, deren 
Teile mit den gemeinsamen Teilen von m und n identisch sind. Dies 
ist die kleinere (nicht größere) der beiden Zahlen m und n, in Zeichen: 
Min (m, n). 

Es seien m und n positiv und ganz. Unter dem größten gemein
samen Teiler von m und n versteht man diejenige Zahl, deren 
Teiler mit den gemeinsamen Teilern von m und n identisch sind, in 
Zeichen: (m, n). 

Unter Min (l, m, n, ... ) versteht man allgemein die kleinste der 
Zahlen l, m, n, ... , unter (l, m, n, ... ) den größten gemeinsamen Teiler 
der Zahlen l, m, n, .... 

Es gibt eine kleinste Zahl, unter deren Teilen sowohl die von m 
wie auch die von n vorkommen, nämlich die größere (nicht kleinere) 
der beiden Zahlen m und n, in Zeichen: Max (m, n). 

Es gibt eine kleinste Zahl, unter deren Teilern sowohl die von m 
wie auch die von n vorkommen. Dies ist das kleinste gemeinsame Viel
fache von m und n. 

Es seien a0 , av a2, ••• irgendwelche Zahlen. Unter ~at versteht 
t;:;;;n 

man die Summe, erstreckt über sämtliche Teile von n (die uneigent-
n 

liehen 0 und n eingeschlossen); ~a1 = ~at. 
t;:;;;n t=O 

Es seien av a2, a3, ••• irgendwelche Zahlen. Unter ~~ versteht 
t/n 

man die Summe, erstreckt über sämtliche Teiler von n (die uneigent-
lichen 1 und n eingeschlossen). Z. B. Ya1 = a1 + a2 + a3 + a6• 

trt 
28. Es seien a, b, c, ... , k, l irgendwelche nichtnegative ganze 

Zahlen. Es ist 

Max (a, b, c, ... , k, l) = a + b + c + ... + k + l 
- Min (a, b) - Min (a, c) - ... - Min (k, l) 
+ Min (a, b, c) + ... 

± Min (a, b, c, ... , k, l). 

29. Das kleinste gemeinsame Vielfache M der positiven ganzen 
Zahlen a, b, c, ... , k, l läßt sich folgendermaßen darstellen: 

M = ab c .. · k l (a, b) -l (a, c) - 1 .. · (k, l) - 1 (a, b, c) ... (a, b, c, ... , k, l) ±1. 
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30. Es ist 

1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 
1 1 0 0 0 1 2 2 2 2 

1= 1 1 1 0 0 1 2 3 3 ) 
1 1 1 1 0 1 2 3 4 4 ..................... o o o • o ~ o " • 'o • • • • o 0 o • o • o o .)0 o ,o o 

1 1 1 2 3 4 n+1 

Hierbei ist das allgemeine Element der ersten Determinante t]i. 1, = ·1, 
wenn p ein (eigentlicher oder uneigentlicher) Teil von J. ist, sonst 
0 (2, ft=O, 1, ... ,n); in der zweiten ist das allgemeine Element CJ.l~. 
gleich der Anzahl der gemeinsamen Teile von 4 und p, d. h. die kleinere 
von den beiden Zahlen J. + 1 und p + 1 (2, p = 0, 1, ... , n). 

31. Der Wert der Determinante, deren allgemeines Element c1.f< 
gleich der Anzahl der gemeinsamen Teiler von A und p, mit andern 
Worten die Teileranzahl des größten gemeinsamen Teilers von J. und ~.u 
ist, A, p = 1, 2, ... , n, ist = 1. 

32. Es seien a0 , a1 , •• • , an beliebig, Av = ;Ea1, v = 0, 1, ... , n. 
Es ist to?.v 

Ao Ao Ao Ao Ao 
Ao Al Al Al At 
Ao Al Aa A2 A2 = a0 a1 a2 · · · an . 
Ao At A2 Aa Aa 
................ •'• "'• ........ 
Ao Al A2 A3 An 

Das allgemeine Element elf< der Determinante ist =Ar mit r = Min (l, p.), 
l, p = 0, 1, ... , n. (Verallgemeinerung von 30.) 

33. Es seien a1 , a2, .•• , an beliebig, A,. = Lae. v = 1, 2, ... , n. 
Es ist t/v 

Al Al Al Al At 
Al A2 Al A2 A(2, n) 

At Al Aa Al A(a,n) 
~-= a1 a2 a3 · • • a" . 

Al A2 Al A4 A(4, n) 
••••• 0 • ., •••••• •'" 0 •••••••••••••••••••• 

Al A(n, 2) A(n,a) A(1!,4) ... An 

Das allgemeine Element c;.,u der Determinante ist =A, mit r = (A, ,u), 
l, p= 1, 2, ... , n. (Verallgemeinerung von 31.) 

34. Sind a0 , a1, a2 , beliebig und An = ~a1 , n = 0, 1, 2, ... , 
so ist offenbar t"?;n 
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Sind a1 a2, a3, ..• beliebig und An= _2at, n = 1, 2, 3, ... , so ist 
t/n 

a1 = A 1, a 2 = A 2 - Av a3 = A3 - Av a4 = A 4 - A 2, 

a5 = A 5 - A1, a6 = A6 - A 3 - A 2 + A1, 

und allgemein 

123 

n=1,2,3, ... , 

wobei ~J(n) das Möbiussche Symbol ist (siehe die Definition aufS. 124). 

35. Man bezeichne mit 1p(y) eine beliebige für 0 s y < 1 definierte 

Funktion. Es sei 

g(n) ~ 21p(~)' f(n) = ~ 1p(~), 
v=l (r, n)=l 

die letztere Summe über diejenigen Zahlen r erstreckt, die s n und 

zu n teilerfremd sind. Dann ist 

f(n) = ~ fl·(t) g (1) = ~ fl (7) g(t). 
t/n t/n 

36. Es ist bekanntlich 

Man setz~ 

n ( 2:n:iv) n X-e_n_ =Xn-1. 
v=l 

( 2nir) fl x-e_n_ =Kn(x), 
(r,n)=l · 

das Produkt über diejenigen Zahlen r erstreckt, die < n und zu n 

teilerfremd sind. (D?-s nte Kreisteilungspolynom.) Die Nullstellen von 
xn -1 sind die nten Einheitswurzeln, die Nullstellen von Kn(x) sind 
die primitiven nten Einheitswurzeln. Man beweise die Formel 

( 
n )f<(t) 

Kn(x) = fl xi - 1 
t/n 

37. Ist ~J(n) das Möbiussche Symbol, so ist 

2:r:ir 

~e-----;n- = ~J(n). 
(r,n)=l 

Unter einer zahlentheoretischen Funktion f(n) versteht man eine 

für n = 1, 2, 3, ... definierte Funktion. In diesem allgemeinen Sinne 
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ist die Angabe einer "zahlentheoretischen Funktion" äquivalent mit 
der Angabe einer beliebigen unendlichen Zahlenfolge. Einige für die 
Zahlentheorie interessante Funktionen dieser Art sind die folgenden: 

rp(n) (Eulersche Funktion): Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen 
unterhalb n [25]; 

r(n) = ~1: Anzahl der Teiler von n; 
t/n 

a(n) = ~t: Summe der Teiler von n; 
t/n 

arx(n) = ~t": Summe der cxten Potenzen der Teiler von n; o1 (n) =a(n), 
t/n 

a0 (n) = r(n); 
v(n): Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n; 
fl(n) (Möbiussches Symbol): p(1) = 1, fl(n) = 0, wenn n durch 

ein Quadrat (außer 1) teilbar ist und fl(n) = ( -1)v(nJ in jedem anderen 
Falle; 

J.(n) (Liouvillesches Symbol): J.(1) = 1, J.(n) = (-1)k, wenn k 
die Anzahl der Primfaktoren von n (mehrfache mit der richtigen 
Multiplizität gezählt) bezeichnet; 

A(n) (M angoldtsches Symbol): A(n) =log p, wenn n = pm eine 
Primzahlpotenz ist, sonst A(n) = 0. 

38. Man stelle sich eine Tafel dieser Funktionen her von n = 1 
bis n=10. (Bei arx(n) für CX=0,1,2.) 

Den Potenzreihen 
00 

a0 + a1 z + a2 z2 + · · + an zn + · · · =~an z" 
n=O 

seien die Dirichletschen Reihen 
00 

a1 1 -' + a2 2- 8 + · · · + an n- 8 + · · · =~an n- 8 

n=1 

gegenübergestellt. Die Potenzreihen sind das richtige Werkzeug für 
die additive (vgl. I, Kap. 1), die Dirichletschen Reihen für die multi
plikative Zahlentheorie 1). 

Das (Cauchysche) Produkt von zwei Potenzreihen 

wird durch 

1) In diesem Kapitel wird von Konvergenzfragen abgesehen. Im Falle 
absoluter Konvergenz sind sämtliche Rechnungen zulässig. 
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definiert [I 34]. Hierbei durchläuft t sämtliche Teile von n, die un
eigentlichen 0 und n eingeschlossen. Das Dirichletsche Produkt von 
zwe1 Dirichletschen Reihen 

wird durch 

definiert. Hierbei durchläuft t sämtliche Teiler von n, die uneigent

lichen 1 und n eingeschlossen. 
Werden sämtliche Koeffizienten einer Potenzreihe gleich 1 gesetzt, 

so entsteht die geometrische Reihe 

1 
1 + z + z2 + · · · + zn + ... = ~-

1-z 

Werden sämtliche Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe gleich 1 

gesetzt, so entsteht die Zetafunktion 

1-s + z-s + 3-8 + ... + n -s + ... = ((s). 

39. Die Anzahl der Teile von n ist 2:1 = n + 1. Die Anzahl der 
Teiler von n ist 2;1 = r(n). Es ist t~n 

ist 

t/n 

= 
~r(n)n-• = ((s)2. 
n=l 

40. Der nte Koeffizient in der Entwicklung des Produktes 

1 ~ n --- ,.::..anz, 
1- Z n=O 

= 
((s) 2,; ann -• 

n=l 

41. Man zeige, daß 

1 
1-Z= 1 + z + z2 + . · · + zn + ... ' 

fl(1)1-s+!l(2)2- 8 +f-t(3)3-s+ ··· +!-t(n)n-•+ ··· 

1 1 

42. Es sei, wie in 32: 2: a1 = A", n = 0, 1, 2, ... ; dann ist 
t~n 

(A 0 + A 1 z + A2 z2 + · · · + A"z" + · · -)(1-z) 
=an+ a1 z + a2 z2 + · · · + anzn + · · · . 
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Es sei ferner, wie in 33: 1; at = An, n = 1, 2, ), ... ; dann ist 
t/n 

(A1 1-• + A2 2-• + A3 3-• + · · · + Ann-" + · · ·) · 
· (p(1)1- 8 + ft{2)2-• + ,u()))-• + · · · + Jt(n)n-• + · · ·) 

= a1 1-• + a2 2- 8 + a3 )- 8 + · · · + a11 n-• + · · ·. 

Unter einer multiptikativen zahlentheoretischen Funktion f(n) ver
steht man eine solche, für die /(1) = 1 ist, und die für teilerfremde m 
und n die Gleichung 

f(m) f(n) = f(mn) 
erfüllt. 

43. Man zeige, daß 

n!X, a"'(n), 2P(nl, ,u(n), l(n), q;(n) 

multiplikative zahlentheoretische Funktionen sind. [Für q;(n) beachte 
man 25.] 

44. Es sei n = Pf' p~· ... P!p, wobei Pv p2 , ••• , PP voneinander 
verschiedene Primzahlen sind. Dann ist 

1- pf<k,+l> 1- P2<k,+l> 
a"'(n) = 1 - Pf . -1--P-2. 

z. B. 

1- p:<kp+l) 

1-P: 

1-P~'+l 1-p~·+l 1-P!p+l 
a(n) =---·--.. ·---, T(n)=(k1+1)(k2+1)···(kp+1). 

1 - P1 1 - P2 1 - Pv 

ist. 

45. Man zeige, daß für n > 30 

q;(n) > 'l(n) 

46. Es seien a, b, c, d, ... , k, l positive ganze Zahlen, M ihr 
kleinstes gemeinsames Vielfaches, (a, b), (a, c), ... (a, b, c), ... bezeichne 
wie gewöhnlich den größten gemeinsamen Teiler von a und b, bzw. 
von a und c, ... , bzw. von a, b und c, . . . . Ist f(n) eine multipli
kative Funktion, so hat man 

f(M) j((a, b)) f((a, c)) · · ·f((a, l)) j((a, b, c, d)) · · · = f(a) f(b) · · ·f(l) j((a, b, c)) · · ·. 

(Rechterhand stehen diejenigen f(n), für die n der größte gemeinsame 
Teiler einer ungeraden Anzahl der Zahlen a, b, c, ... , k, l ist.) [29 ist 
der Spezialfall f(n) = n.] 

47. Es sei /(n) eine multiplikative zahlentheoretische Funktion. 
Dann ist 

i j(n) WB= fl(1-8 + j(p) p-s + j(p2) p-28 + j(pB) p-38 + ... ) ; 
n=l p 
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das unendliche Produkt ist über sämtliche Primzahlen p erstreckt und 
so gebildet, daß man nur aus endlich vielen Faktoren Glieder ent
nimmt, die von 1-• verschieden sind. 

48. 

49. Man zeige, daß 

i2v<n>n-•= C(st 
n=l C(2 s) ' 

00 

~ a"'(n)n -• = C(s) C(s- ~). 
n=l 

~· () -• C(s-1) 
~cpn n =---
n=l C(s) 

ist. [43, 44, 25.] 
50. Es sei a(n) der größte ungerade Teiler von n. Dann ist 

1-21-8 
a(1)1-"+a(2)2-•+a(3)r"+ ··· +a(n)n-•+ ··· = 1_ 2 _.C(s-1). 

51. Man beweise, daß 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 

~A( ) -s ((s) . 
~ n n = - r( ) Ist. 
n=l ~ S 

{ 1 für n=1, 
'>'t.t(t) = tin 0 für n>1. 

')' A(t) = f 1, 
tin l 0, 

wenn n eine Quadratzahl ist. 
wenn n keine Quadratzahl ist. 

Y. cp(t) = n. 
tin 
~ t.t(t) = cp(n) . 

t/n t n 

~ A(t) = logn. 
t/n 

(1, 1) (1, 2) (1, n) I 

~:·. ·1·)· .. ~:·. -~) ......... ~~·. ~) = cp(1) cp(2) ... cp(n). 

1 (n, 1) (n, 2) (n, n) 

58. Man betrachte sämtliche möglichen Zerlegungen n = ~ ß einer 
geraden Zahl n von der Art, daß ~ ungerade (auch 1), ß gerade ist. 
Dann ist 

gleich der Teilersumme von !!. .. 
2 
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59. Es seien f(n) und g(n) multiplikative zahlentheoretische Funk
tionen. Dann ist auch die zahlentheoretische Funktion 

h(n) = '"2:,/(t) g (!!:_) 
t/n t 

multiplikativ. 

60. Die Anzahl der verschiedenartigen regulären geschlossenen 
n-Ecke ist gleich icp(n). 

61. Die Summe sämtlicher positiven echten Brüche, die in redu
zierter Form geschrieben den Nennern haben, ist = icp(n), n> 2. 

62. Es seien a, b, c positive ganze Zahlen; unter den c Brüchen: 

a 

c 
a + (c -1)b 

c 

gibt es ~(~b;) unkürzbare, wenn (a, b, c) = 1. Ist (a, b, c) > 1, so 

lassen sich natürlich alle kürzen. 
63. Wieviel unkürzbare gibt es unter den folgenden n2 Brüchen: 

1 1 1 1 1 

1' 2' 3' 4' n 

2 2 2 2 2 

1' 2' 3' 4, n 

3 3 3 3 3 
1' 2 , 3' 4' n 

n n n n 
1' 2' 3' 4' 

64. Es sei cl>(n) die Anzahl der unkürzbaren unter den folgenden 
n2 Brüchen 

n n 

n n 

n+i n+2i 
n n 

1 +ni 
n 

2+ni 
n 

n+ni 
n 

(i = y-1; der Bruch a: ib heißt kürzbar, wenn (a, b, n) > 1, unkürz-
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bar, wenn (a, b, n) = 1 ist.) 
schaften: 

1: § 6, Nr. 59--64 • § 7, Nr. 65--67. 129 

Die Funktion W(n) besitzt folgende Eigen-

( 1) W(m) W(n) = W(mn) für (m, n) = 1, W{1) = 1, 
w(pk) = p2"- p21c-2, p Primzahl, k = 1, 2, 3, 

(2) 

wenn p, q, r, ... die verschiedenen Primfaktoren von n sind; 

(3) .J: W(t) = n2 ; 
t/n 

(4) i;w(n) n -• = C(s-=-32. 
n=l C(s) 

Man beweise (1), (2), (3) voneinander unabhängig direkt aus der 
Definition. Man zeige ferner 

folgt 

(1) ~ (4), 

(4) ~ (1), 

65. Aus der Identität 

(2) ~ (4), 

(4)~(2), 

00 00 

(3) ~ (4), 
(4) ~ (3). 1) 

C(s) .J;a .. n-• = .J;A .. n-• 
n=l n=l 

00 .. 00 

~~= ~A .. x" 
..::;.. 1 - x" ..::;.. 
n=l n=l 

und umgekehrt; av a2 , a8, ••• , Av A2, A3, ••• sind Konstanten. (Auf 
der linken Seite der zweiten Gleichung tritt eine sogenannte Lambert
sche Reihe auf.) 

66. Die beiden Identitäten 

C(s)(1- 21 -•) 2a .. n-•= 2B .. n-•, 21a~: .. = 2B."x" 
n=l n=l n=l n=l 

sind äquivalent. 
67. Zwischen den Zahlen a1 , a2, a8 • • • und A11 A2, A8, ••• 

bestehe die gleiche Beziehung wie in 65. Dann ist 

1 ) D. h. aus (1) folgt (4), aus (2) folgt (4) usw. 

P 61 y a • S z e g ö , Aufgaben und Lehrsätze li. 9 
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68. Zwischen den Zahlen av a2, a3, • • . und Bv B2, B 3, ... 

bestehe die gleiche Beziehung wie in 66. Dann ist 

n= ( x x )an -IT= ( x2 )Bn --ctg-- - 1--~ 
2n 2n n2n2 • 

n=l n=l 

69. Man zeige, daß 

und ~Ti~)xn 
...:::." 1- x" 
n=l 

rationale Funktionen von x sind. Welche? 

70. 
~l(n)x" 

...:::." 1 - :0; = x + x4 + x9 + xl6 + x25 + .... 
u-:-1 

71. Man zeige, daß 

72. 

~ tt(n)x~ = x ~- 2x2 
...:::." 1 + xn ' 
n=l 

~rp(n)xn = x 1+ x2 

6i_ 1 + xn (1- x2)2 ist . 

(X) xn 
"''l(n) -

n--21 1 + xn 

= x- 2x2 + x4- 2xs + x9 + x16 - 2xls + x25 - ... = 2: bnx"' 
n=l 

wo bn = 1, wenn n eine Quadratzahl, bn = -2, wenn n das Doppelte 

einer Quadratzahl, und in jedem anderen Falle bn = 0 ist. 

73. 

74. 

=, . x" 1 + x 
f;liP(n) 1--=-- xn = x (1- x)3' 

~ ;~;:n 1 + 2x + 6x2 + 2x3 + x4 1: iP(n) --- = x -------~~----
n=l 1--!-xn (1-x2)3 

[64]. 

~oo ~= xn 1 + x 1 + x2 1 + X 3 

r(n)x"= --=x-- -t-x4 ---t-x9 -- ---+ .... 
1 - xn 1 - x 1 - x2 1 - x3 

n=l n=l 

75. 
00, oo x" x x2 x3 

~~a(n)xn ~n 1 -- x" = (1- x)2 + (1- x2)2 + (1- x3)2 

x4 x + 2 x2 - 5 x5 - 7 x7 + · · · 
--!- (1 --x4)2 --!- ... = 1---=--- X - x2 --!- x5 --!- x7 - .... 

Die im letztenBruchauftretenden Exponenten haben die Form 2 ( 3 k2 ± h). 

[I 54.} Man leite hieraus eine Rekursionsformel für a(n) ab. 
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76. Der Ausdruck 

1 p p2 p3 
1 - q + 1-=--qx + 1- qx2 + 1 - qx3 + · · · 

bleibt unverändert, wenn p mit q vertauscht wird. 

77. 
x x2 x3 x4 

1-+x2 + 1+x4 + 1 -t-xs + T+xs + · · · = 

x x3 xs x7 
= 1 - X - 1-=-x3 + l_=:_-Xi; - f-~ x7 + .... 

78. x x x2 x4 x8 

1~ x = 1 - x2 + 1 - x4 + 1-= .Xs + T=---%16 + · · · 

x 2x2 4x4 8x8 

= 1 +x + 1 +x2 + 1 +x4 + 1 +x8 + ·· · · 

79. Es ist 

r(1) +•(2) +•(3) + ··· +r(n) = [~] + [~] + [~] + ··· + [;]. 

[Beide Seiten bedeuten die Anzahl der Gitterpunkte in der Fläche 
x>O, y>O, xy~n.Jl) 

80. Ist v = [fn], so ist 

r(1) + r(2) + r(3) + · · · + r(n) = 2 [ 7] + 2 [ ~] + · · · + 2 [:] - v2 • 

81. Es sei 

Dann besteht zwischen den Koeffizientensummen 

die folgende Beziehung: 

n n 

rn = La,B[.!!.] = LbsA[.!!.]" 
r=l r s=I _s 

1) Die in 28-42 herausgearbeitete Analogie (Teil, Teiler) könnte hier bis 
zn einem gewissen Grade weiter verfolgt werden. 

9* 
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82. 

wobei die Summation über sämtliche Primzahlen p zu erstrecken ist, 
die n nicht übertreffen. [Man wende 81 auf das Dirichletsche Produkt 

00 

- ((s) = 2'A(k) k-s "J:z-s 
k=l l=l 

an.] 
83. Mit den Bezeichnungen von 81 gilt auch 

V V 

Tn = r~ a, Br7J + .~bs A[~]- A,. Bv. 

wo v = [ -{n] gesetzt ist. 

2. Kap i te I. 

Ganzzahlige Polynome und ganzwertige 
Funktionen. 

Ein Polynom 

P(x) = a0 xm + a1xm- 1 + · · · + am_ 1x + am 

ist ganzzahlig, wenn seine Koeffizienten a0 , av a2 , .•• , am-v am ganze 
Zahlen sind. Das Polynom P(x) heißt ganzwertig, wenn die Werte 
P(O), P(1), P(2), ... , P(n), ... ganze Zahlen sind. Wenn ein Polynom 
ganzzahlig ist, so ist es auch ganzwertig. 

84. Das Polynom 

x(x-1)(x-2) .. ·(x-m+1) -(x) 
------------------~-- ------ -

1·2·3 .. ·m m 

ist ganzwertig, jedoch nicht ganzzahlig, falls m > 2 ist. 
85. Jedes Polynom P(x) vom Grade m läßt sich auf die Form 

P(x) = bo (~) + b1 (m ~ 1) + · · · + bm-1 (~) + bm 

bringen. P(x) ist dann und nur dann ganzwertig, wenn die Zahlen 

b0 , b1 •... , bm-v bm ganze Zahlen sind. 
86. Ist das Polynom P(x) vom Gradem ganzwertig, so ist m! P(x) 

ganzzahlig. 
87. Nimmt eine ganze rationale Funktion vom Grade m für 

m + 1 konsekutive ganzzahlige Werte der Variablen ganzzahlige Werte 
an, so nimmt sie für sämtliche ganzzahligen Werte der Variablen ganz

zahlige Werte an. 



VIII. Abschn., Kap.1: §8, Nr.82-83 - Kap.2: § 1, Nr. 84--93 · §2, Nr.94-96. 133 

88. Jedes ungerade Polynom P(x) vom Grade 2m- 1 läßt sich 
auf die Form 

(X) (X I 1) . (.X+ 2) _ _ _ (X+ m -- 1) P(x)=cl ·1. +r~ 3-. 1- c3 5 . t- ... -f-c/11, 2m-1 

bringen. P(.x) ist dann und nur dann ganzwertig, wenn die Zahlen 
c1,c2, .•• ,c"'_ 1,cm ganze Zahlen sind. 

89. Jedes gerade Polynom P(x) vom Grade 2m läßt sich auf die Form 

bringen. P(x) ist dann und nur dann ganzwertig, wenn die Zahlen 
d0, dv d2, •.• , dm-v dm ganze Zahlen sind. 

90. Es gibt ganzzahlige Polynome mten Grades, deren Absolutwert 
an m + 1 ganzzahligen Stellen zu 1 ausfällt, wenn m < 3, es gibt keine 
solchen, wenn m > 4. [VI 70.] 

91. Nimmt eine rationale ganze Funktion vom Grade m an m + 1 
ganzzahligen Stellen rationale Werte an, so sind ihre Koeffizienten 
rationale Zahlen. 

92. Nimmt eine rationale gebrochene Funktion an allen positiven 
ganzzahligen Stellen rationale Werte an, so ist sie der Quotient von 
zwei ganzzahligen, teilerfremden Polynomen. [Die Rationalität der 
Koeffizienten ist die Hauptsache.] 

93. Wenn eine rationale Funktion für unendlich viele ganzzahlige 
Werte der Veränderlichen eine ganze Zahl darstellt, so ist sie eine 
rationale ganze Funktion. 

94. In der Zahlenfolge 

21 + 1' 22 + 1' 24 + 1' 28 + 1' 

sind je zwei Glieder zueinander teilerfremd. (Hieraus kann man ent
nehmen, daß unendlich viele Primzahlen existieren.) 

95. In der Zahlenfolge 

a+ nd, 

gibt es mehrere, ja unendlich viele Glieder, die genau dieselben Prim
faktoren haben; a, d sind ganze Zahlen, d <:: 0 . 

96. In der Zahlenfolge 

5, 11, 17, 23, 29, 35, ... , 6n-1, 

besitzt jedes Glied einen Primfaktor, der _ -1 (mod. 6) ist. 
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97. Es sei P(x) ein ganzwertiges Polynom. Ist es möglich, daß 
alle Glieder der Zahlenfolge 

P(1), P(2), P(3), P(n), 

Primzahlen sind? (Bei der speziellen Wahl P(x) = x2 - x + 41 sind 
die ersten 40 Glieder Primzahlen, wie Euler bemerkte.) 

Ist die Funktion f(x) so beschaffen, daß die Werte 

/(0), /(1), /(2), f(n), 

sämtlich ganzzahlig sind, so heißt f(x) ganzwertig. Z. B. ist 2"' ganz
wertig. Eine rationale gebrochene Funktion kann nicht ganzwertig 
sein [93]. Eine Primzahl p heißt Primteiler der ganzwertigen Funk
tion f(x), wenn es eine ganze Zahl n gibt, n > 0, so beschaffen, daß 
f(n} < 0 und f(n) _ 0 (mod. p). 2"' besitzt nur den einzigen Prim
teiler 2. Nach 94 besitzt die Funktion 2"' + 1 unendlich viele Primteiler. 

98. Die Primteiler des Polynoms x2 + 1 sind 2, 5, 13, 17, ... , 
d. h. 2 und die ungeraden Primzahlen von der Form 4n + 1; die 
Primzahlen von der Form 4n + 3 sind keine Primteiler von x2 + 1. 

99. Man bestimme die Primteiler von x2 + 15. 
100. Es gibt unendlich viele Primzahlen, die keine Primteiler eines 

vorgelegten ganzzahligen irreduziblen Polynoms zweiten Grades sind. 
[Mit höheren Hilfsmitteln zu beweisen. Vgl. die Fußnote zu 110.] 

101. vVenn ein nicht identisch verschwindendes ganzwertiges Poly-
nom eine rationale Nullstelle besitzt, so sind alle Primzahlen seme 
Primteiler, abgesehen ev. von endlich vielen Ausnahmen. 

102. Alle Primzahlen sind Primteiler des Polynoms 

x6 - 11 x4 + 36x2 - 36, 

das keine rationalen Nullstellen hat. 
103. Ein ungerader Primteiler von Km(x), dem mten Kreisteilungs

polynom [36], ist entweder Teiler von m, oder= 1 (mod. m). [104.] 
104. Ist p Primzahl, p > 2, p kein Teiler von m und Km(a) = 0 

(mod. p), so ist a zu p teilerfremd und gehört (mod. p) zum Ex
ponenten m. 

105. Es gibt unendlich viele Primzahlen von der Form 6n- 1. 
[Man betrachte die Primfaktorenzerlegung von 6P- 1, wo P = 5 · 11 
· 17 · 23 · 29 · 41 .. · das Produkt aller schon bekannten Primzahlen von 
der Form 6n- 1 ist.] 

106. Es gibt unendlich viele Primzahlen von der Form 4n -1. 
107. Es seien a, b, c ganze Zahlen, a~O, b>2, c=<O. Die ganz

wertige Funktion ab"'+ c besitzt unendlich viele Primteiler. [ab"'+ c 
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ist periodisch nach jedem Moduln, der zu b teilerfremd ist; der ab
solute Wert dieser Funktion wächst ins Unendliche.] 

108. Es sei P(x) ein ganzwertiges Polynom, jedoch keine Kon
stante. Dann besitzt P(x) unendlich viele Primteiler. 

109. Die in 108 erwähnte Tatsache kann auch so gefaßt werden: 
lst P(x) ein ganzwertiges Polynom, jedoch keine Konstante, so lassen 
sich nicht alle Glieder der Zahlenfolge 

P(O), P(1), P(2), P(n), 

aus endlich vielen Primzahlen zusammensetzen. Kann es vorkommen, 
daß unendlich viele Glieder der Folge sich aus endlich vielen Prim
zahlen zusammensetzen lassen? 

110. Es sei m eine positive ganze Zahl. In der arithmetischen 
Progression 

1, 1+m, 1+2m, 1+3m, 

gibt es unendlich viele Primzahlen 1). 

111. Die beiden ganzwertigen Polynome P(x) und Q(x) seien teiler
fremd. Dann gibt es beliebig große ganze Zahlen n, so beschaffen, daß 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen P(n) und Q(n) 
Primfaktoren enthält, die ihr größter gemeinsamer Teiler nicht enthält. 

112. Es sei P(x) ein irreduzibles ganzwertiges Polynom. (V gl. unten 
S. 136.) Dann gibt es beliebig große ganze Zahlen n, so beschaffen, 
daß in P(n) mindestens ein Primfaktor p einfach auftritt; d. h. 
P(n) = 0 (mod. p), P(n) $0 (mod. p2). 

113. Es sei P(x) ein ganzwertiges Polynom. Die Nullstelle von 
kleinster Multiplizität, die P(x) besitzt, soll die Multiplizität m haben. 
(Dann müssen alle in P(n) aufgehenden Primfaktoren, abgesehen even- · 
tuell von gewissen endlich vielen, mindestens zur mten Potenz darin 
aufgehen, n = 0, 1, 2, .... ) Es gibt beliebig große ganze Zahlen n, so 
beschaffen, daß in P(n) mindestens ein Primfaktor nicht mehr als 
m-fach auftritt. 

114. Stellt die ganze rationale Funktion P(x) für jeden ganzen 
positiven Wert x eine Quadratzahl dar, so ist P(x) das Quadrat einer 
ganzen rationalen Funktion. ~Analoges gilt für höhere Potenzen.) 

115. Es seien b1 , b2 , ... , bk voneinander verschiedene rationale 
ganzepositiveZahlen, O<b1 <b2 < .. ·<bk und P 1 (x), P 2(x), ... , P~o;(x) 
ganzzahlige Polynome. Dann hat die Funktion 

P 1 (x) b~ + P 2(x) b~ + · · · + Pk(x) b% 

unendlich viele Primteiler. 

1) 105, 106, 110 sind Spezialfälle des wichtigen, von Dirichlet bewiesenen 
Satzes: In jeder arithmetischen Progression, deren Anfangsglied und Differenz 
teilerfremd sind, gibt es unendlich viele Primzahlen. 
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Ein Polynom vom Grade n mit rationalen Koeffizienten heißt 
reduzibel, wenn es das Produkt von zwei Polynomen ist, deren Grade 
< n und deren Koeffizienten ebenfalls rational sind. Jedes Polynom 
ist entweder reduzibel oder irreduzibel; im ersteren Fall ist es ein 
Produkt irreduzibler Polynome. 

116. Wenn ein ganzzahliges Polynom reduzibel ist. so ist es ein 
Produkt von ganzzahligen Polynomen niedrigeren Grades. 

117. Ein ganzzahliges Polynom f(x) kann an keiner ganzzahligen 
Stelle verschwinden, wenn f(O) und /(1) ungerade sind. 

118. Nimmt das ganzzahlige Polynom P(x) vom nten Grade an n 
voneinander verschiedenen ganzzahligen Stellen Werte an, die sämtlich 

vo~ 0 vers~hiede~ und absolut genommen kleiner als ~-=:=-[[!]])! sind, 
so ISt P(x) Irreduzibel. [VI 70.] z"- 2 

119. Die in 118 angegebene Schranke läßt sich durch 

ersetzen, wenn je zwei von den ganzzahligen Stellen, an denen P(x) 
ganzzahlig ist, den Mindestabstand d haben. 

120. Wenn der Wert des ganzzahligen Polynoms P(x) für unend
lich viele ganzzahlige Werte von x zu einer Primzahl ausfallen soll, so 
muß P(x) irreduzibel und 1 der größte gemeinsame Teiler der Koeffi
zienten von P(x) sein. Diese evidente Aussage läßt sich nicht um
kehren: Das Polynom 

x(x-(n! +1l)(x-2(n! +1l) ... (x-(n-1)(n! +1l) +n! =x"+ ... 

ist irreduzibel, aber es stellt für keinen ganzzahligen Wert von x eine 
Primzahl dar, n > 3 vorausgesetzt. 

121. Es seien av a2, ..• , an voneinander verschiedene ganze Zahlen. 
Es soll bewiesen werden, daß die Funktion 

stets irreduzibel ist. 
122. (Fortsetzung.) Es soll-untersucht werden, in welchen Fällen 

reduzibel ist. 
123. (Fortsetzung.) Die Funktion 

(x- a1) 2 (x- a2) 2 • • • (x - an) 2 + 1 

ist irreduzibel. 
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124. (Fortsetzung.) Irreduzibel ist auch die Funktion 

(x- a1)4 (x- a2) 4 • · · (x- an)4 + 1. 
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125. (Fortsetzung.) Ist F(z) = z4 + A z3 + B z2 + A z + 1 ein po
sitiv definites irreduzibles ganzzahliges Polynom, so ist 

F((x- a1) (X- a2) ···(X- an)) 

nur dann reduzibel, wenn F(z) = z4- z2 + 1 (das 12te Kreisteilungspoly
nom) und (x- a1) (x- a2) • · • (x- a,.) = (x- .x) (x- .x -1) (x- .x- 2) 
mit ganzzahligem .x ist. 

126. (Fortsetzung.) Ist A positiv und ganz, so ist 

A(x- a1) 4 (x- a2) 4 • • • (x- an)4 + 1 

nur dann reduzibel, wenn ~ die vierte Potenz einer ganzen Zahl ist. 

127. P(x) sei ein ganzzahliges Polynom und es existiere eine 
ganze Zahl n so, daß folgende drei Bedingungen erfüllt sind: 

1. Die Nullstellen von P(x) liegen in der Halbebene ffix < n- i. 
2. P( n - 1 ) =F 0 . 
3. P(n) ist eine Primzahl. 

Dann ist P(x) irreduzibel. 
128. Es sei 

P = a0~ ••• am = a0 10"' + a1 10"'- 1 + · · · + a,n 

eine Primzahl im Dezimalsystem geschrieben, O<ay<9, v=O, 1, .. . ,m; 
a0 > 1. Das. Polynom 

a0 xm+ a1 xm-l+ ... + am_ 1 x + am 

ist irreduzibel. [127, III 24.] 
129. Es seien r und s ungerade Primzahlen, so beschaffen, daß 

r= 1 (mod. 8) und (f) = (;) = 1. 

Solche Primzahlen sind z. B. r = 41 und s = 5. Das Polynom 

(1) 

(2) 

(3) 

(x - yr- ys) (x- yr + ys) (x + {i- ys) (x + yr + ys) 
= x4- 2(r + s)x2 + (r- s)2 

= (x2 + r- s)2 - 4rx2 

= (x2 - r + s) 2 - 4s x2 

= (x2- r- s)2- 4rs 

ist irreduzibel, jedoch "reduzibel" (in zwei Faktoren 2ten Grades zer
legbar) nach einem beliebigen Modul m, wie mit Benutzung der 
Formeln (1), (2), (3) elementar zu zeigen ist. 
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3. Kapitel. 

Zahlentheoretisches über Potenzreihen. 
130. Das Produkt von irgendwelchen m konsekutiven ganzen 

Zahlen ist durch das Produkt der m ersten positiven ganzen Zahlen 
teilbar. 

131. Das Produkt von m ganzen Zahlen in arithmetischer Pro
gression ist durch m! teilbar, wenn die Differenz der Progression zu 
m! prim ist. 

132. Das Differenzenprodukt von irgendwelchen m ganzen Zahlen 
ist durch das Differenzenprodukt der m ersten positiven ganzen Zahlen 

. 1,2, .... m 

teilbar. (Das Differenzenprodukt fl (xk- xi) der m Größen Xv x2, ••• , Xm 

i<k 

besteht aus im (m- 1) Faktoren.) [Lösung V 96.] 
133. Für welche ganzen Zahlen n ist (n- 1)! durch n nicht teil

bar? Für w~lche ist (n - 1) ! durch n2 nicht teilbar? 
134. Welches ist der Exponent der höchsten Potenz einer Prim

zahl p, die in n! aufgeht? 
135. Mit wieviel Nullen endet 1 000 ! , im Dezimalsystem geschrieben? 
136. Es seien a und b positive ganze Zahlen. Dann ist (2a)! (2b)! 

durch a! (a+b)! b! teilbar. 
d . (hn)! . 

137. Sind h und n positive ganze Zahlen, ann Ist (h!)nn! eme 
ganze ZahJ. 

Eine nach wachsenden Potenzen von z geordnete Potenzreihe 

a0 +a1 z+a2 z2 + ... +anzn+ ... 

heißt rationalzahlig, wenn die Koeffizienten a0 , av a2, •.• , an, . . . ra
tionale Zahlen sind, und ganzzahlig, wenn die Koeffizienten a0 , av 
a2, ••• , an • ... rationale ganze Zahlen sind. Eine rationalzahlige Potenz
reihe läßt sich in die Form 

s0 s1 s2 Sn 
-+---z + --z2 + · · · -+ -z" + · · · t0 . t1 t2 t,. 

setzen, wo Sn, tn rational ganz, (sn, t11 ) = 1, t" ::2-1 ist. s" ist der Zähler, 
tn der Nenner des nten Koeffizienten. 

138. Es seiseine ganze Zahl, teinepositive ganze Zahl, (s, t)= 1. 
Man zeige, daß in den Nennern der Koeffizienten der rationalzahligen 
Potenzreihe 

!... 2"" s (s ) (s ) zn (1 + z) t = - - - 1 .. · -- n + 1 -
t t t n! 

n=O 

nur Primfaktoren von t aufgehen. 
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139. Es sei p ein Primfaktor von t, und es seien bzw. P"', P"'•, 
P"'•, ... , P"'n, ... die höchsten Potenzen von p, die in t, t0 , tv ... , t.., ... 
aufgehen, wobei t,. den Nenner des nten Koeffizienten der Reihenent

s 

wicklung von (1 + z) t bedeutet; (s, t) = 1. Man berechne lim iX,.. 
n~=n 

Die Funktion f(z) heißt algebraisch, wenn sie einer Gleichung 
der Form 

P0(z) [f(z)]1 + P 1 (z) [f(z)Jl-l + · · · + Pt_ 1(z) /(z) + P1(z) = 0 

genügt; P0(z), P1 (z), ... , P1(z) sind Polynome, P 0(z) $ 0. 
Den richtigen Gesichtspunkt zur Beurteilung des speziellen Re

sultates in 138, 139 gibt der folgende allgemeine Satz von Eisenstein: 
"Wenn die rationalzahlige Potenzreihe 

eine algebraische Funktion von z darstellt, so gibt es eine ganze Zahl T, 
so beschaffen, daß die Reihe 

ganzzahlig ist." [153.] 
140. Man finde die kleinste ganze Zahl T von der Eigenschaft, 

8 

daß sämtliche Koeffizienten der Reihenentwicklung von (1 + Tzfi 
ganze Zahlen sind. 

141. Man beweise den Eisensteinsehen Satz in dem einfachsten 
Spezialfall, nämlich für rationale Funktionen. 

Man sagt, daß die Reihe 

mit rationalen Koeffizienten (s.., t,. ganz, tn> 1, (sn, tn) = 1) der Eisen
sfeinsehen Bedingung genügt, wenn eine ganze Zahl T existiert, so be
schaffen, daß T" durch tn teilbar ist für n = 1, 2, 3, .... 

142. Erfüllen zwei rationalzahlige Potenzreihen f(z) und g(z) die 
Eisensteinsehe Bedingung, so erfüllen sie auch die Reihen 

f(z) + g(z) , f(z) - g(z) , f(z) g(z) , 
ferner 

/(z) (g(O) ~ 0 vorausgesetzt), f (g(z)) (g(O) = 0 vorausgesetzt.). 
g(z) 



140 Zahlentheoretisches über Potenzreihen. 

143. Genügen die beiden rationalzahligen Potenzreihen 

a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + a .. z" + · · ·, b0 + b1 z + b2 z2 + · · · + bn z" + · · · 
der Eisensteinsehen Bedingung, so genügt ihr auch die Reihe 

a0 b0 -t--a1 b1 z+a2 b2 z2 -l- ··· -t--a,.bnz"+ ···. 

144. Man zeige, daß die Eisensteinsehe Bedingung mit der simul
tanen Erfüllung der beiden folgenden Bedingungen äquivalent ist: 

1. Die Nenner ti, t2, t3, •.. , t .. , . . . enthalten nur endlich viele 
verschiedene Primzahlen. 

logtn . b h .. k 2. --- 1st esc ran t, n = 1, 2, 3, .... 
n 

145. Man entwickle nach Potenzen von z die beiden Funktionen 

1 1 1 1 
-+-+-+···+~n-+···, 1~z 2~z 4~z 2 ~z 

z z2 z3 z" -+--- -+---+ ... +------·--+ ... 
2 ~ z 24 ~ z2 29 ~ z3 2"' ~ z" · 

Erfüllen die erhaltenen Potenzreihen die beiden Bedingungen 1. 2. in 
144? Sind die dargestellten Funktionen algebraisch? 

146. Als hypergeometrische Reihe bezeichnet man die Reihe 

. ~2"" 1X(x+1) ··· (x+n~1)·ß(ß+1) ... (ß+n~1)" 
F(x, ß, y, z) ~ z . 

n=o 1 · 2 · · · n · y(y + 1) · · · (y + n ~ 1) 

Sind x und ß rationale, aber nicht beide ganze Zalllen und ist r eine 
positive ganze Zahl, so ist es möglich, eine positive ganze Zahl T so zu 
wählen, daß sämtliche Koeffizienten der hypergeometrischen Reihe 
F(x, ß, y; Tz) als ganze Zahlen ausfallen. (Es ist z. B. 

1 2! dx ~(i(i+1)···(t+n~1))2 
-; y(1~x2)(1~zx2) =:f5 1·2···n z" 

0 

keine algebraische Funktion [I 90]: die Eisensteinsehe Bedingung ist 
notwendig, aber nicht hinreichend dafür, daß die Funktion alge
braisch sei.) 

147. Es seien IX =I= y, ß =F r und IX, ß, r nicht sämtlich rational, 
hingegen sämtliche Koeffizienten der hypergeometrischen Reihe 
F(x, ß, r; z) rational. Die beiden Zahlen IX und ß sind dann Wurzeln 
einer irreduziblen quadratischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten. 

148. In dem in 147 erwähnten Fall stellt F(~X, ß, r; z) keine al
gebraische Funktion von z dar. Man beweise es auf Grund des 
Eisensteinsehen Satzes! 
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149. Eine rationale Funktion, in deren Entwicklung nach wach
senden Potenzen von z lauter rationale Zahlen als Koeffizienten auf
treten, ist der Quotient von zwei Polynomen mit rationalen Koef
fizienten. 

150. Eine rationalzahlige Potenzreihe f(z) genüge einer Gleichung 
von der Form 

P0 (z) [/(z)]1 + P1(z) [f(z)]1- 1 + · · · + P1_ 1(z) f(z) + P1(z) = 0; 

P0 (z), P1(z), ... , P1(z) sind Polynome, P0 (z) $0. Man zeige, daß /(z) 
auch einer Gleichung von derselben Form genügt, worin die auf
tretenden Polynome rationale ganze Zahlen zu Koeffizienten haben. 

151. Die rationalzahlige Potenzreihe 

genüge einer algebraischen Differentialgleichung, d. h. einer Gleichung 
von der Form 

R(z, y, y', y'', .. . , y(r)) = 0; 

R bedeutet eine rationale ganze Funktion ihrer r + 2 Argumente. 
Man zeige, daß dann y sicherlich auch einer Gleichung von der Form 

R*(z, y, y', y", ... , y(r)) = 0 

genügt; R* bedeutet eine rationale ganze Funktion mit ganzzahligen 
Koeffizienten. 

152. Es seien die Funktionen f(z) = c0 + c1 z + c2 z2 + · · ·, 
F0 (z),F1 (z),F2 (z), ... ,F1(z) (F0(z)$0) regulär in einer Umgebung des 
Nullpunktes und durch die Gleichung 

F0(z) [f(z)]1 + F 1 (z) [f(z)]1- 1 + · · · + Fz_ 1 (z) f(z) + Fz(z) = 0 

miteinander verbunden. Dann erfüllt die Potenzreihe 

j*(z) = Cm + Cm+l Z + Cm+2 Z2 + · · ·, 
falls m passend gewählt ist, eine Gleichung von der Form 

G0(z) [f*(z)Jk + G1 (z) [f*(z)Jk-l + · · · + Gk_ 1(z)f*(z) + Gk(z) = 0, 

wobei k~l, G0 (0) = G1 (0) = · · · = Gk_ 2 (0) = 0, Gk_ 1 (0) i 0, G0 (z) $0 
und G"(z) ein rationaler ganzer Ausdruck mit ganzzahligen Koeffi
zienten in F0 (z), F 1 (z), ... , F1(z), z, c0 , c1 , ... , c",. __ 1 ist, dividiert even
tuell durch eine Potenz von z; ;:{ = 0, 1, 2, ... , k. (Funktionen theore
tische Vorbereitung zu 153, 154.) 
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153. Erfüllen die rationalzahligen PotenzreihenP0 (z), P 1 (z), ... , P1(z) 
die Eisensteinsehe Bedingung, und genügt die rationalzahlige Potenz
reihe f(z) der Gleichung 

P0(z) [f(z)]1 + P 1 (z) U(z)]1- 1 + · · · + Pz_ 1 (z) f(z) + Pz(z) = 0, 

so erfüllt auch f(z) die Eisensteinsehe Bedingung. 
154. Es sei s .. , tn ganz, (sm t .. ) = 1, tn > 1, und der größte Prim

faktor, der in t.. aufgeht, heiße P n. Man sagt, daß die Potenzreihe 

So + ~~ z + s2 z2 + . . . + Sn zn + ... 
t0 t1 t2 t" 

p 
der Tschebyscheffschen Bedingung genügt, wenn 2 

n 
beschränkt ist, 

und daß sie der Burwitzsehen Bedingung genügt, 
logP .. 

wenn -1-ogn 
beschränkt ist, n = 2, 3, 4, . . . . Sowohl für die Tschebyscheffsche wie 
auch für die Burwitzsehe Bedingung gelten analoge Sätze wie 142, 
143, 153 für die Eisensteinsche. 

155. Die ganzzahlige Potenzreihe 

a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + a .. zn + ... 
heiße primitiv, wenn die Zahlen a0, a11 a2, ••• , a .. , ... außer ± 1 keinen 
gemeinsamen Teiler besitzen. Man beweise, daß das Produkt zweier 
primitiver Potenzreihen wieder eine primitive Potenzreihe ist. 

156. Stellt die Potenzreihe 

a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + a .. zn + ... 
mit ganzzahligen Koeffizienten eine rationale Funktion dar, so kann 

diese in die Form~~;~ gesetzt werden, wobei P(z) und Q(z) Polynome 

mit ganzzahligen Koeffizienten bedeuten und Q(O) = 1 ist. [155.] 
157. Es sei 

eine positive Zahl < 1 im Dezimalsystem geschrieben, 0::;:;; a." s 9, 
Y = 1, 2, 3, .... Die ganzzahlige Potenzreihe 

a1 z + a2 z2 + a3 z3 + · · · + a11 zn + · · · 
stellt eine rationale Funktion dar, wenn 0 rational, und keine rationale 
Funktion, wenn 0 irrational ist. 
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158. Es seien in der unendlichen Zahlenfolge a0 , av a2, ••. , an, ... 
nur endlich viele verschiedene Werte vorhanden. Die Potenzreihe 

stellt dann und nur dann eine rationale Funktion dar, wenn die 
Koeffizientenfolge von einem gewissen Gliede an periodisch ist. 

159. Es sei l ganz, l2 0 und P(z) ein ganzzahliges Polynom. In 
der Potenzreihenentwicklung von P(z)(1- z)- 1- 1 sind die Koeffizienten 
ganze Zahlen, die, nach irgendeinem Primzahlmodul p genommen, 
eine periodische Folge bilden; die Periodenlänge ist eine Potenz 
von p. 

160. Es ~ei D ganz und nicht teilbar durch die ungerade Prim-

zahl p. Die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von -( _(DD-) (1) z_ __ ) 
1-- z 1-z 

haben mod. p eine Periode, deren Länge ein t;igentlicher oder nneigent
licher Teiler von p -1 ist. 

161. Es seien die ganzen Zahlen D und p so beschaffen wie in 
160. In der Potenzreihenentwicklung von ( 1 - D z2) - 1 sind die Koeffi
zienten, mod. p genommen, periodisch. Die Länge der Periode ist 
auf alle Fälle ein Teiler von 2 (p- 1); sie ist Teiler von p -1 oder 

nicht, je nachdem (~) = + 1 oder -1 ist. 

162. Die Folge der Fibonaccischen Zahlen (vgl. VII 53) ist perio
disch nach jedem Modul. Man berechne die Periodenlänge für alle 
Primzahlen unterhalb 30. 

163. In einer ganzzahligen Potenzreihenentwicklung, die eine 
rationale Funktion darstellt, bilden die Koeffizienten, mod. m genommen, 
von einem gewissen Gliede an eine periodische Folge (m beliebig). 

164. Die algebraische Funktion ;;cc-1 
-__c: erzeugt, nach Potenzen 

r1- 4z 
von z entwickelt, eine Reihe mit ganzzahligen Koeffizienten. Diese 
Koeffizienten sind nach keinem ungeraden Primzahlmodul periodisch. 
(163 läßt sich nicht auf algebraische Funktionen ausdehnen.) 

165. Der Konvergenzradius einer nicht abbrechenden ganzzahligen 
Potenzreihe ist < 1. 

166. Eine nicht abbrechende ganzzahlige Potenzreihe, die im 
Innern des Einheitskreises konvergiert, kann daselbst keine beschränkte 
Funktion darstellen. 

167. Stellt eine ganzzahlige Potenzreihe eine algebraische, nicht 
rationale Funktion dar, so ist ihr Konvergenzradius < 1. 
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168. In 167 ist die obere Schranke 1 die bestmögliche. Mit 
anderen Worten: Ist e > 0, so gibt es eine ganzzahlige Potenzreihe, 
die eine algebraische, nicht rationale Funktion darstellt und deren 
Konvergenzradius > 1 - e ist. 

169. Die Koeffizienten des Polynoms 

P(x)=a0 x'+a1 x'- 1 +···+a,_ 1 x+a,, a0 =FO, r>1 

seien reell. Die durch die Potenzreihe 

[P(O)] + [P(1)] z + [P(2)] z2 + ... + [P(n)] zn + ... 
definierte analytische Funktion ist 

1. eine rationale Funktion, wenn die r Zahlen a0 , a1 , •• • , a,_ 1 

sämtlich rational sind, 
2. keine rationale Funktion, wenn die r Zahlen a0 , a1, .. . , a,_ 1 

nicht sämtlich rational sind. (Vgl. II 168.) [I 85.] 
170. Wenn die Folge der nichtnegativen ganzen Zahlen 

beschränkt ist und unendlich viele von 0 verschiedene Glieder enthält, 
so stellt die Reihe 

keine rationale Funktion dar. 
171. Unterliegt die Folge 

denselben Voraussetzungen wie in 170, so stellt 

keine rationale Funktion dar. 
172. Man bezeichne mit Qn die "Quersumme" der Zahl n, d. h. die 

Summe ihrer Ziffern. Z. B. ist Q137 = 1 + 3 + 7 = 11 . Die Potenzreihe 

QI z + Q2z2 + Qsz3 + ... + Qnzn + ... 

hat den Einheitskreis zur natürlichen Grenze. 
173. Es seien in einer unendlichen Logarithmentafel die Logarith

men aller positiven ganzen Zahlen 1, 2, 3, . . . ihrer natürlichen 
Reihenfolge nach untereinander geschrieben, und zwar so, daß gleich 
hohe DezimalsteHen in dieselbe vertikale Kolonne zu stehen kommen. 
Faßt man die Ziffern irgend einer vertikalen Kolonne als Koeffizienten 
einer Potenzreihe auf, so entsteht eine nicht fortsetzbare Potenzreihe. 
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Anders formuliert ist folgender Satz zu beweisen: Es sei j eine 
ganze Zahl und in der Dezimalbruchentwicklung von log 1, log 2, 
log 3 , ... , logn , . . . werde die j 1e Ziffer nach dem Komma bzw. mit 
d1 , d2, d3, ... , dn, . . . bezeichnet. Dann hat die durch die Potenzreihe 

d1 z + d2 z2 + d3 z3 + · · · + dnzn + · · · 
definierte analytische Funktion den Kreis I z I = 1 zur natürlichen Grenze. 

Die Potenzreihe 

al a22 an a +-z+-z + ... +--zn+ ... 
0 1! 2! n! 

heißt im H urwitzschen Sinne ganzzahlig, kurz "H -ganzzahlig", wenn 
a0, av a2 , ••• , an, ... rationale ganze Zahlen sind. [A. Hurwitz, Math. 
Ann. Bd. 51, S. 196-226, 1899.] 

174. Ist f(z) H-ganzzahlig, so sind auch 

H -ganzzahlig. 

df(z) 
dz 

z 

und jf(z)dz 
0 

175. Sind f(z) und g(z) H-ganzzahlig, so sind auch 

f(z) + g(z), f(z) - g(z) , f(z)g(z) 

H-ganzzahlig, und unter der weiteren Voraussetzung, daß g(O) = ±1, 
auch 

/(z) 
g{z) . 

176. Ist f(z) H-ganzzahlig und /(0) = 0, so ist auch 

[f(z)]m 
m! 

H-ganzzahlig, m = 1, 2, 3, ... [174]. 
177. Sind f(z) und g(z) H-ganzzahlig und /(0) = 0. so ist auch 

g[f(z)] H-ganzzahlig. 
178. Die durch die Differentialgleichung 

(d~;) r = 1 - [cp(z)]4 

und durch die Anfangsbedingungen cp(O) = 0, cp'(O) > 0 wohlbestimmte 
Funktion cp(z) läßt sich in eine H-ganzzahlige Potenzreihe entwickeln. 

P 61 y a- S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 10 
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Eine Kongruenz zwischen zwei H -ganzzahligen Potenzreihen 

bedeute unendlich viele Kongruenzen 

a0 = b0 (mod. rn), a1 _ b1 (mod. m}, 

zwischen den Koffizienten. 

an __ b., (mod. m), 

179. (z3 z5 z7 ) 
(tf -1) 3 --2 31 +SI+ 71 +. ·. (mod. 4). 

180. Für jede Primzahl p ist 

( 
zP-1 z2(p~t) z3(P-1) ) 

(tf- 1)P-t:=- (p- 1)! + (2p- 2)! + (3P- 3)! +... (mod. p). 

181. Für jede 4 übersteigende zusammengesetzte Zahl m ist 

(tf- 1)m-l- 0 (mod. m). 

182. Die Bernoullischen Zahlen Bn sind als Koeffizienten in der 
Reihenentwicklung 

__ _!_ __ = 1- :_ + ~(-1)"-Iß,. z:!n 

e" - 1 2 6i_ (2n)! 

definiert (I 154). Es ist 

B=!_=1_!__!_ 
1 6 2 3 ' 

B =_.!_=1-!__!__!_ 
3 ~ 2 3 7' 

5 1 1 1 
B =-=1-------

5 66 2 3 11' 

B=?_=2-~-~ 
7 6 2 3 ' 

Allgemein ist 
' (1 1 1 1 1 ) 

Bn = G" + ( -1)" i + J- + ;x + ß + y + .. . ' 
wobei G,. eine ganze Zahl und 2, 3, ~. ß, y, ... diejenigen Primzahlen 
bedeuten, die einen Teiler von 2n um eine Einheit übertreffen. [Man 

entwickle zuerst z, dann _z_ nach wachsenden Potenzen von (tf -1) 
e"-1 

und wende 179-181 an.] 
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183. Die Koeffizienten Cn der Reihe 

unter IJ!(z). die in 178 erklärte Funktion verstanden, sind rationale 
Zahlen, und zwar ist der Nenner von Cn durch kein Quadrat außer 1 
und nur durch solche Primzahlen teilbar, die cc__c1 (mod. 4) sind. [Man 

entwickle 
. z 

zuerst z, dann -~( ) nach 
rp z 

wachsenden Potenzen von 1p(z) .] 

184. Die Differentialgleichung 

(~~~z)y = 4[~(z)J3 - 4~(z) 

besitzt ein wohlbestimmtes Integral von der Form 

oo D 
sa(z) = ~ + ~-n·~ ,t~n-2. 

z2 ..::..(4n)! 
n=l 

(~(z) ist eine spezielle elliptische, eine sogenannte "lemniskatische" 
Funktion; das Periodenparallelogramm ist ein Quadrat.) Die Zahlen 
Dn sind rational, und zwar ist der Nenner von Dn durch kein Quadrat 
außer 1 und nur durch solche Primzahlen teilbar, die = 1 (mod. 4) 
sind. [Man zeige, daß ~(z) = [lf!(z)]- 2, vgl. 183. Manentwicklezuerst z2, 

dann z2 [1p(z)] - 2 nach wachsenden Potenzen von 1p(z); z2 genügt als 
Funktion von IJ!(Z) einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung.] 

00 

185. Genügt eine H -ganzzahlige Potenzreihe 1: a7 zn einer 
n. 

n=O 
homogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, 
so ist die Folge der Koeffizienten a0 , a1 , a2, ••. , an, . . . nach jedem 
Modul periodisch von einem gewissen Gliede an. (Beispiele hierzu 
schon 179, 180.) 

186. Die Potenzreihe 

2x 6x2 20x3 (2 ) xn 
y = 1 + 1! + 2T + 3!-- + ... + : n! + ... 

zeigt, daß der Satz 185 nicht ohne weiteres auf homogene lineare 
Differentialgleichungen, deren Koeffizienten Polynome sind, ausgedehnt 
werden kann. 

187. Wenn die Potenzreihe einer ganzen transzendenten Funktion 
g(z) H-ganzzahlig ist. so gilt für den Maximalbetrag (IV, Kap. 1) von g(z) 

limsupM(r)e-'yr ~ 1 .. 
r-+= f2n 

10* 
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188. Die nach fallenden Potenzen von z geordnete Potenzreihe 

b rn + b 111 1 1 + b b b_l b_2 b_3 
rnZ m-lZ - T · · · 1Z + o + Z + -;z- + .zs·- + · · · 

soll außerhalb eines gewissen Kreises konvergieren. Die Zahlen 

b1, b2, ... , b,n seien rational. Wenn die Reihe für unendlich yiele ganz

zahlige Werte von z ganzzahlige Werte annimmt, so ist b0 rational und 

b 1 cccb 2 --=b. 3 -~, ... c--O. 

(Verallgemeinerung von 93.) [Hurwitz-Courant, S. 30.] 

189. Die Reihe 

f2z2 + 1 = y2z + i~ - }2~ +- v~-- - _i l'2- + ... 
4z 32Z3 128z5 2048z7 

stellt für unendlich viele ganzzahlige Werte von z ganze Zahlen dar. 

190. Man beweise 114 auf Grund von 188. 
191. Die nicht stets divergente Potenzreihe 

F(z) = bmz"' + bm_ 1 zm- 1 + · · · + b1 z + b0 + ~~1. + ~:2-2 + ~-?- + · · · 
z z z 

stelle für sämtliche genügend großen, ganzzahligen z ganzzahlige Werte 

dar. Dann ist F(z) ein ganzwertiges Polynom. 
192. Sind zwei Polynome so beschaffen, daß sie an denselben 

Stellen der komplexen Zahlenebene ganzzahlige Werte annehmen, so 

ist entweder ihre Summe oder ihre Differenz eine Konstante. (Diese 

Konstante ist natürlich eine ganze Zahl.) 
193. Wenn ein Polynom g(x) für alle jene x, für die ein zweites 

Polynom f(x) Werte einer beiderseits unbeschränkten reellen Menge 

annimmt, reell ausfällt, so ist g(x) überhaupt stets reell, wenn f(x) 

reell ist. (Wenn f(x) unpaaren Grades ist, so genügt schon die An

nahme, daß die Menge nach einer Seite unbeschränkt ist.) Es besteht 

dann nämlich die identische Beziehung 

g = rp(f)' 

worin tp(y) ein Polynom in y mit reellen Koeffizienten bedeutet. 

(Hieraus folgt u. a. mit Leichtigkeit 192.) 

4. Kapitel. 

Einiges über algebraische Zahlen. 
Die reelle oder komplexe Zahl 1X heißt algebraisch, wenn sie Null

stelle eines ganzzahligen Polynoms [S. 132] ist, d. h. wenn rationale 

ganze Zahlen a0 , al> a2 , •.• , an existieren, a0 F 0, so daß 

(G) a0 1X" + a1 1Xn-l + a2 1X" .. 2 + ··· + an_ 1 1X +an= 0. 
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Ist a0 = 1, so heißt IX algebraische ganze Zahl, oder kurz "ganze Zahl", 
wie wir in 194-237 sagen werden. Es gibt also irrationale und 
auch komplexe ganze Zahlen; die rationalen ganzen Zahlen sind die 
gewöhnlichen ganzen Zahlen: 

... , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, .... 

Sind IX, ß algebraisch, so sind auch 

IX+ ß, IX- ß, 1Xß, 

algebraisch; die algebraischen Zahlen bilden einen Rationalitätsbereich. 
Sind IX, ß sogar ganz, so sind 

IX + f3, IX - ß, IX ß 
ebenfalls ganz; die ganzen Zahlen bilden einen Integritätsbereich. 

194. Wenn IX eine ganze Zahl ist, so ist auch f~ ganz. 
195. Sind r und s rationale Zahlen, und soll r + s 0 ganz sein, 

so müssen r und s rational ganz sein. 

196. Sind r und s rationale Zahlen, und soll r + s v=-s- ganz sein, 
so müssen r und s rational ganz sein. 

197. Sind r und s rationale Zahlen, und soll r + s {- j ganz sein, 
so müssen 2 r und 2 s ganz und 2r _ 2 s (mod. 2) sein; r und s brauchen 
aber nicht unbedingt ganz zu sein. 

Algebraische Zahlen, die Nullstellen desselben irreduziblen Poly
noms [S. 136] sind, nennt man zueinander konfugiert. Algebraische 
Zahlen, die Nullstellen eines irreduziblen Polynoms nten Grades sind, 
heißen selbst auch vom Grade n. Die rationalen Zahlen sind vom 
Grade 1 und nur zu sich selbst konjugiert. 

198. Es gibt nur endlich viele ganze Zahlen von gegebenem Grade n, 
die mit ihren sämtlichen Konjugierten in einem festen Kreis I z I < k 
der komplexen Zahlenebene liegen. 

199. Die einzige ganze Zahl, die mit allen ihren Konjugierten im 
offenen Einheitskreise liegt, ist die Zahl 0. 

200. Sämtliche Nullstellen eines Polynoms mit ganzen rationalen 
Koeffizienten und dem höchsten Koeffizienten 1 sollen im abgeschlos
senen Einheitskreise liegen. Eine solche Nullstelle muß entweder im 
Mittelpunkte oder am Rande des Einheitskreises liegen und im letz
teren Fall eine Einheitswurzel sein. [D. h. sie muß einer Gleichung 
von der Form xh = xk genügen, h, k ganz rational, 0 < h < k; 198.] 

201. Wenn die ganze Zahl IX mit ihren sämtlichen Konjugierten 

reell und dem Betrage nach < 2 ist, so ist IX = 2 cos ~_-_t_t_, wo p und q 
ganze rationale Zahlen sind. q 
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Die Gesamtheit der Zahlen, die als rationale Funktionen einer 
algebraischen Zahl{} mit rationalen Koeffizienten darstellbar sind, heißt 
ein algebraischer Zahlkörper, kurz "Körper", und zwar der durch {} 
erzeugte Körper; der Grad der erzeugenden Zahl {} wird auch Grad 
des Körpers genannt. Z. B. wird ein von einer Zahl zweiten Grades 
erzeugter Körper quadratisch genannt, und zwar reell- quadratisch 
oder imaginär-quadratisch, je nachdem die erzeugende Zahl reell ist 
oder nicht. 

202. Die irrationalen ganzen Zahlen 

v=1. t-=--5. v=s 
erzeugen drei von einander verschiedene imaginär-quadratische Zahl
körper, in denen die ganzen Zahlen bzw. die Form 

a + b v=-,1, 
haben; a, b sind ganze rationale Zahlen. 

203. Eine Menge 9R komplexer (eventuell reeller) Zahlen heißt 
ein "diskontinuierlicher Integritätsbereich", wenn sie folgende beide 
Eigenschaften besitzt: 

1. Gehören ?;' und C" der Menge 9R an, so gehören auch ?;' + C", 
?;' - ?;'', I;' C" der Menge 9R an. 

2. Der Punkt 0 ist kein Häufungspunkt der Zahlenmenge 9R. 
(Gemäß 1. ist 0 = C'- C' eine Zahl der Menge 9R.) 

Ein diskontinuierlicher Integritätsbereich besteht entweder aus 
sämtlichen oder aus einigen ganzen Zahlen eines imaginär-quadratischen 
Zahlkörpers. (Z. B. bloß aus den Zahlen 0, ± 6, ± 12, ± 18, ... 
oder bloß aus der einzigen Zahl 0.) 

Man sagt, daß die ganze Zahl IX durch die ganze Zahl{} teilbar 
ist, wenn eine ganze Zahl " (der Quotient) existiert, so daß IX= xfJ. 
Man sagt auch "{} ist ein Teiler von IX" oder "{} geht in IX auf" usw. 
Ganze Zahlen, die Teiler von 1 sind, heißen Einheiten. {} heißt ein 
größter gemeinsamer Teiler (in Abkürzung gr. g. Teiler) der m garizen 
Zahlen ~Xv IX2, •.. , ~Xm, wenn es 2m ganze Zahlen x1, x2, ... , ""'' 

A1, A2, •.. , Am gibt, so daß 

IX1 = "1 ß·, IX2 = "2 !9, 1Xm = Xm {}, 

lXI Al+ a2A2 + ... + lXmAm = '!9·. 

Zwei ganze Zahlen a, ß, deren gr. g. Teiler = 1 ist, heißen zu
einander teilerfremd. 
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204. Würde man als "ganze Zahlen" nicht irgendwelche ganzen 

Zahlen, sondern nur solche bezeichnen, die dem durch y- 5 erzeugten 

Körper angehören, so hätten die beiden Zahlen 3 und 1 + 2 Y-5 im 
Sinne der obigen Definition keinen gr. g. Teiler. D. h. es ist unmög-

lich in dem durch V- 5 erzeugten Körper, dem 3 und 1 + 2 y -- 5 an
gehören, fünf ganze Zahlen <X, ß, y, ö, IJ zu finden, so daß die Glei
chungen 

3 = a '"', 1 + 2 y- 5 = ;:; ~"', 3 r + ( 1 + 2 y- 5) ö = o 

gleichzeitig bestehen. [Man untersuche die kleinsten Werte von 

(a + b r-:-s)(a- b r-: -5), wenn a, b rational und ganz sind; 202.] 

205. (Fortsetzung.) Die Quadrate 32 = 9 und ( 1 + i F5)2 
=- 19 + 4 v-=--5 besitzen einen gr. g. Teiler, sogar unter der in 204 
erwähnten Einschränkung des Begriffes der "ganzen Zahl". 

206. (Fortsetzung.) Man suche den (nicht im Körper y=:.-Sliegen

den!) gr. g. Teiler von 3 und 1 + 2 V- 5. [194.] 

Der tiefliegende Satz, daß irgend zwei ganze Zahlen einen gr. g. 
Teiler besitzen [Hecke, S. 121], soll im folgenden nicht benützt werden. 

207. Ist 1'f gr. g. Teiler von a 1, a 2, ... , <Xm, so ist {} durch jeden 
gemeinsamen Teiler von <Xv a 2, ••• , <Xm teilbar. 

208. Es sei ~'f ein gr. g. Teiler der Zahlen a 1, a 2, •.. , <Xm und {}' 
~?' 

ein anderer gr. g. Teiler derselben Zahlen <Xv a 2, ••• , <Xm, dann ist ~'f 

eine Einheit. 
209. Ist ~'f gr. g. Teiler von a 1 , a 2, •.. , a"" dann ist y {} gr. g. 

Teiler von r <Xv r a 2, •.• , r <Xm. 

210. Wenn a zu ß r teilerfremd ist, dann ist a sowohl zu ß wie 
zu y teilerfremd. 

211. Wenn <X sowohl zu ß wie zu y teilerfremd ist, d1.nn ist <X 

auch zu ßy teilerfremd. 
212. Wenn a zu ß teilerfremd ist, dann ist der gr. g. Teiler von 

a und y auch gr. g. Teiler von a und ßy. 
213. Wenn ö gr. g. Teiler von <X und ('~.ist, dann ist (jn gr. g. Teiler 

von a" und ß", n = 1, 2, 3, .... 
214. Wenn ö gr. g. Teiler von <X und ß ist, dann ist V~ gr. g. Teiler 

von }l;x und }lß, n = 1, 2, 3, .... 
215. Sind die m Zahlen a 1 , a 2, ••• , <Xm zu je zweien teiler

fren:d, und p = a 1 a 2 ... <Xm, dann ist 1 gr. g. Teiler der m Zahlen 

fL 11 ft 
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216. Abgesehen von endlich vielen sind alle rationalen Primzahlen 
zu einer gegebenen ganzen Zahl <X, <X f 0, teilerfremd. 

217. Die ganzen Zahlen av a2 , ••• , an seien rational und 
<X1 , <X 2, •.. , <Xn seien die n Nullstellen des Polynoms xn + a1xn- 1 

+ a2 xn- 2 + · · · + an_ 1 x + an . Dann besitzen <X 1 , <X2, •.• , <Xn einen 
N ... 

gr. g. Teiler ö; und zwar ist t3 = jd, wobeiN = n! gesetzt ist und d 
N N N N 

den gr. g. Teiler von a[, a[, a[, ... , a;: bedeutet. 

Unter der Norm von <X, in Zeichen N(<X), einer zu dem Körper 
nten Grades K gehörigen Zahl <X versteht man das Produkt ihrer 
n Konjugierten [Hecke, S. 81]. Das Wort "konjugiert" wird hier in 
einem anderen Sinne gebraucht, als in der Erklärung, die 198 voran
geht [Hecke, S. 70]. 

218. Wenn <X und ß zu K gehören und <X ein Teiler von (-J ist, 
so ist N(<X) ein Teiler von N(ß). 

219. Es soll der Körper K so beschaffen sein, daß irgendwelche 
zwei zu K gehörige ganze Zahlen <X, (3 einen zu K gehörigen gr. g. 
Teiler besitzen, in dem Sinne, daß fünf andere ganze Zahlen <X', ß', 
y, 13, {} in K existieren, derart, daß 

<X = <X'{} ' ß = ß' {} ' 

(Nicht immer der Fall! Vgl. 204.) Hierzu ist die Erfüllung folgender 
Forderung notwendig und hinreichend: Wenn <X und ß ganze Zahlen 
in K und so beschaffen sind, daß weder <X Teiler von ß, noch ß Teiler 
von <X ist, so soll es in K zwei ganze Zahlen ~' 1J geben, derart, daß 
zugleich 

0 < I N (<X~ + /J 17) I < I N (<X) I ' 0 < I N (<X~ + ß 1J) I < I N (ß) I 

ist. (Wenn a, b rationale ganze Zahlen sind, I a I >I b I, und b kein Teiler 

von a ist, dann hat der Rest der Division von a durch b, d. h. 

r = a · 1 - b [1·] die jetzt von <X~+ ß17 geforderte Eigenschaft.) 

220. Irgend zwei ganze Zahlen des durch H erzeugten Körpers 
besitzen einen in demselben Körper liegenden gr. g. Teiler. 

Es seien <X, ß, fl ganze Zahlen. Daß <X - ß durch fl teilbar ist, 
drückt man, wie in der Theorie der rationalen Zahlen, durch 

<X :-c~ (3 (mod. /h) 
aus. 
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221. Die Relation der Kongruenz zwischen ganzen algebraischen 
Zahlen nach einem ganzen algebraischen Modul ist wechselseitig und 
transitiv. Dies bedeutet: 

Aus 

Aus 

IX ß (mod. fl) 

IX-- ß, ß y (mod. fl) 

222. Aus 
IX=ß, 

folgt ß IX (mod. ,u) . 

folgt IX= y (mod. p,) . 

y _ 15 (mod. p,) 

folgt 
IX + y _::.::_ ß + 15, IX - /' =:c ß- CJ, IX y ß 15 (mod. fl) . 

223. Wenn 1 der gr. g. Teiler von IX und fl, und fl keine Einheit 
ist, so ist 

IX$ 0 (mod. fl). 

224. Es seien IX, ß, ... ganze Zahlen, f(x, y, ... ) ein Polynom 
mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten und p eine rationale Prim
zahl. Dann ist 

225. Es seien 

(1Xd' 0, wd= 0, Wki= Wz für k"?:__l; k, l= 1, 2, 3, ... , m) 

ganze Zahlen. Dann können nicht alle Zahlen 

IX1 w~ + IX2w; + · · · + 1Xmw:n 
n 

n = 1, 2, 3, ... 

ganze Zahlen sein. [Man betrachte geeignete Primzahlen p und setze 
n = p, 2p, 3P, ... , rp; 216, 224.] 

226. Die Nullstellen des Kreisteilungspolynoms Km(x) [36] sind auch 
Nullstellen von xm- 1 , also ganze Zahlen. Sie sind IX'', IX••, ... , IX'h, 

2 ni 

wenn e m =IX, tp (m) = h gesetzt wird, und rv r2, ... , rheinreduziertes 
Restsystem mod. m bilden, d. h. wenn die rationalen ganzen Zahlen 
rv r2, ••• , rh alle zu m teilerfremd und untereinander inkongruent 
(mod. m) sind. - Ist Km(x) reduzibel oder irreduzibel? 

Lösung. Betrachten wir unter den irreduziblen ganzzahligen 
Faktoren von Km(x) [116] denjenigen Faktor f(x), der IX zur Nullstelle 
hat. Die Nullstellen von f(x), d. h. die zu IX konjugierten ganzen 
Zahlen, haben alle die Form IXY, g ganz, und ihre Anzahl ist sh 
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[sogar <h, wenn Km(x) reduzibel ist]. Auf alle Fälle ist für beliebiges 
ganzes rationales g 

(*) 

da die Beträge der einzelnen Faktoren von f(cxY), als Sehnen am 
Einheitskreis, < 2 sind. Es sei nun p eine Primzahl; da f(cx) = 0 ist, 
erhalten wir [224] 

f(cxP) (/(cx))P 0 (mod. p). 

{(rx_")_ ist somit eine ganze Zahl; ihre Konjugierten sind ebenfalls ganze 

z!hlen von der Form f(cxYP)_. Ist also p > 2h, so sind alle Konjugierten 
f( cxP) P 

von -- kraft (*), dem Betrage nach <1, also ist [199] f(o.J') = 0, 
p 

und wir haben gefunden, daß auch rx)' eine Nullstelle von f(x) ist. 
Nach einem Dirichletschen Satz [S. 135, Fußnote] enthalten alle 

tp(m) = h Progressionen 

rv r1 + m, r1 + 2m, 

r 2, r 2 + m, r 2 + 2m, 

unendlich viele Primzahlen. Also kann man insbesondere ein redu
ziertes Restsystem mod. m herstellen, das aus Primzahlen, die alle 
> 2h sind, besteht; dann muß aber, laut Vorhergehendem, der Faktor f(x) 
von Km(x) alle Nullstellen cxrr, cxr•, ... , cxrh von K",(x) zu Nullstellen, 
den Grad von K",(x) zum Grade haben, überhaupt mit Krn(x) identisch 
sein. D. h. Km(x) ist irreduzibel. 

227. Man führe den vorangehenden Beweis für die Irreduzibilität 
von Km(x) ohne den Dirichletschen Satz über die arithmetische Pro
gression zu gebrauchen: man kann ihn durch einen mühsameren, aber 
mehr elementaren Aufbau des reduzierten Restsystems mod. m um
gehen. 

228. Wenn die Entwicklung einer rationalen Funktion sowohl 
nach steigenden wie nach fallenden Potenzen von z rational-ganzzahlig 
ausfällt, so liegen ihre von 0 und oo verschiedenen Pole in Ein
heiten. 

229. Eine nach steigenden Potenzen geordnete Potenzreihe sei 
im Einheitskreis konvergent und stelle eine rationale gebrochene Funk
tion dar. Wenn ihre Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, so 
liegen ihre Pole in Einheitswurzeln. [156, 200.] 
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230. Wenn die Potenzreihe 

eine rationale Funktion darstellt und ihre Koeffizienten ~0• ~v ~2, ••• 

algebraische ganze Zahlen sind, so sind auch die Pole der Funktion 
algebraische ganze Zahlen. 

231. Sind 

(~k =f 0, wd= 0, wd= Wz für k -:e_ l; k, l = 1, 2, ... , m) 

algebraische ganze Zahlen, dann sind die Koeffizienten· der Reihen
(mtwicklung von 

~- + -~ + ... + __ ~-"!___ 
1 - w1 z 1 - w2 z 1 - Wm z 

ebenfalls algebraische ganze Zahlen. Es gilt jedoch nicht das gleiche 
von der Entwicklung, die hieraus durch gliedweise Integration entsteht. 

232. f(z) sei durch eine rationalzahlige Potenzreihe dargestellt, 
und ihre Derivierte f'(z) sei eine rationale Funktion. f(z) ist rational, 
wenn ihre Potenzreihe der Eisensteinsehen Bedingung genügt und 
transzendent, wenn sie ihr nicht genügt. 

233. Die algebraische Funktion f (z} sei durch eine Gleichung 

P0 (z) [f(z)] 1 + P 1 (z) [/(z)]1- 1 + · · · + Pz_ 1 (z)f(z) + Pz(z) = 0 

definiert, wobei P0 (z}, P1 (z), ... , P1(z) Polynome mit algebraischen 
Koeffizienten bedeuten. Ist ~ eine algebraische Zahl, so sind die 
Koeffizienten in der Entwicklung von f(z) nach Potenzen von (z- ~) 

benfalls algebraische Zahlen. [Spezialfall: Wenn z = ol eine reguläre 
Stelle von f(z} ist, so ist /(~) eine algebraische Zahl.] 

234. Eine ganze rationale Funktion F(z, y) der beiden Variablen 
z, y mit rationalen Koeffizienten heiße irreduzibel, wenn sie nicht in 
das Produkt von zwei ganzen Funktionen mit rationalen Koeffizienten 
zerlegt werden kann, diebeidein bezugauf y von niedrigerem Grade sind. 

Ist F(z, y) irreduzibel, so ist entweder keine Lösung der Gleichung 

F (z, y) = 0 

eine rationale Funktion von z, oder alle Lösungen sind rationale Funk
tionen von z. 

[Es gilt ferner: entweder ist keine Lösung eine rationale ganze 
Funktion von z, oder alle Lösungen sind solche.- Zu beachten ist 233 
und das Hauptcharakteristikum irreduzibler Gleichungen: die Wurzeln 
einer solchen haben die schlechte Gewohnheit, sofort mit der ganzen 
Familie zu Besuch zu kommen. Vgl. Hecke, S. 64, Satz 49.] 
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235. Wenn die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung einer 
algebraischen Funktion algebraische Zahlen sind, so gehören diese 
Koeffizienten sämtlich einem endlichen Körper an (d. h. einem Körper, 
der durch eine einzige algebraische Zahl erzeugt wird, vgl. S. 150). 
[151, 152.] 

236. (Fortsetzung.) Ist die fragliche Potenzreihe 

1Xo + IXlZ + IX2z2 + ... ' 
so existiert eine ganze Zahl r, so beschaffen, daß sämtliche Zahlen 
IX1 r, IX2 r2, IX3 r3 , ••• ganz sind. (Verallgemeinerung des Eisensteinsehen 
Satzes.) 

237. Die nach fallenden Potenzen von z geordnete Reihe 

"'+ 111-11- + + +a-1+a-2+a_3+ a111 z am_ 1z ·· · · · a1z a0 - - 2 ·3 .. · 
z z z 

soll außerhalb eines gewissen Kreises konvergieren, und ihr Wert soll 
für · unendlich viele rationale ganzzahlige Werte von z rational ganz 
ausfallen. Sind die Koeffizienten am, am _ v ... , av a0, a . v a _ 2, •.• 

sämtlich rationale Zahlen, so stellt die Reihe eine rationale ganze 
Funktion dar (sie bricht ab, 188); sind die Koeffizienten sämtlich einem 
endlichen Körper entnommen, so stellt die Potenzreihe eine algebraische 
Funktion dar. (Beispiel: 189.) 

5. Kapitel. 

Vermischte Aufgaben. 
238. Ein Dreieck, dessen drei Eckpunkte drei Gitterpunkte des 

ebenen quadratischen Gitters sind, ist nie gleichseitig. 
239. Wie dick müssen die Baumstämme in einem regelmäßig ge

setzten kreisrunden Wald wachsen, damit sie die Aussicht vom Mittel
punkte aus ganz versperren? 

Es sei s gegeben, s ganz und positiv. Jeder Gitterpunkt p, q, der 
der Ungleichung 1 ~ p2 + q2 :<= s2 genügt, sei das Zentrum eines Kreises 
vom Radius r. Wenn r genügend klein ist, so gibt es Halbstrahlen, 
die vom Punkte 0, 0 aus ins Unendliche laufen, ohne die beschriebenen 
Kreise zu treffen (der Wald ist durchsichtig); solche Halbstrahlen gibt 

es nicht mehr, wenn r genügend groß ist (für r =V~ berühren sich die 

Kreise). Es sei r = e der Wert, der die beiden Fälle voneinander trennt 

(Grenze der Durchsichtigkeit). Dann ist 

1 1 
--;cc--:=:.==.c < (! < - • 
Vs2 + 1 s 
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240. Man ziehe im ebenen quadratischen Punktgitter einen mög
lichst breiten, geraden, unendlichen "Weg", der mit der Ordinatenachse 
den Winkel arctgx einschließt. Die Breite dieses Weges mit rp(x) be-
zeichnet, ist f(x) = rp(x) y1-+ x2 zu bestimmen. 

241. Zwei Gitterpunkte x, y und x', y' heißen kongruent mod. n, 
wenn 

x~~x' (mod. n), y--y' (mod. n). 

Unter irgendwelchen kn2 + 1 voneinander verschiedenen Gitterpunkten 
gibt es immer k + 1 zueinander mod. n kongruente. 

242. In der Ebene des ebenen quadratischen Gitters von Maschen
breite 1 sei ein Bereich vom (] ordanschen) Flächeninhalt F gelegen. 
Derselbe enthält eventuell keinen Gitterpunkt, aber kann auf alle 
Fälle parallel zu sich selbst so verschoben werden, daß [F] + 1 Gitter
punkte darin liegen. 

243. Die Gitterpunkte im abgeschlossenen ersten Quadranten sind 
abzählbar. D. h. es existieren für ganzzahlige, nichtnegative Werte
paare x, y definierte Funktionen f(x,y), die folgende beiden Eigen
schaften vereinigen : 

1. Der Wertevorrat von f(x, y) ist die Zahlenreihe 1, 2, 3, 4, 5, .... 
2. Die Funktion f(x, y) ist verschiedenwertig; d. h. wenn x, y, x', y' 

ganze Zahlen sind, x > 0, y > 0, x' > 0, y' 2:: 0, (x - x')2 + (y- y')2 > 0, 
so ist f(x, y) =!= f(x', y'). 

Es existieren sogar ganze rationale Funktionen f(x, y), die die 
Gitterpunkte abzählen, d. h. die Eigenschaften 1. 2. besitzen, nämlich 
die Funktion 

f(x, y) = Hx2 + 2xy --f- y2 + 3x + y + 2) 

=(x+~+1)+x+1 

und die daraus mittels Vertauschung von x und y hervorgehende [die 
Gitterpunkte auf den Geradenstücken 

x+y=O, x+y=1, x+y=2, 

x>o, y2:=0 

werden sukzessive numeriert]. 
Es sei f(x, y) eine ganze rationale Funktion m1"" Grades, 

f(x, y) = tp0(x, y) + tp1(x, y) + · · · + Tm(x, y), 

wobei tp"(x, y) eine ganze rationale homogene Funktion flten Grades 
bezeichnet. Wenn f(x, y) die Gitterpunkte abzählt, so ist offenbar 
97m(x,y)::?O für x;;;::o, y:2":0. Wenn 97m(x,y)>O für x~O, y~O, 
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x + y > 0 ist, und f(x, y) die Gitterpunkte abzählt, so ist der Grad 

von f(x, y) 
m=2. 

[Die Anzahl der Gitterpunkte innerhalb einer Niveaulinie f(x, y) = konst. 

steht zur umschlossenen Fläche in Beziehung.] 

244. Man fasse das Quadrat ! :c~• x :=: n + i, i:? y :~ n + i al:; 

ein "Schachbrett mit n2 Feldern" auf, d. h. man teile es durch achsen

parallele Geraden in n2 Teilquadrate (Felder) vom Flächeninhalt 1 ein. 

Das "Problem der n Damen" verlangt aus den n2 Gitterpunkten, die 

die Mittelpunkte der n 2 Felder bilden, n solche Gitterpunkte (xv y1), 

(x2, y2), •.• , (xn, Yn) herauszugreifen, welche den 2n(n -1) Un

gleichungen 

genügen, p ={= v; p, v = 1, 2, ... , n. Man ersetze die Ungleichungen 

durch die mehr fordernden "Inkongruenzen" 

x," $ Xy, y,, $ Yv. X" - X"$ Y.u - y", x," - x" $ -- (y" - y,.) 

(mod. n) und zeige, daß diese dann und nur dann eine Lösung be

sitzen, wenn n zu 6 teilerfremd ist. 

245. Man bezeichne mit q eine ungerade Primzahl; es seien 

rv r2, ... , rq und s11 s2, ... , Sq zwei vollständige Restsysteme mod. q. 

Dann bilden die q Zahlen r1 sv r2 s2 , .•• , rqsq kein vollständiges Rest

system mod. q. 
246. Die höchste Potenz der ungeraden Primzahl p, durch welche 

die Zahl n teilbar ist, sei P'X. cx ;G: 1. Dann ist 

1<+2;.+31·+ ... +n1·=-; oder 0 (mod. P"), 

je nachdem 2 durch p ·- 1 teilbar ist oder nicht, }, = 1, 2, 3, 
247. Es sei p die kleinste Primzahl, die in n aufgeht. Dann gibt 

es zwei vollständige Restsysteme mod. n 

so beschaffen, daß auch jede der p- 2 Zeilen 

r~~, +Sn, 

r" + 2s", 

r" + (p- 2)sn 
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ein vollständiges Restsystem mod. n darstellt. Sodann ist aber 

rn + (p- 1)sn 

sicherlich kein vollständiges Restsystem mod. n. 

248. Jede Potenz läßt sich als Summe von so vielen konsekutiven 
ungeraden Zahlen darstellen, wie ihre Basis Einheiten enthält. 

249. Eine Zahl der Zahlenreihe 2, 3, 4, ... , n ( n > 2) ist dann 
und nur dann zu allen übrigen teilerfremd, wenn sie eine Primzahl 

ist, die ~ übersteigt. (Daß eine derartige Primzahl für n > 2 stets 
2 

existiert, wurde von Tschebyscheff bewiesen. Vgl. Oeuvres, Bd. 1, S. 63. 
St. Petersbourg 1899.) 

250. Die Partialsummen der harmonischen Reihe 

1 1 1 1 -+-+-+ .. ·+-
1 2 3 n 

sind für n > 1 keine ganzen Zahlen. Dies folgt sofort aus dem Satz 
von Tschebyscheff [249], ist aber auch ohne dessen Benützung zu 
zeigen. 

251. Die Summe von zwei oder mehr konsekutiven Gliedern der 
harmonischen Reihe, d. h. eine Summe von der Form 

1 1 1 -+--+ .. ·+-, 
n n+1 m 

n = 1, 2, 3, ... ; n < m 

kann nicht ganz ausfallen; wird sie als unkürzbarer Bruch geschrieben, 
so ist der Nenner gerade und der Zähler ungerade. 

252. Ist die positive ganze Zahl n teilbar durch alle Zahlen, die 

s yn sind, so ist n entweder 24 oder ein Teiler von 24. 
Allgemeiner zeige man elementar: Ist 0 < <X < 1 , so gibt es nur 

eine endliche Anzahl positiver, ganzer n von der Beschaffenheit, daß 

n durch 1, 2, 3, ... , [n"] teilbar ist. 
253. Es sei Q eine Primzahl und teilerfremd zu 10P. Das arith

metische Mittel der Ziffern in einer Periode der Dezimalbruchentwicklung 
p 

von Q ist dann und nur dann 4, 5, wenn die Periodenlänge eine gerade 

Zahl ist. 
254. Die Zahl n = 2h + 1, h::::; 2 ist dann und nur dann Prim

zahl, wenn 
n-1 

3 2 _ -1 (mod. n). 

255. Der folgende, von Euler vermutungsweise ausgesprochene 
Satz ist richtig: 
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Die diophantische Gleichung 

4xyz --- x ~- y- t2 = 0 

hat keine Lösung in positiven ganzen Zahlen x, y, z, t. 
256. Ist die Primzahl q ~· 11, so gibt es stets positive ungerade 

Primzahlen Pv p2, p3 , p4 , die alle kleiner als q sind, nicht alle ver
schieden zu sein brauchen und bzw. den Gleichungen 

(~!) •oc• J-1, 

(JJ = +1, 

(~)~~-1, 

(:J = -1 

genügen. [ (~) usw. sind Legendresche Symbole.] 

257. Der Dezimalbruch 

0,23571113171923 ... 

(alle Primzahlen hintereinander geschrieben) ist irrational. [249, 110.] 
258. Die Zahl 

1 1 1 1 
e = 1 + 1! + 2! + 3 !, + 4! + 

ist irrational. 
259. Die Zahl e ist nicht nur irrational, sondern auch keine 

algebraische Zahl zweiten Grades, d. h. sie kann keiner Gleichung von 
der Form 

ae+be- 1 +c=O 

genügen, wo a, b, c ganze Zahlen und nicht alle =0 sind. 
260. Wäre die Euler-Mascheronische Konstante C = -T'(1) eine 

rationale Zahl, so müßte r'(n + 1) eine ganze Zahl sein, für alle ganzen 
Zahlen n von einem gewissen an. 

261. Ob der Zahl n die Eigenschaft zukommt, daß das arith
metische Mittel ihrer ersten n Dezimalstellen gegen 4,5 konvergiert, 
muß dahingestellt bleiben. Wenn aber diese Eigenschaft der Zahl n 

zukommt, so kommt sie auch der Zahl 4- n zu. 
262. Man bezeichne mit q11 den Nenner der nten Bernoullischen 

Zahl Bn [182]. Dann ist 

263. Die zahlentheoretische Funktion f(n) sei multiplikativ [S.126] 
und konvergiere gegen 0, wenn n die Primzahlen und Primzahlpotenzen 
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durchlaufend ins Unendliche strebt. Dann gilt mehr, nämlich 

lim f(n) = 0, 
n->- = 

wenn n sämtliche positiven ganzen Zahlen durchlaufend ins Unend
liche strebt. 

264. Es gilt für jedes positive Ö 

nl-,l 
lim -- = 0 

n->-=ff'(n) ' 
1. T(n) _ 
Im ~Ii -0. 

n->- ()0 n 

265. Das ganzzahlige quadratische Polynom ax2 + bx + c sei 
durch den Gitterpunkt a, b, c des dreidimensionalen kubischen Gitters 
dargestellt. Die Anzahl derjenigen Gitterpunkte, die im Würfel 

liegen und einem reduziblen Polynom entsprechen, sei rn. Man beweise, 
daß 

1. rn 
Im------=0 

n->oo (2n + 1)3 

ist. (Es ist in einem gewissen Sinne der "normale Fall", daß ein 
quadratisches Polynom irreduzibel ist.) 

266. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein ganzzahliges Polynom 
gegebenen Grades reduzibel sei, ist gleich 0. Genauer: Es sei h ganz, 
h? 2, und r n bezeichne die Anzahl derjenigen Gitterpunkte des (h + 1 )
dimensionalen Raumes, die im Würfel 

liegen und einem reduziblen Polynom a0 xh + a1 xh -l + · · · + ah ent
sprechen. Dann ist 

(Verallgemeinerung und Verschärfung von 265.) [II 46.] 

P ö I y a- S > e g ö, Anfgaben und Lehrsätze IT. 11 



Neunter Abschnitt. 

Anhang. 

Einige geometrische Aufgaben. 

1. Wirft man ein schweres konvexes Polyeder mit beliebiger 
innerer Massenverteilung auf den horizontalen Boden, so bleibt es 
stabil auf einer seiner Seitenflächen liegen. D. h. es gibt zu einem 
beliebigen, im Innern des konvexen Polyeders gelegenen Punkte P 
(mindestens) eine Seitenfläche F von folgender Eigenschaft: Das Lot, 
gefällt von P auf die Ebene, in der F liegt, hat seinen Fußpunkt im 
Innern der Seitenfläche F. Man gebe für die Existenz der Seitenfläche F 
einen rein geometrischen, von mechanischen Vorstellungen freien Be
weis an. 

2. Wird auf einem kreisrunden Platz ein gegebenes Quantum 
Korn aufgestapelt, so ist die Maximalböschung des entstehenden 
Haufens dann am kleinsten, wenn er einen geraden Kreiskegel bildet. 
Man beweise die analytische Fassung dieser Tatsache, d. h. den folgen
den Satz: 

Die Funktion f(x, y) soll beide partielle Ableitungen 

a I , ) 
--;;-- = fx(X, Y , 
cx 

of , 
ay = fv(x, y) 

besitzen. Ist f(x, y) = 0 am Rande des Einheitskreises x2 + y2 = 1, 

so gibt es einen Punkt ~, 17 im Einheitskreise, so beschaffen, daß 

y[f~(~, 1})]2 + [/~(~, 1J)J2 > ~jjt(x, y)dxdy, 

das Doppelintegral über den Einheitskreis erstreckt. 
3. Wenn ein materieller Punkt eine Längereinheit während einer 

Zeiteinheit zurücklegend von Ruhelage in Ruhelage gelangt, so muß 
er zwischen den beiden Ruhelagen irgendwo eine Beschleunigung von 
größerem Betrage als 4 erfahren. Man fasse diese Tatsache analytisch. 

4. Wenn eine Kurve vom Punkte 0 aus gesehen überall konvex 
erscheint, so nimmt sie einen Gesichtswinkel < 1 RO o, wenn sie stets 
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konkav erscheint und ins Unendliche läuft, einen Gesichtswinkel 
> 180° ein. 

Es sei 0 der Mittelpunkt emes Systems von Polarkoordinaten 

r, rp und r = I(~) die Gleichung der Kurve, l(x) zweimal stetig diffe

rentiierbar. Man wird durch die Berechnung des Krümmungsradius 
zu den folgenden beiden Sätzen geführt: 

1. Ist die Funktion f(x) > 0 im Intervalle a <:: x .~ a + n, so 
existiert eine Stelle ~. a < ~ < a + n, so daß 

/(~) + /"(~) > 0. 

2. Ist f(x)>O, f(x)+f"(x)>O für a<x<b und f(a)=f(b)=O, 
so ist b - a > n . 

Man beweise diese Sätze rein analytisch. 

In der Ebene sei eine geschlossene, stetig gekrümmte konvexe 
Kurve 2 gegeben. Die Stützfunktion von 2 (bzw. des von 2 um
schlossenen konvexen Bereiches S"r, vgl. III, S. 106) sei h(rp), der 
Krümmungsradius von 2 in dem Punkt mit der Tangentenrichtung 

(p + ~ sei r(rp). Die Funktion h((p) ist zweimal stetig differentiierbar, 

r(rp) ist stetig. Es ist 
r(rp) = h(rp) + h/'(cp). 

Für den Flächeninhalt f von 2 (d. h. von S"r) und für die Länge l 
von 2 gelten die Formeln: 

2Jt 2:r 

I= !jh(rp)r(rp)drp, l = /h(rp)drp. 
0 0 

5. Auf einer geschlossenen, konvexen und stetig gekrümmten 
Kurve gibt es immer mindestens drei verschiedene Punktepaare mit 
folgender Eigenschaft: Die Tangenten in den beiden Punkten eines 
Paares laufen parallel, und die Krümmungen der Kurve in den beiden 
Punkten sind gleich. 

6. Wenn eine konvexe Kurve vom Umfang l und vom Flächen
inhalt I im Innern einer anderen vom Umfang L und vom Flächen
inhalt F ungehindert rollen kann, so ist 

lL < 2n(f + F) . 

Im Raume x, y, z sei eine geschlossene, konvexe, stetig gekrümmte 
Fläche ~ gegeben. Der Ausdruck xcoscx + ycosß + zcosy, wobei 
cos2 cx + cos2 ß + cos2 )' = 1 ist, besitzt in dem von ~ umschlossenen 

11* 
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konvexen Bereiche S'r ein bestimmtes Maximum h(tX, ß, y). Die Größe 
h(tX, ß, y) ist eine Funktion der Richtung IX, ß, y und heißt Stütz
funktion von S'r. Die Ebene 

xcostX + ycosß + zcosy- h(tX, ß, y) = 0 

ist eine Tangentialebene (Stützebene) der Fläche iJ, und zwar die
jenige, deren von iJ abgewandte Normale die Richtungskosinus costX, 
cosß, cosy besitzt. Es seien r und r' die beiden Hauptkrümmungs
radien in dem Berührungspunkt. Man kann die Größen lt, r, r' als 
Funktionen eines auf der Einheitskugel variierenden Punktes w auf
fassen. Sie sind stetige Funktionen von w. Wenn v, o, m das Volumen, 
die Oberfläche, das Integral der mittleren Krümmung von iJ bezeichnen, 
dann gelten die Formeln 

7! }j}ltrr'dw, 

o = Jjrr'dw = +Jjh(r + r')dw, 

m = ~-J Jcr- 1 + r'- 1) rr' d w = f jhdw, 

wobei die Integration längs der Einheitskugel erstreckt wird und d w 
das Flächenelement der Einheitskugel bezeichnet. 

7. Das Volumen, die Oberfläche und das Integral der mittleren 
Krümmung seien für zwei konvexe Flächen bzw. mit v, o, m und V, 0, M 
bezeichnet. Wenn die erste im Innern der zweiten ungehindert rollen 
kann, so bestehen die Ungleichungen 

mO + oM ~s 12n(V + v), 

mO--oM~;, 4n(V--v). 

8. Eine geschlossene Fläche bleibt unter allseitigem gleichförmigen 
Druck im Gleichgewicht. Um dies zu bestätigen, beweise man folgende 
für jede geschlossene Fläche gültige Formeln: 

JJcostXdS=O, JicosßdS=O, IIcosydS=O, 

I I(ycosy- zcosß)dS = 0, J I(zcostX- xcosy)dS == 0, 

I /(xcosß- ycostX)dS = 0. 

Hierbei bedeuten costX, cosß, cosy die Richtungskosinus der äußeren 
Normale, dS das Flächenelement. 

9. Wirkt an jedem Element d 5 einer stetig gekrümmten, ge
schlossenen, starren Fläche eine nach der inneren Normale gerichtete 

Kraft von der Größe .!. (R1 + R1 ). dS, wo Rv R 2 die beiden Haupt-
2 \ 1 2 

krümmungsradien bedeuten, so bleibt die Fläche im Gleichgewicht. 
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10. (Fortsetzung.) Ist die Größe der an dS wirkenden, nach 

der inneren Normalen gerichteten Kraft R 1R dS (also der Gaußschen, 
1 2 

nicht, wie vorher, der mittleren Krümmung proportional), so bleibt die 
Fläche auch im Gleichgewicht. 

11. An jeder Kante k eines starren Polyeders wirkt eine Kraft K. 
Der Angriffspunkt von K ist der Mittelpunkt von k. K steht senk
recht auf k und liegt in der Ebene, die den Innenwinkel der beiden, 
in k zusammenstoßenden Seitenflächen halbiert. Die Größe von K ist 

ll cos i i , wo l die Länge von k und IX den eben betrachteten Innen

winkel an der Kante k bedeutet. K ist endlich nach innen oder nach 
außen gerichtet, je nachdem die Kante k konvex oder einspringend ist, 

d. h. je nach dem Vorzeichen von cos ~. 
2 

Das System aller Kräfte K hält das Polyeder im Gleichgewicht. 
12. Wirkt an jedem Element ds einer stetig gekrümmten, ge

schlossenen, starren Raumkurve eine nach der positiven Hauptnormale 

gerichtete Kraft von der Größe d s , wo r den Krümmungsradius he
r 

deutet, so bleibt die Kurve im Gleichgewicht. 
13. Man denke sich einen Einheitsvektor in derTangentenrichtung 

einer stetig differentiierbaren Raumkurve vom Koordinatenanfangs
punkt aus aufgetragen. Ihre Endpunkte liefern das sphärische Bild 
der Raumkurve. Ist die Raumkurve geschlossen, so wird das sphäri
sche Bild von jedem Hauptkreis der Einheitskugel geschnitten. 

14. Die Funktion I (x) sei im endlichen Intervall a ~ x < b defi
niert und erfülle dort die folgenden Bedingungen : 

1. f (x) ist positiv im Innern und = 0 in den Endpunkten des 
Intervalls a, b; 

2. I (x) ist zweimal stetig differentiierbar für a < x < b; 
3· f' (x) konvergiert gegen + oo, wenn x-->- a und gegen - oo, 

wenn x -->- b . 

Die Funktion 

f"(x) - F x 
l(x)(1 +U'(x)]2)2- () 

kann unter diesen Voraussetzungen nicht im ganzen Intervall a < x < b 
monoton sein, es sei denn, daß 

l(x) = y (x- a) (b - x), F(x) = - (-_3_-)2 

b-a 
ist. 
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15. Auf emer stetig gekrümmten Rotationsfläche gibt es stets 
zwei verschiedene Breitenkreise mit demselben Gaußsehen Krüm
mungsmaß. 

16. Es seien a, b, c die Seiten, a, ß, y die Winkel eines Dreiecks, 
im Bogenmaß gemessen; a liegt a, ß liegt b, y liegt c gegenüber. 
Dann ist 

n _aa+bf3+cy _n 
3 ::c, -d + b-+ -c - s. 2 

Das Gleichheitszeichen gilt bei der ersten Ungleichung dann und nur 
dann, wenn das Dreieck gleichseitig ist, bei der zweiten Ungleichung 
dann und nur dann, wenn das Dreieck zu einer doppelt gerechneten 
Strecke entartet. 

17. Es seien kv k2, ...• k6 die Längen der sechs Kanten eines Tetra
eders und <Xv a 2 , ... , a 6 die Bogenmaße der Winkel, die durch die 
beiden in der betr. Kante zusammenstoßenden Seitenflächen des Te
traeders gebildet werden. Dann ist 

n kl al + k2 a2 + ... + ks <Xs n 
3<-/S-+k~-+ ... + k6 --<2. 

Die angegebenen Grenzen sind möglichst eng. 
18. P 0 P 1 P 2 sei ein bei P 2 rechtwinkliges Dreieck, P 2 P3 das Lot 

von P2 auf P0 P 1 , ebenso P 3 P 4 l_ P 1 P2, P4 P5 l_ P2 P 3 , usw. Es soll 
der Punkt lim P" gefunden werden. 

n-+= 

19. Es seien im Raume zwei Kreise K und K', jeder als Durch
schnitt von einer Kugel und einer Ebene 

(K) x2+y2+z2+ax+by+cz+d =0, Ax+By+Cz+-D=O, 

(K') x2 + y2 + z2 + d x +- b' y + c' z + d' = 0, A' x + B' y + C' z + D' = 0 

gegeben. Gesucht wird eine rationale ganze Funktion der 16 reellen 
Koeffizienten a, b, ... , d, A, ... , D, a', ... , d', A', ... , D', die 
dann und nur dann < 0 ist, wenn die beiden Kreise verkettet sind, 
d. h. in solcher gegenseitigen Lage sind, daß sie keinen gemeinsamen 
Punkt haben, aber, materiell aus Draht verfertigt gedacht, ohne Zer
reißen nicht auseinander genommen werden können. 

20. Es seien Xv X 2, X 3 projektive Punktkoordinaten in der Ebene 
und X 0 sei definiert durch X 0 + X1 + X 2 + X 3 = 0. In der dreifach
unendlichen Schar von Kegelschnitten 

20 X~ + 21 X~ + 22 X; + 23X~ = o 

gibt es zweifach unendlich viele, welche in Geradenpaare ausarten; und 
zwar ist jeder Punkt der Ebene singulärer Punkt (Scheitel) eines sol
chen Geradenpaares. Es sind die Integralkurven dieser Geradenpaare 
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zu ermitteln. (In irgendeinem Punkte P der gesuchten Kurve stimmt 
die Tangente mit der einen Geraden des Geradenpaares vom Scheitel P 
überein.) 

21. Der Punkt P beschreibe eine ebene Kurve. Es sei 12 der 
Krümmungsradius in P; das Stück der Normalen in P, das zwischen 
den beiden rechtwinkligen Koordinatenachsen liegt, habe die Länge v. 
Zu berechnen sind diejenigen Kurven, bei welchen 12 und v in fester 
Proportion stehen: 

e=2nv. 

Die Konstante n darf als positiv vorausgesetzt werden, da n in - n 
übergeht, wenn x mit y vertauscht wird. - Bei ganzzahligem n gibt 
es eine partikuläre Lösung in Gestalt einer rationalen Kurve der Ordnung 
2 n, welche mit der unendlich fernen Geraden einen 2 n-fach zählenden 
Schnittpunkt besitzt. [Man führe als Parameter den Winkel r zwi
schen der x-Achse und der Tangente in P ein.] 

22. Die Schar der Flächen zweiter Ordnung 

xi x~ xi F (xv x2 , x3, t) :=::: -- + -- -+ --- - t = 0 
a1 -- t a2 - t a3 - t 

(0 < a1 < a2 < a3 ) 

mit dem Parameter t besitzt eine Hüllfläche H von der Ordnung 10 
und von der Klasse 4. Es sind die Krümmungslinien von H zu be
rechnen. [Man suche die Differentialgleichung zwischen dem einen 
Krümmungsradius von H und dem Parameter t zu ermitteln.] 

23. (Fortsetzung.) Man leite eine Parameterdarstellung von H mit 
den Krümmungslinien als Parameterlinien her. Letztere sind alge
braische Kurven 12ter Ordnung. 

24. (Fortsetzung.) Die Zentrafläche und die Parallelflächen von 
H lassen sich auch als Hüllflächen einer geeignet gewählten Schar von 
Flächen zweiter Ordnung auffassen. 

25. Es sei F(x, y) eine stetige, in den beiden Veränderlichen x, y 
periodische Funktion von der Periode 1 ; in Formel 

F(x + 1, y) = F(x, y + 1) = F(x, y). 

Außerdem sei die Funktion F(x, y) von der Eigenschaft (sie soll etwa 
der Lipschitzschen Bedingung genügen), daß durch jeden Punkt der 
Ebene eine und nur eine unbeschränkt fortsetzbare Integralkurve der 
Differentialgleichung 

dy 
dx = F(x,y) 

hindurchgeht. Dann existiert eine, der Funktion F(x, y) zugeordnete 
Zahl w, so beschaffen, daß für jede Integralkurve y = f(x) die Differenz 
f(x) - w x für alle Werte von x beschränkt bleibt. 



Lösungen. 

V i e r t er A b s c h n i t t. 

Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen. 

Spezieller Teil. 

1. [Bezüglich 1-76 vgl. A. Wiman, Acta Math. Bd. 37, S. 305-326, 
1914; weitere Literatur bei G. Valiron, General theory of integral 
functions. Toulouse: E. Privat 1923. Vgl. auch a. a. 0. I 110.] Es 
handelt sich um das Maximum der Folge 

r r r r r r r r r 
1' 1' 12' 123' 1 2 n 

Die Faktoren !_ !_ · · · !_ · · · nehmen von links nach rechts ab,· ist 
1 ' 2' ' n' 

r r 
- > 1 > ---- , d. h. n ~ r < n + 1 , 
n -- n+1 

so ist das nte Glied r~_ Maximalglied. Daher 
n. 

y[r] 

ft (r) = [r J! , v (r) = [r] . 

2. Weil sämtliche Koeffizienten positiv sind, ist M (r) = e'; N (r) = 0. 
rn 

3.jt(r)= (2n-t-1)! für 2n(2n-1-1):~r~~(211 r-2)(2n t-3), 

IVi_-+_4;, 1j v;-
}' (r) = _- ___ 4 ____ -- ""'- :2 . 

4. Weil die Koeffizienten abwechselndes Vorzeichen haben, wird 
der Maximalbetrag für negatives z erreicht. 

Vr - Vr f ,;:::-J ,;-
M(r) = e__ 2 Y~~, N(r) = l~ ""' ~ · 



5. v (r) = 0. 
6. N (r) = 0. 

IV. Abschn., Lösungen 1-13. 169 

I I 

n . .. . I ao n I al In ,: 7._ I an [ r 1st großtes Glied, wenn r alle Zahlen 1-. , , -
1 

, ... , 

I ' an i an 
a"._ll .. h t . -·- u ers e1gt. 

I an 
8. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra und weil der Betrag 

des Polynoms L'V ! a11 II z J11 ist für I z [--* oo. 
9. Daß der zweite Grenzwert = oo ist, ergibt sich aus I 119, I 120. 

Aus p (r) >I an [ yn folgt ferner, wenn an 0, daß 

1. . f log p (r) 11.m log p (r) = 00 . 1m m 1 ?:: n , d. h. 1 r _., = og r r _., oo og r 

10. Die erste Hälfte der Behauptung beweist man ähnlich, wie 
die erste Hälfte von 9. Bezüglich der zweiten Hälfte vgl. z. B. 2. 

11. Pk (r) = p 1 (rk) , vk (r) = kv1 (rk) . 
Als Index des Gliedes anznk gilt natürlich nk. 

12. M~c(r)=M1 (1'k), Nk(r)=kN1(rk). 
13. 1. Für (2n-1)2n:=;r2 <(2n+1)(2n+2) ist 

v (r) = 2n "'r, 
y2n 

f.l (r) = (2n)! ' 

v (r) 2n 1 1 
- -----· ·-"- --·- . = 1; ·-~-

log p (r) 

v (r) 
log,u{r) 

r 1 ( 1 2 2n) 1 
- log-+ log-+.··+ log- (logxdx r r r r 0 

v (r) = 2n ·"-··· 2r, 

2n 

1 (2 r) 2 n 
u(r) =- -- -
' 2 (2n)! ' 

-""'-
2r -~·(log~+log 2 +· .. j-log2n)+l~E_2 

2r 2r 2r 2r 2r 

I . =1. 

jlogxdx 
u 

Man sucht natürlicherweise einen Satz, der dieses Beispiel enthält 
und in Analogie zu 14 etwa folgendermaßen lautet: "Ist f(z) eine ganze 
Funktion, und bezeichnet (im Gegensatz zu 11) ,u~c(r) und vk(r) das 
Maximalglied bzw. den Zentralindex der Entwicklung von (f(z))k nach 
wachsenden Potenzen von z, k = 1, 2, 3, ... , dann ist der Grenzwert 
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von k unabhängig." Dieser Satz ist in der gegebenen Allgemeinheit 

nicht richtig [der Grenzwert muß gar nicht existieren]. wohl aber unter 

speziellen Voraussetzungen, z. B. unter der Voraussetzung 67 [68]. Vgl. 

auch 59, 60. 
14. Mk(r)=(M1 (r))k, Nk(r)=kN1 (r). 
15. [19.] 
16. N (r) ist eine Anzahlfunktion, vgl. II, Kap. 4, § 1. 

17. Es sei "(r1) = l ~ 1, dann ist 

fJ (r2) ~c: I al Ir;> I atl r;- 1 r2 = fJ (r1) r2 • 
rl 

18. [III 280.] 
19. Da ein Maximalglied existiert, gibt es Punkte, die zugleich 

in sämtlichen Halbebenen 17 2': n!; + log I an I, n = 0, 1, 2, ... liegen. 

Ihre Gesamtheit (lj erstreckt sich ins Unendliche und ist als gemein

samer Teil unendlich vieler konvexer Bereiche (Halbebenen) selbst 

konvex. Die Begrenzung von (lj bildet von unten ein Polygon, dessen 

Gleichung YJ = logtJ(e~) lautet. Die Derivierte von rechts d lo~~(e1 

existiert auch in den Eckpunkten und ist stets = v (e"). Die Derivierte 

ist streckenweise konstant und wegen der Konvexität nie abnehmend. 

Hieraus folgt 15. 
20. [III 304.] 
21. Es sei 0 < r < r' . Die beiden Punktepaare 

(log iX r, logft(iX r)), (logr', log,u(r')) 
und 

(logr, logtJ(r)), (log iX r', log fJ (iX r')) 

liegen auf der Begrenzung von (lj [Lösung 19], und zwar schließt das 

erste das zweite ein. Die Mittelpunkte der Verbindungsstrecken 

(Sekanten) haben die gleiche Abszisse 

log iX r + logr' logr +log iX r'. 
= --~·~------' 

2 2 

für die Ordinaten gilt wegen der Konvexität [19] 

log ,u (iX r) +log fJ (r') log ,u (r) +log fJ (iX r') 
~----------- > ~-~--------- .. -----

2 - 2 

22. Aus 20, wie 21 aus 19. 
23. Für Polynome ist die Behauptung klar [Lösung 7]. Für Potenz

reihen mit dem Konvergenzradius oo muß v (r) ins Unendliche wachsen, 
1 

da doch, falls m < n, das Glied lam irm von I an! rn für r > ( iaml j !an I )n-m 
übertroffen wird. Ist ,u (iX r) = I am I (iX r)m, so ist ,u (r) >I am I rm, folglich 

,u (1Xr) j ,u (r) < iXm; m wird unendlich mit wachsendem r. 
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24. Der fragliche Grenzwert existiert und ist < 1 für jede nicht
konstante ganze Funktion [22]. Ist er positiv und gleich ()(,lc, wo k ge
eignet gewählt, k > 0 , so ist 
M(Oi,-n+l) lc 
-----> 01, also M(01, -n) <-___ _.:_ 01, -nie M(1), n 1 2 3 M (()(, -n) = ' = ' ' ' ... ' 

woraus folgt, daß die ganze Funktion ein Polynom vom Grade < k 
ist [8, 10]. Für Polynome ist die Behauptung klar. 

25. Unter den Zahlen Q1 , e2 , ... gibt es v (0) verschwindende, 
also keine, wenn v (0) = 0 . - Ist ~0 die Abszisse eines Eckpunktes 
des @ [Lösung 19] begrenzenden Polygons, in dem die beiden Seiten 
mit den Richtungskoeffizienten m, n zusammenstoßen, m <n, so ist 
!?m+1 = !?m+ 2 = · · · = Qn- 1 = (!n = e~•; zwischen dem fraglichen Eck
punkt und dem rechts benachbarten fungiert I an I rn als größtes Glied. 

26. Unter den Zahlen r1 , r2 , ••• gibt es N(O) verschwindende, also 
keine, wenn N(O) = 0 ist. - Vgl. 16. 

27. f!n = n; f!n = 2n (2n + 1); (l2n- 1 = (!2 n = f(2n- 1) 2n. 

ni 3ni 5ni n 
28. w1 =---z, W2 =-2, w3 =--z-, ... , rn=(2n-1)2; 

:rt 
Wn=rn=n2 n 2 ; r2 n_ 1 =r2 n= (2n-1)-. 

2 
29. Es ist (!n s R, n = 1, 2, 3, .... Im Intervall 0, r, r < R, liegt 

eine endliche Anzahl, nämlich v (r) Glieder der Folge (!1 , (l2 , (!3 , .. . , 

die sich also nur gegen den rechten Endpunkt des Intervalls 0, R 
häufen können. 

30. Die Nullstellen können sich nicht im Ionern des Konvergenz
kreises häufen. 

31. Der Beweis wird durch vollständige Induktion nacheinander 
in den Intervallen erbracht, in welche (!1 , e2 , ... die Zahlengerade zer
legen. Für 0 < r < (l1 ist t.t (r) = I a0 I· Es sei 0 < m < n, und die Rolle 
des größten Gliedes soll von I am I rm auf I an I rn übergehen. Es sei an
genommen, daß 

I a Ir'" 
t.t (r) = 0 = lam I rm für (lm <r< (lm+I• 

(ll (l2 · · · ~m 

also I am J = I ao I ist. I an I r" tritt sein Amt als größtes Glied im 
(ll (l2 · • · (!m 

Punkt r = (lm+I = (lm+ 2 = · · · = Qn-I = (!11 an [25], es ist also 

t.t (em+I) = I am I e:;!+l = I an l e: = l an l e:+l em+I !?m+2 ... (!n, 

\ a,. I = I am I I ao I 
(lm+I (lm+2 · · • (!n f!1 (l2 · · · (!m (lm+I • · · f!n 

und ft (r) = I an I rn für f!n < r < f!n+I, w. z. b. w. 
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32. Ungleichung von] ensen [III 120]. Das Gleichheitszeichen wird 
für keine nichtkonstante ganze Funktion erreicht. 

33. Durch vorsichtige Integration aus 

d log 11 (r) _ ( ) 
r dr - v r ' 

was in Lösung 19 bewiesen wurde. 
34. Äquivalent mit 32, da wegen li 147 

r r 

I Nt(t2_ dt = N(r) logr- IlogrdN(r). 
0 0 

35. Die linksstehende Zahl sei mit IX , die rechtsstehende mit ß 
bezeichnet, IX sei zunächst endlich. Es sei e > 0; für genügend große r 
ist v (r) < r"'+•, ferner 1 a"<r> 1 < 1, also 

log log 11 (r) + log log r 
<IX+e ---. 

logr logr 

Hieraus folgt ß <IX. Andererseits ist [33] 

2r 

I v ~t) d t = log 11 (2 r) - log 11 (r) . 
r 

Für genügend großer ist 11(r) >1, also v(r)log2<logl1(2r), d. h. 
IX -:::;;. ß . Wenn IX unendlich ist, so erübrigt sich die erste Hälfte des 
Beweises. 

36. Vgl. die zweite Hälfte des Beweises von 35. [34.] 
37. Man nehme a0 = 1 an. Es ergibt sich [33, li 147] 

r r 

-r-kv(r) + 1; f!"-k=kjt-k- 1 v(t)dt=kjt-kdlogl1(t) 
O<e,,;:o;;r 0 0 

r 

= k r k log 11 (r) + k2 ft k 1 log 11 (t) d t . 
II 

00 

Wenn jt-k-1!ogl1(t)dt konvergiert, dann ist limr~kiog11(r) = 0 
1 ~00 

n oo 

[li 113], also 1; (e;k- eik) beschränkt [I 78]. Wenn 1; f!ik kon-
v=l n=l 

vergiert, so ist der Schluß einfacher. 
38. [G. Valiron, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 45, S. 258-270, 1921.] 

Mit der Annahme f (0) = 1 und der Bezeichnung von III 121 erhält 
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man wie in 37 
r 

-r-kN(r) + :f r~-k=kr-klog@(r) +k2Jt-k-1Iog@(t)dt. 
o<~Sr o 

Aus @ (r) < M (r) schließt man wie in 37. 
39. 

r 

173 

-(1 - r)k+Lv (r) + ~ (1 - e")k+l = (k + 1) I (1 - t)kv (t) dt [II 147], 
e"Sr o 

r r 
(1-r)klog,u(r) +kf(1- t)k-1Jog,u(t)dt= j(1-t)kt- 1 1•(t)dt [33]. 

0 II 

Es ist a0 = 1 angenommen. Die rechten Seiten verhalten sich 
gleich für r = 1. Wenn das Integral in der zweiten Zeile links existiert, 

" so ist lim (1 - r)kJog p (r) ~- o [II 112] und ~[(1 --- e,.)k+ 1 (1 - e .. )k+ 1] 

r~l-0 •·=I 

beschränkt [I 78]. 
40. [F. und R. Nevanlinna, Acta Soc. Sc. Fennicae, Bd. 50, Nr. 5, 

1922.] Verhält sich so zu 39, wie 38 zu 37. 
41. []. Hadamard, Journ. de Math. Serie 4, Bd. 9, S. 174, 1893.] 

Die Gerade durch (n, -log I an I) mit dem Richtungskoeffizienten 
logr hat die Gleichung 

'YJ =-log I an I+ logr(~- n) 

und schneidet von der r;-Achse das 
Stück -log I an I rn ab. Unter allen 
diesen Geraden hat die Stützgerade 
den tiefsten Schnittpunkt; folglich 
ist der vertikale Achsenabschnitt der 
Stützgeraden = -log ,u (r) , die Ab
szisse des Eckpunktes, in dem die 
Stützgerade ~ schneidet, = v (r) (des 
Eckpunktes am weitesten rechts, 
wenn es mehrere gibt}, der Rich
tungskoeffizient des Begrenzungs
stückes von ~ zwischen den Ab-

/ 

szissen n - 1 , n ist = logen. Aus der Figur ist ersichtlich, daß 
log f?n+t >log Qn und daß, falls a0 =!' 0, 

-log I an I = -log I a0 I + log (}1 + log Q2 + · · · + logen , 

wenn (n, -log I an I) auf der Begrenzung von ~ liegt [31]; dreht sich 
die Stützgerade vom Richtungskoeffizienten logen bis log f?n-t-t um 
die gleiche Ecke von der Abszisse n, so ist log fl (en tl) ---log ,u (en) 
= n (log !?n +1 --· logen)' usw. 
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42. Mit dem kleinsten Wert von r, für den sämtliche Un
gleichungen 

Ia lrm-1<1a lrm m-1 = m 

erfüllt sind, tritt I a.,. I rm als größtes Glied auf; dieser Wert von r ist 
also = em . - In der Figur 41 sind die Richtungskoeffizienten 

.=-log I «n I + log I «0 I -log I «n I + log I a1 I 
n-0 n-1 

sämtlich < als der Richtungskoeffizient log e ... 

-log I «n I + log I an _1 I 
n- (n --1) 

43. Soll a0 für einen Wert r > 0 Maximalglied sein, so ist a0 =F 0. 
Dann ist nach dem Beweis von 31 

n = 1,2,3, .... 

In der Figur 41 liegen alle Punkte (n, -log I a111) auf der Begrenzung, 

-log I an- 1 1-log I «n+II >-log 1 a11 I drückt die Konvexität aus. 
2 

44. Die Kurve y = cx - 1 x", x > 0, ist von oben gesehen konvex, 
da y" = (cx- 1) x"- 2 < 0; hieraus folgt [43] die Behauptung betreffeiJ.d 
v (r) . Das Maximum des Ausdruckes cx - 1 x"' + x log r, x als veränder
lich, x > 0, und r als konstant betrachtet, wird für 

1 

(*) x = (-log r) 1 - " 

IX 

erreicht und ist = (cx - 1 - 1) x" = (cx -1_ 1) ( -logr) 1 - ·~. Fällt also 
der Wert (*) ganzzahlig = n aus, so ist das nte Glied = e<"'- 1 -I)n" und 
ist Maximalglied [zweiter Beweis der Behauptung betreffend v (r)] und 
der für Jl (r) angegebene Wert ist genau richtig (sonst etwas zu groß); 
daß er asymptotisch richtig ist, folgt aus 

e<" -1-1) (n+1)" 

lim 1 =1. 
n~oo e<" -1)n"' 

45. Man setze -logr = 1: und vergleiche die fragliche Reihe mit 
dem Integral 

]ea-'z" -rz dx""" -v1 ~ cx 7:- 2(1~<>)-1 exp (~--:-~ T -1 ~") [II 208]. 
0 
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Der Übergang von der Reihe zum Integral führt zu einem Fehler von 
der Größenordnung des Maximalgliedes der Reihe [ vgl. II 8] ; das V er-

"' hältnis desselben zum Integral ist von der Ordnung yZ(l-a)+l [44]: hier-
durch ist der Übergang gerechtfertigt. 

46. Die Kurve y = iX x log x ist von unten gesehen konvex, da 

y'' = ~ > 0 . Das Maximum von - iX x log x + x log r wird bei veränder-
x 

liebem x, x>O, und festem r für iX(1 +logx) =logr erreicht. Fällt 
der betreffende Wert x ganzzahlig = n aus, so ist das nte Glied Maxi
malglied. Ist der betreffende Wert x = n + t, 0 < t < 1 , so ist 

r = ( e (n + t) )"', n n"' yn = en"' ( 1 + t n - 1)"" "'' e"'(n+t) = exp (iX e -1 r ~) ; 

[43]. 

47. [46, 45, II 209.] 
48. Es genügt, die fragliche Reihe an einer einzigen Stelle, z. B. 

"' 
für z=O zu untersuchen [III 251]. Man setze g(z) = ~a~zn, dann 

n. 00 

handelt es sich um ~an. Es ist 
n=O 

n=O 

M(r) I an I < n! ----yn- . 

a) Es sei l<1, d.h. M(r)<AeU+slr, A>O, s>O, l+s<1. 

Für r = __ "!.___ __ ergibt sich I an I< An! (ne)n(l + s)n, also [I 69] ~an 
l + E n=O 

konvergent.- Man findet den benutzten günstigsten Wert von r, indem 
man die Funktion An! r-ne(l+e)r nach r differentiiert und zum Minimum 
macht. 

b) Es sei l > 1, dann kann ~an niemals konvergieren; sonst 
n=O 

wärelani<K, also lf(zJI<Kelzl, Widerspruch zu l>1. 
00 

c) Wenn l = 1, so kann~ an konvergieren und divergieren. Man 
n=O 

n oo 

wähle z. B. an so, daß an> 0, lim (a: = 1 , ~an konvergiert. Dann ist 
n+oo n=O 

a 
l :=::; 1 [b)], ferner M (r) > ~ rn bei beliebigem n. Fürn = lr] erhält man, 

n. 
daß l ~ 1 , d. h. l = 1 . Man wähle andererseits an so, daß lim an= 0, 

oo n---)o-oo 

~an divergiert. Dann ist l~-1 [b)], ferner l~~1 [a)], also l= 1. 
n=O 
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49. N (r) ist die Anzahl der Gitterpunkte im Kreise I z I < r. -
w1 = 1, w2 = i; weil zugleich mit w auch iw alle Perioden durchläuft, 

(*) a(iu) = ia(u); 

a (u + 1) = -e'1•<uH>a(u), a(u + i) = -e'1•<uHil a (u). 

Man ersetze in der ersten Gleichung u durch i u - 1 und multipliziere 
die so entstandene mit der zweiten; es wird 

a (i u) a (u + i) = e<'l• i+'l,luH < -•11H•12l a [i (u + i)] a (u). 

Hieraus folgt wegen (*) und 'Y) 1 w2 -- 172 w1 = 2 n i nacheinander 

und für beliebige ganze Zahlen m1 , m2 

Beschränkt man u auf das den Punkt u = 0 umschließende Perioden
parallelogramm, ~' + 0, setzt man z = u + m1 + i m2 und läßt mi + ~ 
ins Unendliche wachsen, so wird 

log I a (z) I "'~ I z 12. 
2 

smyz 
50. Um {t (r) für - yz'-- auszuwerten, bemerke man, daß, wenn 

das ganzzahlige n dem unendlich wachsenden r durch die doppelte 
Ungleichung 

(*) 

zugeordnet und yr- = 2 n + t gesetzt wird, t beschränkt bleibt. Im In
tervall (*) ist nach 3 

yr 2 n y;2n 
ft(r) = ""' -----'---

(2n + 1) · (2n)! 2n · #n {2n)2nH e-2n 

( 1 • ,.-
p r) "' --=c r-· e···· ' 

f2n 
log fl (r) ""' (r . 
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[ sin !z cos z (cos z) 2 

I Vz 
&+i ez 

I 
a(z) 

rn 

I 
,-,;2 " :Jt 

- - - - :Jt - -
Qn 4 2 2 

N(r) ! 2 2 2 1 

;H- I - - - - 0 -
;;r :Jt :Jt ::c 

N (r) 
I 

1 2 2 1 
--- - -- - - 0 2 
log M(r) :JC ::c " ::c 

v (r) 

I 

1 
- 1 1 1 1 -

log ,0_;:) 2 

M(r) I 1 1 1 - - 1 1 -
V2 n log ft (r) fl (r) i 2 2 2 ! 

log N(r) I 1 ! 

I 
-- 1 1 1 - I 2 

logr 2 I I 

Die an dieser Tabelle beobachtbaren Zusammenhänge werden zum Teil 

durch die nachfolgenden Sätze aufgeklärt. 
log log ,u (r) , 

51. ft (r) < M (r) [Definition]. Wenn lim sup - A 
logr - ' 

A. endlich, A. < ß, so ist für genügend großes (} r-+oo 

1 

folglich [Lösung 48, a) J, e = (; Y gewählt, für genügend großes n, 

Setzen wir 2 e ß = k , so ist 1) 

krß oo oo n 

M(r) <Li an\ yn + L ianl yn < (krß + 1) ft(Y) + L2-7i. 
n=O n=krß +1 n=k rß 

52. [51, 35, II 149, I 113.] 

1) Sowohl für ganze wie für nicht ganze a und b , a < b, ist im vor
b 

liegenden Kapitel unter ~ cn 

zu verstehen. 

n=a 

[b] 

~ Cn = C[a] + C[aJ+l + • • • + C[b]-l + C[b] 
n=[a] 

P 61 y a - S z e g ö , Aufgaben und Lehrsätze li. 12 
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53. Ist l die Ordnung, e > 0, so ist gemäß Lösung 51 für ge
nügend großes r 

krÄ+• oo kr.l+e oo n 
r f' (r) = (~ + ~) nanrn < kr.l+e ~ anrn + ~ n • 2-71 < kr.l+•j(r) + 1/, 

n=1 n=krÄ+'+1 n=O n=kr.!+e+1 

k, k' Konstanten, und hieraus 

1. log (r f' (r) f(r) - 1) , + 
1msup 1 ::;;;A e, 
r~ oo ogr 

e beliebig nahe an Null. Ist andererseits für r>r0 , rf'(r)f(r)- 1 <rfl, 
so folgt durch Integration 

rß 
Iogf(r) < 7f + C 

für r > r 0 , C eine Konstante. 
54. Es ist, wenn die Ordnung l und e > 0 ist, für genügend gro

ßes r [Lösung 51] 
p, (r) < M(r) < krJ.+• p, (r). 

55. Es sei a so gewählt, daß a (l- 1) > 1. Für genügend große 
t ist M(t) > t" [10], also 

/t(t) M(t) -z < M(t)t-z < t- u(t-1> • 

Bezüglich l = 1 vgl. man den Spezialfall f (z) = ez . Das Integral in 
III 156 divergiert in diesem Falle. 

56. [A. Wiman, a. a. 0. 1.] Es gibt zu jedem e > 0 Potenzreihen 
1 + b1 r + b2 r 2 + · · · + bn rn + · · · mit endlichem Konvergenzradius und 
positiven Koeffizienten bn. so beschaffen, daß, mit n den Zentralindex 
bezeichnet, 

sobald die positive Veränderliche y der Konvergenzgrenze genügend 
00 

nahe ist [45]. Für eine ganze Funktion ~ anzn (es sei a0 = 1 an-
n=O 

genommen) gilt an einer Stelle r, zu der y im Sinne von I 122 zu-
geordnet ist, 

I ap I yP -- bv yv 
I an I rn ~ bn yn 

für v=0,1,2, ... , 

also insbesondere für v = 0, bn yn < I an I rn ; an einer derartigen Stelle r 
gilt die zu beweisende Ungleichung. Die Annahme a0 = 1 schädigt die 
Allgemeinheit nicht. 
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1 
57. [A. Wiman, a. a. 0. 1.] Es sei Je< (1 < }, + 13 = ·- Dann ist 

1X 
[52] für genügend großes n, logn < ß log l2n• also 

1 
--r< 

l2n • n- n "' ( n - 1) (n- 1)"' = l2n e - IX n-"' > n Jl e- IX ->- oo . 

Die Behauptung folgt jetzt ähnlicp aus I 118 und 47, wie 56 aus 

I 122 und 45. 
58. Es sei 

. logN(r) . logn 
hm sup- ·-- · ~~ hm sup -- = A 

r-+oo logr n-+oo logrn 
[Il 149]; 

dann ist Je:;;:::; 1. Nach 51, 36 ist klar, daß die Ordnung > A ist. Daß 
sie .,s;;: A ist, zeigt man folgendermaßen: Es ist 

Wenn Je= 1 ist, so wähle man nach Angabe einer positiven Zahl 13 die 

ganze Zahl N so, daß N > q, 2 + < 13. Dann ist 
n=N+l n 

N rr( r) . loglogM(r) 
M(r) < I c I rq 1 +- · eer, hm sup 1 ·- .,s;;: 1. 

n=q+l rn r-+oo ogr 

Wenn A < 1 ist, so wähle man die positive Zahl 'YJ so klein, daß 

A + 'Y} < 1 ist; es ist [I 113] für genügend große n: _!_ < - 1-1 - . Auf 
00 rn n.l+iJ 

den Logarithmus der Funktion rr (1 + \ ) ist II 37 anzuwenden. 
n=l n"+n 

59. [Für 59-63 vgl. auchG.P6lya, Math. Ann. Bd.88, 5.177-183. 
1923.] Es sei f (0) = 1 vorausgesetzt, auch in 60 bis 65, was keine Ein
schränkung ist. Es ist [31, II 159] 

1 

log11(r) 1 27 r j' _l. --- = -- log-= logx "dx. 
'V (r) 'V (r) l:!n 

l!n;2;r 0 

Beispiele in 13. 

60. Wie 59; man wende II 160 anstatt II 159 an. 

12* 
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62. Wie 61; man wende II 161 anstatt II 159 an: 

logM(r) 1 ~ ( r) 
-N(Y}- ~ N(r) 61_ log 1 + Yn · 

63. Nach 32 ist 
1 

logM(r) 1 ·"" r J _ _1_ 
lim sup --- > lim sup -- ....:::... log-> log x ;. d x 
r~oo N(r) - r~oo N(r) < Yn --

rn'"---= r 0 

[II 160] . 

64. Es ist nach III 121 

Nach II 159 ist 

Für Polynome bleibt 2: r~ beschränkt. 
'fn~'l' 

65. Wie 64; man wende II 160 anstatt II 159 an. 
00 

66. I (z) = 2: an zn gesetzt, ist [III 122, III 130] 
n=O 

00 

i1J( (r) = L: j an j2 y2n' 
n=O 

Man setze g (z) = 2 ~ ~~~ z2 n+2 ; g (z) hat dieselbe Ordnung }. wie 
n=O 

I (z), da 

~.:_[# (r)J.: < g (r) < y2 [M (r)J2 
J' (r) + 1 

[35, 51] ; es ist 53 anzuwenden auf 

i1J( (r) r g' (r) 
m (r) 2g(r) · 

67. 1. 

sobald r> r0 , wo r0 von n frei ist. Die rechte Seite erreicht ihr Minimum 
n 1 

(GX!eY für r= (:br~. 
2. Wir führen den Beweis für beliebiges positives k und für 

hinreichend kleines s. (Dies genügt!) Nach Voraussetzung ist 

(*) 
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für genügend großes r. Hieraus und aus [III 122] 

folgt [II 80] 

(**) 

I ao 12 +I al !2r2 +I a212r4 + ... < [M(r)]2 

m m m 
(LI a,. I r")2 <L 1 LI a,. 12r2"< me2a !l+•'lr"', 
n=1 n=1 n=1 

m 
LI an I nie r" < mlc+t ea (1+•'> •"'. 
n=1 

Man setze zur Abkürzung 

181 

Es folgt aus dieser Definition und aus (**) für genügend großes r, 
wenn (6xar"')k+l<exp[a(t: 3-e4)r"'], daß 

man könnte die Summe links von irgendeiner unteren Grenze > 0 bis 
zu irgendeiner oberen Grenze< 6xar"' erstrecken. Daher können wir, 
was entscheidend ist, auf der rechten Seite und unter der Summe links 
r einmal durch r (1 -.4), das andere Mal durch r (1 + l) ersetzen 
(J. fest, 0 < J. < 1), ohne die Summationsgrenzen zu ändern. Es folgt 

(1 - Ä)"'ar"' (1-•l 2:'11 a,. lnk r" < ea (l+•'l (1-J.)"' r"' 

(1 + Ä)"'ar"' (l+•l Lu I a,. I nkrn < ea!l+•'l (1Hl"'r"'. 

Also ist, die (bisher nicht benutzte) erste Hälfte von (*) herangezogen, 

[M(r)] -l LII a,. I nkrn < exp [- a (1- e3) r"' + a (1 + e3) (1 - Ä)"' r"' 

- xar"'(1- e)log(1- J.)], 

[M(r)]-- 1LIII a,. I nkrn < exp [- a (1- e3) r"' + a (1 + e3) (1 + l)"'r"' 

- x ar"' (1 + e) log (1 + J.)]. 

Entwickelt nach wachsenden Potenzen von t: und l wird 

- (1 - t:3) + (1 + t:3) (1 =f Ä)"'- x (1 =f t:) log (1 =f J.) 

wenn man x J. = E setzt und E so klein wählt, daß die Entwicklung 
gestattet ist, und sogar so klein, daß das Vorzeichen durch das Glied 
mit niedrigster Potenz bestimmt wird. 
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Hiermit ist der Beweis, soweit es auf 1:1 und l:II ankommt, ge
führt. l:III spielt keine Rolle; denn sei e < 3 h < 3 , 3 a h = b e , dann 
ist auf Grund von 1. 

n 

~III I ~III (()(, b er"')~ nk I an rn < nk --
n 

lll k (3 (Xar"' )n ~III k = n ---h < n hn 
n ' 

was für r __.. oo, als Rest einer konvergenten Reihe, gegen 0 strebt. 
68. (1) vorausgesetzt, ist die Funktion von endlicher Ord

nung [51], und es folgt (2) [54]; es muß auch (3) richtig sein: denn 
würde sich v (r) für beliebig große Werte von r außerhalb der Schranken 
(Xar"'(1- e) und (Xar"'(1 + e) befinden, so müßte für diese Werte 
auch log,u(r) <logM(r)- CJr"' sein [67], im Widerspruch zu {2). 

{2) vorausgesetzt, ist die Funktion von endlicher Ordnung C51], 
und es folgt ( 1) [54]. 

(3) vorausgesetzt, nehme man (keine wesentliche Beschränkung!) 
a0 =f 0 an und folgere (2) mit Hilfe von 33. 

69. 1. an ist abnehmend. Wenn 0 < e < 1 und 

m - 1 < (X ar"' ( 1 - e) < m < n < ()(, ar"' ( 1 + e) < n + 1 , 

dann ist gemäß 67 2. für genügend großes r 
n 

0 < f (r) - 2:, a,. r" < e / (r) , 
t•=m 

a".r" • 2e(Xar" > f(r) (1 -- e), a,.r111 • 2e(Xar"'< f(r) (1 + e). 

Hieraus folgt, wenn man logr"" ~ logm""' !-logn und m_ ""'_n_ 
beachtet, ()(, ()(, 1 - e 1 + E 

. . f log a111 __ 1 1 + e hmm ·-----~---
m ~ = m log m --- ()(, 1 - e ' 

. log a,. ~ 1 1 - e 
hmsup--~cc,----. 
n~oo nlogn- ()(, 1 + e 

al a2 aa 2. Ist -- >->- > .. · so wird anr" für einen geeigneten 
ao -al -a2 --

Wert von r Maximalglied [43]. Hieraus folgt, daß wir in dem zu 

2:. 2:. 1 1 
untersuchenden Ausdruck, nämlich in logn"' a:: = -logn +-log an, 

()(, n 

die Zahl n durch v (r) ersetzen dürfen. Da ay <r> r" <•i = ,u (r) ist, hat 
man nach 68 

1 1 1 v (r) log ,u (r) 1 1 
-logv(r) + --logaycr> =-log-+ -------log<X-a +-. 
(X 1' (r) · (X rrx y (r) <X ()(, 
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00 00 

70. Sowohl in~ nk anrn als auch in~ anrn überwiegt das Zentrum 
n=l n=O 

der Reihe, d. h. dieSumme der Glieder, deren Indexzwischen (!l,ar01 (1- e) 
und .x ar" (1 + e) fällt. [67.] 

71. Spezialfall von 70: k = 1. Ohne Regularitätsvoraussetzung 
gilt 53. 

72. Aus I 94 und 70: 

00 00 

~anrn ~nkbnrn 
= _ _n_=_l __ • ~n_=.:_1 _ 

00 00 00 

(ß brß)lc~ bnrn ~ nk bn yn (ß b rP)k~ bn yn 
n=O n=l n=O 

73. Ersetzt man r durch yr, so kommt man auf 72 zurück: 

1 1 
a =----

n n!n!22n' 

b = 1, 

,;- eYi 
f (r) = cos i r r""' - , 

2 

1 
k=--2 • 

Es ist nämlich nach Stirling [II 205, auch II 202] 

2n 

74. w = e 1 gesetzt, ist 

1 

für x -4- + oo. Man setzt x = lr T. - Es ist [II 31] 

1 
a (a + 1) (a + 2) · · . (a + n - 1) ""' - na -1 n I 

T(a) ·' 

folglich 

P_',-(1__,___)_P-'c(2__,___)_:__._ • ___ ._P___2_(n_,_) (nl)! T(b1) T(b2) ... T(bq} ( )l;ll~ LI l+l 
~ --'-"> 2.n n+2 
Q (1) Q (2) ... Q (n) tnl T(a1) r(a2) ••• T(ap) 

mit Anwendung der Stirlingscben Formel. Jetzt ist 72 heranzu
ziehen. 
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75. Auf Grund der Rechnungen in Lösung 74, der Stirlingschen 
Formel und I 94 erhält man 

+~oo P(1) P(2) ... P(n) 
1 ~ 

n=1 Q (1)Q (2) ... Q (n) 

Ersetzt man die letzte Reihe durch das Integral 

oo ( 1 )lz ( 1 )"' l -- l 00 l -
( A+ 2- er 1 _ - 2 -.1-f 2 +.1+1 elrl dx 

X - dx-l X --- -
1 X X X 

l 

und dieses auf Grund von II 207 durch 

so erhält man die gewünschte Formel. Der Übergang von der Reihe 
zum Integral führt zu einem Fehler von der Größenordnung des 

( 1 )l"' 
Maximalgliedes der Reihe [vgl. II 8]; das Maximum von erl x- 1 

1 

bei gegebenem r ist e1•T, das Maximalglied ist von der. Ordnung 
2L1+l ~ 1 

r -2r e1• 1 , also sein Verhältnis zu dem Integral von der Ordnung r- :s-t : 
hierdurch ist der Übergang gerechtfertigt. [45, 47.] 

76. Indem wir, wenn nötig, endlich viele Koeffizienten ändern, 
nehmen wir a0 = 1, a~ > an_ 1 an+ 1 für n = 1, 2, 3, ... an. Dann ist 

[43, 31] f!n = a:- 1 und 
n 

lim n log f2n+ 1 = lim n log l1 + ( a;, - 1)] = ! . 
n ~oo f!n n ~oo an-1 an+1 A 

1. 

log e1 + log R! + log e3 + · · · + log __g,.__ 
log f!n f21 f22 f!n-1 1 
--""' ----+-

log n 1 + ~ + ~ + ... + ~ l 
2 3 n [I 70; 52j. 

• yn 
2. Wenn f!n-:::; r < f2n+ 1 , so 1st Y (r) = n, f-l (r) = [25, 

f21 f22 · · · f!n 

31] und 
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(n- 1) log ...2!<_ + (n- 2) log l!n-1_ + · · · + 1log 122 

log fl J!l = lo . !__ + l!n- 1 l!n - 2 1!1 

YW g~ n 

1 =0+--;
A. 

3. Es sei l!n ~ r < l!n+v l > 0 (l < 0 ähnlich); dann ist 

[I 67]. 

an+l yn+l rl r (l 1 l!n+2 
log = log = llog- - - 1) og -- - · · · 

an yn l!n+1 !!n+2 ... l!n+l l!n+1 l!n+1 

l!n+l (l- 1) + (l- 2) + · · · + 1 1 x 2 
- log--= 0 - ·--;;-'"'" - - · 

l!n+l- 1 n A. 21 

Die Rechtecksumme ist = - M (r) "' M (r) , die Fläche ist 
!l (r)liY (r) !l (r) ylog !l (r) 

=f2nl; vgl. 57. 

77. Da die Ableitung einer in einem Gebiete schlichten Funktion 
daselbst überall von 0 verschieden ist, liegen sämtliche Nullstellen des 
Polynoms 

außerhalb des Einheitskreises. Der Betrag ihres Produktes ist also > 1. 

78. Es seien z1 und z2 beliebig im Einheitskreis I z 1 < 1 und 
w1 =I (z1), w2 =I (z2) gesetzt. Ist cp [/ (z1)] = cp [I (z2)], d. h. cp (w1) = cp (w2), 

dann muß w1 = w2 , also z1 = z2 sein. 

79. cp (z) ist jedenfalls regulär im Einheitskreis I z I< 1, weil da-

selbst tJ:2
) regulär und von 0 verschieden ist. Außerdem ist cp (z) eine 

·z 
ungerade Funktion, cp (- z) = - cp (z). Es seien nun z1 und z2 beliebig im 

Einheitskreis I z I < 1, und es sei cp (z1) = cp (z2) • Dann ist I (z i) = I (z ~) , 
also zr = z~ . Die Möglichkeit z1 = - z2 t 0 fällt fort, weil dann 
cp (z1) = - cp (z2) t 0 wäre. 

80. [cp (z)] 2 ist eine gerade Funktion, d. h. eine Funktion von 

z2 = C; es sei [ rp (z)] 2 =I (C). Sind C1 und C2 zwei Zahlen, J C1 1 < 1, 

I C2 1 < 1, für welche I (C1) = f (C2), dann wähle man z1 und z2 so, daß 

zr = C1 , z~ = C2 ist. Dann ist [cp(z1)] 2 = [cp(z2)] 2 , q;(z1) = ±cp(z~) 

= cp (± z2), also z1 = ±z2 , C1 = C2 . 

81. Wir nehmen an, daß der gemeinsame Mittelpunkt von Si' 
und f der Punkt z = 0, der Radius von Si' gleich R und der von f 
gleich r ist, r < R, endlich daß die Abbildung durch die Funktion 
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w = f(z) = a0 + a1 Z + a2z2 + · · · + a"zn + · · · vermittelt wird. Es ist 
[III 124] 

00 = 
1®1 =nl:nlani2R2", 

n=l 
lgl=n_2'nlanl2r2n, IS!'I=nR2 , lfl=nr2, 

n=l 

= >o. 
Y.nla 12r2n-2 
~ n, 
n=l 

Das Zeichen = ist nur dann richtig, wenn a2 = a3 = a4 = . · · = 0 . 
Der benutzte Ausdruck für @ ist in III 124 nicht enthalten, da dort 
vorausgesetzt wurde, daß die Abbildungsfunktion am Rande von Sl' 
regulär ist. Man kann aber durch Grenzübergang zeigen, daß diese 
Formel allgemein den sogenannten inneren Inhalt von @ darstellt. Bei 
Benutzung irgendeines anderen Inhaltsbegriffes wäre der Satz a for
tiori richtig. 

82. l(~l=n(la1 1 2R2 +2Ia2 12 R4 +3!a3 [ 2R6 + ··· +nlani2R2n+ ···) 
> n I a1 12 R2 = n a2 R2 • · Bezeichnungen und weitere Überlegungen wie 
in 81. · 

83. Wir betrachten den Kreisring 0 < r < I z [ < R, die Abbildung 
= 

sei durch die Funktion w = _2' anzn vermittelt. Die Bilder sämtlicher 
n=-oo 

Kreislinien I z I = konst. werden zu gleicher Zeit mit diesen in posi
tivem Sinne umfahren [III 190] und enthalten g im Innern [Lösung 
III 188]. Aus 127 schließt man (die Flächen sind positiv!) 

n= --oo n= -oo 

unter I@ I den inneren, unter I g I den äußeren Inhalt verstanden 
[Lösung 81; für andere Inhaltsdefinitionen gilt die zu beweisende 
Ungleichung um so mehr]. Den Fall I g I = 0 beiseite gelassen, gilt 

weil n (R2n- 2- r2n- 2) > 0 ist für ganzzahlige n, mit Ausnahme von 0 
und 1. 

84. Der Mittelpunkt des fraglichen Kreises sei z = 0 und die Ab
bildung durch die Funktion w = f (z) = a1 z + a2 z2 + · · · + an zn + · · · 
vermittelt. 1. Es sei angenommen, daß I (z) am Kreisrand stetig ist; 

da die Funktion I (z) im Innern des Kreises regulär und (wegen der 
z 
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Eineindeutigkeit der Abbildung) von 0 verschieden und am Rande 
von konstantem absolutem Betrage ist, ist sie eine Konstante [III 142, 
III 274]. 2. Ohne die einschränkende Annahme der Stetigkeit am 
Rande schließt man so: Nach 82 gilt im Mittelpunkt 

1 (~~)J = l/'(0) 12 <1. 

und da die Beziehung zwischen z und w wechselseitig ist, auch 

I (:~)J = l/'(~)[2< 1 • 
d.h.l/'(0)12 =1, also [82] f(z)=f'(o)z. 

85. Da die Beziehung zwischen den beiden Ringgebieten wechsel
seitig ist, gilt bei der Anwendung von 83 in der dortigen Ungleichung 
das Gleichheitszeichen; die Abbildung ist also eine Drehstreckung, die 
infolge des Zusammenfallens der äußeren Ränder eine Drehung !>ein muß. 
Die Voraussetzung betreffs des Umlaufssinnes ist wesentlich: die Ab
bildung des Kreisringes i < I z I < 2 auf den Kreisring l < I w I < 2 
mittels zw = 1 ist keine bloße Drehung. 

86. Angenommen, es gäbe zwei Abbildungen, so gehe man mit 
Hilfe der einen Abbildung vom Einheitskreis auf ® über, dann ver
mittels der inversen der anderen Abbildung von ® auf den Einheits
kreis zurück. Es resultiert hieraus eine Abbildung des Einheitskreises 
auf sich selbst mit Erhaltung des Mittelpunktes, die eine Drehung 
sein muß [84], und zwar die Drehung um den Winkel 0, da f (0) > 0. 
- Die bewiesene Behauptung gilt auch dann, wenn man anstatt der 
gestellten Bedingung f' (0) > 0 irgendeinen festen Arcus für t' (0) 
vorschreibt. 

87. Die Funktion w = f(z) bilde den Einheitskreis lzl < 1 schlicht 
auf sich selbst ab, f (0) = w0 , arc /' (Ö) = <X • Die lineare Funktion 

leistet dasselbe, ist also [86] mit f (z) identisch. Man setze 

88. [Bezüglich 88-96 vgl. P. Koebe, J. für Math. Bd. 145, 
S. 177-225, 1915; vgl. auch E. Lindelöf, Quatrieme congres des math. 
scandinaves a Stockholm, 1916, S. 59-75. Upsala: Almqvist & Wiek-

seils 1920.] Die Punkte z = a und z = ~ sind die Ausnahmepunkte 
l'l 
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(Verzweigungspunkte), denen nur je ein Punkt, nämlich w = fin- 1 

bzw. w = 1 entspricht. Durch Auflösung in bezug auf z ergibt sich 
l'an 

2 21J- 1 Va- (1 + Jaj)w 
Z = W1J ; 

1 + Iai- 2nfiw 

1J ist also so zu bestimmen, daß 1J ya > 0 wird. Eine gleichzeitige 
Änderung von ya und 1J in - fi und - 1J läßt die Beziehung on
geändert. 

89. Es ist I a I< 1 vorausgesetzt, d. h., daß @ nicht identisch mit 
I z I < 1 ist. Beide durch 88 bestimmte Bilder von z liegen im Einheits
kreis, wenn z darin liegt [III 5] und sind voneinander verschieden, 
wenn z =f a; das Bild von z = a, d. h. w = ftin- 1 [88] ist aber kein 
Punkt von @* oder @**, sondern gemeinsamer Randpunkt von beiden. 

90. Es ist jetzt a > 0, also fi > 0 gewählt, 1J = 1 . Die beiden 
Bildpunkte w* und w** von z sind Wurzeln der Gleichung 

(1 +a)w2 -2Va(1 +z)w+(1 +a)z=O. 

Liegt z auf dem Schlitz, d. h. ist z reell, a < z < 1 , so ist 
( 1 + a)2 z - ( 1 + z)2 a > 0, also w*, w** konjugiert komplex, und wegen 
w* w** = z ist I w* I = yz. Der dem Nullpunkt nächstgelegene Punkt 
im Bilde des Schlitzes ist also ya. Dieses ist der gesuchte nächst
gelegene Randpunkt; denn die Bilder der Randpunkte, die auf lzl = 1 
liegen, liegen auf I w I = 1 . Das Koebesche Bildgebiet des Schlitz
gebietes ist "mondsichelförmig"; dem Winkel von 360° um den End
punkt des Schlitzes im Schlitzgebiet entspricht ein Winkel von 180° 
im Koebeschen Bildgebiet. 

91. Sind die Bildpunkte w1 und w2 zwei er am Kreisrand I z I = a 
gelegenen Punkte z1 und z2 gleich weit vom Nullpunkt entfernt, d. h. 
liegen sie auf demselben Kreis I w I = konst., so folgt aus 

w 1 +a-2fiw 

z = 2 ya- (1 + a) w' 

I - I . 1+a-2 aw 
daß auch w1 und w2 auf demselben Kreis fi l' = konst . 

2 a- (1 + a) w 
liegen, d. h. Schnittpunkte dieser Kreise sind, also w2 zu w1 und z2 zu z1 

symmetrisch in bezug auf die reelle Achse liegt. Folglich variiert im 
Bild des Halbkreises Jzl = a, ~z>o der Abstand vom Nullpunkt 
monoton, wenn z von + a bis - a läuft, und zwar monoton abnehmend, 

wie aus der letzten Gleichung folgt. Es ist w = ya, das Bild von 
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z = + a, der entfernteste und w = A ( 1 - a - y2(1 + a2}) , das Bild 
1+a 

von z = - a, der nächste Randpunkt des Koebeschen Bildgebietes. 

92. Nach der Formel in Lösung 88 ist _z_ eine Funktion von w, 
w 

die den Kreis I w I < 1 auf sich selbst abbildet [III 5]. Das heißt, es ist 

für lwl<1: 1.:_1<1, lzl<lwl. 
W[ 

93. Die Kreisscheibe I z I< I a I, ganz 1m Gebiet @ enthalten, 
wird in ein Gebiet übergeführt, das eine Kreisscheibe vom Radius 
>I a I enthält [92]; daher ist I a1 1 > I a I· Man kann [91] auch direkt 
zeigen, daß 

94. Durchlaufen z, z1 , z2, ... ,Zn bzw. @, @1 , @2 , ••. ,®n, so ist 
nach Lösung 88 der Anfang der Reihenentwicklung 

und ähnlich 

also 

Da fn (z) 1m Kreise I z I< I a I regulär und daselbst I fn (z) I< 1 ist, 
so ist 

I t~ (o) II a I< 1. 

95. Gemäß 94 konvergiert das unendliche Produkt 

daher ist 

lim(1-l-va:l)=o. 
n+co 
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96. Da die Abbildung eineindeutig ist und der Punkt z = 0 m 
sich selbst abgebildet wird, sind die Funktionen 

Mz) f .. (z) 
' ... ' z z 

in ®regulär und von 0 verschieden; ihre Beträge nehmen in jedem 
Punkt z mit zunehmendem Index zu [92]. Also sind die Funktionen 

f1(z) 
VJ1 (z) = log-~- , 

z 
fn(z) 

VJn(Z) = log -1~(-)· , n-1 Z 
n = 2, 3, 4, ... 

in ® regulär und ihre Realteile positiv. Die Bestimmung der Loga
rithmen ist so zu wählen, daß VJn(O) reell ausfällt. Ferner ist im ganzen 
Gebiete® 

[III 278], also 

m V11 (z) + m V12 (z) + ... + m VJn (z) ~ - log 1 al . 
00 

Hieraus schließt man unmittelbar, daß der Realteil der Reihe ~Vln(z) 
n=l 

und in Anwendung von III 257, III 258 mit Rücksicht auf z = d, 
daß auch der Imaginärteil dieser Reihe konvergiert. - Ist I w I < 1, 
so wird der Wert w von fn(z) angenommen, sobald I an I> I w I; auf 
Grund von 95 folgt hieraus, daß f(z) = limfn(z) den Wert w auch 

n->-oo 

annimmt [III 201]. Daß f(z) schlicht ist, folgt aus der Schlichtheit 
von fn(z) [III 202]. 

97. Die normierte Abbildungsfunktion lautet [III 76] : 

Es ist 

98. 

z-a I (a; z) = (ea -I a Ia) -2----=-- • e- az 

limra = oo. 
a-->-oo 

99. Die Hilfsahbildung C = z6 • führt das gegebene Winkelgebiet 
n 

in die obere Halbebene ~ C > 0, den Punkt a in Co= aF. über. Die 
weitere Abbildung 
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bildet die obere Halbebene auf das Kreisinnere I w I < r a ab; hierbei 
ist ra aus der Gleichung 

zu bestimmen. Es ist, a = I a I ei" gesetzt, 0 < cx < /}0 , 

100. Es sei f(z) die zu dem Aufpunkt a gehörige normierte Ab
bildungsfunktion von @ und f.fJ (z') bedeute Ähnliches für a' und ®'; 
dann besitzt h -l f.fJ (h z + k) sämtliche charakteristischen Eigenschaften 
von f(z), folglich ist h- 1 i.p(hz+k) =f(z). -Ähnlich für den äußeren 
Radius. 

101. Wir können annehmen, daß es sich um die reelle Strecke 
- 2 < z < 2 handelt [1 00] ; die zu dem unendlich fernen Punkt als 
Aufpunkt gehörige normierte Abbildungsfunktion lautet dann [III 79] 

z + yz2 - 4 1 1 2 
w = f(z) = · = z--- ··- --- · · · 

2 z z3 z5 

Für.z=2cosß hat man w=ei{}, o<ß<2n, d.h.lwl=1, r=1. 

102. Bei der in 101 benutzten Abbildung geht die Ellipse mit den 
Brennpunkten - 2, 2 und der Achsensumme 4 R = l in die Kreislinie 

l I w I = R = 4 über [III 80] . 

103. ra = 2d. [III 6 oder Spezialfall von 99.] 

104. [100.] 

105. Die Abbildung '= z + .i_ führt das Äußere der fraglichen 
z 

Kurve in das Schlitzgebiet über, dessen Rand die reelle Strecke 
- (a2 + a21) ~ z < a1 + a; 1 ist. Hierbei ist der äußere Radius unver
ändert geblieben [104]; d. h. [101] 

(a1 + a2) (1 + a1 a2) 

4a1 a2 

106. ra = 2~ sin ~. Beim Beweis kann angenommen werden, 

daß es sich um den Streifen ISz I<~ handelt, D = n, daß ferner 

a = i (~ - d ). . Die Abbildung z' = /führt diesen Streifen in die 
2 . 

Halbebene ffiz' > 0, a in ie-id über [103, 104). 
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107. Definition. 1 
108. Die Transformation !; =- führt die Aufgabe wegen 107 

z 
auf 105 zurück: a1 = b1- 1 , a2 = b.; 1 gesetzt, erhält man 

4 bl l b~ l 4 bl b2 r -- -· = -·----· -- ---
0 - (b1 I+ b~ 1) (1 + b, 1bi 1) (bl + b2) (1 + blb2) . 

109. Durch die Abbildung !; = .z' =-z1 geht das Äußere von K m 
z -- z2 

den Winkelraum 

der Punkt z = cx:> in !; = 1 über. Für den inneren Radius r1 dieses 
Winkels in bezug auf !; = 1 gilt [100, 107] 

I Z2- z1l 
rl = -----:r-. 

Wegen 99 ist ferner 

2 (ß1 + 2n- ß2) . ß1 n 
r 1 = s1n 

n ß1 + 2n- ß2 

Es ist also 

-_ I Z2- z1l r-------
2 (2 - o) sin {}1 ... ' 

2-u 

Wenn ß1 + ß 2 = 2n, dann ist K "symmetrisch", i =I Z2 - z1 1 4~1 ; 

vgl. die Spezialfälle ß 1 = n [101], ß 1 = n [97]. 
2 

Für 1'}2 = ß1 ist K ein Kreisbogen, i = I z2 - ; 1 1 ; dieses Resultat 
4sin _! 

2 
erhält eine andere Form durch Einführung des Krümmungsradius e 
und des Zentriwinkels cp von K, nämlich r = e sin:. - Für ß 1 = ~, 

ß2 = n ergibt sich der äußere Radius einer Halbkreisscheibe vom 
- 2d 

Durchmesser d, r = ,;-
3 r3 · 

110. Die zu dem Aufpunkt a gehörige normierte Abbildungs
funktion lautet [III 76] 

f(z) f(a) 

f(a;z)=c r~- rb =erb f(z)-f(a) , 

1 _ f(a) f(z) rg- f(a) f(z) 

rb rb 
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. . .. (df(a;z)) crd(a) wobei die Konstante c gernaß d = 2 I/( ) l2 = 1 zu be-z 'z~a rb- a 
stimmen ist. Es ist r a = I c I· 

111. Die Abbildung C =..!._- 2 führt auf die längs des" Intervalls 
z 

- 2, 2 aufgeschlitzte C-Ebene. Daher ist die gesuchte Abbildungs
funktion 

c- vfi - 4 1 - 2 z -- V1 - 4z 
w=f(z)=--···-2--= 2z ' 

Nach 11 0 ist für reelles a 

(1 -I (a))2 
Ya= 1 +f(a) =1-4a. 

w 
---=Z. 
(1 + w) 2 

1 Es ist speziell r 0 = 1 . Wenn a das Intervall - oo , 4 durchläuft, dann 
nimmt ra monoton von oo bis 0 ab. 

112. Nach 110; lf'(a) I bleibt oberhalb einer festen positiven Zahl, 
wenn a sich von innen einem Punkt von L nähert. Gleichzeitig kon
vergiert I f (a) I gegen rb. 

113. Man ersetze in 110 b durch a und a durch a + e, wobei s 
ein beliebiger Vektor ist, dessen Betrag gegen 0 konvergiert. Wenn 
((s2)) eine Größe bezeichnet, die mindestens so rasch wie e2 gegen 0 geht, 
so ist lf' (a + s) I= 11 + 2c2 s + ((e2)) I= 1 + 2ffic2 s + ((c2)), also 

Ya+e = Ya (1- 2ffic2 e) + ((e2)), 

d. h. ffi c2 e > 0 für genügend kleine I c I , unabhängig von arc e . Hieraus 
schließt man, daß c2 = 0 . 

114. Die fraglichen Punkte liegen auf den Geraden 0 a = konst. [1 03.] 
115. Aus dem Ausdruck (*) der normierten Abbildungsfunktion 

auf S. 17 ergibt sich durch Inversion 

z - a = cp ( w) = w + c~ w2 + c~ w3 + ... , 
wobei cp (w) im Kreisinnern I w I < Ya schlicht ist und es auf @abbildet. 
Die Funktion fcp (wn) = w + c~' wi+n + c~' w2 +n + · · · ist dann schlicht 

1 

Im Kreis I w I< r~ [79] und führt diesen genau in @' über. 

116. Es ist [Lösung 115] 

P 6\ y a- S z e g ö , Aufgaben und Lehrsätze II. 

w 
---z=z, 

(1 + wn)n 

13 
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woraus leicht [110] 

r = (1-ll(aJ12) lü_a) ]'n-1 1_!_- [f(a)]_nl 
a I a 1 11 +[I (a)r 13 

folgt. Es ist speziell r 0 = 1 . Wenn a den Halbstrahl arc z = 2 n v 
•- n 

durchläuft, 0 -s::: I a I < i<t, dann beschreibt I (a) denjenigen Radius des 
Einheitskreises, der mit der positiven reellen Achse den Winkel 

2 n v einschließt. Der fragliche Grenzwert ist 0 für alle Werte von v . 
n 

117. Man wende 115 auf passende Weise aut das Schlitzgebiet 
an, dessen Rand die reelle Strecke - ß2 , cX2 ist. Letztere hat den 

cX2 + ß2 
äußeren Radius -- 4-- [101], also 

- "j/cX2 + ß2 
r=~-~ 

2 

118. Die Funktion qJ (z) = ~~;~ ist regulär in@, auch im Punkte 

z = a; es ist qJ (a) = 1. Es sei 0 < s < ra. Um jeden Randpunkt 
von @ kann man eine so kleine Umgebung angeben, daß für sämt
liche darin liegenden Punkte von @ 

I I (z) I > r a - E , 

d. h. 

I . M 
ffJ (z) I < ----

ra- c 

gilt. Es ist somit in@ [III 278] I ([J(Z) I , M, insbesondere 1 =I qJ(a) 1-s:: M. 
ra ra 

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn qJ (z) 1 , d. h. F (z) _ f (z) 
ist. 

119. Wenn 

I (z) = z - a + c2 (z - a) 2 + · · · + Cn (z - a)n + · · · 
die normierte Abbildungsfunktion ist, dann ist die mit den konjugiert 
komplexen Koeffizienten gebildete Funktion 

ebenfalls regulär in @. Es sei nämlich z0 ein beliebiger Punkt von @ 
und F 0 (z--a)=f(z), F 1 (z-a1), ••• , Fz-I(z-az-I), Fz(z-a1) 

die einzelnen Umbildungen, welche die Fortsetzung von f (z) bis zu 
dem Punkt z0 bewerkstelligen, a1 , a 2 , ... , a1_ 1 geeignete Punkte von 

@, a1 = z0 . Dann gelangt man von f(z) aus durch die Umbildungen 
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F0 (z- a) = 7 (z), F'1 (z- ar), ... , Fz-1 (z- az_ 1), Fz (z- az) zu dem 

Punkt a1 = z0 ; f (z) ist somit regulär in dem Spiegelbild von @ in bezug 

auf die reelle Achse, d. h. in @ selbst. Es ist ferner l (z) = f (z) , folg

lich I j{z) I< ra in @. Nach 118 hat man somit f (z) = / (z). 
120. -/ (- z) ist regulär in @, und es ist I -/ (- z) I < r a • Nach 

118 hat man somit -/(-z)=/(z). 
121. Wenn f (z) und /*(z) die zu dem Aufpunkt a gehörigen nor

mierten Abbildungsfunktionen von @ bzw. @* sind, dann ist [118] 

Ya =MaxI/ (z) I~~ MaxI/ (z) I~ MaxI/* (z) I= r!. 
(@) (@*) (@*) 

Beide Gleichheitszeichen können erreicht werden, jedoch nicht 
gleichzeitig. 

122. Aus 121 mit Beachtung von 97. 
123. [118, 121, 122.] 
124. [III 309.] 
125. [82.] 
126. III 126, vgl. auch Lösung 83. 
127. [G. P6lya, Deutsche Math.-Ver. Bd. 31, S. 111, Fußnote, 1922.] 

Den äußeren Inhalt des Innern von L mit I L le und den inneren Inhalt 
desselben Gebietes mit I L Ii bezeichnet, gilt [125, 126] 

n r~ ;;:; I L Ii < I L le ;;:; n r2 • 

128. Wenn f (z) die zu dem Nullpunkt als Aufpunkt gehörige nor

mierte Abbildungsfunktion ist, dann ist ~;;Jk regulär im Innern von 

L und = ak für z = 0. Ähnlich bei der zweiten Ungleichung. 
129. Es sei z = r; (C) eine Funktion, welche das Kreisinnere I CI <'1 

auf das Innere von L abbildet. Die Abbildung ist eineindeutig· und 
stetig für [C[;::;1 [S. 17J. Man wende III 233 auf /[tp(C)J an. 

130. :nz :ci 
eii- eD 

W== nz :n:i· 
eD- e D 

Die Länge des fraglichen Bogens ist = 2 n ( 1 - D - 1) ; sie nimmt stets 

zu, wenn D wächst. 
131. [K. Löwner.] Man kann annehmen, daß sowohl 0, wie auch 

der Mittelpunkt des Bildkreises der Nullpunkt ist; der Radius des letz
teren sei r. Wenn f1 (z) die Abbildungsfunktion von L 1 , 12 (z) die von L 2 

bezeichnet, dann ist 

l1 (z) F(z) = ······ 
/2 (z) 

13* 
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regulär und von 0 verschieden im lnnern von L1 • Es ist ferner auf 
den gemeinsamen Bögen von L1 und L2 

I /1 (z) I = I /2 (z) I = r, I F (z) I = 1 , 

während auf dem komplementären Teil von L1 

I /1 (z) I = r, J / 2 (z) I< r, I F (z) I> 1. 

Hieraus folgt I F (z) I> 1 im Innern von L1 • Derjenige reguläre Zweig 
von log F (z), der für z = 0 reell ist, erfüllt die Voraussetzungen von 129. 
Beim positiven Durchlaufen eines gemeinsamen Bogens von L1 und L 2 

ist also die Änderung von ~log F (z) = ~log /1 (z) - ~log /2 (z) negativ. 
132. Die innere Belegung eines isolierten Zylinderkondensators 

sei drahtförmig. Wird die äußere Belegung, ohne die Isolierung zu 
gefährden, so deformiert, daß die neue Querschnittsfläche die alte als 
einen Teil enthält, darüber an einigen Stellen hinausragt, an anderen 
nicht, so wird an diesen letzteren Stellen, wo also die Kondensator
wand unverrückt geblieben ist, die elektrische Dichte zunehmen -
was man auch durch physikalische Betrachtungen plausibel machen 
kann. 

133. :!:* ist einfach zusammenhängend (geschlossene, doppelpunkt
lose Kurven innerhalb :!:* gehören sowohl dem Innern von L1 wie 
auch dem von L 2 an). Man bilde auch :t* auf den Einheitskreis ab, 
und es sei wieder der Kreismittelpunkt das Bild von 0. Die folgende 
Tabelle betrifft die Gesamtlänge derjenigen Bögen, die bei der Ab
bildung I bzw. II bzw. 111 (Inneres von L1 bzw. von L2 bzw. :!:*) am 
Rande des Einheitskreises liegen als Bilder der 

I II 111 
sichtbaren Bögen von L 1 al ai 

verdeckten LI Tl 

sichtbaren L2 a2 a~ 

verdeckten L2 T2 

Es ist selbstverständlich 

a1 +-r1 =2:n:, a2 +T2 =2:n:, af+a€=2:n:. 

Es ist gemäß 131 

Folglich ist 
T2 = 2:n:- a2 <2:n:- a~ = a!<a1 , 

-r1 = 2:n:- a1 < 2:n: - a'j' = a2 < a2 • 

Nimmt man L2 als Kreis vom Mittelpunkt 0 an, so kann man das 
Resultat unpräzis aber anschaulich so ausdrücken: Bei Kreisabbildung 
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werden die dem Original des Kreismittelpunktes näherliegenden Teile 

der Randkurve mehr gedehnt als die fernerliegenden. 
134. Der Beweis sei unter der V örraussetzung geführt, daß der 

Rand von \B eine geschlossene, doppelpunktlose Kurve ist, die den 

Kreis I z - C I = e nur in endlich vielen Punkten schneidet. Aus \B 
entsteht nach Weglassen der Randkurve ein einfach zusammenhängendes 

Gebiet, dessen Durchschnitt mit der Kreisfläche I z- 'I< e einen ein

fach zusammenhängenden Teil :t hat, der 0 als inneren Punkt enthält 

[Lösung 133]. Es sei QY die Gesamtlänge der gemeinsamen Begren

zung von :t und des Kreises I z - C I < (!. Dann ist 

y+Q~2n. 

Bei Abbildung von :t auf den Einheitskreis I w I< 1 gehe 0 in den 

Kreismittelpunkt und die Gesamtheit der in eY mitgezählten Bögen 

in eine Gesamtheit von Kreisbögen von der Gesamtausdehnung t5 über. 

Gemäß 131 ist 
b:Sy. 

Man bestimme eine im Kreise I w I< 1 reguläre Funktion cp(w), die in 

inneren Punkten der in t5 mitgezählten Bögen der Gleichung 

fficp(w) =log A, 

in den inneren Punkten der übrigen Bögen des Kreises I w I= 1 der 

Gleichung 
ffi1p(w) =log a 

genügt [III 231]. Es ist 

2nfficp (0) = b log A + (2n - b) log a 

[III 118]. Man setze 
e'P<w> = c;JJ(w). 

Es wird 

( A)~ (A)r (A)zn-Q I c;JJ(O) 12"' = a2n a < a2n a :::::;; a2n a . 

Wird die in Rede stehende Abbildung von :t auf I w I < 1 durch die 

Funktion 
·tp(z) = w, VJ(C) = 0 

vermittelt, so ist <P [V' (z)] von 0 verschieden innerhalb :t und in allen 

Punkten des Randes von :t, mit Ausnahme von endlich vielen, dem 

Betrage nach nicht kleiner als f (z). Es folgt [III 335] 

I /(Cl I:::::: I<P[VJ(C)J I =I<P(o)!. 

Durch Umkehrung der Überlegung folgt ein Teil von 131, 133 aus 

III 276. Vgl. auch Lösung III 177. 
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135. fn (z) verschwindet nur für z = 0 (eineindeutige Abbildung). 
Durch Anwendung von III 278 auf die beiden in ®n regulären Funk
tionen z- 1/n(Z) und ;;fn(z)- 1 erhält man in ®n 

Es sei die positive Zahl En so bestimmt, daß 

I eiiXn- 1 [•n_ 1 . 
·-2-r -a-, 

I 

dann ist lim fn = 0. Man setze 
n~oo 

fn~z) (z ~ 1)"'= (/!n(z); 

es folgt I (/Jn{z) I< 1 für I z I< 1 [III 278]. Aus 

I z lll(z -1) l'n< I fn(z) I< I z I 
ergibt sich zunächst I fn (z) 1- 1 z I für n- oo im Kreisionern I z I < 1. 
Man beachte f~(O) > 0 und wende III 258 auf log Un(z)z- 1) an. 

136. [L. Bieberbach, Berl. Ber. 1916, S. 940-955; G. Faber, Münch. 
Ber. 1916, S. 39-42.] Aus III 126 folgt für jedes R > 1 

I h1 12 + ~I h2 12 + 3 I bal2 + ... < 1 
R2 R4 R6 ' 

also ist auch der nte Abschnitt < 1. Für R ~ 1 schließt man 

00 

Dies gilt für jeden Wert von n, d. h. Ln Ibn 12 :S: 1. Ist I b1 I = 1, 
n=l . eiß 

b1 = eiß, dann ist b2 = b3 = · · · = 0, d. h. g (z) = z + b0 + -- [III 79.] 
z 

137. [K. Löwner, Math. Zeitschr. Bd. 3, S. 69-72, 1919.] Durch 
Anwendung der Cauchyschen Ungleichung [II 80] folgt [136] 

lg'(z) I= 11-2z:~~~ :S:1 + 2 1fr:+l yn Ibn I~ 1 + 11 ~ lzl:n+2 
n=l n=l n-1 

1 

1 
1- --

1 z I~ 

Wenn g' (ee) = -~, Q > 1, I F: I= 1, dann muß -- bnt"+ 1 reell 
1-e ,-

und nichtnegativ, ferner rnl bn 1 = ;. ~.: 1 sein, wobei der von n freie 
e 
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00 

Faktor 2 sich aus der Gleichung L; n Ibn 12 = 1 bestimmen läßt. Es ist 

Diese Funktion ist schlicht für I z I > 1 , weil 

'1-ri 1/ l---+1 1 ~e QEZ-1 I 

für I z I > 1 , daher 

Die Umformung 

s [g (z) - boJ- (e- ~) =e c:__sz_(c_s_z ----"e) 
e ecz -1 

zeigt weiter, daß das Bild des Einheitskreises ein Kreisbogen vom 

Mittelpunkt b0 + e ( Q -- ~) und vom Radius e ist. 

138. Man beachte 120. 
139. [G. Faber, a. a. 0. 136.] Nach 79 ist 

~--2 i bo i bl - ~~ b~ lg(z) = z + -- + ----~ + · ·· z z1 

regulär und schlicht für I z I > 1, also [136] I i b0 I ;;;-::: 1 . Es ist nur dann 
-~-- cif! . e2iß I Ho I= 1, wenn yg(z2) = z + , (heell, d. h. g (z) = z + 2 e'~1 + --. z z 

140. [L. Bieberbach, a. a. 0. 136]. Mit h einen beliebigen Rand
punkt von ® bezeichnet, wende man 139 auf g (z) - h an. Der Null
punkt ist dann ein Randpunkt des Bildgebietes. Der konforme Schwer
punkt ist b0 - h , also I b0 - h I ~~ 2 . 

141. [Vgl. L. Bieberbach, Math. Ann. Bd. 77, S. 153-172, 1916.] Die 
untere Abschätzung von D folgt ähnlich wie in III 239, die obere 
Abschätzung aus 140 folgendermaßen: Wenn h1 und h2 zwei Rand
punkte von ® sind, dann ist 

142. Wenn d die Distanz der beiden Punkte, D den Durchmesser 
des verbindenden Kurvenstückes bezeichnet, dann ist [141] 

dsD:~4r. 
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143. [K.Löwner, a.a.0.137, S.74-75.] Esgenügt lg(e)\:;:;;;e+..!_ 

zu beweisen, e > 1. Entfernt man von @ die beiden Kurvenstück~, 
die darin den Strecken 1 < z < (} und - (} < z < - 1 vermöge der Ab
bildung g(z) = w entsprechen, so entsteht ein Gebiet @*. Schlitzt 
man das Kreisäußere I z I > 1 von 1 bis (} und von -1 bis - (} auf, so 

1 e+-
läßt sich das so entstandene Gebiet auf das Kreisäußere I!; I > __ e 

2 
abbilden [105] und hat [138] den konformen Schwerpunkt o. Auf die 

1 e+-
dabei entstehende Abbildung des Kreisäußeren 1?;1 > __ (!_auf@* wende 

2 
man 140 an. 

144. [G. Faber, Münch. Ber. 1920, S. 49-64.] Da g(z) - z für I z I> 1 
regulär ist, ferner sämtliche Randwerte von g (z) - z dem Betrage nach 
< 3 sind [140], so ist auch I g(z) - z I :s: 3, I z I > 1; III 280 liefert also 

I g (z) - z I :S: tT. Das Gleichheitszeichen kann, wenn überhaupt, nur 

für g (z) - z = e:et , IX reell, gelten, dann ist aber I g (z) - z I = g; es 

gilt also niemals. 
145. [K. Löwner.] Der äußere Radius r der in der Aufgabe ge

nannten Kurve ist größer als der einer Strecke von der Länge 2a [121] 
und kleiner als der einer sie enthaltenden Ellipse, deren Achsensumme 
gegen 4 konvergiert, wenn a---+2, 15---+0. Daraus folgt [101, 102], 
daß r---+1 für a---+2, 15---+0. Aus 119 folgt ferner, daß bei der frag
lichen Abbildung die beiden in z =- a an verschiedenen Ufern des 
Schlitzes gelegenen Randpunkte in z = + 1 und z = -1 übergehen, so 
daß der eine Randpunkt die Verschiebung 1 + a erfährt. Wenn a ---+ 2, 
dann kommt 1 + a beliebig nahe an 3 . 

146. [L. Bieberbach, a. a. 0. 136.] Es ist, C = ..!_ gesetzt, 
a2- a z 

g(!;)=[/(?;- 1)]- 1 =!;-a2 +y+ ... to für 1?;1>1; 139. Dann 
e2iet 

und nur dann ist I a2 1 = 2, wenn g (!;) = !; + 2 eiiX + -!;-, I (z) 
z 

= -( --. --)2 , IX reell. 
1 + etiX z 

147. [G. Faber, a. a. 0. 136, 144; L. Bieberbach, a. a. 0. 136. Der 
Satz findet sich, ohne Angabe der genauen Konstanten, bereits bei 
P. Koebe, Gött. Nachr. 1907, S.197-210.] Es sei R = 1. Die Funktion 

I (z) _ ( 1) 2 
1 - h I I (z) - z + a2 + h z + ... 
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ist schlicht für lzl<1, also [146] la2 +! 1<2, I! l-::::;;la2 1+2s4. 

[Diese Beweisvariante rührt von F. Hausdorfl her.] Das Zeichen = 
tritt nur für 

ein. 

z 
l(z) = ( . )2 , x reell, 

1 + e'"'z 

1 
148. Es sei 1;=-, g(t;) = [f(t;- 1)]- 1 [Lösung146]. Anwendung 

z 
von 140 auf g(t;) liefert für irgendeinen Randpunkt h 

Ia~+! ls2, I! l<la2 1 +2. [Vgl. auch Lösung 147.] 

149. [Vgl. G. Szegö, Deutsche Math.-Ver. Bd.31,S.42, 1922;Bd.32, 
5.45, 1923.] Es seienh1 undh2 zwei Randpunkte von@ mit arch1 - arch2 

l(z) . I 1 I R 
= n. Anwendung von 147 auf 1 _ h;1 I (z) hefert hi1 _ h;1 :::=:: 4, 

d. h. 

Nach dem Satz über das arithmetische und harmonische Mittel (li, S. 50) 
ist somit erst recht I h1 1 + I h2 1 > R. Wenn das Gleichheitszeichen 

eintritt, muß zunächst I h1 1 = I h2 1 = !!_, h1 = -h2 = !!_eir, ferner 
I (z) R2 z ll 2 . D' F k2' h . 

1 _ h1-1 I (z) = [R + ei "'z)2 , y, x ree sem. 1ese un twn at 1m 

Kreis lzl <R nur für z = Re-irx den Betrag R. Hieraus schließt 
R2 4 . 

man e- ;,. = -eir und l(z) = R2 + ;irxzi. [A. a. 0. steht nur Max (lh11, 
I h2 \) > R . Die Bemerkung, daß sogar I h1 1 + I h2 1 > R gilt, rührt von 
T. Rad6 her.] 

150. [Vgl. G. Pick, a. a. 0. 151; ferner L. Bieberbach, Math. Zeit
sehr. Bd. 4, S. 295-305, 1919; R. Nevanlinna, Översikt av Finska 
Vetenskaps-Soc. Förh. Bd. 62 (A), Nr. 7, 1919-1920.] Es sei I z0 I< 1; 
man wende 146 auf die im Einheitskreis I z I< 1 gleichfalls schlichte 
Funktion 

( z + Z0 ) IP (z) = A + BI - ---
1 + z0 z 

an. Die Konstanten A und B bestimme man aus den Bedingungen 
91 (0) = 0, 91' {0) = 1 . 
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151. [Betreffs 151, 152, 156, 157 vgl. P. Koebe, a. a. 0. 147; 
G. Plemelj, Verhandl. d. deutschen Naturforsch. Bd. 85, III, S. 163, 
1913; G. Pick, Leipz. Ber. Bd. 68, S. 58-64, 1916; G. Faber, 
L. Bieberbach, a. a. 0. 136; ferner T. H. Gronwall, C. R. Bd. 162, 
S. 249-252, 1916.] Es ist 

z 

1 I' ( ) ( I 12) j''(t" (z) 2 z ) og z + log 1 - z = ·- · - - ---- d z 
. f' (z) 1 - I z 12 , 
II 

wobei sich die Integration längs der geradlinigen Strecke von 0 bis z, 
I z I = r < 1, erstreckt; hieraus schließt man [150] 

r 

f. 4 1+r 
I log f' (z) + log ( 1 - I z 12) I < --2 d r = 2log- . 

. 1-r 1-r 
0 

Abspaltung des reellen Teiles ergibt 

1+r 1+r 
- 2log -1 - < log I f' (z) I + log ( 1 - r 2) :;:::; 2log -1 - , w. z. b. w. 

-r -r 

Abspaltung des imaginären Teiles ergibt außerdem 

1+r 
ISlogf'(z) I ;:;::2log--

1-r 

( Drehungssatz). Das Gleichheitszeichen kann niemals eintreten. [ L. Bieber
bach, a. a. 0: 150.] 

152. Aus l(z) = ]f'(z)dz folgt [151] 
II 

r 

f 1 +r r 
ll(z)ls -( ---~)3dr=(--)2 • 1-r 1-r 

. 0 

Die untere Abschätzung von I I (z) I beweisen wir auf zweierlei Art 
folgendermaßen: 

1. Wenn w der dem Nullpunkt nächstgelegene Punkt des 
Bildes der Kreislinie I z I= r ist, wenn ferner L jene Kurve der z-Ebene 
ist, welche der Verbindungsstrecke von 0 bis w entspricht, so folgt aus 
1 w I = f I t' (z) II a z 1 wegen 1 a z 1 ~ a r, daß 

L 
r r 

J" r· 1 -- r r Iw I> ll'(z) ldr> -- -- dr =~~-. 
- -. ( 1 + r)3 ( 1 + r)2 

0 0 

2. Man bilde das längs der reellen Strecke von r bis 1 aufgeschlitzte 
Kreisinnere I z I< 1 mittels einer Funktion z = g(C) =C + b2 C2 + bs C3 + ... 
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auf das Kreisinnere I Cl< (1 ~ r) 2 ab [108] und wende dann 147 auf den 

Randpunkt I (r) der Abbildung w =I [g (C)] an. 

153. [T. H. Gronwall, Nat. Acad. Proc. Bd. 6, S. 300-302, 1920; 

R. Nevanlinna, a. a. 0. 161, 5.17, Fußnote.] Man wende, C =_!_gesetzt, 
z 143 auf [f(C- 1)]- 1 + a2 an. 

154. [T. Rad6, Aufgabe; Deutsche Math.-Ver. Bd.32, 5.15, 1923.] 
Nach 80 ist f (z) = y g (z2), wo g (z) im Einheitskreis \ z I < 1 regulär 
und schlicht ist. Es ist also für I z I = r [152) 

155. Mit den Bezeichnungen von III 128 ist 

also, da I (0) = 0, 

J (e) < n (-e-)2 
1- (>2 

2n r 

/I I (r ei11) 12dfi< 4nf(1 _e e2)2 d e. 
0 0 

156. Nach dem Cauchyschen Satz ist 

l(n) (z) = -~); __}j52_ d C, 
2nz'f (C- z)"+l 

[154], 

wobei sich die Integration längs eines Kreises I c- z I= e' 0 < e < 1 -I z! 
= 1 - r erstreckt. Man hat, wenn unter Wn (r) die kleinste Funktion 
von der genannten Art verstanden wird, 

n! r+e 
w (r)<------

n e"(1-r-e)2" 

157. [L. Bieberbach, Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 161-162, Fußnote 5, 
1918.] Es ist 

also 

n-1 
Man setze hier e = -- · 

n +1 

w,.(O) 
Wn = -,-n. 

1 
(I) < - . ----- ... 

n e"-1 (1 - e)2' 

[156], 

O<e<L 



204 Funktionen einer komplexen Veränderlichen. 

158. Man ersetze in 155 I (z) durch Yl (z2) [80] und r durch fY. 
Es ergibt sich 

2n 2n 

_1 jll (re2i~) ld~ = _1 /II (reir) I d cp;;:;, _r_. 
2n 2n 1-r 

0 0 

159. [J. E. Littlewood. Vgl. Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 22, 
Heft 4, 1923.] Daß wn>n ist, folgt aus der Betrachtung der speziellen 

Funktion I (z) = ~( z -)2 = ~ nzn. Die obere Abschätzung von Wn er-
1- Z n=1 

gibt sich aus 
2n 

l anl~:;; _1_}.11(rei~) I d~ < -1(1 -) 2nrn rn- 1-r 
0 

b . .. . Whl n- 1 E. e1 gunstlgster a von r, r = --. s 1st 
n 

I an I< __ n:' __ = (1 + - 1-)n-l n < en 
(n - 1)n- 1 n -1 

160. [G. Pick, Wien. Ber. Bd. 126, S. 247-263, 1917.] 
hauptung bezüglich M folgt aus 122 oder aus III 280. Aus 

I (z) . 
[1+ ei" M-Ij(Z)]:i = z + (a2- 2e"" M-1) z2 + ... 

[158] 

[I 170]. 

Die Be-

schließt man weiter I a2 - 2 ei" M - 1 1 < 2 [146] . Durch günstigste Wahl 
von IX, IX= n + arc a2 folgt hieraus die behauptete Ungleichung. Das 
Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn 

I (z) z 
0 + i:Pz) 2 , 

ß reell. [1 + ei" M-1 1 (z)]2 

Dann erfüllen die Werte w = ei" M- 1 / (z) jenen Teil des Einheits

kreises, dem bei der Abbildung -( w -)2 = W [111] das Schlitzgebiet 
1 + w 1 

mit dem begrenzenden Halbstrahl arc W =IX- ß, 4 M ~I W I<+ oo 

entspricht. Daher muß IX= ß sein; dem Schlitzteil 4k- :s; W ;;=;,~- ent

spricht die Strecke 2M - 1 - 2 y M (lli=1j < w < 1 . Der äußerste 
Fall ist also dadurch gegeben, daß f (z) die schlichte Abbildung des 
Einheitskreises auf dasjenige Schlitzgebiet vermittelt, das aus dem 
Kreis vom Radius M durch Aufschlitzen längs der von einem belie
bigen Punkt der Peripherie unter einem rechten Winkel ins Innere ge-
richteten Strecke von der Länge 2MfM -=1. CVM -JIM-=1-) entsteht. 
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161. [R. Nevanlinna, Översikt av Finska Vetenskaps-Soc.·Förh. 
Bd. 63 (A), Nr. 6, 1920-1921.] Nach III 109 ist 

f' (z) 2 
zf(z) = 1 + y1 z+ y2 z + ·· · 

regulär für I z I < 1 und hat dort positiven Realteil. Es ist also [III 235] 

hieraus schließt man [I 63] 

l'(z) 1 + z . 
z f(z) ~1~' 

I an I< n, n = 2, 3, 4, .... 

Es kann nur dann I an I= n sein (und zwar dann für alle n), wenn 
f'(z) 1+eirxz 

z ----- = ---. - , <X reell. 
l(z) 1- e•rxz 

162. [T. H. Gronwall, a. a. 0. 151; K. Löwner, Leipz. Ber. Bd. 69, 
S. 89-106, 1917.] Wenn I (z) eine konvexe Abbildung vermittelt, ist 
das Bild bei der Abbildung w = z f'(z) sternförmig [III 110]. Es ist 
somit [161] 

. z 
zl'(z) ~ (1 _ z) 2 , d. h. I an I :S: 1, n = 2, 3, 4, .... 

Es ist dann und nur dann I an I= 1 (und zwar dann für alle n) wenn 

z f' (z) = -( _z -. -)-2 , I (z) = _z --;- , <X reell. 
1 - e•rx z 1 - e•rx z 

163. [Vgl. E. Study, Vorlesungen über ausgewählte Gegenstände 
der Geometrie, Heft 2. Leipzig: B. G. Teubner 1913. R. Nevanlinna, 
a. a. 0. 161.] Aus 150 schließt man für I z I< r 

00 f"(z) -4r+2r2 
LllZ > ' f' (z) 1 - r 2 · ' 

die rechte Seite ist > -1, wenn r die kleinere Wurzel der Gleichung 
r2 - 4r + 1 = 0 nicht übertrifft. [III 108.] 

iz · 

164. Mittels der Abbildung eiz +- ~ = ~ läßt sich die Frage auf 
e t 

III 297 zurückführen. Wenn I (z) nicht identisch verschwindet, so muß 
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konvergieren. Es ist ferner jedenfalls Yn- oo. Für positives, gegen 
Unendlich konvergierendes y ist aber 

l
ei(z+iy)_:_il (1 +e- 2Y-2e-Ysinx)i . 

1 - ----- = 1- - "'2e-Y srnx 
ei(z+iY)+i 1+e-2Y+2e-Ysinx · 

Auf ähnliche Weise ersetzt man das allgemeine Glied der obigen Reihe 
bei negativem y durch 2 eY sin x. 

165. Daß die Bedingung hinreicht, folgt aus dem allgemeinen 
Existenztheorem für lineare Differentialgleichungen. Andererseits ist 
sie notwendig. Denn es seien Uv u2, ••• , Un n linear unabhängige ganze 
Funktionen, die die gegebene Gleichung befriedigen. Aus den Glei
chungen 

- uytl = 11 (z) uy-ll + 12 (z) uy'- 2) + · · · + ln (z) ui, i = 1, 2, ..• , n 

lassen sich die Koeffizienten I~ (z) als Brüche berechnen, deren Zähler 
ganze Funktionen sind; der gemeinsame Nenner dieser Brüche ist die 
Wronskische Determinante von u1, u2, •• ·.• Un d. h. e-J!,(z)dz [VII,§ 5], 
also eine ganze Funktion, die keine Nullstellen hat. 

166. Für genügend kleine, von 0 verschiedene Werte von z gilt 

k k-1 1 2 
--- - ---

q;(z)=r-kz q+Y-k+Iz q +···+J'o+rtz!l+y2zq+···, 

1 

q > 0, q ganz, unter z!l einen bestimmten Zweig verstanden. Aus der 
Voraussetzung folgt zunächst, daß .IP (z) für z- 0 beschränkt bleibt, 
also r-k = Y-k+t = · · · = y_ 1 = 0. Ferner ist y0 = c0• Wäre q > 1 
und nicht sämtliche Koeffizienten y1, y2, ••• , Yq- 1 gleich 0, etwa 
Y1 = 1'2 = · · · = Ys- 1 = 0, Ys + 0, 1 < s < q- 1, so würde die Funktion 

8 

z -q_ (q; (z) - c0) 

dem Betrage nach größer sein als eine feste positive Zahl, wenn z- 0. 
Daraus könnte man 

l~m z-1 (q; (z) - c0) = oo 
z~O 

schließen: Widerspruch. Also ist Yt = y2 = · · · = /'q-t = 0. Weiter ist 
yq = c11 dann wieder y!l+ 1 = y!l+ 2 • • • = y2q-t = 0 usw. 

167. Wenn die Funktionf(z) im halboffenen Ringgebiet R< izl < oo 
regulär und eindeutig ist, dann können sich ihre daselbst befindlichen 
Nullstellen nur im Unendlichen häufen. Man kann somit eine ganze 
Funktion g (z) konstruieren, die in diesem Gebiet dieselben Nullstellen 

wie I (z) besitzt. Dann ist die Funktion log~~~ regulär, aber nicht not

wendigerweise eindeutig für R ~.:::I z j < oo; ihr Realteil ist eindeutig, ihr 
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Imaginärteil ändert sich beim positiven Durchlaufen der Kreislinie 
i z I = r, r > R um 2 n im, wo m eine von r unabhängige ganze Zahl ist 
[III 190, a = 0]. Daher id 

f (z) log - -- - m log z 
g(z) 

eindeutig und regulär für R-::;: I z 1 < oo und daselbst durch eine Laurent-
sche Reihe darstellbar: · 

f(z) = -1 

log g(Z)- mlogz =;;knzn = y (z) ~~~zn = y (z) + 1p (z), 

wo y (z) eine ganze Funktion ist und die Reihe 1p (z) für I z I > R kon
vergiert. Man kann zm g (z) er (zl = z-P G (z) setzen. - Ist f (z) nur im 
offenen Ringgebiet R < I z I < oo als regulär vorausgesetzt, dann können 
sich ihre Nullstellen auch gegen den Kreisrand I z I = R häufen. 

168. Man setze e-iz = w, also eY =I w I· Wegen der Periodizität 
von f (z) ist f (i log w) = F (w) eine eindeutige Funktion von w, die nur 
endlich viele Nullstellen und Pole im Ringgebiet 0 < i w I< oo besitzt. 
Man kann also zwei Polynome P (w), Q (w) und eine für 0 < I w I < oo 

konvergente Potenzreihe 2!: Cn wn = 1jJ (w) bestimmen [Lösung 167]' so 
daß daselbst n= -= 

P(w) 
f(w) = ------e'l'(w) 

Q(w) 

gilt. Man bezeichne mit A(r) das Ma,.imum von ffi1p(w) am Kreisrand 
w I = r und mit w0 den Punkt, in dem A (r) erreicht wird. Es ist 

log M(y) -log I P(w0) I+ log I Q(w0) I~ A (r). 

Aus der Voraussetzung folgt ferner, daß eine Zahl fJ existiert, o < 8 < 1, 
so daß 

log M (y) < elllyl - {I w le - lwl-r!, 

je nachdem I w I> 1 oder I w I< 1 ist. Hieraus schließt man, daß A (r) r- 0 

für r > 1 und A (r) r0 für r < 1 beschränkt ist. Nach Lösung III 237 
folgt also VJ(w) = konst. 

169. [H. A. Schwarz; nach mündlicher Überlieferung.] Es sei 

f(z) = a0 + a 1 z + a2 z2 + · · · + an zn + · · · 
regulär und nicht konstant in einem Kreis I z I< e um den Nullpunkt, 
dann ist daselbst auch 

F(z) = a0 + a1 z + a 2 z2 + · · · + anzn + · · · 
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regulär und nicht konstant, ferner ist für reelle Werte von x und y, 

x2 + Y2 < rl, 
00 00 

q;(x,y) = l(x + iy) F(x- iy) = ~ ~ akäl(x + iy)k (x- iy)1• 
k=Ol=O 

Diese Reihe konvergiert auch für komplexe x und y von genügend 
kleinem Absolutwert. Da sie eine algebraische Funktion von x und y 
darstellt, gilt identisch in x und y 

n n 
~ l/J" (x, y) [q; (x, y)]" = ~ l/J" (x, y) [f (x + iy) F (x- iy)]" = 0, 

1'=0 1'=0 

wobei f/J" (x, y) Polynome in x und y sind, lPn (x, y) $ 0. Wir können 
annehmen, daß lPn (0, 0) =!= 0 ist, sonst hätten wir von vornherein 
I (z- a) anstatt I (z) mit passendem a betrachten können. 

Es sei die Variable C auf den Einheitskreis eingeschränkt und die 
Konstante t folgendermaßen gewählt: 

1. t f 0; 
2. die betrachtete Potenzreihe von q; (x, y) konvergiert für 

lxl<ltl, \YI:::;Itl; 
3· F(t) =!= 0; 

4. (/) ((C + 1~ (.;- 1~) verschwindet nicht identisch in '"· 
n 2 ' 2i "' 

Diese Bedingung kann stets erfüllt werden, weil das absolute Glied 
dieses Polynoms in C und t mit dem von l/Jn (x, y) übereinstimmt, also 
von 0 verschieden ist. 

Es gilt nun identisch für I CI < 1 

170. [E. Landau.] Nehmen wir an, daß der in der Aufgabe ge
nannte Kreis der Einheitskreis ist. Derselbe enthält die reelle Strecke 
- 1 < w < 1 . Man betrachte die Menge derjenigen reellen Punkte z, 
in denen der Wert w = I (z) reell und dem Betrage nach < 1 ausfällt. 
Diese z haben mindestens einen Häufungspunkt z0 1m Endlichen; 
sonst wäre ihre Anzahl abzählbar, folglich könnte I (z) nicht sämtliche 
Werte innerhalb der Strecke -1 < w < 1 annehmen, deren Mächtig
keit doch das Kontinum ist. I (z0) ist reell, ebenso 

f'(z) = lim l(z) - l(zo) 
o z- Zo ' 

wo uns ja freisteht, für z solche reellen Werte zu wählen, für welche l(z) 
auch reell ausfällt. Ähnlich sieht man ein, daß sämtliche Koeffizienten 
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der Entwicklung von f(z) nach den Potenzen von z - z0 reell sind, und 
durch Fortsetzung der Potenzreihe folgt, daß f(z) für reelles z stets 
reell ausfällt: Widerspruch. 

171. Solche Funktionen gibt es nicht. Es sei nämlich die frag
liche Relation erfüllt. Wenn f(z) identisch = 0 ist, so sind offenbar 
auch /1(z), / 2(z), ... , fn (z) identisch = 0. Wenn f(z) nicht identisch 
verschwindet, kann man annehmen, daß f(z) in j8 überhaupt nicht 
verschwindet (man ersetzt )8 nötigenfalls durch einen Teilbereich). 
Also ist f"(z) f(z)- 1 in )8 regulär und die Funktion 

I /1 (z) [ -L I [J_z-L' + ... + I fn (zL 1- 1 
[ f (z) i 1 I f (z) I · I f (z) i --

erreicht ihr Maximum auch im Innern von j8; folglich [III 300] ist 

f"(z)f(z)- 1 =konstant, Y = 1, 2, ... , n. 

172. Solche Funktionen gibt es nicht. Beschränken wir uns näm
lich auf einen Teilbereich von )8, worin g (z) =f 0, y g (z) = rp (z) regulär 
ist, dann ist I g (z) I = I rp (z) 12 • Laut Voraussetzung ist \ rp (z) \2 eine 
reguläre harmonische Funktion, d. h. [III 87] 

Nach III 58 folgt hieraus rp(z) = konst., g(z) = konst., f(z) = konst. 
173. Es sei h(z) ganz. f(z) = eh(z) und g(z) = e- h(z) erfüllen die 

Bedingungen mit a = 1, b = -1, c = 0, denn 

sind ganze Funktionen ohne N ullstellen. - Zwei verschiedene ganze 
Funktionen endlichen Geschlechts, die in viererlei Stellen überein
stimmen, gibt es übrigens nicht [G. P6lya, Nyt Tidsskr. for Math. (B) 
Bd. 32, S. 21, 1921]. 

174. Leichter zu lösen ist auf Grund von Bekanntem die mehr 
fordernde Interpolationsaufgabe: Gegeben ist die "dreieckige" Zahlen
folge 

aoo' 

a1o' an' 

a2o ' a21 , a22 ' 

gesucht ist eine ganze Funktion G (z), die sämtlichen Gleichungen 

c<,·l (n) = v! a,". (1' = 0, 1, 2, ... ' n; n = 0, 1, 2, ), ... ) 

P 61 y a- S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 14 
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genügt, wobei n! ann = an. Zur Lösung dient die ganze Funktion 

[Hurwitz-Courant, S. 123]. In der Umgebung von z c= n gilt eine Ent
wicklung 

1 1 
W(z) = (z-~-n)n+l[bno+ bnl(z-n) +bn 2 (z--n) 2 + · · · +bnn (z---n)n + ... ], 

bno + 0. Man setze 

und suche eine meromorphe Funktion F (z), die außer der Punkte 
z = 0, 1, 2, ... regulär ist und für welche die Differenz 

F(z) - (z- n) -n-l [c"0 + Cn 1 (z -- n) + · · · + Cnn (z -- n)n] 

auch im Punkte z = n regulär bleibt, n = 0, 1, 2, ... [Hurwitz-Courant, 
S. 108-111]. Dann ist die gesuchte ganze Funktion G(z) =F(z) W(z). 

175. Die erste Ungleichung ist klar. Aus 

n=0,1,2, ... 

folgt ferner 

_ ~( r )n r + r5 
WC(r)~~M(r+b)_L r+b = -~M(r+b). 

n=O 

176. [E. Landau.] Es ist [175] 

r+b 
[M(r)]n ~ WCn (r) ~ 0 - [M(r + o)]", 

daher 
1 

1 (r + J)n M(r) :o; [WCn(r)]" ~ - ~-- M(r + J). 

Man lasse n gegen = konvergieren; J > 0 ist beliebig klein, M(r) ist 
eine stetige Funktion von r, wie aus der Definition leicht einzusehen ist. 

177. [E. Landau.] _!_ log?mn(r) ist eine nichtkonkave Funktion von 
n 

logr [II 123.] Der Grenzwert von nichtkonkaven Kurven ist nichtkonkav. 

178. [I. Schur.] Die Funktion 

E -l MI [e M -I I (z)] = z + A 2 z2 + A 3 z3 + · · · + An z" + · · · 
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ist schlicht und dem Betrage nach < M 2 für I z I< 1. Der Koeffizient An 

ist ein Polynom (n- 1)ten Grades von s, und zwar ist das absolute 

Glied dieses Polynoms =an, sein höchster Koeffizient = M-n+lan. 

Indem an Stelle von s die (n- 1)ten Einheitswurzeln der Reihe nach 

eingesetzt werden, erhält man durch Addition und durch Beachtung 

der l T ngleichung I A 11 I ~ w" [ M 2] , daß 

I an -+- lVI --n+ La" I ~-•• Wn (M2]' d. h. 

Hierbei bedeutet Wn [ M] die obere Grenze von I an I unter den Voraus

setzungen von 160. Wiederholte Anwendung liefert, da Wn [MJ ;:; Wn, 

= 1 
Wn[M];s:;;wnJI· =wn(1-M-n+l) [Lösungl14]. 

1 +M(-n+l)2' 
v=O 

179. Es sei m eine beliebige positive ganze Zahl. Dann ist cp (m &) 
ein trigonometrisches Polynom mnter Ordnung, das die Voraussetzung 

erfüllt. Es ist hiermit für alle Werte von{} 

I mcp'(mß) I;;:: mn +- K, d. h. I cp'(ß)l ;?:n +- K. 
m 

Man lasse m gegen oo konvergieren. 
180. [H. Poincare, American ]. Bd. 14, S. 214, 1892; vgl. H. Bohr, 

Nyt Tidsskr. for Math. (B) Bd. 27, S. 73-78, 1916.] Man bestimme 

die positiven ganzen Zahlen A1 , A2 , ... , An, . . . so, daß 

( n )"n - - >rp(n+-1), 
n -1 

n=2,3,4, ... 

ist. Die Funktion 

g(z) = cp(2) +- 1 +-~(;~ 1t 
n=2 

ist ganz; für n -e;~ x ~ n +- 1 , n ~ 2, gilt 

( n )'n 
g(x)::=:g(n)> n- 1 >cp(n+-1)2'-cp(x). 

181 Beispiel· ~~nyz_ = 1- !__ + _z~_ --····ganze rationaleFunk-. · v.z 3! s! · 

tionen (die keine Konstanten sind), streben in allen Richtungen gegen oo . 

182. [H. von Koch, Ark. för Mat., Astron. och Fys. Bd.1, S. 627bis 

641, 1903.] Beispiel : ez + z. Beim Beweis sind zu unterscheiden die beiden 

F "ll n n n - ~ 3 n Gl · h ß' · a e: - - < arc z < - , - ::"' arc z ~ - . e1c mä 1gkelt ausgeschlos-
2 2 2 2 

sen. [Hurwitz-Courant, S. 96.] 
14* 
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183. [Vgl. J. Malmquist, Acta Math. Bd. 29, S. 203-215, 1905.] 
[III 158, III 160.] - Eine ganze Funktion endlicher Ordnung kann 
sich nicht so verhalten [III 330]. 

184. [G. Mittag-Lefjler, Verhandlungen des III. internationalen 
Mathematiker-Kongresses in Heidelberg 1904, S. 258-264; Leipzig: 
B. G. Teubner 1905. Atti del IV. congr. internaz. dei mat. Roma 1908, 
Bd. 1, S. 67-85; Roma: Tip. della Ace. dei Lincei 1909.] 

e--E(z)- e-E(2z) oder E(z) e-E(z), 

wenn E(z) die in 183 erwähnte Funktion bedeutet. 
185. Die Funktion E(z) [III 158] besitzt entweder keine oder 

nur endlich viele negative Nullstellen [III 160]. Man setze im ersten 
Falle 

F(z) = E(z) 
und im zweiten 

F(z)-- E(z) 
- (z + ~1) (z + ~2) ... (z + ~1) ' 

mit - ~1 , - ~2 , •.. , - ~~ sämtliche vorhandenen negativen Null
stellen von E(z) bezeichnet. Auf alle Fälle ist F(z) für reelles nega
tives z reell und von unveränderlichem Vorzeichen. Folglich ist 

00 

i(F(-t2)dt=Ci=O; 
0 

die Existenz des Integrals folgt aus III 160. Die ganze ungerade 
Funktion 

z 
g(z) = c-l I F(z2) dz 

0 

liefert das gewünschte Beispiel, wie man durch Verlegung des Integra
tionsweges zeigt [III 160]. 

186. [G. P6lya, Intermed. des math. Serie 2, Bd. 1, S. 81-82, 
1922.] Es sei 0 < ~ < 2 n, g (z) die in 185 konstruierte ungerade ganze 
Funktion. Die Funktion 

1 + g((z) g (yei<> z) 
2 

ist ganz und strebt, wenn das Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln 
richtig gewählt ist, im Winkelraum 0 < arc z < 2 n - ~ gegen 1 und 
im Winkelraum 2n- ~ < arcz < 2n gegen 0. Durch eine passende 
lineare Kombination derartiger Funktionen erhält man das gewünschte 
Beispiel. 

187. Nein, weil die Menge aller Einteilungen eine höhere Mächtig
keit (2c) hat, als das Kontinuum (c), während die Menge aller ganzen 
Funktionen die Mächtigkeit cM, = c, d. h. die des Kontinuums hat. 
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188. Gäbe es eine ins Unendli~he laufende stetige Kurve L, ent
lang welcher e• sich einem von 0 und oo verschiedenen Grenzwert 
näherte, so gäbe es zu jedem e, e > 0, einen Punkt z0 auf L, so be
schaffen, daß I arc e" - arc e•• I < e ist für alle nach z0 folgenden Punkte z 
der Kurve L, die Bestimmungen der Arcus richtig gewählt. Ist e < n, 
so folgt wegen der stetigen Änderung des Arcus I .3' z - .3' z0 I < e, und 
so müßte L innerhalb eines zur reellen Achse parallelen Streifens von 
der Breite 2 e verlaufen. Innerhalb eines solchen kann sich z nur auf 
zwei Arten an oo nähern, entweder so, daß e• gegen oo, oder so, daß e• 
gegen 0 strebt. 

189. Die Funktion{e -~-dx = ~( ·-i/" "(z2
n+l ) konvergiertgegen 

. ~ n. 2 2n+1 
0 n=O 

oo, wenn z längs der positiven oder negativen imaginären Achse ins Un-
I- -

endliche geht. Sie konvergiert ferner gleichmäßig gegen V ~ bzw. -V~, 
· d w· k 1 n n b 3 n 5 n · wennzm em m eraum--~-<arcz<- zw. -<arcz:=;;;.- ms 4- -4 4 - - 4 

Unendliche geht; es ist nämlich z. B. für z = r ei {}, r > 0 , - ~ < {} < ~ 

rei{} x' " xt rei{} xl 
je-2dx= je-2dx+.fe-2dx, 
0 0 r 

:n; 

4 r' 
und der Betrag des zweiten Gliedes ist kleiner als r (e-2°082 Dd{} 

0 
[Lösung III 151]. Wenn es eine stetige ins Unendliche gehende Kurve 
gäbe, längs welcher die fragliche Funktion gegen einen endlichen von 

Vr;, 
± 2 verschiedenen Grenzwert konvergiert, so könnte diese Kurve in 

genügender Entfernung vom Nullpunkt keinen Punkt in den oben er
wähnten Winkelräumen und keinen mit der imaginären Achse gemein
sam haben. Man kann also annehmen, daß siez. B. ganz im Winkelraum 

~ < arc z < i liegt. Dann wäre aber die Funktion in dem Gebiet 

zwischen dieser Kurve und dem Halbstrahl arcz =!! beschränkt 
4 

[man benutze eine Erweiterung von III 330, die sich dazu wie III 324 
zu III 322 verhält], also müßte sie [III 340] auch längs der besagten 

Kurve gegen V; konvergieren. [Vgl. A. Hurwitz, C. R. Bd.143, S. 879, 

1906 und Bd. 144, S. 65, 1907.] 
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190. Die fragliche Funktion konvergiert längs der 2 n Halbstrahlen 
Jl 

arcz=(2k-1)-, k=1, 2, ... , 2n gegenoo, längs der Winkel-
2n 

halbierenden der durch diese bestimmten 2 n Winkelräume gegen end
n 

liehe Grenzwerte, und zwar längs des Halbstrahls arc z = k- gegen 
n 

00 

ik;-fsin(xn) · ik;- 1 (1). (n-1n) e --dx=e --F-sm---
xn n-1 n n 2 ' 

k = 1, 2, ... , 2n. 
0 

[III 152.] Weiter schließt man ähnlich wie in Lösung 189. 
191. [F.Iversen, Öfversikt av Finska Vetenskaps-Soc. Förh. Bd. 58 (A), 

Nr. 3, 1915-16.] Es sei bm = 2 (1 - em), dann ist b,~ = 0 oder 4, je 
nachdem Bm = + 1 oder - 1 ist. Wenn z längs des Halbstrahls 

ins Unendliche geht, dann ist für m = 0, 1, 2, ... 

8 m (bm bm+l ) arcz = 2n g + -gi- + · · · . 

Da bm nur der beiden Werte 0 und 4 fähig ist, so liegt z8"" entweder 

im Winkelraum ( 0, ~) oder im Winkelraum ( n, 5:) , und zwar im 

ersten, wenn e". = + 1 , im zweiten, wenn em = - 1 ist. Es ist also 
z 

[189], wenn man zur Abkürzung r (z) =V! f- ~ d x setzt, 
0 

lim y (zSm) = Em; 

ferner gibt es [Lösung 189] eine Zahl G derart, daß für alle z auf 
dem erwähnten Halbstrahl und für alle Werte von m 

gilt. Es sei nun e > 0 und m so groß, daß am+l + a"..+ 2 + · · · < e sei. 
Die Funktion 

konvergiert bei der oben definierten speziellen Annäherung insUnendliche 
gegen e0 a0 + e1 a1 + · · · + e". am. Der Rest ist absolut < Ge für alle z . 

192. Die fragliche ganze Funktion g (z) sei von der Ordnung Ä, Ä 

sei endlich, Ä > 0, d. h. I g (z) I< A eBtzr"+<, e > 0, A > 0, B > 0, e, A, B 
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Konstanten. Es sei ferner lim g(z) = a, wenn z längs eines Halbstrahls 
und lim g(z) = b =f a, wenn z längs eines anderen Halbstrahls (beide 
vom 0-Punkt auslaufend), ins Unendliche geht. Der Winkel zwischen 
den beiden Halbstrahlen sei /'· Es folgt aus III 330 [y = ß- <X], daß, 
wenn (1 + c) I'< n ist, g (z) im Winkelgebiet zwischen den beiden Halb
strahlen beschränkt bleibt. Nach III 340 müßte aber dann a = b sein: 
Widerspruch. Es ist also (1 + c) I'? n für beliebige positive c. D. h. 

1 1 n L V "b . d . . 2 n 
/1, I'> n, 11, ;:::c;- . aut oraussetzung g1 t es mm estens em I' m1t I'<--

1' n 
d. h. 1 ::C' ~. [Weitergehendes bei T. Carleman, Ark. för Mat., Astron. 

och Fys. Bd. 15, Nr. 10, 1920.] 

193. [Vgl. F. Iversen, These, Helsingfors ·1914.] Es sei g(z) die 
gegebene ganze Funktion, r 1 [g(z) -- g(O)] = h(z) sei keine Konstante. 
Man bezeichne mit ®ein zusammenhängendes Gebiet, in dessen end
lichen Randpunkten I h(z) I = 1 und in dessen Innern I h(z) I > 1 gilt. 
Der Punkt z = oo gehört zur Begrenzung von ® [III 338]. Längs einer 
Linie, die in z = oo mündet und in ® oder am Rande von ® verläuft, ist 

I g(~) I> I z h(z) I - I g(o) I> I z I - I g(o) 1-

194. Es sei m die Anzahl der Nullstellen von g (z) - a; man be

stimme das Polynom mten Grades P(z) so, daß (P)(zL in der ganzen 
g z - a 

z-Ebene regulär und nachher das Polynom höchstens mten Grades Q (z) 
so, daß auch 

1._ (-J!J!L - Q (z)) 
zm+I g(z)- a 

in der ganzen z-Ebene regulär ist. Es gibt also [193] eine stetige, ins 
Unendliche laufende Kurve, längs welcher in genügender Entfernung 

I ____!__(!)__ - Q (z) I > I z Im +I. 
g(z)- a I 

Daselbst ist I Q (z) I< A I z Im, I P (z) I< BI z Im, A und B positive Kon
stanten, also 

I_!_(!)__ I> I Z lm+I- AI Z Im, 1-1--~~ > iz 1- A. 
g (z) - a g (z) - a B 

195. [T. Carleman.] Es sei 1/(z)l,s;:M im Ringgebiet O<lzl<1. 
Ist I z0 I = i, so ergibt sich nach Cauchy 

t~-(3'~ I ,s;: M 
1 - (l)n · n. 2 
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Da t<n) (.z) als beschränkt vorausgesetzt wurde, gilt [III 337] 

j fCn) (z) ! < n! 2" M im Ringgebiet 0 < I z I ~ ! , 

also insbesondere für z = t. Folglich ist 

. f(t) f(n) {-f) 
f(z) =lW +-(z- t} + ··· + --(z- l-)11 + ... 

1! n! 

konvergent für I z - t I < ! , also in einer den Punkt z = 0 bedecken

den Kreisscheibe. 

198. Essei w,.-4-o, V"'-'1,2,), ... und 

g(z)= fi(1- ;.).g*(z)= fr(1+\: .. 
1
),M*(r)=g*(r),m*(r)=ig*(-r)j, 

.. =1 ""'1 

dann ist offenbar für jzj = r 

m * (r) < I g (z) I < M * (r) • 

Wir versetzen uns in den ungünstigsten Fall und verlieren folglich 

nichts an Allgemeinheit, wenn wir annehmen, daß alle Nullstellen von 

g (z) reell und negativ sind, d. h. 

Die Behauptung lautet dann: Es ist für alle genügend großen r: g (r) < e•r 

und für beliebig großer: lg(-r)j>e-"r, wo e einegegebenepositive 

Zahl ist. Die erste Ungleichung erledigt man wie in Lösung 58 den 

Fall I.= 1 . Um die zweite .zu beweisen, wende man auf g(z)g (- z) 

als Funktion von z2 den Satz III332 an. Es ist für beliebig große r 

1 
I g (r) g (- r) I > 1 , ! g (- r) I > g (r) > r., . 

197. [A. Wiman, Ark. för Mat., Astron. och Fys. Bd. 2, Nr. 14, 

1905; vgl. E. Linaelöf, Palermo Rend. Bd. 25, S. 228, 1908.] Wir setzen 

voraus, daß die Nullstellen der fraglichen ganzen Funktion g(z), die 

nach Haaamara (vgl. S. 9) von Geschlecht Null sein muß, reell und 

negativ sind [Lösung 198] und betrachten die Funktion g(z)e-zJ.-• im 

Winkelraum - n < {} < + n, in dem sie analytisch ist: sie ist stetig 

für - n < {} < + n und nimmt auf der positiven reellen Achse beliebig 

große Werte an [Voraussetzung bezüglich M(r)]. Wäre sie beschränkt 

auf der reellen negativen Achse, z. B. stets s 1 , so wäre sie überhaupt 
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beschränkt [III 332]; das ist sie nicht, wie eben gesagt, also muß für 

gewisse beliebig große Werte von r 

sein, w. z. b. w. 

198. [Ch. H. Müntz; vgl. Math. Abhd., H. A. Schwarz gewidmet, 

S. 303-312· Berlin: J. Springer 1914. T. Carleman, Ark. för Mat., 

Astron. och Fys. Bd. 17, Nr. 9, S. 15, 1923.} Das Integral 

I 

J t'h(t)dt = l(z) 
0 

konvergiert, wenn z in der Halbebene ffi z > - 1 liegt, und daselbst 

ist I (z) analytisch. Für ffiz ~ 0 ist das Integral eigentlich und I I (z) I 
1 

beschränkt, I I (z) I~ Jl h (t) I dt. Gibt es unendlich viele Av, die ~ 1 
0 

sind, dann haben sie einen Häufungspunkt auf der Strecke 0 ~ z :S 1, 

und es ist I (z) identisch = 0; sind alle Av mit Ausnahme endlich 

vieler ~ 1, so folgt aus der Divergenz von 2: .1.; 1 ebenfalls, daß I (z) 
n=1 

1 

identisch = 0 ist [III 298]. Auf alle Fälle ist I (n) = r tn h (t) dt = 0' 
0 

n = 0, 1, 2, ... [II 139]. 
1 

199. [T. Carleman.] Die Funktion J g(zt) h(t) dt ist ganz und von 
0 

der Ordnung <: l, also ist laut Voraussetzung auch 

1 r g(zt) h(t) dt 

r (z) =ö .:_ -~-
g(z) 

ganz und von der Ordnung < A. Es sei M (r) das Maximum von I g(z) I 
auf der Kreislinie I z I = r. Das Minimum von I y(z) I auf der Kreis-

linie lzl=r ist ~~~r~) [ih(t)idt+ /lh(t)idt, wo O<x<1, xbe

liebig nahe an 1, konvergiert also für r--+ oo gegen 0 [24], obwohl es 

[vgl. 197] unbeschränkt sein sollte. Also ist y(z) eine Konstante, und 
1 

zwar gleich 0. Folglich sind sämtliche Koeffizienten von J g(z t) h(t) dt 
0 

1 

gleich 0, also nach Voraussetzung J tn h(t) d t = 0, n = 0, 1, 2, .... [II 139.] 
0 
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200. [T. Carleman.] Es sei g(z) = fJ ( 1 - ~J , Wv =f 0 (es ge-
v=l 

nügt diesen Fall zu untersuchen). Dann ist lg(iy)l2 = fJ (1 + ;:) . 
v=l " 

Aus dieser Formel folgt lim I g(i ~ Y)l = 0, wenn 0 < 1X < 1, 1X fest 
y~oo lg(~y)l 

ist [24]. Daher strebt die Funktion 
1 

I g(z t) h(t) dt 
/'(z) = ~--~--

g(z) 

gegen 0 längs der positiven und negativen unaginären Achse. Sie ist 
ferner ganz laut Voraussetzung. Auf allen genügend großen Kreisen 
I z I = r ist I g(z}l < e'' und auf beliebig großen ist J g(z) I> e-" [196]. 

( i:rr:) ( 3i:rr:) 
Ferner ist I g re4 I> e-", I g re_4_ I> e-" für alle genügend großen 
r. Es ist nämlich 

oo I z212 oo ( r2cos2{} rt) I g(z) g(- z) 12 = JI 1 - w~ = JI 1 - w; + w4 > 1 , 
v=l v=l v 

wenn {} = ~ 3-n . 
4' 4 

Man wende III 325, leicht modifiziert, auf die Funktion y(z) in 
den beiden Halbebenen ffiz > 0 und ffiz < 0 an. Voraussetzung 1. ist 
im Sinne von III 323 zu erweitern. An Stelle des Strahles {} = 0 tritt 

jetzt {} = ~ bzw. 3:. [Endbemerkung in Lösung III 325]. Es folgt 

lr(z) l<konst. in der ganzen Ebene, somit y(z) konst., y(z) _o. Also 
1 00 

ist I tn h(t) d t = 0, wenn g(z) = ~an zn und an ~ 0 ist. Weil aber die 
0 n=O 

Wurzeln reell sind, so ist von an, an+I mindestens eines von 0 verschie
den [V 166]. Endlich ist 198 anzuwenden. 

201. [5. Bernstein, C. R. Bd.176, S. 1603-1605, 1923.] Es folgt 
aus \an\-::=:: K rt, daß 

oo K n I \n 
\F(z)l< ~ e ,z =Keelzl . 

..;;;;;;.; n. 
n=O 

Die Funktion F(z) eil!z erfüllt analoge Bedingungen, wie die in III 322 
n n 

erwähnten, in den beiden Winkelräumen 0 :=;;:; {} <-, - < i} < n, denn - -2 2- -
es ist (x, y reell, y > 0) 

/F(x)ei!!'"/;::;M, /F(iy)e-I!Y/<K. 



IV. Abschn., Lösungen 200-203. 219 

Betrachtet man noch F (z) e-iez in der unteren Halbebene, so findet 
man auf Grund von III 322 in der ganzen Ebene 

1 F(x + iy) 1 < Leelvl, 

wo L = Max (M, K). Es folgt [III 165] für reelles x 

(*) 

/ e I F (x) cos e x I M 2:"; · 1 _ e I F(x) cos e x I + e M ..__ -·~.·· ------··· + 0 -· ----~· ~- ----.--· ---··. 
- sm2 ex " (Qx-nn) 2 sm2 ex 

n= -oo 

Hieraus schließt man zunächst I F'(;J !I s eM. Nun kann man den 

Beweis auch auf F(z + x0 - ~"Te) anwenden, x0 reelle Konstante, da 

I ( ;;r ) ~ I! I x,- .:::.. I (' I z I 
I F z + Xo - 2 e I ~ K e 2 (' e . Gilt in (*) das Zeichen = ' so ist 

(- 1)nF(nn) = A (unabhängig von n) und.!__ ( ~~-) =- .eA-. 
dz smez sm2 ez 

202. F'(z) ist von derselben Natur wie F(z). Durch sukzessive An
wendung von 201 folgt für alle reelle Werte von x 

also 

I F'(x) I s M (?, I F"(x) I~ M e2, •.. , I p(n) (x) I~ M (!n, .. . , 

IF(x + iy) I <.2 J p(n) F)j_ 1 y ln :;;M eelvl. 
n. 

n=O 

203. Die Bedingungen von III 166 sind erfüllt [Lösung 201]. Es 
;;r 

ist also für reelles z, e I z I<--, 
2 

(Für z = 0 ist G ;z) = G' (0), si~~~ = 1 zu setzen.) Gilt hier das Zei· 

h · t ( 1)"G((n+-})n) I I c en =,so 1s - --. - =cM, c 1 =1,n=0,1,2, ... ,z=O. 
;;r (! 

Für e I z I~ 2 ist die fragliche Ungleichung (sogar mit <) trivial. 
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204. Anwendung von 203 auf 

z0 reell, liefert 201. (V gl. VI 82.) 
205. Es sei A < ,u < 2 .l.. Die Funktion f(z) eizl' ist beschränkt auf den 

beiden Halbstrahlen arc z = 0 und arc z = ~ , folglich [III 330] auch 
2f1-

in dem dazwischen liegenden Winkelraum von der Öffnung !!__ < -; ~crr. 
2fl- 2A-

lVIan findet, daß die Funktion f(z) (sinz.") -l beschränkt ist auf den beiden 

Halbstrahlen arcz = __ '!'. und arcz = _;r,;__, ferner auf denjenigen 
2,u 2fl-

Bögen der Kreise I z /·" = (n + i) n, n = 1, 2, 3, ... , die in dem Winkel-

raum - _:rr__-=:;; arcz "":; _!! verlaufen. Folglich ist 
2 fl -- -2 fl-

2~if ~~1~, (' ~'z) 2 = ddz (s{~z;f;) + 2 __ (~~~f(((nn);:,J__!)2 ' 
n~1 11-(nn) I' z- (nn)" 

das Integrallängs des Randes des unendlichen Sektors __ :Tf_: < arcz < _:Tf_:__ , 
2fl- 2fl 

1 

/ z I > (! im positiven Sinne erstreckt, wo 0 < e < n!' ist. Da die 
00 1 

Reihe ~ n - 1---;;: konvergiert und f (x) für x > 0 beschränkt ist, findet 
n~1 

man auf Grund von I182, daß f(x) = O(x·"- 1), wenn x die Inter-
1 1 

valle ((n + -l) n)!' :C:~X~-((n + 1 -1) n)t', n = 1, 2, 3,... durch
laufend ins Unendliche strebt. Mit Hilfe einer analogen Formel, worin 
sinz·" mit cosz." vertauscht wird, zeigt man, daß f(x) = 0 (X·" - 1) auch 

in den übrigen Intervallen. 



Fünfter A bs chni tt. 

Die Lage der N ullstellen. 

1. [Bezüglich des ganzen Kapitels vgl. Laguerre, Oeuvres, Bd. 1. 
Paris: Gauthier-Villars 1898.] Klar. 

2. Man betrachte das Wegstreichen eines Gliedes a,u =f= 0 und nehme 
z. B. den Fall an, daß 

ist. Die Folge a0, av .. . , av_ 1 , a,u+l· ... hat zwei Zeichenwechsel 
weniger als die Folge a0, av ... , a,u _1, a1" a1t+ 1 , ... , wenn 

und ebensoviel Zeichenwechsel bei den übrigen Konstellationen der 
Zeichen. Im Falle, daß a1, das erste oder das letzte nicht verschwin
dende Glied ist, geht mit ihm ein oder kein Zeichenwechsel der Folge 
verloren. 

3. Die beiden Folgen a0 , av ... , av, art+l> . . . und a0, av ... , 
a,u• b, a1,+ 1, ... haben gleichviel Zeichenwechsel in den folgenden drei 
Fällen: 1. b=O, 2. sgb=sga1,, 3· sgb=sga,".+ 1 : klar! 

4. an, a0 + a1 , av a1 + a2, a2, a2 + a3, ... , a,"., a1, + a,u+l• av+!. ... 
hat ebensoviel Zeichenwechsel wie a0 , a1, a2, ... , av, ... , da a,u + av+l = b 
gesetzt, einer von den drei in Lösung 3 erwähnten Fällen eintreten 
muß. Man beachte 2. 

5. [A. Hurwitz.] Die Anzahl der Zeichenwechsel nimmt nie zu, 
wenn wir die Folgen 

ao, av a2, aa, az, al+I• · · · 

an, ao + al, al + a2, a2 + aa, az 1 + az, az + a, + v ... 

ao, ao + av a0 + 2 a1 + a2, a1 + 2 a2 + a3 , a1_1 +2a1+az+v ... 

ao, ao + av ao + 2 al + a2, ao + 3 al + 3 a2 + aa, · · · 

von oben nach unten durchmustern. [Lösung 4.] Nun stimmt aber die 
nte so konstruierte Folge mit der zu erreichenden in ihren n ersten 
Gliedern überein: dieselben können also nicht mehr als W Zeichen
wechsel aufweisen; n ist beliebig, und so folgt w. z. b. w. 
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6. Klar, auch im Falle mehrfacher Nullstellen. 
7. Klar. 
8. Da I (x) analytisch ist, el).thält das Intervall a, b nur endlich 

viele Nullstellen. Beim Überschreiten einer Nullstelle ändert sich das 
Vorzeichen von I (x) oder nicht, je nachdem die betreffende Nullstelle 
von ungerader oder gerader Vielfachheit ist. 

9. Klar. V gl. 8. 
10. Es sei f > 0, f' genügend klein; 

l(a + e) = l(a + e)- l(a) = ef'(a + e1), 

-I (b- e) =I (b) -I (b- e) = e f'(b- f 2), 

Aus sgl (a + f) = sgl (b- e) '1= 0 folgt sgf'(a + e1) =- sgf'(b- E2) '1= 0. 
Man wende 8 auf f'(x) im Intervall a + ev b- f 2 an. - Die gegebene 
Fassung des Rolleschen Satzes sagt über eine engere Funktionenklasse 
Präziseres aus, als die in der Differentialrechnung übliche. 

11. Nach Voraussetzung ist 

sga1+1 = sg (a1+1- a1), sgak+1 = sg (ak+I- ak). 

Aus sg aJ+ 1 = - sg ak+1 '1= 0 folgt sg (a1+1 - a1) = - sg (ak+I- ak) 'f 0. 
Man wende 9 auf die Folge der Differenzen an. 

12. tX) Wenn I (x) im Punkte x = x1 eine N-fache Nullstelle hat, 
N > 0, dann besitzt f'(x) daselbst eine (N- 1)-fache Nullstelle. Dies 
für den Fall, daß das Intervall sich auf einen Punkt reduziert. -
ß) Wenn a < b, seien die Punkte, in denen I (x) verschwindet, xv x 2, 

.. . ,x1,a~x1 <x2 < · · · <xt<b. Das abgeschlossene Intervallx1sx<x1 

teilen wir in folgende l Teile ein: Der Punkt x1 und die halb offenen 
Intervalle x1 < x < x2, x2 < x < x3, ... , x1_ 1 < x ~ x1• Beim Über
gang von I (x) zu f'(x) geht im Punkt x1 eine Nullstelle verloren [FalltX)], 
im halb offenen Intervall x1 < x < x2 keine [10 und Fall tX)]; ähnlich 
für die übrigen halb offenen Intervalle. 

13. Die fraglichen Wechselstellen bezeichnen wir mit v1 + 1, 
v2 + 1 , ... , ?'w + 1 , 0 :S; J'1 < 1'2 < · · · < vw :Sn - 1 . Jede der W - 1 
Teilfolgen 

a,'l+l- a,.,, a,.,+2- a,.,+l• ... , a,.,+l- av,, 

enthält mindestens einen Zeichenwechsel [11]. 
14. Es sei sg/(a)=sgf'(a)'fO. Die Punkte, in denenl(x) ver

schwindet, seien x1 , x2 , .•• , Xt, a < x1 < x2 < · · · < x1 < b . Wir 
teilen das Intervall a < x < x1 in die Teilintervalle 
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ein. Es sei e > 0, e genügend klein. Aus 

O< 17 < e 

folgt nach Voraussetzung 

sgf(a) =sgl(a) = sgl(xi- e) = --sgf'(xi-- 'YJ) -t 0, 

also hat f'(x) mindestens eine Nullstelle zwischen a und xi- 'YJ [8]. 
Betreffs des Punktes xi und der anderen Teilintervalle vgl. Lösung 12. 
Man beweist ähnlich: Wenn sg I (b) = - sg f'(b) t 0 ist, so kommt im 
Intervall x1 < x < b noch eine Nullstelle von f(x) hinzu. 

15. Wir behalten die Bezeichnungen von 13 bei. Außer den dort 
angeführten W- 1 Teilfo1gen enthalten die beiden folgenden Teilfolgen 

noch je einen ZeichenwechseL Denn ist a"' das erste nichtverschwindende 
Glied der ersten Folge, dann ist 0 < a:::::;; YI, sg (a,. - a,. _1) :- sg a"' 
= - sg a", + 1 = - sg (a", +1 - a:,) ; man wende 9 an. Ähnlich bei der 
zweitangeführten Teilfolge. 

16. Im Falle unendlich vieler Nullstellen ist die Behauptung 
klar [1 0]. - Es sei x1 die letzte Nullstelle von l(x) . Im Intervalle 
a < x =::::_ x1 hat f' (x) höchstens eine Nullstelle weniger als l(x) [12]. 

Da liml(x) = J/'(x) dx = 0 ist, kann f'{x) im Intervalle x1 < x < oo 
~-+oo Xl 

nicht von konstantem Vorzeichen sein. 
17. Im Falle unendlich vieler Wechselstellen ist die Behauptung 

klar [11]. Es soll die Folge a0 , ai, a2, •.• W Zeichenwechsel ent
halten, 1'w + 1 sei die letzte Wechselstelle. Die Folge 

enthält mindestens W Zeichenwechsel [Lösung 13, 15]. Ferner ist 

Da die unendliche Reihe 

a"w+1 + (a"w+2 - a"w+I) + (a"w+S - a"w+2) + · · · = 0 

ist, können ihre von Null verschiedenen Glieder nicht sämtlich dasselbe 
Vorzeichen haben. 

18. Man wende 12 bzw. 16 auf die Funktion e""" I (x) an [6]; die 
Derivierte ist e""" [ a: f(x) + f (x)] . 
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19. Man betrachte die Folgen: 

ao, al' a2, an, 

ao, al <X, a2 a2' an <Xn, 

ao, al <X -- ao, a2 a2 ~ al <X ' an <X"-· a" __ l an-1, 

ao <X' al <X~ ao' a2 cx -- al' an <X ~ an-l' 

Man vgl. 7, dann Lösung 15 und 17, dann wieder 7. 

20. ]t(x) dx = F(x) gesetzt, sind F(x) und F'(x) = f (x) m der 
0 

rechten Nachbarschaft von x = 0 von gleichem Vorzeichen. [14.] 

21. Man setze a0 + a1 + · · · + a" =An, n = 0, 1, 2, ... und wende 
die erste Hälfte von 19 mit <X= 1 auf die Folge A 0, A 1 , A 2 , ... , 

A", ... an. 
22. Klar. 

X 

23. Die stetige Kurve y = J f (x) d x besteht aus Z + 1 monotonen 
0 

Zügen. Der erste Zug beginnt im Punkte x = 0, y = 0 und verursacht 
keine Zeichenänderung; jeder der übrigen Z Züge kann höchstens ein
mal von der einen Seite der x-Achse auf die andere dringen. (Genauere 
Fassung leicht.) Wenn f(x) analytisch, vgl. noch 20, 24. 

24. Das Intervall sei a < x < b. Nimmt man f(x) analytisch an, 
so gibt es ein s, s > 0, so daß f (x) =:= 0 für a < x < a + s und 
b ~ E < X < b [8, 22]. 

25. Vgl. 10, 24. 
P(x) . 

26. I (x) = Q (x) , wobei Q (x) = (x -- a1) (x ~ a2) · . - (x ~ a") und 

P(x) ein reelles Polynom vom Grade ;:;;; n - 1 bedeutet. 

1. Wenn s > 0, s genügend klein, ist sgf(a1 + s) = + 1, 

sgf(a2 ~ s) = ~ 1, folglich hat f(x), also P(x) eine Nullstelle im 
Intervall a1 < x < a2 [8]. Ähnlicherweise kann man insgesamt n ~ 2 

Nullstellen von P(x) nachweisen (für a1 < x < a2 , a2 < x < a3 , .•• , 

a"_ 2 < x < an_ 1); die noch eventuell übrigbleibende einzige Nullstelle 
kann nicht imaginär sein, denn die imaginären Nullstellen reeller 
Polynome treten paarweise auf. 

2. Man zeigt wie unter 1., daß f(x) in den n -- 3 Intervallen 
(a1 , a2), (a2 , a3), ... , (ak 2 , ak_ 1), (ak+I• ak+ 2), .. . , (an_ 1, an) je eine 
Nullstelle haben muß. Ist E genügend klein, w genügend groß, s > 0, 

w > 0, so ist 

sgf(~ w) = ~sgf(a1 ~ s) = sgf(an + s) = ~sgf(w) = + 1; 

somit existiert auch im Innern von ~ oo, a1 und an, + oo je eine Null
stelle [8]. 
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(n) (2n) t(2nnn) > O. 21. t(o) >o, t-;;; <o. t n >o, ... , 

Folglich [8] hat f(x) 2n reelle Nullstellen im Streifen 0 < ffix < 2n; 
andere Nullstellen besitzt f(x) daselbst nicht [VI 14]. 

28. Vgl. 7. 
29. Es sei a0 = a1 =···=aa-l= 0, aa =F O; mit akxk und a1x1 

bezeichnen wir zwei solche Glieder, daß 

ak =F 0, · ak+l = ak+z = · · · = a1_ 1 = 0, az =F 0, 

P(x) = aaxx + · · · + akxk + azx1 + · · ·. 
Es muß <X als ein spezieller Wert von k aufgefaßt werden. Wenn l- k 
ungerade ist, dann steuert das Paar akxk + a1 x1 entweder zu W+ oder 
zu w-eine Einheit bei. Wenn l- k gerade ist, so erhalten von akxk+ a1x1 

entweder beide Größen W+ und w- je eine Einheit, oder keine von 
den beiden erhält etwas. Hieraus folgt, an =f 0 angenommen, 

;EI ist erstreckt über die ungeraden l- k, ;EII über die geraden: es 
ist nämlich n- <X= ;EI (l- k) + ;EII (l- k) . Sowohl in ;EI wie in ;EII 

ist jedes Glied > 0. 
30. Man setze <XX für x [28] und wende 15 an. 
31. [G. P6lya, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 23, S. 22, 1914.] 

Aus 19 folgt noch etwas mehr: zum zweiten Teil genügt statt Kon-
= 

vergenz von ,L an <Xn schön lim an <Xn = 0. 
n=O n--*oo 

32. Für <X= 1 folgt es aus 4. Vgl. 28. 
33. Identisch mit 21. Auch aus 31. 
34. [Laguerre, a. a. 0. 1, S. 22. Der Beweis ist lückenhaft.] Für 

<X= 1 aus 5 [28]. 
35. Wenn unter den Zahlen a0 , a1, a2, ••• , an nur eine, etwa aa, von 

Null verschieden ist, so handelt es sich um das Produkt 

das ausmultipliziert offenbar keinen Zeichenwechsel aufweist. Nehmen 
wir den Satz als bewiesen für alle Zahlenfolgen an, die ein nicht ver
schwindendes Glied weniger enthalten als die vorgelegte a0, a1, a2, •• • , an. 
Es sei aa das erste nicht verschwindende Glied, 0 < 1X < n; man setze 

ax+lx aa+2X2 anxn-a 
0 +Pa-~-:~ X+ (Pa+l- x) (Pa+2- x) + ... + (Pa+l - x) ... (Pn- x) 

=O+B1 x+B2 x2 +···. 
P () 1 y a · S z e g ö , Aufgallen und Lehrsätze II. 15 
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Man bezeichne die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge 

ao, al, ilou tla+l• tln mit {a}, 
0, aa+l> aa+2> an mit {b}, 
Ao, Av A2, A3, mit {A}, 
0, Bv B2, B3, mit {B}. 

Nach Annahme der vollständigen Induktion ist 

{B} <" {b}. 

Es sei a11 das erste nicht verschwindende Glied der Folge 0, aa+l• 
aa+2, ... , an. Dann ist 

1 } _ {b\ 1 - sg a,, a11 
\a- J +------. 

2 

Das erste nicht verschwindende Glied von 0, B1 , B2 , • • • besitzt das 
Vorzeichen von ap. Daher ist die Anzahl der Zeichenwechsel in der 
Folge 

Nun ist 

gleich 

(A 0 + A 1 x + A 2 x2 + · · ·) (P1 - x) (P2 - x) · · · (Pa-x) 

=x"'(aa+B1 x+B2 x2 + ···), 
folglich [31] 

Aus den drei angeschriebenen Relationen folgt {A} ~ {a}, w. z. b. w. 
36. Es seien iXv 1X2 , ••. , iXN die positiven Nullstellen von P(x) 

= a0 + a1 x + · · · + a11 xn. Dann ist P(x) =Q(x) (1X1 -x)(1X2 - x) · · · (iXN -x), 
wo Q(x) ein Polynom (n- N)ten Grades mit reellen Koeffizienten be
deutet. Die Anzahl der Zeichenwechsel von Q(x) ist ::=:: 0, die von 
Q(x) (1X1 - x) ist ;::;; 1 [30], die von Q(x) (1X1 - x) (iX2 - x) ist ~ 2, ... , 
die von Q(x) (1X1 - x) (1X2 - x) ... (iXN- x) ist ::=:: N, w. z. b. w. 

37. Es sei a"' der erste, a"' der letzte nichtverschwindende Koeffizient 
von P (x), iX -s:: w (nur iX < w interessant), 0 < !; < 1X1 < 1X2 < · · · ~ iX N 
<X< oo. Wenn !; genügend nahe an 0 und X an oo ist, dann wird 
ersichtlich, daß 

sgP(!;) = sga"', sgP(X) = sgaw [8, 9]. 

Es folgt im Verein mit 36: Wenn W = 1, ist auch N = 1; dies ist 
auch direkt leicht zu sehen [III 16]. 
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38. [Laguerre, a. a. 0. 1, S. 5.] Wenn W endlich ist (nur dieser 

Fall hat hier Interesse), sind alle nicht verschwindenden Koeffizienten 

von einem gewissen aw an von gleichem Vorzeichen; folglich ver

schwindet die rote Ableitung der Potenzreihe für 0 < X < e überhaupt 

nicht; also hat daselbst die Potenzreihe nur endlich viele positive Null

stellen [12]; man bezeichne sie mit <Xv <X2, ••• , rxN. Die Potenzreihe 

ao + al x + a2 x2 + . . . = b + bl x + b2 x2 + ... 
(<X1 - x) (rx2 - x) ..• (rxN - x) 0 

ist im Konvergenzkreise von a0 + a1 x + a2 x2 + · · · regulär, folglich 

daselbst konvergent [Hurwitz-Courant, S. 49, S. 266]. Die Anzahl der 

Zeichenwechsel von b0 + b1 x + b2 x2 + · · · ist > 0; nun folgt der 

Sa,tz ähnlich aus dem zweiten Fall von 31, wie 36 aus 30. 

39. Der Konvergenzradius ist = 1. Die Potenzreihe hat den Wert 2 

für x = 0 und den Wert 2- (1- !) - (i- i)- · · · = 1 für x = 1. Die 

Anzahl der Nullstellen im Intervalle 0 < x < 1 ist somit gerade [8], 

andererseits ist sie ~ 1 [38], folglich = 0. Man sieht auch direkt, daß 

für komplexes z, I z I < 1, 

12-_:__- ____:~_ .. ·1>2- j__:_l_- Ei:_ ... >2- _1_- _1 ___ ... = 1. 
1.2 2.3 - 1.2 2.3 1.2 2.3 

40. Es sei a"' der erste nicht verschwindende Koeffizient und w 

die letzte W echselstelle. Es ist 

lim x-"' (a0 + a1 x + a2 x2 + · · ·) = a"', 
x-+0 

lim (a0 +a1 x+a2 x2 + ···) =+oo·sgaw 
X~l!-0 

[8, 9]. 

41. [C. Runge, vgl. a. a. 0. 31, S. 25.] Den Fall der Nullstellen < ;"' 
führt man mittels Vertauschung von x mit -x auf den Fall der Null

stellen > ;w zurück, und letzteren Fall mittels Vertauschung von x mit 

x + konst. auf denjenigen Spezialfall, in dem ;"' > 0 ist. In diesem 

Spezialfall setze man 

die Potenzreihe konvergiert für x > ~ro und besitzt alle die fraglichen 

Nullstellen, deren Anzahl < ist als die Anzahl der Zeichenwechsel der 

15* 
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Folge A0, Av A2, ••• [38], welch' letztere < ist als die Anzahl der 
Zeichenwechsel der Folge a0, av a2, ••• , an-v an [35, 6, 7], w. z. b. w. 
Daß die Differenz zwischen den beiden Anzahlen nicht ungerade sein 
kann, beweist man wie in 37. 

42. Bezeichnungen wie in 38, 40. Für die Potenzreihe 

x x2 xn 
I (x) = 1 +- +- + .. · +-- 2e"' 

n 1! 2! n! 

= (1 - 2) + (1 - 2) X+ ... + (1 - 2) xn- __ 2_ xn+l- ... 
1! n! (n+1)! 

ist W = 1, somit N < 1 [38], ferner e = oo, somit 1- N gerade [40], 
folglich 1 - N = 0. Es sei Xn die einzige positive Nullstelle von fn(x). 
Wenn x die Stelle Xn passiert, ändert sich sgfn(x) von +1 in -1 
[Lösung 40]; folglich ist, wenn fn(a) > 0, auch Xn- a > 0. Nun ist bei 
festem a: lim fn(a) = (1-2) ea, woraus (a beliebig!) lim Xn = oo folgt. 

n-+oo n-+oo 

Endlich ist 

43. x- 6(e"'-1) hat ein Minimum und kein Maximum, da 

d ~ (5- n)xn 
dx [x- 5 (e"' -1)] =- x- 6 (5 e"'- 5- xe"') =- x- 6 ~ ------nf--

n=l 

und diese Reihe nur eine Wechselstelle besitzt, nämlich n = 6 [38, 40]. 
(Plancksches Strahlungsgesetz.) 

44. Die fraglichen Nullstellen gehören auch der Reihe 

(1- x)- 1 (a0 + a1 x + a2 x2 • .. ) = a0 + (a0 + a1) x + (a0 + a1 +a2) x2 +· · · 

an [38]. 
45. [Vgl. M. Fekete, Palermo Rend. Bd. 34, S. 89, 1912.] Das 

Polynom hat x = 1 zur Nullstelle und ergibt mit (1 - x) - 2 multipliziert 
eine Potenzreihe ohne negative Koeffizienten. 

46. [G. P6lya, Deutsche Math.-Ver. Bd. 28, S. 37, 1919.] 

163 ( ) 
f(x) = ~ 1~3 x~ 

~=1 

gesetzt, findet man, daß 

(1-x)- 2 f(x)=x+x2 -x5-x6 - ••• -xu5+7x66+14x67 + ··· 

+ 163 x161 + 163 x162 (1 - x) -I 

zwei Wechselstellen aufweist. Die Anzahl der Nullstellen im Inter-
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vall 0 < x < 1 ist also = 0 oder = 2 [38, 40]; sie ist tatsächlich = 2, 
da für 0 < x < 1 

x-1 f(x) = 2 ( 1 ~3) xv-1 _ xW _ xn _ xl2 + x13 + x14 + x15 + ... 
v=l 

< 2 (1~3) xv-1 + xl6 (1 - x) -1, 

v=l 

und die rechte Seite ist = - 0,00995 ... , wenn x = 0,7. 
47. Die Anzahl der negativen Nullstellen sei N-, die der posi

tiven N+, also n = N- + cx, + N+ mit der Bezeichnung von Lösung 29. 

Es ist [Lösung 29] 

n- (W- + cx, + W+) = (N-- W -) + (N+- W+)::::: o 

und [36] 
N+- w+s:;o, 

also 
N--W-=0, N + -~ w + = 0 ' w. z. b. W. 

48. Würde die Determinante verschwinden, so könnte man eine nicht 
identisch verschwindende Lösung des zugehörigen homogenen Systems, 

d. h. n reelle Zahlen c1, c2, ••• , Cn finden, ci + c§ + · · · + c; > 0 , 
so daß das Polynom 

für x = CXv cx2, ••. , cx,n verschwindet: Widerspruch zu 36! Denn die 
Koeffizientenfolge enthält nicht mehr als n von 0 verschiedene Glieder, 
kann also nicht n Zeichenwechsel besitzen und um so weniger das 
Polynom n positive Nullstellen a 1, 1X2, ••• , cx,n haben. Die Deter
minan~ ist also =F 0; sie ist > 0, wenn n = 1 ; nehmen wir an, sie 
ist > 0, wenn sie n - 1 Zeilen hat und betrachten wir cx,n als ver
änderlich. Wenn cx,n von cx,n-I bis + oo wächst, ist die Determinante 
=F 0, hat also konstantes Vorzeichen; letzteres stellt sich für iXn- + oo 
als das eines gleich gebauten Minors (n- 1)ter Ordnung, also = + 1 

heraus. 
49. Die Anzahl der reellen Nullstellen ist nach 36, mit der Be

zeichnung von Lösung 29: s W- + cx, + W +, also die der imaginären 

~n- (W- + cx, + W+) = 2'I (l- k -1) +.2II[l- k- (1- sgaka1)]. 

Wenn ak =F 0, ak+! = ak+ 2 = · · · = ak+2m = 0, so ist das entsprechende 
k und l so beschaffen, daß l- k entweder ungerade, ~2m+ 1, oder 

gerade, 22m+ 2 ausfällt. 
50. [Laguerre, a. a. 0.1, S.111.] 
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der Ausdruck rechts ist keine Konstante, da P(x) es nicht ist, folglich ein 
Polynom, das sicher 2m imaginäre Nullstellen hat [49]; diese müssen 
nach Voraussetzung sämtlich dem Faktor 1 + b1x + b2x2 + · · · + b2 mx2 m 

zur Last gelegt werden. 
51. []. Grommer, J. für Math. Bd. 144, S. 130-131, 1914.] Ist 

P(x) = (1- x1x) (1- x2x) ... (1- x .. x), so ist [50] b2m = S (x1 , x2 , ••• , x .. ). 
Wäre b2 m < 0, so hätte 1 + b1x + b2x2 + · · · + b2 mx2m nicht 2m ima
ginäre N ullstellen. 

52. Erster Beweis. Aus der Darstellung durch die Nullstellen 
von P(x) evident [51]. 

Zweiter Beweis. Man nehme zur Vereinfachung 

P(x) = (x - a1) (x - a2) • • • (x - a .. ) 

an. Dann ist [VI, § 9] 

1 = t, P'~av) x P(x~v ' also 

mit 

Man betrachte das Polynom pten Grades, p =::: n, 

~ a~ P(x) n-l . 
xP-~ P'(a ) x _ a = xP - BPx + ... = Lp(x) , 

"=1 " " 

Lp(x) verschwindet für x = a1 , a2 .• .. • , a .. , hat also [36] mindestens 
n ZeichenwechseL Die Anzahl seiner Koeffizienten ist jedoch s:: n + 1 , 
folglich ist Bp > 0 . 

53. Sind der Grad, die Anzahl der reellen und die der imaginären 
Nullstellen bzw. = n, r, n- r für das Polynom, so sind dieselben 
Größen für die Ableitung bzw. = n -1, > r-1 [12], sn -1 - (r-1). 

54. Das Polynom sei nten Grades. Außer den in Lösung 12 nach
gewiesenenn -1 Nullstellen hat die Ableitung keine weiteren. 

55. [53, 54.] 
d" 

56. Setzt man dx" (1 + x2)-! = Qv(x) (1 + x2) -v- !:, dann ist Q0(x) =1, 

Qv+ 1(x) =- (2Y + 1) xQ"(x) + (1 + x2) Q~(x). Folglich ist Qv(x) ein 
Polynom yten Grades. Angenommen, Q"(x) habe Y reelle voneinander 
verschiedene Nullstellen, so besitzt Qv+ 1(x) zwischen je zwei Nullstellen 
von Qv(x) je eine Nullstelle [10], zwischen - oo und der kleinsten von 
Q,.(x), ebenso zwischen dessen größter und + oo noch je eine [16], und 
außer diesen (Y- 1) + 2 keine weiteren Nullstellen. 

57. Beweisgang wie in 56. Auch direkte Verifikation möglich, da 
die n Wurzeln der Gleichung 

dn- 1 X (-1)n-l(n-1)!( 1 1 ) 
d xn - 1 1 + x2 = -- 2 (x + i)~'~ + (x - i)" = 0 
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folgende Werte haben: 

n 
cotg-, 

2n 
3n cotg--, ... , 
2n 

(2n-1)n 
cotg----. 

2n 

58. Im Falle von Hn(x) ist der Beweisgang 56 unverändert, in 
den beiden anderen Fällen wenig verändert zu befolgen [16]. 

Die Funktionen (1- x2)n; e-xxn; e-x•, 

verschwinden für x = -1, + 1; 0, + oo; - oo, +oo, 

bzw. von der Ordnung n, n; n, oo; oo, oo. 

59. Der Grad von Qn(x) ist = n(q -1) [Rekursionsformel ähnlich 
wie in 56], die Anzahl der positiven Nullstellen sei = Pn, die der ver
schwindenden = Vn . Aus 

folgt 

v1 = q- 1, v2 = q- 2, v3 = q- 3, ... , Vq = 0, Vq+l = q- 1, ... 

2ni 

usw. mit der Periode q. Da ferner, w = e q gesetzt, Qn(wx) = w11nQn(x), 
so entspricht jeder im Innem der positiven reellen Achse gelegenen 
Nullstelle je eine gleich gelegene auf den q- 1 übrigen erwähnten 
Halbstrahlen. Nimmt man den zu beweisenden Satz für ein bestimm
tes n als richtig an (vollständige Induktion), so hat man somit 

Da die (n-1)te Ableitung von xq-1(1+xq)-1 für x=+oo ver
schwindet, ist [16] 

Pn+l>pn, falls Vn= 0; 

Auf alle Fälle ist 

Vn+l + qPn+l < n (q -1) + q -1 = Vn + qpn + q -1' 

P < p + V,.- Vn+l + q- 1 _ { Pn , 
n+l= n - p + 1 q n ' 

Daher sind alle Zeichen < durch < zu ersetzen, 

Vn+l + qp,.+l = (n + 1) (q- 1). 

wenn V11 = 0, 

wenn v,.>O. 

Betreffend die Einfachheit der Nullstellen vgl. 55, 56. Ähnlich ist der 
Beweis für Rn (x) . Die fraglichen q Halbstrahlen sind die Symmetralen 
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von zwei benachbarten Polen der Funktion 1 ~ z'l, bzw. dadurch unter 

den übrigen vom Nullpunkt auslaufenden Halbstrahlen ausgezeichnet, 
daß die Funktion e-zq auf ihnen am schnellsten abnimmt. (Vgl. G. P6lya, 
Math. Zeitschr. Bd. 12, S. 38, 1922.) 

60. Der Übergang von 

zu 

aoxn + ( 7) alxn-1 + ( ~) azxn-z + ... +an 

ändert die Anzahl der imaginären Nullstellen nicht, der Übergang zu 

vermehrt sie nicht [53]. 
61. Durch Verschärfungvon 60 [ vgl. 54] findet man, daß die Polynome 

reelle einfache Nullstellen besitzen. Daher ist 

woraus sukzessiv 

folgt. 
d 

62. Es handelt sich um die Nullstellen von e-"'"'a;Ce"'"'P(x)] 
[6, 16]. 

63. Ohne Verlust an Allgemeinheit kann an =f 0 angenommen 
werden. Setzt man 

a0 + a1x + a2 x2 + · · · + anxn = an(x + <X1) (x + <X 2) ••. (x + <Xn), 

so handelt es sich um die Nullstellen von 

d d d d 
a" r-<XnX- e<"" a" __ ,)a;_ ... -- e(a,-!l:,)X- e"1 x P(x). 

dx dx dx dx 

Iterierte Anwendung von 62 . 
64. Grenzfall von 63; man beachte III 201 und setze n = 2m, 

für m-+oo. 
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65. Auch a0 xn + a1 xn-I +···+an hat nur reelle Nullstellen und 
daher auch [63] 

66. 

d d 
tX P(x) + x P'(x) = x-"+1- [x" P(x)] =- (- x)1-"- [(- x)" P(x)] 

dx dx 

besitzt weder an verschwindenden, noch an positiven, noch an nega
tiven Nullstellen · weniger als P(x) . Denn lim x" P(x) = 0, wenn 

tX<-n [16] undlimx"P(x)=O, wenn tX>O. 
z-+0 

67. [Laguerre, a. a. 0. 1, S. 200.] 

a0(0+ tX) + a1 (1 + 1X)x+ a2(2 + tX)x2 + · · · + an(n + tX)Xn= 0 
hat nicht mehr imaginäre Wurzeln als 

a0 + a1 x + a2 x 2 + · · · + anxn = 0 [66]. 

Dies ist der Fall Q(x) = x + tX; iterierte Anwendung. 
68. Grenzfall von 67. Man wähle m genügend groß und setze 

( x2 logq)m 
Q(x) = 1 + m --+ qz• . 

69. [Laguerre, Aufgabe; Lösung von G. P6lya, Intermed. des math. 
Bd. 20, S. 127, 1913.] Es sei tX reell. Das Polynom 

Q(x) = (1 + tX1XT + (1- tX1XT 

hat nur reelle negative Nullstellen, nämlich [57] 

x = _ (; tg 2JlmY. _ (: tg ;:r. _ (: tg (2m;:) Jlt 
Setzt man q = e", so handelt es sich um den Grenzfall der Gleichung 

a0 Q(O) + a1 Q(1)x + a2Q(2)x2 + · · · + anQ(n)xn = 0 
für m--+oo [67, III 201]. 

70. Ist ct>(x) = I (x) - a- b x, ct>(x1) = ct>(x2) = ct>(x3) = 0, x1 < x2< x3 , 

so hat ct>'(x) je eine Nullstelle im Innern der Intervalle x1 < x < x2 

und x2 < x < x3 [1 0] und folglich ct>" (x) = f" (x) eine Zeichenänderung 
zwischen x1 und x3 [25]. 
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71. Vorausgesetzt ist, daß 

n + 1 Nullstellen im Intervalle a < x < b besitzt. Durch n-malige An
wendung von 10 folgt die Existenz eines inneren Punktes ~, in dem 
q)(t')(~) = j(n)(~) = 0 ist. 

72. Die Differenz hat n im Punktex = 0 zusammenfallende Null
stellen; hätte sie im Intervalle -1 < x < = noch eine (n + 1)te Null
stelle, so müßte (1 + x)"'-n daselbst verschwinden [71], was nicht der 
Fall ist. 

x x2 xn-1 
73. e"'- 1 - - - - - · · · - ---- hat n im Punkte x = 0 

1! 2! (n-1)! 
zusammenfallende, ex überhaupt keine Nullstellen. Die Behauptung 
folgt aus 71 ähnlich wie 72; sie ist übrigens im wesentlichen äquivalent 
mit der Tatsache, daß die Funktion ex für x < 0 durch ihreM aclaurinsche 
Reihe umhüllt wird [I 141]. 

74. U. ]. Sylvester, Mathematical Papers, Bd. 2, S. 516. Cam
bridge: University press 1908.] Es genügt zu zeigen, daß 

x x2 xn 
1 + - + - + · · · + - = f (x) 1! 2! n! n 

nicht zwei konsekutive negative Nullstellen hat; wären a und b solche, 
so wäre 

an bn 
fn(a)=f~(a)+---r=O, fn(b)=f~(b)+---r=O, sgf~(a)=sgf~(b)tO; 

n. n. 

f~(x) hätte gemäß 8 eine gerade, gemäß 10 eine ungerade Anzahl von 
Nullstellen im Intervalle a < x < b! 

75. Für l = 1 klar. Für den Fall von l- 1 Exponentialfunktionen 
sei der Satz als richtig angenommen. Hat g(x) N und 

N* reelle Nullstellen, dann ist 

N*>N -mz [12j. 

Andererseits treten in g*(x) bloß l- 1 Exponentialfunktionen auf [mit 
den Exponenten (a1 - a1) x, ... , (a1_ 1 - a1) x; betreffs der Grade der 
auftretenden Polynome vgl. 62]. Gemäß Annahme ist somit 

m1 + m2 + · · · + mz_ 1 -- 1 > N*. 
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76. [Vgl. G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 28, 

S. 173, 1920.] Würde die Determinante verschwinden, so existierte 

eine nicht identisch verschwindende Lösung des zugehörigen homogenen 

Systems, d. h. n reelle Zahlen c1 , c2 , ••• , cn so beschaffen, daß die 

ganze Funktion 

zwar nicht identisch, aber für x = <X1 , <X2, ••• , <Xn verschwindet. Wi9-er

spruch, denn eine so gebaute Funktion hat höchstens n- 1 reelle 

Nullstellen [75]. Für die Bestimmung des Vorzeichens vgl. 48. 

77. [Laguerre, a. a. 0. 1, S. 3.] 
00 

78.1) Man darf die "Dirichletsche Reihe" 1: an e- An 8 im Innern 
n=l 

ihres Konvergenzbereiches gliedweise differentiieren; der Beweisgang 77 

ist unverändert zu befolgen. 
79. []. ]. Sylvester, a. a. 0. 74, S. 360, S. 401; vgl. a. a. 0. 31, 

S. 30.] 1. Sind av a2, ••• , an alle eines Zeichens und m gerade, so 

ist W = 0 und offenbar auch N = 0. 2. Sind a1, a2, ••• , an eines Zei

chens und m ungerade, so ist W = 1 und , da 

P'(x) = m [a1(x- A1)"'- 1 + a2(x- A2)"'- 1 + · · · + an(X- An)m- 1] 

nie verschwindet, vgl. Fall1, N < 1 [10]. 3· Es sei a; a"'+l < 0, 1-=:; <X< n, 

und der Satz für W- 1 Zeichenwechsel als richtig angenommen. Es 

sei P(x) = b0 xm + b1 x"'- 1 + · · · + b",. Man wähle A so, daß 

A"' < A < Ao:+l> P(l) =F o 

und, falls b0 =F 0, b1 + Amb0 =F 0. Man setze 

P(x) (x- A)-m = F(x), (x- A)"'+ 1 F'(x) = 

= a{(x- A1)"'- 1 + a{(x- A2)"'- 1 + · · · + a;i(x -An)"'- 1 = P*(x), 

wobei a: = m(Av- A) av, Y = 1, 2, ... , n. Die Anzahl der Zeichen

wechsel der Folge af, a{, ... , a;i, ( -1)m-1 a{ ist 

W*=W-1. 

Mit N* die Anzahl der reellen Nullstellen von P*(x) bezeichnet, ist 

nach Annahme 

3a. 
F(x) 

lim ·---
x~ ± ooX2 F'(x) 

W*2N*. 

bo --, · - + 0, falls b0 + 0 . 
b1 + ~o.mb0 

1) In den Lösungen 78, 80-84 sind die nötigen Konvergenzbetrachtungen 

nicht gegeben, aber ihr Resultat benutzt. Vgl. z. B. E. Landau, Münch. Ber. 

Bd. 36, S. 151, 1906. 



236 Die Lage der N ullstellen. 

Entweder ist sgF(x) = sgF'(x) in einer Umgebung von x = - oo, oder 
sgF(x) =- sgF'(x) in einer Umgebung von x = + oo; wendet man 
entweder 14 auf -~, A (sinngemäß!) und zugleich 12 auf A, +oo an 
oder, wenn nötig, umgekehrt, so findet man auf alle Fälle 

N*"?::.N -1. 
3 b. 

. F(x) 1 
hm ----=-- falls b0 = b1 = · · · = b8 _ 1 = 0. 
x+=xF'(x) s ' 

Jetzt ist sgF(x)=sgF'(x) für x-+-oo, sgF(x)=-sgF'(x) für 
x-+ + oo, also folgt durch Anwendung von 14 auf - oo, A und 
A, + oo sogar N* ~,N. 

80. [Laguerre a. a. 0. 1, S. 29; vgl. G. P6lya, C. R. Bd. 156, 
S. 996, 1913.] Wenn Z = 0, so ist offenbar W = 0. Wenn Z > 0, 
so sei A0 der gemeinsame Endpunkt zweier benachbarter Intervalle 
konstanten, einander entgegengesetzten Vorzeichens von <p(A) [S. 40]. 
Die Anzahl der Zeichenänderungen von 

<p*(Jc) = (Jc0 - Je) rp (Je) 

ist dann Z* = Z- 1. Die Anzahl der fraglichen Nullstellen der Funktion 

d = 
F*(x) = e-<,x- [e'•"' F(x)] = J <p*(A)e -<xd}c 

dx 0 

ist N*>N -1 [12]. Vollständige Induktion, wie in 77, 79. 
81. [Vgl. L. Fejer, C. R. Bd. 158, S. 1328-1331, 1914.] Die An

zahl der reellen Nullstellen N der Funktion 

00 00 

F(x) = If(t)txdt =I e-'f(e-J.)e-'"'dA 
0 

ist nicht geringer als die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 
a0 , av a2, ••• , wie bei vollständiger Aufzählung ersichtlich [8, 9]; es 
ist F(n) =an im Falle 1., F(n) = 0 in den Fällen 2. 3· Die Wahl 
der Integrationsgrenzen (ob 0, oo oder - oo, oo) ist auf den Beweis 80 
ohne Einfluß. 

82. Die Umformung durch partielle Integration ergibt 

00 

I <p(A)e-'"'dA = x I !fJ(J,)e-l.xdJc, 
0 0 

wenn das Integral links konvergiert und x > 0 [80]. 
83. Die Umformung durch partielle Summation ergibt 

L;ane-l•nX= L;(al + a2 + ••. +an) (e-l·nX_ e-An+•"')' 
n=l n=l 
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wenn die Reihe links konvergiert und x > 0 ist. Man setze 

n = 1, 2, 3, 

dann wird die betrachtete Reihe 

Die Anzahl der Zeichenänderungen der stückweise konstanten Funk
tion <p(A) ist = der Anzahl der Zeichenwechsel der Folge a 1, a1 + a2 , 

a1 + a2 + a3 , . • • [80). 
84. 

00 00 1' 00 1 

""'"' n!an = "'"'anT(x)Ij_~+_1)= "'"'anjF---1(1-Wdt 6' x(x + 1) .. · (x + n) ~ r(x + n + 1) 6g 0 

1 00 

= jtx- 1f(1-t)dt=Je-!.xj(1-e-J.)dA. [80, 24, 44.] 
0 0 

85. [Laguerre, a. a. 0. 1, S. 28.] Setzt man 

so gibt es höchstens n - 1 ganze Zahlen k mit f (k) = 0 [75, auch 48]. 
Daher ist das identische Verschwinden der Reihe 

n oo oo 

f/J(x) = 1: a"F(IXvX) = ,Lpk(a1 IX1 + a2 IX~+ · · · + an1X!)x"' = l:Pd(k)xk 
v= 1 k=O k=O 

ausgeschlossen. Die folgenden vier Anzahlen: positive Nullstellen 
von (/J(x) - Zeichenwechsel von Pof(O), P1 /(1), P2/(2), . . . - po
sitive Nullstellen von f(x) - Zeichenwechsel von an, an+ an_ 1, 
an + an _1 +an- 2 , • • . sind monoton, nicht abnehmend geordnet; 
Übergang: mittels 38, 8, 83. 

86. Eine Funktion von der Form 

kann nicht mehr als n- 1 positive Nullstellen haben [85], also sicher 
nicht für x = iXv cx 2, ••• , iXn verschwinden. Man schließt wie in 
48, 76. - Die Determinante ist übrigens > 0; im Falle IX" = ßv läßt 
sich nämlich ihr Vorzeichen mit Hilfe der Theorie der quadratischen 
Formen daraus feststellen, daß 

n n oo 

.1: l:F(IX;.IXp)X).Xf, = L, pk(1XfX1 + IX~ X2 + · .. + IX~Xn) 2 > 0. 
~=1p=l k=O 



238 Die Lage der Nullstellen. 

87. Die Descartessche Regel ist als gültig angenommen. 1. Ist 

so ist W[hv, (x), ... , hv1(x)] =F 0 für a < x < b. Denn würde diese 

W ronskische Determinante für x = x0 verschwinden, so gäbe es l nicht 

durchweg verschwindende Konstanten Cv c2, ••• , Cz, die den l simul

tanen Gleichungen 

c1 hv, (x0) + c2 hv, (x0) + · · · + Cz h,,1 (x0) 

+ · · · + c1 h~1 (x0) 

=0, 

=0, 

c h<Z-ll(x) + c h<Z-ll(x) + · · · + c h<Z-ll(x) = 0 
1 v, 0 2 ,., 0 l yl 0 

genügten, d.·h. die Funktion c1 hy,(x) + c2 hv,(x) + · · · + Czhv 1(x) hätte l 

(mit x0 zusammenfallende) Nullstellen im Intervall a < x < b, während 

die Koeffizienten cv c2, ••• , Cz höchstens l- 1 Zeichenwechsel auf

weisen können: Widerspruch! 2. Beweisen wir z. B., daß alle (n--1)

zeiligen Wronskischen Determinanten dasselbe Zeichen besitzen. Es 

sei a < x0 < b; man bestimme a1, a2 , ••• , an aus dem System 

a1 h1 (x0) 

a1 h! (x0) 

+ a2 h2 (x0) + · · · + «nhn (x0) = 0, 

+a2 h'z(x0) +···+anh~(x0) =0, 

a1 hin- 2l(x0 ) + a2 h&n- 2>(x0 ) + · · · + «nh~n- 2l(x0 ) = 0, 

a1 ht'- 1>(x0) + a2 h~n-ll(x0) + · · · + «nh~n-ll(x0) = 1, 

dessen Determinante nicht verschwindet (vgl. 1.). Die Funktion 

besitzt n- 1 Nullstellen im Innern von a, b (sie sind alle= x0); darum 

muß die Koeffizientenfolge «v a2 , •• • , an genau n -1 Vorzeichenwechsel 

aufweisen,alsomüssen, (-1)n-l W[h1(x0), h2 (x0), •• • , hn (x0)] = W gesetzt, 

die Zahlen 

a1W = W(h 2, h3 , ••• , hn), - a2W = W(hv h3 , ••. , hn), 

a3W = W(hv h2 , h4 , •• • , hn), ... 

(alles ist an der Stelle x =x0 genommen) von gleichem Vorzeichen sein, 

w. z. b.w. 
88. Spezialisiert auf die Zeilenzahlen l = 1, 2 besagt das Krite

rium 87, daß einerseits h1(x), h2(x), .. . , hn(x), andererseits 

2 d h2 2 d h3 
W(h1 , h2) = h1 - -h , W(h2 , h3) = h2 -d -, • • • 

dx 1 x h2 

von gleichem Vorzeichen sein müssen. Auch direkt einzusehen. 
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89. Es sei l~n -1, 1 ::=:::Y1 < ··· < Y1< cx< YH 1 < · · · < Yz::=:::n. 
Es ist [VII 57] 

= hl+l W [ _ (hv,)' _ (hvJ)' 1 (hvJ_+_o)' (hvz)']. IX hiX '•• ., hiX ' , hiX '•• ., hiX 

90. Es sei die Descartessche Regel als gültig angenommen für ein 
System von irgendwelchen n - 1 Funktionen, die die Determinanten
bedingungen erfüllen. Es soll die Funktion 

F(x) = a1 h1(x) + a2 h2(x) + ··· + anhn(x) 

N Nullstellen im Innern von a, bunddie Koeffizientenfolge a1, a2 , ••• ,an 
W Zeichenwechsel besitzen. Der Fall W = 0 ist klar. Es sei also 
cx + 1 eine Wechselstelle. Mit den Bezeichnungen von 89 erhält man 

d F(x) d h1 d hiX-1 d hiX+l d hn 
-~--a ---+···+a --+a + 1---+···+a --dx ha(X)- 1 dx hiX IX-l dx hiX IX dx hiX n dx hiX 

= -a1 H1 (x)- · · ·- acx-1HIX_ 1(x)+aa+lH",(x)+ · · · + anHn_ 1(x) 
=F*(x). 

Es sei N* die Anzahl der Nullstellen von F*(x) im Intervall a < x < b 
und W* die Anzahl der Zeichenwechsel der Folge 

oder, was dasselbe ist [3], die der Zeichenwechsel der Folge 

Es ist [12] 
W*=W-1. 

Die Funktionen H1 (x), H2 (x), ... , Hn_ 1(x) erfüllen die Determinanten
bedingungen 87 [89] ; die Annahme der vollständigen Induktion ergibt 

N*:o;;W*. 

1,2, ... ,n 
91. W(e"'"', e"'"', ... , e"n"') = e(.l,+.l,+· -+An)X II (lk- Aj) > o. 

i<k 
92. Mit den Bezeichnungen von Lösung 63 hat man 

d d d d ane- an X_ e(<Xn-<Xn-t)X_ ... _ e(cx,-a,)X _ e<X1 X j(X) 
dx dx dx dx 

= a0 f(x) + a1 f' (x) + · · · + an j(nl(x) . 

Man wende 12 n mal, 6 n + 1 mal an. 
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93. [G. P6lya, American M. S. Trans. Bd. 24, S. 312-324, 1924; 

vgl. H. Poincare, Intermed. des math. Bd. 1, S. 141-144, 1894.] Mit 

Benutzung von Formel VII 62 Beweis wie für 92. 

94. Es ist also vorausgesetzt, daß 

h(n)(x) + <t\(x) h(n- 1)(x) + <p2(x) h(n- 2)(x) + · · · + ??n(x) h(x) = 0 

identisch gilt und daß f(x) - h(x) im besagten Intervall n + 1 mal 

verschwindet. Man wende 93 auf f(x) - h(x) an. 
95. [Vgl. H. A. Schwarz, Gesammelte Mathematische Abhand

lungen, Bd. 2, S. 296. Berlin: J. Springer 1890. T. ]. Stieltfes, Oeuvres, 

Bd. 2, S.110. Groningen: P. Noordhoff1918.] Man nehme I <pJo(x,u) I =f 0 

an. Den Wert des Quotienten I /;.(x,") I: I <p2(xu) I mit Q bezeichnet, ver
schwindet die Funktion von x 

für x = Xn-l und x = Xn. Nach Rolle wird 

wo Xn_ 1 < 'Y}n < Xn. Man ersetze jetzt Xn_ 1 durch x; die entstehende 

Funktion von x verschwindet für x = Xn_ 2 und x = Xn_ 1 usw. 

Nachher ersetze man 'Y/n durch x usw. Man gelangt so nach 

(n- 1) + (n- 2) + · · · + 2 + 1 maliger Anwendung des Rolleschen 

Satzes zu der linearen Gleichung für Q, die zu beweisen war. 
96. Spezialfall von 95: 

<p1(x) = 1, <p2(x) = x, <p3(x) = x2 , ••• , ??n(x) = xn-1. 

Durch Addition von Zeilen erhält man 

1 1 

1 

1 1 1 

97. Spezialfall von 96: 

1 

l,2, ... ,n 
II (xk -- x1) 

i<k 
1, 2, ... ,n 

II (k- n 
i<k 

1 

f1(x) = 1, f 2(x) =X, fa(x) = X2, •.• , fn- 1(x) = xn- 2 • 
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98. Spezialfall von 97: 

99. [A. a. 0. 93.] Für n = 2 ergibt 93 (**) nur eine Bedingung: 
h(x) > 0. Nach dem Mittelwertsatz ist 

1 ~~ h(x1 ) 

h(x1) h(x2) f(x1) 
h(x2) I /(x2) /(x1) X 2 ~ X 1 I h(~) 
/(x2) 1 = h(x~) -- h(x1) = [h(~)] 2 , lW 

h'(~) I 

f' ( ~) .. 

Man setze 

d f(x) dx h1(x) = F(x) · 

Man erhält durch (n ~ 1) malige Anwendung des Rolleschen Satzes 
[Lösung 95] 

1 

= (xn ~ Xn-1) (xn-1 ~ Xn-2) ... (x2 ~ x1) ..................................... . 

hn-1(x1)/h1(x1) Hn-2(~1) ... Hn-2(~n-1) 

f(xl)/hl(xl) F(~l) ... F(~n-1) 

mit x1 < ~1 < x2 < ~2 < · · · < Xn_ 1 < ~n- 1 < Xn. Man forme die auf 
der rechten Seite der behaupteten Gleichung auftretende Wronskische 
Determinante nach Ausklammern von [h1 (;)]n gemäß VII 58 um. Die 
Bedingungen 93 (**)sind durch H1 (x), H 2(x), ... , Hn_ 2(x) erfüllt. [89.] 
Nimmt man den Satz für dien~ 1 Funktionen H1 (x), H 2(x), ... , Hn_ 2(x), 
F(x) als bewiesen an, so folgt er aus der vorgenommenen Umformung 
für dien Funktionen h1(x), h2(x), ... , hn- 1(x), f(x). 

100. Spezialfall von 99: 

hv(X)=eßvx, Y=1,2, ... , n~1, j(x)=eßnx, X,u=IXI" p,=1,2, ... ,n. 

Die fraglichen Wronskischen Determinanten sind > 0 [91]. 

P 6 I y a • S z e g ö , Aufgaben und Lehrsätze II. 16 
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101. Die fraglichen Abbildungen der Z-Ebene auf die Z'-Ebene 
haben die Form Z' = aZ + b. Aus 

folgt 

z; == a z1 + b , z~ = a z2 + b , 

(' = m1 z; + m2 z~ -t· · · · + m11 z;, 

(' = a( + b. 

z;, = azn + b, 

102. Es seien zunächst z, Zv z 2 , •.. , Zn endlich. Die fraglichen 
Transformationen haben die Form 

Aus 

Z' = z___!!__ + b, 
-Z 

a 
zi=--+b, 

z1 - z 

a +o. 

a 
~,=--+b, 

Zn- Z 

(' = m1 zi + m 2 z; + · · · + mn ~~, m1 + m2 + · · · + mn = 1 , 

('=--a-+ b 
(-z 

folgt 

(*) 1 m1 m2 mn 
-- = --+ --+ ... + --' ( - z z1 - z z2 - z Zn - z 

unabhängig von a und b. - Ist z. =oo für ein gewisses v, also z end
lich, dann ist das yte Glied auf der rechten Seite von (*) wegzulassen. 
Ist z = oo, folglich Zv z2, •.. , Zn endlich, dann ist die Transformation 
eine Drehstreckung und ( stimmt mit dem gewöhnlichen Schwerpunkt 
ü herein [1 01]. 

103. Die Verhältnisse sind wohlbekannt, wenn der Aufpunkt z = oo. 
Durch lineare Abbildung erhält man nun: ein Kreis durch zi, z" und z 
begrenzt zwei Kreisbereiche (zi =l= z~c); von den endlich vielen derartigen 
Kreisbereichen streiche man das Innere aller derjenigen fort, die keinen 
der Punkte z1, z2, .•. , Zn im Innern enthalten. Der nicht fortgestrichene 
abgeschlossene Teil der Ebene ist S'rz· DieKonstruktion ist zu modifizieren, 
wenn Zv z2, ••• , Zn und z sämtlich auf einem Kreise liegen: in diesem 
Falle ist S'rz derjenige Bogen des fraglichen Kreises, der z1, z2, ••• , Zn ent
hält und z nicht enthält. 

104. Vgl. 103 oder direkt durch Abbildung aus dem Fall z =oo. 
105. [103.] 
106. Verallgemeinerung des Falles z = oo durch lineare Abbildung. 
107. Wenn z und Cz beide außerhalb K liegen würden, so würde 

ein durch z und Cz, aber nicht durch K gehender Kreis Zv z2 , ••• , Zn 

nicht trennen, im Widerspruch zu 106. Wenn z außerhalb und Cz auf 
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dem Rande von K liegt, so wende man 106 auf den, durch z und Cz 
gehenden, K von außen berührenden Kreis an. 

1 
108. Gemäß 102 ist, da jetzt alle Massen =- der Schwer

n 
punkt Cz durch 

;:· _ _!_ = ~ (-1 + - 1 - + ... + 1 ) 
(,, - z n z1 - z z2 - z Zn - z 

= n1 _1_ + n2 _1_ + ... + nk _1 
n w1 - z n w1 - z n wk- z 

gegeben, mit n1, n2, •• ·., nk die Anzahl derjenigen Zv Z2, ••• , Zn be
zeichnet, die in Wv bzw. in w2, w3, ••• , wk zusammenfallen. Durch 

die rationalen Massen n1 , n2 , ••• , nk können irgendwelche k Massen 
n n n 

von der Summe 1 beliebig angenähert werden. Dies für endliches 
Wv w2, ••• , wk> z. Bezüglich w" = oo oder z = oo vgl. Lösung 102. 

109. Dem betreffenden Punkt Zv auch wenn z1 im Unendlichen 
gelegen ist, vgl. die Formel in Lösung 102. 

110. Gemäß 102 ist, da jetzt alle Massen = ~ 1 

n 
n 

Cz = z- 1 1----~1--

--+--+···+~-z - z1 z - z2 z - Zn 
n n 
~ ~ (z,u - z")2 

= Z1 + Z2 + · · · + Zn + ,u=l v=l ~ + .... 
n 2n2 z 

111. Nach Lösung 110 ist 

nf(z) ao+ (n ~ 1) alz + (n ;-1) a2z2 + ... + an-lzn-1 
C=z-~-=- · 

f(z) al + (n ~ 1) a2z + (n ;-1) aaz2 + ... + anzn-1 

wenn z endlich, C =- an-l 1 wenn z = oo; f(z) ist wie auf S. 57 be
an 

zeichnet. Für f(z) = zn ist C = 0, was an und für sich klar ist [107].
Laguerre bezeichnet C als "point derive du point z" [a. a. 0. 11 S. 56]. 

112. [Laguerrel a. a. 0. 1, S. 61.] Sind alle Nullstellen von f(z) reell, 
so liegen sie in der abgeschlossenen unteren (oberen) Halbebene, in 
deren Innern auch C liegen muß, wenn der Imaginärteil von z positiv 
(negativ) ist, abgesehen von dem Fall, daß sämtliche Nullstellen von 
f(z) zusammenfallen [107]. Besitzt f(z) eine imaginäre Nullstelle Zv 
so nähern sich z und C gleichzeitig z1 [109], ihre Imaginärteile sind 
also in genügender Nähe von z1 von gleichem Vorzeichen. 

16* 
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113. Auf Grund von 111 ist, an=!= 0 vorausgesetzt, dann und nur 
dann ( = oo, wenn z eine solche Nullstelle der Derivierten f'(z) ist, 
die nicht mit einer Nullstelle von f(z) zusammenfällt. Jede Gerade 
durch eine solche Nullstelle von f'(z) trennt die Nullstellen von f(z) 
[106], und jede Kreisscheibe, die sämtliche Nullstellen von f(z) bedeckt, 
bedeckt auch die von f'(z) [107]. Sowohl aus 106, wie aus 107 ergibt 
sich so von neuem der Gaußsehe Satz [III 31], insbesondere aus 107 
durch folgende Bemerkung: der größte gemeinsame Teil (oder "Durch
schnitt") sämtlicher Kreischeiben (Kreisbereiche, die oo nicht enthalten), 
die die Punkte z1 , z2, ••• , Zn bedecken, ist das kleinste konvexe Poly
gon, das Zv z2, ••• , Zn umspannt. 

114. Ist x eine Nullstelle von e- ~ (- /~) + f' (z)) und f(x) 4 0, 

also auch /'(x) t 0, so ist der Schwerpunkt von f(z) in Bezug auf x [111] 

nf(x) 
=x-----=x-nc=( f'(x) . 

Würde x weder in K noch in K + nc liegen, so würden x und C beide 
außerhalb K liegen, was jedoch nach 107 unstatthaft ist. 

_115. []. v. Sz. Nagy; vgl. L. Fejir, Deutsche Math.-Ver. Bd. 26, 
S. 119, 1917.] Es sei z1 endlich; f(z) = (z - z1) g(z) gesetzt, ist 
(x - z1) g' (x) + g(x) = 0. Der Schwerpunkt ( von g(z) in bezug auf x 
ist [111] 

(n- 1) g(x) 
C = x- ------g'(.X)-- = x- (n- 1) (z1 - x). [1061 

Für z1 = oo vgl. III 31. 
116. [Laguerre, a. a. 0. 1, S. 56, 133.] Es sei z eine der Null

stellen von rx1zf'(z) - rx2 f(z) und f(z) =!= 0, folglich z endlich, f'(z) $ 0; 
der Schwerpunkt von f(z) in bezug auf z ist 

Wärealso lzi<Min(1,11-n:1 1- 1
), so müßte auch ICI<1 sein, 

gegen 107. 2 

117. [116]. 
118. [Laguerre, a. a. 0. 1, S.161.] z1 muß eine einfache Nullstelle 

sein, damit der fragliche Schwerpunkt einen Sinn hat; /(z) = (z- z1)g(z) 
gesetzt, ist f'(z1) = g(z1), /"(z1) = 2g'(z1) und der Schwerpunkt [111] 

(n- 1)g(z1) -z ----------
- I g'(zl) . 
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Für z1 = oo müssen die übrigen Nullstellen endlich sein, a .. = 0, a .. _1 =F 0. 
Der Schwerpunkt ist dann [111] 

119. [Laguerre, a. a. 0.1, S.142.] In bezug auf die Nullstelle 
z1 = lX + i ß vom größten Imaginärteil muß der Schwerpunkt der üb
rigen n- 1 Nullstellen einen Imaginärteil < ß haben, falls ß > 0 wäre 
[107]. Tatsächlich ist für ß > 0 wegen der Differentialgleichung, wenn 
/(z1) = 0, folglich f'(z1) =F 0, j"(zt) =F 0, [118] 

o,( _2(n-1)/'(z1))=o,( _2(n-1))=ß+2(n-1)ß ß 
0 zl f''(zl) 0 zt Zt 1X2 + ß2 > . 

120. Für /(z1) = 0, z1 = lX + i ß, ß > 0 würde 

o,( 2(n -1)/'(z1)) _ o, ( + {n -1) (zi- 1)) 
0 Zt- /''(zl) - 0 Zt Zt 

= ß + (n -1) (ß + 1X2 ~ ß2) > ß 
folgen. Vgl. 119. 

121. Falsch. Es sei a =f b und Kv K 2 Kreise um a bzw. um b, 

deren Radien so klein sind, daß sie ~ + b nicht mehr enthalten. Man 
betrachte dann f(z) = (z- a) (z- b). 2 

+ (Ü) + (0) ( (Ü)) + ( (Ü)) 122. nlz2 n2zl - nlz2 n2zl = nl z2- z2 n2 Zt- zl • 
~+~ ~+~ ~+~ 

Es ist (z10>- zi0>) : (z~0> - z<0l) = (r- r1) : (r2- r) = n1 : n 2 • 

123. Man kann annehmen, daß K1 und K 2 di·~ Halbebenen 
m z :::: Cv m z :::: c2 sind. Dann ist 

m nl Z2 + n2 Zl > nl C2 + n2 c1 • 

nt + n2 - nl + n2 

Außerdem ist bei passender Wahl von z1 und z2 der Mittelwert 

nlz2+n2zt 1' h . b li b' h . nlc2+n2ct - g e1c emer e e 1gen Za 1 c mlt iR c > . 
~+~ - ~+~ 

124. []. L. Walsh, American M. S. Trans. Bd. 22, S. 115, 1921.] 
Es sei z eine Nullstelle von /~(z)/2 (z) + /1(z)f2(z) und z möge außerhalb 
von K1 und K 2 liegen. Es ist also /1(z) t 0, h_(z) =F 0, i2(z) =F 0, 
f~(z) ']= 0, z endlich. Den Schwerpunkt von Mz) in bezug auf z mit 
C1 , den von /2(z) mit (;2 bezeichnet, ist 

r - - n2/2(z) 
."2- z f~(z) • 
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C1 liegt in K 11 C2 liegt in K 2 [107]. Hieraus folgt durch Multiplikation 
mit n2 bzw. n1 und Addition 

n1C2 + n2C1 
Z= . 

~+n2 

125. []. L. Walsh, a. a. 0. 124.] Man setze analog wie in 124: 

f(z) = ~~~:~ . Ist z eine Nullstelle von f(z) außerhalb von K1 und K 2 , 

ferner Cl und c2 die Schwerpunkte von ft(z) bzw. Mz) in bezug auf Z, 

so ist [124] 

Ist n1 = n2, so folgt C1 = C2, was bei Kreisbereichen K 11 K 2, die keine 
gemeinsamen Punkte haben, unmöglich ist. 

126. [R. Jentzsch, Arch.d.Math. u.Phys. Serie3, Bd.25, 5.196, 1917; 
vgl. M. Fekete, Deutsche Math.-Ver. Bd. 31, 5.42-48, 1922.] Es seien a 
und b zwei Zahlen, für die sämtliche Nullstellen von f(z)- a und f(z)- b in 
01 liegen. Es ist zu beweisen, daß die Nullstellen von f(z)- c auch in 01 

liegen, wenn c auf der Verbindungsstrecke von a und b liegt. [Defini
tion der Konvexität!] Die Nullstellen von F(z) = [f(z)- ar [f(z)- b]n, 
m und n positiv ganz, liegen sicher in 01• Es ist 

( na+mb) F'(z) = (m + n) [f(z)- a]"'- 1 [f(z)- b]n -1 f(z) f(z) - m + n , 

so daß sämtliche Nullstellen von f(z)- !!.__«:_ + m_!!__ auch in 0 1 liegen 
m+n 

[III 31]. Die Zahlen na + m_~_ liegen aber überall dicht auf der Ver
m+n 

bindungsstrecke von a und b, wenn m und n alle positiv ganzen Zahlen 
durchlaufen. 

bzw. 

127. Man wende 124 aufF(z)=[f(z)- a]n..[f(z)- b]n• an [Lösung126]. 

128. 
a0 +a1 C, a1 +a2 C, a2 +a3 C, ... , a11 _ 1 +anC. 

je nachdem C endlich bzw. unendlich ist. D. h. es ist, wenn C endlich, 

n-1 

(C- z) f(z) + nf(z) = n ,2 (n-; 1) (a,. + a,.+lC)Z". 
»=0 

129. Definition. 
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130. Für I; = oo geläufig; sonst 

g(z) [(I;- z) h/(z) + l h(z)] + h(z) [(I;- z) g'(z) + k g(z)] 
= (Z:- z) [g(z) h'(z) + g'(z) h(z)] + (k + l) g(z) h(z). 

131. Wenn Z:v 1;2 beide = oo, geläufig. Wenn beide endlich, 
so ist 

(1;1 - z) [(1;2 - z)f'(z) + nf(z)]' + (n -1) [(1;2 - z)f'(z) + nf(z)] 

= (Z:1 - z) (1;2 - z) f"(z) + (n -1) (1;1 + (2 - 2z) f'(z) + n (n -1) f(z) 

symmetrisch in Z:v 1;2• Wenn 1;1 = I; endlich, ( 2 = oo ist, 

[(I;- z) f'(z) + nf(z)]' =(I;- z) f"(z) + (n -1) f'(z). 

Auch durch die symbolische Rechnung in 137 darzulegen. 
132. Für C = oo folgt aus f' (z) cc_~ 0, daß /(z) eine Konstante ist, 

d. h., daß alle n Nullstellen = oo sind. Wenn I; endlich, so ist die 
Lösung der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

(I;- z) f'(z) + nf(z) = 0, 

f(z) = c (z- l;)n, c Konstante. 
133. Es sei z' ein Punkt des abgeleiteten Systems. 
1. 

z' endlich, f(z') 0, z' + 1;, also auch f'(z') =f 0; C = z'- ~~~/ [111]. 

2. z' endlich, f(z') = 0, f(z) = (z- z')k qJ(z), <p(z') =f 0, z' C; 
(z-z')-k+1Acf(z) reduziert sich für z=z' auf k(Z:-z')<p(z')! 0. 

3· z'=C; f(z)=(z-C)k<p(z), <p(i;)=FO, k<n; (z-1;)-kAcf(z) 
reduziert sich für z = C auf (n - k) qJ(I;) =f 0. 

4. Ist an=FO und an_ 1 +anZ:=O [128], so ist(=- an-l [111]. 
an 

134. Für I;= oo vgl. III 31. Bei endlichem I; betrachte man die 
unter 133 aufgezählten Fälle; entweder ist C der Schwerpunkt von f(z) 
in bezug auf z', wie in 1. und 4., und dann gilt 106, oder ist z' selbst 
Nullstelle von f(z), und dann liegt z' im Kreisbereiche, nämlich auf 
dessen Rand. 

135. Folgt aus 107 durch dieselbe Überlegung, wie 134 aus 106. 
136. Auf Grund von 135; das fragliche Kreisbogenpolygon wird 

als der größte gemeinsame Teil von Kreisbereichen aufgefaßt, die z1 , 

z2, ••• , Zn enthalten und Z: nicht enthalten [Lösung 113]. 
137. Wenn I;= oo, dann ergibt j(n-I)(z) = 0 den gewöhnlichen 

Schwerpunkt von f(z), oder oo, oder nichts Bestimmtes, je nachdem der 
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genaue Grad von f(z) n, n- 1 oder :=:; n- 2 ist. - Es sei !; endlich. 
m 

Man sage, daß das Polynom mten Grades ~ ( ~) b,. zv und die Potenz-
~ v=O 

reihe ~ Cv uv einander zugeordnet sind, im Zeichen: 
V= -00 

b0 + ( ~) b1 z + (~) b2 z2 + · · · + bm zm 1\ · · · + c _1 u -I + c0 + c1 u + · · · 

wenn c0 = b0 , c1 = bv .. . , Cm = bm, c_v c_ 2 •.• , Cm+I• Cm+ 2 , .•. beliebig. 
Dann ist [128] 

f(z) = a0 + (7) a1 z + (~) a2 z2 + · · · + anzn 

1\ a0 + a1 u + a2 u2 + · · · + an un, 

f'(z) = n [a1 + ( n ~- 1) a2 z + (n-; 1)a3z2 + · · · + anzn-l] 

1\ (a0 + a1 u + a2 u2 + · · · + an un) ~, 
u 

Acf(z) =n [ (a0 +a1 !;) + (n~ 1 ) (a1 + a2 !;)z+ · · · + (an-I + an!;)zn-I] 

1\ (a0 + a1 u + · · · + an un) n ( 1 + f) , 
( ')" ·1 A~- 1 f(z)l\(a0 +a1 u+ ··· +anun)n(n-1)···2 1+u 

Hieraus ist die fragliche Nullstelle der Schwerpunkt von f(z) m 
bezug auf !; [111]. 

138. Nach Lösung 137 ist 

A~, A~, · · · A:;n/(z) 1\ n! (a0+a1 u+ · · · + anun) ( 1 + :)( 1 + ~) · · · ( 1 + :;), 

wenn Cv (2, .•. , Cn endlich, im andern Falle 

( (n-k) 1 
1 + ~-u uk' 
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139. Es seien Cv C2 , ••• , Cn alle endlich, d. h. bn t 0. Dann ist [138] 

5: = (- 1)v ( n ) b_r._.-:" 
T n- y bn > 

Y = 0, 1, 2, ... , n 

also 
A (Cv C2, ... , Cn) f(z) 

= L [ aobn- (~)albn- 1 +(~)a2 bn-2- · · · + ( -1)n-l(n ~ 1) an-1 bl + ( -1)nanbo]· 

Sind die kletzten von Cv C2, ••. , Cn und nur diese unendlich, so ist [138] 

also 

[für k = n ist dies so zu lesen: (- 1 )n an] . In jedem Falle ist also 

A (Cv C2,. · ., Cn) f(z) = Ät [ ao bn- (7) al bn-1 + (~) a2 bn-2- · · · 

+ (- 1)n-l (n ~ 1) an- 1 b1 + (- 1)n anbo], 

wobei 21- 1 = (-1)k (~) bn-k> wenn bn-k den höchsten, von 0 ver

schiedenen Koeffizienten von g(z) bezeichnet. Es ist 

140. Die Apolarität von z1 und C1 heißt: z1 = C1 . Die Apolarität 

von z1, z2 und Cv C2 bedeutet (abgesehen von leicht diskutierbaren 

Ausnahmefällen) 

(zl - C1) (z2- C2) 
(z1 - C1) (z2 - C2) + (zl - C2) (z2 - C1) = 0, ( _ C ) (-i- -) = - 1 , 

Z1 2 Z2- "1 

d. h. die beiden Punktepaare liegen auf einem Kreis in harmonischer Lage. 
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141. Nach 139 muß ~0 - ~n = 0 sein, d. h. (1 , ( 2 , ••• , Cn sind 
alle endlich und 

143. 

144. Es ist 135 wiederholt anzuwenden. 

145. [J. H. Grace, Cambr. Phil. Soc. Proc. Bd. 11, S. 352-357, 
1900-1902; vgl. G. Szegö, Math. Zeitschr. Bd. 13, S. 31, 1922; ]. Eger
vdry, Acta Univ. Hung. Francisco-Josephinae, Bd. 1, S. 39- 45; Math. 
es phys. lapok, Bd. 29, s. 21-43, 1922.) Es mögen zl, Zz, ••• , Zn 

innerhalb, Cv (2, •.. , (k außerhalb des Kreisbereiches K liegen und 
A~, A-:, ... A-:k f(z) soll nicht, hingegen A~, A~ • ... A~k A-:k+t f(z) soll 
identisch verschwinden, k < n- 1. Nach 144liegen die Nullstellen von 
A-:, Ac:-, ... A,kj(z) auch innerhalb K, nach 132 müssen sie alle mit 
dem Punkte (H1 zusammenfallen; dieser liegt also innerhalb K. 

146. [145.] Wenn nämlich zwei konvexe Polygone keinen ge
meinsamen Punkt haben, dann gibt es Geraden, welche die beiden 
Polygone trennen. Z. B. ist die Mittelsenkrechte des kürzesten Ab
standes eine solche. 

147. [E. Landau, Ann. de l'lic. Norm. Bd. 24, S. 180, 1907.] [148.] 
148. [A. Hurwitz; vgl. E. Landau, a. a. 0. 147.] Nach 143 ist das 

fragliche Polynom apolar zu dem mit den Nullstellen 

2:ri J' 

(" = 1- e n , 

die im Kreisbereich I z- 1 I~ 1 liegen [145]. 

v = 1, 2, ... , n, 

149. [L. Fefer, C. R. Bd. 145, S. 459, 1907; Math. Ann. Bd. 65, 
S. 413-423, 1908; Deutsche Math.-Ver. Bd. 26, S. 114-128, 1917. 
Vgl. auch 5. Sarantopoulos, C. R. Bd. 174, S. 592, 1922; P. Montel, 
C. R. Bd.174, S. 851, S. 1220, 1922, Ann. de l'Ec. Norm. Serie 3, Bd. 40, 
S.1-34, 1923.] Für k=2 wende man 135 mit (=0 an. Es ist 

A0 ( 1 - z + c2 l') = v2 - ( v2 --· 1) z , 

das abgeleitete System besteht aus ~ und aus dem (v2 - 2)-fach 
}J2- 1 

genommenen unendlich fernen Punkt. Das Kreisäußere I z I > ~1 ')12-

kann also nicht sämtliche Nullstellen von 1 - z + c2 z''' enthalten. 



V. Abschn., Lösungen 141-150. 251 

Für k > 2 ist wiederholte Anwendung von 135, also vollständige 
Induktion nötig. Das fragliche Polynom mit jfz) bezeichnet, ist 

Aof(z) = Vk- (vk- 1) z + c2 (vk- '~'2) zv' + · · · + ck-1 (Yk- '~'k-1) zvk-•. 

Mindestens ein Punkt des abgeleiteten Systems liegt im Kreise 

I zl< (__2'2__ ~... '~'k-1 )~. 
- '~'2 -1 Ys -1 '~'k-1- 1 '~'k -1 

Man ersetze nämlich z durch __!!:____ u und verwerte bei der Gleichung 
Yk-1 

für u die Annahme der vollständigen Induktion. - Es ist 

Man bemerke, daß das (k + 1 )-gliedrige Polynom 

(1-~r=1-z+ ... 
die einzige Nullstelle k besitzt. 

150. [J. H. Grace, a. a. 0. 145, S. 356; vgl. auch P. ]. Heawood, 

Quart. J. Bd. 38, S. 84-107, 1907.] Bezeichnet f(z) = a0 + (n -:;- 1)a1 z 

+ (n ;- 1)a2 z2 + ... + a11 _ 1 z"- 1 die Ableitung des fraglichen Polynoms, 

dann ist 

lb (n - 1) (n - 1) ,,l(z)dz=a0 bn_ 1 - 1 a1 bn- 2 + 2 a2 bn-a+"· 

+ (-1)n-lan_ 1 b0 = 0, 

wo b0, b1 , ... , bn- 1 für alle Polynome f(z), d. h. bei variablen 
a0, a11 ••• , a11 _ 1 fest bleiben. Die beiden Polynome (n- 1)ten Grades 
f(z) und 

g(z) = b0 + (n -;- 1)b1z + (n; 1)b2z2 + · · · + bn_ 1zn-t 

sind somit apolar. Den expliziten Ausdruck von g(x) erhält man durch 
die spezielle Wahl av = (-1)vxn-1-v, d. h. f(z) = (x- z)n-1. Aus 

b (x a)n (x b)n g(x)=j(x-z)n- 1 dz= - - -
a n 

ergeben sich die Nullstellen von g(x) zu 

a+b .a-b Y:n 
'v= -2-+~-2-ctgn. v= 1, 2, ... , n-1· 

Man wende jetzt 145 an. 
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151. [Vgl. G. Szegö, a. a. 0. 145, S. 35-J Ist y = 0, so muß ent
weder unter den Nullstellen von f(z), oder unter denen von g(z) die Null 
vorkommen. Dann ist die Behauptung klar. (Für ß1 = ß2 = · · · = ßn = oo 
ist k = 0 zu setzen: 0 · oo ist unbestimmt.) Ähnlich schließt man für 
y = oo . Es sei nun y t 0, oo . Die beiden Polynome f(z) und 
zng(- yz- 1) sind dann apolar. Von den Nullstellen des letzteren, 
nämlich -yßv-1, v=1, 2, ... , n (-y·0- 1 =oo, -y·oo- 1 =0 zu 
setzen) liegt also nach 145 mindestens eine in K, d. h. - y ßv- 1 = k . 

152. [151.] 
153. [I. Schur, vgl. G. Szegö, a. a. 0. 145, S. 31.1 St sei als Durch

schnitt von abgeschlossenen Kreisscheiben K, die den Nullpunkt und 
sämtliche Nullstellen von f(z) enthalten, aufgefaßt. Nach 151 hat jede 
Nullstelle y des komponierten Polynoms die Form {} k, wo 0:::; {} ~ 1 
und k in K liegt. Dann liegt aber y in allen K, also auch in S'f'. 

154. [Betreffs der Fragestellung vgl. Laguerre, a. a. 0. 1, 
S. 199-200, 1898. G. P6lya, Intermed. des math. Bd. 20, S. 145-146, 
1913. - G. Szegö, a. a. 0. 145, S. 38 und ]. Egervary, a. a. 0. 145.] 
Man ersetze g(z) durch g(bz) oder g(-bz), je nachdem die Nullstellen 
von g(z) in -b, 0 oder in 0, b liegen und wende dann 153 an. 

155. [E. Malo, Journ. de math. spec. Serie 4, Bd. 4, S. 7. 1895.] 
Nach VI 85 ist 

wo Pn(x) das nte Legendresche Polynom bezeichnet. Daher hat Qn(z) 
lauter negative Nullstellen [VI 97]. Man komponiere zunächst das erste 
Polynom mit Qn(cz) und das so entstandene 

ao + (7)a1 Z + (~)a2 z2 + · · · + anzn 

mit dem zweiten, in welchem nötigenfalls z durch dz ersetzt wird; c, d 
sind so gewählt, daß sämtliche Nullstellen der bezüglichen Polynome 
im Intervall -1, 0 liegen. Hierbei wende man beide Male 153 an, und 
zwar so, daß für S'f' die obere bzw. untere (abgeschlossene) Halbebene 
gewählt wird. Es ergibt sich dann, daß die Nullstellen des fraglichen 
Polynoms alle in der oberen und zugleich alle in der unteren Halb
ebene liegen. - Folgt auch aus 154 durch zweimalige Anwendung von 65. 

156. [I. Schur, ]. für Math. Bd. 144, S. 75-88, 1914.] Ahnlieh 
wie in 155, mit Rücksicht darauf, daß die Polynome [VI 99] 

lauter negative reelle Nullstellen haben. 
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157. Da die N ollstellen von ( 1 + izr in der Halbebene ,S z > o 
liegen, sind die von ' n 

(n) z2 (n) z4 1 - - + - - ... ~ cosz 
2 n2 4 n4 

reell [III 25]. Man beachte III 203. 

158. !!___ (1 - z2)n hat nur reelle Nullstellen [58] und strebt bei 
d~ n ~ -~ 

festem v für n ~ oo in jedem endlichen Bereiche gegen -d~- [ H urwitz-

Courant, S. 63]. Hieraus fließt die Behauptung [III 203]. 

159. a) [A. Hurwitz, Math. Ges. Hamburg, Festschrift, S. 25, 1890.] 

( z2)n ('z2-4n2) (-1)n 1 +- Pn- -----
4n2 z2 + 4n2 

Pn(z) hat nur reelle, im Intervall -1, +1 liegende Nullstellen [VI 97]. 

b) 

z2 z4 ( 1) zs ( 1) ( 2) =1---+ 1---- 1-- 1-- + ... 
2·2 2·4·2·4 n 2·4·6·2·4·6 n n · 

Ln(z) hat nur reelle positive Nullstellen [VI 99, Lösung i)]. 

"' r dO 2ni . 
c) Aus . 0 . = --=c [III 148] folgt durch n-mahges Dif-

-;. sm - 2Z y 1 + z2 

ferentiieren und Variablenvertauschung 

1 j':( izsinO)-n-l 
~ 1 +-.- d{} 
2n n 

-n 

1 ( z)n (n) ( z2)-n-! 1 /n .. =- ·-- Qn - 1 +- ~~ e-tzsm#d{} 
n! n z n2 2n 

-"; 

für n~oo; Qn(z) ist das in Lösung 56 betrachtete Polynom, das nur 
reelle Nullstellen hat. 

d) Aus III 205, f(t) = (1- t2)-l gesetzt. - a), b), c) stützen sich 
unmittelbar, d) mittelbar auf III 203. 
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160. [G. P6lya, Töhoku Math. J. Bd. 19, S. 241, 1921.] 

gesetzt, liegen die Nullstellen von Qn(z), Rn(z) auf q, vom Punkt z = 0 
auslaufenden Halbstrahlen, die die Ebene in q gleiche Winkel zer
schneiden, von denen einer von der positiven reellen Achse halbiert 
wird [59]. Nun liegen die Nullstellen von F(z'l) auf denselben Halb-

2 ;ri 

strahlen, denn es ist, e. q = w gesetzt, 

=t, q~= ::) q~=: :) ... q~=: :) (1 + ~~ 1) (1 + k ~ 2) ... 

( qk) zqk ~ z'lk 
1 +- ( k) I -.....:::,. -( k) I = F(zq) 

qn q · k=O q · 

für n-..oo [III 203]. Der zweite Beweis operiert analog mit Qn(z). 

161. [G. P6lya und I. Schur, J. für Math. Bd. 144, S. 89-113, 
1914.] Man setze 

Es ist gleichmäßig in jedem endlichen Bereich limP~c(z) = g(z). 
k_...oo 

162. (]. L. W. V. ]ensen, Acta Math. Bd. 36, S. 181, 1912.] Setzt 
man das in 161 betrachtete Polynom 

so ist [Hurwitz-Courant, S. 61-64] 

und das Polynom 

au d zn au d2 zn 
ao~czn + 1T di- + 2! dz2 + ... 

=aolczn+ (~)aazn-l+ (~)a2kzn- 2 + ···+an 
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hat nur reelle Nullstellen [63]. Durch Grenzübergang k--*oo [III 203] 

und Vertauschung von z mit _.!_ folgt, daß die Nullstellen der fraglichen 
z 

Polynome reell sind. Daß sie auch positiv sind, folgt daraus, daß die 
Koeffizienten der Reihenentwicklung 

a1 a2 2 g(- z) = 1 - - z + - z - . · · 
1! 2! 

offenbar alle positiv sind, also 

[47]. 

163. Es folgt aus 161, 55 (etwas abgeändert) und III 201, daß 
keine Derivierte von g (x) im Intervall - oo < x < ~1 verschwindet. 
Hieraus schließt man, wie in 72, daß die Differenz 

g(x)- ao- a1 X- ... - an-1 xn-1 
1! (n...,.-1}! 

außer für x = 0, im Intervalle - oo < x < ~1 nirgends verschwindet. 
Ihr Vorzeichen im Intervall 0 < x < ~1 stimmt also mit dem von an 
überein. [I 144.] 

00 

164. 
e-•' = 2_fe-t' cos2ztdt y-;; 

0 

kann als Grenzwert von Polynomen mit nur reellen Nullstellen auf
gefaßt werden [158]. Hieraus folgt [63], wenn p > 0, daß 

nur reelle Nullstellen hat. Durch Iteration des Verfahrens gelangt man 
zu Polynomen, durch Grenzübergang [161] zu g(z) unter dem Integral
zeichen. 

165. [A. a. 0. 161.] Man bestimme die ganze Zahl mk so, daß 
ß+ßf 1 +ß2 1 + ··· +ß;c 1 =Bk gesetzt, im Kreis lzl<k 

1(1 + !::tk- eBul < ~ 
sei. Dann gilt gleichmäßig in jedem endlichen Bereich 

( ~z2)k( Bkz\mk( z) ( z) lim 1 - - 1 + -; 1 -- . . . 1 -- = G(z). 
k-+oo k mk ß1 ßk 
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166. Man zeigt, wie in 162, daß das Polynom 

1 + (~)b1 z + (;)b2z2 + · · · + bnzn 

nur reelle Wurzeln hat; darum können darin, wenn es genau vom 
nten Grade ist, nicht zwei benachbarte Koeffizienten verschwinden [49]; 
G(z) ist transzendent; man bestimme n > m + 1 so, daß bn -J 0 ist. 

167. Es ist nach Voraussetzung ß,. < 0, v = 1, 2, 3, .... Es 
sei fk > n -y;x und 

(1-cx;~r(1- ~)(1- ~) ... (1- ;J=Q(x). 
B=ß+ß1 1 +ß2- 1 + ··· +ß;; 1 

gesetzt. Beim Übergang von 

zur Gleichung 

bleibt die Anzahl der imaginären Nullstellen unverändert und sie nimmt 
beim weiteren Übergang zur Gleichung 

nicht zu [67]. Nun sei k---+ oo [III 201 ]. 

168. 

1 ( z) -~( z) -~ ( z) _:.. F(z + 1) = eCz 1 + 1 e 1 1 + 2 e 2 . • . 1 + n e n ... 

ist von der Form 165 und ihre Nullstellen sind negativ. Das Polynom 

(1 - ~)n = 1- ~(:)2 + ~ (:)4 (1 - .!) - ~ (:)6 (1 - .!) (1 - 3.) + · · · 
4n 1! 2 2! 2 n 3! 2 n n. 

hat nur reelle Nullstellen und daher [167, G(z) = r(~ + 1r1J auch 
das folgende: 

für n ~ oo [III 203]. Man sieht, daß 65 auch Spezialfall von 167 ist. 
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169. [A. a. 0. 160.] Wenn q eine positive ganze Zahl ist, so ist 
die Funktion 

T(z + ___!_)__ = G(z) 
r(qz + 1) 

ganz, denn die Pole des Zählers - !L, - 2 q , · · · sind unter denen des 
1 2 q q 

Nenners --, --, ... enthalten, und zwar ist sie von der Form 
q q 

165 [Lösung 168]. Man wende 167 auf dieses G(z) und auf das Polynom 

( 1 + !_)" ~~ 1 + !_ + z2 (1 --_n!_ ') + ... 
\ n 1! 2! 

an. Nachher n-'>- ~ [III 203]. 

170. [G. P6lya, Messenger, Bd. 52. S. 185--188, 1923.] 

r, k ) r('2k+1) 
= z2k = "' = z2k ( +1 -~-

.xF"'(z)=k~(--t)k(2k)!~~e-t t2kdt=k~(-1)kkf T(2k+1) . 

Man wende 167 auf das Polynom 

( z2)n n z2k ( 1) ( k - 1) 1 - - = L ( -1)k I 1 - - . . . 1 - --
n k=O k. n n 

und auf die ganze Funktion 

r(.:.. + 1) r(z + 1) 
-~ ' 2 q - Gz 

r(z + 1) - () 

an, ~ = 2 q, q ganz; nachher Grenzübergang [III 203]. Die Funk
tion G(z) ist ganz, denn die Pole des Zählers 

-2, -4, -6, ... ; -1, -(1 + 2q), -(1 + 4q), ... 

werden von denen des Nenners -1, -2, -3, ... absorbiert; G(z) ist 
,C z' 

auch von der Form 165 [Lösung 168]. - Die Funktion F 2(z) = X!': e- 4 
hat überhaupt keine Nullstellen. 2 

171. Es ist, wenn ~ i 2, 4, 6, ... und x durch reelle Werte 
hindurch gegen <X? strebt, limx"'+ 1 F"'(x) t 0 [III 154]. Lehrreich ist, 

x-+ oo 

daß die Funktion F"'(x) für ~ i- 2 unendlich viele Nullstellen besitzt 
[a. a. 0. 170]; sie besitzt also unendlich viele reelle und keine ima
ginären Nullstellen, wenn ~ = 4, 6, 8, ... , endlich viele reelle und 
unendlich viele imaginäre im anderen Falle. Vgl. III 201. 

P 61 y a- S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 1 7 
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172. [Cauchy, Exercices de mathematiques (anciens exercices) 1826. 
Oeuvres, Serie 2, Bd. 6, S. 354-400. Paris: Gauthiers-Villars 1887.] 

a) [A. Hurwitz, a. a. 0. 159.] Abgesehen von der Wurzel z = 0 
handelt es sich um die Nullstellen der meromorphen Funktion 

ctgz- ~ = lim (~-1 - + ... + ~-~~-- + -~ ~-~ + _1_ 
z n-+oo Z + nn z + 2n z + n z- n 

+ _ __!~-- + ... + _1_') . 
z-2n z-nn 

Unter dem Limeszeichen steht eine rationale echtgebrochene Funktion, 
deren Zähler vom Grade :~ 2n- 1 ist. Zwischen den 2n Nullstellen 
des Nenners liegen 2n --~ 1 Intervalle, und im Inneren von jedem liegt 
je eine Nullstelle des Zählers [26]. Der Zähler ist folglich vom genauen 
Grad 2n ~- 1 und hat keine imaginären Nullstellen. Grenzübergang 

[III 203]. 

b) 
I 

z- 2 cosz(tgz- z) = jtsinztdt; 
ö 

dem auf Kosinuspolynome bezüglichen Satz III 185 stelle man einen 
analogen, auf Sinuspolynome bezüglichen zur Seite (Beweis derselbe) 
und schließe daraus durch Grenzübergang ein Analogon zu III 205, 
das auf das vorliegende Integral anwendbar ist. 

1 

c) 2r 3 cosz(tgz-z) = j(1-t2)cosztdt; 
II 

173 liefert außer Realität auch die Existenz unendlich vieler Null
stellen. 

] 

173. z2F(z) = z/(1) sinz- /'(0) (1- cosz) + jf"(t) (cosz- coszt) dt 
(zweimalige partielle Integration), woraus 0 

F[(2m-1):rr]>O, F(2mn)<O, m = 1, 2, 3, ... , 

also die Existenz unendlich vieler Nullstellen folgt. Es ist F(O) > 0. 

Daher hat die echtgebrochene rationale Funktion 

nF(- nn) F(- 2n) F(- n) F(O) F(:rr) 
(-1) + ... + - -- + ---- ····~-~ 

z+nn z+2n z+n z z-n 

F(2n) n F(nn) + --~~ -- ... + (~-1) -~--~-
z-2n z-nn 

2 n - 2 reelle und höchsten zwei imaginäre N ollstellen [ vgl. 26] ; sie 

strebt gegen ~'(z) [ vgl. III 165l, folglich [III 201] hat F(z) entweder 
smz 
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0 oder 2 imaginäre N ullstellen. F(z) ist eine gerade Funktion; hätte 
sie genau zwei imaginäre Nullstellen, so wären diese rein imaginär; 
nun ist, wenn y reell, 

1 eYt _]__ e-Yt 

F(iy) = f f(t) ---'--- dt > 0. 
0 2 

1 

174. Es genügt den Fall J I cp(t) I dt < 1 zu betrachten [III 203]. 
0 

Dann ist für genügend großes ganzes n 

_1_ 'I cp (~) i + ~ I cp (~) I + . . . + ~ (p (!!...n ___ 1_) !I! < 1 ' 
n .n i 11 n • n 

folglich hat 

keine imaginären Nullstellen [Schlußweise 27]; n--+ oo [III 203]. 
175. Den trivialen Fall /( 1) = 0 bei Seite gelassen, gilt 

1 I 

z J"t() d . Jf(t) . d /(1) t coszt t=smz- /(1)smzt t 
0 0 

[174]. 

176. Die Beträge der Glieder nehmen vom Anfangsglied 1 bis 
zum Maximalglied ständig zu und dann vom Maximalglied bis ins 
Unendliche ständig ab [I 117]. Aus diesem Grunde ist, wenn n den 
Zentralindex, d. h. (- x)n a-n' das Maximalglied für z = - x, x > 0, 
bedeutet, 

(- 1)n F(- x) = xna-n'- xn-1 a-Cn-1)' + xn-2a-Cn-2)'- .. . 

- xn+1 a-(n+1)' + xn+2a-(n+2)'- .. . 

> xna-n'- xn-1 a-(n-1)'- .xn+1a-(n+l)'. 

Wenn x = a2 n ist, dann ist n der Zentralindex [III 200]; es folgt 

(- 1)nF(- a2n) >an'- 2an'-l ~ 0. 

Die Überlegung gilt mit sinngemäßer Änderung auch für die Partial
summe 

Man findet 

Fn(O)>O, Fn(-a2)<0, Fn(-a4)>0, ... , (-1)nFn(-a2n)>O, 

(in der zweiten Ungleichung steht = anstatt < für n = 2, a = 2), 
woraus folgt, daß Fn(x) nur reelle einfache Nullstellen hat, und zwar im 

17* 
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Innern jedes Intervalles {- a2, 0), {- a4, - a2), (- as, - a4), ... , 
(- a2 n, - a2 n- 2) genau eine. Mittels Grenzüberganges [III 201] wird 
auf F(z) geschlossen. (V gl. III 200.) 

177. [Vgl. G. P6lya, Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 355-358, 1918.] 
Die Umformung von Po+ p1z + · · · + Pnzn im Beweis von III 22 ist 
im wesentlichen eine partielle Summation. - Die Funktion F(z) hat 
keine reellen Nullstellen. Es sei f'(t) > 0, z = x + iy, x > 0, y > 0, 
extf(t) = /1 (t), also auch /1 (t) > 0, Ii (t) > 0; es sei ferner 0 < T < 1 . 
Durch partielle Integration wird 

1 T 

iyF(z)- iyjf1(t) eiYtdt = /1 (-r) eiYr- /1(0)- jf!(t) eiYtdt, 
T Ü 

1 T 

y I F(z) I+ y I JA(t) eivtdt I> /1(-r)- /1 (0) -I j!i(t) eiYtdt I· 
T 0 

T T 

Die rechte Seite ist gleich jf~(t)dt-lj!1(t)eiytdtl und nimmt 
0 0 

stets zu, wenn T zunimmt [III 14]. Das zweite Glied links wird gleich 0, 
wenn -r ·-+ 1. Daher ist y I F(z) I > 0. 

178. 

t-l ist abnehmend, folglich [177] liegen keine Nullstellen im Gebiet 
ffi ( -z2 ) :::=: 0. 

179. 
1 z z2 

-·-~ + ----~--- + - + ... 
fl + 1 (tt + 1) (!l + 2) · (/l + 1) (,u + 2) (/l + 3) 

00 (X) 1 

= ~ !'__ J_'(~_+_1 ~1Jfl + 1 ~ = ~ !'__ ;·tn(1- t)l'dt 
~n! I'(n+tt+2) ~n!. 
n~o n~o u 

1 1 

= jezt(1- t)~'dt = j e<z-,ult[et(1- t)]!'dt; fl > -1. 
0 0 

Nun ist et(1 - t) für 0 < t < 1 stets abnehmend (differentiieren). 
Daher [177] liegen die Nullstellen der Reihe 

für fl > 0 sämtlich in der Halbebene ffiz > ,u, 

für - 1 < fl < 0 sämtlich in der Halbebene ffiz < fl· 
für fl = 0 sämtlich auf der Geraden ffi z = 0. 

In der Aufgabe ist p = n ganzzahlig. 
180. a) [G. P6lya, Ens. math. Bd. 21, S. 217, 1920.] Man stütze 

sich auf folgenden wirhtigen Satz [I. Schu,r, Math. Ann. Bd. 66, 
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S. 489-501, 1909]: Bezeichnen Wv w 2 , ..• , Wn die Wurzelnder Gleichung 

-- an1 - an2 

dann ist 
n n 

I W1 12 + I w2l2 + · · · + I Wn 12 s ~ ~I a;.", 12 • 
,\~1 tt=l 

Hieraus folgt [VII 11], wenn die Nullstellen des Polynoms 

mit Z1n, Z2n, ... , Znn bezeichnet werden, daß 

Grenzübergang [III 201]. 
b) [G. Valiron, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 45, S. 269, 1921.] 

Man setze I an_ 1 a,;- 1 I= ln. n = 1, 2, 3, .... Da lim ln = oo, so kann 
n-*= 

man aus lv !2, !3 , ... , lp, ... durch Umordnung eine stets wachsende 

Folge ln,• ln,, ln,, ... , lnp, ... herstellen: 

Es ist 

Ia l=~jaol_ <-~!Cltl_l__ 
P l1 l2 ..• lp ~ _. ln, ln, ... lnp ' 

P=1,2,3, .... 

Man bezeichne mit M(r) das Maximum von I F(z) I für I z I s r und 

mit fl.(r) das Maximalglied der stets konvergenten Reihe [IV 29] 

I ao I + ~ z + ~ z2 + · · · = W(z). 
ln, ln, ln, 

Es folgt aus der Voraussetzung bzw. aus IV 37, IV 54, IV 38 sukzes

sive die Konvergenz von 

r .P(r)r- 3 dr' 
i 

fM(r)r-adr, 
1 

Dieser Schluß ist, im Gegensatz zu dem unter a), nicht auf den Ex

ponenten 2 zugeschnitten. 
~ ~ 

181. Nein. Beispiel: f(z) = (z2- 4)e3, f'(z) = tz(z2 - 1)e3. 

H. M. Macdonald, Lond. M. S. Proc. Bd. 29, S. 578, 1898, behauptete 

das Gegenteil. 
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182. [G. P6lya, Arch. der Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25, S. 337, 
1917. Lösung von H. Prüfer, ebenda, Serie), Bd. 27, S. 92-94, 1918.] 
Bei H' (x) = g(x), ist der Satz im folgenden genaueren enthalten: 
Wenn das Polynom g(x) vom Grade n nur reelle Nullstellen hat, so 
hat G(x) =c [g(x)]2 + g'(x) höchstens n + 1 reelle Nullstellen (2n > n + 1 
für n?: 2). Es seien Xv x2 , ... , xk die verschiedenen Nullstellen 
von g(x), 

g(x) = a (x - x1)"'' (x - x2)"'' • · · (x- xk)"''. 

a) Nullstellen von G(x), die zugleich Nullstellen von g(x) sind, 
sind in der Anzahl n - k vorhanden. 

b) Eine reelle Nullstelle von G(x), die keine Nullstelle von g(x) 
ist, genügt der Gleichung 

!z = - 1 oder (i r ~ = - a . 

Ist also mindestens eine derartige Nullstelle vorhanden, so ist a reell. 
Nun ist 

Die Nullstellen von g(x) zerlegen die reelle Achse in k + 1 Intervalle. 
In jedem Intervall ist die Kurve y = g' (x) [g(x)]- 2 monoton und 
schneidet die Gerade y = - 1 höchstens einmal. Die Gesamt
anzahl der unter a) und b) genannten Nullstellen von G(x) ist also 
:"S (n- k) + k + 1 . 

(kl (n 1) 183. An = P k , k , B(kl = Q (~ ~)-
n k' k ' 

c(k)= R(~ ~) 
n k' k · 

Der Ausdruck für B':/:' ist auch für nicht ganzes k > m- 1 gültig. 

184. 
Q(z, w) 
----

1 ~ _ ('1+z ------)r( z ) 
=- (1 + z-------_::~=-)r(·-;----)~ (-1)"avl' -w- -v-1 - ~+v r ---m-1 -- V-Ü 

w w 

r(~ + 1) ~ ~ l_+___z_v _ _:__l+v 
= ------------...:::;.; (-1)"av /(1- t) w t w dt; 

(1 + z --)I' ( z ) · r --W -- - m- 1 - W v=O 0 
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R(z, ro) r(m + ~) f1 -~-1 .!.-1 
= ( ) ( ) t "' (1- t)"' /(- t)dt, 

will [' _!__ r - !_ 0 

(/) (I) 

gültig für w > 0 , ffiz < 0 ; 

R(z, w} 
(- w}m 

gültig für w > 0, ffiz > 1 + (m- 1} w; 

gültig für w > 0, ffiz < 0. 
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185. [Vgl. Laguerre, a. a. 0. 1, S. 23; G. P6lya, Aufgabe, Arch. 
der Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, S. 84, 1916.] Die drei Relationen 
der ersten Kolonne ergeben sich aus 183, 38, 8, die vier übrigen aus 
184, 80 (Variablenvertauschung!), 24. 

186. Wir haben schon vorausgesetzt, daß am ~ 0 ist. Das Zeichen II 
zwischen zwei reelle Zahlen IX und ß gesetzt (so: 1X II ß) soll bedeuten, 
daß 1X und ß gleiches Vorzeichen haben. Dann ist 

f(- oo) II P(- oo), 

/(- oo) II Q(- 1 + m --{ w}, 

/(-1) IIR(-oo), 

/(O} 11 P(o) , 

/(0) II Q(O) ' 

/(0) II R(O) ' 

f(- oo) II (- 1)"' R(1 + m- 1 w}, 

f(oo) II P(oo) , 

/(1) I!Q(+oo), 

/(+oo)IIR(1+m-1 w), 

/(- 1} II ( -1)m R( + oo). 

187. [Laguerre, a. a. 0. 1, S. 13-25; M. Fekete und G. P6lya, 
Palermo Rend. Bd. 34, S. 89-120, 1912; E. Bcilint, Diss. Budapest, 1916; 
D. R. Curtiss, Annals of Math. Serie 2, Bd. 19, S. 251-278, 1918.] 
1. aus 38, 2. aus 34, 33, 32, 3. aus 183, 24, III 201 mit Rücksicht 
darauf, daß P(z, w), Q(z, w), R(z, w) stetig von w abhängen und 

P(z, 0) = f(z}, Q(z, 0) = (1 + z)"'fC ~ J, R(z, 0) = (1- z)mf C z J 
ist. Der zweitbewiesene Satz gestattet theoretisch die genaue Er
mittlung der Anzahl der Nullstellen von f(z) im Intervall 0 < x < 1 . 
Daß die Methode auch häufig praktisch von Vorteil ist, zeigen 45, 46. 
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188. [G. P6lya, a. a. 0. 80.] Aus der für ffiz > mw gültigen Formel 
[VI, § 9] 

= = wjf(e-!.w, w) e-i.(z~mw)d). 
0 

folgt ~~" c:: Sb [80, 24], aus der analogen für ffi z > 0 gültigen 

(-1)"'m' f(-z) -~~- · = w J e-J.mw J(eJ."', w) e-i.zd). 

~(~+1) ... (~+m) o 
folgt ebenso ~~oo::::: Sr', endlich aus der Definition von J(z, w) folgt [36], 
daß S~oo ;S Anzahl der Zeichenwechsel der Folge /(0), f(w), .. . , f(nw). 
Man beachte endlich (vgl. Lösung 186) 

/(-oo)ll(-1)"'/(1, w), /(O)i!(-1)mJ(+oo, w)IIJ(-oo, w), 

f(mw) II J\0, w), f( + oo) II /(1, w). 

189. Man findet [188] 

/(1, w) = iJrn/(0), ]'(1, w) = -miJm-J /(0), .... 

Daher ist das fragliche Polynom gleich /(1 -~ z, w). 
190. [H. Poincare, C. R. Bd.97, S.1418, 1883; E.Meissner, Math. 

Ann. Bd. 70, S. 223-235, 1911.] 

f(z) = f(z) ( 1 + z)k 
(1 + z)k 

Man wähle k genügend groß [1.87, 3]. 
191. Daß f(x)=a(c:x 1 -x)(iX2 -x) ... (c:xm-x) ist, iX-1 , C:X 2, ... , CXm 

reell und positiv, ist hinreichend [30]; ferner auch notwendig: man 
wähle P(x) = (1 + x)k, k genügend groß [187, 3]. 

192. Hinreichend: denn e-axHbx' ddx P(x) eax-!bx' hat nicht mehr 

imaginäre Nullstellen als P(x) (Beweisgang 58). Notwendig: man 
wähle P(x)=1+sx; es folgt, daß (1+Ex)f(x)+s und [E-+0]/(x) 
nur reelle Nullstellen hat. Man wähle P(x) = f(x); es folgt [182], daß 
der Grad von f(x) entweder = 0 oder = 1 ist. Im letzten Falle, wo 
also f(x) = a- bx ist, setze man wieder P(x) = /(x); es ist stets 
(a-bx)(a-bx)-b>O, wenn b<O. 

193. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 21, 
S.289, 1913. LösungvonG.Szegö, ebenda, Serie3,Bd.23, S.81-82, 1915.] 
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194. Der fragliche Ausdruck ist die Resultante von f(x) und g(x), 
d. h. = b5/(ß1) f(ß2), wenn ßv ß2 die beiden Nullstellen von g(x) be
zeichnen. Wenn ß1 nicht reell, also ß2 = 7f1 ist, dann wird die Re
sultante > 0. Wenn ßv ß2 reell sind und die Resultante < 0 ist, dann 
muß sg /(ß1) = - sg /(ß2) t 0 sein [8]. 

195. Der Fall n = 1 ist klar. Wenn n = 2 ist und die Nullstellen 
von P(x) mit Xv x2 bezeichnet werden, x1 ~~ x2, dann bestimme man a 

.:l\+Z2 

2 

so, daß a < x1 , J P(x) d x = 0. Es genügt also, den Fall n > 3 zu 
a 

betrachten. Wir nehmen zunächst an, daß die drei ersten von 
den Nullstellen Xv x2, •.• , Xn von P(x) , x1 < x2 < · · · ·< Xn , von
einander verschieden sind, x1 < x2 < x3 • Man bestimme ~ so, daß 

x,+d 

x1 < x2 - ~ < x2 < x2 + ~ < x3 und J P(x) d x = 0 ist, dann a so, 
x,-d x,-d 

daß a < x1 und J P(x) d x = 0 ist. Das Polynom Q(x) hat dann sicher 
a 

die Nullstellen x = a, x = x2 - t5, x = x2 + t5. Wenn ferner n un
gerade ist, so ist die Existenz einer vierten reellen Nullstelle von Q(x) 
deshalb gesichert, weil die imaginären Nullstellen von Q(x) paarweise 
auftreten. - Hat P(x) eine mehrfache Nullstelle, von der Multiplizität 
m > 2, so wähle man dieselbe als a, und Q(x) wird mindestens m + 1 > 3 
Nullstellen haben. - Das Gleichheitszeichen wird z. B. erreicht für 

P(x) = x(x -1)2 (x- 2)2 (x- 3)2 ( n -1)2 x - - 2- , n ungerade, 

P(x)=(x-1)2 (x-2)2 (x-3)2 ••• (x- ~r ngerade. 

196. [J. Schur; vgl. C. Siegel, Math. Zeitschr. Bd.10, S.175, 1921.] 
Durch Multiplikation der Ungleichungen 

:2~7 

__!_ J log I eil}· zv I dt1 

1 + [zv[ <2Max(1, [zv[) = 2e 2"o , v =1, 2, ... , n [II52] 

folgt 



Sechster Abschnitt. 

Polynome und trigonometrische 
Polynome. 

1. Die Nullstellen von Tn(x) sind cos (2Y- 1) .!!_, die von Un(x) 
2n 

. d n 
Slll COSY--, 'V= 1, 2, ... , n. 

n+1 
2. Identisch mit 

cos (n + 1)-& = cos-&cosn-&- sin-& sinn-&, 

sin(n + 1)-& = sin-&cosn1'} + cosHsinn-&. 

3. In den Differentialgleichungen 

d2 cosn-& _ 2 
d-&2 - - n cosn-&, 

d2 sinnß 
---= -n2 sinnß 

dß 2 

führe man die neue unabhängige Variable cos-& = x ein. Spezialfall 
von 98; vgl. Lösung g). 

4. Setzt man x = cos-&, so lauten die fraglichen Integrale 

:n 

tmn = fcosm-& cosn-&d-&, 
0 

"7 

Umn = / sin(m + 1}-& sin(n + 1)Hd-&. 
0 

E · t 1 t 0 :::;;:, d t n fu··r S lS a SO mn = Umn = , Wenn m z=: n, Un nn = Un n = 2 
n 

n > 0 ' too = n ' ltoo c= 2 . 
Die in der Aufgabe genannte Orthogonalitätseigenschaft bestimmt 

die Polynome Tn(x) und Un(x) bis auf einen konstanten Faktor. Sie 
ist gleichwertig mit der Bedingung 

1 

(iTn(x) K(x)dx = 0 
J 11- x2 

-1 

1 

bzw. jr1- x2 Un(x)K(x) dx = 0 

-1 

für alle Polynome (n- 1)ten Grades K(x) (vgl. S. 91). 
5. Spezialfall von 98; vgl. Lösung a). 
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6. [] acobi, ]. für Math. Bd. 15, S. 3, 1836.] Aus 5 folgt durch 
partielle Integration, da sämtliche Ableitungen von (1- x2}n-l, die 
von niedrigerer als der nten Ordnung sind, für x = - 1 und x = 1 ver
schwinden, 

1 1 

ft(x) Tn(x} dx = 1 ~- ft<n)(x}(1- x2)n-!dx. r f1-x2 1·3·5···(2n-1)J' 
-1 -1 

7. I cosn{} I::::; 1, n = 1, 2, 3, ... ; das Gleichheitszeichen gilt nur 
dann, wenn n& gleich einem Vielfachen von n ist [1]. Aus 

sin(n + 1}{} _ .n + {}sinn{} 
• _n - COSn'U· COS •• n 

s1n·u· sm·u· 

folgert man ferner mit Hilfe vollständiger Induktion die zweite Un
gleichung. Hier tritt das Gleichheitszeichen nur für I cos& I = 1 ein. 

8. cos1•{} ist ein Polynom yten Grades von cos'!?·; cosP{} ist ein 
Kosinuspolynom yter Ordnung. 

9. ~in(Y. +n 1){} ist ein Polynom yten Grades von cos{}; sin{} cosP{} 
S1nv 

ist ein Sinuspolynom (Y + 1}ter Ordnung. 
10. cosp1?cosq{}, cosp{}sinq{}, sinp{}sinq{}, p, q ganz, p>o, 

q > 0, sind trigonometrische Polynome (p + q)1er Ordnung. 
11. Es ist 

Z" + z-P 
cosy{}=---2 , 

• z•- z-P 
siny{} = ---- z = eiD 2i ' , Y = 0, 1, 2, ... , n. 

Einsetzen dieser Ausdrücke in g({}) und Multiplikation mit einfJ liefert 

Es ist 
_ Än-P + i ftn-P 

Up = U2n-P = ---2--' Y = 0, 1, 2, ... , n- 1; 

ferner ist Un = .1.0 • G(z) ist genau vom 2 nten Grade (und verschwindet 
nicht für z = 0), wenn g(&) genau von der nten Ordnung ist. Das 
Umgekehrte gilt auch. 

12. Es sei G(z) = u0 + u1 z + u2 z2 + . · · + u2 nz2 "; dann ist 

Y = 0, 1, 2, ... , 2 n, 

so daß Un reell ist und 
n-1 n-1 

g(l'}) - Un = e-infJ ~(upeiPfJ + U2n -Pei(2n-plß) = 2 ffi~u.ei(P-n)fJ 
P=O P=O 

ein trigonometrisches Polynom nter Ordnung mit lauter reellen Koeffi
zienten darstellt. 
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13. Es sei z0 eine von 0 verschiedene Nullstelle von G(z). Dann 
ist z~"G(zö 1) = 0, d. h. G(z0- 1) = 0, so daß "Zö 1 (das Spiegelbild 
von z0 in bezug auf den Einheitskreis) gleichfalls eine Nullstelle ist. 
Durch Differentiation zeigt man auch, daß, wenn z0 eine k-fache Null
stelle ist, z0- 1 ebenfalls eine solche ist. Hat ferner G(z) die k-fache 
Nullstelle z = 0, so erniedrigt sich der Grad von G(z) beim Übergang 

zu z2"G(z- 1) genau um k Einheiten [d. h. z2"G(z- 1), als Polynom 
2nten Grades betrachtet, besitzt k Nullstellen im Unendlichen]. 

Die Nullstellen von G(z) liegen also spiegelbildlich in bezug auf 
den Einheitskreis. 

14. Bezeichnen z1, z2, ... , z2 ,. die Nullstellen des in 11 definierten 
Polynoms G(z), z,. =f 0, v = 1, 2, ... , 2 n, dann sind die N nilstellen 
von g({}) 

1 
l}" = -;-logz", 0 < gt{}" < 2.n, 

z 
Y=1,2, ... ,n. 

15. Mit den Bezeichnungen von 11 muß identisch in 01. und ß 

~ ~ i{k-n) (tx-..!'.!!_)+i<l-n) (..!'.!!_-p) ~ i{k-n) {tx-ß) 
.-;:;;;.. ukul .-;:;;;.. e n+l n+l =.-;:;;;.. uke 

Tc, l=O v=O k=O 

gelten. Es ist 

folglich 

für k=l, 
n . v . ..,; 

""" t {l- k) -.-;:;;;.. e n+l = 
v=O 

1 - (- 1)1-k • 
für --~k);;" = Ykl 

1- e' n+l-

2n 2n 

k =f l' 

( + 1) """ 2 i{k-n){tx-ß) +""" i{k-n)tx+i(n-l)ß n .-;:;;;.. uk e .-;:;;;.. Yktuku1e 

k=O Tc, l=O 
kcj=l 

2n 
""" i {k- n){tx- ß) = .-;:;;;.. uke • 

k=O 

Man hat offenbar Ykt = 0 für gerades, Ykz =f 0 für ungerades 
l - k. Hieraus schließen wir, da 

~n. 

""" i {lc tx -lß) 
.-;:;;;.. Yklukuze 

k,l=O 
kcj=l 

ein Polynom von ei{tx-ß) sein soll, daß uku1 = 0, wenn l- k ungerade 
ist, und außerdem, daß 

(n + 1) uk = uk, uk = 0 oder 
1 

n+1 
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Die fraglichen trigonometrischen Polynome sind also durch folgende 
Bedingungen gekennzeichnet: 

1. Sie sind Kosinuspolynome und enthalten entweder nur Glieder 
mit ungeraden oder Glieder mit geraden Vielfachen von {}_ 

2. Ihre tatsächlich vorhandenen Glieder haben alle den gleichen 

Koeffizienten - 2-, mit Ausnahme des absoluten Gliedes, das, soweit 
n+1 · 

vorhanden, = - 1- ist. 
n+1 

Die Anzahl von derartigen trigonometrischen Polynomen beträgt 

[n+l] [n+2] 
2 2 +2 2 -1. 

Beispiel: 

({}) = _1_sin (~ + 1) {}. 
g n+1 s1m'J. 

[16.) 

16. Die erste Summe ist, wenn man z =eiif setzt, 

Ähnlich berechnet man die drei anderen Summen. - Man kann den 
Beweis auch durch vollständige Induktion führen. 

17. Nach der letzten Formel von 16 ist der fragliche Ausdruck 

( 

. .u . 2n + 1 .u ) s1n nv s1n ----- ·v 
= _1 ________ 2 ___ sinn{} sin(n + 1) {} 

sin iJ . {} sin {} · 
Sln-

2 

(Oder durch direkte Rechnung.) Für {} = 0 folgt, daß die Summe der n 
ersten ungeraden Zahlen gleich der nten Quadratzahl ist. 

18. Durch Kombination von 16 und 17: 

n 
! + ~(! + cos{} + cos21'J. + · · · + cosv{}) 

v=l 

2v+1 ( {})2 n sin----1? sin(n+1)-
~ 2 1 2 

= ~ ----.-1}-- = 2 --_ -{}-- . 
•·=o 2 sm-- sm--

2 ' 2 
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2n 2n 
19. Aus 16-18: 1. v 2n+ 1 , v=1, 2, ... , 2n; 2. vn, 

n v=1, 2, ... , n-1 und (2v-1)--, v=1, 
n n-t-1 

2, ... , n-t-1; 
2n 2n 3. v - , v = 1, 2, ... , 2 n - 1, 2 n + 1, ... , 4 n - 1 ; 4. 

2n 
n 

1' ·-·-· V--· 
n ' n-t-1' 

v=1, 2, ... , n; 5. v-, v=1, 2, ... , 2n, alle doppelt, mit Aus-
n 2n 

nahmevon v=n und v=2n; 6. v·n+T' Y=1, 2, ... , n, alle 
doppelt. 

20. Aus 16, 2. oder 1. 

21. Die fragliche Summe ist 

n n+l 
2: sin v 1'J + l: sin v f} 
v~l - --2·-'"'-1 -- ·= sin2(n + 1) -~ ctg-~ [16]. 

22. [L. Fejir, Math. Ann. Bd. 58, S. 53, 1903.] Aus 18. 
23. [Vgl. T. H. Gronwall, Math. Ann. Bd. 72, S. 229-230, 1912.] 

Nach 16 ist 

d A(n, f}) 
sin !!_ f} cos ~~~ {} 

2 2 
---

df} . f} 
sm-

2 

Dieser Ausdruck verschwindet nur an den in der Aufgabe genannten 
Stellen im Intervall 0 :::=: f} < n und geht dort abwechselnd vom 
Positiven ins Negative up.d vom Negativen ins Positive über. Wenn 
n gerade ist, so verschwindet er auch für f} = n . Der Punkt x = n, 
y = 0 ist aber für die Kurve y = A(n, x) Symmetriezentrum [29], also 
keinesfalls Maximum oder Minimum. 

24. [n. Jackson, Palermo Rend. Bd. 32, S. 257-258, 1911; T. H. 

Gronwall, a. a. 0. 23, S. 231; die Gleichung Max A(n, {}) = A (n. __!!_) 
] 

n + 1 
rührt von Fejer her, vgl. D. Jackson, a. a. 0. Nach 20 ist 

A(n, (2Y + 1) -~--)- A (n, (2Y -1) _7!.._) 
n-t-1 n-t-1 

(2 ,. + 1) -"·- (2 ,. + 1) _!'_ 
n+l n+l fdA(n, 1'J) 1}. # = --.----d&-s=- sm(n+1)f}ctg-df} 

d{} - 2 2 

(2v-l)~ (2v-l)_'!___ 
n+l n+l 
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v=1,2, ... ,q-1;n>3° 

Im letzten Integral ist sin (n + 1) {} ::=; 0, der Klammerausdruck ist 

positiv, weil ctg x für 0 < x < n monoton abnimmt. 
2 

25. [Lo Fejir; vgl. D. Jackson, a. a. 0. 24, S. 259; To H. Gran
wall, ao a. 0. 23, So 233.] Nach 24 ist 

A (n, n -) > A (n, !!...) = A (n- 1, !!...) . 
n + 1 n n 

Betreffs des Grenzwertes lim A (n, -~-) vgl. II 6. 
n-*= n+1 

26. [W. Ho Young, Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bdo 11, So 359, 

19130] Nach 16 ist 

dB(n, {}) 
d{} 

. n{}. n+1{} sm- sm--
2 2 

0 {} 

Sin-
2 

[19, 23]0 

27. [Wo Ho Young, ao ao 0.260] Es sein;:::: 3, u, A ganz, 1 ;?x < A 

.,::;:; [ n ~ 1 J o Dann ist [21] 

l~ 
n+l 

B(n A-?_n)- B(n x~) =fdB(n,fJ) d{} 
' n + 1 ' n + 1 d{} 

l~ 
n+l 

2n 
x-
n+l 

!( . {} . {} . {} sin(n + 1 ){}) d{} 
= - sm + sm2 + · · · + smn + 2 < 0 ° 

2n 
x-
n+l 

28. [W. Ho Young, ao ao 0. 26.] Nach 27 ist 

I
B(n, n), wenn n ungerade ist, 

Min B(n, {f) = ( n ) 
B n, n --- , wenn n gerade ist . 

n+1 
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Im ersten Falle hat man 

1 1 1 1 
B(n, n) = -1 + --- + ... + --- ->- 1 . 

2 3 n-1 n 

Für n > 5 , n ungerade, hat man sogar 

13 1 
B(n, ß) > -1 + 60 > - 1 + n. 

Im zweiten Falle ist 

B(n,n-n-) = B(n + 1, n-n-)- __ 1 , 
n+1 n+1 n+1 

d. h. für n > 4, n gerade, gilt 

B(n, n __ 7!__) > - 1 + - 1--
n+1 n+1 

Für n = 2 ist 

1 
---=-1. 

n+1 

B(2, 2f) = cos 2
3n + ~cos 43n = -~- ~ = -~> -1. 

29. Im folgenden ist n = 0, ± 1, ± 2, ± 3, ... zu setzen; solche 
Symmetrieelemente, die durch Bewegungen der Ebene der Bildkurve 
nicht zur Deckung gebracht werden können, sind besonders erwähnt. 

1. Die vertikalen Geraden x = 2 n n und x = (2 n - 1) n sind 
Symmetrieachsen; b1 = b2 = b3 = · · · = 0. 

2. Die Punkte x = 2nn und x = (2n- 1) n der Abszissenachse 
y = 0 sind Symmetriezentra; a0 = a1 = a2 = a3 = · · · = 0. 

3· Die Bildkurve wird nach Horizontalverschiebung um n und 
nachfolgender Spiegelung an der Abszissenachse mit sich selbst zur 
Deckung gebracht (die Abszissenachse ist "Gleitspiegelachse"); 
a0 = a2 = b2 = a4 = b4 = a6 = b6 = · · · = 0. 

4 a. Die vertikalen Geraden x = n n sind Symmetrieachsen, die 
Punkte x = (n + !) n, y = 0 Symmetriezentra; b1 = b2 = b3 = · · · = 0, 
a0 = a2 = a1 = · · · = 0. 

4 b. Die vertikalen Geraden x = (n + !) n sind Symmetrieachsen, 
die Punktex = nn, y = 0 Symmetriezentra; a0 = a1 = a2 = a3 = · · · = 0, 
b2 = b4 = b6 = · · · = 0. (Rein geometrisch keine neue Symmetrieart 
gegenüber 4a.) 

5. Schon die Hälfte von 2 n ist Periode; a1 = b1 = a3 = b3 = a5 = b5 

= · · · = 0. Die Symmetrie besteht bloß in der Invarianz bei Horizon
talverschiebung um ganzzahlige Multipla von n. (Rein geometrisch 
keine neue Symmetrieart gegenüber der allgemeinen F ourierschen Reihe.) 

(Es gibt außer den 5 hervorgehobenen noCh 2 (durch Spiegelung 
an der x-Achse bewirkten), also insgesamt 7 Symmetriearten für perio
dische "Bordürenmustrr", d. h. 7 verschiedene Bewegungsgruppen, 
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die eine unbegrenzte Reihe äquidistanter Punkte und eine hindurch~ 
gelegte Ebene mit sich selbst zur Deckung bringen.) 

30. Die 2n + 1 ersten Fouriersehen Konstanten von f(D) sind 
gleich den entsprechenden Koeffizienten von f(li') (mit den Bezeich~ 
nungenvon 11: a0 = A.0 , 2ap = A.,., 2bv = ft,., 'l' = 1, 2, ... , n). alle an
deren sind gleich 0. 

31. 

(2cos~r = (ei~ + e -·~t = i'(:)(e'~r-··(e -i~r 
··=0 

=mi'(:)ei(~-+~ = i'(:)cos(i-v)*· [III117.] 
v=O Y=O 

32. Multiplikation mit cosnD bzw. sinnD, n = 0, 1, 2, ... , und 
Integration zwischen 0 und 2:n liefert, daß die Fouriersehen Kon
stanten von f(D) mit a0, ~. b1, a2, b2, • • • übereinstimmen, d. h. daß 
die Fouriersehe Reihe von f(D) mit der gegebenen trigonometrischen 
Reihe identisch ist. 

33. Man entwickle die Funktion f(D), definiert durch 

f(rJ) = - 2 -, ~ 0 < u·< 2:n, l:n;- f} f" .<l 

0 , fur D=O 

in eine Fouriersehe Reihe. 
34. Direkte Ausrechnung der Fouriersehen Konstanten liefert die 

erste Reihe. Setzt man hier {} = 0 und zieht die so erhaltene Reihe 
ab, so folgt die zweite Reihe. 

35. [G. Szegö, Math. Zeitschr. Bd. 9, S. 163, 1921.] Nach 34 ist 

" 
00 2 

= 16 ~ 1 Jsin2 nmß (Ut [lT]. 
!!m :n2 ..:;;;,.. 4n2 -1 sinß 

n=l 0 

36. Daß die Sinusglieder sowie die Kosinusglieder ungerader Ord
nung verschwinden, folgt aus 29, i. 5. Es ist 

2.n: ::r 1! 21' - c .. =; f\f)) cos2nrJd19· =; f(D) cos2n#df} = 
n n 

P 61 y a • S z e g ö , Aufgaben und Lehrsätze ll. 18 
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n 
Im Intervall 0, - ist cos2nß positiv, ferner gilt [II 74] für irgend 4n 
eine, im Intervalle a, b von oben konvexe Funktion f(x), wenn 
a <X- V< X- 14 <X+ U <X + V< b ist, 

I (x _ u) ;c::: (v + u) f(x- v) 2-t~ (v- u) f(x +_~, 

t(x + u) :- (~_-- uJj(x- v) ~/_(_v_+H)l(x + y) 
-- 2v ' 

also, was geometrisch auch sonst klar, 

j(x- v) - j(x- u) -f(x + u) + j(x + v) .•. 0. 

37. Beweis wie in dem Spezialfall 35 durch Benützung von 36. 
38. Mit den Bezeichnungen von 26-28 ist [34] 

Ferner ist 
:r n 

1 r 2~1 Mn> - T(n, 1~)d D = - - . 
n n 1' Ö v=l 

39. Setzt man z = ei 0 und 

/x0 + x1z + x2z2 + · · · + Xnz"f2 

= l 0 +Jc1 cos1'f+ ,u1 sin ß+Ä2 cos 21'f+ ,u2 sin2 {) + · · · + Än cosnß+ ,u" sinn{}, 

so ist 

J' = 1, 2, ... ,n; 

es ist Än + i ,Un = 2 x0 Xn ~· 0. (Für x0 = x1 = x2 = · · · = Xn folgt hier
aus ein neuer Beweis von 18.) 

40. [F. Riesz; vgl. L. Fefer, J. für Math. Bd.146, S. 5)-82, 1916.] 
Das in 11 definierte Polynom G(z) setzt sich aus folgenden drei multi
plikativen Bestandteilen zusammen, von denen einer oder auch zwei 
fehlen können [13] : 

k 

IJ(z -- C/,), 
,n=l 

/((z-zv) (z- n' cz", 

k+2l+r=2n, 
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wo k, l, r ganz, k>O, l:::=o, r>O, IC,ul=1, O<lz~l<1, 
p, = 1, 2, ... , k, v = 1, 2, ... , l und c beliebig komplex. Die Null
stellen C", = ei{},, von G(z) auf dem Einheitskreis entsprechen den 
Nullstellen {}",von g({}) im reellen Intervall O<S1J<2n. Und zwar 
tritt, wie man durch Differentiation der Identität g(tf) = e-in*G(eitJ) 
einsieht, eine Nullstelle C,, = ei*," von G(z) mit derselben Multiplizität 
auf wie die entsprechende Nullstelle -&,, von g(tf). Wegen g('&) ~ 0 
muß also jedes C1, von gerader Multiplizität sein. Es sei etwa 

k 
k 2 

fl(z- C,u) = fl(z- C,")2• 
tt=l fl=l 

Hieraus folgt 
k 

rr2 rrl leiD- z 12 
g(tf) =I g(&) I= I G(ei*) I= I c I I ei*- C" 12 -~z-~L. 

t•=l ~=1 I y I 

41. [40.] Das Polynom G(z) besitzt in diesem Falle lauter reelle 
Koeffizienten, so daß die komplexen Nullstellen C", und z~ paarweise 
konjugiert auftreten. 

42. Man kann irgendeinen Linearfaktor z - z0 von h (z) durch 
1 - z0 z ersetzen, weil auf dem Einheitskreis I z- z0 I= 11 - z0 z I ist 
[III 5]. Hierbei kann auch z0 = 0 sein. 

43. Auf die in Lösung 42 gesagte Weise lassen sich sämtliche 
Nullstellen von h(z), die dem Betrage nach kleiner als 1 sind, ent
fernen. Der Bedingung 2. kann durch Multiplikation mit einer passend 
gewählten Konstante y, I 'Y! = 1, Genüge geleistet werden. Aus III 274 
folgt übrigens, daß dieses Polynom h(z) eindeutig bestimmt ist. 

44. Die fragliche ganze rationale Funktion zerfällt in Faktoren 
der Form (x - x0) 2 + y5, x0 , y0 reell. Man beachte die Identität 

45. Die fragliche ganze rationale Funktion zerfällt in Faktoren 
der Form 

(x- Xo)2 + yÖ, x0 , y0 reell; 

Man beachte die Identität 

[p~ + qj +X(~+ snJ [p~ +~+X(~+ s~)) 

= [(p~ + qj) (p~ + ~) + x2(~ + si) (~ + s~)] 
+ x[(p~ + qj)(r~ + s~) + (~ + ~) (p~ + ~)]. 

Es ist ferner 44 zweimal anzuwenden. 
18* 
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46. [M. Fekete.] Setzt man P(x) für das fragliche Polynom, so 
wende man 41 auf P(cos{}) an und beachte 8, 9. Es ist 

P(cos{}) = IA(cos1'i) + isin{}B(cos1'i) 12, 

wo A (x) und B(x) Polyno)ne mit lauter reellen Koeffizienten bezeichnen. 

47. [F. Lukdcs.] Es sei P(x) vom Grade 2m. Nach 41 ist 

P(cos{}) = I h(ei 0 )12 =o I e -im# h(ei '~)12, 

e -·im 1J h(ei#) = A (cos 1'i) + isin {} D(cos{}), 

wo h(z) ein Polynom 2 mten Grades mit reellen Koeffizienten, A(x) 
vom Grade m, D(x) vom Grade m- 1 ist. Ist P(x) vom Grade 2m + 1 , 
so ist 

oder 

mit IX:::; -1 bzw. ß > 1, wobei auf P 1 (x) die vorige Überlegung an
zuwenden ist. 

48. [Ch. Hermite, Aufgabe; Intermed. des math. Bd.1, S. 65, 1894. 
Lösung von ]. Franel, E. Goursat, ]. Sadier, ebenda, Bd. 1, S. 251, 
1894.] Nein. Im gegenteiligen Falle könnte nämlich 

geschrieben werden, e > 0, A(e) > 0; es ist hierbei IX + ß < 2, IX, ß 
nichtnegativ ganz, so daß die Gliederanzahl für jedes e genau 6 ist. 
Hieraus folgt, x = 0 gesetzt, daß A(e) für 0 < e < 1 beschränkt ist. 
Läßt man nun e derart gegen 0 konvergieren, daß lim A{e) = A existiert, 
und zwar in allen 6 Gliedern, dann folgt 

Für x = 0 führt dies auf Widerspruch. 

49. [F. Hausdorff, -Math. Zeitschr. Bd. 9, S. 98-99, 1921.] Erste 
Lösung. Es genügt, die folgenden beiden Spezialfälle zu betrachten: 

1. P(x) ist linear: 

P(x) = P(-1) (1- x) + _!(1) (1 + x). 
2 2 

2. P(x) ist quadratisch, P(x) = a + 2b(1- x) + c(1- x}2 , c > 0, 
vc - b2 > 0. Man setze mit noch zu bestimmendem p, p ganz, p ~ 2, 
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2v P(x) = a i'(t) (1 - x)."(1 + x)v-v 
v=O 

Hierbei ist 

+ 2b(1- X)2 i'(~ = n(1- x)v-1(1 + x)P-v 
v=l 

p 

+c(1-x)24 ~(P-2)(1-x)v-2(1 +x)P-1' 
~ l'-2 
v=2 

P (p- 2) I = ~ · f(v)(1- x)."(1 + x)v-v, 
~v!(p-v)! 

f(v) = ap(p- 1) + 4b(p- 1)v + 4cv(v- 1) 

= 4cv2 + 2(2bp- 2b- 2c)v + (ap2 - ap) 
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ein Polynom zweiten Grades in v, das definit positiv wird, sobald p 
genug groß, nämlich so gewählt ist, daß 

4c(ap2 - ap)- (2bp- 2b- 2c)2 = 4(ac- b2)p2 + · · · > 0. 

Zweite Lösung. Man führe mittels der Gleichung 

(1 +x)(1 +z)=2 

z als neue Variable ein. Es sei P(x) vom nten Grade. Dann ist 

P ~-- {1 + z)n = f(z) ( 1 -z) 
1 +z 

ein Polynom n ten Grades, f(z) > 0 für z > 0. Folglich gilt für genügend 
großes ganzes p die Darstellung 

p 

f(z)(1 + z)P-n = ~Ao:z", 
oc=O 

Ao:>O für IX=O, 1, 2, ... , p [Lösung V 187]. Hieraus folgt 

P(x)=/ -- --- =2-P~Aoc(1-x)"(1 +x)P-oc. (1 - x) (1 + x)n P 

1 +X 2 o:=O 

50. Erster Beweis [L. Fejir, C. R. Bd. 157, S. 506-509, 1913; 
Gleichheitszeichen wird nicht diskutiert]. Setzt man 

n, 1 + zeiil,, 
Q(z) = n + 1 - 1~11 ·- zei 0v ' 

2:n 
{} =v~-

v n+1' v= 1,2, . .. ,n, 
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dann ist [ vgl. III GJ 

1RQ(z) < n + 1, lzl< 1, 

ferner [vgl. den zweiten Beweis] 

Q(z) = 1 + 2 z + 2 z2+ · · · + 2 z" + qn + 1 z" + 1 + qn + 2 z" + 2 + · · · . 

Es ist für 0 ~ r < 1 

2;r 

= _!_fg(ß) (1 + 2rcosß + · · · + 2r"cosn{})d{} 
2n 

0 

:!.---r 2.n 

=- g(ß)[ffiQ(reiß)]dl't<(n+1)- g(ß)d{}=n+1. 1 ;· 1 f 2n 2n 
() 0 

Man lasse r gegen 1 konvergieren, um für g(O) die gewünschte Ab
schätzung zu erhalten. Man betrachte ferner g(ß + {}0), {}0 fest. 

Zweiter Beweis [L.Fefer, C.R. Bd.157, S. 571-572, 1913]. Es 

genügt, g(O) <n +1 zu beweisen. Setzt man &,,=v __3~1 . v = 0, 1,2, ... , n, 
dann ist n -t-

n n 
'1:, cos kßv = '1:, sin kßv = 0, k = 1, 2, ... , n, 
v=O v=O 

weil ja 
i(n+l)k~ 

''., ·k,~ 1-e n+l 2 e' ,, = ------. -2;:,-- = 0 
v=O >k ---

1- e n+l 

ist. Man hat also 

g(O) + g(ß1) + g(l'f·2) + · .. + g(19-n) = n + 1, d. h. g(O) ~ n + 1. 

Gilt hier das Zeichen =, so muß g(&1) = g({}2) = · · · = g({}n) = 0 sein, 
d. h. g(ß) besitzt dann die wegen g({}) ~ 0 doppelten Nullstellen 

2n 
Ov = v -- , v = 1, 2, ... , n. Diese Eigenschaft, zusammen mit der 

n+1 
Bedingung /c0 = 1, bestimmt g(l't) eindeutig. [18.] 

Dritter Beweis [L. Fejer, a. a. 0. 40, S. 65-66]. Nach 40 hat 
das allgemeinste trigonometrische Polynom g(/}) von der fraglichen Art 
die Form 

g(ß) = lxo + x1 z + x2z2 -1- ... + Xnzn!2, z =eil! 
mit 

[39]. 
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II 80 liefert für jeden Wert {} = fJ0 

g(fJo) < (n + 1)(lxol2 + lxtl2 + lx2!2 + · · · + lxnl2) = n + 1; 

das Gleichheitszeichen gilt nur für x" = ye-i"ff•, v = O, 1, 2, ... ,n; 
1 

lr1=,1-· 
vn+ 1 

51. [L. Fejer, a. a. 0. 40, S. 73.] Es ist ln + iftn = 2x0xn und 

2lxoxnl < lxo12 + lxnl2 < lxol2 + lxtl2 + · · · + lxnl2 = 1. 

Gleichheit gilt nur für x1 = X2 = · · · = Xn- 1 = 0, lxol = lx .. l = -~=. f2 
d. h. für g(fJ)=_!_I1-j-y&n·~j2,lrl=t. 

2 

52. [L. Fe1"er, a. a. 0. 40, S. 79.] Nach 39, 40 handelt es sich um 
das Maximum von 

4lxoxt + xlx2 + ... + x ... -txnl2 

unter der Nebenbedingung lxol2 + lx1 12 + lx212 -+- · · · + lx .. l2 = 1. Man 
kann sich auf reelle x0, xl> x2, ••• , Xn beschränken. Das Maximum von 

21 Xo Xt + Xt x2 + ... + Xn -1 Xn I 
ist [ vgl. Kowalewski, S. 275] gleich dem Betrag der absolut größten 
Nullstelle der Determinante Dn (f- h) von VII 70, /({}) = 2 cosfJ, 

d. h. gleich hn n = 2 cos +;n; . 
' n 2 

53. Es sei h(z) = c(1 +z1 z) (1 + z2 z) ... (1 + z .. z), lz" I :::.:;1,-v =1, 2, ... , n, 
c reell, c > 0. Nach II 52 ist 

also 

2;n; 

- 1-flog 11 + z,.ew l2 d{} = 0, 
2:n 

0 

2;n; 

-1 /log g(ß) d& =log c2 • 
2n 

0 

54. Man erhält sämtliche trigonometrischen Polynome g(ß) von 
der fraglichen Art, wenn man g(ß) = lh(ei 0 )J2 betrachtet, wobei 

h(z) = (1 + z1 z)(1 + z2 z) ... (1 + z .. z) = x0 + x1 z + x2 z2 + · · · + x .. z" 

und z1 , z2 , ... , Zn beliebige komplexe Zahlen bezeichnen, die dem Be
trage nach <~ 1 sind. Daher ist für I z I ~ 1 

1 h (z) 1 s ( 1 + 1 )" = 2"' . 

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn alle z" gleich und vom ab
soluten Betrage 1 sind, wenn ferner z = z" ist. 
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55. Es ist 
h(z)~(1 +z)", 

also 

Ao = /xo/2 + /xl/2 + fx212 + ... + lx"l2::; 1 + (~Y + (~r + ... + (:r 
[I 32], Gleichheitszeichen wie in 54. 

56. Wie in 55: 

< 2 [(~)(~) + (7)(v ~ 1) + · · · + (n ~ v)(:)[ == 2(n ~ v)' 
57. Erster Beweis. Gemäß 40 und 39 folgt aus g(l'l) ~ 0, 

g(ß) = I Xo + xl eiN+ x2 e2iiJ + ... + x" enW 12, 
I Xo 12 + / xl 12 + I x212 + ... + I Xn 12 = 0 ' 

d. h. x0 = x1 = x2 = · · · = Xn = 0. 

Zweiter Beweis [L. Fejer, a. a. 0. 50, zweiter Beweis]. Man 
schließt wie in Lösung 50, zweiter Beweis, daß, wenn 

gesetzt wird, 

d.h. 

2n 
f}v =V n + 1 ' 

g(O) + g(ß1) + g(ß2) + · · · + g(ß") = 0, 

g(O) = g(ß1) = g(ß2) = · · · = g(ß") = 0; 

v=1,2, ... ,n 

g({}) hat somit die Nullstellen 0, {}v ß2, ... , ß .. , und zwar wegen 
g({}) > 0 alle doppelt. Nach 14 folgt hieraus g(ß) = 0. 

Dritter B e weis. Vollständige Induktion. Für n = 1 ist 

also die Behauptung klar. Für n > 1 ist, wenn g({}) > 0, 

g*(ß) = g(ß) + ;({} + n) = J.2 cos2ß+ ,u2sin2ß+ J.4 cos4ß+,u4 sin41'f + · · · 

+ A2pcos2 p {} + fl2 psin 2 p 1'f, 

p = l ~ j , ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom pter Ordnung 

von 2ß, und zwar ohne absolutes Glied. Aus g*(ß)-o, g(ß)2':0 
folgt auch g(1'f)- 0. 
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58. [L. Fejir, a. a. 0. 40, S. 67-68; a. a. 0. 50, zweiter Beweis, 
S. 573-574.] Wenn g(&) $ 0 ist, dann ist m > 0, M > 0 [57]. Man 

wende 50 auf g(1J)m+ m bzw. M -;J(1J) an. 

an. 

59. [L. Fejir, a. a. 0. 40, S. 69.] Man wende 58 auf 

2n 

g(tf} - _1 fg(1J) d 1} 
2:n: 

0 

60. [L. Fejir, a. a. 0. 40, S. 80-81.) Es sei g(tJ) $ konst. An

wendung von 51 auf g~&) + m bzw. MM- g~1J) liefert 
•o + m - ''o 

m+M 
yl~ + fk~ < 2 ::::;; Max(m, M). 

61. [0. Szdsz, Münch. Ber. 1917, S. 307-320.] Nach 40 kann 

n 
_li.J- L(Av cosv1J + fl,v sin v1J) = [ Xo + x1 z + x2 z2 + · · · + x,.zn [2 

v=t 

gesetzt werden, z = ei1J, woraus [39] 

v = 1, 2, ... , n 

folgt. Es ist ferner 

folglich 

n 

2V ;.; + !1; < ([xol + [x1! + · · · + Jx,.[) 2 - (Jxo[2 + [x1l2 + · · · + [xn[ 2) 

v=1 

< (n + 1) M- M = nM. [II 80.] 

62. [Tschebyschelf, Oeuvres, Bd. 1, S. 387-469. St. Petersbourg 

1899; vgl. L. Fejir, a. a. 0. 40, S. 81-82.] Hat P(x) lauter reelle 
Koeffizienten, so wende man 60 auf das trigonometrische Polynom 

P(costJ) = 21 -"cosntf +. ·. an. Hat P(x) beliebige komplexe Koeffi

zienten, so läßt es sich in solche mit reellen Koeffizienten zerspalten: 

P(x) = P 1(x) + i P 2(x), wo der Koeffizient von x" in P 1(x) wiederum 1 
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und P 2(x) von (n- 1)tem Grade ist. Aus I P(x) 12 = [P1{x)]2 + [P2{x)]2 

folgt 

1 
MaxI P(x) />MaxI P1(x) I> 2n-I, 

Gilt hier das Zeichen =, so muß P 1(x) = 21 -nTn(x) sein und an 
jeder Stelle, wo I P1(x) I sein Maximum erreicht (an n + 1 Stellen), 
muß P2(x) = 0 sein, d. h. P 2{x) = 0. Besagt etwas mehr, als der Grenz
fall in III 270. 

2 
63. Bei der linearen Transformation - (x- 1X) -- 1 = y geht 

{J-1X 
das Intervall 1X < x < ß in das Intervall - 1 ;:::~ y ~ 1 , ferner P(x) in 

(ß 2 1X r Q(y) über, wo Q(y) dieselbe Form in y wie P(x) in X hat. 

64. Mankann annehmen, daß ß>O, 1X=-ß, d<2ß ist. Wenn 
P(x) irgend ein zulässiges Polynom ist, dann ist 

~~x) +_(:-1tP(-x) = { Q(x2), für gerades n, 
2 x Q(x2), für ungerades n, 

wobei Q(~) ein Polynom [ ~ ]ten Grades von ~ = x2 mit dem höchsten 

Koeffizienten 1 bezeichnet. DieVariable x durchläuft die beiden Intervalle 

- ß<x<- ~, ~ <x<ß, die Variable~ das Intervall (~) 2 < ~<ß2. 

(ß2- (~Y')[~] 
Es ist somit [63], wenn man 2 ----~ = fl setzt, 

(*) MaxI P(x) I :?: Max · x T - 1 - x d ·.· d I P( ) , ( )n P( ) 11= MaxI Q(~) I> fl, 

2 > 2 MaxI Q(~) l2 2- fl, 

je nachdem n gerade oder ungerade ist. Dieselbe Abschätzung gilt 

somit für fln. Andererseits sei Q0(~) das Polynom [; rn Grades mit 

dem höchsten Koeffizienten 1, für welches MaxI Q0 (;} I = fl ist [62, 63]; 
man setze P 0 (x) = Q0(x2) bzw. xQ0(x2), je nachdem n gerade oder un
gerade ist. Es ist 

fln ~Maxi P0 (x) I { :;~, 

je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
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In dem ersten Falle wird fln erreicht, und zwar nur für P(x) = P0(x}. 
Ist nämlich MaxI P(x) I = fl, so ist nach (*) auch 

M 
I
P(x) + P(-x) I ax = u. 2 ,-' also P(x} + P(- x) = Qo(x2) • 

2 

Man hat ferner 

IP(xp)+t(-xp)l =fl 

tt d 
an 2 + 1 verschiedenen Stellen x. des Intervalls 2 :=:::: x < ß . Nun 

gilt aber 

d. h. P(xp) = P(- x.). Das Polynom (tt- i)leu Grades P(x} - P(- x) 
verschwindet somit an tt + 2 Stellen, P(x) = P(- x) = Q0(x2) = P 0(x). 

65. Es sei M = MaxI Q(z) I für I z [ = 1 . Das trigonometrische 
Polynom (n + 1)ter Ordnung 

m(1 + ~ ei~Q(ei~)) 

ist nichtnegativ, hat das absolute Glied 1 und das höchste Glied 
1 

M cos(n + 1) {} [51]. Vgl. III 269. 

66. Wenn der Punkt P eine beliebige Strecke der Geraden g durch
läuft und P0 ein beliebiger Punkt im Raume ist, dann ist PP0 2 PP~, 

wenn P6 die Projektion von P 0 auf g bezeichnet. Das fragliche 
"minimum maximorum" kann also in beiden Fällen nur für solche 
Punktsysteme Pv P 2, •.. , Pn erreicht werden, die in derselben Ebene 
liegen wie die gegebene Strecke bzw. der gegebene Kreis. 

67. Aus der Lagrangeschen Interpolationsformel erhält man 

1c x~ f(x) x~ f(x) x~ f(x) 
X = -- --- + -- --- -1- · · · -t- -- ---

f'(xl) x- x1 f'(x2) x- x2 ' · f'(xn) x- Xn' 

k = 0, 1, 2, ... , n- 1. 

Vergleichung der Koeffizienten von xn-I liefert a1c. Für k = 0 erhält 
man ferner mittels Entwicklung nach fallenden Potenzen von x 

1 =f(x)(a0 x- 1 +a1 x- 2 +a2 x- 3 + ···). 
Der Koeffizient von x- h -l liefert die Rekursionsformel 

h~o. 
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so daß 
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a0 an + ~an-1 
a0 an+l + a1an + a2 an-l 

=0, 

=0, 

aoa2n-2 + a1 a2n-s + · · · + an-1 Gn-1 = 0, 

aoa2n-1 + a1 G2n-2 + · · · + an-1 Gn-2 + anan-1 = 0. 

68. [/. Schur.] Die Nullstellen des Polynoms f(x) + e seien 
x" = x"(e), v = 1, 2, ... , n; sie sind für genügend kleine e differentHer
bare Funktionen von e. Es ist x"(O) = x"; aus f[x"(e)] + e = 0 folgt 
ferner durch Differentiation f(x")x~(O) = -1. Man wende 67 auf 
f(x) + e an, differentiiere nach e und setze nachher e = 0. 

69. Man setze in (*) (S. 87) P(x) = xn f(x-1)+( -1)n-1x1x2 ... xnf(x) 
und x = -1. Es ist 

Aus 

70. Es sei P(x) das fragliche Po1ynom, 

f(x) = (x- x0) (x- x1) (x- x2) .•• (x- Xn)· 

P(x) = 2P(x") ~ 
f(x") X- X" v=O 

folgt durch Vergleichen der Koeffizienten von xn 

1 _ ~P(x") 
- ~ f(x")' 

also " 1 
1 <M ~ lf(x")l ' 

wenn M den größten von den Beträgen I P(x")l, v = 0, 1, 2, ... , n 
bezeichnet. Es ist 

! f(x"} I= I (x"- X0) (x"- X1) · · · (x"- X"-1) (x"- Xv+1) · · · (x"- Xn) I 
>v! (n- v)!, 

n 1 n 1 2" 

~ lf(x")l <~ v! (n- v)! = nT · 

71. 
n 

T' (x) = (-1)''-1-== n1• ... ~J 
r1- x; 

v = 1, 2, ... , n. 

.72. U' (x) = (- 1)v-J n + 1 
n " 1-x2' 

" 
1'=1, 2, ... , n. 
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73. [Vgl. I. Schur, Math. Zeitschr. Bd. 4, S. 273-274, 1919.] Für 
v = 1, 2, ... , n-1 ist 

ferner 

fdd [U11 _ 1(x)(x2 -1)]] . =+2U71 _ 1(±1)=2nbzw. (-1)n2n. I X x~±l 

74. [.d n J. n-1 -1 
d-(x -1) =nB" =nB,, , 
. X x=ev 

v = 1, 2, ... , n. 

75. Die letzte Gleichung besagt, daß die höchsten Glieder der 
beiden Polynome P(x) und Q(x) einander gleich sind. Dann schließt 
man aus der vorletzten Gleichung, daß auch die zweithöchsten Glieder 
einander gleich sind, usw. Anders gesagt: Wird 

P(x) = a0 x11 + a1 xn- 1 + · · · + an_ 1 x +an 

gesetzt, und sind die Zahlen c0, cv ... , Cn gegeben, so werden die Ko
effizienten a0 , a1, a2, ..• , a11 aus den Gleichungen 

p(n)(xn) = n! a0 = Cn, 

p(n-l)(xn_ 1) = n! a0 X 11 _ 1 + (n -1)! a1 = Cn-1• 

=na0 x~-l +(n-1)a1 x~- 2 + ··· +an-1=c1, 

=a0x~+a1 x~- 1 + ··· +an-Ixo+an =co 

sukzessive eindeutig bestimmt. 
76. [G. H. Halphen, Oeuvres, Bd. 2, S. 520. Paris: Gauthier Villars 

1918.] Es ist An(x) durch die Bedingungen 

An(OJ = A~(1) = A~(2) = · · · = A~n-l>(n- 1) = 0, A~n>(n) = 1 

eindeutig bestimmt. Offenbar ist A 0(x) = 1, A 1(x) = x und A~(1 + x) 
erfüllt allgemein die dem Polynom An _1 (x) auferlegten Bedingungen. 
Folglich gilt 

Aus dieser Rekursionsformel folgt durch sukzessive Integration 

x(x- n)n-l 
An(x) = 1 , 

n. 
n = 1, 2, 3, 4, .... 

Nachträgliche Verifikation durch Differentiieren ist einfacher. -
Anders bewiesen in III 221. 
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77. Aus 71 folgt mit den dortigen Bezeichnungen 

also I a0 I ;;:;, 3n -l n = 2n -l. Gleichheit gilt hier dann und nur dann, wenn 
n 

r1-~~P(x,.) = (-1)'' I)' I Ir I= 1, ·v~-= 1, 2, ... , n 

ist. Durch diese n Bedingungen ist das Polynom (n -1)ten Grades P(x) 
eindeutig bestimmt. Da r Un_ 1(x) diese Bedingungen erfüllt, so muß 
P(x) = y Un_ 1(x) sein. 

78. Durch Vergleichen der höchsten Glieder in der Interpolations
formel 73 erhält man für den höchsten Koeffizienten a0 von P(x) die 
Darstellung 

Ist also I P(x) I ~ 1 , - 'l ~ x ~ 1 , dann ist 

Das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn 

P(1) = )', P(- 1} = (- 1)n)', P(xv) = (- 1)'')', 

v=1,2, ... ,n-1, lrl=1 

ist. Durch diese n + 1 Bedingungen ist P(x) eindeutig bestimmt; 
yTn(x) erfüllt aber diese Bedingungen, also muß P(x) = yTn(x) sein. 

79. Wenn P(z) ein Polynom (n- 1)ten Grades mit dem höchsten 
Koeffizienten a0 bezeichnet, dann ist [74] 

Ist also I P(z) I < 1 für I z I = 1 , so ist . 

1 
Jaof::=;--·n=1. n 

Das Gleichheitszeichen tritt nur dann ein, wenn P(ev) = )' e,, I 

v = 1, 2, ... , n, [ )' I = 1 , d. h. P(z) = y zn -l ist. 
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n 
80. Aus 71 folgt für x1 = cos 2n < x < 1 

d. h. nach 7: I P(x} I< n; Gleichheit nur für P(x} = r Un_ 1(x), I'}' I= 1, 
x = 1 . Ähnliches ·gilt für - 1 :S x :::=:; Xn = - x1 • Für X 11 < x ::::; X1 , 

--- . n 2 n 1 
n > 1 hat man y 1 - x2 :;:o; sm- > - -- = - . 

2n n2n n 
81. [Vgl. M. Riesz, Deutsche Math.-Ver. Bd. 23, S. 354, 1914.] 

Man wende 80 auf 

P(x) = P(cosiJ) = !~~ an. [9.] 

82. [S. Bernstein, Belg. Mem. 1912, S. 19, vgl. M. Riesz, 
a. a. 0. 81; der hier angewandte Kunstgriff rührt von Fejer her. Vgl. 
M. Fekete, ]. für Math. Bd. 146, S. 88-94, 1915.] Nach 81 ist 

\5'(0) I= lg'(ß0) I <n. 

83. [A. Markoff, Abh. der Akad. der Wiss. zu St. Petersburg, 
Bd. 62, S. 1-24, 1889.] Man wende 82 auf P(cosß) und 80 auf 
n- 1P'(x) an. Das Gleichheitszeichen kann nur dann eintreten, wenn 
n- 1P'(x) = '}' U11 _ 1(x), I'}' I= 1, d. h. P(x) = c + '}' T11(X) ist, c eine Kon
stante. Wegen I c ± r I~ 1 ist c = 0. 

84. Partielle Integration liefert 

da sämtliche Ableitungen von niedrigerer als der nten Ordnung von 
(x2 - 1)" für x = 1 und x = -1 verschwinden. Hieraus folgt, daß 1. 
(S. 91) erfüllt ist und 2. ebenfalls, da nach 1. 

1 1 

j '( 1 dn 2 n)2 _ (2n) ! f( 1 d" n) n 
2"n!dxn(x -1) dx-2"n!2 2"n!dxn(x2-1) xdx 

-1 -1 

ist; 3· ist klar. Der Koeffizient von xn in Pn(x) ist 

k - ~-'1.' 
"-2"n!2 • 
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85. Aus 84 folgt nach der Leibnizschen Regel 

1 {1(n) n! n! Pn(x) = 2-,.---,- ..::_. v -( -=----) 1 (x + 1)n-•· - 1 (x- 1)". n. n v. v. 
v~o 

86. Es ist [III 117] 

_ ~(n)2(x -f- 1)' n-v(x- 1)v _ - ..::_. v --2- --2- - Pn(x) 
··=0 

[85]. 

87. Es sei kn der Koeffizient von xn in Pn(x), kn = (2~ [84]. 
2nn!2 

Man stelle das Polynom (n- 1)1•0 Grades Pn(x)- k~: 1 xPn_ 1(x) als 

lineare Kombination von Legendreschen Polynomen 

Pn(x)- k kn xPn_ 1(x) = C0 P 0 (x) + c1 P1(x) + · · · + Cn-1 Pn-1(x) 
n -1 

dar. 1. (S. 91) ergibt c0 = c1 = · · · = Cn- 3 = 0. Aus Pn(1) = 1, 
Pn(-1)=(-1)" [85] erhält man Cn_ 2 und Cn_ 1 • 

88. Gäbe es noch ein Polynom s:(x) von der genannten Be
schaffenheit, dann wäre 

1 1 1 

j[Sn(x)-S;,(x)]2 dx= )Sn(x)[Sn(x)- S~(x)]dx- JS~(x)[Sn(x) -S~(x)]dx 
-1 -1 -1 

= Sn(1)- 5~(1)- [Sn(1)- s;,(1)] = 0, 

d. h. Sn(x) = S~(x) . Man setze nun 

n n 
Sn(x) = 2;s,. P,.(x), K(x) = 2;t,. Pv(x). 

··- 0 
v~o 

Wenn die Gleichung 

1 
" n 2 n 

} Sn(x)K(x)dx= ~---Svt.=K(1)= ~t • 
..::... 211 + 1 ..::... 

-1 •·=0 v=O 
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'd . h . t b t h 11 ß 2 y + 1 . d h 1 entisc 1n t0, tv t2, ••• , n es e en so , so mu Sv = - 2- se1n, . . 

Es sei ferner 

Aus 
1 

/(1- x)Sn(x)x•dx = 0, v = 0, 1, 2, ... , n - 1; n > 1 
-1 

schließt man u0 = u1 = · · · =Un-I= 0. Setzt man dann x = 1 und 
x = - 1 und beachtet, daß 

so ergibt sich 

(Christojfelsche Formel). 

89. Man setze in 88: K(x) = ( 1 - x) x•, dann ergibt sich 
1 

j (1- x) Sn(x) x• dx = 0, Y = 0, 1, 2, .. , , n - 1 ; n > 1 . 
-1 

Es ist [Lösung 88] 

}(1- x)[S.(x)]'dx ~ n ~ 1/[P.(x) -P • .,(x)](~ 2 ': 1 P,(x)) dx 

1 

= n~1. 2n2+1 J[Pn(x)J2dx= n ~ 1. 
-1 

90. Partielle Integration liefert 

1 1 

J(:x (1- x2)P~(x)) x•dx =- j(1- x2)P~(x). vx•-1dx 
-1 -1 

1 

= J Pn(x) :x ((1- x2) vx•-1) dx = 0, 
-1 

v=0,1,2, ... ,n-1, 

P 61 y a- S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 19 
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d. h. ddx (1- x2)P~(x) = cPn(x), c konstant. Die Konstante c bestimmt 

man z. B. durch Vergleichung der Glieder nten Grades. 
91. DerKoeffizient von wnin derEntwicklungvon (1- 2xw + w2ri 

nach wachsenden Potenzen von w ist sicherlich ein Polynom nten Grades. 
in x mit positivem höchsten Koeffizienten [S. 91, Bedingung 3.]. Nennt 
man es Pn(x), so gilt identisch in u und v 

1 

2: 2: J Pk(x)P1(x)dx · ukv1 

k=O l=O -1 

1 -

= r' dx = 1 log 1 + yuv = ~-2-unvn 
_1 y1-2xu+u2 f1-2xv+v 2 yuv 1-yuv 6'2n+1 

[S. 91, Bedingungen 1. 2.]. Die erzeugende Reihe ist auch aus 84 direkt 
herzuleiten [III 219]. 

92. a) Man lese III 219 in umgekehrter Richtung. 
b) [III 157.] In umgekehrter Richtung verläuft die Rechnung so: 

~ ~ n 
1 . 1 . d 

"'-j(x+fx2 -1coscptdcp·wn=-/ cp . 
...:::;... n n. 1 - ( x + 1/ x2 - 1 cos m) w n-U 0 u r r 

Dieses Integral ist = ( 1 - 2 x w + w2) - i für genügend kleines positives w 
und für x > 1 [III 149, n = 0]. 

00 

c) Es sei F(x, w) = 2:Pn(x)wn gesetzt. Dann ist 

d) 

n=O 

Y[nPn(x)- (2n- 1)xPn-l(x) + (n- 1)Pn_ 2 (x)] wn-l 
n=2 

00 

oF 
=(1-2xw+w2)-;;-+(w-x)F 0. 

ow 

_z'[(1- x2)P;;(x)- 2xP;,(x) + n(n + 1)Pn(x)]wn 
n=O 

o2F oF o2(wF)_ 
= (1- x2)-,-- 2x :.;·-- + w-, -=0. 

ox2 ox ow2 

93. Aus 91 folgt 

1 

V 1 - 2 cos {} · w + w2 

(1:00 1·3···(2k-1). )(1:00 1·3···(2l-1) . ) = e'k{}wk e-tf{}wl _ 
2·4 .. ·2k 2·4···2l k=O l=O 



VI. Abschn., Lösungen 91-97. 291 

Also nach Ausführung der Multiplikation [I 34] und Vergleichen der 
Koeffizienten 

P,.(cosß) = g0 g,.cosnß + g1 g,._1 cos (n- 2) 11 + g2 g,._ 2 cos(n- 4) 11 + · · · 

+g,.g0 cosnß, 

wenn der Kürze halber 

1 · 3 · · · (2 n -- 1) g,.=-------, 
2 · 4 · ·· 2n 

n = 1, 2, 3, ... 

gesetzt wird. Daraus folgt 

Das Gleichheitszeichen kann nur dann gelten, wenn nß, (n- 2) 11, .•. 
gleichzeitig gerade oder ungerade Multipla von n sind, d. h. nur für 
11 = kn, k ganz. 

94. Wenn man x = 1 +;, ; > 0 setzt, so ist 

1 

v1- 2; (1 _:' w)2; 

= 1 + ~ 1 · 3 .. · (2 n- 1) ( 2; w )" • 
~ 2·4· .. 2n 1-w 
n=l 

Die Potenzreihe w(1-w}- 2 =w+2w2 +3w3 + ... hat lauter posi
tive Koeffizienten. 

95. [L. Fejer, Math. Ann. Bd. 67, S. 83, 1909.] Nach 17 und III 
157 ist 

_ 2 j" (sin(n + 1} ~r 
--.-;; t ----dt. 

* sin- f2 (cosß- cos t) 
2 

96. Für x> 1 ist P,.(x) > 0. Für x < -1 ist sgP,.(x) = (-1)", 
und I P,.(x) I= I P,.(- x) I wächst monoton mit n [94]. Es ist P,.( -1) 
= (-1)" [85]. 

97. Spezialfall von II 140: a = -1, b = + 1, f(x) = P,.(x). -
Anders aus 84 und V 58, oder aus 85 und V 65, oder aus 90 und III 34, 
oder aus 90 und V 120. 

19* 
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der Koeffizient von xn in P~"'· ß) (x) ist 

k = ~ (2 n + a -{!- ß) . 
n 2n n ' 

b) ( t - 1 t P~' ß) G + :) = 2 ( n t a) (: = ~) tv , 
v=O 

hieraus folgt 

( _ 1) n p~"'· ß) ( _ 1) ~ ( n t ß) , 

2:r 

f ' -- )"' ( -- )ß 1 --- X + 1 · X - 1 · 
=- (x + fx2 - 1 coscp)n(1 + l/ __ e'fP 1 + 1/-- e'fP dcp, 

2n 0 V x- 1 V x + 1 

wenn x in der längs des Intervalls -1, + 1 aufgeschlitzten Ebene 
liegt. Hierbei sind diejenigen Bestimmungen der Quadratwurzeln bzw. 
der a-ten und ß-ten Potenz zu wählen, welche für x > 1 und cp = 0 
positiv ausfallen; für ffi x > 0 muß a ganzzahlig sein (ß beliebig), für 
ffi x < 0 muß ß ganzzahlig sein ( a beliebig), für imaginäres x gilt die 
Formel ohne Einschränkung. 

A(iX,ß) _ (2n + a + ß)(2n + a +ß-1) 
n - ( ß) ' 2n n+a+ 

B(1X,ß)_a2 -ß2 2n+a+ß-1 _ 
n - 2 n (n + a + ß) (2 n + a + ß- 2)' 

c(IX,ß) _ (n + a- 1) (n + ß- 1) (2 n + a + ß)_ 
n- n(n+a+ß)(2n+a+ß-2) ' 

n = 2, 3, 4, ... ; 

e) S~"',ß\x) sei das Polynom nten Grades, für welches 

1 
/(1- x)"' (1 + x)ß S~,ßl(x)K(x) dx = K(1) 

-1 
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gilt, K(x) ein beliebiges Polynom nten Grades. Es ist 

S(cx,ß>(x) = ~2v + iX + ß + 1 . T(v + iX + ß + 1) p<cx,ß>(x' 
n ~ 2"'+ß+l T(iX + 1)T(v + ß + 1) v · 1 

p<cx,fJ)(x) n-t-1 p<cx,ß)( \\ 
1 n-t-<X-t-1 T(n+iX-+-ß-t-2) n - ~+1 n+1 x, 

2"'+ß 2n+iX+ß+2T(1X-t-1)T(n+ß-t-1) 1-x 

( Christofiel sehe Formel); 

1 

f) j(1- x)"+ 1 (1 + x)ßS~·fl>(x)s;,~,ß>(x)dx 
-1 

1 
0 , wenn m < n, 

= 2-cx-ß T(n-t-~X-t-2)T(n+iX+ß-+-2) 

[T(IX-t-1)]2 (2n-t-iX+ß+2) T(n+1)T(n+ß+1) ' 

wenn m = n; m, n = 0, 1, 2, ... ; 

g) (1- x2)P~cx,ß>"(x) + [ß- iX- (IX+ ß + 2)x] P~cx,ß>'(x) 

+ n(n + 1X + ß + 1)P~cx,ß>(x) = o; 

h) 

2"'+ß ( ) ( ) ß · .... 1-w+ V1-2xw+w2 -<> 1 +w+ V1- 2xw+w2 -

V1- 2xw + w2 

= P6"'·ß\x) + Pi"'·ß>(x)w + P~"',ß\x)w2 + · · · + P~"'' 11>(x)wn +. ·.; 

i) Die Nullstellen der Jacobi sehen Polynome sind reell, einfach 
und liegen im Innern des Intervalls -1, 1. 

Beweise ähnlich wie in 84-91, 97. Beim Beweis von c) schreibe 
man zunächst b) in der Form 

1 f ( x + 1 )n+cx( x- 1 )n+ß dz 
=---o 1 +--z 1 +--z --. 

2n~ 2 2 zn+l 

Man integriere längs der Kreislinie [ z [ = 2[ x2 - 1 [-!; der Integrand ist 
regulär im Innern, stetig auf dieser Kreislinie ( n ~ 1 ) . 

99. a) 

der Koeffizient von xn in L~"'>(x) ist 

(-1)n 
kn= --,-; 

n. 
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b) 

hieraus folgt 

L~"l(O) = (n! ~); 

.d) nL~"l(x) = (- x + 2n + ~- 1)L~"~ 1 (x)- (n + ,x- 1)L~"~ 2(x), 
n = 2, 3, 4, 

~) 5~"\x) sei das Polynom nten Grades, für welches 
00 

J e-xx"5~"l(x)K(x)dx = K(O) 
0 

gilt, K(x) ein beliebiges Polynom nten Grades. Es ist 

L(")( ) n + 1 L("'> ( ) n X----~ +IX 

5~"') (x) = 1 .2 L~"J (x) = n ,+ ~ + 1 n n + ~ + 1 n 

T(~+1)l'=0 I(~+1) X 

(Christoffelsche Formel); 

wenn m<n, 

wenn m=n, 

m, n = 0, 1, 2, ... ; 

g) xL~"'l"(x) + (~ + 1- x)L):l'(x) + nL~"l(x) = 0; 

h) 
xw 

e 1-w 
---~ = L~")(x) + Ll")(x)w + L~")(x)w2 + · · · + L(")(x)wn + ... · (1 _ w)rx+l n , 

i) die Nullstellen der (verallgemeinerten) Laguerreschen Polynome 
sind reell, positiv und einfach. 

Beweise ähnlich, wie in 84, 85, 87-91, 97. 

100. a) 
-~ 1 dn -~ 
2H()- 2· e n x --1 -d - e , n. xn 

hieraus ergibt sich übrigens durch Differentiation 

H~(x)- X Hn(x) = (n + 1) Hn+ 1(x), 

woraus für den Koeffizienten von xn in Hn(x) 

folgt; 
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n = 2, 3, 4, •.• ; 

e) 511(x) sei das Polynom nten Grades, für welches 

00 .,. 

Je -2 S11(x) K(x) dx = K(O) 
-00 

gilt, K(x) ein beliebiges Polynom nten Grades. Es ist 

1 '{-, (2v)! 
S 11(x)=-= ~ (-1)"-,.-1 H2.,(x) 

f2:n v=O 2 1J • 

(-1)P+1 (2P+1)! H2P+l(x) P=[n2 j (ChristotfelscheFormel); 
f2:n 2Pp!- X 

g) H~(x)- xH~(x) + nH11(x) = 0; 

w' 
h) e -xw- 2 = H0(x) + H1(x) w + H 2(x) w2 + · · · + H11(X) w" + · · ·; 
i) die Nullstellen der H ermite sehen Polynome sind alle reell und 

einfach. 
Beweis von a), d), e), h), i) ähnlich wie in 84, 87, 88, 91, 97; 

g) schließe man aus a). 

t+ 1 2 101. Aus Lösung 98b); wenn man --1 = 1- e, t = 1--
setzt, so ist nämlich t - e 

102. Es ist 

lim (n + ß) t" = ..:__( --'x)_"-_" 
ß-Hoo n- v (t -1)11 (n- v)! 

[Lösung 99 b)]. 

00 "'' 

je-2L~-!l(~2)x2k+ 1 dx=O, k=O, 1, 2, ... , q-1, 
-oo 

weil der Integrand eine ungerade Funktion ist und 

00 00 

je -~L~-tl( ~2)x2kdx=2k+{e-v L~-!l(y)yk-!dy=O, k=O, 1, 2, ... , q-1 
-00 0 

nach der Definition von L~:tl(y). Es ist also L~-tl(~2) =konst.H2q(x). 

Ähnlich zeigt man xL~tl( ~) = konst. H2 H 1(x). Den konstanten Faktor 

erhält man durch Vergleichen der Koeffizienten von x2q bzw. x2Hl 

[Lösung 99a), 100a)]. 
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103. Setzt man 

dann ist 
1 

f[P(x)] 2 dx = tö + t~ + t~ + ... + t;, = 1. 
-1 

Ferner ist nach II 80 

In dieser Ungleichung gilt das Gleichheitszeichen bei einem beliebigen 

.. l /211 + 1 Wert X= Xo nur fur fv = t v-2- Pv(xo), 11 = 0, 1, 2, ... , n, 

wo t gemäß der Bedingung tö + t~ + t~ + · · · + t~ = 1 zu bestimmen ist. 
V gl. ferner 93. 

104. Setzt man 

dann ist 

1 

/(1- x) [P(x)] 2 dx = tö + ti + t§ + · · · + t;, = 1 [89]. 
-1 

Ferner ist nach II 80 

Es ist [Lösung 88] 

Sn(1) = (n~ 1 ) 2 , Sn(-1) = (-1)n n ~ 1 . 

Die Schranken werden für tv = t V' 2- Sv(± 1), 11 = 0, 1, 2, .... , n er-11+1 
reicht, wo t beidemal so zu bestimmen ist, daß tö + ti + t§ + · · · + t;, = 1 ist. 

105. Es ist [103, Lösung 98e)] 

Max [P(1)]2 = S~"·ß>(1) = 

_1_ n+.x+1 T(n+.x+ß+2) (~___!___ pC"',ß>'(1) _pc"',ß>'(1)) 
2"'+t12n+.x+ß+2I'(.x+1)T(n+ß+1) n+.x+1 n+ 1 n • 
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Aus Lösung 98g) und b) erhält man 

p(<>',ßl' (1) . n (n + 1X + ß + 1) p("',Pl(1) = n(n + 1X + ß + 1) (n +IX) 
n 2(1X+1) n 2(1X+1) n ' 

und also 
(<>',ßl 1 T(n+~X+2}T(n+~X+ß+2) 

Max [P(1)]2 =Sn (1) = 2"'+P+l T(1X + 1)T(1X + 2)T(n + 1)r(n + ß +1) 

1 n2"'+2 
""'2"'+P+l T(1X + 1)T(1X + 2}. 

Es ist ferner 

2 _ (ß, "'> __ 1_ T(n + ß + 2}T(n + 1X + ß + 2) 
Max [P( -1)] -Sn (1)- 2"'+ß+I T(ß + 1)T(ß + 2)T(n +1)T(n + 1X+1) 

1 n2ß+2. 

""'2"'+P+l T(ß + 1)r{ß + 2). 

Für 1X = 1, ß = 0 erhält man 104. 
106. Man erhält wie in 103 [99] 

(<>'l T(n + 1X + 2) n"'+ 1 

Max[P(0)]2 =Sn (0) = T(1X + 1)T(1X + 2)I'(n + 1) ""'T(1X + 1)T(1X + 2) . 

107. Es ist [103, 100] 

Nach II 202 ist 
1 

Max [P(0)]2 = Sn(O) ""'- yn. 
1l 

108. [F. Lukdcs, Math. Zeitschr. Bd~ 2, S. 299, 304, 1918.] Spezial
fall von 110: 1X = ß = 0. Beim Beweis sind 103, 104 zu benutzen, 
105 nicht. 

109. [F. Lukdcs, a. a. 0. 108.] Es genügt, die eine Ungleichung zu 
beweisen; man ersetze nämlich dann P(x) durch -P(x). Man kann 
ferner annehmen, daß m = 0 ist. Wenn a < ~ < b ist, dann ist [108] 

.; 

P(~)< ~ 1Xn a! P(x)dx, 

a 

Hieraus folgt 
b b 

P(~)<- b 1Xn a! P(x) dx, 1Xn f M < b _ a P(x) dx. 
a a 
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110. Wir setzen [47] 

P(x) = [A (x)]2 + (1- x)[B (x)]2 + (1 + x)[C (x)]2 + (1- x2)[D (x)]2, 

wobei A(x), B(x), C(x), D(x) Polynome bzw. vom Grade [~ J = p, 

[n~ 1]=q-1, [n~ 1]=q-1, [~]-1=P-1 sind. Nach105ist 

also, 5~a:,ß) (1) = 5~a:,ß) gesetzt, 

P(1) = [A(1)]2 + 2[C(1)]2 
1 1 

< 51"''ßl J (1-x)"'(1 +x)ß[A (x)] 2dx + 25~"'_,_~+ 1 ) J (1-x)"(1 + x)ß+1[C(x)]2dx 
-1 -1 

1 

~ Max [s1"''ßl, 25~"-'-{+ 1l]J (1- x)"(1 + x)ß P (x) d x 
-1 

~ Max [ 5~"· ßJ, 2 5~"-'-{ +1)] . 

111. Wir setzen [45] 

P(x) = [A(x)]2 + [B(x)]2 + x{[C(x)J2 + [D(x)J2}, 

wobei A(x) und B(x) Polynome vom Grade [; J = p, C(x) und D(x) 

Polynome vom Grade [ n ~ 1 J sind. Nach 106 ist also, 5~"l(O) = 5~"l 
gesetzt, 

= 
P(O) = [A(0)]2 + [B(0)]2<5~"l J e-xx<>{[A(x)J2 + [B(x)J2}dx 

0 

= 
~ 5~") f e-Xx<> P(x) dx = s~<>). 

0 

112. Spezialfall von 111: ~ = 0. 

113. Man wende 112 auf 

P(x + ;) 
= J e-x P(x + ;) dx 

0 
an. Es ist 

P(;) < ([; J + 1) Je-x P(x + ;) dx = ([; J + 1) e; .Te-x P(x) dx 
0 ; 

~ ([; J + 1) e~. 



S i e b e n t e r A b s c h n i t t. 

Determinanten und quadratische 
Formen. 

1. Die Vertauschung zweier Nummern in der Numerierung der 
Ecken kommt auf eine simultane Vertauschung von zwei Zeilen und 
zwei Kolonnen hinaus. Gibt man gegenüberliegenden Ecken des Okta
eders Nummern, die sich um 3 unterscheiden, so ist die Determinante 

0 1 1 0 1 1 
1 0 1 1 0 1 
1 1 0 1 1 0 

0 1 1 0 1 1 
=0. 

1 0 1 1 0 1 
1 1 0 1 1 0 

Die Determinante für das Tetraeder ist = -3, für das Hexaeder = 9. 
2. Man addiere die mit - a1 multiplizierte erste Zeile zur zweiten. 

Vollständige Induktion liefert 

3. [Cauchy, Exercices d'analyse et de phys. math. Bd. 2, Zweite Auf
lage, 5.151-159. Paris: Bachelier 1841.] Man subtrahiere die letzte 
Zeile von den n - 1 vorangehenden. Dann kann man aus den Ko
lonnen bzw. die Faktoren 

1 1 1 1 

und aus den Zeilen die Faktoren 

.... , 1 

vor die Determinante ziehen. In der verbleibenden Determinante 
subtrahiere man die letzte Kolonne von allen vorangehenden und 
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ziehe aus den Kolonnen bzw. Zeilen die Faktoren 

bn - b1 , bn - b2 , bn- bn-1• 1, 

1 1 

a1 + bn' a 2 + bn' 
1 

---
' 1 

an-1 + bn 

heraus. Es verbleibt ein (n- 1) -zeiliger Eckminor der gegebenen 
Determinante. Vollständige Induktion. 

4. Spezialfall von 3: a, = 2, b,, = fl + iX . Es ist 

Dn(iX) = [1 ! 2 ! ... (n __ 1)! JL- T(2 + iX)r(3 + iX) ... T(n + 1 + iX) . 
T(n+2+iX)T(n+3+iX) ... T(2n+1+iX) 

5. Durch zeilenweise Multiplikation [ vgl. auch II 51, VIII 2] von 

I n-1 (n-1) n-2 (n-1) n-3 ( 1)n-111 11 b b2 bn-11 a, , - 1 a, , 2 a, , ... , - , · , w w ... , ,. . 

6. Po P1iX1 P2iXi 
Po Pt iX2 P2 iX~ 

(XVI 
1 

(XV2 
1 

iXVn 
1 ßil ßi2 ßi~ 

= ~ ' ' · ~Pv, p,,, • · · Pvn 
(XVI 

2 
(XVz 

2 iX2" ß~' ß~2 ß2" 
• •• •• • • •••••• 0 •• 0. •••• 0 ••••••• 0 •••• 

Die Summation ist hier über sämtliche Gruppen nichtnegativer ganzer 
Zahlen v1, v2, ••• , 1'n mit 0 < v1 < v2 < · · · <vn erstreckt. Sämtliche 
Glieder der letzten Summe sind nichtnegativ; es gibt darunter auch 
positive, wenn unter den Zahlen p0, p1, p2, ••• mindestens n nicht 
verschwinden. 

7. [A. Hurwitz; vgl. 0. Hölder, Leipz. Ber. Bd. 65, S. 110-120, 
1913.] Subtrahiert man in der auf die angegebene Art mit x versetzten 
Determinante D(x) die erste Kolonne von den folgenden n- 1 Kolonnen, 
so verbleibt x nur in der ersten Kolonne; daher ist D(x) linear in x, 
D(x) = D + x LI . Für x = - a und x = - b reduziert sich D(x) auf 
das Produkt der Hauptelemente: 

D - LI a = (r1 - a) (r 2 - a) · · · (r n- a) = f(a), 

D- Llb = (r1 - b) (r2 - b) · · · (rn- b) = f(b). 

Im Falle b = a [M. Roberts, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 2, Bd. 3, 
S. 139, 1864] ist die Determinante= f(a)- af'(a), wie auch sonst leicht 
ersichtlich. 
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8. [T. Muir, Amer. Math. Monthly, Bd. 29, S. 12, 1922.] All-
gemein ist 

rp II 12 1 .. 
arp iJ II iJ 12 BI,. 

- iJxl iJ XI 0 X1 oxl 

iJ(rp II, rp '2· ... ' rp /,.) = (/Jn-1 iJrp 0 !1 0 !2 of,. 
o(xv X2, ... , x,.) - ox2 ox2 ox2 ox2 

in Anwendung hiervon ist die vorgelegte Determinante =113, multi-
pliziert mit 

ad- bc a b c d 
-d 1 0 0 0 

c 0 1 0 0 = 3L1. 
b 0 0 1 0 

-a 0 0 0 1 

9. [Aufgabe, College d'Aberystwyth; Mathesis, Serie 2, Bd. 3, S. 79, 
1893. Lösung von Retali, usw., ebenda, S. 172.] Die fragliche Deter
minante gehört bei reellem l, m, n zur quadratischen Form 

(g - 2) (x2 + y2 + z2) + 2 ( ~ + ~ + ~) (l x + m y + n z) , 

die für e = 2 gleich 

2(~ + ~+ ~) (lx+my+nz) 

= ~ [(f+z)x+ (~ +m)y+(! +n)zr 
-~ [ c -z) X + (: - m) Y + (! - n) Zr 

ist. Ihr Rang ist also für e = 2 kleiner als 3. (Der Rang ist = 2, aus
genommen, wenn l2 = m2 = n2; dann ist er = 1.) Man setze ferner 
e = (g - 2) + 2 und entwickle nach Potenzen von (] - 2. Es ergibt sich 

(e- 2)' + (2 + 2 + 2) (g- 2)' +( ~: 7 ~: 7 + . ·} -2J+ o 

= (e- 2) 3 + 6 (e- 2) 2 + (g--P) (g-2), 
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( 1 1 1 ) wenn P = [2 + m2 + n2 (l2 + m2 + n2) gesetzt wird. Die beiden 

anderen Faktoren sind 

e+1+fP. 

10. Man ermittle aus dem Gleichungssystem 

(-1)"- 1 5 +x (-1)"- 2 5 +x2 (-1)"- 3 5 + ··· +x"- 1 5 =x" n V n-1 V n-2 V 1 V 

(v= 1, 2, ... , n) 

den Wert der Unbekannten (-1)q- 1 5q. 
11. Man kann sich aus Stetigkeitsgründen auf den Fall beschränken, 

daß das Polynom a0z" + a1 z"- 1 + · · · +an n voneinander ver
schiedene Nullstellen besitzt. Irgendeine solche Nullstelle mit z be
zeichnet und 

gesetzt, genügen x 0 , Xv ... , Xn _ 1 dem homogenen System 

an-1 
- ~- Xn-2 + ZXn-1 = 0, 

an-2 

dessen Determinante =0 sein muß. Die vorgelegte Determinante ist 
also ein Polynom nten Grades in z mit dem höchsten Koeffizienten 1, 

das dieselben Nullstellen besitzt wie a0zn + a1zn- 1 +···+an. 
12. Es handelt sich um den Rang der beiden Matrices 

( 
~3 -~3 -=:) 

-a2 a1 0 ' 

al a2 a3 

( 

~3 -~3 _:: 

-a2 a1 0 

al a2 a3 

Die dreispaltige Matrix enthält v1er Determinanten dritter Ordnung 
bzw. vom Wert 

a3(ai + a~ + a§), 0; 

folglich besitzt sie entweder den Rang 0 oder den Rang 3. Im ersten 
Falle ist die Bedingung der Verträglichkeit b1 = b2 = b3 = c = 0, im 
zweiten Falle a1 b1 + a2 b2 + a3 b3 = 0. Sind die vier Gleichungen ver
träglich, so sind im ersten Falle Xv x2, x 3 völlig unbestimmt, im 
zweiten völlig bestimmt. Bei Kenntnis der Vektormultiplikation ist 
das Resultat evident. 
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13. Es gilt identisch in z 

1 +u~ll z + u~n> z2 + ... + u;~> z" = ( 1 - ;J ( 1 - ;J ... ( 1 - :J . 
Da das unendliche Produkt IT(1- :J in jedem endlichen Bereiche 

n=l 

gleichmäßig konvergiert, so trifft dasselbe für die Polynomfolge 

n=1, 2, 3, 

zu. Daraus folgt, daß sämtliche Grenzwerte 

limut> = uk, k = 1, 2, ), 0 0. 

n->-oo 

existieren, und es ist 

1 +u1 z+u2z2 +u3 z3 + ... = ~]-(1-~) [I 179]. 

Im allgemeinen unterscheidet sich diese Funktion von der gegebenen 
in einem exponentiellen Faktor eg(z), g(z) eine ganze Funktion. 

14. Die folgenden Determinanten sind als Determinanten 2nter 
Ordnung zu verstehen (nicht etwa als solche von der zweiten .Ordnung, 
deren Elemente I a;.,u I, 1- b;.l-' I, I b;.,u [, I a;.l-' I sind!). Es ist 

I (a;.,u) (- b;,p) I I (a;.,u + i b;.l') (- b;.l-' + i a;.p) I 
(b;.") (a;.,u) (b;.p) (a;.,u) 

l(a;.,u+ib;.,.,) (0) I I . I I · I A2 ß2 
= \ (b ) ( _ . b ) = a;.l-' + ~ b;.l-' • a;.l-' - ~ b;.,l-' = + , 

A,u a;.,,u 1 A,u 

wenn man Ja;.,"+ ib;.,l-'1 = A + iB setzt, A, B reell. DasVerschwinden 
von A 2 + B2 ist äquivalent mit dem gleichzeitigen Verschwinden von 
A und B. 

15. [G. Rados, Aufgabe; Math. es phys.lapok, Bd. 1'5, S. 389, 1906. 
Lösung von M.Fekete, usw. ebenda, Bd.16, S. 310, 1907.] Das Produkt 
der drei Glieder a11 a22 a33 , a12 a23 a31 , a13 a21 a32 ist dem der übrigen 
drei entgegengesetzt gleich. 

16. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 20, 
S· 271, 1913. Lösung von G. Szegö, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 291, 
1913.] Wären e;.,," die fraglichen Vorzeichen, so wäre nach dem hypo
thetischen Gesetz die Determinante I e;,l-' !!.,p=l,!l, ... ,n = n!, im Wider-

n 

spruch zu dem H adamard sehen Determinantensatz I e;.,p I;.,,·"= 1, 2, ... , n < n ~ 
[Kowalewski, S. 460], da nn < n !2 für n > 3. Es genügt übrigens, den 
Beweis bloß für die Determinante dritter Ordnung zu führen [15]. 
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17. Ist der Nenner z'l- c1 zq-l- c2 zq- 2 - • • · - cq, so reduziert 
sich das Produkt 

(a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + anzn + · · ·) (zq -- c1 zq-l- · · ·- cq) 

auf ein Polynom vom Grade p - 1. Daher ist in der Produktreihe 
der Koeffizient von zHn 

(*) 

mi n=p-q, p-q+1, ... ,wenn p>q und für n=0,1,2, ... , 
wenn p < q. Die Verträglichkeit der q + 1 sukzessiven linearen Glei
chungen, die man aus (*) für n = k, k + 1, k + 2, ... , k + q erhält, 
zieht Ai,q+ll = 0 nach sich. 

18. Aus A~q+ll = 0, A~qJ =F 0 folgt, daß Ln+q(x) lmear abhängig 
von Ln(x), Ln+ 1(x), ... , Ln+q- 1(x) ist [Kowalewski, S. 53]. Daher hängt 
Ln(x) für n > d linear von La(x), La+ 1(x), ... , Ld+q- 1(x) ab, und die 
Gleichung Ln(x) = 0 wird durch eine gemeinsame Lösung der q Glei
chungen 

befriedigt. Diese Gleichungen haben, weil A1~ 1 =F 0, eine Lösung von 
der Form 

Dies bedeutet das Verschwinden der Koeffizienten von z'l+d, zHd+I, ... 
in dem Produkt 

19. [Kowalewski, S. 80, 109.] 

20. Es folgt aus der Voraussetzung kraft 19 

(A~'+l) 2 = A~' A~'+z, (A~'+z) 2 = A~'+l A~'+3, ... , 

(A w )2 Aw Aw (Aw )2 Aw Aw 
m+t-1 = m+t-2 m+t• m+t = m+t-1 m+t+l· 

Also zieht das Verschwinden einer der fraglichen t q-zeiligen Determi
nanten das Verschwinden ihrer beiden Nachbarn (ihres Nachbarn) 
nach sich. Übersichtlicher aus 22. 

21. Klar. Beispiel: A63'. 

22. [A. StolZ.] 1. aus 19, 2. 3. aus 19 und 1. Man beachte die 
.,kreuzförmige" Lagerung der fünf i~ 19 auftretenden Determinanten 
im Schema 21. Um die Gültigkeit am Rande einzusehen, stelle man 
a_ 1 vor a0, a1, a2, . . . und eine entsprechende Schrägreihe vor das 
Schema 21. 
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23. [Vgl. E. Borel, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 18, S. 22-25, 1894.] 
Wenn in der ersten Zeile des Schemas 21 nur endlich viele von 0 ver
schiedene Elemente vorhanden sind, so reduziert sich die Potenzreihe 
a0 + a1 z + · · · auf eine ganze rationale Funktion. Im anderen Falle 
ergibt sich durch Wiederholung des Schlusses 20, daß es zwei ganze 
Zahlen d und q gibt, 1 ~ q ~ k, für welche die in 18 erwähnte Situa
tion vorliegt. 

24. [L. Kronecker, Monatsber. d. Akad. Berlin, 1881, S. 566-567.] 
Durch wiederholte Anwendung von 22, 1. auf 23 zurückzuführen. 

25. [G. P6lya, Math. Ann. Bd. 77, S. 507, 1916.] Durch wieder
holte Anwendung von 22, 1. auf 23 zurückführen! Man stelle die De
terminantenbedingungen 23, 24, 25 durch "Wege" im Schema 21 dar. 

26. Vgl. 27. 
27. Wenn der Rang endlich ist, so verschwinden. sämtliche in 23 

erwähnten Determinanten für ein genügend großes k, also ist die 
Potenzreihe rational. Wenn die Potenzreihe rational ist, so behalte 
man die Bezeichnungen von 17 bei und betrachte die Linearformen 

die Anzahl der Variablen ist beliebig (nicht unendlich!) groß. Gemäß 
den Gleichungen (*) in Lösung 17 ist 

An= clAn:t-1 + c2An+2 + · · · + cqAn+q 

für n = d, d + 1, d + 2, .... Daher hängen die Formen Aa, Aa+v ... , 
Aa+Y, Y > q, von den q letzten unter ihnen ab. Da so zwischen irgend
welchen q + 1 von diesen Formen eine lineare Abhängigkeit besteht, 
verschwinden alle in ~a enthaltenen Determinanten von der Ord
nung q + 1. 

28. Vgl. 29. 
29. Es sei, nach Voraussetzung von 28, 

A~l ~ 0, A~+Il = A~+ 21 = Ai{'+ 3l = · · · = 0, 

A\P) = A!f-l) = A~p-Z) = ... = A~q"!"ql) = 0, Aq~q+l t o. 

Es sei ferner der Bestimmtheit halber angenommen, daß 

O<q<P-

Aus diesen Voraussetzungen folgt, wenn man die Lage der erwähnten 
Determinanten im Schema 21 beachtet, gemäß 22, 1., daß 

{ 
A (ql ± o A(ql ' o A(ql -"- o 

p-q , ' . p-q+l 'F , p-q+2 I , • · •, 

A (q+l) A(q+l) A(q+I) 
p-q-1=f.O, p-q =0, p-q+l=O, ••.• 

(**) 

D. h. die Berandung eines aus lauter Nullen bestehenden unendlichen 

P 6 I y a- S z c g ö, Aufgaben und Lehrsätze I!. 20 
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trapezförmigen Gebietes im Schema 21 muß aus lauter von Null ver
schiedenen Determinanten bestehen. 

Gemäß 23 ist der Grad des Nenners <q; vgl. zweite Zeile(**). 
Gemäß 17 ist der Grad des Nenners > q; vgl. erste Zeile (**). 
Der Nettorang ist~ Rang von S)p-q• also < q, gemäß Lösung 27. 
Der Nettorang ist ?-':_ q; vgl. erste Zeile (**). 
Gemäß 18 ist der Grad des Zählers ;S q + (p- q) -1; vgl. (**). 
Gemäß 17 ist der Grad des Zählers > q + (p- q -1) -1, da 

A(q+1) 
p-q-1 =f 0. 

Es ist der Rang von S)p-q genau = q, also der von .p0 sicher 
~~ q + (p- q). 

Der Bruttorang, = Rang von S)0 , ist > p, da AiJ'l =F 0. 
30. [E. Beke, Math. es term. ert. Bd. 34, S. 25, 1916.] Die ge-

nannte Eigenschaft der Potenzreihe ~a~ zn trifft dann und nur dann 
..:::;.. n. = n=O 

zu, wenn die Potenzreihe 2: anzn eine rationale Funktion darstellt. 
n=O 

[24, 26.] In beiden Fällen handelt es sich um dieselbe Rekursions
formel zwischen den Koeffizienten a0 , a1 , a2 , •••• 

31. [G. P6lya, Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 21, S. 25-26, 1922.] 
Durch Addition von Zeilen und Kolonnen. Für den Fall Qn(z) = (1- z)n, 
n = 0, 1, 2, ... vgl. Kowalewski, S. 112. 

32. Der Zähler ist vom Grade :::::; q - 1 , daher ist 

Wird also die A_te Zeile (Kolonne) von 2!m mit der ~ten Kolonne 
von (f multipliziert, so entsteht am+l+p- 1 , A., ~ = 1, 2, ... , q, also 
2fm (f = 2fm+I · 

33. Der Rang sei r und die Determinente 

+ 0, 

0:::::; Y1 < Y2 < · · · < 1'r. Wenn c1 / 1(z) + c2 / 2(z) + · · · + c,j,(z) =--= 0, so 
müssen insbesondere die Koeffizienten von z••, z••, ... , z•r links = 0 
sein. Aus den hieraus resultierenden r homogenmlinearen Gleichungen 
mitnichtverschwindender Determinante folgt c1 = c2 = · · · = c,= 0. 
Wenn m > r, setze man a1.x1 + a2,.x2 + · · · + a,"xr+ ar+l,vxr+ 1 =L.(x). 
Irgend eine Anzahl von Linearformen L 1 , L 2 , ••• , Ln ist, nach Vor
aussetzung, von L.,, L",, ... , Lv, linear abhängig [Kowalewski, S. 53]. Es 
gibt ein Wertsystem x1 = c1 , x2 = c2 , .•. , Xr = Cr, Xr+l = - 1, das 



VII. Abschn., Lösungen 3ü--36. 307 

den simultanen Gleichungen 

(*} L~,(x) = 0, L~,(x) = 0, 

genügt; dieses Wertsystem bringt irgendeine Form L,.(x) zum Ver

schwinden, d. h. es gilt identisch in z 

34. Aus 33 und den Definitionen. Man beachte insbesondere, daß 

ein N existiert, so daß die Matrices, die aus ID1 (S. 105) durch Weg

lassung von N bzw. N + 1, N + 2, ... Kolonnen entstehen, alle 

denselben Rang, = dem Nettorang von ID1, besitzen. 
35. [I. Schur, J. für Math. Bd. 140, S. 14, 1911.] Beweis unter 

den engeren Voraussetzungen. Es gibt eine orthogonale Matrix (l;.,..) 

so beschaffen, daß die erste Form folgende Zerlegung zuläßt: 

n n. n 

~ ,.~a;.,..x;.x,. ~ h~(lv~ x1 + l~2 x2 + · · · + lvnX,.) 2 , 

wobei ht, h2 , ••• , h,. positive, durch die Form eindeutig bestimmte 

Zahlen, die Eigenwerte sind [Kowalewski, S. 275]. Aus 

n 

a;.,. =;:Eh~ l~;.l~f', 
~=1 

l, p, = 1, 2, ... , n 

folgt, h = Min (h1 , h2 , ••• , h,.) gesetzt, 

;.?;, ,.~a;.,.b;.,.x;.xf,-gh~ {~ ,.~b;.,.. (l~;. x;.}(l~,.x,.)} 

>h~ t1b;.,..x;.x,.C~l~;.l~,.) 
= h (b11 X~+ b22 X~ + · · · + b,.,.x!). 

36. 

woraus der erste Teil des Satzes kraft 35 folgt, Wegen der Positivität 

ist 

wo 
~1 = tXl. X1 + tX2x2 + · · · + tX~X,., 
~a = tXrxl + tX;{x2 + .:. + tX~x,., 
1': (l) (l) . (l) 
..-1 = lX1 x1 + tX2 x2 + · · · + tXn x,. . 

20* 
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Sind in der Matrix (a;. 1,) keine zwei Zeilen identisch, so sind keine zwei 
unter den n !-dimensionalen Vektoren (<X~, <X;:, .•. , <X?J), v = 1, 2, ... , n, 
einander gleich. Es gibt also l Zahlen ß', ß", ... , ß<ll, so beschaffen, daß 
ß'2 + ß"2 + · · · + ß(l)2 = 1 und <X~ ß' + <X;; ß" + · · · + <X ;f> ß{lJ = y v gesetzt, 
keine zwei unter denn Zahlen Yv y2 , •• • , Yn einander gleich sind; d. h. 
geometrisch: die Projektionen der n verschiedenen Vektoren auf den 
Einheitsvektor (ß', ß", ... , ß(ll) fallen alle voneinander verschieden aus; 
oder: (ß', ß", ... , ß<1l) liegt außerhalb gewisser 1n(n -1) Ebenen. Man 
erhält durch eine passend gewählte orthogonale Transformation der 
~ 1 , ~ 2 , ••. , ~ z in 1J 1 , 1J 2 , ... , r; z , wo bei 

Yf1 = ß' ~1 + ß" ~2 + ... + ßCll~l = Y1X1 + Y2X2 + · · · + {nXn, 

beide Formen rechts sind > 0. Die Differenz exp (y;. Y.u + a~!i)- exp (y;.y1,) 

setzt sich aus Potenzprodukten von y;.y!i und a). 1, mit positiven 
Koeffizienten zusammen. Hieraus folgt auf Grund von 35, ähnlich wie 
der bereits bewiesene erste Teil der Behauptung, daß 

n na n nyy n n 
~ ~e;."X;.Xu=I ~e;.f'x;.x11 +~ Jf.'b;.,"x;.x1, 

1.=1 fi=l A=l fi=1 Ä=l f<=l 

gesetzt, die zweite Form rechts positiv ist; die erste ist sogar definit 
[V 76]. 

37. Ähnlich wie in 36 [35, V 86]. Daß die Einschränkungen nicht 

überflüssig sind, sieht man am Beispiel der Matrix ( _! -D . 
38. [R. Remak, Math.Ann. Bd.72, S.153, 1912; vgl. auchA.Hurwitz, 

ebenda, Bd. 73, S.173, 1913.] Weil mit f(x) auch f(x + x0), x0 beliebig, 
zulässig, ist die in der Aufgabe genannte Forderung gleichwertig mit 

A(f) = a0 /(0) + a~ f(o) + a~ f'(o) + · · · + a~ t<n>(o) > 0 (bzw. > 0). 1. 2. n. 

Nach VI 44 genügt es 
n n 

f(x) = (t0 + t1 x + · · · + tnxn) 2 = ~ ~t;.t,uxÄ+t' 
Ä=O fi=O 

zu setzen, mit beliebigen t0 , t1 , t~, ... , tn. Es ist dann 
n n n n 

A(f) ----'f2o .fd:t(xHt•)t;.t!i -;.~ !i~a;.+f't;.t!i. 

39. [Vgl. G. P6lya, Math. es term. ert. Bd. 32, S. 662-665, 1914.] 
Weil mit f(x) auch f(x + x0), x0 > 0, zulässig, ist die Forderung der 
Aufgabe mit 

A(f) = a /(0) + a1 f(O) + a2 /"(O) + · · · +an ;cn>(o) > 0 (bzw. > 0) 
0 1! 2! n! 
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gleichwertig. Man setze [VI 45] 

f(x) = (t0 + t1x + · · · + fpxP) 2 + x(u0 + u1x + · · · + uq_ 1xq- 1)2, 

P= [i], q= [n~1]. 
Es ist dann 

p p q-lq-1 
A(f) =2: "L,a!.+,uf;.fu +"L, "L,a.l+,u+lU,tU1,. 

Ä=O p=O Ä=O ,u=O 

q-l q-1 

40. Wenn erstens f(x) = (1- x)L, L,t,tt1,(x-1).l+u, x =1, zweitens 
Ä=O ,u=O 

q-l q-l [n+f] 
f(x) = (1+x)"L, "L,t;J,u(x+1)1·+.u, x=-1 gesetzt wird, q= -- , dann 

l=O .u=O 2 
ergibt sich aus der Voraussetzung 

also a1 = a2 = · · · = a2 q _ 1 = 0 . Für ungerades n ist hieraus die Be
hauptung klar. Für gerades n muß noch 

(1) a0(t0 +t1 x+···+tPxP)2 +ant;>o, 

(2) a0(1- x2)(u0 + u1 x + · · · +.uP_ 1 xP- 1) 2 - anu;_ 1 ~~ 0 

semfür alle Werte von t0 ,t1 , ••. ,tP,u0 ,u1 , .•• ,uP_ 1 ,P=~ und für 

- 1 s x <- 1 . Aus ( 1) folgt für t0 = t1 = · · · = lp _1 = 0 , lp = 1 , x = 0 , 
daß an> 0 ist. Aus (2) folgt für X= 1' Up-1 = 1' daß an< 0 ist. 

41. [Vgl. a. a. 0. 39, S. 665--667. Vgl. auch M. Fujiwara, Tö
hoku, Math. J. Bd. 6, S. 20-26, 1914-15.] Die beiden Wertsysteme 
a0 , a1 , a2 , ... , a2 n und b0 , b1 , b2 , .•• , b2n besitzen die in 38 definierte 
Eigenschaft. Ist f(x) zulässig im Sinne von 38, so ist auch 

f*(x) = a f(x) + a1 f'(x) + a2 f"(x) + ... + ~-"'--- j(2nl(x) 
0 1! 2! (2n)! 

zulässig. Es ist somit 

b f*(x) + b1 f*'(x) + b2 f*"(x) + · · · + _lJ'}_n j*(2 n)(x) 
0 1! 2! (2n)! 

= c0 j(x) + c1 f'(x) + ~ f"(x) + · · · +- -~ j(2n)(x) > 0 (bzw. > 0) 
1! 2! (2n)! -

für alle Werte von x. Also besitzt auch das System c0 , Cv c2, ... , c2 n 

dieselbe Eigenschaft. 
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42. [Vgl. a. a. 0. 39, S. 667-668.] Folgt ähnlich aus 39 wie 41 
aus 38. Man setze n = 2m bzw. n = 2m+ 1. 

43. [Vgl. 0. Sztisz, Math. Zeitschr. Bd.1, S.150-152, 1918.] Weil 
mit g(ß) auch g(ß + ß0), tf0 beliebig, zulässig, ist die Forderung mit 

n 
A(g) = ~ Cp yp;::: 0 (bzw. > 0) 

v= -n 

gleichwertig. Setzt man [VI 40] 

so ergibt sich 

n n n n 

A(g) = 6 I'~ A(eW~f'l 0) x;._x;" = ~ ,~/,u~J. x;.X:u. 

44. [J. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19, 
S. 276, 1912. Lösung von G. P6lya, ebenda, Serie 3, Bd. 24, S. 369, 1916.] 

45. [1. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S.162, 1918.] Vgl. 46. 

46. [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S. 163, 1918.] Man betrachte insgesamt vier Fälle: a) beliebige Deter
minante; b) Hauptelemente = 0, übrige Elemente beliebig; c) sym
metrische Determinante [45]; d) symmetrische Determinante mit Haupt
elementen = 0 [46]. Die Bezeichnungen der Anzahlen sind in folgender 
Tabelle zusammengefaßt: 

V cr:;chiedene 
Unabhängige Entwicklungsglieder 

Elemente positive negative 

a) n2 S' n S" n s;, + s:: =Sn, s~ - s;; =Dn, 
b) n2 - n L:' n .2:" n z;. + 2';( = In, z;. - z:: = L1n' 

c) 
n2 +n 

s' s" s' + s;; s~ - s;; = dn, ~--- ==Sn , 
2 

n n n 

d) 
n2 -n 

a' a" a'n + a;; a' - a;; = (jn• -~ =On' 2 n n n 

Dem Entwicklungsglied a1k, a2k, ... ankn ordnen wir die Permutation 

(k1 k2 · • · nk ) zu. Enthält das Entwicklungsglied das Produkt a"'ß aßr ... 
1 2 ·.. n 

a";.a;."', so enthält die zugeordnete Permutation den Zyklus (cx ßy ... u2); 
gehört das fragliche Entwicklungsglied einer symmetrischen Determinante 
an, so enthält die zu einem anderen Glied von gleichem \Vert gehörige 
Permutation entweder den Zyklus (cx ß y ... u 2) oder den inversen 
Zyklus (2 x .. . y f1 a). 
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Die Anzahl solcher Permutationen von n Elementen, die k1 ein
gliedrige, k2 zweigliedrige, k3 dreigliedrige, ... Zyklen enthalten, ist 
bekanntlich [vgl. J. A. Serret, Handbuch der höheren Algebra, Bd. 2, 
S. 188-189; Leipzig: B. G. Teubner 1868] 

n! 
kl! 1k•·k2! 2k•·ka! 3k• ... =Zk,k,k, ... , 

wobei 1 ~ + 2 k2 + 3 k3 + · · · = n ist. Wird diese Anzahl mit + 1 
oder -1 multipliziert, je nachdem die fraglichen Permutationen gerade 
oder ungerade sind, so entsteht 

[Kowalewski, S. 16] (betrifft die Berechnung von Dn, Lln). Werden 
solche Permutationen, die dadurch auseinander hervorgehen, daß ge
wisse Zyklen durch die inversen Zyklen ersetzt werden, als nicht ver
schieden betrachtet, so ist die Anzahl der verschiedenen 

(betrifft die Berechnung von Sn, dn, an, <5n). Es ist offenbar 

.J: - ~*Z n- Ok,k, .. ,, 

Sn= .42-k,-k,-"· Zk,k,k, ...• 

On= .4*2-k,-k,- ... Zok,k, .... 

D,. = .4 ( -1)k,+k, +k,+ .. · Zk,k,k, ... , 

!1,. = ~* ( -1)k,+k,+ko+"· Zo k, k, ... ' 

dn = 2: ( -1)k• +k,+ ... 2-k,-k,- ... Zk,k,k, ... , 

<5n =X*( -1)k,+k,+ ... 2-k,-k,- ... Zo k,k, ... . 

X ist über solche nichtnegativen Wertsysteme k1 , k2, k3 , ..• erstreckt, 
für welche k1 + 2 k2 + 3 k3 + · · · = n, ~* über solche, für welche 
k1 = 0 , 2 k2 + 3 k3 + · .. = n ist. Es ist 

1 
=--=1 +x+x2 + ... , 

1- X 
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woraus Sn = n! folgt, was zur Bestätigung der Überlegung dient. Auf 
dieselbe Art ergibt sich 

oo a;2 xa 
Dxn x--+--··· 
~-=e 2 3 =1+x Dn=O 

n! ' 
für n>2, 

n=O 

klar. 

[VIII 23]. 

Spezialfall von 7 für r1 = r2 = · · · = rn = 0, a = b = 1. 

oo x21 1 ( x3 x' ) x x' s xn x+-+- -+-+··· 1 -+-
n 2234 24 

n=o nT = e = f1'~-x e ' 

oo x2 1 (x3 x• ) x x' 2 a xn -+- -+-+··· 1 --+-
_n_ = e 2 2 3 4 = -----· e 2 4 ' ~~--- ' n. 11-x n=O 

Die vier letzten Reihen genügen bzw. den Differentialgleichungen 

2 (1- x)y' = (2- x2)y, 

2 (1 - x) y' = x (2- x) y, 

2 (1 + x) y' = (2- x2 ) y, 

2 (1 + x) y' =- x (2 + x) y, 

woraus die zu beweisenden Rekursionsformeln folgen. Die Grenzwert
formeln erhält man aus I 178 für 

x x' -+-
f(x) = e2 4 bzw. 

x x' 

e2 4, 

x x' --+-e 2 4 
' 

x x' 
e 2 4 

b _ 1.3 ... (2n-1~C'-)_1_ b 
n- ZW. 

2.4 ... 2n ymt 
(-i)n-11.3 · · · (2n- 3~=L-~)n-: 

2.4 ... 2 n 2 y:n. n' 

[II 202], 

q = 1 bzw. --1. 
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47. [J. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S. 163, 1918.] Setzt man 

dann ist 

X± cp (x;.,, X;.,, ... , X;.n) 

1 n -
= 1 ~ ( -1)n-v [2:v ± f[J(Xp,, X."•' ... , X,un_,)], 

- X1X2 ... Xnv=l 

wo Xv über alle Permutationen von Xv x2, ... , Xv-v Xv+I• ... , Xn zu er
strecken ist und die Vorzeichenbestimmung analog geschieht, wie in 
der linksstehenden Summe. 

Angenommen also, daß die Behauptung richtig ist, wenn n durch 
n- 1 ersetzt wird, lautet die zu beweisende Identität 

worin Lfv und tPv analog aus Xv x2, ... , Xv-v Xv+v ... , Xn gebildet 
werden wie LI und tP aus Xv x2 , ••• , Xn ; tP ist in der am Ende der 
Aufgabe stehenden Produktform zu denken, die tPv enthalten weniger 
Faktoren. Man wende jetzt VI 69 an, mit Beachtung der Gleichungen 
(Bezeichnungen und Voraussetzungen wie dort, a0 = 1) 

Lfv 1 (-1}v-l 

-Lf = (x1 - xv) ... (x,._ 1 - x,.) (xv- xv+I) ... (xv- xn) =-/'(;es-' 

tPv ( )( ) ( )( ) ) x:f(x; 1) ---;,;= 1-Xv 1-XvXl · · · 1-XvXv-1 1-Xv+lXv · · · (1- XnXv = ---. 
'P 1 + Xv 

48. [P. Epstein, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 8, 
~ n 

S. 262, 1905.] Aus CXeX;. = ~ a;.,uX,u, l = 1, 2, ... , n, erschließt man 
p=l 

n 

mit Rücksicht auf ~aJ.pXJ.a(z)=zx,ua(z)+epax(z), fpa=1 für 
),=1 

fl = a, e,ua = 0 für fk ~ a, die Gleichungen 

n 

(cxg - z) ~X;. Xh (z) = Xa x(z), a=1,2, ... ,n. 
Ä=l 

49. [M. Riesz.] Vgl. 50. 
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50. Die Forderung der Aufgabe ist gleichbedeutend mit den Re
lationen 

~g(~- (P-v+ lX}) g(-"!__(:v-q+ ß)) = g(-"!__(p-q + 1X +ß)) · 
~ n+1 n+1 n+1 

Vgl. VI 15. In 49 ist (wenn man Xp durch (-1)PxP und Yv durch 
(-1)PyP ersetzt) 

(#) =-1_sin(n+ 1)#. 
g n+1 sinß 

51. DieDeterminanteD(1X) von SIX genügtder Funktionalgleichung 

D(1X) D(ß) = D(1X + ß). 

Außerdem ist D(1X) reell, stetig und periodisch (mit der Periode 2n + 2), 
also D( 1X) = 0 oder 1. Der erste Fall tritt dann und nur ein, wenn 
das System von linearen Gleichungen 

2 g (n: 1 (p- q)) Xq = 0 ' 
q=O 

P=0,1, ... ,n 

Lösungen besitzt, die von Xq = 0, q = 0, 1, ... , n, verschieden sind. 
Dies ist sicher der Fall, wenn x0 , x1 , ... , Xn den folgenden Glei
chungen genügen: 

(*) 
n "k :n: ~ _, q--
~ Xqe n+l = 0, 
q=O 

wo k sämtliche Werte durchläuft, für welche der Koeffizient von 
cosk-& in g(ß) von 0 verschieden ist. (Für k = 0 ist bloß die eine 
von den beiden Gleichungen zu behalten.) Nach Lösung VI 15 ist k 
entweder nur gerader oder nur ungerader Werte fähig; die Anzahl 

jener Koeffizienten ist also < 1 + [ ~] bzw. < ~n ~ 1] . Die Anzahl 

der Gleichungen(*) ist im ersten Falle < 1 + 2 [ ~ J < n + 1 , im zweiten 

Falle < 2 [ n ~ 1 J < n + 1. Das Gleichheitszeichen in diesen Unglei

chungen ist dann und nur dann gültig, wenn 

g(ß) = ~-~1~- sin(~-t_~)-~ 
n+1 smß 

[49] 

und n gerade bzw. ungerade ist. Abgesehen von diesem Falle ist die 
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Anzahl der Gleichungen (*) stets kleiner als n + 1, d. h. kleiner als 
die der Unbekannten. Es gibt also Lösungen von der besagten Art. 

In 49 erhält man den konstanten Wert der Determinante, in

dem man 1X- 0 setzt. 

52. [M'. Riesz.] Setzt man 

(ß) = ~-1_sin(~ + 1) ~~, 
g n+1 smß 

so handelt es sich um die Summe 

= 2 (-1)k+lxkxz 2 g (-!!___ (k- LX- p)) g (-_!!__ (p + 1X -t)). 
k,Z=O p=O n+1 n+1 

Nach VI 15 ist dies 

n 
d. h. ~ y~ von 1X unabhängig. Man setze 1X = 0. 

p=O 

53. [I. Schur.] Die zu beweisenden Gleichungen lauten: 

Un-1 9 ( 1 1 1 ) ---- + u~ --+ ----- + + .. · = 1, 
Un+l Un Un+2 Un+l Un+3 Un+2 Un+4 

1 ( 1 1 1 ) - ~--- + Un+l + + + · · · = 0, 
Un+2 Un+l Un+3 Un+2Un+4 Un+3Un+5 

n = 1, 2, 3, .... 

Aus der Definition der Un folgt 

n n n n-1 

J: u; = ~ Up ( Up + 1 - Up _ 1) = ~ Up u", + 1 - 2:; u", u", + 1 = Un Un + 1 , 

v=l P=1 v=1 P=l 

d. h. die zweite Gleichung. Die erste ergibt sich, indem man in der 
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zweiten Un+ 1 = Un+ 2 - Un setzt. Man beachte ferner, daß 

1 
ist. 

54. [E. C. Titchmarsh, Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 22, Heft 5, III, 
1924.] Offenbar ist 

für ). S ,u; Ä., fk = ... , - 1, 0, 1, . . . . Bekanntlich ist 

~ (m~+ ~ ~ar = ~ (n ~~af = (sinncxnr. 
n= -(X) n= -oo 

55. Multiplikationssatz. 
56. Addition von Kolonnen. 
57. Leibnizsche Regel für (uv)<n), Addition von Kolonnen. 
58. Man setze in 57: rp = / 1- 1• 

59. Nach Ausführung der Differentiation ist der Zähler eine 
zweizeilige Determinante, deren Elemente n-1-zeilige Minoren von 
W(/1 , / 2 , ... , fn) sind. [Kowalewski, S. 80, 109.] 

60. Man bestimme die n- 1 Funktionen rp1(x), rp2(x), ... , ffJn- 1(x) 

aus den n - 1 Gleichungen 

+ · · · + ffJn-1/n-1 = fn, 

+ · · · + ffJn-1/~-1 = /~, 

m /(n-2) + m /(n-2) + ... + m /(n-2) = /(n-2) 
r 1 1 r 2 2 rn -1 n -l n • 

deren Determinante =F 0 ist. Es ist gemäß 59 und Voraussetzung, 

und ähnlich 
rp~=rp~= ··· rp~ 2=0. 
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61. Man eliminiere Cf!n, Cf!n _ 1, •.. , Cf!v 1 aus den n + 1 homogenen 
Gleichungen 

Cf!n/1 + Cf!n-1/~ + · · · + Cf!1/ln-l) + 1 • /ln) = 0, 

1Pn fn + Cf!n -1 /~ -+- .. · + Cf!1 ~~n- l) + 1 · 1;;•) = 0, 

<J!nY + Cf!n-!Y1 + ··· + rply(n-l) + 1(y(n)_ L) = 0, 

und berechne L durch Nullsetzen der Determinante. 

62. 

Y = Yo, W(fv y) = Yv W(fl, /2, y) = Y2, ... , W(fv /2, ... , fn, y) = Yn 

gesetzt, findet man gemäß 59 

d Y0 W 0 Y1 d Y1 
~-- ~-- = --2-' -d yy
dx Wl Wl X rr2 

Man soll hieraus ~n berechnen [61]. 
n 

w;, 

63. []. P. Gram, J. für Math. Bd. 94, S. 41-73, 1883.] Die ent-
sprechende quadratische Form lautet: 

b 

/[t1/1(x) + t2/2(x) + · · · + tnfn(x)] 2 dx. 
a 

Dieses Integral ist nicht negativ, und zwar dann und nur dann = 0, 
wenn im Intervall a<x<b identisch td1(x) +t2 / 2(x) + · · · +tnfn(x) =0 
gilt. V gl. auch II 68. 

64. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 20, 
S. 271, 1913.] Die entsprechende quadratische Form 

b 

.f {(t~ + t~ + · · · + f.,) [(/1(x))2 + (/2(x))2 + · · · + (/n(X)) 2] 
u b 1, 2, ... , n 

- [t1/1(x) + t2/2(x) + · · · + tnfn(x)] 2}dx = / ~ [tJfk(x)- tkf1(x)] 2 dx 
a i>k 

ist positiv. Sie verschwindet dann und nur dann für ein Wert
system t1 , t2 , .. . , tn mit ti + t~ + · · · + t~ > 0, wenn f,(x) = t,cp(x), 
Y = 1, 2, ... , n ist, wobei <p(x) von y nicht abhängt. 

65. [E. H. Moore, Aufgabe; Amer. Math. Monthly, Bd. 24, S. 293, 
1916. Lösung von C. F. Gummer, ebenda, S. 293, 333-334 (die erste 
Lösung auf S. 293 ist falsch, wie dies auf S. 333 bemerkt wird).] [36, 
63.] Wenn z. B. die beiden ersten Zeilen identisch sind, so gilt ins
besondere 

b 

a a f[t,(x)-f,(x)]'dx 
___!!___1! = ea = 1 
a21 au ' 



318 Determinanten und quadratische Formen. 

66. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 28, 
S. 174, 1920.] Wegen II 112, II 113 ist 

(aJ. + a," + 1) fxa;.+a,"f(x) dx = xa;.+a,,+l f(x) lco -fxa;.+a.u+ldf(x), 
0 0 0 

=- Jxa;,+a,,+tdf(x), 
0 

das letzte Integral im Stieltjesschen Sinne genommen; also ist 

11 n co 
2' 2: (a;, + a,u + 1) J Xa;.+a,, f(x) d X· t;, tu 
).=1 ft=l 0 

CO 

=- j(t1 xa• + t2 xa, + · · · + tnxa•)2 xdf(x) >0. 
0 

Falls /(x) streckenweise konstant ist, und mindestens n Punkte mit 
negativem Sprung existieren, so kann das letzte Integral nur dann 
verschwinden, wenn t1 = t2 = · · · = tn = 0 ist [V 76]. 

67. [Betreffs 67, 68 vgl. 0. Toeplitz, Gött. Nachr. 1907, S.110-115; 
1910, S. 489-506.] Für /(ß) = a0 + 2(a1 cos{} + b1 sinß) erhält man 

Tn(f) = ao(lxol2 + lxi[2 + · · · + lxnl2) 

+ 2ffi(a1 + ib1) (x0x1 + x1x2 + · · · + Xn- 1Xn). 

Für 

erhält man 

68. Es ist 
2n 

Cn = - 1 jf({}) ein1Jd{}, 
2n 

0 

n = 0, ±1, ±2, ±3, 

für die Toeplitzsche Form Tn(f) gilt also die Darstellung 

2:r 

Hieraus folgt die Behauptung mit Beachtung der Gleichung 

2n 

Tn(1) = 2~ jlxo + xle-i1J + x2e-2i1J + ... + Xne-in1JI2d{} 

0 

= I Xo 12 + I x1l2 + I x2l2 + .. · + I Xn 12 · 
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69. [Betreffs 69-71 vgl. G. Szegö, Math. Ann. Bd. 76, S. 490-503, 
1915; Math. es term. ert. Bd. 35, S. 185-222, 1917; Math. Zeitschr. 
Bd. 6, S. 167-202, 1920.] Für f({}) = a0 + 2(a1 cos{} + b1 sin{}) ist 

ao 
a1 - ib1 

Dn{f) = 0 

0 

a1 + ib1 0 

a0 a1 +ib1 

a1 - ib1 a0 

0 0 

0 

0 
0 

Durch Entwicklung nach der letzten Zeile folgt hieraus die Rekursion 

Dn(f) = aoDn-l(f) - (ai + bi)Dn-2(1), 

n = 2, 3, 4, ... ; D0(/) = ao. D1(f) = aö- (ai + bi) · 

Es seien IX und ß die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

:.? = aox - (ai + bD . 

Vollständige Induktion liefert 

wenn 

wenn IX= ß · 

1-r2 
Für f({}) ist 

= 1- 2rcos{} + r2 

1 1' ,.z "n 

1' 1 1' 1n-1 

Dn(f) = ,.z 1' 1 ,.n-2 
................ ··········· 
rn ,.n-l ,.n-2 1 

Zieht man das r-fache der zweiten Zeile von der ersten, dann das r-fache 
der dritten von der zweiten usw. ab, so erhält man Dn(f) = {1- r2)n. 

Wenn /(ß)=a0 +2(a1 cos{}+b1 sin{}) positiv ist, dann sind 
n+l--

IX und ß positiv, IX =F ß. Es sei IX > ß > 0, dann ist lim fDn{f) = IX • 
n~oo 

Im zweiten Falle ist dieser Grenzwert = 1 - r2 • Das geometrische 
Mittel [II 48] O'J{f) von a0 + 2{a1 cos{} + b1 sin{}) im Intervall 0, 2n 

ist identisch mit dem von ao- 2fai + bicos{} = 1X(1 + rl- 2ecos{}), 

wenn(! gemäß fai + bj =IX(! bestimmt wird; 0 < (! < 1, ao = 1X(1 + (!2). 

Betreffs @(1 + e2 - 2ecos{}) vgl. II 52. 
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70. Weil Dn(f) eine Hermitesche Determinante ist, sind alle Null
stellen von Dn(f- h) reell und liegen zwischen dem Minimum 
und Maximum der Form Tn(/) für I x0 [2 + [ x1 12 + · · · +I Xn [2 = 1. 
[Kowalewski, S. 130, 283.) Nach 68 haben sie also die Form 

O<rp<n. 

Es folgt somit, in Lösung 69 überall a0 durch a0 - h ersetzt, 

1l + 1 . ( ) 
Dn(f - h) = (ai + bif2 sm ~ +_3 rp. 

smrp 

Hieraus ergeben sich die Nullstellen von Dn(f- h): 

~---- - V+ 1 hvn = a0 - 2 1'ai + bicos . ---n, 
r n+2 

71. Vgl. 70. 

F(hon) + F(ht n) + · · · + F(hnn) 
n+1 

1' = 0, 1, 2, ... , n . 

n " 
1 ~ ( ,;-:,---. V+ 1 ) 1JF( ,; 2+b2 O·)d '} =-- F a0 -2raJ:+bjcos~ --n --->-- a0 -2ra1 1 cos· 'I 

n+1 n+2 n 
··=0 0 

2n 

= -1 jF[f({})]d{}. 
2n 

0 

Die in der Aufgabe formulierte Eigenschaft der Zahlen hvn gilt nicht 
nur in dem speziellen Falle, wo f({}) ein trigonometrisches Polynom 
erster Ordnung ist, sondern allgemein für eine beliebige eigentlich 
integrable Funktion f({)). [Vgl. G. Szegö, a. a. 0. 69.] 

72. Erste Lösung. Wir gebrauchen folgende symbolische 
Schreibweise [vgl. M. Riesz, Ark. för Mat., Astron. och Fys. Bd. 17, 
Nr. 16, S. 1, 1923]. Es sei 

n n 
f(z) = 1; 1; a;.f'z!. z·", 

!.=0('=0 

a;.,u beliebige Konstanten. Wir setzen 

Die Voraussetzung der Aufgabe besagt z. B., daß 

I x0 + x1 c + x2 c2 + · · · + Xn cn 12 > 0 

ist, wenn das Polynom x0 + x1 z + x2 z2 + · · · + XnZn nicht identisch ver
schwindet. Es sei P(z) das fragliche Polynom, z0 eine Nullstelle von 
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ihm, P(z) = (z- z0) Q(z). Unter Q(z) das Polynom mit den konjugiert 
komplexen Koeffizienten verstanden, setzen wir 

Dann ist, x0 , x1 beliebig, 

C0(lx0 [2 + lx1 12 ) + C_ 1x0x1 + C1x0x1 

= Q(c) Q(c) (I x0 12 + j x1 [2 + cx0 x1 + cx0 x1) 

= Q(c) (x0 + x1 c) Q(c) (x0 + x1 c) > 0, 

wenn I x0 12 + I x1 [2 > 0. Es ist somit I C1 I < C0 • 

Nun ist 
P(c)cY=O, v=O, 1, ... , n-1, 

also 

(c- z0) Q(c)Q(c) = o, _ Q(c) Q(c) c _ C1 
Zo---___ ---. 

Q(c)Q(c) C0 

Zweite Lösung. Nach einemSatzvonC.Carathiodory [Palermo 
Rend. Bd. 32, S. 205, 1911] gibt es 2n Zahlen 

so beschaffen, daß (!v > 0, I ey I = 1, v = 1, 2, ... , n, daß ferner 

k = 1, 2, ... , n 

gilt. Es ist 
Co - h = (!1 + (!2 + · · · + (!n ' 

wobei h das Minimum der in der Aufgabe genannten Form unter der 
Nebenbedingung I x0 12 + I x1 [2 + · · · + I Xn 12 = 1 bezeichnet. In unserem 
Falle ist h > 0. Hieraus folgt 

n-ln-l 
L _Lc;.- 1,X;.x." = h(lxol2 + lx1 12 + ·· · + lxn-tl2) 
1=0~=0 n 

+ L (!v : Xo + X1 Ev + · · · + Xn _ 1 f~- l j2, 
v=l 

n-1 n-l 
1: 1: c1-,u+1X!.X1, = h( X0 X1 + x1 x 2 + · · · + Xn-2Xn_ 1) 
1=0~=0 n 

+ 1: QvEv I Xo + xl ey + ... + Xn-1f:- 1 j2, 
v=1 

also 

vorausgesetzt, daß die Zahlen x0, x1 , ••• , Xn_ 1 nicht alle gleich Null sind. 

P 61 y a- S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 21 
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Nun läßt sich unsere Gleichung so schreiben: 

/ C).-,u+l- ZC}.-,u ll.,u=O,l, ... ,n-1 = 0. 

Wenn also z0 eine Wurzel bezeichnet, so gibt es Zahlen x0, x1 , ••• , Xn_ 1, 

die nicht sämtlich verschwinden und das Gleichungssystem 

n-1 

2'(cl.-.u+l- z0 c~._,.)x,. = o, 
,u=O 

erfüllen. Man erhält 

A=0,1, ... ,n-1 



Achter Ab s c h n i tt. 

Zahlentheorie. 
1. 

x + n- 1 < [x + n] < x + n, x- 1 < [x + n]- n < x; 

folglich, weil [x + n] - n ganz ist, 

[x + n] - n = [x]. 

2. Es ist (n- 1) + (n- 2) + · · · + 1 = n (n 2-
1) = [~] (mod. 2) 

zu zeigen. Man zeigt dies für n = 0, 1, 2, 3 durch Ausrechnung. 
Beide Seiten vermehren sich beim Übergang von n zu n + 4 um eine 
gerade Zahl. 

3. Wenn x-[x]<i ist, so ist 0<2x-2[x]<1. Ist 
x-[x]>!, so ist 1<2x-2[x]<2. Nach 1 ist 

[2x- 2[x]J = [2x]- 2[x]. 

4. Auf Grund von 1, ähnlich wie 3. 
5. Auf Grund von 3, 

[2x]- 2[x] + [x] = [2x]- [x]. 

6. Für die gesuchte ganze Zahl n gilt: 

n-1<x<n, also -n:=;-x<-n+1, 

folglich n = -[ -x]. 
7. 

o<cx+ß-[cx]-[ß]=cx-[~X]+ ß-[ß] <2, 

-1 <<X- ß- [1X] + [ß] =<X- (<X]- (ß- (ß]) < 1. 

8. Auf Grund von 1 ändern sich die beiden Seiten um gleichviel, 
wenn 1X oder ß sich um eine ganze Zahl ändert. Es genügt also, den 
Satz allein für den Fall 0 <<X< 1, 0::; ß < 1 zu beweisen. Dann 
lautet er so: 

(2<X] + [2ß] >[<X+ j3]. 
21* 
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Ist [<X + ß] = 0 , so ist nichts zu beweisen ; ist [<X + ß] = 1 , so ist 

cx + ß > 1 , also mindestens eine der beiden Zahlen, etwa <X > ~ , 
also [2cx] + [2ß] > [2cx] > 1. 

9. [Ch. Hermite, Acta Math. Bd. 5, S. 315, 1884.] Es genügt, den 

Fall 0 < x < 1 zu betrachten [Lösung 8]. Es sei k so bestimmt, daß 

k-1 k 
X + ----- < 1 <X + - , d. h. 

n n 
- k = [nx- n] = [nx]- n 

ist. Beide Seiten sind = n - k. 

10. Man kann 0 < x < 1 annehmen [Lösung 8, Lösung 9]. Für 

0 ~ x < 1 steht rechterhand 0, ferner ist 

[nx] <nx, [nx] <x < 1, 
n .. [In:] J = o. 

11. [J. ]. Sylvester, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 1, Bd. 16, S. 125, 

1857. Lösungen von E. Prouhet, Lebesgue, ebenda, Serie 1, Bd.16, S.184, 

S. 262. 1857.] 

weil -1 < ( 1- y' j)Zm+ 1 < 0 und die rechte Seite ganz. Man erhält 

weiter 

(1 + {3) (4 + 2 V3}11t + (1- 13) (4- 2 i})m 

= 2"' {(1 + YJ) (2 + i})m + (1- fJ) (2 -y'J)m}. 

Der Ausdruck in geschweiften Klammern hat die Form 

2(a + b V3) + (1 + 13) (13)m + 2(a- b i3) + (1- r3) (-r3)m, 

a, b ganz rational, enthält also nur die erste Potenz von 2. 

12. Die fraglichenZahlen sind a, 2a, 3a, ... , ka, wo ka<n< (k+1)a, 

also k = [~ J . Man kann die Frage auch so stellen: Wieviele von 

den Brüchen ~, ~, ... , !!. sind ganz, d. h. wieviel ganze Zahlen ent-
a a a n 

hält das Intervall 0 < x <-? 
a a b 

13. Die Anzahl der ganzen Zahlen 1m Intervall - < x <- ist 

[Lösung 12] 
n n 

[b] ,. a] ; -l; ; 
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die Anzahl der ganzen Zahlen im Intervall - ~ < x < - ~ ist 
Tl Tl 

14. [].König, Math.Ann.Bd.9, S. 530,1876. Aufgabe; Nouv.Corresp. 
Math. Bd. 5, S. 222,1879. LösungvonRadicke, ebenda, Bd. 6, S. 82, 1880.] 
Für <X = 0 und <X = n ist die Behauptung klar, es sei also 0 < <X < n ; dann 
können in der Folge niemals zwei aufeinanderfolgende Glieder gleich
zeitig verschwinden. Bilden zwei benachbarte Glieder cosv<X, cos (v +1)<X 
einen Zeichenwechsel, so liegt zwischen v <X und (v + 1) <X eine und 
nur eine. Nullstelle von cos x. Auch zwei nicht benachbarte Glieder 
cos (v -1)<X und cos (v+1)<X können einen Zeichenwechsel bilden, nämlich 
wenn cos v <X= 0 ist. Es ist also Vn(<X) gleich der Anzahl der 
Nullstellen von cosx im Intervall 0 ~ x < n <X, d. h. der Anzahl der 

Nullstellen von sinx im Intervall~- ncx <x<~. Diese Anzahl ist 
2 - 2 

gleich - [~- n;] [13]. 

15. gn = [n8]- [(n -1) 8]. 

16. N(r, a, <X)=O für r<[loga[; N(r, a, <X)=l-k für 
r> poga[, wo 

<X+ 2ln< jr2 - (loga)2< <X+ 2(l + 1)n, 

<X+ 2kn < -fr2 - (loga)2< <X+ 2 (k + 1)n, 

. d. h. in diesem Falle 

N( ) = l-y'r2 - (loga)2- <X] lyr2- (loga)2 +<X] 
r, a, <X 1 + + . 

2n 2n 

Vgl. III 73. 

17. [f(a)] + [f(a + 1)1 + [f(a + 2)] + · · · + [f(b- 1)] + [f(b)]. 

18. Die linke Seite bedeutet [17] die Anzahl der Gitterpunkte im 

Gebiet 1 < x < p - 1 , 0 < y < g_ x . Im Rechteck - - -p 

1 <X< p - 1 , 1 < y~ q - 1 

liegen insgesamt (p- 1) (q- 1) Gitterpunkte. Sie sind symmetrisch in 

bezug auf den Punkt x = p_, y = g_ verteilt, und es befinden sich 
2 2 

ebensoviele oberhalb wie unterhalb der Geraden y = fx, auf der 
p 

Geraden selbst aber keine, denn auf dieser liegt nur dann ein Gitter
punkt, wenn x ein ganzzahliges Vielfaches von p ist. 
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19. [Gauß, Theorematis arithmetici demonstratio nova, 1808, Werke, 
Bd. 2, S. 1-8. Göttingen: König!. Ges. der Wiss. 1863. G. Eisenstein, 
Aufgabe; J. für Math. Bd. 27, S. 281, 1844.] Es handelt sich um die 
Gitterpunkte im Rechteck 

1 ~;x~p', 1 ~y<q'. 

Ihre Gesamtanzahl ist p' q'. Die ersten p' Glieder links ergeben die 
Anzahl der Gitterpunkte unterhalb, die letzten q' Glieder die der 

Gitterpunkte oberhalb der Geraden y = 1x [17]. 

20. [V. Bouniakowski, C. R. Bd. 94, S. 1459-1461, 1882.] Die 
Variable x soll die Zahlen 1, 2, ... , n, die Variable y bei gegebenem x 

dieZahlen[f{X-=._1)P]+1, [y(x-1)P]+2, ... , [yxp] durchlaufen. 
Setzt man r = r (x, y) = xp- y2 , so ist 0 < r < p und -r ist ein 
quadratischer Rest mod. p. Da -1 quadratischer Rest ist, so gilt das
selbe für r. Die Anzahl aller r ist, weil 4n = p- 1, 

= .i'([yxp]- [Y(x-1)7)]) = [ynp] = p ~. 
x=l 2 

also so viel, als quadratische Reste mod. p existieren. Sie sind 
ferner alle verschieden: aus x1 p- YI = x2 p- y~ folgt, daß p in 
YI - Y~ = (Yl + y2) (y1 - y2) aufgeht, d. h. y1 = y2 , also auch X 1 = X 2 • 

Die Summe aller r 

n [Jixp] n ~ 2n 

1: 1: r(x,y)=Pl:x([yxp]-[Y(x-1)p])-l:y2 

x=l y=[V(x_:l)p]+l x=l Y=l 

=- p2;'[yxp] + (n + 1) p [ynp]- ~ (2n + 1) (4n + 1) 
x=l 3 

ist also gleich der Summe aller kleinsten positiven quadratischen 
P-1 

Reste mod. p, d. h. = - 4-- p. 

21. [].].Sylvester, C. R. Bd. 96, S. 463, 1883.] Es sein die An
zahl der Eigenschaften IX, ß, y, ... , u, Ä. Besitzt ein Objekt im ganzen 
k dieser Eigenschaften (1 ~ k ~ n), so trägt es zu der in der Aufgabe 
angeschriebenen Summe genau 

1- (~) + (~) _ G) + ... + (- 1)k (~) = o 

Einheiten bei. Kommt hingegen einem Objekt überhaupt keine Eigen-
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schaft iX, ß, y, ... , x, .4 zu, so liefert es genau eine Einheit, nämlich 
für den ersten Summanden N. - Für einen auf vollständiger Induk
tion beruhenden Beweis dieses Satzes, der eigentlich in die formale 
Logik gehört, vgl. etwa U. Y ule, An introduction to the theory of 
statistics, Kap. 2. London: Griffi.n 1916. 

22. N = n, Nrx=Nß= ·· · =n-1, Nrxß=Nrxr= ·· · =n-2, ... ; 
es ist 

da es Objekte, denen keine der Eigenschaften iX, ß, )', ... , x, .4 zu
kommen würde, nicht gibt [I 37.] 

23. [In anderer Einkleidung als "jeu de rencontre" bei M ontmort 
A. deM oivre. V gl. Euter, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 7, S. 11. Leipzig und 
Berlin: B. G. Teubner 1923.] Die Anzahl der Entwicklungsglieder ist im 
ganzen n!. Die Anzahl derjenigen Glieder, die aVP enthalten, ist (n -1)!, 
die a,,~'avv enthalten, ist (n- 2)! usw. Nach 21 ist also die gesuchte 
Anzahl gleich 

n!- (7)(n -1)! + (~)(n- 2)!- (;)(n- 3)! + ... + ( -1)n(:) 

= n! (1 - ~ + ~ - ~ + ... + (- 1 )n) . 
1! 2! 3! n! 

(V gl. auch Lösung VII 46.) 

24. Die Anzahl der Zahlen unter n , die durch a teilbar sind 

(Eigenschaft iX), ist [12] gleich [~]. Die Anzahl derjenigen, die durch 

a und b gleichzeitig teilbar sind (Eigenschaften iX und ß), ist gleich 

der Anzahl derer, die durch ab teilbar sind, d. h. [.!!...], usw. Die ge-
suchte Anzahl ist somit [21] gleich ab 

n- [~]- [ ~]- [ ~]- · · · - [li]- r j] 
+ lanbJ + [ancJ + · · · + l:z1 

-[a~J-··· 
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25. [Euter.] Man setze in 24: a = p, b = q. c = r, .... Die ge
suchte Anzahl ist gleich 

n n n 
n-------··· p q r 

n n 
+-+.-+··· pq pr 

n 

pqr 

± n = n(1- ..!.)(1- ..!.)(1- .!). · ·. pqr · · · p q r 

26. Durch analoge Überlegung wie im Spezialfalle 21, wo allen 
Objekten der gleiche Wert 1 zugeordnet ist. 

27. Man wende 26 an. Die Objekte seien die Zahlen 1, 2, 3, ... , n, 
die Eigenschaft cX sei Teilbarkeit durch p, die Eigenschaft fJ sei Teil
barkeit durch q usw. Unter dem Wert eines Objektes verstehe ma1;1 
das Quadrat der betreffenden Zahl. Es ist 

W = 12 + 22 + 32 + ... + n2 = n(n + 1)(2n + 1) 
6 

1 1 1 =Ans+Bn2+Cn+D, A = 3, B=z• C=()· D=O, 

w" =P2+(2p)2+(3P)2+· .. +(~Pr =P2[A(~Y +B(~Y + C~+D] • .... 

Wxp= p2q2[A(;qr+ B(;qr+ C ;q + n], 
Die fragliche Summe ist also 

=Ans+ B n2 + C n + D 

±p2q2r2 ... [A(-tz.__)s+ B(-n-)2+ C-n- +D] 
pqr... pqr··· pqr··· 

= ans + b n2 + c n + d, 
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wo a =A (1-27~ + .L: ;q- ·· · ± pq: . ..) 

= ~ (1- ~)(1-~)(1- ~) ... = <p3(:). 
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1 
b =B(1-L1 + L'1-. · · ±1) = 2 (1-1)(1-1)(1-1) · · · = 0, 

c= C(1-L'P+L'Pq- ··· ±pqr···) 
1 (-1)v<p(n) 

= 6 (1- p)(1- q)(1- r) ... = -6-n-pqr ... ' 

d=O. 

28. Es sei N = Max (a, b, c, ... , k, l). Für N = 0 ist nichts zu 
beweisen; für N > 0 wende man 21 auf die Zahlen 1, 2, ... , N als 
Objekte an. Die Eigenschaft iX komme einer Zahl zu, wenn sie Teil 
von a (< a) ist, ß, wenn sie Teil von b ist, usw. Die Anzahl derjenigen 
Objekte, denen weder iX, noch ß, ... zukommt, ist offenbar = 0. 
Man trenne N ab. 

29. Es seip irgendeine Primzahl und a=P"'a', b=pßb', c=prc', .. . , 
k = P" II, l = pJ.l', wo a', b', c', .. . , k', l' durch p nicht teilbar sind. 
Der Exponent von p ist linker Hand Max (iX, ß, y, .. . , x, l), rechter 
Hand 

iX + ß + y + · · · + x + l- Min (iX, ß)- Min (iX, y)- · · · - Min (x, l) 

+ Min (iX, ß, y) + · · · 

± Min (iX, ß, y, .. . , x, l). 

Nach 28 sind diese beiden Ausdrücke einander gleich. Da dies für 
jede Primzahl p gilt, folgt die Behauptung. Vgl. 46. 

30. Durch Multiplikation nach Zeilen. 

31. Die fragliche Determinante ist gleich dem Quadrat derjenigen 
Determinante [1J;.,u [ ;., ,u=l, 2, .•. , n, worin 1JJ.,u = 1, wenn ,u ein Teiler von l, 
sonst 17;.1, = 0 ist. Die Bildung des Quadrates geschieht durch Multi
plikation nach Zeilen. 

32. Man multipliziere nach Zeilen die beiden Determinanten 

I 1 0 0 0 0 ao 0 0 0 () 

1 1 0 0 0 ao al 0 0 0 

1 1 1 0 0 ao al a2 0 0 

1 1 1 1 0 ao al a2 a3 0 
•• 0 0 •••••••• 0 •• 0 ••• 0. • • 0 ••••• 0 ••••• 0. 0 • • • 0. 0. 

1 1 1 1 1 ao al az aa an 
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33. Man multipliziere nach Zeilen die beiden Determinanten 

1 0 0 0 0 al 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 al a2 0 0 0 
1 0 1 0 0 al 0 aa 0 0 
1 1 0 1 0 al a2 0 a4 0 
.. ... ... .. . ..... .. . .. ••••••••••••••••••••• 0 ••• 

1 'I'Jn'l. '1'/na '1'/n-t ... 1 al an 

die '1'/J.,. haben dieselbe Bedeutung wie in 31 ; die zweite Determinante 
entsteht aus der ersten dadurch, daß '1'/J.,. durch a,. '1'/J.,, ersetzt wird. 

34. Der erste Teil ist klar. - Es seien p, q, r, ... die Prim
faktoren von n. Man wende 26 auf die Teiler t von n an. Der Wert 
von t möge a1 sein. Einem Teiler soll die Eigenschaft cx zukommen, 

wenn er nicht nur in n, sondern auch in !!._ aufgeht, die Eigenschaft ß, p 
wenn er nicht nur in n, sondern auch in !!._ aufgeht, usw. Der Geq 

samtwert derjenigen Teiler t, die weder in !!._, noch in !!._, noch in !!._ • · · · 
aufgehen, ist dann gleich P q r 

~a1 - ~a~-~a~-~a~- ··· 
t/n tj!fi tj~ tj!f; 

+~at+~at+ ··· 
tf~ tj~ 

pq pr 

-~a~-··· 
tj n 

pqr 

±~at = ~,u(t)An 
tj-~ t/n t 

pqr ... 

nach Definition von p.(n). Der einzige Teiler aber, dem weder die 
Eigenschaft cx, noch ß, noch y, ... zukommt, ist n und sein Wert 
ist an. 

35. [A. Hurwitz.] Nach 34 genügt es, 

g(n) = ~f(t) 
t/n 

. D. . b .d b . t d. B .. h 1 2 3 n zuze1gen. 1es1sta erev1 ent: nng man 1e ruc e -, -, -, · · ·,-
n n n n 

r auf kleinsten Nenner, so erhält man die Brüche von der Form -, 
wobei r:::; t, (r, t) = 1, t Teiler von n ist, und zwar jeden einmal. t 
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36. Man setze in 35 

VJ(Y) = log (x - e2niy), 

dann ist g(n) = log(x"- 1), f(n) = logKn(x), also 

logKn(x) = 1; ,u(t) log (x T- 1). 
t/n 

37. Man setze in 35: VJ(Y) = e2"'iY, dann ist 

2nir 

g(1)=1, g(n)=O für n>1, also f(n)=~en-=,u(n). 

38. 

_n_l _'l'_(n) I <(n) I a(n) I a 2(n) 

---~1-~-~-j 1 I 1 

: ~ : I : I .: 

1 ~ ~ I 1~ I ~~ 
7 6 2 I 8 I 50 
8 4 4 · 15 I 85 
9 6 3 13 I 91 

10 4 ! 4 18 1130 

(r, n)=l 

v(nl___l_l_'~n) I Ä(n) I eA(n) 

0 I 1 I 1 I 
-1 I -1 i 2 

-~ I -1 ~ 
2 I - 1 ~-~ ; 

-1 1 -1 7 

~ ! -~ ~ 
2 , 1 1 
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39. Nach der Cauchyschen bzw. Dirichletschen Multiplikations
regel, vgl. S. 124~125, an= bn = 1. 

40. Nach der Cauchyschen bzw. Dirichletschen Multiplikations
regel, vgl. S. 124~125, bn = 1. 

41. Spezialfall von 42: A 0 = A1 = A 2 = A3 = · · · = 1. 
42. Durch Cauchysche bzw. Dirichletsche Multiplikation mit Rück

sicht auf 34. 
43. Sind m und n teilerfremd, so entsteht jeder Teiler von mn 

durch Multiplikation von je einem Teiler von m mit je einem Teiler 
von n . Daher ist 

""' "' ""' "' ""'-, "' d h .:;... t 1 • .:;... t2 = .:;... t , . . 
t,/m t,fn t/m n 

Für cp(n) folgt die Behauptung aus 25. Für die anderen Funktionen ist 
die Behauptung klar. - Für f(n) = n"', J.(n) gilt f(mn) = f(m) f(n) nicht 
nur für teilerfremde, sondern sogar für beliebige m und n. 

44. Nach 43 genügt es den Fall n = pk, p Primzahl, zu betrachten. 
Die Teiler sind dann 1, p, p2, ... , pk, also 

1- P"'(k+l) 

a.x(n) = 1 + P"' + p2a + ... + pka = -1- P"-. 
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45. Die Werte des Quotienten 

r(p") k + 1 
rp(j/c) p"-l(p _--1) 

sind in eine Tafel mit zwei Eingängen anzuordnen. In der beiliegenden 
Tafel sind die Werte 2::1 fett gedruckt. Die Werte nehmen sowohl mit 

i~l _~ _I_ ;l_ 3 I 4 

2 f! :T:-~~--
, 

3 ~l_i_ 
6 18 1 54 

2 
3 

2 

5 ~ 1o 11~0 I 5~0 
wachsendem p als auch mit wachsendem k ab (differentiieren!) und 

streben gegen 0. Da ;~~) eine multiplikative Funktion von n ist, handelt 

es sich darum, sämtliche Produkte vom Wert > 1 zu bilden, deren Fak
toren (in der Anzahl > 1) verschiedenen Zeilen der Tafel entnommen 
sind. Solche Produkte gibt es nur zehn, entsprechend den Zahlen 
n = 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 18, 24, 30, die, zusammen mit n = 1, sämt
liche Lösungen der Ungleichung r(n) > rp(n) bilden. 

46. Es genügt, eine einzelne feste Primzahl p und eine spezielle 
multiplikative Funktion zu betrachten, die zu p folgendermaßen zu
geordnet ist: f(n) = g(k), wenn p" die höchste Potenz von p ist, die 
in n aufgeht, g(O) = 1, sonst g(k) eine beliebige Funktion des Ex
ponenten k. Sämtliche multiplikative Funktionen lassen sich aus der
artigen durch Multiplikation zusammensetzen. Für eine solche Funktion 
lautet aber der Satz: 

g (Max(a, ß, y, b, ... , x, 1)) g (Min(a, ßl) g (Min(a, y)) · · · 

g(Min(a,l))g(Min(a,ß,y,b)) ··· =g(a)g(ß) ···g(l)g(Min(a,ß,yl) ···, 

wenn a, ß, y, b, ... , x, 1 die nichtnegativen Exponenten von p in 
a, b, c, d, ... , k, l sind. Dies ist n~n eine Verallgemeinerung von 28, 
die sich analog wie jenes beweisen läßt, mit dem einzigen Unterschied, 
daß dabei nicht 21, sondern 26 benutzt werden muß, und zwar so, daß 
der Wert einer Zahl m gleich logg(m)-logg(m-1), logg(-1)=0 
gesetzt wird. 

47. Jede positive ganze Zahlläßt sich auf eine und nur eine Art 
als Produkt von Primzahlpotenzen schreiben. Nach dem Bildungs
gesetz des fraglichen unendlichen Produktes erhält man also jedes 
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Glied f(n)n- 8, wo n = Pf'P:• ·· · p~p ist, einmal und genau einmal, 
nämlich als f(Pf')P1-k'8f(p:•)p2-k,s ·· · f(p~p)p,~kp 8 . Der Satz ist voll
ständig gleichwertig mit der multiplikativen Eigenschaft von f(n). 

48. [Euler, Introductio in analysin infinitorum, Bd. 1. Opera 
Omnia, Serie 1, Bd. 8, S. 288. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 
1922.] f(n) = 1, n = 1, 2, 3, 4, ... ist multiplikativ [47]. 

49. Wegen der multiplikativen Eigenschaft ist 

_i;J.(n)n-8 = JI(1- p-8 + p-28- p-a· + ... )=TI 11~ :--2·., 
n=l p p 

.i;qJ(n)n-·= JI[ 1 +(1-~)p1-·+(1-~)p2-2·+· .. ] = JI11~:l--· .. 
n=l p p 

50. [E. Cesaro, Aufgabe; Mathesis, Bd. 6, S. 192, 1886. Lösung 
von Mantel, ebenda, Bd. 8, S. 208, 1888.] a(n) ist eine multiplikative 
Funktion, also [47] 

00 

La(n) n -· = ll[1 + a(p) p-· + a(p2) p-28 + ... J 
n=l p 

= (1-s + 2-s + 2-2s +. ··)Jl(1 + pl-8 + p2(l-8) +. ··) 
p>2 

1 II 1 
= 1 - 2- 8 1 - pl- 8 • 

p>2 

51. Nach 48 ist: 

00 00 

52. l;n-•l;p,(n)n-• = 1. 
n=J. n=l 

Gleichbedeutend mit dem zweiten Teil von 41. - 52-56, 58 lassen 
sich auch ohne Benützung Dirichlet scher Reihen beweisen. 
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53. Nach 49 ist: 
00 00 00 

~(n2)-• = ~n-8~l(n)n- 8• 
n=l n=l n=l 

54. Nach 49 ist: 
00 00 00 

~n • n-' = ~n-8 ~qJ(n)n- 8 . 
n=l n=l n=l 

55. Nach 49 ist: 

00 00 00 

-~n • n-s ~,u(n) n-8 = ~IP(n) n-8; 
n=l n=l n=l 

oder durch Anwendung von 34 auf 54. Gleichbedeutend mit 25. 

( C'(s)) oo oo oo 
56. - C'(s) = -;:-() C(s), d. h. ~logn · n-8 = ~A(n)n- 8~n-•. 

<" S n=l n=l n=l 

57. Aus 33, 54. Weitere Spezialfälle von 33 folgen aus 52-56. 
58. []acobi, Aufgabe; Nouv. Ann. Bd. 11, S. 45, 1852. Lösung 

von A. Dallot usw. ebenda, Bd. 11, S. 126, S. 186, 1852.] 

~IX-- 8 = 1-8 + 3- 8 + 5- 8 + ... = (1- 2- 8)C(s), 

~ß-8 = 2-8+ 4- 8+ 6-•+ · .. = 2-8C(s), 

also ist 

~~(ß-cx,)(cx,ß)-8= ~~ cr8ßl-s_ ;E~cx,l-sp-• 

= (1- 2-•) C (s) 21 -•C (s-1)- (1- 21 - 8}C (s -1) 2- 8 C (s) 
00 

= 2- 8 C(s) C(s -1) = ~a(m) (2m) -•. 
m=l 

59. Nach 47 ist eine Funktion h(n) multiplikativ, wenn 

00 

IJ(1- 8 + h(p)p-• +h(p2)p-2• + ... ) = ~h(n)n- 8 
p n=l 

ist. In unserem Falle hat man aber 

1-8 + h(p) p-8 + h(p2) p-28 + ... 

= (1- 8 + f(p)p-• + f(p2)p-2• + ... )(1-· + g(p)p-· + g(p2)p-2• + ... )' 

woraus die Behauptung folgt. 
60. Die Ecken des konvexen regulären n- Ecks seien, der Reihe 

nach numeriert, A1 , A2, A 3 , ••• , An· Die Verbindungsstrecke der 
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Ecken Ak und A1 gehört einem. (konvexen oder überschlagenen) regulären 

~-Eck an, wenn t = (n, l- k): man gelangt nach ~-maligem Auftragen 
t t 
dieser Verbindungsstrecke in den Ausgangspunkt zurück. Von jeder 
Ecke gehen somit, t = 1 entsprechend, cp(n) Verbindungslinien aus, die 

einem der n-Ecke angehören; diese haben also insgesamt ncp2(n) Seiten. 

61. Ist ':_ unkürzbar, so ist es auch n - k . Die Summe der 
n n 

beiden ist = 1. 
62. [G. Frobenius, vgl. A. Errera, Palermo Rend. Bd. 35, S. 110, 1913.] Es sei (b, c) = d. Wenn (a, b, c) = 1 ist, dann können sich 

nur solche Brüche kürzen lassen, deren Zähler durch Primzahlen teil
bar sind, die in c, aber nicht in b, also nicht in d aufgehen. Analog 
wie in 25 folgt daher, daß die Anzahl der unkürzbaren Brüche 

cJI(1- !) 
N = C JI ( 1 - ~) = q/c 1q 

pfc JI(1- -) 
(p, dl=l r 

r/d 

cp (c) 
cp(d)" 

d 

ist. Nun ist cp(bc) = dcp(b;), weil bc und b; dieselben Primzahlen 

enthalten; ferner ist, nach 46, cp (b;) cp(d) = rp(b) cp(c) . 

63. q;{1) + 2[cp(2) + cp(3} + · · · + cp(n)]. 
64. ( 1) Die Anzahl jener Spalten des Systems, in denen die Imaginär

teile des Zählers mit n den festen größten gemeinsamen Teiler t haben, 

ist !fl(~). In jeder dieser Spalten ist die Anzahl der unkürzbaren 

Brüche gleich der Anzahl der zu t teilerfremden Zahlen unterhalb n, 
n 

also t cp(t) . Die Anzahl aller unkürzbaren Brüche ist daher 

l:cp(t) • ~ cp (~) ' 
t/n t t 

also [43, 59] multiplikativ. - Für n = pk ist die Anzahl der kürzbaren 
Brüche pk-l • pk-1, die der unkürzbaren also p2k- p2k- 2. - Aus 

tP (n) = 1: cp (t) ~t cp (~) folgt übrigens sofort auch (4), denn man erhält 
t/n t 

l;tP(n) n-• = i:cp(k) k-•. i:cp(t) zt-• = C(s - 1). C(~ 2) [49]. 
n=J k=l l=l C(s) C(s- 1) 
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(2) Folgt aus 21, wie 25. 
(3) Die Anzahl der Brüche des Systems, die sich genau durch t 

kürzen lassen, ist (/J ( T) . Summiert man über alle '7 , so folgt 

n2 = Y.([J(~) = Y([J(t). 
im t trr: 

Aus (4) folgt (1) nach 47 und umgekehrt. 
Aus (4) folgt (2) und umgekehrt; denn es ist 

= -s C(s- 2) = n2 -s 
~([J(n)n = ---- = ~ Y.p,(d) 2 n 
n=l C(s) n=l d(n d 

[41], also ist 

n2 ( 1 1 1 ) ([J(n) = ~tt(d)- = n2 1 ---- -· ... + -- + ... 
d/n d2 pz q2 p2 q2 

Aus (4) folgt (3) und umgekehrt durch Dirichletsche Multiplikation. 
65. Aus der ersten Identität folgt 

aus der zweiten 

66. Es ist 

(1- 21-•)C(s) = 1-s- 2-s + 3-s- 4-s + .... 
Aus der ersten Identität folgt also 

aus der zweiten: 

Bn = "'5'.(-1)t-lan, 
trn t 

.21~x;n = .2 am(xm- x2m + x3m-. ··) = .2(~ (- w-la~)xn. 
n=l m=l n=l t/n t 

67. Indem man An in der Form An= ~at schreibt und die Fak
ttn 

toren mit dem Exponenten am zusammenfaßt, entsteht rechter Hand 
das Produkt 



VIII. Abschn., Lösungen 65-75. 337 

Dem entspricht linker Hand die amte Potenz von 

: sin: = ( 1- m~~~2) ( 1 - (2~;2 :r2) ( 1 - (3 ;;2 ~) .... 
68. V gl. Lösung 66: 

69. Aus 65 folgt mit Beachtung von 41 und 49, daß die frag

lichen Funktionen x und ( 1 :_ x)2 sind. 

70. [Baschwitz, Aufgabe; Mathesis, Serie 2, Bd. ), S. 80, 1893. 

Lösung von E. Cesdro, ebenda, Serie 2, Bd. ), S. 205, 1893. Laguerre, 

Oeuvres, Bd. 1, S. 216. Paris: Gauthier-Villars 1898.] Aus 65 unrl49. 
71. Aus 66 mit Beachtung von 41, 49. 
72. Aus 66 mit Beachtung von 49. - Nach I 93 konvergiert die 

Summe der Reihe 

~ xn 
.:::.,; }.(n) 1 + xn 
n=l 

für x-->- 1 gegen - oo. Eine analoge Feststellung bezüglich der Reihe 
00 

~J.(n) xn würde die Riemannsche Vermutung entscheiden. 
n=l 

73. Vgl. 64, 65, 66. 
74. Nach 39, 65 ist 

~T(n)xn = ~ _xn - = x + x2 + x3 + x4 + · · · 
.:::.,; .:::.,; 1 - xn 
n=l n=l 

Man summiere der Reihe nach diejenigen Glieder, die rechts und unter

halb der einzelnen Diagonalelemente x. x4, x9, . . . liegen. Vgl. auch 

II 32. 
75. [Euler, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 2, S. 373. Leipzig: 

B. G. Teubner 1915.] Nach 49, 65 ist 

~ a(n) xn = ~ n ~n = x + x2 + x3 + x4 + ... 
.:::... ..:...,; 1- xn 
n=l n=l + 2 x2 + 2 x4 + 2 x6 + 2 xs + .. . 

+ 3 x3 + 3 xs + 3 x9 + 3 xl2 + .. . 

I' 6 I y a- S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 22 
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Man summiere die Doppelreihe nach Kolonnen. Die fragliche Reihe 
ist außerdem (abgesehen vom Faktor - x) die logarithmische Ableitung 
des Eutersehen Produktes 

3k'+k 

(1-x)(1-x2)(1-x3) •·• (1-xn) ... =2'(-1)kx_T_ 
k= -= 

[I 54]. Multipliziert man mit dem Nenner 1- x- x2 + x5 + x1 - •.. 

und vergleicht den Koeffizienten von xn, so ergibt sich: 

a (n) - a (n- 1) - a (n- 2) + a (n- 5) + a (n- 7) - · · · = 0. 

Links stehen die Ausdrücke (- i)A' o ( n - 3 ~2:-~), 0 ~~ 3_k'!_2±~ ,c; n ; 

das bisher undefinierte Symbol a (0) ist, wenn es auftritt, durch n zn 
r.rsetzen. 

76. 

77. Man ersetze in 76 p durch x, q durch - x2, x durch x2 • 

78. Die Entwicklung von ___!_____2 ergibt als Exponenten die un-
1-x 

2 

geraden Zahlen, die von -~--4 die Zahlen, welche durch 2, aber nicht 
1-x 

4 

durch 4 teilbar sind, die von -~8 die Zahlen, welche durch 4, aber 
1-x 

nicht durch 8 teilbar sind, usw. Vgl. Lösung I 19, wo auch eine Ein
teilung sämtlicher Zahlen nach der höchsten in ihnen aufgehenden 
Potenz von 2 eine Rolle spielt. Die fragliche Identität ergibt sich auch 
aus I 164 durch logarithmische Differentiation.- Die andere Identität 
folgt aus 66 oder aus Lösung I 14 durch logarithmische Differentiation. 

79. [Vgl. P. G. Lefeune-Dirichlet, Werke, Bd. 2, S. 52. Berlin: 
G. Reimer 1897.] Die fraglichen Gitterpunkte lassen sich auf zwei 
verschiedene Arten abzählen. Die Anzahl der Gitterpunkte auf der 
Hyperbel xy = k beträgt T(k); für k = 1, 2, ... , n ergibt sich hieraus 
die linke Seite. Die Anzahl der Gitterpunkte auf der zur y-Achse 

parallelen Geraden x = k beträgt l ~ J; für k = 1, 2, ... , n ergibt sich 

hieraus die rechte Seite. Vgl. II 46. 
80. Die in 79 genannten Gitterpunkte lassen sich auch so abzählen, 

daß man die Anzahl der Gitterpunkte in den beiden Streifen 

1:::~x'~l', xy::n und y<1•, xy?~n 

nimmt und hiervon die Anzahl der Gitterpunkte in 1 s x~ J', 1 ;:;=:; y <: v, 
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d. h. v2 abzieht. [In dem Gebiet x > 1', y > v, xy s n liegt kein 
einziger Gitterpunkt, weil (v + 1)2 > n ist.] 

81. Jedem Gitterpunkt (k, l) in dem Gebiet x>O, y>O, xysn 
sei der Wert ak b1 zugeordnet. Durch ähnliche Abzählungen wie in 79 
ergeben sich verschiedene Darstellungen von rn, das den "Gesamt
wert" sämtlicher genannten Gitterpunkte angibt. 

82. Man setze in 81: an= A(n), bn = 1, dann ist Cn = logn und 
Bn = n, T'n = logn!, also 

83. [80.] 

84. Die Binomialkoeffizienten sind ganze Zahlen. (~) ist auch für 

negatives ganzzahliges x ganzzahlig, wegen ( ~ x) = (- 1 )m ( x+::: - 1) . 

85. Die Funktionen 1, x, x2, ••• , x" lassensichsukzessiv linearmit kon

stanten Koeffizienten durch 1 ~ ~0- 1) . . . x (x - 1) · .. (x- n +Q 
' 1' 2! ' n! 

ausdrücken. Die Koeffizienten b0 , bv ... , b". lassen sich aus 

P(O) = bm, 

P(1) = b". + G) bm--1, 

P(2) = bm + (;) bm-1 + (;) bm-2, 

P(m) = bm + (7) bm-1 + · · · + (:) bo 

bestimmen. Sind P(O), P(1), ... , P(m) ganz, so ergeben sich hieraus 
b0 , bv ... , bm als ganze Zahlen. 

86. [85.] 

87. Man kann annehmen, daß die Stellen, an denen P(x) laut 
Voraussetzung ganzzahlige Werte annimmt, 0, 1, ... , m sind. Dann 
folgt die Behauptung aus Lösung 85. 

88. [G. P6lya, Palermo Rend. Bel. 40, S. 5, 1915.] 

(x imm--~ 1) = x(~-=~L~~~~2~~~[1x2 - (m -=J)~~. 

22* 
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Die Koeffizienten cl> c2, •.. , cm bestimmen sich sukzessiv aus 

P(1) =Cl' 

P(2) = c1 (~) + C2 , 

P(3) = c1 G) + C2 (1) + C3 , 

[Lösung 85.] 

89. Es ist das Polynom 2 mten Grades 

--~(x+ m-1) = 
m 2m-1 1• 

0, 0, 0, 0, ... , 0, 

für x = ---m, - -m + 1, 

also ganzwertig [87]. Ferner 

P(O) = d0 , 

P(1) = d0 + d1 , 

---1,0, 1, ... , m-1, tn, 

P(2) = d0 + d1 T (~) + d2, 

[Lösung 85, 88.] 

90. [G. P6lya, Deutsche Math.-Ver. Bd. 28, S. 31-40, 1919.] Nach 
VI 70 nimmt ein ganzzahliges Polynom P(x) = a0 xm + a1 xm-t + · · · 
+ am, a0 c 0 an m + 1 verschiedenen ganzzahligen Stellen mindestens 

. W d B m! I ~- m! . F.. . m! 
emen ert an, essen etrag 2': 2m a0 ~ -2;;; 1st. ur m =c_c; 4 1st 2 m > 1 . 

Bezüglich m < 3 vgl. die Beispiele : 

m=1, P(x) = x für X= -1, 1, 

m=2, P(x) = x(x - 1) - 1 für X= -1, 0, 1, 

m=), P(x) = (x + 1)x(x- 2) + 1 für X= -1, 0, 1, 2. 

91. Aus der Lagrangeschen Interpolationsformel, vgl. S. 87. 

92. Erste Lösung. Die fragliche Funktion sei R(x) = ~~:;, 
P(x) , Q(x) teilerfremde Polynome, r die Summe der Gradzahlen von 

P(x) und Q(x) . Für r = 0 ist der Satz offenbar. Man betrachte, 

wenn nötig, R(x) -l an Stelle von R(x) und nehme an, daß der Grad 

von P(x) nicht niedriger als der von Q(x) , daß ferner a positiv ganz, 

. . P(a) . 1 ( P(a)) P*(x) 
Q(a) t 0 1st. Dann 1st Q(a) ratwnal und x _ a R(x) - Q(a) = -Q(X) 

eine rationale Funktion, deren Wert für ganzzahliges x, x > a, 
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P(x)Q(a) - Q(x)P(a) . 
rational ausfällt, und der Grad von P*(x) = - Q(a)(x _ ~- 1st 

niedriger als der von P(x); also ist die Summe der Grade von P*(x) 
und Q(x) kleiner als die von P(x) und Q(x). Hieraus folgt die Be-
hauptung _durch vollständige_ Indukt~on. . . P(x) 

Z w e 1 t e Lösung. D1e fraghebe Funkbon sei R(x) = Q(x), 

P(x). Q(x) teilerfremde Polynome vom Grade m bzw. n. Die Werte 
der Funktion für x = O, 1, 2, ... , m + n seien die rationalen Zahlen 
r0 , rv r2, .•• , rm+n· Betrachten wir das System der m+n+1 
homogenen linearen Gleichungen 

u0 +u1 k+u2 k2+ ··· +umk"'-v0 rk-v1rkk-v2 rkk2 - ··· -vnrkkn=O 

(k=O, 1, 2, ... , m+n) 

für die m + n + 2 Unbekannten u 0, u1, ... , un" v0 , v1 , ... , Vn. Zwei 
Auflösungen dieses Systems entsprechen zwei Paare von Polynomen 
P(x), Q(x) und P*(x), Q*(x), P(x) und P*(x) vom Grade ~ m, Q(x) 
und Q*(x) vom Grade :::_; n, so daß 

P(k) - rkQ(k) = 0, P*(k) - rkQ*(k) = 0, k = 0, 1, ... , m + n. 

Nun folgt aber aus dem Verschwinden der Funktion P(x)Q*(x)-P*(x)Q(x) 
vom Grade ~ m + n, für x = 0, 1, ... , m + n ihr identisches Ver
schwinden. Da P(x) und Q(x) zueinander teilerfremd sind, muß P(x) 
in P*(x) aufgehen, also P*(x) = cP(x), Q*(x) = cQ(x), c konstant. 
D. h. das System hat, abgesehen von Proportionalitätsfaktoren, nur 
eine Auflösung. Sein Rang ist also m + n + 1 . Folglich gibt es in der 
Matrix des Systems eine Determinante von der Ordnung m + n + 1, die 
+ü ist. Alle Elemente dieser Matrix sind rationale Zahlen. Daher 
kann man eine Auflösung u0, u1 , ... , u",, v0, Vv •.. , vn als ganzzahlig 
annehmen. 

Es würde genügen, anzunehmen, daß R(x) für m + n + 1 verc 
schiedene rationale Werte von x endlich und rational ausfällt. 

93. Die fragliche Funktion f(x) ist [Lösung 92, vgl. die letzte 

Bemerkung] = G~~- , wo P(x) und Q(x) ganzzahlige Polynome sind. 

Man kann eine ganze Zahl g finden, derart, daß gf(x) = G(x) + r(x), 
wobei G(x) ein ganzzahliges Polynom, r(x) eine rationale Funktion be
zeichnet, deren Zähler niedrigeren Grades als ihr Nenner ist. Der Wert 
von r(x) fällt an unendlich vielen ganzzahligen Stellen ganzzahlig aus. Da 
lim r(x) = 0, muß von einer gewissen solchen Stelle an I r(x) I< 1, 
"'~ 00 

also r(x) = 0 sein, folglich r(x) _ 0, denn eine nicht identisch ver-
schwindende rationale Funktion kann nur an endlich vielen Stellen 
= 0 sein. 
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94. Aus 
2"'= -1 (mod. p) 

folgt 
22krn = 1' 2~km + 1- 2 (mou. p). 

m und k positiv ganz, p ungerade Primzahl. Hieraus geht hervor, daß die 
Anzahl der Primzahlen bis zur Grenze x sicherlich 22 konst. log log x ist. 

95. [G. P6lya, Math. Zeitschr. Bd. 1, S. 144, 1918.] Den Fall a = 0 
beiseite gelassen, darf (a, d) = 1, d :;c> 1, a > d vorausgesetzt werden. 
Die Zahlen 

a n =- (a•t(d)v- 1) 
d 

sind ganz, 1' = 1, 2, 3, ... , und die Zahlen 

a + nd = a•F(d)v+l 

enthalten nur die Primfaktoren von a. 
96. Ein Produkt von Zahlen der Form 6n + 1 ist wieder von 

derselben Form. 
97. [Goldbach; vgl. Euter, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 3, S. 4, S. 337. 

Leipzig: B. G. Teubner 1917.] Erste Lösung. Es sei [85] 

P(x + n) = b0 (:) + b1 (m ~ 1) + · · · + bm-1 (7) + bm, 

(- 1) _11_:::..! --p·- =(-1) 2' 

(;) =P (mod. 3), 
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ist dann und nur dann ( ~ ;s) = ( ~) ( ~) = 1, wenn p entweder in 

beiden Folgen 

4, 7, 10, 13, 16, 19, ... ' 4, 6, 9. 11, 14, 16, 19, 21, 24, 26, ... 

oder in keiner von den beiden enthalten ist. Die fraglichen Primteiler 
sind 3, 5 und alle Primzahlen von der Form 15x+y, )'=1,2,4,8. 

100. Das Polynom ax2 + bx + c ist dann und nur dann irreduzibel, 
wenn b2 - 4 a c kein Quadrat ist. Es sei p kein Teiler von b2 - 4 a c. 
Aus 

4a(ax2 + bx + c) = (2ax + b) 2 + 4ac- b2 0 (mod. p) 

folgt (b2 -p 4 a c) = 1; nach dem Reziprozitätssatz, angewandt wie 

in Lösung 99, und nach dem Dirichletschen Satz über die Primzahlen 
in einer arithmetischen Progression [vgl. die Fußnote zu 110], gibt es 

(unendlich viele Primzahlen mit (b2 p 4 a c) = -1. Mit höheren Hilfs

mitteln kann man den Satz auf irreduzible Polynome beliebigen Grades 
ausdehnen. Vgl. G. Frobenius, Berl. Ber. 1896 I, S. 689-703. 

101. Nach Multiplikation mit einer ganzen Zahl ± 0 schreibt man 
das fragliche Polynom in der Form (ax + b) Q(x), a, b ganz, a + 0, 
Q(x) ganzwertig, Q(x) =I= 0. Wenn p Primzahl ist und in a nicht auf
geht, so gibt es unendlich viele x, so daß ax + b= 0 (mod. p), d. h. 
(ax + b) Q(x) _ 0 (mod. p). 

102. x6 -11x4 + 36x2 - 36 = (x2 - 2) (x2 - 3) (x2 - 6). 

Ist p > 3, so kann nicht gleichzeitig ( ~) = ( 1_) = ( i) = - 1 sem, 

weil ( ~) G )( ~) = 1 . p p p 

103. Aus 104 folgt, daß m ein Teiler von p- 1 ist. 
104. Aus 

x"'- 1 = K",(x) fl K,(x) 
t(m, t<m 

[36] folgt, daß a"'- 1 _ 0 (mod. p), also ist a teilerfremd zu p. 
Gehörte a nicht zum Exponenten m (mod. p), so wäre schon at- 1_ 0 
(mod. p), wo t ein echter Teiler von m ist; daher wäre wegen 

xt- 1 = flKt'(x) 
t' /t 

mindestens noch ein Faktor von x"'- 1 außer Km(x) durch p teilbar. 
Es wäre somit a"'- 1 _ 0 (mod. p2) und ebenso (a + p)"'- 1 _ 0 
mod. p2), was unmöglich ist, weil (a + p)"'- 1 =a"'- 1 + mparn-I 
(mod. p2). 



344 Zahlentheorie. 

105. 6 P - 1 besitzt einen Primfaktor von der Form 6 n - 1 [96] ; 
derselbe ist kein Teiler von P, also von allen schon bekannten Prim
zahlen von der Form 6 n - 1 verschieden. 

106. Vgl. Lösung 105. 
107. [G. P6lya, J. für Math. Bd. 151, S. 19-21, 1921.] Es 

seien pi, p2, •.. , pk, q1, q2 , ... , q1 Primteiler von a b.l' + c, wobei 
jedes q und kein p in b aufgehen soll. Jedes q muß dann auch in c 
aufgehen; ist die höchste Potenz von q,. die in c aufgeht, q;;", so ist, 

für x > ß", q~;,. auch die höchste Potenz von q", die in abx + c auf
geht. Es sei x0 eine ganze Zahl, für welche a br, + c ~ 0, und P"-" 

I" 
die höchste Potenz von p1,, die in a b"• + c aufgeht. Setzt man 

cp(Pft+lp~,+l ... P!/+1) = r, 

so ist für jedes ganze x :;;c;: 0 und für f! = 1, 2, ... , k 
' IX +l" 

a bXo+l'X + C _ a b"o + C cl· 0 (mod. p,r/' ) " 

Wären nun Pv p2 , •.. , pk> qv q2, ••. , q1 sämtliche Primteiler von a bx + c, 
so wäre für alle genügend großen ganzzahligen Werte von x 

a b"'•+rx + c $ 0 (mod. Pft+l), (mod. P:•+l), ... , (mod. qfi+l), 
I abx.+rx + c I< PftN' ... P~kqf·q~· ... qf', 

also beschränkt, was doch nicht der Fall ist. 
108. Jedes nichtkonstante ganzwertige Polynom hat mindestens 

einen Primteiler, denn es nimmt die Werte 0, 1, -1 nur an endlich 
vielen Stellen an. Es sei P(x) als ganzzahlig angenommen [86], 
P(a) = b i 0, und es seien PI, p2 , ..• , Pz als Primteiler von P(x) be
kannt. Das Polynom b-IP(a+bP1 P2 ···P1x) ist ganzzahlig, =1 

(mod. p1 p2 · · · Pz) für ganzzahliges x, hat also einen von Pv p2 , ..• , Pz 
verschiedenen Primteiler; derselbe ist auch Primteiler von P(x). Auch 
nach der Methode von 107 [vgl. a. a. 0. 107]. 

109. Ja, wenn P(x) linear oder Potenz einer linearen Funktion 
ist [95], aber in keinem anderen Falle, wie sich mit höheren Hilfs
mitteln zeigen läßt. Vgl. a. a. 0. 95 und C. St:egel, Math. Zeitschr. 
Bd. 10, S. 204-205, 1921. 

110. [J. A. Serret und andere; vgl. E. Landau, Handbuch der 
Lehre von der Verteilung der Primzahlen, S. 436, S. 897. Leipzig und 
Berlin: B. G. Teubner 1909.] [108, 103.] 

111. Es existieren zwei ganzzahlige Polynome p(x) und q(x) so, 
daß p(x) P(x) + q(x) Q(x) = m c 0, m ganz ist. Folglich ist (P(n), Q(n)) 
ein Teiler von m, während P(x), Q(x) Primteiler haben, die in m nicht 
aufgehen [108]. 

112. Es sei zuerst P(x) ganzzahlig. P(x) ist zu P'(x) teilerfremd. Es 
gibt unendlich viele Primteiler p von P(x), so daß P(n) P(n + p) = 0 
(mod.p)undP'(n) $0 (mod.p) ist[111]. WegenP(n+P) -P(n)--pP'(n) 
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(mod. p2) [130] können nicht beide Zahlen P(n), P(n + p) durch p2 

teilbar sein. Allgemein betrachte man m! P(x), m der Grad von P(x). 
113. Es seien J(x), J 1(x), J 2(x), ... die voneinander verschiedenen 

irreduziblen Faktoren von P(x), nach Multiplizität geordnet, so daß 
P(x) = [](x)]"' [J1(x)]"'' [J2(x)]"'• ... , m < m1 < m2 :<=:~ • • •• Es gibt [111] 
unbeschränkt viele Primteiler p von J(x), so daß aus ](n) _ 0 (mod. p) 
sicherlich J'(n) =!= 0, ] 1(n) $ 0, ] 2(n) $0, · · · (mod. p) folgt. Eine der 
beiden Zahlen ](n) und ](n + p) ist bloß durch p teilbar [112] und 
folglich eine der beiden Zahlen P(n) und P(n + p) bloß durch P"", 
durch keine höhere Potenz von p. 

114. [Ch. Brisse, Aufgabe; Intermed. des math. Bd.1, S.10, 1894. 
R. ]entzsch, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19, 
S. 361, 1912. Lösung von W. Grosch, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 368, 
1913. Vgl. auch Serie 3, Bd. 25, S. 86, 1917.] Ist P(x) keine exakte 
kte Potenz, so gibt es eine ganze Zahl a und zwei ganzzahlige Poly
nome Q(x), R(x) derart, daß akP(x) = [Q(x)]kR(x), wobei Q(x) eventuell 
= 1 ist, aber R(x) auf alle Fälle eine Nullstelle besitzt, deren Multi
plizität < k ist (aus der Zerlegung von P(x) in irreduzible Fak
toren ersichtlich). Es gibt beliebig große ganze Zahlen n, für welche 
R(n) durch eine Primzahl p teilbar ist, ohne durch pk teilbar zu sein 
[113]: folglich stellt weder R(n) noch P(n) eine exakte kt• Potenz dar. 
Andere Lösung in 190. 

115. Verfeinerung der Methode in 107. [Vgl. a. a. 0. 107, S.19-21.] 
116. [Gauß. Vgl. Hecke, S. 14, S. 78.] 
117. [Gauß. Vgl. Nouv. Ann. Serie 1, Bd. 15, S. 383, 1856. 

Lösung von De Rochas, usw. ebenda, Serie 1, Bd. 16, S. 9, S.10, S. 71, 
1857.] Ist f(a) = 0, a ganz, so ist f(x) = (x- a) <p(x), wobei q;(x) 
ganzzahlig [116]. Von den beiden Zahlen - a, 1- a ist eine, daher 
von den beiden Zahlen /(0)=-arp(O), /(1)=(1-a)<p(1) mindestens 
eine gerade. 

118. [A. a. 0. 90.] Es sei /(x) = a0 x"' + a1 x"'- 1 + · · · + am, a0 t 0, 
ein ganzzahliger Faktor von P(x) von möglichst hohem Grade m. Dann 

ist n- [~] ~ m < n. Nach Voraussetzung müßte f(x) an n, d. h. 

an mindestens m + 1 Stellen ganze Werte annehmen, die absolut ge
nommen kleiner sind als 

(n- [~])! m! 
----<--" n-[t!] =~ 2"'' 

2 2 

aus (L) S. 87 folgt dann [VI 70] I a0 I < 1, also a0 = 0: Widerspruch. 
Vgl. 116. 

119. [A. a. 0. 90.] Durch Modifikation der Schlußweise von 118. 



346 Zahlentheorie. 

120. [P. Stäckel, J. für Math. Bd. 148, S. 104, 1918; G. P6lya, 
a. a. 0. 90.] Das fragliche Polynom mit P(x) bezeichnet, ist für ganze x 

P(x)c'x(x --1)(x ---2) · · -(x - n + 1)::=-:0 (mocl. n!) [130]. 

Die Irreduzibilität von P(x) folgt aus 119 wegen 

in] 
(n!+1)"- -;;( [n]) n!< 2- - n~ 2 !, 

Das angegebene irreduzible Polynom hat den maximalen ständigen 
Zahlenfaktor n!, der einem ganzzahligen Polynom nten Grades mit 
teilerfremden Koeffizienten zukommen kann [86]. - Anderes Gegen
beispiel [A. und R. Brauer]: Das Polynom x" + 105 x + 12 hat den 
ständigen Zahlenfaktor 2, und ist, nach dem bekannten Eisensteinsehen 
Kriterium, irreduzibel. Aber auch die Werte ± 2 kann es nicht an
nehmen, da, nach demselben Kriterium, auch 

x" + 10 5 x + 10 , x" + 10 5 x + 14 

irreduzibel sind. 
121. [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 13, 

S. 367, 1908. Lösung von W. Flügel, ebenda, Serie 3, Bd.15, S. 271-272, 
1909.] Sind tp(x), 1p(x) ganzzahlige Polynome [116] und 

(x- a1) (x - a2) • • • (x- an) - 1 = 1r(x) 'lfJ(X) , 

so muß tp(a,,) = - 'lfJ(av) = ± 1 sein für v = 1, 2, ... , n. Wären die 
Polynome cp(x), 'lfJ(X), also auch tp(x) + 1p(x) vom Grade ::;; n- 1, so 
müßte tp(x) + 'lfJ(X)- 0 sein, weil es an n Stellen = 0 ist; folglich 
müßte 

sein: unmöglich wegen des Koeffizienten von x". 
122. [A. a. 0. 121.] Sind tp(x), 'lfJ(x) ganzzahlige Polynome vom 

Grade · n - 1 und 

F (x) _ x (x - ai) (x - a2) · · · (x --- an. I) + 1 = rp(x) IJl(x) , 

wobei 0 < ai < a2 < · · · < an-I ist, so folgt nach der Schlußweise 
in 121 

rp(x)- 'lfJ(X), F(x)- [tp(x)]2, n =2m, 

. . . (1) 1 2 ai - 1 2 a2 - 1 2 an -1 - 1 wobei m ganz Ist. Nun Ist F - = 1-- ----- · · · -------
2 2 2 2 2 

1 1 3 4m- 3 f.. I F( ) k . Q d t N f .. <1- --·-·-···--- <O urm>3 aso x em ua ra. ur ur - 222 2 _, 
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F G) > 0 ist weitere Diskussion nötig. F(x) ist nur in folgenden 

beiden Fällen reduzibel (also ein Quadrat): 

tn ~= 2 , n ~0 4 , a 1 = 1 , a2 = 2, a3 = 3 , 

Jtt=1, n=2, 

123. [J. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 15, 

S. 259, 1909.] Wenn rp(x), VJ(x) ganzzahlig sind vom Grade k, l bzw., 

wenn ferner der höchste Koeffizient von rp(x) positiv ist und 

gilt, dann sind rp(x), VJ(x) für reelle Werte von x stets > 0, 

1p(a.) = VJ(a.) = 1, rp(x) = xk + ... , VJ(x) = x1 + .. ·, k + l = 2 n. Ist 

k < l, so ist rp(x) _1, weil der Wert von rp(x) an n ;::~ k + 1 Stellen 

= 1 ist. Ist k = l = n, so verschwindet das Polynom (n- Wen Grades 

rp(x)- VJ(x) an n Stellen, also identisch. Eine Identität 

1_ [ rp(x)] 2 - (x- a1) 2 (x- a2) 2 • · • (x- an) 2 

=[rp(x) + (x-a1)(x- a2)· • • (x- an)J [rp(x)- (x- a1)(x- a2) ···(x-an)] 

ist aber unmöglich. 
124. [I.Schur,Aufgabe; a.a.0.123. LösungvonA.undR.Brauer.] 

Wir setzen p0(x) = (x ~ a1) (x - a2) · · • (x - an) . Wäre p~(x) + 1 redu

zibel, so wäre es zerlegbar in der Form 

(1) PÖ(x) + 1 = [1-p0 (x) p_ 1 (x)][1- P0(x) P1 (x)], 

p_ 1(x) und p1(x) ganzzahlige Polynome mit dem ersten Koeffizienten 

-1. Aus (1) folgt 

p6(x) = - [p -1 (x) + P1 (x)] · Po(x) + P -l(x) · PÖ(x) • P1 (."!:), 
(2) p_ 1(x)+P1(x) =- P0(x) ·t(x), 

t(x) ein ganzzahliges Polynom. Folglich ist 

0) P5(x) = t(x) + p .1 (x) · P1(x). 

Sind nun die Grade n_ 1 und n1 von p_ 1(x) und P1(x) gleich, so folgt 

aus (1): n_ 1 = n1 = n. Durch Vergleichen der höchsten Koeffizienten 

in (2) schließt man t(x) = 2. Aus (2) folgt ferner p_ 1(a.) = - P1(a.), 

also nach (3): pi(a.)=2, 1'=1,2, ... ,n. Da p1(av) ganzundrational 

ist, ist dies unmöglich. 
Es sei also n_ 1 > n1 ; es ist 

1- pi(x) PÖ(x) [mod. 1 -p1(x) · P0(x)]. 
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Aus (1} folgt daher 

pt(x) + 1-pt(x) + pt(x) • pg(x)- 0 [ mod. 1 - P1 (x) ·Po (x)], 

(4) pt(x) + 1 = [1- P1(x) · P0(x)][1- P1(x) · P2(x)], 

wo P2(x), wie im folgenden allgemein p;.(x) und f;.(x), ein ganzzahliges 
Polynom bedeutet. Bei der Ableitung von (4) aus (1) sind die Eigen
schaften der Wurzeln von p0(x) nicht benutzt worden; daher erhält 
man analog zu (4), (2) und (3) 

(5) Pi(x) + 1 = [1- p;.(x) · PJ.-l(x)][1- p;.(x) • P.<+l(x)], 

(6) PJ.-l(x) + p;.+l(x) =- p;.(x) t;.(x), 

(7) A. = 0, 1, 2, .... 

Durch Elimination von p;._ 1(x) bzw. p;.+l(x) aus (6) und (7) folgt 

P~(x) + PX+J (x) = t;.(x) = p~(x) + p;._ 1(x) = t;.- 1(x)= t;.-2(x)= · · · = t(x). 
1-p;.(x)· p;.+I(x) 1-p;.(x) p;.- 1(x) 

Die Grade n;. von p;.(x) nehmen immer um denselben Betrag ab, denn 
aus (5) folgt wegen n_ 1 > n1 

Daher muß es ein erstes identisch verschwindendes Polynom Pv+ 1(x) 
geben. Man setze p,(x) = y. Aus (7) folgt für A. = v: y2 = t(x), also 
aus (6) 

p,,_ t(X) = -y3 , Pv-2(x) = -Pv-l(x) · y2 - p,(x) = y5 - y, .. ·. 

Aus (6) folgt ferner, daß alle p,. Polynome in y werden, p;.(x) = q;.(y); 
in jedem q;. sind alle Exponenten (mod. 4) kongruent. Mit ~ ist daher 
auch ior. Wurzel von q;.(y) = 0. Außer q.(y) und qv-t(Y) haben alle 
q;.(y) von 0 verschiedene, also auch nicht reelle Nullstellen. Dasselbe 
gilt für p;.(x), da y(x) rationale Koeffizienten hat. Da p0 (x) lauter 
reelle Nullstellen hat, muß entweder v = 1 oder v = 0 sein. Die erste 
Möglichkeit fällt fort, weil dann p0(x) = - p~(x) sein müßte, was 
unmöglich ist, da die Nullstellen von p0(x) sämtlich voneinander 
verschieden sind. 

125. [A. und R. Brauer.] Analog wie in 124 erhält man eine Reihe 
von ganzzahligen Polynomen p _1 (x), p0(x), P1 (x), ... , die den folgen
den Gleichungen genügen: 

(1) F[p;.(x)] = {1 - p,.(x) • p;._ 1(x)}{1 - p;.(x) · p;.+I(x)}, 

(2) 

(3) 
PJ.-l(x) + PJ.+l(x) = -p;.(x) · t(x)- A, 

p!(x) -f- A p;.(x) + B = t(x) + p;._ 1(x)p;.+l(x), A. = 0, 1, 2, 
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wo t(x) ein von 2 unabhängiges ganzzahliges Polynom bedeutet. 
Haben p_ 1(x) und p1 (x) denselben Grad, so wird analog wie in 124 

k=1,2, ... ,n. 

Also muß A 2 - 4B + 8 = C2 sein; ist dies aber der Fall, so wird F(z) 
reduzibel: 

(4) F(z) = {z2 + l(A + C)z + 1}{z2 +HA- C)z + 1}. 

Ist n_ 1 > n1 , so sei wieder p,.+ 1(x) das erste identisch ver
schwindende Polynom, Pv(x) = y; dann wird t(x) = u(y) = y2 + A y + B; 
p;.(x) = q;.(y) werden ganzzahlige Polynome in y. Mit p0 (x) hat q0 (y) 
lauter verschiedene ganzzahlige Nullstellen b1 , b2, ... , bm. Für y = b", 
,u ~~-= 1, 2, ... , m wird, wenn man q1 (b,u) = bj, setzt, . 

(5) qf(b1.) + Aq1(bu) + B = u(b") == b;, -j- Ab"-+ B [aus (3) für 2 =1], 

folglich 

(6) u(b~) = bj, 2 +Abi,+ B = u(b1,) = b~, + Ab1, + B. 

Entweder ist also b; = b1, oder b.~ = -A - b1,. Nun ist 
q0 (bl') = qv+l(bj,) = 0, b~ = q1(bl') = qv(b;), da qv(Y) = y ist. Aus 
q,(b") = qv-ic+l(b~) und q;.+l(b") = q,_;_(bn folgt aus (2): 

q;.+ 2(b") = -A - q;.+l (b~') u (b1,) - q;.(b~') 

= -A- qv-J.(bj,)u(b~)- qv-J.+l(b~) = q,._;. -l(b~), 

2=0,1, ... ,1'-1, 
folglich 

(7) 

Diejenigen b", für die b~ = b1, wird, genügen der Gleichung 

(8) 

diejenigen, für die b.~ = -A - b1, wird, der Gleichung 

(9) 

(8) und (9) sind vom Grade m- 2, wenn 1' > 1 ist. Also genügen 
mindestens 2 der b1" etwa b1 und b2 der Gleichung (8) und mindestens 

2 der Gleichung (9), etwa b3 und b4• Da b3 \ b4 ist, kann man b3 ~·· - A, 
. 2 

* - ql(ba)-ql(bl) bt-bl 
also b3 =f b3 annehmen. Nun smd nach (7) - - -----~ = --

(b*} - (b ) b - b ba - bl ba - bl 
und ~_q!____l = - 3--1 ganze Zahlen· also ist b*- b = ±(b - b ) . 

b* _ b b* _ b ' 3 I - 3 I 
3 1 3 1 
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Das Zeichen + ist unbrauchbar, da b:l' =!= b3 ist; also erhält man 

b bt + b3 d 1 b b~ + bs f 1 1' h b b D · · h 
1 = --- un ana og 2 = -· --; o g 1c 1 = 2 . as 1st unmöghc . 

2 2 
Also ist v = 1, q0(y) = -y(y2 -t-Ay +B) --A= -(y3 -t-Ay2 -t-By +A). 
Aus b1 + b2 + b3 = - A = b1 b2 b3 folgt bei passender N umerierung 
b1 = 1 , b2 = 2 , b3 = 3 oder b1 = - 1 , b2 = - 2 , b3 = - 3 oder 
b1 = - b2 > 0, b3 = 0. In den beiden ersten Fällen wird F(z) = z4 ± 6 z3 

+ 11z2 ± ·6z + 1 nach (4) reduzibel, im letzten F(z) = z4 - bfz2 + 1 

nur für bi = 1 positiv definit. Also wird F(z) = z4 - z2 + 1; b1 = 1, 

" b2 = -1, b3 = 0; q0(y) = -y(y- 1) (y + 1) = P0(x) = IJ(x --- a,.). 
v=l 

y(x) kann nur einen Linearfaktor enthalten, da sonst y(x) und 
y(x) - 1 nicht nur ganzzahlige Wurzeln a" hätten. Folglich wird 
p0(x) = (x- <X)(x --IX - 1)(x --" -- 2). In diesem Fall wird tatsäch
lich F[p0 (x)] reduzibel. 

126. [A. und R. Brauer.] Vgl. Lösung 124, 125. Die Rekursions
formeln werden hier 

Apx(x) + 1 = [1- p;.(x)p;._ 1(x)][1- p;_(x)p;_+ 1(x)] l 
Pic-I(x) +P'-+l(x) = -P;.(x) ·t(x) für gerades 2, 

Ap~(x) = t(x) + p; __ 1 (x)p;.+l (x) 

1 4 
A p;_(x) + 1 = [1- p;_(x)p;__ 1(x)][1- p~.(x)p;_+ 1 (x)] 

1 
Pi.-l(x) + p;.+l(x) = --p;.(x) • A t(x) für ungerades 2. 

! p~(x) =! t(x) + h-1(x) · PJ.+I(x) 

p _1 (x) und p1 (x) werden ganzzahlig, ihre höchsten Koeffizienten seien 
A_ 1 und A1 ; die übrigen p;._(x) brauchen nicht ganzzahlig zu sein. 
Trotzdem schließt man im Falle n_ 1 > n1 wie in 124, 125. 

Für n _1 = n1 folgt aus den Rekursionsformeln wegen A _1 A1 = A > 0 

[P- 1(x)- P1(x)]2 = PÖ(x)(A_ 1 - A1) 2 - 4(A_ 1 + A1), 

{P- 1(x)- p1(x) + P0(x)(A- 1 - A1)}{p .. 1(x)- P1(x)- P0(x)(A- 1 - A1)} 

=-4(A_ 1 -t-A1). 

Aus A_ 1A1 > 0 folgt A_ 1 + A1 t O; die beiden Faktoren der linken 
Seite sind Konstanten; der höchste Koeffizient im ersten Faktor ist 
also 2A .. 1 -:-·2A1=0. Folglich ist A. 1=A1 , [P .. 1 (x) -P1(x)] 2 = -8A1 , 

2 A1 = - C2 , A1 = - 2D2 , A = 4D4 • Umgekehrt ist 4D4 z4 + 1 
= (2D2 z2 + 2Dz + 1)(2D2z2 - 2Dz + 1) reduzibel. 

127. [Verallgemeinerung einer Bemerkung von 0. Gmelin, vgl. 
P. Stäckel, a. a. 0. 120, S. 109--110.] Es sei 1p(x) ein ganzzahliger 
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Faktor von P(x) = cp(x) 1Jl(x) [116]; dann liegen auch sämtliche Null
stellen von cp(x) in der Halbebene ffix < n -{-. Daraus folgt, daß 
lcp(n-{-- t)l < lcp(n -t + t)l, wenn t> 0. Da cp(n -1} i= 0, cp(n -1} 
ganz, ist I cp(n- 1) I> 1, und cp(n) ganz, I cp(n) I> 1. Ähnliches gilt 
für 1Jl(x). Mithin hätte P(n) die echten Teiler cp(n) und 1Jl(n): Wider
spruch. 

128. [A. Cohn.] 127 mit n = 10 anwendbar [III 24]. 
129. [D. Hilbert, Gött. Nachr. 1897, S. 53; Beweis von A. Hurwitz.] 

yr, ys~ Yrs, Vr + yS, Vr- fS sind irrationale Zahlen; daher sind in 
jedem Linearfaktor die Verhältnisse der Koeffizienten irrational und 
ebenso .in jedem quadratischen Faktor, den man durch Kombination 
je zweier Linearfaktoren erhält. Daher ist das fragliche Polynom 
irreduzibel im absoluten Sinne [S. 136]. Gilt die Funktionenkongruenz 
[Hecke, S. 11-12] 

P(x) -~ (x2 + a1 x + a2) (x2 + a3 x +· a4) 

P(x)- (x2 + b1 x + b2) (x2 + b3 x + b4) 

(mod. a), 

(mod. b) 

und ist (a, b) = 1, so gibt es Zahlen c11 c2, c3 , c4, so daß 

Cv a, (mod. a), Cv bv (mod. b), v = 1, 2, 3, 4, 

P(x) = (x2 + c1 x + c2) (x2 + c3 x + c4) (mod. ab). 

Es genügt also, die Zerlegbarkeit nach Primzahlpotenzmoduln darzutun. 
r ist quadratischer Rest mod. 8, also mod. 2n, wo n beliebig: P(x) er
scheint in (1) als eine Differenz von zwei Quadraten mod. 2n, zerfällt 
also in zwei Faktoren zweiten Grades. P(x) zerfällt mod. rn wegen (2), 
mod. sn wegen (1). Wenn p Primzahl ist, p =f 2, p =f r, p =f s, ist eines 

der drei Symbole (;). (;).(~)sicher =1, da (;)(;)(;) =1: 

je nachdem (;), (;) oder (;) = 1 ausfällt, zeigt (1), (2) oder (3) 

die Zerlegbarkeit mod. pn. Den Grund für die Möglichkeit derartiger 
Beispiele sieht man Mi G. Frobenius, a. a. 0. 100. 

130• a(a+1)···(a
1 

+m-1) ___ (a+m-1)· 
m. m 

[84, Lösung 136.] 

131. Sind die fraglichen Zahlen a, a + d, a + 2d, ... , a + (m -1) d 
und (d, m!) = 1, so gibt es ein d' mit (d', m!) = 1, so beschaffen, daß 
dd'= 1 (mod. m!). Es ist, ad' = a' gesetzt, 

d'"'a(a + d) (a + 2d) ·· · (a + (m -1)d 

a' (a' + 1) (a' + 2) · · · (a' + m- 1) (mod. m!) [130]. 

132. [K.Hensel,J.fürMath.Bd.116, S.354, 1896.] [LösungV96.] 
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133. a) n = 4 oder eine Primzahl. Ist nämlich n zusammengesetzt, 
n=ab und a<b<n-1, so ist (n-1)! durch n teilbar. Ist n 
das Quadrat einer Primzahl, n = p2 und p > 2, so ist n - 1 > 2 p 
und (n- 1)! wieder durch p2 teilbar. 

b) n = 8, 9, p, 2p, wenn p eine Primzahl bezeichnet. Wenn n nicht 
die Form p, 2 p, p2 hat und n ci· 8, 16, so ist n = ab, wo 3 < a < b. 
Entweder sind die Zahlen a, 2 a, b, 2 b alle voneinander verschieden, 
oder die Zahlen a, b, 3 a, 2 b: auf alle Fälle resultiert aus 2 b < n die 
Teilbarkeit von (n-1)! durch a2 b2 • Nun ist 

r
2 .. _ 11 r2 .. -1

1 1
2 .. _ 1

1 ---2 - + 4 -_ + - 8- + · · · = 2" --- 1 - n > 2 n für 

und so bleiben kraft 134 nur die aufgezählten Ausnahmefälle übrig. 

134. Nach 82 ist der fragliche Exponent 

[;] + [;2] + [;3] + ... = ~ [;.] . 

Die Summe ist auf l Glieder zu erstrecken, wo p1 <::: n < p~+I, oder 
auf unendli.ch viele Glieder: 1' = 1, 2, 3, .... 

135. [E. Lucas, Theorie des nombres, Bd.1, S. 363. Paris: Gauthier
Villars 1891.] Die höchste Potenz von 10, die 1000! teilt, hat 
offenbar den gleichen Exponenten wie die höchste Potenz von 5, die 
1000! teilt. Der Exponent ist [134] 

[ 1~00] + [ !~~0] + [ 110~50] + [ 1~~50] = 200 + 40 + 8 + 1 = 249. 

136. [E. Catalan, Nouv.Ann. Serie2, Bd.13, S. 207, 1874; E.Landau, 
ebenda, Serie 3, Bd. 19, S. 344-362, 1900.] Es sei p eine Primzahl, 
-v positiv ganz; setzt man ap-v = a', bp-v = b', so genügt es [134], 
folgendes zu beweisen : 

[2a'] + [2b'] ;:,=;; [a'] + [b'] + [a' + b']. 

Vgl. 8 . 
. 137. [F. G. Teixeira, C. R. Bd. 92, S. 1066, 1881; M. Weill, 

S. M. F. Bull. Bd. 9, S. 172, 1881.] Es genügt [134] 

lh;1 + ['~:] + ... ~~n(l;J + r;2J + ···) + l;l + l;l + ... 
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zu zeigen, p prim. 

a) (h,P)=1: h>[;v]r+1, also 

[~~]~=n[;:l + r~;J, 1' = 1, 2, 3 ..... 

b) h = prxJz', (h',p) = 1; dann fallen linker und rechter Hand die 
IX ersten Glieder fort, und die Behauptung lautet: 

Vgl. a). 
138. Es sei m! = rM, wo r nur Primfaktoren von t enthält und 

(M, t) = 1 ist. Es sei tt'= 1 (mod. M). Dann ist, ähnlich wie in 131, 

t'm s (s- t) (s - 2 t) · · · [ s- (m - 1) t] _ t' s (t' s - 1) · · · [t' s - (m- 1) J _ 0 

(mod. M). 
139. Nach 134 und 138 ist 

iXn=na+ r;J + [;2] + [;a] + ···, 
I . an 1 
tm--=a+--. 

n-+oo n p- 1 

140. Ist t = P"'qßrr · · ·, p, q, r, · · · voneinander verschiedene 
Primzahlen, so ist T = P"'+l qß+l rr+I · · · [139], weil 

na+[%]+[;2J+···<n(a+ p 1 
1)<n(a+1), 

nß + [;] + [; J + · · · < n (ß + 1), ... , usw. 

. P(z) 
141. Es 1st f(z) = Q (z) , Q(O) t 0, P(z) und Q(z) sind Polynome 

mit ganzzahligen Koeffizienten [149]. Q(o) f [z Q(O)] kann, nach Kürzen 
durch Q(O), als Quotientzweier ganzzahliger Polynome dargestellt werden, 
wobei der Nenner für z = 0 den Wert 1 annimmt. Vgl. das Ende von 
Lösung 142. 

142. Genügen f(z), g(z) der Eisensteinsehen Bedingung, so können 
f(z) - /(0) und g(z) - g(O) auch simultan zu ganzzahligen Reihen 
gemacht werden durch Vertauschung von z mit Tz (T geeignete posi
tive ganze Zahl). 

Sind F(z) und G(z) ganzzahlige Potenzreihen, so sind es auch 
F(z) + G(z), F(z)- G(z), F(z) G(z), ferner F[G(z)], G(O) = 0 voraus-

FW . 
gesetzt, und G(z), G(O) = 1 vorausgesetzt. Denn 1st 

G(z) = 1- a1 z- a2 z2 - • • • = 1 - H(z), 

P 61 y a • S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 23 
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av a2, • . • ganz, so erweist sich 

[G(z)J- 1 = [1- H(z)]- 1 = 1 + H(z) + [H(z)]2 + [H(z)J3 + ... 

nach aufsteigenden Potenzen von z geordnet als ganzzahlig. 
143. Aus der Definition. 
144. [Vgl. G. P6lya, Acta Math. Bd. 42, S. 314, 1920.1 Die Be

dingungen 1. 2. fließen unmittelbar aus der Eiscnsteinschen. Daß 1. 2. 
die Eisensteinsehe Bedingung nach sich ziehen, zeigt man folgender
maßen: Es sei 

logtn < A, 
n 

n=1,2,3, ... , 

dann ist, wenn ein Primfaktor p in tn genau Yn-mal vorkommt, 

Vn 
-logp< A, 
n 

Yn A 
--<·-=B. 
n log2 

Bezeichnet P das Produkt der Primzahlen, die in t1 , t2, t3 , • • • auf
gehen, undkeine ganze Zahl, k > B, so kann T = pk gesetzt werden. 
In yn kommt nämlich jeder Faktor p von P genau kn-mal vor, und 
kn > Vn für n = 1, 2, 3, .... 

145. 
00 2n+1 

.1: 2n+1- 1 zn, 
n=O 

wo 2u;, = .1; ?~ t, also Un ungerade ist. Die erste Reihe erfüllt 2. 
t[n ~ 

aber nicht 1. [107]. die zweite Reihe erfüllt 1. aber nicht 2., keine 
der beiden erfüllt die volle Eisensteinsehe Bedingung, keine ist alge
braisch. 

00 00 

146. (1- z) -<X= .1; an zn, (1- z) -/>+y-l = .2: bnzn 
n=O n=O 

gesetzt, ist 

ß-y+1 ß-y+2 ß-1 ~ 
~-1~-. ~-2--· ... --=._1.F(a,ß, y; z) =..::::... anbn+y-1zn 

Y n=O 

[140, 143]. Weitere Untersuchungen und Literatur: A. Errera, Palermo 
Rend. Bd. 35, S. 107-144, 1913. 

147. Der Quotient von zwei konsekutiven Koeffizienten ist 
(a+n)(ß+n) (a+x)(ß+x) .. 
( )( ).Wenna=fy,ß=fyund( )( )furx=0,1,2, ... 
1+n y+n 1+x y+x 

rational ausfällt, so sind aß, a + ß und y rationale Zahlen [92]. 
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148. Es sei a ~ 0 so gewählt, daß a(x + x) (ß + x) = ax2 + bx + c, 
wo a, b, c ganz. Wäre F(x, ß, y; z) algebraisch, so müßte [144, 1] 
jede Primzahl p (abgesehen von endlich vielen) Primteiler von 
ax2 + bx + c sein. Vgl. jedoch 100. 

149. Spezialfall von 150. 
150. Spezialfall von 151. 
151. [Vgl. E. Heine, J. für Math. Bd. 48, S. 269-271, 1854. 

Theorie der Kugelfunktionen, 2. Aufl., S. 52-53. Berlin: Reimer 1878.] 
Erster Beweis. Man betrachte die Koeffizienten von R. 

Wenn die Funktion R nicht identisch verschwindet, so läßt sie 
sich in die Form R0 + <X1 R1 + <X2 R2 + · · · + <X1 R1 bringen, wobei 
R0 , Rv R2, •• • , R1 ganz rational in z, y, y', .. . , y(r) mit rationalzahligen 
Koeffizienten und 1, <Xv x 2, ••• , x1 rational unabhängig sind; d. h. aus 
n0 + n1 x1 + n2 x2 + · · · + n1 x1 = 0, n0, nv n2, ••• , n1 rational, folgt 
n0 = n1 = n2 = · · · = n1 = 0 . Wird in R0, R1, R2, ••• , R1 für y die Potenz
reihe a0 + a1 z + · · · + an zn + · · · eingesetzt, so ergeben sich bzw. die 

00 

Potenzreihen 1:t~l zn, y = 0, 1, ... , l, t~l rational. Durch Vergleichung 
n=O 

der Koeffizienten von zn folgt t~l· + x1 t~l + · · · + x1 t~l = 0, d. h. 
00 

t (O) = t(l) = • • • = t(l) = Ü SO daß ~t(y) zn=o 'I' Ü 1 l 
n n n ' ..::." n - ' = ' '· · ·• · 

n=O 
Zweiter Beweis. Man betrachte die Koeffizienten von y. 

Das Bestehen der Relation R = 0 bedeutet, daß die Potenzreihen 
einer gewissen endlichen Anzahl von Funktionen von der Form 
z.u y" (y')"'(y")"• ... (y<•>)"' voneinander linear abhängig sind [S.106]. Man 
drücke eine dieser Potenzreihen durch andere unabhängige linear 
aus; die hierzu erforderlichen konstanten Faktoren sind kraft des in 
Lösung VII 33 auftretenden Gleichungssystems (*) aus den Koeffi
zienten der Potenzreihe y rational aufgebaut, also im vorliegenden 
Falle rationale Zahlen. 

152. [E. Heine, a. a. 0. 151, S. 50.] Die Diskriminante der Glei
chung tten Grades in w 

ist ein ganzer rationaler Ausdruck in F 0, Fv ... , F1_v F1, folglich 
eine in einer Umgebung von z = 0 reguläre analytische Funktion. 
Falls sie identisch verschwindet, kann man durch rationale Operationen 
eine Gleichung herstellen, der f(z) genügt und deren Diskriminante 
nicht identisch verschwindet; nehmen wir also an, daß schon die Dis
kriminante von (*) nicht identisch verschwindet. Dann existieren 
l voneinander verschiedene Funktionen w1 = f(z), w2, ••• , w1, die in 
einem gewissen Ringgebiet 0 < I z I < (}, (} > 0, regulär, vielleicht 
mehrdeutig sind und die Gleichung (*) erfüllen; im Punkte z = 0 

23* 
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haben sie eventuell eine algebraische Singularität. Falls eine wie w,~ 
beschaffene Funktion cp(z) die Eigenschaft hat, daß 

füi beliebig große Werte von n in der Umgebung von z = 0 beschränkt 
bleibt, so gilt identisch cp(z) = f(z) [IV 166]. Man betrachte einen 
Wert m, so daß die l- 1 Funktionen 

(Wo - C - C Z- · · · - C 1 zm-l) z-m 
A 0 1 m- ' A-=2,3, ... ,l 

alle unbeschränkt sind in der Umgebung von z = 0. Setzt man 
in (*) 

ein, so entsteht eine wie (*) beschaffene Gleichung für y; nach Division 
der Koeffizienten durch eine passende Potenz von z kann dieselbe in 
die Form 

(**) G0(z) y1 + G1(z) y1- 1 + · · · + Gz_ 1 (z) y + Gz(z) = 0 

gesetzt werden, wobei nicht alle Zahlen G0(0), G1 (0), ... , G1_ 1 (0), G1(0) 
verschwinden. Ist G0(0) = G1 (0) = · · · = Gh_ 1 (0) = 0, Gh(O) =F 0, so 
hat (**) (etwa nach dem Weierstraß sehen Vorbereitungssatz) l - h 
für z = 0 beschränkte Lösungen. (**) hat tatsächlich nur eine für 
z = 0 beschränkte Lösung, nämlich Cm + cm+l z + cm+2 z2 + · · ·; also 
ist l- h = 1, h = l- 1, w. z. b. w. 

153. [A. a. 0. 151.] Wir können annehmen, daß, wenn 
f(z) =c0 +c1 z+c2 z2 + · · · gesetzt ist, P0(0) =P1(0) = · ·· =Pz_ 2(0) =0, 
P1_ 1 (0) = a t 0 [152], P0(z),P1(z), ... ,Pz(z) ganzzahlig, c0 =!= 0 und c0 

eine ganze Zahl ist. Setzt man z = 0, so wird a c0 + P 1(0) = 0, also 
P1(0) durch a teilbar. Folglich ist a- 1 P;.(az) ganzzahlig, A. = 0, 1, 2, ... , l, 
und insbesondere a -l P1_ 1 (0) = 1. Somit kann 

(*) f(az) = Q0(z) + Q2 (z) [f(az)] 2 + · · · + Q1(z) [f(az)] 1 

d b . Q () a-lpz_;.(az) . d hl" . gesetzt wer en, wo e1 ;. z =- -lp ( ). w1e er ganzza 1g 1st a 1_1 az 
[Lösung 142], A. = 0, 2, 3, ... , l, und Q;.(O) = 0 für A. = 2, 3, ... , l. Aus 
(*) bestimmt sich an Cn durch Koeffizientenvergleichung als ganze ganz
zahlige Funktion von c0 , a Cv a2 c2, ••• , an-l Cn_ 1 , also [rekursiver 
Schluß] als ganze Zahl. 

154. P(z), Q(z), Q1(z), Q2(z), ... seien rationalzahlige Potenzreihen, 
man setze y = c0 + c1 z + c2 z2 + · · · . Besteht eine der sechs 
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Gleichungen 

y = P(z) + Q(z), y = P(z)- Q(z), y = P(z) Q(z), 

P(z) 
Y = Q(z), Q(O) = 1 vorausgesetzt [142], 

y = P[Q(z)], Q(O) = 0 vorausgesetzt, 

y = Q(z) + Q2(z) y2 + Qs(z) ys + ... + Ql(z) yl, 

Q2(0) = Q3(0) = · · · = Q1(0) = 0 vorausgesetzt [152], 
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so ergibt sich cn als eine eindeutig bestimmte rationale Zahl, rational 
und ganz aus den Koeffizienten von 1, z, z2, ••• , zn in den Entwick
lungen von P(z), Q(z), Q1(z), ... zusammengesetzt, die also nur solche 
Primzahlen im Nenner haben kann, die auch in den Nennern der 
besagten Koeffizienten auftreten. [Vgl. a. a. 0. 144.] 

155. [A. Hurwitz; vgl. G. P6lya, Math. Ann. Bd. 77, S. 510-512, 
n 

1916.] Es sei p eine Primzahl, die in allen Cn = ~a,.bn_.", aber nicht 
. 1'=0 

in allen an, n = 0, 1, 2, ... aufgeht. Es seien z. B. a0 , av ... , ak-l- 0, 
ak$0 (mod. p). Aus ck-akbo (mod. p) folgt dann b0 =0 (mod. p), 
aus ck+1 = ak b1 = 0 (mod. p) folgt b1 = 0 (mod. p), aus ck+ 2 - ak b2 - 0 
(mod. p) folgt b2 - 0 (mod. p) usw. 

156. [P. Fatou, Acta Math. Bd. 30, S. 369, 1906. Die hier an
gegebene Lösung rührt von A. Hurwitz her; vgl. G. P6lya, a. a. 0. 155.) Es 
genügt, den Satz für primitive Potenzreihen f(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + · · · 
zu beweisen [155]. Nach 149 ist f(z) = ;~;~, P(z) und Q(z) ganzzahlig 

und ihre Koeffizienten teilerfremd. Die (abbrechende) Potenzreihe 
Q(z) ist primitiv; hätten nämlich ihre Koeffizienten den gemeinsamen 

Teiler t, so müßte t wegen P(z) = t Q(z) f(z) auch in denen von P(z) 
t 

aufgehen. Man bestimme zwei ganzzahlige Polynome p(z), q(z) 
derart, daß p(z) P(z) + q(z) Q(z) = m =!= 0; m ist ganz. Es ist, 
q(z) + p(z) f(z) = R(z) gesetzt, m = Q(z) R(z). Hier ist R(z) ganzzahlig 
und nicht primitiv, falls m =!= ± 1 (sonst müßte [155] m auch primitiv 
sein); seine Koeffizienten sind auf alle Fälle durch m teilbar. Aus 

1 = Q(O) R(O) folgt Q(O) = ± 1 . 
m 

157. Für rationales (} ist die Folge av a2, a3, ••• von einem ge
wissen Gliede an periodisch, also f(z) = a1 z + a2 z2 + · · · + anzn + · · · 
rational. Für irrationales (} kann f(z) nicht rational sein, weil es 

dann [149] Quotient von zwei ganzzahligen Polynomen, also f ( __!_) 
rational wäre. · 10 
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158. [Vgl. E. Landau, Nouv. Ann. Serie 4, Bd. 3, S. 333-336, 
1903. R. ]entzsch, Math. Ann. Bd. 78, S. 277, 1918.] "Wenn Koeffi
zientenfolge periodisch, dann dargestellte Funktion rational" ergibt 
sich leicht (geometrische Reihe). Umgekehrt : Es seien die Zahlen 
a0 , av a2, ••• nur m verschiedener Werte fähig, und der Nenner sei 
=1+ l1 z + l2 z2 + · · · +lkzk. Es ist an +l1 an- 1 +t2 an- 2 + · · · +lkan-k=O 
für genügend großes n. Da es nur mk verschiedene Systeme an_ 1 , 

an- 2 , ••• , an-k gibt, existieren zwei Zahlen ft, v, ft<v<ft+mt, 
derart, daß 

a,u -1 = a" -1, af'- 2 = a.- 2 , ... , a,_.- k = a"- k. 

Dann folgt aber a," = a,., also auch a1,+ 1 = a"+l, a,_.+ 2 = a"+ 2 , 

159. Die Koeffizienten von 

sind nach jedem Primzahlmodul p periodisch. Ist p> l, so ist l! zu 
p teilerfremd und 

(n+1) (n+2) · · · (n+l) _ (n+P+1) (n+P+2) · · · (n+P+l) (mod. p). 

_ a _ . (n + pa+l) _ (n) Ist p<l, ll-p L, (L,p)-1, so 1st l = l (mod.p), 

weil die symbolischen Zähler dieser Binomialkoeffizienten kongruent 
(mod. pa+1) sind. - Die nach Multiplikation mit P(z) entstehende 
Koeffizientenfolge ist von einem gewissen Gliede an periodisch. 

160. (D- 1)~ = ~(D"-1)z". 
(1- Dz) (1- z) 6t_ 

Ist k die kleinste Zahl, so beschaffen, daß D"+k=D" (mod. p), d. h. 
Dk _1 (mod. p), so ist k ein Teiler von p- 1. 

CO 

161. (1- Dz2) - 1 = ~D" z2n. 
n=O 

Die Periodenlänge k ist gerade, k = 2 k'; II ist die kleinste positive 
ganze Zahl mit Dk'-1 (mod. p). Wegen DP- 1 =1 (mod. p) ist II ein 

p-1 

Teiler von p- 1. Ferner ist bei ungeradem p: D ~ 1 (mod. p), 

wenn ( ~) = 1 , also geht dann k' in p ~ 1 auf; umgekehrt folgt 

p-1 

D-2-= 1 (mod. p) aus "Dk' = 1 (mod. p), k' geht in } (p- 1) auf". 
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162. p 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 

Länge der Periode 3 8 20 16 10 28 36 18 48 14 

p -1 10 18 28 

p2 -1 3 8 48 168 288 528 

Von den beiden Zahlen p - 1 und p2 - 1 ist in dieser Tafel p - 1 an

gegeben, wenn p - 1 ein Vielfaches der Periodenlänge ist und p2 - 1 , 

wenn p - 1 kein Vielfaches, aber p2 - 1 ein Vielfaches der Perioden

länge ist. Ob der erste oder der zweite Fall eintritt, hängt davon ab, 

ob p quadratischer Rest (mod. 5) ist oder nicht. Die Zahl 5 hat eine 

Ausnahmestellung. Vgl. A. Speiser, American M. S. Trans. Bd. 23, 

S. 177, 1922. 
163. Sind an die Koeffizienten der fraglichen Entwicklung, so ist 

an+ l1 an-1 + 12 an-2 + ... + lk an-k = 0 für genügend großen; lv l2, ... ' lk 

ganz [156]. Da es mod. m nur mk verschiedene Systeme an _1 , an_ 2, ... , 

an-k gibt, existieren zwei Zahlen fl, Y, so daß a/,-1_a,,-b a,u-2-av- 2, ... , 
af'-k- a,,-k (mod. m), fl t Y. Dann folgt aber a_"- av, also auch 

a1,+l=av+I .... (mod.m) [158]. 
164. [G. P6lya, Töhoku Math. ]. Bd. 22, S. 79, 1922.] Es ist 

(1- 4z) -t = ~(2:) zm. Es sei p eine ungerade Primzahl und p•- 1 

m=O 

ihre höchste Potenz, die in (2 k- 1) ! aufgeht, k > 1, r >-1. Man 

schließt aus 134, daß 

(2 P') __ (2 P')! 
P' - pr! pr! $0 (mod. p). 

Anderseits ist 

(Z:,')= ~. ~P~-;1-~~~~12 ·j:~}-. ·j,:_~:t12. 2ß'~:~11 (2~f'~~)). 

- 2 (2 q- 1)! (2 ~':~qq))_o (mod. P'), (2 ~'~/))- 0 (mod. p) 

für q = 1, 2, 3, ... , k. Da k und damit r beliebig groß sein können, be

finden sich in der (mod. p) reduzierten Koeffizientenfolge beliebig lange 

Sequenzen von Nullen, gefolgt von einem Glied, das $ 0 ist. 

165. Für z = 1 strebt das allgemeine Glied nicht gegen 0. 
CO 

166. [P.Fatou,ActaMath. Bd. 30, S. 368-371, 1906.] f(z) = Z,anzn 
gesetzt, müßte [III 122] n=O 

I ao 1
2 + I al 12 + · " + I an 12 + · .. 

konvergieren. 
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167. [P. Fatou, a. a. 0. 166.] Nach 150 genügt die fragliche 
algebraische Funktion einer Gleichung der Form 

wo P0 (z), P 1(z), ... , P1(z) ganze rationale Koeffizienten haben. Hier
aus folgt, daß y = P 0(z)f(z) der Gleichung 

genügt. Für keinen endlichen Wert von z kann y unendlich sein, weil 
sonst y1 linker Hand überwiegen würde, so daß die Gleichung nicht er
füllt sein könnte. y = P 0 (z)f(z) ist jedoch, nach Voraussetzung, eme 
nicht abbrechende ganzzahlige PoteriZreihe [166]. 

168. [F. Carlson, Math. Zeitschr, Bd. 9, S. 1, 1921.] 

_ 1 ___ = ~(2n)zzn, 
y1- 4z1 ~ n 1 

l ganz, beliebig groß. 
169. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie J, Bd. 23, 

S. 289, 1915.] Im ersten Falle sind die Zahlen P(n)- [P(n)] periodisch 
[158]. Im zweiten Falle sei angenommen, daß die fragliche Potenz
reihe f(z) rational ist. Wir können a0 irrational annehmen; sonst be
trachte man 

( 2ni) ( k 2.'Ti) 
f(z) + f z e T + ... + f z e( -I) -k oo kn "----"' _____ " _____________ ----- = 2,'[P(kn)]z 

k n=O 

undwähle k so,daßa0 krganzist, also [P(kn)]= a0 krnr +[a1 kr-tnr- 1 + ... ]. 
Anwendung von I 85 ergibt 

was unmöglich ist, weil [149] der Grenzwert linker Hand rational aus
fallen muß. 

170. [Vgl. D. Hansen, These, S. 65. Kopenhagen 1904. G. P6lya, 
Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie), Bd. 27, S. 161-162, 1918. 
Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 21, S. 36--38, 1922.] Daß die Vor
aussetzung bezüglich der an sich nicht unmittelbar reduzieren läßt, 
zeigt 69. 

171. [A. a. 0. 170.] Vgl. 71, 
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172. Es ist Q,.- Q,._ 1 = 1 - 9A,., wenn A,. die Anzahl der Nullen 
am Ende der Dezimaldarstellung von n bedeutet. Folglich ist 

z ( zlO zlOO zlOOO ) 
=---9 ~-+ + + .... 1 - z 1 _ zlO 1 _ zlOO 1 _ zlOOO 

Die Funktion 

z zlO zlOO zlOOO 

f(z) = 1 - z + 1 - zlO + 1 - zlOO + 1 - zlOOO + • • • 

hat JzJ = 1 zur natürlichen Grenze. In der Tat ist z = 1 singulär 
2niv 

[lim f(z) = + oo] , ferner auch z = e 10m, y = 1, 2, ... , 10m- 1, da die 
z-H-0 

Funktion, welche nach Abspaltung der m ersten Glieder entsteht, 
in f(z) übergeht, wenn man für z10m wieder z setzt, während die m 
abgespaltenen Glieder sich in denjenigen 10m-ten Einheitswurzeln, die 
keine 10m-l ... ten Einheitswurzeln sind, regulär verhalten. 

173. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25, 
S. 85, 1917. Lösung von R. ]entzsch, ebenda, Serie J, Bd. 27, S. 90-91, 

00 

1918.] Anwendung des "Lückensatzes" auf (1- z)l:d,.zn. 
n=l 

174. DieDifferentiation ersetzt dieKoeffizientenfolge a0 , a1, a2, a3 , ••• 

durch av a2, a3, a4, ••• , die angedeutete Integration durch 0, a0 , av a2, .... 

175. Für die Multiplikation vgl. I 34. Ist 

( ) b1 b2 2 b,. n ) g z = 1 + - z +- z + .. · + - z + · · · = 1 - h(z 1! 2! n! ' 

so ist h(z) H-ganzzahlig und 

ebenfalls. 

1 

g(z) 1 _ 1h(z) = 1 + h(z) + [h(z)]2 + [h(z)]3 + ... 

[f(z)]m 
176. Angenommen, ist H-ganzzahlig, so folgt [174, 175] 

dasselbe für m! 

z 

f [f(z)Jm ' . - _[f(z)]m+l 
m! f(z)dz- (m+ 1)!. 

0 
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177. 

) b1 b2 2 . bm 
g(z = b0 + - z +- z + · · · + -- z"' + · · · 

1! 2! m! ' 

g[f(z)] = b0 + :~ f(z) + :~ [f(z)] 2 + · ·. + ~~ [f(z)]m + ... 

H -ganzzahlig auf Grund von 176. 
178. Allgemein: Ist y durch eine Differentialgleichung von der 

Form 

und die Anfangsbedingungen y = m 0, y' = m1 , ... , y(n- 1) = mn_ 1 für 

x = 0 bestimmt, wobei P eine rationale ganze Funktion mit ganz

zahligen Koefiizienten, m0 , mv ... , mn_ 1 ganze Zahlen bedeuten, so 

sind alle Ableitungen von y für x = 0 ganzzahlig, d. h. y eine H-ganz

zahlige Potenzreihe. Speziell: Es ist cp" =- 2 cp3, cp(O) = o, cp'(O) = 1. 

179. 

(ez- 1)3 = e3z- 3 e2z + 3 ez- 1 

--~00 3n- 3 · 2n + 3 zn ~00 _l--::::~_1_zn 
n! n! 

(mod. 4). 
n~2 n~2 

180. 

In der ersten Zeile ist der W ilsonsche Satz (p -- 1) ! _ -1 (mod. p) 

benutzt. Aus der dritten Zeile (wo übrigens p 2: 3 angenommen ist) 

geht hervor, daß der Koeffizient von znl periodisch ist mod. p mit der 
n. 

Periode p -1, n = 1, 2, 3, ... , p -1, p, .... Jetzt greife man auf die 

erste Zeile zurück! 
181. Aus 176 und 133 oder aus I 41 und 133. 
182. [Satz von K. G. Ch. v. Staudt und Th. Clausen. Für den Beweis 

vgl. ]. C. Kluyver, Math. Ann. Bd. 53, S. 591-592, 1900.] Aus 

z=log[1 + (ez-1)], 

z ez-1 (ez-1)2 (ez-1)3 
--=1---+· ---------+ ... 
ez-1 2 3 4 
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folgt [179-181] 

z z 1 ( z2 z4 z6 ·) 

ez - 1 = g(z) - 2 - 2 2f + 4T + 6T + ... 

~ 1 ( zP-1 z2P-2 z3P-3 ) 
-~ p (p -Tj! + (2p- 2)! + (3P- 3)! + ... ' 

p 

wo g(z) eine H-ganzzahlige Reihe und ,1: über die ungeraden Prim
P 

zahlen p = 3, 5, 7, 11, ... erstreckt ist. 
183. 

z ~(2n) (4n)! [cp(z)]4 n 

~(z) =...::.,; n 22 n(4n + 1) (4n)! ; 
n=o 

(4n)! ist teilbar durch 22 " [134] und auch durch 4n + 1, wenn 4n + 1 

keine Primzahl ist [133]; LIP( (z)])~n ist H-ganzzahlig [178, l76]. 
4n. 

184. Aus der Differentialgleichung 178 folgt 

[ d ( 1 )] 2 1 1 
d Z cp2 = 4 cp6 - 4 rp2 ' 

also ferner 

dz2 2z d2 z2 dz2 

d ({! -v 1 - rp4 ' ( 1 - cp4) d cp2- - 2 cp3 ([;p = 2. 

dz2 

Man sucht das Integral z2 , das den Anfangsbedingungen z2 = d- = 0 
für cp = 0 entspricht und findet cp 

., q 3 gß 3 7 rplo 3 7 11 fJ114 

Z" = 'P" + 5 J + 5 . 9 . -5-- + 5 9 13 -l + ... , 

., ( Z )2 ~ Gn Hn [q; (z)]4" 
z-~·1 (z)= rp(z) =...:;;_;-(4n+1)(2n+1) (4n)!' 

n=O 

Gn=3. 7.11 ... (4n--1), Hn=2. 3-4. 6. 7. 8 ... (4n-2)(4n-1)4n. 

Ist 2n+1--1 (mod. 4), so geht 2n+1 in Gn auf. Es sei 
2n+1-1 (mod.4) und 2n+1=ab, a>1, b>1; ista-b=-1 
(mod. 4), so gehen beide Zahlen a und b in beiden Zahlen Gn und Hn 

auf, also ab inGnHn; istaber a b=1 (mod.4), sokommt unter 

den Faktoren von H n sowohl 2 a wie auch 4 b vor. 2 n + 1 geht also 

nur dann in GnHn nicht auf, wenn es eine Primzahl und -1 (mod. 4) 

ist, und dasselbe findet man von 4 n + 1. 2 n + 1 und 4 n + 1 sind 

übrigens teilerfremd, ·also wenn beide einzeln in Gn H n aufgehen, so 

geht darin auch ihr Produkt auf. Wegen tieferliegender genauerer 

Resultate vgl. man A. Hurwitz, a. a. 0. S. 145. 
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185. [Weiteres beiM. Fujiwara, Töhoku Math. J. Bd. 2, S. 57, 1912.] 

Die Potenzreihe a0 + a~ z + a~ z2 + · · · + a~ zn + · · · genügt dann und 
1. 1. n. 

nur dann einer Differentialgleichung der fraglichen Art, wenn 

a0 + a1 z + a2z2 + · · · + anzn + · · · eine rationale Funktion ist. Beides 
kommt auf dieselbe Rekursionsformel zwischen a0 , av a2, . . . heraus. 
Vgl. 163. 

186. [G. P6lya, Tohoku Math. J. Bd. 22, S. 79, 1922.] Vgl. 164; 
y genügt [I 48] der Differentialgleichung 

xy" + (1- 4x)y'- 2y = 0. 

187. [5. Kakeya, Töhoku Math. J. Bd. 10, S. 70, 1916. G. P6lya, 
00 

ebenda, Bd. 19, S. 65, 1921.] Ist g(z) = ~ a~ zn, und ist an =!= 0, so 
.O::::..n. 
n=O 

. Ia I nn en 
ist lanl>1, M(n)>---'j--nn>l"" ,;-· Das Gleichheitszeichen ist 

n. n. r 2:nn 
00 2" 

z. B. für g(z) = ~ (~n) ! erreicht. 
n=O 

188. [Th. Skolem, Videnskapsselskapets Skrifter 1921, Nr. 17, 
Satz 8.] Wird mit g der größte gemeinschaftliche Nenner der ratio
nalen Zahlen bv b2, ... , bm bezeichnet, so ist auch 

b gb_l gb_2 b () 
g o+~-+--+ ··· =g 0 +rz z z2 

für die fraglichen unendlich vielen ganzen z ganzzahlig. Da limr(z) = 0, 
z->-oo 

muß g b0 an ganze Zahlen beliebig nahe herankommen, d. b. g b0 ist 
ganz. Es ist somit auch r(z) für unendlich viele ganze z ganzzahlig, 
also wegen limr (z) = 0 für unendlich viele = 0, woraus r(z) = 0 

z->-oo 

folgt; denn r(z- 1) ist in einer gewissen abgeschlossenen Kreisscheibe 
vom Mittelpunkt z = 0 regulär, in unendlich vielen Punkten davon 
= 0, also identisch = 0. 

189. Die Gleichung y2 - 2 z2 = 1 besitzt unendlich viele Lösungen 

in ganzen Zahlen, wie aus 

Yn, Zn ganz, 

(9 - 8)n = y~ - 2 z~, n = 0, 1, 2, 3, ... , 
ersichtlich ist. 

190. []. Franel, Intermed. des math. Bd. 2, S. 94, 1895.] Wenn 
das ganzwertige und folglich rationalzahlige Polynom 

P(x) = a0 xn + a1 xn-l + · · · +an 
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für alle hinreichend großen ganzzahligen Werte von x die kte Potenz 
einer ganzen Zahl darstellt, aber selber keine kte Potenz eines Poly
noms ist, dann hat das Polynom 

P(x -·f-l1) P(x + l2) ••• P(x + lk) = a~ xnk + b1 xnk-1 + ... 
dieselben beiden Eigenschaften, vorausgesetzt, daß die ganzen Zahlen 
li> l2, ••• , lk so gewählt sind, daß P(x + l1), P(x + l2), ••• , P(x + lk) 
keine gemeinsamen Nullstellen haben; es sei etwa l1 < l2 < · · · < lk, 
ferner Z2 - li> l3 - l2, ••• , lk- lk_ 1 genügend groß. Folglich würde 
die rationalzahlige Potenzreihe 

k v b 1 · · 
yP(x + l1)P(x + l2) • • • P(x + lk) = a0 xn 1 +-}- + · · · 

a0 x 

= aoxn + clxn -1 + c2xn-2 + ... 
für alle hinreichend großen ganzzahligen Werte von x eine ganze 
rationale Zahl darstellen, aber selbst keine ganze rationale Funktion 
sein: Widerspruch zu 188! 

191. [Beweis von H. Prüfer. Weitergehendes a. a. 0. 188.] Sind 
bm, bm_1, ... , b1 alle rational, so wende man 188 an. Andernfalls kann 
man annehmen, daß bm irrational ist. (Wären bm, bm-I> ... , bm-k- 1 

rational, und zwar mit dem größten gemeinschaftlichen Nenner g, und 
bm-k irrational, k > 1, so betrachte man 

g[F(z)- bmzm- bm-lzm-1_ ... - bm-k-1zm-k-1J.) 

Die mte Differenz 

· F(z + m) - (7) F(z + m- 1) + (;) F(z + m- 2) - · · · 

( )mF() I b b'-1 b'-2 + -1 z =m. m+-+-+··· z z2 

ist für genügend große ganze z auch ganzwertig, woraus nach 188 
folgt, daß bm rational ist. Widerspruch! 

192. [G. P6lya, Aufgabe; Deutsche Math.-Ver. Bd. 32, S.16, 1923. 
Lösung von T. Rad6, ebenda, Bd. 33, S. 30, 1924.] Für einen Beweis 
nach der Methode 188, 191 vgl. 193. Die Polynome sollen f(z), g(z) 
heißen. Die beiden ganzen Funktionen 

e2 ni/(z) _ 1 , e2nig(z) - 1 

haben dieselben Nullstellen, aber vielleicht nicht von derselben Multi
plizität. Ihre mehrfachen Nullstellen sind bzw. unter den Nullstellen 
der Polynome f'(z), g'(z) enthalten. Daher ist die Funktion 

' e2ni/(z) - 1 
g (z) e2nig(z) _ 1 



366 Zahlentheorie. 

ganz und hat nur endlich viele Nullstellen; sie ist auch von endlichem 
Geschlecht. Folglich ist sie = k(z) eh(z), wo k(z), h(z) Polynome sind. 
Aus der Identität g'(z) e2 :rif(z)- g'(z) = k(z) eh(z)+2:rcig(z)- k(z) eh(z) folgt, 
daß die eine der beiden Funktionen h(z) + 2nig(z), h(z) gleich konst., 
die andere gleich 2 n i f(z) + konst. ist. [V gl. G. P6lya, N yt Tidsskr. 
for Math. (B) Bd. 32, S. 21, 1921.] 

193. [G. P1:ck, Aufgabe; Deutsche Math.-Ver. Bd. 32, S. 45, 1923. 
Lösung von G. Szegö, ebenda, Bd. 33, S. 31, 1924.] Wenn m der Grad 
von y = f(x), n der Grad von z = g(x) ist, dann gilt für genügend 
große [y [ 

n n-1 b b 
z=bnym+bn- 1 Ym + ··· +bo+-T+---=-f+ ···, 

ym ym 

1 

wo für ym alle m Bestimmungen zulässig sind. 
Laut Voraussetzung sind die Laurentreiben 

( 1) v = 0, 1, 2, ... , m - 1 , 

sowie auch die Laurentreiben 

(2) 
n . 2v+1k 

:f:bke' ---m-·:ry~, v = 0, 1, 2, ... , m -1, 
k= -00 

reellwertig, wenn Y1 und Y2 je eine gewisse ins Unendliche strebende 
Folge von positiven Zahlen durchlaufen. D. h. die Zahlen 

v=0,1,2, ... ,m-1 

sind reell, folglich bk = 0, wenn k durch m nicht teilbar ist. lFür un
gerades m genügt es, bloß die Reihen (1) zu betrachten.] Mithin wird 
g(x) = tp(y) + P(y- 1), wo tp(y) ein Polynom in y, P(y- 1) eine Potenz
reihe ohne absolutes Glied, beide mit reellen Koeffizienten sind. Das 
Polynom g(x)- tp[/(x)] konvergiert danach gegen 0 für X->- oo, d. h. 
g(x) -tp [f(x)l = 0. - Unter den Voraussetzungen 192 muß auch die 
inverse Funktion des Polynoms tp{y) ein Polynom sein; somit ist tp(y) 
vom ersten Grade. Ferner muß sowohl tp(y) wie die inverse Funk
tion ganzwertig sein. 
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194. Aus 

folgt 

( r-)2 n (,f-)2 n- 2 + (,1-)2 + 0 l iX + al r iX + . . . an -1 r iX a" = . 

195. Der Fall s = 0 ist klar; es sei s t 0 angenommen. Genügt 
r + s V -1 einer Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten und 
mit dem höchsten Koeffizienten 1, dann genügt derselben Gleichung 
auch die konjugiert -imaginäre Zahl r- s V- 1; sie ist also auch 
ganz. Daher sind auch 

(r + s v -1) + (r - s y -1), (r + s -v -1) (r- s v= 1) 

ganz; sie sind auch rational. Die Koeffizienten des Polynoms 

(x - r - s V- 1) (x - r + s v=-t) = x2 - 2 r X + r2 + s2 

sind also gewöhnliche ganze Zahlen. Es sind r2 + s2 , 2 r ganz 
und folglich auch 4 (r2 + s2), 2 s. Es sei 2 r = a, 2 s = b gesetzt. 
a2 + b2 = 4 (r2 + s2)- 0 (mod. 4) kann nicht stattfinden in den fol
genden drei Fällen: 

a=1, b=1; a=-:1, b_o; a=o, b_1 (mod.2). 

a b Es muß daher a-b- 0 (mod. 2) sein, also r = :2, s = 2 ganz. 

196. Es folgt wie in 195, daß die Koeffizienten des Polynoms 
(x-r-sV-5)(x-r+sV-5), d. h. 2r und r2 +5s2 , also auch 
5 (2 s) 2 = 4 (r2 + 5 s2) - (2 r) 2 ganz sind. Wäre aber die rationale Zahl 2 s 
nicht ganz, so würde im Nenner von (2s) 2 das Quadrat einer Prim
zahl aufgehen, das sich gegen 5 nicht wegheben könnte. Also ist 2s = b 
ganz; 2 r = a ebenfalls. Man schließt weiter wie in 195 aus 

a2 + b2 = a2 + 5 b2 = 4 (r2 + 5 s2)- 0 (mod. 4). 

197. Es folgt wie in 195, 196, daß 2 r und r 2 + 3 s2 , also auch 
2 r = a, 2 s = b ganz sind. Daß a = b (mod. 2) ist, folgt aus 

(a + b) (a- b) _ a2 + 3 b2 _ 4 (r2 + 3 s2) 0 (mod. 4). 

~ ( -1 +V- 3) ist ganz, Nullstelle von x2 + x + 1. 
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198. Es seien <X11 <X2, ••• , <Xn konjugierte ganze Zahlen, I <X~ I < k 
für v = 1, 2, ... , n, und es gelte identisch 

(x- <X1}(x- <X2) • • • (x- <Xn) = xn + a1 xn-l +···+an. 

Dann ist I av! <(:) kv, v = 1, 2, ... , n. Für die ganzen rationalen 

Zahlen a11 a2, ••• , a" sind also nur endlich viele Wertsysteme zulässig. 

199. Bezeichnungen wie in Lösung 198. Laut Voraussetzung ist 
I an I = I <X1 <X2 • • · <Xn I < 1 , folglich an = 0. Das einzige irreduzible Poly
nom mit verschwindendem Absolutglied und höchstem Koeffizienten 
1 ist x. 

200. [L. Kronecker, Werke, Bd. 1, S. 105. Leipzig: B. G. Teubner 
1895.] Das fragliche Polynom heiße F(x), seine Nullstellen <X1 , <X2, ••. , <X,. 

(mit Multiplizität angeschrieben). Man setze 

(x - <X~)(x- <X~) · · · (x- <X!) = Fh(x), 

h = 1, 2, ... ; F 1(x) = F(x) ; Fh(x) hat ganze rationale Koeffizienten. 
Die unendliche Folge F 1(x), F 2(x), ... , Fh(x), ... enthält nur endlich 
viele verschiedene Polynome [198]. Ist Fh(x) mit Fk(x) identisch, 
1 < h < k t" d" s t h h h d k k k = , so s Immen 1e ys eme <X1, <X2, ••• , lXn un <X1, <X2, ••• , <Xn, 
abgesehen von der Reihenfolge, miteinander überein. Ist lX~ = <X~, so 
haben wir schon das Gewünschte. Es sei bei passender Wahl der 
N umerierung 

Dann ist 

201. Die Gleichung x2 - <X x + 1 hat nach Voraussetzung zwei 
komplexe Wurzeln vom Betrage 1. Es seien <Xv <X2, ••• , <Xn die frag
lichen Konjugierten, <X1 = <X . Das Polynom 

(x2 - <X1 x + 1){x2 - <X2 X + 1) · · · (x2 - <XnX + 1) 

hat ganze rationale Koeffizienten, und seine Nullstellen sind alle vom 
Betrage 1, also Einheitswurzeln [200]. Die Einheitswurzel, die den 

2nip 

ersten Faktor zum Verschwinden bringt, sei e q ; es ist 

4:n:ip 2:n:ip 

e q -<Xe q +1=0. 

202. Die Zahlen des Körpers, der von der Zahl zweiten Grades {} 
erzeugt wird, können auf die Form r + s {} gebracht werden, wo r, s 
rational sind [Hecke, Satz 53, S. 68]. Man vgl. 195-197. Die Gleichung 

f-J=a+bl"-5 
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mit rationalem a, b ist ausgeschlossen, da daraus a = 0, b = if folgen 
würde; letztere Quadratwurzel ist bekanntlich irrational. Derselbe 
Schluß zeigt, daß alle drei Körper voneinander verschieden sind. 

203. [G. P6lya, Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 21, S. 27, 1921.] 
Wenn man die Forderung bezüglich ,, ," vorläufig außer acht läßt, 
so sind bekanntlich [Hurwitz-Courant, S. 134-138] für ID1 nur fol
gende beiden Möglichkeiten vorhanden: • 

a) ID1 besteht aus den Zahlen n A, n = 0, ± 1, ± 2, ... ; 

b) ID1 besteht aus den Zahlen mA + nB, A =f 0, ~ nicht reell, 
m, n=O, ±1, ±2, .... 

Berücksichtigt man nun die Forderung bezüglich ,, ,", so folgt 
im Falle a), daß A2 = nA, d. h. wenn A =f 0 ist, A = n, n ganz 
rational. Im Falle b) ist 

AB = l A + l' B, B2 = m A + m' B, A B2 = n A + n' B, 

l, l', m, m', n, n' ganz rational. Die Elimination von 1, B, B2 aus 
diesen drei linearen Gleichungen ergibt 

mA2 + (lm' -l' m- n) A = ln' -l' n. 

ln' -l' n gehört also ID1 an; ist ln' -l' n = 0, so gehört lm' -l' m- n 
der Menge ID1 an. Ist ferner auch diese Zahl = 0, so ist m = 0, 
m' = B =f 0, und m' gehört ID1 an. Jedenfalls enthält ID1 ganze rationale 
Zahlen außer 0. Wenn R = r A + r' B die absolut kleinste unter diesen 
ist, dann sind r und r' teilerfremd. Es seien s, s' ganz rational, 
r s' - r' s = 1; dann ist S = s A + s' B eine Zahl von ID1 und jede Zahl 
vonWlläßtsichinderForm pR+qS schreiben, p, q=O, ±1, ±2, .... 
S ist sicher nicht reell. Es ist 52 = p R + q S. 

204. Ist 3 = (a + bf- 5)(c + dy- 5), so folgt 

9 = (a2 + 5 b2)(c2 + 5 d2); 

also sind bloß die Fälle 

a2 + 5 b2 = 1, 3, 9 

und, wie die Diskussion zeigt, 

a, b=±1, 0; ±2, ±1; ±3, 0 

möglich. Der mittlere Fall ist zu verwerfen; denn es würde c2 + 5 d2 = 1 

folgen, während 3 t ± 2 ±V-5 . 3 hat nur die Teiler ± 1 und ± 3 . 

Ebensoergibt sich: 1+ 2 y- 5 hatnurdie Teiler± 1 und± (1 + 2f- 5). 
Der gr. g. Teiler könnte somit nur 1 sein. Jedoch ist 

3(d +Dl/-5) + (1 +21/=-s)(c + cv- 5) = 1 
P 61 y a- S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 2+ 
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unmöglich, da aus 

3d+c -10C=1, 

3D+2c+C =0 

3 (- 2 d + D + 7 C) = - 2 folgt: dies ist unverträglich mit der Ganz
zahligkeit von d, D, C. 

205. Die im Körper liegenden Teiler von 9 sind 1, 3, 9, 2 +V- 5, 

2 - V- 5 [204]. Man findet auf Grund von 196, daß - 19 + 4 V- 5 

bloß durch 3, 9 und 2 -V- 5 nicht teilbar ist, hingegen -19 + 4 V- 5 

= (2+ v=-s)(- 2+3 V- 5). Man suche ~=x+uv=-5 und fJ =y+vV- 5 
so zu bestimmen, daß 

9 ~ + (- 19 + 4 v- 5) rJ =<' 2 + 11=-5 . 

Durch sukzessive Umformung findet man 

(2- v- 5); + (- 2 + 3 V:- 5) f} = 1, 

2x+5u-2y-15v=1, -x+2u+3Y- 2v=O, 

x=2u+3Y- 2v, 9u+4y-19v=1. 

Da der gr. g. Teiler von 9, 4, 19 tatsächlich =1, ist die Aufgabe mög
lich; es sei z. B. u = 1, y = -2, v = 0, x = -4: 

9( -4 + v- 5)- ( -19 + 4 v- 5) 2 = 2 + v- 5, 

9=(2+V-5)(2-v-s), -19+4ti-5 = (2+V-5)(-2+3{-5). 

206. Man beachte 194 und die drei letzten Gleichungen in der 
Lösung von 205; es folgt: 

Gr. g. Teiler von 3 und 1 + 2 V- 5 ist also y2 + y_::_ S. 
207. Aus ~t 1 = y1 b, .x2 = y2 b, ... , <Xm = Ym b und aus 

(Definition des gr. g. Teiler) folgt 
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208. Beide Quotienten ;,. und ~~ sind ganz [207] und folglich 

T ·1 d E. h . d {) {}' e1 er er m eit, a {}' · 7i = 1. 

209. Man multipliziere die m + 1 zur Definition des gr. g. Teilers 
dienenden Gleichungen (S. 150) mit y. 

210. oux'+ßrß'=1läßt sichauch so auffassen: ()(.{)(.'+ß(ß'y)=1 
oder so: ()(. ()(.' + y(ß ß') = 1. 

211. Spezialfall von 212. 
212. Der gr. g. Teiler b von ()(. und y geht auch in ßy auf. Aus 

ßß'=1+{)(.()(.', rr'=b+()(.{)(." folgt ßr(ß'r') = b+{)(.(()(.'b+()(."+{)(.()(.'{)(."). 

213. ~ und ~ sind teilerfremd [Definition!, vgl. auch 209], da-

her [211] auch (~r, (~r, also ist <5n gr. g. Teiler von ()(.n, ßn [209]. 

n-
214. V()(. ist ganz, vgl.194. Aus {)(.=()(.'b, ß=ß'b, ()(.()(."+ß/1"=0 

folgt 

215. Für m = 2 selbstverständlich. Vollständige Induktion von m 
auf m + 1. Es sei 

angenommen, und ()(.m+ 1 sei teilerfremd zu ()(.1 , zu ()(. 2 , ••. , zu ()(.m· Dann 
ist ()(.m+ 1 auch zu ()(. 1 ()(. 2 ••• ()(.m teilerfremd [211]. Man setze in 
A()(.m+ 1 +2'()(.1 {)(. 2 ···()(.m~1 den Wert 

em. 
216. Wenn IX ganz und =f 0 ist, genügt es einer Gleichung von 

der Form 

worin av ... , an-v an ganz rational, an =I= 0 ist. Es sei p eine rationale 
Primzahl, die in an nicht aufgeht. Man setze in 

anu + pv = 1 

den Wert von an aus der Gleichung, die IX definiert, ein. 
24* 
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217. [ D. H ilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkörper, Deutsche 
Math.-Ver. Bd. 4, S. 218, 1897.] Aus a! = a• b~, b. ganz rational, folgt 
a. = !5• ß., ßv ganz. Ist IX irgendeine der Zahlen <Xv <X2 , ••• , <Xm so ist 

( <X )n ( .X )n -1 ( IX )n- 2 T + ß1 T + ß2 T + · · · + ßn = o; 

folglich ist ~ ganz [Hecke, S. 79, Satz 62]. -Andererseits gibt es, da 

a1, a2, ... , an ganze rationale Zahlen sind, ganze rationale Zahlen 
Cv c2 , ••• , Cn, so daß 

Es ist, da av a2, ... , an homogene Funktionen von IXv <X2, ... , <Xn sind, 

wo Ck,k, ... kn ganze rationale Zahlen sind, k1 + k2 + · · · + kn = N. Aus 

folgt mittels Division beider Seiten durch !5N - 1, da !5 in 1Xv IX2, •.• , 1Xn 

aufgeht, 

wo Yv y2, ••• , Yn ganze Zahlen sind. Vgl. auch 214. 
218. Aus ß = cxy folgen analoge Gleichungen für die Konjugierten, 

deren Multiplikation N(ß) = N(IX) N(y) ergibt. 
219. [G. Rabinowitsch, J. für Math. Bd:142, S.153-164, 1913.] 

Notwendig: Wenn der gr. g. Teiler 1} von .x und ß existiert, d. h. wenn 

1X=IX'1J, ß=ß'tJ, cxy+ß!5=1J, 

und weder cx' noch ß' eine Einheit ist, so ist I N(1X') I> 1, I N(ß') I> 1, 
folglich, wegen N(cx) = N(cx') N(O), N(ß) = N(ß') N({}), 0 <I N(tJ) I 
=IN(cxy+ß!5)I<IN(cx)l undauch <IN(ß)J. 

Hinreichend: Man lasse ~ und 1J alle solchen ganzen Zahlenpaare 
des Körpers durchlaufen, die der Linearform cx ~ + ß 1J einen von 0 ver
schiedenen Wert erteilen; unter allen so erhaltenen ganzen rationalen 
positiven Zahlen I N(cx~ + ßn) I sei I N(IX~0 + ßn0) I die kleinste. Es sei 
<X ~0 + ß 1'/o = {}, also {). ± 0. Es sind zwei Fälle zu unterscheiden: 1. IX ist 
ein Teiler von 1}; 1} = 1}' <X gesetzt, ist I N(tJ) I = I N(tJ') II N(cx) I> I N(cx) I· 
Aber andererseits ist nach der Wahl von tJ: IN(1~)1<1N(1·1X+O·ß)l 
=I N(cx) I· Somit ist I N(ß) I= I N(cx) I, N(tJ') = ± 1, also 1}' eine Ein-
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heit und auch {} ein Teiler von IX. 2. IX ist kein Teiler von {}; wäre 
auch {} kein Teiler von IX, so könnte man, kraft der Forderung, ~. 'fJ 
so bestimmen, daß 0 <I N(~X~ + fJn) I< IN(fJ) I: Widerspruch zur Wahl 
von {}! Denn IX~+ {}'I'}= IX(~+ 'I'} ~0) + ßrJ'fJo ist auch eine Zahl der 
Schar, aus der {} = ~~0 + ß'I'Jo ausgewählt wurde. Auf alle Fälle ist 
also {} Teiler von IX, aus demselben Grund auch Teiler von ß, also 
gr. g. Teiler. 

220. Es seien IX, ß ganze Zahlen des Körpers, keine ein Teiler der 
/X. 

andern, N(ß) :::; N(IX); 7f ist Zahl des Körpers, aber keine ganze Zahl, 

daher ~ = r + sf-1, wo r, s rationale Zahlen, aber nicht beide 

ganz sind [202]. Man bestimme zwei ganze rationale Zahlen, R und S so, 
daß I r - R I ~~!, I s - S I ~ !·; r - R, s - S sind nicht beide = 0; 
daher ist, wenn man y = r - R + (s - S) V -1 setzt, 

0 < N(y) = (r - R)2 + (s - 5)2 s t + l· 
Man setze /X. - ß(R + S y -1) = !5; gemäß dieser Definition ist <5 ganz. 

Andererseits ist <5 = ß(r + s F1- (R +SV -1)) = ßy, folglich 

N(t5) = N(y) N(ß) < }N(ß) < iN(1X). 

~ = 1, 'I'}= -R- SV -1 gesetzt, ist die Forderung 219 erfüllt. 
221. Wie in der Theorie der ganzen rationalen Zahlen. 
222. Wie in der Theorie der ganzen rationalen Zahlen. 
223. Aus IX IX1 + ,u ,u1 = 1, IX 0 (mod. ,u) folgt 1_ IX IX1 0 (mod. ,u), 

d. h. ,u ist ein Teiler von 1. 
224. Durch wiederholte Anwendung der für irgend zwei ganze 

Zahlen ß, y offenbar gültigen Kongruenz 

(ß + y)P = ßP+ pßP-1")' + p(p- 1) p-2")'2 + ... + yP ßP + yP (mod. p). 
2 

225. [G. P6lya, J. für Math. Bd. 151, S. 7, 1921.] Es sei die 
Determinante I wf lk, 1=1, 2, ... ,m =LI gesetzt. Es sei p eine rationale Prim
zahl, die sowohl zu IX1 als auch zu LI teilerfremd ist [216]. 

Dann können die m Kongruenzen 

nicht alle zugleich bestehen. Denn hieraus würde [222, 224] 

IX1 1 wfP I= IX1 LIP- 0 (mod. p) 

folgen, während andererseits IX1 LIP zu p teilerfremd ist l211]: Wider
spruch [223]. 
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226. [Vgl. a. a. 0. 227.] Lösungs. S. 153. 
227. [F. Mertens, Wien. Ber. Bd. 117, S. 689-690, 1908. Vgl. 

K. Grandjot, Math. Zeitschr. Bd. 19, S. 128-129, 1924.] Bezeichnungen 
wie auf S. 153. Es sei P das Produkt aller Primzahlen ~ 2h, t der 
größte, zu m teilerfremde Teiler von P, r eine beliebige zu m teiler
fremde Zahl. Außerdem bezeichne y eine Lösung der Kongruenzen 

y _ r (mod. m), y _1 (mod. t). 

y ist teilerfremd zu m und t, also zu P, enthält somit nur Prim
zahlen, die > 2h sind. 

Die Schlußweise S. 153 ergibt, unter p einen Primfaktor von y 
verstanden, f(cxP) = 0. Wenn y > p, so ist dieselbe Überlegung zu 

wiederholen, mit einem beliebigen Primfaktor q von ~; man erhält 

f( cxP q) = 0 . Schließlich ergibt sich 

f(cxY) = f(cx') = 0, 

d. h. f(x) hat sämtliche Zahlen cx'•, cx'•, ... , cx'h zu Nullstellen, f(x) K",(x). 
228. Die fragliche rationale Funktion ist der Quotient von zwei 

rational-ganzzahligen Polynomen [149], und sowohl der erste wie der 
letzte nicht verschwindende Koeffizient des Nenners ist = ±1 [156]. 

229. [P. Fatou, C. R. Bd. 138, S. 342-344, 1904.] Wegen der 
Konvergenz im Einheitskreise sind die Beträge sämtlicher Pole ? 1. 
Wegen 156 ist das Produkt dieser Beträge < 1, also sind sie alle = 1 
und der höchste Koeffizient des Nenners ist = ±1. Nun folgt die Be
hauptung aus 200. 157 ist ein Spezialfall. 

230. Gemäß 235, oder auch auf Grund direkter Überlegungen, 
analog zu 149, ist die fragliche Funktion der Quotient zweier Poly
nome, deren Koeffizienten algebraische ganze Zahlen sind; dem end
lichen Körper K, dem sie entnommen sind, gehören auch cx 0 , cx1 , cx2, ... 
an. Ersetzt man sämtliche Koeffizienten durch die entsprechenden 
Zahlen der zu K konjugierten Körper und multipliziert die so ent
standenen Potenzreihen auf die Cauchysche Art, so ergibt sich rechter 
Hand eine ganzzahlige Potenzreihe von z- 1 und linker Hand eine ratio
nale Funktion, deren Zähler und Nenner ganzzahlige Polynome sind, 
der Nenner mit dem höchsten Koeffizienten 1 [156]. Die Nullstellen 
dieses Nenners sind somit algebraische ganze Zahlen. 

231. Deutung von 225. 
232. [G. P6lya, a. a. 0. 225, S. 3-9.] Indem man die rationale 

Funktion f'(z) ohne Einführung von Irrationalitäten vorsichtig zur Inte
gration vorbereitet, führt man die Behauptung auf 231 zurück. 

233. Man kann annehmen, daß die algebraische Funktion f(z) 
ganz ist; denn P0(z) f(z) genügt einer Gleichung von besagter Natur 
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mit dem höchsten Koeffizienten 1. Man kann ferner annehmen, daß 
z = cx eine reguläre Stelle der algebraischen ganzen Funktion l(z) ist: 

1 

wenn dieselbe nach wachsenden Potenzen von (z- IX)m entwickelt ist 
(m eine natürliche ganze Zahl), so setze man z =IX+ cm; hierbei geht 
die Verzweigungsstelle z =IX in die reguläre Stelle C = 0 über, die 
neue Entwicklung, nach Potenzen von C, hat dieselben Koeffizienten 

1 

wie die ursprüngliche, nach Potenzen von (z - IX) m; die vorgelegte 
Gleichung verwandelt sich, nachdem z durch IX + cm ersetzt wurde, in 
eine andere von der vorausgesetzten Beschaffenheit. Ist 

so ist 

I (z) = a0 + a1 (z- IX)+···+ am (z- IX)m + · · •, 

(z- 1X)-m [f(z)- a0 - a1 (z- IX)-···- am- 1 (z- IX)m- 1] 

= am + am+1 (z- IX)+···= <p(z) 

an der Stelle z = IX regulär, und genügt einer Gleichung, worin nur 
algebraische Zahlen als Koeffizienten der interessierten Polynome auf
treten, sofern a0 , av .. . , am_ 1 schon als algebraische Zahlen nach
gewiesen worden sind: es muß 

als algebraisch nachgewiesen werden. Somit ist der ganze Satz auf 
den hervorgehobenen Spezialfall zurückgeführt; derselbe ist klar, denn 
es kann von vornherein angenommen werden, daß P0(z), P1(z), ... , P1(z) 
nicht alle durch z- IX teilbar sind [Hecke, S. 66, Satz 51]. 

234. [H. Weyl.] F(z,y) = 0 soll eine rationale Lösung l(z) be
sitzen. Es kann I (z) ohne Beschränkung als ganze Funktion an
genommen werden [Lösung 233]. Die Koeffizienten von l(z) sind alge
braische Zahlen [233], die alle einem endlichen Körper angehören 
[Hecke, S. 67, Satz 52], dessen Grad mit n bezeichnet sei. Indem man 
die Koeffizienten von l(z) durch die konjugierten Zahlen ersetzt, erhält 
man die weiteren Polynome l1(z), l2(z), ... , 1,.- 1(z). Die Gleichung 

(y- /(z)) (y -/1(z)) ..• (y -fn -1(z)) = 0 

hat rationale Koeffizienten und hat eine Wurzel mit der irreduziblen 
Gleichung F(z, y) = 0 gemeinsam; daher sind die Wurzeln der letzteren 
unter l(z), l1(z), ... , fn- 1(z) enthalten, folglich sind sie rationale Funk
tionen von z. 

235. Wenn die Reihenentwicklung y = 1Xo + IX1 z + IX2 z2 + ... 
eine algebraische Funktion darstellt und cx0, IXv IX2, . . . algebraische 
Zahlen sind, so genügt die Reihe einer Gleichung F(z, y) = O, wo 
F(z. y) eine rationale ganze Funktion, F(z, y) $ 0, mit algebraischen 
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Koeffizienten ist [151; beide Beweise übertragbar]. Die Koeffizienten 
cx0 , iXv cx 2 • • • bestimmen sich von einem gewissen an rekursiv aus 
einer Gleichung von der Form 

(*) y = P1 (z) + zP2(z) Y2+ zP3(z) ya+ ... + zPn(z) y 
Q(z) Q(z) Q(z) Q(z) n' 

wo Y = cx". + cx".+lz + · · · mit passendem m, P1 (z), P2 (z), ... , Pn(z), 
Q (z) Polynome mit algebraischen Koeffizienten sind und Q(O) + 0 [152]. 
Also hängen sämtliche Koeffizienten rational von endlich vielen algebrai
schen Zahlen ab [Hecke, S. 67, Satz 52]. 

236. Weiterverfolgung der Gleichung (*) in Lösung 235 ähnlich 
wie in 153. 

237. [Th. Skolem, Videnskapsselskapets Skrifter 1921, Nr. 17, 
Satz 41.] 

238. [E. Lucas, s." M. F. Bull. Bd. 6, S. 9, 1878.] Angenommen, 
x, y, ~' fJ sind ganze Zahlen, deren gr. g. Teiler = 1 ist und die 

x2 + y2 = ~2 + 11 2 = (x _ ~)2 + (y _ 17)2 

erfüllen, so folgt 

2 (x~ + YrJ) =x2 + y2 = ;2 + fJ2, 

x2 + y2 + ~2 + fJ2 = 4 (x ~ + y fJ) - 0 (mod. 4); 

weil x y- ~ = fJ _ 0 (mod. 2) ausgeschlossen ist, bleibt nur 
x _ y .; = fJ 1 (mod. 2) übrig. Jetzt ergibt die Gleichung 

x2 + y2 = (x _ ~)2 + (y _ rJ)2, 

mod. 4 betrachtet, einen Widerspruch! 

239. [G. P6lya, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, S.135, 1918; 
vorliegende Beweisanordnung von A. Speiser.] Der Gitterpunkt p, q 
heiße primitiv, wenn er vom Nullpunkt aus sichtbar ist, d. h. wenn 
p und q teilerfremd sind. Wenn die Beziehung pv- qu = 1 besteht, 
so sind die beiden Gitterpunkte p, q und u, v primitiv und miteinander 
durch ein Parallelogramm von der Fläche 1 verbunden (die beiden 
anderen Ecken sind 0, 0 und p + u, q + v); u, v soll linker Nachbar 
von p, q und p, q rechter Nachbar von u, v heißen. Als Diagonale des 
Verbindungsparallelogramms bezeichnen wir die von 0, 0 ausgehende 
Diagonale. Hat die Diagonale des Verbindungsparallelogramms von 
p, q und u, v die Länge d, so liegen p, q und u, v im gleichen Abstand 

~ von ihr. Jeder primitive Gitterpunkt besitzt unendlich viele linke 

Nachbarn, die alle an einer Geraden, und zwar äquidistant liegen. 



VIII. Abschn., Lösungen 236-242. 377 

1. 1, 0 und s - 1, 1 sindNach barn. Die Diagonale des Verbindungs

parallelogramms hat die Länge ys2 + 12; soll diese Diagonale ins Un
endliche verlängert von einem e-Kreis aufgehalten werden, so kommen 
nur die mit den Mittelpunkten 1, 0 und s- 1, 1 in Betracht. Daher 
. 1 
1st e> -;=== -vs2 + 12 

2. Von einem beliebigen, im Kreise x2 + y2 < s2 liegenden primi
tiven Gitterpunkt p, q suche man den äußersten in demselben Kreis 
liegenden linken Nachbarn p', q' auf, d. h. p' + p, q' + q soll schon 
außerhalb des Kreises x2 + y2 < s2 liegen. Auf dieselbe Art sei p", q" 
der äußerste linke Nachbar von p', q', p"', q"' der von p", q" usw. 
Nach einer gewissen Anzahl n von Schritten kommt man zu pCn), q(n), 
derart, daß die Verbindungsparallelogramme von p, q und p', q', von 
p', q' und p", q'', ... , von pCn- 1), q(n- 1) und· pCn), q(n) den Kreis 
x2 + y2 < 1 vollständig bedecken. Die Diagonale des Verbindungs
parallelogramms von p, q und p', q' ist > s, der Abstand der Punkte 

p, q und p', q' von ihr ist < ~. Beschreibt man also Kreise vom 
s 

Radius_!_ um jeden der Punkte p,q; p',q'; ... ; pCn),q(n), so wird 
s 

jeder von 0, 0 ausgehende Halbstrahl aufgehalten, die Diagonalen 

. K . Al . 1 sogar von zwm re1sen. so 1st e < -. 
s 

240. [A. ]. Kempner, Annals of Math. Serie 2, Bd.19, S.127-136, 

1917.] Es sei x rational = p_, wo p, q einen primitiven Gitterpunkt q . 
[Lösung 239] bezeichnet. Wenn der fragliche Weg den Punkt 0, 0 am 
rechten Rande hat, so ist er rechts durch die Verbindungsgerade von 
0, 0 und p, q, links durch die Gerade begrenzt, die die linken Nach
barn von p, q enthält [Lösung 239]. Die Breite des Weges ist die 
Höhe eines Parallelogramms von Fläche 1 und Grundlinie yp2 + q2 , 

also = ,/ 1- = cp (P._). Somit ist f (P._) = cp (P._)l /1 + p2 = .!_. 
rP2 + q2 q q q V q2 q 

Es ist f(x) = cp(x) = 0, wenn x irrational [II 166]. (II 99, II 169.) 
241. Faßt man alle (mod. n) kongruenten Gitterpunkte zu einer 

"Restklasse" zusammen, so gibt es n2 verschiedene Restklassen. Es ist 
nicht 'möglich, k n2 + 1 Objekte so auf n2 Schachteln zu verteilen, daß 
in keine Schachtel mehr als k Objekte kommen. 

242. [H.F.Blichfeldt, AmericanM.S. Trans.Bd.15, S. 227-235,1914. 
W. Scherrer, Math. Ann. Bd. 86, S. 99, 1922.] Man betrachte das Gitter 

von der Maschenbreite ~ , d. h. die Gesamtheit der Punkte -:Kr, ~ , 
wo x, y, N ganz sind. Wenn von den Punkten dieses Gitters zN in den 
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Bereich von der Fläche F fallen, so ist lim ;; = F. Es sei F > [F]; 
n~= 

unter den zN Punkten gibt es [F] + 1, die mod, N kongruent sind, 
wenn N genügend groß ist [241]; Auswahl für N---+ oo. Den Fall F = [ F] 
führt man durch Stetigkeitsbetrachtung auf den anderen zurück oder 
man ändert die Schlußweise passend ab. 

243. [Weitergehendes bei R. Fueter und G. P6lya, Zürich. Naturf. 
Ges. Bd. 68, S. 380, 1923.] Es seiN eine ganze Zahl, N > 1. In dem
jenigen Teil der Ebene, wo die drei Ungleichungen 

(*) f (x, y) ~ N, x 2 0, y > 0 

simultan stattfinden, liegen, nach Bedingungen 1. 2. genau N Gitter
punkte, d. h. Punkte, für welche x, y ganze Zahlen sind. Die erste 
der Ungleichungen ( *) kann so geschrieben werden: 

( 1 1) 1 ( 1 1) 
(/Jm xN m, yN m +N m VJm-t xN m, yN m 

(**) 

2 ( 1 1 ) + N m (/Jm- 2 X N m' Y N m + • • • =:; 1 . 

Man bezeichne mit F den Flächeninhalt des durch die Ungleichungen 

VJm(x,y):=:.1, x::=:::o, y>O 

begrenzten Bereiches (Fist nach Voraussetzung endlich), und betrachte 
'l 1 

die Punkte xN m, yN m, wo X, y ganze Zahlen sind (sie bilden ein 
engmaschiges Gitter). Von den Punkten dieses engmaschigen Gitters 

2 

liegen im Gebiet (**) angenähert F Nm Punkte; man schließt, daß die 
Anzahl der Punkte des Gitters von der Maschenbreite 1 in dem Gebiet(*) 

2 

für unendlich wachsendes N asymptotisch = F Nm ist. Nun ist aber 
die genaue Anzahl, wie gesagt, = N. Aus 

folgt 
·m=2, F= 1. 

244. [Vgl. W. Ahrens, Mathematische Unterhaltungen uncl·Spiele 
Bel. 2, S. 364. Leipzig: B. G. Teubner 1918.] Die vier Zahlsysteme 

Xt, x2, Xn, 

Yt· Y2• Yn, 

xt- Yv X2- Y2• x"- y", 

X1 + Yt· X2 + Y2• x" + Yn 
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sollen vollständige Restsysteme mod. n sein. Setzt man x," - y1, = r1" 

y fk = sfk, so handelt es sich um die einfachsten Spezialfälle p = 2, 
p = 3 bzw. p> 5 von 247. 

245. [A. Hurwitz, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 1, S. 384, 
1882.] r1 sv r2 s2 , ••• , rqsq bilden sicherlich kein vollständiges Rest
system mod. q, wenn r rx- Sß = 0 (mod. q) und <X =F ß. Nehmen wir 
also an, es sei rq-Sq-0 (mod. q); dann ist 

r1 r2 ••• rq_ 1 =s1 s2 •.. Sq_ 1 1. 2 ... (q- 1) = -1 (mod. q), 

also r1 s1 . r2 s2 ..• rq_ 1 Sq_ 1 = 1 $1.2 ... (q- 1) (mod. q). Nimmt man 
das reduzierte Restsystem 1, 2, ... , q- 1 in der Form g, g2, ••• , gq-1 
an (g Primitivwurzel mod. q), so ist der Satz Spezialfall von 247 
für n=q-1, P=2. 

246. [A. Hurwitz.] Es genügt, die Summe 

s = 1,~ + 2,~ + ... + r,~ 
zu betrachten. Ist A kein Vielfaches von p- 1 und g eine Primitiv
wurzel mod. p, so ist g-l- 1 durch p nicht teilbar; es folgt aus 

gJ.S- gi. + (g · 2)1· + (g · 3)!- + · · · + (gp"')!.- S, S(g!.- 1) =o (mod. P"'), 

daß S = 0 (mod. P"'). Ist A ein Vielfaches von p - 1, so ist 

für <X = 1 richtig; nehmen wir diese Kongruenz als richtig für einen 
bestimmten Wert <X an. Es folgt dann 

p-l 

11· + 21. + ... + (p"'+~)i· = L'C(1 + kprx)i. + (2 + kP"')). + ... + (P" + kpoy] 
k=O 

p-l p-1 

=L'(1). + 2). + 0 0 0 + P'd) + AP"' L'k(ll--1 + 2A-1 + 0 0 0 + po:(Ä-l)) 

k=O k=O 

= p(1 ~.+ 2J.+ ... +Prx).)+J.prx. P(P~_1 ) w-1 + 2).-1 + ... +P"(I,-1))-- _ prx 

(mod. pcx+1). 
247. [A. Hurwitz; vgL a. a. 0. 244.] 1. Setzt man r1, = s1,, dann 

sind (r + s) = (2 r), (r + 2 s) = (3 r), ... , (r + (p- 2)s) = ((p- 1)r) 
vollständige Restsysteme mod. n, weil 2, 3, ... , p- 1 zu n teiler
fremd sind. 

2. Wenn p = 2, also n gerade ist, und (r), (s), (r + s) zugleieil 
vollständige Restsysteme wären, so würde 
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also 
n 

(r1 + s1) + (r2 + s2) + ·· · + (rn + sn) =0=2 (mod. n) 

folgen: Widerspruch! 
3. Es sei p ungerade und P" die höchste Potenz von p, die in n 

aufgeht. Man setze 

1P-1 + 2P-1 + ... + nP-1 = 5. 

Wären (r), (s), (r + s), ... , (r + <P- 1)s) zugleich vollständige Rest
systeme, so würde 

n 
.:f(r,, + ks")P- 1 - 5 (mod. n) 

1' ~~ l 

folgen, also, zur Abkürzung 

(P-1) ~, p-1-" ·"= 5 ~r,. s" " 
(X v=l 

gesetzt, 

Die Determinante dieses Systems von p - 1 linearen Kongruenzen 
setzt sich aus Faktoren zusammen, die alle > 0 und < p sind, ist 
also zu n teilerfremd. Somit würde endlich 

5 1 _52 - •• • =5p_ 2 =5=o (mod. n) 

folgen: Widerspruch, da 5 durch P" nicht teilbar ist [246]. 
248. 

n gerade: na=n·na-1= (na- 1 + 1) + (na- 1 + 3) + ... + (na-1 + n -1) 

+ (na-1-1) + (na-1_ 3) + · · · + (na- 1- n + 1); 

n ungerade: na=na-1+(na-1+2)+(na-1+4)+···+(na-1+n-1) 

+ (na-1- 2) + (na-1 + 4) + ... + (na-1_ n +1). 

249. Ein eigentlicher Teiler einer der Zahlen 2, 3, 4, ... , n ist 
in derselben Zahlenreihe enthalten: die fragliche Zahl muß Primzahl 

sein. Das Doppelte einer Zahl :==;i ist in derselben Zahlenreihe ent-

halten: die fragliche Zahl muß > ~ sein. 
2 

250. Mit Tschebyschetf: Ist n > 2, p Primzahl, n > p > ~, so ist 
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mit (M, N) = 1, (p, N) = 1, woraus (pN, N + pM) = 1 folgt: kein 
Wegheben im Nenner! Ohne Tschebyschetf: vgl. 251 . 

251. []. Kürschdk, Math. es phys.lapok, Bd. 27, S. 299-300, 1918.] 
Man bezeichne <X als "Paritätsgrad von n", wenn n durch 2"' 
teilbar und durch 2"'+ 1 nicht teilbar ist. Es sind 2'', 3 · 2", 5 · 2"', 
7 · 2", ... die Zahlen vom Paritätsgrad <X; zwischen zwei konsekutiven 
liegen die Zahlen 2 · 2"', 4 · 2"', 6 · 2", ... : zwischen irgend zwei Zahlen 
von gleichem Paritätsgrad liegt eine von größerem Paritätsgrad. Da
her gibt es unter den Zahlen n, n + 1, ... , m -1, m nur eine einzige 
von maximalem Paritätsgrad fk: der Faktor 2-u des Nenners hebt sich 
nicht weg. 

252. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 23, 
S. 289, 1915. Lösung von 5. Sidon, ebenda, Serie 3, Bd. 24, S. 284, 

1916; vorliegende Lösung von A. Fleck.] Es genügt, den Fall <X=~ zu 

betrachten, wo k ganz ist. Es sei n teilbar durch 1, 2, 3, ... , [ Vn] , 
also auch durch das kleinste gemeinsame Vielfache V dieser Zahlen. 
Die vte Primzahl mit Pv bezeichnet, sei 

k_ 
Der Exponent m;. ist durch die Ungleichung p)!A < yn < p)!A +1 be-

stimmt; insbesondere ist };n<Pim!., 1=1, 2, ... , l, woraus durch 
l 

Multiplikation nk < V2 folgt. Aus der Voraussetzung folgtferner V<n, 
also schließlich 

l k_ 

k<2, fn<P2k, 

Z. B. wenn k = 2, ist n < 49. Man kommt jetzt zum Resultat be
treffend 24 durch Probieren. Für k = 3 ist 420 der zulässige Höchst
wert von n. 

253. [L. Kollros.J Die kleinsten positiven Reste der Zahlen 
P, 10P, 102 P, ... (mod. Q) bezeichne man mit p0, Pv p2, ... Ist 

av a2, a3 , • • • die Dezimalstellen, so ist 

Daraus geht hervor: die Länge der kürzesten Periode l ist der Ex-
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ponent von 10 (mod. Q), d. h. 101-1 (mod. Q) und .keine niedrigere Potenz 
von 10 ist =1 (mod. Q). Ist l gerade, = 2A., also (10" -1)(10" + 1) _o 
(mod. Q), so ist 10J.. _ -1 (mod. Q), also 

also flt + aA.+l = 9, a2 + a;.+2 = 9, ... , aJ. + a1 = 9. Ist hingegen t 
ungerade, so ist offenbar 

254. [E. Lucas; vgl. A. Hurwitz, Intermed. des math. Bd. 3, S. 214, 
1896.] 1. Ist 32h-t _ -1 (mod. n), also 32h =1 (mod. n), so gehört 
3 mod. n zum Exponenten 2h = n -1 . Der Exponent ist ein Teiler 
von cp (n), also q; (n) > n - 1. Es folgt, daß cp(n) = n -1 und n Prim
zahl ist. 

2. Ist n = 2h + 1 Primzahl, h > 2, so ist n = 1 (mod. 4) ; denn es muß 
h gerade, = 2 v sein. (Sonst 22"+1 + 1 = 4" · 2 + 1 = 0, mod. 3.) Nach 
dem Reziprozitätssatz ist 

(~) = (j) = (4": 1) = (j) = -1. 3 n;l- (~) (mod. n). 

255. [Euler, OperaPostuma,Bd.1, S. 220. Petropoli 1862; G. P6lya, 
Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, S. 84, 1916. Lösung 
von G. Szegö, ebenda, Serie 3, Bd. 25, S. 340, 1917.] Wäre x. y, z, t 
eine Lösung, so wäre 

ganz, d. h. 

4zt2 + 1 
-----=4zx-1 
4yz -1 

(2zt) 2 =- z (mod. 4yz -1). 

Es sei z = 2"' i, ~ > 0 ganz, i ungerade. Dann ist 

Der erste Faktor ist = - 1. Der dritte Faktor ist 

4yz-1 ~ -1 -) 
z'-1 z' -1 

= (-~ (- 1) 2 = ( 7-}- 1) 2 = 1. 
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Der zweite Faktor ist, wenn <X = 2 k + 1 , k ':2: 0 ganz, z = 2 z", 

und, wenn <X = 2 k , k > 0 ganz , 

Es ist somit 

(-=--z-) = - 1 : Widerspruch! 
4yz-1 

256. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Sene 3, Bd. 24, 
S. 84, 1916. Vgl. Gauß, Disquisitiones Arithmeticae S.125; Werke, Bd.1, 
S. 94-95. Göttingen: Königliche Gesellschaft der Wissenschaften 1863. 
Lösung von P. Bernays.] 1. q=1 (mod. 4). Ist p ein Primfaktor von 

q - 4, so ist (~) = (~) = 1 ; q > 5 benutzt. 

Es muß ferner eine ungerade Primzahl p < q geben, für welche 

(~) = (~) = -1 ist; denn sonst wären alle ungeraden Zahlen u unter

halb q, also auch die geraden Zahlen q - u und schließlich alle Zahlen 
1, 2, 3, ... , q- 1 quadratische Reste von q. 

2. q _- 1 (mod. 4). Mindestens ein Primfaktor p von q- 4 ist 

ebenfalls=- 1 (mod 4); für diesen gilt (~) = - (~) = 1. 

- . q + 1 q + 9 q + 25 2. a) q= 7 (mod. 8). Von den v1er Zahlen - 8-, - 8-, - 8-, 

q + 49 · · d · d F d' lb b . t - 8- 1st eme un nur eme von er orm 4n + 3: 1ese e esltz 

einen Primfaktor p von derselben Form. und zwar ist p < q, wenn 

q > 7; es ist (~) = ( ~ 1) = _ 1, ( ~) = 1. 
q+1 2. b) q=3 (mod. 8). Von den beiden ungeraden Zahlen 4 --

und q! 9 hat eine und nur eine die Form 4n + 3: Dieselbe be

sitzt einen Primfaktor p von derselben Form, p < q, falls q > 3; 

(~) = (~1) = -1 =- (~). 
257. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 21, 

S. 288, 1913. Lösung von 0. Szasz, G. Szegö, L. Neder, ebenda, Serie 3, 
Bd. 22, S. 366, 1914. V gl. W. H. Young und Grace Chisholm Y oung, 
The theory of sets of points, S. 3. Cambridge: University Press 1906.] 
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Erste Lösung. Es sei n positiv ganz. Es gibt Primzahlen, 
die, im Dezimalsystem geschrieben, mindestens n aufeinanderfolgende 
Nullen enthalten. [Die arithmetische Reihe 10n+1 x + 1 enthält un
endlich viele Primzahlen, 110.] Daher kann der gegebene Dezimal
bruch nicht periodisch sein. 

Zweite Lösung. Nach Tschebyscheff [a. a. 0. 249] gibt es 
mindestens eine Primzahl, die im Dezimalsystem geschrieben eine 
vorgeschriebene Anzahl von Ziffern hat. \Väre der gegebene Dezi
malbruch periodisch mit der Periode al> a 2, •.. , ak, k > 2, so wähle 
man r so groß, daß die Primzahlen mit kr Ziffern hinter der Ziffer a1 

der ersten Periode stehen. Es sei x die kleinste unter den Primzahlen 
mit k r Ziffern. Dann sind zwei Fälle möglich: 

l>O. 

Im ersten Fall wäre die angebliche Primzahl x durch die Zahl 
a 1 a 2 •.• ak, im zweiten durch a1+1 a 1+2 ... ak a 1 •.. a1 teilbar: Wider
spruch. 

258. Aus der T aylorschen Formel folgt für n = 0, 1, 2, ... 

r 
Wäre e = - (r, s positiv ganz, teilerfremd, s :=::: 2), dann setze man 

s 
n = s. Es wäre 

s! (e- 1 - 1\ - 2\ - ... - s1!) = s{ 1 
ganz. Andererseits ist 

efJs e 
0 < -- < - < 1 : Widerspruch! s+ 1 3 

259. Wäre ae+be- 1 +c=O (a, b, c ganz, [a[+[b[>O), so 
würde aus der T aylorschen Formel, angewendet auf die Funktion 
ae"' + b e-"', 

folgen, n = 0, 1, 2, . . . . Es sei n ::2: 3 I a I + I b I - 1 , außerdem sei 
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n so gewählt, daß das Vorzeichen von ( -1 )n b mit dem von - a über
einstimmt. Dann ist [vgl. 258] 

ganz. Andererseits ist 

_lle~"--(=- ~tbe_~o: 
n+1 

0 <Iai efi,. + jb je- 11n = Ia eii_:-J:-1)~'be-u"l < ~~±j!JJ < 1: 
n+1 . n+1 n+1 -

Widerspruch! 
260. [A. Hurwitz.] Es ist 

r(n)=T'(12+.!+~+~+ ... +-1-. 
T(n) I'(1) 1 2 3 n- 1 

für ganzzahliges n, also 

r(n + 1) = n! (_!_ + _!_ + __!_ + ... + _!_- c). 
1 2 3 n 

261. n + (4- n) = 3,9999 .... 
262. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 

S. 161, 1918.] Der fragliche Ausdruck ist [182, 82] 
1 

{ n-fn]-[.!!J-[.!!]- ... IJ f_2n ]-[2n]-[2n]- ... }n IJ.!. IJ.!. 
= 2 2 4 plP-1 p p' = 2a,. n n. 

1 2 ' 
p>2 

IJ ist über alle ungeraden Primzahlen < 2 n + 1 erstreckt; hieraus 
p>2 

enthält rrl diejenigen Faktoren, für welche 3 < p < V2n' rr2 die
jenigen, für welche y2n < p < 2n + 1 ist. Es ist für n ~ oo 

Für p > yzn ist [~~] = [~:] = --- = o. Als alternierende Reihe mit 

abnehmenden Gliedern ist 

Hieraus ergibt sich 
2n 

1 < IJ2 < (2n + 1)Y2~-=l, 
1 

folglich rr; ~ 1. 

P 61 y a- S z e g ö, Aufgaben und Lehrsätze II. 25 
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Es sei m = a0 + a1 p + a2 P2 + · · · + a1 p1 eine natürliche ganze 
Zahl im p-adischen System geschrieben, also 

0 ;S a;. < p - 1, 2 = 0, 1, ... , l, a1 > 0. 

Dann ist 

und wenn alle unendlich vielen Gleichungen addiert werden, 

_!!!___ _ [ m] _ [ m] _ ... = a0 + a1 +_-_· · + az < l + 1 < logm + 1 p - 1 p p2 p - 1 - -- log p · 

letzteres wegen llog p ~ log m . Folglich ist für 3 < p < y 2 n 

[ 2n] [2n] [2n] log2n 2log2n p p-1- p- P' -··· <p iogp +1 < p-iogp- = (2n)2, 
1 

1 < IJ1 < (2n)2112n, IJ~---+ 1. 

263. [G. P6lya, Gött. Nachr. 1918, S. 26.] Nach Voraussetzung gibt 
es nur endlich viele Primzahlpotenzen p'a', für welche I f(p'a) I> 1. Das 
Produkt aller solcher Funktionswerte II f(p'a) sei = C. Es sei 0 < e < 1 ; 
es gibt ebenfalls nur endlich viele Primzahlpotenzen p"a" mit 

Abgesehen von endlich vielen, hat also jede natürliche Zahl n in ihrer 
Primfaktorenzerlegung mindestens eine Primzahlpotenz PA, für welche 

ist. Dann ist 

1/(nJI = lf(paq" ... pA ... )1 =c 1/Wlll/(q")I ... I/(PA)I ... 
<ICI·tiCil=f·. 

264. Anwendung von 263 [25, 44]. Vgl. 45. 
265. a x2 + b x + c ist dann und nur dann reduzibel, wenn 

b2 - 4ac das Quadrat einer ganzen Zahl, = u2 ist. Wir wollen rn ab
schätzen. Wir sehen ab von den Koordinatenebenen (a=O, b=O, c=O), 
die zu rn höchstens 3 (2n + 1)2 Einheiten beisteuern können. Für b 
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sind so 2n Werte zulässig, -n, ... , -1, 1, ... , n. Für festes b muß 

b2 - u2 = 4 a c ::=:::: -4 n2, u2 < 4 n2 + b2 :S 5 n2 

sein; für u sind somit höchstens 2 f5 n \Verte zulässig, u2 = b2 ist un
zulässig. Für festes b und u, b2 - u2 = 4ac, sind für a im ganzen 

2T(~~~21) Werte zulässig; dann ist c bestimmt. Bezeichnet man 

also mit T(n) die größte der Zahlen T(1), T(2), ... , T(n), so ist 

rn < 3 (2n + 1)2 + 2n · 2 [5 n · 2 T(n2). 

Es ist T(n) · n-" -+ 0 für jedes feste E > 0 [264]. 
266. Es sei k > 0 , l > 0 , k + l = h , 

1X(x) = IXo + IX1 X + · · · + !Xkxk, 

ß(x) =ßo+ßtx+ ··· +ßzx1 

zwei ganzzahlige Polynome, in deren Produkt 1X(x) ß(x) = A(x) sämt
liche Koeffizienten dem Betrage nach < n sind. Außerdem seien 
IXo, !Xk, ßo, ßz von 0 verschieden. Weil die Anzahl der in der Auf
gabe erwähnten Polynome mit a0 = 0 oder ah = 0 von der Größen
ordnung nh ist, genügt es, zu zeigen, daß die Anzahl der zulässigen 
Systeme (1X0, IX1, ... , !Xk, ß0 , ßv ... , ßz) gleich O(nhlog2n) ist. 

Es seien x1 < x2 < · · · < xh die h kleinsten natürlichen Zahlen, 
für welche A (x) nicht verschwindet. Dann ist offenbar xh < 2 h. 
Ferner sind IIX(xp) I, I ß(xp) I positiv ganz und beide gehen in I A (xp) I 
auf; also 

V= 1, 2, ... , h. 

Dieselbe Ungleichung gilt für ß(xp). Hieraus folgt nach der 
Lagrangeschen Interpolationsformel (S. 87), daß sämtliche Koeffizien
ten von !X(x) und ß(x) dem Betrage nach kleiner als C n sind, wo C 
nur von h abhängt. Es ist ferner 1 :S I~Xoßo I :Sn, 1 < I!Xkßz/ < n. 
Die Anzahl der zulässigen Wertsysteme (1X0, ßo) bzw. (1Xk, ßz) ist also 
[79, II 46] = O(n logn), die Anzahl der Wertsysteme (1X0, ß0 , !Xk> ßz) 
ist somit = O(n2 log2n), schließlich 'die gesuchte Anzahl · 

= O(nk- 1 n1- 1 n2 log2n) = O(nhlog2n). 

25* 



Neunter Abschnitt. 

Anhang. 

Einige geometrische Aufgaben. 

1. Die Punkte der Oberfläche bilden eine abgeschlossene Punkt
menge D, von der P einen bestimmten minimalen Abstand hat. Dieser 
Minimalabstand kann nur in einem solchen Punkte M der Fläche er
reicht werden, von welchem aus jede in D verlaufende Fortschreitungs
richtung auf der Verbindungsstrecke MP senkrecht steht. M kann 
folglich weder in einer Ecke, noch in einer Kante, nur im Innern einer 
Seitenfläche liegen. 

2. [G. P6lya, T6hoku Math. J. Bd. 19, S. 1-3, 1921.] 

3. [II 121.] 
4. [V gl. H. Dellac, Intermed. des math. Bd.1, S. 69-70, 1894; vgl. 

noch H. Poincare, ebenda, Bd. 1, S. 141-144, 1894.] Unter A, B 
Konstanten verstanden, setze man A cosx + B sinx = u. Es ist 

(!" + /) u = (!'' + f) u -f(u" + u) = d~ (!' u --fu'); hieraus folgt 

a+"' 

1. j[f''(x) + /(x)] sin (x- a) dx = f(a) + f(a + n:) > 0, 
a 

b 

2. j[f"(x) + f(x)] sin (x- a) dx = f' (b) sin (b -- a) . 
a 

Es ist f'(b) < 0 [Lösung V 10]; wäre b- a < n, so wäre die linke 
Seite > 0, die rechte :SO. 

5. [W. Blaschke, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 26, 
S. 65, 1917. Lösung von G. Szegö, ebenda, Serie 3, Bd. 28, S. 183-184, 
1920. Vgl. auch W. Süß, Deutsche Math.-Ver. Bd. 33, S. 32-33, 1924.] 
Es sei 
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die Fouriersehe Reihe von h(r:p). Dann lautet die Fouriersehe Reihe 

von r(r:p) 

weil wegen der Periodizität von h(r:p) und h'(r:p) 

2n ~n 

J r(r:p) einq dr:p = (1- n 2) J h(r:p) eing~ dr:p 
0 0 

ist, n = 0, 1, 2, . . . . Ferner ist 
00 

r(r:p) -r(r:p+n)ex> 1:'( 1- n2) [1- ( -1)n] (hn cosnt.p + kn sinnr:p) 
n=l 

00 

=21:'[1- (2Y+ 1)2] [h2 ,.+ 1 cos(2v+ 1)r:p+k2 P+l sin(2v+ 1)r:p] 
v=l 

[II 141]. 
6. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 

S. 162, 1918.] Es seien H(':P), h(r:p) die Stützfunktionen, R(W), r(r:p\ 

die Krümmungsradien, die zu den beiden konvexen Kurven gehören. 

Dann ist 
2n2n 

j j [H(if>)- h(r:p)][R(f/J)- r(r:p)] dWdr:p 
0 0 

2:rt2.7t 

= J I [H ( f/J) R ( W) + h ( r:p) r ( 'P) - h ( r:p) R ( if>) - H ( f/J) r ( r:p)] d W d r:p 
0 0 

= 2n · 2F + 2n · 2/ -lL- Ll. 

Laut Voraussetzung ist H(W)"?:h(r:p), R(if>)~r(ep) für alle Werte

paare f/J, r:p. Der letzte Ausdruck ist also nichtnegativ. 
7. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 

S. 162, 1918.] Es seien H(Q), h(w) die Stützfunktionen, R(Q), R'(Q), 

r(w), r'(w) die Hauptkrümmungsradien, die zu den beiden konvexen 

Flächen gehören; dann ist 

I J [H(Q)- h(w)] [R(Q) R'(Q)- r(w) r'(w)] d Qdw 

= j J [H(Q) R(Q) R'(Q) + h(w) r(w) r'(w) - h(w} R(Q) R'(Q) 

-H(Q)r(w)r'(w)]dQdw = 4n · 3 V+ 4n • 3v- mO- Mo, 

J j[H(ü)- h(w)] {[R(.Q)- r(w)] [R'(Q)- r'(w)] 

+ [R(Q)- r'(w)] [R'(ü)- r(w)]}dQdw 

= J J {2H(Q)R(Q)R'(Q)- 2h(w) r(w) r'(w) + 2H(Q) r(w) r'(w) 

+ [R(Q) + R'(Q)] h(w) [r(w) + r'(w)] - 2 h(w) R(Q) R'(Q) 

- [r(w) + r'(w)] H(Q)[R(.Q) + R'(Q)]} d Qdw 

= 6·4nV- 6· 4nv + 2Mo +2M ·2o- 2m0- 2m· 20. 
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Laut Voraussetzung ist 

H(Q) > h(w), Min[R(Q), R'(Q)] > Max[r(ro), r'(ro)] 

für alle Wertepaare D, w. Die beiden obigen Ausdrücke sind also 
nichtnegativ. 

8. Man setze in der Gaußsehen Formel 

jj(Xcoscx + Ycosß + Zcosy)dS = jjj(8a~ + ~~ + ~~ dxdydz, 

X= 1, Y = 0, Z = 0 bzw. X= 0, Y = - z, Z = y. 

9. Vgl. 10. 
10. [Vgl. Nouv. Amt. Serie 4, Bd. 16, S. 140, 1<)16.] Man be

trachte die Parallelfläche zur gegebenen im Abstand (!, deren Punkte 
zu den Punkten der gegebenen so zugeordnet werden, daß entsprechende 
Punkte die gleiche Normale haben. Die Koordinaten, die Richtungs
kosinus der Normalen, die Hauptkrümmungsradien und das Flächen
element lauten in entsprechenden Punkten der gegebenen und der 
Parallelfläche bzw. 

x, y, z· x + ecoscx, y + ecosß, z + ecosy 

coscx, cosß, cosy cosiX, cosß, cosy 

Rl + Q, R2 + e 

dS (Rl + e) (R2 + e) d s. 
RlR2 

Wenn man 8 auf die Parallelfläche anwendet, wird 

jjcoscx (1 + ~J (1 + ~J dS = o, 

jj(ycosy- zcosß) (1 + ;J (1 + ;J dS = o, 

Man betrachte (! als variabel, und setze die Koeffizienten von (!2, (!, 1 
gleich O; man gewinnt so 10, 9 bzw. 8 wieder. 

11. Durch Grenzübergang aus 9, oder durch Anwendung von 8 
auf die "Parallelfläche" des Polyeders und Beachtung des Koeffizienten 
von (!, oder endlich so: man zerlegt die Kraft K in zwei Komponenten, 
die in die beiden in k zusammenstoßenden Seitenflächen des Polyeders 
fallen; das so entstandene neue Kräftesystem hält jede Seitenfläche 
einzeln genommen im Gleichgewicht, nach dem Analogon von 8 in der 
Ebene. 

12. [G. Polya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25, 
S. 337, 1917. Lösung von K. Scholl, ebenda, Serie 3, Bd. 28, S. 180, 
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1920.] Erste Lösung. Die Koordinaten und die Richtungskosinus 
der Hauptnormalen seien bzw. 

x, y, z; 
d2 x 

l=r--
ds2 ' 

d2 z 
n = r ds2 ; 

die Kurve wird beschrieben, wenn s von 0 bis L variiert; x, y, z und 
ihre Differentialquotienten nehmen dieselben Werte für s = 0 und s = L 
an. Es ist 

L J,. 

I. ds j"( d2z d2y) l dz dy]L 
(ny~mz)-= y-- 2 -z-2 ds= y----z- =0. 

• r • ds ds ds ds o 
0 u 

Zweite Lösung. Die Schar der Kugeln, deren Mittelpunkt ein 
variabler Punkt der Kurve und deren Radius fest = e ist, hat eine 
"Kanalfläche" zur Enveloppe; man wende auf diese 8 an und er
setze das an der Oberfläche angreifende Kräftesystem durch ein an 
der Kurve angreifendes. 

13. [K. Löwner.] Mit den Bezeichnungen der ersten Lösung 
von 12 sind die laufenden Koordinaten des sphärischen Bildes 

~"= dz 
"' ds · 

Es ist 
L L L 

Nds = jr;ds = jCds = 0, 
0 0 0 

also auch für jedes System reeller Zahlen cx, ß, y, 

L 

f ( cx ~ + ß rJ + y C) d s = o . 
0 

Es gibt stets mindestens zwei Werte von s mit cx ~ + ß rJ + y C = 0. 
14. [K. Löwner.] F(x) nimmt wegen 3. sowohl in der Nähe von a, 

als auch in der Nähe von b negative Werte an. Wäre also F(x) mono
ton, so müßte F(x) < 0, f"(x) < 0 sein im ganzen Intervall a < x < b. 
Es sei ~, a < ~ < b, die einzige Nullstelle von f'(x), so daß f'(x) von a 
bis ~ positiv, von ~ bis b negativ ist. Das Integral 

(*) 

X I. 1 1 
F(x) f(x) f'(x) dx = ---------

.. 2 1 + [f'(x))2 
" 
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konvergiert, und es ist wegen 3. 
b !; b 

jF(x) f(x) f(x) dx = jF(x) f(x) f(x) dx + JF(x) f(x) f(x) dx = 0. 
a a ; 

Hieraus folgt, da sämtliche Faktoren zwischen a und ~ bzw. zwischen 
~ und b unveränderliches Vorzeichen haben, 

~ b 

F(x1) Jt(x) f'(x) d x + F(x2) jf(x) f'(x) dx = (F(x1) - F(x2 )) [/(~]2 = 0, 
a ~ 

a < x1 < ~ < x2 < b, 

d. h. F(x1) = F(x2) = - c, c > 0. Es ist somit F(x) = -- c für 
x1 < x:::; x2 • Aus den beiden letzten Gleichungen folgt 

~ b I (F(x) - F(x1)) f(x) f'(x) dx +I (F(x) - F(x2)) f(x) f'(x) dx = 0. 
a ~ 

Beide Integranden haben dasselbe konstante Vorzeichen, so daß 
F(x) = - c ist im ganzen Intervall a < x < b. 

Aus (*) folgt 

[/(x)]2 1 1 - c ---- = - ---------. 
2 2 1 + [f'(x)J2 ' 

f'(x) = ± Y~~ ~X(xrF, 

wobei das Zeichen + für a < x < ~ und das Zeichen - für ~ < x < b 
gültig ist. Es muß im ganzen Integrationsintervall [/(x)]2 ~ c- 1 sein. 
Durch Integration erhält man 

X - a = V c- 1 - yc-=-1:.....:- [f(x)]2 ' 
b- x = yc~i- yc-1- [!(x)J2, 

a<x<L 
~<x<b. 

a+b · Wegen der Stetigkeit von f(x) muß ~- a = b- ~, ~ = - 2- sein; 

es muß ferner [/WJ2 = c- 1 sein, da sonst Differentiation nach x: 
1=-1 ergäbe. Es ist somit ~-a=y~l, also c- 1 =(~-a)2 
=t(b-a)2, f(x) =i(x-a) (b-x). 

15. [K. Löwner. Vgl. auch die Formeln (89) bei H. Minkowski, 
Ges. Abhandlungen, Bd. 2, S. 263. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 
1911.] Die Meridiankurve sei durch y = f(x) gegeben, a:::; x < b. Zur 
Berechnung· des. Gaußsehen Krümmungsmaßes K(x) = K 1(x) K 2 (x) in 
den Punkten des zum Werte x gehörigen Breitenkreises beachte man: 
Der Meridianschnitt liefert die eine Hauptkrümmung 

t" (x) 
K1(x) = (1+ [f'(x)]2)t; 
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die zweite Hauptkrümmung wird [Satz von M eusnier; vgl. W. Blaschke, 
Vorlesungen über Differentialgeometrie, 2. Auflage, Bd. 1, S. 57-58. 
Berlin: J. SpringE;r 1924] aus dem Krümmungsmaß des Breitenkreises 
durch Multiplikation mit dem Kosinus des Winkels zwischen der Ebene 
des Breitenkreises und der Normale der Fläche gewonnen: 

j(x) erfüllt die Voraussetzung von 14. 

16. [Nach ]. Kürschdk.] 

(ß- y)(b- c) + (y- cx)(c- a) + (cx- ß)(a- b) ~ 0, 

01.-(b + c- a) + ß(c +a-b) + y(a + b -- c) ;;:;>; 0. 

17. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S. 162, 1918.] Die Kanten eines geschlossenen konvexen Polyeders 
seien mit kv k2, ••• , km, die (inneren) Flächenwinkel, gebildet durch 
die in der betreffenden Kante zusammenstoßenden Seitenflächen, mit 
LXv 01.-2, •.. , 01.-", bezeichnet. Das Maß sämtlicher Ebenen, die das 
Polyeder schneiden, ist 

M = ![(n- 01.-1)k1 + (n- 01.- 2)k2 + · · · + (n- 01.-m)kmJ. 

[G. P6lya, Wien. Ber. Bd. 126, S. 319, 1917.] Als Grenzfall ergibt sich, 
daß das Maß aller Ebenen des Raumes, die ein konvexes ebenes 

Polygon schneiden, = :?: X Umfang des Polygons ist. Es handelt sich 
2 

jetzt um ein Tetraeder, m = 6. Die Umfänge der vier Seitenflächen 
seien U1, U2, U3, U4• Das Maß aller Ebenen, die das Tetraeder 

7l 
schneiden, ohne seine erste Seitenfläche zu treffen, ist M - - U v usw. 

2 
Das Maß solcher Schnittebenen, die alle vier Seitenflächen des Tetra
eders treffen, sei T. Dann ist 

Die Ungleichung folgt aus der Umformung von 

Die Grenzen werden angenähert, wenn das Tetraeder gegen eine Strecke 
konvergiert: die obere, wenn gegen jeden Endpunkt der Strecke zwei 
Tetraederecken, die untere, wenn gegen das eine Streckenende drei 
Tetraederecken streben. 
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18. [E. Steinitz, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19, 
S. 361, 1912. Lösung von W. Gaedecke, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 290, 
1913.] P 2 liege im Nullpunkt, P 0 auf der positive[\ reellen Achse, P 1 

auf der positiven imaginären Achse. Die Hypotenuse P0 P1 habe die 
n 

Länge d, d>O, der Winkel P 2 P 0 P 1 sei cx, O<cx<-, derVektor 
2 

Pn_ 1 Pn sei durch die komplexe Zahl Zn dargestellt, n = 0, 1, 2, ... ; 
p_l=P2. Es sei Zn=rneiffn, rn>O, o<#n<2n. Die Werte von 
r 0 , rv r2, ••• sind der Reihe nach 

d coscx, d, d sincx, d sincx coscx, d sin2 cx coscx, 

die Werte von 00 , ,'}v /J2, • • • sind der H.eihe nach 

3n n n 3n 0 n-cx ---- --tX n 2n-cx -' ' 2 ' 2 ' ' , 2 J 

-i- -- cx, 0, n - cx, .... ____ _, 

Es handelt sich um die Summe der unendlichen Reihe 

z1 + z2 + z .. + z4 Zo + zl + z2 + ... + Zn + ... = Zo + 2 . 2 
1 + cos cx sm cx 

d cos3 tX sin2 cx . d cos2 .X sin tX = +z---------
1 + cos2 tX sin2 tX 1 + cos2 cx sin2 cx · 

19. [Nach A. Hirsch.] Es seien P 1, P2, Pi, P~ die Schnittpunkte 
der Schnittgeraden der gegebenen Ebenen mit den beiden gegebenen 
Kugeln. Die Darstellung der Schnittgeraden lautet 

1-D-Ax C: 
y =!- D'- A'x ___ CI 

I~~ g, I 
I,B -D-Axl' 
'B' -D'- A'x 

z= 

~~~ g,r 
Diese Ausdrücke in die Gleichungen der Kugeln eingesetzt, erhält man 
die quadratischen Gleichungen 

die der Reihe nach die X-Koordinaten von P 1, P 2, P~, P~ liefern. Auf 
ähnliche Weise erhält man die weiteren Gleichungen, die bzw. die y
nnd z-Koordinaten derselben Punkte angeben: 

(2) B0 y2 + B 1y + Bt = 0, B~y2 + B;y + B~ = o, 

(3) C0z2 -t-C1z +C2 =0, qz2 + qz+q=o. 
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Hierbei ist 

B C 12 C A 12 I A B 12 
A0 = A~ = Bo = B6 = Co = q = 1 B' C' + I C' A' + j A' B' j • 

Dieser Ausdruck ist dann und nur dann =0, wenn die beiden Ebenen 
parallel sind. Bezeichnen nun der Reihe nach ll!, ~. ~die Resultanten 
der Gleichungen (1), (2), (3), so genügt 9l + ~ + ~ der in der Aufgabe 
gestellten Forderung. 

a) Es seien nämlich die beiden Kreise verkettet. Dann wird das 
Punktepaar P 1P 2 von dem Punktepaar PfP2 getrennt; das gleiche gilt 
somit von den Projektionen auf die einzelnen Koordinatenachsen, ab-· 
gesehen eventuell von einer Achse oder von zweien, wenn nämlich die 
Gerade P1 P 2 auf der Achse senkrecht steht. Dann fallen die Pro
jektionen in einem einzigen Punkt zusammen. Jedenfalls sind, wie 
aus der gegenseitigen Lage der Wurzeln der quadratischen Gleichungen 
(1), (2), (3) ersichtlich ist, in diesem Falle sämtliche Resultanten W, )S, ~ 
negativ (eventuell eine oder zwei gleich Null) [V 194], also auch ihre 
Summe. 

b) Es sei umgekehrt 5lr + )S + ~ < o, dann ist mindestens eine von 
den drei Resultanten negativ, z. B. 5lr < 0. Dann ist A0 > 0, A~ > o, 
also sind die beiden Ebenen nicht parallel, die Schnittpunkte Pv P 2, 

P1, P~ eindeutig bestimmt. Die Projektion des Punktepaares P 1 P 2 

auf die x-Achse trennt die von P!P; auf dieselbe Achse [V 194], das 
gleiche gilt somit für die Punkte selbst. 

20. [A. Hirsch.] Wenn (xv x2, x3) ein singulärer Punkt des Kegel-
3 3 

schnittes 1,; 1,; a,,X,X, = 0 ist, dann gelten die Gleichungen 
r=ls=l 

I}= 1, 2, 3 

[G. Kowalewski, Einführung in die analytische Geometrie, S. 202; 
Leipzig: Veit 1910]. In unserem Falle ergibt sich, x1 + x2 + x3 = -x0 

gesetzt, l 0 x0 = 11 x1 = l 2 x2 = l 3 x3 , und die Gleichung des fraglichen 
Kegelschnittes (Geradenpaares) lautet 

wobei X 0 + X 1 + X 2 + X 3 = o ist. Es sei dx,, 1' = o, 1, 2, 3, 
d x0 + d x1 + d x2 + d x3 = 0, eine V errückung längs der Integralkurve, 
dann ist, X,= x,, + dx, gesetzt, 

(1) x1 x2 x3 (dx0) 2 + x0 x2 x3 (dx1) 2 + x0 x1 x3 (dx2) 2 + x0 x1 x 2 (dx3}2 = 0. 

Dies ist die Differentialgleichung der zu ermittelnden Kurvenschar. 
Die Variablenvertauschung x, = y!. liefert 
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woraus zunächst x. = 0 als singuläre Lösung folgt (v = 0, 1, 2, 3). 
Die allgemeine Lösung ergibt sich aus den Gleichungen 

(dy0) 2 + (dy1) 2 + (dy2) 2 + (dya) 2 = 0, YÖ + Yi + Y~ + y§ = 0, 
YodYo + Y1 dyl + Y2 dy2 + YadYa = 0 · 

Die Elimination von y0 ergibt 

(yodYo) 2 = (yi + Y~ + Y~) ((dy1) 2 + (dy2) 2 + (dya) 2) 

= (y1dY1 + Y2dY2 + YadYa) 2, 
also (y2 d Ya - Ys d Y2l 2 + (Ys d Y1 - Y1 d Ya) 2 + (yl d Y2 - Y2 d Y1) 2 = 0. 

Setzt man 

wo die Differentiation nach einem Parameter gemeint ist, so folgt, 
die Summen über r = 1, 2, 3 erstreckt, 

(2) 
LYrZr=O, 

LZrZr = 0, 

LYrZ~ = 0, 

Lz,z;.= 0. 

Hieraus schließt man z~ : z~ : z~ = z1 : z2 : Za, außer, wenn z1 : z2 : z3 

= y1 : y2 : y3 • Letztere Annahme führt auf y0 = 0, also wieder auf 
x0 = 0. Andernfalls erhält man durch Integration z1 : z2 : z3 = fl1 : fl2 : fl 3 , 

flr konstant, fli + ,U~ + fl~ = 0, also nach (2) : fl1 Y1 + fl2 Y2 + fla Y3 = 0. 
Setzt man fl; = u,, r = 1, 2, 3, so folgt nach Rationalisierung: 

(u1 x1 + u2 X2 + u3 x3) 2 - 2 (uixi + x~x§ + u~x§) = 0, 

u 1 + u 2 + u 3 = 0 . 

Diese Gleichung stellt die Schar derjenigen Kegelschnitte dar, welche 
dem Vierseit X0 = o, X 1 = o, X 2 = o, X3 = o eingeschrieben sind. 
In der Tat lautet die Gleichung der Tangente in (x1, x2 , x3) 

(u1 x1 + x2 x2 + x3 x3) (u1 X1 + u2 X2 + x3 X3) 

- 2 (xix1 X1 + u§x2X2 + x5x3 X3) = 0. 

Es seien x1, x2 , x3 von 0 verschieden und man setze für (x1, x2, x3) 

der Reihe nach (xv x2, u3), (0, x;]l, x:) 1), (u!\ 0, x:) 1), (x1\ x2-l, 0). 

21. [A. Hirsch.] 

X y v=-.-+--, 
SlllT COS7: 

dx 
- = (! cosr = 2n (xcotgr + y), 
d-r 

~~ = (! sim = 2 n (x + y tg-r) . 
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Die Elimination von y ergibt 

2n dx 2n . - + ,--~X= 0. 
Sln i COSi dr Sln2 r 

Man führe zuerst u = -tg2 r als unabhängige, dann ~ = xu-! als ab
hängige Veränderliche ein. Man erhält so die Differentialgleichung 

der die hypergeometrische Reihe [VIII 146] 

~ = F (-!, .1 - n, -~- - n, u) 

genügt, wodurch die Aufgabe prinzipiell gelöst ist. Auf Grund von 
Bekanntem können nun insbesondere die rationalen Lösungen diskutiert 
werden. Um diese letzteren übersichtlich zu erhalten, führe man als 
neue abhängige Veränderliche z = x (tgr) -n und dann als unabhängige 
Veränderliche v = i cotg (2 •) ein. Es ergibt sich die Differentialgleichung 

d2 z dz 
(1-v2)dv2 -2vdv +n(n-1)z=O, 

deren eine partikuläre Lösung z = Pn-dv) ist [VI 90], falls 
n = 1, 2, 3, ... , man erhält so die in tgr rationalen Ausdrücke 

x = ~ (i tg1:)n Pn-l (i cotg2 1:) , 
$ 

y = (i tgr)n Pn (i cotg2r). 

Insbesondere ergibt sich für n = 1 als partikuläre Lösung die Parabel 

X= tgr, 
tg2r- 1 y =- _2 ___ , 2y = x2 - 1. 

22. [A. Hirsch.] 1. Die Gleichung von H folgt durch Elimination 
von t aus 

( 1) F=O, 

(2) 
'F a 2 0 ~ x,. 
ct ~....:::... (a,.- i)2- 1 = 0 . 

,.=1 

Schreibt man (1) in der Form (bei den Summationen sind die Indices 
zyklisch zu vertauschen) 

t4 - (~' a1) t3 + [~(a2 a3 + xnJ t2 - [a1 a2 a3 + ,2'(a2 + a3) xi] t 

+ ~a2 a3 XI = A0 t4 + 4A 1 t3 + 6A 2 t2 + 4A 3 t + A4 = 0, 
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und bezeichnet LI die Diskriminante dieses Polynoms m t, dann ist 
LI = 0 die Gleichung von H. Es ist nun, 

I 2 = A0 A4 - 4A1 A3 + 3 AL 

Ao At A2 
I 3 = A 1 A2 A 3 = A 0 A2 A4 + 2A1 A2 A~- A~- A0 A~- Ai A4 

A2 A3 A4 

gesetzt [Cesaro, S. 387], 

LI = I~ - 27 I~ = 27 A~ (A0 A 4 - 4 A1 A3) 

+ 54A~ (A0 A 2 A4 + 2A1 A 2 A 3 - A0 A~) + Q, 

wo Q höchstens vom Grade 8 ist. Das höchste Glied von LI ist danach 
gleich dem von 27 A~ (3 A2 A4 - 2 A~) , d. h. 

(3) 

(L xi)3 [27 xi ""' 2 1 ( ""' 2)2] = 27 -6- 2 -...:;;;_; a2 a3 x1 - S ...:;;;_; (a2 + a3)x1 

=- 6~ (~ xiY [~ (a2 - as) 2 x1 + 2 ~ (a1 -- a2) (a1 - a3) x~x~]. 

2. Wenn dxv dx2 , dx3 eine Verrückung auf H ist, dann gilt [(2)] 

3 

""'Xvdxv_ = O. 
..:;;;..; av- t 
v=l 

Hieraus folgt für die Richtungskosinus X 1, X 2 , X3 der geeignet 
orientierten Normale von H 

(4) }>=1,2;3. 

Die Koordinaten der Tangentialebene im Punkte x1, x2 , x3 lauten 

X,, 
Uv = --.::::------------ ' 

xtXt + x2Xz + xsX3 
1'=1, 2, 3· 

Wegen (1) ist x. = t (a,.- t) u~., Y = 1, 2, 3. Dies m (1), (2) ein
gesetzt, t eliminiert, folgt 

( 
3 )' :l ,, 2 . ·-, 2-

";;;..a,.u,. --42;u"-O. 
I' ~- I j' I 

3· Wenn (! der eine Hauptkrümmungsradius vonHin (xv x2 , x3) 

ist, (! + 0, dann gelten für die Verrückungen auf H längs der be
treffenden Krümmungslinie folgende Gleichungen [W. Blaschke, a. a. 0. 
15, S. 63]: 

dx,. + edX,. = o, y = 1, 2, 3 
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oder nach 2. 

(5) 
Xv 

dx,, + (! dt (a.- t) (a,.- t + e) = 0' 1' = 1, 2, 3· 

Wegen (3) folgt hieraus 

3 Q 

(6) 
~, x; 

..:::."; (~,. --t-)2--,-( a-,.---t-+-----:-e) = 0 · 
1•=1 

Dies ist die quadratische Gleichung für die beiden Hauptkrümmungs
radien. Sie läßt sich wegen der Identität 

1 11 11 11 
~------ = - - - - ---- + -- -----
a2 (a + e) e a 2 (!2 a ri ·a + (! 

und mit Beachtung von (1) und (2) folgendermaßen schreiben: 

(6') 
3 2 

2; ---~-- (t- e) = o. 
v=l av- t + (! 

Kombiniert man nun das totale Differential von (6') mit (5), so folgt 

(7) ( ~ x~ ----- 1) (3 dt- de) = o. 6-t (a,. - t + e)2 

Diejenige Lösung von (7), die durch Nullsetzen des ersten Faktors 
entsteht, ist zu verwerfen: sie würde bedeuten, daß die Gleichung 
F(x, y, z, .?..) = 0 die zwei verschiedenen Doppelwurzeln t, t- e be
sitzt (e =P 0), was unmöglich ist. F(l) hat nämlich eine ungerade An
zahl von Nullstellen, sowohl im Intervall a1, a2 , wie auch im Inter
vall a2, a3• Es ist also e = 3 t + konst. längs der (! entsprechenden 
Krümmungslinie. Der andere Krümmungsradius ist [(6)] gleicht+ konst. 

Das Resultat kann also folgendermaßen interpretiert werden: 
Wenn w = u, w = v die beiden Wurzeln von 

(8) 
3 2 27 Xv 

-------2-------- = 0, 
(a.- t) (a,.- w) 

,. I 

oder von 
~ x;. 
..:::.";----w=O 

a,.-w 
v~l 

bezeichnen, d~nn lauten die Gleichungen der Krümmungslinien: 
u = konst., v = konst. Die Parameter u, v sind diejenigen beiden 
Wurzeln der Gleichung F(x, y, z, w) = 0, welche diese neben der 
Doppelwurzel w = t besitzt. 

Die Krümmungslinie u = u0 liegt auf der Fläche t = u0 : die 
Flächen der gegebenen Schar durchdringen die Hüllfläche H in ihren 
Krümmungslinien. 
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23. [A. Hirsch.] Nach 22 (8), (2} ist 

(a1 - u) (a1 - v) 
·(~-=-. a2) ( al - aa) , 

Durch Kombination mit 22 (1) folgt 2t + u + v = a 1 + a2 + a3 und 

Xl = v(~:l~tl:r~:~; ~~) (al + U +V ~(a~ + «2j- «a)) • .... 
Die Ermittlung der Schnittpunkte der Krümmungslinie v = konst. 
mit einer Ebene führt auf eine Gleichung von der Form: 

3 -·- . 

c0 + .2; Cv 11«,. -.u (u + b,.) = 0, c0 , a,, b,, Cv konstant. 
1'=1 

Rationalisierung führt auf eine Gleichung 12-ten Grades in u. 

24. [A. Hirsch.] 1. Wenn ; 1 , ; 2 , ; 3 die Koordinaten des e ent
sprechenden Krümmungsmittelpunktes sind, dann ist [W. Blaschke, 

a. a. 0. 15, S. 63, (47)] 

[22 (4)], folglich [22 (2), (6)] 

3 ;~ 
~ ----~-· = 0 . 

...::::... (av- t + e) 3 
v=l 

1'=1, 2, 3, 

Die Zentrafläche von H ist also Hüllfläche der Ellipsoidenschar 

3 ;; 'J; (a,:---=.. s)2 - 1 = 0. 

2. Es sei h eine Konstante und 

_ a,.-t+h 
Xv =X,.+ hX,. =X,,··---· ··- , 

a,.- t 

gesetzt. Dann ist [22 ( 1), (2)] 

3 -, .2: . . . . X,, - 2 =c 1 ' 
(a,.- t + h) 

v~l 

)' = 1, 2, 3 

Die Parallelfläche von H im Abstande h ist ·also Hüllfläche der Schar 
3 _, 

der Flächen zweiter Ordnung ~ __!_,.__ = s + 2 h . 
..:;;.; a,.- s 
•·~ I 
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25. [E. E. Levi, C. R. Bd.153, S. 799, 1911.1 Wenn x"-x', y"-y' 
ganze Zahlen sind, so gehen von den beiden Punkten x', y' und x'', y" 
gleiche und gleichgelegene, d. h. bloß um eine Translation verschiedene 
Integralkurven aus. Man betrachte die Integralkurve y = f(x), die durch 
den Nullpunkt geht [d. h. es ist /(0) = 0) und die beiden mit ihr kon
gruenten durch die Gitterpunkte x = m, y = [/(m)] und x = m 
y = [f(m)] + 1; da zwei verschiedene Integralkurven sich nicht schnei
den, ist für m, n = 1, 2, 3, ... 

[f(m)] + f(n) ~ f(m + n) < [f(m)] + 1 + f(n). 

Die Folge /(1), /(2), ... , f(n), ... erfüllt die Voraussetzung von I 99. 
Zur Ergänzung: Aus ähnlichen Gründen ist 

[f(-n)] + f(2n) <f(n) < [f(-n)] + 1 + /(2n), 

_i_ < f(n) + [(=11,) _ 2 /(2n) < i_; 
n n -n 2n n 

ferner ist, mit M das Maximum von I F(x, y) I im Quadrat 0 ~: x ~ 1, 

0 •. c;; y ::=:; 1 bezeichnet, I f(x) - f([x]) I< M. 
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Sachverzeichnis 
zu beiden Bänden. 

I. Erklärungen 
der wichtigeren oder weniger gebräuchlichen Bezeichnungen. 

Die gewöhnlichen Zahlen bedeuten Seitenzahlen des ersten, die kursiven Zahlen 
Seitenzahlen des zweiten Bandes. 

Abbildung 94. 
Abgeleitetes System 62. 
Ableitung in bezug auf einen Punkt 61. 
Äußerer Radius 17. 
Algebraische Differentialgleichung 106. 
Algebraische Funktion 106. 
Algebraische Zahl 148. 
Anzahlfunktion 67. 
Apolar 63. 

Begleitende Polynome 71, 72. 
Bernoullische Formel 101. 
Bernoullische Zahlen 28. 
Besselsche Funktionen 16, 79. 
Betragfläche 110. 
Binomialkoeffizient 5. 
Briefmarkenaufgabe 153. 
Bruttorang 104. 
Bürmann-Lagrangesche Reihe 125. 

Cauchy-Riemannsche Differential
gleichungen 94. 

Cauchysches Produkt 124. 
Cauchysche Ungleichung 54. 

Descartessche Zeichenregel 43, 52. 
Diagonalpaar 103. 
Differenzen, endliche 127. 
Dirichletsche Reihe 12, 61, 124. 
Dirichletsches Produkt 125. 
Drehung 96. 

Eisensteinsehe Bedingung 139. 
Eisensteinscher Satz 139. 
Eulersche Funktion <p(n) 75, 120, 124. 
Eulersche (oder Mascheronische) Kon-

stante 197. 

Fareysche Reihe 76. 
Fibonaccische Zahlen 112. 
Fouriersehe Konstanten 65, 79. 
Fouriersehe Reihe 79. 

Gammafunktion T(s) 41. 
Ganze (algebraische Zahl) 149. 
Ganzwertige Funktion 134. 
Ganzwertiges Polynom 23, 132. 
Ganzzahlige Potenzreihe 138. 
Ganzzahliges Polynom 132. 
Geldwechselaufgabe 153. 
Geschlecht einer ganzen Funktion 9. 
Gitterpunkt 4, 119. 
Gleichverteilung 70. 
Größter gemeinsamer Teiler 121, 150. 
Grundpolynome der Interpolation 87. 

Hadamardscher Dreikreisesatz 14 3. 
Hankeische Determinante 102. 
Hermitesche Form 85. 
Hermitesche Polynome 94. 
H-ganzzahlig 145. 
Horizontalpaar 103. 

Innerer Radius 16. 
Integral, eigentliches (Riemannsches) 34. 
Integral, uneigentliches 39. 
Integritätsbereich 149. 
Irreduzibel 136, 155. 

Jacobische Polynome 93. 
Jensensehe Formel 278. 

Kapazität 102. 
Koebesches Bildgebiet 15. 
Koebescher Verzerrungssatz 27. 
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Körper 150. 
Komplementäre Teilreihe 24. 
Konforme Abbildung 94. 
Konformer Schwerpunkt 110, 24. 
Konjugierte (algebraische )Zahl149,152. 
Konvergenzerhaltende Reihentransfor-

mation 10, 91. 
Konvergenzexponent 19. 
Konvergenzwert 33. 
Konvexe (konkave) Funktion 52. 
Kosinuspolynom 76. 
Kraftlinien 1 00. 
Kreisbereich 55. 
Kreiskonvex 56. 
Kreisteilungspolynom 123. 

Lagrangesche Interpolationsformel 87. 
Lagrangesche Reihe 125. 
Laguerresche Polynome 94. 
Lambertsche Reihe 129. 
Langsam wachsende Funktion 67. 
Laplacesche Gleichung 100. 
Legendresches Polynom 91. 
Lineare Abhängigkeit 106. 
Liouvillesches Symbol Ä(n) 124. 

Majorante 9. 
Mangoldtsches Symbol .J (n) 124. 
Maximalbetrag 1. 
Maximalglied 21, 1. 
Mercatorsche Projektion 95. 
Minorante 9. 
Mittelbereich 59. 
Mittel (arithmetisches, geometrisches, 

harmonisches) einer Funktion 44, 
49, so. 

i\Iittel (arithmetisches, geometrisches, 
harmonisches) von Zahlen 49. 

Möbiussches Symbol p(n) 124. 
Moment einer Funktion 65, 50. 
Multiplikation von Reihen (Cauchysche) 

124 (Dirichletsche) 125. 
Multiplikative zahlentheoretische Funk

tion 126. 

Nettorang 104, 105. 
Nicht konvexe (nicht konkave) Funk-

tion 52. 
Niveaulinie 100. 
Norm 152. 
Normierte Abbildungsfunktion 17. 
Nullstelle eines Polynoms 87, 57. 
Nullstellenanzahl 2. 

Obersumme 34. 47. 
Ordnung einer ganzen Funktion 8. 

Orthogonale Funktionen 107, 91. 
Orthogonale Transformation 112. 
Oszillation 60. 

Potential 100. 
Primitive Potenzreihe 142. 
Primteiler 134. 
Prinzip des Arguments 121. 
Prinzip des Maximums 111, 136. 

Quasilineare Abhängigkeit 106. 
Quellenfreies Vektorfeld 99. 

Rationalzahlige Potenzreihe 138. 
Reduzibel 136. 
Reguläre Folge 68. 
Rekurrente Determinante 102. 
Rollescher Satz 39. 

Schlichte Funktion (Abbildung) 97. 
Schlitzartig (Schlitz, Schlitzgebiet) 17. 
Schwankung, Funktion von beschränk-

ter - 194. 
Schwankung, totale 194. 
Schwarzsehe Ungleichung 54. 
Schwerpunkt einer Massenbelegung 89. 
Schwerpunkt eines Polynoms 58. 
Schwerpunkt in bezug auf einen Punkt 

56. 
Sinuspolynom 76. 
Sprungstelle des Zentralindex 4. 
Stereographische Projektion 95. 
Sternförmig 105. 
Stirlingsche Formel 29, 79. 
Stromfunktion (Strömungspotential) 

100. 
Stromlinien 100. 
Stützebene 164. 
Stützfunktion 106, 164. 
Stützgerade 106, 174. 

Tschebyscheffsche Polynome 75. 
Tschebyscheffscher Satz über Prim-

zahlen 159. 
Teil 120. 
Teiler 121, 150. 
Teileranzahl ~(n) 124. 
Teilerfremd 150. 
Teilersumme "(n) 124. 
Teilreihe 22. 
Toeplitzsche Form 115. 
Trigonometrisches Polynom 76. 

Umhüllende Reihe 26. 
Untersumme 34, 47. 
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Vektorfeld 9 3. 
Verdichtungsrichtung 93. 
Vergrößerungsverhältnis (lineares, 

flächenhaftes) 96. 
Verschiedenwertig 97. 
Vertikalpaar 103. 

Wägungsaufgabe 153. 
Wechselstelle 37. 
Weierstraßscher Approximationssatz 65. 

Windungszahl 120. 
Wirbelfreies Vektorfeld 99. 
Wronskische Determinante 113. 

Zahlentheoretische Funktion 123. 
Zeichenänderung 40. 
Zeichenwechsel 37. 
Zentralindex 21, 1. 
Zetafunktion Z:(s) 125. 

IJ. Themata, 
welche durch die Anordnung der Aufgaben nicht vollständig zur Geltung gebracht, 

aber durch zusammenhängendes Übungsmaterial vertreten sind. 

Die römischen Zahlen bezeichnen die Abschnitte, die darauffolgenden arabischen 
sind Aufgabennummern. 

Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel: II 49. so. 51, Kap. 2; 
III 139-141; V 61. 

Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel von analytischen 
Funktionen auf Kreislinien und in Kreisflächen: III 118, 119-122, 306-308, 
310; IV 64-66. (Vgl. auch Jensensehe Formel.) 

Asymptotisches über Summen (Integrale) von Potenzen: II 82, 83. 195-201, 
212, 213. 

Bernoullische Zahlen: I 154, 1 55; VIII 182, 262. 
Besselsche Funktionen: I 97. 143; II 204; IV 73; V 159. 168. 
Binomialkoeffizienten, Asymptotisches über -: II 40, 51, 58, 190, 206. 

Formales über -: I, Kap. 1, § 3. Zahlentheoretisches über.-: VIII, Kap. 3. 
§§ 1-2. 

Cesarascher Satz über Potenzreihen: I 85-97; II 31, 34. 65. 66, 168; III 246; 
IV 67, 70-75: VIII 72, 169-171. 

Distanzprodukte und Verwandtes: III 25, 137. 139-141, 143. 301; VI 66. 
Eulersche Konstante: II 18, 32, 42, 46; VIII 260. 
Exponentialreihe, Exponentialfunktion und die Zahl e: I 45. 62, 141, 149, 

151, 168-172; II 171, 211, 215; III 11, 116, 156, 195. 196, 209, 210, 214, 260, 
265; IV 1, 2, 13, 27, 188; V 42, 73. 74. 179; VIII 179, 180, 258, 259. 

b 

Funktionen der Form /f(t) cosztdt: I 147;.III 199, 205; V 164, 170-175. 
a 

Gammafunktion: I 89, 155; II 31, 35. 42, 65. 66, 117, 143; III 151-154. 
198, 222, 227, 247; V 168-170. (Vgl. auch Eulersche Konstante und Stirlingsche 
Formel.) 

Gaußscher Satz über die Nullstellen der Ableitung: III 31-33, 35. 315; 
V 113, 114, 121, 124, 125-127, 134-136. 

Harmonische Reihe und Verwandtes: I 124; li 5, 13, 18; III 41; VIII 250, 251. 
JensenscheFormelund Verwandtes: II 52; III 119-121,172-178,230-233. 

240, 307; IV 32, 34. 
Konvexe Abbildung: III 108, 110, 111, 318; IV 162, 163. 
Kreisteilungspolynom: VIII 36, 98, 103, 104, 110, 226, 227. 
Legendresche und verwandte Polynome: II 191-194. 203; III 157, 219; 

V 58, 119, 120, 159; VI, §§ 1, 8-12. 
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Maximalglied einer Potenzreihe: I 117-123; III 11, 200; IV, Kap. 1; V 176, 180. 
Mittelwertsätze, Verallgemeinerungen und Analogien: II 120-122; III 142, 

192; V 92-100, 150; VI 59, 109; IX 2, 3. 
Partialprodukte von sin z, die damit zusammenhängende Interpolations

aufgabe und parallele Aufgaben: II 16, 17, 218-221; III 12, 13. 114-116, 220 
bis 222,254,255,263-265. Ferner II 37, 38, 59. 217; III 43, 161; IV 174; 
VI 75. 76. 

Sternförmige Abbildung: III 109-111, 317; IV 161. 
Stirlingsche Formel: I 155, 167; II 18, 65. 66. 202, 205, 206; III 263, 264; 

IV SO. 
Umhüllende Reihen: I, Kap. 4. § 1; V 72, 73, 163. 
Wahrscheinlichkeitsintegral und Gaußsehe Fehlerkurve: I 152; II 40, 58, 59, 

190, 200, 201, 212, 217; III 43, 189; IV 76, 189, 191; V 178. 
Ziffern in systematischen Brüchen: I 16, 1 7; II 1 70, 1 78, 181, 184; VIII 1 72, 

173. 253. 257. 262. 

Berichtigungen zu Band I. 
Aufgabe I 134 (S. 24) ist folgendermaßen zu modifizieren (vgl. eine in der 

Math. Zeitschr. erscheinende Arbeit von W. Threlfall): Wenn von zwei zu
einander komplementären Teilreihen einer bedingt konvergenten Reihe die eine 
gegen + oo divergiert, so divergiert die andere gegen - oo. Vorausgesetzt, 
daß die eine Teilreihe nur Glieder eines Zeichens enthält, kann man durch Um
ordnungen, die die beiden Teilreihen nur relativ zueinander verschieben, jede 
beliebige Reihensumme erzielen. 

Lösung I 134 (S. 179) ist folgendermaßen zu modifizieren: Die Glieder der 
divergenten Teilreihe a,, + ar, + ar, + . . . seien alle > 0. Die komplementäre 
Teilreihe a8, + a8, + a8, + ... hat dann die Eigenschaft, daß zu jedem e, e > 0, 
eine Zahl N gehört, derart, daß für n > m > N 

asm + asm+ 1 + ·· · + a,,. <e 

ist. Das folgende .st nahezu identisch mit dem üblichen Beweis des von Rie
mann herrührenden Satzes über die Wertänderung bedingt konvergenter Reihen 
[Knopp, S. 319]. 

Lösung III 257 (S. 316) ist hinzuzufügen: Durch vollständigere Ausnützung 
von III 285 zeigt man die Gleichmäßigkeit der Konvergenz zunächst in einer 
abgeschlossenen, in ® enthaltenen Kreisscheibe, deren Mittelpunkt der voraus
gesetzte Konvergenzpunkt ist. Mittels "dachziegelförmiger" Bedeckung durch 
Kreisscheiben wird der Beweis zu Ende geführt. 

S. 337, Kolonne 1, Zeile 13 v. u.: statt Carlemann lese man Carleman. 

Berichtigungen zu Band II. 
S. 24, Zeile 1 v. o.: statt erwähnte lese man erwähnten 
S. 30, Zeile 10 v. u.: statt ei• lese man ei• 
S. 246, Zeile 10 v. u.: statt positiv lese man positiven 
S. 251, Zeile2 v. u.: statt n_ 1 lese man n -1. 
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Abteilung 2: Aufsätze über Gauss' 
wissenschaftliche Tätigkeit auf den 
Gebieten der augewandten Mathema
tik. Abhandlung I: Über die geodä
tischen Arbeiten von Gauss von A. 
Galle. (I65 S.) I924. I7 Goldmark 

Abhandlung II in Vorbereitung 
Bd. XII. Biographisches nebst einem 
Generalregister. In Vorbereitung 

Materialien für eine 
wissenschaftliche Biographie v. Gauss 

Gesammelt von F. K I ein, M. B r ende 1 und L. SchI es in g er 
Heft I. über Gauss' zahlentheoretische 

Arbeiten. Von P. Bachmann, 
Weimar. (57 S.) rgii. z.8o Goldmark 

Heft Z/3· C. F. Gauss' Fragmente zur 
Theorie des arithmetisch-geometri
schen Mittels aus den Jahren 1797 bis 
I799· - über Gauss' Arbeiten zur 
Funktionentheorie. Von L. S c h l e
singer, Gießen. (146 S.) 1912. 

9 Goldmark 

Heft 4(5. C. F. Gauss als Zahlenrechner. 
Von A. Galle, Potsdam. - C. F. 
Gaussals Geometer. Von P. S t äc k e 1, 
Heidelberg. (146 S.) Jgr8. 

7.20 Goldmark 

Heft 6. Die Wechselwirkung zwischen 
Zahlenrechnen und Zahlentheorie bei 
C. F. Gauss. Von Ph. Maennchen, 
Gießen. (51 S.) I9I8. 2.40 Goldmark 

Heft 7· über die astronomischen Arbei
ten von Gauss. Von M. Brendel, 
Frankfurt a. M. Erster Abschnitt: 
Theoretische Astronomie. (IIO S.) 
1919. 5.6o Goldmark 

Heft 8. Zahlbegriff und Algebra bei 
Gauss. Von A. Fraenkel, Mar
burg a. d. Lahn. Mit einem Anhang 
von A. Ostrowski, Göttingen. Zum 
ersten und vierten Gauss'schen Be
weise des Fundamentalsatzes der 
Algebra. (62 S.) 1920. 3 Goldmark 
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Felix Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen. In drei Bänden. 
Erster Band: Liniengeometrie - Grundlegung der Geometrie - Zum Er

langer Programm. Herausgegeben von R. Fricke und A. Ostrowski. (Von 
F. Klein mit ergänzenden Zusätzen versehen.) Mit einem Bildnis. 

Unveränderter Neudruck in Vorbereitung 
Zweit c r Band: Anschauliche Geometrie - Substitutionsgruppen und Glei

chungstheorie- Zur mathematischen Physik. Herausgegeben von R. Fricke 
und H. Vermeil. (Von F. Klein mit ergänzenden Zusätzen versehen.) 
Mit 185 Textfiguren. (720 S.) 1922. 25 Goldmark 

Dritter Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunktionen, hyper
elliptische und Abelsche Funktionen, Riemannsche Funktionentheorie und 
automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene Verzeichnisse. Heraus
gegeben von R. Fricke, H. Vermeil und E. Bessel-Hagen. (Von F. Klein 
mit ergänzenden Zusätzen versehen.) Mit 138 Textfiguren. (783 S.) 1923. 

30 Goldmark 

Die mathematische Methode. Logisch erkenntnistheoretische Untersuchungen 
im Gebiete der Mathematik, Mechanik und Physik. Von Dr. Otto Hölder, 
o. Professor an der Universität Leipzig. Mit 235 Abbildungen. (573 S.) 1924. 

26.40 Goldmark; gebunden z8.2o Goldmark 

Vorlesungen über die Zahlentheorie der Quaternionen. Von Dr. Adolf 
Hurwitz, Professor der Höheren Mathematik an der Eidgenössischen Tech
nischen Hochschule in Zürich. (78 S.) 1919. 4 Goldmark 

Koordinaten-Geometrie. Erster Band. Die Ebene. Von Dr. Hans Beck, 
Professor an der Gniversität Bonn. Mit 47 Textabbildungen. (442 S.) 1919. 

17 Goldmark 

Mathematische Analyse des Raumproblems. Vorlesungen gehalten in 
Barcelona und Madrid. Von Dr. Hermann Weyl, Professor der Mathematik 
an der Eidgenössischen Technischen Hochschule Zürich. Mit 8 Abbildungen. 
(124 S.) 1923. 5 Goldmark 

Raum-Zeit-Materie. Vorlesungen über allgemeine Relativitätstheorie. Von 
Hermann Weyl. Fünfte, umgearbeitete Auflage. Mit 23 Textfiguren. 
(346 S.) 1923. 10 Goldmark 

B. Riemann, Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen. Neu herausgegeben und erläutert von H. Weyl. Dritte Auflage. 
(53 S.) 1923. 2 Goldmark 

Mathematische Annalen. Begründet r868 durch Alfred Clebsch und Carl 
Neumann. Seit r876 fortgeführt durch Felix Klein und seine Mitarbeiter. 
Unter Mitwirkung von Ludwig Bieberbach, Harald Bohr, L. E. J. Brouwer. 
Richard Courant, \Valther v. Dyck, Otto Hölder, Theodor v. Karman, Felix 
Klein, Carl Neumann und Arnold Sommerfeld. Gegenwärtig herausgegeben 
von David Hilbertin Göttingen, Albert Einstein in Berlin, Otto Blumenthai in 
Aachen und Constantin Caratheodory in München. Erscheinen in zwanglosen 
Heften, von denen vier einen Band bilden. Jährlich erscheinen z- 3 Bände. 

Preis des Bandes 20 Goldmark 

Mathematische Zeitschrift. Unter ständiger Mitwirkung von K. Knopp, 
Königsberg, E. Schmidt, Berlin und I. Schur, Berlin herausgegeben von 
L. Lichtenstein, Leipzig. Wissenschaftlicher Beirat: W. Blaschke, L. Fejer, 
E. Hecke, G. Herglotz, A. Kneser, E. Landau, 0. Perron, F. Schur, E. Stmly 
und H. \Veyl. Erscheint in zwanglosen Heften, von denen vier einen Band 
bilden. Jährlich erscheinen etwa 4 Bände. Preis des Bandes 20 Goldmark 
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Die Grundlehren 
der mathematischen Wissenschaften 

in Einzeldarstellungen 
Mit besonderer Berücksichtigung der Anwendungsgebiete 

Gemeinsam mit 

W. Blaschke, Hamburg, M. Born, Göttingen, C. Runge, Göttingen 

Herausgegeben von R. Courant, Göttingen 

Bd. I: Vorlesungen über Differentialgeometrie und g e o metrische 
Grundlagen von Einsteins Relativitätstheorie. Von Wilhelm 
Blaschke, Professor der Mathematik an der Universität Hamburg. I. E 1 e m e n
tare Differentialgeometrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit einem 
Anhang vonKurt R eidemeist er, Professor der Mathematik an der Universität 
Wien. Mit 40 Textfiguren. (254 S.) 1924. 

rr Goldmark; gebunden 12 Goldmark 
Bd. II: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. Von Dr. Konrad 

Knopp, ord. Professor der Mathematik an der Universität I(önigsberg. Zweite, 
erweiterte Auflage. Mit 12 Textfiguren. (536 S.) 1924. 

27 Goldmark; gebunden 28 Goldmark 
Bd. III: Vorlesungen über allgemeine Funktionentheorie und elliptische Funk

tionen. Von Adolf Hurwitz t, weil. ord. Professor der Mathematik am Eidgenös
sischen Polytechnikum Zürich. Herausgegeben und ergänzt durch einen Abschnitt 
über: Geometrische Funktionentheorie von R. Courant, ord. Professor der Mathe
matik an der Universität Göttingen. Zweite Auflage. In Vorbereitung 

Bd. IV: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Von Dr. Erwin 
Madelung, ord. Professor der Theoretischen Physik an der Universität Frank
furt a. M. Zweite Auflage. In Vorbereitung 

Bd. V: Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung mit Anwendungen auf 
algebraische Zahlen und Gleichungen sowie auf die Kristallographie. Von Andreas 
Speiser, ord. Professor der Mathematik an der Universität Zürich. (202 S.) 1923. 

7 Goldmark; gebunden 8.50 Goldmark 
Bd. VI: Theorie der DifferentialgiE'ichungen. Vorlesungen aus dem Gesamt

gebiet der gewöhnlichen und der partiellen Differentialgleichungen. Von Ludwig 
Bieberbach, o. ö. Professor der Mathematik an der Friedrich- Wilhelms- Universität 
in Berlin. Mit 19 Textfiguren. (327 S.) 1923. 

10 Goldmark; gebunden 12 Goldmark 
Bd. VII: Vorlesungen über Differentialgeometrie und g e o m c tri s c h e 

Grundlagen von Einsteins Relativitätstheorie. Von Wilhelm 
Blaschke, Professor der Mathematik an der Universität Hamburg. II. Affine 
Different i a 1- Ge o m e tri e. Bearbeitet vonKurt Re i demeiste r, Professor 
der Mathematik an der Universität Wien. Erste und zweite Auflage. Mit 
40 Textfiguren. (268 S.) 1~)23 8.50 Goldmark; gebunden 10 Goldmark 

Bd. VIII: Vorlesungen über Topologie. Von B. v. Ken§kjarto. I. F 1 ä ehe n
topologie. Mit 6o Textfiguren. (277 S.) 1923. 

r 1.50 Goldmark; gebunden 13 Goldmark 
Bd. IX: Einleitung in die Mengenlehre. Eine elementare Einführung in das 

Reich des Unendlichgroßcn. Von Adolf Fraenkel, a. o. Professor an der Universität 
Marburg. Zweite, erweiterte Auflage. Mit 13 Textfiguren. (259 S.) 1923. 

ro.So Goldmark; gebunden r2.6o Goldmark 
Siehe auch umstehende Seite! 
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Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in Ein z e 1-
d a r s t e 11 u n g e n mit besonderer Berücksichtigung der Anwendungsgebiete. 
Gemeinsam mit W. B 1 a s c h k e- Hamburg, M. Born- Göttingen, C. Runge
Göttingen herausgegeben von R. Courant-Göttingen. 

Bd. X: Der Ricci-Kalkül. Eine Einführung in die neueren Methoden und 
Probleme der mehrdimensionalen Differentialgeometrie. Von J. A. Schouten, 
ord. Professor der Mathematik an der Technischen Hochschule Delft in 
Holland. Mit 7 Textfiguren. (321 S.) 1924. 

15 Goldmark; gebunden 16.20 Goldmark 

Bd. XI: Vorlesungen über numerisches Rechnen. Von C. Runge, o. Professor 
der Mathematik an der Universität Göttingen, und H. König, o. Professor der 
Mathematik an der Bergakademie Clausthal. Mit 13 Abbildungen. (379 S.) 1924. 

16.50 Goldmark; gebunden 17.70 Goldmark 

Bd. XII: Methoden der mathematischen Physik. Erster Band. Von 
R. Courant, ord. Professor der Mathematik an der Universität Göttingen und 
D. Hilbert, Geh. Reg.-Rat, ord. Professor der Mathematik an der Universität 
Göttingen. Mit 29 Abbildungen. (463 S.) 1924. 

22.50 Goldmark; gebunden 24 Goldmark 

Bd. XIII: Vorlesungen über Differenzenrechnung. Von Niels Erik Nörlund, 
ord. Professor der Mathematik an der Universität Kopenhagen. Mit 54 Text
figuren. (560 S.) 1924. 24 Goldmark; gebunden 25.20 Goldmark 

Bd. XIV: Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus. 
Von Felix Klein. Dritte Auflage. Erster Band: Arithmetik - Algebra -
Analysis. Ausgearbeitet von E. Hellinge r. Für den Druck fertig gemacht und 
mit Zusätzen versehen von Fr. Seyfarth. Mit 125 Abbildungen. (333 S.) 
1924. 15 Goldmark; gebunden 16.50 Goldmark 

Bd. XV: Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus. 
·von Felix Klein. Dritte Auflage. Zweiter Band: Differentialgeometrie. 
Mit etwa 146 Abbildungen. Erscheint im April 1925 

Bd. XVI: Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus. 
Von Felix Klein. Dritte Auflage. Dritter Band: Anwendung der Differen
tial- und Integralrechnung auf Geometrie. In Vorbereitung 

Bd. XVII: Analytische Dynamik der Punkte und starren Körper. Mit einer 
Einführung in das Dreikörperproblem und mit zahlreichen Übungsaufgaben 
von E. T. Whittaker, Professor der Mathematik an der Universität Edinburgh. 
Nach der zweiten Auflage übersetzt von Dr. F. und K. Mitte1st e n Scheid 
in Marburg a. d. Lahn. (474 S.) 1924. 

21 Goldmark; gebunden 22.50 Goldmark 

Bd. XVIII: Relativitätstheorie in mathematischer Behandlung. Von 
A. S. Eddington, Professor der Astronomie und experimentellen Philosophie 
an der Universität Cambridge. übersetzt von Dr. A. Ostrows ki in Göttingen 
und Prof. Dr. Harry Schmieltin Cöthen i. Anh. Erscheint im Sommer 1925 

Bd. XIX: Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis. Von G. P6lya, Tit. 
Professor an der Eidgenössischen Technischen Hochschule Zürich, und G. 
Szegö, Privatdozent an der Friedrich -\Vilhelms-Universität Berlin. Erster 
Band: Reihen. Integralrechnung. Funktionentheorie. (354S.) 
1925. 15 Goldmark; gebunden r6.5o Goldmark 




