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Vorwort.

Von jeher hat die Mathematik michtige Antriebe aus den engen Be-
ziehungen gewonnen, welche zwischen den Problemen und Methoden
der Analysis und den anschaulichen Vorstellungen der Physik bestehen.
Erst die letzten Jahrzehnte brachten eine Lockerung dieses Zusammen-
hanges, indem sich die mathematische Forschung vielfach von ihren an-
schaulichen Ausgangspunkten abléste und insbesondere in der Analysis
manchmal allzu ausschlieBlich um Verfeinerung ihrer Methoden und
Zuspitzung ihrer Begriffe bemiihte. So kommt es, daB viele Vertreter
der Analysis das BewuBtsein der Zusammengehorigkeit ihrer Wissen-
schaft mit der Physik und anderen Gebieten verloren haben, wihrend
auf der anderen Seite oft den Physikern das Verstindnis fiir die Pro-
bleme und Methoden der Mathematiker, ja sogar fiir deren ganze
Interessensphéare und Sprache abhanden gekommen ist. Ohne Zweifel
liegt in dieser Tendenz eine Bedrohung fiir die Wissenschaft iiberhaupt;
der Strom der wissenschaftlichen Entwicklung ist in Gefahr, sich
weiter und weiter zu verasteln, zu versickern und auszutrocknen. Soll
er diesem Geschick entgehen, so miissen wir einen guten Teil unserer
Krafte darauf richten, Getrenntes wieder zu vereinigen, indem wir unter
zusammenfassenden Gesichtspunkten die inneren Zusammenhinge der
mannigfaltigen Tatsachen klarlegen. Nur so wird dem Lernenden eine
wirkliche Beherrschung des Stoffes erméglicht und dem Forscher der
Boden fiir eine organische Weiterentwicklung bereitet.

Diesem Ziele soll fiir das Gebiet der mathematischen Physik das
vorliegende Buch dienen. Es entwickelt mathematische Methoden, die
im AnschluB an klassische physikalische Fragestellungen des 18. und
19. Jahrhunderts ausgebildet worden sind, und sucht die gewonnenen
Ergebnisse zu einheitlichen mathematischen Theorien auszugestalten.
Vollstiandigkeit erstreben wir nicht, hoffen aber doch, durch unsere
Darstellung den Zugang zu einem wichtigen und an den schénsten
Zusammenhidngen reichen Gebiete zu erleichtern, dessen weiterer Aus-
bau eine iiberaus lohnende und fiir Mathematik wie Physik gleich er-
sprieBliche Aufgabe ist. Unserer Einstellung entsprechend haben wir
uns iberall bemiiht, fiir die Betrachtungen und Beweise die einfachste
mogliche Form zu finden. Jede blinde Benutzung des Apparates der
Rechnung ist nach Moglichkeit vermieden und durch Uberlegungen be-
grifflicher Natur crsctzt. Abgeschen von dem rein Methodischen ent-
hilt der vorliegende Band viele Einzelheiten, die auch dem Kenner neu
sein dirften.

Ein geschlossenes Ganzes wird dieser Band erst mit dem in Vor-
bereitung befindlichen zweiten Bande bilden. Durchweg spielen die Ge-
sichtspunkte der Variationsrechnung die beherrschende Rolle, d. h. das
Bestreben, mathematische GréBen und Funktionen durch Extremums-



VI Vorwort.

eigenschaften zu charakterisieren. Immer mehr erweist sich dieVariations-
rechnung, in diesem allgemeinen Sinne verstanden, als michtiger Hebel
der mathematischen Analysis und wichtiges Prinzip der Vereinfachung
und Vereinheitlichung.

Fiir den vorliegenden Band im einzelnen muB ich die Verantwortung
allein iibernehmen, da Anlage und Einzelausfithrungen zum groBten Teil
in meiner Hand lagen. Auch habe ich mir die Freiheit genommen, an
zahlreichen Stellen des Buches gréBere Abschnitte aus eigenen Abhand-
lungen mit geringen Verinderungen abzudrucken. Wenn ich trotzdem
darauf bestanden habe, dafl auch nach aulen hin die Autorschaft meines
hochverehrten Lehrers, Kollegen und Freundes Hilbert mit zum Aus-
druck kommt, so geschieht dies nicht nur im Hinblick auf das vielfach
benutzte Material aus Hilbertschen Abhandlungen und Vorlesungen,
welches in erhohtem MaBe noch im zweiten Bande zur Geltung kommen
soll; vor allem wiinsche ich vielmehr damit zu betonen, daB die hier ver-
tretenen wissenschaftlichen und pidagogischen Bestrebungen Kinder
der mathematischen Geistesrichtung sind, welche fiir immer mit Hilberts
Namen verbunden bleiben wird.

Uber die Einzelheiten des behandelten Stoffes unterrichtet das aus-
fiihrliche Inhaltsverzeichnis. Fiir die Anordnung waren methodische,
nicht stoffliche Gesichtspunkte mafgebend. Jedes einzelne Kapitel bildet
in gewissem Grade eine selbstindige Einheit und kann daher im wesent-
lichen auch ohne Kenntnis der iibrigen gelesen werden. Ein ausfiihrliches
Register soll die Orientierung in dem Buche erleichtern. Die Literatur-
angaben, insbesondere die jedem Kapitel beigegebenen Literaturverzeich-
nisse, machen keinerlei Anspruch auf systematische Vollstandigkeit.

Fiir den zweiten Band haben wir uns neben der allgemeinen Be-
handlung der klassischen Differentialgleichungen der Physik eine ausfiihr-
liche Erorterung der Existenzfragen und der numerischen Berechnung
der Losungen vorbehalten, wobei die direkten Methoden der Variations-
rechnung im Vordergrunde stehen sollen. Ferner sollen im zweiten Bande
eine Ergdnzung der hier im vierten Kapitel gegebenen Darstellung der
Variationsrechnung durch die Hamilton-Jacobische Theorie und An-
wendungen auf Fragen der neueren Physik Platz finden.

Vielen treuen Helfern bei der Herstellung des Manuskriptes und
bei der saueren Arbeit der Korrektur schulde ich Dank: E. Bessel-
Hagen, K.Friedrichs, K.Grandjot, E. Hellinger, P.Jordan, H.Kneser,
O. Neugebauer, A.Ostrowsks, C.L. Siegel, A. Walther.

Ebenso ist es mir eine angenehme Pflicht, auch an dieser Stelle der
Verlagsbuchhandlung, welche in ihrer gewohnten GroB8zigigkeit die
Arbeit des Autors durch jedes erdenkliche Entgegenkommen erleichtert
hat, meinen herzlichen Dank auszusprechen.

Gottingen, am 11. Februar 1924.
R. Courant.
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Erstes Kapitel.

Die Algebra der linearen Transformationen
und quadratischen Formen.

Zahlreiche Fragen der mathematischen Analysis, die uns in diesem
Bande beschiftigen werden, sind durch Analogie und innere Verwandt-
schaft aufs engste mit dem Gebiete der linearen Transformationen und
quadratischen Formen verkniipft; wir wollen daher dieses Gebiet ein-
leitend in aller Kiirze unter den hier fiir uns wichtigen Gesichtspunkten
durchmustern, indem wir beim Leser eine gewisse Vertrautheit mit den
berithrten Fragen voraussetzen. Die auftretenden GroSen setzen wir
hierbei, wie auch spiter, als reell voraus, wenn nicht ausdriicklich etwas
anderes bemerkt wird.

§ 1. Lineare Gleichungen und lineare Transformationen.

1. Vektoren. Um die bekannten Tatsachen der Theorie der line-
aren Gleichungen kurz aussprechen zu konnen, ist es zweckmaBig, die
einfachsten Bezeichnungen der Vektorrechnung heranzuziehen?). Ein
System von # reellen Zahlen x;, ..., %, nennen wir einen #n-dimensio-
nalen Vektor oder einen Vektor im Raume von # Dimensionen und be-
zeichnen ihn kurz durch den entsprechenden deutschen Buchstaben g.
Die Zahlen x; (¢ =1, ..., n) heien die Komponenten des Vektors z.
Verschwinden alle Komponenten, so sprechen wir vom Vektor Null
oder vom Nullvektor. Fir n = 2 oder n =3 ist die einfachste geo-
metrische Deutung eines Vektors bekanntlich die als ,,Ortsvektor®,
der vom Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems zum
Punkte mit den rechtwinkligen Koordinaten #; fithrt. Fiir #» > 3 ver-
sagt zwar die geometrische Anschauung; trotzdem bleibt eine geometri-
sche Sprechweise der Natur der Sache angemessen.

Sind zwei beliebige reelle Zahlen 4 und x4 gegeben, so verstehen
wir unter dem Vektor 4 -+ u Y = 3 denjenigen, dessen Komponenten z;
sich linear aus den Komponenten x;, y; von t und t) gemiB der Be-

1) Dabei handelt es sich fiir uns nur um eine kurze Bezeichnungsweise, nicht
aber um eine Darlegung der eigentlichen Vektoranalysis bzw. ihrer Verallge-
meinerungen auf » Dimensionen, in welcher die Frage nach gewissen Invarianten
den Kernpunkt der Untersuchung bildet.

Courant-Hilbert, Mathematische Physik. I. 1
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ziehung 2; = A%; 4 uy; zusammensetzen. Hiermit ist insbesondere die
Summe und die Differenz zweier Vektoren definiert.

Als | inmneres Produkt’ (ry) der Vektoren g und Y bezeichnen wir
die Zahl

(1) @Y =%yt F Xy =y %+ V% = (Y1)

Gelegentlich benutzen wir fiir das innere Produkt (ry) auch die
Bezeichnung Komponente des Vektors § in bezug auf y oder umgekehrt.

Verschwindet das innere Produkt (ry), so nennen wir ¢ und y
senkrecht oder orthogonal zueinander; fiir # = 2 und # = 3 besitzt
diese Ausdrucksweise unmittelbar anschauliche Bedeutung. Eine be-
sondere Rolle spielt das innere Produkt Ny = (rz) = 12 eines Vektors
mit sich selbst, welches wir als Norm des Vektors bezeichnen. Die
positiv gerechnete Quadratwurzel aus r? nennen wir den Befrag oder
die Lange des Vektors ¢ und schreiben dafiir |z| = 4-}t2. Ein Vektor
von der Linge 1 heiBit ein normierter Vektor oder ein Einheitsvektor.

Fiir das innere Produkt (ab) von zwei Vektoren a = (a,, ..., a.)
und b = (b;, ..., by) besteht folgende Ungleichheitsbeziehung:

(@b)? < a%b?,

oder ohne Benutzung von Vektoren:

n 2 7 ' n
(o) =(Z )
i=1 i=1 i=1
wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann eintritt, wenn die
a; den b; proportional sind, also eine Beziehung Aa -+ 1 b = 0 besteht.
Der Beweis dieser ,,Schwaraschen Ungleichung*t) folgt unmittelbar
aus der Bemerkung, daB3 die quadratische Gleichung

n n n n
Dlax+ b =22Da+2xD ab+ Db =0
& =1 =1 =1

fiir die Unbekannte x niemals zwei verschiedene reelle Wurzeln haben
kann, sondern, aufler im Falle der Proportionalitit der ; und b;, nicht-
reelle Wurzeln besitzen muB; die Schwarzsche Ungleichung ist die
dieser Tatsache entsprechende Relation fiir die Diskriminante der qua-
dratischen Gleichung.

Vektoren g, ..., z, heien voneinander linear unabhingig, wenn
es unmoglich ist, Zahlen 4,, ..., 1,, die nicht alle Null sind, derart
zu finden, daB die Vektorgleichung

}”lgl + e - 17;;?2»; =0

besteht, d.h.dafl die Komponenten deslinkerhand stehendenVektors samt-
lich verschwinden. Andernfalls nennen wir die Vektoren linear abhingig.

1) Diese Beziehung wird iibrigens schon von Cauchy benutzt.
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2. Lineare Gleichungen, Tensoren, Bilinearformen. Nunmehr
sprechen wir den Hauptsatz der Theorie der linearen Gleichungen
ohne Bezugnahme auf die Determinantentheorie folgendermaBen aus:

Ein System von w linearen Gleichungen mit n Unbekannten %y, . .., %,
die wir als Komponenten eines Vekiors ¢ betrachien:

Ay ¥yt QX+ 0+ Ay %y = yq,
Aoy ¥yt Ao Xp + =+ * + dgpn %, = ¥3,
an1x1+an2x2+ tee +annxn = Yu,
kurz
n1 .
2) Zﬂthk=%’, (t=1, ..., n
=1

besitzt bei gegebenen aix entweder fiiy jeden willkiirlich gegebenen Vektor v
eine und nur eine Losung t, insbesondere die Lisung t = 0 fiir y = 0;
oder aber die homogenen Gleichungen, welche aus (2) fiir Y) = 0 entstehen,
weisen eine positive Anzahl ¢ ,nicht trivialer, d. h. vom Nullvektor ver-
schiedener, voneinander linear unabhingiger Losungen 1, ..., L, auf,
die wir als normiert annehmen diivfen. In diesem Fall hat auch das
wiransponierte’ Gleichungssystem

n" ! ’ .
(3) kZ_,‘ﬂikxk =0, (=1, ..., n)

wobes a;y = ay; gesetzt ist, genau o linear unabhingige, nicht triviale Li-
sungen y, ..., &,. Fiirdiejenigen Vektoren und nur fiir solche, welche den
@ Relationen (4t') =0, ..., (41,) =0 geniigen, also 2u ¢}, ..., Lo
orthogonal sind, ist dann auch das umhomogene Gleichungssystem (2)
losbar, wobei diese Losung nur bis auf eine beliebige additiv hinzutretende
Liosung des homogenen Gleichungssystems bestimmi ist.

Wir kénnen unsere linearen Gleichungen auffassen als eine lineare
Transformation des Vektors ¢ in den Vektor Y); der lineare Charakter
der Transformation kommt darin zur Geltung, daB dem Vektor
A3t1 + A2ty der Vektor 1,9, + /51, entspricht. Eire solche lineare
Vektortransformation, die durch das Koeffizientenschema oder die
»Matrix™ der Gleichungen (2):

Ay Ay Ain

a21 azz P agn
(4) A= (az)=| "

a1 An2 Ann
mit der Determinante

{“11 P IN TPY

gy Aoy . . . 4,

A = }aik] — 1 Y22 2n

1%
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bestimmt ist, wollen wir einen ,,Tensor*‘!) nennen und mit dem Buch-
staben U bezeichnen. Die Elemente a;, der Matrix A heiBen die Kom-
ponenten des Tensors 9. Die lineare Transformation (2) kénnen wir
dann als Multiplikation des Tensors 9 mit dem Vektor p auffassen
und in der Gestalt

(2') Ar=y
schreiben.
Ist der Vektor g seinerseits das Produkt eines zweiten Tensors B

der Komponenten &; mit einem Vektor w, hingt also r mit w durch
das lineare Gleichungssystem

n

Db = % t=1,...,n
E=t

mit der Matrix B = (b;;) zusammen, so geht auch ) aus w durch Multi-
plikation mit einem Tensor € hervor. Die Matrix C von € entsteht
aus 4 und B nach den Regeln der Matrizenmultiplikation:

C = A48,

d. h. das Element ¢;; ist das innere Produkt der 5* Zeile von 4 und
der kb» Spalte von B:

n
(5) Cir :Zﬂijbjk (7:, k= 1, P n).
=1

Den Tensor € nennen wir daher das innere Produkt oder kurz das
Produkt der Tensoren ¥ und B. Wie man aus der Definition unmittel-
bar abliest, besteht fiir diese Produktbildung das assoziative Geselz
(UAUB)E = A(BE), so daB das Produkt A, A, --- U, einer beliebigen
Anzahl von Tensoren in fester Reihenfolge einen wohldefinierten Sinn
erhdlt. Fiar %, = %, = -+ = U, = A schreiben wir dieses Produkt
als A% Potenz U* des Tensors A. Dagegen ist wohl zu beachten,
dafl das kommutative Gesetz der Multiplikation im allgemeinen nicht
gilt, sodaB man zwischen einer vorderen und einer hinferen Multiplika-
tion zu unterscheiden hat. SchlieBlich definieren wir als den Tensor
AU+ u B denjenigen mit der Matrix 14 + u B, d. h. mit den Kom-
ponenten Aa;; + pb;;; als Tensor Null demgemill denjenigen, dessen
Komponenten simtlich verschwinden. Ubrigens erkennt man unmittel-
bar das Bestehen des distributiven Gesetzes:

(A4-B)E = AC 4 BE.

1) An sich ware fiir die Durchfithrung algebraischer Betrachtungen die Ein-
fithrung eines neuen Wortes nicht nétig; sie empfiehlt sich aber, wenn man die
Operation der Transformation begrifflich von dem bloBen Schema der

Koeffizienten unterscheiden will.
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Im Falle des Nichtverschwindens der Determinante A = |a;y|
unseres Gleichungssystems (2) wird dessen Auflosung durch ein ent-
sprechendes Gleichungssystem

(6) X i%@:k}’k t=1,...,m
bewirkt. Dabei ist bekanntlich
7 S

wenn A;; die zum Element a;; gehorige Unterdeterminante von A
bedeutet. Die Matrix A= (a;;) heiBt die zur Matrix A reziproke oder
snverse Matrix und ist dadurch ausgezeichnet, daB3

AA = AA =E

ist, wobei E die , Etnheitsmatrix'

10...0
(8) E= () =|%1 0 (ei = 1; e = O fiir & + 9)
00. 1

mit der Determinante 1 und der Eigenschaft ZE =EZ = Z fiir
jede beliebige Matrix Z bezeichnet. Wir sind daher berechtigt, 4-1
statt A zu schreiben; die Determinante von A -! hat den Wert A-1.
Der zu A-! gehorige Tensor heiBt entsprechend der zu U reziproke
Tensor 9A-!, der zu E gehorige Tensor der Einheitstensor €. Er
bedeutet die identische Transformation g =y. Der Ubergang von
den Gleichungen (2) zu (6) kann aufgefaBBt werden als vordere Multi-
plikation der Gleichung (2') mit dem Tensor A-1.

Zur iibersichtlichen Zusammenfassung der linearen Gleichungen (2)
konnen wir statt eines Tensors auch die mit ihm Z#quivalente, zur
Matrix A gehorige Bilinearform!) beniitzen. Diese Bilinearform

s

(9) A(u, x) = Aip Wy Xy
k=1

1l

entsteht, indem wir die auf der linken Seite der Gleichungen (2) stehen-
den Linearformen in #,, ..., %, mit unbestimmten GréBen u,, ..., u,
multiplizieren und addieren; dadurch erhalten wir an Stelle des
Gleichungssystems (2) die eine in den # identische Gleichung:

(10) A(w, x) = E(u,v),

n
wobei E (u,y) = > #;¥; die Bilinearform der Einheitsmatrix oder die
&

1) Manche Autoren benutzen die Bezeichnung Tensor auch direkt fur die
Bilinearform.
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bilineare Einheitsform ist. In Tensoren lautet die Gleichung (10):
(10°) (A)u) = (hm).

Unter dem Produkt zweier Bilinearformen A(w,x) und B(w,x) mit
den Matrizen 4 und B versteht man die Bilinearform C (#,x) mit
der Matrix C = AB; die Potenz A%(u,x) bezeichnet man auch als die
W iterierte Form. Die ,.reziproke Bilinearform” A-‘u,x) mit der
Matrix 4-! kann nach den Sitzen der Determinantentheorie in die
Gestalt

7) A7t 2) = — AEA
gebracht werden, wobei
% 0 oy ...u,
A, x) = | %1 Bu---Bim) = _STA 0

gesetzt ist.

Ein besonderes Interesse bieten die symmetrischen linearen Trans-
jormationen, welche durch die Bedingung a;; = a;; gekennzeichnet
sind. Zu ihrer Untersuchung geniigt die Betrachtung der guadratischen
Form

7
A(x, x) =Z Uik X5 Xk (ar; = aw)

k=1

welche aus der Bilinearform entsteht, wenn man #; = x, annimmt.
Denn man erhdlt aus einer quadratischen Form A(x,x) eine sym-
metrische Bilinearform

n n

1 0A(x, x Ax 4-u, v + u) — Ay, x) — A(u, u
S = A3 A A b Als) — A
k=1 y

—dxi 2
=1

§ 2. Lineare Transformationen mit linearem Parameter.

Bei vielen Problemen tritt das Gleichungssystem der linearen
Transformation in der folgenden, iibrigens stets herstellbaren Form auf:

('1'1) x,-—th,-kxk=y.;, (i‘—“'l,...,%)
k=1

wobei 1 ein (auch komplexer Werte fihiger) Parameter ist. Die zu-
gehorige Bilinearform lautet E (#,x) — AT (#,%), wobei T (u,x) die
Matrix (¢;;) besitzt. Die zu E (u,x) — A T (u,x) reziproke Form T* (u, x)
muB der Gleichung (E — AT)T* = E oder T* — JTT* = E geniigen.
Diese reziproke Form T* 1aBt sich nach (7') schreiben als

A, x; 4)
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wobel
0 %y Uy,
A, 3 4) = (2 1— Aty — Aty
%, — Ay .. A — Aty
uied

i’l—ltll _lt12.-. "“ltln
A(A)—[‘ — Ay 1 — Ay — Ay,
? My — Ayg. oo 1 — Aty

ganze rationale Funktionen (n —1)*" bzw. #'® Grades von 1 sind.
Die Nullstellen des Polynoms 4 (1) heiBen die ,,Eigenwerte' von T (u, x).

Die Gleichungen (11) legen durch ihren besonderen Bau den Gedan-
ken nahe, ihre Auflosung durch fortgesetzte Approximation zu versu-
chen, indem man in der Gleichung

n
n
X =y + A Dty
F=1
itir die GroBen x; wieder

n
vi + 22}%’6’
~

einsetzt und so fortfahrt. Am iibersichtlichsten gestaltet sich dieses Ver-
tahren an Hand der Relation 7% = E -+ i TT*, aus welcher wir der
Reihe nach erhalten:

T* =EAATT* =E 4+ AT + 12T2T*
= E4 AT+ 22T+ BT3T* = .
Falls das Verfahren konvergiert, gelangen wir so zu einem Ausdruck
far T* durch eine unendliche Reihe:
T* = E 4+ AT + 22T + BT84 ...,

welche — ihre Konvergenz vorausgesetzt — tatsichlich die reziproke
Form von E — AT darstellt. Um dies einzusehen, brauchen wir die
Reihe nur mit E — 1T zu multiplizieren und dabei zu beachten, daf$3
sich unsere symbolische Multiplikation ohne weiteres gliedweise aus-
fihren 1468t. Es ist unmittelbar klar, daB} die Darstellung

T*: (E—l]‘)_le—l—lT—‘—lsz"l""

tormal vollstindig mit der gewdhnlichen geometrischen Reihe iiberein-
stimmen muf3. Mit Hilfe der ,,Resolvente

T*(w,y;4) — E(u,y)

T(u,y; 4) = 7
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von T (u,y) kénnen wir die Auflésung der urspriinglichen Gleichungen
E(u,x) — 2T (u,x) = E(u,vy)

in der Gestalt
E(u,y) + 4T (u,y;4) = E(u, %),

schreiben. Diese ergibt sich unmittelbar, wenn wir in der Formel
T*(E — AT) = E fiir T* den Ausdruck AT + E eintragen. Dabei be-
kommt man fiir die Resolvente T (u, y; 1) die ,,Newmannsche Reihe'‘1):

(13) T(w,y;8) = T+ AT+ 2T 4 ...

Wenn wir statt mit den Formen mit den Tensoren rechnen, schreiben wir
die Losung entsprechend

€—AD'=C+AiT+ 2T+ BI+ ...

Die Konvergenz der Neumannschen Reihe fiir gewisse 1 ist leicht
zu beweisen. Bedeutet M eine obere Schranke fiir die Absolutbetrige
der Zahlen ¢, so ergeben sich fiir die Absolutbetrige der Koeffizienten
der Formen T2, T3, ..., T* sofort die Schranken = M2, n® M3, ...,
n"~1M". Wir erhalten also in

(M A An M2 4 B M? o) ([ | - A o)) (2] -+ + )

eine Majorante der Neumannnschen Reihe. Diese Majorante ist aber
tir 1< ﬁ sicher konvergent. Bei hinreichend kleinen Werten von 1

konvergiert also auch die Neumannsche Reihe und stellt wirklich die
Resolvente von T (u,y) dar?).

Andererseits haben wir fiir die Form T* den Ausdruck (12), der
fiir alle reellen und komplexen Werte von 4 mit Ausnahme der Null-
stellen des Nenners gilt. Somit gibt uns die Gleichung

2 _ Aw,yid) 1
49 THID BT+ .. = ——a= — 7 Euy)
die analytische Fortsetzung der links stehenden, ihrer Natur nach
keineswegs unmittelbar zu iibersehenden und gewiB nicht fiir alle Werte
von 1 konvergierenden Neumannschen Reihe in die ganze i-Ebene.

1) Die Bezeichnung dieser Reihe nach Carl Neumann wird zwar keineswegs
dem historischen Sachverhalt gerecht, ebensowenig wie viele andere gebriuch-
liche Personalbezeichnungen. Wir wollen uns aber hier wie auch sonst gelegent-
lich dem eingebiirgerten Sprachgebrauch anpassen.

%) Die Konvergenz der hier aufgestellten Majorante wird offenbar bei zu-
nehmendem # immer schlechter. Schon jetzt sei aber darauf hingewiesen, daB durch
Benutzung feinerer Hilfsmittel (vgl. § 6, 1) eine von » unabhingige Abschitzung
der Konvergenzgrenze gefunden werden kann.
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Entwickeln wir die Determinanten A(%,y;1) und A(4) entspre-
chend den Regeln der Determinantentheorie nach Potenzen von 4,
so erhalten wir die Ausdriicke

A, y; A) = Ay (u,y) — Ady(u,y) + 22 Az (u,9) — -+
+ (=11 A, (u, y),

ARy =1— A4, 4+ Ay — - + (—1)"" 4,
wobei
L0 up, ... up,
‘ R A
Ay, y) = | Ype Ipyp, L
=3 et
Yoy, tphpx tphph
und
! tpxpx tlhpz e tpﬂlh ‘
It 17 R/
A, :Z‘ Cp Ipape - Upapn |
i‘ Upaps Eoppe - - - topoy
gesetzt ist. Summiert wird hierbei iiber alle ganzzahligen py, Py, ..., Ps

von 1 bis # mit p, <py <--- <Py

§ 3. Die Hauptachsentransformation der quadratischen
Formen.

1. Orthogonale Transformationen. Das Hauptachsenproblem. Ein
besonders wichtiges Kapitel der Algebra ist die Theorie der orthogonalen
Transformation einer quadratischen Form mit reellen Koeffizienten in
eine Summe von Quadraten; in der Geometrie, der Mechanik, der
Schwingungstheorie wird man hiaufig aut dieses ,,Hauptachsenproblem
gefiihrt.

Gegeben ist eine quadratische Form

(15) K (x, %) =Zfemxpxq

p,q=

mit der symmetrischen Matrix K = (k,,) und der Determinante

K= lk,,|. Gesucht ist eine lineare Transformation & der Variablen x,:
(16) x,,=Z;lMyq=Lp(y) Bp=1,...,n)
=

mit der Matrix L = (/,,) und der Determinante A =[], |, welche

erstens ,,orthogonal ist, d. h. die quadratische Einheitsform

E(x, %) = D %,
p=1
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in sich tiberfiihrt, also identisch in den y, die Relation

(17) E(x,2) = E(y,3)
erfiillt, und zweitens die Form K(x, x) in die Gestalt
(18) K(x %) = X%,
p=1
transformiert.

Dem Beweise fiir die Méglichkeit der Hauptachsentransformation
schicken wir einige Bemerkungen voraus.

Wenden wir die zunéchst beliebige Transformation € an auf irgend
eine quadratische Form 4 (x, x) mit der symmetrischen Matrix 4 = (a,,)
und der Determinante A = |a,,|, so erhalten wir fiir den Koeffizienten
by, der transformierten Form B (y, y) den Wert

n

(19) bpq = erp rs lsq;

r8=1
die Matrix B = (by,) hat also die Gestalt
(19) B=LAL,
wobei L’ die transponierte Matrix zu L bedeutet. Fiir die Deter-
minante B = |b,,| ergibt sich bieraus nach dem Determinantenmulti-
plikationssatz
(19) B = AZA
(die ,,Invarianteneigenschaft** der Determinante einer quadratischen
Form).

Die Forderung (17) liefert durch Anwendung von (19) auf
A(x,x) = E(x,x), B(y,y) = E(y,y) als notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Orthogonalitdt der Transformation & die Gleichungen

(20) L'EL=LL=LL =E; L =L

es stimmt also die transponierte Matrix einer orthogonalen Transfor-
mation mit deren reziproker Matrix iiberein, so daf} die Gleichungen (16)
aufgelost werden durch das gleichfalls orthogonale System

(21) Vo =Z:l“,xq =L, (x).
q:

Die aus (20) fiir die Matrizen 4, B und L zweier beliebiger quadra-
tischer Formen und einer orthogonalen Transformation folgende Relation
L'(AB)L = (L’AL)(L' BL) lehrt, daB man ein symbolisches Produkt
quadratischer Formen durch orthogonale Transformation jedes ein-
zelnen Faktors orthogonal transformieren kann. Hieraus ergibt sich
insbesondere, daB die Orthogonaltransformierten zweier reziproker For-
men wieder reziprok sind.
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Durch Ubergang zu den Determinanten ersiecht man zunichst
aus (20), daB A2 = 1, also die Determinante einer orthogonalen Trans-
formation gleich -+1 oder —1 ist; weiter aus (19”), daB die Deter-
minante einer beliebigen quadratischen Form invariant gegen ortho-
gonale Transformationen ist.

Ausfiihrlich geschrieben ergeben die symbolischen Gleichungen (20)
die Orthogonalitdtsrelationen :

s n
(22) Zhy=1 Zhyhy=0 (g% 7)
=1 =1
bzw.
n n
(22) ﬂl;y =1, l,p,,lw =0, (g + p)
v=1 y=1

2. Die Durchfithrung der Hauptachsentransformation auf Grund
eines Maximumprinzips. Jetzt wollen wir uns davon {iberzeugen, daB
fiir eine vorgelegte quadratische Form K (x,x) stets eine Hauptachsen-
transformation moglich ist. Dabei stiitzen wir uns auf die Tatsache,
daB eine stetige Funktion von mehreren auf einen endlichen Bereich
eingeschrankten Variablen in diesem Bereich oder auf seinem Rande
einen groBten Wert annimmt. (Satz von Weierstraf.)

Demgemal gibt es einen Einheitsvektor I; mit den Komponenten
Ly, «ou, b derart, daB K (x, x) fiir 5y == 1y, ..., x» = 1, den groBten
unter der Nebenbedingung

3

(23) %
p=1
moglichen Wert x, erhalt. Geometrisch wird durch den Vektor [; ein
Punkt auf der , Einheitskugel (23) bestimmt, der zugleich auf einer
Flache aus der Schar der Zentralflichen zweiten Grades K (x, 1) = konst.
liegt, welche die Einheitskugel von auBlen beriihrt. Dall mindéstens
eine solche Flache vorhanden sein muB, leuchtet anschaulich ohne
weiteres ein.
Ferner existiert ein zu I; orthogonaler Einheitsvektor [, mit den
Komponenten l,,, ..., I, derart, daB K(x,x) firx, = Iy, ..., 2o =1lan
den groBten Wert %, annimmt, der bei Hinzufiigung der Bedingung

2
=1

JS

(24) hp%py =0
p=1

zu (23) moglich ist. Auch hier ist einleuchtend, da8 sich fiir das Schnitt-
gebilde der Einheitskugel mit der zu {; orthogonalen , Ebene’ (24) das-
selbe Problem losen 1aBt, das durch |; fiir die ganze Einheitskugel er-
ledigt wird.

Weiter gibt es einen solchen zu I; und I, orthogonalen Einheits-
vektor Iy mit den Komponenten x; =I5, ..., x, =1;,, dal K(x,x)
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in seinem Endpunkt den gréSten unter den Nebenbedingungen (23),
(24) und

n
(24) 2 lepty =0
p=1
moglichen Wert »; annimmt. Indem wir so fortfahren, gelangen wir zu
einem System von # zueinander orthogonalen Vektoren [, ...,[,, die

wit als ,,Hauptachsenvekioren'’ bezeichnen und deren Komponenten /,,
wegen (22) eine orthogonale Transformation

(25) %p :lelqpyq (p=1,...,n)
q:

definieren, welche, wie wir behaupten, unsere Aufgabe lost.
Da die Gleichungen (25) aufgelost werden durch

(25/) Yo :thllpqu’ (75:'17---:”)
q:

so ist die Gleichung y =1, gleichbedeutend mit y, =1, v, =10 fir
g = p. Insbesondere wird also das Maximum #; angenommen fir
Y1=1, ¥o=0, ..., ¥yo» =0, so daBl in der transformierten Form

n
Cly,y) :Z, CpgVpYqg = K (x, %)
pla=1
der erste Koeffizient ¢;, = #, wird. Es ist dann die Form
n
H(y,y) :Eil'pqypyq = C(y,y) - ”1()’% + yi)
p.a=

positiver Werte nicht fiahig. Denn zufolge der Maximumseigenschait
gilt dies jedenfalls unter der Bedingung

und diese Bedingung ist unwesentlich, da man die Ungleichung
H(y,y) = 0 mit einem beliebigen positiven Faktor multiplizieren kann.
Kidme nun y, noch in H(y,y) vor, wire etwa h, = hy von Null ver-
schieden, so wiirde sich fiir

vi=1, Yp=8& yy=- =9 =0
der Wert
2hp8 + hoy € = £(2hyy + hys€)

von H(y,y) ergeben, der durch geeignete Wahl von ¢ wieder positiv
gemacht werden konnte,
Damit ist gezeigt, daB3 K (x,x) nach der Transformation die Gestalt

Cly,y) = %97 +C, (9, %)

besitzt, worin C,(y, v) eine quadratische Form der # — 1 Variablen
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Ya, ..., Yn bedeutet. Beider Nebenbedingung 4, = 0 wird also die trans-
formierte Form gleich C,(y,y), und wir koénnen nunmehr genau so
weiterschlieBen, daB C;(y,y) die Gestalt #,95 4 C,(y,y) hat, wobei
Cy(y, y) nur noch von den # — 2 Variabeln y,, ..., v, abhingt, usw.
Damit ist die Moglichkeit einer Hauptachsentransformation

3

3 n n
N, A2 N9 N2
RpgXpx, = 2 %0 y5, pr =2V
P,g=1 p=1 p=1 p=1

Q
I

vollstandig dargetan. Man hitte tibrigens beim Beweise ebensogut von
einem entsprechenden Minimumproblem ausgehen, d. h. das Minimum
von K(x,x) bei der Nebenbedingung E(x,x) =1 suchen kénnen
und wire dann in umgekehrter Reihenfolge zu den GréBen x,, ..., x,
gelangt. Auch konnte man K (x, ) konstant halten und die Maxima
bzw. Minima von E(x,#) suchen. Dann wiirde man die reziproken
Gréfen zu den x; erhalten.

3. Charakteristische Zahlen und Eigenwerte. Wir wollen die

GréBen x,, ..., %, die ,chavakteristischen Zahlen*, ihre Reziproken
Ay = %il’ e Ay = ;1; die ,,Eigenwerte’* der quadratischen Form nennen.
Geometrisch bedeuten die Absolutbetrige der 4, die Quadrate der
Hauptachsenlangen der Zentralfliche zweiten Grades K (x, x) = 1. Ist
mindestens eine der charakteristischen Zahlen gleich Null, so heift die
Form K (x, x) ,,ausgeartet’*; sie kann dann als Form von weniger als
# Variablen dargestellt werden. Wegen der Invarianz der Deter-
minante (vgl. S. 10) ist dies dann und nur dann der Fall, wenn
K = [kpg| =%, --- %, verschwindet. Sind alle Eigenwerte positiv
bzw. alle negativ, so kann die Form, auBer wenn alle Variablen ver-
schwinden, nur positive bzw. negative Werte annehmen. Sie heiBt
dann positiv- bzw. negativ-definit.
Die Gleichung

(%——%1)(%———%2)---(76-—%n) =0

fiir die charakteristischen Zahlen kann man auch in der Gestalt

schreiben. Diese Determinante ist aber gleich der Determinante der
quadratischen Form
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die durch eine orthogonale Transformation aus der Form
nT
%> %% — K (x, x)
p=1

hervorgeht. Daher gilt identisch in »

R 0 0 ; % — ky — ks Bia |
[0 A—ty... O !: — Ry H— Ry Row |
U e B ;
[0 0 ..ox—xy| | —ky —kpg o —kyy,

die charakteristischen Zahlen sind also die Waurzeln der algebraischen
Gleichung

Ry kg cee Ry ;
(26) ‘ Roy Rog — % ... kg, -0
F knl kn? knn‘“”

fiir die Unbekannte », Die fritheren Betrachtungen zeigen, da8 die
Gleichung (26) stets lauter reelle Wurzeln hat, wenn %,, beliebige reelle
den Bedingungen %,, = &y, geniigende GroBen sindl).

Ist fiir die Form K (», x) die Hauptachsentransformation

K(x, x) :‘Z;upyi
p:

gegeben, so kann man fiir die rechtsstehende quadratische Form
unmittelbar die iterierten Formen bilden und erhilt unter Beachtung
des friiher iiber die orthogonale Transformation eines Produktes Gesagten

n n
K2(x, x) :——-leiyi , K3(x, x) =2x2yf,, e
p= p=

Hieraus erkennt man, daB die A% iterierte Form K*(x, ) die At® Po-
tenzen der charakteristischen Zahlen bzw. der Eigenwerte von K (x, x)
als charakteristische Zahlen bzw. Eigenwerte besitzt; ferner sieht man,
daB fiir gerades % die Form K"(x, %) positiv-definit wird.

Nehmen wir an, die charakteristischen Zahlen seien absolut genom-
men alle voneinander verschieden und nach abnehmendem Absolut-
betrage geordnet; ferner sei

o — M ghlfgrt .. =0

die Gleichung fiir die A" Potenzen der charakteristischen Zahlen.
Dann ist

& I/ hy _ Lk ,h h h
Cl.l_’tll_f“"'_r”7;1 Co —x1”2L+"'+”n-—1”713"'7

1) Wegen ihres Auftretens beim Problem der sikularen Planetenstérungen
pflegt man die obige Gleichung als Sikulargleichung zu bezeichnen. Fiir einen
direkten Beweis des obigen Realititssatzes vgl. z. B. Kap. 3, § 4, 2.
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und wir erhalten in bekannter Weise fiir die Eigenwerte die ,,Graeffe-
schen Formeln'
/s (h)

, ]| —hm‘V (,L,

und die ,,Bernoullischen Formeln'

[3] = hm h/c(’"

3 e e

c("’ 1 .. o

agin s me i

Da wir die Koeffizienten ¢{* aus den Grofen k;; in rationaler Weise
berechnen konnen, haben wir damit eine Methode zur numerischen
Bestimmung der charakteristischen Zahlen gewonnen.

4. Resolvente einer Form. Auch die Resolvente der quadra-
tischen Form K (x, x) 1aB3t sich nach den Entwicklungen dieses Para-
graphen leicht in eine iibersichtliche Form bringen, wenn wir sie
gemdl § 2 durch die symbolische Gleichung

(E(r,) = LK (5, #9]~* — E(3, 2

K(x,x; 1) = 7

definieren. Wir denken uns K (x, ¥) durch Hauptachsentransformation
in die Gestalt

L
K(x,x) = %ﬁ
p=1 "7

n_
gebracht; die Resolvente von Z%ﬂ muf dann mit der von K (x, %)

iibereinstimmen, da [E (¥, x) — A K (x, x)] ! durch die Transformation in

[E (0:3) — 12—?—]
p=1 "

ibergeht. Nun erhilt man aber unmittelbar

%[(i?yz_lzn:%”_ﬂy,y)}:’7[(21 =)~ E6 )
. p= = /
:17[ Tlg_z v —E®.9) }:%[Zzplizyﬁ“zyi]z.Z'xyp

p"’”;'.

-1

Transformieren wir hierin wieder auf die Variablen x,, so erhalten wir
mit der Bezeichnung (21) die Resolvente K (x,x;4) von K(x, x) in der
Gestalt

n L NI P
(27) K(x,x,/l)-V1 1,1
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oder, wenn wir zur Bilinearform zuriickgehen,

(27) Ky = D700

p=1

Aus dieser Darstellung sehen wir iibrigens, daB das Residuum der ratio-
nalen Funktion K («, x; ) von 1 im Punkte 4 = 4, gleich — L} (u) L}, (x)
ist, wenn man Ap ¥ A4 fUr p + ¢ voraussetzt.

§ 4. Die Minimum-Maximum-Eigenschaft der Eigenwerte.

Oben haben wir die charakteristischen Zahlen durch eine Reihe von
Maximumproblemen eingefiihrt, bei denen jedes die Losung der voran-
gehenden voraussetzte. Jetzt zeigen wir, wie man, wenn die Eigenwerte
nach abnehmender GroBe geordnet sind, unmittelbar die 4% charak-
teristische Zahl als Losung eines etwas anderen Problems kennzeichnen
kann.

Es soll die Form

n
K(x,%) = 2 kyg#pg
pg=1

zum Maximum gemacht werden, wenn auBer der Forderung

n
p=1
noch 2 — 1 weitere Gleichungen
(29) D%y =0 v=1,...,bh—1;h = n
r=1

vorgeschrieben sind ; sodann soll diesem Maximum, welches eine Funk-
tion der Parameter «,; ist, durch geeignete Wahl der «,, ein méglichst
kleiner Wert erteilt werden.

Die Hauptachsentransformation fiihrt K(x, x) tiber in

*pVp (tr=...= ),
p=1
die Bedingung (28) in
(28) 29 =1
p=1
und die Gleichungen (29) in
(29’) Zlﬁypyp == O,
=

wobel die f,p neue Parameter sind. Wihlen wir

yh+1:...= yn=0,
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so ergeben sich aus (29") bei beliebigen f£,, jedesmal % — 1 homogene
Gleichungen fiir die 4 Unbekannten y,,...,v,, welche sicher durch
ein mit (28’) vertragliches Wertsystem befriedigt werden kénnen. Fiir
diese Werte wird

K@ 2) = ¥i+ o 49 Z (Vi 4+ o +92) = x,.

Das zunichst gesuchte Maximum ist also fiir kein System der f,, kleiner
als #;. Es wird aber gerade gleich »;, wenn fiir (29") die Gleichungen

y1:"':yh—1:0

genommen werden. So ergibt sich:

Die W charakteristische Zahl », der quadratischen Form K (%,x)
ist der kleinste Wert, welchen das Maximum von K (x, x) annehmen kann,
wenn aufler devr Bedingung

s

2
4 =1
=1

=

noch h — 1 belicbige lineare homogene Gleichungen zwischen den x, vor-
geschrieben sind.

Auf Grund dieser Minsmum-Maximum-Eigenschaft der charakteri-
stischen Zahlen 1Bt sich besonders leicht iibersehen, in welcher Weise
sie sich verandern, wenn den Variablen § unabhingige , Bindungen'

(30) Zlyspxpzo s=1,...,9)
=

auferlegt werden, so daB sich K(x,x) auf eine quadratische Form
K (x,x) von # — 7 unabhingigen Variablen reduziert. Die A% charak-
teristische Zahl %, entsteht durch dasselbe Minimum-Maximum-Pro-
blem wie #,, wobei jedoch durch (30) die Gesamtheit der zur Konkurrenz
zugelassenen Wertsysteme x,, ..., %, verengert ist. Daher iibertriftt
das einzelne Maximum und somit auch die charakteristische Zahl bei
K (%, x) sicher nicht die entsprechende GroBe bei K (¥, x).

Ferner ist x;,; das kleinste Maximum, das K (v, x) besitzen kann,
wenn auller (28) noch % 4 7 lineare homogene Bedingungen fiir die x,
vorgeschrieben sind, und daher sicher nicht groler als %,, fiir welches §
dieser Bedingungen durch die festen Gleichungen (30) gegeben sind.

Es gilt also #p = #; = %j+4; oder in Worten:

Geht eine quadratische Form K (x,x) von w Vevdnderlichen durch j
lineare homogene Bindungen in eine quadratische Form K (x,x) wvon
n — 7 Vevanderlichen iiber, so sind die charakteristischen Zahlen

H1s oees %q; von K(x,x) nicht grofer als dic entsprechenden Zahlen
der Rethe %y, ..., =, ; und nicht kleiner als die entsprechenden Zahlen
der Rethe ;. 1, ..., #y.

Courant-Hilbert, Mathematische Physik. 1. 2
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Ebenso ergibt sich: Addiert man 2u K (x,x) eine nirgends negative
Form, so sind die charakteristischen Zahlen der Summe nicht kleiner als
die entsprechenden von K (x, x).

Anstatt ein Minimum-Maximum-Problem zur Kennzeichnung der
charakteristischen Zahlen zu benutzen, koénnen wir ebensogut ein
Maximum-Minimum-Problem zum Ausgangspunkt nehmen. Man er-
hilt dann wiederum die x;, nur in umgekehrter Reihenfolge?).

§ 5. Anwendungen.

1. Orthogonale Vektorensysteme. Vollstindigkeit. Lineare Dar-
stellung eines Vektors durch ein Vektorensystem. Bereits in § 1 haben
wir die Orthogonalitit und lineare Abhingigkeit von Vektoren definiert.
Jetzt wollen wir diese Begriffe unter Anwendung der im Paragraphen 2
und 3 erhaltenen Resultate genauer uniersuchen.

Als Koordinatenvektoren ey, ..., e, im #n-dimensionalen Raume
bezeichnen wir ein System von # orthogonalen Einheitsvektoren?). Ein
solches System bilden z. B. die Vektoren, deren Komponenten der Reihe
nach durch die Horizontalreihen des Schemas

10...0
01...0
00...1

gegeben sind, ferner die in § 3 betrachteten Hauptachsenvektoren.

Die Vektoren e, ..., e, sind stets linear unabhingig; denn aus
einer Beziehung 4;e; 4 -+ + 4,0, = O folgt durch Multiplikation mit
en wegen ej = 1, e,ey = O (k+ %) sofort A, = 0. Wiahrend es also
gewiBl Systeme von # linear unabhingigen Vektoren gibt, mull zwischen
# + 1 Vektoren u;, ..., Up41 stets mindestens eine lineare Gleichung
mit nicht identisch verschwindenden Koeffizienten:

/"'1111‘,_ +,un+lun+1 =0

bestehen, da # homogene lineare Gleichungen

n+1
D it =0 k=1, ..., n)
i=1

fiir die # + 1 Unbekannten u,, ..., t,,; stets eine nicht triviale

Losung haben.

1) Zur Erlauterung der hier entwickelten Betrachtungen diene folgende Be-
merkung: Schneidet man ein dreiachsiges Ellipsoid mit einer Ebene durch
seinen Mittelpunkt, so liegt die groBe Achse der Schnittellipse zwischen der groBen
und der mittleren Achse des Ellipsoids und die kleine Achse der Ellipse zwischen
der mittleren und der kleinen Achse des Ellipsoids.

%) Vielfach werden uibrigens als Koordinatenvektoren auch nicht orthogonale,
linear unabhingige Vektoren benutzt.
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Ist ¢ ein beliebiger Vektor, so muf3 also mit nicht sdmtlich ver-
schwindenden Konstanten ¢ eine Beziehung

CoL — €18 — =+ —Chep =0

gelten, wobel ¢, wegen der Unabhingigkeit der ¢ nicht Null sein kann,
mithin gleich 1 genommen werden darf. Jeder Vektor g 1afit sich dem-
nach durch ein System von Koordinatenvektoren in der Form

(31) L‘:Clel'{"""{_cnen

darstellen. Fiir das oben zuerst angefiihrte spezielle System der urspriing-
lichen Koordinatenvektoren ist dies trivial. Die Werte der Koeffizien-

ten ¢;, die ,,Komponenien von ¢ in bezug auf das System der e, ..., &,",
finden wir aus (31) durch Multiplikation mit den e; zu

e = (ge).

Aus einem beliebigen System von m linear unabhéngigen Vektoren
by, ..., by konnen wir durch den folgenden Orthogonalisierungsprozef3 ein
System von m orthogonalen Einheitsvektoren ey, ..., e, gewinnen.

: b
Wir setzen e; = ]EL"
1

verschwindende Zahlen é’l, ¢4 so, daB ¢} e, + ¢ b, orthogonal zu ey, also
¢1+cs(vze;) = 0 wird. Wegen der linearen Unabhingigkeit von b,
und b,, also auch von ¢, und v, ist der Vektor c¢}e; -+ ¢5b, von Null
verschieden; durch Division mit seinem Betrag erhalten wir den zu ¢,
orthogonalen Einheitsvektor e,. Weiter bestimmen wir drei nicht zu-
gleich verschwindende Zahlen ¢f, ¢7, c§ so, daB cfe; -+ che,+civ,
orthogonal zu ¢; und e;, also ¢]+ ¢ (vge;) = 0 und ¢ +c§ (vz€;) = 0
wird. Der Vektor cfe, + cye, 4 c§v, ist wieder von Null verschieden
und kann also normiert werden, wodurch wir e, erhalten. Durch Fort-
setzung dieses Verfahrens gelangen wir zu dem gewiinschten Ortho-
gonalsystem.

Fiir m << sprechen wir von einem unvollstindigen, fiir m = n
von einem wvollstdndigen orthogonalen System. Bezeichnen wir die Kom-
ponenten eines Vektors g in bezug auf das System ey, ..., e, wieder mit
€1y « -+, Cm, S0 folgt aus der selbstverstindlichen Beziehung

Sodann wiahlen wir zwei nicht gleichzeitig

(E 08— e — Cmem)2 =0,
indem wir das Quadrat des Vektors auf der linken Seite erlaubterweise
nach den Regeln der Algebra ausfiihren
m m . _
-2 e+ Y0 =2—223+>3d=0
i=1 =1
oder

(32) pa

iy
15
St

-
i
-

2%
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wobei m =< n und ¢; = (re;) ist. Fiir m = # gilt das Gleichheitszeichen:

(33) = Zm 2.

Die letzten beiden Relationen, welche den vektoriellen Ausdruck
des pythagoreischen Lehrsatzes enthalten und fiir # <4 unmittelbar
anschauliche Bedeutung haben, pflegt man als die Besselsche Ungleichung
und die Vollstindigkeitsvelation zu bezeichnen. In der Tat besagt die
Gleichung (33), wenn sie fiir jeden Vektor besteht, da das gegebene
Orthogonalsystem vollstindig ist. Denn (33) kénnte nicht fiir einen
auf allen Vektoren e¢,, ..., e, orthogonalen Vektor gelten, und einen
solchen miifite es geben, wenn m < # wire.

Man kann iibrigens die Vollstindigkeitsrelation in die allgemeinere
Form
(33) €r) = 2 ac

i=1
setzen, die leicht aus der Orthogonalitit der e folgt.

Alle diese Beziehungen sind vorwiegend formaler Natur. Sie ge-
winnen eine tiefere Bedeutung dadurch, daf sie sich, ohne trivial zu
sein, in formal ganz dhnlicher Weise bei tieferen Problemen der Analysis
wiederfinden.

2. Lineare Unabhingigkeit und Gramsche Determinante. Die
Frage der linearen Abhingigkeit von m gegebenen Vektoren b, ..., by
1aBt sich formal sehr einfach folgendermaflen entscheiden, ohne dafB3
man in der {iblichen Weise den Rang der Matrix der Komponenten
explizit festzustellen braucht. Wir betrachten die quadratische Form

n
N

=

(s og) % %z -
1

Gx, %) = (%0, 4 -+ + 2, 0,)° =

3

b
i

Sicherlich ist G(x, x) = 0, und die Vektoren p; sind dann und nur dann
linear abhangig, wenn es ein Wertsystem der Variablen x;. ..., %
gibt, welches der Bedingung

(34) S —
=1

geniigt und fiir welches G (x, x) = 0 wird. Damit also lineare Abhéngig-
keit besteht, mufl das Minimum der Form G(x, ) unter der Neben-
bedingung (34) den Wert Null haben. Dieses Minimum ist aber die
kleinste charakteristische Zahl der Form G(x,x), d.h. die kleinste
Wurzel der Gleichung

o (0g0y) L (0g00) |

(35) ; (0y0,) Di—x .. (b)) | o
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Das bedeutet:
Notwendig und hinreichend fiir die lineare Abhdngigkeit der Vektoren

Yy, «.., D tstdas Verschwinden der ,,Gramschen Determinante
Lot (0y0y) - (0 04) |

(36) r — ‘Y (32”1) bg v (bzbm)
S
| (0mby) (Omby) ... 03 |

Entwickelt man die Gleichung (35), welcher die simtlich nicht nega-
tiven charakteristischen Zahlen x, ..., %, von G (¥, ) geniigen, nach
Potenzen von x, so ist das von # freie Glied gleich I' und der Koeffizient
von %™ ist gleich (—1)™. Nach einem bekannten algebraischen Satz gilt also

(36) T =ty 2.

Mithin ist die Gramsche Determinante eines belicbigen Systems von
m Vektoren niemals negativ. Die Beziehung

(37) M= [(b;0)]=0 (G, k=1,...,m),

in welcher das Gleichheitszeichen nur fiir linear abhingige Vektoren
by, ..., b, auftritt, ist die Verallgemeinerung der Schwarzschen Un-
gleichung

b (by0y) |

. |
0303 — (v; by)? = |
R Y AR B

v

0.

Der Wert der Gramschen Determinante oder auch die kleinste
charakteristische Zahl x,, der Form G (x, x) stellen ein Maf fiir die
lineare Unabhingigkeit der Vektorew v, ..., v, dar. Je kleiner diese
Zahl ist, desto ,,flacher wird das von v, ..., b, aufgespannte m-di-
mensionale Gebilde; ist dieses Unabhingigkeitsmafl gleich Null, so klappt
das Gebilde in ein hochstens (m — 1) -dimensionales zusammen. Ubri-
gens kann man der Gramschen Determinante auch sehr leicht eine
geometrische Bedeutung beilegen. Sie ist gleich dem Quadrat des
m!fachen Volumens des m-dimensionalen geometrischen Gebildes, dasvon
den m Vektoren v, ..., v, aufgespannt wird — also z. B. fiir m = 2
gleich dem Quadrat des doppelten Flicheninhalts des aus b,, b, kon-
struierten Dreiecks.

Natiirlich muf8 das Gramsche Kriterium fiir lineare Abhingig-
keit mit dem gewéhnlichen 4quivalent sein, welches besagt, daB die
Vektoren dann und nur dann linear abhingig sind, wenn alle m-spaltigen
aus dem rechteckigen Schema der Komponenten

Uit Uiz - .- Vg
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herausgeschnittenen Determinanten verschwinden. In der Tat ist nach
einem bekannten Satze der Determinantentheorie

Vis, Vis - - Viem 1’2
|
3% r=X T
| Ums, Omey + v« Vs
wobei die Summation #iber alle ganzzahligen s, s, ..., s, von 1 bis #

mit s; <8y < -+ < 5y 10t

3. Losung des zu einer Form gehérigen linearen Gleichungs-
systems. Zum Schlufl wollen wir noch in Vektorbezeichnung die Lésung
fiir das zur quadratischen Form

n
K (%, %) = 2 kpy %y %,

p.g=1
gehorige Gleichungssystem
”‘Y
(39) xp - ;“Zlkpqx’l =¥ (Zb = 17 LEREEE n)
q:
oder mit Vektoren
(39) t—Afr =19

aufschreiben.

Multiplizieren wir die letzte Gleichung mit dem zum Tensor & der
Hauptachsentransformation von K (x,x) reziproken Tensor £-1, so
entsteht

Qly -1 '®r=21y,
oder, wenn wir
Qlr=u, Qly=p, Q18¢=90
setzen,
(40) t—AQu=mv.

Dabei ist die Matrix Q von £ gegeben durch Q = L 'KL = L'KL,
sie hat also die Gestalt

0 ...0
0%2...0
Q= ..7.. ...
00 ...2x,

In Komponenten lautet demnach die Gleichung (40)

(40" Up — Aty Uy = U, (p=1...,m
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so daB sie sich auflésen 148t durch die Beziehung

S S
(41) Mo =y i, T I L=

1 —

’

4

Mit Hilfe des Tensors M mit der Matrix

*1

h—1 o |

;'2
M = i 0 n=a 0

.............. o

l O O ’ ;"n —';ﬂ J

konnen wir (41) symbolisch in der Gestalt
u=MNo

schreiben, und durch Multiplikation mit € erhilt man als Losung der
Gleichungen (39), (39") die Relation

r=gMYy =Gy.

In der gleichbedeutenden Formel

(42) 1= Z r—(t)—j—”’)i L,

erscheint die Losung nach den Hauptachsenvektoren [, ..., 1, der
Form K(x,x) entwickelt.

Der Hauptachsenvektor [, selbst gibt die normierte Losung der
homogenen Gleichungen

r—4, 8 =0
oder

o

Ug — Ap gty = 0 g=1,...,n).

. . 1 . . .
Sind fiir ¢ + p alle %, von x, = I verschieden, so gibt es nur eine
normierte Losung

u, =1, 1, = 0 (¢ +9)
oder
r=1;

fallen mehrere charakteristische Zahlen zusammen, so sind die Haupt-
achsenvektoren nicht eindeutig bestimmt, wie auch aus den Entwick-
lungen von §3 erhellt. — Die Hauptachsenvektoren von & nennt man
auch die Eigenvekioren von K.
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Man kénnte den Tensor ®& = LMY den Greemschen Tensor der
quadratischen Form K (%, %) nennen, in Analogie zu der spiter im Kap.V
zu betrachtenden Greenschen Funktion.

§ 6. Ergidnzungen und Aufgaben zum ersten Kapitel.

I. Determinantenabschitzung von Hadamard. Fiir jede Deter-
minante

] ay Ao Ay r
Aay Aag az
A= |azk‘ P, fl
An1 Ay2 Ann

mit reellen Elementen a;; gilt die Abschitzung

n n
(43) A* < IT ¥ asp.
i=1k=1
Beweis: Wir lassen die Elemente a;; variieren, wobei jedoch die
]
Quadratsummen

ai, = C =1, ..., n
E=1

festgehalten werden mogen. Ist A2,, der gréBte Wert, den die
Funktion A% der Elemente a;; unter diesen # Bedingungen annehmen
kann — daB ein solches Maximum fiir eine gewisse Determinante
Anax angenommen werden muB, folgt unmittelbar aus dem auf S. 11
angefithrten Satz von Weierstraf —, so miissen die Elemente von
Amax in jeder Zeile den zugehdrigen Unterdeterminanten proportional
sein. Denn es ist fiir irgendein fest gewahltes %

A=aydp+ - Fapndin,

also nach der Schwarzschen Ungleichung auf S. 2
< 2
= 2 a5

sind dabei die ax nicht proportional den Ay, so besitzt A2 sicher nicht
seinen Maximalwert, weil dann das Ungleichheitszeichen gilt, wihrend
durch Abéanderung der » GroBen au;. (kB=1,2, ..., ) unter Fest-
haltung von c,2t und der A4;das Determinantenquadrat der rechten Seite
gleich gemacht werden kann.

Multiplizieren wir nun Amax nach dem Multiplikationssatz der
Determinanten mit sich selbst, so erhalten wir, da die inneren Produkte

H/\

H[\A3
||
}.m
HN;‘
§"

T.
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verschiedener Zeilen infolge der eben bewiesenen Proportionalitat
nach elementaren Determinantensitzen verschwinden

n
A?nax = HC“:‘ *
i=1
Fiir die urspriingliche Determinante 4 gilt daher sicher

n n n
A* = JIc; = II X a3y .
i=1 i=1k=1
Geometrisch besagt die Hadamardsche Determinantenungleichung
einfach, daBl das Volumen eines aus # Vektoren im Raume von # Dimen-
sionen mit gegebenen Normen konstruierten Parallelflachs am groBten
ist, wenn die Vektoren aufeinander senkrecht stehen.
Die Hadamardsche Abschiatzung gilt auch fiir komplexe a;;, wenn
in ihr fiir A4 bzw. a;; die absoluten Betriige eingesetzt werden.

2, Simultane Transformation zweier quadratischer Formen in
kanonische Gestalt. Die Hauptachsentransformation ist ein Sonderfall
des allgemeineren, auf sie zuriickfithrbaren, aber ebenso einfach auch
direkt zu behandelnden Problems, zwei gegebene quadratische Formen

"’[‘1 ”n
K (x, x) =Zfe2,qx,,xq, H (%, %) = > hyy%p%,,

v, 4= »,q=1
von denen die eine, etwa H (x, x), positiv-definit ist, durch eine lineare
Transformation

xp:qz::llpqu p=1...,n

gleichzeitig in reinquadratische Ausdriicke
n 7
Kx») =2uyy,  H(x2) =2
p= p=

zu transformieren?). Dabei kénnen noch die Koeffizienten 1, der posi-
tiven Form H, gleich + 1 gemacht werden. Die Quotienten ;;” = 0p
r
nennen wir die charakteristischen Zahlen, die Zahlen QL =}, die Eigen-
»

werte der Form K (¥, x) in bezug auf H (x, %).

Man fiihre die Transformationstheorie direkt durch und beweise
insbesondere die folgende Minimum-Maximum-Eigenschaft der charak-
teristischen Zahlen:

1) Die wesentlich schwierigere Untersuchung analoger Fragen, wenn von
keiner der beiden Formen vorausgesetzt wird, daB sie definit ist, bildet den
Gegenstand der Elementarteilertheorie, tiber die sich der Leser etwa nach der
ausgezeichneten Darstellung bei M. Bdcher, Einleitung in die hohere Algebra,
orientieren kann. Eine entsprechende Behandlung der Theorie der Integral-
gleichungen findet sich bei Landsberg, G.: Theorie der Elementarteiler linearer
Integralgleichungen. Math. Ann. Bd. 69, S. 227—265. 1910.
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Fiir 90 = . . . = 0, st oy, der kleinste Wert, den das Maxtmum von
K (%, x) .
i, 2) unter den Nebenbedingungen

1, ..., h—1)

/=
<
I

GypXp =0
p=1
annehmen kann, wenn dieses Maximum als Funktion der Parameter &,
aufgefaPt wird.
Zur Aufstellung der gesuchten simultanen Transformation kann

man zunichst das Maximum von %g-z; unter der Nebenbedingung

H(x,x) = 1 aufsuchen, das fiir %, =11, (p =1, ..., ) angenommen
werden moge. Sodann fiigt man als weitere Nebenbedingung

n’W
D hpglip%y =0
pg=1
hinzu usw. Die charakteristischen Zahlen o, ergeben sich als Wurzeln
der Gleichung

ky—ohy kp—ohy .. ki, —0h, |
koy—0hyy  kyy—0hsy ... Ry —0hy, =0.

Diese Gleichung kann man auch als Bedingung fiir die Losbarkeit
des homogenen Gleichungssystems

n
7_:21(7%';‘ —0hiy)% =0

erhalten. Die Losungssysteme x; selbst fiir die einzelnen charakte-
ristischen Zahlen ergeben nach geeigneter Normierung die Komponenten
der ,,Eigenvektoren®, also die Koeffizienten der gesuchten simultanen
Transformation.

3. Trégheitsgesetz der quadratischen Formen. LiBt man die
Forderung der Orthogonalitat fallen, so kann man, wie aus der vorher-
gehenden Nummer ersichtlich, eine quadratische Form K(x,x) auf

mannigfache Weise in eine Quadratsumme ﬁjgp v, transformieren. Es
p=1

gilt jedoch der Satz, daB die Anzahl der positiven und negativen dabei
aufiretenden Koeffizienten unverinderlich ist (,,Trigheitsgesetz der qua-
dratischen Formen‘*), wenn wir uns, wie bisher stets, auf reelle Trans-
formationen beschrinken.

Beweis: Die Koeffizienten konnen gleich 41 oder —1 gemacht
werden. Ware nun die quadratische Form K(x, x) durch zwei ver-
schiedene reelle Transformationen in y;+ .-+ +92—92, ,— -+ —»2
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und in #+4 - 425 —2,~ - —2 mit r<s iibergefiihrt, so
wiirde wegen

Yid oty taat o Ha =gt o Sy At - 4

aus Yy =+ =V, =Zg41 = -+ = 2, = 0 auch das Verschwinden der
ibrigen y; folgen. Da aber dieses Gleichungssystem weniger als
# Gleichungen enthilt, ist es sicher durch einen von Null verschiedenen
Vektor g zu befriedigen; ein solcher kann aber nicht die # homogenen
Gleichungen y = 0 mit nicht verschwindender Determinante erfiillen.

4. Bilinearformen und quadratische Formen von unendlich
vielen Variablen. Unsere Theorien lassen sich auch aufrecht er-
halten, wenn man die Anzahl der auftretenden Variablen iiber
alle Grenzen wachsen 1aBt und dabei erstens iiber die Koeffizienten
der Bilinearformen oder quadratischen Formen z. B. die Voraus-
setzung macht, daB die Summe ihrer Quadrate konvergiert, und
zweitens die Konvergenz auch von der Quadratsumme der auftreten-
den Variablen voraussetzt. Diese Theorie der Formen von unendlich
vielen Variablen, die von Hilbert entwickelt worden ist, 148t sich dann
direkt auf zahlreiche Probleme der Analysis anwenden. Wir werden
jedoch rascher zum Ziele gelangen, wenn wir dort in einer mehr
unmittelbaren, der direkten algebraischen Vektor- und Tensorrech-
nung entsprechenden Weise vorgehen.

5. Unendlich kleine lineare Transformationen. Als unendlich
kleine lineare Transformation bezeichnen wir eine solche mit der
Matrix

T+eay EQyp - - ‘50‘1"]

EX 14+ ey - - EX
A =E+(eoy) = | 7 SRR R E
E&pq 806,“3...1—!—80‘7;%]

wobei & eine infinitesimale, d. h. solche GroBe bezeichnet, deren
Quadrat und hohere Potenzen vernachlissigt werden diirfen. Das Produkt
zweier solcher unendlich kleiner Transformationen mit den Matrizen
A=FE+(en;;), B=FE + (¢f;) hat die Matrix C=AB=EFE + (e&;3 + ¢ ;1)
Daraus folgt insbesondere der Satz:

Unendlich klesne lineare Transformationen sind vertauschbar.

Ferner erkennt man:

Die zur Matrix A = E 4 (e &;1) reziproke Matrix ist A ~! = E — (6 &;).

Soll die unendlich kleine Transformation orthogonal sein, so ergibt
sich aus A’4 = E, wobei A’ die transponierte Matrix ist, die Relation
&+ Gx; = 0; d. h. es gilt weiter:

Notwendig und hinreichend fiir die Orthogonalitdt einer unendlich
kleinen Transformation ist die Bedingung, daf} thre wm E verminderte
Matrix schiefsymmetrisch isl.
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Eine allgemeine unendlich kleine Transformation C = E 4 (e7;;)
kann mit Hilfe der Grofien

&ir = F (Vir — Vi)
Bir = ¥ (yir -+ vri)

dargestellt werden als Produkt einer orthogonalen Transformation mit
der Matrix 4 = E + (¢&;z) und einer symmetrischen mit der Matrix
B = E + (¢fix)-

Eine symmetrische, nicht notwendig unendlich kleine Transfor-
mation Y = ©r mit der Matrix S = (s;z) bedeutet geometrisch eine
Dehnung in 7 zueinander senkrechten Richtungen. Denn durch Mul-
tiplikation von ) = &g mit !, wo € der Tensor der Hauptachsen-
transformation der quadratischen Form S (x, x) ist, entsteht, wenn wir

n

lr=u, &ly=v, Sk =3 %u

=1
setzen,
b= g1&gu
und
Uy = %iUq,

was die analytische Darstellung einer auf die Hauptdilatations-
achsen bezogenen Dehnung ist. Das Verhiltnis der Volumzunahme
zum Ausgangsvolumen, die ,riumliche Dilatation®, wird offenbar durch
die Differenz #; -+ -3, —1 gegeben, wofiir wir dhnlich wie bei den
Gleichungen (36), (36") von §5 auch [s;5]| — 1 schreiben kénnen. Ist
insbesondere die Transformation unendlich klein, also (s;z) = E + (¢ fiz),
so wird

2yt — 1 =yt o0+ Pun)-

Da eine orthogonale Transformation eine Drehung bedeutet,
konnen wir zusammenfassend sagen:

Eine unendlich kleine Transformation mit der Matrix E -+ (¢yiz)
kann als Produkt einer Drehung und einer Dehmung dargestellt werden

n
die vawmliche Dilatation betrigt & D 7ii.
be=s |

Diese Ergebnisse sind wichtig z. B. fiir die Elastizititstheorie.

6. Variierte Systeme. Fiir die Theorie der kleinen Schwingungen
ist es wichtig, festzustellen, wie sich die Eigenwerte und Eigenvektoren

n
einer quadratischen Form K(x,%) = X a;x; %, 4ndern, wenn man
o T=1
sowohl die Einheitsform E (v, x) als auch K (v, x) unendlich wenig
variiert, d.h. die Formen E(x,) 4 eA(x,%) bzw. K (%, x) + ¢B(x, x)
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gleichzeitig in die kanonische Gestalt transformiert (vgl. S.25), wobei
7L

Kk X5 Xp» B(x,x) = ! Bk Xi %
1

A(x,x) =

I/ e

und ¢ eine infinitesimale GroBe ist. Setzen wir
K(x,x) + eB(x, %) Zb,kx,xk, E(x, %) + eA(x, x) Zakxzxk,

so lauten die Gleichungen zur Bestimmung der Komponenten der Eigen-
vektoren

1=

P (0)x — 0'alx) 3 = 0, (i=1, ..., n)

-

wobei sich ¢ aus der entsprechenden Determinantengleichung be-
stimmen JaBt und # reeller Werte fihig ist. Bezeichnet man die charak-
teristischen Zahlen von K (x, x) unter der Annahme, daB sie alle von-
einander verschieden sind, mit @,, @, ..., @s, die entsprechenden
Werte des variierten Systems mit ¢}, 0%, ..., ¢}, so kann man die

Ausgangsform K (x, x) als eine Summe von Quadraten annehmen
K(x,2) = 01 %1 + 0275 + +++ 0,55

Dann lauten die Komponenten des zu @, gehdrenden Eigenvektors
i wie folgt: xax = 0 (K + k), xzz = 1, und die Komponenten x}, der
variierten Eigenvektoren z; weichen von den entsprechenden nicht
variierten Komponenten um infinitesimale GréBen von erster oder
héherer Ordnung in & ab. Betrachten wir von den Gleichungen

n
kZ(bék—Qia%k)x'hkzo (t=1,2, ..., n)
=1

zunédchst die Gleichung fiir ¢+ = %, so sind in ihr alle Summanden, bis
auf denjenigen mit k = 4, unendlich klein von der zweiten Ordnung,
da sowohl die x}; als auch &;; und 4}, unendlich klein von der ersten
Ordnung sind. Daher mull auch (b, — ¢}, a};) x4, unendlich klein
von der zweiten Ordnung sein, und somit gilt dasselbe auch fiir
bun — @ @hn = Op + € Prp — 05 (1 + € ,;). Daher folgt fiir o) bis auf
GroBen zweiter Ordnung in &

, on -+ &b

Oh =T = On— €0 %nn + &Pun-

14 &0,

Die Betrachtung der Gleichungen mit 4 = %, in denen alle Glieder bis
auf zwei von selbst unendlich klein von der zweiten Ordnung sind, liefert
wegen > x7 =1
B
x/ :1, x/_: . zh@h /zh
hh kv on — 0

bis auf unendlich kleine Groflen zweiter Ordnung in &.
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Unter Benutzung dieser Werte fiir die Komponenten der Eigen-
vektoren lassen sich die Eigenwerte sehr leicht bis auf GroBen dritter
Ordnung in & berechnen. Man betrachte wieder die Gleichung fiir die
Komponenten des At Eigenvektors, die sich fiir ¢ = & ergibt:

n
kzl(b;ﬂc — Ohahx) %ax = 0.

Vernachlissigt man links die GroBen dritter Ordnung in ¢ und sondert
das Glied mit # = % ab, so entsteht

v 4 —_— 2
(Bhn— ohaia) = ¢ (he — oharp) 22 —P01 = _ 2 NV mnan—Pul?,

= Or — Ok - Or — Ok

fiir g3 folgt dann

Oh=0n— €0n %+ €Prn — € nn (Pan — On%an) -+ 522
7

(o5 00 — fglch)
On — Ok

Dabei bedeutet der Strich am Summenzeichen, daB3 iiber alle & von
1 bis # mit Ausnahme des Wertes k& = % zu summieren ist.

7. Die Auferlegung einer Bindung
1%+ Yakn =0
und die dadurch zustande kommende Verringerung der Variablenzahl

der quadratischen Form K(x, x) Z kpqx,, %, kann man sich durch

»,q=
einen kontinuierlichen Prozef3 erzeugt denken indem man die quadra-

tische Form K(x,x) -+ (yi%; + -+ -+ yn%s)? betrachtet, wobei ¢ ein
positiver Parameter ist. Wichst t iiber alle Grenzen, so nimmt auch
jede charakteristische Zahl monoton zu. Insbesondere wichst die grofite
charakteristische Zahl iiber alle Grenzen, wihrend die anderen in die
charakteristischen Zahlen der aus K (x, x) durch Elimination einer Ver-
inderlichen vermoge der Relation y,%; -+ ... - y»%, = 0 entstehen-
den quadratischen Form iibergehen.

8. Elementarteiler eines Tensors oder einer Bilinearform. Es
sei U ein Tensor, 4 = (a;;) die zugehérige Matrix. Dann zerfillt das
Polynom

}A-—du — g . - —ay, l
I
o=y A —ay, .. — s
21 22 . a0 |
IE—A|=| - : =
|
— 2,y —dye . .. A— Apn ‘

nach gewissen, hier nicht ndher anzugebenden Regeln in ein Produkt
von ,,Elementarteilern

(A—r)a, (A—19)%, ..., (A—rp)ee,
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wobei unter den Zahlen 7,, 7,, ..., #, auch gleiche vorkommen kénnen.
Zu jedem Elementarteiler (1 — 7,)% gehort ein System von e, Vektoren
i, 19, ..., §) derart, daB die Gleichungen gelten

U = 150, U = P+, U = A
Dabei sind die # Vektoren

[P R TR A BIETR TR 1

linear unabhéngig. Fihrt man sie als neue Variable x{V, ..., % ein,
so verwandelt sich 4 in die folgende Matrix

4,0 ...00
04,...00
lo o...04,

in der A4,, 4,, ..., 4, selbst Matrizen sind, und zwar hat 4, die Ge-
stalt einer Matrix von der Ordnung e, :

7w 00 ...00
17,0 ...00
A;r=017" 00
000 ... 11',.J
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Zweites Kapitel

Das Problem der Reihenentwicklung
willkiirlicher Funktionen.

Viele der im vorigen Kapitel behandelten Zusammenhinge finden
eine weitgehende Analogie, wenn man statt der Vektoren im #-dimen-
sionalen Raume Funktionen von einer oder mehreren Verinderlichen
betrachtet, die in einem vorgegebenen Grundgebiet G definiert sind. So
kann man zu der Tatsache, daB sich im Raume von #» Dimensionen jeder
Vektor linear durch # unabhéngige, sonst aber beliebig gewihlte Vektoren
ausdriicken 148t, das Problem in Parallele setzen, eine mehr oder weniger
willkiirlich angenommene Funktion im Grundgebiete G als lineare Kom-
bination aus vorgegebenen Funktionen darzustellen. (Die Menge dieser
vorgegebenen Funktionen mufl, wie sich im folgenden als selbstver-
stindlich erweisen wird, unendlich sein). Wir sprechen dann von dem
Problem der Reihenentwicklung der willkiirlich angenommenen Funktion
nach dem vorgeschriebenen Funktionensystem. Im vorliegenden Kapitel
soll diese bei den Aufgaben der mathematischén Physik in der mannig-
fachsten Form auftretende Fragestellung unter allgemeinen Gesichts-
punkten behandelt werden.

Wir beschrinken uns dabei grundsatzlich auf stickweise stetige
Funktionen, d. h. solche Funktionen, fiir welche es eine Zerlegung von
G in endlich viele Teilgebiete gibt, derart, dal die Funktion im Inneren
eines jeden von ihnen stetig ist und bei Anndherung an den Rand jedes
Teilgebietes von innen her sich bestimmten, endlichen Randwerten
ndhert. An Sprungstellen werden wir, wenn nicht ausdriicklich etwas
anderes bemerkt ist, als Funktionswert das arithmetische Mittel aus den
beiderseitigen Randwerten betrachten. Der bequemeren Schreibweise
wegen setzen wir zunichst voraus, dall wir es mit Funktionen nur
einer Verdnderlichen % zu tun haben, deren Grundgebiet G eine im
Endlichen gelegenen Strecke der x-Achse ist. Handelt es sich um
Funktionen von mehreren, etwa von zwei Variablen x und v, so wollen
wir vom Grundgebiet G voraussetzen, dall es von endlich vielen Kurven-
bogen mit stetig sich drehender Tangente begrenzt ist. Wenn wir die
Randpunkte zum Grundgebiet hinzurechnen wollen, so werden wir von
einem ,,abgeschlossenen Gebiet“ sprechen, falls nicht schon durch den
Zusammenhang ein MiBverstindnis ausgeschlossen ist.
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Ferner werden wir 6fter von den betrachteten Funktionen vor-
aussetzen miissen, daBl sie stickweise glatt sind, d. h. stiickweise
stetig sind und stiickweise stetige erste Ableitungen haben.

§ 1. Orthogonale Funktionensysteme.

1. Definitionen. Unter dem inneren Produkt (f, g) oder auch (fg)
zweter Funktionen f(x) und g (x) wollen wir das iiber das Grundgebiet
genommene Integrall)

(1) (.9 = [fedx
verstehen. Es geniigt der Schwarzschen Ungleichung
() (&)= (1.1) & 8

die ebenso wie bei Vektoren aus dem positiv-definiten Charakter der
quadratischen Funktion [ (Af + @)2dx der Veranderlichen 4 folgt; das
Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn f und g proportio-
nal sind. Zwei Funktionen f(x) und g(«), fir welche das innere
Produkt verschwindet, also (f, g) = 0 ist, sollen orthogonal heiBBen.
Das innere Produkt einer Funktion f(x) mit sich selbst bezeichnen wir
auch als Norm Nf dieser Funktion:

3) Ni=(f.f)=[Pdx;
eine Funktion mit der Norm 1 nennen wir normiert.

Ein Beispiel eines normierten orthogonalen Funktionensystems fiir
das Intervall 0 = x = 27 oder allgemeiner fiir jedes Intervall von der
Liange 27 bilden die Funktionen

1 COsSx Cos2x sinxy sin2x

Ver V= ' Vx Y= Y=
} [ y }

wie man sofort aus den Integralformeln

2x 2

fcosyxcosvxdx :/cos,uxsinvxdx

0 0

. (v, v=0,1...; uFv)

= /‘sin‘uxsinvxdx =0,
0

(4) 27
/cosvxsinvxdx =90,
1]

2 27 (":1: 2: )
fcoszvxdx =/sin2vxdx =,
0

1) Die Integrationsgrenzen lassen wir in Zukunft fort, wenn ein MiBverstindnis
ausgeschlossen ist.

Courant-Hilbert, Mathematische Physik. 1. 3
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den ,,Orthogonalititsrelationen’ fiir das Funktionensystem cosvx,
sinvx (»=0, 1, ...), entnimmt; ihre prignante Zusammenfassung
finden diese unter Benutzung komplexer GréB8en in der Beziehung

27

@) ELffV“”xdxzzgy (€vs =1, €4, = O fiir 1 + v).
T
0

Als lincar abhingig bezeichnen wir » Funktionen f,, ..., f,, wenn

p
sie identisch in x einer homogenen linearen Relation >'¢; f; = 0 mit
=1

konstanten, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten¢; (1 =1, ..., 7)
geniigen. Andernfalls nennen wir sie linear unabhingig.

2. Orthogonalisierung von Funktionen. Aus einem vorgelegten
unendlichen System von Funktionen v, v,, ..., von denen fiir jedes
beliebige 7 je 7 linear unabhingig sind, kann man immer durch einen
,,OrthogonalisierungsprozeB‘‘ ein normiertes orthogonales Funktionen-
system @, @,, ... gewinnen, indem man @, als geeignete lineare Kom-

U
Yo,
dann bestimmt man irgend zwei nicht gleichzeitig verschwindende
Zahlen ¢, und ¢, derart, daB die Funktion @5 = ¢, 9, + ¢, v, orthogonal
auf ¢, steht, daB also die Gleichung ¢, + ¢, (¢, 0,) = 0 erfiillt ist. Die
Funktion @3 kann wegen der linearen Unabhingigkeit von v; und v,
oder, was auf dasselbe hinauskommt, von ¢, und v, nicht identisch ver-

bination von v,, ..., v, wahlt. Man setzt zundchst ¢; = So-

schwinden. Somit erhalten wir in (pzz—%% eine normierte, zu @,

5
orthogonale Funktion. Weiter bilden wir eine Funktion
Py = Q1+ ¢ @ + vy,

indem wir drei nicht samtlich verschwindende Zahlen ¢, ¢¥, c¥ gemaB
den beiden homogenen linearen Gleichungen

(P3p1) = cf + cf(prvg) =0, (Pags) = f + ¢ (@yv5) = 0

ermitteln. Wegen der linearen Unabhingigkeit von v, v,, v; bzw.
@1, Ps, V5 kann die Funktion ¢4 nicht identisch verschwinden, und daher

liefert ¢, = V_:;;_' eine normierte, zu ¢, und @, orthogonale Funktion.
¥3

Indem wir dieses Verfahren unbegrenzt fortsetzen, bekommen wir das

gewiinschte orthogonale Funktionensystem durch die Rekursionsformel:

1 Q)
R —— [7/'"+1 — 2 Pn (Pavny1) |-
YNv, h% "

Wenn wir spater von Orthogonalisierung sprechen werden, ist, wofern
nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt wird, immer das eben
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geschilderte Verfahren gemeint, welches also zugleich mit der Ortho-
gonalisierung die Normierung liefert.

3. Besselsche Ungleichung. Vollstindigkeitsrelation. Approxi-
mation im Mittel. Ist ¢, ¢,, ... ein normiertes Orthogonalsystem
und f irgendeine Funktion, so nennen wir die Zahlen

(5) CV:(]‘Q%) (”:112>'-~)

die Entwicklungskoeffizienten oder Komponenten von f in bezug auf
das gegebene Orthogonalsystem?).
Aus der unmittelbar einleuchtenden Beziehung

(6) /(f X, <p,,)2dx =0

y=1

folgt durch Ausfithrung des Quadrats und gliedweise Integration

0= fzdx~2\ C,/f«p,(ix—{-z_c —Nf—25c —f—Zc

1V1 r=1

n
(7) > 6 =Nf,
also, da rechts eine feste, von #» unabhingige Zahl steht,
(8) Z < Nf.

Diese fundamentale Ungleichung, die ,,Besselsche Ungleichung’*, be-
steht fiir jedes beliebige normierte Orthogonalsystem. S’e lehrt die Kon-
vergenz der aus positiven Gliedern bestehenden Reihe der Quadrate der
Entwicklungskoeffizienten auf der linken Seite der Beziehung (8).
Der Integralausdruck in (6) ergibt sich ganz ungezwungen, wenn
man sich die Aufgabe stellt, die gegebene Funktion f durch ein lincares

n
Aggregat Zyy @, mit Ronstanten Koeffizienten v, im Sinne der Methode

der klemsten Quadrate so zu approximieren, daf das ,,mittlere Fehler-
quadrat M = / (f - Z/ytpv 2dx moglichst klein wird. Fiir diese beste

oM
Approximation muf} 76’{ -=0 (r =1, ..., n) sein, was wegen der Zu-

lassigkeit der Differentiation unter dem Integralzeichen gerade zu den
Werten y, = ¢, = (f¢,) fiihrt.
Wenn es moglich ist, fir jede Funktion f das kleinste mittlere

" 7 2

Fehlerquadrat / </ —Dc, (p,.) dx durch passende Wahl von # unter eine
r=1

beliebig kleine positive Zahl herunterzudriicken, d. h. jede Funktion

durch ein lineares Aggregat >’ \ cy @y mit hinreichend vielen Gliedern im

l

1) In Anlehnung an die Theorie der Fourierschen Reihen gebraucht man
zuweilen auch den Ausdruck ,,Fouriersche Koeffizienten':.

3*
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Sinne der Methode der kleinsten Quadrate oder, wie wir es auch nennen
wollen, ,,sm Miftel“ beliebig genau zu approximieren, so bezeichnen
wir das Funktionensystem ¢, ¢, ... als ein ,vollstindiges Funk-
tionensystem'‘ und die alsdann nach den obigen Ausfithrungen fiir die
Entwicklungskoeffizienten ¢, = (f¢,) jeder Funktion f geltende Be-
ziehung

9) S =Ny

als die ,,Volistindigkeiisrelation’*. Aligemeiner kann man diese in der
Form

(9) ﬁ;cvdv= (f.9) mit o = (fp), d = (gp)

schreiben, welche sich ergibt, wenn wir die Formel (9) auf die Funktion
f + g anwenden:

N(f+g¢ =Nf+Ng+2( g =2§1<c7 +a =§l<c: &4 20d),

und nachher die entsprechenden Gleichungen fiir f und g subtrahieren.

Fir die Vollstandigkeit eines Funktionensystems ¢,, ¢,, ... ist
es iibrigens hinreichend, wenn die Vollstdndigkeitsrelation (9) fiir alle
stetigen Funktionen f erfiillt ist. Jede stiickweise stetige Funktion g
kann nidmlich durch eine stetige Funktion f derart approximiert werden,
daB das Integral [|f— g|dx und auch das Integral [ (f — g)2dx beliebig
klein ausfillt. Eine solche Funktion f bekommt man z. B., wenn man
sich die Funktion g durch eine Kurve dargestellt denkt, an allen Sprung-
stellen von g je einen links und rechts in dem beliebig klein wahlbaren
Abstande o von der Sprungstelle gelegenen Punkt der Kurve durch ein
Geradenstiick verbindet und in diesem Intervall die Kurve durch
das Geradenstiick ersetzt?). Sind also a,, a,, ... die Entwicklungs-
koeffizienten der Funktion g und ¢;, ¢,, ... die der Funktion f, so folgt

7 2
daraus, daB das Integral [ (f -, %) dx durch geeignete Wahl von #
o r=1 /

beliebig klein gemacht werden kann, dieselbe Tatsache mit Hilfe der
Schwarzschen Ungleichung fiir das Integral

o =g —Zcqo)dx —[le=n+(s -3, n)| ax.

1) Bedeutet nimlich etwa M die obere Grenze von 'g(x)! und g die An-
zahl der Sprungstellen von g(x) im Integrationsintervall, so 1aBt sich in

[1f —gldx = 4Magq
die rechte Seite durch passende Wahl des Abstandes & beliebig verkleinern.
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Es ist niamlich

W =N+ N (- Zam)rae—i - Sen,
also
W= N+ NG~ Sog) + 21N~ NG~ Soq)-

Nun ist aber
n 2
M :/(g —Zawo,,) dx =< M,
\ r=1

da die Entwicklungskoeffizienten g, fiir g das kleinste mittlere Fehler-
quadrat liefern, womit die Vollstandigkeitsrelation auch fiir g bewiesen ist.

Wohl zu beachten ist, daB wir aus der Vollstandigkeit des Funk-
tionensystems ¢,, @,, ..., d.h. aus der Gleichung

lim /(f — écv <p,,>2dx =0

n—>» o0 r=1

keineswegs auf die Gleichung f = > ¢, ,, also auf die Entwickelbarkeit
rv=1

von f in eine nach den Funktionen ¢, fortschreitende Reihe, schlieBen
diirfen, auch wenn f als stiickweise glatt vorausgesetzt wird. Die Eni-
wickelbarkeit steht vielmehy auch fiir stiickweise glatte f nur dann von vorn-

herein fest, wenn die Reithe D'c, ¢, gleichmifig konvergiert und eine
v=1

stiickweise glatte Funktion darstellt, so daf wir also den Grenziibergang zur
stiickweisen glatten Grenzfunktion wunier dem Integralzeichen vornechmen
diirfen. Die Vollstindigkeit des vorgelegten Systems ¢, 15, ... ist
dabei selbstverstindlich eine unerldBliche Voraussetzung, weil z. B. fiir
eine aus einem vollstindigen System herausgenommene Funktion alle
Komponenten nach dem iibrigbleibenden unvollstindigen System ver-
schwinden. Aber auch fiir ein vollstindiges System @, @, ... er-
fordert die Frage nach der Entwickelbarkeit einer stiickweise glatten
Funktion f eine genauere Untersuchung, wie wir sie spiater (Kap. IV,
V, VI) noch verschiedentlich durchfiihren werden.

Den Inhalt der obigen Limesgleichung kennzeichnen wir auch durch

n
die Ausdrucksweise: die Funktion > c,q, konvergiert ein Mittel gegen

die Funktion f. r=1
Ferner fiigen wir den Satz an, daf eine stiickweise stetige Funktion
durch ihre Entwicklungskoeffizienten nach einem vorgegebenen vollstin-
digen orthogonalen System eindeutrg festgelegt ist, in dem Sinne, daf
2wet stiickwetse stetige Funktionen mileinander identisch sind, wenn sie
dieselben Entwicklungskoeffizienten haben. Denn die Differenz zweier
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solcher Funktionen mit gleichen Koeffizienten hat die Koeffizienten
Null und also nach der Vollstindigkeitsrelation die Norm Null; sie ver-
schwindet somit selbst identisch.

Der Begriff der Vollstindigkeit eines Funktionensystems behalt
iibrigens auch dann einen Sinn, wenn das System nicht orthogonal und
normiert ist. Wir nennen ndmlich allgemein ein System von Funk-
tionen dann vollstindig, wenn sich eine stiickweise glatte Funktion
durch ein lineares Aggregat dieser Funktionen hinsichtlich der mittleren
Fehlerquadrate beliebig genau approximieren 1aft.

4. Orthogonale Transformationen in unendlich vielen Ver-
inderlichen. Die orthogonalen normierten Funktionensysteme zeigen
viele Analogien zu den orthogonalen Systemen von normierten Vek-
toren im #-dimensionalen Raume; die Komponenten ¢, = (f¢,) der
Funktion f kann man geradezu als rechtwinklige Koordinaten der
Funktion f in einem durch die , Koordinatenfunktionen ¢,, @,, ...
festgelegten ,,Koordinatensystem im Rawme von unendlich vielen Dimen-
sionen'* ansehen.

Ist vy, vy, ... ein zweites orthogonales normiertes Funktionen-
system, in welchem 4, = (f, y,) die Komponenten von { sind, und sind
beide Systeme vollstindig, so liefert die Vollstandigkeitsrelation (9’),
angewandt auf die Funktionen f und ¢; in bezug auf das System
Y1, Yo, ..., sofort das unendliche Gleichungssystem

(10) Cs :k;;aikdk, @i = (Pi ) - (G=1,2 ...)
Entsprechend erhalten wir das inverse Gleichungssystem
(10) d; Z%bik ks bix = (wigpr) = a;. (t=1,2...)
Die Koeffizienten geniigen den Bedingungen
< 0 fiir § + 1,
(11) k%lﬂikdjk—(Q’iQ’j)— { 1 fiir =
, = 0 fiir j + 1,
(1) o i g = (wsy)) = { 1 fiir j = 1,

welche die genaue Verallgemeinerung der fritheren Orthogonalitits-
relationen im #-dimensionalen Raume (Kap. I, § 3) auf den Raum von
unendlich vielen Dimensionen darstellen. Wir nennen daher eine solche
Transformation (10), welche die Bedingungen (11), (11") erfiillt, eine
orthogonale Transformation von unendlich vielen Variablen.

5. Giiltigkeit der Ergebnisse bei mehreren unabhiingigen Ver-

.‘a‘nder}ichen. Erweiterung der Voraussetzungen. Alle unsere Begriffe
und Uberlegungen bleiben unveriandert erhalten, wenn wir statt der
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Funktionen einer einzigen Verinderlichen x solche von mehreren Varia-
blen, etwa von x und y, betrachten, wobei die Variablen in einem
fest gegebenen, ganz im Endlichen liegenden Gebiete G laufen, dessen
Inhaltselement wir mit 4G bezeichnen. Wir erkliren fiir zwei Funk-
tionen f(x,y) und g(x, v) in diesem Gebiet G das innere Produkt (f, g)

durch (f,g) = / fgdG und brauchen sodann an den Bezeichnungen
e
und Beweisen dieses Paragraphen nichts Wesentliches zu verdndern.
Ferner bleiben alle Begriffe und Tatsachen auch dann bestehen,
wenn man das Grundgebiet als unendlich annimmt und von allen vor-
kommenden Funktionen voraussetzt, da sie samt ihren Quadraten
liber das ganze Grundgebiet integrierbar sind.
Endlich sei hervorgehoben, daB unsere Begriffsbildungen giiltig
bleiben, wenn die Funktion / im Grundgebiet Unendlichkeitsstellen
derart besitzt, daf ihr Quadrat iiber das Grundgebiet integrierbar ist.

§ 2. Das Hiufungsprinzip fiir Funktionen.

Die Analogie zwischen Funktionen und Vektoren in einem #-dimensio-
nalen Raume erleidet vielfach eine Unterbrechung, wenn man zur Be-
trachtung von unendlichen Funktionenmengen bzw. Vektorenmengen
iibergeht. Bei Vektorenmengen lehren die elementarsten Tatsachen der
Analysis (Weierstrafscher Haufungsstellensatz, Konvergenzdefinitionen)
unmittelbar, daB sich aus jeder unendlichen Menge von Vektoren b
mit beschrinktem absoluten Betrage |b| oder beschrinkter Norm
v? = N v eine konvergente Teilfolge auswihlen lafit, daB aus der Giiltig-
keit der Relation lim N (b, —v,) = O fiir eine Folge von Vektoren

71> 20
M —>» 00

0y, Dy, Dy, ... die Existenz eines Grenzvektors p = limb, folgt und
B> 00

daB ferner aus lim Nv, = 0 sich limp, = 0 ergibt. Im Raume von

Hn—>» 00 N> o0
unendlich vielen Dimensionen horen diese Tatsachen auf, giiltig zu
sein. Man kann z. B. nicht aus jeder Menge stetiger Funktionen
f(x) mit beschrinkter Norm N f eine gegen eine stetige Funktion
konvergente Teilfolge herausgreifen, und man kann auch nicht aus
der Relation lim N f, = 0 fiir eine Folge stetiger Funktionen die Be-

9 -» 00
ziechung limf, = 0 schliefen. Nehmen wir etwa fiir das Grundgebiet

n—>» o0

—1 = x< +1 die Funktionen
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Jede Teilmenge dieser Funktionenmenge konvergiert gegen die fiir
% = 0 unstetige Funktion

flx) =0 fir x =0,
fx) =1 fir x=0,

und es ist trotzdem lim Nf, = 0.
N-> 00

Die Durchfithrung unserer Analogie zwischen Vektoren und Funk-
tionen doch zu ermdglichen, d. h. das WeierstraBsche Haufungsstellen-
prinzip und die oben erwihnten Konvergenzsitze fir den ,,Funktionen-
raum’‘ zu retten, ist eine Aufgabe, welche bei vielen Untersuchungen, vor
allem bei der Fihrung von Konvergenz- und Existenzbeweisen, uner-
1aBlich ist. Zu ihrer Losung bieten sich zwei Wege dar. Einmal 148t
sich das gewiinschte Ziel durch Erweiterung des Funktionenbereichs
und gleichzeitige Erweiterung des Integral- und des Konvergenzbegriffes
erreichen. Diesen Weg, der auf der Theorie von Lebesgue beruht, wollen
wir als fiir die Zwecke dieses Buches ungeeignet nicht beschreiten,
vielmehr einen zweiten Weg einschlagen, welcher darauf beruht, dal
wir den zugrunde gelegten Funktionenbereich verengern, um die Giil-
tigkeit des Konvergenzprinzipes zu erzwingen. Diese Verengerung
besteht darin, da3 wir von der Gesamtheit der Funktionen unseres
Funktionenbereiches nicht nur die Stetigkeit, sondern fiir den ganzen
Funktionenbereich die gleichmafige Stetigkeit verlangen. Es moge sich
etwa um Funktionen der einen unabhingigen Variablen x handeln. Dann
besagt die Forderung der gleichmaBigen Stetigkeit, daB es zu jedem
positiven ¢ eine nur von & nicht aber von dem Individuum f(x) der
Funktionenmenge abhingige und mit ¢ zugleich gegen Null strebende
Zahl & = d(¢) derart geben soll, daB aus |x, —x,| < d(c) die Re-
lation |f(%,) — f(%y)| <& folgt, wenn x, und %, dem Bereiche der
unabhingigen Variablen angehéren. Fiir solche Funktionenmengen
gilt dann das Haufungsstellenprinzip: Aus jeder im Grumdgebiete G
gleichmdfiig stetigen Funktionenmenge lifit sich eine in G gleschmifig
konvergente Teilfolge 4, (%), 5 (%), 93 (%), ... auswdihlen.

Dieser Satz sagt fiir unsere Mengen stetiger Funktionen etwas Ahn-
liches aus wie der WeierstraBsche Hiufungsstellensatz fiir beschrinkte
Punktmengen und erfiillt damit unsere obige Forderung.

Zum Beweise betrachten wir eine abzihlbare Menge von Punkten
%y, %3, +.., die im Intervall iiberall dicht liegen, wie sie etwa aus den-
jenigen Stellen gebildet sind, die sich durch fortgesetzte Halbierung
des Intervalls und der neu entstehenden Teilintervalle ergeben. In der
Menge der Funktionswerte im Punkte x; gibt es nach dem WeierstraB-
schen Haufungsstellensatz eine konvergente Teilfolge; es 148t sich also
aus der Menge aller vorgelegten Funktionen eine Folge von unendlich
vielen Funktionen a, (x), @, (%), ... derartauswihlen, daB die zugehérigen
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Funktionswerte im Punkte x, eine konvergente Folge bilden. Aus
dieser Folge kann in derselben Weise eine Teilfolge b,(x), b,(x), ...
ausgesondert werden, fiir welche die Funktionswerte auch im Punkte x,
eine konvergente Folge darstellen usw. Nunmehr fassen wir die ,,Dia-
gonalfolge” a,(x) = ¢,(%), b,(x) = ¢g5(x), ... aller so erhaltenen
Funktionenfolgen ins Auge und behaupten, daB sie die Eigenschaft der
gleichmalBigen Konvergenz im ganzen Intervall besitzt.

Um dies zu zeigen, teilen wir nach Vorgabe einer beliebig kleinen
positiven Zahl ¢ das Intervall ¢ <<x =< b durch eine gentigend groBe,
feste Anzahl von Punkten x,, x,, ..., %, der eben betrachteten Punkt-
menge %, %y, ... so fein ein, daB zu jedem Punkte x des Intervalls
ein Punkt x;, mit &= M existiert, fiir den |x — x,| <0 (¢) ist, wobei
0 (¢) die in der Voraussetzung angegebene Bedeutung hat. Sodann
nehmen wir die von & abhingige Zahl N = N (&) so groB, daB fiir
m >N, n>N im Punkte x, (h =1, 2, ..., M)

i 9m (xh) — qn (xh) | <&

gilt. Der gleichmaBigen Stetigkeit wegen ist ferner fiir ein geeignetes
h="M

I Im (x) — qm (xh) I <eg,

]qn(x) “Qn(xh) I <&,

also fiir m > N, n > N
|qm(x)_Qn(x) l<387

womit die gleichmaBige Konvergenz der Funktionenfolge ¢, (%), ¢, (%), . . .
fiir alle x des Intervalls @ = x = b erwiesen ist. Die Stetigkeit der Grenz-
funktion g¢(x) ist dann eine unmittelbare Folge aus der GleichmaBigkeit
der Konvergenz.

Eine Menge gleichmiaBig stetiger Funktionen besitzt folgende wei-
teren Eigenschaften: Gehdort die Funktionenfolge f,(x), f»(x), /5 (%),
einer solchen Menge an und gilt im Nf, = 0, so ist im Sinne gleich-

n—>» oo

mdfiger Konvergenz limf,=0. Ist ferner Nf, beschrinkt und gilt

n-> oo

HmN(f, — fu) = 0, so gibt es eine stetige Funktion f(x) derart, daf im
n—> oo
m—> oo

Sinne gleichmifiger Konvergenz f(x) = lim f, (x) ist.

Um den ersten Teil dieser Behauptung zu beweisen, nehmen wir
an, es sei fiir die Stelle x = x, nicht lim f,(x,) = 0; dann gibt es
n—>» oo

beliebig groBe Werte von #, so dal f; (x,) > 2 a2 ist, unter 2 a2 eine
positive Schranke verstanden. Wegen der GleichmiBigkeit der Stetig-
keit der Funktionen f, (¥) gibt es dann ein festes, den Punkt x, enthal-
tendes Intervall der Breite 9, so daB in diesem Intervall fiir die oben
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genannten Werte von # die Ungleichung f; > &2 besteht. Also wird
auch Nf, > 042, im Gegensatz zu unserer Voraussetzung. Ganz ahn-
lich 1aBt sich, was der Leser selbst durchfilhren mag, der zweite Teil der
Behauptung beweisen.

Eine andere Eigenschaft, die einer gleichmiBig stetigen Funktionen-
menge mit beschrankten Normen zukommt, ist die folgende, welche wir
als Glattheit') der Menge bezeichnen wollen. Es seien 7 eine positive ganze
Zahl und ¢y, ¢y, ..., ¢ irgendwelche Zahlen, deven Betrige unterhalb einer
festen Schranke, etwa 1, liegen, dann gibt es eine nur von der positiven
Zahl € abhingige wnd zugleich mit € gegen Null strebende Zahl 8 (¢), so daf
aus der Relation N{c,f,+ --- + ¢, f,) <& die Relation

lerhu+ Cofet+ oo o f | <0

folgt, wenn f,, fa, ..., [, irgendwelche v Funktionen der Menge sind.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem oben Bewiesenen,
wenn man beachtet, daB3 der Bereich unserer Funktionen auch dann
noch die Eigenschaft der gleichmaBigen Stetigkeit seiner Individuen
behilt, wenn man ihn durch Hinzufiigung aller linearen Kombinationen
¢ i+ cafy+ -+ 4c,f, bei festem 7 und beschrankten Werten von | ¢ |
erweitert.

Aus dem Héufungsstellenprinzip 148t sich ohne weiteres der fol-
gende, etwas allgemeinere Satz entnehmen: Es ses

P (), Pi(x), .., p1r(%),
le(x)> ?22(9‘)’ ] p:.‘r(x)w

eame Folge von Gruppen Gy, G, ... von je v Funktionen, die im Iniervall
a=x=0b alle gleichmafig stetig und gleichmifig beschrinkt sind. Dann
lassen sich Gruppen pp, (%) (0 =1, 2, ..., lImn; =00, k =1,...,7)
2> 00
von Funktionen so herausheben, daff die Funktionen p,,  (x) mit wachsen-
dem 1 gleichmif3ig gegen v stetige Funktionen (%), ..., p, (x) konvergieren.
In der Tat konnen wir die gewiinschte Konvergenz zunichst fiir
die erste Spalte durch geeignete Auswahl erzielen; aus der so gewonnenen
Folge von Gruppen von Funktionen sondern wir dann eine Teilfolge so
aus, daf3 die Konvergenz auch in der zweiten Spalte statthat, und wieder-
holen dieses Verfahren noch (r — 2) mal.

§ 3. UnabhidngigkeitsmaB und Dimensionenzahl.
I. UnabhingigkeitsmaB. Fiir die lineare Abhingigkeit oder
Unabhingigkeit von 7 Funktionen f,, ..., f, kénnen wir analog zu den

1) Der Leser moge diesen auf Funktionen-Mengen beziglichen Begriff
nicht mit dem S. 33 eingefiihrten einer ,,glatten Funktion‘ verwechseln.
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friiheren Entwicklungen bei den Vektoren des n-dimensionalen Raumes
leicht ein einfaches Kriterium herleiten. Dazu bilden wir die quadra-
tische Form in 7 reellen Verdnderlichen ¢, ..., ¢,

(12) K@t ) =Nt fy + - + 4) =[(hh + - +LfPda=

»M
i 3

1(f e it

und nennen ihre Xkleinste, sicher nicht negative charakteristische
Zahl m, d.h. das Minimum von K (¢, 7) bei Variation der #; unter der

r
Nebenbedingung > # = 1, das ,,Unabhingigkeitsmaf* der Funktionen
=1

/1, ---,f,. Linear abhingig sind die Funktionen fy, ..., f, offenbar
dann und nur dann, wenn das UnabhangigkeitsmaBl m den Wert Null
hat; im Falle linearer Unabhangigkeit hingegen gibt die Grée von m
eine Vorstellung von der Art der linearen Unabhingigkeit. Gleichbedeu-
tend mit dem Verschwinden des Unabhingigkeitsmalles m ist das Ver-
schwinden der Gramschen Determinante

f1f1) f1fr) |
(13) VAN = I ‘
AN

des Funktionensystems f;, ..., ,. Diese Tatsache ergibt sich daraus,
daB die Gramsche Determinante das Produkt der siamtlichen, durch-
weg nichtnegativen charakteristischen Zahlen von K(t,¢) ist. Hier-
nach gilt namlich w" = " == mM’~!, wenn M die groBte charakteristische
Zahl von K{t,1) bedeutet. In Verallgemelnerung der Schwarzschen
Ungleichung ist wegen des positiv definiten Charakters von K (¢,¢)
librigens = 0. Auch hier stellt also das Verschwinden der Gramschen
Determinante eine hinveichende und notwendige Bedingung fiir lineare
Abhingigkeit dev Funktionen f,, ..., f, dar. So kann man z. B. die
lineare Unabhingigkeit von je » Funktionen eines normierten Ortho-
gonalsystems aus der Tatsache herleiten, daBl ihre Gramsche Deter-
minante, wie unmittelbar einzusehen ist, den Wert 1 hat.
r
Bildet man cine lineare Kombination f=_ #;f; von r linear
=1
unabhingigen Funktionen f, ..., f,, welche zudem normiert ist, so
kann kein Koeffizient «; absolut genommen oberhalb der lediglich von

dem Unabhangigkeitsmall m von f,...,f, abhingigen Schranke 171
m

liegen. Denn zufolge der Definition von m ist fir

7% - offenbar f(z Vi ﬁ) dx = ,Y’L ~—=m,
2 oA

i=1 =

1 : N Y
also Zu— = —. Wenn man also ein System von r Funktionen mit einem
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oberhalb der positiven Schranke p liegenden Unabhingigkeitsmaf ortho-
gonalisiert, d. h. seine Funktionen durch geeignele normierte lineare Kom-
binationen aus thnen ersetzt, so kémmen dabei niemals Absolutwerte der

Koeffizienten oberhalb der Schvanke L auftreten.
w

2. Asymptotische Dimensionenzahl einer Funktionenfolge. Sind
in einer Folge von normierten Funktionen f,, 5, ... oder allgemeiner
von Funktionen mit beschrankter Norm immer je 7 4 1 Funktionen
linear voneinander abhéingig, so daB sich jede Funktion als lineare
Verbindung ¢, g, + + - - 4- ¢, g von 7, aber nicht weniger als #» Grund-
funktionen gy, ..., g mit konstanten Koeffizienten #, ..., ¢ darstellen
1aBt und demnach die ganze Funktionenfolge der ,linearen Schar*
481+ -+ - +£.g, angehort, so sagen wir in Anlehnung an die geometrische
Sprechweise, die Funktionenfolge habe genau die Dimensionenzahl r.

Besitzt die Funktionenfolge f;, f,, ... keine endliche Dimensionen-
zahl, so kénnen zwei Fille eintreten. Entweder gibt es fiir jede noch so
groBe positive ganze Zahl s Gruppen von je s Funktionen f,, ..., f,,
der Folge mit beliebig groBen Indizes #,, ..., n, derart, daB das Un-
abhingigkeitsmall dieser Funktionen oberhalb einer festen, d. h. nicht
von den #; (sondern hochstens von s) abhingigen positiven Schranke liegt.
Dann schreiben wir der Funktionenfolge die asymptotische Dimen-
sionenzahl co zu'). Oder aber es konvergiert bei geniigend groflem s
das UnabhiangigkeitsmaB von £, , ..., f, gegen Null, wenn simtliche
Zahlen #y,...,n, irgendwie {iber alle Grenzen wachsen. In diesem
Falle nennen wir die Kkleinste ganze Zahl #», fiir die bei s ># das
Unabhingigkeitsmal3 gegen Null strebt, die asympiotische Dimensionen-
zahl der Folge. Insbesondere ist # = 0, wenn Nf, mit wachsendem »
gegen Null konvergiert. Bei einer Folge mit der asymptotischen Di-
mensionenzahl 7 sind mithin nach Weglassung von hinreichend vielen
Anfangsfunktionen je 7+ 1 Funktionen ,beinahe’ linear abhingig.

Die innere Bedeutung der eingefithrten, durch die geometrische
Analogie zu Folgen von Vektoren im #-dimensionalen Raume nahe-
gelegten Begriffsbildungen besteht darin, da3 eine Funktionenfolge der
asymptotischen Dimensionenzahl 7 als Grenzgebilde eine lineare Funk-
tionenschar aus # Grundfunktionen definiert. Dies gilt allgemein aller-
dings erst dann, wenn man unter Heranziehung des Lebesgueschen
Integralbegriffs und der zugehérigen Theorie den zugrunde gelegten
Funktionenbereich erweitert. Da wir jedoch hier auf unserem elemen-
taren Standpunkte verharren wollen, so miissen wir zum Beweise der
eben ausgesprochenen Behauptung noch gemiB § 2 gewisse einschrian-
kende Voraussetzungen machen, und zwar wollen wir einfach voraus-
setzen, daBl die Funktionenfolge glatt ist (vgl.S.42).

1) Das einfachste Beispiel ist eine Folge orthogonaler normierter Funktionen,
bei der fiir jede Funktionengruppe das UnabhingigkeitsmaB den Wert 1 hat.
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Dann gilt der Satz: Ist fy, fs, ... eine glatte Funktionenfolge mit
der asymptotischen Dimensionenzahl v, so gibt es v voneinander linear
unabhdngige, also orthogonal und normaert wihlbare Funktionen g, ..., g,
derart, dafS fiir hinveichend groffes n sich jede der Funktionen f, von einer
Funktion der linearen Schar t,g,+ - - - + 1,8, um weniger als eine be-
liebig klein angenommene Grifle € unterscheidet, wihvend keine lineare
Schar mit weniger als v Grundfunktionen von derselben Eigenschaft existiert.

Wir kdnnen diese lineare Grenzschar auch folgendermallen charak-
terisieren: Sind Gy, Gy, ..., G, ... Gruppen von je 7 Funktionen
fimgs « + > I'm, der Folge, deren Unabhangigkeitsmal} oberhalb einer festen
positiven Schranke u liegt und deren Indizes m; (1 =1, ..., #) mit zu-
nehmendem s iiber alle Grenzen wachsen, so konvergieren die durch
die Funktionen von G,, als Grundfunktionen definierten linearen Funk-
tionenscharen S, mit wachsendem m gleichmaBig gegen eine durch #
linear unabhingige Funktionen g, ..., g definierte Grenzschar T in
dem Sinne, daB bei hinreichend groBem m jede normierte Funktion
von S, sich von einer Funktion von T beliebig wenig unterscheidet

Um den naheliegenden Beweis dieser Tatsachen bequem formulieren
zu konnen, sagen wir, eine Funktion f habe von einer linearen Funk-
tionenschar S eine Distanz kleiner als die positive GroBe d, wenn
sich f von einer geeigneten Funktion aus S absolut genommen {iiberall
um weniger als d unterscheidet. Entsprechend schreiben wir zwei
linearen Funktionenscharen S und S* eine Distanz kleiner als d zu,
wenn jede normierte Funktion der einen Schar von einer geeigneten
solchen der anderen Schar absolut genommen um weniger als 4 abweicht.

Nun ergibt sich sofort, daB3 bei gentigend groem s und # die Funk-
tion f, von der Schar S,, eine beliebig kleine Distanz hat. Denn das
UnabhingigkeitsmaB von f,, f,,, ..., fu, ist bei hinreichend grofem
m und = sicher beliebig klein; wegen der Glattheit der auftretenden

.
Funktionen gibt es also #-+1 Zahlen u,, u,, ..., u, mit > ui=1,

i=0
fir die |uyf, + %y fp, + - - - + %,f,, | beliebig klein wird. Hierin kann
bei zunehmendem # und # die Zahl #, absolut genommen nicht beliebig
klein werden, weil sonst entgegen der Voraussetzung das Unabhingig-
keitsmaB von f,,, ..., f,, beliebig klein wiirde. Also kénnen wir, in-

. o e g U,
dem Wir g fy + #3 f, + - - - + 4y, durch u, dividieren und * = —1;

setzen, den Schluf3 ziehen, daB sich bei hinreichend groSen # und # die
Funktion f, von der Funktion ¢, +---+#f,, der linearen Schar Sy
beliebig wenig unterscheidet. Daher haben fiir hinreichend groBes
und # auch die beiden linearen Funktionenscharen S,, und S, eine be-
liebig kleine Distanz. Nunmehr sei ¢ eine spiter als gentigend klein fest-

zulegende Zahl und ¢, ¢,, ... eine Folge positiver Zahlen mit > & = ¢.
=1
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Ferner sci m; eine positive ganze Zahl derart, daB fiir % = m; und
m=m; die Distanz von S, und S, kleiner als & ist. Wir gehen von
irgendwelchen 7 normierten Funktionen 4y, ..., 4, der Schar S,, aus
und bestimmen, was nach Voraussetzung méglich ist, in S, (my>m))
die normierten Funktionen hyy, ..., hy, derart, daB |hy,; — k| <e
(¢=1, ..., 7) wird. Ebenso ermitteln wir in S, (m;> m,) normierte
Funktionen kg, ..., 5, so, daB |hy; — hy;| <&, wird usw. Wegen
[ Bpi — hgi] <&+ - -+ + &, (p < ¢) konvergiert mit wachsendem 7 die
Funktionenfolge /,; (¢ =1, .. .,7) gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion g;,
und es ist | g — ;| <e. Wird ¢ hinreichend klein gewihlt, so werden
zugleich mit 4,,, ..., #,, auch die Funktionen g,, ..., g, ein von Null
verschiedenes Unabhangigkeitsmaf3 haben, also linear unabhingig sein.
Die Funktionen g,, ..., g, erfiillen offenbar alle gestellten Anforderungen.

Die Voraussetzung der Glattheit der Funktionenfolge f,, 7,, ... ist
besonders fiir die Anwendungen, die wir im nichsten Kapitel bei der
Theorie der Integralgleichungen von den eben durchgefithrten Uber-
legungen machen werden, von Wichtigkeit. Ubrigens kann man diese
Voraussetzung auch in die Form kleiden: Die Funktionenfolge f,, f,, ...
soll die Eigenschaft aufweisen, da8 sich aus jeder ihrer Teilfolgen eine
gleichméBig konvergente Teilfolge auswahlen 148t.,

§ 4. Die Fouriersche Reihe.

Als erstes und wichtigstes Beispiel zur Erlauterung der allgemeinen

Ausfiihrungen wéhien wir das fiir dasIntervall 0 < x# < 272 orthogonale
. . . . 1 7

und normierte System der trigonometrischen Funktionen Vo Cc;/s_”,

T T

Sm;” (» =1,2,...). Wir wollen in diesem Paragraphen nicht nur die

Vollstandigkeit dieses Funktionensystems nachweisen, sondern dariiber
hinaus zeigen, daB sich tatsichlich eine willkiirliche Funktion f(x), die
samt ihrer ersten Ableitung im Intervall 0 =< x < 2 z stiickweise stetig
oder, wie wir sagten, ,,stiickweise glatt* ist, in eine nach den trigono-
metrischen Funktionen fortschreitende ,,Fouriersche Reihe

(14) flx) = a2° +§(av cosvx 4 b,sin»x)
r=1

entwickeln 1aBt, wobei die Entwicklungskoeffizienten, die ,,F ourterschen

Kocffizienten* oder ,,Fourierschen Konstanten* der Funktion f(x), durch
die Formeln >

’ a, = %/f(t)cosvtdt,

0 r=0.1,...)

(15) 1 27
b=~ [j()sinvea
J



§ 4. Die Fouriersche Reihe. 47

gegeben werden. Mit Hilfe der Beziehung cos ¥ x + ¢ sin »x = €*% kann
man die Gleichungen (14) und (15) auch in die iibersichtlichere Gestalt

, S e (260 =a,—1b, v>o0, _ )
(14) f = Sa,ere, (20 2@ 20— gy
2
(15") “«':'é!;ff(t)e”i"tdf (v = 0,-+1,+2,...)
0

bringen. Um uns bequem ausdriicken zu kénnen, wollen wir uns in der
Theorie der Fourierschen Reihen die Funktion f(x) zunichst nur
im Intervail 0 <x <2z definiert und dann tber dieses Grundgebiet
hinaus durch die Funktionalgleichung f(x + 2x) = f(x) periodisch
fortgesetzt denken und ferner an jeder Sprungstelle & von f(x) das
arithmetische Mittel der ,,Grenzwerte von rechts und von links*
/@+®:imy@+hﬂwwf@*m=1my@—h)w>0ydwdm
h-> —

Zahl 4 [f(§ 4+ 0) -+ /(£ — 0)], als Funktionswert nehmen.

1. Vollstindigkeit des Systems der trigonometrischen Funk-
tionen. Um die Vollstandigkeit unseres Funktionensystems darzutun,
genligt nach § 1 der Nachweis, daB} sich jede stetige Funktion f(x)
(wobei wir auch Stetigkeit iiber das Grundgebiet hinaus voraussetzen
diirfen) gleichmaBig durch trigonometrische Polynome, d. h. Aggregate

n
P, (x) = f;i +Z (¢, ncosvx 4 d,,sinvx) mit konstanten Koeffizienten,
=1

approximieren 14Bt. Dann ist hamlich sicher auch im N(f — P,) = 0,
n—r oo

was die Vollstindigkeit des Funktionensystems lehrt. Auf Grund der
Minimumeigenschaft der Fourierschen Koeffizienten gilt iibrigens dann

erst recht lim N(f —s,) =0, wenn wir mit
L —» 00

a n-1 .
su (%) = 7" + ' (@, cosvx + b,sinvx)
v =1

die nt® Partialsumme der Fourierschen Reihe 2% —I—Z (a,cosvx + b,sinvx)
bezeichnen. 2 /=

Die eben behauptete Moglichkeit der Approximation von f(x)
durch trigonometrische Polynome kann man am kiirzesten nach Fejér!)
beweisen, indem man zeigt, daB die arithmetischen Muiltel

y ) e s )

n

Sp(x

1}y Vgl. vor allem Fejér, L.: Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen.
Math. Ann. Bd. 58, S. 51—69. 1904. Die dort gemachte Bemerkung, dal man
durch Mittelbildung den Verlauf der Partialsummen einer Reihe oft wesentlich
glatten kann, hat zu vielen weiteren Untersuchungen Anla gegeben.
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der Partialsummen mit wachsendem # gleichmiBig gegen f(x) konver-
gieren, und dabei beachtet, daB S, (x) ein trigonometrisches Polynom ist.
Dies geschieht folgendermafBen:

Tragen wir fiir a,, b, die Ausdriicke (15) ein, so erhalten wir

n-1
Sy (%) = %"— + > (a,cosvx + b, sinv x)
v=1

20t

(16) == —/f t){ cosvtcosvx-|—sm;tsmvx)}dt

T n-1
:%[f(t){%—l—Z;cosv(t—x)}dt =123 ...);
b =

da der Integrand periodisch mit der Periode 27 ist, kdnnen wir auch

27 n—
(16") sn(x)=%//(x+t){%+fcosvt}dt mn=1,2...)
r=1

0

schreiben. Nun findet man durch Anwendung der Summenformel der
geometrischen Reihe

n-1 n-1 . . n-1
1 1 etvt  p—ivi 1 1 e-tm-1t_ gint
z b= — - SR ive .~ ¢ " e
2+ZCOS 2+ 2 2 € 2 1 — ot
v=1 v=-n+1
(17) 1ttt p-iln-di 1 sin (n — 1)¢
T2 L it T2 sinlt
e 2 g 2
1 cos(n—1)¢t—cosnt
T2 1 — cost ’
also wird
1r cos(n—1)¢t—cosnt
(167) Sn *jf( +t)_*c—ﬁ di
und daher
Sy (®) A+ - s, (¥) —cosnt
S x) = 1*_*—__”___ —_
n (%) n 2.7”1 'f +t) —cos# dt
(18) AN
. 2 smnz
=2”nff(x—|—t) — | ar.
0 sm;
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Um die Relation lim S, (x) = /(x) zu beweisen, bemerken wir, da8 fiir

n-—>» o0
die Funktion f(x) = 1 alle Partialsummen s, (x), also auch deren arith-
metische Mittel S, (x), gleich 1 sind, daB also

2
Yy 2

] sin . -; -

(19) 1= 2,”/ o
sin —
2

0

gilt!); durch Multiplikation dieser Gleichung mit f(xr) und Subtraktion
von (18) entsteht

(200 Su@) =) =, [Tfe+) — @] — f) dt.

Nun sei ¢ eine beliebig kleine positive Zahl; wegen der gleichmaBigen
Stetigkeit von f(x) 1aBt sich dann ein nur von ¢ abhingiges 6 = d(¢)
des Intervalls 0 << 0 < 7 so bestimmen, daB fiir |#|= 0 und alle »

40— fx) [ =
23 4 278 27

ist. Durch die Zerlegung [ = [ + [ + / des Integrals in (20) er-
o0 5 2a-s

halten wir daher, wenn wir den Integranden kurz mit ®(#) und das

Maximum von | f(x) | mit M bezeichnen,

T
? sin z . i\ 2
7 P« ", . sinn
@@t =g a2 ) di=e,
0 sin sin t
0
2a-4
24 o . ¢ 2 .
a sin #
: = M 2M
(t)dt = T ;72 dt<7,7 o |dt= -
2an 2R r 3 : ’
) . sin - 2 7 sin? ey 2 sin?
3
27 27
27 | a t 9 . .
1 . sin i 5 . sin
— W < - : _
e CAULLE -y | R PSSR § gy PV
278 ! sin—, . sin L.
274 b
also
. ] a0
[Su(x) —f(®) |- 26+ =L
nsin? —
2
'sin2 2

1) Aus(19) erhilt man tibrigens ohne Schwierigkeit die Formel / R du ="
© u? 2

die wir fir eine spatere Anwendung anmerken wollen. 0

Courant-Hilbert, Mathematische Physik. I. 4
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Fiir hinreichend groBle #n > ny = ny(¢) ist aber - 2 =g, also

n sin? —
2

| Su(x) — f(x)| = 3¢ fiir alle x. Damit ist die Beziehung lim S,, (¥) = f(x)

n—» oo
und sonach die behauptete Volistandigkeit fiir jede stetige Funktion
f(x) bewiesen. Nach §1 ist dies aber gleichbedeutend mit dem Be-

2

stehen der Vollstindigkeitsrelation % -+ > (@24 8) = Nf fiir jede
2 T & )

stiickweise stetige Funktion; als eine Folgerung aus dieser Relation
(ibrigens auch schon aus der viel weniger besagenden Besselschen Un-
gleichung) merken wir noch an, daB fiir jede stiickweise stetige Funktion

die Reihen S a, und i’ b2 konvergent sind und daB daher die Fourier-
=1 v=1
schen Koeffizienten a,, b, mit wachsendem » gegen Null streben.
In den Koeffizienten der komplexen Entwicklungen (14°), (15) ge-

schrieben lautet die Vollstdndigkeitsrelation

00

2
Sl =[lf@Pdx

Y= -0

und gilt in dieser Form, wie man sich sofort iiberzeugt, auch fir
stetige oder stiickweise stetige komplexe Funktionen f(x) der reellen
Variablen x.

2, Die Fouriersche Reihenentwicklung stetiger Funktionen
mit stiickweise stetiger Ableitung. Die besondere Natur der trigono-
metrischen Funktionen erlaubt, aus der Vollstindigkeitseigenschaft
in einfachster Weise auf die Giiltigkeit der Fourierschen Reihen-

entwicklung f(x) = %9 + D' (a, cosvx + b, sinvx) zu schlieBen, wenn
v=1

die Funktion f (%) stiickweise glatt ist, d. h. selbst stiickweise stetig ist und
eine stiickweise stetige erste Ableitung besitzt.

Zunichst machen wir die schirfere Voraussetzung, die Funktion
f(x) sei durchweg stetig und stiickweise glatt. Bezeichnen wir die
Fourierschen Konstanten der Ableitung f/(x) mit a, und ¥, so erhalten
wir aus (15) wegen der Periodizitat der stetigen Funktion f(x) durch
Teilintegration, die hier der stiickweisen Glattheit halber erlaubt ist,
fiir y=1,2,...

27 2,‘1 ,
a, = i/f(t)cosvtdt — Y pwsinvtar — — >,
HO ﬂVé v
27 2n ,
1 . 1 (,, a,
b, = ”o/f(t) sinvidi = 50/1‘ (¢)cosytdt = e
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Zufolge der auch fiir die Funktion f/(x) giiltigen Vollstindigkeits-
relation konvergiert die Reihe > (a,° -+ b,°). Nach der Schwarzschen

r=1
Ungleichung ist nun

/[ n 2 / n b;) [\2 n n_oy
al i - 1 - e -y
( a,cosva|) = (5 — D =202 .
= v=ml ¥ |/ r=1 v=m "
{1 2 n_o ”1’/ [\2 a n_oq
1 o I = re —
( Mibsinvx]) - | D ) =2a'> 5.
r=m = I ry=1 v=m

ROl . . .
wegen der Konvergenz der Reihe .2 konverglert also die Fouriersche
y=1
Reihe der Funktion f(x) absolut und gleichmiBig. Ihre Summe ist eine
stetige Funktion, deren Fouriersche Konstanten offenbar mit denen

von f(x) tibereinstimmen, die also mit f(x) identisch sein muB.

3. Ausdehnung des Resultats auf stiickweise stetige Funktionen.
Um die Giiltigkeit der Fourierschen Reihenentwicklung auch fiir un-
stetige, stiickweise glatte Funktionen nachzuweisen, behandeln wir
zunichst eine spezielle solche Funktion, die durch

hig) = >~ fir 0<x<2a7,

h(x +2a) = h(x).

definiert ist und an den Stellen ¥ = + 2kx (K = 0,1, ...) den Sprung =
aufweist. Vermdge der Formeln (15) ergeben sich fiir ihre Fourierschen
Koeffizienten die Werte

(23) a, =0, a, =0, b = v=1,2,...).
Zum Beweis der hiernach zu vermutenden Gleichung
< sin v
(24) h(x) = VZJI——'—;
benutzen wir den allgemeinen
Hilfssatz: FEine trigonometrische Reihe > a,sinvx, deven Koeffi-
r=1

zienten von einer gewissen Stelle an positiv sind wnd monoton nach Null
abnehmen, bei der also fiir v=N

a, = Os a, — Ay y1 é 0

ist, konvergiert fiir alle Werte von x, und zwar gleichmafig in jedem die
Punkte - 2kn (k=0.1, ...) ausschliefenden Intervall.

4%
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Fir x = 42k n ist die Konvergenz klar, da dann alle Glieder der
Reihe verschwinden, wéahrend man fir x< +-2kn durch Multipli-

n
kation der Partialsumme s,(x) = Za,, sinyx mit 2sin > nach einer

r=1

elementaren Umformung bei 4, = 0

—1
< 2n+1 ¥ E {(ay -1 — a») cos w——z——f ¥

2

Sn (x) = —ay - x P
2sin — 28in —-
2 2

erhdlt. Hierin strebt fiir wachsendes # das erste Glied gegen Null,
wihrend fir den Zahler des zweiten Gliedes von » = N +1 an

X (a1 — a,) = ay eine Majorante ist. Damit ist die Konvergenz
r=N+1
dargetan; die GleichmaBigkeit der Konvergenz etwa im Intervall
d=x=2m—0, 6 >0, folgt aus der fiir den Rest g,(x) der Reihe
bei # = N geltenden gleichméaBigen Abschatzung

oo

| 2y —1 |
2n -1 1 — ay : —x |
cos —F_V E (av -1 — ay) cos 5 x‘
f o - - o r=n+1 _ - 7777‘
iQn(x)t—ian x’ 25 P ‘
! in — sin —-
; 2sin 5 Py ’
oo
» (“ l‘—al)
L v=n+1v [
= .6 .0
2sin — sin — -
2 2
siny x

ist demnach fir 6 <« < 27 — 0 gleich-

Unsere Reihe Z

v=1
maBig konvergent. Um zu zeigen, daB sie dort die Funktion % (x) dar-
stellt, bilden wir die Fouriersche Reihe fiir die integrierte Funktion

die wir uns mit der Periode 2 periodisch fortgesetzt denken. Da die
Funktion H(x) dann durchweg stetig ist, wird sie nach 2. durch ihre
absolut und gleichmaBig konvergente Fouriersche Reihe dargestellt;
durch Auswertung der Fourierschen Koeffizienten (15) mittels Teil-
integration ergibt sich

. a2 Y cos v
(25) H(x)=~-vg—;4 g

Somit entsteht fir 6 =x =< 272 — 0 die gleichmiBig konvergente
Reihe (24) aus (25) durch gliedweise Differentiation, stellt also nach
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einem bekannten Reihensatz die Ableitung % (x) von H(x) dar, wie
wir beweisen wollten.

Ebenso wie die Funktion % (x) fir x = 0 den Sprung 7 macht, liefert
h(x — &) eine Funktion, die fir x = & denselben Sprung aufweist und
sonst im Grundgebiet stetig ist. Ist nun f(x) eine stiickweise stetige
Funktion, welche an den Stellen x =& (4 =1, ...,7) des Intervalls
0 = x < 2x die Spriinge s(&) =7(& + 0) — f(& — 0) besitzt und sonst
stetig ist, so wird

7
(&
F) =j) — > " —g)
=1
eine iiberall stetige Funktion, die offenbar iberdies zugleich mit f(x)
eine stiickweise stetige erste Ableitung hat. Also ist nach 2. F(x) in
eine absolut und gleichmaBig konvergente Fouriersche Reihe entwickel-

-
. . s (& .. .
bar, und da die Funktion Z;L—r) h(x — &) in jedem die Sprungstellen
=
ausschlieBenden Intervall ebenfalls durch eine solche Reihe dargestellt
wird, so ist damit der zu Beginn des Paragraphen aufgestellte Satz
vollstandig bewiesen.

Zugleich enthalten unsere Ausfilhrungen den Beweis, daB die
Konvergenz gleichmaBig ist in jedem von Sprungstellen freien, ab-
geschlossenen Intervall.

Die gewonnenen Ergebnisse reichen fir die Anwendungen der
Fourierschen Reihe in der mathematischen Physik aus. Lediglich eine
Verallgemeinerung verdient hier noch besonders hervorgehoben zu wer-
den, namlich daf die Funktion an einer oder mehreren Stellen des Grund-
gebietes unendlich werden darf, wenn sie absolut gemommen integrierbay
blesbt (wie z. B. an einer logarithmischen Unendlichkeitsstelle). Es kann
dem Leser iiberlassen bleiben, sich von der Giiltigkeit unserer Uber-
legungen fiir diesen Fall selbst zu iiberzeugen.

4. Die GrofBlenordnung der Fourierschen Entwicklungsko-

o0
effizienten. Wenn die in eine Fouriersche Reihe Zcx,, % = f(x) eut-

wickelte periodische Funktion mit ihren Ableitungen bis zur (& — 1)**
Ordnung stetig ist und eine stiickweise stetige 4* Ableitung besitzt,
dann gilt

|| = Va5 = 5,

wobel ¢ eine Konstante bedeutet. Man sieht hieraas, in welcher Weise
die Koeffizienten der Reihe um so schirfer gegen 0 gehen, je glatter
die Funktion verlduft.

Das angegebene Resultat erhidlt man unmittelbar, indem man auf
die Koeffizientendarstellung (15") A-mal Teilintegration anwendet.
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§ 5. Beispiele und Anwendungen fiir die Fouriersche Reihe.

1. Das Dirichletsche Integral. Bedeutet f(x) eine stiickweise
glatte Funktion, & eine beliebige positive Zahl, so gilt die Formel

a
sinvé

(26) lim - [+ 8) 20 dt = $If (v + 0) + flv — O)];

‘L‘)OO o
- @

das hierin auftretende Integral pflegt man das Dirichletsche Integral
ZU rennmen. )
Wir beweisen zunichst, daB die Teilintegrale f und ] bei be-

liebig kleinem festem 5 > 0 fiir v - oo gegen 0 streben. Um d1es fiir das
erste Integral zu zeigen, wenden wir darauf Teilintegration an:

B _]‘Ejji)rd(cosvt At — — 1 [fﬁ(x-}—t)m ]
v ¢ v t
” 7
y a
-+ :} cosvtﬂ f(x:rt)-dt;
n

S bedeutet die Summe der Spriinge der Funktion

fx+9

cosvi
t

im Innern des Intervalls (1, ). Da auf der rechten Seite sowohl der
Ausdruck in der eckigen Klammer als auch der Integrand fur festes ¢
beschrankt bleibt, ist unsere Behauptung bewiesen. Genau ebenso ver-

lauft der Beweis fiir das zweite Integral.
sinv ¢

dt, auf das

Um nun den Grenzwert des Integrals f fx+10)
-
wir uns beschrinken kénnen, zu ermitteln, betrachten wir fiir ein
so kleines 7, dafl die erste Ableitung von f(x +¢) fir 0 <<i=1y
und — 7 = ¢ < 0 stetig ist, die Differenz

7
[f(x+t)smvtdt—f(x+0)/51nvtdt~[f(x+t ) =749 Gt

J ¢
0

Da der erste Faktor unter dem Integralzeichen absolut beschrinkt
bleibt und = M™* ist, wenn M* die obere Grenze fiir die absoluten
Betrige der Ableitung von f(x¥ + #) fiir 0 < ¢ = 5 bedeutet, soist diese
Differenz absolut = M*#. Ebenso ergibt sich fiir die Differenz

0 0
1+ 02 ar — pox— o) [¥220 s = /”"“ e Vinvar,

-7 -y
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dafB sie absolut kleiner als M 7 ist, wo M~ die obere Grenze der ab-
soluten Betriage von f'(x 4 ¢) fir —»n==¢<0 ist. So erhalten wir
schlieflich

4 . v
St a4 0+ e — 0 [ S at ) = (ME 4 M),
=5 0

L iy
da offenbar / §m7v; dt :'/ S%y dt ist. Diese Ungleichung gilt gleich-
0 Y

malig fiir alle v == 0. Da nun M* und M~ sich sicher nicht vergré8ern,
wenn man # > 0 kleiner werden 1aBt, geniigt es, zum Beweis von (26)
die Gleichung

/"lsinvt

lim — dt =

>0 )

SR

darzutun,
Nun hatten wir auf Seite 49, Anm. 1, die Relation

erwihnt. Durch Teilintegration gewinnt man aus ihr

(= o} o0 l/
¢ [sin2¢ “sint . ‘sinv¢
~ -'r/ ’tﬁdt:‘/Tdt :vllm V/T”dt,

> 00 g

o0
/'sinzt it sin?
iz YT Ty

2 [
0 o ¢ 0

d. h. gerade die gewiinschte Gleichung.
Man kann, wie es Dirichlet in seiner klassischen Arbeit!) getan hat,
die eben bewiesene Integralformel zum Ausgangspunkt der Theorie der
Fourierschen Reihen machen, worauf hier nur beildufig hingewiesen sei.
2.—10. Beispiele. Ist f (x) eine gerade Funktion,d. h.ist f (—x) = (%),

T

so wird b, = 0 und a, = —i / f(#) cosvtdt; ist hingegen f(x) ungerade,

(1] Fid
d.h. f(—x) = — f(x), sowird @, = 0 und b, — -i—/f(t) sinytdt. Eine
0

gerade Funktion wird demnach durch eine reine Kosinusreihe, eine
ungerade Funktion durch eine reine Sinusreihe dargestelit.

3. Fir —a<<x<a sel f(x) = x; dann ergibt sich die Sinusreihe

.

sin x sin2x  sin3x

fl) = 2 (T T2y

Py
J

1y Vgl. Dirichlet, P. G. L.: Sur la \convergence,des séries trigonometriques
qui servent a représenter une fonction arbitraire entre des limites données, J.
reine angew. Math. Bd. 4, S.157—169. 1829; Werke Bd. 1, S.117—132. Berlin 1889.



ho II. Das Problem der Reihenentwicklung willkiirlicher Funktionen.

Setzt man x = ;t', so erhilt man die Leibnizsche Reihe

a 111
i B S T

4. Die gerade Funktion f(¥) = |x| (—n<x<m) besitzt die
Kosinusentwicklung

ki1 4 (cosx cos3x cosS5x
flx) = -2———“(74—**3?-{—*5—2' + - )

T

An der Stelle x = 0 ist f(») noch stetig; daher gewinnt man fiir x = 0

die Formel
.7t2

1 1 1
ToE Tttt

5. Es sei f(x) = —1 fir —a<x<0 und f(x) =41 fir
0 < x << z. Die Fouriersche Reihe lautet
4 (sinx sin 3x .
o) = ;(717"—!— T3 + - ) ’

sie entsteht aus der vorhergehenden durch gliedweise Differentiation.
6. Fir —n <<x <7 sel f(x) = xsinx; es folgt

‘ cos ¥ . cos2x . cos3x cos4x _ ] )
f(x)—'l—'*z (1.3 2.4+ 33 _|_
und insbesondere fiir ¥ = g

4 1 1

T=atin st ot

7. Zu der geraden Funktion f(x)=|sinx| gehért die Kosinus-
entwicklung
2 4 < cos2v ¥

=22

F 4 .1 4921 °

r=1

Firx = ; bekommt man die obige Reihe aus 6., die auch aus der
Leibnizschen Reihe durch Zusammenfassung von je zwei aufeinander
folgenden Gliedern hervorgeht.

8. Es sei fir —z<<x <z die Funktion f(x) = cosux, wobei u
nicht ganzzahlig ist; man erhilt

2usinux ( 1 cos ¥ cos2x cos3x )

f(x) =cosux = é/t2~ ud—1% ' p%— 22 T -3t +—

44

Bei x = @ ist die Funktion noch stetig; ersetzt man x durch 7 und n
durch %, so steht in

1 <O 2
X
meotmxy = -
cotmx . T 21 A2
=
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die Partialbruchzerlegung des Kotangens da. Aus ihr entnimmt man
T

unter Benutzung der Formel /.cottd ¢t = log sin ¥ die Produktdarstel-

lung des Sinus 2

sinzx = 7xn( )

die fir x = 4 das Wallissche Produkt

,,Hn 2.2 .4 4 66
]7121—1 2r 41 13 3 5 5 7

liefert.

9. Die fir —7 << x < 7 durch f(x) = sinu x definierte Funktion
f(x) 1aBt sich in die Reihe

2sinpa ( sinx 2sin2x 3sin 3«

msr )

fx) = sinpx = — EE T g Ty

a

entwickeln, aus der fir x = ; die Partialbruchzerlegung des Sekans

TSECTX = 4 E 2V*1)
Tx = = A el
cosm ¥ 4x%2—(2v—1)2

r=1

hergeleitet werden kann.

10. Die Reihen fir die Hyperbelfunktionen Sofux und Sinux
(—n<<x < @) lauten

20 (717 cos ¥ cos2x cos3x )
@DT‘M% oz @Inlun 2‘u2 1112_‘{_12 ‘u2+22 #2_{_32 e R B

~ 2 " sinx 2sin2x 3sin3x \

omux = @111/'171(‘“2_{»12 u2 4 22 w4 32 - /)

Wir bekommen sie am einfachsten, wenn wir in den fritheren Formeln
fiir cospx und sin ux u durch zu ersetzen.

I1. Streckung des Grundgebietes. Ist die Funktion f(x) perio-
disch mit der Periode 27 statt 2z, so gestattet sie die Entwicklung

(27) flx) = az" B (al cosy x"l"b,,Sinv%x)

\%E

Y=

[on

mit
'.’.‘l ﬂ_l
7)) e =, /}‘(t)cosv Ttdt, b= [f()siny T tat,

0 0
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die wir auch in der Gestalt

Y= -

oo ,17,1 21 —'lyt
(28) @ =T, = L fne
0

schreiben koénnen.

12. Funktionalgleichung der Thetafunktion. Die Anwendung der
Fourierschen Entwicklung ermdoglicht einen einfachen Beweis fiir eine
wichtige Funktionalgleichung der Thetafunktion

9 (x) :ie“”‘“‘"x (x>0).

= —00

Diese Funktionalgleichung lautet

P (x) = %0(1—).

Y

Zum Beweise setzen wir

@ y) = ettt
offenbar ist ¢ (y) eine periodische Funktion von y mit der Periode 1,

die alle Ableitungen nach y besitzt und sich demnach in die Fouriersche
Reihe

P (y) = 2 &, 270y

¥ =—00
mit
1

1
&, :fgv(t)e*?””dt = | Derwrvra-2minigy
0

You=—00
0

entwickeln laft. Da fir alle ¥ > 0 Summation und Integration ver-
tauscht werden diirfen, ergibt sich fiir den Koeffizienten «,:

. 1 o w+1
— 9 —a(w+0)2x—- 238y (1t +1) — —attx-2aivt
o, = Z /e 7 (2 et df = Z e dt
= —-00 =0
0 o
Ty
oo , 00 . -
_r ":’x(t—*y)_ e z
= [eg-alx-2advify o, = /8 2/ dt = —
| &3
—o0 — 00

e}

weil /ie‘zzdz langs einer Parallelen §¢ = 7’;— zur Teellen Achse denselben

Wert Vn wie auf dieser selbst hat. (Denn wendet man auf die Funk
tion ¢ % und das Rechteck mit den Ecken — 7, 4T, + T+i:
—T+ z';v den Cauchyschen Lehrsatz an und 148t sodann T ins Un-

>
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endliche wachsen, so konvergieren die Integrale auf den vertikalen
Strecken gegen 0, da der Integrand gleichmifBig gegen 0 strebt und die

Liange des Integrationsweges konstant gleich ’: ist.) Wir bekommen also

av?

o0
) E Epie‘lfriry
und hieraus fiir y =0
~ 1 0 av? 1 1
k) N
Y) = E e T — - Ze T = fﬁ(‘”) .
| - l‘x’,t_oo ]/x X

Die hier in einem speziellen Falle durchgefiihrte Heranziehung der
Fourierschen Entwicklung zur Umformung unendlicher Reihen ist
nur ein Beispiel fiir ein Verfahren, das sich in neuester Zeit fir die
Behandlung gewisser in der hdheren Arithmetik vorkommender analy-
tischer Funktionen als sehr fruchtbringend erwiesen hat.

13. Die Poissonsche Formel. Die in 12. benutzte Uberlegung fiihrt
zu einer allgemeinen und sehr wichtigen Transformationsformel
fir unendliche Reihen, der Poissonschen Summationsformel. Es

> @ (2an) eine unendliche Reihe, in der @ (x) eine solche stetige

N= —00

und stetig differenzierbare Funktion von x bedeutet, daB glelchmaBlg

fiir alle # aus dem Intervall 0="¢ <27 die Reihen Z pan -+t

<5} n= —0oo

und > @’(27 n + #) absolut konvergieren. Dann ist die zweite Reihe

n=—oo

die Ableitung der ersten nach ¢, und diese kann daher im Intervall
0 z=¢ <27 in eine konvergente Fouriersche Reihe entwickelt werden.
Es gilt also die Entwicklung

<p2n%+t)* e“t e~V dpRan +1)dr
S Z >

n = -0 r = -0 n = —00
co 27
=L Ejei"‘ E / 2an 4 1)e"t"dr
37 . (p A A .
ye=-oc n=-0040

Die innere Summe 148t sich so umformen:

oo Za(n+1)

Z ]‘P(2n”+7)8 vrdr :Z w/qo( T) e~ “’d?-/qj(r)e irtde,

n=-000 n=-00 2an ~%0

und es entsteht

o0

th an+1) = 5; ie’”fw(r)e'i”dz,
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Setzt man hier ¢ = 0, dann folgt schlieBlich

Z(p(Zﬂn) = % Z f(p(t)e“'”dt,
n=—oo r= —oo ~oo

und dies ist die Poissonsche Formel. Fir ihre Giiltigkeit ist offen-
bar nur erforderlich, daB alle vorkommenden Integrale existieren,

Do(2an 4 1) gleichmaBig in ¢ fiir 0= ¢ < 27 konvergiert und eine

n=—o00
in eine Fouriersche Reihe entwickelbare Funktion darstelit.
14. Fiir das Intervall 0 = ¢ = 7 bilden bereits die Funktionen

siny ¢ = 1,2, ...)
bzw.
cosvit r=0,1,2, ...)

allein je ein vollstindiges Orthogonalsystem, wie man so iberlegt:
Eine fiir 0 =<¢ =< gegebene stiickweise glatte Funktion 14Bt sich in
das ganze Intervall —z =< ¢ =< 7 so fortsetzen, daB sie in diesem Inter-
vall stiickweise glatt und ungerade bzw. gerade ist. Im ersten Fall
erhalten wir ihre Entwicklung nach sinv#, im zweiten Falle nach
cos v¢, woraus ohne Schwierigkeit die behauptete Vollstindigkeit der
beiden Orthogonalsysteme fiir das Intervall 0 = ¢ = @ folgt.

15. Mehrfache Fouriersche Reihen. Auch fir mehrdimensionale
wiirfeldhnliche Gebiete kann man mit Hilfe der trigonometrischen
Funktionen Orthogonalsysteme bilden. Wir beschranken uns, um etwas
Bestimmtes vor Augen zu haben, auf den ,,ebenen‘* Fall von zwei
Variablen, bemerken aber, daBl alles genau ebenso fiir beliebig viele
Variable giiltig bleibt.

Fiir das Quadrat 0 =< s=< 2s, 0= ¢{= 2z bilden die Funktionen

cosu s cos vt (£ =0,1,...; v = 0,1,...)
sinp s cos » ¢ (t=1,2,...; v =0,1,...)
cosussiny ¢ (w=0,1,...;v=1,2,...)
sinussin v ¢ (w=1,2,...;v=1,2,...)

ein orthogonales System. Die Entwicklungsformeln schreiben sich am
einfachsten, wenn man die komplexe Schreibweise benutzt. Ist F (s, 2)
in eine gleichmaBig konvergente doppelte Fouriersche Reihe entwickel-
bar, so gilt
oo oo 2n 2n
< ; ) 1 ’ —i{us+r
F(s,0) =2 Da,,eilsirt Ay = 4;2u[ds]th(s, £) g~ tlustrt),

H=-00 y=-00

0 0

Die Vollstandigkeitsrelation fiir eine stetige Funktion F(s,£) und
damit die Vollstandigkeit des Funktionensystems ergibt sich sehr leicht
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durch wiederholte Anwendung der alten Vollstindigkeitsrelation fiir ein-
fache Fouriersche Reihen. Bildet man ndmlich die Fourierschen Koeffi-
zienten A,(f) von F(s, ) in bezug auf s, so gilt fiir sie die Vollstindig-

keitsrelation
2

4,0 P = [|Fs gds.

[}

;’OW

¥ e NG

Wendet man hierin auf jedes einzelne A4,(#), das auch stetig in £ ist, die
Vollstindigkeitsrelation an, wobei die gliedweise Integration wegen der
gleichméafigen Konvergenz!) erlaubt ist, so gewinnt man die gewiinschte
Vollstindigkeitsrelation

o 2‘:r Z’r
Dlan = [|Fs0pdsde.
A= o 0

Endlich ergibt sich, ebenso wie auf S. 51, die absolute und gleichmiBige

. . 02 F(s, t) ..
Konvergenz der Fourierschen Reihe von F(s, #), wenn C—ST’ existiert

und stetig ist.
Ebenso gilt ein Analogon der Poissonschen Summationsformel
unter analogen Voraussetzungen wie im Falle einer Variablen.

§ 6. Das Fouriersche Integral.

I. Plausibilitdtsbetrachtungen. Es liegt nahe, in der Fourierschen
Reihe einer im Intervall — ] < x <l gegebenen Funktion f(x)

oo T /4

(28) fo) =S a T = e T

y =

den Grenzibergang !->oc zu versuchen, um sich von dem lastigen
Zwange der periodischen Fortsetzung von f(x) zu befreien und eine Dar-
stellung einer fiir alle reellen x definierten, nicht periodischen Funktion

) Diese folgt aus dem Safze von Dini: Wenn eine in einem abgeschlossenen
o0

Gebiete G konvergente Reihe positiver Funktionen Y 7, (¢} eine stetige Funktion
r=1
S (¢) darstellt, so konvergiert sie gleichmaBig. In aller Kiirze sei der Beweis skiz-

ziert. Wir setzen S,(¢) — X £,(¢), S(¢) = S, () + R,(t). Wire die Behauptung
»=1

falsch, so gdbe es eine positive Zahl x, eine ins Unendliche wachsende Nummern-
folge #y, 19, 715, ... und zugehorige Werte £, ¢, ¢, ... in G, so daB R, () = «,
also  Sp;(f) = S(¢) — o ist. Wir konnen dabei annehmen, daB die Werte
gegen einen Grenzwert ¢ aus G konvergieren. Nun sei N eine fest gewahlte Nummer;
dann ist fur n,== N auch S,(t) =2 Sy(f,), also Sy(f) = S () — . Hier lassen
wir ¢ iiber alle Grenzen wachsen und erhalten wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen
Sy(t) == S(¢t) — o, was sicherlich bei hinrcichend groBem N unmoglich ist.
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zu gewinnen. Wir wollen dabei die Voraussetzung aufrecht erhalten, daf3
/() in jedem endlichen Intervall stiickweise glatt und an den Sprung-
stellen gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Grenzwerte von
rechts und von links ist, und die weitere Voraussetzung hinzufiigen, da

das Integral / | #(x)|dx existiert.

Setzen wir - = d, so entsteht

!
:2:126/]‘ ~ivdit-2) g

=-00 -

woraus wir durch den Grenziibergang ! - oo, d.h. § -0, die Formel
(29) fa) = »—~~fdujf e inl- gy

als plausibel entnehmen; fiir reelle Funktionen f(v) konnen wir sie
auch in der Gestalt

(30) f) = - [dufit)cosu(t - x)at
0 -

schreiben.

2. Beweis des Fourierschen Integraltheorems. Den strengen Be-
weis fiir die Giiltigkeit dieser ,,Fourierschen Integralformel* fithren wir
am besten nicht durch Rechtfertigung des Grenziiberganges, sondern
durch unmittelbare Bestitigung der Gleichungen (29) bzw. (30).

Aus dem Dirichletschen Integral (26)

im - feH ) = e 4 0) + e — 0)] = f(w),

v —> 00
-a

wobei a eine beliebige positive Zahl bedeutet, folgt

a
af(x) =lim |[f(x+19) dt/cosutdu:hm du/fx+t )cosutdi

»—> oo v>o0

:Oquit/f(x—i—t) cosutdt.

Wir behaupten, daB auch im inneren Integral die Integration von
— 0o bis 4 oo erstreckt werden darf. Ist nimlich 4 > @, so wird

R

0 ~4
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also, da nach Voraussetzung H f(x)|dx existiert,
o L sinv ¢ 14
= /":?':/f(nqtt)f——dt+fo+t~s—ir—lidt‘

T S

: (7/’lf(x+t)ldt+/|f(x+t)ldf)
4 a

o0

IR I

)

LaBt man hierin 4 bei festem v ins Unendliche wachsen, so folgt

v o] v a
’ C _ konst.
A
() -o0 0-a
wonach der Grenziitbergang v — oo zu
b konst.
. i [ ons
| lim / — af(x) ‘ —
lo>ool . a
0 -

fithrt. Durch passende Wahl von & kann die rechte Seite beliebig klein
gemacht werden, womit die Behauptung und damit die gewiinschte
Formel (30) bewiesen ist.

Da cosu (t — x) eine gerade Funktion von # ist, 148t sich die obige
Gleichung auch in die Form

1

—;’— [fx +-0)+flx ~0)] = —Z—V;?duf;‘(t) cosu (t — x)dt

—o0  —00

bringen ; andererseits ist sin # (! — #) eine ungerade Funktion von #, also

' du/ (&) sinu (¢ — x)d¢,

— 00

[
2 |

falls das Integral konvergiert. Durch Subtraktion der beiden letzten
Gleichungen erhélt man

S 40) +flx—0)] = %]du/f(t)e‘i"(tﬂ)dt,

d. h. die Formel (29).
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Durch wiederholte Anwendung der Formel (29) entstehen analoge
Formeln fiir stetige Funktionen inw mehreven Variablen bzw. fur stiick-
weise stetige Funktionen, giiltig an den Stetigkeitsstellen, z. B.

oo

472 F(x,y) = / dudv /F(zf, s)e~ilnC-D+v6-v) G4 g
unter der Voraussetzung der Existenz von

_[T{F(s, | dsdt.

-~ 00

3. Reziprozititsformeln. Das Fouriersche Integraltheorem (29)
nimmt eine besonders elegante Gestalt an, wenn man

g(u) = VZn/f emintdy

setzt. Dann besagt es ndmlich, daBl sich die Gleichungen

[g V ﬁ/f (tyetvtat,

(31)
l @) = 172”;fg(u) et du

gegenseitig bedingen. Man hat in diesen Gleichungen, wenn man die
linken Seiten als bekannt annimmt, ein Paar von sogenannten Integral-
gleichungen vor sich, von denen jede die Auflésung der anderen liefert
und die vollstindige Reziprozitat zeigen. Es entsprechen ihnen die
reellen Gleichungen (vgl. § 7,1) fiir gerade bzw. ungerade Funktionén

g(u) = ]/ %ff(t) cos ut dt,
(32) qO?o
@) = V%/g(u) cosutdu
0
g(u) = ]/—_f; f(t)ysinutds,
(32) i
@) = V%/g(u) sinutdu.
0
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§ 7. Beispiele fiir das Fouriersche Integral.

-1. Die Fouriersche Integralformel

) = [du[f(t)cosu(t—x)dt
¢ -

= %/cos uxd%/f(t) cosutdt 4 %‘/sinuxdu/‘f(t) sinuidt
K .3 0 %0

vereinfacht sich, wenn f(x) eine gerade Funktion ist, zu
(30" fx) = 3 /pcos uxdu/f(t)cosutdt,

S

0
wenn f(x) ungerade ist, hingegen zu

oo 5]

(30”) fx) = -/smuxdujf Ysinutdt.

0

2. Der Dirichletsche diskontinuierliche Faktor. Es sei f(x)
gerade und

fle) =1 fir 0=x<1,
(33) f) =} fir v =1,
flx) =0 fur x>1.
Dann erhilt man
(33)  f») = %/ cos uxdu/ cosutdt = —i«/ 511’1;‘,’Sﬁ3d

0 0
Den rechtsstehenden Ausdruck nennt man den ,Dirichletschen dis-

kontinuierlichen Faktor; er kann bei vielen Problemen mit groBem
Nutzen angewandt werden.

3. Wihlen wir fiir x > 0

Jx) = e 0@ (#>0),
so ergibt sich entweder
2 [cosuxdu [ e ftg utd),‘—~i ﬂ——owi
; O 0S "'[ / Sy
oder
2 [ ‘ . 2 [fsinux
= = -t = = -d
f(x) — /smuxdu[e sinuidi = | Bt du

0 0 0

Courant-Hilbert, Mathematische Physik. I.
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je nachdem wir f(x) fiir negative Werte von x als gerade oder
ungerade Funktion fortzusetzen wiinschen; im zweiten Falle haben
wir f(0) = 0 zu setzen. Das Integral

cosux

a
Frw it =75 45 p>0)
0

wird auch als Laplacesches Integral bezeichnet.
4. Ein besonders interessantes Beispiel liefert die Funktion

z
flx) =€ *.
Wegen
— ?‘o 12 u?
|/ ijei':’cosutdt =¢ 2 1
0

stimmen hier namlich die beiden sich gegenseitig auflésenden Integral-
gleichungen

; ~ 2 u?

glu) = ’/TZ;/ f()cosutdt = 'l/%/ewgcosutdt = 2,
0 .

o0

_w _e
[e 2cosutdu — ¢ >

o

He) = Lg /:g'(u) cosutdu = ]/ g
0

vollig iiberein.
Weitere wichtige Anwendungen des Fourierschen Integrals wer-
den wir bei der Losung partieller Differentialgleichungen kennen lernen.

§ 8. Die Polynome von Legendre.

1. Erzeugung durch Orthogonalisierung der Potenzen 1, x, x2, ....
Ein in mancher Beziehung noch einfacheres Beispiel eines orthogonalen
Funktionensystems als die trigonometrischen Funktionen erhalten wir,
wenn wir die Potenzen 1, x, 2, . .. fiir ein gegebenes Grundgebiet G, z. B.
die Strecke —1=x= -+ 1, nach dem Verfahren von § 1 orthogonali-
sieren. Dabei entsteht eine Folge von zueinander orthogonalen, nor-
mierten Polynomen, die eindeutig bestimmt sind, wenn wir z. B. noch
verlangen, daB der Koeffizient der hochsten Potenz von x positiv
werden soll.

Wir behaupten, dal} sie bis auf konstante Faktoren mit den Poly-
nomen

(34) Po) =1, P,(x) — L WA

et g =12
1) Diese Gleichung stellt im wesentlichen den reellen Teil einer auf S. 58
mit Hilfe des Cauchyschen Satzes bewiesenen Relation dar.
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iibereinstimmen, welche als Legendresche Polynome oder Kugelfunk-
tionen') bezeichnet werden. Da der Orthogonalisierungsprozel3 zeigt, dafl
es bis auf konstante Faktoren nur ein System von orthogonalen Poly-
nomen gibt, bei denen jeder Grad vertreten ist, braucht nur bewiesen
zu werden, daB3 P, (x) ein Polynom #'*" Grades ist und das System der
P, (x) die Orthogonalititseigenschaft besitzt. Nun ist offenbar P, (x)
wirklich ein Polynom #'® Grades; man erhalt z. B.

| P = Pox) = 52—,
(34) I Py(x) = ix3 ) ;x P,(x) = Dt 1_5-sz7 :
s 5% 4\ = g 4 -8

und allgemein

{P" (x) = 135 @u—) o 20 =1) gy +
(347 ' (e —1)(n—2)(n—3)

) -
T 24@Eu—n@En-3) " 4’%4"'}’

wobel das letzte Glied in der Klammer lautet

A (—1)2 ST )y ) fiir gerades #,

n—1

!

3 ! "
N S ———-—————— x fiir ungerades #.

2. (w1 (2n—1)2n—3) - (1 +2)

Fiir den Beweis, daB die P, (%) ein Orthogonalsystem bilden, werde
zur Abkiirzung (x2 — 1)" = u, (x) gesetzt; dann gilt fiir jede ganze nicht
negative Zahl m < n

1 1
[ P,(x) x"dx =

To2npt
-1

/u‘,j”(x) Mdx =0 (m <mn),

-1
wie man bestdtigt, wenn man durch wiederholte Teilintegration all-
mihlich x™ beseitigt und dabei beachtet, daB3 alle Ableitungen von
iy (%) bis zur (n — 1)** an den Grenzen des Integrationsintervalls ver-
schwinden. Daraus folgt aber, daBl auch

1

(35) | Pu(¥) P,y (0)dx = 0 (m <)

~1
ist, daB also wirklich zwei verschiedene der Polynome zueinander ortho-

1) Legendre, 4. M.: Recherches sur l'attraction des sphéroides homogenes.
Mém. math. phys., prés. & I'Acad. sc. par divers sav., Bd. 10, S. 411—434. 1785.
— TRecherches sur la figure des planétes. Mém. math. phys., tirés des reg. de
V’Acad. sc., S. 370—389. 1783 (1787).

5*
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gonal sind. Zur Normierung berechnen wir durch fortgesetzte Teil-
1

integration / [l (x)]pd x:
-1

1 1 1
fui,"’uﬁf"’dx = — [ur D dx = [l DN =
-1 -1 -1
1 1
= (~1)"/%ﬂuf?">dx = (2u)! /(1 —x)"(1 4 x)"dx;
-1 -i
da
1 1

7

aeq [@—wr e =

1

[(1 —x)"(1 4+ x)"dx =

-1
1

nn—1)...1 ) 2n -
B+ m+2)...2n / (1 +aprdy =
-1

ist, wird also
1
: 2

(36) ;]/ P (x)dx = éfn"_ﬁ ,

und die gesuchten normierten Polynome erhalten die Gestalt

fay —1
(pr (x) = ]’/ 2\1}? Pl —1(x)
(37) _1/2v—1t 1 - tEE—-yr-to
= ey e =2

2. Differentialgleichung und erzeugende Funktion. Die Legendre-
schen Polynome geniigen der homogenen linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung

(38) ' WE—1)f —nm+1)y =0
oder
(38) Y(x2—1)+2xy —nmn+1)y=0.

Dies erkennt man durch (# -+ 1) malige Differentiation der Gleichung
(x2— 1) = 2nxu,

wobei man im Ergebnis «™ = 2"#!y zu setzen hat?).

1) Aus dieser Differentialgleichung geht z. B. hervor, daf8 alle Nullstellen
von PB,(x), die zufolge der Definition (34) wegen des Rolleschen Satzes samtlich
reell sind und dem Intervall —1< %<1 angehoren, verschieden sind, weil in
einer mehrfachen Nullstelle vermége der Differentialgleichung die zweite und
alle hoheren Ableitungen von P, (#) verschwinden miiBten.
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Von Wichtigkeit sind die Kugelfunktionen namentlich fiir die
Potentialtheorie, in der sie als Entwicklungskoeffizienten einer ,,er-
zeugenden Funkivon® auftreten. Entwickelt man namlich den reziproken
Abstand zweier in den Entfernungen 1 und # << 1 vom Nullpunkte ge-

legenen Punkte, deren Radienvektoren den Winkel arccos x einschlieBen,
1

also die Gréfe “A it nach Potenzen von ¢, so findet man gerade
B — x + X
1 <
= P, (x)t".
(39) BRI Z (%)

Aus dieser Darstellung lassen sich viele Eigenschaften der Le-
gendreschen Polynome besonders einfach ablesen, z. B. entnimmt man
ihr unmittelbar — ebenso leicht iibrigens aus (34) —, daB

(40) Pn("" x) = (— 1)n_pn (x) 3 Pn('l) =1

ist, wiahrend man durch particlle Differentiation der erzeugenden Funk-
tion nach ¢ als Rekursionsformel fiir drei aufeinander folgende Kugel-
funktionen die Gleichung

(41) (m+1) Ppy1(0) ~ 220+ 1) P, (x) +n Py_1(x) =0

gewinnt.

3. Vollstdndigkeit. DaB das aus den Polynomen ¢, (x) der For-
mel (37) gebildete normierte Orthogonalsystem die Vollstindigkeits-
eigenschaft besitzt, folgt aus dem WeierstraBBschen Approximations-
satz, den wir im nédchsten Paragraphen beweisen werden. Dieser wich-
tige Satz sagt aus, daf} jede in einem abgeschlossenen Intervall a == x = b,
z. B. dem Intervall —1 x-. -+ 1, stetige Funktion f(x) im ganzen
Intervall gleichmdfig durch Polynome approximiert werden kann. An-
dererseits 1aBt sich jedes derartige Approximationspolynom, da es zu
jedem » = 1 ein Polynom ¢, vom Grade » — 1 gibt, als lineare Kom-
bination der ¢, ausdriicken, womit der Beweils erbracht ist.

§ 9. Der Approximationssatz von WeierstraB.

Fir den eben benutzten Weierstrafschen Approximationssatz*)
wollen wir in diesem Paragraphen zwei Beweise geben. Der erste folgt
fast unmittelbar aus dem Fejérschen Satz iiber die arithmetischen
Mittel der Partialsumimen der Fourierschen Reihe; der zweite bietet
den Vorteil, sich besonders leicht auch auf Funktionen von mehreren
Verédnderlichen {ibertragen zu lassen.

1y WeigerstraP, K.: Uber die analytische Darstellbarkeit sogenannter will-
kiirlicher Funktionen reeller Argumente. Sitzungsber. Akad. Berlin, 1885,
S. 633—639, S. 789 —805, sowie auch Werke Bd. 3, S. 1 —37, Berlin 1903.
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l. Erster Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen
wir annehmen, daB8 das betrachtete Intervall ¢ = x =< b ganz dem
Intervall 0 << x << 25 eingebettet, also 0 << a << b < 27z ist; denn
durch eine lineare Transformation der Verdnderlichen x von der Ge-
stalt y = px -+ ¢, die Polynome in Polynome iiberfiihrt, 148t sich diese
Lage immer erreichen. Wir erkliren dann die Funktion f(x) {iber das
urspriingliche Intervall a = x = b hinaus fiir alle x als stetige Funk-
tion, indem wir zundchst f(x) irgendwie stetig bis zu x = Qund x = 2=
mit f(0) = f(2a#) und nachher durch die Funktionalgleichung
f(x 4+ 2x) = f(x) iberallhin fortsetzen. Nach § 4 gilt dann bei be-
liebig klein vorgegebenem ¢ >> 0 fiir die dort eingefithrten arithme-
tischen Mittel S,(x) bei # > #n,(d) gleichmiBig in x, insbesondere
fira=x=5

(42) ) — Su@] < 2

Sa (x) 148t sich als trigonometrisches Polynom in eine bestindig kon-
vergente Potenzreihe entwickeln, die in 4 = x =< b gleichmiBig kon-
vergiert, so dal man in ihr einen Abschnitt, d. h. ein Polynom P (¥) mit

. J
(42") | Sulw) — Plw)| < -

fiir @ = x = b bestimmen kann. Die aus (42) und (42”) folgende Un-
gleichung

(43) [f(x) —P(x)| <0

bildet aber gerade den Inhalt des WeierstraBschen Satzes.

2. Zweiter Beweis. Fiir den zweiten Beweis nehmen wir an, daf
das Intervall a = x = b ganz im Inneren des Intervalls 0 <<x <1 ge-
legen ist, so daBl also zwei die Ungleichungen 0 <o <<a <b<< f <1
befriedigende Zahlen & und g gefunden werden konnen, und denken
uns die im Intervall ¢ = x = b stetige Funktion f(x) irgendwie stetig
bis an die Grenzen des Intervalls « = x = f# fortgesetzt.

Zunichst betrachten wir das Integral

A !
(44) Jo= [0 —wpdo.
0
Wie man sogleich erkennt, konvergiert f, mit wachsendem » gegen
Null. Ist § eine feste positive Zahl des Intervalls 0 << d << 1 und

1

(45) Ji=]0—wrde,
3
so behaupten wir, daf}
]%
(46) lim ~* =0

n—» 00 ]"
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ist, daB also, wie ohne weiteres plausibel erscheint, bei hinreichend
groBem # das Integral von 0 bis 4 fiir den Wert des ganzen Integrals
von O bis 1 ausschlaggebend ist. In der Tat gilt

1 1
]n :/ (1 -+ )" (1~ v)tdw >/ (1— v)*dy = nolq?
1) 4]
1
Tn=10—=o)"do < (1—3)"(1—08) <{1— )",
b
Ji
]Il

< (1) (1 - 0", lim S _ =0.
n— oo Ju
Nunmehr bilden wir unter der Voraussetzung a =" x = b die Aus-
driicke

/f(u) M—(u—x)2"du

(47) P, (x) =" m=1,2,...).

j(1 — ) du
1
Sie sind offenbar Polynome in x vom Grade 2#, deren Koeffizienten
Quotienten bestimmter Integrale sind, und leisten, wie wir zeigen
wollen, die geforderte Approximation.
Fiir den Zahler erhalten wir durch die Substitution # = v - x

Az - r) ) -z

r
10071~ (=P du = (o - 2) (1= 22 do = [ + [+ / =Lt L+

& & r &~x -

worin die positive Zahl 6 des Intervalls 0 << 6 << 1 noch geeignet fest-
gelegt werden wird. I, 148t sich umformen zu

& b
L= f)[0- v N do [0+ 2) — [0] (1 ) de
) -9
:)
= 2f(0) (Jo ~ J3%) + [ [0+ %) — f®)](1 — )" dv.
-
Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von f(x) im Intervall & = x =
kann zu beliebig klein vorgegebenem & > 0 ein nur von ¢ abhingiges
& = d(¢) des Intervalls 0 << & <1 derart ermittelt werden, daBl fiir
[v| =<0 und @- x b die Beziehung |f(v --x) — f(x) | = & besteht;
dann folgt
2 ) !

|[TF@+%)— @] - wrdo]— ef( v?)ﬂdv«/( Prdo = 26 ],

Y Y
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Ist ferner M das Maximum von f(x) fir &« = x < /3, so bekommen wir

1

)
L] <M[(t—wydo=M]J;, L <M[(—w)dv= Mk,
-1 §

é

insgesamt also, da der Nenner in P,(x) gleich 2], ist,

Patr) = 10| <3 T 20

*

Durch passende Wahl von # kann wegen lim Ii_ 0 die rechte Seite
n—>ocoJ

kleiner als 3¢ gemacht werden; es wird also wirklich f(x) durch die
Polynome P,(x) in a <x <& gleichmiBig approximiert.

3. Ausdehnung des Ergebnisses auf Funktionen von mehreren

Verinderlichen. Ebenso zeigt man, dal eine fiir a; << 2; < b; (¢ =1, ...,m;
0 << a;, by < 1) stetige Funktion f(x,, ..., #m) von m Veranderlichen
%y, ..., %m durch die Polynome

b Bm

f...[f(ul,...,un) [ — (uy — #)8" ... [ — (thyy— x,)21" oty . .. Aty
Bb(xlr"'>xm): 2t

1
[J[(i — uz)"du]m
-1

gleichmaBig approximiert wird; diese Verallgemeinerung auf Funk-
tionen von mehreren Verdnderlichen wird uns in der Theorie der In-
tegralgleichungen von Nutzen sein.

§ 10. Beispiele anderer Orthogonalsysteme.

I. Verallgemeinerung der zu den Legendreschen Polynomen
filhrenden Fragestellung. Das Problem, von dem wir bei der Ein-
fiithrung der Legendreschen Polynome ausgingen, laBt sich folgender-
maBen verallgemeinern:

Im Intervall 2 < x < b sei eine nicht negative ,,Belegungsfunktion*
P (%) gegeben; es sollen die Funktionensysteme untersucht werden, die
durch Orthogonalisierung der Funktionen Vp(x), xVp(x), x2Vp(x), ...
fiir das Intervall @ =< x =< b entstehen. Offenbar werden im orthogona-
lisierten System die Faktoren von Vp(x) Polynome Q,(x), Q, (%) ...
vom Grade O, 1, ..., die durch geeignete Nebenbedingungen eindeutig
festgelegt werden konnen und als ,,die zur Belegung p (x) gehirigen ortho-
gonalen Polynome' bezeichnet werden.

Beispielsweise ergeben sich

fir a=—1, b=1 und () =1

die Legendreschen Polynome P, (x),
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.. 1
fir a=—1, b=1 und px) = ——
1/1 — 2

die Tschebyscheffschen Polynome
Thix) = 2,;1:1 Ccos (marccosx),

fir a=-—1, b=1 und p(x) =)1—2x*

die Polynome
sin [(n + 1) arccos x]

R

11— a2

fir a =0, b=1 und pa)=(1-%(1+2)7(p>—1,¢>—1)
die Jacobischen oder hypergeometrischen Polynome,

fir a=—o0, b=0c0 und plx)=¢%
die Heriniteschen Polynome,

fiir a =0, =oo und p(x) =e7"
die Laguerreschen Polynome.

Die Tschebyscheffschen, Jacobischen, Hermiteschen und Laguerre-
schen Polynome wollen wir etwas eingehender betrachten.

2. Die Tschebyscheffschen Polynomel). Die Tschebyscheffschen
Polynome

(43) Tox)=1, T,(x) = 271_—1 cos {n arccos x) 2 (n=1)

bilden wegen

1 2

(49) 2‘//~Tn(x) T, (%) Vi .1_x2 dx = 2,7;—,,;_-;/ cosndcosmdIdd =0
- fir » 4= m !

offenbar ein Orthogonalsystem von Polynomen zur Belegung

plx) = 7 1%; fiir das Intervall — 1 = x = 4- 1. Sie sind dadurch aus-

gezeichnet, daB bei ihnen die Abweichung von Null, d.h. das Maximum
des absoluten Betrages, im Intervall —1 =x = 4+ 1 den kleinsten
Wert annimmt, der bei einem Polynom n%" Grades mit reellen Koeffi-

1y Tschebyscheff, P. L.: Sur les questions de minima, qui se rattachent a
la représentation approximative des fonctions. Mém. Acad. sc. Pétersb., Serie 6,
Bd. 7, S. 199—291. 13859. — (Euvres, Bd. 1, S. 271—378, insb. S. 295—301.
St. Petersburg 1899.

2) Zufolge der bekannten Formel
cos n i = cos® ¥ — (Z) cos” "2 §sin? ¢ 4 (Z) cos®~*dsint ) — ...

sind diese Ausdriicke Polynome in #.
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zienten und hochstem Koeffizienten 1, wie es die 77, (x) sind, {ber-

haupt moglich ist. Setzen wir nimlich zur Abkiirzung arccos x =}
ka

und x5 = cos ” (k=0,1, ...,n), so ist fir
9 =0, %, 21—7, e 7T
Tn(x):?nl-_u 2::1—1 2‘1:7 %;fin
allgemein
Ty () = %_nj?k
Wiirde nun ein Polynom R, (x) =" + @, 4"~ !+ -+ - 4, mit reellen

Koeffizienten im Intervall —1 == ¥ = + 1 weniger von Null abweichen
als T, (x), so miifite

Tn(.xo)_Rn(xo)>0, Tn(xl)*Rn(x1)<Oy Tn(xz)*Rn(x2)>O>~'-

sein. Die ganze rationale Funktion T, () — R, () hiatte also im Inter-

vall — 1 = x = -+ 1 mindestens #» Wurzeln; dies ist aber ausgeschlossen,

da sie hochstens den Grad # — 1 besitzt. Normierte Polynome erhalt
I T e

man aus den T, (x) durch Division mit V [T (x)] ax L=V 2?:"1'
-1 1 —x

Die Tschebyscheffschen Polynome treten auch als Entwicklungs-
koeffizienten der erzeugenden Funktion

1— 2 N
(50) v = e = 2 W e
ne
auf; drei aufeinander folgende unter ihnen sind durch die Relation

(51) Tyir(9) = 2T0(®) + 5 Tuoy(#) = 0

verkniipft, wahrend sie selbst der homogenen linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung

(52) (1—2)y"— 2y +u2y =0

Geniige leisten. ,
3. Die Jacobischen Polynome!). Die Jacobischen Polynome
Gy (p,q,x) entstehen fir a =0, b =1 und die Belegungsfunktion

px) =(1—x? (14+x)¢ mit p>—1,¢> —1.
1) Jacobi, C. G. J.: Untersuchungen iiber die Differentialgleichung der hyper-
geometrischen Reihe. J. reine angew. Math. Bd. 56, S. 149 —165. 1859. — Werke
Bd. 6, S. 184—202. Berlin 1891.



§ 10. Beispicle anderer Orthogonalsysteme. ihs)

Sie lassen sich auch aus der hypergeometrischen Reihe

, af (o +1 B41)
(53) F(Oé,ﬂ, Vs x) =1+ 'T’%x - 0(10(_ 2?7) fzg._!:ai))x_’%” ‘e

gewinnen, wenn man in dieser § durch die negative ganze Zahl —u, «
durch p -+ und y durch g ersetzt, und gentigen daher der hypergeome-
trischen Differentialgleichung

(54) 2y ok f )]y —afy =0
oder speziell
(54) x(1 —20G(x) + g (p+10)x]Gx) -+ (p+n)nG,(x) =0,

fiir welche sie die einzigen ganzen rationalen Lésungen darstellen. Die
ersten unter ihnen lauten

(Go(p.g.x) = 1.
1 +1
Gi(p.q,%5) =1~ (1) r g x
2\ p+2 (2 (p+2)(p+3)
g5) | Gelprgn =1 (1F 2w Q)R
3\ p+3 3N (p+3)(p+4
Gs(p.g,x) — 1~ (;) P q"J X+ (2) ’P’q"(z;upi”)*)’x?
_ (3) 3P+ DPB+S5)
3 qlg+1)(g+2) ’

allgemein gestatten sie die Darstellung

< o AT e e A
(55) Gu(p.q.%) = qlgF1) - (g+n—1)da

[x2+n-L(1 — x)Ptn-1],

Aus ihr erschlieBt man, daB sie auch vermoge einer erzeugenden Funk-
tion durch die Beziehung

TR SE R [ s, ot RS VI,

(50) o

S el e

n=I0

definiert werden konnen Fir p =g =1 erhilt man die Kugel-
funktionen

A . 1- , 1x)

7)) P =G (1.1 ) =Flut1 w1t Y),

wihrend sich fiir p = 0, ¢ = ¥ im wesentlichen die Tschebyscheffschen
Polynome ergeben

(57”) Tﬂ(x):#(;,«o. 1 12/‘5) :‘ZTQZTF(”’ —n, ;7122’) .
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4. Die Hermiteschen Polynome!). Die Hermiteschen Polynome
H, (x), fir welche @ = — 0o, b ==oco und p(x) = £~ ist, definiert man
zweckmifig mit Hilfe einer erzeugenden Funktion, indem man

s . . N H,
(58) W(x,8) = e T = P (- = Z nfx) "
n=0 '
setzt, woraus man sofort
dry (x,t) ,d%e=
(59) Hyw) = (S8d) = (—apefl

entnimmt; es ist also das #* Hermitesche Polynom H,(x) der mit
dem Faktor (—1)"¢” multiplizierte »n'* Differentialquotient der Funk-
Oy (#,7)

tion e™™. Aus — -~ = 24y (x,#) ergibt sich

(60) H,(x) =2nH,_ (%), n=1
aus 61’)—6(:’—0 +2¢—x)yx ) =0

(61) H, ((x) —2xH,(x)4+2nH, (x) =0, n=1

und durch Kombination der beiden letzten Formeln
(62) Hyj(x) — 25 Hy (x) + 20 Hy (%) = 0, n=0

als lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die
H,(x). Die ersten Hermiteschen Polynome lauten

Hy(x) =1, H,(x) = 2%,
(63) H,(x) = 422 — 2, Hy(x) = 82— 12%,
H,(x) = 16x* — 48x2 + 12 ;

man kann natiirlich auch einen expliziten Ausdruck fiir das allgemeine
Hermitesche Polynom H,({x) angeben:

(n—1)

H,(x) = 2x)" — =5 (20"
=0 A sy
Das letzte Glied ist
(63°) (= 1)§%L fiir gerade #,
(5)1
n-1 n!
+(—=1) 2 2x tiir ungerade % .

/m— 1 |
( 2 ) )
1) Hermate, Ch.: Sur unnouveau développement en série de fonctions, C. R. Acad.
sc. Paris Bd. 58, S.93—100, S.266—273. — (Buvres, Bd. 2, $.293—312. Paris 1908.

— Sur quelques développements en série de fonctions de plusieurs variables. Ib.
Bd. 60, S.370—377, S. 432-—440, S.461—466, S.512 —518. 1865. — Ib. S.319—346.
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Die Orthogonalitatseigenschaft der Hermiteschen Polynome erschliet
man aus

=5}

[Ho) Hy () e = dx = (— 0" [Hy ()

— o0 — o0

dre—=*
ok
fiir » > m durch wiederholte Teilintegration unter Beachtung der For-
mel (60) und der Tatsache, daB fiir unendlich grole Werte von %2 alle
Ableitungen von e~ verschwinden:

?‘o , x dn-1 — a2
| Ho() Hy(x) e dx = (—1)"=12m [Hyoy S, 550 da= -
64) {77 o .
- j 0 din—-m - ’
zur Normierung kann man fiir # = m ebenso
(65) [H (e mdx — 2*nl | Hy(x)e~'dx = 2'nl Y

berechnen; die Funktionen des normierten Orthogonalsystems sind dann

(66) (/\l'(x\: 1’:1,2,... .

5. Die Laguerreschen Polynome!). Das Laguerresche Polynom
Lo(x) (@a=0, b=-+00, p(x) ==¢"7%) tritt als Faktor von e~% in der
#n'® Ableitung der Funktion x"e”* auf:

dn
Ly(x) = ¢ da (x"e™")

_ ﬁ(—-1)’”(2)%(%—-~-—1)...(k+1)xk

=0

(67) :Z’(-w)n*k(’;)n(n_n,..(n~k+1)xn-’ﬂ

im0
:‘.:("*1)n71;,71(”71)..],H(nak+1)]2 -k

=0

; 2 _ 2 A

= (-—1)”(\x"~ﬁx”'1+yt(7;7!1)x”"2+-~-+(—1)”n!);

1!

o0
. . fe~*d
1) Laguerve, E.: Sur lintégrale ,C p a

, Bull. Soc. math, France Bd. 7,

x
S. 72—S81. 1879. — Euvres, Bd. 1, S. 428 —437. Paris 1898.
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man erhilt beispielsweise

Ly(x) =1, Li(x) =—x-+1,
(67’) Ly(x) = 2* —4x 42, Ly(x) = —2®+942 —18x 4 6,
Ly(x) = x* — 1643 4 7242 — 96x + 24.
Da
N L) . NN Y 1 N VRN (1)
Z*{{!“t *Z (“1)k(k>7r7xki *Z k!’*Z (k)i
n=0 n=0 k=0 k=0 n=0
(68) . xt
N )RRt 1k e 1—¢
- Bl (1=t T ¢
=0

ist, besitzen auch die Laguerreschen Polynome eine einfache erzeugende

xt

Funktion, namlich v (x,%) = 61‘:‘ Die Beziehung

(a ~t)26;"”cff—t) (1 — ¢ —2)y(x8)
liefert die Rekursionsformel
(69) Lyii(x) —2n+1—2x)L,(x) +#*L, 1(x) = 0.
Zusammen mit der aus (1 —¥) 01’—;(;—” = —{y(x,1) entspringenden
Relation
(70) Ly(x) —nLy 1(x) = —nLly1(), n=1
fithrt sie zu der Formel
(71) xLy(x) = nly(x) —n*L, 1(x) 7 =1

und zu der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
72) Y+ (1 —x)y +ny =0

fir das Laguerresche Polynom L, (x).
Die Orthogonalititseigenschaft

oo

‘/me“an #®) Ly (x)dx =0 (> m)

0

(73)

erkennt man aus der Gleichung

(73 / Tk L, (x)dx :]x o "e‘”')dxz—k/x"“d‘il,;l(x”e‘x)dx

0 0
o0

L oar—2
k-2
P 2

—1)|x

~

x"e ) dx = ...

0

:(_1)k/ddnnkk(x"e dx =0 fir n> k&,

0
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wahrend man zur Normierung das Integral

> ~ ” | %0
(74) /e‘”L;L(x)dx = /(— rat s (xme” ) dx = n! /x”e‘”dx = (n!)?
ht 0 )
auszurechnen hat; die Funktionen

—
e 2L, 1(v)

(75) 7 ) = o r=12..)

liefern dann das normierte Orthogonalsystem

§ 11. Die zu einem Orthogonalsystem gehérigen Integral-
gleichungen.

Wie schon frither erwdhnt, kann man bei einem beliebig vorgege-
benen Orthogonalsystem aus der Vollstandigkeit allein keineswegs auf
die Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen schlieBen, sondern muf
fiir die Untersuchung dieser bei vielen Problemen der mathematischen
Physik wichtigen Frage die besondere Natur des jeweils vorliegenden
Orthogonalsystems ausnutzen, wie wir dies z. B. bei den trigonome-
trischen Funktionen getan haben und wie es auch bei spiteren Betrach-
tungen geschehen soll. Jetzt jedoch wollen wir umgekehrt die Frage
aufwerfen, wie sich allgemeine Klassen solcher Funktionen angeben
lassen, die eine Entwicklung nach einem vorgegebenen Orthogonal-
system @, (s), @, (s), ...1) gestatten. Es sei also

(76) f(s) = ‘\;‘tl g, (), o = (fep,) = /f (S)gn(s)ds.

r=1

Schreiben wir

(77)  f(s) = lims, (s) :=— lim ﬁ:c,, @, (s) = lim /,f(t)zn”(p,, (e, () dt,

n-> 00 h>o0 r=1 r=1

so diirfen wir rechts Grenziibergang und Integration im allgemeinen

[

nicht vertauschen; vielmehr wird die Rethe > @, (s) @, (£) sicher nicht
y=1

gleichmiflig konvergieren®). Wahrend bei den Fourierschen Reihen
die Diskussion trotzdem vollstindig gelang, miissen wir uns im all-
gemeinen Falle mit einem bescheideneren Ergebnis begntigen. Wir wihlen

1) Aus historischen Griinden bezeichnen wir hier und im néchsten Kapitel
die unabhingigen Veranderlichen mit s und 2.

?) Fir { =s kann namlich das allgemeine Glied der Reihe wegen [¢:2(s)ds = 1
nicht gleichmiBig in s beliebig klein werden.
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irgendeine Folge dem absoluten Betrage nach monoton wachsender
Zahlen 4,,%,, ... derart, daB die Reihe

< v v (2
(78) >0 _ s,y

r=1 Y

in den Variablen s und ¢ gleichmaBig konvergiert. Dies ist sicher mog-
lich; denn bedeutet M, die obere Grenze von |@,(s)®,(f)| im Grund-
gebiet, so wird die gleichmiBige Konvergenz z.B. fiir |4,| = »*M, er-
reicht. Eine so definierte Funktion K(s,#), welche offenbar die
Symmetriebedingung K (¢, s) = K(s,#) erfiillt, wollen wir einen zu
den Funktionen ¢, als , Eigenfunktionen’ gehorigen ,,symmetrischen
Kern'* nennen; die Eigenfunktionen geniigen wegen ihrer Orthogona-
litdt der Gleichung

79 @) = h[K(. D, @)dt = 4,[ K(t,5) g, () dt

Ist nun g(#) irgend eine im Grundgebiet stiickweise stetige Funktion,
so konnen wir den Ausdruck

(80) Kis, g =D 5" g(

r=1

gliedweise nach ¢ integrieren und erhalten fiir die Funktion

®1) ) =K ng@dr =D g7 0 a
die Entwicklung

(82) 16) =X e o

mit

82) ¢ =" fdt—/jK(st (s)g(t)dsdt=[1(s) u(s) ds = (f, py).

Diese Entwicklung konvergiert gleichmaBig in s; sie konvergiert auch
absolut, wenn wir die absolute Konvergenz der Reihe (78) voraussetzen,
was wir nétigenfalls tun wollen.

Wir konnen also das Ergebnis aussprechen:

Jede Funktion f(s), die durch einen zu dem orthogonalen Funk-
tionensystem @y, @,, ... gehorigen Kern K(s,f) in der Form

= f K(s,t)g(f) d¢ darstellbar ist, wobei g(f) irgendeine stiick-
weise stetige ,,Belegungsfunktion’ bedeutet, 148t sich in eine gleich-
miBig konvergente Reihe nach den ¢, entwickeln.

Es liegt nun nahe, fiir spezielle vorgegebene Funktionensysteme
71, g, ... die Frage der Entwickelbarkeit dadurch anzugreifen, daf3
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man geeignete zugehorige Kerne K(s,#) bildet und die Losbarkeit
der Gleichung (81) nach g(f) bei bekanntem f(s) ins Auge fat. Wir
nennen diese Gleichung eine zum Kern K(s,#) gehorige ,,Infegral-
gleichung erster Art”.

Man kann aber auch die Problemstellung umkehren, indem man
statt von einem vorgelegten Orthogonalsystem von einem gegebenen
Kern, d. h. irgend einer stetigen symmetrischen Funktion K (s,£) von
s und ¢, ausgeht und sich die Frage stellt, ob sich dazu ein System von
orthogonalen Eigenfunktionen ¢,,®,, ... auffinden 148t, fiir welches
dann der obige Satz gelten wiirde. Durch diese Frage werden wir zu
der eigentlichen Theorie der Integralgleichungen gefiihrt.

Die Werte 4, und die zugehérigen Funktionen ¢, lésen die Funk-
tionalgleichung

(83) 7(s) = A[K(s, 00 (0t

Diese homogene Integralgleichung 1Bt sich als Grenzfall eines linearen
Gleichungssystems auffassen. Nehmen wir als Grundgebiet 0 = s =< 1
und setzen fiir irgend ein positives ganzzahliges #

®  oZ)=g: Lk(Z,L)=4,, (hrg=1, v, )

so gehen die Gleichungen

(85) (pp:"lzlkpq(pq (1)='1. R /3 2
q=

fiir #-—>o00 und {;— — s in die Gleichung

1
(85') () = 1[K(s,0 ¢ (1) dt
0

iber. Die endlichen Gleichungen (85) haben gerade den Typus der
im ersten Kapitel o6fters aufgetretenen Gleichungen.
Es liegt nahe, zugleich mit ihnen die unhomogenen Gleichungen

(86) fp:‘pp—'}“zn?kmq’qr fp:f(%) =1 ...,n)
g=1

zu betrachten und zudem auf die Voraussetzung der Symmetrie %,4 = kg,
zu verzichten. Auf diese Weise erkennen wir, dafl zu den Problemen in
§ 2 des ersten Kapitels die Auflésung der inhomogenen Integralgleichung

(87) 1) = @ (s) =4[ K(5,1) g (t)

in Parallele steht, wobei der Kern K (s, #) irgendeine stetige Funktion
von s und ¢, f(s) eine gegebene stetige Funktion von s und 1 ein Para-
Courant-Hilbert, Mathematische Physik. I. 6
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meter ist. Diese Gleichung nennt man eine Integralgleichung zweiter Art
oder Fredholmsche Integralgleichung, auch Integralgleichung schlechthin,
wenn eine Verwechslung ausgeschlossen ist. Ihre allgemeine Theorie
soll im folgenden Kapitel behandelt werden, wobei wir die erforderlichen
Grenziiberginge auf eine von der eben angedeuteten verschiedene Art
vornehmen werden.

§ 12. Ergdnzungen und Aufgaben zum zweiten Kapitel.

I. Die Hurwitzsche Loésung des isoperimetrischen Problems.
Als |, isoperimetrisches Problem’ bezeichnet man die Aufgabe, unter
allen einfachen, geschlossenen, ebenen Kurven von gegebenem Umfang
diejenige zu ermitteln, welche den groBten Flacheninhalt umschlieit.
Bekanntlich liefert der Kreis die Losung; zum Beweise gehen wir unter
Beschrinkung auf stiickweise glatte Kurven mit A. Hurwitz!) so vor.

Es sei

x=1x%(s), y=9(), O=z=ts=1L

die Parameterdarstellung einer geschlossenen stetigen, stiickweise glatten
Kurve vom Umfang L und Flicheninhalt F mit der Bogenlinge s

als Parameter. Wir fiihren an Stelle von s die dazu proportionale Gré8e

2xs . . . .. .
= —7- als Parameter ein, die von 0 bis 2 & liuft, wenn s zwischen

0 und L variiert, und bezeichnen die Fourierschen Konstanten von

x dy
dt’dt
nach (21) zu »bd,, —va,,vd,, —vc,. Wegen

() + () =1 (GV+ (D)= (5
2
Feg (5 —y %) as
0

gewinnt man aus der Vollstindigkeitsrelation (9) bzw. (9)

(A = 2GS+ ()= S eaem,

% und ¥ mit a,,b, und ¢,,d,; diejenigen von ergeben sich dann

27 r
h =1
F 2ft d oo
= i/x%dt = Zr (a,d, — b.c,) .
n 7. ¢ ‘
0 =1

Aus den letzten beiden Formeln folgt
L*—4aF =223 [(va, — d,)2 + (rb, +¢,)2 -+ (02 — 1) (¢} + d2)]=0.
v=1

1) Hurwitz, A.: Quelques applications géométriques des séries de Fourier.
Ann. Ec. Norm. Serie 3, Bd. 19, S. 357—408, insb. S. 392—397.
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Gleichheit kann offenbar nur dann eintreten, wenn
b4+¢,=0, a,—dy =0, a,=b=c,=d, =0 fir »=2,3,...

ist, wenn also
x = }a,+ a, cost+ b sint,

y = 3 by — by cost+aysint

und die Kurve demnach ein Kreis ist. Mithin besteht fiir alle geschlos-
senen, stetigen, stiickweise glatten ebenen Kurven zwischen Umfang L
und Flicheninhalt F die ,,isoperimetrische Ungleichheit®

{88) I2—4aF =0,

und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn die Kurve
ein Kreis ist. Damit ist die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises
bewiesen.

2. GauB’ Anwendung der Kugelfunktionen zur numerischen
Berechnung von bestimmten Integralen?). Von GauB riihrt der folgende
wichtige Satz tiber die numerische Berechnung bestimmter Integrale her:

Ein Polynom f (x) von héherem als #*™, aber hochstens (27 + 1)'™

1

‘Grade 148t sich fir die Ermittlung des bestimmten Integrals f fx)dx
-1

immer durch ein Polynom £ (x) von hichstens #'*™ Grade ersetzen,
und zwar ist % (x) das eindeutig bestimmte Polynom, das in den
n - 1 Nullstellen der (# + 1)*® Kugelfunktion P, , (x) mit f(x) iiber-
einstimmt. Stellt man namlich f(x) in der Form

J(#x) = Ppyi(x) g (%) + h(2)
dar, wobei g(x) und %(x) Polynome héchstens #'*® Grades sind, so ist
nach der Orthogonalititseigenschaft der Kugelfunktionen
1

| Pasi(m)g(@)dx = o,
-1

also
1 1

~

[fx)dx :fh(x)dx.

-1 -1
Hierbei ist % (x) als Rest der Division von f(x) durch P,y (x) gewonnen,
Andererseits ist aber nach der Lagrangeschen Interpolationsformel
allgemein

@ (%) ¥ — 2

fa) =" 10 7 oy,
k=0

1) Gaup, C. F.: Methodus nova integralium valores per approximationem
inveniendi. Comment. Soc. sc. Gottingensis Bd. 3. 1816. — Werke Bd. 3,
S. 163 —196. Gottingen 1876.

6*
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wobei x5, ¥;, ..., %, die Interpolationsstellen sind, ¢ (x) das Polynom

px) =@EF—%)F—2x)... (¢ =)

vom Grade 7n-+1 und ¥ (x) ein Polynom hochstens #** Grades ist.
Wahlt man @ (x) = Py+1(x), also als Interpolationsstellen die Null-
stellen der (n - 1)*" Kugelfunktion P, .{x), so wird daher

n
_ zﬁf(xk) Pn+1 (") .
F=rit et (32) (v — %)
und, wenr man noch zur Abkiirzung

n+1 ")

n+1 xk) X o Ay

schreibt und diese ,,Gewichte’ p, ein fiir allemal ausrechnet,

1
[F)dx = pef(xe) .
3 i=o

Fiir die ersten n erhialt man?)

" Xk ?‘»
9 %=0 Po=2
/3
o= — 75 Po=1
1
N
%=+ 3 pr=1
V1s ;
Yo= "7 Po= 13
4
9 = ==
2 % =0 Po 9
V15 _ 3
e P2 =135

Beispielsweise kann man auf die GauBsche Weise ein Polynom
fiinften Grades fiir die Integration genau durch das quadratische Poly-
nom ersetzen, das durch die Werte des Polynoms fiinften Grades an den
Stellen xg, %;, % bestimmt ist.

Wenn allgemein eine beliebige Funktion tber das Intervall
—1 =< x = +1 integriert werden soll, so wird das Integral, wenn man
die GauBsche Methode benutzt und den Funktionswert an # - 14

1y Fir weltergehende numerische Angaben vgl. Gaup, C. F.: a. a. O.
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entsprechenden Stellen berechnet, ebenso gut approximiert, wie sonst bei
Approximation der Funktion durch ein Polynom (2# -+ 1) Grades.

3. Reziprozititsformeln. Man beweise die Aquivalenz der beiden
Formeln?)
1
Ft) = [gu)cota (¢t — u)du,

4}
L

1
—g(u) = /f(t)cotn(u —t)dt,
0
wobei
! 1
[gwdu=o, ﬁmu:o,
0 0

gy =gt+N, @O =7¢+1)

vorausgesetzt ist und bei den Integralen der ,,Cauchysche Hauptwert"
zu nehmen ist, einmal mit Hilfe der Theorie der Fourierschen Reihen,
dann mittels des Cauchyschen Integralsatzes.

4. Einiges iiber die Bernoullischen Polynome und Zahlen?). Die
Bernoullischen Polynome B, (x), n = 10,1, 2, ..., welche in vielen
Zweigen der Analysis eine wichtige Rolle spielen, lassen sich besonders

einfach mit Hilfe einer erzeugenden Funktion v (x,?) durch die Be-
ziehung

definieren. Ihre Anfangswerte B,(0) = B, werden Bernoullische Zahlen
genannt. Die Relationen

y(t —xt) =y —1),

wm0+w@+%ﬁ+wu+%ﬁ+u“+w@+5%2ﬁ:kw@L%L

Gy (x 9
dx

pix 1,8 — pxt) =t

=ty (x 1),

fithren zum Ergdnzungssatz

1) Vgl. Hilbert, D.: Integralgleichungen. S. 75. ‘
%) Vgl. Novlund, N. E.: Vorlesungen iiber Differenzenrechnung. Berlin 1924,
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zum Multiplikationstheorem

E-1
Bu(kz) = i1 D B (x 4+ 1),

r=u

zur Differentiationsformel

B (x) = nB,_ (%) (n>0)
und zur Differenzengleichung
B,(x +1) — B, (x) = nx"'. (n>0)

Unter Heranziehung der Differentiationsformel liefert der Taylor-
sche Satz

Bute+ 1) = (1) B ),

r=u
But) = (1) Buoy,
r=0

woraus sich in Verbindung mit der Differenzengleichung die Rekur-

sionsformeln
n-1

2 (7)Brw) = mans, (n>0)
r=v

n-1

Sir)m =0

ergeben. Die ersten Bernoullischen Zahlen und Polynome lauten
folgendermaBen:

By=1, Bj=—1}, By=1}, B,=0, By= — 4, By=0, By=15,...,

Der Ergianzungssatz und die Differenzengleichung fiir x = 0 lehren,
daB alle Bernoullischen Zahlen mit ungeradem Index > 1 verschwin-
den und daB daher die Bernoullischen Polynome von ungeradem
Index > 1 Nullstellen in den Punkten x =0 und x =1 haben; zu
ihnen tritt, wie man vermdge des Multiplikationstheorems fiir & = 2
erkennt, noch eine weitere Nullstelle im Punkte x = }. Andererseits
entspringt aus der Differentiationsformel und der Differenzengleichung
die Beziehung

z+1

an(z)dz = 4",

z

so daB durch die Bernoullischen Polynome, wie zuerst Jakob Bernoulli



§ 12. Erginzungen und Aufgaben zum zweiten Kapitel. 87

bemerkt hat, die Summation der Potenzen der natiirlichen Zahlen mit
positivem ganzen Exponenten
L

P2 (k1) = [ By(da = DB B g5
0

n 41

geleistet wird.
Offenbar sind die Bernoullischen Polynome Polynomldsungen der
Differenzengleichung

floe+1) —f(x) =nx""1; (n>0)

die allgemeine Differcnzengleichung

fxr+1)—7®) Z,flnx”

in welcher die rechte Seite ein Polynom ist, besitzt daher die Polynom-

16sung
$
\! alb
Z %+ f Brr(®) -

n=yu

Im Intervall 0 <<x <1 lassen sich die Bernoullischen Polynome
in Fouriersche Reihen entwickeln. Man kommt am raschesten zum
Ziele, wenn man zundchst die Entwicklung der erzeugenden Funktion
aufstellt, dann die Koeffizienten nach Potenzen von ¢ entwickelt und
das Ganze nach diesen Potenzen ordnet. Es sei etwa

w(x,1) — ___ZAke2't'bkx;
k= —o00
dann erhdlt man?)
1
i"fex(t-24k) ¢
Ak:’ et —1 x:t*2nik’
0
~ B, (x v .
w(xr t) —_ 27(' )t" = 1 + S ___,_2nlk62rz1,k$
n=0
o ?91’ {oﬁ' I+1 p2iks 00‘1 7/ l+1 Q2aikz
B P L S e
also im Intervall 0 <x <1
B | s o2nikT
BO (x) = 1. n (x) = — nk'~400(27n?k“)~”. (”> O)

1) Der Strich am Summenzeichen soll darauf hinweisen, daB der Wert k=0
fortzulassen ist.
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FaBt man die Glieder mit positivem und negativem %4 vom selben
Absolutbetrage zusammen, so ergibt sich

oo
cos2akx

B2m(x) = (_1)m+12 2m 'Z (2nk)?m -’

k=1
sin2zkx

Bypyr (1) = (— )"+ 12@m + 1)1 DTS

Fir m > 0 sind die rechts stehenden Reihen im Intervall 0 = x =1
gleichmiBig konvergent und stellen periodische Funktionen B, (x) mit
der Periode 1 dar, die in diesem Intervall mit dem entsprechenden
Bernoullischen Polynom B, (x) iibereinstimmen; fiir m = 0 hingegen
weist die Funktion B, (x) Sprungstellen in den Punkten x =0, +1,
+2, ... auf. Diese Funktionen B, (x) sind fiir die Theorie der Euler-
Maclaurinschen Summenformell) von hervorragender Bedeutung.

5. Beispiele Fourierscher Reihen von Funktionen mit Unendlich-
keitsstellen. Die Funktion f(x) = logsin -, die an den Stellen x =0

und x = 27 je eine logarithmische Unendhchkeltsstelle besitzt, gestattet
fir 0 <<« <2n die Fouriersche Entwicklung

logsm— = —log2— Z et

Fiir den Logarithmus der Gammafunktion hat Kummer2) eine be-
riihmte, im Intervall 0 <<« << 1 giiltige Reihe aufgestellt:

logI'(x) = (3 — %) (C +log2) + (1 —x)logn — Llogsinzx

o0
logy .
+ 21 Wsm(Zvnx) ,
=

aus der man, wenn man fiir ¥ der Reihe nach x, x 4 %, x - %, e
x 4+ B ; ! einsetzt und die entstehenden Gleichungen addiert, das Multi-

plikationstheorem der Gammafunktion

I'(kx) = _ 1HI'(x+ 7
VE(27) ®
bekommt.
6. Spektrale Zerlegung durch Fouriersche Reihe und Fourier-
sches Integral. Die Fouriersche Reihe und das Fouriersche Integral
treten {iberall da auf, wo es sich darum handelt, einen gegebenen

1) Nérlund, N. E.: a. a. O. 00
2) Kummer, E. E.: Beitrag zur Theorie der Funktion I'(x) =/3‘”v“'1dv.
J. reine angew. Math. Bd. 35, S.1—4. 184 0
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Vorgang oder Funktionsverlauf als Superposition periodischer Vor-
ginge oder Funktionsverliufe darzustellen oder, wie man sagt,

spektral zu zerlegen. Ist f(x) die im Intervall — I = x <[ vorgelegte
oo iwvae
Funktion, Z(x, ¢ ! ihre Fouriersche Reihe, so sagt man, man habe

Y= —-00

die Funktion in periodische Funktionen von den ,,diskreten Frequenzen‘‘
l .
| - _ LTVE
" (»=0,1,...) mit den »Amplituden | «, | = | %/}‘(x) e ¢ dx ‘
| <~ ‘

i

-1
zerlegt. Betrachtet man hingegen das unendliche Gebiet — oo << <C o0,
so spricht man von Zerlegung von f () in ein kontinuierliches Spektrum,

wobei zur Frequenz « die Spekiraldichte g (u) = / f (%) e "% dx gehort.

Ein fiir die Physik prinzipiell interessantes Beispiel?) ist die Funktion
flx) = é“® fir [x]| <1,
fx) =0 fir [x]|>1,
welche einem endlich abbrechenden sinusférmigen Wellenzuge aus

7
n = 2% Wellen entspricht. Ihre Spektraldichte wird durch

l
g(u) — /61:(0)—'1,):1: dx
-1

__ 2sin(w—u)!
- o -—u

gegeben. Als Funktion von u betrachtet, hat | g (u) | fir # = @ ein Ma-
ximum, das um so mehr ausgepragt ist, je groBer die Anzahl # der
Wellenziige wird. Bei groem » wird die Spektraldichte in allen auf3er-
halb des beliebig kleinen Intervalls w —d=wu=w 4+ & liegenden
Punkten « vergleichsweise beliebig klein werden.

7. Man beweise die Volistindigkeit des Systems der trigono-
metrischen Funktionen, indem man einerseits die Vollstindigkeit jedes
Systems von Polynomen, bei denen jeder Grad vertreten ist, benutzt,

andererseits die trigonometrische Entwicklung von L;—x direkt beweist
und dann gliedweise integriert.

8. Erzeugung vollstindiger Funktionensysteme in mehreren
Variablen durch solche in einer Verdnderlichen. Es gilt folgender
allgemeiner Satz: Ist

Py (8), o (s), - ..
ein im Intervall ¢ = s = b vollstdndiges orthogonales normiertes Funk-

1) Dieses Beispiel illustriert die Tatsache, daB einem endlich abbrechen-

den sinusférmigen Wellenzuge in der Optik niemals eine scharfe Spektrallinie,

sondern ein Spektrum endlicher Breite entspricht, das um so schmaler und
intensiver wird, je linger der Wellenzug ist.
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tionensystem und ist fiir jedes ¢ = 1,2,... und das Intervall ¢ = ¢ =4

y1e(8), wei@), ...
ein ebensolches Funktionensystem, dann bilden die Funktionen

i (8, 1) = @i (8) Yas (2)
ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem in s und ¢ fiir das
Rechteck @ =< s < b, ¢ =< ¢ < 4. Ist ndmlich f (s, #) eine in diesem Recht-
eck stetige Funktion von s und #, so besteht die Vollstindigkeitsrelation

Jrenasat=3 ([[1sn0msndsar)

i k=1

Zum Beweise gehen wir von der Beziehung

[Pnas =3

=1
aus, mit g;(f) = f f(s,%) @;(s)ds, welche die Vollstindigkeit des Funk-

tionensystems der ¢; ausdriickt. Da die Reihe rechts gleichmiBig kon-
vergiert, kénnen wir gliedweise nach ¢ integrieren und erhalten:

[[7.tyasat=3[gwa
S Pl
Hier wenden wir rechts auf das ¢ Glied die Vollstindigkeitsrelation
in bezug auf das Funktionensystem der vy,,(f) (k= 1,2,...) an und
bekommen dann unmittelbar die oben behauptete Vollstindigkeits-
relation.

9. Die Mellinschen Umkehrformeln'). Satz 1. Es sei s =0 -+ £1
eine komplexe Variable. Im Streifen & << o6 << f sei die Funktion f(s)

reguldr und daselbst f[ f(o - ti)| d¢ konvergent; ferner strebe in dem
schmaleren Streifen :x +d=0=<p— 8 (6> 0beliebig fest) die Funk-
tion f(s) mit zunehmendem Absolutbetrag der Ordinate ¢ gleichmiBig
gegen Null. Setzt man dann fiir reelle positive x und festes ¢

c+007%
89) g = [x*f(s)ds,

ag—00%

1) Mellin, H.: Uber den Zusammenhang zwischen den linearen Differential-
und Differenzengleichungen. Acta math. Bd. 25, S. 139—164, insb. S. 156 —162.
1902,

Fujiwara, M.: Uber Abelsche erzeugende Funktion und Darstellbarkeits-
bedingungen von Funktionen durch Dirichletsche Reihen. Téhoku math. J. Bd.17,
S. 363—383, insb. S. 379—383. 1920.

Hamburger, H.: Uber die Riemannsche Funktionalgleichung der {-Funktion.
(Erste Mitteilung.) Math. Ztschr., Bd. 10, S.240—254, insb. S. 242—247. 1921.
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so ist im Streifen & < 0 < f

(90) f6) = [# g dx

0

Beweis. Zufolge der Voraussetzung der gleichm#Bigen Konvergenz
von f(s) gegen Null fir & 4+ 8 <0< f—0 und |¢|->oc darf in (89)
die Integrationsgerade verschoben werden; es hingt also g (x) nicht von
¢ ab. Wiahlt man demnach zwei Abszissen 6, und o,, die der Bedin-
gung & << 0; < 0 < 0, < f} geniigen, so ist

- o1+o00d
/.xs“lg x)dx —jx“ ldsz 1/ “ff(s;)ds,
0 ~00%
?? Gyt 00t
[wtang [ s = T+ T
i sa—o0i

In den Integralen darf die Reihenfolge der Integration vertauscht
werden, da nach den Abschitzungen

o0

1
I]] “2n/i’(ol+ti ldt/ _1+(”_”1)dxy
N 0

|]2l¥2nf|f 0y + £1) ldt/x I-n-a gy

i

absolute Konvergenz vorhanden ist. Dadurch entsteht

oo 0y+007 a3t oog
1 [f(s 1 f(s
P lo(x)dx = — 1(5s) dsy— — -L‘—)dsl.
27| Sg—§ 27w | S3—S§
0 0y —007% 61—007

Die rechts stehende Differenz ist nach der Cauchyschen Integralformel
gerade gleich 7 (s). Denn die Integrale iiber horizontale Strecken zwischen
den beiden Geraden s = 0, und s = g, verschwinden fiir |¢|—> oo wegen
/(s) > o0.

Satz 2. Fiir x > 0 sei g(x) stlickweise glatt, und fir & <o < f

[

sei f x°~1 g(x) dx absolut konvergent. Dann ergibt sich aus (90) die
0
Umkehrung (89).



92 11. Das Problem der Reihenentwicklung willkiirlicher Funktionen.

Beweis: Setzt man x = &%, so wird

c+oot oo oo
_1__ } -8 — _1_ ) —~u(o+te) v (o+17) v
z;”'/x ]‘(s)ds—ane dt|e g(ev)dv
a:ooi — 00 -0
o0 o0
e—Uo X
— P /dt/e'“”*”)e“"g(e“)dv.
-00 — 00

Nach dem Fourierschen Integraltheorem (29) hat der letzte Ausdruck
den Wert ¢~%%¢*%g (e¥) = g(x), womit alles bewiesen ist.

Beispiele zur Mellinschen Integraltransformation.

a) Es sei

» x=1,

o X2>1.

1 fiir 0<% <1,
gx) =3 %
0

o0

Da das Integral / x° 1g(x)dx fiir 6 > 0 absolut konvergiert, folgt aus

0
>

16 = [« gz =+ (0> 0)
0
umgekehrt
o’+noo1}
g(x):E% des (6>0).
G—00%

Diese Formel ist von Bedeutung fiir die Theorie der Dirichletschen Reihe.
b) Aus

F(S)Z/x"“le“”dx (6> 0)
0
erhalt man
o+00 g
1
e = L) ds (6> 0).
6004
¢) Die Formel
oo Zs* 1
0
wobei [ (s) die Riemannsche Zetafunktion bedeutet, liefert
c+0o07
1 1
el et EAS HOIOFE (6> 1).

-0
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d) Die Umkehrung zu

ﬂ’?p(fé_)z(s) — /.xs_JZ‘e_,nmdx - /'xs‘lﬂ—(ﬁz;ldx (6> 1)
' 0 y=1 i
lautet
rf+_ooz' R
1 . - s
ﬁ(x)=1—|—rﬂ—i/x Snzf(?)é(s)ds. (o> 1)

Die Mellinsche Integraltransformation ist eins der wichtigsten
Hilfsmittel der modernen analytischen Zahlentheorie und tritt auch
sonst in der Analysis oft auf.

10. Das Gibbssche Phinomen. Zeichnet man fiir eine stiickweise
glatte Funktion f(x) die durch die Partialsummen ihrer Fourierschen
Reihe gelieferten wellenlinienartig verlaufenden Approximationskurven
auf, so zeigt sich, daB3 diese sich zwar in jedem die Sprungstellen
von f(x) ausschlieBenden Intervall, in dem die Fouriersche Reihe
gleichmaBig konvergiert, mehr und mehr an die Kurve fiir f(x) an-
schmiegen, daf aber in der unmittelbaren Umgebung der Sprungstellen,
wo die Konvergenz nicht mehr gleichmiBig ist, Wellen vorhanden sind,
welche der Sprungstelle naher und niher riicken und immer schmailer
werden, fiir welche jedoch die Abweichung von der Kurve fiir f(x) nicht
nach Null konvergiert. Diese Erscheinung nennt man das Gibbssche
Phinomen). Um es genauer zu untersuchen, kann man sich nach den
Ausfiihrungen am Schlusse von § 4 auf die spezielle Fouriersche Reihe

oo

T —x sinyx
72__:;’ : (0<x<2a)
beschranken. Mit Hilfe der Formel
n x
N sinyx x sin(n + )¢
sale) = 2 P = — L *z(sin;,f) dt
v=1 0 =

148t sich der Rest dieser Reihe in die Gestalt

oo z

\ ) sinyx 7 sin (n + 4) ¢
) = 2 = L [T a
v=n+1 0 N
bringen. Die Approximation wird am schlechtesten in den Punkten
2kx
= ow k=12

1) Diese Tatsache wurde von Gibbs urspriinglich auf rein empirischem Wege
gefunden. Gibbs, J. W.: Fourier’s series, Nature Bd. 59, S. 200, S. 606. 1898/99.
— Papers Bd. 2, S.258-260, London, New York und Bombay 1906.
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in denen sie ein Maximum oder Minimum vom Betrage

kx
= 3= [racs o

erreicht, wobei zur Abkiirzung

3o

2sin-— — ¢

on (%) = / — 2 sin(n 4 4
2¢sin

geschrieben ist; dieses Glied tritt auf, wenn man den Nenner 25in2i
durch ¢ ersetzt. Mit wachsendem # strebt g, ( é%%) fiir festes & nach
Null. Es nihert sich also der Rest #, (%), d.h. die Abweichung der
;x‘, in dem immer niher
an die Sprungstelle heranriickenden Punkte x; dem Werte

. . . T
Approximationskurve von der Kurve fiir >

k.
lim 7, (%) = x —/ Y A
0

n-—> o0 2 *

Beispielsweise wird lim 7, (x,) ~ — 0,2811, d. h. die Approximations-
n > oo

kurve schlagt iiber die darzustellende Kurve um etwa 99, der Sprung-
héhe hinaus?).

Ausdriicklich sei noch darauf hingewiesen, dall bei Approximation
durch Fejérsche Mittel die Gibbssche Erscheinung nicht auftritt.

11. Sitze iiber die Gramsche Determinante. Ist ¢ ein Teilgebiet
des Grundgebietes G, sind ¢,, ., ..., @, stiickweise stetige Funktionen
in G und ist I ihre Gramsche Determinante fiir G, I7 die fiir ¢, so ist

Mr=r.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Maximum-Minimumeigen-
schaft der Eigenwerte. Es ist namlich ' das Produkt der charakteri-
stischen Zahlen der quadratischen Form

K(tt)=[(g+ - +taga?dC,

&

1) Bécher, M.: Introduction to the theory of Fourier’s series, Annals of math.
Serie2, Band 7, S. 81 —152, insb. S. 123 —132. 1906. — Runge, C.; Theorie und Praxis
der Reihen, S. 170—182. Leipzig 1904. Fiir Verallgemeinerungen der Gibbsschen
Erscheinung auf andere Orthogonalsysteme und insbesondere solche von mehreren
Variablen vgl. Weyl, H: Die Gibbssche Erscheinung in der Theorie der Kugel-
funktionen. Rend. Circ. mat. Palermo Bd. 29, S. 308—323. 1910. — Uber die
Gibbssche Erscheinung und verwandte Konvergenzphinomene. Ib. Bd. 30,
S. 377—407. 1910.
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I das entsprechende Produkt fiir
K0 = [tor+ - +aga)?dG,
&

und es ist offenbar
Kt < K1),

also auch jede charakteristische Zahl von K'(¢,#) nicht gréBer als die
entsprechende bei K (Z, ).

Einen anderen Beweis kann man der folgenden Darstellung der
Gramschen Determinante entnehmen, wobei wir der Kiirze halber eine
einzige unabhingige Verdnderliche ¥ im Grundgebiet 0 << x =<1 vor-
aussetzen:

1
r= )O/%de}

11 1| P (%) @i{%) .. y(x,) |2

= [ [T

Ax,d%y ... d%y,,

0

eine Darstellung, welche der Formel (38) aus Kap. 1 genau entspricht1).

12. Anwendung des Lebesgueschen Integralbegriffes. Viele
der Tatsachen und Zusammenhinge dieses Kapitels gewinnen wesent-
lich an Abrundung, wenn man statt des elementaren Riemann-
schen Integralbegriffes den modernen, von Lebesgue formulierten zu-
grunde legt. Dazu hat man den vorliegenden Funktionenbereich zu
dem aller im Lebesgueschen Sinne integrierbaren, oder wie man sagt,
L,summablen'* Funktionen zu erweitern und die Grundtatsachen der
Lebesgueschen Theorie anzuwenden. Die Lebesguesche Theorie geht aus
vom Begriffe des MaBes einer Punktmenge 9t die in einem endlichen
Intervalleliegen mége. Man denkesich simtliche Punkte von It irgendwie
in eine abzédhlbare Reihe von Intervallen eingebettet, wobei diese Intervalle
einander teilweise iiberdecken diirfen. Es sei m die untere Grenze der Ge-
samtlénge solcher Intervalle; es sei ferner m’ die entsprechende untere
Grenze fiir die Punkte der Komplementarmenge I, d. h. die Menge aller
Punkte des gegebenen Intervalls, die nicht zu I gehdren. Falls m -+ m'
gleich der Lange des Intervalls ist, heiBt die Menge I meBbar und m ihr
Map. Nach dieser Definition hat jede abzihlbare Menge das MaB Null
(ist eine ,,Nullmenge“). Ist nun f(x) eine im Intervall G (a < x < b)
definierte Funktion, deren Funktionswerte einem Intervall J angehéren,
so teilen wir J in Teilintervalle J,, J,, ..., Ju €in; es sei m; das als

1) Vgl. Kneser, A.: Zur Theorie der Determinanten. Festschr. H. A. Schwarz,
S.177—191. Berlin 1914, sowie Kowalewski, G.: Determinanten.
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vorhanden vorausgesetzte MaB der Punktmenge vonG, in welcher f(x)

n
Werte aus J, annimmt, und /; ein Wert von f aus J;; falls dann > m; f;

i=1
gegen einen bestimmten, von der speziellen Wahl des Grenziiberganges
unabhingigen Grenzwert konvergiert, sobald nur die Langen der Teil-
intervalle J; gleichmiBig gegen Null streben, so heit dieser Grenzwert
das (Lebesguesche) Integral der Funktion f(x) und wird ebenso wie das
gewdhnliche Riemannsche Integral geschrieben, dessen naturgemifBe
Verallgemeinerung er ist. Fiir eine nur in einer Nullmenge von Null ver-
schiedene Funktion ist das Integral stets Null. Wir kénnen uns also in einer
beliebigen Nullmenge, z. B. allen rationalen Punkten, den Funktions-
wert beliebig abgedndert denken, ohne den Wert des Integrals zu be-
einflussen; dies zeigt, daB wir den Bereich der integrierbaren Funktionen
mit der neuen Definition wesentlich erweitert haben. Eine im Lebesgue-

schen Sinne integrierbare Funktion bezeichnet man als summabel.

Der Lebesguesche Integralbegriff 148t sich auch auf Funktionen aus-
dehnen, die in dem betrachteten Gebiet nicht beschrinkt sind. Hierzu
erstrecke man die Integration zunichst auf diejenigen Teilgebiete, in
denen |f(x)| < N ist, und lasse sodann N iiber alle Grenzen wachsen.
Wenn dabei der Grenzwert des Integrales existiert, so heit er das
Lebesguesche Integral iiber das Gesamtgebiet.

Fiir unsere Theorien sind folgende Konsequenzen von Wichtigkeit,
die man auf der neugewonnenen Basis unschwer ziehen kann:

a) Lebesguesche Konvergenzsidtze. Ist eine Folge f (%),
f2 (%), ... von im Intervall ¢ ... b summablen Funktionen gegeben und
konvergieren fiir jedes x des Intervalls die Funktionen f,(x) bei zu-
nehmendem #» gegen eine Funktion F(x), so kann auch dann, wenn
die Konvergenz nicht gleichmiBig ist, auf die Gleichung

m [ fy(x)dx = [ F(x)dx,

n >0
geschlossen werden, sofern simtliche Funktionen f, (x) absolut unter-
halb einer festen, von » unabhingigen Schranke liegen.

Es geniigt iibrigens sogar, wenn die Ungleichung

[fa(®)| <o (),

besteht, wobei ¢ (%) eine feste von # unabhingige integrierbare Funk-
tion ist.

Diese Sdtze gestatten in vielen Fillen ungleichmaBiger Konver-
genz, gliedweise Integration unendlicher Reihen zu rechtfertigen.

b) Begriff der mittleren Konvergenz. Sind f, (%), fo(%), ...

summable Funktionen, fir welche lim [ fan(¥)2dx = 0 ist, so gilt bis
. n->» o0

auf eine Nullmenge auch lim £, (¥) = 0. Ist lim f (fa — fm)?dx =0,
n->» oo 7> oo

nm -» o0
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50 gibt es eine summable Funktion f(x) derart, da bis auf eine Null-
menge f(x) == lim f, (x) gilt. Man sagt dann, daB die Funktionen £, (x)
n-> oo

im Sinne muittlerer Konvergenz gegen Null bzw. gegen f(x) konvergieren,
c) Satz von Fischer-Rieszl). Ist w; (¥), wy(¥), ws(¥), ... ein
beliebiges vorgegebenes orthogonales Iunktionensystem und sind

a,, ay, ay, ... beliebige reelle Zahlen, fiir welche > a; konvergiert, so
v=1

gibt es eine summable Funktion f(x) mit summablem Quadrat, fiir welche

a,= (f, ,) ist. Durch diesen Satz werden die Zusammenhinge von § 1

als umkehrbar festgestellt, sobald man nur den Funktionsbereich und

den Integralbegriff in unserem Sinne erweitert.

d) Vollstindigkeit und Abgeschlossenheit von Funktio-
nensystemen. Man nennt ein Funktionensystem abgeschlossen, wenn
es keine zu allen Funktionen des Systems orthogonale normierte
Funktion gibt; dabei wollen wir ein fiir allemal die Summierbarkeit
der auftretenden Funktionen und ihrer Quadrate voraussetzen. Es gilt
nun der Satz: Jedes abgeschlossene Funktionensystem ist vollstindig
und umgekehrt. In der Tat, ist etwa f(x) bis auf eine Nullmenge
nicht gleich Null und orthogonal auf allen Funktionen des ortho-

gonalen Systems , (x), my(¥), ..., soist 0= > (f, (n,,)2</]‘2 dx;
vy=1

also ist das Funktionensystem nicht vollstindig. Ist umgekehrt das
Funktionensystem unvollstandig, so gibt es eine Funktion f(x), so daf
o n

[av]

[f2dx —Ya>0 fir a, = (f,w,) ist; die Funktionen f,=f— > a, o,
: vl r=1

konvergieren dann, wie man leicht sieht, im Sinne mittlerer Konvergenz
gegen eine Funktion ¢ (x), die auf allen w, orthogonal ist. Somit kann
das System dann auch nicht abgeschlossen sein.

Man iberzeuge sich davon, daBl jede Funktionenfolge summabler
Funktionen mit endlicher asymptotischer Dimensionenzahl eine lineare
Grenzschar bestimmt, wobei alle auftretenden Funktionen nur bis auf
Nullmengen bestimmt sind.

e) Endlich erwihnen wir noch die beiden folgenden, oft niitzlichen
Sitze:

Besitzen in einer Gesamtheit von meBbaren Punktmengen E,,
E,, ...im Intervall @... b unendlich viele das Lebesguesche MaB =k,
so ist das MaB der (meBbaren) Punktmenge, die von allen in unendlich
vielen der E,, E,, ... liegenden Punkten gebildet wird, auch = .

1) Rief, F.: Sur les systémes orthogonaux de fonctions. C. R. Acad. sc.
Paris Bd. 144, S. 615—619. 1907. — Uber orthogonale Funktionensysteme. Nachr.
Ges. Gottingen (math.-phys.), S. 116—122. 1907.

Fischer, E.: Sur la convergence en moyenne, C. R. Acad. sc. Paris. Bd. 144,
S.1022—1024. 1907.

Courant-Hil bert, Mathematische Physik. I. 7
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Gibt es unter den mefbaren Punktmengen E,, E,, ... im Inter-
vall @ ... b unendlich viele mit dem MaB = %, so bilden diejenigen
Punkte, die in allen E,, E,, ... bis auf endlich viele enthalten sind,

eine (meBbare) Punktmenge vom MaBe = .
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Drittes Kapitel.

Theorie der linearen Integralgleichungen.
§ 1. Vorbereitende Betrachtungen.

l. Bezeichnungen und Grundbegriffe. Es sei K(s,#) eine im Ge-
biete a==s=0b, a:.¢:.b definierte und dort stetige Funktion der
beiden Variablen s und #, und es sei 4 ein Parameter; ferner sollen
/(s) und ¢(s) zwei im Intervalle @ <=s=b stetige Funktionen der
Variablen sein, welche durch die Funktionalgleichung

(1) ) = qls) — [ K(s, ) gt

verkniipft sind. (In der Schreibweise wollen wir ein fiir allemal daran
festhalten, daB Integrale ohne weitere Bezeichnung des Integrations-
gebietes immer iiber das oben gekennzeichnete ,,Grundgebiet* der
Variablen zu erstrecken sind.) Durch die Funktionalgleichung (1), welche
wir eine lineare Integralgleichung zweiter Art mit dem Kern K(s,{)
nennen wollen?), wird jeder stetigen Funktion ¢(s) eine andere f(s)
zugeordnet, und zwar in linearer Weise, so dafB einer linearen Kom-
bination ¢, ¢y + ¢, @, die entsprechende Kombination ¢, f, -+ ¢,f, zu-
gehort. Wir werden uns hier vorzugsweise mit der Auflésung der
Integralgleichung beschiftigen, d.h. mit der Frage nach der Bestim-
mung von ¢(s), wenn f(s) gegeben ist.

Wenn die Funktion f(s) identisch verschwindet, so sprechen wir
von einer homogenen Integralgleichung, falls diese auBer der trivialen
Losung ¢ = 0 noch cine andere Losung ¢ besitzt, kann man diese
nicht triviale Ldsung mit einem beliebigen konstanten Faktor mul-
tiplizieren und also auch normiert annehmen. Mit verschiedenen Lé-
sungen ¢y, ¢,, ... der homogenen Gleichung sind zugleich alle linearen
Kombinationen ¢;¢44 + ¢y, -+ Losungen. Mehrere voneinander
linear unabhéngige solche Losungen diirfen und wollen wir uns daher
stets als normiert und orthogonal zueinander vorstellen, da wir sie
sonst vorher dem im vorigen Kapitel beschriebenen Orthogonalisierungs-
verfahren unterwerfen kénnen, ohne daf sie aufhéren, Losungen zu
bleiben. Einen Wert A, fiir welchen die homogene Integralgleichung
von Null verschiedene Ldsungen besitzt, nennen wir einen Eigenwert

1y Vgl. Kap. II, §11.
7*
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des Kernes, zugehdrige, als zueinander orthogonal anzunehmende Lo-
sungen @y, ¢,, ... Nullosungen oder Eigenfunktionen des Kernes fiir
den Eigenwert 1. Ihre Anzahl ist beschrinkt. Denn nach der
Besselschen Ungleichung (Kap. I, § 1, 3), angewandt auf den Kern K (s, £)
und die orthogonalen Funktionen ¢, @,, ..., @, gilt

A2stt edt = 122[[K(s ) i) i)’ 2%(3)2
also nach Integration iiber s:
2[[Ksprasdi =,

womit fir % eine Schranke gewonnen ist. Wir kdnnen sagen: Jeder
Eigenwert besitzt eine endliche Vielfachheit (d. h. eine endliche Anzahl
von linear unabhingigen Ldsungen).

Unsere Integralgleichung stellt sich, wie schon in Kap. II, § 11
bemerkt wurde, als sinngemiBle Verallgemeinerung des Problems der
linearen Algebra dar, welches wir in Kap. I, § 2 behandelt haben. Ihre
Bedeutung fiir die mathematische Analysis besteht darin, da viele
sonst getrennte Betrachtungen durch sie unter einen einheitlichen Ge-
sichtspunkt gebracht werden.

2. Ausgeartete Kerne. Einen Kern, welcher sich als eine end-
liche Summe von Produkten je einer Funktion von s mit einer Funktion

von ¢ darstellen laBt:
P

() A(s, 1) = Z s) Bi(t) »

nennen wir einen awusgearteten Keyn. Dabei kénnen wir annehmen, dafl
die Funktionen &;(s) und die Funktionen f;(¢) je voneinander linear unab-
hangig sind, weil wir sonst eine dieser Funktionen durch die anderen
linear ausdriicken und dann aus der Darstellung des Kernes vertreiben
konnten, wodurch die Anzahl der Glieder der Summe rechts in (2)
verringert wird. Der Satz von der Moglichkeit der gleichmaBigen
Approximation einer stetigen Funktion K(s, f) durch Polynome lehrt
uns, dafl wir den Kern K(s, #) durch einen ausgearteten Kern gleich-
miBig beliebig genau approximieren konnen; denn jedes Polynom in s
und ¢ stellt offenbar einen ausgearteten Kern dar.

Ein ausgearteter Kern A(s, #) 148t sich folgendermaBen noch in eine
andere, oft bequeme Gestalt umformen. Wir denken uns die 2p Funk-
tionen von s: &,(s), &y(s), ..., &p(s); Pyls), Ba(s), ..., PBo(s) durch ein
System von normierten orthogonalen Funktionen w,(s), wy(s), .. ., @4(s)
linear ausgedriickt, was wir stets durch Orthogonalisieren der gegebenen
Funktionen erreichen koénnen. Dann erscheint A(s,?) in Form einer
Doppelsumme

(3) As, 1) = > —Cijw wy(s) (Uj(t) .

zyl
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Die Produkte w;(s) w;(f) bilden ein System von ¢? Funktionen von s

und 2im Quadrat @ < s = b, a == ¢ -~ b, welche ebenfalls alle zueinander

orthogonal, also linear unabhingig sind. Ist A(s, ¢) symmetrisch, d. h.

gilt identisch A(s,#) = A(Z, s), so ist ﬁ(cij — ¢;;) wils) w;(t) = 0, was
i7=1

wegen der linearen Unabhingigkeit der Produkte ;(s)w;(f) bedeutet

Cij == Cjq

Ein symmetrischer Kern K(s,#) 1iBt sich immer durch symme-
trische ausgeartete Kerne A(s, #) gleichméBig approximieren. Um das
einzusehen, braucht man nur A(s, ¢) notigenfalls durch die Funktion
$[A(s, 8) 4+ A(2, 5)] zu ersetzen, welche zugleich mit A(s,#) den sym-
metrischen Kern K (s, #) gleichmiBig approximiert.

3. QuellenmiBig dargestellte Funktionen. Zum Schlufl unserer
vorbereitenden Uberlegungen machen wir noch einige Bemerkungen
iber die Funktionen g(s), die sich durch den Kern K(s,#) vermoge
einer stetigen oder stiickweise stetigen Funktion A(f) ,,quellenmdfig"
in der Form

@ ds) = [K(s, ) o) dt

darstellen lassen. Sicherlich ist auch g (s) stetig; es gilt aber noch mehr.
Ist ndmlich N = (k, k) :_-f h(t)2dt =M, wo M eine feste Schranke
bedeutet, so sind die durch (4) ausgedriickten Funktionen in ihrer
Gesamtheit gleichmdBig stetig, d.h. es gibt unabhingig von der
speziellen Funktion % (f) zu jedem positiven & eine positive Zahl d (¢)
derart, daBaus |7 | < ¢ die Beziehung | g(s + 1) — g(s) | < & folgt. (Vgl.
Kap. II, §2.) In der Tat wird infolge der Schwarzschen Ungleichung

a(s +n)—g(s)|® = IW/‘[K(S +n,1) — Kis, {)Pdt,

woraus sich wegen der Stetigkeit des Kernes sofort die Behauptung
ergibt; denn es besteht sicher unabhingig von ¢ die Ungleichung

Kis+n,8)—K(s,8) | <o
mit beliebig kleinem o, sobald nur 3 hinreichend klein ist.
Ferner gilt bei gegebenem #4(#), wenn gleichmiBig
lim K,(s, t) = K(s, £)

n—>c

ist, die Relation
g(s) = lim /Kn(s, D@ dt
7> 00
i Sinne gleichmaBiger Konvergenz in s, da man den Grenziibergang
unter dem Integralzeichen machen kann. Also folgt nunmehr, daBl alle
Funktionen der Form
als) = [ K. (s, 0 ht) dt, o(s = / K(s, ) () dt

v
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fir alle betrachteten Funktionen A(f) gleichmiaBig stetig sind, sobald
NZ& = Mbleibt. Ebenso sind allediese Funktionen gleichmaBig beschrinkt,
d. h. sie liegen alle absolut genommen unterhalb einer festen Schranke.
Dies sieht man sofort vermége der Schwarzschen Ungleichung ein:

guls)? = M [[K,(s, 01 dt  baw.  gls)> = M [[K(s, 8)2dt.

§ 2. Die Fredholmschen Sitze fiir ausgeartete Kerne.

Die Hauptsitze der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen,
welche zuerst von Fredholm1) bewiesen worden sind, entsprechen véllig
den Hauptsitzen aus der Theorie der linearen Gleichungen und lassen
sich folgendermaflen aussprechen:

Die Integralgleichung

(5) #) = ¢(s) — [ K(s, gty dt

besitzt bei festem L enmtweder filr jede beliebige stetige Funktion f(s) eine
und nur eine stetige Losung ¢ (s), insbesondere die Losung ¢ = O fir
f=0; oder aber die zugehirige homogene Gleichung

(©) ¢ = A[K(s, gty e

besitat eine positive endliche Anzahl v voneinander linear unabhingigey
Lisungen vy, ¥y, -.., Wr. Im ersten Falle hat auch die zu (5) gehdrige
Ltransponierte’* Integralgleichung

7) 8s) = ls) — 2 K(t,5) p() dt

stets eine eindeutig bestimmie Liosung; tm zweiten Falle hat die trans-
ponterte homogene Gleichung

(8) 1) = A[K(t9) 10 dt

ebenfalls v voneinander linear unabhingige Lisungen ¥y, Yo, ---» Xrs
und die unhomogene Integralgleichung (5) ist dann und nur dann losbar,
wenn die gegebene Funktion f(s) den v Bedingungen

9) (F, 2 = [ 16 () ds =0 (=12 ...,7
geniigt. Die allgemeine Lisung von (5) ist dann nur bis auf eine willkiir-
liche additive lineave Kombination ¢,y + --- + ¢, besttmmt; sie kann
und soll durch die Fovderungen

@) = [ () wis) ds = 0 ((=12...,7

evndeutig festgelegt wevden.

1) Fredholm, I.: Sur une classe d’équations fonctionnelles. Acta math. Bd. 27,
S. 365—390. 1903.
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Wir wollen diese Sitze zunichst fiir den Fall beweisen, daB3 der
Kern K(s, t) = A(s, #) ausgeartet ist und durch die Gleichung (2) dar-
gestellt wird. In diesem Fall reduziert sich die Theorie unserer Integral-
gleichung fast unmittelbar auf die eines linearen Gleichungssystems
von p Gleichungen mit $ Unbekannten. Schreiben wir namlich die
Integralgleichung in der Form

(10) 1) = g(s) — 7 ;ioci(s)_,f Bt o) dt,

setzen x; = (f;, ¢), multiplizieren sodann (10) mit f;(s) und integrieren
nach s, so erhalten wir fiir die GroBen x; das Gleichungssystem

2 .
(1) fi:xj_)”%cjixie G=1.2,...,9)

wobei f; = (#, 1) und ¢;;= (f}, &;) gesetzt ist. Besitzt dieses Gleichungs-
system eine, und zwar die allgemeinste Losung x,, x,, ..., %y, so ist die
p‘l . . o
Funktion ¢(s) = f(s) + 4 > x; &;(s) sicher eine Losung der Integral-
=1
gleichung, wie man unmittelbar bestitigt, wenn man diese Funktion
in die Integralgleichung eintrdgt und die Gleichungen (11) beriicksichtigt.

Ist dagegen x;, %5, ..., %, eine nicht triviale Losung des homogenen
Gleichungssystems
a2 )
(12) o:xjﬁ)u_zlc,ixi, (G=1,2...,9),
=

P
so erhalten wir in (s) = 1 > x; %;(s) eine nicht triviale Losung der ho-
=1

mogenen Integralgleichung (6). Zwei linear unabhingige Losungen

X1, %g, ..., %, und &7, x5, ..., ¥, der homogenen Gleichungen (12)
P
Y

ergeben zwel linear unabhingige Losungen w(s) = 4> %, a;(s) und
1

P i
¥ (s) = A x; %(s) und umgekehrt. In der Tat wiirde z. B. eine lineare
i

Beziehung cx; + ¢’x; = 0 zwischen den Ldsungen von (12) gleich-
bedeutend mit der linearen Beziehung cv/(s) 4 ¢’ v’(s) = 0 zwischen den
Funktionen y(s) und v'(s) sein, welche als voneinander linear unabhéngig
vorausgesetzt wurden. Das Vorhandensein von 7 linear unabhingigen

Lésungen 4;, vy, ..., ¥, von (6) und somit von r unabhingigen
Lésungssystemen von (12) ist aber gleichbedeutend mit dem Vorhanden-
sein von ebenso vielen linear unabhingigen Losungen ;y, ¥13, ..., ¥1p
(=1, 2, ..., 7) des transponierten Gleichungssystems
4
(13) gj:yﬁlzlcm (=12 ...,9)
i=

fiir g; == 0 und somit von 7 linear unabhingigen Losungen

Zl(s)y 12(.8):' L3RI Xr(s)
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der transponierten homogenen Integralgleichung (8), wobei
P
nuls) = 1213%‘/3; (s)
j=

ist. Nun lehren die Sitze der Gleichungstheorie, daB im Fall =0 die
Gleichungen (11), also auch (13) und (7), stets eindeutig 16sbar sind, daf
aber im Falle # > 0 zur Losbarkeit der unhomogenen Gleichung (11)
fir die f; die Bedingungen

y
(4 21:!(13’11:0 l=1,2,...,7)
]:

hinreichend und notwendig sind. Vermdége der Definition von y;; und
f; gehen diese Bedingungen sofort iiber in

(15) (ha)=0 ¢=12...,7).

Damit sind die Fredholmschen Sitze fiir unseren Fall vollstindig
bewiesen.

§ 3. Die Fredholmschen Sitze fiir einen beliebigen Kern.

Um auf Grund der letzten Ergebnisse die Integralgleichung mit
einem beliebigen Kern K(s,#) behandeln zu kénnen, benutzen wir den
Konvergenzsatz aus § 2 des vorigen Kapitels.

Wir denken uns K(s,?) gleichmaBig durch eine Folge A4,(s,?),
A,(s,%), ..., Ax(s,?), ... von ausgearteten Kernen approximiert und
betrachten zugleich mit der Integralgleichung (1) die approximierenden
Integralgleichungen

(16) 1(5) = ls) — & [ Aus, 1) gplt) dt

Dann sind (bei festem 1) zwei Fille moglich.

Fall I: Die Gleichung (16) besitzt fiir unendlich viele # (wir diirfen
dann iibrigens unter Weglassung nicht passender Approximations-
gleichungen und Umnumerierung sogar annehmen: fir alle #) eine
Losung gn(s), so daB Ng, = (0n, 0x) = ¢, == M bleibt, unter M eine
feste Schranke verstanden.

Fall II: Die obige Annahme ist nicht richtig. Dann ist entweder

a) limcy =00 oder

n->»oo

b) fiir unendlich viele # (wir diirfen wieder annehmen: fiir alle #)
hat — auf Grund der fiir ausgeartete Kerne giiltigen Fredholmschen
Sitze — die homogene Integralgleichung

(17) 0= g(s) — 4 / An(s, 8) p(t) dt

eine normierte Losung oy (s).
Im Falle I werden die Funktionen gn(s) — f(s) quellenmaBig durch
die Kerne A,(s,#) dargestellt; dabei sind die dargestellten Funktionen
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nach § 1 gleichmiBig beschrankt und gleichmiBig stetig und definieren
daher nach unserem Konvergenzprinzip als Limes einer gleichmiBig
konvergenten Teilfolge cine stetige Grenzfunktion @(s). Indem wir er-
laubterweise den Grenziibergang in der Integralgleichung (16) direkt
vornehmen, erkennen wir fiir diese Grenzfunktion ¢(s) das Bestehen der
Integralgleichung (1); diese Integralgleichung ist also im Falle I aui-
16sbar.

Im Falle ITa) dividieren wir die Integralgleichung (16) fiir ¢ = v,

Q n
C

durch ¢, und setzen = 0,, so dafl die Gleichung
n

’f_s’ 2= 0,(s) — A/‘An(s, t)o,(t)di

gilt; im Falle IIb) beachten wir das Bestehen der Gleichung (17)
fiir ¢ = 0,. Beide Male ist jedenfalls 6, normiert; somit sind wieder-

1(s)

um die quellenméBig dargestellten Funktionen og,(s) — o bzw. o,(s)
n

gleichmaBig stetig und beschrankt, definieren mithin als gleichmaBigen
Limes einer Teilfolge eine Grenzfunktion w(s). welche notwendiger-
weise der homogenen Integralgleichung

-

(18) () = i | K(s, 1) wit) di

geniigt und normiert ist. Im Falle IT besitzt also die homogene Integral-
gleichung nicht triviale Losungen, die wir gemi3 der Festsetzung auf
S. 100 als Nullssungen oder Eigenfunktionen bezeichnen.

Um hieraus die Fredholmschen Sitze abzuleiten, erinnern wir uns
an die in § 1 gemachte Bemerkung, daB es zu jedem Wert von 1 nur
eine endliche Anzahl » von linear unabhingigen Nullésungen geben
kann. Fiir == 0 kann offenbar der obige Fall I nicht eintreten, da er
stets zu einer normierten Losung von (18) fiihrt; also befinden wir uns
im Falle I, d. h. fiir jede linke Seite /(s) besitzt die Integralgleichung (1)
eine Losung; diese Losung ist eindeutig bestimmt, weil eine nicht ver-
schwindende Differenz zweier Ldsungen eine nicht triviale Losung von
(18) gegen die Voraussetzung ergeben wiirde. Damit ist der erste Fred-
holmsche Satz bewiesen.

Ist zweitens # >> 0, so gilt wegen 4, » K1) fiir die Funktionen

Bn.ilS) == wils) — A [ Au(s, 8) wilt) dt.
(T = 1,2,...7;m=1.2.3...)
die Relation 0,,4s) >0 bei n >x.
7 1) Wir‘ l;enutzen gelegentlich das Zeichen —» als Abkiirzung fir Konvergenz.

Soll die GleichmaBigkeit des Grenziiberganges zum Ausdruck gebracht werden,
so bedienen wir uns des Doppelpfeiles —».
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Setzen wir nun
7

An(s, 1) = A, St)+72 n,’L(S WG

so sind die 4,(s, #) ausgeartete Kerne, welche den Kern K(s, #) gleich-
miBig approximieren. Diese Kerne 4;(s,?) besitzen, wie man sofort
sieht, siamtlich die # Funktionen w;(s) zu Nullésungen.

Mehr linear unabhingige Nullosungen konnen bei hinreichend
grofem # nicht auftreten; denn wire v,41,4(s) eine Folge solcher Null-
I6sungen, die wir als normiert und auf y,, v,, ..., ¥, orthogonal an-
nehmen diirfen, so wiirden wir auf Grund unseres Konvergenzprinzipes
eine auf y,, v,, ..., ¥r orthogonale, also von diesen Funktionen linear
unabhingige Nulldsung von (18) erhalten, entgegen der Voraussetzung,
daB 7 die genaue Anzahl der linear unabhingigen Nullgsungen sein
sollte.

Zufolge der Giiltigkeit der Fredholmschen Sitze fiir ausgeartete
Kerne besitzen auch die homogenen transponierten Integralgleichungen

(19) 1(s) = 2 Aift,s) () dt

fir hinreichend groBe # ebenfalls genau 7 linear unabhéngige,
als normiert wund zueinander orthogonal wiahlbare Nullosungen
Zials) (1=1,2,...,7). Da die ausgearteten Kerne A4,(¢, s) gleich-
miBig gegen den Kern K(f,s) konvergieren, so erhalten wir auch fiir
diesen 7 zuemander orthogonale Nullsungen y,(s), 7o(s), .- ., indem
wir auf Grund unseres Konvergenzprinzips den Grenziibergang mit
Hilfe der gleichmiBig stetigen und beschrinkten Funktionen g a(s)
vornehmen. Mehr als » unabhingige Losungen kann die transponierte
Integralgleichung

(20) 2(s) = A[ K(t,) () dt

jedoch nicht haben, da sonst riickwirts auch die Existenz von mehr
als » Losungen von (18) folgen wiirde.

Endlich beachten wir, daf} fiir die Losbarkeit der Integralgleichung
(1) im Falle » > 0 sicherlich die Bedingungen

(21) ) =[{Ouds =0 G=12...,7

notwendig sind, wie man unmittelbar einsieht, wenn man (1) mit y;(s)
multipliziert, integriert und dann rechts unter Beachtung von (20) die
Integrationsfolge umkehrt. Um die Bedingungen (21) als hinreichend
zu erkennen, beschrianken wir uns -— sofern dies nétig ist — auf solche
Indizes #, fiir welche lim y; . (s) = %i(s) (¢ = 1.2, ..., #) gilt, und bilden

n-» o0
mit den wegen (21) mit wachsendem #» sicher gegen Null konver-

gierenden Zahlen &; , = (f, ;) die Funktionen f,(s) = #(s) Zew Kin
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Esist (fa> xi,n) = 0 (1 =1, 2, .., #). Also besitzt die Integralgleichung
(22) FulS) = () — A[ A(s,t) (0 it

wegen der Giiltigkeit der Fredholmschen Sitze fiir ausgeartete Kerne
sicher eine zu ,(s), ¥y(s), ..., ¥.(s) orthogonale Losung @.(s). Mit
diesen Losungen ¢,(s) miissen wir uns im Falle I befinden, weil sie andern-
falls zu einer auf y(s), 1(s), ..., ¥,(s) orthogonalen Losung von (18)
fiihren wiirden, was nach Voraussetzung unmdglich ist. Also kdnnen
wir auf Grund des Konvergenzprinzips wieder den Grenziibergang in
der Integralgleichung ausfithren und wegen fu(s) => f(s) auf die Lés-
barkeit von (1) schliefen. Hiermit sind die simtlichen Fredholmschen
Satze fiir unseren Kern K(s, ) bewiesen.

Spater werden wir ibrigens durch eine genauere Betrachtung er-
kennen, daB} in Wirklichkeit die nétigen Grenziiberginge einen ein-
facheren Charakter haben, als die Formulierung des allgemeinen Kon-
vergenzprinzipes vermuten 148t.

§ 4. Die symmetrischen Kerne und ihre Eigenwerte.

Entsprechend den Verhiltnissen bei den bilinearen Formen in
Kap. I ist auch bei den Integralgleichungen der Fall einer weiter-
gehenden Behandlung zuganglich, dafl der Kern K(s,#) symmetrisch
ist, d. h. der Relation

(23) K(s,t) = K{i, 5)

geniigt. Die Integralgleichung wird dann mit ihrer transponierten iden-
tisch. Bei einer derartigen symmetrischen Integralgleichung werden wir
uns vor allem die Frage stellen, fiir welche Werte des Parameters i die
homogene Integralgleichung (6) eine nicht triviale (normierte) Lésung
besitzt. Diese Parameterwerte 1 = A, und die zugehorigen Funktionen
heilen, wie schon erwéhnt, die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen des
Kernes K(s, £). Analog zu den Entwicklungen von Kap.I, § 3 wollen
wir nun den Satz beweisen: Jeder symmetvische, nicht identisch ver-
schwindende Kern besitzt Eigenwerte und Eigenfunktionen; diese sind
dann und nur dann in unendlicher, und zwar abzihlbarer Anzahl vor-
handen, wenn der Kern nicht ausgeartet ist. Alle Eigenwerte eines rveellen
symmetrvischen Kernes sind selbst reell.

l. Existenz eines Eigenwertes bei einem symmetrischen Kern.
Wir beweisen zunichst die Existenz eines Eigenwertes. Zu diesem
Zwecke betrachten wir die ,,quadratische Integralform’’

(24) T, 9) =[[Esh e p@ydsdr,

welche hier die Stelle der quadratischen Form von Kap.I vertritt;
@ bedeutet dabei irgend eine im Grundgebiet stetige oder stiickweise
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stetige Funktion. Wegen der Schwarzschen Ungleichung haben wir

T, = [[E2(s,0dsdie, ).

Also ist J(p, @) selbst absolut genommen beschrankt, wenn wir for-
dern, daB

(25) No = (p,¢) =1

ist. Die Integralform ist dann und nur dann fiir alle zugelassenen
Funktionen ¢ Null, wenn der Kern selbst identisch verschwindet.
Fithren wir niamlich die ,,bilineare Integralform

(26) T w) = T, @) = [[E(s, ) p(s)p() dsds
ein und beachten wir, daB immer die Umformung

(27) Je+v, o+ = J(p, o) +2](@, )+ Jy,v)

gilt, so folgt zunichst aus dem identischenVerschwinden der quadratischen
auch das der bilinearen Integralform. Setzen wir nun in (26) speziell
w(t) = [K(s,{) g(s)ds, so ergibt sich [ K(s,2) ¢(s)ds = 0 bei beliebigem
@(s), und wenn wir ¢(s) fiir ein bestimmtes ¢ gleich K(s,#) wahlen,
bekommen wir die gewiinschte identische Gleichung K(s,?) = 0.

Bei nicht identisch verschwindendem Kern kann also unsere Inte-
gralform (24) nur positive oder nur negative Werte oder Werte beiderlei
Vorzeichens annehmen, wenn wir ¢(s) geeignet wihlen; in den ersten
beiden Fillen heiBt der Kern positiv oder negativ definit, im letzteren
Falle indefinit.

Unter der Voraussetzung, daB J positiver Werte fihig ist, stellen
wir uns jetzt die Aufgabe, eine normierte Funktion ¢(s) zu finden, fiir
welche J(g, @) einen moglichst groBen Wert annimmt. Wegen der Be-
schrinktheit der Werte von J(p, ) gibt es sicher eine obere Grenze

Hy = %1 fir die Werte der Integralform J(¢,¢); gezeigt werden soll,

daB diese positive obere Grenze fiir eine geeignete Funktion ¢(s)
wirklich erreicht wird. Dazu denken wir uns den Kern K (s,f) durch
ausgeartete symmetrische Kerne
A, (s, 1) Zc"ng Swg (), ) = cii
1,k=1

der am Schluf} von § 1 beschriebenen Gestalt gleichmiBig approximiert.
Das dem obigen entsprechende Maximumproblem fiir die Integralformen
Inlp,q) = j / Ay(s, t) p(s) 9(¢) dsdt unter der Nebenbedingung (25) er-
weist sich als gleichbedeutend mit dem entsprechenden Problem fiir
eine quadratische Form von ¢, Verinderlichen Setzen wir namlich
(p,00) =2 (1 =1,2, ..., gu), so wird

qn
(28) Jnlp, @) = 2 cllxiz,

t, k=1
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eine quadratische Form von %, %,, ..., %z, welche zu einem Maximum
zu machen ist, wihrend die Nebenbedingung (25) besteht. Nun ist nach
der Besselschen Ungleichung in Kap. II, § 1,3, wenn wir sie auf ¢ (s) und

das orthogonale Funktionensystem @,(s), @y(s), ..., 0q, (s) anwenden,
l]n‘ 9
(p, @) =2 xi;
i=1

die Variablen in der Form (28) sind also sicherlich der Bedingung
an

>'x; =1 unterworfen, und daher wird das Maximum der Form ange-
-1

qn
nommen, wenn > x; == 1 ist, da man sonst durch Multiplikation mit
=1

einem geeigneten Faktor den Wert von [Ju(p, ¢) vergroBern kénnte.
Wir sehen also, daBl wir genau die Fragestellung der Hauptachsen-
transformation aus Kap. I vor uns haben. Das Maximum der Form wird

angenommen fiir ein Wertsystem x,, x,, ..., %,,, fir welches die
Gleichungen
&, :
(29) ch;’;;xk = XX, (T=1,2. ...,qn)
=1

bestehen. Dabei wird der Proportionalititsfaktor x;, gerade gleich
Ju(®, ¢). Dies bestdtigt man, wenn man (29) mit x; multipliziert, nach ¢

n
summiert und berticksichtigt, daBl dann die rechte Seite wegen > 2§ = 1
i=1

gleich #;, wird, wihrend die linke Seite die Form J, (p; @) ergibt.
Verstehen wir unter x,, %,, ..., %4, von jetzt ab dieses Wertsystem
und setzen

(pn(s) = X (Dl(S) + %y w2(5) + o 4 Xan qu(s)!

wobei wegen der Orthogonalitat der w, und wegen %, =1 die Re-
lation N ¢, = 1 gilt, so besagen die Gleichungen (29) das Bestehen der
Relation

(30) ouls) = [ Auls 0 gt at

und umgekehrt. Denn aus (29) folgt (30), indem wir mit w;(s) mul-
tiplizieren, summieren und die Definition x; = (@n, ;) der x; beachten,
aus (30) aber folgt (29) durch Multiplikation mit w;(s) und Integration.
Die Funktion @,(s) ist also eine Eigenfunktion von A,(s, #), welche

: 1 "
zum Eigenwerte u;, = - gehort:
1in

(31) Fals) = tun [ Anls, ) pult) 2.

Nunmehr lassen wir # unbegrenzt zunchmen. Dabei muB %, gegen x,
konvergieren; denn aus der Relation

| K(s,8) — An(s, &) | <
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folgt wegen der Schwarzschen Ungleichung, wenn (@, ¢) =~ 1 ist und
a und b die Integrationsgrenzen sind,

U@ ) — Jal®, 9)1° = €26 — a).

Also stimmt bei hinreichend groBem # der Wertevorrat von [J,(p, @)
mit dem von J(@, ¢) beliebig genau iiberein, und dasselbe mufl daher
fiir die oberen Grenzen dieser beiden Wertevorrite gelten. Es existiert
mithin auch lim gy, = u,, so daB die w1, alle unterhalb einer festen

n —> 00
Schranke liegen und wegen (31) nach § 1 die Funktionen ou(s) fiir
alle # gleichmiBig beschrinkt und gleichmiBig stetig sind. Nach
unserem Konvergenzsatz kénnen wir also eine Teilfolge @n:, @n,, ...
auswahlen, welche gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion w,(s) kon-
vergiert. In  Ju(®n, ®n) = #1n und (@n, @n) =1 ausgefiihrt ergibt
dieser Grenziibergang die Relationen

(32) wils) = i [ K(s, ) ya(t) e,
(33) (v v1) =1,
(34) ]("Pn ‘Pl) = ¥#y = ;11—

Die Funktion v,(s) 16st also das Maximumproblem fiir die Form J (g, ¢);
sie ist eine Eigenfunktion des Kernes K(s, #). Fiir jede beliebige (nicht
normierte) Funktion vy gilt daher die Beziehung

(35) T, v) == (p,p),

wie man durch Normierung sofort erkennt.

2, Die Gesamtheit der Eigenfunktionen und Eigenwerte. Um die
weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen zu erhalten, verfahren wir

am kiirzesten folgendermaBen:
Wir bilden die Funktion

(36) Koy, ) = K(s, ) — 12000

und fassen sie wiederum als symmetrischen Kern auf. Nach dem
eben erzielten Ergebnis konnen wir fiir sie das Maximumproblem

Jo@. @) = [[Ka(s, 09 pl) ds dt = Max. = », =

unter der Bedingung (@, ¢) = 1 durch eine Funktion ,(s) losen, welche
der homogenen Integralgleichung

(37) wals) = ps [ Kools, ) yalt) a2

geniigt. Dabei setzen wir voraus, daB auch Jw(®> @) noch positiver

1
M2
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Werte fahig ist, so dall %, > 0 wird. Wir schreiben die Gleichung (37;
in der Form

Pa(s) = /12(/ K(s,8) wy(t) dt — ‘u21/’1(5)

281

(wa ¥1)

multiplizieren mit v,(s) und integrieren nach s, kehren in dem Doppel-
integral die Integrationsfolge um und beachten (33); dann steht auf
der rechten Seite Null, und es ergibt sich

(38) (11 y72) = 0,

d. h. die Eigenfunktion y,(s) ist orthogonal auf der Eigenfunktion
Y, (s). Daher ist auch

(39) [E(s, ) waft) dt = [ Koy (5, ) yult) d

und demnach w,(s) auch Eigenfunktion von K(s,#) und u, der zuge-
horige Eigenwert:

(40) vals) = 1o [ K(s, )y () dt.

Wir koénnen diesen Eigenwert und diese Eigenfunktion auch
durch das folgende Maximumproblem charakterisieren: Es soll die
Integralform J(¢, ¢) zum Maximum gemacht werden, wenn die
Funktion ¢ den Bedingungen (¢, ¢) == 1 und
(41) (@) =0

geniigt. Da hierin durch die zweite Nebenbedingung der Wertevorrat
der Integralform gegeniiber dem Wertevorrat beim ersten Maximum-
problem eingeschrankt ist, so kann das Maximum », nicht grofer sein,
als das frithere Maximum »,, d. h. es gilt %, = %, und

(42) W = Uy

In derselben Weise kénnen wir weitergehen, indem wir jetzt den Kern

K (s,8) = Kays, ) — "¢ )—&:i(”- = K(s,1) — POl wald) vell)

Hy i3]

bilden und das Maximum der Integralform

Terr. o) = [[Keafs 0 9(s) plo) ds dt

suchen, vorausgesetzt, daB diese noch positiver Werte fahig ist. Es
ergibt sich dann genau wie oben als Losung eine Funktion w,(s) und

ein Maximalwert »x; =: L fiir welche die homogene Integralgleichung

I's
Wq(s) =: g f K(s,) v, (¢) dt besteht und fiir welche die Orthogonalitats-
relationen (w3, ¥;) == 0, (¥3,v,) = 0 gelten. Wir konnten diese Lésung
ebenso durch das Problem erhalten, die urspriingliche Integralform durch
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eine zu y;und y, orthogonale normierte Funktion zum Maximum zu
machen. Ebenso wie oben folgt p, < .

So fahren wir fort, und zwar unbegrenzt, wenn die dabei ent-
stehenden Kerne Ky, K3, K3), . .. noch stets zu Integralformen Anla83
geben, die positiver Werte fihig sind; tritt aber in der entstehenden
Reihe ein erster Kern
(43) Kmy(s, ) = K(s. ¢) — 'H%M)— e Y?"*(-S?);y'"(t)

1 m
auf, fiir welchen stets J(m)(®,9) = 0 ist, so brechen wir das Verfahren
mit der Eigenfunktion yn(s) und dem Eigenwert u, ab.

Ebenso wie die positiven Eigenwerte und zugehérigen Eigenfunk-
tionen konnen wir nun auch eine Reihe von negativen Eigenwerten und
zugehorigen Eigenfunktionen: g _1, p_g, ...; w_((s), w_o(s), ... er-
halten, falls die Integralform J (g, ) negativer Werte fahig ist. Wir
brauchen dazu nur die den oben gestellten Maximumproblemen ent-
sprechenden Minimumprobleme zu betrachten. So gelangen wir zu einer
unendlichen oder abbrechenden Folge von negativen, nie zunehmenden
Eigenwerten

(44) P Zm g = Uy ..

und zugehdrigen, zueinander orthogonalen Eigenfunktionen w_q(s),
w_2(s), ... Die Eigenfunktionen w.3(s) sind orthogonal zu den
Eigenfunktionen % (s); wir konnen dies direkt aus den beiden Glei-
chungen i

apals) = [ K(s,)yalt)de,

* wp x(s) = [K(s, )y s ()t

schlieBen, indem wir die erste mit 1y _x(s), die zweite mit w3 (s) multi-
plizieren, sodann beide voneinander abziehen und integrieren; unter
Beachtung von K(s,#) = K(¢,s) erhalten wir

(otn — %_3) (Wp,w-2) = 0,

was wegen ¥, + %-; die behauptete Orthogonalitit bedeutet.

Das Ergebnis unserer Uberlegungen koénnen wir auch formulieren,
indem wir die simtlichen so gefundenen positiven und negativen Eigen-
werte nach steigendem absoluten Betrage anordnen und in dieser Reihen-
folge mit 43,45, 4,4, ... bezeichnen; es wird dann

(45) Hll?/ 112|§|13|§/~--

Nennen wir die zugehdrigen Eigenfunktionen ;(s), @a(s), @sls), ...,
so konnen wir sagen: Wir erhalten den ersten Eigenwert 4,
des Kernes K(s, #) als reziproken Wert der Integralform J(p, ) fiir
diejenige Funktion (s), fiir welche der Betrag | J(. ¢) | bei der Neben-
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bedingung (¢, ¢) ==1 das Maximum annimmt; diese Funktion ist die
erste Eigenfunktion ¢(s) = ¢;(s). Der n' Eigenwert 4, ist der rezi-
proke Wert der Integralform J(g,p) fir diejenige Funktion ¢(s), fiir
welche der Betrag | J(¢, ¢)| unter den Nebenbedingungen (g, ¢) <1,
(@, @) =0, (t=1,2,...,n —1) das Maximum erreicht; diese Funk-
tion @(s) == @u(s) ist die zu 4, = -;-:—,— gehorige Eigenfunktion. Ebenso
konnen wir 4, erhalten, indem wir fiir die zum Kerne
n-1
- N 4(8) al®)
A(n»‘l) = K(S, t) _ZL(T{;**
i=1
gehorige Integralform

T s ) = [[ Kioo(s 0 (s) plt) ds it
das Maximum des absoluten Betrages lediglich unter der Bedingung
(@, ¢) = 1 aufsuchen.

Die Eigenfunktionen @;(s), @,(s), ... bilden ein normiertes, ortho-
gonales Funktionensystem. Die Reihe der Eigenwerte bricht mit dem

. 1 .
Eigenwert 1, = P ab, wenn von da ab die Werte 2,41, #5432,

Null werden. In diesem Falle muB der Kern K(s, #) ausgeartet sein
und die Form haben

n
(46) K(s,t) = D720,

y/
i=1 K

Denn dann muB der Kern K(s,#) — Z—q’ "(SEM = K(s,#) nach der
=1 N

Bemerkung auf S.108 identisch verschwinden, da das Maximum und das
Minimum der: zugehérigen Integralform

T o) = [[ K96 710 dsa

beide gleich Null sind. Also: Ein Kern, der nur endlich viele Eigenwerte
und Eigenfunktionen besitzt, ist ausgeartet. Umgekehrt besitzt ein aus-
gearteter Kern nur endlich viele Eigenwerte und Eigenfunktionen. Denn
wir haben oben erkannt, dal das Problem der Eigenwerte eines solchen
Kernes &dquivalent dem Eigenwertproblem einer quadratischen Form
ist, bei dem ja nur endlich viele Eigenwerte auftreten.

Wir nennen einen Eigenwert A; mehrfach, und zwar r-fach, wenn
genau 7 Eigenwerte gleich 4;, alle anderen aber von Z; verschie-
den sind; jede normierte lincare Kombination von zugehsrigen Eigen-
funktionen ist dann wieder eine Eigenfunktion. Jeder Eigenwert
kann nur eine endliche Vielfachheit haben: diesen schon im §1
bewiesenen Satz kénnen wir mit einer wichtigen Verfeinerung auch
folgendermaBen gewinnen: Wir wenden in bezug auf das orthogonale

Courant-Hilbert, Mathematische Physik. I. 8
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Funktionensystem @,, @,, ®5, ... die Besselsche Relation aus Kap. II,
§1,3 an, indem wir schreiben

) [Kis,pdt = 3( (K0 puoar]
=1 /

v

-,

oder

(48) K it =

1=

7,8

@i(s)? .

i

jon

Dies enthdlt einmal die Tatsache, daB die aus lauter positiven
Gliedern bestehende Reihe

(49) T(s) = > 7

konvergiert; zweitens folgt, wenn wir die Beziehung nochmals pach s
integrieren, wegen (@ ;) = 1

(50) [[Ks,tpasai gf/i

Somit erkennen wir, daB die Summe der veziprokem Quadrate der
Eigenwerte konvergiert; die Eigenwerte konnen also im Endlichen ge-
wiB keine Hiaufungsstelle besitzen und miissen, wenn sie in unendlicher
Anzahl vorhanden sind, absolut genommen iiber alle Grenzen wachsen.

Hieraus folgt, daB wir in den oben definierten Eigenwerten /;
und Eigenfunktionen ¢; die Gesamtheit der Eigenwerte und Eigen-
funktionen vor uns haben. Es geniigt, den Satz fiir nicht ausgeartete
Kerne zu beweisen. Wire ¢ ein anderer Eigenwert und x eine zu-
gehorige Eigenfunktion, so miiBte zufclge der obigen SchluBweise y
orthogonal auf allen ¢@; stehen, also insbesondere bei beliebigem #

auf @, ¢, ..., Pn. Es miiBte also wegen der Maximumeigenschaft

der Funktion ¢n,, die Bez1ehung [T = [—/i—| gelten und
‘n+1 1!

Ton = /K(s 1) 4(s) y(t) dsdt = / (f)2d¢ = 0 sein, woraus y(f) = 0

folgen wiirde.

Wir schlieBen an unsere Ergebnisse noch einige spatet zu verwen-
dende Bemerkungen an:

Verstehen wir unter ,(s), 94(5), .. .; &4(s), Cals), ... zwei Folgen
von stetigen (oder stiickweise stetigen) Funktionen, deren Normen
Nu,, N¢, unterhalb einer festen Schranke M liegen, so gilt fiir den

Kern Kim(s, ) = K(s, ) Z 224 Gie Relation

(51) i T (i, £n) = lim f / Kiny(s, ) u(s) Calt) d sdt = 0

n-> o0 N> 00

gleichmiBig in dem Sinne, daf3 die Kleinheit der linken Seite anBer
von M nur von der Wahl von » abhingt.
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In der Tat ist infolge der Maximumeigenschaft der Eigenwerte und
Eigenfunktionen

1 . 1

"jzn)(ﬁn Lo 4 ) N (9, =+ G o= IT

Z)‘n~{r1

’ - ! ’ - 1
]m)“in’ 'ln) : . M I]n(gm Cn) ‘\;’/1*’- —ZV[,

woraus sich wegen |4, >ov und

Jop+Coqy=4 20 = Fopm+2Jm. 0+ J(E0)

sofort die Behauptung ergibt.

Weiter bemerken wir: Ein Kern ist dann und nur dann positiv
definit, wenn alle seine Eigenwerie positiv sind.

Dann und nur dann besitzt ndmlich die Integralform J(p, ¢) kein
negatives Minimum und ist somit iiberhaupt negativer Werte nicht fahig.

SchlieBlich: Alle Eigenwerte eines reellen symmetrischen Kernes
sind veell. Der Beweis dieser Behauptung wird sich zwar in § 5 ganz
von selbst ergeben; wir wollen ihn aber doch schon hier auf eine andere
direkte Weise fiihren. Der Satz besagt mit anderen Worten, dal es
keine komplexe Zahl 1 == p -+ 1¢ mit zugehoriger komplexer Funktion
@(s) = (s) -+ 4 z(s) von s gibt (wobei  und g reelle, nicht identisch
verschwindende Funktionen sind), so da ¢(s) = l/K(s, B o) dt
ist.  Von den konjugierten GroBen 1, ¢ miiite dann namlich auch
¢ =1 f K(s, 1) ¢(t) dt gelten. Dann aber ergibt sich wie oben, wenn
2 — 14 =2iq 0 ist, die Orthogonalititsrelation

[o(s) Fls) ds = [ (y2 -+ x®) ds =0, d.h. v =0, 7 =0,

was ¢ = 0 zur Folge hat. Hierin aber liegt ein Widerspruch zu der
Annahme, von der wir ausgingen.

3. Die Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte. Genau
wie bei den quadratischen Formen in Kap. I kénnen wir auch hier eine
direkte Definition des Eigenwertes 1, bzw. f, oder -, und der zuge-
horigen Figenfunktionen durch ein Maximum-Minimum-Problem geben.

Wir betrachten etwa die positiven Eigenwerte u, des Kernes K(s, f)
und nehmen an, daB es mindesiens # gebe. Dann stellen wir das Problem,
J{@, @) zum Maximum zu iachen, wenn ¢(s) auller der Bedingung
{p, @) == 1 noch den # -~ 1 Bedingungen

{52) (@, v) = 0, (F=1,2,....,n—1)

geniigt, Wo vy, ¥y, - ... Un; irgendwelche gegebene stetige Funktionen
sind. Wir lassen es, obwohl der Beweis nach dem obigen Muster leicht zu

1Y) DaB Ny, + La) = o) + (G Ga) + 2 (Nn> Cn) - 4 M ist, folgt un-
mittelbar mit Hilfe der Schwarzschen Tingleichung.

{*
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fithren ist, dahingestellt, ob die jedenfalls vorhandene obere Grenze
von J(p, p) wirklich fiir eine der zugelassenen Funktionen angenommen
wird. Jedenfalls ist diese obere Grenze irgendwie von der Wahl der
Funktionen v;, v,, ..., vn-1 abhingig; wir bezeichnen sie deshalb mit
#n{Vy, Vg, - .., Uy_1). Speziell fiir v; = y; wird nach unseren obigen
Sitzen #,{v;} = #,, und diese obere Grenze wird angenommen fiir
© = yw,(s). Wir behaupten nun, dafl fiir jedes Funktionensystem
Uy, Vg, oe, Upog gilt
An {‘U,,;} = Ay .

Zum Beweise bilden wir durch lineare Kombination der Funktionen

Yis Ya, - -5 Wy eine Funktion @(s) = c¢yyy(s) + -+ - + cpyu(s). Indem
wir @(s) den Bedingungen (¢, ) = 1 und (52) unterwerfen, verlangen wir

n 7,
D=1, Dcilw,v) =0 h=1,2,...,n—1).
=1 1=1

Dieses aus # —1 homogenen linearen Gleichungen fiir die # Unbe-
kannten ¢; und einer Normierungsbedingung bestehende Gleichungs-
system koénnen wir stcts befriedigen. Setzen wir die so gefundene
Funktion ¢(s) in J(p, @) ein, so erhalten wir

J(@, 9) = kf: i J oy,

also wegen [J(y; yi) = i J(wiwe) = 0 fidr 44 &

O 2 2 Lo
B 2 2 ’
](%‘P):z ;‘:2 C‘i"ig”ng Ci = %p .
i=1 ' =1 i=1

Das Maximum von J(g, ) ist erst recht mindestens gleich #,, und
wir erhalten das Resultat: Der u'® positive Eigenwert von K(s,t) ist der
Eleinste Wert, welchen das Maximum oder die obere Grenze von J(®, @)
annehmen kann, wenn die Funktion ¢(s) aufer der Bedingung (@, @) =1
noch w — 1 Bedingungen der Form (52) unterworfen ist und dieses Maxi-

mum n seiner Abhdngigkeit von den Funktionen vy, vy, ..., Un_y be-
trachtet wird. Das Minimum dieses Maximums wivd angenommen fir
V=1, cou, Unat1=Yn_1 Und @ =Yy,

Ganz entsprechend werden die negativen Eigenwerte und die zu-
gehorigen Eigenfunktionen v _, durch das Maximum des Minimums
von J(®,®) bei den entsprechenden Bedingungen definiert.

SchlieBlich kann man auch den Eigenwert 4, und die zugehorige
Eigenfunktion ¢, durch das Minimum des Maximums des absoluten
Betrages von J(@, ) bei einer entsprechenden Anzahl von Nebenbedin-
gungen definieren, wofiir der Beweis dem Leser {iberlassen bleiben kann.

Aus den Maximum-Minimum-Eigenschaften der Eigenwerte folgt
unmittelbar der Satz: Addiert man zu einem Kern K(s,t) einen positiv
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definiten Kern K*(s,1) bzw. etnen negativ definiten Kern K~ (s, 1), so ist
jeder positive und negative Eigenwert des Kernes K 4- K+ baw. K + K~
nicht kleiner bzw. wicht gvofler als der emisprechende Eigemwert des
Kernes K*). Der Beweis ergibt sich durch dieselbe Uberlegung wie in
Kap. 1, § 4.

§ 5. Der Entwicklungssatz und seine Anwendungen.

I. Der Entwicklungssatz. Wenn wir wiiten, daB3 der Kern, ent-
sprechend der Hauptachsentransformation einer quadratischen Form?),
eine Reihenentwicklung

(53) K(s,#) = ZMQ
§=1 :

zuldflt, wobei die Reihe rechts in jeder der Variablen gleichmaBig
konvergiert, so wire damit fiir jede Funktion g(s) der Form

(54) 8(s) = [ K(s, ) h(t) dt,
wobei A(#) irgendeine stetige oder stiickweise stetige Funktion ist, die
Reihenentwicklung

(55) g8 = Dand), &= @) = (o)
i=1 ¢

als giiltig bewiesen, wie wir schon in Kap. IT, § 11 sahen. Der Umstand,
daf wir die Relation (53) nicht allgemein als giiltig nachweisen konnen,
nétigt uns beim Beweise der allgemeinen Giiltigkeit der Entwicklung
fiir g(s) zu einem kleinen Umweg. Es seien 4; = (h, ¢;) die Entwick-
lungskoeffizienten von 4 in bezug auf das Orthogonalsystem ¢, @, ...,
g(s) eine nach (54) durch A(s) ,,quellenmiBig dargestellte”* stetige Funk-
tion und

hi
(56) g = (g @) = T
i
die Entwicklungskoeffizienten von g. Wegen der Besselschen Un-
gleichung konvergiert die Reihef k;. GemiB Gleichung (49) und (49") in
t=1 =)
§4, 2 konvergiert die Summe T ___Zﬂ;jj und ist gleichmaBig in s
-1

beschrinkt. Nach der Schwarzschen Ungleichung ist nun

s h, @, (s 2 2 ,(5)2 . mOL
M+... + El"%m(*)rf:(hn‘i“"'+hm)($£)“+"' L #nls) )

n m l:/ li’t
1) Vgl. Weyl, H.: Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte
linearer partieller Differentialgleichungen (mit einer Anwendung auf die Theorie
der Hohlraumstrahlung) Math. Ann. Bd. 71, S.441—479. 1912.
2) Vgl. Kap. 1, § 3.
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Also wird, da der Rest %2 - - - - -- 42, beliebig klein ist, sobald nur %
2
hinreichend groB geworden ist, und da ipf/f—(:_,sr) NI "'}‘( ” unterhalb

“n

einer festen Schranke M bleibt, die Reihe

<, Ry

1=1 =1 "

absolut und gleichmaBig konvergieren. Ihre Summe

y(s) = lim Z giprls) = lim y,(s)
ist eine stetige Funktion von s. Wir haben zu zeigen, daB y(s) mit g(s)
identisch ist. Zu diesem Zwecke bilden wir

Kwy(s, 1) = K(s,1) ~2‘££% {0 )

=1 g
8(s) — yals) :iu/j{(-n‘)(s, 1) h(s) di,

multiplizieren diese Gleichung mit einer willkiirlichen stetigen Funk-
tion w(s) von s und integrieren nach s. Wegen der Relation (51) aus
§ 4, 2 wird fir wachsendes # in der Relation

fw(s) (g(s) — yals))d's = / [Eois, 1ty w(s) ds at
die rechte Seite gegen Null konvergieren, so daB wir wegen ya(s) - > 7(s)

fw(s) (g(s) — y(s))ds =0

erhalten. Diese Gleichung soll fiir eine willkiirliche Funktion w(s) be-
stehen, also auch fiir w(s) = g(s) — y(s). Aus der Stetigkeit von
g(s) — 7(s) folgt aber, daB die Gleichung (g — 7, g —7) = 0 nur dann
bestehen kann, wenn g(s) — y(s) identisch Null ist, wie wir beweisen
wollten. Damit haben wir den fundamentalen Entwicklungssatz erhalten

Jede durch Vermittlung einer stiickweise stetigen Funktion h(t) in der
Form (54) quellenmdfiig darstellbare stetige Funktion g(s) ist nach den
Ergenfunktionen von K(s, 1) in eine gleichmifig und absolut konvergente
Rethe entwickelbar.

2. Auflésung der inhomogenen linearen Integralgleichung. Als
wichtigste allgemeine Anwendung dieses Satzes leiten wir die Formel
fiir die Auflésung der inhomogenen Integralgleichung

(57) fs) = o(s) — 4 /’K(s, £ p(t) dt

1) Wir bezeichnen so von nun ab diese frither (S. 113) mit K, bezeichnete
Funktion.
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ab. Dabei setzen wir zunichst voraus, daB der Parameterwert A mit
keinem der Eigenwerte 4; identisch sei. Nehmen wir an, die stetige
Funktion ¢(s) mit den Entwicklungskoeffizienten (p, ¢;) 16ste die Integral-
gleichung, so miite die Funktion ¢(s) — f(s) = g(s) sich nach dem
Entwicklungssatze, angewandt fir (/) = A¢g(¢), in cine gleichmaBig
und absolut konvergente Reihe

G929 = (o) — /) = Dapls) = 1 [K(s 0B dt,

=1

entwickeln lassen, wobei ¢; = (g, ¢) ist. Andererseits mufl zufolge (58)

e = (g9 = A[ [ Kis, ) puls) p(t) ds

/. 7 7
= ';:(Qﬁz- ) = Z‘(Wi»f) + Z(%ﬂ )

sein, waraus

]
R

(59) [T ,fi

folgt. Wir wiirden also fiir ¢ die Reihenentwicklung

(60) 7(6) = 19+, " i)

erhalten, welche die Losung von (57) darstellen mu. DalB dies wirklich
so ist, erkennt man folgendermaflen: Erstens konvergiert die Reihe
absolut und gleichmaBig, wie man genau nach dem obigen Muster
beweist. Man braucht nur zu beachten, daB fiir hinreichend groBe 2
bei belichigem 7 jedenfalls |4, — 4[> V;l gilt, so daB wir, abgesehen
von Anfangsgliedern, in der Reihe 24| ZII_LEL(S) eine Majorante
i=1 o

erhalten. deren gleichmiBige Konvergenz oben bewiesen ist. Setzt man
dann die Reihe (60) in (57) fir @(s) ein, so bestdtigt man unmittelbar,
daB3 die Gleichung (57) erfullt ist.

Dicse Auflésung versagt in Ubereinstimmung mit der Theorie von
§ 3 nur dann, wenn i = 4; ein Eigenwert ist; sie bleibt in diesem Falle
noch giiltig, wenn f(s) die Bedingungen fi = (f.) =0 (1 =1,2,3,...)
erfillt, Da nach den Satzen von § 3 die Integralgleichung (57) fiir ge-
wisse Funktionen f(s) keine Losung haben darf, wenn 4 ein Eigenwert
ist, so kann es also auller unseren Werten 1; keine weiteren Eigenwerte
des Kernes geben. Unsere Behauptung, dal alle Eigenwerte eines sym-
metrischen reellem Kernes reell sind, ist damit von neuem, unabhéngig
von den Ausfithrungen auf S. 115, selbstverstandlich gemacht.
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3. Die Bilinearformel fiir die iterierten Kerne. Eine weitere An-
wendung des Entwicklungssatzes machen wir, indem wir k(o) = K(o, ¢)
setzen. Dann erhalten wir fiir den ,,sterierten Kern'

KO(s,4) = [K(s, o) K(o, §)do
die Entwicklung

K®(s, ty = Zﬂg—)fK(a, t) pi(o)do
=1

oder

(61) KOs, 8) = Z?L(S) oill)

2
=1

Ebenso ergeben sich fiir die weiteren iterierten Kerne
KOs, t) = [K(z)(s 0)K(o,8)do

= [[K(s 0,) K(o,. 05) K(0y,8)d 0, d 0,

K@)s, £) jK(n (s, 0) K(o,8)d o
—/ K(s,0,) K(0,0,) ... K(0y_1,8)d 0y...d 0y_4
die Entwicklungen

(62) KOs, ) — M (n=2.,3,...),
i=1 ¢

welche alle absolut und gleichmiBig in s und in ¢ und, wie sich in
Nr. 4 ergeben wird, auch gleichmiBig in beiden Variablen konvergieren.

Wegen (61) gilt jedenfalls die Gleichung

00 ()2
K@), s) = >

i=1
also
>4 — o
lim (K@)(s,s) — > 215 =
n—)oo( =1 li
Das heift aber, es ist
n
(63) tim [[K(s, ) —Z%%%QFW —0.
7> 00 i=1

Falls die Reihe ZLPL(S_)AM bei festem s gleichmiBig in ¢ konvergiert,

also bei festem s eine stetige Funktion H(s,?) von ¢ darstellt, muB daher
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K = H sein. Denn dann kénnen wir in (63) den Grenzubergang unter
dem Integralzeichen ausfithren und erhalten f [K(s,t) — H(s,§)]2dt =0,
woraus K — H = 0 folgt.

4. Der Mercersche Satz!). Esliegt in der Natur der Sache, da man
die Giiltigkeit der Formel (63) als Ersatz fiir die Gleichung (53) betrachten
muB, da man (62) erst von # = 2 ab allgemein beweisen kann. Dagegen
kénnen wir fiir einen wichtigen Sonderfall folgenden Satz aussprechen
Wenn K(s,1) ein definiler, stetiger, symmetrischer Kern ist oder nur
endlich viele Eigenwerte von einem der beiden Vorzeichen hat, dann gilt
die Entwicklung (53), und zwar Ronvergiert sie absolut und gleichmdfig.

Zum Beweise nehmen wir zunachst an, K(s, ) sei positiv definit,
also alle Eigenwerte 1; positiv. Ferner schicken wir die Bemerkung vor-
aus, daf fiir jeden positiv definiten stetigen Kern H(s, #) die Beziechung
H(s,s) =0 gilt. Wire namlich H(sy,s,) << 0, so gibe es eine Um-
gebung der Stelle s=s,, t=s,, etwa |s—s,|=¢, |t —s.]=<¢, s0
daB in diesem Gebiete iiberall H(s,#) <0 ist. Dann definieren wir die
Funktion ¢(s) durch ¢(s) =1 fiir |s—sy|=<¢, dagegen ¢(s)=0
auflerhalb dieses Intervalles. Fiir diese Funktion gilt sicherlich

ffH(st f)dsdt <0

entgegen der Voraussetzung, dal H positiv definit ist. Wenden wir das

Resultat auf den positiv definiten Kern H = K(s, #) -—ZW( #il)

an, so erhalten wir
K(s, s) Z Pils)* ;

Daher konvergiert die aus lauter positiven Gliedern bestehende Reihe

2%5)2 flir jeden Wert von s. Wegen der Relation

(%(S) ol Ly o) %(t))2

Viw  Via Vi Vin
= (g zr}f,n%)i) (%1)2 P %;(f) )

(Schwarzsche Ungleichung) konvergiert also auch die ReiheZ—ﬂam)

absolut, und zwar bei festem s gleichmaBig in ¢ und bei festem £ gleich-
v is) @t . .
mifBig in s; die Funktion H = E &(%)-%Q ist also bei festem s stetig

=1

1) Mercer, T.: Functions of positive and negative type and their connection
with the theory of integral equations. Trans. London Phil. Soc. (A) Bd. 209,
S. 415—446. 1909.
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in ¢ und umgekehrt. Wir haben also dem Obigen zufolge identisch
H =K.

SchlieBlich iiberzeugen wir uns noch davon, daB diese Reihe auch
m beiden Variablen zugleich gleichmiBig konvergiert; hierzu geniigt
¢s nach den oben stehenden Abschitzungen, die GleichmaBigkeit der

Konvergenz der Reihe Z PAsF nachzaweisen. Wegen (53) ist aber

2 Pds _K (s,s), und K(s, s) st eine stetige Funktion. Nun gilt

der batzl) Wenn eine Reihe von positiven, stetigen Funktionen einer
Variablen gegen eine stetige Funktion konvergiert, so konvergiert die
Reihe in dem betreffenden Intervall gleichmiBig. Die Anwendung
dieses Satzes liefert unmittelbar das behauptete Resultat.

Das Auftreten endlich vieler negativer Eigenwerte kann an der
Konvergenz der Reihe (53) nichts 4ndern, da der Kern nach Abtren-

definit wird. Somit ist unser Konw: elgenztheorem in vollem Umfange
bewiesen.

§ 6. Die Neumannsche Reihe und der reziproke Kern.

Die oben dargelegte Theorie der Integralgleichungen liefert uns
zugleich eine Auflésungsmethode, indem sie uns einen Weg weist, die
Losungen wirklich mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. (Siehe
auch §8.) Sie gibt uns jedoch die Lésungen nicht in einer eleganten
geschlossenen Form, wie es bei der Gleichungstheorie in Kap. I ausge-
fihrt wurde. Zu einer solchen expliziten Auflésung konnen wir aber
auch hier ganz analog wie in Kap. I gelangen. Wir schreiben die Inte-
gralgleichung (1), indem wir rechts fir ¢(f) wieder den Ausdruck aus (1)
einsetzen und so fortfahren, mit Hilfe der iterierten Kerne in der Gestalt

wls) = f(s) + A /"K(s i) dt — iz K@(s, 1) p(t) dt
= () -+ A[K(s,0) /O dt + 22 [KO(s, 1) f(0)dt + 23 [ KOs, ) gty d ¢

und erkennen hieraus ebenso wie in Kap. I, daB die Losung durch die
unendliche Reihe

(64)  @ls) = F(s) + A[K(s. ) f(0) dt - 2 [KO(s. ) {0 dt + -

gegeben wird, falls diese Reihe gleichmiBig konvergiert. Setzen wir etwas
weitergehend die gleichméBige Konvergenz des Ausdrucks

(65) K(s,8) = K(s,) -+ i K™(s.8) - 2K®(s,8) + ...

1) Vgl. S. 61 Anm.
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voraus, so stellt sich die Losung der Integralgleichung (1)

F(s) = gls) — A[K(s, 1) plt) d¢

durch die ,reziproke Integralgleichung'

(66) @(s) = [(s) + [ Kis, ey d ¢

dar, Wir nennen darum die Funktion K(s,#) = K(s, ¢; 4) auch den
losenden Kern oder die Resolvente.

Die Reihe (64) oder (65) bezeichnen wir als die Neumannsche Reihe.
Sie konvergiert jedenfalls fiir hinreichend kleine Werte von 1, z. B. fir

A< J;j, wo M eine obere Schranke fiir den Betrag von K(s, #) ist. Der

losende Kern ist also fiir hinreichend kleine 1 eine analytische Funk-
tion von 4. Wie man durch Einsetzen sofort einsieht, geniigt er den
folgenden Relationen:

K(s, ¢; 4) = K(s,8) -+ 4 [ K(s. 0) K(o, £5 A) do
(67) K(s, ¢; A) = K(s.0) + 4 [K(0,5)K(t, 03 ) do
K(s, 23 8) — Kis, 83 ) = 2 —2) [K(s, 0 ) K(o,2; ) do.

Ist der Kern K(s, {) symmetrisch, so kénnen wir dem ldsenden
Kern sehr leicht eine hochst bemerkenswerte Form geben, welche die
Art der analytischen Abhingigkeit der Funktion K von 1 in Evidenz
setzt. Indem wir fiir die symmetrischen Kerne K®(s,#), K®(s,?), ...
die Entwicklungen (62) beachten, erhalten wir nimlich durch Sum-
mation der in (65) auftretenden geometrischen Reihen sofort

o
A R

(68) Kis,£; ) = K(s,8) + 4 > P90
i

= A1, — 1)

Hierbei konvergiert, wie eine Uberlegung ganz analog zu der in § 5,1
und § 5, 2 durchgefiihrten zeigt, die Reihe rechts fiir jeden Wert 2, der
kein Eigenwert ist, und zwar gleichmifBig in s und ¢,

Die zunichst nur unter Voraussetzung der Konvergenz der
Reihe (65) bewiesene Relation (68) gibt die analytische Fortsetzung der
Resolvente K(s, #; ) in die ganze 1-Ebene, wobei die Eigenwerte 1,
simtlich als einfache Pole erscheinen. Wir haben somit in (68) die Par-
tialbruchzerlegung der Resolvente und kénnen unser Ergebnis so aus-
sprechen: Die Resolvente ist eine meromorphe Funktion von J,, die in
den Evgenwerten der Integralgleichung einfache Pole besitzt. Thre Residuen
im Pole 7; liefern die zu diesem Werte gehorigen Eigenfunktionen.

Nach den Sitzen der allgemeinen Funktionentheorie muB sich die
Resolvente K(s, ¢; 4) als meromorphe Funktion in Form eines Quotienten
zweier ganzer transzendenter Funktionen schreiben lassen, und man
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mul} erwarten, daf diese ganzen transzendenten Funktionen sich dur¢h
solche iiberall konvergierende Potenzreihen ausdriicken lassen, deren
Koeffizienten mit Hilfe des gegebenen Kernes direkt gebildet werden
kénnen. Im algebraischen Falle haben wir eine solche Darstellung in
den Formeln aus Kap. I, § 2 vor uns. Die Vermutung liegt nahe, daBl
sich hier ganz analoge Formeln aufstellen lassen. Ferner diirfen wir er-
warten, daf} diese Formeln keineswegs auf den Fall symmetrischer Kerne
beschrinkt bleiben, sondern auch fiir beliebige stetige unsymmetrische
Kerne gelten. Solche Formeln sind nun tatsichlich von Fredholm
aufgestellt und zum Ausgangspunkt der Theorie gemacht worden. Wir
wollen im néchsten Paragraphen zeigen, wie sich diese Fredholmschen
Formeln naturgemaf herleiten lassen, indem wir wieder den Kern durch
ausgeartete Kerne A,(s,?) gleichmiBig approximieren und dann den
Grenziibergang # -> oo vollziehen?).

§ 7. Die Fredholmschen Formeln.

Da wir spiter keinen Gebrauch von den Fredholmschen Formeln
machen werden, so wollen wir in den folgenden Ableitungen einige De
terminantenzwischenrechnungen dem Leser {iberlassen 2).

Wir benutzen wesentlich die Entwicklungen und Bezeichnungen von

n
Kap.I,§2. Fir einen ausgearteten Kern K(s,#) = A(s,2) =2 a,(s) Bp(t)
p=1
geht die Integralgleichung f(s) = ¢(s) — 4 f K(s,t) @) dt in
n
(69) Pls) = f(s) +4 Z'lxp ay(s) = f(s) + A Elx, a(s))
p:
iiber, wenn, wie frither, %, = (@, fp) gesetzt wird. In den alten Be-

zeichnungen y, = (f, Bp), kpq = (&4, Bp) erhalten wir dann fiir die %,
das Gleichungssystem

n
(70) Yp = %p — }.Z;kpqxq.
i=
Dessen Losung lautet
_ 4, u3d)
E(x, M) - — —W:

1) Diese Methode ist zuerst von E. Gowrsat angewandt worden in der
Arbeit: Sur un cas élémentaire de I’équation de Fredholm. Bull. Soc. math.
France Bd. 35, S. 163—173. 1907. Vgl. auch Lebesgue, H.: Sur la méthode
de M. Goursat pour la résolution de I'’équation de Fredholm. Ib., Bd. 36.
S. 3—19. 1908.

2) Im iibrigen vgl. man Kowalewsks, G.: Einfithrung in die Determinanten-
theorie. Leipzig 1909.



§ 7. Die Fredholmschen Formeln. 125

wonach (69) aufgelost wird durch

(71) @(s) = f(s) + 2E(x, &(s)) = f(s) — lﬂj%-(;l;ﬁ

dabei ist

(71') {A(y’u;l) = Ay, u) — Ay, u) 2+ - (= 1) Ay, w12,
M) =1 —~ A A+ oo F (=14,

mit
0 Up, Up, - Upy,
Yo, Rope R, Ep, o
Au(y, u) :Z Yoo Kooy Epp. - - - Rppn ;’
I I SRR R |
(717) Yoo Roape Roap. o Rpam \
kl’l V2 kpl Ps c kpx Pr
dy= 3 | B o
Epwp, Rpup -

wobel $y, Py, ..., von 1 bis u laufen und p, <p, & - <Py 1st.
Offenbar kann die Determinantensumme 4y, &(s s)) auch in der

Gestalt f A, [P(8), x(s)]1 /(1) dt geschrieben werden, so daB die Auf-
16sung (71) der Integralglelchung die Form
(72) P(s) = 1) + [ Kis, 0 (0 dt
mit der Resolvente
y _ AW _ Dltid)

(72 K(s, f) = — i) = — D
erhalt.

‘Man kann in den Formeln (71”), statt, wie angegeben, iiber die
Kombinationen der Indizes 1, 2, ..., n ,,zur A%? Klasse” zu sum-

mieren, nach Division durch 4! die Summe iiber alle Variationen, offen-
bar auch mit Wiederholung, bilden. Nach dieser Bemerkung ergeben
sich auf Grund einfacher Determinantensitze unter Beachtung der
Definition von k,, die Formeln

D(s,t; 4) = Ap(t), x(s); 4)
= Dy(s,8) — =7 Dyls,8) A + 5 Dls, ) 42 —

(73). + L Das(s
o D(i) = A(3)

DA Dyt — o T D
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mit den Abkiirzungen.

7 MAGs ) Al sy oo AGs sa) |
A(sy, ) A(sy, 8;)- .. A(sy,
Dh(s, l‘f) — F ... ( ! ) ( ! Sl) (SI Sh) dS]_ dS2. . .dSh,

(73) -
* A(s1,81) Alsy, S9) - -+ Ay, $n)

D, =]... ’ T ‘ds,ds,. . .dsp.

A(sn, s) Alsn, S9)- - - Alsns )|

Damit sind die ganzen rationalen Funktionen D(s, ¢; 1) und D(1) von 1
explizit durch den Kern ausgedriickt. Die Darstellungen (73) kénnen
formal auch als unendliche Reihen fortgesetzt werden, da, wie man leicht

sieht, fiir den ausgearteten Kern A(s, #) = »(8) Bp(t) die GroBen Dy,

27
fiir A>n und die Dy(s, ?) fir 2>n —1 samthch verschwinden.

Wird nun der beliebige stetige Kern K(s, f) durch eine Folge aus-
gearteter Kerne gleichmifig approximiert, so konvergieren die zuge-
horigen Ausdriicke (73") gegen die entsprechenden Determinanten des
Kernes K(s, #). Die unendlichen Reihen

D(s, t;2) = Dyfs, ) — 1 Dy(s, ) 4 - ---

(74) 1 1
D) =1 — 5 Dy(s, )4 +5; Dy 22 —

wobei in den Ausdriicken (73) 4 durch K zu ersetzen ist, stellen fiir den
nicht ausgearteten Kern K(s, #) ganze transzendente Funktionen dar.
Um dies einzusehen, brauchen wir nur zu zeigen, daB sie fir jeden
Wert von 1 konvergieren. Ist fiir alle s, ¢ stets | K(s, £) | < M, so wird
nach der Determinantenabschidtzung von Hadamard (vgl. Kap. I, §6,1).

IDy(s, 8)| == Y(b + 1)+ MM+ (b — a)?
| Dy | = YHE MM b — a)t .
Da nun die Reihen

Z] (h o 1)h+1 Mh+1(b — )t ;ﬁ 1 Fith(b _ a)h;
h=0 h=1

fiir jeden Wert von 4 konvergieren 1) und Majoranten fiir die Reihen der

jas
h"' da in der Entwicklung von ¢* das Glied l vor-
kommt. Daher ist die Ate Wurzel aus dem Koeffizienten von A* in der Reihe

Mi{b
rechts kleiner als Me—a)e und konvergiert also fiir 7> ~ gegen 0, und das-

131
selbe gilt auch fiir die erste der obigen Reihen.

1) Es gilt namlich i‘» <
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absoluten Betrége der obigen Reihen (74) sind, so ist die Behauptung
erwiesen; aus ihr folgt sogleich, dafl fur jeden Wert von 1 im Sinne
gleichmiBiger Konvergenz

Lm Dyfs, 85 2) == Dis. t; 7). lim D,(1) = D(4)

> 00 n-> oo
gilt, wobei sich die GroBen mit dem Index % auf den #'**® approximie-
renden ausgearteten Kern A,(s, #), die ohne Index auf K(s, ) beziehen
Also wird auch, solange wir uns nicht in einer Nullstelle 1 = 4; von D(/)
befinden, die Resolvente des Kernes K(s, #):

Dols, 8y — % Dy(s, t) 4 + ..
(75) K(s,z;2) = — L ;o =1limKy(s,£; 1),

1 — =Dy = —Dy%— .., #> '

1! 20 °
und wir erhalten mit ihr auch fiir den beliebigen Kern K(s, £) die Aut-
I6sungsformel
(76) @(s) = f(s) - A/ Kis.t; A)f{t)dt.
Die obigen Formeln nennt man nach ihrem Entdecker die Fred-

holmschen Formeln. Es besteht offenbar die Beziehung
(77) Dy = [ Dy_y(s.9)ds.
Ferner erwihnen wir, daB3)

(78) D) = —[D(s,s; A)ds,

und fiir die m ' Ableitung allgemein

S1.Ss. s S

(78) D) = (—1)mf, . .'/u[)(

gilt, wenn wir

l)dslds2 e dSy

S-S0 vy Syl

, T T v (=)t /S15Sas - -5 Sy
w o pe ) Sy
(787) tiotys ol — 0 h(tl,t.z,...,t,,,
und
I)h (sla sz: ,Qm) -
bis Bysvns b
K(sy,8) . K(sy, ) Ky, 0). K(sy,08) |
. o K(sg,8) .. Kisy, 1,) K(sg,0,)...K(sq,0)
(Z870 |
= | I&(S’WL! tl) /\(bm ém) ]((s/ln 6]) . ]{(Sm’ Gh) ‘dal d02 {l ’7:
| K(oy,t) .. . Koy, 1) K(o;,0,) K(ol,oh)~
e e e e e e e e |
K(onty)... Koy, ,) Kioy,0,)... K(on, 1)
setzen.

1) Vgl. Fredholm, I.: a. a. O.
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Wir fiigen noch hinzu, dafl man die Nulldsungen fiir die Nullstellen
A=1; von D(}) erhilt, indem man an diesen Stellen die Residuen
der Resolvente K(s, ¢; 1) bildet. Der Beweis hierfiir ist aus unseren
Formeln leicht zu fithren?).

§ 8. Neubegriindung der Theorie.

Wir begniigten uns bei der Begriindung der allgemeinen Theorie
der Integralgleichungen mit der durch das Konvergenzprinzip aus
Kap. II, §2 gegebenen GewiBheit, daB aus der Schar der Losungen
der approximierenden Integralgleichungen eine gleichmiBig gegen eine
Losung der Integralgleichung konvergierende Folge herausgegriffen
werden kann. Die gleichfalls schon in Kap. IT eingefiihrten Begriffe des
UnabhéngigkeitsmalBes und der asymptotischen Dimensionenzahl einer
Funktionenfolge bieten jedoch die Méglichkeit, die Integralgleichungs-
theorie auf einem anderen Wege zu begriinden und dabei die gesamte
Mannigfaltigkeit der Losungen der approximierenden Gleichungen hin-
sichtlich ihrer Konvergenzeigenschaften mit wachsender Approximation
vollstindig zu iibersehen; da sich dabei auch sonst neue bemerkens-
werte Gesichtspunkte und Resultate ergeben, so sollen die betreffenden
Entwicklungen hier einen Platz finden.

l. Ein Hilfssatz. Die Anwendung der in Kap.1I, §3, erlauterten
Begriffe in der Integralgleichungstheorie beruht auf folgendem Hilfs-
satz: Es set v ,(s), yu(s), ... eine Folge von Funktionen, deren Norm
unterhalb einer festen Schranke M bleibt, und fiir welche tm Sinne der
gleichmifyigen Konvergenz die Relation

(79) yn(s) — 2 [ K(s, ) y(t) dt —> 0

git. Dann bilden die Funktionen v,(s) eine glatte Funktionenfolge von end-
licher asymptotischer Dimensionenzahl .

Zum Beweise beachten wir, da die Relation (79) auch dann be-
stehen bleibt, wenn wir die Funktionen w,(s) durch irgendwelche Funk-
tionen yn(s) ersetzen, wobei xa(s) = %, Yn, SRR S Yn, eine mit absolut
beschrankt bleibenden Koeffizienten x,, x,,...,%, gebildete lineare
Kombination aus irgendeiner Anzahl p von solchen Funktionen

Yo Wnys oo ey Yny,

der Folge v, ist derart, daB die Indizes #; mit » zugleich ins Un-
endliche wachsen. Gibt es nun unter den Funktionen Yu(s) Gruppen
von je r mit beliebig groBen Indizes #, so daBl das UnabhingigkeitsmaB
dieser Gruppe oberhalb einer festen Schranke « bleibt, ist mit anderen

1) Fir die weiteren Einzelheiten iiber den formalen Apparat der Fredholm-
schen Theorie vgl. Kowalewski, G.: Einfihrung in die Determinantentheorie.
Leipzig 1909.
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Worten die Dimensionenzahl der Folge mindestens gleich », so kénnen
wir diese Gruppen jede in sich orthogonalisieren, wobei nach Kap. 1I,

§ 3,1, die auftretenden Koeffizienten unterhalb der Schranke /:. bleiben.
2.4

So erhalten wir Gruppen von je 7 zueinander orthogonalen normierten

Funktionen g i(s) (¢ =1,2, ...,7; #=1,2,%,...), fiir welche die
Limesgleichung
(80) Bim (g, i(s) — 2 | K(s, ) oy, i(2) dt) =0

n>oc v

besteht. Die gewohnte SchluBweise mit der Besselschen Ungleichung?)
liefert

[Bs,pds \é”/K(c ) wn (1) d1]*ds

und infolge von (80) daher

//K(s,t)%lsdtg r72.

Damit haben wir eine Schranke fiir die Dimensionenzahl der Folge erhal-
ten und diese Zahl als endlich erwiesen. Dafl die Folge glatt ist,
ergibt sich unmittelbar aus der gleichmiBig angendhert quellenmafBigen
Darstellung (79). Erstens ist niamlich, wenn wir unter &, eine mit wach-
sendem # gegen Null strebende Zahl bezeichnen, wegen der Schwarz-
schen Ungleichung
wals)? == M2 [K(s, 0 dt + ¢,

was die absolute Beschranktheit der v, (s) bedeutet. Zweitens folgt ebenso
aus [ (%Y, + «- -+ 2,90,)2ds <& die Relation

(W g o )t = 812/1{(3, Hrdt e, .

womit die Funktionenfolge als glatt erwiesen ist.

2. Die Eigenfunktionen eines symmetrischen Kernes. Wir wenden
den bewiesenen Hilfssatz zunichst an, um die Eigenfunktionen eines
symmetrischen Kernes K(s, f) zu erhalten, der durch dieausgearteten sym-
metrischen Kerne 4, (s, ?) gleichmaBig approximiert werde. Es seien wie
frither u{”, 1§", ... die positiven, u}, u"%, ... die negativen Eigenwerte
von An(s,7), und y{"(s), y¥(s), ... bzw. pi(s), p(s), ... die zuge-
hérigen Eigenfunktionen. Mehrfache Eigenwerte sind dabei entsprechend
mehrfach angefiihrt. Fernerseienwieder Jo(g, @) = f / A s, ) p(s)p) dsdi
und J(p,q) =ffK(s, H(s)gf)dsdt die zu den Kernen 4,(s, ) bzw.

K(s, ¢) gehorigen Integralformen, und es sei, wie wir voraussetzen diirfen,

1
J(p, @) positiver Werte fahig. Es ist #{” = -7 das Maximum von

1) Vgl. § 4, 2 dieses Kapitels, S. 114.
Courant-Hilbert, Mathematische Physik. I. 9
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. . 1 < q-
Jn(@, @) fir eine normierte Funktion; #; = —— sei die obere Grenze

von J(@, @) unter derselben Nebenbedingung. Da die Werte von

J(@, @) und J.(@,@) sich bei hinreichend groSem » um weniger als

eine feste beliebig kleine Zahl unterscheiden, muB} lim p{” = u,
7 > o0

sein. Es folgt also aus wi'(s) — "] Au(s, ) y{’(H)di =0 wegen

Au(s,t) = K(s.t) die Beziehung

(81) Ws) — py f (Ks, ) () dt = 0.

Mithin bilden die Funktionen v{” gemi unserem Hilfssatz eine glatte
Folge von endlicher, offenbar positiver Dimensionenzahl #1) und defi-
nieren daher nach Kap. II, § 3, eine lineare Funktionenschar mit den
normierten Komponenten ;4(s), ..., %1,,(s), welche notwendig L&-
sungen der homogenen Integralgleichung

e = m [Ke Dy dt, (=12, ....9

also zum Eigenwert u, gehdrige Eigenfunktionen von K(s, ) sind.
Genau so erhdlt man die iibrigen Eigenwerte und Eigenfunktionen

des Kernes K(s, #) . Es ist namlich z. B. #}" = !;1,,,7 das durch geeignete
k

Wahl der v,(s), va(s), ..., vp-1(s) zu erreichende Minimum des Maxi-
mums von J,(p,p) unter der Nebenbedingung (@, ®) = 1 und den
weiteren Nebenbedingungen (@, 2;) =0 (1 =1,2, ...,k —1).

.. . . 1 .
Definieren wir wieder »; = . als die entsprechende untere Grenze
13

der oberen Grenze von [ (g, ¢), so ist wegen der Nachbarschaft des
Wertevorrats von J, (¢, @) zu dem von J (@, ¢) wiederum lim 4 = u,.
Hieraus schlieBen wir auf die Relation oo

Wi(s) — [ (s, i) dt =0,

wonach die weiteren Folgerungen wie oben verlaufen. Um die negativen
Eigenwerte und zugehorigen Eigenfunktionen zu bekommen, haben wir
die entsprechenden Minimum- bzw. Minimum-Maximum-Probleme zu
betrachten. Treten nur endlich viele Eigenwerte des einen oder anderen
Vorzeichens auf, so ist bei der Aufsuchung derselben an der betreffenden
Stelle abzubrechen, was keiner weiteren Ausfithrungen bedarf.

3. Unsymmetrische Kerne. Auch im Falle der unsymmetrischen
Integralgleichung (1) liefert die jetzige Methode gegeniiber der frither
angewandten eine Vereinfachung und Vertiefung. Es geniigt hier
ein kurzer Hinweis unter Benutzung der alten Bezeichnungen. Im
Falle I moégen die g, und ¢, so beschaffen sein, daB fiir alle # die

!) Das Verschwinden von » wiirde mit der Normierung der Funktionen A O
im Widerspruche stehen,
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Norm ¢, unterhalb der Schranke M bleibt. Dann gilt fiir die Differenz
On — Om = Cum ebenfalls, daB ihre Norm unterhalb einer Schranke,
ndmlich 4 M, bleibt. Ferner ist gleichmiBig

)

m | Gauls) = 4 [K(s, D Lnn(®d ¢| =0,

n, M —> X

und daher besitzt nach unserem Hilfssatz jede Teilfolge der Doppel-
folge {u, m, bei welcher zugleich # und m iiber alle Grenzen wachsen, eine
beschrankte asymptotische Dimensionenzahl 7, wobei diese Schranke
fiir » nur vom Kern K(s,7) und von 1 abhingt. Somit definiert auch
unsere Doppelfolge {,,» eine lineare Grenzschar mit einer endlichen An-
zahl 7 orthogonaler Komponenten wy(s), ¥a(s), ..., ¥,(s), es sei denn,
daB die asymptotische Dimensionenzahl jeder Teilfolge gleich Null, d. h.
Cnm =0 ist. Im letzteren Fall » = 0 konvergieren einfach die g,(s)
gleichmiBig gegen eine Losung der Integralgleichung

F8) = @) — [ K(s, () at.

Im Falle 7 > 0 sind die ¥;(s) Losungen der homogenen Gleichung. Wir
ersetzen g, durch eine Funktion

Na(S) = 0u(S) -+ 2y py(8) + - -+ + % Pi(s)

welche orthogonal zu vy(s), ¥s(s), ..., ¥y(s) ist. Fiir diese Funktionen
gilt sicherlich

(nls) — & [ (s, i) na() d2] — f(5) = .

Wir kénnen dann auf die Differenzen 7, — 9 = {, . wieder wie oben
unseren Hilfssatz anwenden und leicht schlieBen, daB die Dimensionen-
zahl jeder Teilfolge dieser Folge Null sein muB, daB also die #74(s) gleich-

méBig gegen eine zu den y(s) orthogonale Lésung der Integralgleichung
konvergieren,

Im Falle IT erhalten wir ebenfalls auf Grund unseres Hilfssatzes als
Grenzgebilde der Funktionenfolge o,(s) = g’;(i) eine lineare Funktionen-

schar von Lésungen der homogenen Integralgleichung.

Auf diese Art ergibt sich nach unserer zweiten Methode ein ge-
nauerer Einblick in die Natur der hier waltenden Konvergenzverhiltnisse.
Dieser Einblick lehrt uns, da und wie wirin derTat mit beliebiger Genauig-
keit zu einer Losung der unhomogenen bzw. der homogenen Integral-
gleichung gelangen, wenn wir eine approximierende Integralgleichung
mit dem Kerne A4,(s, #) betrachten.

4. Stetige Abhingigkeit vom Kern. Hinsichtlich der Frage, inwie-
weit sich die Losungen eines Integralgleichungsproblems mit dem Kern
stetig dndern, beschranken wir uns auf das Eigenwertproblem bei einem
symmetrischen Kerne K(s,#). Der Kern K(s, #) mége der gleichmaBige

()*
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Limes anderer symmetrischer Kerne Ky(s,?), (# =1, 2,3, ...) sein.
Wenn wir Funktionen g (s) betrachten, welche der Bedingung (¢, ¢) = M
geniigen, so unterscheiden sich die Werte der zu den Kernen gehérigen
Integralformen [ (@.q) und J(p, @) bei hinreichend groBem # um
beliebig wenig. Daher gilt dies auch fiir die Minima oder Maxima dieser
Formenunter den Nebenbedingungen (p, ¢) = 1, (¢, ;) = 0, und ebenso
fiir dieMaxima der Minima oder Minima der Maxima. Mit anderen Worten:
Der h* positive und der h negative Eigenwert dndert sich stetig mit dem
Kern. Hinsichtlich der Eigenfunktionen kénnen wir mit Riicksicht auf
das bei ihnen willkiirliche Vorzeichen und das Auftreten mehrfacher
Eigenfunktionen eine regelrechte Stetigkeit nicht erwarten. Dafiir tritt
hier folgendes Verhalten ein: Es set 1, ein r-facher Eigenwert des Kernes
K(s, #), es sei also

23 = lim 2" = lim 2}:‘11 =...=Ilmi", _,,
n-> o0 n->00 n->oco

dagegen gelte diese Relation wicht fiir A\, und 2".,. Dann konvergiert
mil wachsendem n die lineare Schar aus den Eigenfunktionen wi(s),
PLs), o.., Wi, \(s) des Kernes K,(s,t) fiir n—>oo gleichmifig
gegen die lineare Schar der Eigenfunktionen von K(s,t) fiir den Eigen-
wert A1),

Diesen Satz, welcher ein vollstindiger Ausdruck der fraglichen Stetig-
keitseigenschaften der Eigenfunktionen ist, beweist man auf Grund un-
seres Hilfssatzes fast unmittelbar aus der Bemerkung, daf} fiir die Folge
der Eigenfunktionen y{" ,(s) (0 = % <) die Limesgleichung

Wi (s) — ;‘h/K(S, Oy (B dt| = 0

besteht, und daB diese Folge gewil die asymptotische Dimensionen-
zahl 7 besitzt.

§ 9. Erweiterung der Giiltigkeitsgrenzen der Theorie.

Die Entwicklungen der Paragraphen 1 bis 6 und 8 kdnnen nach zwei
Richtungen wesentlich verallgemeinert werden.

Zundchst bleiben alle Uberlegungen giiltig, wenn wir Integral-
gleichungen fiir Funktionen mehrerer unabhingiger Veranderlichen be-
trachten. Wir verstehen etwa unter f(s), @(s), w(s) stetige Funktionen
der auf ein bestimmtes endliches Gebiet G beschrinkten Variablen
Sy, So, ..., Sm, unter K(s,f) eine stetige Funktion der Variablen
Sy, Sg, oo, Smund ¢y, ¢y, ..., L, die beide ebenfalls im Gebiete G laufen;
schlieBlich bezeichnen wir mit ds das Inhaliselement ds,dsy...,dsn
von G, setzen entsprechend d¢=d¢, dt,...d?, und verstehen unter

1y Zum Begriff der Konvergenz linearer Scharen vgl. Kap. 11, § 3, 2.
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allen betrachteten Integralen ein fiir allemal Integrale iiber das Inte-
grationsgebiet ;. Dann stellt die Integralgleichung

Fs) = gls) — 2 f K(s,{)p (t) dt

eine Integralgleichung mit dem von 2m Variablen abhingigen Kern
K(s,?) fiir die Funktion ¢(s) von m Variablen dar, und unsere ganze
Theorie bleibt Wort {fiir Wort in Kraft.

Ferner kann auch die bisher gemachte Voraussetzung der Stetigkeit
des Kernes erheblich gemildert werden, ohne daBl an den erzielten Er-
gebnissen etwas geandert wird. Ohne auf eine mdoglichst weitgehende
Verallgemeinerung Wert zu legen, wollen wir hier nur die fiir die An-
wendungen wesentlichen Itlle hervorheben, indem wir zunichst wieder
einen Kern K(s,#) in zwei Variablen s und ¢ betrachten. Mit unwesent-
lichen Modifikationen gelten unsere fritheren Uberlegungen, abgesehen
von den Uberlegungen zum Mercerschen Satz (§5,4), auch fiir solche
Kerne, die nur stiickweise stetig in dem frither definierten Sinne sind,
weil sich ja jede solche Funktion im Mittel mit beliebiger Genauigksit
durch eine stetige approximieren 148t, wie wir im vorigen Kapitel ge-
sehen haben. Wir diirfen aber auch Unendlichkeitsstellen des Kernes
zulassen. Dabei machen wir dic Voraussetzung, dafl die Integrale

o

[[K(s,tpdsdt. /K(s,t)zds, /K(s,t)2dz‘

einen Sinn haben und daB die beiden letzten als Funktionen von ¢
bzw. s unterhalb einer festen Schranke M bleiben. Diese Voraus-
setzung ist z. B. in dem f{iir die Anwendungen wesentlichen Falle erfiillt,
daB der Kern fiir s =/ von niedrigerer als ' Ordnung unendlich wird,
d. h. daB K(s,7) die Form K(s,7) = H(s,#) |s —¢|~* mit 0 = & <} hat,
wobei H (s, #) eine durchweg stetige Fuvktion ist. Fiir einen solchen
Kern gelten die frither entwickelten Sitze. Denn er 148t sich durch
stetige ausgeartete Kerne Ap(s,?) jedenfalls so approximieren, daf3
I[K(s,t) — Au(s, 9)12dt gleichmaBig in s, [[Au(s + 1,2 — Au(s, H)12d?
gleichmiBig in s umn! # beliebig klein ausfillt, wenn # hinreichend
klein genommen wird. Mehr ist aber zur Durchfiihrung unserer Uber-
legurgen nicht nétig. Ebenso bleiben fur den Fall zweier unabhingiger
Variablen die fritheren Sitze giiltig, wenn der Kern fiir s, = ¢, s, =,
von niedrigerer als erster Ordnung unendlich wird, weil dann das Inte-
gral [ [K(s;, sy.t;,2)2ds,ds, durch diese Singularititen nicht beein-
trachtigt wird. Bel drel unabhingigen Variablen dirfen wir ebenso
beliebige Singularititen von niedrigerer als ' Ordnung fir K zu-
lassen usw.

Fiir die Anwendungen reichen diese Fille vollstindig aus. Es ist
nicht schwer, worauf hier nur hingewiesen werden soll, den Giiltigkeits-
bereich unserer Resultate so weit auszudehnen, dal nur noch die oben
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formulierten Voraussetzungen fiir die Integrale iiber K?2(s, ¢) gefordert
werden miissen, wahrend man im iibrigen auf die Stetigkeit des Kernes
usw. ganz verzichten kann.

§ 10. Ergédnzungen und Aufgaben zum dritten Kapitel.

I. Beispiele zur allgemeinen Theorie,

a) Der Kern
Qs innt . st
Zsm—nﬂlﬂi = % log sin > sin® l(0<s,t=n)
n 2 2
n=1
hat die Eigenwerte 1, = —~ und die Eigenfunktionen sinn?.

b) Man zeige, daB3 der symmetrische Kern

271 —2hcos (s — &) + h® 0=st=2m

fir [A|<<1 die Funktionen 1, sinns, cosus als Eigenfunktionen mit

den Eigenwerten 1, 7 h" besitzt.
c¢) Fiir den Kern
s o
s +ﬁ/ [
—e 2 Jedrfe"dr, (s =1
K(s,t) = Y -0 ‘2
K, s) (s=1)

32

. . . . - ar
sind die Hermiteschen Orthogonalfunktionen &2 a5

¢~% Eigenfunk-
tionen mit den Eigenwerten o =2n 4+ 2, und
d) fiir den Kern

e,

e |2 gy, 0<s=<¢
K(s,t) = e t 4 ( N )

K(t,s) 0=<t=<s)

A
b
die Laguerreschen Orthogonalfunktionen e "3 0 = hl Eigenfunk-

tionen mit den Eigenwerten 1, = »n + 1 7).

2. Singulire Integralgleichungen. Die Giiltigkeit der allgemeinen
Theorie kann aufhéren, wenn der Kern zu hohe Singularititen aufweist,
oder wenn er bei unendlich ausgedehntem Grundgebiet nicht von hin-
reichend hoher Ordnung im Unendlichen verschwindet.

1) Vgl. Newmann, R.: Die Entwicklung willkirlicher Funktionen nach den
Hermiteschen und Laguerreschen Orthogonalfunktionen usw. Diss. Breslau 1912.
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Wir geben einige Beispiele von Integralgleichungen mit unendlich
vielfachen Eigenwerten.
Aus der Integralformel

>

T 1 F:4 3
& T2 2 |/ pmas
jblllst(‘ 5¢ b tz)dt -—] 5 € FoE e
0

folgt, da sie identisch in a gilt und in @ nicht linear ist, dal} fur das
Grundgebiet 0 -sf=oc der Kern sins¢ den unendlich vielfachen
Figenwert 1 =1 hat.

Dic Hermiteschen Orthogonalfunktionen (vgl. 1¢) sind Eigenfunk-
tionen des Kerns ¢t mit den Eigenwerten ;—2—% Jeder der vier Werte
; j . ’?A, ist also unendlich vielfacher ﬁigenwert dieses Kerns.
LEeispilei jciner Integralgleichung mit unendlich vielen Eigenwerten
in einem endlichen Intervall: Die Gleichung

g(s) = /:U/ e~ ls-to)dt
hat die Losungen e % mit den Eigenwerten 1 = % ~ Jedes 4> —;

ist also Eigenwert.

3. Methode von E. Schmidt zur Herleitung der Sitze von Fred-
holm?®). Wir bringen, indem wir /] = 1 annehmen, den Kern K(s, #) in die

Form K(s, 1) Zoc(s 1)+ k(s,1), wobei [[k(s,2dsdt<1 ist,

also die keumannsche Reihe des Kerns % fiir 2 =1 konvergiert
und somit nach § 6 die zum Kern k(s,#) gehorige Resolvente (s, ?)
liefert. Indem wir die Integralgleichung (1) in der Form

his) = @ls) — [ (s, D g9 at

schreiben, wobel
n

() = fs) + D auls), %, = (. f.)

y=1
gesetzt ist, haben wir daher umgekehrt

(2

ﬂﬂ:ﬂ@+ZM%BHJM&DMﬁ*ﬁ}ﬂMﬂM;

y=A1

oder \(}t-’/
Fals) = 105) [ s, 1) 1) A1 = pls) — [ [0 (5) Bolt) Fr(5) Bulth]

. r=1
mit
7i(s) = , x(s,7) ;xi(r)d .
1) Schmidt, E.: Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integralglei-

chungen. Zweite Abhandlung: Aufldsung der allgemeinen linearen Integral-
gleichung. Math. Ann. Bd. 64. S. 161—174. 1907.
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Damit ist die gegebene Integralgleichung auf eine solche mit ausgearte-
tem Kerne zuriickgefiihrt.

4. Methode von Enskog zur Aufldsung symmetrischer Integral-
gleichungen?). Wir betrachten einen positiv definiten Kern K(s, ?), dessen
erster Eigenwert groBer als 1 ist, bei dem also fiir jedes ¢ die Relation
l(s)2ds — [ [K(s,2) p(s) ¢(t)dsdt > 0 gilt. Die Integralgleichung (1)
schreiben wir in der abgekiirzten Form f(s) = J(¢), indem wir
J (@) = p(s) — f K(s,)¢(f)dt setzen. Ferner konstruieren wir uns
irgend ein ,,in bezug auf den Kern polares vollstindiges Funktionen-
system w,(s), vy(s), ..., welches den Beziehungen f v, J(v) ds = 0y
(0si =1, Op =0 fiir ¢ k) geniigt und aus einem vollstindigen
Funktionensystem @, 5, ..., so entsteht, da8 v, eine lineare Kom-
binationvon @, @,, ..., Pa ist. Setzenwir &, = [@ J(v,) ds = [v, J () ds,

so ergibt sich sofort ¢(s) =Zav 7,(s), vorausgesetzt, daBl diese Reihe
v=1
gleichmiBig konvergiert. Fir die Funktionen v, gibt iibrigens die ,,Voll-
standigkeitsrelation f @(s) Jlg(s)]ds = D'a; wie auch immer die
r=1

stiickweise stetige Funktion ¢(s) gewahlt wird.

5. Methode von Kellogg zur Bestimmung von Eigenfunktionen?2).
Wir bestimmen, ausgehend von einer willkiirlichen normierten Funktion
@o(s), die Funktionen ¢,(s) und die Zahlen 4, durch die Relationen
@ri1(8) = 41 / K(s,t) pu()dt, N, = 1. Der Grenziibergang 1aBt
sich durchfiihren und liefert einen Eigenwert und die zugehérige Eigen-
funktion der Kerns bzw. seines iterierten Kerns.

Man bringe diesen Ansatz in Zusammenhang mit dem Begriff der
asymptotischen Dimensionenzahl und fiihre die Betrachtung auf diesem
Wege durch.

6. Beispiel eines unsymmetrischen Kerns ohne Nullésungen. Der

oosin ssin (v + 1) ¢ . . i
Kern Kf(s,?) = E, “V—ZK*L besitzt fiir das Gebiet 0 <s, 1< 2n

)
rv=1

keine Nulldsungen; denn wir erhalten fiir die iterierten Kerne die Aus-

driicke K®(s,t) = n”"lz siny soin (v + ) ¢

o). = T und daher konvergiert

die Neumannsche Reihe fiir alle Werte von 1. Dasselbe Resultat ge-
winnt man durch Feststellung der Tatsache, daBl die zu K gehérige
Funktion D(1) konstant ist3).

1) Enskog, D.: Kinetische Theorie der Vorginge in maBig verdiinnten Gasen.
Dissertation. Uppsala 1917.

%) Kellogg, 0. D.: On the existence and closure of sets of characteristic func-
tions. Math. Ann. Bd. 86, S. 14—-17. 1922.

3) Ahnliche Kerne finden sich bei Goursat: Cours d’analyse (vgl. Literatur-
verzeichnis) S. 429.
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7.Volterrasche Integralgleichungen?). Wenn K (s, ) = 0 fiir s < ¢
ist, so kann man die Integralgleichung in der Form

Hs) = ¢(s) — 2 K(s, ) p(t)

schreiben. Solche Typen von Integralgleichungen sind besonders von
Volterra behandelt worden. Man zeige, daBl die zugehérige Resolvente
eine ganze transzendente Funktion von 1 ist, daB also die Volterrasche
Integralgleichung fiir jedes 1 eine und nur eine Ldsung und daher fiir
kein ] eine Nulldsung besitzt.

8. Die zu einem unsymm: trischen Kerne gehérigen adjungierten
Orthogonalsysteme?). Zu einem unsymmetrischen Kerne K(s,#) bilden
wir die beiden symmetrischen Kerne K'(s, ) = jK(s o) K(¢,0)do und
‘K(s, &) =/K(0, s)K(o,/)do. Es gibt eine Folge von Funktionen-
paaren @.(s), yu(s) (v =1, 2, ...) und zugehoérigen Werte 1,, so daB

o(s) = 4, fK(s, Dty de,  pls) = A, / Kt s) g,(t) d¢,
i) = BIK(s, 0 p00dt,  pls) = B[ K5, ) y(o) dt

gilt. Jede in der Form f K(s, ) h(f)d¢ darstellbare Funktion er-
laubt eine absolut und gleichmiBig konvergente Entwicklung nach
dem Orthogonalsystem der ¢, und ebenso jede Funktion der Form
j'K(t, s)h(t)d¢ eine Entwicklung nach dem Orthogonalsystem der v,

o]

Es gilt K(s, #) :wa "(Q, falls die Reihe rechts in jeder Variablen

)-v
V=1
gleichmiBig konvergiert. Der Kern K ist durch die Werte 4, und die
beiden, an sich voneinander unabhingigen Orthogonalsysteme eindeutig
festgelegt.
9. Integralgleichungen erster Art. Beispiele von Integralgleichungen
erster Art der Form

82) 1) = [K(s, 0 g(e) dt

sind uns mehrfach begegnet. Z. B. wurde die Entwickelbarkeit nach
den Eigenfunktionen eines Kernes von der Auflosbarkeit einer Integral-
gleichung erster Art abhingig gemacht. Ferner sind solche Beispiele
durch das Fouriersche Integral und die Mellinsche Integraltrans-
formation (Kap. II, §12, 9) gegeben. Die Schwierigkeit der Theorie der

1) Volterva, V.: Legons sur les équations intégrales et les équations intégro-
différentielles. Kap. I1. Paris 1913.

2) Schmidt, E.: Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen.
I. Teil: Entwicklung willkirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener
Math. Ann. Bd. 63, S. 433—476. 1907.
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Integralgleichungen erster Art beruht darauf, daB bei stetigem Kern
K(s, #) die Mannigfaltigkeit aller stiickweise stetigen Funktionen ¢(s)
in eine Teilmannigfaltigkeit transformiert wird, da jedenfalls alle so
entstehenden Funktionen f(s) stetig sind. Ist K(s,#) differenzierbar,
so wird jede stiickweise stetige Funktion, ja jede bloB integrierbare
Funktion @(s) in eine differenzierbare transformiert. Die Integral-
gleichung kann also nicht allgemein fiir stetiges f(s) durch eine stetige
Funktion ¢ 16sbar sein. Erst in dem MaBe, wie der Kern von einem
reguliiren Verhalten abweicht, konnen wir eine Auflosbarkeit von (82)
fir allgemeinere Funktionenklassen f(s) erhoffen. Man betrachte die
fritheren und kiinftigen Beispiele unter diesem Gesichtspunkte, wobei
das Unendlichwerden des Grundgebietes mit einer Singularitit des
Kernes als dquivalent anzusehen ist.

Rein formal kann man bei symmetrischem Kern, wenn %, = (f, ¢,)
die Entwicklungskoeffizienten von f nach dem Eigenfunktionen-
system @;, @,, ... des Kernes sind, eine Losung in der Form

@(s) = D A, %, ,(s) ansetzen. Falls diese Reihe gleichmiBig konver-
v=1

giert, was wegen des Anwachsens der 1, im allgemeinen Einschrankungen
fiir f(s) bedeutet, so stellt sie tatsdchlich die Losung von (82) dar.

Im allgemeinen Falle liefert ein Satz von Picard') notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Auflgsbarkeit einer Integralgleichung
erster Art f(s) = [K(s,) ¢(f)d¢ bei einem beliebigen (auch un-
symmetrischen) Kern durch eine samt ihrem Quadrat im Lebesgueschen
Sinn integrierbare Funktion ¢(s). Sind ¢, v, 4; die Paare der zu
K(s,?) nach Nr.8 gehérenden adjungierten Funktionen, bzw. die zu-
gehorigen Eigenwerte, so ist fiir die Losbarkeit der obigen Integral-
gleichung notwendig und hinreichend, dafl die Reihe

SE([1o e ds)
konvergiert.

10. Anwendung des Integrals von Lebesgue. Die Entwicklungen
des Kapitels III gewinnen an Allgemeinheit und Abrundung, wenn
man den Integralbegriff von Lebesgue zugrunde legt, alle vorkommen-
den Integrale in dieser Weise auffat und die auftretenden Funktionen
jeweils immer nur bis auf eine Nullmenge festgelegt denkt. Der mit
diesen Begriffen vertraute Leser moge das Kapitel IIT unter diesem
Gesichtspunkte selbst umgestalten.

11. Die Methode der unendlich vielen Variablen. Ist wy(s),
,(s), ... irgend ein vollstindiges Orthogonalsystem fiir das Grundgebiet

1) Picard, E.; Sur un théoréme général relatif aux équations intégrales de
premiére espéce et sur quelques problémes de physique mathématique. Rend.
Circ. mat. Palermo Bd. 29, S. 79—97. 1910.
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und setzt man x; = (¢, @), fi = (f, ), kpq = [ [K(s, 1) 0p(s) w,() ds dt,
so fiihrt die Integralgleichung (1) sofort auf das Gleichungssystem

D0
Y «
fizx,;‘;.Zkijxj (7 = '1,2,3,..-)
=
von unendlich viclen linearen Gleichungen fiir die unendlich vielen Un-
(o] o0 20
Ve 2 22 . N7 7.2
bekannten x,, %y, &, ... Dabeiist > 4 und >'fi, sowie ki
=1 i=1 47=1

konvergent, wie aus der Besselschen Ungleichung folgt. Die Auflésungs-
theorie dieses Gleichungssystems (Kap. I, § 6,4) liefert uns dann die Sitze
iiber die Integralgleichung (1).

12. Minimumseigenschaften der Eigenfunktionen. Man kann
die Eigenfunktionen ¢y, ¢,, ... eines symmetrischen Kernes oder die
zu einem unsymmetrischen Kerne gehérigen beiden Orthogonalsysteme
@ils), wi(s) und die entsprechenden Eigenwerte 4; durch folgendes
Minimumproblem erhalten: Der Kern K(s,#) soll durch einen aus-

o Bils) Pilt)
> R

gearteten Kern A,(s. 9 =2 .

so approximiert werden, daf}

1=1

/ f (K — A,)?dsdt moglichst klein wird. Man beweise, dafl die Losung
durch &; = ¢;, W; = y;, N; = ; gegeben wird. (Vgl. auch Kapitel IV.)

13. Polare Integralgleichungen. Auch fiir die Kerne von der
Form K(s,t) = A(s) S(s,#), wo S(s,#) symmetrisch ist, A(s) aber bis
auf endlich viele Spriinge stetig, lassen sich ahnliche Ergebnisse her-
leiten wie fiir den Fall eines symmetrischen Kernes. Am eingehendsten
ist bisher der Fall untersucht worden, daBB S(s,?) ein definiter Kern ist,
also lauter positive Eigenwerte besitzt. In diesem Falle, den Halbert?)
und Garbe?) untersucht haben, heiBt die Integralgleichung polar oder
von der dritten Art. Dabei hat die Resolvente, wie fiir symmetrische Kerne,
lauter reelle und einfache Pole, und fiir die zugehorigen Residuen,
welche die ,,polare Eigenfunktionen‘* liefern, gilt ein analoger Ent-
wicklungssatz wie der von Hilbert fiir symmetrische Kerne aufgestellte.
Verschwindet insbesondere der iterierte Kern K*(s, ) nicht identisch,
so gibt es stets wenigstens einen Eigenwert. Ubrigens gilt der Satz,
daB die Resolvente nur reelle und einfache Pole hat, auch dann, wenn
S(s,£) nur als positiv vorausgesetzt wird; ferner der weitere Satz, dal
es wenigstens einen Eigenwert gibt, wenn S(s, £) positiv ist und K*s, )
nicht identisch verschwindet?3).

1y Hilbert, D.: Integralgleichungen, Kap. 15, wo {ir die polare Integral-
gleichung eine etwas andere Gestalt zugrunde gelegt wird.

%) Garbe, E.: Zur Theorie der Integralgleichung dritter Art. Math. Ann.
Bd. 76, S. 527—547. 1915.

8) Marty, J.: Sur une équation intégrale, C. R. Acad. sc. Paris Bd. 150,
S.515-—518. 1910. — Développements suivant certaines solution singuliéres Ib.
S. 603—606. — Existence de solution singuliéres pour certaines équations de Fred-
holm. Ib. S, 1031—1033.
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14. Symmetrisierbare Kerne!). Die Kerne, fiir die die Resolvente
nur reelle und einfache Pole hat, lassen sich sehr einfach direkt
charakterisieren. Damit ein Kern K(s, #) diese Eigenschaft aufweist, ist
notwendig, daB es einen Kern S(s,#) derart gibt, daB die Kerne
/S(s, 1) K(r.9)dr, [K(s,7)S(r,#)dr symmetrisch sind. Solche Kerne
nennt man symmetrisierbar. Stellt umgekehrt fiir einen gecigneten posi-
tiv definiten symmetrischen Kern S(s,?) wenigstens eines der obigen
Integrale einen symmetrischen Kern dar, so sind samtliche Pole der
Resolvente von K(s, #) reell und einfach.

15. Bestimmung des lésenden Kernes durch Funktionalglei-
chungen. Man beweise, daBl die Resolvente von K(s,#) durch die
Gleichungen (67) eindeutig bestimmt ist.

16. Die Stetigkeit der definiten Kerne. Man beweice, daB ein
fiir 0 = s,¢ < 1 stiickweise stetiger definiter symmetrischer Kern K (s, #),
der in allen Punkten s = ¢ stetig ist und stet'ge Eigenfunktionen be-
sitzt, Giberhaupt {iberall fiir 0 = s, ¢ =<1 stetig ist.

17. Satz von Hammerstein. Bei einem im Grundgebiete 0 < s, < 1
stetigen Kern K (s,#), der im ganzen Gebiet 0 =< s,f <1 eine gleich-
miBig beschriankte Ableitung hat, besteht die Bilinearformel schon fiir
den Kern selbst und nicht erst fiir den iterierten Kern K®(s,#). Die
Voraussetzung der beschriankten Differenzierbarkeit 148t sich noch durch
wesentlich allgemeinere ersetzen?).
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Viertes Kapitel.

Die Grundtatsachen der Variations-
rechnung.

Fast alle Fragen der mathematischen Physik, auf welche wir die
Theorien der vorangegangenen Kapitel anwenden wollen, stehen in
mehr oder weniger engen Beziehungen zur Variationsrechnung. Wir
wollen in diesem Kapitel die Grundtatsachen dieser zentralen und
beherrschenden Disziplin der Analysis entwickeln, um aus ihnen in
naturgemifer Weise die Differentialgleichungen der mathematischen
Physik und Ansitze fiir die Methoden zu ihrer Losung zu erhalten. In
spiateren Kapiteln des zweiten Bandes soll dann die hier dargelegte
Theorie ergianzt und vertieft werden.

§ 1. Die Problemstellung der Variationsrechnung.

1. Maxima und Minima von Funktionen. Die Variationsrechnung
nimmt ihren Ausgang von einer Verallgemeinerung der elementaren
Theorie der Maxima und Minima. Zum besseren Verstindnis des Wesens
dieser Verallgemeinerung wollen wir zunichst einen Blick auf die
wohlbekannte elementare Theorie werfen. In ihr handelt es sich stets
darum, fiir eine vorgegebene stetige Funktion f(x,y, ...) der in einem
vorgegebenen abgeschlossenen Gebiete G laufenden Variablen x,y, ...
eine solche Stelle x,, v,, ... im Gebiete G zu finden, an welcher die
Funktion f(x,v,...) ein Maximum oder Minimum, einen , Extrem-
wert‘‘, gegeniiber allen der Stelle xy,y,,... in G hinreichend nahe
benachbarten Stellen annimmt. Dal} diese Aufgabe stets eine Losung
haben muB, lehrt der schon im ersten Kapitel benutzte, unmittelbar aus
dem Begriffe der Stetigkeit folgende Satz von Weierstrall: Jede in einem
abgeschlossenen Gebiete der Variablen stetige Funktion besitzt im Innern
oder auf dem Rande des Gebietes ein Maximum und ein Minimum. Hat
die Funktion f(x,v,...) in G Ableitungen und wird das Extremum
im Inneren angenommen, so miissen an der betreffenden Stelle not-
wendig die Ableitungen von f(»,v,...) nach jeder der Variablen
verschwinden oder, anders ausgedriickt, es muBl das Differential 4f
Null sein. Diese notwendige Bedingung ist aber keineswegs hinreichend,
wie das Auftreten von Wendepunkten oder Sattelpunkten zeigt, z. B.
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fx) =x% % =0; f(x,9) =%y, %, =0, y,=0. Allgemein nennen
wir Punkte, in denen die Ableitungen der Funktionen samtlich ver-
schwinden oder in denen df = 0 gilt, stationdire Punkte.

Sind die Variablen nicht unabhéngig, sondern Bedingungsgleichun-
gen g (%,9,...) =0, &9y, ...)=0,..., g&*79, ...) =0 unter-
worfen, so kann man sich zur Aufstellung der notwendigen Bedin-
gungen fiir ein Extremum oder fiir den stationiren Charakter einer
Stelle der Multiplikatorenmethode von Lagrange bedienen. Diese Methode
besteht in folgender Vorschrift: Um eine im Innern des Gebietes der
Variablen liegende Stelle zu finden, fiir welche f(,, ...) ein Maximum
oder Minimum annimmt oder allgemeiner stationiren Charakter hat, bilde
man mit 4 4 1 neuen Parametern, den ,,Multiplikatoren‘ Ros Ais o ves Aps
die Funktion F = 2yf + 4,8, + 428> + -+ + 448, und bestimme sodann
die Grofen x,,%,, ... und die Verhiltnisse der GréBen Y PO PR Y
aus den Gleichungen

oF oF
= —o, S =0,...

1) ’&x dy

( ]aF 0F
ﬁ:&:O,n-: Th‘:thO,

deren Anzahl mit der Anzahl der Unbekannten iibereinstimmt. Diese
Gleichungen stellen die gesuchten Bedingungen fiir das stationire Ver-
halten von f(x,y, ...) bzw. fiir das Extremum von f bei den gegebenen
Bindungen dar.

Sobald nicht 1, = 0 ist, diirfen und wollen wir wegen der Homo-
genitdt von F in den 2, die GroBe A = 1 setzen. Die Lagrangesche Methode:
ist nichts als eine besonders elegante Umgehung der listigen, zur Un-
symmetrie zwingenden Forderung, mit Hilfe der Nebenbedingungen
# der Variablen aus der Funktion f(x,v,...) zu eliminieren.

Wir betrachten einige typische Beispiele, die uns trotz ihrem
elementaren Charakter als Hilfsmittel zur Orientierung niitzlich sein
werden.

a) Unier allen Dreiecken mit gegebener Grundlinie und gegebenem
Umjang hat das gleichschenklige den gripten Inhalt; bei gegebemer Grund-
linie und gegebenem Inhalt hat das gleichschenklige den kleinsten Umfang.
Schon bei diesem einfachen Beispiel, das sich ohne jede Rechnung durch
Betrachtung der Ellipsen mit der gegebenen Grundlinie als Verbindungs-
strecke der Brennpunkte unmittelbar durchschauen 148t, erkennen wir
eine eigentiimliche Reziprozitit, die uns spater noch &fters begegnen wird.

b) Brechung und Reflexion des Lichtes. Das sogenannte
Fermatsche Prinzip der kiirzesten Lichtzeit besagt, dafl ein Lichtstrahl
auf seiner wirklichen Bahn zwischen zwei Punkten eine kiirzere
Zeit braucht, als er auf jeder anderen den vorliegenden Bedingungen
gentigenden denkbaren (, virtuellen) Bahn brauchen wiirde. Hieraus
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ergibt sich die Geradlinigkeit der Lichtausbreitung in einem
homogenen Medium unmittelbar. Wird von dem Lichtstrahl ver-
langt, daBl er eine gegebene Kurve (Spiegel) treffen, aber nicht
durchschneiden soll, so miissen, wie sich aus der Bedingung fiir
den Differentialquotienten sehr leicht ergibt, die beiden die Bahn
bildenden geradlinigen Strecken sich auf der Kurve so treffen,
daB sie mit der Kurventangente gleiche Winkel bilden (Reflexions-
gesetz). Trennt dagegen die vorgegebene Kurve zwei Gebiete, in denen
verschiedene Lichtgeschwindigkeiten ¢, ¢, herrschen, und soll der
Lichtstrahl von dem einen Gebiet ins andere fithren, so mufl er aus
zwei geradlinigen Stiicken bestehen, welche dem bekannten Brechungs-
geselz sin, :sind, = ¢, : ¢, geniigen, wobei &, und &, die Winkel
der beiden Strecken mit der Kurvennormale im Durchschnittspunkte
von Bahn und Kurve sind.

¢) Ein Problem von Steiner. Zu drei Punkten 4,, 4,, 4;, die
ein spitzwinkliges Dreieck bilden, soll ein vierter Punkt P so gefunden
werden, daB die Summe der Entfernungen PA, + PA, -+ PA; mog-
lichst klein wird. Denken wir uns mit der Strecke PA, um A, den
Kreis geschlagen, so muBl P auf diesem Kreise so liegen, dafl die Summe
PA, 4 PA, moglichst klein ist, d.h. nach b) miissen die Geraden
PA, und PA, mit der Kreistangente in P gleiche Winkel bilden. Da
dasselbe bei Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 gilt, so miissen alle drei
Winkel 4,PA,, A,PA;, A4PA, einander gleich, d.h. gleich = sein,
womit die Aufgabe gelost ist.

d) Isoperimetrisches Problem fiir Polygone. Unter allen
sich nicht iiberschlagenden Polygonen gegebener gerader Seitenzahl 2#
und gegebenen Umfanges 2 / soll dasjenige mit gréBtem Inhalt gefunden
werden. Das gesuchte Polygon IT(4,, 44, As, ..., 4s,) ist das regu-
lire 2#-Eck. Um dies zu beweisen, iiberzeugen wir uns zunichst davon,
daB JT konvex ist. Gibe es nimlich eine Stiitzgerade, welche zwei
Ecken, z.B. 4,, A;, aber nicht einen der beiden sie verbindenden'
Kantenziige enthilt, so spiegeln wir einen dieser Kantenziige, z. B.
A A, 45, an der Stiitzgeraden und gelangen so zu dem Kantenzug
Ay A Ag, der mit dem ibrigen Kantenzug ein Polygon des gegebenen
Umfanges, aber von groBerem Inhalt liefern wiirde. Wir kénnen uns also
von vornherein auf die Betrachtung konvexer Polygone beschrinken.
Zweitens zeigen wir, dal} das Polygon lauter gleiche Seiten besitzt. Waren
zwei aufeinanderfolgende Seiten 4, 4,, 4, 45 nicht gleich lang, so konnten
wir nach a) die Ecke A4, so durch eine Ecke Aj ersetzen, dall
A i+ AA) = A Ay + A3 A, ist und der Flicheninhalt des Drei-
ecks A,A3A4, groBer als der des Dreiecks A, 4,A4; wird, also auch
der des neuen Polygons groBer als der von II im Gegensatz zur
Voraussetzung, da IT das maximale Polygon ist. Um endlich zu
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zeigen, daB IT einem Kreise eingeschrieben ist, zerlegen wir IJ durch
eine zwel gegeniiberliegende Ecken A4, 4,,, verbindende Diagonale 4
in zwei umfangsgleiche Polygone [I1I,, IT,; diese miissen auch inhalts-
gleich sein; denn ware [I; groBer als I7,, so kénnten wir das Spiegelbild
I von I1, an der Diagonale 4 zu 1, hinzufiigen und so zu einem Polygon
IT* = II; + II; gelangen, das den Umfang 2/, aber einen gréBeren In-
halt als /7 hitte. Wir zeigen nun, daB fiir jede Ecke 4, der Winkel
A 4,4, ein rechter sein mull. Wire es dieser Winkel fiir die Ecke A4,
nicht, so zerlegen wir I]; in das Dreieck 4,4, A4,,, und zwei Polygone
H,, H,, die an die Seiten 4, 4, und 4, ,, 4, anschlieBen, und betrachten
sodann ein rechtwinkliges Dreieck AjA,A4;,,, dessen Katheten
A1 4y, A, 4, bzw. gleich 4, 4,, A,,, 4, sind. Fiigen wir die Poly-
gone H,, H, an diese Katheten an, so erhalten wir ein Polygon ITF,
das wir an A} 4, , spiegeln und durch Hinzufiigung des Spiegelbildes
zu einem Polygon IT* ergianzen. Dieses neue Polygon besitzt den Um-
fang 27; da aber das rechtwinklige Dreieck A} 4,4, einen gréBeren
Inhalt besitzt als das nicht rechtwinklige 4, 4, 4,,,, so hat auch IT*
einen groBeren Inhalt als I, was gegen die Voraussetzung ist. Damit
ist der Nachweis fiir die Extremumseigenschaft des reguliren Polygons
erbrachtl). Genau dieselbe Losung ergibt sich fiir die reziproke Aufgabe,
bei gegebenem Inhalt den Umfang moglichst klein zu machen.

Die hier dargelegte, auf einer klassischen Idee von Steiner beruhende
Behandlung ist ein Beispiel dafiir, daB in konkreten Fillen eine anschau-
liche geometrische Methode rascher und iiberzeugender zum Ziele fithren
kann als die Anwendung eines allgemeinen analytischen Verfahrens.

e) Andere Beispiele. Minimum eines Maximums. Andere
typische Beispiele, wo es sich nicht mehr um reine Maxima oder
Minima handelt, sind uns schon mehrfach begegnet. Es sei hin-
gewiesen auf die Definition der Eigenwerte einer quadratischen Form
als Minima eines Maximums, oder auf die Polynome von Tschebyscheff
in Kapitel II, welche folgendes Problem ldsen: Gegeben ist eine
Funktion ¢ (x) = 2"+ y,2" 14 ... + v, der GroBen «,%;,...,Vp.
Es soll zundchst bei festen y; (s =1, 2, ..., n) derjenige Wert oder
einer der Werte x, im Intervalle —1 =x < -1 bestimmt werden, fiir
den | p (x) | moglichst groB ist, und sodann sind die Zahlen v,, ..., ¥n
so zu wihlen, daB dieses Maximum mdoglichst klein wird.

2. Funktionenfunktionen. Die Variationsrechnung nimmt ihren
Ausgang ebenfalls von Extremumproblemen bzw. der Frage nach

1) Es sei nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, da8 die Existenz des
Extremums nach dem Weierstralschen Satze von vornherein feststeht. Legt
man nimlich eine Ecke des Polygons in den Nullpunkt, so sind die Koordinaten
der iibrigen Ecken durch die Forderung des gegebenen Umfangs auf einen end-
lichen abgeschlossenen Bereich beschrankt, und der Flacheninhalt hingt stetig
von ihnen ab.

Courant-Hilbert, Mathcmatische Physik. I. 10
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stationiren Werten. Der fundamentale Unterschied ist aber der, daB
es sich nun nicht mehr um Extrema von Funktionen einer endlichen Zahl
unabhingiger Variablen handelt, sondern um Extrema von sogenannten
Funktionenfunkttonen). Unter einer Funktionenfunktion versteht man
eine GroBe oder auch eine Funktion, die nicht von einer gewissen Anzahl
von unabhingigen, in gewissen Grenzen willkiirlichen Variablen, son-
dern von dem Verlaufe einer oder mehrerer in gewissen Grenzen will-
kiirlicher, die Stelle der unabhéngigen Variablen vertretender Funk-
tionen abhingt. Das einfachste Beispiel bietet die Lange L einer Kurve
y =y (%) zwischen den Werten x =x,, x =x;; diese Linge wird

gegeben durch das Integral L = / l]/1 + v2dx; die Zahl L hangt also

%y
vom Verlaufe der ,,Argumentfunktion’ y (x) ab, die als beliebige stetige
Funktion mit stiickweise stetigen Ableitungen gewihlt werden kann.
Solche Funktionenfunktionen treten iiberall in der Analysis und in den
Anwendungen auf, und viele der wichtigsten Fragen der Analysis be-
ziehen sich mehr oder weniger ausgesprochenermaBen auf solche funk-
tionale Abhangigkeiten.

Ein anderes Beispiel ist der Flacheninhalt einer Fliache z = z (x, y),
welche iiber einem Gebiete G der x,y-Ebene liegt. Er wird gegeben
durch das Integral

u[;f]ﬂ—}—zj&%—z;dxdy

und ist eine Funktionenfunktion der Argumentfunktion z (x, y).
Weitere Beispiele fiir Funktionenfunktionen haben wir schon im
vorigen Kapitel kennen gelernt. So ist die Funktion

g) = [K (x,5) h(y) dy

eine Funktionenfunktion von % (x), und die Integralform

_[/K(x,y)w(x)w(y)dxdy

eine Funktionenfunktion von ¢ (x). In diesem Kapitel werden uns
hauptsichlich solche Funktionenfunktionen beschiftigen, die durch
Integrale iiber bekannte Ausdriicke in der Argumentfunktion, deren
Ableitungen und den unabhingigen Variablen gegeben sind, wie oben
die Bogenlinge einer Kurve. Wir betrachten der Reihe nach einige
weitere typische Beispiele:

a) Linge einer Kurve auf einer Flache. Ist die Fliche durch
die Parameterdarstellung ¥ = % (,v), y = y (#,v), z = z (#,v) der recht-
winkligen Koordinaten x, v, z gegeben und wird in der iiblichen Weise

1) In der franzésischen Literatur ist die Bezeichnung ,,fonction de ligne'*
oder ,,fonctionnelle’* gebriuchlich.
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e =%y +Vy+ 2y I = %uRe T VuVs+ 22, g = x5+ y2+ 2 gesetzt, so
ist die Lange einer durch die Gleichung v = v (#) definierten Flichenkurve

Uy
zwischen den Werten 4, #, durch das Integral L = f Ve +2f0 4+ gv?du
Uo

ausgedriickt, wobei also v(#) die Argumentfunktion, e,f, g gegebene
Ausdriicke sind. Nehmen wir speziell # =, v =, sowird ¢ =1 4 2},
f=122, g=1+2.

b) Lichtzeit. In einem zweidimensionalen Medium sei die Licht-
geschwindigkeit eine gegebene Funktion ¢(x,y) der rechtwinkligen
Koordinaten x,y. Mit s werde die Bogenlinge auf der Kurve y =y (x)
des Lichtstrahles, mit # die Zeit bezeichnet. Dann ist

as S

=A% )
7= = e

also ist die Lichtzeit zwischen zwei Punkten der Bahn durch das Integral
&y N

D (e

I'=|—-"r

: / ¢ (%)

gegeben, welches von der Argumentfunktion vy (x) abhingt.

c) Flicheninhalt einer Rotationsfliche. Die Kurve y =y (x)
moge um die x-Achse rotieren. Die erzeugte, von den Ebenen x = %,

¥ = x, begrenzte Rotationsfliche besitzt dann den Flicheninhalt

Zy

F=2a[yf1+y2dx.

Xy
Z
Dasselbe Integral ohne den Faktor 2 stellt, durch / V1 +v2dx

Lo
dividiert, die Héhe des Schwerpunktes der gleichmiBig mit Masse
belegten Kurve iiber der x-Achse dar.

d) Die potentielle Energie eines elastischen Stabes, der
aus einer geradlinigen Ruhelage verbogen wird, ist bei hinreichend
kleiner Deformation proportional dem iiber die Stablinge erstreckten
Integrale des Quadrates der Kriimmung. Die Ruhelage sei die x-Achse,
die senkrechte Elongation an der Stelle % sei % (x); dann ist also, wenn
wir die hoheren Potenzen von » und den Ableitungen von # gegeniiber
den niedrigeren vernachldssigen diirfen, die potentielle Energie bis auf
einen Materialfaktor durch das Integral

1
[(w")2dx
Lo
gegeben, wobei xy, x; die Endpunkte des Stabes bezeichnen.

e) Losung einer unterbestimmten Differentialgleichung.

Zu etwas allgemeineren Funktionenfunktionen gelangen wir, indem wir

10*
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von einer unterbestimmien Differentialgleichung oder einem unterbestimm-
ten Differentialgleichungssystem ausgehen, d. h. einem solchen System,
bei welchem die Anzahl der Gleichungen geringer ist als die Anzahl der
auftretenden unbestimmten Funktionen. Ist z.B. M(y',2,v,2,%) =0
eine solche Differentialgleichung zwischen den beiden Funktionen v (x)
und z(x) und wird z(x,) = a gesetzt, so ist nach den allgemeinen Sitzen
der Differentialgleichungstheorie die Funktion z(x) als bestimmt an-
zusehen, sobald man den Wert @ wihlt und irgendeine willkiirliche
Funktion y(x) in die Gleichung M<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>